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PRETFACE

JE me {uis propofé dans cet Ouvrage , de
mettre les Le&eurs en état d’entendre & d'ap-
pliquer la Méchanique. L'étude des principes gé-
néraux de cette {cience, eft facile, & n’exige
gueres d’autres connoiflances mathématiques, que
PArithmétique & la Géométrie ordinaires, Les
abftra®ions qu’on s’y permet, & avec raifon d’a-
bord , fimplifient Pobjet : & une Méchanique qui
fe borneroit a ces connoiflances générales, feroit,
fans doute, & la portée des Le&eurs; mais les
Le&eurs ne feroient encore, que peu en état
d’appliquer la Méchanique.

Des qu’on voudra rendre la Méchanique utile ,
il faut foriir des fuppofitions par lefquelles on eft
obligé de commencer dans Pétude des principes
généraux ; il faut ceflfer de faire abftra&tion de la’
mafle des machines, de leur pefanteur, du frotte-
ment, &c. cefler de confidérer l'action des corps
comme toujours réunie a leur centre de gravité,
&c. cefler de regarder les machines comme ne
partageant point I'a&tion de la force motrice, &c;
en un mot, avoir égard a 'étar réel & phyfique
ol font les chofes dans la nature, Dés-lors le nom-
bre des éléments qui entrent dans chaque quef-
tion, érant augmenté, il devient nécefluire d’em-
ployer pour la réfolution de ces queftions, des
méthodes plus efficaces; ceft dans cette vue que
nous avons fait précéder la Méchanique, d’une
courte expolfition des principes de Calcul qui fer-
vent d'introduction aux Sciences Phylico-Mathé-

a2
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v PREFACE

matiques. Nous nous y fommes déterminds dau~
rant plus volontiers qu'indépendaumment ae ce
que ces principes deviennent fouvent d’un ufage
indifpenfable, mcéme dans des queftions qui au-
roient paru fort fimples, ils font d’ailleurs ( {il'on
en excepte ce qu'on trouvera en petit caraCtere ,
& dont Tlufage elt moins fréquent ) une fuite fi
naturelle ces connoiffances expofées dans la troi-
fieme Partie, qu’ils ne peuvent qu'étre entendus
avec facilité, deés qu'on poflédera celle-ci.

A Tégard de la Méchanique elle-méme, les
objets que nous y avons examinés f{ont trop nom-
breux pour pouvoir étre paflés ici en revue, avec
quelque détail, Nous avons renfermé dans ce pre-
mier Volume, tout ce que nous avons compris
fous le nom de Principes généraux de la Mécha-
nique. Cleft-a-dire, les loix du mouvement {im-
ple uniforme ou varié, les loix du mouvement
compolé , la compofition & décompofiticn des
forces; 'ufage des moments pour cette compofi-
tion & cette décompofition; application de cette
théorie, a la recherche des centres de gravité, &
des propriétés de ce centre. Ces principes géné-
raux , dont nous donnons d’ailleurs, par anticipa-
tion , diverfes applications, particulicrement au
navite, font {vivis des loix de Péquilibre des flui-
des, & des corps qui y font plongés; cette-partie
a un rapport trop dire® au navire, pour ne pas
trouver place dans cet Ouvrage.

Le fecond Volume renferme Papplication de
ces principes généraux, a différents cas de mouve-
ment & d'équilibre. Nous y avens examiné un trés-
grand nombre d’objets; & fi les bornes quiil faue
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PREFACE v

enfin {e prefcrire, ne nous ont pas permis d’y en
comprendre un plus grand nombre , nous efpé-
rons que ce que nous y avons dit, ne remplira pas
moins les vues que nous nous fommes propofées,
de mettre les LeGeurs en état d’entendre & d’ap-
pliquer la Méchanique.

Au refte, on ne doit pas perdre de vue que
cet Ouvrage étant un Quvrage de principes, on
n’a pu ni d fe livrer a beaucoup de détails dont
pourroient étre fufceptibles quelques-unes des
queftions méchaniques qu'on y a traitées. Il en eft
plufieurs qu’il fuffit d’examiner avec un peu d’atten-
tion , pour voir qu’elles doivent faire matiere d’un
ouvrage & part : nous nous fommes bornés & en
expofer les principes, Telles font la plupart des
queftions concernant le navire : cette machine qui
fait tant d’honncur & Pefprit humain, dans Pétat
ou elle eft, ne lui en laiffe peut-étre pas encore
moins a acquérir; fur-tout fi Pon confidére que
Pétat oy elle eft parvenue, eft en grande partie
le .fruit d’un trés-long titonnement; mais que ce
qui refte 4 faire pour la perfe@ionner , ne doit
éwre attendu que du concours de P'obfervation avec
la théorie.

Les travaux de M, Bouguer, que lon ne peut
trop confulter fur cet objet, ont déja préparé de
tres-grands fecours ; & les progres aGuels de la
Phyﬁque & du Calcul , donnent lieu d’efpérer
que Ton fera encore des pas trés-utiles dans cegte
garriere,
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PRINCIPES
DE CALCUL

Qui fervent d'Introdullion aux Sciences

Pﬁ_yﬁco - mazﬁématigues.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

1. Nous avons donné dans la troifiéme
Partic, les regles néceflaires pour. calculer
les quanntés dans tel état de grandeur qu ‘on
puiffe les fup**ofcr. Mais nous - n’avons
point confidéré les variations par lefquelles
ces quanticés arrivent 3 tel ou tel état de
graﬁdcur. Ce nouvel ob}ft a confidérer dans
les quantités , donne licu a une autre branche
de PAnalyfe, qui eft de la plus grande utilitd
dans les Sciences Phyfico - M?thémanques
& principalement dans la Mdchanique , ou
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3 Counrs

Yon ne parvient fouvent & déterminer les
rapports des quantités qui entrent dans les
quettions relatives a cette fcience , qu'apres
avoir conf{idéré les.rapports .de leurs varia-
tions , c’eft-a-dire , des accroiffements ou
des diminutions qu'elles reqoivent A chaque
inftant.

Nous allons donc, avant que d’entrer en
M¢échanique ; nous arréter quelques moments
fur cette partie du calcul qui a pour objet de
décompofer les quantités jufques dans leurs
Eléments , & de revenir de ces Eléments
aux quantités memes. A proprement parler,
ce n'eft point une nouvelle méthode de cal-
cul , que nous allons expofer ; c’eft une ap-
plication des méthodes de la troifieme Par~
tie , & méme une fimplification de ces
regles. v

2. Nous nous propofons deux objets :
le premier , d’enfeigner a4 dcefcendre des
quantités y a leurs Eléments; & la méchode ,
pour y parvenir, s'appelle calcul différentiel.
1 e fecond, nous monirera la route pour re-
venir des Eléments des quantités , aux ‘quans
tités mémes, & nous appellerons cette mé-
thode, calcul inrégral.

La partie de ces deux calculs qui nous im-
porte véritablement, n’eft qu’un corollaire des
méthodes de la trofieme Partie de ce Cours ,
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DE MATHEMATIQUES, 3

& peut étre faifie avec facilité, dés qu'on eft
inftruit de ces méthodes. Quant a la partic de
ces mémes calculs, qui exige des recherches
plus délicates, ou d'une application moins
fréquente, nous la diftinguerons, 1 l'ordinai~
re, par un caraltére d’impreflion plus petit.

3. Comme nous allons confidérer les
quantitds relativement a leurs Elémeoncs ,
c’eft-a-dire, relativement 2 leurs accroiffe-
ments infiniment petits il convient, avant
gue d'aller pius loin, d'expofer ce que nous
entendons par quantités ivfiniment petites ,
infinies, &c. & de faire connoitre Ia fubor-
dination qu’en doit mettre entre ces guan-
tités , dans le calcul,

4. Nous difons qu'une quantité efl infinie
ou infiniment petite a Pégard d'une auire,
lorfquil n’eft pas poflible d’affigner aucune
quantité aflez grande ou affez petite pour
exprimer le rapport de ces deux-la, ceft-i-
dire, le nombre de fois que I'une contient
Yautre.

Comme une quantité ne peut, fans ceffer
d’€tre quanticd , ceffer d’cre fufceprible
d’augmencation ou de diminution, il n'y a
point de quantité {i petite ou fi grande i ['é-
gard d'une autre,, que I'on ne puiffe en con-
cevoir une troifitme infiniment plus perite
ou plus grande. Par exemple, fi x cft in-

A 2
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4 Cours

fini 4 I’égard de a, quoique dé¢s-lors il foit
1mp0{'ﬁble d aﬂigner leur rapport, celan’em-
péche point que je ne puiffe concevoir une
troifieme quantité qui foit 4 I'égard de x,
ce que x cft a légard de a; Ceft- Idire > qui
foit le quatricme terme d'unc proportion
dont les trois premiers feroxcm: arx:iix:;

ce quatritme terme qui eft = fera donc infi-

niment plus grand que x, puqu il contient &
autant que x eft fuppolé contenir a. De
méme , rien ne m'empéche de concevoir lc
quatrwme terme de cettc proportion x:@::

. . a*
; & ce quatrieme terme qui fera — fera

1nﬁmmf=v1t plus petit que a, puifqu’s 1 doit
&tre contenu dans @, autant que celui-ci eft
fuppofé contenu dans . Rien ne borne Li-
magmwon a cet ¢eard, & VYon peut conce-
voir, de méme, une “nouvelle quantité qui foit
encorc infiniment plus pemte a Pégard de
-‘-': que celle-ct ne left & Pégard de e. On
appclle cela des infinis ou des infiniment
petits de différents ordres.

En général le produic de deux quantités
infinies ou infiniment petites du p.e‘mbr or-
dre cft infiniment plus grand ou infnime
plus perit que chacun de fes deux falteurs :
cneflet xy:y:ix:1; or fi x eft infini, il
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pe MatuémarTiduers b

contient une infinité de fois 'unité, don¢c xy
contient une infinité de fois y. Un raifonne-
ment femblable fait voir qu’un produit ou
une puifflance de tant de dimenfions qu’on
voudra, & dont tous les faéteurs font infi-
nis , eft dun ordre d’infini marqué par le
nombre de fes falteurs; ainfi lorfque x eft
infini, x* eft infini du quatrieme ordre,
c'eft-a-dire, infiniment plus grand que x?,
qui eft infiniment plus grand que x*, qui lui-
méme eft infiniment plus grand que x. En
effet x*: it i x* i a0 1. Ce fe-
roit le contraire fi x étoit infiniment petit ;
alors x* feroit infiniment petit du quatrieme
ordre, c'eft-a-dire, infiniment plus petit
que x*; celui-ci infiniment plus petit que
x’; & ce dernier, infiniment plus petit
que x.

Au contraire, une fra&ion dont le numéra-
teur eft une quantité finie, & dont le déno-
minateur eft une puiflance quelconque d’une
quantité infinie, feroit d’'un ordre d’infini«
ment petit, marqué par 'expofant de cette
puiffance. Ceft-a-dire, par exemple, que

b . .
= cft infiniment petit du fecond ordre, fi x

P ‘
eft infini; - eft infiniment petit du 3¢ ordre,

b..l
x..x.l..l.«C.

As

b
En effet, — :
X
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Mais {i un produit n’a pas tous fes fac-
teurs infinis , alors fon ordre d’infini ne doit
{e déterminer que par le nombre de fes fac-
cours infinis : ainfi axy n’eft que du méme
ordrequexys;eneffetaxy:xy::a:1, &
ce dernier rapport peut €tre évalué, fi e eft
une quantité finie.

Remarquons bien cette différence dans
ia com;ar}aifon de§ iflﬁnis ou infiniment pe-
tits, entr’eux ou a Pégard des quantités re-
larivement auxquelles ils font infinis ou infi-
niment petits. i « eft infini a I'égard de a,
rien ne peut mefurer leur rapport ; mais
dans la méme fuppofition, le rappore de x
3 x multiplié ou divifé par tel nombre fini
que l'on voudra, eft un rapporr fini; ainfi,
o infini ou infiniment perit eft incompara-
ble a I'égard de &, fuppofé un nombre fini ;
mais il ne eft point a I'égard de a x, puifque
xetaax::1:a.

5. Pour exprimer par le calcul qu'une
quantité x eft infinie & I’égard d’une autre
quanticé a3 ou, ce qui eft la méme chofe,

»our exprimer que a eft infiniment petit 3
{égard de x, il faut, dans Pexpreilion algé-
brique ou ces quantités fe trouveroient en-
femble, rejetter toutes les puiffances de x
inférieures a la plus élevée, & par confé-
quent, aufli, tous les termes fans x. Par
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DE MATHEMATIQUES. 7

exemple, fi dans -35—2% , on fuppofe x infini
al'égard de a & de b, on fupprimeraa & b

> X +a
& Lon aura 2 ou 2 pour la valeur de Rl
5% 5 sx+b

X--a
x-+b

lorfque x eft infini. En effet f_

+ 2 .
= 5 (en divifant, haut
S -+ >

& bas , par x) ; or dés qu'on fuppofe
que x cft infini & I’égard de a & de b,

. b .
les fra&tions % & — qui repré entent les

rapports de a & de b & x, doivent
néceflairement étre fupprimées , puifque ,
par cette fuppofition méme, ces rapports
font au-defflous de toute quantité, fi pe-
tite quon veuille Ia fuppofer ; donc dans
ce cas la quantité propofée doit fe réduire

3.
oy

Pareillement, {i P'on avoitx®* 4-a2x -+ 5,
on le réduiroit a4 x*, fi I'on a deflcin de fa-
voir ce que vaut cette quantité , lorfque x eft
infini. En effet, on vient de voir que dans
cette fuppofition on devoit fupprimer 4 vis-
a-vis de ax; or x* eft lui-méme infini 3 Pé-
gard de ax, puifque x*: ax :: x:a; done

A 4

me chofe que
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par la méme raifon on doit rejetter ax vise
a-vis de x*; donc la quantité doit, alors,
€tre réduite a x.

Au contraire, {i x éroit infiniment petit ,
il ne faudroit conferver que les termes ou
Yexpofant de x eft le plus petit; ainfi x* +-ax
fe réduit 4 ax, lorfque x eft infiniment pe-
tit. “* 7 fo réduic 3 2, lorfque x eft infini-

cotd d
ment petit. _

On ne doit pas craindre que ces omiffions
alterent les conféquences que l'on tirera des
calculs auxquels on les appliquera. Au con-
traire, ce neft que par ces omiffions que 'on
exprime ce que l'on a deflein d’exprimer,
c’eft-d-dire, que x eft infini ou infiniment
petit : cen’cft que par elles qu'on peut arriver
a une conclufion conforme a la fuppolfition
qwon a faite. Or (i lorfqu’on fuppofe x infini ,
on ne rejettoit point les termes que nous ves
nons de prelcrire, fi, par cxemple, dans

@
3~ = . . a 3
35E2 oy . on ne rejettoit pas — & —
sx--b b x x9
§

s . . a b
le calcul n'cxprimant point alors que — & —
font des rapports au-deflous de toute quan-
titd afligrabie , ne répondroit point 3 ce que

Von demande , favoir quelle eft la valeur

[ Bap]
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DE MaTufmMaTiQUERS [

de cette quantité lorfque x ef infini : en un
. 5

mot en atcribuant encore a = : — quelque
x x

influence fur la valeur cherchée, on contre<
diroit la fuppofition que I'on a faite.

Nous ne manquerons pas d’occafions de
vérifier 'exaltitude de ce principe fur o=
miflion des quantités infinies des ordres in=
féricurs ; mais en attendant, voici un exems
ple qui peut venir & Pappui du raifonne-
ment que nous venons de faire. Concevons
la fuite £, 1,3,4,%, £ &c: les termes de
cette {uite, comme on le voit, approchent
de plus en plus de 'unité , & on congoit
que jamais ils ne peuvent pafler cette limite,

A x
Chagque terme peut &tre repréfenté par porord

en mettant pour x le numéro de ce terme.
Puis donc que les termes approchent fang
ceffe de Punité, & dautant plus quiils s'é-
loignent plus de Porigine, ils n’attcindront
donc cette limite qu'd une diftance infinie
de lorigine; donc pour avoir le dernier
terme de cette férie, il faut fuppofer dans

x - .
71> qQue x et infini; or conformément au
" . - . x
principe, cette quantité fe réduit alorsa —,
b \ M by .
ceft-a-dire 3 1; donc Pomiffion du terme

=+ 1 dans —— , loin d'alté
ans ——~ , loin d'altérer la conclufion,
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eft au contraire ce qui la donne telle qu'elle
doit étre. En un mot en faifant cette omif-
fion, on agit conféquemment a la fuppofi-
tion qu'on a faite.

Telle eft la fubordination qu’on doit met-
tre dans le calcul, entre les quantités infi-
nies ou infiniment petites de différents or-
dres. Mais dans I'application de ce principe
fur Pomiflion des quantités, il peut fe pré-
fenter quelques cas fur lefquels il eft bon de
prévenir le leGteur.

Suppofons qu’on ait les deux quantités
X% = ax —-b , & xx == ax —+c : lorfque x eftin-
fini, il eft indubitable que chacune fe réduit
a xx; enforte que leur différence, dans ce
cas femble étre zéro. Cependant fi Pon veut
avoir leur différence, on trouve qu'elle eft
b — couc— b, quelque foit x, infini ou non.
Voici la folution de cette didiculté appa-
rente.

La différence de ces deux quantités eft
réellement b —c¢ ou ¢ — b ; mais lorfquon
cherche cette différence apres avoir fuppo-
¢ x infini dans chacune; c’eft demander ce
que cette diiférence eft par rapport a ces
quantités mémcs; or comme elles font alors
infinies, chacunc, on doit trouver comme
on le trouve en effet, que cette différence
eft zéro par rapport a elles. Lors donc qu'on
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PE MATHEMATIQUES. 1

demande ce que devient, par la fuppofition
de x infini, le réfultat de certaines opérations
fur plufieurs quantités , c’eft dans le réfultar
méme qu’on doit exécuter la regle donnée
ci-deflus , & non pas dans chacune des
quantités f{éparément prifes. Cleft ainfi
qu’on trouvera que la fomme de—xx—ax-4-5b
& xx=+bx-tc, lorfque x eft infini, e réduie
a ax-+-bx ; car, en général , elle eft ax-bx
—+b-t-c qui lorfque x eft infini, fe réduit
a ax+bx. Pareillement fi Pon avoit, ...«
x—V xx—bb ; cette quantité lorfque x eft
infini , femble é&tre zéro. Mais comme
V xx—>bb n'eft qu'une indication de la ra~
cine de xx—bb , il faut pour avoir fa diffé-
rence avec x réduire xx—bb en {érie (Alg.

149 )5 alors la quantité x—y/ xx—bb fera
bb . b4 b b4

x. X == o &e. Ou — ~ — - &C. 4

qui lorfque x eft infini par rapport i 5, fe

réduie % £,

ELEMENTS DU CALCUL DIFFERENTIEL,

G» LORSQUE I'on confidere une quantité

. . 4 - v .
variable comme croiffant par degrés infini-
ment petits , fi I’on veut connoitre la valeur
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12 Cours
de ces accroiffements, ce qui fe préfente de
plus naturel , eft de déterminer la valeur de
cette qrantité pour un inftant quelconque 4
& la valeur de cette méme quantité pour
Vinftant immédiatement fuivant : alors la
différence de ces deux valeurs eft I"accroif~
fement ou la diminution que cette quantité
tegoit : ceft aufli ce qu'on appelle la diffé-
rence ou la différentielle de cette quantité.
7. Pour marquer la différentielle d’une
quantité variable fimple, comme x ou y,
on écrit dx, ou dy; cleft-a-dire, quion fait
précéder cette variable , de la lettre d ini-
tiale du mot différence. Mais lor{fqu'on veut
indiquer la différentielle d’une quantité
compofée comme x>, ou §x’~3x", ou
V x> —aa, &c. on renferme cette quantité
entre deux parenthefes que Pon fait précé-
der de la lettre 4 ; ainfi Pon écrit d( x*),
d(sx}44x*),d(Vx* —a*), &c.
Dorénavant nous repréfenterons tes quan-
tités variables, par les dernicres lettres
t, u, x,y,z de IAlphabet 5 & les conf-
tantes , ou celles qui confervent toujours
la méme valeur , nous les repréfenterons par
les premicres lettres a, b, ¢, &c. & lorf
que ncus en uferons autrement , nous en
avertirons. Quant a la lettre d elle ne fera
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DE MATHEMATIQUES. 1%

employée a d’autre ufage qua défigner la
difiérentielle de la quantité qu’elle précédera.,

8. Suivant I'idée que nous venons de
donner de la différenticlle d’'une quantité ,
on voit que pour avoir la difiérentielle lorf~
que la quantité nc renferme que des varia~
bles au premier degré & non multipliées ni
divifées les unes par les autrcs, il n’y a au-
tre chofe i faire qu'a afféCter chaque varia-
ble de la cara&lériftique d, en confervant
dailleurs le figne de chacune; par exemple,
la différentielle de o 4y o—zfera d x4 dy
—dz. En effet, pour avoir cette différen-
tielle, il faudroit confidérer x comme deve=
nant x-+dx 3 y comme devenant y ~~dy ; &
z comme devenant z-+d3 ; alors la quans
tit¢ propofée qui eft adtuellement x4y —z,
deviendroit w~dX—~y—+dy—z—dz ; prenant
donc la diffiérence de ces deux états , on
2ura X —dx =y = dy —z —dg—x— y 73
c’eft-a-dire , dx - dy —az pour la différen-
ticlle,

Il en feroit de méme, fi les variables qui
entrent dans la quantité propofée , avoient
des coéfficients ou multiplicateurs conftants :
an:.hla différentiellede sa-t3y,eft sdx4-3dy;
ceile de ax—by ,eft adx—+ bdy ;en effet,
lorfque * & y deviennent x +dx & y +dy ,
la quantité gx—+by devient @ (x4 dx )~

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}


file:///-/-d/

14 Cours

b (y—+dy), ceft-a-dire , ax-t-adx+-by-+-bdy ;
donc la différence des deux états, ou la dif-
férenticelle , eft adx -+ bdy; c'eft-a-dire qu'en
général , il faut affeCter chaque variable de
Ia cara&ériftique d.

Si dans la quantité propofée il y avoit un
terme tout conftant, la différentielle feroit
Ia méme que s'il n'y €toit point, C'eft-a-dire,
que la différentielle de ce terme feroit zéro ;
cela eft évident , puifque la dificrentielle
n’étant autre chofe que 'accroiffement, une
quantité conftante ne peut avoir de différen-
tielle fans ceffer d’étre conflante ; ainfi la
diférenticlle de aoc <+ b eft fimplement a dx.

9. Lorfque les quantitds variables font

fimples , mais mulcipliées entr'elles, alors
il faut {uivre cette rvegle... Différenciez fuc-
ceffivement par rapport 4 chaque variable ,
comme i tour le refle éwoir un multiplicareur
conflant *.
" Par exemple , pour différencier xy, je
différencic d’abord comme {i x étoit con{-
tant , & j'ai xdy ; puis je difiérencie la méme
quantité xy comme fi y éroit conftant, &
jyal ydx, enforte que la différentielle totale
de xy eft xdy-+ydx.

* Pour éviter D’équivoque | niere , la variable qui devra

dans la maniers d’écrire , il | ére affelite de la caraltérils
sonviendra Jécrive la 3ex— tique dy
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PE MATHEMATIQUES. 19

La raifon de cette regle {¢ trouvera en
remontant au principe. Pour avoir la diffé-
rentielle de xy , il faut confidérer x comme
devenant x -+ dx , c’eft-a~-dire , augmentant
de la quantité infiniment petite dx ; & y
comme devenant y—-dy, cefl-a-dire, aug-
mentant de la quantité infiniment petite dy;
alors xy devient (x~-dx ) x (¥ &y ), ceft-
a-dire, xy-+xdy-+ydx-+dydx;doncla
différence des deux érats, ou la ditféren-
ticlle , et xy - xdy+ydx—-dydx —xy,
ou’ ¥dy - ydx =dydx ; mais peur que le cal-
cul exprime que dy & dxfont des quantités
infiniment petites comme’ on - le Tuppofe, il
faut (5 ) omertre dy dx qui (4) eft infini-
ment petit du fecond: ordre; & par confd-
quent infiniment petit a P'égard de xdy & ydx
qui-font infiniment petits du premier ; done
enfin-la . difi¢renticlle de xy ou ¢ (xy.) efk
xdy -+ydx, comme le donue la regle,

On trouvera de méme", ed fuivant la re-
gle, que, ladifférentielle de xy geft xy dz -
x7dy -+yzdx, ed différenciant d’abord coma
me fi xy €toit conftant, puis comme fi x:
étoit conflant, & enfin comme fi ¥ 7 étoit
conftant, Et on le démontrera comme ci-
deflus en regardant x, y & 7z comme devenus
X=dx, y~dy , & g -+ dz; auquel a5 xyz
devient (x =t~dx) (3 ~t- dy) (7=t ¢ ) O xyg=ls
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16 Couvrs

xydy=x3dy +yzdx—+ydxdzzdydx =t
xdzdy - dxdydy ; donc la différence des deux
€racs fera, apres avoir réduit, & rejetté les
infiniments petits du fecond & du troifieme
ordre , xydz~x7dy-+yzdx ,ainli que le
donne la regle,

I 0. Si la quantité propofée eft une puif
fance quelconque d’une quantité variable ,
alors fuivez cette regle : Multipliex par I'ex-
pojant , diminuez cet expofant d'une unite, &
multipliez par la différentielle de la variabdle. -

Ainfi, pour appliquer la regle a x* jaurai
2xdx , en multipliant par I'expofant 2, di-
minuant Pexpofant 2 de, 1, & multipliant
enfin par la différentielle d x de la variable x.,
On trouvera de méme que la différenticlie
de.x?eft 3x*dx;cclledex*t, 4x’dx; celle
de x' ,—x*dx ;celle de x¥, — 3 x*dx;

celle de x* eft 1 xTF dx 3 celle de x %

X . o )
eft $x7dx; &, engénéral, cellede x™, eft
mx"*dx, quel que foic d'ailleurs 'expo-
fant m , pofitif ou négatif , entier ou frac-
tionnaire.

Pcor trouver la raifon de cette regle , re-
montons encore au principe. Regardons x
comme devenant x~-dx, (dx €rant infini-
ment petit) ; alors x™ devient (x ~+dx)™;
c'eft-a-dire , en appliquang les regles do(n—

nees
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DE MATHEMATIQUES. 17
nées (Alg. 149 ), devient x™ 4~ mx™" dx =4«

m-1

m,—— x™* d x* -~ &c, ou ( parce que le

m-1 . .
terme m.——. x™* dx* eft infiniment pe-

tit du fecond ordre, & que les fuivants fe-
roient encore d’ordres inférieurs,.) devient
X" mx™ dx 3 donc la différence des
deux états, ou la différentielle de x™, eft x™
+mx™" dx— x™, Ceft-a-dere , mx™" dx.

S’il y avoit un coéfficient ou multiplica-
teur conftant , cela n’apporteroit aucun
changement ; il refteroit dans la différen-
ticlle tel qu’il eft dans la quantité ; anfi
d{ax™) eft max™*dx.

I 1. Voild tout ce qu'il eft néceffaire de
favoir pour étre en état de différencier
toutes fgrtes de quantités algébriques ; ainfi
tout ce qui va fuivre, ne fera plus qu'une
application de ces regles.

I 2. Silon avoit =, c'eft-a-dire, une frac-
tion, on écriroit ainfi cette quantité xy*
felon ce qui a été enfeigné ( Alg. 141) ;
& alors appliquant la regle donnée ( 9)
on auroit d (xy*)=xd (y')+y'dx,
& par conféquent (10) d (xy*)=—
xy*dy -y dx.

Si P'on réduit cette quantité, on aura —

edy dx dx-xdy \ :
e e ouy-—;—;—l; ou l'on voit que Ia

B

2
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13 CouRrs

différenticlle d’une fra&ion ; yeft égaledla

diftérentielle dx du numérateur multipliée par
le dénominateur y, moins la différenticlle dy
du dénominateur , multipliée par le numéra-
teur x, le tout divifé par le quarré du dénomi-
nateur ; & C’eft la regle que 'on donne ordi-
nairement pour différencier les fra&tions ;
mais on peut fe difpenfer, comme onle voit,
de charger encore fa mémoire de cette nou-
velle regle : il {uffit de faire paffer le dénomi-
nateur au numérateur , felon la regle donnée
(Alg. 141) & de différencier enfuite.

I 3. Si Pon veut différencier ax’y*, on
regardera d’'abord x* & y* comme deux va-
riables fimples, & (9 ) on aura d (ax’y*)
=ax¥d (y*)-+ay* d(x*); puis (10) on
aurad (ax’y*)=2ax’ydy-+3ay*x* dx. En
général d (ax™y") =ax" d (y" )+ ay"d(x") =
nax™y"t dy4=may" x™" dx.

I 4. Sila quantité qu’on veut différen-
cier, eft complexe, mais fans renfermer de
puiffances de quantités complexes, on dif-
férenciera féparément chacun des termes
qui {a compofent : ainfi d( ax® 4 bx* =~ cxy) =
3ax*dx-2bxdx~cxdy~-cydx.De méme

2 ‘fy____ j 2 -2 —
d(ax’ +bx =4 Z=d(ax" 4 bx—-cx’y ) =

2axdx-+bdx—2cx? ydx—+cx* dy. De
méme d (x*y 4= ay® == b* ) == 3x’ydx = x*dy —=
2avdv .en {e raveellant aue la conflanre b3
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PE MATHEMATIQUES: 19

n’a point de différentielle , ou que fa diffé-
rentielle eft zéro.

15. Sil y aun expofant total ; comme
dans (@b x 4 cx* )’ on regardera toute la
quantité affetée de cet expofant, comme
unc feule variable que 'on différenciera fe-
Ion la regle donnée ( 10) pour les puiffances :
ainfi d(a =4 bx=-cx* ) =5 (a—+ bx +cx*)*x
d(at+bx+cx*)=735(a4bx-+cx*)*x

s
( bdx =+ 2cxdx ). De méme d(a—+bx") 7 =
S(a+bx)Td(a4by)=1(a+ba*)T %
2bxdx =22bxdx(ad+bx* 7.

I 6. Si la'quantité érant toujours cor=
plexe , étoit d’zilleurs compofée de diffé-
rents falteurs , on regarderoit chaque fac-
teur comme une variable fimple, & lon
fuivroit la regle qui a été donnée (9 ) pour
tn produit de plufieurs variables fimples :
ainfi x* (a4-bx* ) 3 quon peut regarder
comme compofé des deux fafteurs x* &
(a-+bx*) 7, donnera d (x* (a—+ bx*) )=

: ] . ;
{a+bx*)Td(x)+x d(atbx")3 qui,
par les regles précédentes , devient

. L5 o2
3x’dx(a—+bx*) 4+ 2 batdx(a+bx*)7,

Parcillement d (f::‘;g;) =d ((x+a) x(x4-b),

B 2
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20 CoCURS
=(x=a d(x+b " (x4b)*d(x40a);

cef’ca-d1re-——-2(a~+a) (x=4b)?dx~+
3 (x-},-(b) (x—=a)* dx, qui fe change
1(x-4a)idx 3(x~+a) dx “
en — . ——— & fe réduit a
+5)3 +5)* 2
(x4-35- zgsc(xq)—a)’ dx (=+5) ‘
(x—4-5)3 *

I7. Si la quantité propofée eft radicaic,
cn fubftituera aux radicaux, des expofan*s
fraltionnaires , comme il a été enfeigné
(Alg. 128), & Von différenciera enfuite fe-
lon les rccrles ci-deffus. Ainfi 4 (v ~c).._
d (x*)—-—:xﬁz dx 3 d (V% )—-—a’(x‘)—-—

X Sdx; d/Vaa-—xx)._ dlaa—xx)? =

;(aa-—-xﬂc)‘za'( aa—xx )=~ xdx ( a~———xv)'?
--xdx

= d(x™ V(a-t—h )2) = d
xm(zz-d—bx")?)——éc’"d(aw}—ﬁx“)?
(a+bx" )pd(x )= qb Mt (@b

i dx (a+-bxt) e

Des Différences fecondes , troifiemes , &c.

18. IND’FPEN’DAMME‘NT des difiérentielles que nous venons
de confidérer , & qu'on appelle Differences premieres , on
confidere #uili les ditférences fecondes , troifiemes » &ec. Pour
marquer celles-ci , on fait précéder la variable de deux lettres
d, s'ils"agit d’une différence fecorde ; dz trois lettres 4, s'il v'a-
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DE MATHEMATIQUES. 21

git dune différence troifieme , & ainfi de fuite ; par exemple,
ddx marque la différence feconde de x.

Lor{qu’il s’agit des différences fecondes, on regarde la va-
riable comme augmentant- par degrés inégaux , mais domt ia
ditlérence eft infiniment petite 4 I'égard de ces accroiffements
mémes. Ainfi ddzx eft infiniment perite 3 Végard de da. De
méme dans les différences troifiemes, dddx ou d3 x (car on
les marque également de ces deux manieres ) eft infiniment
petite 3 I’égard de ddx ; & ainfi de fuite.

Pour marquer le quarré de dx, on devroit naturellement
écrire (dx )* 5 mais pour fimplifier., on éerit 4'x® , ce qui ne
peut caufer de méprife , & étre pris pour la différentielle de x*,
que nous fommes convenus de marquér ainfi 4 (x*).

Obfervons bien que quoique dd x & Jx* (olent -tous deux
infiniment petits du fecond ordre, ces deux quantités ne font
pas ¢gales enrlelles 5 dd o ell la différence feconde de x, ou
la dittérence de deux diffiérences confécutives'de &' & dx* eft
le quarré de d .,

Pour déterminer les différences fecondes, ce qui fe pré-
fente natureilement eft."de confidérer la quantité varizble ,
dans trois ¢tars confécutifs; infihifhent voifins 3 prendre la dif-
firence du fecond état au premier ; celle du troifieme au fe-
cond ; & enfin prendre la différence de ces deux "ditlérences.
Par exeinple, le premier état de x et x ; au fecond inftant,
x augmente de la quantité dx & devient X =4~ d x ; dans Pin{=
tant fuivant x~+- dx augmente de la quantité dx+4-d (dx ),
d (dx) marquant ce dont Paccroiflement du fecond inftanc
furpafle celui du premier , ou la diftérence de.d x. Alnfi les
trois états confécutifs de la quantité x font =, x4+ dx,
*4=2dx-+d(dx). La différence dufecond & du premier
et dx ; celle du troifieme & du fecond eft dx—-~d (dx);
enfin la ditférence de ces deux différences ou Ja diiférence
feconde de x, eft d (dx); on adonc ddx = d (dx). Donc
pouravoir les differences jecondes , il faur differencier les diffe-
rences premieres felon les regles qué ont éié données pour avoir
celles-ci.

Par exemple , pour avoir la diffiérence feconde de my, jo
prends fa difiérence premiere qui eft xdy - ydz ; je différencie
maintenant celle-ci, comme fi ¥ & Jdx, y & dy boient aus
tnt de varizbles diiférentes , & 'ai 2:ddy + dydx+dydx—4-yddx,,
S Xddy 4 2dyd. ~ yddx, Pareillement, la différence feconde

a

2
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de x* (& trowvera en différenciant d’abord x*, ce qui donne
2 x dx 5 puis différenciant 2 x d x comme fi x & d x éroient deux
variables finies, ce qui donnera 3 x ddx 2 dx*. On trouvera
de méme que dd (ax™)=d(max"—'d x) =m,m-1 ax™-*
gx -nrax™-"* ddx*. Co :

Si l'on avoit a ditférencier une quantité dans laquelle il en-
tre déja des différences premieres, foit qu’elle vint ou ne ving
pas d’une différenciation exale , on fuivroit la méme mé-

d
thode. Ainfid ( x &y ) =xddy—+d xdy. Pareillement d (?y)

=d(x-tdy)=-—=x"*dxdy 4+ x°' ddy. De méme

dx - ‘ ddx
d(@) =d(dxdy-*)=ddx dy"* ~dxdy-*ddy =?;

drddy
poe [1]2 . ‘ v

19. Il arrive (ouvent que dans les calculs on il entre plufieurs
variables , on f{uppofe conftante la différence premiere de I’'une
de ces variables. Cette fuppofition qui eft permife , parce qu’on
peut toljours prendre une des différences premieres pour terme
fixe de comparaifon des autres différences premieres, cette
fuppofition , dis-je, fimplifie les calculs, en ce que les termes
affetés de Ia différence fecorde de cette variable, ne e trou-
vent plus dans le calcul, puifque fi dx eft conftant, on a
dd¢ == 0, ce qui fait difparoitre tous les termes affectés de ddx.
Il n’y a d’autre attention 3 avoir dans ce cas que de ne point
diférencier @ » (ou la différentielle conilante ), dans les ter-

, . ey . lx .
mes ol elle’fe-rencontre, Ainfi, la ditiérentielle de E , prife
en fuppofant o x conftant, ou d(dxdy-') dans cette méme

fuppofition , eft— dxdy-* ddy

* 11 peur fe préfenter, fur cete
mariere de prendre les diflérences
fecondes , une difFculed qulil et
bon de prévenir. Quand ou diter-
mine los dufirences piemicres
on rejerte les quontitds infiniment
petites du fecoud orare 5 or, les
différences fecondes érant  auihi
infipimert petites du fecond or-
dre , ne qoit-on pas craindre que
¢¢ gulon a prjend dans Pévijva-

dedd
o 2244

2

.Si, au coniraire,

Ly

tion des premieres, ne rende les
fecondes defeducufles 2 Now s parce
que cer infiniment peric du fe-
cond ordre, qu'on 2 rejeué, ne
peur donncr ponr f{a diiterenticlle
qu'un 1afinimeae petit du troiile=
me ordre , qui doit Stre rejeced
vis-d-vis de la difkrence feconde,
puifque ceile-ci eft foliniment pe-
it du feeond,

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}


file://-/-dxdj
http://ifttrcr.ee

DE MATHEMATIQUES, 23
dd x

on fuppdfe dy conftant, elle eft

Y

20. A Pégard des différences troifiemes, on voit, en rai-
fonnant comme ci-deflus, que pour les avoir il faut de méme
différencier comme a I'ordinaire , les différences fecondes,
en regardant les variables , leurs différences premieres, &
leurs différences fecondes, comme autant de variables diffé-
rentes 3 & ainfi des autres différences plus élevées. Il faut feu-
lement obferver que fi dans le paffage des premieres diffé~
rences aux fecondes , I'une des différences premieres a été fup=
pofée conftante, on doit la regarder comme conftante dans
toutes les autres différenciations.

Remargues.

2 I. Nous avons {uppofé, dans tout ce
qui précede, que les variables x, ¥y, &c,
augmentoient toutes en méme temps ; ceft-
a-dire , que x devenant x + d x, y devenoit
y =+ dy , &ainfi des autres. Mais il peut ar-
river que les unes diminuent pendant que
les autres augmentent. Dans ce cas, il faut,
apres la différenciation, changer dans le
réfultac , le figne de la différenticlle de la
varizble qui va en diminuant. Ou bien,
on peut laiffer la différentielle telle que
la donnent les regles précédentes ; mais
dans l'application qu’on en fera a une
queftion , 1l faudra avoir foin de prendre né-
gativement la quantité que repréfente la
différentielle de la variable qui va en dimi-
nuant. En effet, {i y vient 2 diminuer d’une
quantité ¢ , & que par la différenciation

B 4
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vous ayez fuppofé tacitement que y de~
venoit y~+dy , il faut donc que y —g==
Y~+dy,ouque—g=dy,ouqueg=-—dy;
ainfi dans ces cas, ce quevous auriez ap-
pellé dy , vous I'appellerez —dy , par-tout
ailleurs que dans la différenciation : nous
verrons des exemples de cela, par la fuite.

H en fera de méme des différences fecondes 3 I'égard des
différences premieres. Si la différence premiere va en dimi«
nuant, vous n'en différencierez pas moins comme 3 l'ordi-
naire , mais dans Papplication i quelque queftion, vous ap-
pellerez — ddy, ce que vous auriez appellé ddy , fi dy eft
1a différence dont il s’agite

Telles font les regles pour différencier
les quantités , lorfqu’elles font préfentées
immédiatement. Mais il arrive fouvent que
ce n’eft pas tant fur les quantités mémes,
que fur certaines expreflions dc ces quanti-
tés que Lon a a opérer. Par exemple, au
lieu des angles on emploie fouvent leurs
finus , tangentes, &c, de méme, on eft
fouvent forcé d’employer les logarithmes
des quantités, au lieu des quantités mémes.
Voyons donc comment on doit différencier
ces fortes d’expreflions.

Des Différentielles de  Sinus , Coftnus 5
Ge.

22. Lorsqu’on a 2a différencier une
quantité telle que fin 7 ( ou finus de l'angle
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ou d¢ l'arc z), il faut concevoir que I'an-
gle z devient y + dz, & alors fin (74 dz) —
Jfin 7z eft la différentielle de /i z. Or felon
ce qui a étd dit ( Géom. 284) , fin (3 =+ d7 )=
finz cof'd7 =+ fin d3 cof'7, en {uppofant le
rayon = 1. Mais le finus d’un arc infiniment
petit dz eft cetarc lui-méme , & fon cofinus
ne differe point du rayon; on a donc fin dz
=d7 & cofdz==1; donc fin ({=+dz) ==
fin 7 4 d7 cof 75 donc fin (3 -+ d3)— finz,
ou d (finz) == d7 cof 7; ceft-a-dire, quon
a la différentielle du finus dun angle ou dun
arc dont le rayon eft lunité, en multipliant la
différentielle de Pangle , par le cofinus de ce
méme angle.

2 3. Parcillement la différentielle de cof'z
ou cof (7 -d7) — cof 3 = cof'3 cof dg —
Jin g fin dz — cof 7z, puifque ( Geom. 285)
cof (3 =+~dz)=cof g cof d3 — finz findz;
donc, eu égard a ce que find 3 =dz7, &
cofdz=1,0nad (cof3)=cofz —dz fing
— cof 7 = —d3 fin 7; Ceft-a-dire, qu'on
la différentielle du cofinus dun angle dont le
rayon eft 1, en muliipliant la différentielle de
Cangle ( prife avec un figne contraire), par fe
Jinus de ce méme angle.

Ainf: pour récapituler, on a d (fin ) ==
dz cof.{., & d (cof7) = —dz fin 7.

laide de ces deux principes, on peut
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différencier toute quantité compofée de
finus & de cofinus, &. cela en appliquant
Ies regles donndes précédemment.

Ainfi, pour différencier cof 3 7 on aura
d(cof3 7)=—3d7/in 37. De méme d (cof'mz)
(m érant un nombre conflant ) = — m dg
finmy; &d(finmz)=mdx cof mz. Pareil-
lement d (finz coft) = coftd (fing) —+ fin g
d (coft)=dzccftcofz—dt fin 7 fint. De
mémz d (fin 3)"=m (fin )" d (fin7) =
mdz cof 3 (fing)™".

2 4. Silon avoit ‘—ﬁof-i qui eft Pexpreflion
de la tangente de 'angle 7 lorfque le rayon
eft 1, (puifque (Géom. 278 ) onacof7: 14

finz:tangz), onauroitd(%—:) =d((fin7)

(Cof{)-l)"—:df’{ Cd{(cof{)-l+f{{(ﬁn{)a
(qu{)-z;_d{cofi dz(finy)* dycofg)* +dy(fing)*

= -

wfy  (eof ) (cof )"
57_%, parce que ( Géom. 281) (cof 1) -

(fing) = 1.

Donc la différentielle de la tangente d'ur
angle dont le rayon ¢ft 1, ¢ft égale d la diffé-
rentielle de Langle , divifée par le quarre du
cofinus de ce méme angle.

Dot on peut conclure auffi que la diffé-
rentielle d’'un angle, eft égale a la difléren-
tielle de la tangente de cet angle, multi-

——
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pli¢e par le quarré de fon cofinus; en effet,

puifque & (%%) ou d (wngz)= 6371{7 ’

onady=(cof 7)* d(tang ). '
2. Silon avoit au contraire ;—f{: qui

eft la cotangente de I'angle 7 , on auroit

d (L) =d((cof3) (fin 1)) =—dy
Jin 2 (fin 3)* —dz (cof ) ( fin g )* == —
dyfing d{{a( cof 7 ) __i —d (j'inz ) —d{{( cof )t __
fn‘; (finz)* - {(fing ) —_‘
(ﬁg‘ ; donc la différentielle de la cotan-
gente d un angle , eft égale a la differenticlle de
Langle (prife négatvement ) divifee par le quarré
du ﬁnus de ce méme angle. Nous verrons, par
la fuite , l'ufage de ces différenciations.

X0/ . . ]
Des Différentielles Zogarz[bngaes.

2 6. RAPPELLONS-NOUS ( Arith. 216 ) que
les logarithmes font une fuite de nombres
en progreflion arithmétique quelconque ,
qui répondent , terme & terme, A une fuite
de nombres en progreffion géemdtrique
quelconque. .

Cela pofé , foient y & ' deux termes
confécutifs d’une progreflion géoméerique ,
dont r foit la raifon , & o , @', les deux pre-
miers termes, Solent parcillement x & &'
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deux termes confécutifs d’une progreffion
arithmétique , dont 6 & &' foient les deux
premiers termes. Suppofons de plus que
x & x’ font a méme place dans la progref-
fion arithmétique , que y & y’ dans la pro-
greflion géométrique ; auquel cas, x & '
font les logarithmes de y & y'.

Par la nature de la progreflion géomé-
trique ( Arith. 211 )onay'e=ry , & a'=ra;
fubftituant dans la premiere équation, la va-
leur de r tirde de la feconde, on a y/ =
9 ouL=12 Suppofons maintenant
=, ot —. pofor ¢ que
la différence dey’ay eft 7, ou qurcy’ =y-+7;
nous aurons Lo ou 1 L= = ,& par confé-

¥ y a

7 a' a—a az

ent &+ = — —— [ = ou = = @' =~ 2.
q @ i a 2 a a

I3’un autre c6té , la nature de la progref-
fion arithmétique ( £rith. 204 ), donne x’ — x
= b —b. '

Pour avoir maintenant'la relation de ces
deux progreflions , fuppofons que la diffé-
rence @’ — a des deux premiers termes de la
premicre, foit a la différence &’ — b des deux
premiers termes de la feconde , comme lu-
nité eft a un nombre quelconaue m, ceft-a-
dire, que @ —a: b —b:: 1: m;nous au-
rons m (@' — a) == b'— b; metrant donc dans
cetee derniere €quation, poura’ — a& &' —b,
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les valeurs quon vient de trouver, on aura
maz

——;—cx’——x , qui exprime généralement la
relation d'une progreflion géométrique
quelconque, a la progreflion arithmétique
quelconque correfpondante.

~ Imaginons que dans l'une & dans lautre
progreflion, les termes confécutifs foient
infiniment voifins ; alors z qui marque la
différence de y' a y, ferady, & x'—xqui
marque la différence de x’ a x, fera dx;
mady

d’ou I'équation fe changera en =d x.
A Tégard de m qui marque le rapport de la
différence des deux premiers termes de la.
srogreflion arithmétique ., a Ia différence
ges deux premicrs termes de la progreffion:
géométrique , il n’en fera pas moins un
nombre fifi, quoique ces deux différences
foient alors infiniment petites , parce que
VYon concoit aifément, que deux quantizés
infiniment petites peuvent fe contenir I'nnz
Tautre , autant de fois que deux quantités
finies.

. - mad
L’¢quation 222 == dx nous apprend donc

. y

que la différentielie dx du logarithme d’un
nombre marqué par y, cft égale & la différens
tielle dy de ce nombre , divifée par ce méme
nombre y , & multipliée par le premier ter-
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me a de la progreffion géométrique fondas
mentale , & par le nombre m qui marque le
rapport de la différence des deux premiers
termes de Ja progreffion arithmétique , i la
différence des deux premiers termes de la
rogreffion géométrique. Comme ce nom-
ire m fixe , en quelque forte, le rapport des
deux progreflions, on 'appelle le module.

On voit donc que felon la valeur que 'on
fuppofera a m & au premier terme a de la
progreflion géoméerique , un méme nombre
peut avoir différents logarithmes. Mais
entre tous ces différents fyfiémes de loga-
rithmes , celui qui eft lc plus commode dans
les calculs algébriques, eft celui ou le pre=~
mier terme de la progreffion géométrique

eft 1, & ou le module eft 1. Alors I’équation
mady

S ==dx qui renferme tous les différents
fyftémes de logarithmes, devient ‘—;1' == d x.
27. Donc, dans le fyfitme de logarith-
mes , en ufage dans le calcul algébrique, la
différentielle d x du logarithme x d'un nombre
quelconquey ,eft égale a la differentielle dy de ce
nombre , divifée par ce méme nombre y. Cefl-1a
le principe d’apres lequel on peut trouver
facilement la différentielle du logarithme de
toute quantité algébrique ; mais avant d’en
faire ufage, nous obferverons 1° que les lo-
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garithmes dorit il s’agic ici, ne font point
ceux des tables; mais on peut facilement
paffer des uns aux autres, comme nous le
verrons par la fuite,

2°. Que puifque le premier terme b de la

progrefiion arithmétique, ne fe trouve point

s . mad
dans l'équation 2

== d x, cette équation
. s . . . dy

ainfi que I’équation particuliere 2 = dx que
nous venons d’en déduire , ont toujours lieu
quel que foit ce premier terme b, ceft-a-dire,
le logarithme du premier terme a de la pro-
greflion géométrique. Donc nous fommes
les maitres de fuppofer pour plus de fimpli-
cité, que le logarithme du premier terme de
la progreflion arithmétique eft zéro : &
comme nous avons fuppofé que la progref-
fion géométrique a laquelle nous nous arré-
tons , a pour premier terme ['unité , nous
prendrons donc zéro pour logarithme de
P'unité ; mais il faur bien remarquer qu’on
en eft abfolument maitre.

En prenant ainfi 'unité pour premier ter-
me de la progreflion géométrique , & zéro
pour premier terme de la progreffion arith-
métique , ou pour le logarithme de 'unité,
les regles que nous avouns données ( Arizh.
227 & fuiv.) pour l'ufage des logarichmes,
sappliqueront ézalement ici ; ainfi, en fe les
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rappellant & les généralifant, on verra que
au lieude [(ab) on peut prendre la+-1b,l,
marquant Jogarithme. De méme £ 5 =la—Ib.
Pareillement /2™ =mla; enﬁn Ly a™
la '—"; = '—"; la.
Cela pofé , appliquant le principe que hous

venons d’ét abhr concernant la différenticlle
du logarithm\, d’un nombre , on trouver,

que dlx = & ;A (a+x) == ~\—a+x)=
d a-t-x
x L]
m,d +)__, d(la—1{ax) )=
d((v.-*-x) i
— o =— o, en faifant attention

+

que la différenticile de la conftante la,eft
zéro.

Pareillement , dl- == d (It —Ix) =
..-‘iﬁ;u(xw-_-:d(zzx)—_—id?; dl(xy)
= d (Ix+ly) = &4 d(l ) ==

dx Q- x
d(lx—-—{y)—-—-——dv dl( —t» = (l(a+x)
dx
b_-l(a-—x\)ma—}-x et d(l(aa_l_.xA\
. d(’zzzz—i—xx) rxdx ————
- A4~ XX aa—+-xx ’leaa—i" X X ==
dvaa+xx xdx wdx

vaa xa —"]_/aa—f-xx!/aa-txx T aaxx ? ou

plus

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



DE MATHEMATIQUES. 33

plus commodément , d/ V" aa 4+ xx =
. ' xdx m w
dt/(a a+xx)=aa+xx;d1(x (a+bx™P)=
d (lx" L a—~bx" = d ( mlx ~+pl(a -+ bx"))
mdx npbx"“‘dx C l fﬂif
o= - -—m. €S CXCmP €s 1u ent
pour faire voir comment on doit diftéren-
cier toutes les autres quantités logarith~

miques,

Des D{ﬂe’rerztielles des quantités exponentielles.

28. On rencontre encore quelquefois des quantités de cette

forme , &, &7 eft-a-dire, des quantités dont Pexpofant eft
variable. On les appelle des quantités Exponentielles.

Pour favoir comment on doit les différencier , pofons x’:{;
alors, en prenant les logarithmes de chaque membre , nous

aurons Ixy=l{, & par conféquent d Z( xy) = i{ ; donc
- e

dr=31 d{(xy), ou ( en mettant pour 3 & dy, leurs va-
leurs) d(x) =" dI(x”); et i-dire, que la différen-

tielle dune quanite exponentielle, [e erouve en multipliant cetse
guantité exponentielle , par la differentielle de fon logarithme,

Aiofid(+ )= o 2 (1= d(yiz )= (At 75,
Pareillement d ( ax-i-.yz)::‘d(ax)—}-d(y{):ax d{ :;a "")
+y d(ly)y=da"d(xla) +y'd(3ly) =" dxla +
yg(d{ly-f— 14y . De méme d (2a + xx)x==

R J T ox x
(aa 4xx)dl(aa+xx) =(aa+xx) d(xl( aa4xx)==

(aa+xx) (dxl(aasxx)+ 22 d=
ad~4-xx

On fait affez fouvent ufage , dans le calcul, de la quantité

C

); & ainfi des autres,
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exponentielle ¢, ¢ étant le nombre dont fe logarithme==1. La
ditlérentielle de cette quantité, eft, felon ce qui vient d’étre en-
feigné, " d(1c"), ce qui revient A" d(xle) =" dxlc
donc puifque Zc eft fuppofé =1, on a fimplement d(c* ) ==

X B . . . .
dx ¢+ Ceft-i-dire,, que cette exponentielle particuliere , a
pour diftérentielle , cette exponentielle méme , multipliée
par la diffiérentielle de fon expofant. Nousla retrouverons par
la fuite.

Applications des Regles précédentes.

2 9. Pour faire connoitre, par quelques
exemples , I'ufage des regles que nous ve-
nons de donner , & leur avantage fur I’'Algebre
ordinaire , nous allons les appliquer aux ob-
jets que nous connoiffons ; c’eft-a-dire , & des
queftions de Géomérrie & de Calcul,

Application  aux  Soutangentes , Tan-
gentes , Sounormales , &c,
Lignes courbes.

, des

3 0. Pour mener une tangente 4 une li-
gne courbe quelconque AM( Fig. 1.),onfe
repréfente cette ligne courbe, comme un
polygone d’une infinité de cotés infiniment.
petits : le prolongement MT de l'un M m de
ces cotés, eft la tangente , que L'on déter-
‘mine pour chaque point M, en calculant la
valeur de -la foutangente P T, ou de Ia
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partie de Ia ligne fur laquelle fe comptent les
abfciffes , comprife entre I'ordonnée P M &
la rencontre 1 de cette tangente. Voici
comment on détermine cette foutangente.
Par les deux extrémités M & m du coté
infiniment petit M m, on imagine les deux
ordonnées M P , mp , & par le point M, la
ligne M r parallele a 4 P axe des abfciffes,
Le triangle infiniment petit Mrm eft alors
femblable au triangle fini TP M, & donne
cette proportionrm:rM:: PM: P 7. Or
fi Fonnomme 4 P,x; P M, y; il eft évident

que Pp oufonégal rMferadx , & que rm
ferady ; onaura donc dy :dx::y P T= %f.

C’eft-1a la formule générale pour détermi-
ner la foutangente de quelque courbe que
ce foit, foit que les y & les x foient per-
pendiculaires entr’elles, foit qu’elles ne le
foient pas, pourvu que les y foient toujours
paralleles entr’elles. Voyons maintenant
comment on applique cette formule , 3

chaque courbe dont on a I'équation.

Suppofons que la nature de la courbe
quelconque 4 M, foit exprimée par une
équation telle qu'on voudra, ot entrent x, ¥
& des quantités. confiantes. Si I'on différen~
Cie cette équation , il n’y aura jamais que
deux fortes de termes , les uns multiplids -

Ca
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par dx , les autres multipliés par dy. 1l fera
donc facile , par les regles ordinaires de
PAlgebre, de tirer de cetre équation difté-

. th
rentielle , la valeur de t-; , laquelle ne con-

tiendra que des x,des y, & des conftantes: fub-

ftituant cette valeur dans la formule ’-}l; ou
yx‘fi—;, on aura la valeur de la foutangente
en x, ¥y & en conftantes ; enfin mettant
pour ¥ fa valeur exprimée en x, que lon
tirera de I'équation de la courbe méme, on
aura la foutangente exprimée fimplement
en x & en conflantes ; ainfi pour détermi-
ner la foutangente pour quelque point M
que ce foit, il ne s’agira plus que de mettre
dans ce dernier réfulat, au lieu de x, la

valeur de labfciffe 4P qui répond i ce
point M.

Suppofons , par exemple, que la courbe
dont il s’agit , eft unc ellipfe dont 'équation

(Alg. 294)eftyy= f—z-g(ax-——xx). Je diffé-
rencie cette équation , ce qui me donne
2ydy = % (adx — 2xdx ) ou 2aaydy == abbdx
— 2bbxdx 3 yen tire la valeur de :?-, en divi-
fant d'abord par dy, puis par le multiplica-

i e aAX raay .
teur de X 1] — == — -
de dx, & ja 5 s fubfli-
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v - cydx __ raayt
tuant dans Ty Jaural LU= s

bb
‘enfin mettant pour ¥*, {a valeur — (ax — xx)

dx

que doane I’équation de la courbe, & ré-
1(ax—xx) _ ax-——xx

or o o ydx
g Pas? -
dm.am,;m—-dy O Y VET

valeur qui eft précifément la méme que celle
que nous avons trouvée (Alg 301 ), mais
que lon trouve ici, d’unc maniere bicn plus
expéditive. Remarquons en paffant, com-
bien ce réfultat juftifie ce que nous avons
dit (5 ) touchant les quantités que l'on re-
jette dans le calcul ; car en employantici le
calcul différentiel, dont les. regles, dans cet
exemple , fuppofent I'omiffion des quantités
infiniment petites cu fecond ordre , vis-a-vis
de celles du premier, nous arrivons au méme
réfultat que dans 'application de ’Algebre 2
la Géomérerie , ou nous avions déterminé
cette foutangente de la maniere la plus di-
re&te & la plus rigoureufe. On voit donc
quen rejettant ainfi les quantités que nous
avons prefcrit de rejetter, on ne fait qulim-
primer au calcul , le carafere qu’il doit
avoir pour exprimer I’état de la queftion.

On s’y prendra d’une maniere femblable
pour déterminer les tangentes , les founor-
males , les normales , &c.

Suppofons, pour plus de ﬁm(%licité y que

3
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les x & les y font perpendiculaires entre
elles ; pour avoir la tangente , on comparera
de nouvcau le triangle M m r, au triangle
TPM,&Vonaurarm: Mm::PM: TM;
or a caufe du triangle re&tangle Mrm: on

a Mm=Vrj1+rm=de'+dy’;

donc d y: vV dx*+dy*: 1 y: T'M ; donc
TM =YV de+dy Y Vide+dy

dy __Viy
Vdc--f-dy S dxr L. o
y .d)‘_ -—-—yl dy’+l ,amﬁ, dlf

férencidnt” 'équation de la courbe, on en
. d .
tirera la valeur de a—x , dont on fubftituera

le quarré dans cette expreflion de la tan-
gente ; aprés quoi, mettant pour y fa valeur
en x & en conftantes, tirée de I'équation de
la courbe, on aura la tangente exprimée
en x & en conftantes. On peut en faire I'ap-
plication a Déquation a Pellipfe 5 on re-
trouvera la méme valeur que nous avons

donnée ( Alg. 303).

Si Pon veut avoir la founormale, on ima-
ginera la ligne M Q perpendiculaire 4 la tan-
gente T'M, & 'on remarquera que les trian-
gles Mrm ,MPQ, quiont les cotés per-
Eendicu}aircs I'un a Tautie , font fembla-

les;onauradonc Mr:rm:: PM:PQ;
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Ceft-d-dire, dx : dy:: y: PQ="" “, Donc s
apres avoir dlﬁ'érencxé Péquation de la cour-
be,.on en tirera la valeur de j , que Lon

ydy
fubftituera dans 2 —Z; , & achevant €omme

ci-deffus, on aura la valeur de la founormale N
en x & en confantes.

Par exemple, pour ellipfe, léquatlonyyh
== b—b(bx—-xx) érant différenciée ; nous

donne 2ydy .—_—_;(-1 (adx—2xdx).; donc 2 =

- (a..
=aa_ . ; par. conféquent la. founormale
2y
d b \
zz_xy‘_}___aa “_v?x,___ (fa—x), la méme:

chofe que. 1on a trouvé (Alg. 300).

Si Yon. wouloit la normale M Q, on la
trouveroit en comparant de nouveau le
triangle M r m , au'triangle M P Q.

Prenons pour ‘fecond - exemple de la for-
mule des foutangentes ; , & de celle des fou-
normales.;. I'équation a la parabole , qui
(alg. 356) eftyy =px. En différenciant,

nous aurohs Fydy=pdx; donc ‘—{fx_—.% , &

dy
dy d 2
— y x 2 y —
:,x 1y :.donc la foutangente dy = p
px
“—~=2x;&la founormalc y 2 = ’-’-,
¥ 4 zy 2

C4
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ce qui s’accorde parfaitement avec ce que
nous_avons trouvé ( Alg. 363 & 364).

Pour troifieme exemple nous prendrons
Péquation. y” 4" =@ x™ qui expr me géné-
ralemeat les. paraboles de tous les genres.

On eft canvenu d’appeller_parabole, toute
(:ourbe dont T'équation telle que y”’-*-" .
a™ x™ n'a que deux termes , mais ol les
expofants de x & y dans différents membres ’
font de-méme figne;

En différenciant cette équation , nous
aurons 7 — ny"’-*-’“ dy=na™ x"" dx;
dx _ m+ny™ +"
dy' na™ x® -

d Ly
%55 fera ———Z——, ou (en mettant pour

donc ; donc la foutangente

na”x"-
dx a™ x*®
y"‘+" fa valeur o™ x™); ’—-— TR =
Mk 2. - onatx®
—— x_; d’ott 'on voit. que la foutangente,

dans ces courbes, eft égale a autant de fois
Yabfciffe 'x , quil y a dunités dans’ lexpo-
fant de y lelfé par l'expofant de x , ce' qui
a’lieu , comme nous lé"favions dé)a ,-dans
la parabole ordinaire., olr la foutangente
eft 2x, & o I'expofant de y divifé par I'ex-
pofant de x eft en effet 2 = 2.

Prenons maintenant , pour exemple , une
courbe dont la nature foit exprimée par une
équation entre lcs différentielles ‘des coor-
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données. Suppofons , par exemple, que la
courbe BM ( Fig. 4.) foit telle, que les abf-
ciffes 4P, Ap, &c. étant prifes en progref-
{ion arithmétique, les ordonnées correfpon~
dantes PM, pm, &c, foient en progreflion
géomérrique : cette courbe quion appelle
logarithmique , parce que les ordonnées re-
préfentant fucceflivement tous les nombrés
imaginables , les abfciffes repréfentent leurs

logarithmes , cette courbe, dis-je, aura
amdy

pour équation — = dx , puifque nous
avons vu (26) qué cette €quation expri-
moit la relation des nombres a leurs loga-

rithmes. On aura donc %

d . -
féquent la foutangente ’—jyf deviendra ”-——y"Q' ou

p
= & par con-

am; ceft-a-dire, que pour chaque point.
d’'une méme logarithmique, la foutangente.
P T eft toujours la méme, & égale & au-
tant de fois la premierc ordonnde A B,
ou e, quil y a d'unités dans le module m.
3 1. Lorfque I'équation de la courbe eft
telle, que x croiffant, y diminve, comme
d,a_“.S.h figure 2, alors la ligne r M doit étre
exprimée par — dy (21); & la proportion
rM:rm:: P AP T quifert 3 trouver la
foutang-nic | devient—dy 1 dx::y: PT=

ydx . 5

5 ziail i 'y aura aicune différence

S

dy
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pour le calcul : le feul changement eft que
Ia tangente au lieu de tomber du coté de
Porigine 4 des abfciffes, par rapport a l'or-
donnée P M, tombera du c6té oppofé ; ceft

. . ydx
pourquoi on peut toujours prendre s

pour la formule des foutangentes : fi les or-
données vont en décroiffant , la valeur

dx .
de y;y- fe préfentera fous une forme négative

qui indiquera qu’il faut porter cette valeur
du cbté oppofé a Vorigine des x.

Par exemple , fi on prend I'équation au
cercle, lorigine étant prife au centre , ceft-
a-dire (Alg. 285 ) I'équation yy = ;aa — xx,
il cft évident que CP ou x (f1g. 3 ) croiffant,
y ou P M diminue ; auffi la foutangente P T
tombe-t-elle du coté de P M oppofé a Lo
rigine C des abfciffes ; & ceft ce que le cal-
cul dit aufli; car fi Pon différencie, on a

dx -y
2ydy “7“4:- 23_“{36 R &—p(alraic’):gé)quent;5= =,
done %=t =t , valeur dont

le figne — ir;dique qu'elle doit étre portée
du c6té oppofé a celui que T'on a fuppofé en

p |
prenant Z— pour formule de la foutangente.

Prenons encore pour exemple, I'équation
xy =aa qui eft a 'hyperbole entre fes afymp-
totes (Alg. 347) : nous aurons ydx—+xdy=o0,
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dx L-x dx
& par conféquent 5 =7} doncz@— ==
'_;y == — 2; ce qui nous apprend que pour
mener une tangente a l'hyperbole confidé-

rée entre fes afymptotes , il faut prendre
fur afymptote voifine du point M en quef-
tion (Fig.7) & du cé6té de PM opyofé au
point 4 origine des x, laligne P1'==A4P
= x.

On voit avec queile facilité toutes ces
chofes fe déterminent par le calcul diffé-
rentiel. ,

A Timitation des paraboles de tous les
genres, on appelle Hyperboles, rapportées 2
leurs afymptotes, toutes les courbes dont
Péquation telle que y™ == @™+ " x —" n’a que
deux termes, mais ol les expofants de y &
de x dans différents membres , font de
fignes contraires. Cn peut encore prendre
ces courbes pour exemple; nous le laif-
fons a faire au Le&eur. On trouvera la fou-

m Y .
tangente = — —x ; Ccleft-a-dire , qulelle

fombe du coté oppofé i Porigine des x, &
qujgllc eft égale 4 autant de fois l'abfciffe
quil y a d’unités dans Pexpofant de y divifé
par U'expofant de . |

. .En général, par ce calcul, on d¢termine
a la fois toutes les foutangentes tangentes ,
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&c. de toutes les courbes d'une méme fa-
mille : on appelle ainfi les courbes dont -1'¢-
quation eft formée de la méme maniere , &
ne différe que par la grandeur des expofants ;
C’eft ainfi qu’on appelle Cercles, en général ,
toutes les courbes dans lefquelles une puif-
fance quelconque de I'ordonnée , eft égale
au produit de deux puiffances quelconques
des deux diftances de cette ordonnée aux
extrémités d’une- ligne a, fur laqueclle fe
comptent les abfciffes. Leur équation eft
y T+ "=x"(a— x)" quicomprend le cercle
proprement dit , lorfque m = n == 1. L¢-
quation y™ + "= — x™ (a—x)" repréfente
les ellipfes de tous les genres; & y™+ "=
4
T .
repréfente les hyperboles de tous les genres.
On détermine la figure de ces courbes, par
le moyen de leur {¢quation, comme nous
Pavons vu pour les feétions coniques ( Alg.
283 ); mais en obfervant que y n'a qu’une
valeur réclle, lorfque fon expofant eft im-
pair, & deux lor{qu’il eft pair, voyez ( Alg.
172); ce qui fait qua une méme abfciffe,
il ne répond qu’une branche de courbe,
dans le premicr cas, & deux dans le fecond ,
mais qui tombent de différénts cotés de ce
méme axe.

x” (a4 x)",ainfli quey”+ "= —Z— (x—a)*
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3 2.Lorfquon fait déterminer les tan-
gentes , normales, &c. on peut facilement
réfoudre les deux queftions fuivantes 1° d'un
point donné hors d’'une coufbe y mener une tan=
gente & cette courbe. 2°. D’un point donné par-
tout ol l'on voudra dans le plan d’une ligne
courbe , mener une perpendicufaire 4 cette
courbe,

En effer, concevons que D M (Fig. 8)
eft la tangente demandée. La valeur gé-

d: ' o :
nérale de P T ou 9:7-—3 fera facile a trouver

par le moyen de I’équation de la courbe. Si
Pon mene DB parallele aux ordonndes P M,
Ia ligne D B & fa diftance B A4 a Porigine A
des abfciffes, font cenfées connues, puifque
le point D eft fuppofé donné, Nommant
doncD B,h; AB,g; AP,x; &P M,y; on
aura BP=g—+x,& TB=PT—BP=
-Z.;; — x—g. Or les triangles fembla-
bles TBD, TPM,donnent TB:BD::
T P: PM; ceft-a-dire, l‘%,f —x—g:h::

VAL JOC LI AP .
Iy youity, : 13 donc ;T8

Mettant donc dans cette équation, la valeur
dx . . . .
de T tirée de I'équation de Ia courbe diffé-

d
renciée, on aura unc équation en x, ¥y &
conflantes, dans laquelle mettant pour y fa
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valeur en x & conftantes, tirée de I'équa.
tion méme de la courbe, on aura I’équation
qui donnera la valeur de x, qui répond au

oint M ou doit aboutir la tangente ; & ¢'il
eft poflible de mener du point D plus d’une
tangente , U'équation’ donnera les valeurs
de x qui conviennent aux différents points
ou doivent aboutir ces tangentes.

S’il s’agit d'une perpendiculaire , alors

imaginant que ce foit D Q (Fig. 5 }; P Q fera
-Z;g.%' (30);o0r les triangles femblables D B Q
& MPQ donnent D B: BQ:: PM:PQ,

ceft-a-dire, (en employant les mémes déno-

- - - . d
minations que ci-deffus ) 4 : g 4+ x— ’L_d Y.,
‘ x

Lydy . ‘.(_11. hdy ydy’
Yi—zouii1: gy donc s =g-+tax—+=;"

équation dont on fera le méme ufage que
dans le cas précédent.

Les deux folutions que nous venons de donner, peuvent
étre fimplifiCes en faifant paffer Paxe des abfciffes par le point
donné D, & le laifflant parallele 3 fa premiere pofition j c’eft-
3 dire, en prenant D K ( Fig. 8 ) pour axe des abfifles , ce qui
nexige autre chofe en failant K M ==7, & par conféquent
g =y~=-h,ouy=1-+/h, que de {ubflituer, tant dans I'équa-
tion de la courbe, que dans celle du probléme , 7+ £ 2u licu
de y. On peut aufli prendre le pointDpour origine des abftiffes.

Lorfque la courbe aun centre, comme le cercle, Pellip(e,
&c. on peut toujours fuppoler quele point D eft fur un diame-
tre, zlors la folution devient beaucoup plus fimple.

Rem : o i
33. arquons encore que - €xprime
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la tangente de I'angle que la courbe fait en
i : .o 4y

chaque point, avec l'ordonné; & —= ex-

prime celle de I'angle que la courbe fait
avec 'axe des abfciffes. En effet, dans le
triangle re&tangle M m r(Fig. 1), ona( en
fuppofant le rayon des tables =1 )rm:
rAIIPI: :‘; : tang r m M , donc zang rm M=

— = ~— Donc fi I'on veut favoir en quel
rm d

endroit une courbe, ou fa tangente, fait avec
Pordonnée, un angle donné, ou dont la tan-
gente eft connue, ayant repréfenté cetie
tangente par m, Onaura m=§ff; ainfi dé-
terminant , par différenciation de I’équation
9= & I'égalant 3 m
dy’ ?
on aura une équation dans laquelle fublfi-
tuant pour y fa valeur en x & conftantes ti-
rée de 'équation de la courbe, on aura la
valeur ou les valeurs de x, qui répondent
aux points ot la courbc fait un pareil angle
avec 'ordonnée ; & fi la courbe ne fait nulle
patt avec l'ordonnée un angle égal 3 'angle
donné , on trouvera que la valeur ou les
valeurs de x feront imaginaires, ou bien I'é-
quation indiquera une abfurdité manifefte.
Par exemple , dans I’hyperbole qui auroic
pour équation yy = 2 (ax - xx ) on trou-

de la courbe, la valeur de

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



48 Cours

d x 2y .
vera =", lequel étant égalé a m ,
donne —-2— ou —¥ — m=—/7; d’on l'on tire
24442 a4+ 2x

y =m a2 mx: mais 'équation de la courbe

donne y =V (ax+xx); donc ma--2 m x==
V il ax+xx)OU, €N quarrant mmaa ~+ 4mmax
mgqmmxx==2ax-+2xx. Si 'on demande
maintenant , en quel endroit cette hyper-
bole fait , avec 'ordonnée , un angle de 45°;
comme la tangente de 45° eft égale aurayon,
on auram==1, ce qui réduit I'équation a
aat+4ax—+4xx=2ax-+2xx 0OU2xX =
2ax—+4aa=o0, qui étant réfolue donnex
= —ia4+Visa—teca=—1a+V 144,
valeurs imaginaires, & qui font voir que I'hy-
perbole dont I'équation particuliere eft yy ==
2(a x+xx),ne faic nulle part, avec l'or-
donnée, un angle de 45°.

Quoique ce gue nous venons de dire dans cette derniere re-
marque , & dans la réfolution des deux queftions précédentes,
femble s’appliquer également aux courbes dont on auroit 1’é-
quation différencielle’; en y faiant attention, on verra cepen-
dant que pour celle-ci, le calcul ne peut pas (atisfaire entiére-
ment comme pour celles dont on a P'équation en termés finis,
En effet , lorfque Péquation qui réfout la queftion , renferme

encore x & y apres la fubflitution de la valeur deé—g—c , équa-
y

tion de la courbe ne peut fervir i chafler y, puifque par la
fuppofition elle renferme dx & dy. Et quand méme elle re
renfermeroit que x, on ne feroit pas siir que cette valeur de x (a-
tisfit 3 la queflion , il faudroit, pour cela, mettre cette valeur
de x dans I'équaion de la courbe , & en déduire pour y uge

valeur
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valeur réelle; or on ne peut en aucune maniere, tirer de cette
équation la wvaleur de y.

" "La feule maniere de réfoudre ces queftions, en pareil cas,
eft (en fuppofant la courbe dé¢ja conftruite, ) de conftruire
aufli P’équatton que I’ofi a eue en exprimant les conditions de
la queftion, ce qui donne une feconde ligne dont Pinter~
feGion, ou Jes interfe@ions avec la premiere , donnent la
folution ou les folutions demandées, :

34. On peut encore , par les mémes principes, détermines
les afymptotes re@ilignes des lignes courbes.

En’effet une courbe a une afymptote rectiligne , lorfqu’ayant
quelque branche qui s’étend A Vinfini, la tangerite 3 Pextrémité
de cette branche , rencontre ’axe des abfCiffes ou celui des or-
données, & une diftance finie de Vorigine. Ainfi ( Fig. 6) fi

% on retranche 'abfifle 42 ou

de la foutangente £1 ou ¥ P
on aura Zj—{c — x pour la valeur de £ T ou de la diftance de

Torigine A jufqu’d la rencontre de la tangente : il 1’y aura

bd 14 d N
donc, aprés avoir ealculé la valeur de e y T %, qua égaler

cette valeur 3 une quantité finie 5; par le moyen de cette équa-
tion, on chaflera y pour avoir une équation en x & s, ou
bien on chaflera x pour avoir une équation en y & s. Alors
fuppolant y ou x infinie, s’il en réfulte une ou plufieurs va-
leurs finies pour s, ce feront les diffances 4 € ou doivent pafler
les afymptotes de Ja courbe. Mais comme une feule diftance
n'en détermine pas la pofition , on imaginera, par Forigine 4,
la ligne 4 K parallele aux ordonnées, & on remarquera que les
triangles femblables TPM, TAK , donnent TP : P :: TA:
AK ; Ceft-a-dire, ydx 1yt YE% e dK =y — xdy.on
d d widy, @
b4

x
ealculera donc, de méme, la valeur de y — T & L’ayant
x

fuppofée égale i une quantité finie z, par le moyen de cette équa-
tion & de celle de la courbe , on éliminera x ouy ; & fuppofant
y ou x infinie, la valeur ou les valeurs de ¢ qui en réfulteront
donneront les diftances .4 R ol paffe I'afymptote.

Par exemple, fi équation dela courbe étoity’ == x> (a+x)
on auroit 3y dy =1 X dx (G- &) x> di =<2 axcf;-i—gx" dx,
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—~ — %, ou (en mettant pour -,7’ s

xd 3ax* 33 ax® ax
favaleur), — Y x= 3% a2 =
ax 2aX =3 X 2ax~-3%*  2a+3x%
fuppofant donc x infinie, (c'eft-d-dire, négligeant 2a vis-3-vis
a . o o oxdy
de 3x) on auras == —. On trouvera de méme y = =
X

=3¢

2ax* 4 3x8

3y* 3y* ’
ax®

3y} e A T

qui y en- mettant

pour y favaleur, fe réduitd ——= == ¢} fuppofant

(a4-x)'x

donc x infinie, on aurar=1} a. o

Si la valeur de s étant finie, on trouvoit celle de ¢ infinie ,
ce feroit une preuve que Iafymptote eft parallele aux y. Elle
feroit, au contraire, parallele aux'x, fi s étant infinie, ¢ étoit
finie , ou zéro ou infiniment petite.

35. Dans. tout ce qui précéde, nous avons fuppof€ que les
ordonnées étoient paraileles, & qu’elles étoient compiées de-
puis la ligne méme fur laquelle fe comptent les abfciffes. Mais
1l arrive affez fouvent que 'on fait pariir les ordonnées d’un
‘point fixe; quelquefois on prend pour abfciffes les arcs d’une
ligne courbe, & pour ordonnées des lignes droites ou des
lignes courbes. Mais en général , 2 quelques lignes que foient
rapportés les points de la courbe principale, on a ‘toujours,
ou l'on peut toujours avoir une équation qui exprime la re-
lation des abftifles aux ordonnées. Lorfquion veut en faire
‘wfage pour déterminer les tangentes, ou dautres lignes, il faut
faire en forte que les lignes que Pon employera pour détermi-
mer ces tangentes , ne renferment dantres différencielles que
celles ‘des variables qui entrent dans équation de la courbe.
Nous allons en donner guelques exemples,

36. Suppofons d’abord que 4M (Fig. o) étant une courbe
connue dunt on fait mener les. tangentes , ZS {oit une. courbe
qui ait pour abfciffes les arcs AA de’la premiere , & pour
ordonnées les ligres A4S paralleles d une ligne donnée : la re-
lation de AM 3 A4S étant exprimée par une équation quel-
conque , on demande comment on meneroit tune tangents
en un point donné . de la courbe 8. o

On imaginera ; comme ci-devant, Pare infidiment petit S5
dont le prolongement SQ , ou la tangznte, renconite en Q 13
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tangente T au point correfpondant M de la courbe A A ;
& ayant mené la ligne Sk parallele 3 4T ou a AZm, le trian-
gle Sk s fera femblable au triangle QAMS , en forte que I’on aura
Jk: Sk MS:MQ;or en nomment Varc 44, x; & Pordonnée
MS,y;ona Mm=Sk=dx, & fk = fm=Sh=dy;donc dy:dx:z

¥ MQ:%;-lf; prenant donc fur la tangente MT la partie AIQ

X, . s e
égale 3 la valeur dezd——determmée par la différenciation de
y

I"équation"de la courbe, on aura le point Q , par lequel & pac
le point 5, menant Q.5, elle fera la tangente demandde.
Suppofons, par exemple, que la courbe BS foit conftruite
en prenant toujours 'ordonnée A4S égale 3 une partie déter-
minée de arc AM 5 c’eft-d-dire, que A4S foit toujours 3 AM
dans le rapport donné de @d 4, on aura donc y :x::a:5,

3

en forte que I'équation de la courbe fera 4y = ax. Différenciant,
, » b d.

on a bdy = adx, & par conféquent ;ﬁ =— donc}id—i ou HMQ
b b a4 . '

fera 22 5 or par Iéquation, on a 4 =4 donc MQ =, Ainfi dans
a a

toutes les courbes dont les ordonnées paralleles feront toujours
en méme rapport avec les ablcifles correfpondantes, droiteg
ou courbes , la foutangente /£ Q fera toujours égale i 'abfifle
correfpondante A M.

37. Lorfque la courbe 427 fur laquelle on prend les abf:
ciffes, eft un cercle; ordonnée 275 érant toujours i 'arc 4 M
dans un rapport conftant, la courbe BS eft ce qu'on appelle
une cicloide. C’eft la cicloide ordinaire (ou celle que trace le
point d’une circonférence de cercle roulant fur un plan ),
lorfqu’on prend toujours l'ordonnée M S == AM. Si I’on
prend A4S plus grand que .4 M, mais toujours en méme rap-
port entr’eux, on a la cicloide allongée ; au contraire, on a
fa cicloide accourcie en prenant A/ S plus petit que 4 .

38. Si I'équation de la courbe i laquelle il s’agit de mener
une tangente, au lieu d’exprimer le rapportde /4 4 M S,
exprimoit celui A2 3 PS; cCeft- a-dire, fi les arcs 4 M
¢toient les abfCifles x, & que les ordonnées PALS,y, fe
comptaflent depuis une ligne droite déterminée .4 P ; alors en
menant § x parallele 4 .4 /, on détermineroit la foutangente £ 1
fur la ligne 4 P, en cette maniere.

Comme la courbe 43 eff fuppotée connue, on eft cenfé

2
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connoitre fa foutangente & fa tangentc en chaque point; ainfi
nommant £ T, s, & T M, ¢, onaura, en menant M r parallele
a AP, & comparant les triangles T4 & Mrm, TP:TM ::

Mr: Mm; Ceft-d~dire , s:2:: Mr:dx; donc Mr= sdx

z
= Su, (en menant Su parallele 3 4P ). Comparant donc les
triangles femblables Suj & IP S, onaurauf: Su:: P S: L I;

or P§ étant altuellement y, uf eft dy; donc dy: L‘fA P

y:I’I:J'ydx )

. Ainfi, différenciant Péquation de la courbe,
sydx
tdy

13

dx ., .
on aura la valeur de 7> qui émant fubftituée dans don«

nera la valeur de P I débarraflée de différences.

39. Quelquefois on ne donne pas P’équation de Ia courbe,
par la relation des abfcifles aux ordonnées, mais par celle que
chaque ordonnée de cette courbe, eft fuppofée avoir avec les
ordonnées correfpondantes de quelques autres courbes connues,
Pour mener les tangentes, dans ce cas, voici comment on s’y
prendra. Suppofons, par exemple, que la courbe BMS (Fig. 10),
réfulte des deux courbes connues .4 I, & CN, au moyen d’une
équation entre les ordonnées correfpondantes PL , PAZ, PN,
que nous nommerons re{pedtivement X, y, 3. Puifque les
courbes 4L & CN font fuppofées connues, leurs foutangen-
tes PS & PR font fuppofées connues; nommons donc S, s,
& PR, s'; & imaginons Pordonnée infiniment proche pnm/,
& les lignes Lu, 47 r, no paralleles 3 4 P, Les triangles fem-
blables LP S, lu L donnent PS: PL:: Lu:ul, cefl-i-dire,

s:x::Lysdxs donc Lu= i‘ﬁc_ == Mr.Orles triangles fem-

2
blables TPAL, Mrm , donnent rm;MrzdPM : PT, Ceft-i-
. sdx sydx
dire, dy : T::y:PT; donc PT = aily 5

tion de la courbe ne renfermoit que x & y, on auroit, en

donc fi ’équa-

. . . dx
différenciant cette équation, la valeur de = laquelle étant

fubftituéedans Y ;x, donneroit la valeur de 2T, débarraflée
xay

de différences ; mais comme cette équation renferme x, y & )
fa différencielle renfermera dx, dy & dz; il faut donc avoir
la valeur de d exprimée en dx ou dy. Or les triangles fembla-
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bles Non & NP Rdonnent No:onouLu:: NP: PR; Ceft-
i-dire, ( en faifant attention que. P M augmentant, PN dimi-
nue, en f{orte que fa différence VO ou dg eft négative ) — dz :

sdx sydx . :
—::17: 85 donc dg = — 75, 5 ainfi, en mettant, dans
x . s'x
. oot ., , ., —s3dx
Péquation différenciée de la courbe, la quaniité ,{ au
s

lieu de dz, on aura aifément la valeur de (ﬁ » que lon wﬁxb&l-
o sydx d

tuera dans la formule

*d

de la {outangente.

Pour donner un exemple , fuppofons que A4 L & C N étant
deux courbes connues quelconque, on prenne toujours I’or-
donnée PM moyenne proportionneile entre PL & PN; alors
onaurax:ys::y:y:ouxy —=y*, pour équation de la cour-
be BA. Ditférenciant,, il vient xd g+ y dy = 2y dy , fuoftituant
pour dz fa valeur générale — {i’.d_x, ona— JT%%
2ydy , dol Pon tire_‘,i_‘f re v g

+3dx==

:ydxd . 2ssyrdy == {(s'-5)} donc P T ou
xdy e“e"t_x{_(y-y), ?Ol; :,n metant pour y* fa valeur a7,
& réduifant, P T = — x

S —

11 eft 2ifé¢ de varier ces exemples, en prenant telle équation
que l'on voudra, entre x, y & 3. On peut, fi 'on veut, fup-
poferque AL & C N font des lignes droites ( Fig, 11 ). Dans ce
cas, & en prenant tovjours P/ moyenne proportionnelle en-
tre PL & PN, la courbe B eft une e&ion corique. Savoir
une parabole, quand le point C eft infinimen: éloigné ; ou que
la ligne droite €V eft parallele 3 4 C. Ure elliple , quand les
deux angles H A C & HC A font aigus; & particuliérement , un
cercle quand ils fort chacun de 45°, une hyperbole quand I'un
de ces deux angles eft obius.

40. Lorfque les ordonnées partent d’un point fixe, alors
on prend pour abfCiffes les arcs d’une courbe connue, qui le
plus fouvent eft yn cercle; c’eft-a-dire, que dans ce derrier
cas , 'équation exprime la relation de Pordonnée CAZ ( Fig.
X2), avec l'angle A4 C .7 que cette ligne fait avec une ligne
fixe AC; ou bien elle exprime la relation de cette méme or-
dornée C A avec I'arc O S décrit d’un rayon déterminé,

, Pour mener les tangentcs , lorffu’on a Pégquation enire
Yordonnée ¢ & Tangle 4 CAL ou larc OS5, on imagine,

3
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que pour chaque point A7, on éleve fur CM une petpendicu<
laire C'T qui rencontre la tangente TM en T'; alors imaginant
Yarc infiniment petit Mm , & menant 'ordonnée mC, on
congoit que du rayon € M, on ait décrit I'arc M7 que Pon
peut regarder comme une ligae droite perpendiculaire en r
a Cm. Comme Pangle Mmr différe infiniment peu de l'an-
gle TMC, les triangles Mrm & T'C M font femblables,” &

onnent rm:Myr :: €M : CT; Ceft-i-dire, ( en nommant

CM,y)dy:Mr::y:CT:er
. Y

& fon rayon e, les fe&teurs femblables CSs & € Mr dm:{nent
CS:CM::Ss: Mr,Ceft-a-dire, azy :: dx: Mr==YEZ

b4
a
mettant cette valeur de M, danscellede CT', ona C T, ou

Ja foutangente, =-y1:x. Or puifguon eft fuppo(¢ avoir la
ady

relation entre y & x, il era facile, en différenciant I'équation

4 ; nommant I'arc O, x,

. . . . dx
qui exprime cette relation, d’avoir la valeur de«d—, laquelle

fubftituée dans la valeur de CT, donnera une nouvelle ex-
preflion de ¢ T, délivrée de différences.

SiTon fuppofe, par exemple , que I'ordonnée € M ( Fig. 13)
{oit toujours a I'arc correlpondant OS, dans le rapport de md n
ceft-d-dire, quey: x::m:n, onaurany=mx, doncndy =

P 3 2
mdx, & par conféquent ax -'f—, donc CT=J-,-d—-x=l- x 2
y d m ady a m

ny Y.
&k x —=; or, par’équation, ona —=—=ux, donc €T ==
a m m

% .
¥, Donc fi du point € comme centre, & du rayon CM, on

a
décrit Parc HQ, on aura CTégal dlarc MQ; en effet les fec-
teurs femblables COS & CQAZ donnent CS: 08 :: CM mQ,
ceft-d-dire, a:x: :y:MQ:;Zf,,donc CT = MQ.
‘ a

La courbe que ncus venons de confidérer, eft la fpirale
d’'Archimede.

41. Concevons encore qus OS ( Fig. 14) étant une ligne
connue, ou dont on fiit mener les tangentes, on conftruife Ia
courbe BAZ, par tette condition, que (S, x, & CHM,y, ayent

entrelles une relation déterminée & exprimée par unc équa-
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tion donnée. Si Ton congoit Parc infiniment petit A4 m, les
ordonnées C M, Cm, & lesarcs 4 r, 8¢, décrits du centre C
& des tayons CM, €8, il eft clair que la. différenciation de
Yéquation ne donnera que le rapport de dy-3 dx ou de rm 3 fq,
puifjue y & & font les feules variatles qui entrent dans- cette
équation or, pour détesminer la foutagente.C T, il faut avoir
le rapport de rm i r M voyons donc comment on peut dé-
terminer 4 en vertu des conditions de la queftion, . . .
Puifque ia courbe O S eft connue, la foutangente € Q eft don-
née pour-chaque point 83 or les triangles femblables QCS, Sg/
donnent C5: CQ:: ¢/ :¢4§; donc nommant CQ, &, on aura

x:5::dx2gS ""J—éf, mais lesfeGeurs femblables CSQ, CMr
L v x , sdx sydx
donhent €S CM::5q: Mr, oux:y: Pt Mr=

. s xx

il -eft: donc aifé, mairitéhant “d’avoir la foutangente C T, en
comparant les triangles femblables 47 »m & T C A4 qui donnent
pm:r M€ CT, ondy: L% sy dx
: 3CM y oudy: —— porys et

. Pour appliquer ceci, fuppofons, que la courbe B foit conf=
‘truite en prenant toujours 87 de méme grandeur, ou égaled
une ligne donnée 2, quelque’ foir dailleurs la ligne O S, Nous

1y CT=

aurons donc % - @ == y. Donc dx := dy & par confé,quen_t%: 13
N A . 2 cay i
la feutangente;:CT devient donc CT _—.:'%,- que, 'on conftruira

en cette manitre.

Ayant mené la tangente SQ, on lui menera, par le point A
la parallele MX'; puis tirant SX°, on menera, par le point A7,
laligne MT parallele 3 SX";- MT fera la tangente demandée,
En effet, les triangles femblables CSQ & CMX donnent CS =

€Q::CM:;CX,oux:s::y:C =%. Pareillement, -les
triangles feablables CSX& CMT, donnent CS: CX':: CM: CT,
on x: 'g :1y:CT; done CT= %—

On voit, par ces exemples, comment on doit fz conduire
dans Papplicition de ces méthodes & d’autres cas, Remarquons ,
en terminant cette matiere, que lotfque OS eft une ligne
draite, lacourbe B 47 que V'on forme en prenant toujours § AL

e méme grandeur , eft ce qu'on appelle la Conchoide d
Nicoméde, © ’ o ep Dy
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Application aux Ilimites des lignes
courbes, & en général, aux limites
des quantités, & aux queftions de
maximis & minimis.

: - dx
42. Nous avons vu (.33) que 7, €x-

primoit la tangente de I'angle que la courbe,
ou fa tangente., fait, en chaque point, avec
¥Yordonnde, & que "—‘g exprimoit. celle de
Vangle que la courbe ou fa tangente fait
avec l'axe deés abfcifles,

Donc, pour favoir en.quel endroit la tan-
gente d’'une courbe devient parallele aux

ordonndes, il faut chercher en quel endroit
’ dx . .
la valeur de —= devient zéro, ou ce quire:

vient au méme, en quel endroit d x devient
zéro ; & pour favoir en.quel endroit la tan-
gente de la courbe eft paraliele aux abfeiffes

h T . d ]
il faut chercher en que,l endroit ﬁ,devxent

zéro, ou ce qui revient au méme, en quel
endroit d y eft zéro. Car il eft évident que
dans le premier eas, l'angle de la courbe,
avec les ordonnées eft nul ; & dans le fecond
cas, 'angle de la courbe, avec les abfciffes,
eft nul,
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1l fuit évidemment de-la, que fi 'on veut
favoir {i une courbe dont on a I'équation, aj;
dans quelque endroit, fa tangente parallele
aux ordonnées ou aux abfciffes, il faut diffé-
rencier cette équation, & en ayant tiré la

valeur de ;l_% » fiTon égale le numérateur de

la valeur de g-f ,azéro , on aura une équation
qui, conjdinfgment avec 1'équation méme de
1a courbe, donnera la valeur de x & cellede y
qui déterminent en quel endroit la tangente
eft parallele aux ordonnées; en forte que (i cela
arrive en plufieurs endroits, on aura pluficurs
valeurs pour x & plufieurs valeurs pour y.

Au contraire, {i I'on égale-le dénomina-
teur a zéro, cette équation conjointement
avec celle de la” courbe , déterminera-les
valeiirs de x & de y, qui répondent aux en=
droits ol la tangente de la courbe devient
parallele aux abfciffes. Il faut cependant
obferver que quoique dx foit toujours zéro,
quand la ‘tangente eft parallele-aux ordon=
nées, & que dy foit zéro quand la tangente
eft patallele aux abfciffes, on ne doit ce~
pendant lorfqu’on a trouvé la valeur ou les
valeurs de x réfultantes de la fuppofition
dx=o0,0udy=o0, en conclure quela tan-
gente eft parallele aux y ou aux x, quiau-
tant quon n'a pas en méme temps dx =0
& d_y: o,
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Pour éclaircir ces regles, par un exemple
famlhcr » prenons la courbe qui a pour équa-
tion yy-xx=3ax—2aa+2by—~bb,
qui;; en-fuppofant les x & les y perpend1-
culaires entr’elies , appartient au cercle ,
(4lg. 392 )

Leslignes AP ( Fig. 15.) font x, & les
lighes P M PAr font lcs deux valeurs de y

ue la réfoluuon de cette ‘¢quation donne
pour chaque valeur de x.

Si Ton différericie cetté (,quauon on aura
2 ydy =+ 2xdx = 3 adx = 2bdx, d’ou on tire
dx. 1y — 1h
43 £% m.

Egalons d’abord le mumérateur i zéro’

our-avoir les endroits ol la tangcntc dev1ent
parallele aux ordonnées. Nous aurons 2 y'—
2:6=o0, ou y==b. Subftituant cette vzileur
dans P’équation- de la courbe, il vient 4 64:
xx==3ax—2aa—+2bb—bb ; ou xx —3 qx ==

H - fy 6y

2aay qui étant réfolue dqnne ¥ =14 i
Viiaua, ceﬁ—aidlre, x—-ga &:x—wa,' cé
qui nous apprend que la courbe ou fa tan
gente; devient parallele aux* ordonnées , en
deux points R &R/, qui ont chiacun’ pour
ordonnée la ligne 5, &conc 'un'R, a pour
abfciffe la hbne A Q~—v'a, & Tautre Ra poutr
abfciffe la llgne AQ . =2a.

Egalons maintenant 2 zéro le dénomi-
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7 s
nateur de la valeur de %Z; , pour favoir en quel

endroit la courbe, ou fa tangente, devient
parallele aux abfciffes: nousaurons 3 a—2 x
= 0, oux == 2 g. Subftituant cette valeur dans
V'équationde lacourbe, nous aurons yy —4- % aa
=2ga—22a-42by—bb, ouyy—25by
bb = % aa; & tirant la racine quarrée, y — &
=-Ifa;doncy=>b"+ Lq;Ceft-d-dire,y =2
~1a, &y=b—1La, ce qui nous apprend
que la tangente devient parallele aux abfcif-
fes, en deux endroits ou points 77 & 77 qui
ont pour abfciffe commune la ligne AS=12a,
& dontl'un 7”a pour ordonnée ST"=b~+1a,
&_l’fucre T, a pour ordonnée la ligne ST==4

-_—';av

Les points Q & Q' font ce qu'en appelle
les limites des abfcifles, parce qu'entre Q &
Q’, achaque abfcifle AP répondent des va-
leurs réelles PM & P:M' pour y; au lieu
quentre Q & A, & au-dela de Q' par rap-
porta A, il n’y a aucun point de la courbe ,
en forte que fi on fuppofe x plus petit que
AQ ou a, ou bien plus grand que AQ’ ou
2a, on ne'trouve aucune valeur réelle pour y.
En effet, fi dans I’équation on met au lieu
de x une quantité a — ¢, plus petite quea , ou
une quantité plus grande que 2 e, ou telle que
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2 a~~q, on trouvera en réfolvant I’équation ,
que les deux valeurs de y font imaginaires.

Parcillement, fi par le point 4 on congoit
AL parallele aux ordonnées, ceft-d-dire ,
Taxe des ordonnées; & que par les points
T& T, onmeneleslignes TL, T' L' paralleles
aux abfciffes; leslignes 4L =ST=5b—La,
& AL = ST =b-1 a, font [és limites des
ordonnées; car-il eft’ évident \qu’il ne peut y
avoir d’'ordonnée plus grande que AL’ ni
plus petite que 4L, la tangente devant étre
parallele aux abfcifles , Aufli, {i ’onmet dans
Yéquation de la courbey au licu de y une
quantité plus-petite que » — + a, qu'on
mette, par cxemple,'d — L a~¢, on verra,
en réfolvant I'équation, que les valeurs de x
font imaginaires. La méme chofe arrivera fi
on met au lieude y, la quantité b + 1 a g,
plus grande que b + L a.

4 3. L'ordonnée 87" eft la Plus grande de
toutes celles qui aboutiffent & la partie con-
cave RT'R’ de la circonférence. L’ordon-
née ST eft la plus petite de toutes celles qui
aboutiffent a la partie convexe; & les or-
données QR & Q'R font, tout 2 la fois, les
plus petites qui aboutiffent a la partie con-
cave, & les plus grandes qui aboutiffent 3 la
partic convexe.

44. Ainfi, la méme méthode fert en
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méme temps, 1°. & déterminer les limites
des abfcifles & des ordonnées; 2°. a déter~
miner dans quels cas la tangente devient
parallele aux abfeiffes, ou aux ordonnées;
°. enfin, a dé iner les pl des &
3% enfin, a déterminer les plus grandes

les plus petites abfciffes ou ordonnées.

4 5. Or de quelque maniere qu’une quan.
tité foit exprimée algébriquement, on peue
toujours regarder lexpreflion algébrique
qui la repréfente, comme étant celle de

l'ordonnée d’une ligne courbe. Par exemplc,
2 7

fi ZX27%) g Pexpreflion d'une quantité

' x*(a—x)
aa I

puis regarder cette équation, comme détant

celle d'une ligne courbe dont x feroit 'abf-

ciffe, & y lordonnée. Alors fi la quantité
#x(a—x) . ) .
-~ -—= peut, dansun certain cas, devenir

< .
plus grande ou plus petite que dans tout
autre , ( ce qu'on appelle étre fufceptible
dun maximum ou d’un minimum ) , il eft
vifible qu’il faut fuivre exa&tement la méme
méthode que ci-deflus ; ceft-a-dire, diffé-
rencier cette équation, & en ayant tiré la

que j°appelley, auquel casjaiy = je

dx
valeur de % égaler a zéro le numérateur

ou le dénominateur de cette valeur.

46. Ceftacela que fe réduit la méthode

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



62 Co urs

qu'on appelle de maximis & minimis, qui eft
une des pius utiles de l'analyfe , & qui a
pour objet de faire trouver, entre plufieurs
quantités qui croiffent ou décroiffent fuivant
une méme loi, quelle eft la plus grande ou
1a plus petite, ou en général cclle qui a cer-
taines propri€tés dans le plus haut degré a
L’égard de toutes fes femblables. Nous allons
en donner quelques exemples, pris dans la
Géométrie & dans le Calcul; la Méchanique
nous, en fournira par la fuite, qui feront tout
a la fois & plus curieux & plus utiles.

47. Propofons-nous d’abord de partager
un nombre donné a en deux parties, telles
que leur produit foit plus grand qu'en le
partageant de toute autre maniere. Nom-
mons x l'une de ces parties; Pautre fera
a—x, & le produit fera av—xx ; fuppofons-
le =y; nous auronsy = ax — xx; donc en
différenciant , d y=adx—2xdx , & par

dx 1 ' ‘
conféquent 7 i fi on égale le nu-
mératcur a zéro, on aura 1==o0, ce qui eft
abfurde; par conféquent §'il y a un moximum
ce n'eft qu'en égalant le dénominateur a zéro,
qu'on le trouvera. Egalons doncle dénomi-
nateur a z~€ro; nous aurons @ — 2xX=0
qui donne x = +a, & nous apprend que'de

quelque maniere qu'on partage un nombre
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en deux parties, le produic de ces deux
parties fera le plus grand qu'il eft poffible ,
lorfqu’elles feront chacune la moitié de ce
nombre.

4.8. Lorfque, comme dans cet exemple,
on a lexpreflion algébrique de la quantité,
on peut le difpenfer de I'égaler 2 une nou-
velle variable y 5 il n’y a qu’a la différencier
tout {implement, & dgaler a zéro le nu-
mérateur ou le déncminateur, lorfque cette
différentielle eft unz frattion. Ainfi dans ce
méme exemple je différencierois fimplement
ax—xx, & ¢galant a zéro la différentielle
adx—axdx, jaurois adx— 2xdx =o,
d’ou je tire également x = I a.

4.9. Propofons-nous une queftion plus
générale. Qu’il s’agifle, par exemple, de
partager un nombre connu a, en deux par-
ties telles que le produit d’une puiffance dé-
terminée de lune des parties par la niéme
ou une autre puiffance de l'autre partie , foit
le plus grand qu’il eft poffible. Repréfentons
par x la premiere partic, & par m la puii-
fance a laquelle elle doit étre dlevée; la
feconde partie fera ¢ — x : repréfentons par
la puiffance & laquelle elle doit étre élevée,
alors le produit en queflion fera ™ (ay— x )™
Différencions ce produit, & ¢galons la dif
férencielle 4 zéro , nous aurons max”-*
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dx (@ — x)" — nx™, (a— x} ™' dx == o. Di-
vifant tout par x™* dx (¢ — x) ™', nous au-
rons m(a=—Xx)—nx =0, OU Mq-~— MX ~=

) ma

nx==0, qui donne x =
m

—. Suppofons ,

par exempic, quilait été queftion de parta-
ger le nombre a en deux parties, telles que
le quarré de 'une , multiplié par le cube de la
feconde, foit le plus grand qu’il eft poffible;

T a

T i3
=3%a; ceft-a-dire, que l'une des partics
doit étre les 2 du nombre ou de la quantié
propofée ; & lautre doit, par conféquent,
en étre les trois cinquiemes.

alorsm=2, n=3. On a donc x =

Ce que nous avons dit ci-deffus, 2 Poc-
cafion de la figure 15, fait voir qu'une
quantité peut devenir la plus grande de tou-
tes fes femblables, en deux manieres diffé-
rentes: lorfque, comme P M’ elle a été d’a-
bord en croiffant pour diminuer enfuite ; ou
lorfque, comme P’ M” elle va en croiflant
pour s’arréter brufquement en devenant Q' R/,
mais dans ce dernier cas, elle eft tout 3 la
fois la plus grande de toutes les ordonnées
qui aboutiffent a la partie convexe , & la plus
petite de celles qui aboutiffent a la partie
concave. Pareillement une quantité peut de-
venir la plus petite de toutes fes femblables,

en
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en deux manieres différentes : lorfque, com-
me PM, elle va d’abord en diminuant pour
augmenter enfuite; ou lorfque, comme P” M,
elle va en diminuant pour s’arréter brufque-
ment, & alors elle eft tout a la fois un mi-
nimum & un maximum ; elle et un minimum
4 I'égard de la branche M’ I" M, & un
maximum a Pégard de la branche M T M".

5 0. Ainfi, pour diftinguer fi une quan-
tit¢ eft un maximum , ou un minimum, ou 'un
& lautre, il faur, en {uppofant que @ mar-
que la valeur de x, qui convient au maximum
ou minimum, fubftituer dans la quantité pro-
pofée au lieu de x, fucceflivement a + ¢,
a, & a — ¢. Si les deux réfultats extrémes
font réels & plus petits que celui du milieu,
la quantité eft un maximum ; {i, au contraire ,
les deux réfultats extrémes font plus grands
que celui du milieu ,-la quantité eft un mi-
mmum : enfin, i des deux réfultats extrémes
Pun eft imaginaire & lautre réel, la quan-
tité eft tout a la fois un maximum & un mi-
nimum.

5 I. Lorfque dans la détermination d’un
n,zaximum ou dun minimum, la valeur que
Yon trouve pour la variable, rend celle du
maximum ou du minimum négative , on doit
conclure que le maximum ou le minimum
quelle indique , nappartient point 3 la

4
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queftion altuelle , mais qu’il appartient 3 une
queftion ot quelques-unes des conditions fe-
roient contraires. Par exemple, {i I'on de-
mandoit de partager la ligne 4 B (Fig. 16) au
point C, de maniere que le quarré de la dif-
tance AC au point 4 , étant divifé par la dif-
tance au point B, donne le plus petit quotient
poflible ; alors nommant a la ligne don-
née AB, & x la partic 4C; la partie ref-
tante CB feroita—x, & par conféquent le

quotient feroit ——; différencions donc cette

quantité , ou x* (¢ - x)' ; nous aurons

2xdx. (a=—x)'4+x*dx(a—x)*=o0, ou
\ / ]

2 2dx x¥dx

amr T amap 050Uz axdx — x*dx = o,
ou (2 a — x)x ==0, quidonne oux==0,0u 2a —
x==0; la e valeur indique un minimum,
mais qui eft évident fans le calcul. Quant
a la feconde qui donne x = 2 a, fi on fubf-
titue cette valeur dans :l—fc_:, celle-ci devient
f::%: ou— 4 a. Le minimum n’appartient donc
pas a la queftion actuelle. Mais fi T'on fait
attention a la valeur x = 2 a que l'on trouve,
on verra que le point C ne peut étre en-
tre 4 & £ ; mais que la queftion aura une
folution , il s'agit de le trouver fur le
prolongement de A B, au-dela de B par
rapport a A. Or dans ce cas, fi nous nom-
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mons 4C', x; la diffance BC' ne fera plus
a —x, maisax — a, & la quantité dont il
sagiffoit, fera ———, laquelle écant diffé-

. T dx  x*d
rencide & égalde 3 zéro , donne o — 25
X ; o x—a (x-a)*
=0, ou apres les réductions faites, x* d x —
2 a xdx == o, quidonne x==2 a, comme ci-

devant; mais cette quantité fubftituée dans
xl

> la change en 4 . Il y a done un mini-

mum pour ce cas.

Si I'on égale le dénominateur x — a de la
différentielle , & zéro, onax==a, quiindi-
que un maximum : & en effet, lorlque x=a,
la quantité devient infinie, Mais il n’a pas
moins le vrai cara&ere du maximum , car
foit qu’on fuppofe x plus petit ou plus grand
que a, on trouve une quantité plus petite
quen fuppofant x == a.

§ 2. Lorfque Pexpreflion d’une quantité
qui doit étre un maximum ou un minimum,
renferme quelque multiplicateur ou quel-
que divifeur conftant, ou peut fupprimer ce
multiplicateur ou ce divifeur , avant que de

différencier ; en effet, fuppofons que =¥ re-

préfente généralement une quantité qui
doit étre un maximum ou un minimum, a & b

. d
¢tant des conftantes ; it faut donc que = Z=o;
- E 2
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or puifque a & & ne feront pas zéro, il faut
que dy == 0; laconclufion eft donc la méme
que {i_y feul el di étre un maximum ou un
minimum, c’cft-a-dire, la méme qu'en fup-
primant les. fatteurs & les divifeurs conf-
tants, Cette remarque fert a fimplifier les
calculs, dans plufieurs cas.

5 3. Propofons - nous, maintenant , de
trouver entre toutes les lignes que 'on peut
mener par un méme point D donné dans
Yangle connu ABC( Fig. 17), quelle eft celle
qui forme avec les cotés de cet angle, le
plus petit triangle poflible.

Menons par le point D, la ligne DG paral-
lele au c6té 4B, & fuppofant EF une droite
quelconque tirée par le point D, abaiffons
DK perpendiculaire fur BC, & du point E ou
EF rencontre AB, abaiffons EL auffi perpen-
diculaire fur BC. La ligne BC eft cenfée con-
nue, ainfi que la perpendieulaire DK 5 nom-
mons donc BG==u, DK = b, & labafe BF du
triangle BE F, nommons-1a x. On voit que
depuis un certain terme, plus B F croitra, &
plus le triangle augmentera. Au contraire, fi
B F diminue, on concoit que le triangle di-
minuera, mais jufqu’a un certain terme feu-
lement 5 car {i BF devenoit prefque ¢gal
a BG, ladroite EDF feroit prefque parallele
a2 AB, puifguelle feroic préte a fc confon-
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dre avec G D: le triangle feroit alors extré-
mement grand. Il y a donc une certaine
valeur de B F qui donne le plus petit trian~
gle poflible. Pour la trouver , cherchons
Yexpreffion générale du triangle B E F. Or
les triangles femblables B E F, G DF donnent
GF:BF:: D F:EF, & les triangles fem-~
blables DK F & E L Fdonnent DF: EF ::
DK : EL; donc GF: BF:: DK : EL; Ceft-
a-dire,x—a:x:: b E L':‘.xi_xa; donc la
furface du triangle B EF, qui eft M,
ferayff— x Zou™* 1 faut donc qu'en

X~ 2 X e—a

différenciant cette quantité , le numérateur
ou le dénominateur devienne zéro, ou bien,
comme on peut ( 52 ) fupprimer le fateur

. . . x x .
conflant 4, il fuffira de différencier ——; mais

fans refairc ce calcul que nous avons déja
rencontré (5 1), nous conclurons de méme,
que x=2a3; donc {i 'on prend BF=2g =
2 BG ,;taligne FD E que 'on tirera par le
point D, donnera le triangle # BE pour le
plus petit triangle demandé.

5 4. Cherchons maintenant parmi tous
les parallélipipedes de méme furface & de
méme hauteur , quel eft celui quia la plus
grande capacité,

Nommons % la hauteur, cc la furface du

Ez
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parallélipipede 3 x & ¥ les deux cotés du
reQangle qui fert de bafe. La furface totale
eft compofée dé¢ f{ix rc&tangles , dont deux
ont chacun & pour cété ou pour hauteur, &
x pour bafe; deux autres ont % pour hautcur,
& y pour bafe ; enfin les deux dernicrs onr x
pour bafe, & y pour hauteur ; ainfi la furface
totale a pour expreflion 2 Ax 4+ 2hy +2 xy;
c’eft-a-dire, queT'on a 2/x - 2hy 28y = cc.
Quant a la capacité ou folidité, elle eft Axy.
Puis donc qu'elle doit étre la. plus grande de
toutes celles de méme furface, il faut que
fa différentielle Axdy == hydx foit=0, ou,
(ce qui.revient au méme ) il faut que xdy -
ydx% ==o0. Mais I'équation 2hx —-2hy ~ 2yx
=c¢', qui exprime quz la furface de tous
ces parallélipipedes -eft ‘conftante ou la mé-
me , ‘donne 2Adx - 2hdy =+ 2xdy 4 2ydx==o.
‘Sub?ithant ‘donk, dans cette équation , la
valeur'de’dx, tirée de la premiere, on aura,
apres I¢s ' réductions faites , y == x; la bafe
doit donc étre un quarré. Pour en connol-
tre le coté, il faut mettre pour y fa valeur x
dans Péquation 2hx—- 2hy~+ 2xy ==cc, qui
deviendra par-la, 4hx 4= 2x*=cc, & qui
frant véiolue , donne x = —A V ik icc,
dont la racine x== =~} V Rk icc, étant
négative , ne peut fervir a la queftion préfen-
re; ainfi la valeur convenable de x, eft x =
=V Thtce,
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§5. Si Pon demande, 2 préfent, quelle
doit étre la hauteur 4, pour que le paralléli-
pipede ait la plus grande folidité de tous
ceux de méme furface ; on remarquera que
puifque la hauteur étant #, la bafe doit étre
un quarré , cette folidité fera exprimée
par Ahux x; il faut donc que la différentielle
de hxx, enregardant A & x comme variables,
foit == 0 ;-on a donc 2hxdx -+ xxdh =0, ou
2hdx 4 xdh=0, en divifant par x. Mais
I'équation ghx—+ 2x*4cc, qui exprime ,
alors , que la furface eft conftante, donne,
en différenciant, ghdx -+ 4xdh— 4xdx =0}
mettant donc, dans celle-ci , pour dk, fa
valeur tirde de 1équation 2kdx 4+ xdh=o,
on aura, apres les rédultions faites, b= x;
donc le parallélipipede cherché doit.étre un
cube, puifque fon coté, ou fa hauteur £, doit
étre égal au c6té x du quarré qui fert de
bafe. Pour trouver maintenant le coté de ce
cube, il faur mettre pour &, fa valeur x dans
Véquation ghx—t-o2x* =cc, qui. deviendra
4x* 42 x*=c c ou 6x*=cc qui donne
x =VC:- Donc , de tous les paralléli-
pipedes de méme furface, celui qui a la
plus grande folidité eft le cube quia pour
c6té une ligne égale 4 la racine :quarrée de
la fixieme partie de cette furface.

E 4
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§ 6. Cherchons , maintenant, entre tous
les triangles de méme contour & de méme
lfmfc, quel eft celui qui a la plus grande fur-
ace.

Soit a la bafe 4 B, & cle contour du
triangle 4 BC (Fig. 18). Abaiffons la perpen-~
diculaire CP, & nommons AP, x; CP,y;
nous aurons PB=a—x, AC=Vzx+yy

& CB = (z:-:_;+yy, Donc le contour fera
Varty +)/ 72y T & la furface fera
ay e

~sonauradonc V zxyy+V a—x+y 4a=c,
& il faudra que la différentielle de L {oit ==o;
. 2

' . s d
Ceft-4-dire , quon auraa—z)-' = o, & par
conféquent d y == o. Or Iéquation qui
exprime que le contour eft conftant ,
xdx 4y d—}_, '

étant différencide , donnera Vs
: ’ xX=yy

a—x.—dx+ydy

- Z=—=0, qui, 3 caufe que dy =0
V(:z—z)’—i-'yy ; q b q y ’
Y e xdx e—x)dx
{fe réduit 3 ———= (~—"“——=-—-—--~ L == O ,

.. Vimegy  Vie—sityy
ou divifant par dx & chaflant les fradtions,
XV (e=ayyy = @ — x. V zatyy. Quarrant
on aura xXx.a— X - XXyy =4a-—X . XX

2

a—x.yy ; faifant les opérations indiquées ,
fupprimant de part & d'autre les termes
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égaux, & réduifant, nous aurons xx =a —x,
OU XX == aa —- 2ax -+ xx , qui donne ¥=1a,
& nous fait voir que le triangle doit €tre
ifofcele. Ainfi il faut du milicu de 4 B,
¢lever une perpendiculaire, & ayant décrit
du point B comme centre & d’un rayon égal
2 la moitié de 'exces du contour ¢ fur la
bafe a, un arc qui coupe cette perpendicu-
laire en C, fi l'on tire CB&C A, on aura le
triangle qui a la plus grande furface de tous
ceux de méme contour & de méme bafe.

§ 7. Silon veut favoir maintenant, quel
eft, généralement, entre tous les triangles
de méme contour, celui qui a la plus grande
furface , il faut remarquer que quelle que
foit la bafe, on voit par la folution précé-
dente, que x doit toujours en €étre la moitié;
ceft-a-dire , que quel que foita, on doit
toujours avoir x ==+ a. Cela érant , I'équa-
tion qui exprime le contour , fe réduiraa
Vizeryy - V ity + @ = ¢ , ou
2V isa+yy = ¢c—a; quarrant , on aura
4a-+ 4yy==cc——2ac-aa; qui donne
= == La furface du triangle qui
y

eft généralement az

a _—
, fera donc , /7 CT2%

. 4.
Puis donc qu'elle doit étre la plus grande de
toutes celles de méme contour , quelle que
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foit d’ailleurs la bafe a, il faut égaler 3 zéro
la différentielle de iV-“"‘"“ ou -de

4
aV o "zac, prife en regardant a comme va-

riable. Nous aurons donc d(aV cc—ia¢) ou

d(a(cc—-zdc) Js ccﬁ a-dire, da(cc—2ac) *

—a.cda(cc— 2ac)” i=o0,0udeV % —ra—
cada
-=o0, ou da(cc—-zac,——-cada-—o,
Va—zac ’

N4
ou ccda — 3cada =0, d’oti l'on tire a ==

donc la bafe a doit étre le tiers du contour :
& puifque nous avons vu dailleurs que le
triangle devoit Etre ifofctle, il s’enfuit donc
quil doit étre équilacéral. Donc de tous les
triangles de méme; contour, le triangle équi-
latéral eft, celui qiii a la plus gtande furface.
§ 8. Dans ces deux folumons, nous n’a-
vons pas §galé le dénominateur .3 zéro; parce
que , dans la premicre 5 cela ' nous auroit
donné pour x une valeur. _Lmagmmrc & dans
la feconde , nous aurions rrouvga =2c;qui
j’avroit pomt fatisfait , non plus, 3 Ta qucIl
fion ; puifque fi la bafe étoic Ta moitié du
t:ontour , les- deux "autres: c6tés fe confon-
droient avec cette bafe , & le triangle feroit
alors zéro. A l'avenir, lorfque le numérateur
oule dénommateur, eoalé a zéro, ne nous
conduira point a une f{olution admlﬂible,
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nous n’en ferons pas meation pour he pas

nous arréter a des recherches inutiles.

§9. Dang l'avant derniere queftion nous ne formnes parve-
nus 4 déerminer , entre tous les paraliélipipedes de méme
furface , celui qui avoir da plus grande capacité , qu’aprés avoir
coufidiré les parailélipipedes de méme hauteur. Pareillement,
dans la derniere queflion nous avons aéierminé entre tous les
triangles dc méiie contour, quel éioit celui qui avoit la plus
grande furfice’; mais en commengant par réfoudre la queftion
pour les triangles de méme bafe.

Il eft ordinairement plus fimple d’en ufer ainfi; c’eft-d-dire,
de réfoudre la queftion en ne faifant varier enfemble que le
plus petit nombre poffizle de quantités , & faifant varier en-
fuite & fucceflivement chacune des quantités qui ont été trai-
tées comme conftantes. Par exemole , fi Pon demandoit de
partager un rombre dousté , en trois parties , de maniere quele
produit de ces trois parties fiit le pius grand qu'il eft poflible;
en nommant x & y deux de ces parties , & a le nombre donné |
Ia troifieme feroit a — % —y , & le produirdes trois parties fe-
Toit 23 (@ -2 — 7 ), dont il faudroit égaler la différendielle, 4
z¢zo. Mais au lieu de différencier en regardant x & y comme
varizbles en méme temps, je ne regarderai d’aberd que x com~
me “arizble; jrurai donc aydx — 1xydx—y* dx == o, d’d
Yo uire xx=} (a—y): Le preduit xy (a—x—7y) fe change donc
en ;. y(a-y), Je difffrencie maintenant , en faifant varier y ,
& j‘ U dy(a—y ) —2ydy( a—y; que j’égale. pareillement 4 zéro,
& jai dy{a—y)* —:ydy (a—y)==0, d’olje tirc y==! @ ; doncx;,
& la teoifieme partie "a—x—y , font chacune ! a.

60. On peut gifli faire varier enfermble , fi Ton veut , toutes
les quantités variables, puis raffemblant tous les termes qui fone
multipliés par la diff‘rentielle d’une méme variable , égaler
leur fomme 3 zéro, & faire la méme cho%e 3 égard de la dif-
férenitielle de chaque variable. Ainfi, danslé derni¢r exemple,
o :

'1 aurots axdy+aydx—2xydx—x*dy—2xydy—y* dx==o, éga~-

ant {¢éparément a zéro , 1a fomme des termes affe@és de dx, &
celle des termes affeGtés de dy , {ai aydx—1xydx—ytdx==o0,
& axdy — x*dy — vxydy = o ou, en divifant la premiere .par
ydx & la feconde par. xdy , a—2x—y=so & @—x—2y ==o0,,
équation dont il eft facile de conclure #=1a, &y=4%a,
commie ‘ci~deflus.

La raifon de ge progédé eft facile a appercevoir , en remar-

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}


http://varr.--b.les

w6 Counrs

quant qu'il n’y a ici d’autre condition i remplir, finon quels
différentielle totale foit zéro. Or, cette condition ne peut étre
remplie généralement, que de deux manieres: ou, en fuppo-
fant que chacune des deux différentielles dx & dy, elt égale 2
zéro, ce qui fatisferoit en effet  I’équation, mais ne feroit rien
connoitre : ou bien en fuppofant que la fomme des termes qui
multipiient dx , ainfi que celle des termes qui multiplient dy ,
font chacune zéro : ce qui eft précifément ce que nous avons
prefcrit, §

61. Lor{que les conditions de la queftion font exprimées
par plufieurs équations, il faut avant dappliquer cette regle 3
Péquation différentielle qui doit déterminer le maximum ou le
minimiim , tiver des autres équations différenciées , les valeurs
des différentielles d’autant de variables qu'il y a’ d’équations
outre celle-1a , & les introduire dans cette méme équation :
alors. on applique la regle comme §'il n’y avoit eu que cetre
feule équation. Ainfi, dans I'exemple, ci-g’efrus, du plus grand
parallélipipede , nous avions cette équation pfkx~2hy 4-2xy=cc,
& la condition que Axy devoit étre vn maximum. Si donc nous
voulons regarder tout i la fois, 4, x & y comme variables ,
Véquation 24x—+ &c. donnera en différenciant, 2hdoc—2xdh =
2hdy + 2ydh - 2xdy4-2yds = o ; & la condition du maxiinum
donnera hxdy~+ hydx—+xydh==o. De la premiere je tire dr==
—ydx—xdy— hdy—hdx "

>

fubflituant cette valeur dans la
x—+y
fconde, {’ai, aprés les rédultions ordinaires, hx*dy-+hy*dx—
xy*dy — x*ydy = o. Je puis maintenant égaler i zéro, la
fomme des termes qui multiplient dx , & celle des termes
qui multiplient dy., Jaurai hy*—xy*==0 ou h=ux, & Ax® —
x*y==0, d’ont en divifant tout, par le fakeur communx*, on
tire A—y==0, qui donne h=y; & puifgue 'on a bA=x,
on a donc aufli y =2 ; les trois dimenfions 4, %, y, font
donc égales, ce qui s’accorde’avee la premiere folntion : & en
mettant ces valeurs dans 'équarion 2Ax~2Ay—-2yx ==cc, on

a 6k === cc, qui donne A= ¢, comme dans cette
méme folution. 6

62. Non-feulement on peut ne faire varier les quantités que
fucceflivement, ou lesfaire varier toutes 2 la fois, mais on peut
encore prendre pour conftantes telles fonétions que Fon vou-
dra de ces quantités, pourvu que le nombre de ces nouvelles
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conditions arbitraires , réuni a celui des conditions de la quef-
tion , ne foit pas plus grand que le nombre des variables x, y, z,
qui entrent dans la queftion. Cette remarque peut éwre de
1a plus grande utilité¢ dans pluficurs quettions , principalement
quand il'y a des quanités radicales ; en voici un exemple.
Qu'il s'agifle de trouver entre tous les quadrxlateres‘ de méme
contour , quel ¢ft celui qui auroit la plus grande furface. Si des
angles €& D ( fig. 19.) on -abaifle les perpendiculaires D E
& CF'fur le c6té 4B, & que du point L) on mene DK parallels
a A B; alors nommant £F, s; DE,t; AF,u; CF,x& BFy;

a caufe des triangles reQangles, on aura DA:V;J-h Lz,
DC =V (s +u)y (= —t)l,CB::V xx%~yy; donc fi a
marque le contour, on aura 1/”_,_,[_*_ V(J—i-u)‘-l—f;——zﬁ

+V xx ~+vy—+u~y==a. D’un autre c6t¢, la furface 4 BCD,
vaut le trapeze D EL C, moins le triangle D AE; plus le triangle

S~ u st xy
CFB; ceft-a-dire, (¢4 x) | - — e e —, Cela
2 2 2

pofé , il faudroit donc différencier cetie quantité & I’équarion
précédente. Mais les quantités radicales, rendreient 1a fuite du
calcul trés-compliquée. Pour éviter ces difficultés , nous fuppo-
ferons d’abord que les trois quantités radicales font conftantes ,
sds+:tde

B i Viss+ie &
par conféquent sds~+tdt==o, on trouvera de méme, par la
{econde quantité radicale , (s u) (dsmpdu)t(x—1) (dx—dlr)
=== 03 & par la troifieme , x2a x 4+ y dy == 0. Or, Iéquation
du contour étant différenciée dans cette méme fuppofiiion ,
donne du-+dy==o0,& la condition du maximum de la fur~
face, donne ( s~+u) ( di4-dx ) =4 ( t=4-x ) ( ds—4du ) = tds —
sdt 4 xdy + ydx == o, ou udt ~ 5dx ~ tidx ~ tdit 4 xds -~
xdit 4 xdy+ydx == o. La premiere équation différentelie ,

74 d
donne ds == --t—-f—-t; la troifieme donnedx = —22 ; & Ia

o~

ce qui nous donnera d( V' s s17) =0 s OU

Ky
quatrieme donne du = — d y. Subftituant dans la feconde &
dans Ja cinquieme , ona, apres les rédultions faites —— ( tde -
SAy)umtms) 0 ( ydy 42042} 52—t )5=0, & st de — $idyemssydy —
tsxdy—xitdt—sy*dy= o3 {i Pon tire de celleci la valeur
de dr, on verra que tous les termes du numérareur font affe@és
des, & qu'en {ubllituan: dans la précédente , tous les termes G
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ront auffi affe@és de s , on aura donc s==c ; ce qui nous apprend
que 'angle D A4 B doit étre droit: cela pofé, ’4quatien du contoue
devient ¢ +-V wtiA-(x—t =+V xx “+yy +u +y=a,&

Dif~

férencions donc en ne fuppofant plus que les deux radi-
caux , conflants. Nous aurons udu = ( xe—t) (dx—dt) = o}
xdx + ydy==o0, dt +dut-dy =0, &u(dt 4 dx )+
(t+=x)du~+sxdy-3dx=o0. La feconde de ces équa~
X

L

Vexpreflion de la furface devient (f4]x )i.;.f:y
2 2

R x
tions donne dy == —

; la troifieme donne de==—du~ dy ;
xdx — ydu

y
oude= ; ces valeurs {ubflituées dans la premiere

& la troifieme , donnent yudu +( x~t) (ydx—sdx+ydu Y=c,
& u( xdx — ydu ydx) 4= (14%)ydu—x* dx 4 y* dx == 0
or, fi de l'une des deux on dire la valeur de 4x, & qu’on
1a {ubftitue dans P'autre, on aura une équatien dont tous les ter-
mes feront multipliés par y , & qui par conféguent donney == o0 3
& fait voir que Pangle CB.A doit aufli étre droit. Cela étant 4~

S 2
Ut (Xmel ) X4 uz=a;

quation du contour devient —+V*
& Pexpreffion de la furfuce devient ( t4-x ) x =, Différen-
2

eions donc en ne fuppofant plus d'aure quantité conflante, que
le rddical. Nous aurons udud~ (xe—1)(dx—dty==o0,di+
dx 4-du==o,u(dt+dx)+ (1 +x)du==c; la feconde
donne dz = ~— dx — du; fubflizuant dans les devx autres on a
udit + (%t ) (2dxA-duj==o0, & —udu~-(t4+x)du=0;
or celle-ci donne du ==z o ; donc la pricédente ¢ réduiti
( x—t ) 2dx == o , qui donne x ==:. Cela pof¢, I"dquation du
contour fe réduit 3 26421 == a &celle de la furfice’, d s on
a done dr + du == o & tdu —+-udr = ¢ ; la premicre donne
de=—du, cequi change la feconde enrdu —udu==o0;
& par conféquentz=u; doncleslignes 4 B, 4D, 4C,C 3,
font toutes égales; & puifque Pangle A doit ¢ire droit, le qua-
drilatere cherché doit étre un quarré,

Au refte, on pourroit trouver certe propriété ples facilement
mais ce n¢toit point 13 notre objet principul : il s’agiffoic
de faire voir comment la liberté de prendre telle ou telle
quantité pour conftante, peut dans bizn des oecafions, donner
les moyens de faciliter le caleul ; & cet excmple y éroit eres-
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propre ; car fans cela le calcul feroit trés~compofé. On peut
appliquer des idees femblables , aux autres polygones, & on
trouvera qu'en général de toures les figures d’'un méme contour
& d’un meme nombre de cotés, celle qui a la plus grasde fiur-
face eft toujours le polygone r’gulier de ce méme nombre de
c6tés 3 d’ont il {uit que de toutes les figures de méme contour,
le cercle eft celle qui a la plus grande f{urface.

Des points multiples.

63. Nous avons examiné ce qui arrivoit lorfque Pune des
deux différentielles dx ou dy, ou (ce qui revient au méme )

, , . d=x
Jorfque le numérateur ou le dénominateur de la valeur de =

devenoit zéro , & nous avons vu que l'un de ces deux cz});
avoit toujours lieu lorfqu’il y avoit un maximum ou un mini~
mum. Mais lorfque le numérateur & le dénominateur de la2
dx . , A o .

‘valeur de 7y deviennent zéro en méme temps, qu'arrive-t-i}
alors, & 4 quoi fe réduit la valeur de 2—’;?
Pour répondre 'i ces queftions , nous obferveroms d’abord
que lorfqu’on a différencié 1’équation d'une courbe, comme il
n’y a plus que des termes multipliés par dx & des termes
multipliés par dy, on peut en appellant 4 la fomme des pre-
miers, & B celle des feconds , repréfenter I'équation differen-

tielle, par Adx + Bdy==o. Cette équation donne‘;—x::_% H
y

or, pour que B & .4 devienrent zéro en méme temps, il faut
qu'ils aient un commus divifeur , qui devenant zéro Jorfque
% & y ont certaines valeurs, rend B & A égaux i zéro en
méme temps. Par exemple , dans la courbe quia pour équation
. x.(a—x)* dx 2ay
y == 5 O Qe 27 - s ou
dy (a—x)jr—2x{a—2x)

_ dx ra(a—x) V=
(‘en mettant pour y , fa valeur ==k a
¢

b ]

o . (a—x)*—2% (a—x)
quantité qui devient 3, lorfjue X ==a; maison veit en méme
temps, que g—-x ef} divifeur commun du numérateur & du déno-
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. dx 1. A% 2oV E
minateur, & que la valour de —— fe réduit = a,
dy dy prymp
gui dans le cas particulier de x = a, fe réduit 3 1, clelt-3-
dire, que dans cet exemple, l4 valeur de L eft = 1.
11 paroit donc que pour avoir, en pareil cas, la valeur de

x . N . Y s
—, il ny a autre chofe i faire qu’a chercher le commun divi-

dy
feur des deux termes de la fralion qui l’exprime, & divifer ces
deux termes par leur commun divifeur.

On peut, en efiet, en ufer ainfi; mais cet expédient n'eft
pas toujeurs Rffifant lorfque la valeur de (—ff renferme plus
d’uve variable,, non plus que lorfqu’il renferine des quantités
radicales; n'y eut-il méme que, dans ce dernier cas, qu'une feule
variable. Ceft pourquoi nous allons donner un moyen plus
général & plus facile, Mais auparavant il faut faire connoitré
Ia nawre des points des lignes courbes, ol cetre fingularité
arrive. On va voir que cela arrive dans les points multipless
c'eft-i-dire , dans ceux ou plufieurs branches d’une méme
courbe fe rencontrerit.

64. Concevons donc que SOMZ J'ON ( Fig. 10 ) {oit une
courbe dont deux branches , au moins , fe rencontrent au
point O. 1l eft clair qu'a chaque ablcifle 42, ou 2, il répond,
( au moins dans un certain intervalle}, un certain nomore de
valeurs PM, 4 poury , & que celles qui répondent aux bran-
ches qui doivent fe rencontrer, deviennent égales dans le point
de rencontre O,

Pareillement , 4/Z étant Paxe des ordonnées, il faut qui
chaque ordonnée .4 @, il réponde , (au moins dans un cerain
intervalle ) un certain nombre d’abfcilles Q ¥, Q M, PN, &
que celles qui répondent aux branches qui doivent fe rencon-
trer, deviennent ¢égales dans ce point de rencontre.

Donc, fi I'on repréfente par a la valeuyr dex, & pard la
valeur de y, qui conviennent 2u point mwltiple , P'équation de
cette courbe doit étre telle que lorfgu’on y mettra a pour x, on
trouve que y aura autant de valeurs égales 3 4 qu'il y a de
branches qui paflent par le point muliiple , & il faudra de
méme qu'en Mettant & pour y on trouve un pareil nombre de
valeurs a pour x.

11 fiie de-1a que P’équation doit éure telle, quielle puifle étre

ramenéeo
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yamenée 3 cette forme.., (¥—a)™ F «- (x——a) ™ '( y—b) F' oo
(d—a)™MNy—b)* F' = (x—a) ™1 (y—5b)3 F" ot
ecvei(y—b)"T==o0, m, marquant le degré de multiplicité dux
pointen quefticn, & F, F', &c. T, marquant dés quantités come
pofées, comme on le voudra, de x, y & de conflantes, ce que
pour abréger , on appelle des foncfions de x, y & de conftantess

En effer, il eft clair que fi Pon fait x == a , ’équation qui (&
réduit alors 4 (y~—5 )™ T ==o0, fera divifible, m fois, pat
y—>5, & donnera par cenféquent m fois, équationy — b2=o,
ou y = 5. Il en eft de méme fi ’on fait ¥ == &; V'équation qui fe
téduitalersi(x — ¢ )™ F, fera divifible, m fois, patxw—a, &
donnera, par conféquent, autant de fois, I’équation x — a =% 05
oux==aj ce qui ne peut arriver, fi ’équation n’eft pas réduca
tible 3 la forme que nous venens d’expbfer,

Concevons maintenant qu'on différencie cette- équation ,
m fois de fuite, en faifant méme (fi 'on veut) varier aufli d%
& dy. En réfléchiffant fur le principe de la différenciation
on verra facilement , ( & nous ailons le faire voir par un
exemple ) 1°. qu’il n’y aura que la derniere équation différen=
tielle dans laquelle il 'y ait quelques termes qui ne foient plus
affeGiés de y — b ou de x — a. Donc, lorfqu’il y avra un point
multiple, les différentielles premiere , feconde, troifieme, &c.
de P’équation, doivent, lorfquon y mettta pour % & ¥ leurs
valeurs @ & 5 qui répondent an point multiple, s’anéantir
toutes, excepté celle dont le degré de différentielle eft marqué
par m; 2° on verra de méme, que dans cette derniere équa-
tion différentielle, les termes afte@és de ddx, ddy, dsx &c. &
de toutes les différentielles de degrés ultérieurs, auront tous
pour falteurs quelques puiffances de x — zoude y — 4; & que paz
conféquent ces différentielles difparoiffent au point multiple.

De ces -principes, il fuit 1°, qu'an point multiple on ne peut

. dx _ ., , ;
avorr la valeur de 7 qutrement exprimée que pars, fi ce n'eft
. ay
par la derniere équation différentielle, puifue toutes les autrés
quations différentielles s’anéantiffant alors , tout ce qui multi~
pPlie dx eft zéro, & toutce qui multiplie dy eft zéro, 2°. que
cette derniere équation diffrentielle ne’ contenant point ni
dllx, ni ddy, ni toutes les autres différentielles ultérieures, peut
réfulter immédiatement de I’équation propofée différencice m
fois de fuite, en fuppofant dx & dy conflants, 30. que dars cette
méme derniere équation différentielle dx & dy mi’_i"@wm%u
1
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degré m; & que par conféquent {i Pon divife par dy™” , on 2ucg

en réfolvant cette équation, m valeurs de (é;f qui ferviront
y

a trouver les tangentes qu'ont au point multiple les différentes
branches qui paffent par ce point.

Pour éclaircic & confirmer tout cela par un exemple, pre-
nons la courbe qui a pour équation @ (y—5)*—x (x-a)* = o.
Sil'on différencie cette” équation m fois, c'eft-i-dire, ici, deux
fois,onaurar’. 2ady (y—5) — dx (x—=-a)* — 2xdx(x—a) == 0
1% 2addy (y-b) -+ 2ady* — ddx (x-a)t- 2dx* (x-a)- xddx (x-a)
~1dx* (x-a)-2xdx* =0, ol I'on voit, qu’en mettant q pour x ,
& b pour y, la premiere équation différentieile s’évanonit, &
que dans la feconde , les termes affe@tés de ddx & de ddy séva-
nouiflent , enforte qu’elle fe réduit 2 sady® — 2adx* =o.

Mais fi au lieu de différencier pour la feconde fois, en trais
tant dx & dy comme variables, nous euffions différencié en les
traitant comme conftants, nous aurions eu zady* — :dx*(x—a)-
26x* (¥—a) = 2xdx* == 0, qui en nettant @ pour x, fe rédui

dx . A
€galement 3 2adx* — 2ady* == 0, & donne ;;i =1, quiindi-

que deux tangentes au point ot x == 2 & y == b; ce point eft
x

donc un point double, & la valeur 4 de la foutangente , de-

,

venant alors =4, ces deux tangentes font un angle de 454
avec Pordonnée : c'eit ce que confirmera la defcription de
Ya courbe par le moyen de fon équation qui donnant y =5 -4

X . : )
{*—a)yv — , fait voir que la courbe adeux branches parfaite-
a

ment égales & femblables, qui fe croifent au point O ou x == 4
& y = b. Sa figure eft telle qu'on la voit ( Fig. z0).

é5. D’aprds ces principes, il eft donc facile de dé:erminer fi
une courbe dent on a I’équation, a des points multiples, quels
ils font & ol ils font. II faut différencier cette équation ; égaler
3 zéro le coefficient ou multiplicateur de dx, & celui de dy.
Ces deux ¢quations détermineront la valeur qui convient 3.x &
celle qui convient 3 y, s'il y a un point multiple; oules valeurs
¢’il y en a plufieurs; mais pour s’affurer de lexiftence de ce
point multiple, il faudra examiner i ces valeurs de x & de y
fatisfont 2 Péquation propofée. Alors pour déterminer le degré
de multiplicité du poin: ou des points trouvés, on différenciera
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dé nouveau Péquation, mais en traitant ( pour plus de fimpli=
cité ) dx & dy comme conflants. Si les valeurs qu’on a trouvées
pout x & pour y, étant fubftituées dans cette fecoude équation
difféccntielle , tous les termies ne s’anéantiflent point, alors le
point trouvé n'eft que double. Siau contraire ils s’anéantiffent
il eit plus que double. Oh procédera donc, dans ce derniet cas
i une troifieme différenciation, en traitant tovjours dx & dy
comme conftants: & ayant fubftitué les valeurs de » & dey, le
point fera triple fi tous les termes ne s’anéantiffent point: & &
au contraire ils s'anéantiffent tous, il fera au moins quadruple.
On continuera de différencier & de fubftituer, ju{qu’a ce qu'on
arrive 3 une différentielle dont les termes ne s’anéantiflent pas
tous par la fubftitution des valeurs de x & .

Par exemple, {i 'on demande les points muluples de I2
eourbe, quia pour équation y* —axy? < 533 ==o; je ditlérencie
cette équation, & j'ai 4y} dy —2axydy—ay> dx—-3bx* dx =o
Egalant 3 zéro le coeflicient de dx & celui de dy, j'ai 493 —
2axy==0 , & 3bx* — ay*===0o. La premiere de ces deux équa~
tions donne ou y = o, ou 4y* —2ax =0. La valeur y =10,
fubfticuée dans l’équation 3bx® — ay? =0, donpe 35x* ==o0,
oux==o0} of, en mettant dans I'équation ptopofée o pour x,
& o pout y, on fatisfait A cette équation; donc la coutbe a
un point multiple dans I'endroit o ¥ = o & y == o} Ceft-i-
dire, i Yorigine, dax

Quant a lavaleur 4> — 24x == 0do0u¥* = — | eii la fubf-
tituant dans 344> —ay*=o, ona 382> — ¥ =0 qui denné

2

A a s
Oux=0, on x== 5—b,'maxs la premiere ; {iavoir &=o donne

Y ==0, te qui nous donne le méme point que ci-devant, & la

3

feconde donne 5> = 7 3 mais ces valeurs de x & de * ne
T20
ﬁquont point 3 I’équation propofée s ainfi il n’y a point d’autre
Point multiple que celui qui doit éure 3 lorigine. ,
our connoitre fa multiplicité, difffrencions une feconde foiss
Hous aurons 12y* dy* — raidy? = raydxdy — za):lxdy'—i-ébxdx‘
==o0, dont tous les termes s’anéantiflent en mettant pour x &
b IBUZS valeuts, zéro. Derc le point eft plus que double.
Paflons donc’ 3 une troifieme différenciation ¢ notis aurcns
2aydys — 3 adedy? —2adxdy* — radxdy* -+ 6bdx’ ==0 ; ou ¢ii
mettant pour y & x , leur valeur zéro, 64Ja’ — 6adxdy* = v}

F 2
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comme cette troiffiene différentielle ne s’anéantit point, le point
en queflion , eft un point triple.
Pour en déterminer les tangentes, je divife cette équation
6 by & par dy3 ;jai del _adx i donne dx
ar a ;j'al —= — —— =o,quidonne —~=o
@ s X paray’ ;) &y bdy »q ay s
& ax _ @ o,ou =X -+ ¢.L i leur de
el L == —. La premiere valeur
dx . . . .
7o fait voir que I'une des tangentes au point multiple eft paral-

lele aux ordonnées, C’eft-3-dire, qu'une des branches touche
Taxe des ordonnées, puifgue le point multiple eft d’ailleurs i

. . x a .
Vorigine. Les deux valeurs = + Vv s font voir que les
. ¢ -
deux autres branches font avec 'axe des ordonnées, chacune,
a .
un angle dont Ia tangente eﬁV 7 & gétendent de diffe-

gents cotés de cet axe, On peut voir la figure de cette courbe
en réfolvant fon équation qui donme . . . . . . . e

y= j"_v.‘f -+ ¥ V aa— 4bx ; prepant pour @ & b deux
2 2%
nombres 1 volonté , & donpant fucceflivement 2 x ;zl_L‘TleurS
valeurs tant pofitives que négatives: on trouvera quelle eft
telle que la repréfente la Figure 21. ) o
Aurefte, lor@uon a déterminé un point multiple , par
les opérations ci-deflus , il ne faut pas toujours en conclure
que toutes les branches qui font cenfées pafler par ce point,
foient vifibles, 11 peut fc faire que I'équation qui détermine
les tangentes, ait des racines imaginaires; & alors il y a autant
de branches invifibles. Les points ot cela arrive, (ont quelque-
fois détachés du cours de la courbe, 3 laquelle ils n’appar-
tiennent pas _moins, on les appelle alors des points conjugues
mais qu'ils foient ou ne foient point dérachés, ils ne font
pas molns cenfés raffembler le mombre de branches mar-
qué par le degré de leur multiplicité; la courbe 3 laquelle
ils appartiennent eft un individu d’une famille plus érendue,
dans Jaquelle toutes ces branches font vifibles ; mais elles
deviennent invifibles dans celle-1a, parce que quelqu’une des
quantités conftantes qui entrent dans 'équation commune &
toute la famille , devient zéro dans le cas particulier de cette
gourbe individuelle, Celt ainfi que dars la courbe qui a pows
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&uation m(y—5b ) —x(x—a)> = o , & dont celle de
Ia Figure zo. eft un cas particulier,, & devient la méme lorfque
m==2a ; Cefl ainfi, dis-je, que dans cette courbe qui aura
aufli une feuille, cette feuille n’a plus lieu lorfqu’on fuppofe
a==o0, ce qui réduit équation i m(y — b )* —x3 == oy
les deux branches OMZ, O M'Z qui étoient au-deffus du point
O, rayront plus lieu dans cette derniere ; ou du moins n’y
feront pas vifibles, Car on peut fuppofer qu’elles y font encore,
en regardant a, non comme zéro abfolument, mais feule-
ment comme infiniment petit. Il n’y aura pis moins deux
tangentes , a la vérité 5 mais cet exemple , fuffit pour faire
entrevoir comment JYanéantiffement de certaines branches
peut avoir lieu,

66. On peut tirer plufieurs conféquences utiles de ce que
nous venons de dire , 3 Poccafion des points multiples.

67.1°. Lorfqu'une expreffion algébrique fractionnaire , dans
laguelle il entrera une ou deux variables , fera telle qu'en
y mettant pour chacune de ces variables , certaines valeurs
déterminées , elle deviendra 2 ; on aura la valeur que doit
avoir alors cette exprefizon , en diftérenciant (éparément le
numérateur & le dénominateur , awtant de fois de fuite qu’il
fera néceffaire pour qu’ils ne deviennent plus zéro en méme
ternps ; & dans cette différenciation-, on traitera les différences
premieres , comme conflantes. En effet , on peut toujours

regarder toute expreflion ﬁ'al&ionnaire algébrique —> dans
laquelle il entreroit deux variables, par exemple , comme étant
12 valeur de (-fif(x & y étant ces deux variables) ; c’eft-i-dire,
qu'on peut toujours {uppofer .Zl}r{c = = & par conféquent
Adx — Bdy == o. Or puifque, par la fuppoiition, A4 & B

deviennent zéro en méme temps , lorfque x & y ont cer=~
taines valeurs, il fuit de ce qui prccéde , que pour avoir la

dx . o .
valeur de - il faut différencier cette équation en regardant

dx & dy c%mme conflants, la différencier , dis-je, jufqu’s
ce qu'on arrive & ure équation qui ne s’anéantifle point par la
fubflitution des valeurs de x & y. Or ces diftérenciations
confécutives donnent d Adx —dBdy==o0,ddAdx —
ddBdy =o,d* Adx—d Bdy =o, & qui_donpent

i

b
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‘..l::_——-: {E, (E-f-_:: QIQ, d—f.—_: 3 Cleft-d-dire qu'il faut
dy dA dy ddA’ dy d3 A

dif%rencier féparément le numérateyr & le dénominateue
ainfi quil a éi¢ dit; & la derniere de ces équations donaera

X
la valeur, oules valeurs de ?{

68. 2°. Lor{gu’une équation qui renfermera plufieurs varia-.
bles {era telle, qu’d certaines valeurs de "une de ces variabies
moins une , il devra répondre un certain nombre de valeurs,
égales de la derniere , & qu'il en fera de méme de toutes,
on trouvera ces valeurs en différenciant autant de fois de
{uite , moins une , ’équation propofée ; fuppofant dans ces dil~
férenciations d x, dy, dz, &c. conftantes fi x, 3, 7, &c.
font les variables; & égalant 3 zéro les multiplicateurs de d x,
dy, dy, &c. ceux de dx*, dx dy , dzdy, &c, & ainfi de fuite
Si toutes ces équations's’accordent entr’elles & avec I’équation
propoféc, les valeurs de x, y , 7, &c. qu’elles auront données,
feront les valeurs demanddes.

65, Remarquons au fujet des points multiples , que puifque
les valeurs de ¥ & de y, que l'on trouve en égalant a zéro le
coefficient de dx & celui de dy doivens fatisfaire 3 I'équation
gnie propotée, on ne peut. lorfque cette équation n’eft pas
donnée cn termes finis , ou ne peut pas y étre ramenée pae
les méthodes du calcul intégral , saflurer par le calcul feul,
de Uexiffence de ces points.

Des Points dinflexion vifibles & invifibles.

70, It arrive quelquefois quune méme branche de courbe
2prés avoir tourné fa coneavité vers vn certain poiat, tourne
enfuite fa convexité vers ce méme point, en continuant néan-
roins 2 marche, Telle eft la courbe que l'on voit repré«
gntée (Fig. 22 ), Le point O oll ce changement arrive , s'ap~
pelle point dinflexion.

" Pour déterminer ces fortes de peints il faut remarquer que
la iangente au point O, doic étre tangente commune de la
branche O B, & de la branche O b, qui fe touchent mutuelle-
ment au point O ; fi donc de part & d'autre du point O, on
prend deux arcs égaux ou inégaux , maisinfiniment petits, la
targente doit {iee le prolongement de 'un & dg lautre, en
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forte que ces deux petits arcs doivent étre en ligne droite.

Cela pofé, ayant mené les ordonrices MP, OQ, mp, &
nommé AP, x, & PAM,y. Onawra Mr =dx, Or=dy;
& fuppofant OM & Om infniment peu différents 'un de P'autre
on aura Or = dx —~ ddx, & m/' = dy -+ ddy; puis donc
que MO & Om font en ligne droite, les triangles MrO & Or'm
font femblatles; donc fi I'on fuppofe, (ainfi qu'on en eft bien
le maitre ), que les arcs MO & Om font égaux , ces mémes
triangles {eront aufli égaux, & lonaura My = Or', & Qr = mr’;,
ceft-a-dire, dx == dx~+ ddv, & dy == dy + ddy , donc
ddx == o0, ddy = o. ‘

Donc, pour déterminer les points d'inflexion fimples, il
faut difi¢rencier deux fois de fuite I'équation de la courbe ,
& fuppofer dans la feconde équation différentielle , ddx == o,
& ddy == 0. Or, il eft évident qu’alors cette feconde équation
eft la méme que i P'on efit differencié en faifant dx & dy cont-
tants. Dong, pour avoir les points d’inflexion fimples, il faut
d’abord différencier I'équation de la courbe, puis différencier
eette premiere ¢quation différencielle, en regardant dx & dy
comme conftants. Alors fi de la premiere équation’ différen-
cielle on tire la valeur de dx ou celie de dy pour la fubflitver
dans la feconde, on aura une équation qui éuant divifée par
dy* on dx*, ne renfermera plus que des x, des y & des
conflantes, & qui étant comparée avec Péquation méme de la
courbe, donnera les valeurs de x & de y , qui conviennent
au point d’inflexion fimple.

Prenons pour exemple, la courbe qui a pour équation
%3 — by* == a3, Nous aurons 3 x* dx— 25ydy=o, diffé-
renciant de nouveau, & traitant dx & dy comme conflants,
pousaurons 6 x dx * — 2 bdy*==o0, or, la premicre donne
dy — 3xtdxe

=

, fubftitnant dans la feconde, on aura ...

T18bxtdx?
6 x dx* — ,ﬁ‘x = o,0u 4 §y*— 3 %3 = o. Or,
467y

cellewci donne y* = 3 x[: qui étant fubftitué dansiéquation.
4

de la courbe, donne x3 — i 23 == a3 ou x} == 4 a’, done
3 at a
x==aV 4, & parconféquent 3 mV 57 =a -3—1’— Ce

font les valeurs qui déterminent le point d’inflexion.
Prenons , pour fecond exemple, la courbe qui a pous

4

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



28 Covurs

3 2
équation y = a--(x—a) 5 , nous aurons dy == {{x—a) 5 & * 3
différenciant de nouveaux en traitant d x & dy comme conftants ,

-6
é -2 — d x*
AOUS AUTONS O —— ((x—=a ) *dx*, ou_2*S == 0 ;
*5 (x—a )t
donc dx==o;or la premiere équation différentielle dy =}
\ ds
(x—a) ‘dx revient idy=—= (x__d);ou(x.‘_a):;dy

—._—%dx;doncpuifquedxzxo,ona(x-—a)':dyzo, qud

donneoudx==o0,0u (¥—a )¥ =e ; mais comme il v'eft
pas poflible qu'on ait en méme temps dx & 4y égaux 3

zéra, il s’enfuitque (x — )3 == o, eft la véritable folution
qui donne x == a, & par conféquent y= q.

71. Remarquons en paffant , 1°. Que puiqu’on trouve dx =5 ,
la tangente au point dinflexion de cette courbe , eft paralleie
aux ordonnées.

2% La méthode que I'on donne ordinairement pour trouver
les points d'inflexion , confiffe 3 différencier deux fois de
fuite Péquation, en fuppofant dx conflant, & i égaler ddy 3
zéro ou & Pinfini. Quoique cette méthode conduife aux mémes
réfultats , nous avons néanmoins évité de lemployer ; parce
qu'en effet ddy n’eft point infini, ainfi qu’on doit bien le voir
par ce qui précéde, Ce qui eft réellement ingni alors, ceft la

. ay - - 3 3
valeur de 7 & non pas ddy qui ne peut étre que zéro, dans ce

eas comme dans tout autre ; & comme dx eft zéro , dansles
wémes cas de points dinflexion , ot .Fon a coutume de fuppofer

. a. dd . ° .
ddy infini, Y eft réellement ~— , qui_en regardant zévo
dxl OZ — .

corame une quantité infinimene petite , eft en effet infink,

3°. Si la courbe devoit avoir pluficurs points d’inflexion ,
Yéquation finale donmeroit plufieurs valeurs de x ; ceft - i-
dire, quelle pafferoit le premier degré, Cela arrive dans les
gourbes qui vont en ferpentanr, comme dans la Figure 23.

72. SiLen congoit que les deux points dinflexicn O & Q*
¢ Fig.13 ) , sapprochent continuellement & foient enfin infi-
aiment voifins I'un de Pautre : alors § Pon (e repréfente.,
<mme ci-devant, les deux arcs infinimens petits Q 4L & Om
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& les deux arcs infiniment petits O' M', O' m' de part & d'autre
des points d’inflexion O & O', les deux cotés O m& M O'
ferent ou pourront étre fippofés Pun fur Pautre ;3 & puifqu’au
point d’inflexion, A O ett ¢n ligne droite avec O m ,& 'O’
avec O' m’' , il y aura donc trois petits arcs confécutifs em
ligne droite.

Cela pofé , foient Mm,mm',m'm' (Fig. 14) ces trois arcs in=
finiment petits. Abaiffons les ordonnées M £, mp,m'p',m'p" 5
& menons les lignes My, mr', m'r' paraileles 3 4 P. Nommons
AP, x,& PM,y;nous aurons Mr=dx,rm=dy,mr'=dx—+ddx,
r'm'=dy4-ddy, m'r" ==dx+ddi+dx, r''m"" =dy+ ddy+d}ys
Or les trois triangles Mrm, mr' m', m' r' m" font femblables 5
puifque les cétés Mm, mm' & m'm'" font en ligne droite ; done
fi I'on fuppofe ces mémes cétés égaux (ce dont on eft le maie
tre ), les triangles feront égaux ; on aura donc dx=d.—+ ddx,
dy=dy+dty, dx4-ddx—=dx+ddx+d5x, d)+dd)=d)+ddy
+dd3y ; Celt-a-dire, ddxz= 0, ddy==o, d’x== 0, d’y=0"

Donc fi on différencie I'équation de la courbe trois fois
de fuite, en faifant varier dx, dy , ddx & ddy, & qu’enfuite on
mette o pour chacune des quantités ddx , ddy, d’x, &y, il
faudra que chacune des trois équations réfultantes de ces dif-
férenciations ait leuy Or il eft évident qu’elles deviennent
alors les mémes, que }3 Pon et diftérencié trois fois de fuite ,
en fippofant &« & dy conflants,

En raifonnant de Ja méme maniere , on verra que fi trois
points d’inflexion con{écutifs viennent i fe réunir, il y aura,
au point de réunion , quatre éléments en ligne droite, & l'on
démontrera de méme, que fi Pon différencie I’équation quatre
fois de fuite, en fuppofant dx & dy conftants, les quatre équa=
tions qui en réfulteront, doivent toutes avoir liew ; & ainff
de fuite.

Donc, fi de la premiere équarion différentielle on tire la
valeur de dx pour la fubflituer dans toutes les autres, om
aura, aprés avoir divifé la feconde par dy* , la troifieme
par dy? , & airfi de fuite, autant d’équations qui doivent avoir
lieu “conjointement avec I'é¢quation propofée , pour qu’il y ait
une, dleux? trois , &c. inflexions réunies. Donc , fi de deux
de ces équations on tire les valeurs de x & de y , il faudra que
ces valeurs fubftituées dans les autres équations y farisfaflent.

. Lorfy’il 'y a que deux inflexions runies, inflexion eft
m’vtﬁ’ole., elle redevient vifible, lor(yuil § en a trois; en gé-
réral Pinflexion eff vifible on invifible , felen que le nombre
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des inflexions réunies eft impair ou pair. Donc § E==o re«
préfente , en général , I'équation d’une courbe ; il faudra,
pour qu'il y ait m points d’inflexion réunis, il faudra qu'en
différenciant E, m+-1 fois, en fappofant dx & dy conflants ,
toutes les différentielles ddx, ddy, dix , d’y, &c. jufqu’a celle
du degré m -1 foient zéro; & Vinflexion fera vifible ou in-
vifible , felon que m fera impair ou pair.

.73 Jufqu’ici nous avons fuppofé les ordonnées paralleles,
Si elles partoient d’'un point fixe , voici comment on s’y pren-
droit, pour dérerminer les points d’inflexion. Ayant 1maginé
Yes deux arcs infiniment petits, & confécutifs , qui, au point
dinflexion , doivent étre en ligne droite, on menera(Fig.25)
Yes ordonnées CM, Cm, & Cm', & V'on décrira les arcs Mr, mr'
que Von pourra regarder comme perpendiculaires fur Cm
& Cm', Cela pofé, il eft facile de voir que P'angle F'mm' ne
différe de Pungic rMm que de Pangle m:Cr'. Car on a €mm'
= rm A =130", ou Cmr' =4 r'mm’ 4= 90° — rMm =180° 3
donc r'mm'— rAm = so°—Cmr'; mais i caufe du triangle Cr'm
reCtangle enr', on a 90° — Cmr' =mCr; donc r'mm'—r M
==mCr'"

Si Fon mene la ligne m n qui fafle angle @'mr=mCr’,
Yangle nmr' fera donc égal a mdr, & par conféquent le
triangle zm 7' (era {emblable au triangle m # r. Nommons
CM,y, & HMr, dc, nous aurons mr = dy , mr' =dx--ddx,
& m'r’:::dy—i—-:ldy; nommons /¢m == d» , mm' f{era=—=ds--dds.
Décrivons du point m , & du rayon mm', Parc m'n; alors les
feGteurs Cmr' & nmm' feront femblables, & donneront Cm =
mr' : :mm': m'ng Ceft-ddire, y+dy:dx + ddx : :
ds-+dds: m'n,qui,en qnettant ce qu'on doit omettre, fera

dsdx . . -
== —— —; mais le triangle m'tn femblable 3 ¢r'm , fera aufl

Y .
femblable 3 mrM ; onauradonc Mr: Mm : 2 m'n:m'ty Ceft~
. . dsdx d s*
a-dire, dx :ds s : tmit= —— ; doncrt=dy--ddy —
ds*

. Y
7 * Or les triangles femblables 447 m & mr's donnent Mr;
pmcimr' s r't, ondx: dy:: dx--dd: : dy+ddy — i{-; donc

d«ds? y
dx}y»;-dxdd_y—- 5 =dxdy~-dyddx , ou diddy — dyddx —
dxds*®

e b - .
=o; cclt-la la formule pour trouver les points d’in-
»

d M 1 ’ .
fexion fimples, quand les ordonnées martent d’un point fixe s

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



DE MATHEMATIQUES. ot

elle revient i celle des coordonnées paralleles, lorfqu'on fup-
pofe le point € infiniment éloigné, & dx & dy conflans; car

dst
alors le terme

deit étre rejetté | puifque y eft infinit
] Y que y

Dans Pufage de ceite formule , il fera toujours plus fimple
2

de fuppofer.dx conftant , ce qui Ja réduit 3 ddy :f.‘f_ ) &
il faudra obferver de traiter aufli dx comme conitant, dans la-
ditérenciation de I'dquation de la courbe : muis comme les d %
fort des arcs décrits d’'un rayon variable, au lieu que quand les
coordonnées partent d’un point fixe , on les rapporte i des
arcs décrits d’un rayon conftant CO, comme nous I’avons dit
(45); on aura foin de metire, au lieu de dx, (2 valeur qui
fera toujours facile i avoir, en remarquant que les fec-
teurs CS /& C Mr font femblables. Nous ne tous arrétons pas
a douner, dans la méme fuppofition , les formules pour les au~
tres points d’inflexion. Cela n’eft pas difficile 4 préfent.

Obfé’rvation Sfur les Maxima & Minima.

74. Sorr F une fon&ion d’une ou plufieuss variables , & qui
foit {ulceptible d’un maximum ou d’un minimum. Si nous la
confidérons comme repréfentant Vordonnée ou Pabfcifle x
d’une courbe, c’eft-d-dire, fi nous fuppofons x = F, il fuit, de
ce que nous avons dit 4 Poccafion des points d’irflexion , que
s'il elt vrai que 4 F ou d x foit zéro, lorfqu’il y a un maximume
ou un mimimum, Yinverle n’eft pas tonjours vraie ; car nous
avens vu (70) un cas ol I’on avoit au point d’inflexion dx=o3
Ceft-i-dire, la tangente parzllele aux ordonnées ; or il eft
évident que ni ordonnée ni Pabfcifle ne font alors ni un maxi-
mum ni un minimum. Que faut-il donc pour s’affurer de
Pexiftence du maximum ou du minimum? 11 faut différencier
plufievrs fois de fuite la quantiié, en failent les dittérences
premieres de chaque variable, conflantes; & A les valeurs
qu'ont les variables au point de maximum ou minimum cher-
ché | anéandiflent non-feulement &F, mais auffi dJF, fans
2néantir * B, il n'y a pas de maximum davs la conrbe qui a
pour équation ¥ = F'; mais bien un point d'inflexion yifible 5
ainfi la quantité F'n’a point de maximurn ou de minimum, Mais
i &F sanéantit, fans que d+F s'anéandifle, il y aura maximum
ou minimum. En général, il y aura maximum ou minimum | &
12 dernjere différentielle qui s’anéantit, eft de degré impairs
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Des points de Rebrouffement de différentes
efpeces y & des différentes fortes d’artouche-
ment des branches d’une méme Courbe.

75. Lorsque deux branches de courbe viennent i fe tou-
cher , elles peuvent s'oppofer leurs convexités, comme dans
Ia fig. 26, ou s’embrafler comrhe dans la fig. 273 & dans 'un &
dans I'autre cas, il peut arriver qu’elles continuent leur cours de
part & d'autre du point d’attouchement, ou quelles s’arré=
tent brufquement 3 ce point, comme on le voit (Fig. 28 & 29\
Dans ce dernier cas, le point d’attouchement s’appelle point
de rebrouffement;, Ceft-a-dire, point de rebrouffement fimple,
dans la figure 28, & rebrouffement en bec, dans la figure 2.
Si plus de deux branches e réuniflent, tautes ces différentes
variétés peuvent fe trouver A la fois dans le méme point, &
il peut s’y en trcuver encore une infinité d’autres; par exems-
ple, les branches peuvent, en fe touchant, fubir une ou
plufieurs inflexions. Il peut artiver qu'une inflexion & wun
point de rebrouffement e trouvent réunis , & ne femblent
former qu'un feul rebrouflement. Dans la figure 30, fi la
branche £ B D qui forme en E un rebrouflement fimple avec
la branche E C, avait un point d’inflexion en B; lorfque ce
point d’inflexion fe trouveroit infiniment prés du point E, on
wauroit plus que Papparence d’un rebrouflfement en bec, Ces
variétés peuvent aller & linfini , fur-tout en corifidérant
que plufieurs branches peuvent fe toucher i la fois. Nous
rentreprendrons donc pas d'affigner le carattere de chacune =
nous obferverons feulement, que toutes les fois que plufieurs
branches de courve viendront i fe toucher, on le reconnoitra
a2 ce que r°, ce point étant multiple doit avoir les condi-
tions mentionnées ( 64 ). 2°. L’équation qui fert 4 déterminer
les tangentes des points multiples, doit alors avoir autant de
racines égales qu’il y a de branches qui fe touchent , puifju’a-
lors il y a actant de tangentes réunies. Ainfi pour le re-
brouflement fimple , il doit avoir les conditions communes
aux points doubles; & I’éguation gui en donne les tangentes,

. d» .
ou qui donne
d
confidération de ces points n’eft pas d’une affez grande urilité,

pour nous engager & nous livrer aux déuils gu'elle exige,

» doit avoir deux racines égales. Comme la
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nous n’en dirons pas davantage. On peut confulter fur cette
matiere, I’.dnalyfe des lignes courbes de Cramer. Ceneve 1750,

Des Rayons de courbure,ou de la développée.

76. Sil'on congoit que fur chacun des points M, m, m',
&c. d’'une ligne courbe quelconque ( Fig. 31 ), on ait élevé des
perpendiculaires MN, mn, m'n', &c; les interfeftions confé=
cutives 7, n', &c. formeront une ligre courbe a laquelle on a
donné le nom de développée , parce que fi on la congoit en-
veloppée d’un fil # BN qui la touche en fon origine B, alors
en développant cette courbe, Vextrémité 4 du fil trace la
&ourbe A M. En effet, dags le développement de Nn, par exems
ple, en confidérant Nn comme une petite ligne droite, leo
fil MNn décrit , autour du point n comme centre, Parc Mim
auquel il eft néceflairement perpendiculaire, puifjue le rayon
d’un cercle eft perpendiculaire 4 fa circonférence.

77. La courbe A7 étant donnée , fi on veut, pour un
point quelconque M, déterminer Ja valeur de M#n, qu’on ap-
pelle Rayon de la développée , on remarquera que J4n eft dé-
terminé par le concours de deux perpendiculaires infiniment
voifines MN & mn. C’eft pourquoi) Fig.32), on imaginera
deux arcs confécutifs Mm, mm' infiniment petits, & infini-
ment peu différens, que 'on confidérera comme deux ligees
droites : on jmagirera aufli 34 N perpendiculaire en 4/ fur Mm ,
& m N perpendiculaire en m fur mm'. Alors dans le trian-~
gle NMm re@angle en M, onaura 1 : fin, #d Nm::mN ou,
MN: Mm,ou (dcaule que angle  Nm eft infiniment perit )

1 :MNm:: MN: Mm; donc MN =

- f
MNm’ * P
longe Mm , Pangle u mm' = M Nm , parce que ces deux angles
font complémens du méme angle MmN, i caule des angles

M
éroits NUm, & Nmm'; donc M N = —-—7—7-:,
wmm

Si I'on mene M r & m ' parallelesd 4 P, il eft facile de voiz
que Vangle ' étantégal a mMr,Fangleum m' eft la quan-
tité dont P'angle m Mr diminue, ou la différentielle de l'an-
gle r M m, laquelle doit étre prife négativement ici, ok
Ia courbe elt consave, & au contraire , doit étre prife
pofitivement , quand la courbe eft convexe ; on a done

MN= ﬁ-l—tl—,————-—;;,m) . Cherchors donc Vexpreflicn de d(r Mm),

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



94 Covuwrs

Or la tangente de rMm, eft :Yy , & fon cofinus (en nofir-
x

mant ds Parc Mm Oul/(ixz_*_d:y:) eﬁ%ﬁi" ainfi qua“ o

f
aifz de le conclure de ce que le triangle 734 m eft rectangle:
& nous avens vu (24 ) que 3 Ctant un angie quelconjue ,
on avoit d3 = (cof 3 )* d (tangg); donc d (y Mm)=
ds

¢x d (tl-—y); donc enfin & N = =
Jl

d dx d= :1.—1 ==
ds3 ds? dx
e -Cleft ]d la formule pour trouver les rayons

d
Fded (d—y-

x
de Ia développée, quand les ordonnées (ont paralleles.
78, Quand les ordonnées pattent d’un point fixe ( Fig. 13 )

. . Min
ona, comme ci-deflus, & par les mémes raifons, MN= .

. m'm
mais m' m u n’eft pas = 5= d ( 7 Mm); voici comment on trouve
alors la valeur de m'mu.

Décrivant les arcs Mryms'y onam' mao==7r muy — 3 py ;
or, felon ce que nous avons va (73 ), ' mz differe de » Mm
de la quantite angulairem €/ ou 42 Cr, ( car ges deux dern
nieres quantizés ne different que d’une quantitd infiniment ps=
tite par rapport 4 elles )5 doncr'mn=M Cr+-r Mm; douc
puifque m'mu = r'mu — F'mm' yonan' mu = M Cr 4 r\im—
v mm == MCr—d(m4{r). Orennemmast Mr.dx onars

fnMCrow: MCr:: Ca2: Mr; Ceft-i-dire, 5 : Moy:: ytdxy
donc MCr= dx , & puifjue d{mMr ) = fé':z d (512'

, Y dx  ds*  (dy ds* \dx)’
on 2 mmu = - 7‘?’{ )5 & fila courbe étoit
y o ds d x : s
dx dx d/ay .
convexe, on trouveroitde méme m' m u= "y + v 17.7-:) ?
ds 3
donc N = -- e . }./d;

(‘.’,x‘,‘__(.’x’" Z{(l_y o= ___ _dv Ads"‘

) & .' d st ‘\(Z :.) ds*ds Gy ds ((TJ-C
y9. Pour aonliquer ces formules 3 quelques exemples ,

fuppofons que la courbe A M ( Fig. 32 ) foit un cercle qui aie

pour équation yy =1 ax —=sxx, nows autons y:V,- 1ax-xx; doga
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=1 u 3 di== Vi +dy fera donc -

V 2ax-xx g 2 ax-xx;
_— —azd
&:{Zfera—g—i—; donc d(dz) — T 4% 3
dx 1ax-xx% % 1ax— xx)*
la formule qui convient au cas préfent, ot la courbe eft cons
ds?
ezve, & ot les ordonnées font paralleles, eft dy
: addxs —dx‘d(—j-)’
x

R

(rax xx)

a*d s
7 (za x—xx)‘;‘
que le rayon de Ia développée elt toujours de méme grandeus
& égal an rayon du cercle, enforte que la développée fe ré-
duit 3 un point qui eft le centre; ce qui s’accorde avec ce
que I’on connoit,

Prenons, pour fecond exemple ,lla parabole , qui a pour équae

elle f& changera donc en = a, Ceft-i-dize a

. LR LI

Hony*==ax,ouy== Vax == a* x* * nousaurons dy=ta‘x :dx,
— -1

donc d.r=l/dx‘+dy’ m-‘/dx’-}-.%ax d o ==
a V4x+a 1 ——

de 1 - ;:—-—dx/ =ix ’dxl/4x+a’

4%
. (l'y L d ! 3
&(—1\; =1la*x"*; doncd (%) =—jaix"3dx, 1a
3 .3 3
ds . 327 Y dx3 (ax4-a)?
formule derdf Y devient donc T =
—dx*d pp dx*xia*x 1 dx
L 4x4a)? . 4x+flV4x+“.
at - 2 «

8c. Les rayons de la développée fervent i mefurer la
courbure d’une courbe en chaque point. Puifgue dans le déa
veloppement de Iélément A n de la coutbe BN (Fig.31), le
fil trace le petit arc mm', cet arc mm' a donc méme courbure
ue le cercle qui auroit pour rayon m n. Ainfi, quand on a
Yexpreflion du rayon de la développée, on a pour chague
point, le rayon du cercle qui a méme courbure que la courbe ,
g ce point. Et comme la courbure d'un cercle eft d’autans

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



36 Couxs

plus grande que fon ravon eft plus pedit, ceft-i-dive, que les
courtures des cercles (ont en ralfon inverfe de leurs rayonsy
il (era donc facile de comparer la courbure d’une courbe, en
un point quelconque, avec la courbure de cet:e méme courbe
ou d’'une autre, en ua point quelconque. Ainfi, fi je voulois
comparer la courbure de la parabole, 4 {on origine, avec
«elle qu'elle a a3 Iexwrémizé de Yordonnée qui paffe par le
foyer , je remarquerois qu’d Yorigine on a x = o, & que
Vabicille qui répond au foyer, eft + 2 ( Alg. 356, Failant done
Tucceilivement, dans l'expreffion du rayon de la développée
x=o&x==la, aita&a vz, lerayon de la développée eft
Aonc ! a a Porigive, & il eft @ Vi i extrémité de Vordonnée
qui pafle pac le foyer, dont la courbure, au premier de ces
points, eft a lacourbure au fecond, st V21 ayouziave : L

Pui(jue le rayon MN de la développée n'eft autre chole que
Ie il qui enveiopooit, ou que Pon peut concevoir avoir en-
weloppé la courbe BA7, il s'enfuit donc qu'il elt ¢gal en lone
gueur 3 l'arc BN plus la pariie AB dont le fil excédoit la
courbe, lorfijjue le développement a commencé, ceft-a-dire ,
plus le rayon de la développée & Porigine 4. Donc la cour-
‘be BN eft re@ifiable, c’eft-d dire, qu'on peut affigner la lon-
gueur de chacun de fes arcs BV,

Ceux qui déficeront plus de détails fur les développées, peus
vent coniulter I’ dnalyfe des infinimens petits du Marquis de
Ehopital, ol ils trouveront d'ailleurs d’autres applications ds
Caleu! difiérentiel.

Remarque. :

%+, Nous avons, ci-deffus (70), déterminé les points
d'inilezion, en fuppofant que les deux éléments de la courbe,
voiins da point d’inflexion, étoient en figre droite. De certe
fuopolition, il femble fuivre, qu’au point d’inflexion le rayon
de Ja développée devroit toujours étre infini, parce que les
deux perpendiculaires fur les deux cétés conlécuifs feroieme
paralieles, Cependant il y a plufieurs courbes qui, au point
d’inflexion , ont le rayon de la développée égal 3 zéro ; par

3

exemple, la parabole qui a pour équationy == x*'

Mais il faut obferver que rien, dans la fuppofition que nous
avons faite, ne détermine de quelle grandeur font ces deux
éiéments conlicutifs, Or, ¢'ils fe réduifoient chacun i un
point , ils n’en feroient pas moins fur une méme ligne droice,
& les deux perpendiculaires tombant Pune fur l'autre , fe ren-

conirercient

Document numérisé par la Bibliothéyue universilaire Pierre el Marie Curie - UPMC - Cole : PB 192 CIV {1)



DE MATHEMATIQUES, 9y

contreroient dans le point méme d'ob elles pareent. Or, ceff
«e qui arrive dans les courbes oll le rayon de la développée eff
éro au point d'inflexion. Car la courbure étant alors infinie ,
les deux éléments confécurifs fe confondent, chacun avec la
fangente, infiniment moins que dans tout autre cas, & par
conféquent doivent éire confidérés cornme deux points réunis.
Les deux éléments peuvent donc étre en ligne droite , fans que
pour cela le rayon de la développée foit infini; mais on voit
par-13, quau point d'inflexion, le rayon de la développée eff
toujours infini, ou nul.

ELEMENTS DU CALCUL INTEGRAL

82. I sagir ici de revenir des quan-
tités diftérentielles , aux quaatités finies dont
la différenciation a produit celles-1a: la mé-
thode clui enfeigne comment fe fait ce re-
tour, sappelle le Calcul integral.

Iln’y a point de quantité variable expri-
mée algébriquement , dont on ne puifle
trouver la différentielle; mais il y a un grand
nombre de quantités différentielles * que
Pon ne peut intégrer: les unes, parce qu'en
effer elles n'ont pu réfulter d'aucune diffié-
renciation ; telles font les quantités xdy ,
xdy—ydx, &c. les autres, parce qu'on n’a
point encore trouvé de méthodes pour les in-
tégrer ; & parmi celles-ci, il y ena dontona
lieu de défefpérer d'avoir jamais I'incégrale.

* Par quamité différeniclle ,
nous entendons ici, non - feu-

lement celle qui réfulte d'une
difficenciation ,” mais en g~

ntral , vtoute quanticé  affece
tée des difftrendelles dx, dy,
&c. d'une og de pluficurs yae
rizbles,
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Quoi qu’il en foit, on peut tirer un parti
tres-avantageux de celles que Pon fait ineé-
grer; nous allons thcher de les faire con-
noitre : nous verrons enfuite ce qu’on doit
faire a*l’égard.de celles qui fe refufent a I'in-
tégration. Commencons par nous expliquer
fur quelques fagons de parler dont nous fe-
rons ufage.

Nous appellerons fon&ion d’une quanticé,
toute expreflion de calcul dans laquelle
cette quantité entrera, de quelque maniere
gw'elle y entre d’ailleurs. Ainfi,x, a 4+ bx*,

Va x"—bx?, &c. font des fon&ions de x.

Nous entendons par quantités algebriques ,
celles dont la valeur exalte peut étre affi-
gnée en exécutant un nombre déterminé
d’opérations de I'Algébre & de I’Arithmé-
tique , autres que celles qui dépendent des
logarithmes. Au contraire , nous appelle-
rons quantités non algébriques, celles dont
on ne peut afligner que des valeurs appro-
chées , ou qui fuppofent des approximations :
les logarithmes font dans ce cas, &ilyena
une infinité d’autres.

Pour indiquer T'intégrale d’une différen-
ticlle , nous nous fervirons de la lettre f'que
nous mettrons devant cette quantité : cctte
lettre équivaudra a ces mots fomme de , parce
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DE MATHEMATIQUES (3]
que integrery ou prendre I'intégrale, n'eft autre
chofe que fommet tous les accroiflements
infiniment petits que la quantité a di prens
dre pour arriver a un érat fini déterminé.

Des Différentielles & une feule variable ,
3 . / - I3 A . A

qui ont une mzegra{e- ‘({[gebrtgue ; &
premiérement des différenticlles monomes,

83. RrcLe fondamentale. Pour integrer
une différentielle monome , il faut 1°. augmenter
Pexpofant de la variable d’une unite : 2°. (i-
vifer par cet expofant ainfi augmenté de luniré'y
& par la différentielle de la variable ; C’eft-a~
dire , divifer par ce nouvel expofant multis=
plié par la différentielle de la variable.

La raifon de cette régle ne doit pas étre
cherchée ailleurs que dans le principe méme
de la différenciation ( 10). Comme il s’agit
de retrouver la quantité qui avoit été diffé-
renciée, il eft vifible qu’il faut appliquer des
opérations contraires a celles qui ont été
prefcrites pour la différenciation.

Cela pofé, appliquons la régles
. " 12V

Jaxdaoufaxldu= iy

Sxdox == ’;dx = —t—, Eneffet; d(x*)== 2xdx’5

x* 1xdx
d )= =uxdx. G2

.-:.::x”‘
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a:c%"" dx=ax§ =
’ o Gedx 3
2 ax Pareillement/%5, ou fa x* dox =

ax 3V 1dxe ax* —a
1-3+x)d’x=: —  xt
En général, m étant un expofant pofitif,
ou négatif, entier ou fra&tionnaire , on aura
Jax"dx el LT it
{map1)dx me-t
On n’a pas befoin de cette régle pour
trouver l'intégrale de dx, ni de adx, que
Y’on voit aifément devoir €tre x pour la pre-
miere, & ax pour la feconde. Rlais fi 'on
vouloit y appliquer la régle, on remarque-
roit que I'expofant de x dans ces différen-
ticlles eft zéro, & qu’elles font la méme chofe
que x° dx & axdx , dont I'intégrale , fuivant
ot Tax o ax®tdx

x
1a regle, cﬁ‘(o_*_!)dx e’ O & ax.

Il n’y a qu'un cas qui échappe a la regle
fondamentale ; C’eft celui oi 'expofant m
auroit pour valeur — 13 car alors lintégrale

De méme fax%dx —

. S .
devient %% ou? ou 2., quantité inaf-
— = I o o

fignable, parce qu’elle eft infinie : en effet,
{i I'on congoit que le dénominateur, au lieu
d’étre zéro, foit une quantité infiniment pe-
tite, on voit qu’il doit étre contenu une in
finité de fois dans la quantité finic a , &
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que’ par conféquent la fra&tion feroit infinie.
Nous expliquerons, par la fuite, pourquoi
le calcul donne ici une quantité infinie 3
mais en attendant, nous ferons remarquer
que la différentielle propofée ax™dx qui eft

. : :
alors ax-'dx, ou== eft unc différenticile do

logarithme; c’eft celle de alx ou de [x*,
ainfi qu'on peut le voir aifément en diffé~
renciant { 27 ).

Si la différenticlle monome avoir un radi-
cal, on fubftitueroit au radical , un expofant
fraltionnaire. Ainfi pour intégrer adx ¥ %,

. 2 2 H
on intégrera adx . x5 ou axidx, ce qui fe
fera comme ci- deflus.

Remarque.

84. Nous avons vu (8) que lorfque
dans les quantités qu’on avoit a différencier,
il fe trouvoit des termes tout conftants, ces
termes ne fe trouvoient plus dans la difté-
reatielle. Donc, lorfqu’on remonte a l'inté-
grale, il faut aveir foin d’ajouter une quan=
tité conftante 2 I'intégrale. Cette conftante
aura telle valeur que ’'on voudra, tant qu’on
n'aura pas d’autre objet que de trouver lin-
tégrale, C'eft-a-dire , de trouver une quan-
tité telle quen la di&'érenciam:é on repro<

3
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duife la différentielle propofée; en effet,

xm-f-l ax”’-f—x

¢ & - C, C étant une conftante
m—-1 m--1 .
quelconque , auront également Four diffé.

rentielle la quantité ax™dx, quelque valeur
quon donne 2 €. Mais lorfque lintégration
{e fait dans la vue de fatisfaire 3 unc quef-
tion que l'on s’eft propofée , alors cette
conftante a une valeur que I'état de la quef-
tion détermine : nous verrens cela par la
{uite ; mais , a 'avenir, nous aurons toujours
foin d’en ajouter une a la fuite de chaque in-
tégration ; & afin qu'on la reconnoiffe pour
telle, nous la défignerons toujours par la
méme letere €, |

Des Différentielles complexes domr [in-
tegration rentre dans la régle fonda-
mentale,

8 5. 1° On peut eacore intégrer par Ia
régle précédente toute quantité dans la-
quelle il n’entrera point de puiffances de

quantités complexes, ni des divifeurs com-
plexes, a moins que ces derniers ne fuflent

ces quantités conftantes.
Ainfi pour intégrera x* dx+ —— -+ edx,
jintégrerai {éparément chaque terme, &

bxrdx
<
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j"a‘uraiﬁﬁ—%}‘ ~+ e x =+ C Pareillement
(4

: bd
I'intégrale de ax?dx -+ —;? , ou de aox®dx 4
b

- 4

lrx“dx,eﬁi?-i— I’%‘ -+C,oufz—z--—-3—x; ~+C.

86. 2° Quand méme il entreroit des
puiffances de quantités complexes, on in-
tégreroit encore par la regle fondamentale ,
pourvu qu'elles ne fe trouvaffent point au
dénominateur, & qu'en méme temps leur
expofant fiit un nombre entier pofitif. Par
exemple, (e b x*)’ x dx s'intégreroit par la
regle précédente , en élevant actuellement
@+ b x* 4 latroifieme puiffance, ce qui ( 4/g.
149 ) donneroit @* 4 3a*bx*+-3ab’x*+ b'x°
& par conféquent (a—4-b6x") dx =a* dx
3a* bx* dx—-3a b x* dx—+b’x%dx , dont l'ineé-

3atbx’

grale, prife terme a terme, efta’x -
3ab*x’ bix7

— -+ C.

87.Comme il n’y a pas de quantité com-
plexe élevée a une puiffance dont l'expofant
feroit un nombre entier pofitif , que l'on ne
puifle, par la m??me regle donnée (Alg. 149).
réduire, ainfi, a une {uite finie de monomes,
onpourra donc toujours intégrer toute quan-
titd complexe qui ne renfermeroic d’autres
parties complexes que des puiffances dont
lexpofant feroit un nombre entier pofitif,
Ainfi, fi yavois 3 intégrer gx* dx (@ —bx* )* e

G 4
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a* X7 dx (c+-éx*~+[x*)*, je développerois, pat
1a régle citée, la valeur de (:-+bx*), & je
multiplierois chaque terme du réfultat, par
x* dx; je développerois pareillement la va-
feur de (c~+ex* + fx*)*, & je multiplierois
chaque terme du réfultat, par a* 57 dx; alors
je n'aurois plus 3 intégrer qu'une fuite de
monomes, ce qui eft le cas de la regle fon-
damentale.

8 8. Il faut excepter ici, le cas o quel-
qwun des expofants étant négatif, il arrive-
roit quapres le développement & la multi-
plication, l'expofant de la variable , dans
quelqu’un des termes, feroit — 1 ; mais dans
ce cas on intégreroit par logarithmes.

Par exemple, fi javois %35 (a+bx")*,
ou ax-* dx(a=~+bx*)"; je le changerois en
ax?dx(a®—+2abx* 4 b x*) qui revient &
@ xdx4-2a*bx'dx-1-ab*xdx, dont les

deux termes @’ x-? dx + ab* xdx ont pour in-
-3 -3 b 3 Y .
tégrale =2 = e © zx ; mais le terme

24" bx-" dx qui eft la méme chofe que 246 —"li,
x

eft (27) la différentielle logarithmique de
2 a* blx ; enforte que l'intégrale totale eft —

a’ x-* ab*x

- - * 420" blx+C.
89.3%3Si la quantité différentielle pra-
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pofée renferme méme une quantité com-
plexe, élevée a une puiflance quelconque
( dont I'expofant foit entier, ou fraltionnai<
re, poﬁtii{ ou négatif) , on intégrera en«
core, fi la totalité des quancités qui muleis
plic cette quanticé complexe, eft la diffé-
renticlle de cette méme quantité complexe
confidérée fans fon expofant total; ou fi
elle et cette différentielle multipliée ou di-
vifée par un nombre conftant. Il ne faudra
pour cela, que regarder la quantité com-
plexe dont il s’agit, comme une feule va-
riable , & appliquer mot a mot la régle fon-
damentale. Par exemple, gdx (a-+5bx )7 cft
dans ce cas, parce que gdx eftla difi‘ren-

. . . g .
tielle de @ +- 5 x , multiplie par--qui eft
une quantité conftante , ainfi pour l'incégrer,

. RYZund

éeris [od — gdx(a+b2)

] Jgdx(a+ bx)p a5

== MP_—+! :—_—.-g(a-"&x)p-*“l -+ C.
(1) bdx (p+1)5 )

En effet, fi Pon différencie cette nouvelle
quantité , on retrouve gdx (a -+ b x ).

En examinant de méme la différenticlle
dxd-raxdx

—

X
Varta: Ou(a®dx—-2axdx)(ax—+xx)—3s

on trouvera qu'clle eft intégrable, parce que
1" dx--2axdx eft la difiérentielle de ax —+ xx,
muleiplide par une conftante a. Appliquant
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donclaregle, onaura (s dx + 2axdz) (ax+xx)=

z(a’dx-{-zaxdx) (ax+xx)=+0=za(ax+xx)%+a
. t(adx+2xdx) s
Le feul cas, & excepter, eft celui ot lex-

pofant de la quantité complexe feroit — 13

alors on intégre par logarithmes, ain{i que

nous le verrons par la fuite.

D:es Dzﬁé’rentie[les Binomes qui peuvent

s’intéorer aloébriguement
o g g hihad

0. Nous entendons par différentielle bi-
nome, celle ou la quantité complexe la plus
compofée, eft une puiffance quelconque d’'un
binome. Ainfi gx’dx (a -+-bx’)’} eft une diffé-
rentielle binome. Il en eft de méme de

x™dx (1-+bx" )7 qui peut repréfenter toute
différentielle binome , parce que, par g, a,
b,m,n, p, on peut entendre tous les nom=
bres imaginables pofitifs ou négatifs.
On ne fait pas intégrer généralement ,
toute différentielle binome. Mais on voit ,
ar ce qui précéde, qu'on fait intégrer une
différenticlle binome gx™dx (a-+bx"),, dans
les deux cas fuivants.
1° Quand p eft un nombre entier pofitif
quelconque , quels que foient d’ailleurs lés
expofants m & n (86),a lexception du cas
mentionné ( 88 ).
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2° Quand l'expofant m de x hors du bi-
nome, eft moindre d’unc unité que Pexpo-
fant zdex dans le binome ; c’eft-a-dire, qu’on
peut intégrer généralement gx"-* dx (a4 =" \p
quels que foient n & p, excepté le cas ou
p==— 1. En cffet gx™* dx cft la différentielle
de a - & x", multiplide par,—f’%, c’eﬂ-é-dir¢ ’
par une conftante ; on rentre donc dans le
cas dont il eft queftion (89).; & par confé-
quent on intégrera, comme il y a écé en-
feigné, ceft-a-dire, par la regle fondamen-
tale, en regardant ¢ < bx" comme une feule
quantité.

Outre ces cas, il y en a encore deux au-
tres que I'on peut comprendre en un feul,
& qui comprennent le précédent : nous al-
lons les faire connoitre,

9 1. 1° On peut intégrer toute différen-
ticlle binome, dans laquelle Pexpofant de x
hors du binome, étant augmenté d’une uni-
té , pourra étre divifé exaltement par I'ex-
pofant de x dans le binome, & donnera pour
quotient un nombre entier pofitif, Le pro-
cédé qu'il faut fuivre dans ce cas , pour
intégrer, ainfi que pour démontrer que cela
et général, confifte 3 égaler la quanticé
binome ( fans fon expofant total) , 3 une
feule variable, & a exprimer la différen-
ticlle propofée & laide” de cette variable
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feule & de conflantes; ce 2 quoi on peut

toujours parvenir facilement, en opérant

comme dans les exemples fuivants.
Propofons-nous d’abord d’intégrer g x* d»

(a-+ b x*)5 Je vois que cette différentielle
eft intégrable, parce que I'expofant de =x
hors du binome, ceft-a-dire, 3, étant aug-
menté d’une unité, donne 4, qui divifé par
Texpofant 2 de x dans le binome , donne
pour quotient 2, nombre entier pofitif.

Je fais donc ¢ + b x* = 3. De cette
€quation je tire la valeur de x*; ceft x* ==

i;;—“. Je remarque que x* d x qui précéde la

quantité binome , vient ( 3 un multiplica-
teur conftant, pres) de la différenciation de
x* quarré de x*: jéléve donc, au quarré,
. - .y . - 3
I’équation x* _____Eb_"’ & yai x* = (lb-f H
donc en différenciant; jaurai . . . .

can d -
4 x* dx = 2. (f-;f). 5, & par conféquent
- d - (l .
xr dx =(59) 8 =20 Subfiituant
pour x’dx, & pour (a-+bx*) leurs valeurs
4 ..

enz, dansgx*dx (a~+6x*)5,7ai . .. ..
(7-a)d -t 4

g—————‘*(i,,.) ¥ x z + oust " 4 ___ga{;d{. Donc
3 b? 2 0?

f[gx*dx(a-+ b x )'% = f%

4
P dg

g

-+1
b;

1
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$+1

featidy . g0 _ gat C
Sy e (G2)2b? -_‘(%‘l‘x)zb’ + &, ou,
’ f+1 I
( & caufe que &£ __ eft multiplicateur
341 z a
NS (i (i SUSRUL S N
commun‘)-——-z-;;— (T42) %_H) s
C =88 " (4 s C; remettant
—T(ﬁ x—3%a) + & an

donc pour 7, fa valeur @ 4 & x5 nous
aurons -£; (¢ + b x (& (a4 b x)

—ia)+C.

92. On opérera d’une maniere fembla=
ble, poar tout autre cas aflujéti aux memes
conditions. Prenons, par exemple gx® dx

(a+bx*)~7 , qui doit étre intégrable ,
puifque expofant 8 augmenté de 1, Cleft-a-
dire, 9, étant divifé par Pexpofant 3 de x,
dans le binome, donne un nombre entier
pofitif, Je ferai donc @ =~ b x* ==g; jaurai
x* =123 .& comme x* dux qui précéde le
binome, vient ( 3 un multiplicateur conf-
tant, pres) de la différenciation de x*, pour
3-a
-a\ ? T

rai x? = (1) ; différenciant pour avoir x* dx,
. . - 2 4

yal 9x® dx = 3. ({b—“) =%, & par conféquent

wtd x = (59)" % La difiérenticlle

avoir x° je cuberai I'équation x* ==*—~: jau-
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gxs(zx(a-,—bx’)—l fe changera donc en
g- ( ) 35‘ 7 =i, ou en faifant les opé-

rations indiquées, c'eft-a-dire, élevant E—Z«

au quarré & multxphant pary) )g{ Tdz

r-
gax_dy __ ga'y 47, dont lmtegrale

353 343
.._. -2 1-2
eft 80 0 — g0’ 4. 827 .+ C,
RS 353 (2-1) 362Q1-5)
qut > a caufe du multlphcateur commun

.__{";, fe réduua——q_’**(I mf"“i

3 a-}
+ C, ouf; {Iw(“ b ‘+3a )+ C,
ou enfin, cn remettant pour 7, fa valeur
a -+ b x*, lintégrale eﬁ S (a—+bx*)r-%
(3(a+bx*) ———(a+bx y+3a)+C
Telle eft la méthode quiil faudra fuivre
toutes les fois que 'expofant de x hors du bi-
nome, étant augmenté d’une unité, & divifé
par lexpofant de x dans le bmome donnera

pour _quotient, un nombre entier pofitif.
93. 2° Quoiquune quantité différen-
tielle binome ne foit pas dans le cas dont
nous venons de payler , il arrive néanmoins P
affez {ouvent ) qu'on peut I'y ramener, a
Vaide d’ une préparation aflez fimple , & qui
confite a rendre négatif l'expofant de x
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dans le binome, lorfqu’il eft pofitif, ou
pofitif lorfqu’il eft négarif. Pour cet effet, il
faut divifer les deux termes du binome par
la puiffance de x qui fe trouve dans ce
binome, & multiplier hors du binome, par
cette méme puiffance élevée a la puiffance
marquée par I'expofant total du binome, Par
exemple , pour rendre négatif l’expofant
2 dex, dans le binomegx*dx (a—+bx*),
je divife a—+bx* par x*, ce qui me donne
gxtdx (%—Pb)‘, ou gx*tdx (ax"+b)%;
mais comme la quantité x* par laquelle on a
divifé, eft cenfée élevée a la cinquieme
puiffance , puifqu’elle eft comprife fous I'ex-
pofant total § du binome, il faut', par com-
penfation, multiplier au-dehors, par ( x*)?,
ceft-a-dire,, ( Alg. 123 ) par x1°, ce qui
donne gx'4dx (ax=z~b)°%.

En appliquant cette préparation, on trou-
vera quc plufieurs différentielles binomes
qui ne feroient pas comprifes dans le cas

précédent, y reviendront. Par exemple, fi
aadx

) (aa—f-x';j'-;;
aadx (aa-+xx)—<; je vois que lexpo-
fant de x hors du binome, c'efti-a-dire, o,
€tant augmenté de + , ce qui fait 1, ne peut
€tre divifé exaltement par I'expofant 2 de x
dans le binome ; mais jaurois tort d’en

P'on me donnoit & intégrer , ou
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conclure que la quantité propofée n’eft pag
intégrable ; car f{i je rends négative la puif-
fance de x dans le binome, en écrivant

aa ( x* )—‘zdx (gax-*~+1 )—z qu1 fe
réduit 3 aax-3dx ( aax-*+-1 )—': , Je
vois alors que — 3 augmenté de 1, Cleft-
3-dire , —3 1 ou — 2, étant divifé par
Vexpofant — 2 de x dans le binome, donne
pour quotient un nombre entier pofitif': ainfi

faifant gax -3 =+ 1=3, jentirex-2 =1 a,
aa

& comme x-3dx eft (a un multlpllcatcur
conftant, pres)la différentielle de x-*, je

différencie, & jyai — 2x- 3dx__§~ d’ot
je tire x -3 d x = '—:{&‘ La différentielle

aax-3dx(aax-2+41)—*% fe change donc

-aa.dg : -g'?‘d

cn « 730U~

t, dont lintégrale

zaa
‘__

cﬁ { -+-C ouz ‘-!-C ou(en remet-

tant pour 7 fa valeur ) (aax-2*~+ 1)~ e C, ou

Vaax-z+ .+ C, qui fe réduit 3 avaa-;;_,.. C

Ainfi le procédé pour intégrer, cft le méme
dans ce cas, que dans le précédent.

. Nous avons fuppofé qu’il n'y avoit

de Puxﬂance de x, que dans l'un des deux

termes
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termes du binome. S’il y en avoit dans tous
les deux, on rameneroit la quantité & nen
avoir que dans un, en divifant le binome
par l'une des deux puiffances de x,.qui fe
trouvent dans fes termes, & multipliant au
dehors par la méme puiffance élevée 2 la
puiffance marquée par I'expofant du binome;
& cela par la méme raifon que nous venons
de donner, (93 ), pour rendre I'expofant né-
gatidfl’. ‘(}Ainﬁ, fi 'on me propofoit d’intégrer
aax

- Lad —I -3
X o=, ouaax dx (ax—+xx)" *,je

1

le changerois en aa =1 (x)—* doc { a—x) ",
en divifant le binome par x, & multipliant,
au dehors, par & élevé 4 la puiffance - qui
eft celle du binome. Cette quantité fe réduir 3
3 Lo . .
aaxdx (a—+x)—". Sion lui applique lare
gle du 1ev cas (91),0n ne trouvera poinc qu~
cette quantité {oit intégrable; mais en r~-
dant négatif I'expofant de x dans le binome

onauraaax-:. (X) s dx{ex—" 1) i, OU aax-* dx

(ax-1— 1) —> qui (93 ) eft intégrable, Faifant

donc ax-t~+1=7, on aura x —'== ;‘;—;'— ; diffé-
e

} ! -

renciant, on a — x-* dic=="% oux-tdx=m =&,
a a 9

donc aax—= dx(ax =141 )—* fe change en

~adz.z> ,ou—az” * dz, dont infprale eft
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—a$% +4-C, ou —2a7> -C, ou ( en remettant

pourgfavaleur}—-—za(ax—‘.—k 1) i-C,
ou enﬁn-——zan_-—i— 1+ C.

x

Lorfquon aura fait fur une différentielle
binome, 'examen des deux cas que nous ve-
nons d’expofer, fielle ne fe rapporte a au-
cun, alors il eft inutile d’attendre une inté-
grale purement algébrique.

Quant aux différentielles trinomes, qua-
trinomes , &c. c’eft-a-dire, dont la quantité
complexe renferme trois, quatre , &c, termes,
elles font intégrables dans les cas énoncés
(85 & fuiv.). Il y a encore quelques cas ot
elles admettent une intégrale algébrique;
mais ces cas font en fort petit nombre , &
{e préfentent rarement ; ainfi nous ne nous en
occuperons point ici. )

Nous donnerons plus bas la méthode de découvrir celles qui

{ont intégrables ; & celles dont I'intégrale peus étre fapportéed
une intégrale donnée.

Application des regles precédentes , a4, s,
quadrature des Courbes.

95. Pour trouver la furface ou (ce qui
revient au méme ) la quadrature des lignes
courbes, on fe repréfente ces lignes comme
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des polygones d’une infinité de cotés; &,
des extrémités M & m de chaque coté ( Fig,
34), on imagine les perpendiculaires M #,
mp, fur P'axe des abfcifles, ce qui décom~
pofe la furface en une infinité de trapezes
infiniment petits, Alors on regarde chaque
trapeze, tel que P p m M comme la diffé-
renticlle de 'efpace fini 4 P M5 parce qu'en
effec Ppm M= APm— AP M=d(AP M)
(6). Il ne s’agit donc que d’exprimer algé-
briquement le petit trapeze Ppm M, &
d'intégrer enfuite cette expreflion, a l'aide
des regles précédentes.

Mais en confidérant P pm M comme diffé-
renticlle de la furface, il faut remarquer,
quil n’eft pas plucde la différentielle de Ia
furface comptée depuis Porigine A4 des abf-
ciffes, quil n’eft la différentielle de tout au-
tre efpece K P M L compté depuis un point
fixe & déterminé K ; puifqu’on a égalcment
PpmM=KpML—KPML=d(KMPL.
Donc, lorfquon intégrera, on n’a pas droit
dactribuer lintégrale que donnera immé-
diatement le calcul, plutdt & Pefpace 4 P M
qu'a tout autre efpace KPLM qui en différe
dun efpace déterminé & conftant K A L.
Il faudra donc ajouter & lintégrale trouvée
par le calcul, une conftante qui exprime ce
dont Iefpace que l'on a deficin de décer-

Hz
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miner, differe de celui que donne immé.
diatement le calcul: nous verrons dans les
exemples que nous allons donner, comment
on détermine cette conftante. Cherchons d’a-
bord lexpreflion de Vefpace P p m M.
Nommons 4 P, x; P iy; nous aurons

Pp=dx, pm=y — dy. La {urface du tra.
PM~+pm
. Mais pour ex-

peze P pm M( Geon. 148) eft
2y + dy dyc = vd d,dx
T Xax=y X -+

2
primer que dy & dx font infiniment petits, il
fau . dydx . . - .y
aut rejetter -— qui eft infiniment petit 2
Yégard de y d x; on aura donc y dx pour l'ex-
reflion générale de {a différentielle ou de
Pélément de la furface de toute courbe.

Pour appliquer cette formule 4 une fur-
face propofée dont on auroit I’équation, il
faut tirer de cette équation, la valeur dey,
que Pon mettra dans la formule y dx ; alors
on aura une quantité toute en x & dx, qui,
forfquelle pourra étre intégrée par les re-
gles précédentes , donnera , en y ajoutant
une conftante, Pexpreflion de la furface de
cette courbe , comptée depuis tel point
qu'on voudra. Il ne s’agira plus que de dé-
terminer la conftante; ce que l'on fera en
exprimant de quel point Pon prétend comp-
ter la furface; nous allons voir comment
cela s’exprime.

XPP;::
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Prenohs , pour exemple , la parabole ordi-
naire,, qui a pour équation y y = p x. Nous
aurons y =11 p x =pt x: ; donc ydx devien-
dra pix: dx ; or I'intégrale de cette quan-
tité (83 ) eﬁlii.f‘;;.i‘—i— C,ou2pixi+C;
cette derniere expreflion eft donc celle de la
furface de la parabole; enforte que connoif-
fant U'abfcifle x , & le parametre p, on auroit
la valeur de I'efpace 4 P M, ou de I’efpace
K P LM compté depuis un point détermi-
né K, {i la conftante € éroit déterminée ,
ceft-a-dire, fi cette intégrale exprimoit ac~
tuellement de quel point on compte.

Suppofons donc que nous voulons comp-
ter les efpaces depuis le point A ; alors on
aura A PM=2p:xi—4 C. Pour favoir ce
que doit valoir C, pour que cette équation
ait lieu, il faut remarquer que lorfque x de-
vient o, Vefpace 4 P M eft aufli zéro; dans
ce cas U'équation fe réduit a o =o—+ C;
donc C=o03; donc pour que Pintégrale ex-
prime les efpaces comptés depuis le point A4,
il faut que la conftante Cfoit zéro'; cleft »
dire , qualors il n’y a point de conftan
gjouter , & Pona, en général , efpace i+ -
finid P N =ipioxs.

Mais, i Pon vouloit comprer "« o7
depuis le point K tel que A &0 -
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une quantité connue ) ; alors on auroif
KPLM=2zxpix:i—+C; or ces cfpaces KPML
deviennent o, lorfque 4 P oux devient=>h;
on a donc alorso-==2p+bi— C;donc C=
—2pibs, & par conféquent K P L M=
jpixt—5pib

On voirt par-la, a quoi fert la conftante que
Pon ajoute en intégrant , & comment Iétat
de la queftion, feule, peut la déterminer.

Remarquons que 2 pixt=~21pixixx;
orpixi=y; doncipixiouipixixx=
2 xy; donc puifque 2 p 3 a3 exprime 'efpace
APM, cet efpace aura aufli pour expreflion
2 xy, ceft-d-dirc, 3 APx P, ou les  du
rectangle APMO , quelque foit AP.

Parcillement $ pibi==2pibix b 5 or
lorfque x = A4 K = b, I'équationy y =px
donne yy == pb, & par conféquent y =p: b3}
ceft-d-dire, K L=pibi; doncipibiou
2pibixb=:KLxAK ; donc, puifque
Vefpace KPML a pour expreflion 2p:x : —
2pib+,il aura aufli pour expreflion 3+ 4 P x
FM—:dKxKL,cCeft-a-dire,2 APMO
— %1{ -K L .L

La parabole eft la feule des quatre fe&ions
coniques , qui foit quarrable.

Prenons pour fecond exemple, les para-
boles de tous les genres, dont I'équation
(30)elt y™+"=a"x"; nous aurons, . .
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Mmefn m n

_y—":‘/amxn == gm+n m+tn g donc. . .
mm nn

ydx = gm+tn gmn dx , dont [lintégrale
m n

eft a m+n :,Crrz-i-n""_x

~+ C, qui fe réduit

41
m--n
m n
m4n T I .
o A - Oy qui eft la méme
m n .
chofe- que m+7 nin yman Xx = C , ou
: m--in m n

( 21 caufc gue Jy — am-{-n ;n:}—jz) fC réduit
3 ::_:' "n xy—+ C. Enforte que fi l'on veue
compter les efpaces 4 P M depuis l'origine 4
des x ( Fig. 35), ce qui exige que l'intégrale
{oit zéro, quand A P Meft zéro, & par con-
féquent quand x eft zéro , alors la conftante C

s m-+n
eft zéro , & T'on a fimplement ——x y 5

Ceft-2-dire,, que I'efpace A P M eft toujours
une portion déterminée du produit y x ou dw
reCtangle 4 P M O3 il en eft une partie ex-

primée par la fra&ionz_‘;'; , dont la valeur

dépend de celles de m & de n; Cleft-a-dire,

du degré de la parabole. Ainfi toutes les pa-
raboles font quarrables.

. On wouvera, de méme que toutes les hyperboles rapportées
a leurs afympgotes ( excepté I'hyperbole ordinairc) font quar-

14
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rables, Mais comme dans la détermination de Ja conflante y
on trouve quelquefois une quantité infinie, il n’eft pas inutiie

s R .. . X m nimp1t —I3
d’examiner ici ce qu'ells fignifie. Soit doncy =q x
m=-n =1
m m’ .
Péquation de ces courbes : on aura y ==a x 3 dont
men —n me-n n
— -
ydx=a™ x™dx, dont lintégrale et a™ x " C;
M~-12 n n
m ——t— —
oM— ¢ x ™ er 8 s s
e ~~ C; quantit¢ ot il n’y a aucune

difficulté pour déterminer la conflante , lorfque m fur-
pafle n. Mais lorfque m eft plus petite que n, on trouve une
quantité infinie pour confiante , lor{qu'on veut compter les
efpaces depuis L'origine des x ; & une quaniité finie , quand
on compte de tout autre point. Suppofons , par exemple,
m=—1& n =2 ; auquel cas ’équation eft y = a’ x-*; la fur-

s 1. N a3

face fe réduit alors d—ad x='=4C , ou € — — . Donc i
x

Ton veut compter les efpaces depuis Vorigine . des x, il fau-

P2 L.
dra que C — —it zéro , lorfque » = o; Clefi-a-dire , que
a’ X a’ - .
¢ — — == o, & par con{équent C == —, c’efl-a-dire, eft in«
o o
fini, Au contraire , fi on veut compter les efpaces depuis le
» 4

. - a? . 3

oint K, tel que 4K =5 ,0onaC——=s0, qui donne C =%
%oici ce que cela figaifie, 14 5
- . . oar,,

La courbe qui a pour ¢quation y =xa’ x-> ouy = = s’e~

send a Pinfini le long des alvmptotes 4 Z,4 ¥ (Fig 363 mflis
sapproche beaucoup plus pres de Pafymptote AZ que de I'a-
{ymptote 4 ¥ car lorfque % eft infini, y eft irfiriment pe-
st du fecond ordre s au Jieu que lorfque y eft infini x n'eft
ipfiniraent petite que de l'ordre 3 ; donc fi Pon compte les
ethaces depuis Vafymptote 4 ¥, ils font infinis, parce que
ve is entre cette afymptore & la branche infinie

¢ pace compris entre cetts e
2§ it infini, Ainfi, il n’eft pas poffible d’affigner les efpa-

c s Ad P 448 comptls depuis Pafymptote & Y. Au contraire

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



DE MATHEMATIQUES. y2y

fes elpaces compris entre la branche BM & Pafymptote 42,
jufq’a Pinfini , ont une valeur finie , parce quapres un im—
tervalle affez court , la branche s’approche tres-rapidement
de fon afymptote , enforte que Vefpace infiniment long
3 3
KLMOZ a pour expre(’ﬁon(i-, & P]!IOZ:‘I—x ; & par
2
conféquent K LM P = %. — % Douil fuir, que quoi~

quon ne puiffe pas avoir les efpaces comptés depuis £ X5
on peut néanmoins avoir les efpaces KLMP comptés depuis
un point X pris fi prés quon le voudra de 4 Y.

Prenons pour troifieme exemple, la courbe

. . . aax —x?
qui auroit pour équation y==——-H+—
Ton reconnoitra avoir la figure marquée
(Fig. 37), en donnant confécutivement i x
des valeurs arbitraires, & une valeur déter<
minée 2 a.

, & que

aasxdc—x3dx» .
Cn aura donc ydx = -—-(T:-E-x-i- , dont I'in=

tégrale (83) eft fydx ou APM=22""" 4 ¢

4c¢

& fi on veut compter les efpaces 4 P M
depuis le point 4 origine des x, il faut que
cette intégrale devienne o avec x, ce qui
fait voir que la conftante C eft zéro. Enforte
que lefpace indéfini 4 P M eft fimplement

zﬁj—:ia;(:f. Et en général, fi la valeur de y n'eft
compofée , comme dans le cas préfent, que
de monomes, on aura toujours aifément la
furface (85 ).

96. Nous avons vu ( Alg. 413 ) com-

mene , a laide de T'Algébre, on pouvoit
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imiter un contour quelconque .4BCD ( Fig.
38), en faifant paffer par un certain nombre
A,B,C,D,de fes points, une ligne courbe dont
Péquation auroit cette forme y ==a -5 x =+
cx* 4+ ex® 4 fx* &c: & comment on devoit
déterminer a , b, ¢, &c. pour cet effet. Sup-
ofons maintenant que l'on voulit trouver
fa‘ furface 4 BCD L K, quoiqu’on n’ait pas
Véquation de la courbe 4 B C D. ‘

On feroit paffer ( Alg. 413 ) par un cer-
tain nombre de points 4, B, C, D unc
courbe AeBfCgD, qui fe confondroit avec
celle-la , d'autant plus intimement , quon
prendroit plus de points ; & comme alors
on auroit I’équation de cette derniere, on
pourroit la regarder comme I’équation de la
courbe 4 B C D, dumoins dans 1'étendue
A BCD ; mais cette équation étant alors
de cette forme y —a+b x +cx* +ex?,
&c. dont tous les termes fon monomes ,
on auroit aifément la furface, felon ce qui
vient d’€tre dit. On peut appliquer ceci a la
mefure des furfaces des coupes des vaif-

feaux.

_En général , on peut I'appliquer 4 trouver par approxima-
tion , les furfaces des courbes, & Vintégrale approchée des
quantités qu'on ne peut pas intégrer exaltement. En effet
toute différentielle peut ére regardée comme exprimant Iélé-
ment de la furface d’une courbe , dont Pordonnée feroit égale

Y . 2 ——
a tout ce que & x multiplie ; par exemple, dxV da+xx eft
Pélément de la furface de la courbe qui auroit pour ordonnse
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:y—:.Vaa-o—xx. Ainfi calculant par le moyen de cette équa~
tion quelques valeurs de y pour quelques valeurs de x, &
faifant pafler par les extrémités de ces ordonnées , une courbe
de la nature de eelles dont il vient d’étre queftion, la furface
de celles-ci étant trouvée feroit la valeur approchée de 'inté=

grale de dx Vaa—e—xx, dans’étendue qu’on autoit donnée & xJ
Prenons encore un exemple. Ce fera
celui de la furface de la courbe , qui a pour

équation a’yy == x*(a’ — x?); cette équation

: (@)

donne y =+~ Vx (a =)
a’

x? .
= wv o Vs
donc ( en ne premant quune des valeurs

xtdx -_ % dx g Ny,
dey),ydx ——ml/‘l’—-x’—— e (@—x )75

or cette quantité eft intégrable (89 ) parce
que x* dx eft la différentielle du terme x* qui
eft dams le binome , divifée par le nom-
bre conftant 3. Donc (8g) on a. . . . -«

*dx(ad - 3)d C 2fadex)l
o = LA %) 2 C.
“[/ sa*va.—3x>dx ¢ 9a* v a -+

A Iégard de la conftante C, on la détermi=
nera en décidant de quel point on veut

compter la furface.

On peut encore trouver la furface des courbes en la décom-
pofant en triangles , au lieu de trapézes. Par exemple , on
pourroit trouver la furface du fegment 4 NQ ( Fig.34), en
le. confidérant comme compofé d’une infinité de trian ;les infi-
niment petits , tels que A Qq. Ce triangle auroit pour expre(-

fion AgxQe

revient au méme) en décrivant du centre 4 & du rayon.4Q l'arc
infiniment petit Qs. Alors nommant 4Q, ¢, & larc Qr, dx;
on auroit 4 g =1t-+d ¢, & par conféquent le triargle 4 Q ¢

E4de tdx dedx s qe tdx
= —d==— , Ceft-i-dire, == -, en re-
2 2 % 2

, en abaiffant la perpendiculaire Qr, ou(ce qui
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dzx

. dt . < ooe
jettant le terme pour exprimer que dx & d ¢ font infini=

ment petits. Il ne s’agiroit plus que d’avoir ’équation entre
x & ¢, pour pouvoir mettre au lieu de £ fa valeur en x, &
mtégrer,

Application a la relification des lignes

courbes.

97. Recririer une ligne courbe, Cleft
déterminer fa longueur, ou afligner unc li-
gne droite qui lui foit égale, ou égale aun
arc propofé de cette courbe. Voici comment
on y parvient quand cela eft pofiible.

En confidérant toujours la courbe A M
(Fig.34), comme un polygone d’une infinité
de c6tés , le petit coté Him peut étre re-
gardé comme différentielle de l'arc A4 M,
parce que Mm=Am-— AM=d(A4M).
Or en menant Mr parallele 8 A P, ona
Mm=Vvrsm =V I+d ; il ne sagit
donc que d’intégrer V az+4y. Pour cet effet
on différenciera 'équation de la courbe, &
en ayant tiré la valeur de dy exprimée en x
& dx , oucelle de dx exprimés eny & dy ,
on la fubftituera dans V' s+ qui ne coh-
tiendra plus que des x & dx* , ou desy & dy*;
on fora fortir dx® ou dy*, hors du radical
(Alz. 111y, & Von intégrera.

Pour en donner un exemple , prenons
parn’ l2s paraboles généralement exprimdes
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par y "+ =a"x", celle qui a pour équa-
tion particuliere )/’ == ax”, Nous en tircrong

id
x—-——&c x———l,donc dox= 29 ; &

I
a az

3]

dy‘ —
2}/ dOIlC de‘+dyl.m e o ®

de+ *—dth_!__..(A/g 111 ),

Or, cette quantlté s'intégre axférnent {90),
puifque ’expofant de y hors du binome, cft
moindre d’'une unité que dans le binome.

On aura doncfdyVl+4&oufdy(’*;

dy( 4‘1 8a
ot (1)}
3 9(7y 27 4a

2 4a
A T'égard de la conftante C, voici comment
on la déterminera. Si c’eft depuis le point A,
origine des y , que nous vaulons compter les
arcs A M, il faudra que lintégrale, ou la
valeur de Parc AM, devienne zéro en méme

temps que y Or lorfque_y—-o lintégrale
fe réduit é——-—i—(l) ~+C ou ——+ C On a

donc > —; 4. C—=o0; donc € ———-—;— Donc
la longueur de l'arc quelconque AM compté

8a

depuis le fommet A, eﬁ (H_ 9Y\i_ e
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. . i3
Si Pon veut favoir quelles font les autres paraboles que I'oft
peut rellifier, on je trouvera en cette maniere ; V'équation
m-f-n m n

y == a ¥ , qui appartient i ces cources, donne
m n
y= & ™" Faifons, pour fimplif = R
= . r fimplifier, ——— =
? P P ’ m-n
n k1 kl—1
& =J;nous aurons y=a x ;doncdy =L ax d %,
m—+n
2 k 2/-2 - 7.2
dy=0Ia¢ x dx® ; doch dat + dy' =
2k 2l—2 2k 20-2;
dx*+-1lla  x dx‘—d‘“' Vx +I*a x

quantité qui n’eft intégrable dans cet état. que lorfque 2/ —

2 =1. Mais i I'on change le figne de P'expolant de x, fous
L1 2l 2 2k .

le radical, on aura x de Vx T (o)

eft intégrable fi / — r augment¢ d’une unité & divifé par— 2/

- 2, donne un nombre entier pofitif; c’eft-a-dire, fi

— 2
== ¢, ¢t étant un nombre enter pofirif. De-1d on tire [ ==—
n n
2tl420, & l= s;or = , don® =
2241 me--n m-+n
27 s A n . . n
sd’oim = — ; ainfi les paraboles qui peuvent étre
221 t

2
refifices , font celles qui font comprifes dans Péquation
21 on
2c==gagz:xn, ou(en exstrayant la racine du degté 1)
w1 '
y ¢ == a't X, ¢ ¢ant un nombre entier pofitif quelcornque.

Application aux Surfaces courbes.

8. Nous nous bornerons aux furfaces
des folides de révolution. On appelle ainfi
les folides que U'on congoit engendrés par le
mouvement d'une courbe A M ( Fig. 39),
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qui tourneroit autour d’une ligne droite 4 P.

Il faut concevoir que tandis que la courbe
A M tourne autour de AP le petit coté Mm
décrit une zoéne, ou portion de cone tron-
qué, qui eft 'élément de la furface, & qui
(Géom. 220) eft égal au produit de M m
par la circonférence qui auroit pour rayon
la perpendiculaire menée du milieu de Mm
fur 4 P,ou (ce qui revient au méme, puif-
que Mm eft infiniment petit) par la circon-
férence qui auroit pour rayon PM. Or larc
Mm =y gx>xa»; & fi Pon repréfente par
7: ¢ le rapport du rayon a la circonférence
d’un cercle, on aura 7: ¢ :: y eft ala circon-
férence qui a pour rayon P M, laquelle fera
c—f—’; on a donc v Zigt pour 'élément de
la furface des folides de révolution.

99. Pour appliquer ceci , {uppofons
quon demande la furface de la fphere. Le
cercle générateur AMB ( Fig. 40) a pour
¢quation yy == ax — xx, en nommant 4P, x;
& PM,y. Donc, y=var—zx& ... ..
qu: L adx — xdx donc dyzziaazl&’—ax(lx‘-{-x’dx“

V axX — XX AX~—XX 5
Fct e 2 P
donc Vin oo > dy:anx; i aadx axdx?* - x*dx
ax — xx

= :%9% _ Subflituant donc dans la for~
Vax-—- XX

mule f;? Vieqdy pour ¥ & Vi avady leurs
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CV ar—xx. _3 adx
r l/ac-—xc

. tacd : tai
réduic 3 =25, dont l’mtégrale eft 2255 o ()

qui fe

valeurs, on aura

ou ﬁmplement cn comptant la furface
, out% x ex-
r

prime la furface du cyhndre qui auroit pour
bafe un grand cercle de la, fphere, & x
pour hauteur ; ce qui s'accorde parfaitement
avec cc qui a été démontré ( Géom. 222.)
100. Si l'on veut avoir la furface du
paraboloide , ( c’eft ainfi qu’on appelle le
folide eng cndré par la révolution de la para-
bole AM( Fig. 39), autour de fon axe); on

a pour équatlon yy=px; donc x = ;v ’

2 Iy?
dx == “‘“X‘(-)L, & dw —4) 2 dOI’lC l/(lx +al)’

,___V d3+4v dy =dy V 1+ 43’ ;5 donc

= TV o gdys devy’ut ici , == f/ p
quamm, qui eft mtégrable (90), & dont

cydy )
Pintégrale eft 7 ]}p +C, qui fe ré
1.8y cd oy v

duit 2 225 ( -+ -—) + (. Or pour que cette

quantl:." exprime Ta furface comptée depuis
le
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le fommet A, il faur qu'elle foit zéro ,

quand ¥ = o; mais, dans ce cas, clle de-
. ¢ 2

nenc{{—r(l) 2 o= C, ou’:f—c%- C; on a

7

donc 222 4= € == o Ceft-d-dite, C = —

#2°. donc la furface du paraboloide indé-

114

fini rpe 4YNL _pre
ﬁmAMLAeﬁm(x.;_N),._

Application & la mefire des Solidités.

10 1. Pour mefurer la folidité des corps ,
on peut les imaginer compofés dc tranches
infiniment minces & paralleles entr’elles
ou bien les imaginer compofés d'une infi-
nité de pyramides, dont les fommes fe réu-
niffent en un méme point. Lorfqu'on fe les
repréfente comme compefés de tranches in-
finiment minces , & paralleles entr’elles, Ia
différence des deux furfaces oppofées qui
terminent chaque tranche , eft infiniment
petite , & par conféquent on doit Pomettre
dans le calcul, {i Ponveut exprimer que cette
tranche eft infiniment mince. Pe - Ia il
{uit qu'on doit prendre pour expreflion de
la folidité de cette tranche, le produit de
Tune de fes deux bafes oppofées , par fa hau.
teur infiniment petite, Par exemple, fi je
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confidere la pyramide SABC( Fig. 14) coms-

me compofée de tranches infiniment minces ,
telles que abcdef; je puis prendre pour
mefure de cette tranche, le produit de la
furface abc ou de la furface de fpar I'épaif-
feur de cette tranche. ,

De méme, f{i je confidere le folide de ré-
volution engendré par larotation de la cour-
be A M, autour de ladroite 4 P (Fig.39), fi
je le confidere comme compofé de tranches
paralleles entrelles & infiniment minces, je
dois prendre, pour mefure de chaque tran-
che, le produit de la furface du cercle qui a
pour rayon P, par I'épaiffeur Pp.

Ce principe pofé , voici comment on
évaluera la folidité de tout le corps. On
confidérera chaque tranche comme étant la
différentielle du folide , parce quen effet la
tranche MmlL et=AmlA-—AMLA
=d(AML 4); &ayant déterminé expref-
fion algébrique de cette tranche, on I'inté-
grera.

Par exemple, s'il sagit de la pyramide
S A4 BC: {fuppofant que la furface 4 B C de f2
bafe, eft égale i la quantité connue b5, & fa
hauteur $7 = A, on repréfentera par x I3
diftance Sz d’une tranche quelconque ; c¢
qui donnera dx pour I'épaiffeur de cette
tranche, Quant & la furface abc , on 13
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trouvera ( Géom. 201) par cette proportion
ST*: 8¢ : : ABC: abc; Ceft-adire, b b :
xx::bb 0 abe="22% 4infila folidité de la

bbxxdx > bbys

— t 1 —
tranche fera ——— , dont lintégrale eft 7T

~+ C, ou fimplemen, %—:; » fi'on compte la
folidité depuis le fommet S. Cette quantité
qui exprime la folidité de la portion pyrami-
dale quelconque Sabc, eft la méme chofe

ht
. v
;3 €& qui s'accorde avec ce que nous avons

démontré ( Geom. 240 ).

102. Quant aux folides de révolution,
on peut avoir d’une maniere générale, l'ex-
preflion de la tranche élémentaire, ou difs
frentielle. En effet, fuppofant que r : ¢
marque le rapport du rayon a la circonfé-
rence , on aura la circonférence qui a pour

tayon P M (Fig. 39) ou y, en faifant

tette proportion r:¢::y: <3 i lon multi-

bbxx _
que mx-j—;— , qui n’eft autre chofe que abe x
St

plie cetre valcurf;Z de la circonférence qui a
pour rayon P M, par 1 y moitié du rayon,
on acTy-; pour la furface, laquelle érant mul-
tiplide par I'épaiffeur Ppbu d x, donne CJ: ;1::
pour Fexpreffion de 1'élément de la folidité

de tout folide de révolution. Pour en faire
)
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ufage dans chaque cas particulier , il n’y aura
autre chofe a faire, que de mettre, au lieu
de y, fa valeur en x tirée de I'équation de la
courbe génératrice 4 M, & intégrer.

10 3. Prenons, pour exemple, le fphé-
roide engendré par la révolution de Pellipfe
autour de fon grand axe ( Fig. 42). L'équa-

tion de lellipfe eft y y == ZZ[: (ax—xx), en
nommant AP, x; PM, y; & les axes AB
& Dd, a &b. La formule C—“'Vz—;l—x , devient

bb chbh
donc-22 dx (ax—xx), Ou—-o (axdx—x>dx)?
2raaqa rraq

. cbbh ax? x3
dont lintégrale eft x(—— —) -+ C,ou
2raa 2 3

bb 2 s
fimplement 0T (e — x-) fi Yon compte
2raa 2 3

1a folidité depuis le point A.

Pour avoir le fphéroide entier , on fuppo-

s b b 3 3
ferax = AB=a, & 'onaura = x 5—'-“——)

bb . 2raa 2 3
qui fe réduit 21%—’— , aui eft la méme chofe
b, By bb .
que‘f’—r X3 @, ouque-g Xia,or ‘—87 expri-
me la furface du cercle qui a bou D d pour

bb . .
diametre ; & 0-8—; X a exprimeroit , par confé-
quent, la folidité du cylindre circonferit a
Uellipfoide ; donc puifque la folidité de I'el-
. Lcbb L, .

lipfoide eft 1c1 L's_r X 2 a, il faut en conclure
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gue la folidité de l'ellipfoide eft les 2 de celle
du cylindre circonfcrit. Et comme la fphere
weft antre chofe quun ellipfoide dont les
deux :axes font égaux , la fphere eft donc
aufli les > du cylindre circonferit , ce qui
s'accorde avec ce que nous avons démontré
(Géom: 246).

104. Si l'on vouloit avoir la folidité
comptée depuis un point déterminé K, tel
que 4 K = e¢; alors on prendroit l'intégrale

. cbb fax*  x3 . s
générale Ay E) ~+ C; & puifqu’on
veut ‘que la folidité commence au point K,

il faut que cetre intégrale devienne o en ce

méme point, ceft-a-dire, lorfque x = e
I P) ’ 53 s
. ¢ et el
ordansce cas, elle devient — (a—; — ;) + G
cbd rae és

done = ("~ — —3—) —+ C= o, & par confé_
chb pae e’ o .
quent € == — =7 (22 —7) 5 ainfi la foli-
dité , comptée depuis le point K, a poun
cbb pfax? x3 chb ae* 22N

expreflion ————) (= —
2raa 2 3 rraad 2 3/°

Ceft-13 Pexpreflion d’une tranche de {phé-
roide elliptique comprife entre deux plans
paralleles , auxquels l'axe eft perpendicu-
laire , & dont la diftance eft = x — e.

On peut, par cette formule, calculer la
fOEidité, & par conféquent la pefanteur des
Mats & des vergues des vaiffeaux, parce que,

I3

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



134 Covurs

felon ce que nous avons dit (A4lg. 305), ¢&
font des portions de fphéroide elliptique,
Cette méme formule peut fervir aufli*a me-
furer la capacité des tonneaux, dont la fur-
face extérieure pourroit étre regardée com-
e portion d’un pareil {phéroide.

Ic§. Prenons, pour 2¢ exemple, le para-
boloide (Fig. 39). L'équation de la parabole eft
cpxdx

d .
¥ devient ,
r 2 r

yy==px;ainfila formule cyj
dont Pintégrale eft f‘fii ~+ C, ou ffi: Xa—g —+ C
ou ( en mettant pour px, fa valeur yy )
2% = C. Sil'on veut le folide, i comp-
ter du point 4; alors, comme ce folide
eft zéro, quand x eft zéro, la.conftante €
doit étre zéro, & la folidité fe réduit 2
DY xZ 5 or 22 exprime la furface du cer-
27r 2 L7

cle qui auroit PM pour rayon, ou la bafe
du paraboloide 7ML A; donc le parabo-
loide eft la moitié du produir de fa bafe, par
{a hauteur x; donc il eft la moitié du cylin-
dre de méme bafe & de méme hauteur.

Si P'on veut compter la folidité depuis un
point K connu, & tel que 4K ==e¢; alorsia
folidité devant écre zéro au point K, cefi-i-
dire, quand x = ¢, l'intégrale générale doit
&tre zéro dans ce méme cas ; c'eft-a-dire, que
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L2 3 .
»%-’i,’.--i-'C', -devenant %’-e;—-i- C, doit étre o ;
donc ZZ 4~ C=o0; & par conféquent C =
4r

- %; donc la folidité d’une tranche de pa«

raboloide , comprife entre deux plans paral«
leles dont les diftances au fommet font x & e,

eft f‘i—"; — 2 er . Ceci peut fervir 2 toifer

I'exacavation des mines.

106. On peut prendre encore , pour
exemple , hyperboloide, ou le folide en-
gendré par la révélution de 'hyperbole au-
tour de T'un de fes axes. On peut prendre
aufli Pellipfotde engendré par la révolution
de I'ellipfe autour de fon perit axe, & que
Yon appelle Ellipfoide applati; on nomme au
contraire Ellipfoide allongé celui qui eft en~
gendré par la révolution autour du grand
axe. On trouvera de méme, que Pellipfoide
applati eft les 2 du cylindre qui lui feroit
circonfcrit ; ceft-a-dire, que a & b étant le
grand & le petit axe de Uellipfe génératriac,
le fphéroide allongé a pour folidicé ‘:’;1’ , b&

caab «
le fphéroide applati, a pour folidité eyl
ainfi le fphéroide allongé, eft au {phéroide
applati : : clazbrb :clazarb ::b:a, comme le

petit axe eft au grand axe.

Ig
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En voila affez pour les folides de révo-
lution.

Mais pour accoutumer les commencants
a ¢rendre l'ufage de cés méehodes , nous
allons les appliquer encore a deux exsmples.

1 07. Dans le premier, il s’agit de trou-
ver la {olidité d’un onglet cylindrique formé
en coupant un cylindre par un plan oblique
a fa bafe, & que (pour plus de fimplicité )
nous fuppoferons pafler par le centre : ceft
le folide 4 D B E quon voit repréfenté
( Fig. 43 ).

St 'on congoit ce folide coupé par des
plans paralleles, infiniment prés, & perpen-
diculaires 2 la bafe A E B ( Fig. 44), les fec-
tions feront des triangles femblables dont
les furfaces feront , par conféquent , comme
les quarrds de leurs cotés homologues. Ainfi
nommant rie rayon CE de la bafe, £ la
hauteur D E, & y la bafe P M du triangle
PMN on aura CED : PMN: : rr: Yy ot
CED=";donc P M N — by
donc nommant 4 P, x, ce qui donne dx
pour Iépaiffeur Pp de la tranche comprife

dx

X . ;
entre deux plans voifins, on aura “2 pour
27 -

cette tranche. Or y et Uordonnée du cer-
cle qui fert de bafe; & l'on a par confé-
quent yy == 2rx — xx. 'La tranche élémen-
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- . hdx. 2 e k
taire devient donc ( z’f **) | ou —
(2rxdx —xxdx ) , dont Vintégrale, 3 comp-
. ) :
ter du point 4, eft -——(rx’—x—>. Donc pour
2r 3

avoir tout le folide , il n’y a qu’a fuppofer

) . A 8! .
x==2r,Cce¢ qui donne-;x(u*—-——) , ou
2hrrouZxtr, ou CEDx* AC , ou enfin
3.0 . 300 3 b :

CED x2AB; ceft-a-dirc , les deux tiers du
prifme qui auroit le triangle CED pour bafe,
& le diametre 4 B pour hauteur. Ceci peut
fervir dans un cas du Toifé des fortifica
tions.

108. Pour fecond exemple, nous cher=
cherons la folidité d’une tranche d’ellip-
foide allongé , comprife entre deux plans
paralleles entreux & au grand axe.

Avant de procéder a cette recherche, il
faut démontrer que les coupes de lellip-
foide faites parallélement au grand axe, font
des ellipfes femblables a lellipfe généra-
trice du folide, c’eft - &-dire , dont les axes
ont le méme rapport entr’eux que ceux de
cette ellipfe,

Pour cet effet , concevons lellipfoide
coupé par un plan, que ( peur fixer les idées)
nous fuppofons vertical , & paflant par le
grand axe AB(Fig.45); Ia fe&ion fera l'ellipfe
ABDE égale A Vellipfe générairice. Conce-
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vons aufli Tellipfoide coupé par trois autres
plans , dont deux verticaux & le troifieme
horizontal. Que DE petit axe de lellipfe &
fa parallele M N foient les fe&ions des deux
premieres avec le plan 4 DBE, & § T celle
du troifieme avec le méme plan 4 D BE.
Cela pofé, je dis que la coupe de Iellipfoide
par le plan repréfenté par § 7', eft une
ellipfe femblable 3 4 D B E.

Concevons qu'aux points O & R on ait
€levé des perpendiculaires au plan 4 D B E,
& qui rencontrent la furface de Vellipfoide.
Ces perpendiculaires feront , en méme temps,
ordonnées de la coupe faite par ST, & des
fe&tions ou coupes circulaires faites par M N
& D E. Or par cette derniere raifon, on doit
avoir ( en nommant 7 la perpendiculaire
élevée au point R, & zla perpendiculaire
élevée au point O), on doit avoir 7 7 ==
DRxRE, &tt =M O x O N. Mais en
nommant C D =1b,PM=y,CA="1a,
& CR=0OP=uv,ona DR=1b+u,
.RE::—}I:—u,MO::y-&—u &ON=y—u,
enforte que DR x RE =bb—uu &
MOXON = yy — uu ; Donc 33 =% bb —uu
& tt=yy—uu Mais par la nature de

Vellipfe (4lg. 307) onayy= i_g, (+aa — xx)
en nommant C'P, x. Et nommant k& lor-
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dontide SR au petit axe, on a ( Alg. 304)
/c/g'=fl§ (£bb—uu), doulon tirezz =

’Chbkk
%bb—_‘ aa
& de y v, dans celles de 77 & dezz, ona

bbkk bbkk bbxx <
%{a Yy &tte= —e— s ’OLIlleﬁ
aaq aa aa

; f{ubftituant ces valeurs de ug

N

. bbkk bbkk bb
évidentque 77 :r2:: : — 20k

— 2 aa aa aa ’
kk:kk—xx::SRouS RxRT:SOxOT;
ceft-a-dire , le quarré de lordonnée 7 qui
répond au point R, eft au quarré de celle, ¢,
qui répond ‘au point O, comme le produit
des deux abfciffes qui répondent a la pre-
miere, eft au produit des abfciffes qui ré«
pondent a la feconde ; la coupe faite par S T,
eft donc une ellipfe. 3bEE

y _* b .
Drailleurs Iéquation 77 = ——,

{::-b;{c, donne 7: k:: b : a3 orzoulor«
donnée qui répond au point R eft la plus
grande demi-largeur, ou le demi-petit axe
de cette ellipfe, & k ou SR, en eft la plus
grande - demi-longucur , ou le demi-grand
axe; les dcuxaxes de cette ellipfe, font donc
en méme rapport que ceux de ellipfe gé-
nératrice ; & puifque rien ne détermine,
dans tout ce raifonnement, la grandeur de
la diftance CR 4 laquelle on fuppofe cette
coupe faite, la méme chofe a donc lieu pour
toute autre coupe parallcle 3 4 B,

o #
* e
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Cela pofé, fi on veut avoir la folidit&
d’une tranche quelconque de lellipfoide -,
comprife entre deux plans paralleles repré-
feritis par 4 B & ST, on repréfentera par §
1a furface de Pellipfe génératrice 5 & puifque
Lellipfe dont ST eft le grand axe, eft fem-
blable a celle-1a, on aura la furface de celle-

€i, par cette proportion faa:kk::S8:

Skk .« 10 . . 5 JEYs 2
+—— 5 multipliant cette furface par Pépaiffeur
=~ aa N

4

infiniment petite Rr, oudu, de la tranche

. Skkd
¢lémentaire, on aura £

1

, pour la valeur
de cette tranche; or felon ce que nous

venons de dire ci-deflus, on a kk‘:f;—:

% (% kb — uu); donc la tranche élémen-

. AT Sdul b b—uu) S .
taire fera T Qv (% bbdu— vudu)

dont l'intégrale eft »‘Z—b (;bbu—3u?), filon

3
veut compter depuis le centre C. Mais fi

Yon veut compter depuis un autre point K,
e s

Pintégrale fera—%——[,—g (sbbu—F )+ C,
C étant une conftante convenable. Pour la dé-
terminer , on nommera C K, e; alors il faut

que l'intégrale foit zéro au point K ot uz=e¢;
s
. ; ey
vy (ibbe;—-{—e )+ C=o,

& par conféquent C == — o (sbbe—1 e')

on aura donc,
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donc, toute tranche d’ellipfoide allongé ,
comprife entre d:ux plans paralleles au

grand axe, a pour expreflion %b(;bbu—-?u’)
.-— -‘:—b Lbbe— Lte*), ou ﬁmplcment,jb
(% bbu——-—bbe—-—u’ 1e).Or3 by
2 bbe, eft 1a méme chofe que b b(u-——e)

Parcillement L ¢! — 243 eft la méme chofe que

que ——3—( ee—+ eu—+u u) Dailleursu — e

eft 1a diftance des deux plans paralleles , ou
1a hauteur de la tranche qu’ils comprennent ;
donc, fi on fait x —e=1/X, en appellant
cette hauteur, & qu'on fubflitue pour e fa
valeur z — 4 tirée de cette équation , on

aura (apres réduction falte) 3 Gbbh—rhuu
h 4 2
- A ——), ou,—.——(%bb—uu)+~,-
3 $60
A
(u—-s— ; Or nous avons e€u, ci-deffus 5

kk =%;(366—uu), & par conféquent

bbkk
Lbb—uu==—— La valeur de la tranche
. aa Shkk | Sh* A
folide fe change donc en 7, Sy (A
zda ;65 3/

. Sk .
Mais nous avons vu que ;~— exprime la fur-
4

face de la coupe faite par § T, ou de la coupe
inférieure ; donc en nommant s cette {furface,

onaura sh -+ 'TZ (a—- :); enfin {i on nom.
i 3
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me s la furface de la coupe faite par L K &/
fa demi-largeur, ou fon demi-petit axe, on
aura, acaufe que toutes les coupes font fems

blables, 25 4:1/: : S: s'3donc S =1 2225 ce

4 770
guj donnera pour derniere expreffion ré-
dffite, s & —+ %x(u—-g). Ceft - a - dire
quil faut 1°, multiplier la furface de la plus

petite coupe , par la hauteur de la tranche;
2°, maltipiier celle de la plus grande coupe

par le rapport ;; du quarré de la hauteur de
la tranche au quarré de la demi-largeur de
la coupe fupérieure, & par la diftance -du
centre jufqu’a la coupe inférieure, moins le
tiers de la hauteur de la tranche.
Cette regle peut étre appliquée utilement
4 la mefure de la folidité de la partic de la
caréne que la charge fait plonger dans les
vaiffeaux, lorfque la figure de cette partie
peut &tre comparée A une portion d’ellip-
foide. s repréfentera la coupe faite a fleur
d’eau, pour le vaiffeau hors de charge; s fa
coupe lorfquil eft en charge; £ la diftance
des deux coupes; / la plus grande largeur
de s, & enfin # la diftance de s jufqu'a la
plus grande coupe horifontale du fph:roide.
uant a la mani¢re de mefurer s & s, on
obfervera que 'une de ces furfaces fe déter-
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mine par l'autre , puifquappartenant a des
ellipfes femblables , elles doivent €tre en-
tr'elles comme les quarrés de leurs grands
axes ou de leurs petits axes. Il ne s’agit
donc que de favoir comment on peut déter-
miner 'une des deux. Or, nous verrons dans
peu, que la furface d’une ellipfe, eft a celle du
cercle qui auroit pour diametre le grand axe
de cette ellipfe, comme le petit axe eft au
grand axe ; ainfi comme on fait évaluer la
furface du cercle, (du moins auffi prés qu’on
le juge a propos), on déterminera toujours
facilement celle d’'une ellipfe dont les axes
feront connus.

De lintégration des quantites qui renfermeng
des Sinus & Coftnus.,

109, Nous avens vu (22) qued (finy) =dycof7, &
que d{ cof 7} ==— dg fin; donc réciproquement, I'intégrale de
dy cof g fera fing, ou plus généralement fin 3 + C, quiala
méme différentielle. De méme lintégrale de — d finy fera
cofg+C. . . . . .3dz¢0f3%

Si Pon avoit d3 cof 3 3, on Pécriroit aini ————— , &

alors Pintégrale (eroi:g-n—-g—{--f- C. De méme lintégrale de
dyfin3 %, fe trouveroit en écrivant ainﬁ.—gj-i/—gl—s—{; & alorg
Pintégrale eft 3% -+ €, ’3

En général ,7:1; Jfinm g ( m éant un nombre conflant ), fe

change en Jomdyfinmy , & devient :—‘;:{ﬁ -+ G
-
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Si Ton avoit ( fin3 )" dg cof 7, on remarqueroit que cette
quantité et la meme chole que (finz Y d{fing) ; or en re~
gardant fiz 3 comme une fimple variable , on intégre par la
a(.----———ﬁn?').-'_x -+ C.
. . ’ . n + I
Si la différentielle propofée eft ( finm 3 )* dy cof my , on écrira
inmz)"mdy.ofmg (firmzg)® d (finm )
23 m
dont DPintégrale

regle fondamentale; & on

qui revient a
a (finmzy jn—+-1
e —
m (1)
Pareillemert, pour avoir Vintégrale de (cof'my )" dgfinmy;
on écrira (€0 mg )t —m dyfinmy
(cof mzg)n—1 —m

—m(n—+41) + o ‘

Si Pon avoita intégrer dg fin pg cof x5 alors, felon ce quia
été enfeignd ( Alg. 418), on chargeroit fin pg cof g7 en
tfin (pr+qr )~ 3 (fin (pr—gz ), outfin(p+q) 3 +
fin(p—q )75 alnfi on auroit A amicgrer T dy fin (p -4;-(]) 7+
T ydy fin(p g )%
Idyfin (p— ¢ quiérantécrizainfi. § (p9)difinip + 48

(p—q dzfin(p—q)% P+

, qui a pour integrale

[ =) , @ ¢évidemment pour intégrale
—teofp+ D=3 ¢

P+ r—4q v

On int grera de méme dg fin pg cof g3 fin 13, &c. en
convertiffant ces produits en finus ou cofinus de la fomme &
de la différence desarcs py, gz, 73, &< (Alg. 418).

Si Pon avoit &g ( fin g )} ; on le changeroit en d&y fin g
(fing)*, or(jfing) *ou fin g x fin g et (Alg. 418)
St ol (1-0) — Leof ({4 £ )= Leof o= L cof23 = = Leof2 L
parce que cofo == 13 doncfing (fing )} = 3 fing — 1 fing X
cof 27. Donc g (fing) 3 =i dyfing—3 dgfinz cof 175 on
rédutra donc fin co; 27, ainfi qu'on vient de le faire pour
finpy cof g7 & ntégration fera facile. On voit donc com-~
ment on imégreroit g (fing )™, n €tant un nombre entier
pofirif. On s’y prendroit d’'une maniere femblable pour dz
(cofy) ™ Donc on peut, par les mémes principes Gue nous
venons d’expofer, intégrer les quantités de cette forme dg
Uinpz )™ (cof g7 ) ® ( finrg ) 55 &com y 1, s, €tant des nom=

kres ensiers pofiufss
Enfin
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Enfin, ces principes, ce qui a été en{éigné({ilg.ﬁx), &
ce que nous avons dir, ci-deflus, fur Vintégration des quan-
titds, mettent en état d’intégrer les différentielles afl:Qées de
finus) & de cofinus , lorfu’elies ont une intégrale algébriques
& lorfqu’il y entre des tangentes, on les ramene aux différen~

JSing

tielles de finus & cofinus, en obfervant qué zang Z:?f{.

. 9 . ’ .
De lgz: maniere . d intégrer par approxi-
v mation , & quelques ufages de cette

M éthode.

I 10. Cecr ne peut regarder les diffé-
renticlles monomes : nous avons vu qu’elles
sintégroient toujours facilement. C'eft donc
pour les différentielles complexes qui échap-
pent aux cas que nous avons examinés plus
haut,

L’art d’intégrer par approximation, con-
fite 3 convertir la quantité propofée , en
une fuite de monomes dont la valeur aille
contintellement en diminuant ; chaque terme
sintegre alors aifément , & il fuffic d’en
prendre un certain nombre , pour avoir une
valeur fuffifante de lintégrale.

La regle que nous avons donnde (Alg. 151)
pour élever une quantité a une puttfance
Propofée , & qui sapplique également aux
Polynones, eft e moyen que nous emploie-
rons pour intégrer ainfi par approximation,

n voici des exemples.

K
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11 I. Propofons-nous de trouver la lon-
gueur d'un arc de cercle 4 M (Fig. 40 ), par
le moyen de fon finus verfe 4 P.

Suppofant 'arc M m infiniment petit, fi
I'on mene Mr parallele a 4 P, & le rayon CH;
les triangles femblables CP M, Mrm , don-
neront PM:CM:: Mr: Mm. Or, nom-
mant 4 P, x , le diametre 4 B,a, ou 1,
( pour plus de fimplicité) ; on aura M r ==dx,
CM=L,& PM=yV x—x. Donc " x:

2

r 1d.

si:dx: Mm;doncMm:v,;x , & par
tdx —xx .

conféquent 4 M ==/ N Cette quantité

ne peut &tre intégrée par les regles que
nous avons données ci-devant ; c’eft pour-

24X

quoi je la change en [ (dlg.112),

.‘.y-———*
x" T—X
puis en /T xidx(1— x) - (Alg. 141). Je
réduis (1—x ) -3, en {ériec (dlg. 151 ); &g
trouve , toute rédution faite, (1 — x)- 1=
14—+ x* 42 x* + &c. 3 donc. . .
[fx-%dx (1—x)t=ffax-1dx (1+Ltx+ i
Lot &c.) =/ (L aFda—1 xt doc4-E oaclde
L . 3 s
-+ 5o ? dx = &KC )= f1xT Tt

3

2

7 L 3 3
s — 2 2

x‘l

2
3T &KCo =i - @i X1 oy T &G

n‘\,

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



DE MATHEMATIQUES. 147

quantité A laquelle il n’y a point de conf-
tante a ajouter , parce que lorfque » = o,
elle devient zéro, ainfi que cela doit étre ,
puifqu’alors. I'arc 4 M qu’elle exprime, eft
zéro.

On peut, a caufe du multiplicateur com-

mun x* , donner a la férie qui exprime
Varc A M, cette dernicre forme. . . . .
I

x (13- 55+~ x* &c). Remar-
quons , maintenant , que le finus verfe x
¢tant toujours plus petit que le diametre 1,
(excepté lorlqu’il s’agit de la demi-circon-
férence ) , x eft une fraltion ; que par confé-
quent les valeurs des termes de la férie dé-
croitront d’autant plus, que le finus verfe de
arc en queftion fera plus petit. Ainfi, fi
Fon vouloit , par exemple , la longueur de
Iarc dont le finus verfe eft la centieme par=-
tie du diametre, on avroitx = i5,= 0, o1, &
par conféquent xL==o0,1; on auroit donc pour
la valeur de cet arc o, 1(14-2221p3 (@00
+ . {0,01)’ ) ; & comme le terme fuivant

¢ cette {érie feroit au moins cent fois plus
petit que le dernier de ceux-ci, puifque cha-
cun eft plus de cent fois plus petit que celui
qui le précede, en examinant qulelle eft la
valeur du-terme ——. (0, 01 )*, nous pourrons ,
¢n-‘prenant le centieme de cette vateur, juger

' K2
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du degré d’exaltitude auquel nous aurons l'arc
en nous en tenant a Ces quatre premiers
termes. Or —>— (o0, o1 )}, revient a —=—,

12 112
0,00000¢%

(0, 000001 )==222222% == 0, 0000000446,
dont la centieme partic eft 0,000000000446;
donc nous pouvons , en toute sireté , éva-
luer chaque terme de notre férie jufqu’a 1o
décimales , fans craindre que la valeur de
Parc qui en réfultera, foit fautive d’une
unité dans la neuvieme. Ainfi nous aurons
—2—(0,01 )*==0,0000000446; 3% (0,01 )* =
0, 0000075000 ;2 22=0, 0016666666 ; donc
la toralité de la férie fera o, 1 (1, 0016742112 )5
ou enfin 0 , 100167421 , en fe bornant i
o décimales; & 'on pourroit méme en toute
sureté admettre Ia dixieme.

Telic eft la valeur de Varc dont le finus
verfe eft la centieme partie du rayon. Donc
fi Pon favoit combien de fois le nombre de
degrés de cet arc eft contenu dans 360°, en
multipliant cette longueur , par ce nombre
de fois , on auroit la longueur approchée de
la circonférence. Mais c’eft ce que l'on ne
fait pas.

Comme nous favons ( Géom. 271 ) que l¢
finus de 30° eft la moitié du rayon, & que
connoiffant le finus d’un arc, on peut aifé-
ment avoir fon finus verfe ( Géom. 370)., 0B

pourroit calculer le finus verfe de 30°; 1o fub-
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ftituer pour x dans la férie ci-deflus, & alors
multipliant le réfultat par 12, qui eft Ie nom-
bre de fois que 30° font dans 360°, on auroit
la longueur approchée de la circonférence.
Mais comme la férie feroit peu convergente ,
enforte qu’il faudroit en calculer un aflez
grand nombre de termes, pour avoir une va-
leur un peu approchée de la circonférence,
nous allons enfeigner un autre moyen qui
nous fervira de fecond exemple de la Mé-
thode d’approximation.

Menons la tangente A N (Fig. 46 ), la {é-
cante CMN & la fécante infiniment voifine
Cmun; du centre C & du rayon C NV, décri-
vons l'arc infiniment petit Nr, que Pon peut
regarder comme une perpendiculaire fur Cn.
Le petit triangle re&tangle Nrn fera {fembla-
ble au triangle re&angle C 4 n, parce qu'ou-
tre I’angle droit, ils ont un angle commun
en n:il fera donc aufli femblable au trian-
gle C A N quidiffere infiniment peude C4 n;
on aura donc CN:CA4:: Nn: Nr, dou
Nr — CAxNn

r== —p—; or les feCteurs femblables

CNr, CMm, donnent CN: CMouCA::

CAxNn CA*xNn
N ou — o Mm; donc M m= 5.

Nommons donc # NV, x; le rayon CA, a;
nous aurons N =dx; & CN=1Vaa+xx}

K 3
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. «ad
donc la valeur de Mm deviendra -£22°
aa—+xx?

’ T aadx
ceft-a-dire, que Mm = oyl donc/ Mm

aadx .
oudM=[ —-. Cette quantité ne peut
pas étre intégrée exa&tement. Pour l'inté-
grer par approximation, il faut la mettre
fous cette forme faa dx (aa—+x x)?; alors

ayant trouvé (Alg. 151) que (aa—xx)-
— g-? A A S A
=a’ (1 prla i a‘+¢18 &e. )’

on aura feadx (aa—4xx)"* . . . .

.—::fdx(l——i;—i—g—g—{—i;—&C)
% +d ?
=f(dx =8 08 _TE T8 ge)
x3 x5 7 =?
=r e T e ke
x* x4 x x
= (1= o L T T — )

Il refte donc & favoir fi nous connoiffons
quelque arc qui €tant contenu, un nombre
connu de fois, dans la circonférence, ait une
tangente connue. Or l'arc de 45° eft dans
ce cas, il eft 8 fois dans la circonférence,
& fa tangente eft égale au rayon (Géom. 2772);
donc fuppofant x = a, nous aurons pour la
longueur de I'arc de 45°, la valeur de cette
ferie...a(1—3 +71—I 4+ — 5+ &)
Mais comme les termes de cette férie dé-
croiffent encore fort lentement, il faut voir
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fi nous ne pourrions pas décompofer Yarc
de 45° en. deux autres arcs dont les tangen-
tes fuffent connues. Peu importe que le nom-
bre de degrés de ces arcs foit connu; pourvu
qu’ils faffent 45°, quand nous aurons calculé
leurs longueurs par le moyen de leurs tan-
gentes, en ajoutant ces longueurs nous au-
rons celle.de Tarc de 45°. Comme ces arcs
feront plus petits que 45°, leurs tangentes
feront plus petites que le rayon, & par
conféquent la férie fera plus convergente,
& plus facile a calculer.

Or ce que nous avons dit ( 4/g. 416 ) nous
fournit le moyen de trouver deux pareils
arcs. En cffet, nous avons vu que a & 4 étant

deux arcs quelconques, on avoit zang (a == b)
tang a -+ 5 -
SR | en fuppofant le rayon
1 —zang atang b

== 1. Donc {i nous fuppofons a =+ & = 45°,

auquel cas rang (a—+4) = 1, nous aurons

tang a +tang b

I— tfz))gvzz_‘t‘ingb

regles ordinaires, on tire zang b =

==1, ¢équation d’our, par les
1—zanga
; 1 -';— édﬂg [

Prenons donc zang a = 1; alors nous aurons

§ —t
ang b — —= =— z.

g x’+-;_ ; "

Nous n’avons donc qu'a calculer, par le

moyen de la férie ci-deflus, la longueur de
Parc dont la tangente x eﬁgou la moitié du

K 4
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rayon; & lalongueur de Tarc dont. la - tan-

gente x eft =; ces deux longueurs réunies

formeront celle de T'arc de 45°. Or en met-
a ~ o a

tant pour x,- , & enﬁnte—s-, on a....

a (1 T T 1 -+ :

2 3.2%  g.2% 7.2 9.2%  qr1.pte 15;1"&0‘
d(‘ + 1 I + L] 1 L

& 3 3. 32 5+ 3 7.35 © 9.3% 11, zlo 13 L"'&Cn

Si lon veut avoir les valeurs de chacun
de ces arcs, exprimées exaftement jufqu’a la
neuvieme” d”cxmaxe, il faut calculer les 15
premiers termes de la premiere, & les 10 pre-
miers termes feulement de la feconde. Or ce
calcul eft fort aifé a faire , en obfervant que
dans la premiere, on peut calculer et ter-
mes confécutifs, en formant d’abord une férie,
dont chaque terme foit égal au»prlécédpnt-

multiplié par ~ %, Ceft-a-dire, foit-le 4 duw

précédent on multiplie” enﬁute cette {érie
terme & terme , par la férie 1,3, 1,2, L5 &c.
enﬁn réuniffant les termes de numéro palr
entr’eux, & ceux de numéro impair, aufli
entr'eux, on retranchera la fomme des pre-

miers, de la fomme des derniers, & on
multipliera le refte parz—._ Parcillement le cal-

cul delafeconde, fe réduit A former unc férie,
dont chaque terme foit formé du précédent
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multiplié par -, ou par %, c'éft-a-dire, foit
- ) . b
la neuvieme partie du précédent ; on multi-
plie enfuite cette férie, terme i terme, pat
p et 1 ~ . - .
laoferle L, 35§53, 3, & ; & onopere en-
fuite comme pour la premiete , excepté
o RS R t
quon multipliera le ré{ultac. par— au liew
a .1 .
de —. Sil'on exécutc cetre opération en por-
tant Papproximation jufqu’a 10 décimales,
onaura pour la premicre .f(;:',f:ie—z-(o,gznq;zwo) s
ou a (0,4636476090); & pour la feconde,
I Cl ) N ;
7{0,9652516632) ou a ( 0,3217505544 ) ;
donc larc de 45°, qui eft la fomme de ces
deux-la , fera a (0,7853981634). Prenant
done le quadruple’, pour avoir la demi-cit-
r4 N . . - o
conférence., on.-aura a ( 3,1415926536 ) 3
dong le“rayon eft a la demi-circonférence s
(ou le diametre eft & 1a éirconférence) : : a:
¢ .6.3',14;5926.536.)r P11 Ti3,T415026536
rapport qui ne_differe pag d’une demi-unjté
d. cimale du dixieme drdre,” de “celui que
hous avons donné (Géom. 152 ¥, & que Ton
pourroit, tres-facilement, trouver encore avec
une beaucoup plus grande précifion.
I 1 2. Four troifieme exemple d’approxi-
mation , nous nous propoferons de trouver: le
logarithme d’un nombre quelconque. Mais,
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avant tout, il faut fe rappeller cc que nous
avons déja dit ailleurs ( (27); favoir, que les
Iovarlthmes dont il sagit ici, ne font pas
ceux ‘qu’on trouve dans les tables ordinaires.
Mais ceux-12 étant calculds il eft aifé d’en
conchure les derniers, comme nous le ver-
rons immédiatement aprés avoir enfeigné A
calculer les premiers.

Jimagine le nombre propofé, décompofé
en deux partics , & repréfcnté par a - x;
a €tant la plus grande partic.-Selon ce que
nous-avons dit (27 )> on aura dlog. (a - x)

"dx
===, quantit¢ qui ne peut éwre intégrée
algébriquement. Il faut donc la réduire en
{éric , & pour cet effet, la meetre fous cette

formc.. o dx: (a+x) Or ( u’/g 151y orr a

e L i e
Lo e ar £ "
=—E‘:———;—?+g—i-—;7 dolvad[(a+x)_

dx (& +x)‘~*(—;-j-:‘{.’f;;__,“l-\ xids &¢ )

donc en intégrant ," on a./ (a —l—- x) =
x -xz“;‘~x3'—-x

Tt &cc) + C. Pour

déterminer la conftante C, je remarque que

cctte équation devant avoir tou)ours lieu,

qudque foit x, doit aufli avoir lieu lorfque

X =203 or, dans ce dernier cas |, elle fe réduit

a la__ G donc € = la; donc l-(a - x) == la —+
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( Z— ﬁ. -+ x_= , &c. ) Connoiflant
a 2a* 3a? 4at

donc le logarithme d’un feul nombre , on peut

par cette {érie, calculer le logarithme de tout

autre nombre. Par cxemple, fi Uon fuppofe

a=10,& a4 x = 115 0naurd x = 1, & par

~conféquent% =, d’oul’on trouvera /11 ==
L
connoitre ce qu’on doit ajouter au logarithme
de 10, pour avoir celui de 11.

Mais comme la féric générale que nous
venons de trouver, n'eft fouvent pas affez
convergente, voici une autre maniere de sy
prendre. Propofons-nous de trouver le loga-
rithme d’une fra&tion dont le numérateur foit
plus grand que le dénominateur ; nous ver-
rons, dans peu, qu’on peut toujours réduire
a cela, la recherche de tout logarithme.

Repréfentons par a la fomme du numéra-
teur & du dénominateur de cette fraltion ,
& par x leur différence ; alors ( Geom. 301),
nous aurons ; @ ~+ + x pour le numérateur, &
i @ — 1 x pour le dénominateur ; & par confé-

;a+ix .
quent —— pour la fraltion; ou (en fup-
eI X

L\ a+x
7)o

primant le fa&teur commun fera

. +
cette fraltion, & par conféquent/ “== , ou
aq—X
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l{at+x)—1I(a—x) repréfentera fon lo-
garithme. Différencions maintenant, en re-
gardant ¢ comme conftante, & x feule com-
dx

me variable*; nous aurons (27) —

a-x
ou 2adx (aa— x x)*3

qui fe réduit & zadx
aa—.

réduifons donc (aaq — xx)*, en férie; &

(Alg. 151) nous aurons (aa — xx)*

2 x4 x& x%

———
==

e (1+Z+5 42 45 &) done
4
zadx(aa-—xx)-‘ =2q" dx (1 -+ —,—i—-f;—%-'
L a
8 dx x*dx xtdx
— —{——"1-' &c.) = 2 L e “+
« a @’
x".dx x8dx . radx
_____ e S At
- = &c. ). Donc [ —— e ou
a X x5 x7
2 . ..__..2 — R —_ -
Za«*c ( 3 ub g(z’+7(z7~% 9(19+&C)

-+ C. A 1égard de la conftante £ ', nous dé-
terminerons f{a valeur , comme ci-deflus, en

* Quoique cette fra&ion

pour la. (E)mme du numérateur
dOIVC re rcf&nter toute frac-
p

& du dénominateur , il fuffic,

tion propofye\, cela n'empé-
che pas qu'on ne puifle regar-
der la fomme @ du numéra-
teur- & du déhominateur, com-
me conflante, parce, quxl n’y
a pas de fr attion que {’on ne
puiffe préparer de maniére a
rendre la fomme du numé-
rateur - & du d"nominateur
égale 3 4 tel nombre qu’on vou-
dra. Par exemple , pour ame-

aner la fra@ion % A avoir r»

5

ayant multiplié les deux ter-
mes, par un méme nombre 7,

ce qui dopne 3.7 , de {uppofer
5

375 nou 8n_1 , d'on l’on

1
m;c n==4 =3, donc 3

-5, dont la fomme du nu-

numérateur & du dénominateur
eft, en effet, 12.
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examinant ce que devient I'équation , quand
x=0.0r, 2 feréduital? — .

> 3ors elle ; C;

donc C==/%=1/1==0; on a donc tout

a-x x x3 x5 x7

== 2 = - o 4 o+ &e)
a—x a 3al sat 747
ou 'on voit que chaque terme fe forme du

précédent, en multipliant celui-ci conftam-

fimplement /

T .
ment par le quarré de—ou du premier ter-

me ; puis on prend le premier, le;du fe-
cond , le +du troifieme , &c. & Pon double
la fomme,

Appliquons 2 quelques exemples. Cher-
chons, par exemple, le logarithme de 2. Pour
cet effet nous chercherons celui de la frac.
tion 2 : nous aurons donca=13, & x = 1

>
x x?
donc, — = &, & = == ;. Chaque terme fera
<a

3 2
donc trés-facile a former, puifqu’il ne s'agit
que de prendre lajpartie du terme précé-

x3 x3
&c.

dent , pour avoir la fuite = , =~ =
’ P a da3 ? @

ainfi nous aurons,

—=0,333333333. Donc—==0, 333333333
77==0,037037037. + . . —=0,012345679
:Ts:-o, 004115226, . . . ’:_;-_—- 0, 000823045

«7 27
a7 ==0,000457247. « + « S5=0, ©00065321
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9 x?9

X y -

5=0, 000050805, . . —-5==0, 00000564¢
x[l xlx
;.—‘:o,ooooo;&}g. + + A== 0, 0000005 13
x(; xl;

Zl—s:o,oooooodz,m STl 000000048
Zgzo,oooooooég. . I—j—‘;: 0, 00C000004
donc la fomme eft. . .. 0, 346573588 ; & le
double, qui doit étre log. 2, eft=0,693 147176,
qui, en fe bornant a 8 décimales , ( car
pour répondre de la neuvieme , il auroit
fallu pouflcr 'approximation plus loin) eft
C,69314718.

Puifque 4 eft Ie quarré de 2, & que 8 en
eft le cube, le double de ce logarithme fera
donc celui de 4 5 & lc triple de ce méme
premier logarithme fera celui de 8.

Pour avoir celui de 3, on peut calculer ,
de méme , le logarithme dc la fra&ion %, le-
quel érant retranché de celui de 4 donnera
celuide 3,puifque 3 eft 4 divifé par?, donc/ 3=
l 4 — 155 mais on l'aura plus facilement, en
calculant le logarithme de la fra&tion £, & le
retranchant du'logarithme de 8 que l'on con-
noit a préfent, le refte fera le logarithme de 9,
dont la moitié fera celui de 3. Ajoutant
celui de 3 a celui de 2, on aura le logarithme
de 6. Pour avoir celui de 5, on calculera d’a-
bord celui de 10 en calculant celui de 32,
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qui étant ajouté au logarithme de 8, donnera
celui de 10.Retranchant, de ce dernier , le
logarithme de 2 , on aura celui de s.

Cn voit par - 1a, cequ’il y aa faire pour
calculer tout autre logarithme. Mais il faut
remarquer , que le calcul devient de plus en
plus court , a mefure que le nombre devient
plus grand , enforte que des qu’on ales lo-
garithmes jufqua 10 feulement , on peut
calculer les autres jufqu'a 100, fans em-
ployer plus de trois termes de la férie, lorf~
qu’on fe borne 2 8 décimales : & lorfqu’on a

aflé le nombre 100, les deux premiers
termes fufhifent jufqu’a mille; & par de-1a, le
premier terme fuffit,

Pour favoir , maintenant, comment on ra-
mene ces logarithmes , a ceux des tables or-
dinaires , il nous faut préalablement avoir
le logarithme de 10. Or, fi Pon calcule le
logarithme de %2, par la formule précédente
on trouvera log%zzo , 22314355 5 ajoutant
a celui-ci celui de 8 que P'on a en triplant
celui de 2 qu'on a eu ci-deflus , on a
l10=2, 30258509.

I1 3. Celapofé, rappgllons-nous que 1’é-
quation dox = % fur laquelle (27 ) eft fondé
le calcul acuel des logarichmes , ne con-
vient qu'au {yftéme de logarithmes ou I'on

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



160 CouRrs

fuppofe le modu ¢ = 1 ; mais que ’équation

qui convient a tous les fyfitmes pofiibles

mady

de logarithmes, eft dx= ; & celle qui

convient a tous les fyflémes de logarithmes
ou on fuppofe que le premier terme a dela
progreflion géoméirique fondamcntale eft 1,

nd &
eft doc = '-y‘—y La premiere , favoir doxc = =

y
donne, en mtpgrant x =1y ; & la feconde,
favoir dx = 22 donne x = m ly , qu faic

voir , puifque x repréfente le logarithme,
que pour ramener les logarithmes que donne
immédiatement le calcul ; & ceux d’un autre
fyftéme dont le medule eft m, il faue mulei-
plier ceux - 1a par le module 7. Or le loga-
rithme de 10 dans les tables ordinaires, eﬁ 13
& nous venons de voir que le logarithme
de 10 tel que le calcul le donn: immédiate-
ment , eft 2 , 30258509 ; on a donc m x
2, 30258509 = 1 3 donc lc modulc m des
tables ordinaires , eft — 5557Eres qui fe réduit
(en faifant la d;whon) 20, 43429448,
Donc, pour ramener cux logarithmes des
tables , les logarithmes donnes immédiatement
par le caleul , il faur multiplier ceux-ci par
0, 43429448. Et réciproquement > pour ra-
mener les logarithmes des tables, d ceux que
donneroit immédiatement le calcul , il faut divi-

fer
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Jir ceux-ld par ©,43429448 ou, (ce qui ¢ff
plus commode , & revient aw méme , les multi-
plier par 2, 30258509,

Ainfi, fi on multiplie 0, 69314718 que
nous avons treuvé ci-deffus pour le loga-
rithme de 2, fi on le multiplie, dis-je, pae
©,43429448, on trouve o,3010300 pour
le logarithme de 2, tel qu'il eft en effet dans

les tables ordinaires.

114, Lerfqu'on veut tevenir, du logarithme; au nombre
méme; voici, comment on doit s’y prendre. Nous avons vy
tisdeflus , qu’en repréfentant un nombre quelconque, para-x

e . . X x? x3 x®
onavdit [ (a 4-x ) ===l a+(-- —~ = -, = — &
a

donc 7( g ex)— 21 oul
# x? x3 x4 . . .
— = — o — —=— &t. a éant un nombre arbitraire,
¢:1 . 24? 30} 444

mais tel que fon Jogarichme differe peu.de celui qui eft donné;
& qui eft {uppofe apparienit 4 @ + x. Failons, pour plus de fim-

C ey, a-+x x x? . x4
Phcxte, { ——— =7, & nous aurons y = — - — X .
a a 202 3a3 4at

&c. il gagit donc d’avoir la valeur de , en z.
. a
Suppofons que cette valeur puiffe €tre exprimée par :—z
, ‘ a
4{-1-‘-15’{2 4+~ C7p3+ Dyt & A, B,C, &c. étant deg

eoefficients conftants quil Sagit de déterminer. On aura
dong j=Ady+UB7P+Cp 4+ Div+ &a
12

aro 3 A B . BB .
- ﬁ'{‘—-L‘Ac §
3 2
34 B
A 5
m—-—-—{* 1
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Or pour que cette équation ait liew, quel que foit 7, il faue

1°, que 4 == 1; 2°. que la fomme des termes qui multiplient
chaque puiffance de 7 dans les autres colonnes foit zéro. On
: A3 BB

4 )
adonc B — —-ZO,C—AB+-—3~ =0, D-—— _4C+A*B-
2 2

+ . . b ¢ 1 T 1
- -=o;dol ontire B —= -, C== — ==
4 t 1 2 1.2 6 Te2s 3
3 - 1,
D= — = & fiI'on fuppofoit un plus grand nombre

24 1.2.3. 4.
de termes, tels que E7°, F7®, &c. dans la {érie, on trouve-

roit de méme, E == F = ! —
1e2.304e § T.2. 30 40 5.6
By 3
&c, on a donc —x—={+- S, -L._,. __ﬁi___.{.
) a 1.2 I, 2.3 o2, 3. 4
3 x a-+x
~— & D = =14 -
o2 3. 40§ G- one 1o 7 ou — =i+
2 3 4 S
K SRR ORI NIV (I X
1.2 .2.3 T.2.3.4 I 2.3, 40§

. Pour faire ufage de cette formule, on retranchera du loga-
rithme donné ( qui eft celui de @ 4+~ x ), le logarithine connu
le plus approchant, dont on prendra le nombre correfpondant

a4 -

pour a. Alors on aura / » ou 7, que l’on {ubftituera dans

. a4
Ia formule précédente : le réfultat fera la valeur de <75

5 d'ot
il fera facile de conclure @ 4 x, puifjue a fera connu.

Comme il sagit ici des logarithmes qui ont t pour snodule,
fi le logarithme donné étoit de la nature de cenx des tables or-
dinaires, il faudroit commencer par le réduire , ainfi que ceiui
que P'on prendroit pour logarithme de @, ( ou feulement réduire
Yeur ditkérence ) aux logarithmes actuels, ce que l'on feroit
comme il a ét enfeigné ( 112.)

Si Pon veut {avoir quel eft le nombre dont le logarithme
eft 1, dans le fyltéme de logarithmes dont il s%agitict, il faut

A~ - X
fuppofer j——,o0u ¢==1, & l'on aura ¢ QP
a a
1 1 1

+ + & que
. 2 107-03 x-2.3-4+l.2.3.4,5t~.—,-——-q.—
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{'on trouvera == 2,7182818, en f{e bornant & 7 décimales.

Le nombre dont le logarithme eft 1, fe rencontre fréquem-
ment dans les calculs : nous aurons occafion de le voir par la
fuite; & c’eft pour cette rzifon que nous venons de donner la
méthode de le calculer.

115. On peut avoir une autre expreffion d’un rombre par
le moyen de fon logarithme : la voicij foit x ce nombre, &
foit /x = 7. Si Pon multiplie le fecond membre de ceite équa-
tion parle, e étant le nombre dont le Jogarithme eft 1, on
mura [x = g/le, ce qui ne charge rien, puifque /e=1. Oz
équation /x =y e, fe change, par la nature des logarithmes
enlx=1c%y d’ot lon tire x =e ¥ puifque les logarithmes
étant égaux, les quantités auxqueélles ils appartiennent, doivent
€ire éoales.

Selon ce que nous venons de voir (i14), fi 'on a Ix=, on a x=

142 . {’ ~+ &c.Puisdoncqu’ona, en méme temps x=ez;
: 2 53 4
manra e =t e ppe S L i + &o
1.2 I.2.3 1.2.3.4
Remargque.

t16. LA méthode que nous venons d’employer pour conclis=
tela valeur de x, de P’équation § == I & s'appelle Me=
«

thode inverfé des féries, Elle confifie, comme l'on voit, i
fuppofer 1a variable dont on veut avoir la valeur, exprimée
Par une férie, op lautre variable ait des expofanis en progref=
fion arithnzttique, & oft chaque terme ait un cocfficient conf=
tant indeterminé.

. Si Pon avoit plufieurs termes en x & en 7 dans la méme
quation, mais que x & 7 ne fuflent pas multipliés entr’eux
on détermineroit la férie des expolancs en faifant expofant du
premier terme de la férie fuppofée, égal au plus petit expo-
ant de Ja méme variable dans I’dquation; & on prendroit ,
Pour différence commune des expofants de Ja méme (érie, le
Plus grand commun divifeur des expofants de cette mémé

Varizble dans Péquation. Par exemple, fi javols (T3 7 =t
, ; . . 2 4
“‘"'ixz-*-%x‘ - &c; jeferois x == A7 4 Bz Cii 4=

2
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s .

Dz5 + Ez* 4+ &c, parce que le plus petit expofant de g eft!3
& que le plus grand cemmun divifeur des expofants ;1 & 1, deyz,
eftl

Mais fi les x & les 7 étoient multipliés entr’eux, alors il
faudroit fuivre une méthode dont le dérail n’eft pas trop de
notre objet ; on peut la voir dans les ouvrages de Newton, &
dans ' Aralyfe des lignes courbes de Cramer.

Ulages des Approximations précédentes ,
pour Lintégration de diverfés
guantités.

117. CoMME on a des tables toutes
calculées, des différentes parties du cercle,
ainfi que des logarithmes ; lorfqu’on aura 3 in-
tégrer quelque différentielle qui pourra fe
rapporter au cercle, ou aux logarithmes, il
fera inutile déformais de réduire ces diffé-
rentielles en féries. Ce qu’il y a de plus utile
a faire aGtuellement fur cette matiere, eft de
faire connoitre celles de ces différenticlles
que lon rencontre le plus fréquemment, &
de faire voir comment on détermine les arcs
de cercle, oules logarithmes quien font

Yintégrale. En voici des exemples.
I 18. Nous avons vu (99) quc—"fﬁc—:
Vax—xx
exprimoit I'élément d’un arc de cercle A
( Fig. 40) dont a feroit le diametre, &

Yabfcifle ; enforte que lintégrale de cette

tadx
== a pour expreflion l'aré
dX=—XX%X

quantité ou f vz
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A M. Suppofant donc que I'on demande lx
valeur de cette intégrale pour une valeur
déterminée de x; alors de CA4 ou I a, on re«
tranchera la valeur connue dexou AP, & 'on
aura CP, Dans le triangle reGtangle CP M,
on connoitra donc I'angle droit, I’hypothé-
nfe CM=1a, & le c6té CP; on pourra
donc calculer I'angle 4CM; or connoiffant
langle ACM, ou le nombre de degrés de
larc A M, & fon rayon CM, il eft facile
de calculer la longueur de cet arc (Géom.

153 ).

. . hdx
119.Si Ionavmtl/g_ki—}):_.x—x,b,g,p,&fc
étant des quantités connues; on rendroit
cette différentielle,, femblable & la précé-

dente, en divifant d’abord , haut & bas, par
B

. . _dx
Vp, ce qui donneroit __v? ou 2
dx —X-XXx

—&r - .. F .
7z sor {i Pon avoit ici, pour multi-
—X-XX

pgicateur de dx, la meitié de la quantité
gk . .. .
> quimultiplie x dans la radical, alors certe

différentielle feroit {femblable a celle de lart.

précédent; donnons-lui donc cette condi-

Uon, en multipliant & divifant en méme
L
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3

3 3 Vo

temps par I . £ ou £2; nous aurons Q;q

g_:_' dx ., g__dx 1p
_‘_217 L 2pn 2 p D

————0U k' 7 ~ . Dans cet
}/éfﬂf—xx gwe Vg-kx—xx»
I . v P .
érat, on voit que lintégrale de notre dif-
férentielle, eft un arc de cercle dont le dia-

3 ) . .
metre eﬁg—P— & labfcifle x; eft, dis-je, cet

arc multiplié par g—zkf,—ﬁ; elle eft donc facile &
afligner, par ce qui vient d'¢tre dit.

I 20. Si au lieu de compter les abfciffes
depuis le point 4, nousles euflions comptées
depuis le centre ¢!, en nommant 5 le rayon
CA, & x I'sbfciffe CP; nous aurions eu
,;ff_x; pour U'élément de 'arc A M ; ce que
' bboxx
I’on trouve aifément en comparant les ¢rian.
gles femblables CP M, Mrm, & fe rappek
lant que PM = V35xx, & que, puifque
Parc A M diminue a mefure que CP oux
augmente , fa différenticlle doit &ctre néga-
tive. Ainfi quand on aura une différenticlle

kdz
telle que —= =, on la changera comme
’ 14 h-pxax
. k dx h :
ci-deflus, en — — e ; or & repréfell‘l

v 4 Vg/z 2
- e XX

2 .
tant ici, bb, la quantité — b qu’on doit avolt

[SNRY
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E.o-

dans le numérateur, et — J/£-; je mul-
. . - . P

tiplie donc & je divife en méme temps,

k h
v TVE©

h oy .
par——l/g;&jal Zhe —
—V & gh
Ve V;' — %%
Donc en fuppofant que CA = V%,h, &

k
Vp >
CP, x,on aura—-—pﬂ——- x AM, pour l'in-
g/ k

—

P
tégrale, ou plus généralement _1‘//?;_”——
4
xAM +- C, ou —‘/—_».'571 x AM 4 C.ATégard

de la conftante C, ‘elle fe détermine par les
conditions de la queftion particuliere qut
aura conduirt a la diffiérenticlle dont il s”agit 3
& larc AM fe détermine comme nous ve-
nons de le dire (118); C'eft-a-dire, par le
calcul du triangle CP M, &c.

I21. Nous avons vu (111) que acds

. . dd4+~XX
exprimoit un arc de cercle dont a eft le

fayon, & x la tangente, arc que l'on peut

déterminer aifément pour une valeur déter-

minée de x, en cabculant langle 4 CN du

triangleretangle ACN, (Fig. 46), puis la lon-

gueur de l'arc 4 M par le moyen du nombre

des degrés de l'angic 4CN & du rayon a.
L4
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. . X o 8 q
51 done on avoit FFaraso on diviferolt,

. .k
haut & bas, par £; ce qui donneroic T

dx | puis multipliant haut & bas, par

8 rxx K, o8, 8% ix
/zbz 2 P 3 h .
8 N b 2 X 452 ou bzx-bz 3
=, on auroxcg_':_ g}z rxx B g/x, xx

on auroit donc lintégrale, en calculant Ila
Jongueur de l'ar¢ qui a x pour tangente; &

5.;.5’_" pour rayon, & la multipliant par ;—I;..

1 2 2. Ces trois différentielles s’intégrent
donc par les arcs de cercle. En voici qui
sintégrent par le moyen de la furface du
cercle,

L’¢lément du demi- fegment 4 P M,
(Fig. 40), et dx 1 s sz ennommant AP, x,
puiffue y =1 2x — 2 & par conféquent y dx
ou Ppm M=dxy sx— xx; donc toute difté
rentielle qui aura cette forme, ou qui pourra
y €tre ramende par des préparations fem-
blables & celles que nous venons d’indiquer
g'intégrera par le moyen dun demi-fegmene
de cercle dont I'abfcifle eft x & le diamecre aj
fegment qui eft facile 4 déterminer, tant par
ce qui précéde, que par ce qui a été dis
{ Géom. 153 ).

12 3. Par exemple, i 'on veut avoir la
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furface du demi-fegment elliptique 4 M P
(¥ig. 47); onauray = —Z-Vm; donc ydx
oud(APM) ==b~“-ii. V anax} OF dx V ax-xx €X~

prime I'¢lément du demi-fegment circulaire
AP M, en fuppofant qu'on ait décrit un
cercle fur 4 B, comme diametrc ; an a dong

d( APM)= ‘Z- d( APM'); & en intégrant,
APM— % 4PM',quidonne APM: APM':

b:a; c'eft-3-dire, que lafurface du demi-feg-
ment elliptique, eft a celle du demi-fegment
circulaire correfpondant, comme le petit axe
eft au grand axe; d'oltil eft aifé de conclure
que la furface entiere de lellipfe, cft a celle
du cercle décrit fur fon grand axe, comme
le petit axe eft au grand axe. Cleft ce que
(108) nous avons promis de démontrer.

Si au lieu de compter les ahfciffes depuis
le point A, ( Fig. 40) on les compte du cen~
tre C, alors nommant CA4, b, & CP, x; on
aura — dx V'jjxx pour I'élément du demi-
fegment APM ; parce quialors, y =1"55.xx
& que le fegment 4 P M diminue pendant
que x augmente , ce qui rend la différentielle
de 4 P M négative.

Voici un exemple d’une différentietle qui
fe rapporte a cette forme.

I 23, Propofonsnous de trouver la fur-
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face du fphéroide elliptique alongé. La for-

mule générale de ces fortes de furfaces, eft
2y 432y (98); or équation de Pellipfe

55 _ b
etyy = — (faa—=xx); donc y = — x
xdx

S b
V%aa-—xx & d‘}/ ] -—-—;X g —— dOHC

i
;aa——xx

<y —_— . ch ———
-;- dez+dyz Py dCVlent ;—(.l X V%d a—xx R

2 2 - .
de N LN LL , ouen faifant la multi-

aa  faa-xx

plication indiquée , réduifant, & faifant for-

. . chd -
tir dx* hors du radical , =

e bbxx
F4a-xx.
ra 3 + La ?

ou cfjx V‘x“h"“’i:"i’ff; or fi 'on nom-
me k la diftance C ¥ au foyer F( Fig. 48), on
akk=13 aa —3bb, oughk=aa— bb
( Alg. 291,41 ); donc 1'élément de la furface

. crtdxl/%f_-‘%l:/fix ou %Vﬁa‘ e kkaxx
Divifons fous le radical par 4 k &k & multi-
plions au dehors par fa racine 2 k, nous au-

" BT

rons “w"‘lﬂr.Vﬁf‘l_.xx quantité¢ a laquelle
raa ki 91 q

il fave donner le figne — pour quelle ex-

prime la furfoce comptée depuis le point A,

parce que cette furface diminue a mefure

. . . zcﬁktfx

que x augmeate; ainfi nous avons — —

Faa
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Vr’za"' .. Comparant donc avec — dx

——

kk
V #i—=7que nous venons de voir étre I'ex-

preflion d’un demi - fegment circulaire dont
le rayon eft 5, nous en conclurons que lin-

tégrale de — dx ijaﬁ[;_ —x x5 cft un demi-
fegment de cercle O P M dont le rayon eft

:IZ‘{, & dont I'abfciffe prife ducentre, eft x;
que cette intégrale , dis-je, eft égale a ce
fegment plus une conftante. Donc fi d'un

raa > . .
rayon CO= 1—%, c’eft-a-dire , troifieme pro=-

portionnelle 3 £ F & & C 4, on décrit le cer-
cle ON R, on aura f— dfof%‘.;:_xx ==

OP M+ Csdonc f— X2/ aw T

raia kk

lr“&LXOP]V[/"‘l“ zcbkxc.

aa raa

Pour déterminer la confltante C, il faut
remarquer que la furface cherchée, devant
commencer au point A4 , doit étre zéro a
ce point; or au point A4, le demi - fegment
OP M devient O A N; on a donc o ==

chk bk s < 1o .
YO AN+-2ZC, don Pon tire Ce==
— O A4 N; donc Vintégrale complete eft

Faag raa

1chk ; 2chk 2cbk
e —— / u
e oPm—2 04 N, ou
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(OPM'— OAN), ou enfin’ss (4 P M N),
Donc la furface du demi- fphéroide , fera
’—C-bi(ACRN)-, ou puifque CO= $ag s &

raa k

, 2 k 1
que par conféquent —=—=,cette furface

fera—j—xz—g—o—xACRN, oufr—x-g g xACRN;
& celle du {phéroide entier, en eft le double.

Quant 4 la maniere de détcrminer le rayon
CO, elle eft fimple; du point C comme cen-
tre, & durayon CA, on décriral'arc 4 L, qui
coupe, en L, la perpendiculaire F L élevée
fur CA au point F; on prolongera € L jufqu'a
ce qu’elle rencontre en N la perpendiculaire
AN, élevée au point 4 ; ce qui donnera
C N, pour la valeur cherchée de C O, ou pour

ii’; ; en effet , les triangles femblables CFL

& CAN,donment CF: CA::CL: CN,
ouk:la::1a: CN=7’~—‘;-‘5—=CO.

Cette détermination peut étre appliquée
a la mefure de la furface de la carene des
vaiffeanx , que Pon peut comparer 3 celle
d’un ellipfoide , plus légitimement que leur
folidité ne peut I'ére dcelle du méme ellip-
foide. Toute 'opération fe réduit a calculer
I'angle A4 ¢ N du triangle refangle C4 N
dont an connoit deux cotés , outre langle
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droit ; alors 'angle N C R devient connu, &
on peut aifément en conclure la furface du
fedeur NCR, a laquelle ajoutant celle du
triangle CAN, ona ACRN qu’ilne s’agit plus
que de multiplier par= x%% Quand on a la

furface de la carene, en la multipliant par
Pépaiffeur du foufflage , on a la folidité du
volume dont la carene eft augmentée par le
foufHage.

I24.Alégard des quantités qui fe rap-
portent immédiatement aux logarithmes , ce
font toutes celles dans lefquelles la différen-
ticlle propofée, eft, ou peut étre rendue ,
une fraétion dont le numérateur foit la diffé-
rentielle du dénominateur, ou cette différen-
tielle multipliée ou divifée par un nombre
conftant.

Lorfque le numérateur eft exallement la
différentielle du dénominateur , intégrale
et le logarithme du dénominateur ; ainfi
f‘%{ = [x+C; [ 4= =/ (a+4x)+ C;

a+x

S =1(aa +xx)+ C.

ad—+4xx
Mais , lorfque le numérateur eft la diffé-

tenticlle du dénominateur , multipliée ou
divifée par un nombre conftant , il favt
décompofer la différentielle propofée , en
deux fateurs dont I'un foit une frattion qui
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ait pour numérateur la différentielle exacte
du dénominateur , & dont lautre fa&eur
foit un nombre conftant. Alors Fintégrale
fera le logarithme du dénominateur variable,
fera, dis-je, ce logarithme multiplié par le
facteur conflant. Par exemple , pour intégrer
;i:f;%‘;; comme la différenticlle de @* = x?
eft 3x* dx, il faut que je prépare ma diffé-
rentielle de maniere 4 avoir 3 x* d x dans le

numérateur ; pour cet effet , je Péeris ainfi
. 3 .
@ 324 dont Tintégrale eft £ /(g + )
b

G xt?
-+ C
. . (iT 1 -—y(lm
H v
Parcillement /' ——- = [—, — ]

[e— 1 a—x

(a—x)+ C=0—Il{a—x)+ C=/1 —I
(a-——-x)—%—C’:l(-:‘:;-—%—-CDeméme/ "

ad—-f-xx

1 xdx PN
72 qa+%x ==ii(aa+xx)4+C=IV suyzx
ax?~t (I.X.' a n/,xn-l d.‘X’ a
-+ Cn En;luj k:ﬁ:‘z—x"u __f.);z-' m,ﬂ, e _;,T

l(k+bx"(+C=Z(k+bx")_;’;+c,
Voici un exemple de la maniere de décer-
miner ces intégrales en nombres. Suppo-
fons quon demande la valeur de/(a+ x)
(a étant g ), lotfgue x = 2, Cleft donc / 7
quil faur avoir. Je prends dans les tables
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ordinaires le logarithme de 7 , qui eft
0, 8450980 : je le multipliec (113) par..
2,30258509 0u2,3025851, &jai 1,9459100
ou 1,94591 pour la valeur de / (a+4x) ou
de lintégrale de a—"%(, lorfque a=5, &

x fron— 2'

On rencontre, quelquefois, des différentielles qui s’integrent
direG@ement par logarithmes , quoijue cependant elles ne
puiffent pas étre préparées comme les précédentes; par exem-

X
———— eft dans ce cas. On réuflit quelquefois 3 leur don

ple,

V xsx 1
ner la forme différenticlle logarithmique en eflayant de les
multiplier par une fon&ion de x, telle que le produit devienne
la différentielle de cette fon&ion ou cette méme différentielle
multipliée ou divifée par un nombre conftant. Alors en divie
fant par cette méme fon&ion, la différentielle (eroit évidema
ment une ditférentielle logarithmique. En appliquant cette

dx
reflexion 3 V—_-*—I » je la multiplie par x- 3/

xXx xx—-x,&

xdx

5.

Jai

————+dx, qui eft en effet Ja didférenticlle de
14 X% —1 xdx
dx ;I’x-—%—
x4 s enforte que j’ai I ==
V xxa-12 q ] fox-——-I /
“-"V.ax-—(_

xXx-t

—':l(x—i-lfxx——lrj"l"‘c.
dx

Ontreuvera de méme Pintégrale de —%*__. en multi,
Vices eV =3

Piiant dabord haut & bas par v'— 1, ce gai donne ;/M_xT;
dont Pintégrale , felon ce qu'on vient de Voirw, eft

V=1 l{x+Viex—i)+C.

I25. Nous avons promis( 83 ) d’expli-
quer comment il arrivoit que la regle fon-
damentale de Vintégration des monomes ,
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donnoit une quantité infinie pour I'intégrale
de ‘{; , tandis que cette intégrale a pour ex=
preflion /x, ou du moins/x - C:

. a : .
L’intégrale de fpeut étre finic ou infis
nie, felon la portion qu’on veut en avoir
Pour éclaircir ceci, remarquons d’abord que
ptendre Tintégrale de ‘-i—xn’eﬁ autre chofe
que quarrer Ihyperbole ordinaire, confidé:
rée par rapport a fes afymptotes. En effet;
Véquation de cette courbe eft xy=aa; ou
xy =1 en fuppofant, pour plus de {impli-
cité, a==1, Or de cette équation on tire

J= ix 5 donc I'élément y dx dela furface

devient iI;x sdonc {i Pon veut avoir les efpaces
comptés depuis I'afymptote 4 Z ( Fig. 49) ,
Vintdgrale de “ou lx ~+C doit étre telle
queelle devienne o, lorfque le point P
tombe au point 4, ou lorfque x=o0; on 4
donc alors o+ C=o0, & par conféquent

=—/lo; doncl'intégraie eftlx — lo ou / = §

ceft-a-dire , que les efpaces Z 4P MV
comptés depuis Pafymptote font infinis 4
Z & V eérant fuppofés les extrémités de I'a-
fymptote & de la branche correfpondanjﬂ

¢
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de I'hyperbole ; ce qui n’a rien de furpre«
nant.

Mais fi, le point O étant le fommet de
Ihyperbole , (‘auquel cas P'abfciffe corref=
pondante 4 /' == 1), on veut avoir les ef=

aces comptés depuis le point N ; alors
I'intégrale [ x -+ Cdoit étre telle qu'elle de-
vienne zéro , quand le point P tombera fur
le point IV, ou quand x =1; on a donc
{ 1 =4 {== 0, & par conféquent C=—/1—=0,
donc les efpaces N O M P font exprimés
par /x. 7 '

On voit par-1a 1°. que les logarithmes que
donne immédiatement le calcul , expriment
les efpaces hyperboliques compris entre
Yafymptote & la courbe , & compté depuis
le fommet O de la courbe. 2°. Que i linté-

grale de flf oux ~*dx , prifc d’apres la regle
fondamentale , eft infinic , et quelle ex«
prime les efpaces comptés depuis loriging
des afymptotes.

126. Pour donner quelque application
des intégrales par logarithmes , propofons-
nous la conftrution des cartes réduites,

Ces cartes ont été imaginées pour facili=
ter la rédution des routes , dans la naviga-
tion, La route que Yon fuit (au moins pen<
dant un certain temps), eft toujours dirigée
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fuivant un méme rhumb de vent ; & par
conféquent , fait toujours le méme angle
avec chaque méridien que lon traverfe
fucceflivement. D’ott il fuit que fi 'on vou-
loit tracer cette route fur les cartes ordinais
res , ou les méridiens concourent en un
point, elle feroit une ligne courbe , & par
conféquent peu commode pour les opéra-
tions que l'on a befoin de faire. On a pré-
féré de repréfenter les méridiens par des
lignes droites paralleles, afin que la route
qui fait un angle conftant avec ces méris
diens, fit une ligne droite.

Mais , en fuppofant que 4 M P, amP
(Fig. so) font deux meéridiens; A4 a, une
portion de I’équateur , comprife entre ces
deux méridiens, & M m la portion corref-
pondante d’'un parallele quelconque; on voit
que lintervalle M'm' qui (Fig. s1) repré-
fente, alors, 'arc Mm, eft de méme gran-
deur que A4’ @’ qui repréfente la portion cot-
refpondante 4 a de I'équateur , quoique i m
foit plus petit que A a, dans le rapport de
P MaCA4;ce qui eft facile a voir en me-
nant MP', mP’, AC & a C perpendiculaires
3 CP; car ces lignes forment avec les arcs
Aa , & Mm , des {e&teurs femblables C 4 a
& P Mm.

Pour compenfer l'augmentation que l'on
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donne 3 Mm, en le repréfentant fur la carte,
par M'm’ , on repréfente la lacitude & M,
ar une ligne 4’ M’ plus grande a I'égard
de 4’a’ que A & neleft a Pégard de 4 a;
plus grande , dis-je , dans un certain rap-~
port; & c’cft ce rapport que nous nous pro=
pofons , ici, de déterminer.

Soicnt donc M & R deux pcints infinie
ment voifins fur le méridien 4 v 5 A m, Rr
les deux portions correfpondantes de deux
paralleles. Si F'on veut repréfenter Mm , R r
par des lignes M’ m’, R’/ égales a celle A'd
qui repréfente 4 a , & conferver néanmoins
le méme rapport entre les parcies de chaque
parallele , & celles du méridien , il fauc ren-
dre I'intervalle infiniment petic M'R’, qui {é-
parera M’'m’ & R'F, le rendre, dis-je , d’aus
tant plus grand a I’égard de M R, que Mm
eft plus petita 'égard de A a; Ceft-a-dire,
gion doit avoir M R': MR :: Aa: Mm : :
CA::P'M:: le rayon, elt au cofinus de la
latitude A4 M.

Nommons donc la latitude A M, s} la
droite 4’ M qui la repréfente fur la carte,
(& qu'on appelle la Lazitude croiffante) ,
nommons-la s'. Pofons le rayon C A4 ou C M
=1; CP' oule finus de la latitude A4 ==x.
Nous aurons PM=y""T—xx; MR=ds==

2
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dxz dx R
Doncds': —= : 11 V1 ;
V 1—zxx Vi-xx ?
d X
& par conféquent ds' == —"—, Ti s’agit donc,
' 1 XX

pour avoir s', d’intégrer la valeur de d+',

. dax
ceft-i-dire , ——. Or nous avons vu (112)
2adx f—x& . s . .
que ——, venoit de la différenciation de

@ =4 1dx . . .
{ ; donc—— , vient de la différencia-
a—x e

tion de /%

dx l‘—x. . .
de—— ,qui cft la moitié de
}—l I~ x

2

3 & par conféquent lintégrale
1
<, fera

2 ¢
I—xXXx
1 X
; on aura donc s/=1%] ~£5 —

I - [ — 2

ZVJ_‘_*‘_*L; intégrale a laquelle il n’y 2
I-— X

point de conftante 1 ajouter , parce que

Yorfque x = o,! VH—g , devient [V 1,

Ie—x

ouli, ceft-adire, 0; or s , ou la droite
A" M doit en effet étre alors zéro, puifque
Varc 4 M quelle repréfente cft zéro , quand
x eft zéro.

Obfervons, maintenant , pour rendre cette
expreflion plus commode , que le rayon I
cft le finus de 90°; & puifque, par o, nous
avons entendu CP ou le finus de la latitude
A M, nous aurons donc, au lieu de s’ =

IVH-X, cette autre ¢quation , s =
I
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log. VJ}?&;‘#JE‘_‘,’Z’{ Or (Géom.286) fin 90°—

ﬁn 9o°—ﬁnA.W1

SinAMjin 90°4finAM: : tang (45°—*AM):
sang (45°~4% A M ; donc 422t Jn A8,
mng(4$°+§f!ﬂ{) s done s'=log ﬁn 909 E—ﬁ’z_*_ 1 A/}[)
Tl cs Zlog. tang ( 4s° 3
zang'(‘%i nA ang( 45°—LAM)®
Mais zang (45° — 3 AM) 1 1 : 1 1 : cot (45°=—
1 AM),(Géom. 280). Dailleurs cor ( 45°——
A M) = tang (45°++ A M), parce que
45°— 2 A M eft le complément de 45° v
+ A M, puifque 45° — > AM == 90°— 45°—

¥

sAM;onadonciang4s®— T AM:1:: 12

tang {45° =+ A M); donc zazzgz(zf;"——% AM=

1

tang (45° ~+ 5 AM)
s'onas'=1log. V iang (a3c+ L A M) 5 Celt-2-
dirc , 5" = log. tang ( 45°+ 1+ AM), ou s’ =
log. cor (45°— 2 AM). Or 45°—1 A4 Mett
la moitié de 90® — A4 M, qui eft le complé-
ment de la latitude ; on a donc enfin la lati-
tude croiffante s'==log. cot (% complément de
la latitude.

On prendra donc, dans les tables ordi-
naires, le logarithme de la cotangente de la
moitié¢ du complément de la latitude , &
Payant muleiplié (143 ), par 2,302¢8509 , le
produic fera la latitude croiffante , exprimée
en partics du rayon.

Mais comame il eft plus commode d’avoig

M3

. Subftituant cette valeur dans
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1a latitude croiflante , exprimée en degrds,
voici comment on la déterminera, Nous
avons vu (111) que la longueur de la demi-
circonférence d'un cercle dont le rayon eft 1,
eft 3,1415926 &c. ce nombre étant di-
vifé par 180, donne 00174533 pour la
fongucur d'un degré. Il n’y a donc qua
chercher combien de fois cc wombre eft
contenu dans la latitude croiffante que nous
venons de déterminer ; c'eft-a-dire, divifer
cette latitude croiffante, par c,0174533; le
quotien exprimera la latitude croiflante, en
degrés. On a donc la latitude croiffante,
exprimée en degrés,par. . . . ... ...
z.;oszgogXlog.cot(}comp'.delizi_z.Mais en divie
0,0174533

fant 2, 30258500, par 0,0174533 , on trou-
ve, pour quotient, 131,9283 en f¢ bornant
a quatre décimales. Donc pour avoir la lati-
tude croiffante , exprimée en degrés-, il faus
prendre dans les tables ordinaires , le loga-
rithme. de la cotangente de la moitie du com=
plement de la latiude |, & le multiplier par
131, 9283, Le produit fera le nombre de
degrés & parties de degré de la latitude
croiffante,

Par exemple, fi je veux avoir la latitude

roiflente qui convient & 40° de latitude
fimple ; je prends la moitié du complément
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de 40°; ceft-a-dire, la moitié de 5o°,
ou 25°% Le logarithme de la cotangente
de 25°, eft 0,3313275*, qui érant muluplié
par 131,9283, donne 43,7115, ceft-a-dire,
43°,7115 , 0u 43° 43", Cleft ainfi qu’on peut
calculer des tables de latitudes croiffantes.

127. Ceft par un calcul a peu pres fems-
blable , que Fon peut déterminer la diffé-
rence en longitude , lorfqu’on connoit la
latitude d’arrivée , celle de départ , & le
thumb de vent. Voici comment on y par-
vient,

Soit O Q M ( Fig. s2) la route qu'on 4
fuivie; Q le point de départ; O4 I'équateur;
AMP & amP deux méridiens confécutifs,
infiniment voifins 'un de l'autre. En imagi-
nant 'arc Mm, parallele  'équateur, le trian-
gle infiniment petit mMr fera re&iligne &
reftangle en m ; par conféquent , on aura
mr:Mm::1:tang mr M, en fuppofant
toujours le rayon==13; donc Mm=m r x
rang rm M. Or fi Yon compare la figure 52
ala figure 50, on a(fclon ce que nous avons
déja vu dans la queftion précédente ) M m :
Aa::cof lat: 1, ceft-a-dire, mrx tang
mrM:Ada::cof lar : 1.

* Comme nous avons fup~ rithme du rayon , qui eft
pofé le rayon, égal & Punité , 10, coooooo ; cleft - i - dire,

il faut diminuer ces logarith- Ster 10, de leur cara&érifs

Mes de tangemtes , du loga- tique.
M4
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Nommons donc x, le finus de la latitude

AM (Fig. 53); fon cofinus fera TN
L’arc mr qui eft la différence des deux lati-

tudes ar & A M, fera la différenticlle de
Varc AM , & aura pour expreflion _4x

v 1 —xax
(126). Nommons de plus, a, Pangle mrM
que la route fait avec le méridien , ou le
rhumb de vent; & 7z, la différence BA de
longitude , ce qui donne Aag ==dz ; alors la
proportion que nous venons de trouver , {e
— tang a: d{‘ R VAEpOES ¥

] XX

d’ot l'on tire d{—-— tang a. T—“ Mais nous
venons de voir , dans la queftion précé-

dente , que lintégrale de , ¢roit
1~ 2

change ¢cn

1 -

1 gL+ X, X
34 —— 5 nous aurens donc g == jtang a. !

-+ C.

Pour déterminer fa conftante C, obfer-
vons que lorfque 7 =0, ceft-a-dire, au
point de départ, la latitude 4 M, devient
la latitude B Q de départ. Nommons donc ¢
I finus de cette latitude. Il faut donc que Ia
conftante C foit teile, quen mettant ¢ pour X;
onait7 == 0, Cna donco==Irtang a. 1’_’%

~+ C, & par coanu\,nc C=-—-— T tang a.
I-l-t

_!-o

| RS

-+
; — . Done 1—x tang a. ! -—~x =1 rang o

z

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}


file:///tang

or MATHEMATIQUES. 18

1 z T4 x I+t
I~L=='[(ZIZ a (ll —_— ] —
I~ LI gre—] 1 —Xx

+ X I+ ¢
tan a< / itx ) V )
‘g [-! [ —x el 4
Or en raifonnant précifément comme
dans la queflion précédente , nous trou-

verons que f/_‘_"i'_i fc réduit & cot. (£ com-
1 — X

plément de A M); & par la méme raifon

VL:;L > fe réduit 2 cor. (% complément

I —¢

de BQ), donc 7, ou a différence en longi-
tude , = rang a’ log. cot (% compls. de lat, dar-
rivee ) — log. cor (+compls de latir, du départ));
ce qui donne une regle fort fimple , pour
trouver la diffirence en longitude, foit par les
tables des laritudes croiffantes, foit par les
cartes réduites , quel que foic d'ailleurs le
rhumb de vent.

Par La TABLE DES LATITUDES CROISSANTES.
Cherchez la laiitude croiffante qui convient d la
latitude darrivée. Faites la méme chofe pour la
latitode du désart. Prenez la différence de ces
deux latitudes croiffantes , ( ou leur Jomme, [z
les latitudes font de dénominazion differente ), &
multipliez-la par la rangente du rhumb de vent.

cus aurey en degrés , minutes , &c. la diffés
rence en longirude.

Par vzs Cartes RELUITES. | . Cherchez fur
Is méridien , la latitude & arrivée ) & celle du de-
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part. Elevez par Lextrémité de chacune 4 une per-
pendiculaire qui rencontre la route prolongée. La
différence de ces deux perpendiculaires, portée fur
Lechelle des longitudes , vous donnera, en de-
grés , minutes , &c. la différence de longitude.

En effet , 4Q ( Fig. 53) étant le méridien;
OL la route; A Q, AP,les deux latitudes
croiflantes; P Q ou R T eft leur différence;
or dans le triangle re&angle SR T ,ona
r:2ang TR S:: RT: TS;donc TS=RT
x tang TRS ; or RT eft la différence des deux
latitudes croiffantes, & Vangle TRS eft égal
a l'angle de la route avec le méridien.

La ligne courbe Q M (Fig. 52 ) qui marque
1a route du vaiffeau fur la furface du globe,
s'appelle Loxodromie.

A quelque endroit de la route que I'on fup-
pofe le point M, le triangle Mrm a toujours
les mémes angles, puifque Vangle mr M eft
toujours le méme, & que l'angle m eft droit;
il y a donc toujours méme rapport de Mr
amr, que du rayon au cofinus de I'angle
mrM que nous avons appellé a. Donc le
nombre de licues courues fuivant QM , eft
au nombre de lieues courues en latitude,
c’cft-a-dire , au nombre de lieues de IM,
comme le rayon eft au cofinus du rhumb de
vent. Ce qui fert a déterminer la différence
en latitude , quand on cennoit le rhumb de
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vent & le nombre de licues de la route.
Cette méme proportion fert aufli a trouver
le thumb de vent, quand on connoit la dif-
férence en latitude & le nombre de lieues
de la route. Bien entendu qu’on réduit en
lieues, les degrés de la différence en latitude ,
a raifon de 20 lieues pour un degré.

De la maniere de ramener (lorfque cela eft poffi-
ble) lintégration d'une differenti: lle propofée
@ celle d’une qutre différentielle connue , & de
diftinguer l.s cas ou cela fe peut.

128. Ncug nous bornerons 3 expofer la méthode, fur les
diffrentiz] es binomes il fera aifé | enfuite, d’en fuire P'applica-
tion aux dirtérentielles plus compolées.

Suppofons d’abord , que la différentielle propofée , foit
heidi (a ~bi*)p, & que x™ do{ a4+ bx")2 foit celle dont
ells doit déperdre 5 c’eft-3-dire , fuppofons d’abord que les deux
expefants du binome [vient les mémes,

On {uppofera fhxs d . (a+ix")?:(a+bx")},+ 1(Axk

— . m M\ e
+ka q+ ka : zq+"..P'(]<+sq)+fo dx{a+-5bx™)p;
k & g 4tart dec expofants inconpus; £, un nombre entier
pefinfs A B, €, #. R &c. des coéfficients conflznts, pareil-
lement inconnus, En difff renciant, on avra hxs dx (a~-bn" )p =
(r -Zr L nb " dx (amt Ba “)-”(f:xk—4» Bx"tig ¢ Fe .
PP )+ (a-+bx" Jprs ( kAN du (k+a) Bxk+q"dx+
(kaag) O T T o (g ) P KT ey
Rx™ dx{q--bx®,p, ou, en divilant tout, par (a+-5x")p dx , on
aura Ay’ :(p-;-r)nlx"'! (<xk +Bxk+q+ ka+lq...+ka'+g )
(@ -+ be) (ks ™ o (kotq) BRI e (kg G
'+~£7€-+- 19) Px kg ) Rx™

cur que ceuve équation puifle aveir liev, ind¢pendamment
e tonte valeur de %, i faut qu'apres les mulripiications & la
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tranfpofition faites, la fomme des quantités qui multiplieront
une méme puiffance de x foit zéro; c’eft par cette condition
qu’on déterminera les coéfficients 4, B, €, &c. maisil faue,
pour cela, que le nombre des puiflances de x, qui entreront
dans cette équation ; ne furpafle pas le nombre de ces coeffix
cients,

Or le nombre de ceux-ci eft £+ 2, comme il eft aifé de le
voir : voyons donc quel fera celui des- puiflances de x. Pour
cela, il nous faut déterminer & & ¢.

Comme les expofants & & ¢ font indéterminés , voici com=
ment on les déterminera. & - 1 eft le plus petit expofant indé-
terminé qui fe trouvera dans I'équation ; on P'égalera d m ou 4 5,
felon que m ou s (era le plus petit expofant. Le plus grand ex-
pofant déterminé qui fe trouvera dans Péquation , fera,
( ainfi qu'il eft 2i(* de le voir ) k42 ¢ 4~ — 13 on Pégalera
is, fionaégalék—1am; oudm, fionalégalék—r1as

Suppofonsk — 1 ==m: onauradonc k -t g 4 n— 1 =s5. Cela
pofé, pour que V’équation ne renferme pas plus de puiflances
de x, qu'il n’y a dc coctlicients indéterminés, il fautque les ex=
pofants de x, dans cette équation , forment aufli une progrefiton
arithmétique dont la différence foit ¢, ce qui ne peut manquer
d’avoir lien, deés qu'on a fuppof¢ k—1=m, k+tg +n—1=5,
& ¢ un nombre entier pofitif. Or le plus grand terme de cette
progreflion {tant & == £q = n — 1, & le plus petit, k— 1; i
eft ai¢ de trouver ( Alg. 232 ) que le nombre des termes de

bt q 411k 4-1 tg--
obig Akt g

cette progreffion, eft 1ou -~ — =15 il

tq-{»—n

q
fautdoncque o 1 == g o 2, & par conféquent g==n; fub«

q
flituant pour ¢ & &, leur valeur, dans équation &k 4z g4 -+
L— 1 == S5, 0n aura¢ n-m —+ n==s5, & par confquent
s-m-n s-m , . .
= — —— == ——— —1;doncla réduction d’une difléren~
n

n
tielle a lautre , fera poffible, fi la différence s =~ m des expolonts
de x hors des deux vinomes, diviiée par expofant de x dans
le binome, dcnne un nombre entier pofitif, & alors on fup-

i T
po[émfxs dx (zz-+—l7x")p= (a+bx")ﬁ~ (Axm+[ + Bx" et

e O T L P L R xm de (a4 527, &
pour détermirer les cocflicients 4, B, €, P, K, &c. apris avott

différencié, divifé par (a5 ") dx, & fait les opérations qui
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fe trouveront indiquées, on tran{portera tout dans un méme
membre , & on égalera 3 2éro Ja fomme des quantités qui
multiplieront ure mcme puiffance de x, ce qui donnera autant
d’équations qu’on a de coeificienrs indérerminds,

129, Mais fi P'on y faic attention , on verra que dés que

J¥ dx (a+ bx")‘p dépend de fx" dx (a4 bx")T | réciproquement

celle-ci dépend de la premiere, or en procédant, comme ci~

deflus, pour réduire fx™ dx (¢ 62" )P & fx' dx (a48x")T ,
A

m

. . S . .
on trouveroit qu’il faut que foit un nombre entier

pofiif , & qu'il faut fuppofer fx" dx (a4 bx")P =
la + 8x") P+l (A4x g s - P m—n+!> =
foS dx(a+b x)P, donc foit que s foit plus grand ou plus

s-m m-s .
. ou —— donne un nombre entieg
n

petit que m, pourvu que

pofitif , on pourra toujours ramener Pune de ges différen-
tielles A Pautre, en mettart pour premier expofantde x, dans

. k k .
la fuite A+ Bx* T gc 1e plus peiit desdeux expefants m& s,
augmenté d’'une unité, & prenant pour ¢, Pexpofant de x dans
{e binome. .
Par exemple, fi Pon veut réduire x*d % (bb-xx )i, 3

1
#e (Bb-2¢x ) 7, quidénend de fa quadrature du cercle; je vois
que s — m eft ici 4 -0, lequel divifé parn, celt-a-dice, 21,
donre 2, nombre ener; donc la rédaltion eft poffible; &
s-m

puifque la formule ¢ == — 1 donne ¢ =1, que d'ailleurs

n
le plus petit expofant m = o, je rmettrai donc 1 peur k; je feraj

donc /x4 dx(lrb-—xx)xi'—.—.‘ (b — xxs (Ax +~ Bxd)—4=
Rdx(bb-zx)7, alors diffirenciant, divifant enfuite pac
(68 — xx) B dx, & tranfpofant, & jaurai o = Abb—4x* — 3Bx*
“+ R + 3 Bhbxt—uxt

TN -3Ax:——23x"‘
Lol Pon tire —6 B wme 1=, == 4 At~ 3 Bbb = ~, Abb4-R=o0,
donc B==—1, A==—{bb, R =}b*; donc fxtd x ( bh—xx) i
= (b — xx)7 (— byt x3) -2 b2 fd x V bb - x4 C.
1} eft donc facile, par cette méthode, de trouver des difféa
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wentielles qui & rapportent 3 une différentielle donnée, % pag
gonfZquent, celles qui e rapportent & la quadrature du cercle ,
de Vellipfe, & 2 celle de 'hyperbole, diftérenzielles dont i}
eft facile de trouver les diftérentes expreflions, par le moyen
des différemtes équations de ces courbes.

130. Remarquons, en pailant , que cette méthode donne
aufli les différentielles binomes intégrables, en etfet, cherches

Parni les difiérenticlies binomes telles que hx' dx{ a4 bx"
guelles font celles qui font intégrables , c’cit chercher

. ’ h) -1
€elles qui dépendent de Rx"" dx (a—+ bx ")P, que nous avons
vu ( 50 ) étre iniégrable immédiatement , or il réfulie de

-~ 1

e qui précdde (128) que doit étre un nombre

S=+1

entier pofitif , c'eft-i-dire , que doit étre un noma

bre entier pofitif , c& qui s’accorde avec ce que nous avons
dit (91). ,

131. Suppofons, maintenant, que les deux. binomes qui en-
trent dans les différentielles dent il s%agit ici, aient des expoe

&ants différents, enfotte que la différentielle propofée it hx’dx
(a-+5x")", & celle 3 laquelle on veut ramener celle-lis

foit x™ dx (a4 bx" )P, p ayant une valeur numérique plus
petite que celle de 7. Si r eft pofitif, on changera la diffé

zentielle Ax” dx (a—bx" ) » €n cette autre Axsdx (a+5x")r'P ]
{a-5x") T, Alorss fi r-p eft un nombre entier pofitif , on
pourra réduire Az dx (a~+5x")"P (a456x")" en une fuite

de termes de cette forme ( A% 4 B'x sha 4+ Clx’t?
-+ &e. ) dx (@ bx*)p, dont chacun peut étre ramené

axt dx (a-+ 5x")F par la méthode précédente fi 5 ~ m peut
étre divi(¢ par 72; & pour y ramener la totalité , on appliqueras
mot a mot, ce qui eft prefcric par cette méthode, en prenant
pour ce que nous y avens appellé s, le plus grand expofant

de x dansla valeur développée de Ax’ dx (a + bx)"P,

Par exemple, fijavois fx* dx (b4 fxx)si i réduire 3 f'd s
(IBb-xx)I?,l je chengerois fx* dx(bb-xx)* en _/3‘ci d% (bb — xx)
(#b-xx) T ou f(bbx* dx-x* dx ) (bbxx)?; alors ce que je
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dois prendse pour s, eft 4. Je fuppofe donc, conformément &
a méthode , f( bbx*dsi—rx'dx ) (bb — xx) 3 =a (Bbwm xx ) %

(Ax+Bx3) 4 JRdx (bb— xx ) 2.
Si au contraire la valeur de r eft négative, on préparers
la différentielle 4 laquelle on veut rapporter la propofée ,

on la préparera, dis-je, de cette manicre, x” dx (a bx")P"

x(u-}-&x”)', alors fi p — r eft un nombre entier, comme
il fera néceflairement pofitif ( puiique nous fuppofons » né=
gatif & plus grand que p quel que Hit dailleurs p ), on pourra

réduire x" dx (a4 bx ")P‘r (a5x") i une fite finie de
termes de cette forme (A'x™ == B'x" T 4 0™ &c.)

(a+5x")". Alors on agira, comme s'il étoit queftion de
téduire cette derniere d la forme x* dx (a~+b6x" ), Ceft-i-
dire, quon opérera d’une maniere toute femblable i celle
que nous venons de prelCrire dans le cas ot r étoit pofitif.

Par exemple, s'il s'agifloit de réduire gx-: dx (aa--xx )»

ads (aa < xx)-1 ou
aa-+xx

arc de cercle dont & eft la tangente, & a le rayon, je change
nis dx (aa+xx)-Ten(aa+xx) dx (aa~+xx)*, &
comme le plus petit expofant hors du binome propoféeft -2 ,
Je fuppeferois fR (aa 4+ xx ) dx (aa+axx)2==(aa-+xx)I
(4% 4-Bx) 4+ fgx->dx(aa -i-xxﬂ% -2. Et j’acheveroia
comme ci-deflus, pour déterminer les cocfficients 4, B & Ra
Alors , par la tranfpofition, on auroit la valeur de fgx-2d»
(@@ 4 xx)-2, dans laquelle je réduirois enfuite R (aa—4xx )
dx (g xx )2, 3 Rdx(aa-xx ).
Des Fractions rationnelles.

132, Toute fralion diférentielle rationnelle, eff toujours
intégrable , ou algébriquement, ou par des ares de cercle , ou
par des logarithmes, ou par ces trois moyens a la fois, ou par
deux feulement,

Elle eft toujours intégrable algébriquement, lorfquelle ne
Tenferme point de dénominateur variable , & moins que ce
dénominateur ne foit monome, en exceptant feulemen: dang
t¢ dernier cas, la circonftance ol le dénominateur ne feroit
slsv(esé )d’autre pwiffanee que 'unité : ¢’eft ce que nous avong

3 .

» qui (111) Sintégre par bm
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1l nous refte donc, a voir la véritd de notre propofition,
Yans les autres cas; ceft-d-dire, dans le cas cu la différeniielle
propofée a un dénominateur rationel complexe.

Nous fuppoferons que dans le numératcur de la fraQion
Qifférentielle propofée, la variable foit moins élevée que dans
te dénominateur. Sielle n’étoit pas dans cet état, on 'y ramene-
woit en divifant le numérateur par le dénominatenr, jufgu’i ce
gue la puiilance reftante, fiit plus petite que dans}l; dcnomi=
NP dadx

nateur. Par exemple, fi y’avois & intégrer —— ’
Aa43ax4-x%
je commencerois par divifer x3 dx par x% 4 3 ax - aa; Jaurois
&dx pour quotient & - 3 ax*d x-aax dx pour refle; je diviferois
encore ce refle par ie méme dénominateur, & jaurois- 3adx
pour quotient , & - 8a*xdx+ 323dx pour refle ; alors , au liea
x3 dx . . 8a* xdx+3addx
de 5 je prendrois xdx-3ad% - - : .
Ad 3K 4-XX Al 43 AN +5 X
Pour découvrir par quel moyen nous pourrens inségret
fes fradions differentielles rationnelles , rappellons-nous que
12 différentielle du logarithme d’une quantité , érant la dif
firentielle de cette quantizé, divifZe par cetre quantié méme,
€eft-d-dire, étant toujours une fradtion, il eft affez naturel
de foupgonner qué Pintégration des fraftions rationnelles
pourra fouvent dépendre des logarithimes. Prenons, par exem-
ple, 2al (e~ x)-2al (2a~+x); en difiCrenciant, nous aurcns
2adx zadx 1 .
.-, ou en réduifant au méme dénominateur
A% 24X
raadx

Or, il eft clair que pour intégrer cetta frac-
2 aa -3 A%+ 5

tion , il wy zuroit autre chofe & faire qud la décompofet
en deux frattions, dont P'une elit pour dénominateur a -z, &
Pautre 2 a4 x; & dont les numérateurs {eroient des ncmbres
conftants multipliés par dx; ces deux fralions s’intégreroient
glors par logarithmes,

133. 11 eft donc affez naturel de tenter, pour intégret
ges fories de fraltions, de les décompofer en autant de frac
tions fimples, que le dénominateur peut avoir de faQeurs, &
dost chacune ait pour dénominateur un de ces faleurs; cel
en effer la méthode que Pon peut & que Pon doit fuivre,
lorfgue tous les falicurs dont le dénominateur a pu érre formés
font inégaux.

13
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134. Mais lorfque parmi les fzéteurs du dénominatévr , il
gen trouve qui fort égaux entr’eux; alors on ne doit pas
saitendre que la méthode ait du fucces, parce que inté-
gration ne peut dépendre entiérement des logarithmes. En

x

dont le dénomi-

effet, i I'on avoit, par exemple, —
(adx)

pateur a deux falteurs égaux a + x & a -+ x, on trouve-
soit (89 ) que lintégraie de cette quantité, ou de on égale
dx(a4x)—elt -(a-+x)—"' 4 € qui ne dépend point
des logarithmes, Mais on voit, en méme temps, que fi Pon
aa

~-2al(d-x )

. X ~aade
H1al(za+ x)—al(3a+x), onauroit

diffirencioit une quantité telle que
a

@+ x )t
radx - radx adx (raxaa)dx = tadx
_— - o / —
d+x 1a--% 3 d+x (d~+x)* 2q - x
adx . . , .
, ou en réduifant tout au méme dénominateur
3a+x ke

Toatdx—+26ad xdx4-17a  x* dx+3axidx
, (a+x)(2a-+x)(3a+x)

tire intégrée, n'exigeroit autre chole que d’étre ramenée 3
Wx-da , . radx adx

g —_
(a+x)= 1a+x  3a+X
pofée en trois frz&ions , dont la premicre elt pour dénomi-
hateur tous les faGteurs égaux, & dans fon pumdérateir
toutes les puiffances Je x , moindres que 1. plus havte puiffance
du Qénominateur : 4 Pégard des deux autres fraliions, elles
awrotent pour dénominateur , chacune; un des falteurs iné=
ax, & n’auroient zucune puiffance de x -au numérateut.

eft ainfi, en effer, qu’on peut intégrer toute fraction ration-
“e!!c; & c'eft ainfi que nous le pratiquerons, du moins lorf-
Wil n’y aura pas de fateurs imaginaires dans le dénomina-
feur; cas que nous examinerons aprés,

A N A T
Ainfi (—‘l-+ b“if‘ CXT A e RE )dic. repréfentant, en
(M+Nx++Px*qiis T x™ ’

Béréral | toute fraion rationnelle 5 i Pon fuppofe que le
cnominateur ait un nombre m de facteurs égauxa £+ g, un
Rombre p de fa&eurs épaux d x4 /4, &c. & ur nombre quel-
fonque de facteurs inégaux , & repréfentés par x i, x 4¢3

; fra&tion qui, pour

, Ceft-a-dire, d’étre décom-
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& 4 ry &c. auquel cas la fraftion propoféefera o . . . ,
(a+bxdcx® .. bamt dx)

(548" (x+h)Px&e. (x4ij(x4q)(x+7)°

faudra, pour intégrer cette fra&ion, fuppofer . o . o

(a4 bxxqex oo ka™ ) dx

(x+g)" (x+hpx&cov (x4 5) (%4 g) (x F 1) X S0

Axm? ¢lx+3xm-:dx...+1_2i~f+_4’xp-‘ dx+-B'xp-*dx+..R'dx
(x+g)" (x+n)p

&e. +—L—df+m dx + Ii(—{f-i— &c.d, B, C, &c. étant des

X 4-¢ X ~= q X =T
coéficients conflants & indéterminés, Alors, fi par quelque

moyen que ce foit, on détermine ces ccefficients, il fera facile
d¥voir Viutégrale. Cela eft évidént pour les fractions fimples

dx Nd
'-l-ilf Mdix Ndx &c. dont Vintégrale et LI(x +i),
i xpg¥ x4 1)

MI(x4g), Ni(x=47) & A Uégard des fra&ions . . . .
Axm dx+ Bxm dx 4.0 Rdx
.., (z+g)" X
licité, x4 g=7%, cequi donnerax ==y — g, & dx =dy
gubﬁituam ces valeurs, on réduira la totalité & une fuite de

» on fera, pour plus de fim-

sy d
monomes faciles 3 intégrer, & dont un feul fera de la forme .{,
. kt
c’eft-3-dire , s’intégrera par logarithmes. De méme, pour les
A'xprdx+B'xpr dxge, Rldx

Gy o kR

Ainfi, il ne nous refte que deux chofes & examiner; la pre-
miere , comme on trouve les fa&eurs du dénominateur de
ia frattion différentielle propofée ; la feconde, comment on
trouve les cocfficients indéterminés.

termes on fera ¥ 4 & = 7+

135. Pour trouver les faGeurs du dénominateur., il faut fe
conauire comme pour réfoudre Péquation qu’on auroit en
égalant ce dénominateur 3 zéro; puifque ( Afg. 178 ) réfou-
dre une équation, revient i chercher les fatteurs binomes dott
1a multiplication a produit cette {quation, Ainfi, il faut em*
ployer les méthodes données ( Alg. 193 & fuiv. )
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t36. Quant ala maniere de trouver les coéfficients A4, B, C;
te qui fe préfente de plus naturel, eft de réduire au méme
dénominateur toutes les fra&ions ot ils entrent ; alors les deux
membres de I’équation formée de la fra&ion propofée & de
ces nouvelles fradtions , ayant le méme dénominatent ; on
peut fupprimer ce dénominateur de part & d’autre; & ayant
tranfpofé tout dans un fevl membre ; il faut, pour que V'équa-
tion ait lieu, indépendamment de toute valeur de x, il fauc,
dis-je, que la fomme des termes qui muldplieront une méme
puiffance de x , foit zéro, Cette condition donnera aurant
d'équations qu’on a de cotfficients indéterminés, & qui fervi-
ront 2 déierminer ces mémes coéflicienis, En voici des

exemples, d x )
Propofons -nous d’intégres — —— 3 je fuppoferat ;
: - ad-xx
—Addx Bdx aa-xx ¢

, puifque les deux fafeurs du dénomina-

a4-x  a—x
teur aa-xx , font ¢ -x & a — x, Alors, rédvifant au méme
dx (Aa-AxtBaBx) dx
aa-xx aa—xx
primant le dénominateur commun, divifaut par dx, & tranf
polant, j'ai 14.Ax=0; donc |— Aa— Ba=o, & A—B=3,
— Ada— Bx

s fup=

dénomirateur , jai

3\ .——-Ba . 1 ! . e
dol il eft facile de conclure 4 == —— , & B == —; nous
> Q 24
1
({x f dx th
avonsdone ——— = 2 @ - 2a , dont Vintégrale
dad-xx -+ o
a-+x a—«

dx I G
faﬂ-xx zal(a *) za (a )+ €,

1 Qg x
ta l(;‘:x-.;_ C.
Propofons-nouis , pour fecond exemple , Ia fralion + . &
10a%d v H -~ e
ﬁ‘i’w‘l—zsa xdx 4170} % dx+3axidx

(ax) (ragx) Gat =)

(134) en différenciant ae dral{ax)-al(3a+x%
a-~4-x

y que nous avons eue

10atdxr6a3 xdx4-17at x’cfx.;.;’ax%{;g

(a+x)(2at2)(3a+x)
2

Nousﬂ;ppo{érons donc,
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=(Ax+B)dx Cdx + P—d—»x , réduifant au mé
(a+4x)* 2 a4 x a4 x
me dénominateur, on aura ( aprés avoir fupprimé le dénomi-
nateur commun, divifé par dx, & tranfpofé )
Toat —26a%x 4 17 &X' 4 3 axP==0,

— 6 Baa—§Bax — Bx* — Ax}

—~ 302 —6Aaax-—— 5§ Aax*— Cx}
—2Da5—7Ca’x — 5Cax* — Dx}

—sDa*x — 4Dax*

donc 3a+A-C-D=o0, 172*-B-g Aa-5Ca+4Da=o,
16ad-5Ba-6 Aa*-7Ca*-s Da* =0 10 a%-6 Ba*~3 Ca’-2Dad=o,
équations d’oti Pon tirera 4 =22, B==a*,C =14, D =-u;

. , 205 4 aa ) dx

Ia différentielle propofée , fe changera donc en {__ —2—
2adx adx . ) (a-;-:x)

-+ - , précifémentcomme onatrouvé ci-def

284X  3a4x

fus. Les deux derniers termes ont évidemment pour intégrale
Y 2aX-4-aa

2al(2a4.x)—al(3a-x),ilégard du terme 2ax-a ,
: (a4-x)*

je fais a px=—=z,aix=7—c, &dx =dy, jaurai donc
(2a7—aa)dy on zady aady

1% % . it
%al{+‘-l—ilouzal(a+x)+ a
g

, dont Dintégrale eft

; ainfi, Pintégrale totale ef
&4 ¥
aa »
—— r2al(a+=x)+2al(ra+x)—al(3a+x),aih
a4-x
qu’elie doit étre. . . N
137. Cette méthode eft générale. Mais on peut faciliter la
recherche des coefficients, par plufieurs méthodes. Par exem-
ple, on peut trouver, indépendemment les uns des autres, dks
. . . . Ndx
coefficients des frakions fimples , en cette maniere, Sojt ——

M
la fra&ion propofée; A x—-a un des faleurs du dépomina-
teur; & foit P le quotient de A7 divié par 4 x ~+ @,-Concer

Ads { -
vorns Alj;x décompofé en i +(a & Q.li).f ; alors nous aurons
Nds_ Ade | Qdx N A Q. e

M hxita £ M~ hxa + r’
en réduifant au méme dénominateur, & ayant égard 4 la fup-
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ou Px(hx+a)=24, on aura

pofition que P> = bj_f_a

N=A4AP+Q(hx~+a) Mais en différenciant I’équation
(kx4 a)P =M, ona hldx~+ (hx-+a) dP=dM. Or cette
équation , ainfi que 1’équation N = A4 P + Q (hx-+a) devant
avoir lieu pour toute valeur de ¥ , auront également lien
lorfqu’on mettra pour x une valeur quelconque. Mettons donc
pour x la valeur qui donne le réfultat le plus fimple; c'eft-d-

3 a >
dire , mettons pour x la valeur — — Que Pon a en fuppofant
le dénominateur Ax—-.q == o} alors nous aurons APdx—=dM,

e
& N==x 4 P. Mettant dans la feconde , la valeur P = A que

hvdx ceft-i-dire q(fzz pour
dv’ T

avoir le numérateur 4 de l'une quelconque des fraltions
fimples , il faut divifer le numérateur Ndx de la propofée
par la différertieile d A7 de fon dérominateur, & ayant fubfti-
é pour x Ja valeur que P'on aurcir, égalant & zéro le dé-
nominateur de Ia fraltion fimple , on multipliera le tout , par
le coéfficient de x , dans ce dénominateur f{imple.

Par exemple, pour avoir les numérateurs A & 5 des frattions

Adx & Bd:«

a$-x a—x g

pofé la fraétion ——— je différencie le dénominateur ga-xx,
aa—xx

donne la premiere, on a A=

dans lefquelles nous avons, ci-deffus, décom=

¢e qui me donne — 2xdx. Je divife donc le numérateur

drde ] (& 7 i donne !
a propofée , par -2 xdx, ce qui me donne — —

dans lequel mettant fucceflivement pour x, -a& a, ( qui
font les ‘valeurs que I’on trouve pour x, en égalant fucceflive-
ment 4 zéro , Jes dénominateurs @+ x & a — x des fradtions
particlles ) & multipliant par les valeurs 1 & -1, de £, jal

1
& - pour les valeurs de 4 & de B, comme nous

a 2a
Yavons trouvé ci-deflus.

On peut de méme trouver des regles générales pour déter-
miner les cocfficients des numératcurs des fractions partielles
qui ont pour dérominateur le produit des racines égales; mais
hous ne nous y arréterons pas.

138, Quoique ‘les regles que nous venons de donner pout

N3
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intégrer les fralions rationnelles, foient générales ; cepen«
dant, lorfque quelques-uns des fateurs du dénominateur font
imaginaires , on a pour intégrale , des quantités compo-
fées d'imaginaires ; intégrale qui neft pas moins réelle,
mais que lon ne ramene pas toujours commodément i ure
forme réelle. Ce qu'il faut faire dans ce cas, eft d'extraire
d’abord du dénominateur touvs fes folleurs réels 5 apres quoi
on décompofe le refte, non en falleurs du premier deget,
mais en fafteurs du fecond , lelquels feront toujours réels
(Alg. 229 ). Alors pour chaque faReur du fecond degré,
qui peut toujours étre reprélenté par ax* + b x 4 ¢, on
Axdx + Bdx N

—_— & Ton
ax*t-bx ¢

gétermine toujours les coeflicients comme ci-deffus,

139. Si parmi les falteurs du fecond degré, il sen trouve
qui foient éguux entr’eux, alors on formera , pour chaque
groupe de facteurs égaux, une fraction de cette forme. ..
Ax" dx + By rdx 4. .. Qdx

(ax*+bx- ¢)°
falteurs ax*+bx—+c, qui (e trouvent égaux entr'eux.

140. 11 ne refte plus qu'a favoir comment on iniégre ces
quantités. Veyons d’abord la premiere.

Suppotons , pour plus de fimplicité, que la fraQion par-
A'xdx —+ B'dx
P RAT-ATR

%% - alx b
Pon peut toviours faire, en divifant haut & bzs, par a.

Alors on fera difparoitre le {econd terme du dénominateur,
en faifantx + 1o’ =7; ce qui donne x =g -1a' , & dx==d]»
fubftinant, on aura une quantit¢ de cette forme. .. ..o

Eid_‘._’__D‘_i{ , dont Ja premiere partie _(,:;_a_'_{—_

TL+ 94 , XXt 49 Vi
par logarithmes (124 ) ; & la feconde s'intégre par un arc dé
cercle dont le rayoun eft ¢, & la tangente eft 4.

Quant aux quantités de la forme . . . . . . . . e
Ax 3t doot Bt dadel o0 Qd x
(2 4ax-+5b "
difparoitre le fecond terme du dénominateur , & I'on aura uré
Byt dg Nyt dy . TdY

(x3+4g4q)

forme une fra@ion de cette forme

, 7 étant le nombre des

ticlle eft réduite 3 cette forme , Ce que

Sintagre

, on fera , de méme,

quaniité de cette forme
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dz

que Pon intégrera, en fe prepofant de ramerer }

, , v i1 +99
felon la méthode donnée (131 ), lintégrale de la fomme des
termes clt 3 aura des expofants pairs. Quant a ceux ou les
expofants feront impairs, ils sintégreront par ce qui a éié dit
1d%

—t.—_felon la mée
3499

(91), ou bien en les ramenant i

thode donnée ( 130).

Ainfi, tcute fraltion rationnelle , oun s’intégre exaltement,
ou ne dépend, tout au plus , que des arcs de cercle & des
logarithmes.

De quelgues transformations qui peuvent
faci[iter les Intégrations.

141. On ne peut donner de regles générales fur cette ma=
tiere. L’infpe@ion des quantités, lufage & Padrefle, ditent
dans chaque occafion , ce qu’on doit faire.

Le but des transformations dont il s’agit ici, eft de rendre
rationrelles , les différentielles propoftes , parce qu’alors on
fai: les intégrer. Sur cela, voici quelques obfervations.

142. §il 0’y a de quantités radicales, que des monomes, on
les ramenera d’abord i ces expofants fra&ionnaires, que l'on

réduira toutes au méme dénominateur. Alors, fix! repréfente
1

une de ces quantités, ainfi préparces, on fera %l = 73 ce qui

L~ .
donnera s =— ql s ¥ dx=1Iz dij. On fubftityera, & l'on
aura une quan:ité toute rationpelle. Par cxemple, fi on avoit

1
dxV xt-adx x 2 di+adx
S je Vécriroisainfi ~——————; puis je la chan-
/% - k3 X
V v X34 X2
3
. xgdx +adx . r . .
gerols en— —————- Faifant donc == 3 3 Jaurcis

X =~ x7
XS ‘, ) s 63t dy+-6aypidy .
=z°, dx=="3%d7; & par conféquent — i qui

N4
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4 2
fe réduit 3 6}—‘1{—}_ i
I+t

qui a ¢ié dit fur les fraGtions rationnelles.

143. Toute quantizé dins laquelle il n’y anra qu'un radical
complexe , qui ne paflira pas le (econd degré , & ott la varia-
ble, fous le radical , ns poaifera pas le fecond dezré, peut
toujours étre rendue rationnelle par I'un ou l'autre des deuy
moyens fuivants. 1°, Apris avoir dégagé le qrarré de la varia-
ble fous le radical , 01 ¢égalera ce radical, i cette méme
variable, plus ou moins une autre varizble; 2° ou bien oy
décompofera la quantité affe®ée du radical, en fes deux fac-
teurs ; & on l’égalera ainfi décompofée 4 L'un de fes fateurs,
muliplié par une nouvelle variable.

d . .
= , & s’intégre facilement, par ce

. e pe ST
; je puis faire V xx- aa

Par exemple , {i j'avois—

7 - aa .
=x-¥;j'~auraix=w. Doncd x = ({_{‘ﬂ, /2 &
¥t 213
Vien-, —aa-y__ (11-22); dod —25 =
XX - aa 2{ P ‘/()cx-aa
— 4%, qui eft facile & inégrer.

% . .
. . > e
Je pourrofs aufdi, dans ce méme exemple, faxre!,/qua‘a’

ou V' (x- aj{x4-a)==(x-a)g; alors jaurois , en quar=
vant & divifant enfuite par x-a,x4-a =(x-a)zz; d'od

x:-a_!_aﬁ -l/;x»aa — _z:"“l k¢ sdx = :;4(.1_{~{_{ M done
E (S (zg-1/
x -zrf{

. A 04 ’ - .
, — i st g ! -deilus
Voraa =11 qui snt/g-e par les regles ci-deflus,
pour les fractions ragionne!lss,
On peut appli juer ces méthodes 4 1a re@'fication de la para-
) T Y | . sy dyt
bple § dont Uélément de'-l—(z»y‘ , eft de'+ - > °

. av *
su d)VH‘ > On dégagera d'abord y*, en écrivant
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v d : LA
ppr‘{ -+ y*; &on fera V"';—*}-y’ =y+ 1

144- Quand il n’y a d'autre radical qu'un radical quarré»
& point d’autres puiflances de x, que des puiflances paires »
on peut égaler le radical i une nouvelle variable multipli¢e

dx

par la variable aQtuelle. Par exemple, fi j"avois V“———'._::ii jo
aa—x

pourrois faire Va1 — xx —=: x1. Ft ¢'il y avoit un fecond
terme (ous le radical , on pourroit encore faire ufage de cette
transformation , en f:ifant d’abord difparoitre le fecond terme,
du moins quand il n’y a aucune puiffance de x , hars du radical.

145. Erfin, on peut, dans la vue de rendre rationnelles
tenter d’égaler la variable,, ou une fonéion quelconque de Ja
variable , 4 une nouvelle variable, eu i une fon&ion d’une
nouvelle variable, d:ns laquelle on laifle quelque chofe d’in-
déterminé & qoi puiff= fervir 4 Pobiet qu’on a en vue. Par
exemple , pour favoir dans quels cas on peut rendre ratione

relle, la quantité x™dx (a+ b x® 2, je ferois (a— bx")P=72,
7 q

¢ étant indéterminé. J'aurois @ 4= bx"=¢ ;; %" ==z ; —ay
2 L £\~ b
?~'=( gp-a)",x"'::({p-a B e e e e e e e
b b
7. . S
dx:z-q_.ipﬂd{ (}_ﬂ’_“)"-!;donc. .« v e . a
npb b
7 2 .nh 32
GMKZX(Q-‘}-bx.i)p:::—q—— {p""‘?'ld{. (i_g:_d)n ~+n -1

m

qui eft intégrable quelque foit ¢ , lorfque o1 eft un

Bombre entier pofitif ou zéro’ (86 )5 & qui peut étre rendue

m-—-1

wntionnelle , en faifant g==p lorfque -1 ¢ft un noma
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. g %
bre entier négatif. E¢ fi p a pour valeur 4~— , k étant un
2
nombre entier impair, on ramenera au cas mentionné (143),
. m-1 !
en failantg=—=—1Fk, fi
n

a pour valeur 4-— | &’ étant un
2

nombre entier impair.

146. Nous ne nous arréterons pas i étendre ces fortes de
transformations. Nous ferons feulement remarquer , qulon
facilite fouvent certaines intégrations en égalant la variable,

. 1 o e
3 une fralion telle que —{- Par exemple, fi javois . . .
x'Sdx~adx . . . -pddy-ap'ed
———— " ; en faifant x —__-:.r.., J’aurois LR A
220 - x't t+37 ?
que, par la divifion, on réduira 2 une fuite de monomes , &

., Ad .
3 une quantité de la forme = %% dont on connoit a&uelle-
ment lintégrale. 431

De l'Intégration des Quantités exponentielles,

147, Il 0’y a pas d'autres regles i donner fur I'intégration
de ces quantités, que de tenter de les décompoler en deux
falteurs , dont I'un foit la différentielle du logarithme de 'autre,
ou’en foit une partie conftante (28) ; alors on divife par la
différentielle du logarithme de ce fecond faGeur. Ainfi je vois

que x” (d ylx -+ L?) eft intégrable , parce que le fatteur
dylx+- yd= eft lIa différentielle de yZx, qui eft le loga-
X

y xy(:fylx-f- Zéf)
rithme de % > j’aurai donc pour intégrale * 7

(dyzx+y,ii) d(lxr )

= C; ceft-2-dire, x¥ X /€, oux?+C

(l)) lx+}‘_[L.~ .
X

Par cette méme regle, je vois que dx e#* eft intégrable,

parce que d x et la diférentielle du logarithme de e“*»
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dxes® edn
adxle T Al
Dans le cas odt eeft le nombre dont le logarithme eft1, la
regle fe réduita divifer la diffiérenticlie propofée , par la diffé~
rentielle de Pexpofant de e.

Si Ton avoit 4 intégrer x™dxes*, ¢ étant le nombre dont
le logarithme eft 1, on le pourroit, lorfque m eft un nombre
entier poficif, en faifan: fx™ dxed¥ = 4% (4 %™ 4 Bxm=*t
+ Ex™-? 4 &c. 4+ k). Par exemple, i jal x* dxes, je
fuppofe fx* dxeds = 3% ( A x* 4 B x +F ). En différenciant
(28), & divifant enfuite par dxes*, j'ai x* =Aax* +-aBx+akE;

+r.4dx4+B
doncAa=1,a B +2.4=o0,aF~+ B=o;eflt-i-dire A=

-2 2 s s .
LB =, F= —, donc lintégrale de fi?dted* eft . ., eo%
3 8
a aa a
2

("2 — 2 -’-)-;-a
a a? as

On peut employer avantageufement le nombre e, dont le
logarithme =ft 1, pour Pintégration de plufieurs quantités,
principzlement quand elles renferment des logerithmes. Par
exemple, i j'avois 3 intégrer x"dx (Lx )™, je ferols fx ==

divife par une conftante. J'ai donc fdxess —

{==z/le,dimcx==el;dn ==dyel, & par conféquent
2" dx(! x ) Mg dye(™+1* )7, qui s'intégre dans le méme
cas que la précédente, & de .a méme maniere.

De I Intégration des Quantités & deux , ou &
un plus grand nombre de Variables.

148, Si Pon fe rappelle la regle que nous avons donnée
pour diffirencier les quantités a plufieurs variables, on verra
Que pour intégrer les différentieiles 3 plufieurs variables (lorf=
que cela eft poflible }, il faut raffembler tous les termes affeétés
e la différencielle d’une méme varicble , & les intégrer
tomme %l n’y avoit d’autre variable que celle-1a, ceft a-dire,
“mme § soutes les autres érofemt conllantes. Awors fi Lon
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différencie cette intégrale en faifant varier fusceflivement tou~
tes les variables, & que Yon retranche le réfuliat, de ladif-
férentielle propofée, V'intégrale qu'on a trouvée, eft (en ajou-
tant une conflante) la véritable intégrale , s'il ne refte rien-
S’il y a un refte, il ne renfermera pas la variable par rap-
port 3 laquelle on a intégré : on fuivra i I'égard de ce refle,
le méme procédé qu'on a fuivi d’abord , & ainfi de fuite
par rapport i chaque variable. Par exemple, fi j’avois 3x%ydx
+ X3 dy - sxy*dy - y* dx : je prendrois les deux termes
affe@és de dx, favoir 3a’ydx ~y5dx, & je les intégrerois
comme fi y étoit conftant. " L’intégrale eft x3y<+ysx. Or,
cette quantité étant diffrencide par rapportd x & 4 y, & le
réfultat étant retranché de la différentielle propofée , il ne refle

rien : jen conclus que Vintégrale eft x5y 4-y5 x + C.
Si j’avois x3dy + 3x'ydx + 3 dz—+rx3dx + xdi+y*dy ; en
raflemblant tous les termes affe@és de dx , & intégrant en
~l

regardant y & x comme conftantes, jaurois xiy 4 x°z -4 -—,
2

Mais en retranchant la différentielle de cette quantité , prife
en faifant variérx, y & 7 ; en Ja retranchant , dis - je, de la
prapofée, il reftey’dy; je prends donc lintégrale de y*dy qui eft

3
Y& Pajoutant i celle que j’ai déja trouvée, jai(en y com-
: N
p’renanc la conftante ) #} y~- 2?3+ ::+Z_ ~+ C, pourVin-
tégrale. 3

149. Mais comme il neft pas toujours poffible d’intégrer
toute différentielle 3 plufieurs variables , il eft bon de faire
connoitre 3 quel caractere on diftinguera fi cela fe peut,

150. Pour y parvenir, il faut obferver que fi dans une
quantité  compofée, comme on le voudra, de deux autres
quanités x &y , on fubflitue d’abord pour x une quantité
quelconque p , & que dans le réfultat on fubflitue pour y une
quantité 4, on aura la méme chofe que fi on avoit commence
par fubftituer ¢ pour y, & enfuite p pour x : cela eft évident.

rg1. 11 fuit de-13 | que fi on différencic une quantité quel-
conque  compofée de x, y & de conflantes, en ne faifart d’a-
bord que x variable , & qu’enfuite on différencie le réfultat
en ne faifant que y variable , on aura Ja méme chofe que
fi 'on _elit d2bord diftérencié en regardant y feule comme varia-
ble, & qu'en(uite on et différercié ce réfultat, en regardant
x feule comme variable,
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En effet, concevons qu’en mettant d’abordx 4-d x pourx,
Q@ devienne Q’; on aura Q'- @ pour la différentielle. Conce-
vons qu'en meitant y 4+dy dans celle-ci , au lieu de y, @'
devienne Q7 , & que  devienne Q' , enforte que Q'-(¢¥
devienne Q- Q"' , on aura Q" - Q"'- Q' + Q pour la feconde
différentielle.

Faifons maintenant nos fubflitutions en fens contraire ; &
puifqu’en mettant y+dy , au lieu de y dans Q, il devient Q"'
on aurd Q'''-Q pour la premiere différentielle dans la fuppo-~
fition de y variable. Si nous miettons maintenant x - dx ,
au lieu de x> dans cette quantité, Q deviendra Q', comme
ci-deflus; & Q"' (15¢) deviendra Q" enforte, que Q"' -
deviendra Q- Q'; donc la feconde difiérentielle fera Q- Q"
~Q"+Q, précilément la méme que la premiere.

Cela pofé, convenons que fi A repréfente une quantité

compofée de x & de y;id—- dy marquera.la difiérendelle
de 4 prife en faifant varier yij——dx,celledeAprif'e en fai-
x

fant varier x. De méme; S dx dy marquera que U'on diffé~
dx

rencie d’abord 4, en fuppofant x feule variable, & qu'enfuite

on différencie le réfultat en faifant varier y feul.

152, Ces éclairciflements pofés , foit Adx + dedune dif2-
tentielle exacte , & A/ fon intégrale; on auradonc - -ﬂi{d * 4
du dM da 4x
e dy == Adx 4+ Bdy ; donc - =A,& iy = B;donc

y @ x

dird d4 ddasdx __ dBdx dir
dy dx dx ’ou(ixdy_
; or nous venons de démontrer (151 )
dd M _ddM donc auffi
——— o - —_—— = ..._.._: don
dxdy dydx °  dxdy dydx’ ui
d
.;4 _— ‘_{_B; ceft-a-dire, que fi 4dx+Bdy eft une diffirentielle
dy dx
complette , la différentielle de 4 prife en faifant varier y feule,
& divifant par dy, doit étre égale 4 la différentielle de B prife
o faifant varier x feule, & divitant par dx.
Ainfi je reconnois que iy’ dx 4 %y* dy elt une différentielle

34
d4 ddM__ dB
dy? d_yd;‘_dx

que ddA1d dy . ddMdydx donc
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Ayt ) _dixyt)

complette, parce que ; en effet, le pres

‘:y{ ax

27, s

mier membre fe réduit izyl_‘f , & le fecend ixyd(ix. Au con-
@y

traire je vois que Xjdx 4.2xdy n’eft pas intégrable, paree que
da( x_y) (rx
d d

153. S'il entre plus de deux variables dans la différentielle
propofée ; Cefi-a-dire, fi elle eft de cette forme Adx 4 Ldy4

n'eft pas égal - .

. ~ ‘ . d
Cdy , il faur pour gueile foit intégrable, que Von ait — o=

dB dA_ dC dB dcC A
729 2-2::‘7;’ .;.[.{:__-‘-i-y; en effet , on peut regardez

ucceflivemer: % x comme conftantes; & ifférentie
fuccefh T, Y, & ftantes ; & la différentielle
qui n’a plus alors que deux termes, { puifque cette fuppofition
donne- ou dy==o, ou dy==o0, ou dx==0), n’en doit pas
moins étre une différentielie complette fi la propofée Teft Elle
doit donc, dans chacun de ces cas , avoir les qualités des diffé-
rentieiles complettes a deux variables.

Neftaifé, d’aprés cela, de trouver les conditions pour unt
plus grand -nombre de variables.

Remargue‘.

154. Surrosors que Q foit une quantité inconhue compo-
fée dex, y & de conflantes; & que P’on connoiile fa diftéren-
tielle Adx, prife en regardant y comme conftante. Si l'on
veut avoir la différentielle totale de Q, on fuppofera qu'elle eft

d

. g . B
Adx 4 Bdy; alots B doit éire tel que on zit =
4 A dy dx?
donc d B= — dx; intégrons en regardant x feule comme
a4y

variat;]e » Puilque nous n"avons f2it varier que x, dans B. Nous
l A ; Q 3
aurons B=f (2— dxydonc Bdy=dy/ ‘{; dx. Or puifque
[?

Yy
Ads eft Qippofé la difféventiclle de Q prife en faifant varier 2+
on a Q= fAdx, I’m:égrazion éant faite en regardant x feule
comme variable ; donc’ la différentielle completie de Q4 ou

A
defAdxelt 4 dx+ dyfg-/_q.dx, ou l’intégration/(l
y [t

- dx doit
3

fe faire em regardant y comme conflante.
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Des Equations différentielles.

155. Lorsque Péquation différentielle propofée ne ren-
ferme que deux variables, x & y 3 & que Fona, dans un
feul membre, les x & dx; & lesy & dv dans Pautre : alorsPin-
tégration (e réduit, pour chaque membre, aux regles que nous
avons données pour les différentielles 3 une (eule variable,

Ainfi, fi Pon avoit ax™y"dx==byq.rdy, qui peut repréfentex
toutes les équations différentielles 3 deux termes; cette équa-
tion dont les indéterminées fe {éparent tout de {uite en divifant
par y* & par xr, devient 1x" "dx ==by?"dy dont linté-

. m-r=4= 1 b g-n—1
grale eft évidemment 2% N + C.
m-r4-1 g-n4t

156, Mais comme il peut arriver que 'un, ou Jautre ,
ou aucun des deux membres de ’équation différentielle fépa-
rée, ne foit intégrable algébriquement ; & que néanmoins
Péquation puifle éwre algdbrique , ou du moins ramenée 4 une
forme algébrique, il eft bon d’examiner ceux de ces cas qui fe
tencontre le plus fréquemment,

Par exemple , fi dans Iéquation précédente , on avoit
M—r=w—1, & q—n=—1 ; Péquation différendelle fe rédui-

. bd -
Toit ads 0% , dont on ne peut avoir Pintégrale de chague
*

Mmembre que pglr logarithmes ; enforte quon 2 alx=s5ly
+{C¥, Mais cette équation peut étre rendue algébrique, en
Pécrivant ainfi Ix* == {yl’.;- Il ou Ixa===[Cyb; or il eft évi-
dent que fi les deux logarithmes font égaux, les deux quantités
auxquelles ils appartiennent, doivent €tre égales; donc se=Cys,
€quation algébrigue.

157 Silon avoit feulement p——n==—1; I’équation dif-

o, . dd, I
ferentielle feroit ax™-7dx==2%, dont I intégrale eft

PR Y
“———- =}ly4.IC; mais on peut donner 2 cette équa-
+1

m-y
ton une forme algébrique, en mulipliant le premier membre
Par le, e étant un nombre dont le logarithme eft 1%*; car

:On eft le mafere de fuppofer que la conflante eft un logarichme,
* Nous P'avons déterminé ( 114 )a
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mlors on ne changera rien & Péquation. On aura dond

m-r-=-1
ax le==bly4.1C,ou, (enfaifantm—r4-1==p)
m=-r 1

axP axe

le? + ICy®, & parconféquent ¢» == Cyb.Dorénavant nous
marquerons toujours par e, le nombre dont le logarithme eft 1.
158. Prenons pour fecond exemple, 'équation n d x ==
4
3
Vv 173
cercle dont 7 eft lefinus, &1le rayon. z eft done le finus de

1 .
f—i—{: , Ceft-a-dire, defnd x oude nx o C. Ona donc
I -
pour intégrale, ({i =/fin(nx+ C ). Pareillement, de I’équa

le fecond membre exprime Iélément d’un arc de

tonndx=7,22=> on concluroit y = cof (n x4 C)e
¢ V]-{ {1{ cof ( ,-f- )
159, De méme, puifque ——— | exprime I’¢lément d’un
1
are de cercle dont 1 cft le rayon, & g la tangente; fi lon

. { .
avoit ndva= % __ , on concluroit 3 = tang (nx+C)

43¢ .
Mais fi on avoit nds = __[’.‘_Z_{__. ; pour Jaramener a la forme
a-+ 12

de la précédente, on feroit y ==mu, m érant un coéfficient

. bmdu . ;
conflant ; alors on zuroit -~ . - 3 fuppofant doncfm* = a’
a+-finu?

V';‘.dui

. a . .
on auroit m =}/ — , ce qui donneroitndx =125
/

Aol

. du n
dod Pon tire ——— = T dx ¢ a f; donc u, cu &
Touls b f3 > Cu ol

n \ a
V'£=tang(——x‘/af+c‘\. Donc =V,_-
'{ a}.n b / { f
Tang —b—x‘/af-f.C).
160. Dans les expreflions fin (nx~+C ), tang(nx<-C ),

que nous venons de trouver, n X -+~ € exprime la longuiut
ablolue
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#bllue de V’arc en parties du rayon 1. Mais comme il eff
plus commode d’emplover les nombres de degrés que les
longueurs mémes, il faudra quand on ‘rencontrera de pareilles
expreflions , évaluer les arcs en degrés; ce qui eft facile én
les divifant par le pombre de parties du rayon que contient
in degré, Cleft-a-dire , par o, 0174533, ( ou ce qui revient
au méme ) en les multipliant par §7,2974166, Ainli le finus
de P'arc qui a pour longueur 43 ou le finus de I’arc qui a
un nombte de degrés exprimé par b x57 , 2974166, font la
méme chofe. ndx d

161. Silon avoit T=—= —— === dont les deux

Vii-xx Viicyy

membres expriment les éléments de deux arcs qui font Pun
d lautte:: 1 : n & dont les finus font x & y; alors pour inté-
grer on rendroit chaque membre rationnel, en faifant pour
le premier, Vi z==sV .1 —3; & pour le fecond,

. . . . nd de
Vs =y V... L’équation fe changeroit en il >

dont Pintégrale eft nZ 7 =Ile+1C, doi P'on tite C2t =273
&en mettant pour £ & g leurs valeurs, € (y V71 ~ V72,3)
=(xVT7-VYiczx)", qui exprime généralement, le rapport
des finus x & v de deux arcs multiples ’'un de lautre.

Mais pour faire ufage de certe équation, il faut, auparavant,
déterminer la conftante €. Or fuppofant (comme on le peut)
que les deux arcs ont tne miémé origine; alors x & y doivent
devenir zéro en méme temps ; ma's dans e cas, I'équationt
devient CVr=(-v1 ), ou~C=(-1)";0r(-1)" eft+1
ou- 1, felon que 7 eft pair ou impair; on a dong- C=—-1,
& C="F i3 le figne fupérieur éwant pour le cas de n, pair;
& inféricur , pour n, impa'Ir; doncenfinF(yv - 1-viyy,)
=(xV~l—Vt—xx)ﬂ-

Dans chaque cas particulier, on pourra toujours faire dif®
paroitre les 1maginaires ; mais le moyen ie plus fimple, fera
égaler 3 zéro (apres avoir tout tranﬁ};’ofé dans un fewl mem-
bre), la fomme des quantités réelles; alors on verfa que I’é-
quation reftante fera divifible par v 77, & fera la méme que
telle qu'on aura formée en égalint 3 zéro la fomme des quan=
tités réelles. Par exemple, fi l'on fait 7 =2, on aura-y V73
VIS yEs-ar-2x V. Vil +1-x%, 00y 755
trxxii+rxV-1,Vilse-y V- 1=0; ¢galant donc d zére

0O

L]
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Ia fomme des quantités réelles, onaura v 55 5 rxxe—mo;
& lcqua.xon totale fera réduire a2x V. . V T xx— YY1
=0, qui étant divifée par VI3, donne 1x v T —y=o0,
OUy==1xvi—x5; or {i on quarre cette équation, & I¢-
quation ViZ;y 2 xx-1==06, ou plutbt viT,;,=1-1¥x,
on aura le meéme réfultat.

On peut, de ]a méme maniere , trouver les cofinus & les
gangentes des arcs multipliés. Pour ces dernieres, on intégreroi;
ndx dy

——4
=4 x x +3y
f1acyv-1)(1-2V-1), &1+yyea (1 4y V-1)
{1-y V-1);o0n acheveroit enfuite , par ce qui a été dit, fur
les frattions rationnelles (133 & 136)

162. Pendant que nous fommes fur cette matiere, faiflons
connoitre une manierc d’exprimer le finus & le cofinus d’un
arc, laquelle peur ére d'ufage.

(111), en décompofant 1-xx, en

Soit donc d ¥ = Péquation qui exprime la rela-

Vii—yy ’
gion, entre un arc x, & fon finus y. Si l'on fait V, 5, =
—d3 dz

y;/—x—{;ona\zradx:' —, ol ——= = ~dxy/ =7 ,dont

Pintégrale et /g =5y - x+ ZC, ou _;-g:fx Ver1led-1C,(157)
qui donne 7 =Ce-xv75; & mettant pour 7 , fa valeur, on 2
yVE-STy=Ce" Y=y A Pégard de la conftante C, on
12 déterminc.2 . obfervant que l'arc » & fon finus, doiven!
devenir zéro en méme temps; on aura donc v 7 =C; dons

yV"l — V155 .__‘x‘,' 3 & par conféquent V55
=yV e ¥ Vi, 3 quarrant , & réduifant , on auray =
-2x V-1 xv"!-x‘/ -1
1°¢ d ifG &
;‘;‘:‘;—x'\?‘x ———;\7'_—1—*—— onc putique y ¢
-t &7 -
e* V-t 2y
€nus dex, ona fin x== R
1y -1

Si dans le fecond membre de Iéguation /i ;=y¢{/-1
e V= »on met pour y, la valeur qu'on vient de trouver,
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—

ex V-1 _, -2V
¢n aura ‘/x-yy, ceft-a-dire, cof x = -+
2
ey— SV +e-x\/_,’d ) _¢x\/—r+,_xv'-r,
YV it = sdonceofv =
2 Y
Revenons a I'inségration des équations.

———

163. Lorfque les indéterminées ne font pas {éparées dans I’é-
quation différentielle propofée, alors avant d’entreprendre de
les (¢parer, il fout voir fi, par hazard, I’équation ne feroft pas
intégrable dans I'état ot elje eft, Or c’eft ce que Von reconnoi=

tra( 152 ), en examinant fi %{-{z‘-il—ﬁ, {uppofant que Ad»
x dy

4 B dy == o reptéfente cette équation: Si cette condition
avoit lieu, on intégreroit, comme il a été dit (148).

164. Cependant il pourroit fe faire que cette condition n'efit
pas liew, & que P’équation n’en fiit pas moins intégrable; mais
ce feroit en la mulupliant par un faleur convenable convpofé
dex, dey, & de conltantes.

Soit P, ce faGeur. Alors APdx ~+ BPdy = o fera donc une
d(AP) __ d(BP)

d T dx *
Lz queftion eft donc féduite 3 trouver pour P uneé fon&ion
dex, dey, & de conflantes, qui fatisfafle 3 cette équation.
Mais, comme cette recherche eft d'une srop longue difcuf:
fion | nous nous bornerens A trouver P dans le cas ou il ne doit
tenfermer que des x & des conftantes feulenient; ou des y & des
Cenftantes fenlement. Suppofons donc que £ ne doit contenir

gbe des x, on aura fimplement P éé =25 (—i—lz - P il—l-g , d’out
d dx dx

différentielle complette. Il faut donc que

ro e 47 (14 4By
P \dy ds/ %%, on aura donc aif.

B

d4 dB

Memt P "dy d = fe réduit 2 une fon&ion de x , comme

¢ela eft néceffaire,, pour que P, foit, comme on le fuppofe
tne fon&ion de x feule.
O 2
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On pourroit encore trouver le faGeur, s’il devoit étra coms
p )

pof¢ dune fon&ion de x, multiplié¢e ou divifée par une
ton&ion de y d’une forme connue.

165, Cleft, par ce moyen, qu'on peut intégrer générale-
ment toute équation de la forme fuivante. . . . . Xyg dy
X'yitide + X" yrdx =0, X, X', X" étant des fonctiens
quelconques de % 5 ¢ & 7 des expofants quelconques.

Je pourrois chercher, fi elle ne devient pas intégrable en a
multipliant par un faGeur dela forme Py*, P éuant une fonca
tion de x, & 7 un expofant indéterminé; & je trouverois que
cela & peut, en fuppofant n == — r. Mais il et plus fimple de
réduire tout de fuite I’équation A cette forme y 4 —rdy -+
Fy ! dx - Fdx =o, en divifant par X & pary , &re-

préfentant par F & F' les quotients 5 & —- , Alors pour in-

tégrer celle-ci, je fuppofe que P foit le fatteur; P étant une
fon&ionde x J'aurai donc Py 9= dy - FPyI™" x4 F' Pix
= 0.0r i £ eft une fon&ionde x, F'P le feraauffi; [F'Pdxfs
réduira donc 4 Vintégration des quantités 3 une feule variable.
11 ne sagit donc que de rendre Pyi—"dy - FPy1—"+T dx une

g=r
différentielle complette; ce qui exige que d( Py ):

7
dFPYTTHD | idice, quesi— L7 )
T BT T e

— LR Y . l
(q-r—i—x)yq "FP don Pon nre(—FP = (gq—r~41) Fdx; ¥

enintégrant/P=/f(g-r~4- 1) Fde=/[(q-r4+ 1) F dx.l;
donc P = f(a=—r+1)F x_ Subflituant cette valeur de P dans
Véquation Py 9=’ dy + &c. & intégrant, on aura . . ¢

1
yq ef(q—r-}-T)Fdx G [Fdx ef(q—r-i-‘)Fdx 4+ C=o
g-rt1

Je n’ai point zjouté de conftante, dans Iintégration de {'é‘
quation quiadonné P, parce qus n’y ayant aucune conditioh
pour la déterminer, on eft maitre de la fuppofer nulle.

Prenops un  exemple. Suppofons qu'on zit a intégrd
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d
dy+ wex =+ (bx* 4-cx + f) dx = o. En multipliant par le
X
fa@eur P, on aura de+f_?i§(£x+?(bxz+cg+f) dx=o0
. dP __ rayPN\ _ aP dpr
il faut donc que - = d(-;»)_ - donc 5 =
dy

x , . .
adx , donc IP == alx, ou P == x". L’équation devient
x

donc xa dy+ax“~1ydx+bxa+z deoxe ey frada,
R BN f P

dont DPintégrale et xe y 4 g
a3 G412 + a4

166, L’équation générale que nous venons d’intégrer, fe
tencontre affez fréquemment; & la méihode que nous avont
employée , peut s’appliquer dans beawcoup d’autres cas; en
yoici qui pourront nous étre utiles par Ja foite.

Si 'on avojt les deux équations * dx o ady + ( bx - cy ) Tde
=o, kdx+a'dy+(bx+cy)Tdi=o,x, y, &, étant
trots variables ; a, b, c,d &c. des confiantes, & T , une fonc-
tion quelconque de 75 on réduiroit l'intégrale de ces deux
€quations,, 4 la méthode précédente, en cette maniere. Je
multiplie |’une des deux, la premiere, par exemple, par un
coefficient indéterminé & conftant g, & ajoutant a la feconde ,
Je mudtiplie la totalité par un falteur P, que je fuppofe étre une
fonction de 15 jaurai (g P -k P)dx 4. (ga P4 a P ) dy +
((86 P4 b' P ) 4 ( g P4-&' P ) y) Tdt == 0. Suppofons
Maintenant que cette équation foit une différentielle exatte;

gl b ..

I faudra (153) que lon ait 1°

de
U(ghP 4 b'P) x4 (geP4c'P)y )T) ., d(gaP+a'P
gy T 32T
(4P 4 b'P)x oo (geP+¢P)y)T) _, algP+kP) _
d_y . >3 dy
., Or P éant fuppo(é une fon&ion de ¢, cette

d(g2P+ a'P)
X

* Voyez Mém. Acad. de Berlin, § née M, d’Alembert, pour linté=
@uice 1748, une méthode qu’a don- l gration de ces équations.

O 4
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derniere équation fe réduit 3 o == o. Et les deux autres done

dP dP
nent (g+k) — = (gb+ V)P T, &(gata’) - =

!
(gc+¢' ) PT; d'oulon tire i)P zé’igél:_i_ Tde, & szI_’ —
824 T4, donc, égalant ces deux valeurs d & divi
gisd t; donc, égalant ces deux valeurs de p o ivis

! . 1

fant par Td¢ on aura gh+¥ =&+ c,

g g+k gu4a

tera au fecond degré, & qui étant réglue, donnera deux va-
leurs de g. ’ '

Suppofant donc g connu, on aura aifément Pj puifque

! ]
1équation P =‘g—b‘ié Tde, donne Pe= ej gh+d Td.
P g+k g -k

Or Péquation (gP + k P) dx -+ &c, étant a&uellement une

différentielle exa&e, fi onlintégre , onaura (gP + kP ) x +

(gaP + a' P)y + C=o0; donc i gmarquant la premiere valeur

de g donnée par Péquation du fecond degré ci-deffus, on re-

préfente par g’ la feconde valeurde g, & par P/ cequidevient P,

en mettant 2’ pour g, on aurg aufli( g' P' + k P') x+

%g’aP'-}-a’P' )y + €' = o, C’ étant une nouvelle conftante,

En effet, il n’y a aucune raifon pour employer une des valeurs

de g plutét que P'autre. Or de ces deux équations, il eft facile

de conclure les valewrs de x & de y, qui {eront exprimées en ¢

& en conflantes.

Si la fonction F de ¢ qui entre dans les deux équations étoit
différente dans chacune ; on s’y prendroic de la méme maniere,
mais en regardant g comme une fon&ion de ¢y & lintégra-
tion feroit réduite a celle d’une équation 3 deux variables g &¢
feulement,

s €quation ol g mon-

Si 'on avoit quatre variables %, y, 1 & ¢, exprimé#s
par trois ¢quations de ceite forme adx + bdy 4 cdg+
(extfy+hz) I'di=o, &danslefquellesla fon&ion T
fit l]a méme; on les intégreroit de la méme maniere, en
multipliant la feconde & la troifieme par des quantités indé-
terminées & conftantes g & g'5 puis ajoutant les deux produits
i la premiere, on muluplieroit le tout par un faeur P que
Pon fuppoferoit étre une forn#tion de ¢ feulement. Suppofant
alors que cette nouvelle équation eft une différentielle exalle,
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on trouveroit , par ce qui a ét¢ dit (153) les équations qui
doivent déterminer g, g’ & P. L’équation qui déterminera g,
ou celle qui déterminera g’ fera du troifieme degré; on aura
donc trois valeurs pour g, trois corre{pondantes pour g' & trois
correfpondantes pour P; ce qui donnera en changeant la conl-
tante -pour chaque valeur de g, trois intégrales, d l'aide del~
quelles il fera facile de dérerminer x, y & 1, ens.

On voit ce qu’il y auroit 3 faire, quand il y auroit un
plus grand nombre de variables , pourvu que les équations
fuffent tovjours de Ia forme des précédentes. La méthode
feroit encore la méme, quand méme il y auroit un ou plu-
fieurs termes exprimes purement en ¢, d¢ & conftantes.

167. Mais i 'on avoit en général un nombre quelconque m
d'équations renfermant m - t variables, combinées entr’elles
de quelque fagon que ce (oit; on muliiplieroit la feconde ,
L troifieme, &c. jufqn’h la dernicre , relpe&ivement par des
quantités g, g, g'', &c. que Uon fuppoferoit étre des fonQions
indérerminées de ces variables; on les ajoutera a la premiere ,
puis multipliant le tout par un facteur P que Pon fuppolera
afli étre une fonétion de ces variables , on fuppofera que
Yéquation totale eft une différentielle complette, Par exemple,
fijavois les deux équaiions Adx + Bdy + Cdy =0, A'dx 4=
B'dy 4~ €' dy == o. Je muliiplierois la feconde par g; ajou-
tant 3 fa premiere & multipliant le tout par P, jaurois
P(Ad+ A'g)dx + P (B+B'g)dy+P (€ + C'g)dy=o.
Cr pour que celle-ci foit une difiérentielle complerte, il

d(P(A+A'g)) d(P(B+Bg))

f
aut (153) que 75 — g ,
d(P(A+Ag)) d(P(C+Cg)) d(P(B+ Bg))
dz - dx ; dz
bi(ﬂ%‘»‘—'—i—gﬁ. Ceeft a-dire, “;f (A+Ag) 4+
y y o
d(A+ 4 iP “d(B+B'g)
Pl g)_4PF ) t
d dy T dx (B+Bg)+P d % ’
P 1(A+ A dP
gy (4~ dg)+P ‘—(—; 18) S (c+cg)+
PUC+Cg) dP, , o i(B+Bg)
—— B (B4+Bg)+P AN S
i R BFEE 77

0O 4
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!
g;p (c+c g).,..Pd(_C;_f.g.)‘ Si i Paide des deux dernieres
J . . P .
équations, on tire les valeurs de.‘,i-}i& de%, & quon les
fubftirye dans la premiere, on au;a, apres réduction faite

(€4 ¢ (‘i(J'*'f‘g)—ﬂBf"B'g) +(A+Ag)x

dy dx
i 1 }

(‘iﬂ'ﬁ;&é) {(_Q-;._C_gf_)) + (B-+B'g) (ﬂ.c_'*;ci)

d dy dx
~dd+dg)

dz
cherchera donc pour g, unc fondtion de %, y & ¢, 1a plus

énérale qu'il foit poffible, & qui puiffe fatisfaire 3 cette

&quation, Ayant trouvé g, on cherchera pour £ une fonclion
de x, dey & dey, qui fatisfafle 4 deux quelconques des trois
équations qu'on a trouvées d’abord ci-deflus, ce qui, alave-
1ité | exige fouvent beaucoup de recherches, mais du moins
eft tovjours poffible.

= o, équation indépendante de P. On

Remarquons que & 1’on n'avoi: qu’une feule équation, c’eft-
dire, fil’onavoit 4' == o, B’ =0, & {'==0, laderniere équa-

B
tion que P'on vient de trouver, fe réduiroit 3 C (;A —_— ‘fi %)
- A dB dc , rdC d A4 J

T — = e e Y == a0 1é uné
I "y + i d a; qui étant ‘
dquation de condition entre les cotfficients o , B, C, fait
voir que pour quune équation différentielle d trois varta
bles Adx + Bdy 4 Cdy = o {oit intégrable , méme enla mul-
tipliant par un faleur, il faut que les coéfficientss £, B,
dB

T dx/ )

&c. == o. Lorfque cette condition eft remplie, on déterminé
le faGeur P, de maniere qu'il fatisfaile 3 deux des trois €q¥3-

sions d(AP) _d(BP) d(4P) d(CP) d(BP) _
by  dx 0 dz T dax ’—‘d{ -

4(¢P)

dy *

On voit par-l13, ce qu’il y a a faire quand on a un plus grand
sombee d'équations & un plus grand nombre de variables;

aient la relation marquée par P'équation € (%A
D
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& Pon peut, par ce méme moyen, trouver quelles font les
équations ol il fuffira que g foit une conflunte, ou une fonétion
de I'une, ou de deux des variables, &c.

168. Lorfjue I'équation différentielle propofée ne rentre
pas dans les cas que r.ous avons expo(és ju(qu’a { 167); alors il
faut voir fi on ne peut pas (éparer les indéterminées. Quelque—
fois il ne faut, pour cela, que lapplication des regles ordi-
naires de ’Algébre : d’autres fois il faut des transformations,
Mais il y a beaucaup d’éguations 4 'égard defquelles on ignore
quelle €ft 11 transformation converable.

Léguation ax® dx-byg x™ dx - ykdy (e4 fxh )r fe {épare
immédiatement par la divifion , parce qu'elle eft la méme
chofe que (a-hy7)x" de===ykd. (e4fxt)r, qui devient

de _ ykdy
(e—f-_/'/u!l/‘r a.+.byq
quantirés ©i .0 o0 3 une feule variable.

Mais Dot pads v ax 'y dy-+2abxty’ dy - abby’ dy 3
on voit davcrd faciic-ent, qu'on peut Iécrire ainfi ,
grdx = (x4+2b:y>+5bby+) aydy. On voit enfuite qu’on
pert loi donner cetre 2utre forme, gx dx =/x'+by*)* x ay dy.
Or avec u: ,~ d’attention, on voit que la {éparation réuflira,
filon fait «x* 4 py> ==1; eneffet, onaurax* =z — 87*, &
*dy=1dy—bvdy; donc fubftiwent, onaura ; gdy — bgydy

tad
== a73;dy. Equation d’o on tire l,—;g——j'— ==ydy, quieft fa-,

, dont Tintégration dépend de celle des

cile 3 intéprer,

169. Comme on ne peut donner de regles générales furle
fransformations , nous nous bornerons a quelques cas afle
généraux, dvns le(queis on fait que la féparation réuffit.

On peur {épuror, généralemert, dans toutes les équations
homogenes § devx variables ; c’eft-A-dire, dans celles ou les
deux indéterninées ~ % . , ort dans chzque terme, it qu'elles
fe trouvent erfemule , foit qu'elles foiert feules, la méme
fomme de dimenficns.

En effer, concevons que Adx + Bdy=o, foit une équation

omogene ; % que I'on divife tout par une nviflance de x ,
dont' Pexpofint (oit égal 2u nombre des dimenfions de I'é-
Quation; il «ft facile de fentir qu’il n’y aura plus dans 4 &

h . v
dans B, que des puiflances de -; & des conftantes ; enfarte
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que équation fera Fdx4-F' dy =o, F & F' étant des fonce
tions, de %& de conftantes. Cela pofé , puifque 4 (il)_—_-

3dy~y(lx‘ — X y ® .
w2 omaura dox == 5 d(—x-) +.—J7dy, dong

fi Pon faitX = ¢, on aura dx = —51{4.4'3'; fabftituant
x

{1 g7 Foi
donc pour % , & pour dx leurs valeurs, on aura — R

Fdy

X
o+ + Fldy == ¢, F & F' étant aGuellement des fonctions

de 7 & de conftantes. Or ceite équation donne d—!:‘-—
Fdy
Fe+-Fiig

ferment plus d’autre variable que 7.
Par exemple, fi j’avois y3 dx +¥*xdy 4-bx3dy== o, qui
et homogene, & dont le nombre des dimenfions eft 3; je

Y
, équation toute féparée ; puifque F & F' ne ren.

3 2
diviferois parx3, & j’auroisy—- dx+" dy +b dy=o; fai-
y Y i otdy=y dg
fant donc =~ =7, ou x ===, Jauroisd x :.={___-—{—— 3 fub-
* kS
ftituant dans 'équation propofée , il vientz* dy -yzdg+7°dy
+b dy == o, d'oll je tire ‘{-J-,—:z ﬁ{ ., dont lintégrale
y S X
eft ly == 11 (27> 4-b)+ [C, qui donpe y == C ( 23*+B)*, ou
yt = C* (23 +5), ouenfiny+ = (C+ (,, ?’z_; +b), en re-

mettant pour g, fa valeur z .

o

170. I feroit donc avantageux de pouvoir rendre les équa-
tions homogenes. On n’a pas de méthode générale pour cela.
I} faut avoir recours aux transformations. Celles qui peuvent
promertre quelques fuccés , confiftent & égaler une des varia-
bles, ou une fonétion de cette variable, ou méme une fon&ion
dos deux , a4 une fon&ion d'une nouvelle variable avec des
expofants indéterminés. On détermire enfuite ces expofants,
par la condidon que I’équation transformée foit homogene.

Par exemple, fi je veux chercher des cas ol D’équation
8" d 4 by” 29dy - cyidy==0, i laquelle on peut séduire toute
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équation 3 trois termes, fi je veux, dis-je, chercher des cas
ot elle puiffe devenir homogene, je ferai x == g #; alors j’aurai

ahzg mhoth—1 dz—by" {qhdy-i-cyk dy =o.Or, ilfaut, pour

que celle~ci foit homogene, que 'onaitk=gh qn, & k ==

T - j 7
mh-h— 1, d’od Yon tire 4 =l g e T

Mm-gep-15 m-q+1’
ainfi, filesexpolants &, g, m & » fon: tels que cette derniere
équation ait lieu, on pourra rendre I'équation homogene , &
par conf¢quent {¢parer.

171. En général, au défaur des méthodes direttes , on
cherche A rinener les équations propofées, 3 d’autres équa-
tions dont [Pintégration foit connce. Cleft ainfi quon en
ufe, par exemple , 3 Pégard de I'équatisn particuliere
dv4ay*dx =:b:"dx, connue {Ous le nom d’équation de
Riccari, & que Pon ne fait intégrer que pour certaines va-
lears de m.

Sim étoitzéro, onauroit alorsdy G~ ay*dry==bdx qui eft

-/

b-ay?

féparable, & donne = dx, dont l'intégration eft fa-

cile,

Mais pour intégrer ’équation , lorfque m a d’autres valeurs
il faut ticher de la changer en une autre, ot ay* & 5 [oient
muliipliés par une méme puifflance de «; alors elle fera (épa-
rable. Voici comment on trouve les valeurs de m, qui per~

mettent cette tranfmutation, Faions y == Ax” 4 29 ¢ 3 nous
—1 —1 e .
auwrons dy==p Ax " dx4gx ™ tde 4 x 1d¢; fubflitwant, il
. —1 —_1
vient p AT de + qxq tdx - 57 de+ ax?? ude

ad 4 Pds+ 2 ad=Ptd . == b.7 -
Suppolonsp —1==1p,pA tadd==0,p 4q=q—1,
¥

¢§+42 gA==o0; nousaurons p==—1, A== ~1g=-2;ce qui
<.

thange 15 transformée, en x-2 dt 4 ax-4 r1d* ==2 ™ dx, ol vsa
t @ g2 tedy == bx™+2 dx, qui fera (€parable, A m == wm 4.

. . 1
Faifans , dans celle-ci, ¢ == —, elle fo changera en ...,

’
dz 4By miz 27dx=ax-2dx Faifantdoncy == A'x" 4= 1¢' ¢,
& opérant commie ci-deva, on aura . o« o .« v o6 . .
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S 4 ‘. U _t .
P A e s e ot ! b P gy
H04" x2p'mr dx+sz’xP+9+m+z t'de = gyt

Suppofant 2 p'- m 2= p'-1,p'A' 4= bA'2=0,q' + 25 A'=,

m 4
¢'—1=p'4-g'+m~+2, onaurap' ==—m—3, A' =173

b
g'=-1m-6, & I gy b Yy dezaxade, o
de' ++bx-m-4 ¢t de=—ax*m+4 ds, qui fera {éparable, fi-m-4

— . —_— 3
=arm- 4, onfim=—=%

. . 1 . . )
Silon faite'= —, puis ;' = 4" x -+ x¢"¢"", & quel'on

continue toujours de méme , on trouvera fucceflivement ,
que ’équation eft (éparable , lorfque m=-22, m=-1%, m=-%,

&c; ceft-a-dire, en général, lorfque m = r , r éant un
niombre entier pofitif. rr—1
Et en remontant aux fubflitutions précédentes, on verra
que y a pour expreflion . . . e . e«
X

R R e

¢

1
(—a—-—-—_'-—!
A5k

en continuant jufqu'd ce que Pexpofant de x dans le premier

!erme du dernier dénominateur oit - m =~ 2.7-1-1; &
alors le fecond terme de ces dénominateur fera x- (2m-+4)
(r-)-2¢; ¢ érant une variable qui apres la fubflitution de
cette valeur de y, fe détermine par Pintégration de I'équa-
tion réfultante, qui eft féparable alors; il faut feulement ex-
cepter le cas olt r = 1, dans lequel on doit faire fimplement
y==Ax-T4x-2 ¢,

Reprenons I'équation dy + ey* dx = bx™dx, & concevons
qu'au lieu de fubftituer d'abord y = APx ~+x9¢, comme nous

Pavons fait ci-deflus, nous falfions d’abord y o= L puis
L

¢ = A¢F T ¢, & que nous continuions d’opérer comme ci
deflus; on conclura, de méme, que lon féparera outes 1o
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. —_—Ar , . .
fis que m = 4 , 7 étant un nombre entier pofitifa
2741 .

Et la valeur de y fera . o o« . . .,
I

y -1 -2m~2

Ax -+ x ( 1
-2m- -4m-6
A xS g

1

a3

A"x -Sm-s—f— &Cs
en continuant de méme jufqu’a ce que le premier terme en x
dans le dernier dénominateur , foit — m 7 -2 r+1; & alors ke
fecond terme doit étre x2mr-4 r-2 ¢,

On ramenera aux mémes cas, I'équation, x9 dy <~ ay* xndx
=bx™dx , en divifant par x9, puis faifantxn-¢+1 =z,

Tels font les moyens généraux que l'on emploie, lorfque
les dx & les dy ne paflent pas le premier degré. Quant aux
équations qui renfermeroient diftérentes puiflances de dx
& dy; comme elles ne peuvent manquer d’étre homogenes 3
Pégard de dx & dy, on divifera tour par dx élevé A une puif~
fance égale 4 la fomme des dimenfions de dx & dy 5 on réfou-

) , d .
dra I'équation en conﬁderant:i—}—/ comme l’inconnue, Alorg
x

dx & dy n’étant plus qu'au premier degré, on verra, £ om
peut appliquer 4 cette ¢quation les méthodes précédentes,

Des Equations differentielles du fecond ,

trolfieme , &c. ordre.

171. La liberté que'on a (19) de prendre pour conftante
dans une différenciation , l’une quelconque des différences
premieres, . peut contribuer dans beaucoup de cas, a faciliter
Pintégration. Mais comme il peut arriver que lors de la diffé-
renciation , on ait fait conftante , la différentielle qui n’eft pas la
plus propre i faciliter Vintégration, il faut commencer par
Monutrer comment on peut ramener une équation différen
tielle dans laquelle on a fuppoié telle ou telle ditférence
conitante, i une autre od il n’y en ait plus avcune de confx
tante : on fera le maitre enflite de fippofer conftante, celle
Quelonvoudra. Soitdonc Adx? == Bdxdy + Cdy* +-Dd ly := o,
‘Equation 3 deux variables & a diférences fecondes , dans
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laguelle la premiere différence dx d’ure des variables a éid
fuppof<e conflante. Aprés avoir divifé cette équation par dx,
* dy* i
an I'écrira aicfi A dx + Bdy+ %Z + Dd (‘-l—z) == o qui
ax ax
elt en effet Ia méme, parce que, tant qu'on (uppofe d x confa

dy , . ddy . ,
tant, d ((Z—;) eft égal a - ° Mais fi Pon ne veut plus

x
dxddy-dyddx
dx*
dxddy-dyddx
T )70
dans laguelle il n'y a plus aucune différence conflante.

Soit Adx3+Bdx*dy+ Cdy* dx+ Ddy’+ E dxd dy+
Fdyddy+ Gd*y =o; I'Equation 1 différences troifiemes ,
d x érant toujours conftant, Cdv?

On divifera par dx* , & onaura Ad x +Bdy + Z20_ +

5 PEquation

que dx foit conflant, alors d(?) =
x

fechange doncen Adv - Bdy -+ C"Zdy_’ ~+~D (
X

dy’ ddy dy ddy diy dx
V4 g LY pyey o - ,
Ddx" dx dx dx + e dx* ©5 que lod

2 3
pourra écrire ainfi, Adx 4+ Bdy + E_‘_{_}’_ + Ddy
dx

w

4 dx* !
dy dy dy 1 dy
Ea () F o e(Z) +eef z)4(Z)]="-

& faifant tout varier dans ces différenciations indiquées, on
aura ’équation o1 il n’y aura plus de différentielle conftante.
Appliquons cela a un exemple. Soit dx? dy — dy?i==
adxddy—+«x d.._v ddy, dans Jaquelle on ait fuppofé dx conf-
taat. On ne voit pas, fur le champ, comment cette équation
pourroit €tre 1ntegree 5 mais fi nous rendons d x variable, en
- dy? dy
écrivant dxdy — .= (adx+xdx)d ( ==Y, alors nous
dx dx
pouvons , dans cetre différenciation indiquée , prendre dy

pour conftante ; & nous aurcns dx dy — _y_; = —(adx+
dyddx X

ds* '
addx —dy* =o, dont Pinidgrale, airfi qu’il et aifé de le
voir, eft xdx + ¢dx —ydy+ Cdy=o0, en ajoutant une
sorflante Cdy de méme ordre que ['intégrale, Cette équa~

xdx) qui en réduilznt, devient dx*+xddx-+

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



DE MATHEMATIQUES. 223

3
tion étant intégrée de nouveau, donneix’—ax -

+Cy—+ C =o.

172. Examinons maintenant les équations A différences fes
condes , & 3 deux variables. Nous appellerons ainfi, celles
dans lefquelles il n’y a pas de différence qui pafle le fecond
erdre, 4 quelque puiffance que d x & dy y foient d’ailleurs élevés.

Nous fuppoferons qu'une des différences eft conflante ; mais
il fera facile d’en conclure comment on devroit {e conduire
fi elles étoient toutes deux variables.

Soit donc # ddy + B ~— o, ’équation générale qui peut
repréfenter toute équation différentielle du fecond ordre, 3 deux
variables x & y, & dans laquelle dx eft conftante. 4 & B font
des fonctions quelconques de x,y,d x, dy & conftantes.

I I B-# k

Jécris ainfi cette équation. . . .4 ddy -f-( Zy )dy-i- =
€x==o0; k érant une fon&ion inconnue , de méme nature que
A& B. Je multiplie cette équation par un fa&eur P que je
fippofe étre une fon&ion dex,y, dx,dy, & conftantes; &

jidPddy-+ P(Bd“" £

pofe étre une différenticlle complette.
Cela pofé , nous avons trois diffirences , favoir ddy, dy &
dx Regardant donc ces différences comme celles d’autant
d(ALP)

d Lk dx==0, que je fup-
y+ dx -~ ’q ) Q

de variables différentes, il faut (153) que Pon ait

_ d[ P(B-— k)] d(_g!;_) - ,z(%_:.) d[P (%:;_E)d]y -
d s *

\ﬁ-.—_._d,‘.y.._..—
dy ddy 5 d

Pk .
d (rx). De ces trois équations, on peut, en imitant ce qud

dy
& fait (167), déduire une équation ot P n’entre plus, &
Qi {erviroit & déterminer k, en prenan: pour k une fon@ion,
1 plus générale qu'il foit poffible, de x, y, dx, & dy, avec
e coéfficients indéterminés que 1'on fubftitueroit dans cete
Wme équation. Aprés quoi on déterminercit /2, en prenant
¢ méme uyne fonclion de méme eipzce, & cclle qu'elle fuis~
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fit 3 deux de ces trois équations. Mais on peut fimplifier cette
recherche , & la bornet a chercher pour P une fonctioh de %,

y, dx dy, qui fatisfafle 3 deux ¢quations,
Les deux premieres , des trois équations que mous vsnons

de trouver , donnent d(jl e dx P(B—Fk)+
‘yl
1 d(P(Bhy | ( Py _ .
u bie — P(B—#%
Zy  ddy == PR

dy Yy

1 d(PB) 1 d(Pk) d(AP) ~ 1 d(Pk)
dy “ddy dy ddy ’" T ds =~ dx ddy’®

Subftituant , dans lavant-dermere équation , la valeur de

)
a d_y) tirée de la derniere, onaura d(:[)) = l_x_;
ay
P(B—k)+ L E(PB) _ dx () ; d'od Pon fire P
4y~ ddy dy d=
(B—k)=4dy arE) _ (zx(zyii(_“p_). —dyt
d(AP) ddy dx
—:1"_ 3 Qo il fera faczle d’avoir £, des-que P fera coriny,
Or de ceite derniere équation, on tire P k=P B—dy
(
d(PE) dxdyd(AP) ~+dy? dAr) 5 fubflituant Ia
dd ax (i AP)

valeur de P(B—k) & celle de P & dans lcquatwn —-(—[—i—‘-

=d(P (_B__ﬁ) & dans ’équation 4 (—(—é’—-lf_)-> =

dd dx
kl’ d(AP)
, onaura R .4
) dy )
d(PB) . d(APY dAP)
—d Y ) -
d(zidy T TV gy )’&“
ddd
d(BP.) (4P) d\A[’)
S xS
d (ddy dx )_ '

dx d(
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PB  dyd (PB) d(AP) | dy*d(A4P)
8 8YeNio) 4 4, NP8 4o 9 a\dy)
dx dx ddy Y T s dx dy )‘

d

La queftion eft donc réduite 4 trouver pour P une fon&ion
dex, y, dx, dy & conftantes, qui fatisfefle 4 ces deux équa-~
tions. Mais quoique cela foit toujours poffible, cela n’eft pag
également facile 5 c’eft pourquoi abandonnant cette recher-
che générale, nous allons examiner quelques équations plus
limitées, mais cependant trés-étendues.

Obfervens, avparavant, qu'il eft facile, d’aprés ce que nous
venons d’expofer, de déterminer fi I"équation propofée eft in=
tégrable dans 1’état o0 elle eft. Il n’y a qu'a (uppolet P == 13
glors il faut , pour que Péquation foit intégrable, qu’elle (a-
tisfafle aux deux équations fuivantes. . e e s s e

A .
y:d(ﬂ.—ddxdé—dydy), &K o o o 'y

dy ddy ds 4y
ddy
((ﬂ_dxg_.dy‘{ﬁ):: I
ddy dx dy
B d dﬁa d4 dy*d A
; Y
d(d; - i iyt YV t wmn )

——

dy
¢ft général quelle que foit Péquation différentislle du fecond
ordre, dx 4tant conflant,

173. Propofons-nous , maintenant , dintégret I’¢quation
Cdxv*+Hdxdy+ K dy*+ Lddy==o0, lor[que le falteur P
qui manque 4 cette équation pout étre intégrable, ne doit étra
q@'une fon&tion de x, de y & de conftances. Je (uppofe d’ail<
leurs que ¢, H, K, & L ne renferment ni d» nidy; mais
fealement des fonéions de %, y & conftantes. 3

Silon compare cette équation, i 'équation générale A ddy

B—o,onaura A=1L,%B=CGdx*4-Hdx dy+Kdy
Subfticuan: dans les deux équations que ttous avons eues, Ci=
leffus, pour déterminer P & faifant attendon.a la fuppofi-
tion que nous faifons , favoir que P, G, FI, K & L ne ren=

. . d(P , .
ferment ni dx , ni dy, nous aurons (.i ) =K P} &une fa-

7 P
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d(PL)

conde équation, laquelle, aprés y avoir fubflitué pour — d

d(PL)
dx

9
fa valeur X' P, (e réduitd d (P Hdx + K P dy — dx

dy
d(PL) _
d

== d(PC dx4-dy (-I-E%Q).Mais&cauﬁ de =KP,

d(A P) (d(IPI))__ i(i’_)_.); & par
fy

gonféquent d%ﬁy_} dyd d( PL )) done notre (o
x

“‘2—;—.

conde équation fe réduit (aprés avoir divilé chaque membre

par ) 3 HPH)_dd(PL), _ d(PC)

dx ~ dxdx dy *

tion & I'équation APL) _ K p Gt celles que nous avons

Cette équas

Y
a traiter aCtuellement , "pour intégrer la propofte.
Obfervons maintenant que , dans cette derniere équation,
iln’y a que y qui fojt regardée comme variable. Cela pofé,

exécutant la différenciation indiquée, & tirantla valeur de —

! P
onaura —};—=-—-dy — - prenant donc Pintégrale, en ré-
gardant y feule comme variable , puifque la dxfferencm:xon 3
été faite dans cette fuppofition, on aura [ P = f dy-

1L + [X. Jajoute, pour conflante, la quantité IX par
laquelle ;enundc une fon@ion de x & de conftantes. Ce
parce que x a éié {uppofée conftante dans la différenciation.

De cette ¢quation je tire P = 7 ef — dy. Si Pon fubftitse

* Par cetee exPrefﬁcn Tode & divifec enfuite par dx 3 puis 8"

K férencier le réfuleat, en fax(zﬂ‘
nous entendons qu'on doir diffé-

ld (P L) §rencier I’L en faifanc varief ’f'
varier = & divifer encose par ¥
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d(PH
d

) . &c, & que l'on
X

sette valeur de P dans Péquation
K

divife enfuite par ef L dy, oh aura I'équation qui doit détera
miner X, Or comme X doit étre une fon&ion de x, il s’en~
fvit que, pour que P'équation propofée foir intégrable par la
mulriplication d’un faeur copofé feuleinent de x; ¥ & de
conflantes , il faut que ; dans celle-ci, tous les y difparoiffent.

Suppofons, par exemple, que Von ait équation 2 y 4 x* ~-
(rx+43yx)dxdy =421 x*dy+ x*yddy ==o, quin’eft point
inégrable dans I’état ot elle eft. J2i donc L ==x*y, G=1y,

. ) X  rudy _Xe
H=ix 437 % K==1x*; doncP::-}-e/— =yt
x

xz

=y ﬁ;)-'. Subflituant cette valeur de P, & celles de

’ 2
avoir tranfpofé | __4Xy+ rydX 2 Xy+ WA X

Xy: 43 - x? xdx xx xdx
%L_.’ :’{X == o ; également donc & zéro la fomme des
x x

termes affeGtés de y 4 & divifant; enfuite, I'une des équations

x P ,
L, ¢, H, &c. dans I'équation ‘—{—(5.‘1{) &c, on aura, aptis

bary, & Tautte par g%, oh aura, aprés rédultion faite,

d
P 5 & — #* ddX 4+ 3xd Xdx—3Xdx* =o. La premiore

x
lonne X = x35 & cette valeur fubftituée dans la feconde, y
fuisfait; on 2 donc X ==, & par conféquent £ — %g =zys

Mainténant , fi 'on remonte i la valevr de P k, trouvée
172), onauraPk=12 xy‘ dx?+ 3 x3 ]: dxt{}’, &P (E—k):
1¥*ydxdy+ 2 %3 y dy*; enforte que P'équation, rapportée i la
forme générale (172 ), devientidy*ddy + (2x°y d -+ 13 ydy)
b+ ky*dx+3x*y dy)dx=o.

Pour intégres on fuivia la méme tegle qui 4 été donnée
(148) 5 on regardera d'abord ; dans % y* ddy, dy feule
‘°mﬂ1eIVariable, & Pon aura % y* dy. Différenciant cette
%Uéntue en faifant tout ¥arief, & tetranchant de Péqiiation
Vrefte (3 x*ydx)dy—+ (2 xy*dx)dx. Onintégreta le premier
® cés termes , en regardant y feule comumie vir)'-iable, & Pon

2
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aura x* y* dx, dont la différentielle, prife en regardanty &
comme variables , étant retranchée du refle précédent, ne
Yaiffe rien; ainfillintégrale eft 3 y* dy-+x* y* dx 4+ Cdix =0,
en ajoutant une conflante.

On peut prendre , pour fecond exemple , Iéquation
rwdxt+(3x+y+ 2)dyde+ax dy* + (x> +xy)ddy = o,
qui s'intégrera de la méme maniere. On trouvera que X doit
erre égal ax, & P==xy,

174. Si aprés la fubftitution de la valeur de P, dans 1%
d(PH)
dx
Péquation qui doit donner X', eft alors différentielle du fe-
cond ordre; enforte qu’il femble que la méthode n’eft, dens
ce cas, d’aucune utilité. Mais il faut obferver que [P’équation
qu’on aura alors , fera de cette forme Adx® + L X dx* + CdXdx
pEddX =0, A, B, C, E étantdes fon&ions de x & de conf
tantes. Or, pour intégrer cette équation , je Décris ainf
AP'd<t +BF Xdx* +(C-k") P'dxd X + K'P'd Xdx + EP'ddX
== o, Je fuppofle, maintenant , que P’ & k' ¢rant des fonc-
tions de x feulement, les quatre derniers termes forment
enfemble une différentielle exa&te : alors le premier terme
étant une fon&ion de x, s'intégrera aifément. Or les équa-

d(EP'")

. . . , \
quation &c , tous les y difparoiffent d’eux- mémes,

=

sions qui réfultent de cette fuppofition, font
d{kP'dX+BP Xdx) d(EP) d[(C'—FK)P'dx]
dd X Y 4dXxX T dd X )
d(KPdX+BP Xdx) d[(C—X)PdX] &
dX — dx R
d[(C—FK )P dx] _ d(BP X dx)
dx dX *
tions fe réduifent aux deux fuiventes, (eu égard 3 ce que k)
P, A4, B, &c, nerenferment point X ), -(-l—(-E—i«) =k'P,

A (C—F P' A dx
& BF =-—[(—— ) ]-. Tirant de chacune de ces deux

Ces quatre é&que-

dx
fquations , la valeur de

» & égalant 'une de ces V&

teurs a lautre, on aura , aprés les rédulions feites
FEd¥ +(C—KYdE—K(C—K)dx+BEdx—EdC=0
équation différentielle du premier ordre feulement, dont &
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pend la valeur de X7, & par conféquent Pintégrale de la pro-
pof¢e. Suppofant donc qu’on ait déterminé &' par le moyen de
cette équation, on aura aif¢ment P', par le moyen de I’¢qua-
o d(EP') . dP'_Kdx dE

tion k' P! = o donne - =T

p! E E

ar conféquent P/ = H  k'dx ,
P 1 ef , H étant une conflante,

E E
Alors k' & P'étant trouvés, on aura X, en mettent les valeurs de
K & P' dans I’équation AP'dx* +BP' Xdx* + (C—k')P'dxd X
+kKP'd X de+ E P'dd X = o, & intégrant. Or comme cette
¢quation ne peut manquer i préfent d’étre une différeniielle
complette, on a pour {on intégrale dx/AP'dx + Xdx/BP'dx
FdX[k'P'dx + Ldx = o, L étant une conftante : & cette der-
niere s’iniégre facilement par ce qui a été dit (165) 5 on
aura donc X dés qu'on aura &’; ainfi, on peut dire générale=-
ment , que toutes les fois qu'il ne manquera i I’¢quation
Gdx*+ Hdx dy+ K dy* + Lddy ==o, qu'un fa&eur compo(é
dex, dey & de conftantes, pour ¢tre une différentielle exadle,
cette équation fera toujours facilement rédultible 3 une équa-
tion différentielle du premier ordre , quelles que (oient, d’ail-
leers, G, H, K, L.

Mais fi aprés la fubflitution de la valeur de P dans I'équation
dPH)
dx
puifle faire difparoitre fans afujettir les cocfficientsG , H, X', L
4 certainies conditions , c’eft une preuve que le falteur P
doit en.outre, renfermer des dx & des dy; alors il faue

avoir recours 3 la méthode générale (172 ).

On s’y prendra de méme pour trouver dans quels cas toute
utre équation différentielle du fecond ordre , d’une forme
onnue, peut éure intégrée pac la multiplication d'un fatteur
©mpofé de x, y & conftanies, oudex, dy, dx & conflantes ,
oudey, dx & conftantes, &c.

175. A Pégard des équations différentielles du troifieme
ordre, en les fuppofant repréfentées généralement par 4 ds y -+
B=, s A & Bétant des fon&ionsde x, 3, dx, dy,ddy &
de conftantes ; & {uppofant de plus que P eft le fatteur compoté
dex, 5, dx,ddy & conftantes qui peut la rendre intégrable ,

8 pourra I'écrire ainf AP 4 y+ P ddy =+

&c. Déquation renferme encore des ue l'on ne
Y

ddy
P
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k—1 P! d(4P)

p T dy e de:o. Alors il faudra que 7 =
B—k) . d(AP) k— d( AP)
‘", ddy ]’ dy de y dx
d3 d’y

¢/pt .dy p(vB—k)]-—d p(,.k_,—_l_)].

d:r)’ [ ddy — [ Jy 2% 4 ey

&y dy ddy

(B—k)- Pl [ (k-l)] P}

= — Pt l=d{—=). C

d[P T ((R)eP5 —). Cd
dx ddy dx dy

4 Taide de ces équations qu'on déterminera k, Z & P. Mai
nous ne pouflerons pas plus loin ces recherches.

On voit comment on doit s’y prendre pour que les équations
différentielles d’ordres plus élevés.

176. Oblervons en finiffant, 1°. que lorfqu’il manque une
des deux variables finies dans l‘équation , on la ramene toujours
a une équagion d’un degré moindre en faifant dy == pdx,p
étant une nouvelle variable.

177. 2°. Que Iéquation générale &*y +a d™* yds+
3d - ydx* w &upsio 4y dx™ 4= Xdx" =0, a, b, &c, cunt
des confiantes, X une fon&ion de * & de conftantes, & d¢
éeant conftant, peut toujours étre intégrée facilement par um
méthode femblable X celle que nous avons employée ci-deffus,
pour I'équation 4dx* + B Xdx*+Cd Xdx 4+ Edd X =0

Pour cet effet, on P’écriraainfi, P d"y+ P(a— k) d™ 'yd*
+Phid™tydx + P(b— kyd 2 ydx*+ Pk dn=ryds’
o &Coupo-Plydsn o+ P X dx® =m0y P étant le faQeur, qul
peut rendre I'équation intégrable, & que je fuppefe étre unt
fon&ion de x 3 &k, k', &c. font des conftantes indécerminées.

On fuppofera que les termes pris deux i deux, 3 commen
ser du premier , forment une différentielle exace. Cette P
pofition donnera les équations néceflaires pour détermint®

Pk, &, &c. ayant égalé les valewss de %E , on auza des éque*

sions en k, k', &c i Iaide defquelles on déterminera £, p2*
. P ] . ,
une équation du degré n, La valeur de & étant trouvée , on auM
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sifément cellede k', k", &c. & on aura cellede P, en inté-
grant, ce qui fera tres-facile. Alors pour chique valeur de &,
on aura une intégrale particuliere , en obfervant d’ajouter a
chacune une conftante ditférente. De n — 1 de ces ¢quations
on tirera les valeurs de dy *-', dy **, &c. & les {ubftituans
dans la derniere , on aura Ja valeur de yen x.

178. 3% Si Von avoit plufieurs équations ol les différences
ne fuffent point multipliées éntr'elles, fi ce n’eft par la diffé-
rence conitante, & ou les vaiiables ne paffaflent point le pre-
mier degré & ne fuflent point multiplides entr’elles, on les
intégreroit en multipliant la feconde, 1a troifieme, &c. chacune
par un falteur conftant p, p', &c. ajoutant & la premiere,
& multipliant le tout par un fa&eur P que lon fuppoferoit
étre une fon&ion de la variable dont la différence eft conftante ;
alors on décompoferoit les termes affe@és des différences d’une
méme variable, comme on vient de faire dans ’équation pré-
cédente.

Par exemple, fijavoisaddy+bddy4(cdytedy)ds+
(fi+gy)dsi=o,&a'ddy+b'ddy+ (! dg+e'dy)ds+
(f' 1+ g'y)dx* == o; multipliant la feconde par p, ajoutant i
la premjere & multipliant le tout par P, j'aurois. « o . . . .
Pla+a'p)ddy—+P (c=+c'p)dy dx-{-—P(f}-i—‘-j";) 7dx*
=+ P (b+b'p)ddy 4 P(e+elp) dy dx+P (g+g'p)y ds* = o.
Enfuite je décompoferois ¢ + ¢’ p, en c+ ¢'p—k, &k;
‘E décompoferois pareillement e+e'p, ene-e p— K & k'.

t fuppofant enfuite que les termes pris deux i deux forment
des difféventielles exa@es , j'aurois les équations néceffaires
pour déterminer, k, k' & P, L’équation en % montera en
général | au degré 2 n, ce qui donnera : nintégrales , i l'aide
defquelles on chaflera toutes les différences, & I'on aura les
équationsen 7 & x; en y & ¥, &eo

179. 4°. Si les équations étoient plus générales' , on regar-

eroit p, p', &c. ainfi que P, comme des fon&ions de toutes
les “variables & de leurs différences ; & l'on détermineroit
ces fonGions, par la condition que I'équation totale fiit une
difftrentielle complette. Les ouvrages quon peut confulter
fur le calcul iniégral, font ceux de MM Euler', ‘&’ Alembert ,
Fontaine,le Marquisde Condorcet, Bougainville, & le P. Reynau.

B
P4
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PRINCIPES GENERAUX
DE LA

MECHANIOUE

-

NOTIONS PRELIMINAIRES.

1 80. S ovus le nom de Méchanique , nous
comprenons la fcience du mouvement, &
celle-de I’équilibre.

Il y a du mouvement dans un corps,
lorfque ce corps, ou quelques-unes de ces
parties font tranfportées d’'un lieu en un autre.

Un corps, ou laflemblage de plufieurs
parties matérielles ne peut de lui-méme fo
mettre en mouvement. Il ne peut étre mu
que par une caufe, fans laquelle il peut,
d’ailteurs, exifter.

Cette caufe, telle qu'elle foit, qui eft
capable de mouvoir un corps, eft ce que
nous appcllons Force ou Puiffance,
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L’équilibre , eft I'étar d’un corps, ou d'un
aflemblage ou Syfiéme de corps , qui eft fol-
lieité par pluficurs forces dont les effets font
déeruits par quelques obftacles, ou fe décrui-
fent mutuellement.

Le repos, eft I'état d’'un corps dont les
parties , non-feulement ne font point dépla-
cées , mais ne font pas méme follicitées par
aucune force,

Pour établir les principes du mouvement &
de I'équilibre , nous imaginerons , d’abord ,
quil n’exifte rien autre chofe dans la nature,
que les corps dont nous parlerons, & les
forces que nous leur fuppoferons appliquées.

Ainfi, nous regarderons d’abord les corps,
comme non pefants ; comme parfaitement
libres : nous fuppoferons que ni lair ni la
pefanteur , ni le frottement, ni tout autre
obftacle n’exiftent.

Nous aurons, enfuite, égard i ces obfta-
cles ; mais paur mefurcr leurs effets, il faut
commencer par examiner les chofes , dans
cet érar de fimplicicé.

18 1. Ces fuppolitions faites, il eft clair
que i un corps a recu du mouvement par
une caufe quelcanque , il doit perfévérer
dans cet érat de mouvement , fans aucune
altération ni augmentation, fans aucun dé-
Wur , tant que la méme ou une nouvelle
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force n’agira pas fur lui. En effet, nous ve-
nons de dire qu'un corps ne peut fe donner
du mouvement; il ne peut done s’en Oter,
puifque ce feroit, s’en donner en fens con-
traire: d’ailleurs nous fuppofons qu’il n’exifte
aucun obftacle.

Ainfi, le mouvement eft naturellement égal
ou uniforme , & redtiligne. Examinons done
d'abord les propriétés de ce mouvement.

Du Mouvement uniforme.

1 82. Le mouvement uniforme eft donc
celui d'un corps qui fe meut toujours de la
méme maniere ; ceft-a-dire , qui par.ourt
toujours le méme efpace dans le méme
intervalle de temps.

Pour comparer les mouvements de deux
corps qui "fe meuvent uniformément, il faut
confidérer 'efpace que chacun décrit dans
un méme temps déterminé , comme d'unc
minute , d’une feconde, &c. Cet efpace eft,
ce quon appelle, la Pieff. ‘

183. La viteflc d’un corps, eft donc,3
proprement parler , Pefpace que ce corps
peut décrire uniformément dans Pintervalle
de temps que l'on prend pour unité.

Ainfi, dans les mouvements uniformes d¢
deux corps , fi I'on compte le temps en fe-
condes ; & que l'un parcoure § pieds , p&
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feconde ; & l'autre, 6 pieds par feconde ;
je dirai que la viteffe du premier eft de g
pieds , & celle du fecond , de 6 pieds,

184. Mais {i, en prenant toujours la
feconde pour unité de temps, on me difoit
quun corps a parcouru 1oo pieds en cing
fecondes ; 100 pieds nexprimeroient pas la
vitefle , parce que cet efpace n’eft pas celui
qui répond a I'unité de temps, ala fecomde
mais je vois qu'a chaque feconde, il en par-
courroit le cinquieme, ou 20 pieds; c’eft-a-
dire , que pour avoir la vitefle, je divife le
nombre 100, des parties de I’efpace parcouru,
par le nombre § des unités de temps qui fe
font écoulées, Donc, en général , la vireffe
eft égale a Lefpace divifé par. le temps ; car il
eft cfair en général que i on partage l'efpace
total en autant de parties égales qu’il y a
d’unités de temps écoulées, chacune fera l'ef-
pace décrit pendant cette unité de temps,
& par conféquent fera la vitefle. Ainfi nom-
mant 7" la vitefle, E l'efpace. parcouru pen-
dant un temps marqué par 7', on a généra-

lement, ¥== % ; c’eft un des principes fon-
damentaux de la Méchanique.
e E

I8y. L'équation == % , donne non-

feulement la mefure de la viteffe , mais en-
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core , celle de lefpace & du temps. En
effet , {i Uon regarde fucceflivement E & T
comme inconnues ,-on aura par les regles
ordinaires de ’Algebre, T= I;—,, &E=VT,
Ainfi pour avoir le temps, il faur divifer e/~
pace , par la viteffe ; & pour avoir lefpace , il
Sfaut multiplier la vitefJe par le temps.

Par exemple, fi Pon demande quel temps
il faut pour décrire 200 pieds, avec une
viteffe qui feroit conftamment de 5 pieds par
fcconde ; il eft clair qu'il faudra autant de
fecondes qu’il y aura de fois § pieds dans 200
pieds; c’eft-a-dire, qu’on aura ce temps ou ce
nombre de fecondes, en divifant ’efpace 200,
par la vitefle 5; il faudra donc 20 fecondes,
c’eft - 3-dire un’ nombre de fecondes égal a
Pefpace divifé par la viteffe.

Pareillement {i T'on demande quel efpace
décriroit, en 20 fecondes de temps, un corps
qui feroit mu avec une vitefle conftante de §
pieds par feconde; il eft clair qu’il décrira 20
fois 5 pieds; c’eft-a-dire , qu’il faut mulciplier
la viteffe par le temps.

Ainfi, {i nous employons ici des carac-
téres algébriques , ce n'eft pas qu’ils foient
néceflaires pour faciliter Vintelligence de
ces premieres vérités. Mais ils font uriles
pour foulager la mémoire. On voit en cfiet
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par cet exemple , que le premier principe
érant une fois dans la mémoire , on peut
toujours facilement retrouver les deux au-
tres , en appliquant les regles ordinaires, &
ce premicr principe traduit algébriquement.

186¢. Il et donc facile maintenant de
comparer les mouvements uniformes de deux,
ou d'un plus grand nombre de corps. Par
exemple , {i Fon me demande dans quel rap-
port font les vitefles de deux corps, qui décri-
vent des e{paces connus E & ¢, dans des temps
connus T & ¢, refpeétivement. En nommane

V & u les vitefles de ces deux corps, Taurai
Vzg-,&u_——_it(xﬁq.);donc Vi:u: % —:-;
Ceft-a-dire, que les viteffes font comme les
efpaces dwifes par les remps.

En un mot, qu’il sagifle de comparer les
viteffes , ou les efpaces, ou les temps, le
principe que nous venons de donner (184 )
donnera lexpreflion de chacune de ces cho-
fes, pour chaque corps; il n’y aura donc
qua comparer ces expreflions. Par exemple,

fi je veux comparer les efpaces: ce principe
E s st s

me donne V= =, dol jetire E= V' T}

donc pour le fecond corps, jaurai pareille-

mente=—uts;donc E:e:: VT:ut; ceft-a-

dire , que les efpaces font comme les viteffes

multiplices par les temps.
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1 87. De ces trois chofes, l'efpace, le
temps , & la viteffe, fi 'on veut en comparer
deux, lorfque la troifieme eft la méme pout
chaque corps, il n’y a qua chercher , de
méme, Vexpreflion de cette troifieme, pour
shaque corps , & é€galer ces deux expref-
fions. Par ‘exemple , {i je veux favoir quel
eft le rapport des efpaces quand les viteffes
font les mémés, jai V=— Ff & u=° ; donc

. s ~_ . E £,
puifquon fuppofe =uon a T ===, ou
EtemeT,doulontire £E:e:: T:2; Cefta
a-dire qu'a viteffes égales, les efpaces [~nt com-
me les temps. On trouvera de méme qu’en cemps
gal, les efpaces font comme les viteffes 5 & que
pour que deux corps decrivent le méme efpace ,
il faur que leurs viteffes foient réciproquement
proportionnelles aux temps. En_ effct, on a
E=VT&e=ut;donc fi E=¢, on a
Vi=ut,doulon tire ¥:u::2:T

Ainfi, le feul principe V::? donne le
moyen de comparer toutes les circonftances
des mouvements uniformes.

Des Forces & de la quaniicé de

MOUV(;’I?ICIZ[.

188. La fomme des parties matériclles
dont un corps eft compofé, eft cc quon
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appelle fa Maffe ; mais dans T'ufage que nous
ferons de ce mot, nous entendrons le nom-
bre qui exprime de combien de partics ma»
tériclles le corps e@ compofé.

La force, ainfi que nous I'avons déja dit,
eft la caufe qui meut, ou tend 2 mouvoir un
corps.

Comme les forces ne nous intéreffent que
par leurs effets, ce neit que par les efiets
dont elles font capables, que nous devons les
mefurer. Or l'effer d’'une force eft de faire
paffer dans chaque particule matérielle d’un
corps , une certaine vitefle. Donc fi toutes
les parties regoivent la méme vitefle , comme
nous le fuppoferons ici, l'effer dela caufe
motrice a pour mefure la vitefle multipliée
par le nombre des parties matérielles du
corps , ceft-a-dire , par la maffe. Donc /a
force fe mefure par la vitefle qu’elle peur im-
primer @ une maffe connue , multiplie par
cette maffe.

189. Le produit de la maffe d’un corps,
par fa vitefle, s’appelle la quantité de mou-
vement de ce corps. Les forces fe mefurent
donc par la quantite de mouvement qu’elles font
capables de produire.

Ainfi, fi nous défignons ce produit , par
F; la mafle, par M; &la viteffe par 7, nous
aurons F'e=M V.
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: F 7,
Cette équation donne V= 3, & M=7;
qui font voir 1°. que connoiffant la force mo-
trice dun corps & fa maffe , on faura quelle
viteffe il doir avoir, en divifant la force motrice
ar la maffe. 2°. Que coanoiffant la force
motrice & la viteffe , on faura quelle efl la maffe
qui peut avoir cette viteffe & cetre force motrice,

en divifant la force motrice par la viteffe.

Mais il ne faut pas perdre de vue, quece
que nous entendons ici par F, ou par la force
motrice, c’eft Ucffet dont eft capable la caufe
qui engendre le mouvement. Ceft cet effet
feul qu'on peut faire entrer, & qu'on a be-
foin de faire entrer dans le calcul.

I190. Douc f{i f marque la force motrice
d’'une autre maile m, & u la vitefle de cette
mafle, on aura de méme f=mu; donc F:
f:: MV :mu; ceft-d-dire, que les forces
motrices font comme les mafles multiplices par
les viteffes.

Et fi de chacune des deux équations F=
MV ,& f==mu, on tire les valeurs de M
& dem, puis celles de 7 & de u 5 on aura
le rapport des maffes , par celui des forces &
des vitefles; & celui des viteffes, par les
forces & les maffes; d’ou I'on conclura 1%
qu’a maffes égales, les forces motrices font com-
me les viteffes 5 2°. qu'a viteffes égales , les for-

ces
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ces motrices font comme les maffes ; 3°, & qu’en-
fin fZ les forces motrices fonr egales , les viteffes
font en raifon inverfe des maffes; ce que L'on
trouvera facilement en égalant fucceffive-
ment la valeur de M a celle de m; celle de
V a celle de u; & enfin celle de F a celle
de f3 I'équation réfultante , réduite & con-
vertie en proportion, démontre chacune dé
ces proportions.

Remargue.

19 1. La maffe ou le nombre des parties
matériclles d’un corps, dépend de fon vo-
lume & de ce qu’on appelle fa denfize, Coms
me les corps font pénéerés d’un tres - grand
wombre de vuides qu'on appelle pores, leur
quantité de matiere n’eft pas proportionnelle
a leur volume ; mais fous le méme volume
il y a d’autant plus de matiere que les parties
font plus ferrées : & ceft cette plus ou moins
grande proximité «des parties qu'on appelle
denfizé. En forte qu'on dit, un tel corps eft
plus denfe qu'un tel autre corps, lorfqu'a
volume égal il renferme plus de matigre que
¢e dernier. On dit au contraire qu’il eft
moins denfe ou plus rare lorfqu’a volume
¢gal il renferme moins de matiere.

La denfité fert donc 3 juger du nombre des
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parties matérielles , lorfque le volume eft
connu ; ainfi on peut regarder la denfité
comme repréfentant le nombre des parties
matérielles-d’'un volume déterminé ; quand
on dit Por eft 19 fois aufli denfe que T'eau,
cela veut dire, 'or contient 19 fois autant de
parties que l'eau, dans un méme efpace.

En fe repréfentant la denfité comme
exprimant le nombre des partics maté-
rielles d'un volume déterminé que [Pon
prend pour unicé de volume ; il eft clair que
pour avoir la maflfe, ou le nombre totl
des parties matérielles d'un corps dont
fe volume eft connu, il faut multiplier la
denfité par le volume. Par exemple, fi la
denfité d’'un pouce cube d’or eft repréfentée
par 19, la quantité de matiere de 10 pouces
cubes d’or, fera 10 fois 19. Ainfi, repré
fentant généralement la maffe par M, le ve-
lume ou la folidité par § & la denfité par D,
onaura M= 8 x D par ou il fera facile d¢
comparer les maffes, les volumes & les den-
fités des corps.

Nous verrons dans peu, que les mafles
des corps font proportionelles a leur poids;
ainfi, cFans Pufage, on pourra fubftituer I¢
poids a la maffe.
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Des  Mouvements ngforme'menc
accélérés,

192. Un corps qui n'a requ qu'une ims
pulfion, perfévere dans fon mouvement avec
la méme vitefle, & dans la méme direction
quil a eue au premier inftant (181 ). Mais
sil vient a recevoir une ncuvelle impulfion
dans le méme fens, ou en fens contraire de
la premiere, il fe meut alors, avec une vis
tefle égale a la fomme oua la différence des
deux viteffes quil a recues fucceflivement :
cela eft évident.

Donc i Pon congoit qu’a des intervalles
de temps déterminés, le corps regoive de
nouvelles impulfions, dans le méme fens,
ou en fens contraire de la premiere, il fera
mu d’un mouvement varzé ou inégal ; fa vi-
teffe fera différente au commencement de
chaque intervalle de temps _

Quoi qu’il en foit, fa viteife au bout d’un
temps quelconque doit s’eftimer par Pefpace
quil feroit alors capable de décrire pendant
Punicé de temps, fi fon mouvement deve-
noit uniforme i compter de linftant o I'on
confidere cette vitefle.

On appelle en général force accelératrice ,
toute force qui agit fur un mobile pour faire

Q=2
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varier fon mouvement. Lorfqu’a des inter-
valles de temps égaux, elle agit également,
on lappelle force accélzratrice conflante , ou
force retardatrice conflante , {elon qu’elle tend
a augmenter ou diminuer la vitefle atuelle
du mobile.

Examinons préfentement les circonftan-
ces du mouvement uniformément accéléré,

I 9 3. Puifque dans ce mouvement, la force
accélératrice agit toujours de la méme manie-
re, {i 'on fuppofe que g foit la vitefle qu’elle
communique , a chaque unité de temps, il
eft clair que les viteffes fucceflives du mobile
feront g, 2g, 3g; enforte qu'aprés un nombre
d’unités de temps marqué par z, la vitefle ac-
quife fera g pris autancde fois qu’il y a d'u-
nités dans r; ceft-a-dire, fera gxz ou gt

I Q4. Donc 1° dans le mouvement uni-
formément accéléré, les nombres de degrés
de vitefle que le mobile acquiert, croiffent
comme les nombres d'intervalles pendant
lefquels dure le mouvement; ce que lon
exprime, en difant: Le. virefles acquifes font
comme les temps ecoules depuis le commence-
ment du mouvement.

Ainfi, fi Pon appelle z la vitefle que le
mobile a acquife au bout du temps z, on?
U=gi

2° Les vitefles que le mobile fe trouvé
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avoir fucceflivement pendant la durée de
chacun des intervalles confécutifs, forment

donc une progreflion arithmétique -~ g. 2g.

3g- &c. dont le dernier terme eft grouu, &
dont le nombre des termes eft £, C’eft-a-dire,
eft marqué par le nombre des attions de la
force accélératrice.

3°. Et puifque ces vitedles g, 26, &c. ne
font autre chofe, chacune, que Pefpace que
le mobile peut décrire pendant lintervalle
correfpondant (183), I'cfpace toral décrit
pendant le temps ¢, fera donc la fomme des
termes de cette progreflion arithmétique ;
ceft-a-dire (Alg. 232), qu'il fera exprimé par
(g+u)x : . Donc fi I’'on nomme e cet efpace
total parcouru depuis le commencement du

r

mouvement, on aura ¢==(g—-u}—.

19 5. Concevons , maintenant , que la
force accélératrice agit fans interruption, ou,
ce qui revient au méme, concevons que le
temps z foit partagé en une infinité de parties
infiniment petites que nous appellerons. des
inftants ; & qu’a la naiffance ou i la fin de
chaque inflant, la force accélératrice donne
une impulfion au mobile. Concevons de
plus qu'elle agit par degrés infiniment petits.
Alors g étant infiniment petite par rapport

Qs
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a u qui eft la vitefle acquife pendant le
nombre infini d’inftants marqué par z, on

doit dans I'équation e = (g—+u/ - - omettre g,
& lon a fimplement e = i:_’

196. Cela pofé, imaginons qu'au bout
du temps ¢ la force accélératrice cefle d’a-
gir; le corps (181 ) perfévérera donc dans
fon mouvement avec la vitefle  qu’il aura
acquife ; c’eft-a-dire , qu'a chaque unicé de
temps , il décrira un efpace = u (183 ) ;
donc §’il continuoit de fe mouvoir avec cette
méme vitefle pendant le temps ¢, il décri-
roit un efpace -—u xt, Ceft-a-dire , le dou-

ble de celui e ou X qu'il a déerit (x95 ) dans

un temps égal, par Pa&ion fucceflive de la
force accélératrice. Donc dans le mouvement
uniformément & continuellement accéleré, 1 ef-
pace décriz pendant un certain temps y eft la
moitid de celui que le mobile peut decrzre dans
un temps égal, avee la viteffe acquife , conti-
nuée uniformément.

197, Fuifque (194) les viteffes acquifes
croiffent comme les temps €coulés, ﬁ Pon
appelle p la vitefle acquife au boutr d'une
feconde, alors la vitefle acquife apres un
rombre ¢z de fecondes; fera p ¢ ainfi on

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



DE MATHEMATIQUES) 247
sura u=p t. L’équation e="2 trouvée
2

. . 4
ci- deffus , deviendra donc e = £~ Donc

fi on repréfente par E , un autre efpace

décrit de la méme maniere pendant un autre
T \
temps T, on aura de méme E =’i;— 5 dott

te TT
Pun conclura e: E: : 222 222 . ¢ r: TT;

2 2

ce qui nous apprend que Jes efpaces parcourus
d’'un mouvement uniformeément & continuelle~
ment acc:leré , fone comme les quarrés des temps,

19 8. Et puifque (194) les vitefles font
dans le rapport ges temps , les efpaces font
donc auffi , dans le rapport des quarrés des
viteffes.

1 99. Donc les vitefles & les temps , font
commne les racines quarrees des efpaces par-
courus depuis le commencement du mouvement.

200. Tout cela s’applique également aux
mouvements uniformément retardés, pourvu
que, par les temps, on entende ceux qui
reffent 3 s’écouler jufqu’a l'extinétion de la
vitefle ; & que par les efpaces , on entende
ceux qui reftent & décrire jufqu’a I'extinttion
de la vitefle.

20 1. Dans I'équation e= ’45— » que nous

ayons trouvée ci-ceflus (197), la quantité p
Q4
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ar laquelle nous avons entendu la vitefle que
fa force accélératrice eft capable d’engendrer
par fon a&ion-fucceflivement pendant une
feconde de temps, eft ce que nous appel-
lerons la force accélératrice ; parce que nous
devons juger de cette force par effet qu'ella
eft capable de produire dans le mobile, dans
un temps déterminé ; effet qui n’eft autre que
de lui communiquer unc certaine viteffe.

Du Mouvement libre des corps pefants.

20 2. Cleft a I'efpece de mouvement que
nous venons de confidérer, quon doit rap-
porter le mouvement des corps pefants.
Mais avant d’appliquer a cet objet, la théorie
que nous venons d’expliquer, il efta propos
de faire connoltre quelques faits concernant
la pefanteur.

Ce que nous entendons par pefanteur ,
c’eft la force qui follicite les corps a defcen-
dre f{uivant des lignes verticales ou perpen-
diculaires a la furface des eaux. Si la rerre,
ou fi la furface des eaux étoit parfaitement
{phérique, les direicns de la pefanteur con-
courroient toutes au centre. Mais quoi-
quc cette furface ne foit pas parfaicement
fphérique , elle s’en €loigne peu 5 enfort
que , pour les objets que nous avens a
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traiter , nous pouvons regarder, fans aucune
erreur fenfible, les dire&tions de la pefan-
teur , comme concourant au centre de la
terre.

Nous avons déja eu occafion de dire
(Géom. 315 ) que le rayon de la terrc confi-
dérée comme fphérique, eft de 19611500
pieds. De-la il eft aifé¢ de conclure qu’il faut,
fur la furface de la terre, une étenduc de
16 toifes pour répondre a un angle d’une
feconde au centre de la terre. Ainfi, dans
une machine qui auroit 16 toifes de longueur,
il ne s’en faudroit que d’un angle d’une fe-
conde , que les direétions de la pefanteur,
aux deux extrémités, ne fuflent paralleles.
Donc , dans un méme liew , on peut regarder les
dirdions de la pefanteur comme paralleles.

Quant a la grandeur de cette force; a par-
ler rigourcufement , elle eft différente a dif-
férences diftances de 1'équateur, & a diffé-
rents éloignements du centre de la terre,
Mais les quantités dont elle differe, par les
différentes diftances ot l'on peut étre de
Iéquateur , font trés-petites, & ne nous
importent en aucune maniere , pour le pré-
fent. Il en eft de méme des diminutions
qu'elle fubit & mefure gu’on s'éleigne du
centre de la terre : elies ne peuvent étre
fenfibles que par des changements de dif-
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tance beaucoup plus confidérables que ne
font les hauteurs auxquelles nous pouvons
nous ¢lever, ou les profondeurs auxquelles
nous pouvons defcendre; ainfi, nous regar-
derons, ici, la pefanteur comme une force
qui eft par-tout la méme ; ceft-a-dire, qui
follicite les corps & defcendre d’une méme
quantité dans un méme temps.

Il faut confidérer cette force , comme
agiffant , & agiffant également a chaque
inftant, {ur chaque partie de la matiere. Or
il eft clair que fi chacune des parties d’'un
corps recoit la méme vitefle , la totalité ne
fera mue quavec la méme viteffe que rece-
vroit une feule des parties détachée de la
maffe ; enforte que la vitefle que la pefan-
teur imprime a une mafle quelconque, ne
dépend point de la grandeur de cette maffe :
elle eft la méme pour une petite mafle que
pour une grande. Il eft vrai, cependant, que
nous ne voyons pas tous les corps tomber
d’'une méme hauteur dans le méme temps;
mais cette différence eft I'effet de la réfiftance
de lair, ainfi que nous le verrons par la
fuite : aufli lorfqu’on laiffe tomber des corps
dans un efpace vuide d’air , obferve-t-on que
des corps trés-différents en mafle, tombent
néanmoins d’une méme hauteur dans le
méme-temps.
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Il faut bien diftinguer, ici, entre leffet
de la pefanteur & celui du poids. L’effet de
la pefanteur eft de faire paffer ou de tendre
4 faire pafler dans chaque partie de la ma-
ticre une certaine vitefle , qui eft abfolument
indépendante du nombre des parties maté~
rielles. Mais le poids eft égal a Ieffort que
I'on doit exercer, pour empécher qu'une maffe
pronofée n'obéiffe a fa pefanteur. Or cet ef-
fort dépend de deux chofes ; favoir, de la
vite{le que la pefanteur tend a imprimer 4 cha-
que partic, & du nombre des parties qu'elle
anime ou qu’elle tend A animer. Mais com-
me la vitefle que la pefanteur tend 2 impri-
mer , eft la méme pour chaque partic de la
matiere , 'effort que l'on a 3 exercer , eft
proportionnel au nombre des parties de la
matiere ; Ceft-a-dire , a la mafle. Ainfi /e
poids dépend de la maffe , & la pefanteur n’en
depend nullement, Cette obfervation , fur le
paids des corps, établit ce que nous avons
avancé (191), favoir , que la maffe cft pro-
portionneile au poids,

203, Apres ces éclairciffements fur la
pefanteur , venons aux loix du mouvement
des corps pefants.

Puifque la pefanteur agit également, &
fans interruption, 3 quelque diftance que le
Corps {e trouve de la furface de la terre,
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(du moins pour les diftances auxquelles nous
pouvons nous élever) la pefanteur eft donc
une force accélératrice conftante , qui, 2
chaque inftant, fait pafler dans le mobile
un nouveau degré de viteffe , qui eft tou-
jours le méme pour chaque inftant égal :
en forte que (194 & fuv.) les vitefles ac-
quifes augmentent comme les temps écou-
1¢s; les efpaces parcourus font comme les
quarrés des temps, ou comme les quarrés
des vitefles ; les vitefles font comme les
racines quarrées des efpaces parcourus ; les
temps font auffi comme les racines quarrées
des efpaces parcourus : en un mot, tout ce
que nous avons dit des forces accélératrices
conftantes, s’applique littéralement a la pe-
fanteur. Bien entendu, que dans tout ceci,
nous faifons abftration de la réfiftance de
Iair & de tout autre obftacle.

Il me s’agit donc, pour pouvoir détermi-
ner, les temps, les efpaces, & les viteffes
dans le mouvement des corps graves , que
de connoitee un feul effet de la pefanteur
dans un temps déterminé. Car les équations

uw=pt,e= L érat
=pt,e== "— , nous mettront en ¢éta
de déterminer tous ces objets, dés qu’une
fois nous fcaurons la valeur de p.
Rappellons-nous donc que par p(197);
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nous avons entendu la vitefle que le mobile
acquiert au bout d’une feconde de temps. Or
on fait par expérience (& nous verrons par
la fuite , comment on I'a trouvé ) qu'un
corps a qui l'air ne fait point de réfiftance
fenfible , tombe de 15 pieds & =, ou plus
exattement , de 157, 098 dans la premiere
feconde de fa chiite.

Drailleurs nous avons vu ( 196) qu'avec
la vitefle acquife par une fuite d’accéléra-
tions , le mobile pourroit décrire d’'un mou-
vement uniforme, un efpace double, dans
le méme temps. Donc la vitefle qu'un corps
pefant a acquis au bout de la premiere fe-
conde de fa chate, eft telle que fi la pe-
fanteur ceffoit d’agir, il décriroit le double
de 15 pieds & %, ceftadire 30P, 2 a cha
que feconde. Doncp =30, 2.

204. Maintenant, I'équation # =p ¢,

2

. z .
& T'équation e ==‘«p-: » nous font voir; la

premiere, que pour avoir la viteffe qu'un
corps pefant a acquife apres étre tombé pen-
dant un nombre ¢ de fecondes, il faur mul-
tiplier celle qu'il acquiert pendant la pre-
micre feconds, par ce nombre z de fe-
condes.

Donc, lorfqu’un corps pefant eft tombé{ pen-
dant un certain nombre de [icondes , la vite(fe
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qu'il a acquife s eft telle que (i la pefanteur
ceffoic d’agir, il decriroir, par chague feconde ,
autant de fois 30F , 2 qu’il s'eft écoulé de fecon.
des. Ainfi, un corps qui a employé 7 fecon.
des & tomber, fe meut au bout de 7 fe-
«condes, avec unc vitefle & parcourir 7 fois
30P, 2 ou 211 pieds & % par fcconde, fans
aucune nouvelle accélération.

205. La feconde équation e =";

2

~=

-'1

Lpt*, fait voir que pour avoir I'efpace e ou
Ia hauteur e dont un corps pefant tombe
daus un nombre ¢z de fecondes, il faut mul
tiplier £ p, c'eft-a-dire, la quantité dzne il
‘tombe dans la premiere feconde, la multi-
plier, dis-je, par le quarré du nombre des
fecondes.

Donc la hauteur dont un corps pefant tombe
pendant un nombre t de fecondes , eft d’autant
de fo's 15 picds & 35 , qu’ily a d’unites dans le
quarré de ce nombre de fecondes. Ainfi quand
un corps a employé 7 fecondes 3 tomber,
on peut étre affuré quil eft tombé de 49 fois
15P, 1, ceft-a~dire, de 740 picds & trés-peu
pres 3 en fuppofant toujours que la réfiftance
de Tair n'ait pas lieus On voit donc que
quand on connoit le temps écoulé , rien n'eft
plus aifé que de déterminer la vitefle acqui-
fe, & l'efpace parcouru.
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206. Si on veut favoir combien de
temps un corps employero:t a tomber d’une
hauteur connue : I’équation.e == % p ¢*, donne

P = :f-—, & par conféquent z = V

Ceft-a-dire, quil faut chercher combien Cettc
hauteur e contient de fois la hauteur £ p dont
un corps pefant tombe dans la premiere fe-
conde, & tirer la racine quarrée de ce nom-
bre de fois.

207. Veut-on favoir de quelle hauteur
un corps pefant devroit tomber pour acqué-
rir une vitefle connue, ceft-a-dire , une vi-
tefle a parcourir uniformément un_ certain
nombre de pieds , par feconde. Alors de I’é-
quatxon u=pt,je tire la valeur de r qui eft

=— ; je la fubftitue dans l'équation ¢ ==
2pt’;&c;ale sz;—‘}-—%, qui m’ap-
prend que pour connottre lu hauteur e dont un
corps pefant devroit tomber pour acquerir une
vitefle ud’un certain nombre de pieds par fecon-
de, il faur divifer le quarré de ce nombre de
pieds , par le double de la viteffe qu’un corps pes
Jant acquiert au bour de la premiere feconde ;
Cefl-a-dire , par 60, 4.

Ainfi, i je veux favoir de quelle hauteur
un corps pefant devroit tomber pour acqué-
rir une vitefle de 100 pieds par feconde, je
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divife le quarré de 100, cleft-a-dire, 10000
par 6o , 45 le quotient 165 % m’apprend
qu'un corps doit tomber de 165 pieds I,
pour acquérir une viteffe de 100 pieds par
feconde.

Il eft évident qu'on fe conduiroit de mé-
me , pour déterminer a quelle hauteur mon-
tera un corps jerté verticalement avec une
vitefle connue.

208. Comme on peut, ainfi quon le
voit par ces exemples, déterminer facile-
ment toutes les circonflances du mouvement
des corps pefants, Ceft 4 ces mouvements
qu’on ragporte le pius communémeat, tous
les autres mouvements; en forte que fow
vent au lieu de donner immédiatement la
vitefile d’un corps, on donne la hauteur d’ol
il auroit di tomber pour acquérir cette
vitefle, par Pa&tion de la pefanteur. Nous
aurons occafion d’en voir des excmples.

Obfervons donc pour récapituler , que
toutes les circonftances du mouvement accé-
1éré, & par conféquent du mouvement des
corps graves, font comprifes dans les deux
équations u==pt,e=+ p1*; en forte que
p ¢rant connu, dés que l'on connoitra 'une
de ces trois chofes, le temps , efpace & la
vitefle, on peut toujours trouver les deux
autres, foir immédiatement par Pune oun l'au-

tre
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trede ces deux équations, foit par le concours

des deux, combinées comme nous venons
de le faire (207).

Des Mouvements variés de quelque
manicre que ce Jfoit.

209. Lorfque le mobile et foumis 3
Tation d’une force qui agit {ur lui fans inter=
ruption , mais dune maniere différente 2
chaque inftant, le mouvement s’appelle, en
général , mouvement varie, On a des exem-
ples de mouvement varié dans le débande-
ment des refforts : quoique la viteffe aille en
augmentant , cependantles degrés par lefquels
elle augmente vont en diminuant, Il en eft
de méme des degrés par lefquels le mouve-
ment du navire arrive 3 Puniformité : I'ation
duvent fur les voiles diminue & mefure que
le navire acquiert du mouvement , parce
quil échappe d’autant plus & cette action ,
quil a plus de vitefle.

2 10. Les principes néceffaires pour dé-
terminer les circonftances de ces mouve-
ments, fe déduifent facilement de ce que
hous avons dit fur les mouvements unifor=-
mes & fur les mouvements uniformément
accélérés : Voici comment on y parvient,
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1° De quelque maniere que le mouvement
foir varié, i on le confidere par rapport i
des inftants infiniment petits, on peut fuppo-
fer que la viteffe ne change point pendant
la durée de cet inftant. Or lorfque le mouve-
ment eft uniforme, la vitefle a pour expreflion
Yefpace décrit pendant un temps quelconque s,
divi{é par ce méme temps z. Donc lorfque le
mouvement ne fera uniforme que pendant un
inftant, la vitefle doit avoir pour expreflion,
Vefpace infiniment petit décrit pendant cet inf
tant, divif¢ par cet inftant. Donc fi e repréfente
Pefpace décrit d'un mouvement variable, pen-
dant le temps quelconque z, de repréfentera ce
qui eft décrit uniformément pendant Pinftant

d
dt; on auradoncu===, ou de = udt;
b tlt’ n

premiere équation fondamentale des mouyements
yariés.

211. 2° L'équation u = p r, trouvée
{197), & qui exprime le rapport des vitefles
aux temps, dans les mouvements uniformé-

ment accélérés, donne p = % Cleft-a-dire

que quand la force accélératrice, ou plutot
1a quantité p par laquelle on la mefure { 201)
eft conftante, elle a pour expreflion, la vr
tefle u qu'elle engendre pendant un certain
temps ¢, divifée par ce temps z. Donc fi
cette force accélératrice p agit différemment
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d’'un inftant a Paugre; c’eft-a-dire, fi elle n'eft
conftante que pendant un inftant, elle doit
avoir pour expreflien la vitefle qu’elle en-
gendre pendant cet inftant, divifée par cet
inftant; ceft-a-dire, qu'elle doit avoir pour
expreflion l'accroiffement de la vitefle , di-
vifé par l'accroiffement du temps; on aura

du I3 .
doncp= -, oudu==pdt, feconde équation
Jondamentale des mouvements variés.

2 1 2. Dansl’équation u = p ¢ nous avons
entendu (167) par p; la vitefle que la force
accélératrice engendreroit dans le mobile
pendant un temps déterminé { comme d’une
feconde ), par une a&tion continuée & tou-
jours égale, Dans P'équation du=pdr, on
doit entendre la méme chofe. Mais il faut
obferver que la force accélératrice érant fup-
pofée variable, la quantité p qui repréfente
la vitefle qu'elle feroit capable d’engendrer
i elle agiffoit comme force accélératrice
conftante pendant une feconde, cette quan-
tté p eft diffé-ente pour tous les inftants du
mouvement. En effet, on con¢oic aifément
que lor{que la force accélératrice devient
plus petite, la viteffe quelle feroit capable
dengendrer dans une feconde , par fon ac-
tion altuelle répétée également pendant cha.
que inftant de cette feconde, doit étre plus
petite , & vice versd. R 2
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213. Les deux équations de=ud:,
du==pzrd, peuvent en fournir une troifieme
que l'on emploie encore avec avantage : la

VoOicCl.

; . . d
De I'équation de==udt, on tire dr = ;‘,

Tubfticuant cette valeur dans Péquation
du --prd, on a, toute rédultion faite,
pde=udu.

2 14. Remarquons, que dans le raifon-
nement par lequel nous fommes parvenus 2
Péquation du = p dr (211), nous avons
regardé la vitefle comme croiffante. Si elle
alloit en diminuant, il faudroit (21), aulieu
de du, mettre — du ; enforte que les deux
€quations du==pdt, & pde =u du, doivent
&tre écrites ainfi, 4~ du=pdr, &pde =+
udu, le figne fupérieur étant pour le mow
vement acc¢éléré; & le figne inférieur , pout
le mouvement retardé.

215, Il y 2 une quatrieme équation qu’on peut déduire des
deux équations fondamentales, & qu'il ne faut pas omettre
la voict.

. ' d
Léquation de=udz, donneu = gf- sdoncdu=d -—a-,—j- .
t
Subftituant cette valeur dans 'équation pdi= - du, on3
de
== d{ —
p de =+ (dt °

Si l'on fuppofe (comme on en eft bien le maitre ) que 4
foit conftant, onap dt:i:;_d_e., ou pdi*=—dde.
z
Blais il faut bien fe fouvenir que I'équation p ds* = - d4¢
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fuppofe d:¢ conftant, Lorfqu'on fajtd¢ variable, on emploie
! de

Péquation p d ¢ = <4~ d(

Nous aurons plus d’une occafion d’appli-
quer utilement ces formules. Mais ne perdons
pas de vue que la quantité p qu'elles renfer-
ment , repréfente, pour chaque inflant, la
vitefle que la force accélératrice feroit capa-
ble de faire naltre dans le mobile, dans un
intervalle de temps connu, comme d’une
feconde, fi pendant cette feconde elle agif-
foit comme force accélératrice conftante ; en
forte que , comme cette quantité p mefure
pour chaque inftant leffer dont la force
accélératrice eft capable , nous lui donne-
rons , pour abréger , le nom de force accé-
lératrice.

De Z’Eguiliére entre des forces direflement
oppofées.

21 6. Nous venons de corfidérer le mouas
vement que doit avoir un corps foumis a
'a&tion d’une force qui agit fur lui, toujours
fuivant une méme dire@ion. Mais nous n’a-
vons pas encore fait mention de la maniere
dont le mouvement paffe dans le mobile. C eft
un objet qu’il n'eft pas moins important
d’examiner ; mais comme les loix de la com-

Rj
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munication du mouvement, dépendant de
celles de I’équilibre, ain{t que nous le ver-
rons par la fuite , il faut commencer par
nous occuper de celles-ci. Il n’eft queftion,
pour le préfent, que de I'équilibre entre des
forces dire&tement oppofées.

Nous repréfenterons les forces, ainfi que
nous l'avons déja dit, par les effets qu’elles
font capables de produire ; Ceft-a - dire,
chacune , par la quantité de mouvement d'u-
ne maffe déterminée. Mais pour ne point
embraffer trop d’objets a la fois, nous con-
{idérerons ces maffes comme réduites chacune
a un feul point, auquel, par la penfée, nous
attribuerons la méme quantité de matiere
quau corps dont il tiendra lieu. Nous ver-
rons, par la fuite, quiily a, en effet, dans
tous les corps, un point par lequel le mou-
vement fe tranfmet , comme fi toute la maffe
y étoit concentrée. Aufurplus, nous con-
{idérerons les corps (jufquda ce que nous
avertifiions .du contraire ) comme compofés
de parties abfolument dures & lies les unes
aux autres , de maniere a ne pouvoir changer
leurs fituations refpetives, par I'ation d’aw
cune force.

217. Cela pofé , concevons (Fig. 54)
deux maffes M & m ; la premiere , mue de
A vers C avec une vitefle 27; la {econde
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mue de C vers A, avec une vitefle ©; lorf-
que ces deux mafles viendront a {e rencon-
trer , clles fe feront équilibre i la quantité
de mouvement de M, eft égale a la quanticé
de mouvement de m ; Ceft-a-dire (189), fi
MV =mu.

En effet, il eft d’'abord évident que fi M
eft égalam, & qu'en méme temps les deux
viteles ¥ & u foient égales, il y aura équi-
libre ; car alors la méme raifon que l'on don-
neroit pour prouver que M doit P'emporter
fur m, prouveroit aufli que m doit I'empor-
ter fur M, puifque tout eft égal de part &
d’autre.

2 1 8. Suppofons préfentement que H eft
double de m ; mais qu'en méme temps « eft
double de ¥75 que, par exemple, M parcoure
un pied par feconde, & m deux pieds par {e-
conde. Il eft clair que je puis confidérer M
comme compo‘é de deux maffes égales a m;
& qu'a l'inftant du choc je puis me repréfenter
le corps m comme zanimé d’une viteffe d’un
pied par feconde , a laquelle on ajoute dans
le méme inftant une autre viteffe d'un pied
par feconde. Alors je puis me repréfenter
que dans le choc, la maffe m confume
de fes vitefles contre une pareille por
dec la maffe M; & fon autre vice!l™
\a portion égale & reflante de I-
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Maintenant , {i au lieu de fuppofer les
maffes M & m , dans le rapport de 2 3 1, &
au contraire leurs vitefles dans le rapport de
122, onles fuppofoit dans toute autre rap-
port, on voit quon pourroit toujours fup-
pofer la plus grande maffe décompofée en
un certain nombre de maffes égales a la plus
petite , dont chacune détruit dans la plus
petite une vitefle égale a la fienne , en forte
qu'on peut érablir comme général, le prin-
cipe fuivant.

Prixcipe FoNDAMENTAL. Deux corps qui
agiffent Lun fur Fautre , fuivanr des lignes
diredlement oppofées , fe font cquilibre , lorfque
leurs quantités de mouvement font égales ;
ceft-adire, lorfque le produit de la maffe de
Yun, par la vitefle avec laquelle il tend i
fe mouvoir, eft égal au produit de la mafle
de l'autre par la vitefle avec laquelle il tend
aufli a fe mouvoir.

Cette propofition a lien généralement foit
quil sagiffe de deux corps qui marchent
librement au devant l'un de 'autre, foit qu'il
foit queftion de deux corps qui fe pouflent
2 Paide d’une ligne M m inflexible & fans
mafle 5 foit enfin quil fe tirent en fens con-
traires, a 'aide d’un fil inextenfible M m. Et
réciproquement fi deux corps fe font équili-
bre, on doit conclure que leurs mouvements
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font dire&tements oppofés , & que leurs quan-
tités de mouvement font égales.

219. Donc i trois, ou un plus grand
nombre de corps M, m,m’, &c. (Igig. 55) qui
{fe meuvent ou tendent a fe mouvoir fur une
méme ligne , avec des vitefles 77, u, &' fe
font équilibre , il faut que la fomme des
quantités de mouvement de ceux qui agiffent
dans un fens, foit égale a la fomme des
quantités de mouvement de ceux qui agiflent
en fens contraire.

Car s’ils fe font équilibre, on peut tou-~
jours fuppofer que M & m allant du méme
fens , m détruit une partic du mouvement de
m', & que M détruit lautre. Or, {i 'on nom-
me x la vitefle que m’ perd par P'attion de
m, on aura 7’ x pour la quantité de mou-
vement qu’il perd par cette méme adtion ;
on aura donc mu = m'x : le corps M n’aura
donc plus & détruire dans m', que la quan-
tit€ de mouvement reftante ; favoir , m' ' —
' x5 onauradonc MV =m'u' — m'x; ou,
< caufe que m'x=mu, on aura M V =
W' — mu; Cet-a-dire, M V- mu =m' o,

Du Mouvement compofeﬁ.

2 2 0. Nous fuppoferons encore que les maf~
fes auxquelles feront appliquées les forces
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dont nous allons parler, font concentrées
en un point.

On appelle Mouventent compofé, celui que
prend un corps follicité en méme temps par
plufieurs forces qui ont telles dire&tions qu’on
voudra.

Si un corps M mu fuivant la ligne droite
A B (Fig. 56) recoit lorfqu’il eft arrivé au
point A1 une impulfion fuivant une ligne MD
perpendiculaire ala ligne 4 B 5 cette impul-
fion ne peut produire d'autre effet que de
I'écarter de la ligne 4 B elle ne peut ni aug-
menter, ni diminuer la vitefle qu’il avoit pout
s'¢loigner de CD perpendiculairement a cette
ligne. En effet, la dirc&tion C D étant per-
pendiculaire a 4 B, il n’y a aucune raifon
pour que la force qui agit fuivant CD pro-
duife un effer plutée a la droite qu’a la gau-
che de eette ligne; & comme elle ne peut
en produire des deux cétés ala fois , elle
n’en produira donc ni de I'un ni de lautre.

Le raifonnement eft le méme , i Pon fup
pofe que le corps M érant mu fuivant C D,
vient a étre frappé fuivant M B ;5 cette der-
niere force n’ajoutera ni n'Gtera rien a I
vitefle avec laquelle le corps M tendoit 3
s’éloigner de M B.

22 I. PRINCIPE FONDAMENTAL., Si deut
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forces P & Q ( Fig. 57) dont les directions font
un angle droiz, agiffent au méme inflant fur un
mobile M 5 que la force Q foir tclle , que par
fon adtion inflantanée fur le motile ; elle puiffe
feule lui faire parcourir M B dans un remps
determine comme d’une feconde ; & la force P
telle qu’elle puiffe feule lui faire parcourir M D
dans le méme temps ; je dis que par I'adtion com=
poféede ces deux forces , le mobile M décrira
dans le méme remps , la diagonale M E du pa-
rallélogramme D M B E qui a pour cétés ces
mémes lignes M B, M D.

Puifque les deux forces agiflent au méme
inftant fur le mobile, on peut fuppofer qu’il
¢toit en mouvement fur la ligne P D, &
quau mement ou il arrive au point M, la
force Q perpendiculaire 3 PD vient a agir fur
lui; or felon ce qui vient d’étre dit (220)
cette force @ ne peut ni augmenter ni ral-
lentir la vitefle qu'il avoit pour s’éloigner de
@ B; donc fi par le point D on tire DE pa-
rallele ¥ M B, il faudra quau bout d’une
feconde il fe trouve fur quelque point de la
ligne D E dont tous les points font éloignés
de Q B, d’une quantité égale 2 M D.

Or le méme raifonnement que nous fai-
fons pour la force P & I'égard de la force Q,
$applique mot a mot a la force Q par rapport
2 la force P donc fi par le point B on tire
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B E parallele a P D, le corps doit, au bout

d’une feconde, fe trouver fur quelque point
de B E. Mais il n’y a que le poimc E qui foit
tout a la fois fur D E & fur BE; donc le
mobile, au bout d’une feconde, fera en E.

Il cft d’ailleurs évident (181 ) que quelque
route que le mobile prenne par I'a&ion inf-
tantanée des deux forces, elle doit étre une
ligne droite ; puifque dés qu’elles ont agi, le
mobile eft abandonné 4 lui-méme; donc puif-
que cctte route doit pafler par M & par E elle
doit étre M E , ceft-a-dire, la diagonale du
paraliélogramme D M B E.

Ajoutons que le mobile décrit M E d’un
mouvement uniforme , puifquimmédiatement
aprés l'a&tion compofée des deux forces , il
eft abandonné 4 lui-méme (181).

2 2 2. Puifque les deux forces P & Q agif-
fant conjointement fur le mobile n’ont d’au-
tre effet que de lui faire décrire la diagonale
ME; concluons donc 1°. qu’a deux forces dont
les directions fent un angle droit, on peut
toujours en fubftituer une feule , pourvu que
celle-ci puifle faire parcourir au mobile, la
diagonale d’un parallélogramme reé&angle ,
dont les c6tés feroient décrits dans le méme
temps chacun féparément par l'a&tion de la
force dont il eft la dire&ion,
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Laforce unique M E qui réfulte de 'a&tion
des deux forces M B, M D , s’appelle la réful-
tante de ces deux forces.

Comme les lignes M B, M D, repréfen-
tent les effets dont les forces Q & P font
capables {éparément, & M E celle dont elles
font capables conjointement, on peut regar-
det MB, M D , M E comme repréfentant ces
forces elles-mémes.

2°. On pourra donc, aufli confidérer une
force unique quelconque M E, comme étant
le réfultat de deux autres forces M B, MD
dont les dire&tions feroient entr’elles un an-
gle droit, pourvu que cellela étant repré-
fentée par la diagonale M E, ces deux-ci le
foient par les cotés M B, MD dun méme
parallélogramme retangle. On pourra donc
a la force unique ME, fubftituer les deux
forces M B & M D ; puilquen effet ces deux
forces ne produiroient que M E.

22 3. Engénéral, quelgue angle que faf-
Jent entr’elles les diredions des deux forces P
& Q (Fig. 58 & 59 ) quiagiffent en mémeremps
Jur un mobile M5 ce mobile décrira la diago-
nale M E du parallelogramme DMBE , donz les
cotes marquent fur les direclions de ces forces ,
les effers dont elles font capables féparément : &
U décrira cette diagonale , dans le méme remps
que par 'action de [une quelconque de ces deux
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Jorées, il eilr decrit le coté qui repréfente certe
derniere force.

En effet, concevons que par le point M,
on mene FMH perpendiculaire & la diago.
nale M E; & que par les points £ & B on
mene les lignes D F', B H paralleles, & les
lignes D G, B! perpendiculaires a cette mé-
me diagonale. Au lieu de la force P repré.
fentée par M D diagonale du parallélogram.
me refangle FAMGD, on peut (222) pren-
dre les deux forces M F & M G. Par la méme
raifon, on peut, au lien de la force Q
repréfentée par la diagonale M B du parallé
logramme re&tangle M HBI, prendre les
deux forces M H & M 1. On peut donc, aux
deux forces P & Q fubflituer les quatre for-
ces MF, MG, MH, MI; & cellesci ne
peuvent manquer d’avoir la nme réfultante
que ces deux-a. Or de ces quatre forces les
deux M H, MF, ne contribuent en rien ala
réfultante, parce qu’elles agiffent fuivamt des
direftions oppofées, & quelles font égales.
En effer , 1i eft aifé de voir que les dew
triangles DG */, EIB font égaux, par la na
wre du parallélogramme ; donc U G = BI;
donc aufli M F = M H.

Quant aux deux forces M7, M G, comme
elles font dirigées fuivant une méme ligne,
Veffet qui en réfulte, doit étre la fomme
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des deux effets MG, MI( Fig.58), parce

que ces forces agiffent dans le méme fens ;
& doit étre leur différence ( Fig. 59 ), patce
quelles agiffent en fems contraires. Mais
puifque le triangle E 1B eft égal au triangle
DGM, on a (Fig. s8) M1 4+ M G ==
Ml 4+ El=ME; & ( Fig. 59 ) MI —
MG=MI—EI= ME; donc les quatre
forces MF, MH, MG, M1, & par confé-
quent les deux forces /D, M B, n’ont d’autre
effet que la force M E repréfentée par la
diagonale du parallélogramme DM B E ,
dont les deux cotés M B, M D repréfentent
les deux forces Q & P.

22 4. Nous avons, dans ce qui précéde
repréfenté les deux forces P& Q (57, 58,
& 59 ) par les lignes MD, M B quelles fe-
roient capabkes de faire décrire dans un méme
temps, au mobile M, c'eftadire, par les
viteffes qu’elles peuvent lui communiquer ;
quoique , felon ce que nous avons dit (189),
la mefure véritable des forces, doit étre la
quantité de mouvement qu’clles font capables
de produire. Mais comme les quantités de
mouvement (190) font dans le rapport des
viteffes , quand la maffe eft la méme, ainf
que dans le cas préfent ; on peut toujours
prendre , comnie nous 'avons fait, les vitels

fes MD, MB, pour repréfenterces deux forces.
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Mais {i au lieu d’avoir immédiatement lcs
vitefles que les deux forces P & Q peuvent
engendrer dans le mobile M, on avoit les
quantités de mouvement qu’elles peuvent
produire dans des mafles connues, alors on
prendroit MD & MB, dans le rapport de
ces quantités de mouvement. Par exemple ,
fi je ne connoiffois les forces P & Q, que
par ce caraltere; que la force P eft capable
d’engendrer une viteffe connue z, dans une
mafle connue m; & que la force Q eft capa-
ble d’engendrer une vitefle connue ', dans
une maffe connue m', alors je prendrois
MD:MB::mu:m'u'. Car, felon ce que
nous venons de voir, il faut prendre M D:
M B dans le rapport des viteffes que ces
deux forces peuvent imprimer au mobile M;
or la premiere érant capable d’engendrer la
quantité de mouvement m u, eft capable de

donmer-au mobile M la vitefle "—;7;( 189 );

par la méme raifon, la feconde, oula foree ¢
eft capable de donner au mobile M, la vitefle

T}'x_l;; il faudroit donc prendre M D : M B*

mu , muod . mu ,mu

e, =, K — e P c
M.M,maxM,M.mu.mu,don;
il faut en eftet, faire M.D: MC danslerapport

des quantités de mouyement qui mefurent les
forces P & Q.

Cette
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Cette réflexion eft utile pour comparer
les effets de différentes forces appliquées a
différents mobiles.

La propofition générale que nous venons
de démontrer {223), eft d’une treés-grande
utilicé 5 prefque tout ce que nous dirons par
lafuite, n’enfera qu’une application.

22 5. On voit donc quil eft abfolument
indifférent de regarder un corps comme fol-
licité par 'attion combinde des deux forces
MB, MD (Fig.58 &s59), quifontentr’elles
tel angle qu'on voudra, ou de le regarder
comme follicité par Ta&tion unique de la
force repréfentée par la diagonale M E.

Et réciproquement, il revient abfolument
au méme , de confidérer un corps comme
follicité par une force unique M E, oude le
confidérer comme follicité en méme temps
par deux forces qui feroient repréfentées
par les cotés d’un parallélogramme , dont
celle-la feroit la diagonale. Par cxemple,
quun corps parvienne de M en E, par un
mouvement uniforme, en une feconde de
temps; ou bien qu’il fe meuve fur la ligne
MB, de maniere 3 la parcourir dans une
feconde de temps, & quen méme temps
cette ligne foit tranfportée parallelement 2
clle-méme le long de MD, & qu'elle par-
coure A D aufli dans une feconde, le corps
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dans ce fecond mouvement fe trouverd éga-
lement, ne décrire autre chofe que la ligne

ME. :
226. Les deux forces MB, MD &

rencontrant au point M, font n¢ceflairement
dans un méme plan ( Géom. 174 ). Puis donc
quelles ont pour réfultante la diagonale
£ E, qui eft dans le plan du parallélogramme,
on peut dire généralement, que deux forces
qui fe rencontrent , font toujours dans un méme
plan avec leur réfultante.

De la Compofition & de la Décompofi=

tion des fbrccs.

227. Non-feulement on peut, par le
principe que nous venons d’expofer, réduire
a une feule, deux forces qui concourent,
& décompofer une force en deux autres;
mais on peut, en général, réduire 2 une
feule force, tant d'autres forces que Pon
voudra , lorfqu'elles font dans un méme
plan, ou lorfqu’elles fe rencontrent toutes
en un méme point. Et réciproquement, on
peut décompofer une ou plufieurs forces,
en tel autre nombre de forces que lon
voudra,

22 8. Mais avant de faire voir comment
on y parvient, il faut obferver que lorfqu'un®
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force P ( Fig. 60 ) agit fur un corps, foit
pour le pouffer, foit pour le tirer , il importe
peu a quel point de la direétion de cette
force, on fuppofe que fon aétion foit appli~
quée. Par exemple, c’eft la méme chofe
que la force P tire le corps C par le point
P i laide d'une verge inflexible & fans
maffe ou d’un fil inextenfible & fans mafic
ceft la méme chofe, dis je, quelle le tire
par le point P, ou quelle le tire par le
point A, ou par le point B, ou par le
point C, ou qu’elle le pouffe par tout autre
point D 1ié avec ce corps. Tant que fon
aftion s'cxercera fuivant la méme dire&ion ,
elle aura toujours le méme effet. La dif=
tance ne peut influer qu’autant que I'a&ion
de la puiffance fe tranfmettroit & I'aide de
quelque inftrument , comme levier ou corde,
dont 1a maffe partageroit I'attion de la puif=
fance ; ce que nous excluons ici.

Ainfi, fi deux forces P & Q ( Fig.61)
dirigées dans un méme plan, fuivant les li-
gnes 4 0, B P tirent ou pouffent un corps
par les deux points 4 & B; ce corps n’efs
Pas autrement follicité qu’il le feroit, fi les
deux forces le tiroient toutes deux par leur
point de concours I, en reftant toujours diri-
gées de la méme maniere.

Cela polé, venons & la compofition &

S 2
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a la décompofition des forces.

2 2 §. Suppofons quatre forces P, Q, R, $
(Fig. 62) dirigées fuivant les lignes O P 4 Q,
B R, T S toutes dans un méme plan. Prolon-
geons d'abord, par lapenfée, ladire&ion PO,
jufqu’a ce qu'elle rencontre 4 Q ,au point A4
& fuppofant que AD , AE font les efpaces
que les deux forces P & () pourroient ref
pectivement faire décrire 2 un méme mo-
bile , dans un temps déterminé, comme
d’une feconde; fi 'on forme le paraliélo-
gramme AFEID, la diagonale 41, repréfen-
tera { 223 ) U'effort réfultant des deux forces
P & Q, & pourra par conféquent tenir lieu
~de ces deux forces.

Concevons maintenant, que A4 I prolongé
rencontre en B la dire&tion BR de la force R;
& ayant pris B M égal 3 A1, {i 'on prend
BF pour Y’efpace que la force R eft capable
de faire décrire en une feconde, au méme
mobile que ci-deffus : alors fuppofant la
force Al appliquée en B ; puifque cette foree
eftrepréfentée par B M = A4 I, de fon concours
da&tion avec la force R, il réfultera une
force unique repréfentée par la diagonale
B G du parallélogramme BMGF : cette force
tiendra donc lieu de la force R & de la force
A1I; ceft-a-dire, tiendra lieu des trois forces

R,Q&P.
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Enfin concevons que B G prolongée ,
rencontre en C, ladire&ion 7" Sde laforce §,
& faifons CK = B G, fuppofons que CH
repréfente I'efpace que la force § peut faire
décrire dans une feconde, au méme mobile
que ci-deflus ; alors concevant la force BG,
appliquée en C fuivant CG, & repréfentée
par C K 5 du concours de cette force avec la
force §, il réfultera un effort unique repré-
fenté par la diagonale C N du parallélo-
gramme C H N K. Cette force tiendra dohe
lieu de la force § & de la force C K ou BG
elle tiendra donc lieu des quatre forces P, Q,
R, §:elle eft donc la réfultante de ces quatre
forces.

On voit donc par-la, qu’on peut toujours ,
& comment on peut réduire a une feule
force, tant de forces que 'on voudra, lorf=
qu'elles font dirigées dans un méme plan.

23 0. Cet exemple fait voir en méme
temps, comment on peut, a une feule force,
cn fubftituer tant d’autres que 'on voudra ;
& quelles conditions ces autres doivent
avoir,

Par exemple ( Fig. 62 ) au lieu de la force
unique B G, on peut en formant un parallé-
1O'grammc: quelconque BFG M, dont BG
foic la diagonale , prendre deux forces
repréfentées par BF & B M. Et comme

53
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on peut fuppofer chacune de ces deux forces
appliquées a tel point de leur dire&ion que
Yon voudra, on peut tranfporter 5 Men A1,
le point A {tant i telle diftance qu'on vou-
dra de B, & former fur A un autre paral-
1élogramme quelconque A E I D ; alors on

eut fubflituer & la force 4 I, deux forces re-
préfentées par 4 E & A D ; enforte qua h
force unique B G, on aura fubftitué les trois
forces BF, AE, AD qui produiront le
méme effet que celle-1a.

23 1. Remarquons que puifqu’il ny s
d’autre condition pour déterminer les forces
AD, AE, finon quelles foient exprimées
par les cotés A D, A E , du parallélogramme
ADIE dont A I feroit la diagonale, ce qui
peut avoir lieu d’'une infinité de manieres,
{oic que le parallélogramme A4 D I E foit dans
Ie plan du parallélogramme FBMG , ov
qu’il foit dans tout autre plan; on peut dé-
compofer une force quelconque B G, en
tant d’autres qu'on voudra , & qui foient
dans tels plans qu’on voudra.

Nous verrons par la fuite, Pufage de ces
compofitions & décompofitions de forees.

23 2. Onvoit, par exemple de décom-
pofition que nous venons de donner, quon
peut aflujettir, {i on le veut, quelques-unes
des forces a paffer par certains points dow
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nds , & méme a étrec d’une grandeur déter-
minée; a éwre paralleles & certaines lignes
données ; en un mot, a fatisfaire a certaines
conditions données, Par exemple , {i l'on
avoit une force repréfentée par la ligne 4 B
( Fig. 63), & qu'on voullt fubflituer %
cette force, deux autres dont l'une pafsie
par un point donné O, fht parallele & une:
ligne donnée de pofition § 7', & firt en méme
temps d’une certaine grandeur S K ; cleft-a-
dire, telle quielle pie faire déerire SK & un
mobile, dans le méme temps que la force
repréfentée par 4 B, feroit décrire au méme
mobile la ligne 4 B ; voici comment on fa-
tisferoit a cette queftion, d’apres les principes
précédents.

Par le point O, on meneroit O V” parallele
aST, & qui rencontreroit A B en quelque
point 7, On prendroit VR = SK , & V' Q ==
A B ; alors menant R 0, on lui meneroit par
le point 77, la parallele #H, que l'on ter-
mineroit en H, par la ligne QQ H parallele
a VR; VR feroit la force demandée, &
VH feroit celle qui, conjointement avec ¥R,
tiendroit lieude 7 oude 4 B.

La folution que nous donnons, ne ceffe
d'avoir lieu, quelorfque laligne S 7 cft pa-
rellele & 4 B; mais on verra dans peu, ce
quil y a & faire dans cc cas.

S 4
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2 3 3. Remarquons que puifque les deux
forces compofantes P & Q (Fig. 58 & 59) érant
repréfentées par les deux cotés M D, 3,
du parallélogramme D M B E, leur réfultante
doit néceflairement étre repréfentée par la
diagonale M £ du méme parallélogramme ,
on a, en nommant R cette réfultante, P:
R::MD:ME, & Q : R::MB:ME,
ceft-a-dire, P: Q: R:: MD: MB, ME,
ouldcaufeque MD=BE)::BE : MB:
M E. Or dans le triangle M BE,ona( Géom.
209) BE.-MB: ME:finBME : finBE M:
fin MB E ; ou a caufe des paralleles BE &
M D quidonnent'angle BEM =D ME, &
Pangle MBE fupplément de BM D, & par
conféquent (Géom. 275) fin MB E = finBMD,
onaBE: MB:M~E:: fin BME : fin DME:
JSinBMD; doncP: Q:R::fin BME : fin
DME : finBMD; ou l'on voit que fi 'on
{uppofe la force P exprimée par fin BME,
la force Q le fera par fin D M E; laforce R
e fera par fin BM Dj; ceft-a-dire, que
deux forces compofantes & leur refultante , peu-
vent toujours ére repréfentées , chacune , parle
finus de Langle compris entres les direclions des
deux autres.

Ain{i, on peut cmployer indifféremment
pour repréfenter les forces, ou des lignes
prifes fur leurs diretions, ou les finus des
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angles compris entre leurs diretions , pour-
vu quon prenne pour chacune, le finus de
l'angle compris entre les directions des deux
autres.

Cette derniere maniere d'exprimer les
forces , a aufli fes avantages particuliers ,
comme nous le verrons par la fuize.

234. Si du point M comme centre
( Fig. 64 & 65 ), & d’un rayon quelcon-
que M E’ on décric I'arc de cercle HE G qui
rencontre en G & H les direltions , pro-
longées , des forces P & (5 & quec du point £
on mene E'F, 'l perpendiculaires fur MD ,
MB; & du point H, HJL perpendiculaire
fur M D. 1l eft facile de voir que E'F, E' I,
HL font refpe&tivement les finus des angles
DME , BME & BMD ;onadonc P:Q:R::
EI:E'F:HL.

2 3 §. Concevons maintenant que les di=
reGtions des deux forces P &  (Fig. 66 &
67), paffant conftamment par deux points

xes K & N, leur point de concours 4 s%é-
loigne de plus en plus ; il eft vifible que les
finus * des angles BME, DME & #MD
approcheront, de plus en plus, de fe con-
fondre avec lesarcs ' H, E' G, G H; donc
file poine 4 s'éloigne a linfini, £'F, E'[

* 1l faur fe rappeller ( Géom. | obtus, eft le mém: que celud
175 ) que Ic finus d'un angle § de¢ fon fupplément,
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& H L fe trouvent tous appliqués fur Targ
G H qui devient une ligne droite perpendi-
culaire aux deux lignes MK & M N, qui
{>our lors font paralleles entr’elles & A la
igne M E ; & puifqu’on a toujours P: Q:
R::E'I:E'F:H L; HL devenant alors
égale 3 F' I+ E' F(Fig.66)& =FE'I—E'F
(Fig. 67), il s'enfuit que lorfque deux forces
P gQ ( Fig. 68 & 69) ont des directions
paralleles , 1°, leur réfultante leur eft parallele.
2° Que fion tire une ligne ¥ 1perpendiculaire,
a ces direclions , chacune de ces forces eft re-
préfentée par lapartie de cerze perpendiculaire ,
comprife entre les directions des deux autres.
3° La réfultante eft égale a la fomme des deus
compofantes , lorfque celles-c agiffent dans un
méme fens ; & égale aleurdifference , lorfqu’elles
agiffent en fens contraires.

23 6. Puifque 'on a (Fig. 68 & 69) P:Q:
R::EI:FE:Fl,onadoncP:Q::EI:FE
&P:R::El:FI, ceft -a-dire, que des
deux compofantes paralleles , & leur réfultante,
deux quelconques , font roujours entr’elles récr
proquement comme les deux perpendicularres
menées fur leur direction , d’un méme point pris
Jur la direction de la troifieme.

237.51 Yon tire arbitrairement la ligne
ABC, on aura (Géom. 102) B C: AB:
AC:: ET:FE:FI Onauradoncaufli P:
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Q:R::BC: 4B : 4C; Ceft-a-dire, quen
général : /i Lon coupe les directions des deux
forces paralleles, & de leur réfidante , par
une ligne drotte menée comme on le voudra ,
chacune de ces forces peut toujours étre repré-
lentée par la partie de cete droite , comprife
entre les directions des deux autres.

23 8. De-la il eft aifé de conclure com-
ment on doit s’y prendre pour trouver la
réfultante de plufieurs forces paralleles ; &
réciproquement pour fubftituer a une force
quelconque , tant d’autres forces paralleles
que I'on voudra,

" Par exemple , s’agit-il de réduire 3 une
feule , les deux forces P & Q (Fig. 68) qui
agiffent dans le méme fens ? Je mene la ligne
quelconque ABC : la réfultante R doit étre
égalea P+ Q (235 ) : ilnes’agitdonc que de
trouver le point B, par ol elle doit paffer.
Or(237)onaP: R::BC: AC; Ceft-d-dire
P:P4 Q::BC:4C5 il faudra donc
prendre entre les deux points 4 & C, un point

B tel que Ponait B C —_-=§,>_(+_——-i(§.

Si les deux forces agiffent en fens con-
traires (Fig. 69) , laréfultante fera égale a leur
différence (235), c'eft-3-dire, fera P— Q,
ou Q — P. Suppofons P plus grand que Q.
Ayant tiré arbitrairement la ligne 4 C, il fau-
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dra la ptolonger au-dela de 4 par rapport i C
d’une quantité 4 B, telle que Ponait P: R::
BC:AC(237),0uP:P—Q:: B C: AC; Ceft-
Pxdc
P_Q

Si Q éeoit plus grand que P, le pointB
feroit {ur le prolongement de 4 C, au-dela
de Cpar rapport a 4.

239. St 'on avoit une troifieme force
K ( Fig.70 ) ; alors apres avoir trouvé la
réfultante R des deux forces P & Q, on
chercheroit la réfultante § des deux forces
R & K, comme s’il n’y avoit eu que ces
deux-ci; Ceft-a-dire , précifément comme
on vient de lenfeigner dans larticle pré-
cédent.

240. Donc réciproquement , fi l'on
vouloit décompofer unc force quelconque
R, en deux autres qui lui fuffent paralleles
( Fig. 68 & 69 ) on prendroit arbitraire-
ment une ligne P F parallele a la dire&tion de
la force R; & ayant pris cette ligne pour la
direction de I'une des compofantes, on pren-
dra arbitrairement pour la valeur de cette
compofante , une quantité quelconque P
plus petite que R, {i Pon veut que les deux
compofantes agiffent de part & d’autre de
la force R; alors la feconde compofante,

que jappelle Q , doit Etre égale 3 B — P;

a-dire, qu’il faudra prendre B C =
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& pour avoir fa pofition, il ne s’agit plus que
de mener la ligne quelconque CB 4, & de
prendre fur le prolongement de 4 B, la par-
tie B C telle que 'onaitQ: P: : AB:CB;
fi par le point C on mene Q C parallele a RB,
ce fera la dire&ion de la force Q.

Mais {i 'on veut que les deux compofan~
tes foient d'un méme coté, auquel cas elles
doivent agir en fens contraires ; alors on peut
prendre pour P, une quantité quelconque .
plus grande ou plus petite que R, & qui dans
le premier cas' agifle dans le méme fens que
R, & en fens contraire dans le fecond cas.
Ayant pris une ligne PF parallele 3 RB, pour
la dire&ion de P, on prendra fur la ligne
quelconque B A C, le point C de maniere que
onait P—RouR—P:R::4AB:AC:
le point C fera celui par ot doit paffer la for-
ce Q parallele a la force donnée R : & ce
point C fera au-deld de A4 par rapport a B, fi
P eft plus grand que R ; au contraire , fi P
eft plus petit que R, il fera entre 4 & B.

24 1. Ce que nous difons ici de la force
R,aégard de fes compofantes P & Q, pou-
vant évidemment g’appliquer a chacune de ces
deux-ci, on voit donc comment on peut fub-
ftituer 4 une force quelconque, tant d’autres
forces que 'on voudra, doat les dire&tions
foient paralleles.
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Des moments , & de leurs ufages pour
la compofition & la  décompofition

des forces.

2 4 2. Ce que nous venons de dire, fuffit
pour compofer & décompofer les forces, quel-
ques directions & quelques valeurs qu'elles
aient, pourvu quelles agiffent dans un méme
plan. Mais les différentes fortes de mouve-
ments que nous aurons a confidérer, exigent
des moyens plus fimples & plus expéditifs
pour déterminer la réfultante des forces, & fa
direction : nous allons nous en occuper ac
tuellement.

24 3. 8i d'un point quelconque F ( Fig, 71

& 72) pris dans le plan d’un parallélogramme
quelconque AB CD, on mene les lignes FE,

¥ H, F G perpendiculaires fur les cdtés contigus

AB,AD & la diagonale A C; la fomme des

produits de chaque perpendiculaire , par le citt
Jur lequel elle tombe , fera égale au produit de lo
“diagonale par la perpendiculaire qui tombe [ur
elle, lorfque le point ¥ (Fig.71) ne fera ni dans

Pangle BA D, ni dans fon oppofé au fommet.

Au contraire (Fig. 72), /i le point F eft dans

Langle BAD , ou dans fon oppofé au fommet,

cefera la différence des produits de chaque perpen-

diculaire , par le cosé fur lequel elle tombe , W
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fera égale au produit de la diagonale par la per4
pendiculaire qui tombe fur cetze diagonale.

Prolongeons le c6té BCjufqu’a ce qu’il rena
contre en I, la perpendiculaire F H; menons
les lignes ¥4, FB, FC, FD. Le triangle
FAC(Fig.71) et ==FAB+- ABC—4~FBC==
FAB+ ADC—+ FBC. Or1° le triangle
FdC=222C, 2 Le triangle F A B ==

4B ZFE‘ 3°. Le triangle 4 D C ayant AD pout
ADxIH

bafe, & I H pour hauteur, eft ==

4% Le triangle FBC == BCxFI1 — A4 Dx¥F{
b

2 2
donc ACx FG — ABxE'E ADle+ ADXFI;

oo [H4+ FI—=FH; donc, & en douglant
tout,ona A CxFG=.4 Bx FE + 4 DxFH,

Dans la Fig. 72, le triangle FA C=
ABC—FAB—FBC=ADC— FAB—FBC;

> . ACxFG AD x IH ABxFE
ceft-adire; — = — : -
BCexryr

\—h—

; ou en faifant attention que B C=

4D, & que TH— FI==F H, & en doublant
tout) ona ACxFG = ADxFH — ABFE.

- 244. Puifque nous avons démontré ci-
deflus , que deux forcgs quelconques , &
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leur réfultante , peuvent &tre repréfentdes
par les cotés & la diagonale d’un paraliélo-

ramme formé {ur leurs dire&tions; concluons
donc que {i P & Q (Fig.71 & 72) {ont deux
forces repréfentées par les lignes 4 8, A D,
auquel cas leur réfultante K fera repréfentée
par AC; concluons, dis-je, que fi I'on prend
hors de V'angle B 4 D, & de {fon oppofé a
fommet , un point quelconque F, dans le plan
de ces trois forees , on aura toujours R x G
= Qx FHAPxFE;& quelorfque le point F
fera pris dans I'angle B A D ou dans fon oppo-
{¢ au fommet , on aura toujours Rx F G =
QxFH—PxFE.

2 4 5. Le produit d’une force par la diftan-
ce de fa direétion a un point fixe, cft ce quon
appelle le moment de cette force. Ainfi Qx
F H, cftle moment de la force Q; R x FG,
eft le moment de la force R.

2 46. Comme les forces s’eftiment ( 189)
par la quantité de mouvement , c’eﬁ—é-dire{,
par le produit d'une maffe déterminée,, multt
plie par la vitefle qu’clles font capables &
communiquer a cette mafle; le moment d'un¢
force quelconque, a donc pour valeur, le pro
duit d’unc maffe, par fa viteffe, & par la dif
tance de fa direftion a un point fixe.

2 477. Si on concoit que les perpendict
laires F 1 , F G, F £, foient des lignes 1

flexibles
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flexibles & fans maffe , lides entr’elles &
fixdes ait point F de maniere 3 ne pouvoir
que tourner autour de ce point, & que les
forces P, Q & leur réfultante R, foient ap-
pliquées aux extrémités £, H, G : on voit
que ( Fig.71) ces trois forces tendent toutes
a faire tourner le fyftéme dans un méme fens
autour du point F; & (2 ig.72) les deux forces
Q & R tendent 2 faire tourner le fyftéme dans
un fens différent de celui felon lequel la force
P tend a le faire tourner.

On peut donc dire que le moment de la
1¢fultante , pris par rapport @ un point fixe quel-
conque ¥ , eft roujours égal @ la fommne ou a la
diffirence des moments des deux compofantes
Jelon que celles-ci tendenz & faire tourner dans
un méme fens , ou dans des fens oppofés , autour
de ce point fixe.

24 8. De-la on peut conclure en général ,
que quelque nambre de forces P, Q , S, T, &c.
(Fig.73) que lon ait; quelques grandeurs, &
Quelques directions qu’elles aient , pouryu qu’el=
les foient touzes dans un méme plan ; le mo-
ment de la réfultante de toutes ces forces pris
parrappore a tel point ¥ qu’on wvoudra, fitué
dans ce plan , fera toujours égal & la fomme

$ moments des forces qui tendent a faire
urner dans un fens autour de ce point , m.ins

T
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la fomme des moments de celles qui tendent ¢
faire rourner en fens contraire.

£n effec, fi Von {uppofe que r foit la ré.
{uirante des deux forces P & Q dirigées fui-
AP &EQ;r celleder & de S qui agit fui-
yant G 8 & enfin R celle de s/ & de T qui
agit fuivant D T'; que 'on fuppofe, de plus,
que m repréfente le moment de r; m' celu
de 7. Alors en abaiffant les perpendiculaires
FA, FE, FG, FD, FB fur les compofantes,
P,Q,S5,T, & leur réfultante R; on aun
1°m=PxAF+QxEF,2°. m'=m=
xFG.3°. Rx FB=m'— Tx FD ; donc ajpu-
tant ccs trois équations , & détruifant les
quantités {emblables qui fe trouveront dam
chaque membre , on aura RxFB = PxAF+
QxEF—8xFG—T«FD ; ou l'on voit que I
moments des deux forces T & § qui tenden
3 faire tourner de droite 2 gauche, font,a
effet, de figne contraire i ceux des forces P&
Q, qui tendent a faire tourner de gaucheti
droite.

2 49. Si le point F étoit fur la direction
méme de la réfultante , le moment de cett
force feroit alors zéro; donc puifqu’il eft égd
a la fomme des moments des forces qui te
dent 4 faire tourner dans un fens , moins !
fomme de celles qui tendent & faire rourn
en fens contraire , il faut en conclure quel

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



DE MATHEMATIQUES, 201

différence de ces deux fommes de momens
pris par rapport & un point quelconque de la
réfultante eft zéro.

Et réciproquement /Z la fomme des mom.ents
de plufieurs forces qui tendent a faire rourner au-
rour dun point, moins la fomme des moments de
celles qui tendent a faire tourner en fens contraire
autour de ce méme point , eft zero 5 il faut en
conclure que la réfultante paffe par ce poine.

2 5 O. Puifque ces propofitions font géné-
ralement vraies , quelques angles que forment
entrelles les diretions des forces, elles le
font donc aufli, lorfque les forces forment
entr'elles des angles infiniment petits , ou,
ce qui revient au méme, lorfque les diretions
des forces font paralleles entr’elles.

2§ I. De-lail eftaifé de déduire une mé-
thode fort fimple pour avoir la pofition & la
grandeur de la réfultante de tant de forces
que 'on voudra, lorfgu’elles agiflent toutes
dans un méme plan.

Suppofons d’abord qu’elles font toutes pa-
ralleles entr’elles, & pour ne point compli-
quer inutilemént certe recherche , {fuppofons
qu’il n’y ait que trois forces ; il fera facile
den conclure ce quion doit faire por: un
Plus grand nombre.

Soient donc trois forces connues P, ., §

Fig. 74, dont les deux premicres agiffent
2
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fuivant AP, BQ , & la derniere agit {uivant
CS. Ayant tiré arbitrairement une ligne quel-
conque FABC, perpendiculaire aux dire&tions
AP, B{), &c. on imaginera que le point D
eft celui par ot doit paffer la réfultante R.
Alors ayant pris arbitrairement un point F fur
F.1iC, on aura, fuivant ce qui précede,
PxAF <4~ GxBF — SxCF = RxDF ; or les
diftances AF, FB, FC & les forces P, Q,
S étant connues, il feroit tres-facile de tirer
de cette équation la valeur de la diftance DF
a laquelie pafle la réfultante, {i la valeur de
ette réfultante R étoit connue. Voyons donc
quellz eft la valeur de cette réfultante.

Prenons un autre point F” fur le prolonge-
m-nt de AF; le méme principe nous donnen
PxAF - OxF'— SxCF'= RQxDF'. Or fi &
cette feconde éguation, on retranche la pre-
miere, qu'on faffe attention que AF — AF=
F¥', BF—B/=Ff', CF—CF=FF', DF'-
DF = FF,on aura PxFF 4 Qx FF =S xFF' =
RyFF'; ceft-a-dire, en divifant tout par FF)
Pa-Q—S=R.

Mais fi Uon fait attention au raifonnement
que nous venons de faire, il eft facile de voi
quil ne dépend nullement du nombre de
forces ; mais qu'il eft applicable quelque fo!
le nombre de ces forges, On doit donc cow

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



PE MATHEMATIQUES., 293

clure, en général, que la refultante de tant de
forces paralleles que Lon voudra . eff égale a la
fomme de celles qui agiffent dins un fens , moins
la fomme de celles qui agiffent dans un fens
contraire.

- Si dans I'équation Px AF +Qx "~ F—
SxCF =R x D F, trouvée d’abord, on met
pour R fa valeur P 4+ R — § que nous
venons de trouver, on aura Px A4 F - Q x
BF—$xCF=(P+Q —38)xDF;doulon
tireDF=PxAF+QxBF—.9xC_‘€ oll. &

P+Q—s ’ ’

ayant égard 4 cc que le raifonnement par
lequel nous parvenons & ce réfultat , ne
dépend pas du nombre des forces, on con-
clura généralement , que pour favoir ¢ quelle
diffance d’un point donné, paffe la réfultanze de
Plufeurs forces paralleles ; il faur , de la fomme
des moments des forces qui tendent a faire tour-
ner dans un fens , retrancher la fomme des mo-
ments des forces qui tendent a faire tourner dans
un fens oppofé , & divifer le refle par la fomme
des forces qui agiffent dans un fens, moins la
Jomme de celles gui agiffent en fens contraire*.

* Iine faut pas confondre les I tendent fouvent & faire tourner
forces qui agiilent dans les (ens | dansle méme fens; cela dépend
oppofés,, avec celles qui ten- | du point relativement auquel
dent 3 fajre tourner dans des | on confidére la rotation, oules
fens oppofés. Deux forces qui | moments, Par exemple , les
3giffent dans des fens oppofés, | deux forces Q@ & .5 (Fig. 74)

3
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2§ 2. Sile point F, que on a pris d’a-
bord arbitrairement, fe trouvoit avoir été
pris fur le point D méme, par lequel paffe

la force réfultante ; alors la diftance DF
PxAF+4QxBF-—~Sx(F

étant zéro, fa valeur... - P03
. . —PxAD+QPQxBD—§SxCD
qui devient ———— &= —————( parce

P+ Q-S

que la force P tend a faire tourner autour du
point D en fens contraire de la force Q) fe-
roit zéro ; on auroit donc — Px 4D+ (Qx
BD — 8% CD=o0; &commelepoint F que
Pon avoit pris d’abord arbitrairement , pou-
voit étre plus haut ou plus bas felon quon
auroit voulu, enforte que le point D n'ef
pas cenfé &cre plutdt fur un point de la direc-
tion de la réfultante R, que fur tout autre
point de la méme dire&tion, il s’enfuit gé-
néralement que les moments de plufieurs forces
paralleles pris par rapport & un point quelconqué
de la direction de la refultante , font tels que It
Jomme des momens des forces qui tendant ¢
Saire tourner dans un fens, efl toujours egaled
la fomme des momens de celles qui tendent ¢
faire tourner en fens contraire.

agiflent en fens oppofés; mais ' confidere la rotation, parrap:
eiles tendent toutes deux a faire port au point F, la force ¢
tourner la ligne B C dans un tend 4 faire tourner CF, €
m?me fens, autour d’un point fens contraire de ce que tend
stis entre B & C; & {1 on: faire Ja force S
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29 3. Donc en prenant avec des fignes
contraires les moments des forces qui tendent
3 faire tourner dans des fens oppofés, &
prenant aufli, avec des fignes contraires, les
forces qui agiflent dans des fens oppofés ,
on peut dire généralement 1°. que la réfultante
de zanr de forces paralleles , que Fon voudra ,
¢ft roujours égale a lu fomme de routes ces
forces. 2°. Que cette refultante , qui leur ef?
parallele, paffe par une fuirte de points done
chacun a cette propriété , que la fomme des mo-
ments par rapport d ce point, eft zéro.

Nous ferons le plus grand ufage de ces
principes, & nous verrons dans peu, avet
quelle facilité on en déduit la pofition du
centre de gravité¢ des corps. Paffons aux
forces dont les dire&tions font des angles
entr’elles.

2 y4. Soient donc ( Fig. 75 ) tant de
forces P, Q, S, &c. que l'on voudra, tou-
tes dirigées dans un méme plan. Que la
force P agiffant fuivant 4 P, foit repréfentée
par 4 B; la force (2, agiffant {uivant £ Q,
foit repréfentée par £ G; laforce §, agiffant
fuivane 1§ foic repréfentée par IL. Par un
point T pris arbitrairement dans le plan de
ces forces , concevons deux droites indé-
finies TE', T E” faifant entr’elles un angle
Quelconque , ( que pour plus de fimplicitd

4
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nous fuppoferons droit); & concevons les
forces P, Q,S,oudt, =G, IL,décompo-
fées , chacune, en dcux autres, dont l'une
foit parallele a la ligne T'2’, & l'autre paral-
lele 4 la ligne T E”, & qui par conféquent
{ 225 ) doivent étre repréfentées, chacune,
par le coté correfpondant du parallélo-
gramme dont la diagonale repréfente la
force principale. 11 eft clair, par ce qui pré-
céde (251) que les forces A D, EF, I M*
¢tant paralleles, auront pour réfultante une
force unique 7 O qui leur fera parallele,
dontlavaleurfera AD - EF—1M, & qui

paflera & une diftance FFV7, telle que
VV’_ADXAA'*{-EFXEE'-IMKII'

AD+EF-1M .
Pareillement, les forces A C, E H, I K p#
ralleles & TE” fe réduiront toutes a une
feule VN qui lcur fera parallele, qui fera
égalea AC~+ EH + IK , & qui (en fuppo-
fant que V foit le point ou la direction de
cette force, rencontre celle de la force

* Ne perdons pas de vue ce
que nous avons dit (224 ).
Par cette expreflion les forces
4B, E G, &c. nous entendons
?ue les lignes 4B, ECG, &c.
ont entrelles comme les
guantités de mouvement que
les forces P, @, &c. peuvent
produire dans les mafles aux-

quelles elles font appliguées.
Il en eft de méme des forces
4D, EF, &c; nous enten-
dons des quantités de mouve-
ment qui font aux quantités de
mouvement repréfentées par
AB, EG, comme AD & EF
font 4 AB & EG refpell=
vemeng,
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0 V") paffera a une diftance V", telle que
vy =AC><AA"+EH><EE' + I K xIL
AC+EH+IK .

Cela pofé les forces P, @, § & leurs di-
re&tions, ( ceft-a-dire , les angles qu’elles
font avec des lignes fixes & connues, telles
que TE & TE”, ou avec leurs paralleles)
érant fuppofées connues, on connoit dans
chacun des triangles B4 D, GEF, IK L
Phypothénufe & les angles ; il fera done
aifé de déterminer les lignes # D, EF, KL
oulM, &leslignesBDoudC, FGouEH,
& IK; par-la on connoitra les valeurs des
deux réfultantes A D - EF —IM, & A C4=
EH - IK. D’ailleurs comme on ne peut man-
quer de connoitre les diftances 4 4, A A",
EE, EE", &c. puifquon ne peut ignorer la
pofition des points 4, E, ol l'on fuppofe les
forces appliquées , on connoit donc toutes
les quantités qui entrent dans Pexpreffion des
diftances 7¥#' & V¥V 1l fera donc facile
de déterminer le point 7, ou fe rencontrent
ces deux forces réfultantes. Prenant donc
VO=A4 D4 EF —IM, & V' N =
AC+EH+IK , & formant le parallélogram-
me OV NX, on aura la diagonale #”X pour
la réfultante R des deux réfultantes paral-
lelesy TE' TE", Ceft-a-dire, pour la ré-
{uleante de toutes les forces propofées.
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Des forces qui agiffent dans des plans
différents.

25 5. Soient trois forces P, Q, S ( Fig.
76) dirigées fuivant les lignes 4 P, B (),
CS paralleles entr’elles, mais fituées dans
différents plans.

Concevons un plan XZ auquel les trois
droites 4 P, B 0, C Sfoient perpendiculaires,
& un autre plan Z 77 auxquelles elles foient
paralleles : que .7, B, Cfoient les points ou
ces lignes rencontrent le plan X Z.

Les deux forces P & § font dans un
méme plan dont I'interfe@ion avec le plan XZ,
eft la droite 4C. Ces deux forces peuvent
donc €étre réduites & une feule R' =P + S,
qui leur foit parallele , & qui paffera par un
point D, tel que (252) PonauraPx A4 D
=8xC D.

Les deux forces K/ & (Q font dans un
méme plan dont Vinterfe&ion avec le plan
XZ, et BD; elles peuvent donc étre ré-
duites & une feule R qui fera égale 3 R’ + Q,
ceft-a-dire, = P+ S+ @, qui leur fera
parallele, & qui paffera par un point £, tel
quel’onauraR'xD E = Qx BE.D’on, &de
ce qui a éeé dit ci-devant, il eft aifé de con-
clure , en général , que rant de forces que lon
voudra , dont les diretions font paralleles s
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fe réduifent toujours a une feule égale d la
Jomme de celles qui agiffent dans un fens
moins la fomme de celles qui agiffent en fens
contraire 5 & cela , foir qu’elles foient toutes
dans un méme plan , foir qu’elles foient dans des
plans différens.

Voyons maintenant plus particulierement
comment on détermine par ou pafle cette
réfultante.

Si des points 4, D, C, B, E on mene
les lignes 4 4',D D', CC', BB, E E per-
pendiculaires fur linterfe@ion commune des
deux plans XZ & Z V5 a caufe des paralle-
les A A, DD',CC,onaurad D :CD::
A'D". C'D'; orVéquation Px A D=8x CD
que nous venons de trouver , donne A D :
CD::S§:Pj3donc A/ D:.CD ::§5:P
& par conféquent Px A’ D' = Sx C' D'

Pareillement , les paralleles D D', E E’
BB donnent DE:BE::D' E'E'E'y or 14~
quation R’x D E= Q x B E, que nous avons
pareillement trouvée ci-deflus, donne D E :
BE:.Q:R;donc DE :BE::Q:R::
Q: P 8; donc (P~+ S)x D' E'= Qx B'E.

Prenons maintenant dans [Pinterfection
ZT des deux plans, un point fixe T, & cher-
chons la diftance 7" £’ de ce point, au poine
E' qui correfpond au point E par lequel paffe
laréfuleante, Il eft clair que 4' D' == T D' —
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T4, 0D =TC—TD',DE'=TE —TD',
B'E'—=TB — T E'. Subftituons ces valeurs
dans les deux équations Px 4" D/ =8§xC' D/
& (P48 x D'E' = Q xEB' E', nous aurons
PxTD —Px (A=8xTC—8xTD, &
(P+SxTE — P+ 8 TD = QxTB —
Q x T E'.Or, dc ces deux équations, la pre-
miere donne (P~ S§)TD' = PxTA +
S x TC'; fubftituant cette valeur dans la fe-
conde,ona (P 4+ 8§)xTE —PxTA —
SxTC=QxTB — QxTE; raffemblant
donc tous les termes multipliés par TE
onauwra (P4+ Q+S8)x TE' =PxT A +
OxTB 4 8x TC. Dou l'on tire TE =
PXTA +QxTB +SXTC
P+Q+s T

Or cette expreflion de la diftance TFE/, cft
précifément celle que P'on auroit pour trow
ver la diftance a laquelle pafferoit la force
réfultante , {i les trois forces P, Q, §, éroient
toutes trois dans le plan Z ¥, & paffoient
par les points 4’, ', B’, correfpondants
aux points 4, C, B par lefquels elles paffent
réellement. Donc fi 'on concoit la droite
TX perpendiculaire au plan Z #7, on trow
vera la diftance TE’ de la réfultante Z, @
ceete droite, en prenant la fomme des mo:
ments *3 I'égard de cette droite,, comme fi

* 1 faut obferver ici, & pour la fuite, que par le mot geoe
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toutes les forces, fans changer de diftance a
cette méme droite, €toient toutes dans le plan
ZV auquel elle eft perpendiculaire ; & divi-
fant cette fomme de moments par la fomme
des forces.

Il ne refte donc plus, pour fixer le point E,
que de connoitre la diftance E£7, ou, (en
menant EE" parallelea Z7T') la diftance TE” &
laquelle cette méme force pafic, a I'égard
de ZT. Or il eft clair, d’'apreés ce que nous
venons de dire fur la diftance TE’, que pour
avoir la diftance TE", il faut de mime, con=
cevoir un plan paffant par Z7T, & parallele
aux diretions des forces ; prendre la fomme
des moments a I'égard de T2 qui eft I'inter-
fe&tion de ce plan avec le plan ZF; prendre,
dis-je , la fomme des moments a 'égard de
TZ , comme fi toutes les forces fans changer
de diftance au plan Z V, éroient toutcs dans le
plan X'77; & divifer cette fomme de moments,
par la fomme des forces. Alors on aura tout
ce qu’il faut pour fixer le point E par o
pafle la réfultante.

fal fomme des moments, on ; Ondoit de méme , par ce mot
doit entendre la fomme des | fomme des forces, entendre ia
moments des forces, qui ten- |fomme de celles qui agitlent
dent & faire tourner dans un {dans un fens, moins la fomme
{ens, moins 1a fomme des mo- {de celles qui agiflent dans
Ments des forces qui tendent 4 | autres

ire tourner en feps: oppolé.
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2 §5 6. Confidérons maintenant les forces
dont les directions ne font ni dans un méme

lan ni paralleles.

Soient ( Fig.77) P, Q, R trois forces
dirigées fuivant les lignes 4P, BQ, CR
fituées dans des plans différents. Concevons
un plan quelconque XZ, rencontré en H,

ar la direction AP ; en F, par la direttion,
BQ; &en L, parla diretion CR. Comme
on peut (228 ) fuppofer une force appliquée
a tel point que 'on veut de fa direttion, j'ima-
gine ces trois forces appliquées aux points
H,F, L, & repréfentées par les lignes HY,
FT', LK prolongements des lignes 4P, BQ,
CR, au-deffous du plan XZ, & je fuppole
que ces forces foient repréfentées par les
ligaes HV , FT', LK. Concevons encore que
par les droites AH, EF, CL, on ait mené
des plans perpendiculaires au plan XZ , &
dont les interfe&ions avec celui-ci , foient les
droites GHN , £FY , DLM. Cela pofé, il et
évident que je puis décompofer chacune de
ces forces en deux autres , dont l'une foit
dans le plan XZ ; & l'autre foit perpendicu-
laire 3 ce méme plan. Par exemple, je puis
décompofer la force H 7 , en une force
dirigée fuivant HN, & une autre force diri-
gée fuivant HO perpendiculaire au plan XZ,
Enforte, qu'aux trois forces HY, FT, LK,
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je puis fubftituer les {ix forces HN, FY, LM,
HO,FS, LI, dont les trois premieres font
dans le plan XZ , & les trois dernieres fong
perpendiculaires & ce méme plan.

Or on peut, par ce qui a éré enfeigné
(254) réduire les trois forces HN, F¥V, LM
a une feule qui fera aufli dans le plan XZg
Et par ce qui vient d’étre dit (255 ) on peut
réduire les trois forces HO, FS, L1, a une
feule , qui fera perpendiculaire au plan XZ,
Donc en général , quelque nombre de forces que
que Lon air , & quelques direclions que ces for-
ces puiffent avoir 5 on peut toujours les réduire
a deux tout au plus , lune dirigée dansun plan
connw 4 & Lautre perpendiculaire a ce plan.

Quoique la démonftration de cette propo-
fition ne paroiffe applicable qu'au cas ou tou-
tes les forces rencontrent le plan XZ qu’on
achoifi, il eft cependant facile de voir qu'elle
a généralement lieu. Car {i on concoit qu’a-
prés avoir ainfi réduit a deux, toutes les for-
ces qui rencontrent ce plan, on vient a en
changer la pofition fans cefler de rencontrer
ces deux réfultantes, on pourra toujours lui
trouver une polfition propre a rencontrer les
directions de celles qui lui éroient d’abord pa-
ralleles.

_257. Il n'en eft donc pas des forces di-
rgées dans différents plans, comme de celles
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qui font toutes dirigées dans un méme plan,
Celles-ci peuvent toujours étre réduites a
une feule , ainfi que nous l'avons vu. Mais
celles-la fe réduifent a deux, qui ne peuvent
étre réduites a une feule , que dans le cas ou
la réfultante des forces qui,agiffent dans le
plan XZ , rencontreroit celle des forces per-
pendiculaires au méme plan.

2 § 8. On peut donc, par ce moyen, trous
ver les deux réfulrantes de tant de forces
que l'on voudra, lorfque ces forces fontdi-
rigées dans des plans différents. Mais quoi-
que ce moyen puifle étre utile, dans beaucoup
de cas, il n’eft cependant pas le plus commo-
de pour la réfolution de beaucoup de quef-
tions ; c’eft pourquoi nous allons en enfeigner
un autre.

Soit donc P ( Fig. 78) l'une quelconque
des forces propofées , & A B la ligne qui
peut la repréfenter. Soit Xun point fixe quel-
conque; XZ, XY, XT trois droites perpen-
diculaires entre elles. Si fur 4 #, comme dia-
gonale , on forme le parallélogramme rec-
tangle A D B C, dont le plan foit perpendi-
culaire au plan ¥ X T, & dont le c6té B C
foit parallele a XZ; qu'enfuite fur BD comme
diagonale, on forme le parallélogramme rec-
tangle DFBE dont le plan foit parallele au
plan ¥ Z T, & dont les cétés B+, BE

{foient
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foient paralleles aux droites XT', XV;il cft
clair 1°, qu'a laforce 4 B, on peur fubftituer
laforce BC parallele 3 X2, ou perpendicu-
laire au plan ¥’ XT', & la force 8 D parallele
ace méme plan. 2”7, Qua cette force 5 U,
on peut {ubftituer la force BE parallele a
XY, ou perpendiculaire au plan ZX7T, &
la force BF parallele 8 X T ou perpendicu-
laite au plan ZXY, enforte que la force P
ou 4 B, fe trouvera décompofée en trois
forces paralleles a trois lignes perpendicu-
laires entre elles, ou, ce qui revient au mé-
me, {e trouvera décompofée en trois forces
perpendiculaires a trois plans qui feront per-
pendiculaires entre eux.

Or, ce que nous difons ici de laforce P,
et évidemment appliquable a toutc autre
force qui ne fera point perpendiculaire a I'un
de ces trois plans. Donc {i on congoit tou-
tes les forces telles que P, ainfi décompo-
fes, & qu'on réduife enfuite a une feule
par la méthode donnée (255), toutes les
forces perpendiculaires au plan ZXT' 5 quon
falfe Ia m&me chofe, pour les forces perpen-
diculaires au plan £ X¥5 enfin, la méme
chofe, pour les forces perpendiculaires au
plan ¥ X T, on voit quon pourra toujours
réduire tant de forces que 'on voudra, diri-
gées dans différents plans, a trois forces

A%
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perpendiculaires a trois plars qui feroient
perpendiculaires entre eux.

Si quelqu'une des forces fe trouvoit pa-
rallele a quelqu’une des droites XZ, XV,
XT, alors fes compofantes paralleles aux
deux autres droites feroient cenfées zéro.

Tels font les principes généraux de la
compofition & de la décompofition des
forces.

Des Centres de Gravité.

25 9. Avant que de nous occuper des
effets particuliers que peuvent produire fur les
machines ou en général fur les corps d’une
firucture & d’une matiere connues, les forces
dont nous venons de confidérer les propriéeés
générales , il faut nous arréeer fur les centres
de gravitd , dont la connoiffance importe
beaucoup pour la détermination des mouve-
ments dont ces machines ou ces corps peu-
vent &tre fufceptibles.

Rappellons - nous , que nous avons dit
( 302) que les directions fuivant lefquelles la
pefanteur agit fur les particules matérielles
d’un corps, fon: paralleles; & que cette
force tend 3 communiquer & chaque partic
de matiere, la méme vitefle dans le méme
temps.

260, On appelle Centre de grayiré dun
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corps, ou d’un fyfléme de corps, (c'eft-a-
dire, d’'un aflemblage quelconque de corps )
le point par ou pafle la force réfultante des
forces pasticulieres dont chaque partie de ce
corps ou de ce {yftéme, feroit animée par
Paction naturelle de la pefanteur, dans quel-
que fituation qu'on mette ce corps, ou ce
fyftéme.

Par exemple, fi dans la pofition atuelle
du triangle 4 BC (Fig.79) la force réful-
tante des actions de la pefanteur fur toutes les
parties de ce triangle, paffe par un certain
point G de fa furface ; & que dans une autre
fituation a 6 ¢, elle paffe encore par le méme
point G, ce point G sappelle le centre de
gravité. Nous verrons dans peu , que
cette réfultante pafle toujours par le méme
point , dans toutes les fituations poflibles
du corps.

2 6 1. La détermination de ce centre eft
facile, apres ce que nous avons dit fur 'ufage
des moments pour trouver la réfultante de
plufieurs forces paralleles.

En effet, foient M, N, P, (Fig. 80)
tant de corps que l'on voudra, dont ( pour
cc moment ) nous confidérons les mafles
concentrées aux points B, 4, C, que
nous fuppoferons d’abord dans un méme
plan, Soit p la vitefle que la pefanteur tend

2

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



308 Cours

a imprimer a chacun dans un inftant, & qui
(202) eft la méme pour chacun. Alorspx M,
pxN,pxPoupM,pN,pP feront les
quantités de mouvement, ou les forces avec
lefquelles ces corps tendent a fe mouvoir
fuivaat les direftions paralleles C”C, B8 B,
A" A. Or, fuivant ce que nous avons dic
{ 251), pour avoir la pofition de la force ré-
fultante , il faut prendre la fomme des mo-
ments 2 I'égard d’un point quelconque 7 pris
fur une lign: perpendiculaire a ces direca
tions, & divifer cette fomme, par la fom-
me des forces; on ,aura donc, pour la
valeur de la diftance 7'G” a laquelle pafle
cette réfultante, on aura dis-je..........
TGP MXT B +p N T A +pPxTC"
p-+p N+pP
fupprimant{le faCteur commun p, fe réduitd
MxTB 4~ NxT A +PxTC

16" = A+ N+ P -Or,en
menant les lignes BB, 4.A', CC' paralle-
lesa 7'G’, & termindes a la verticale 7'C';
imaginant de plus, que le point G pris fur
la dire&ion de la réfultante, eft le centre

ue nous cherchons, & menant GG’ auffi
parallcle 2 7 G", cna 7G"=G' G, [ B"=
BB, T A"= A4, " C" = C{'; donc

MxBB 4+ NxAA -+ PxCC' y

GG = y T By ; Cleft-a-
cire, en refiraignant le mot de moments , &

, qui en

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



PE MATHEMATIQUES. 309
wentendant par cemot , que le produit de la
maffe d’un corps par {a diftance a une ligne
droite.

La diffance du centre commun de gravite de
plufieurs corps , @ une ligne droite , f¢ trouye
en divifant la fomme des moments de ces corps,
( pris par rapport d cette ligne) par la forme
des maffes.

Concevons maintenant que 'on rgnverfe le
fyfteme des corps M, N, P, enforte que la
ligne T A" qui éroit horifontale, devienne
verticale ; & au contraire pour la ligne 7C;
alors on démontrera de méme , que pour
avoir la diftance de la réfultante, ala ligne
TA" qui eft alors verticale , il faut prendre
la fomme des moments a I'égard de 14”7, &
divifer cette fomme, par celle des maffes.
On aura donc, de méme, . . . .
GG,,:MXB,L’”—FNX.*.? A"+ Pxcc

MNP
déterminé les diftances de G aux deux lignes
fixes & connues TA4” & TC", il eft évident
que la pofition de ce centre eft connue , puifs
que les diftances BB, BB", AA'y, AA", &c.
font connues , attendu qu'on eft maitre de
preadre, par-tout ou l'on voudra, le point T
par ot on mene T4 & TC.

262. St les diftances 44", BB’, &c,
font chacune zéro; cefi-d-dire, fi tous les

V3

. Or ayant
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corps font fur une méme ligne droite T4”;
alors la fomme des moments, par rapport i
cette droite, eft zéro, donc la diftance GG
eft aufh zéro. Donc [z plufieurs corps, confidérés
comme des points , font fur une méme ligne
droite, leur centre commun de gravité, eft auffi
Juar cette méme ligne droite.

26 3. Si 'on menoit les lignes TA4", TC'
de maniere que l'une ou lautre, ou toutes
deux, fe trouvaflent avoir des corps de part
& d’autre ; alors au lieu de la fomme des
moments , il faudroit dire la fomme des mo-
ments des corps qui fe trouvent d’un c6té,
moins la fomme des moments des corps quife
trouvent de lautre. Quant au dénominateur
de la fra&tion qui exprime la diftance du cen-
tre de gravité, il fera toujours compofé de
la fomme des mafles, parce que toutes les
forces de ces mafles, en vertu de leur pefan-
teur , agiffent toutes dans le méme fens
Cela eft général pour quelque nombre de
corps que ce foit, qui étant confidérés comme
des points, font tous dans un méme plan. Et
tout cela eft une fuite de ce quia éeé dit (251).

Les lignes 1" A', T A" sappellent Axes
des Moments.

264. St Pon concoit matntenant , que
ic point T que nous avons pris d’abord
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arbitrairement , foit fur le point G ; alors
GG’ & GG” deviennent , chacune , zéro.
Donc la fomme des moments par rapport
a T'C’ & la fomme des moments par rapport
a T'4", doivent alors étre zéro, chacune.

26 7. Préfentement, je dis que fi la fom-
me des moments de plufieurs corps , par
rapport a la droite RS qui paffe par le point
G (Fig. 81) eft zéro; & §’il en eft de méme
de la fomme des moments , par rapport a
la droite P Q perpendiculaire a R §, & qui
palfe par le méme point G; la fomme des
moments par rapport & toute autre droite VN
paffant par le méme point G, fera aufli zéro.

En effet, ayant mené les perpendiculai-
res A A, AA", A A", fur les lignes PQ, RS,
MN; fiYon fuppofe que le point I eft celui
ot A A' rencontre M N, le triangle rectangle

G A4’ I donnera fin GI A" oucof PGM:G A

oudA":: fin PGM: 4] =2 PN qone

c(i{”gnlq)a;[

AT=AA — A T= 44— Z20 22 Or
dans le triangle re&angle I 4 A" , on aura
(en {uppofant le rayon =1i) 1 :41:: fin
AT A" ou cof PGM: AA ;donc A A =
AlIxcof PG M, ceft-2-dire , A A" =
AdA cof/ PGM—AA"fin PGM ; & par con-
Vg
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féquent en multipliant par la maffe 4, on
aura le moment Ax A A" —=Ax 4 A x
cof PGM — AxAA" x fin PGM ; ccft-a-dire
que le moment du corps 4, a I'dgard de
Paxe MV, eft égal’au coflinus de langle
PGM multiplié par le- moment a I'égard de
Paxe P (0, moins le finus du méme angle
PGM ;. mulriplié par le moment a I'égard ce
Paxe K §.

Or il eft facile de voir que la méme chofe
aura lieu a I'égard de tout autre corps, a la
différence des fignes pres , felon que les
corps feront d'un méme, ou de différents
c6tés de M N. Donc {i-on fait une fomme
de tous les moments 3 I'égard del'axe M N,
on trouvera quelle eft égale au cofinus de
Vangle PGM , mulriplié par la fomme des
moments a. I'égard de P {J, moins le finus de
Pangle PGM multiplié par la fomme des
moments a I'égard de R S. Or chacune de
ces deux dernicres fommes eft zéro, par la
{fuppofition ; donc leurs produits par le co-
finus & par le finus de Pangle PGAI, feront
zéro; donc aufli la fomme des momen:is ¢ I'c-
gard de Uaxe. quelconque M N paffant- par le
centre de gravire G, eft 7éro.

26 6. Concluons donc-de-13 que Pac-
tion réfultantc de toutes les a&ions parti-
culieres de la pefantenr fur chacune des
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parties d'un fyliéme de corps, pafle toujours
par un méme point de ce {yfttme, quelque
p’,oﬁtlon que ce fyftéme puiffe avoir ; car ce
n'eft que par rapport a la direttion de la
réfultante que la fomme des moments de plu-
fieurs forces paralleles, peut étre zéro (253).

Au refte, quoiqu’il n’ait éeé queftion , juf~
quici, que des corps dont les centres de
gravit¢ font dans un méme plan, cela ne
sétend pas moins au cas ol les parties du
fyftéme , font dans différents plans : cefl ce
quon va voir, par ce qui fuit,

267. Siles corps, toujeurs confidérés
eomme des points_, ne font pas dans un méme
plan , on concevra un plan horifontal XZ
( Fig. 76); & de chacun des points pefants
P, ¢, 8, o imaginera les verticales P 4,
OB, SC; & pour déterminer le. point £ par
ou paffe la réfultante R E dans la dire&ion
de Exquelle doit étre le centre de gravité,
on prendra (255) les moments par rapport
a deux droites fixes TX, T Z prifes dans
le plan horifontal Z X, & perpendiculaires
entr’elles, on prendra, dis-je, la fomme des
moments comme {i tous les corps étoient dans
ce plan horifontal ; & ayant divif¢ chacune
de ces deux fommes de moments, par la
fomme des maffes P, Q, S, on aura les deux
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diftances £’E, E" E. 1l ne fera donc plus
quettion que de trouver, a quelle diftance £G
au-deffous du plan horifontal XZ , fe trouve
ce centre. Or fi 'on imagine la figure ren.
verfée, de maniere que le plan XZ devienne
vertical , & que Z 7 foit alors le plan ho-
rifontal; on voit, par le méme principe , que
pour avoir la diftance £’ G’ correfpondante
& égale a la hauteur cherchée EG, il faut
prendre la fomme des moments par rapport
aZ T, comme fi tous les corps étoient dans
le plan Z V7, & divifer cette fomme de mo-
ments, par la fomme des mafles; alors on
a tout ce qu’il faut, pour déterminer la po-
fition du centte de gravité.

26 8. Donc, pour mécapituler; la recher-
che du centre de gravité fe réduit,

1°. Lorfque tous les corps confidérés ,
comme des points, font fitués fur une méme
ligne droite ( Fig. 82); a prendre la fomme
des moments par rapport & un point fixe F
pris arbitrairement fur cetce ligne, & divifer
cette fomme par la fomme des maffes : le
quotient, eft la diftance du centre de gra-
vité G, a ce méme point F.

2° Lorfque tous les corps confidérés ,
comme des points , font tous dans un méme
plan: on imaginera par un point T ( Fig. 80)
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pris arbitrairement dans ce plan, deux lignes
T A", T A’ perpendiculaires I'une & autre ;
& ayant mené des perpendiculaires, de cha~
que point pefant, fur chacune de ces deux
lignes , on imaginera que ces points pefants
font appliqués fucceflivement: fur la ligne
T 4", & fur la ligne T A’, chacun au point
ol aboutit fa perpendiculaire. Et 'on cher-
chera, comme dans le cas précédent, quel
eft alors le centre de gravité G” fur T A" ; &
quel eft le centre de gravité G’ fur T A’ ; me-

nant enfin par ces deux points, les lignes

G'"G, G Gyparallelesa T4’ & T 4", leur
oint de rencontre G fera le centre de gra-
vité cherché.

3°. Enfin, lorfque les corps confidérés,
comme des points , feront dans différents
plans, on imaginera trois plans, 'un hori~
fontal ( Fig. 76 ) & les deux autres verti=
caux, & perpendiculaires entr’eux. De cha-
que point pefant on abaiffera une perpen-
diculaire fur chacun de ces plans; on prendra
la fomme des moments, par rapport & cha-
que plan, & divifant chaque fomme, par
la fomme des maffes, on aura les trois dif-
tances du centre de gravité a chacun de ces
plans.

26 9. Sur quoi, il faut toujours fe fouve-
nir que quand quelques-uns des corps fe
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trouvent de différents cotés du point, ou de
la ligne, ou du plan, par rapport auquel
on confidere les moments il faut prendre avec
des fignes contraires, les moments des corps
qui {c trouvent de différents cotés.

27 0. Placons ici une obfervation qui {uit
immédiatement de ce que nous venons de
dirc, & qui peut abrcder, dans plufieurs oc-
caﬁons, la aétermination du centre de gra-
vité , & d’autres recherches.

Puifque la diftance du centre de gra-
vité eft €galc a la fomme des moments ,
divifée par la fomme des mafles ; {i le point,
fa ligne, oule plan par rapport auquel on
conhde,e les moments , paflc par le centre
de gravité, cette diftance étant alors zéro,
la fomme des moments, doit donc aufli étre
€gale a zéro. Donc, en général, la fomme des
moments par rappon: a tel plan que ce [oir qui
pafje par le centre de graviié , eft zéro.

27 1. Julgu’ici nous avons confidéré les
corps comme des points ; & nous avons Vi
comment on détermine le centre commun de

ravité de rous ces points, en quelquc nom-
bre qu’ils {oient. Or, un corps d’un volume
& d’'une figure quelconque , nérant autre
chofe que laﬁemblade d’une infinité dau-
tres corps , ou partics matérielles , que
Pon peut canfidérer comme des points , il
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senfuit donc que par la méme méthode on
peut dérerminer le centre de gravité dun
corps de figure quelconque; & nous allons
en voir diverfes applications dans un mo-
ment.

Er puifque le centre de gravité neft au-
tre chofe que le point par ou pafle la réful-
tante de tous les efforts particuliers que font
les parties d’un corps pour obdir a leur pe-
fanteur ; que dailleurs cette réfultante eft
¢gale a la fomme de tous ces effores parti-
culiers ; concluons-en qu’on peut toujours
fuppofer tout le poids d’un corps réuni a fon
centre de gravité, & que ce poids y feroit
le méme effet, qu’il eft capable de faire fur
ce point, dans fa diftribution atuelle fur
toutes les parties du corps.

272. Donc lorfqu’on aura a trouver le
centre commun de gravité de pluficurs maf=
fes de figures quelconques : on commencera
par chercher le centre de gravité de chacune
de ces mafles, ce quieft facile attuellement.
Puis, confidérant le poids de chacune de ces
maffes comme réuni a fon centre de gravité
on chercherale centre commun de gravité ,
comme fi tous ces corps ¢roient des poiars
placés A ’endroit onr chacun a fon centre de
gravité particulier.

27 3. Donc tout ce que nous avons dic,
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jufquici fur le centre commun de gravitd
de plufieurs corps confidérés comme des
points a également lieu pour les corps de
figure quelconque, en prenant, dans ’éva-
luation des moments, pour diftance de chaque
corps, la diftance de fon centre de gravité
particulier.

274. Donc [i plufieurs corps de quelques
Sigures qu'ils foient, ont leurs centres paiti-
culiers de gravité dans une méme ligne droize
ou dans un méme plan ; leur centre commun
de gravite€ fera auffi dans cette méme ligne
droute , ou dans ce méme plan. Cela fe démontre
comme on l'a fait (262).

2795. Venons aux applications. Soit
AB (Fig. #3) une ligne droite uniformé-
ment pefante. On voit facilement & fans le
fecours d’aucune démontftration, qu’elle doit
avoir fon centre de gravité dans fon milieu,
Mais pour confirmer par un exemple fimple,
fa théorie des moments que mous venons
d’expofer , cherchons ce centre de gravité
par ces mémes principes.

Concevons donc cette droite partagée en
une infinité de parties telles que Pp; il faut
multiplier chacune par {a diftance 4 un point
fixe; par exemple , par fa diftance & Pextré-
mité A ; prendre la fomme de ces produits,
& divifer le tout par la fomme des parties
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Pp; Cleft-a-dire, par la ligne 4B. Nommons
donc 48, a3 AP, x; nous aurons Pp = ax;
le moment de Pp fera xdx, qulil fauc inté-
grer pour avoir la fomme des moments ;

cette fomme fera donc f;; & pour lavoir
dans toute I'écendue de la ligne, il fave fup-
pofer x =a; on a donc‘f;- pour la fomme
totale des moments; divifant donc par la
fomme a des maffes, on a -;f » pour la dif=

tance du centre de gravité, au point 4. Ainfi,
le centre de gravité d’une ligne droite uni-
formément pefante, eft dans fon milieu; ce
qui eft d'ailleurs évident.

276. Donc 1° pour avoir le centre de
gravit€ du contour d'un polygone quelconque
(Iig. 84), il faut du milieu de chaque coté,
mener des perpendiculaires fur deux lignes
fixes 4 B, A C, tirées dans le plan de ce
polygone ; & confidérant le poids de chaque
coté, comme réuni au milieu de ce coté,
chercher le centre commun de gravité de
ces poids comme il a écé dit (261).

27 7. 2% Le centre ae gravité de la fir-
Jace d’un parallelogramme quelconque , eft au
miliew de la ligne qui joint les milieux de deux
cézes oppofes. Car en concevant le paraliélo-
gramme compofé de lignes matérielles pa-
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ralleles a2 ces deux cotés, chacune aura fon
centre de gravité fur la ligne qui pafle par
les milieux de ces deux mémes cotés. Le
centre commun de gravité de toutes ces li-
gnes fera donc {ur cette méme ligne. Il fera
dailleurs au wmilieu , puifque cette ligne
confidérée comme chargée de tous ces poids,
eft uniformément pefante,

27 8. 3°. Pour avoir le centre de gravité de
la furface d’un triangle A B C ( Fig. 85 ), il faut
du fommet 4, mener au milieu U du coté
oppofé B C la droitc 4 D ; & prendre, a
compter du point D, lapartie D G =14 D,

En effec, la droite 4 D qui divife BC en
deux parties égales au point D, divifera
aufit, en deux parties égales, toute droite
MN paraliele 2 BC; donc {i on confidére
la furface du triangle comme Paffemblage
de plufieurs lignes matérielles, paralleles a
BC, la ligne 4D qui paffe par les centres
de gravité particuliers de toutes ces lignes,
paficra aufli par leur centre commun de gra-
vité (262), c'eft-a-dire, par celui du triangle.
Par la ménic raifon la ligne C £ qui pafferoit
par le milicu de 4 B, paffcroic aufli par le
centre de gravité du triangle; ce centre eft
donc au point d'interfe&tion G des deux li-
gnes Ci & A D. Orfi Uon tire E D, elle
fera parailele a 4 C puifgu'elle divii: en

eux
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deux parties égales les deux cotés 4B, BC.
Lesdeux triangles £ GD, A4 G Cferontdonc
femblables , ainfi que les triangles 4 BC,
EBDg; on aura donc GD : AG:: ED
AC::BD : BC::1: 2;°G D eft donc
moitié de 4 G; & par conféquent le tiers
de 4 D.

27 9. Concluons de-1d que pour avoir le
centre de gravité G d'un trapéze ( Fig. 86),
il faut, par les milieux £ & F des deux cotés
paralleles C D & A4 B, mener £ F; & par ces
mémes points, mener aux deux angles op-
pofés A4 & D les lignes £ A, FD; puis
ayant pris Eg=1 E A, Fg'=1 FD'; me-
ner gg' qui coupera £ F au point cherché G.

Car en raifonnant comme nous l'avons
fait pour le triangle, on voit que le centre
de gravité G doit étre fur £ F. D’ailleurs,
g & g’ étant (278) les centres de gravité
particuliers des deux triangles CAD, AD B
qui compofent le trapeze ABDC, le centre
commun de gravité de ces deux triangles,
ou du trapeze , doit étre fur gg’, (2627 ; il
doit donc étre i l'interfe&ion G.

Comme nous aurons befoin par la fuite ;
de la diftance FG, déterminons-la tout de
fuite,

Menons les lignes gh & g'&' paralleles %
4B, Puifqueg£=14F, & F‘g/:’-ﬂ—‘gF.Dz

X
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on aura gh=31 AF & gh=+ED; ou
gh= L1 AB, &g'h'=_ C D. Par la méme
raifon £4 = L+ EF, Fi' =} EF; donc
K = L EF. Or les triangles {emblables
Glg, Ghi'g’ donnent gh: Gh:: g'h': Gl
doncgh 4+ gh:Gr+Gh::g'l: Gl ;
Cetta-dire, 2 A B++5CD: - EF:: 2 CD : GIs
donc G /%' = iagéf—g-g ; donc F G qui cft =
F¥ + GH' fera =+ EF4- 322D,

! ST AB<cD’
dire, FG ==—"EFXJ§§f;};€D), Ceci nous
fervira dans peu, a trouver le centre de
gravité de la partie fubmergée de la carene;
dans les vaiffeaux.

Remarquons, en paffant, que fi la hau-
teur du trap¢ze éroit infiniment petite , &
les deux cotés 4 B & C D infiniment pcu
différents; alors ces mémes cotés doivent
€étre réputés égaux ; enforte que la diftance
FGferéduité%«—-f—%ﬂ;, ou, + EF; Ceft-
a-dire, que dans ce cas, le centre de gra
vité eft a dgale diftance des deux bafes op-
pofées.

280. Il eft donc facile maintenant de
trouver le centre de gravité de la furface d’un
polygone quelconque ( Fig. 87). 1l faut le par-
tager en triangles, & ayant déterminé le

ceft-a-
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centre de gravité de chaque triangle, de la
maniete qu’on .vient de l'enfeigner, on dé-
terminera le centre commun de gravité de
tous les triangles, en les confidérant come
me autant de mafles proportionnelles a leur
furface, & réunies chacune i fon centre de
gravité particulicr. Ce qui {e fera comme il
a été enfeignd (261 )

On voit a&uellement comment on peut
détermincr le centre de gravité de la furface
de tout folide terminé par des furfaces
planes.

281. Au refte, il neft pas toujours né-
ceffaire d’avoir recours aux moments, pour
trouver les centres de gravité. Par exemple ,
§'il s’agiffoit de trouver le centre de gravité
du contour du pentagone régulier A BCDE
(Fig. 88); jec menerois de I'un 4, des an-
gles, une droite AF au milieu F' du c6té op-
pofé CD. Jen mencrois pareillement une
feconde, de langle £, 2u milieu du cbté
oppofé B C; Tinterfe&tion G de ces deux li-
gnes feroit le centre de gravicé.

" En effet, le centre commun de gravied

des deux coétés 4 B, A E ,cft au milieu ¢ de

laligne ba qui paffe par leurs milieux; cela

eft dvident. Le centre commun de gravicé

des .deux cbdtés BC, DE, eft par la méme

raifon , aumilieu e de laligne /4 qui pafle par
X 2
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icurs milieux. Enfin le coté C D, a{on centre
de gravité en F. Or il eft facile de voir
que la ligne A F pafle par les milicux ¢, e,
& F; elle pafle donc par le centre commun
de gravité des cinq cotés; un raifonncment
femblable , prouvera que I E pafle aufli par
ce centre; ce centre eft donca Pinterfetion G,
de AF & de 1 E.

2 8 2. En raifonnant comme nous ’avons
fait pour le triangle, on prouvera que le
point G eft aufli le centre de gravité de la
furface du pentagone régulier.

Et en général, on prouvera de la méme
maniere, que le centre de gravité du contour,
ainfi que de la furface d’un polygone régulier
d’'un nombre de c6tés impair, eft au point
d’interfeétion de deux droites dont chacune
eft menée de l'un des angles, au milieu du
coté oppofé. Et lorfque le nombre des cotés
eft pair, ce centre eft au point d'interfec-
tion de deux lignes menées par les milieux
de deux cotés oppofés ; d’ot 'on conclu-
roit, §’il en éroit befoin, que le centre de
gravité de la circonférence & de la furface
d’un cercle, eft au centre.

Quand le nombre des lignes, furfaces,
corps , &c. dont onaatrouver le centre com-
mun de gravité, n'eft pas confidérable, on
peut faire ufage de ce que nous avons dic ( 238
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& 239). Par exemple , foient trois points
A, B, C(Fig. 89) qui foient les centres de
gravité de trois lignes, ou trois furfaces, ou
trois corps, dont les poids font repréfentés
par les maffes M, N, P. Ayant joint deux
de ces points C & B, par laligne B C, on
partagera B Cen D, de maniere que 'on ait
N:P::CD:BD,ouN+P:N::CB:
CD; le point D fera le centre commun de
gravité des deux poids P & N. On menera
enfuite D 4 ; & imaginant la totalité N4 P
des deux mafles IV & P raflemblée en D, on
partagera, de méme , D A, en raifon inverfe
des deux maffes M & N~ P ; ceft-a-dire ,
de maniere que N+P: M:: AE : D E, ou
que No-P+M:M:: AD: D E; le point
E fera le centre commun de gravité des trois
poids M, N, P. On continueroit de méme,
pour un plus grand nombre de corps.

2 8 3. Concluons , de ce qui précede , que
lon peut avoir facilement le centre de gra-
vité de la furface & de¢ la folidieé de toue
prifme & de tout cylindre.

En effet, il eft évident que ce centre doit
étre au milieu de la ligne qui paflfe par les
centres de gravité des deux bafes oppofées
puifque ces corps font compofés de tranches
parfaitement égales & femblables a la bafe ,

X3
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que Lon peut confidérer comme autant de
poids égaux uniformément diftribués fur cette
ligne.

2 8 4. Pour avoir le centre de gravite G
dune pyramide triangulaire SABC ( Fig. 90 ),
il faut, du fommet, mener au centre de gra-
vité F de la bafe, la droite §#', & prendre
fur cette ligne, a compter du point F, la
partic B G==4 S B.

En voici la raifon. Du milieu D du c6té
AB, menons DC, DS, & ayant pris DF =
ICD,& LE=1DS§, les points F & E
feront les centres de gravité des deux trian-
gles ABC, ASB.

Cela pofé , fi Ton congoit la pyramide ,
compofée de plans matériels paralleles a
A!C,y la ligne $# qui paffe par le point F' de
la bafe paffera, dans chaque tranche, par un
point qui fera placé de la méme maniere dans
cette tranche ( Géom. 199 ). Ainfi, les cen-
tres de gravité particuliers des différentes
tranches , font tous fur la ligne @.F. Par
la méme raifon, lcs centres de gravieé parii-
culiers des tranches paralleles a 48§, dont
on peut imaginer que la pyramide eft com-
pofée, font tous fur EC. Donc le centre de
gravit¢ de la pyramide eft au point G, ol
fo coupent les deux lignes F' S, & EC fituées
dans le plan SOC. Or G Uon mene FE , clle
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fera parallele a C§, puifque D F'érant le tiers
de DC, & D E le tiers de D §, ces deux
lignes D C & D § font coupées proportion-
nellement. Les deux triangles F £G, GCS
{eront donc femblables entr’eux, & il en fera
de méme des deux triangles DF E,DCS};
on aura donc FG:GS:: FE:CS:: DF:
DC::1:3;donc FGeftletiersdeGS, &
par conféquent le quart de FS.

28 5. Comme on peut décompofer tout
folide, en pyramides triangulaires, connoiffant
a&tuellement le centre de gravité d’une py-
ramide triangulaire, il eft facile, a 'aide des
moments , de trouver le centre de gravicé
d’un corps quelconque.

286. Telle eft la maniere générale de
trouver les centres de gravité des figures ,
ou des corps, dont les parties font indépen-
dantes les unes des autres, ou du moins ,
lorfqu'on n’a point Texpreflion de la loi qui
les lie les unes aux autres,

Mais lorfque les parties d’une figure ou
d’'un corps ont entrclles une relation que
Pon peut exprimer par une équation, on
peut alors trouver le centre de gravité d’une
maniere beaucoup plus facile. En voici des
exemples.

2 87. Qulil sagiffe d’abord de trouver
le centre de gravité G, d'un arc q%zlconqu-c

4
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de courbe 4 M ( Fig. o1 ). Cn imaginera
Parc infiniment petit Mm ; & l'on prendra
our axe des moments une ligne quelconque
CN parallele aux ordonnées que je fuppofc
perpendiculaires entr’elles. Je fuppofe de
plus que la diftance de Ca lorigine 4 des
abfciffes foit = b, b étant dlailleurs quel-
congue. Pour avoir la diftance G g du centre
de gravité al’axe CN, il faut (261) prendre
la fomme des moments des arcs Mm, par
rapport a I'axe C NV, & la divifer par la fom-
me des arcs M m; ceft-a-dire , par Parc
A M. Or I'arc Mm étant infiniment petit,
ta diftance de fon milieu 2, a la droite C'N,
doit étre réputée ¢glea M N. On aura donc
M mx M N pour le moment de ce petit arc.
Mais en nommant AP, x; PM, y;ona
(97) Mm=Vicidy & MN= CP =
b-— x;donc(b— x) Virtdys et le mo-
ment du petit arc Mm ; & par conféquent
S(b —x)V 3y, ou l'intégrale de (b—x)
V'ix+dp cft Ia fomme des moments de tous
fes arcs infiniment petits M m , dont Varc
A M eft compoféd, On a donc Gg =
[tz = L’;i 9 Quant & Parc 4 M qui
divife , dans cette quantité , nous avons
donné (97) la méthode pour le déterminer
exaltement , lorfque cela fe peut; & (110}
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celle de le déterminer par approximation.
Par un raifonnement femblable, on trou-
vera que la diftance G g’, du centre de

gravité , 3 laxe A P, ot XY 50,

Ce font 13 les formules générales qui fer-
vent a dérerminer le centre de gravité d’un
arc cuciconque de courbe dont on a I'équa-
tion entre les lignes que nous avons nom-
mées x & y.

2 8 8. Si I'arc dont on veut avoir le centre
de gravité , eft compofé de deux parties
égales & femblables 4 M, 4 M’ (Fig. 92)
fituées de part & d’autre de 'axe des abf-
¢iffes ; alors ii ¢ft évident que le centre de
gravité G, fera fur la droite A P : il ne fera
donc queftion que de trouver fa diftance au
point C. Or il eft clair que les moments des
deuxarcs Mm , M'm', 3 Végard de 'axe NN
érant égaux , la diftance C G fera , alors,
égalc 2 2f(b— x )V ariay,

M AN

Par exemple , que larc M A4 M foit un
arc de cercle, on aura y =1 "4z xx, @ étant
le diametre. On trouvera facilement , &
nous Pavons déja vu ( 111) que V zogdy =

jadx e
Voo On aura don¢ 2 f(b—x) V zx s dy==
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2fia(b—x)dx -
Ty =af(b—x)dx(ax —xx)**
Suppofons , pour plus de fimplicité , que le
point Cfoit le centre , alors #C=b=1q;
nous aurons doncC 2 (b —x) V' ix 4 =
af(c—x)dx(ax —xx) t==aV zx x=(89);
intégrale a laquelle il n’y a point de conf-
tante 2 ajouter , parce que, lorfque x = zéro,
elle devient zéro, ainfi que cela doit étre,
puifqualors la fomme des moments eft,
évidemment , nulle. ’

Nous avons donc enfin 2 f(b—x) dxV zo 5 g
== a V gx—xx, & par conféquent. . . ..
CG=a Vax—.:-ci:..” —}a X 2 ‘>/a.7c‘-‘—_.§.7c‘z CA xmm

mMAM T MAM mAy
ce qui donne ectte proportion M A M':
MM :: CdAd:CG, qui nous apprend que
la diffance du centre d'un cercle , au cemirt
de gravite de l'un quelconque de fes arcs , ¢f
quatrieme proportionnelle & la longueur de Uarc,
¢ fa corde & au rayon.

On peut appliquer ces formules a toute
autre courbe : nous paffons aux centres de
gravité des furfaces planes terminées par des
lignes courbes.

289.Si 'on demande le centre de gra-
vité de la furface 4 P M ( Fig 93 ); nous
fuppoferons que G repréfente ce centre. |
faudra pour avoir la diftance G g, prendr¢
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la fomme des moments des petits trapezes
FPpm, par rapporca CN, & la divifer par
la fomme de ces trapézes . c'eft-a-dire, par
Vefpace A P M. Or le centre de gravité z de
ce petit traptze doit Etre au milieu de la
droite nn k dgalement éloignée de M P &
de mp; milien que 'on peut fuppofer étre
fur 4 P, 4 caufe de la hauteur infiniment
petite P p; on aura donc la diftance i / ==
CP; ainfi le moment de P pm M, fera
Ppm MxCP, cefta-dire, (b—x) ydx, en
A e T T Ab, & A Pax. Donc
la fomme des momicnss foca [ (b—x) ydx, &
par conféquent la diftance G g fera , .
[(b—2) ydx

APM *

On trouvera de la méme maniere que la
Siyidx

APm®

2 9. En général, on trouvera de la mé-
me maniere , le centre de gravité de tout
efpace plan, en le décompofant en trapezes
Infiniment petits.

Par exemple, §'il s’agit du triangle ANN'
(Fig. 94), on prendra labafe NN & la
hauteur 4 C pour axes des moments; & nom-
mane 4 P, x; M vi',y; & AC, b, on aura
MM m'm=ydx; & le moment de ce tra-
peze a I'égard de N ¢, fera (b— x ) ydx. En
foree que la diftance G g du centre de gra-

diftance G g’ ==
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vité, a la bafe, feraj-—‘—(g—:—‘—q%—f’jf.Or fil’'on nom-
meclabafe,ona dC: AP . NN : MM,

] 3 . c X
ceft-a-dire, b : x:: ¢c:y=":; donc

J(b—x)ydx, devient f (b — x) ax:” , ou
f%(bxdx——-x’dx), qui vaut% —b-j:‘z—— f;i

ou —cg (36— 2x). Or la furface AMM eft
MM‘xz_I_g

cx? .
ou—- 3 donc la diftance du centre

cx?
ﬁ(g-zx)

de gravité , eft

ou%(;é-——zx),

cx?
—

26

qui, lorfque x = b, devient I 5. Donc G g
=15. Or {i 'on mene laligne 4G L, les
triangles ferablables 4 C L, G g L donnent
LG:LA::Gg:AC::3b:b::1:3;5donc
L G =11 A4, ce qui saccorde avec ce que
nous avons démontré (278).

2 9 1. Appliquons maintenant les formu-
les, aux lignes courbes. Suppofons que APN
(Fig. 95 ) eft une portion de cercle , dont
le diametre eft a, & que le point C eft le
centre ; ce qui donne b= % a. Nous aurons
Y == Vaz-ax La quantité [(b—x)ydx
devient donc f(ta —x)dxVaz-xx 5 OV
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]('Iz‘a——x) dx (ax —xx)% qui (89)eft in-
tégrable, & a pour intégrale 1 (ax — xx % ;5
quantité a laquelle il n’y a point de conf-
tante a ajouter , parce quelle eft zéro quand
x =0, ainfi que cela doit €tre. Nous avons

__;(ax—xx)%__%mz_

donc G g = o = *ap
A Iégard de Gg’, puifquonay = V‘ax}xx’
fa valeur (289 ) fera Gg’ =f“({:;c———]§%lx—)if,

or £ (ax — xx) dx, ouf—}.(axdx—-—x‘dx),

2 3 )

eft L “—’f—-—fs-) ou % x* (3a—2x); ona
15 (Ga—as)
donc G g/ = “—75 57

Sl s’agit du fegment entier ;3 comme
il -eft évident que le centre de gravité G
(Fig. 92) eft fur le rayon C' 4, qui divife
Yarc en deux parties égales, & quil eft a
méme diftance de NN’ que les deux centres
de gravité particuliers des deux demi-feg-

ments APM, APM ,ona CG =L

S 8PM S MM MM __ L AMd
APM - APM 1 APM  AMMAI

ceft-a-dire , que la diffance du centre d’'un
cercle , au centre de gravite de la furface de Fun
quelconque de feés [egments , eft egale au dou-
gieme du cube de la corde , divif¢ par la furface
de ce fegment.
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292. Quant au centre de gravie¢ d'un
fecteur C M1 A M’ ( Fig. 96) on peut l'avoir,
en obfervant que le centre de gravité G du
fegment M A M, celui G’ du feGeur, &
celui G” du triangle font tous fur le rayon
C 4 ; que felon le principe des moments , le
moment du fefteur, doit écre égal au mo-
ment du fegment, plus le moment du trian-
gle. On a donc CMAM % CG —= M A M
C G~ C MM xC G". Or nous venons de
P
APM
en P _SPIL gone CG x MAM' =
2 par’, Diailleurs, nous favons que C MM
—PMxCP , & (278)que C G"=2C.P,
enforte que CMMxC G = fe ré 'huta PAMK
¢ p*. Subftituant donc ces valeurs, on 2

CMAMx(CG' =2P M' 42 PMx CP*=

2P M(PM CP’) == 2P Mx CM*,i
caufe du triangle reCtangle CP M. Done
CG = PM Mais la furface du {e&eur

trouver C G == que 'on peut changet

CHMAM
CMAM , eft égalea larc MﬂM muleiplié
cm :PMXCM’ P MxCHM
ar —donc C G/ == 7 o 3001
P ¢'= MAM'xCM THAM
i M M’x c4

9
(/4
g Ceft-adire , que la- diffance d
centre d’un cercle,, au centre de gravité de ['un
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quelconque de fes fedeurs, eft quatrieme pro-
portionnelle @ arc, au rayon , & aux deux
tiers de fa corde.

On peut appliquer les formules, 2 toute
autre courbe, par exemple, a Ia parabole,
&c.

29 3. Voyons maintenant les furfaces
courbes ; mais bornons-nous a celles des
fol des de révolution. Alors en raifonnant
comme dans les articles précédents, on
verra que le centre de gravité de chaque
zéne élémentaire, eft dans I'axe de révolu=
tion CA ( Fig. 97), & adoit €tre réputée au
centre P de l'une des bafes de cette zéne,
confidérée comme ayant une épaiffeur infi-
niment petite. Or, nous avons vu (98) que

Pexpreflion de cette zone étoit— y V Ziidys
r 2

r = ¢ repréfentant le rapport du rayon a la
circonférence. On aura donc ( en nommant
toujours b la diftance AC de Porigine A4
des abfciffes a I'axe NV des moments )

on aura , dis-je, -i— (6 — x) Viztd: pour
le moment de cette méme zone, en forte que
la diftance CG du centre de gravité ¢ de la

furface, au point C, fera en nommant § cette

rurface’ ff (b — x)gf de2+dyl.
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2 9 4. Suppofons , pour appliquer ecette
formule , qu’il s’agit de trouver le centre de
gravité de la furface convexe du cone droit
ANN' (Fig.98), AP étant x5 PM, y; la
hauteur 4C, b; le rayon C N de la bafe, q;
& le c6té AN, ¢; on aura, a caufe des
triangles femblables, ACN, Mrm, A C:
AN::Mr:Mm; ceft-adire, b:e : : dux:

edx

Vicidy = ——. On aura aufli, a caufe

des triangles femblables, 4 CN & AP M,
AC:CN:: AP : P M; ceft-a-dire, b:a::

x [4 ———
x:_y::%—; doncf—;— (b—x)y dez_*_‘lyz’

. : d
devient /= x (b— x) x 55 x ZZ 5 ou

b
f——:b‘f (bxdx— x*dx) , dont lintégrale eft
cae bx® 3 caex?
e (-;———-), ou - x (36 —2x

Or la furface de la portion A M L AT A,
ouS,cft(Géom. 219) :4—?—[ x circ PM,; & Von
aAC: AP :: AN: AM;ou A M="Ex4N:

AC
AP x AN . c  ae .
donc § = e x circ PM = — X XX

donc la diftance du centre de gravité de la
furface AM' LM.A , au point C, eft
caex?

(36 —2x)
cae x‘

278 donc

,0ul (36 —2x),0ud—1ix;
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donc lorfque x == 4, ou lorfque AP = AC,
on a la diftance CG du centre de gravité de
la furface totale du cone, =86 — 15 =1 54;
ceft-a-dire que ce centre de gravité eft le
méme que celui de la furface du triangle
ANN'.

29 5. Pour fecond exemple , prenons la
fphere ( Fig. 99 ). Nous aurons y =V "ox —xx

. . U Viadx
adétantle diametre , & V ivigedy == V?‘E‘ﬁi
donc /= (b — x) y V'dw +dy deviendra
f—i- (b—x) %I adx; fuppofant donc que C
eft le centre, ce quirend 6= La, on aura
f;(é——x)x-}adx =fz—§(§ adx — xdx )

. . ca cax
qui fe réduitd’ = (Fax-4xx), ou— (fa-1x).

Or, nous avons wu (99) que la furface §
du fegment fphérique AMZL M'A , éroit
iﬁ:; on a donc la diftance € G du centre C

Ta—;x)
au centre de gravité G,==— =

cax

2r
L Qe i x=C A— 1 AP; c’eft-3-dire, que ce
centre G, eft au milien G de la hauteur 4 P
de ce fegment. Dot Von peut conclure en
général , que’le centr= de gravité de la fur-
face d’'une zbne fphérique comprife entre
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deux plans paralleles, eft au milieu de lx
hauteur de cette zone.

294. Tcrminons par la recherche des
centres de gravité des folides.

Si Yon confidere un folide ( Frg. 67)
comme compofé de tranches infiniment
minces, paralleles entr'elles, & qu'on re-
préfente, en général , parss, la furface de
chaque tranche, & par d x fon épaiffeur , on
aura ssdx pour cette tranche; & par conf¢-
quent ss (b—x) dx pour fon moment 2
Pégard d’'un plan parallele a ces tranches,
& paffant a une diftance C 4 du fommet
A, = b. Donc en nommant § la folidité
AL MM A on aura pour la diftance du
(b-—-x)dx. Or

. . . L4
centre de gravité, la quanntéf = <

la valeur de S fe détermine par les méthodes

ue nous avons données dans le calcul in-
tégral ; & celle defss (6 — x) d x, fe déeer-
minera, aufli, par ces mémes méchodes , lorf:
qu’on aura la valeur de ss en x. On aura donc
la diftance du centre de gravité par rapport
2 un plan connu. On cherchera de la méme
maniere la diftance de ce centre 4 chacun
de deux autres plans perpendiculaires entré
eux, & au premier. Mais nous nous borne-
rons ici aux folides dont les tranches parak
leles, ont chacune leur centre de gravité par-
ticulier fur une méme ligne droite , tels
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que font les pyramides , & les folides de
révolution.

297. Prenons d’abord les pyramides.
Soit donc 4, la hauteur 4 Cd’une pyramide
quelconque ( Fig.100); x la diftance perpen-
diculaire 4 P d’'une tranche quelconque ; ee
la furface de la bafe; on aura ( Géom. 202 )
celle de la tranche placée & la diftance x

du fommet, par cette proportion bb : xx: : ee;
€e Xx cexx . d
b5 5 » donc
. e
[ss(b—x)dx,devient [ (bxxds—xidx),

; nous avons donc ss ==

. . \ ee bl xt eex’
qui revient a n(—;———;— ou — (4b—3x)

Or la folidité de la pyramide qui a x pour
hauteur , & s s ou Z>= pour bafe, eft .‘;;: 3
donc la diftance du centre de gravité eft
o (46 —3x)
T am soui(4b—3x)oub—ix
368
or loéfque x=0>b=A4C, cette quantité fe
réduit 3+ 5; donc la hauteur Cg’ du centre
de gravité G, au-deflus de la bafe eft £ 4.
Soit maintenant g, le centre de gravité de
labafe; la ligne 4 g paffera par le centre de
gravité G de la pyramide ; & les paralleles
Gg' & gC donneront Cg/outb: ACoub::
Gg:Ag;donc Gg=1 Ag; ce qui confir-

2
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me ce que nous avons dit (284) & fait vair
que pour toute pyramide, le centre de gra-
vité de la folidité eft au quart de la dif~
tance du centre de gravité¢ de la bafe, au
fommet.

29 8. Quant aux folides de révolution
1a valeur de ss(1c2) eft généralement -%’;-;

ainfi Uexpreflion de la diftance du centre de

grayité -pour ces folides , eft généralement
Teyr (b —x)dx
v

J___>r . On peut appliquer cela a a

S
fphere, a lellipfoide , &c. & par.ce dernier
poere., P ) : ALl
déterminer le centre de gravité des mits.
Nous ne nous y'arréterons pas, parce que dans
e cas o on en auroit befoin, on peut, fans
erreur fenfible, fuppofer ce-centre de gravité
au milieu de la longueur de mit, vu le peu
de courbure de leur furface; mais nous paffe-
‘ p

rons - un objet plus important,

2 09, Quoique ce que nous avons dit
- U L] R . Y .
jufqu’ici , fur les centres de gravité, fufhfe
pour’ mettre en ¢tat de les ‘trouver , dans
quelque cas que ce {oit; nous nous arrére:
rons néanmoins, fur la méthode qu’on doit
fuivre pour trouver le centre de gravité de
Ta partie fubmergée de la-carene, dans les
vaiffeaux,
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On doit fuppofer que ce centre de gra-
vité eft dans le plan vertical qui paffe par
Laxe de la quille; ainfi il ne s’agit que de
trouver fa diftance horifontale a une ligne
verticale menée par un point déterminé de
étambot , & fa diftance verticale a la
quille.

Pour Pun & Tlautre de ces deux objets ,
il faut commencer par déterminer le centre
de gravité d'une furface AN D FP B ( Fig.
101) terminée par deux lignes paralleles
AB, DF, & par deux courbes égales &
femblables AN D , BPF.

Si T'on avoit Péquation de cette courbe ,
rien ne feroit plus facile que de déterminer
fon centre de gravité G, par les méthodes
précédentes. Mais ne Fayant point, il faut
concevoir par les milieux C & Ede AB &
de DE, la ligne D E que l'on partagera , par
des perpendiculaires TH, KM, &c. en un
affez grand nombre de parties égales, pour
que les arcs compris entre deux perpendi-
culaires voifines puiffent étre regardés com-
me des lignes droites. Alors on prendra les
moments des trapezes, DTHF , TKMH , &c.
par rapport au point E, & on divifera la
fomme de ces moments, par la fomme des
trapezes , ceft-a-dire , par la furface
ANDFPB. Nous avons vu (Gégm. 154 )

3
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comment on déterminoit cette furface : il
ne s’agit donc plus que d’avoir une expref-
fion fimple de la fomme des moments. Or

(279) la diftance du centre de gravité du

. . HEx(DF 42 TH)
trapeze THED,aupoint E,eft PF+TA 3

celle dutrapeze 7K M H, au méme point £,
fera par la méme raifon, & a caufe de 1%é
galité des Iignes T £, I L, &c. fera, disje,
2IEX(TH4+2 K M) $+IE (4TH 4§ KM\ P
TH+KM TH+KM * °&
reillement la diftance du centre de gravité

dutrapeze {VXMP , fera T—I—E-%%f—'},’i}@ +21E,
ou * 'IEg~§f}in ) , & ainfi de fuite.

Si 'on multiplic , maintenant, chaque dif:
tance par la furface du trapeze correfpon-
dant, ceft-a-dire, ( Géom. 148 ) par la moi-
tié de la fomme des deux cotés oppofés de
ce trapéze , muleipliée par leur hauteur
commune £, on aura pour la fuite de ces
moments, s [E*x(DF +2TH), :]1E*x
(4T H~+5s KM),: TE x(7KM+8NP), &
ainfi de fuite; donc la fomme des moments
fera L IE*x(D¥F~+ 6 TH—+ 12 KM+ 18 NP
w24 Q8 -+ 14 AB); ot Fon peut remarquer
que s'1lyaavoit un plus grand nombre de divi-
fions, le multiplicateur du dernier terme, qui
eft ici 14, {eroit en général 2 4= 3 (2~ 2)0u

+IE, ou
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Bn—4,n étant le nombre total des per-
pendiculaires EF, TH, &c. eny compre-
nant 4 B qui peut €tre zéro. Ainfi Pexpreflion
générale de la fomme des moments, fe réduit

3JE (ADF+TH+2KM~+43 NP —+
4 QS84 &cuu + 92{—QAB).

Or nous avons vu ( Géom. 154) que la
furface A N D F P B avoit pour expreflion IE
X{+DF 4+ TH4+ KM+ NP +&c....+
T+ A4 B) donc la diftance du centre de gravité

, ou. - * . L . . . . . . . L]

IExGDF +2TH + K M+ 3NP +&c.+ 22 4)

—
—

T IDF4-TH+ K M4+-NP+4-&c. .. +AB -«
Ceft-a-dire, que pour avoir la diftance du
centre de gravité G, a l'une des ordonnées
extrémes D F, il faut 1°. prendre le fixieme de
la premiere ordonnée DE ; le fixieme de la ders
niere ordonnée AB muliipliée par le triple du
nombre des ordonnées moins 4 ; puis la feconde ,
le double de la troifieme , le triple de la qua-
trieme , & ainft de fuite , ce qui donnera une
premiere fomme. 2°. A la moitié de la roralité
des deux ordonnées extrémes , ajouter toutes
les ordonnées intermédiaires; ce qui donnera une
Jeconde fomme. 3°. Divifer la premiere fomme
par la feconde, G multiplier le quotient par lun
des inzervalles.

Y4
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Par exemple, §’il y avoit 7 perpendicu~

laires dont les valeurs fuffent 18, 23, 28,
30,30,21,0,pieds; & que chaque intervalle
fut de 20 pieds. Je prendrois le fixieme de
18 qui eft 3 ; & comme le dernier terme
eft o, a 3 jyajouterois 23, le double de 28,
le triple de 30, le quadruple de 30, & ainfi
de fuite, ce qui me donneroit 397. Enfuite
2 lamoitié de 18, yajoute 23, 28, &c. &
yai 141; divifant 397 par 141, & muld-
37 X 20 le]
39:4(““ oy 2:%41_'
viennent & 59 pieds 4 pouces, a trés-peu-pres.
M. Bouguer , Traité du Navire , page 213,
trouve s pieds 11 pouces, & c’eft bien en
effet, le réfultat de fa formule ; mais cette
formule fuppofe tacitement une chofe qui
n’eft pas fuffifamment exalte.

Lorfquune fois on f{ait déterminer le cen-
tre de gravité d’une coupe quelconque, il
devient facile de déterminer celui d’un fo-
lide, & par conféquent celui de la cardve.

Veut-cn avoir la diftance du centre de gra-
vité de la carcne, a la quille? On imaginera la
car¢ne coupée en pluficurs tranches paralleles
a la coupe faite 3 fleur d’eau ( Fig. 102 &
103 ). La folidité de chaque tranche , fera
égale ( Geom. 254) a la moitié de la fomme
des deux furfaces oppofées de cette tranche

pliant par zo, jai qui re-
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multipliée par D'épaiffeur de cette méme
tranche , & fon centre de gravité fera a mé-
me hauteur dans cette tranche, que celui du
trapéze a b ¢ d qui en eft la fection faite par,
un plan vertical paflant par la quille. On voir
donc que le raifonnement que l'on a a faire
ici, pour trouver la hauteur g E du centre
de gravité, eft abfolument le méme que
dans le cas précédent, en changeant feule-
ment le mot de perpendiculaire ou d'ordonnee ,
en celui de coupe 5 de forte que P'opération fe
réduit 1°. @ prendre le fixteme de la coupe la
plus baffe; le fixieme de la coupe la plus elevée,
multipliée par le triple du nombre des coupes ,
moins 4; la feconde coupe en montant ; le double
de la trotfieme ; le triple de le quatrieme , &
ainfi de fuite ce qui donne une premiere [omme.
2% Prendre la moitie de la toralité des deux
coupes fupérieure G inferieure , & routes les
coupes intermédiaires. 3°. Divifer la premiere
Jomme par la feconde , & multiplier le quotient
par la diftance commune d’une coupe a ’autre.

n peut s’y prendre de la méme maniere
pour trouver la diftance du centre de gravité,
4 la verticdle % Z , menée par un point déter-
miné » de 'érambot (Fig. 102) ; en imaginant
la caréne coupée par des plans paralieles au
maitre couple ; mais comme il faudroit encore
mefurer les furfaces de ces couples, il vaut
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mieux employer celles qu'on aura déja mes
furées dans lopération précédente ; Cleft
pourquoi , on déterminera, comme on I3
fait ci-deffus les centres de gravité g, g,de
chacune des coupes paralleles a la quille,
YLeur diftance a la verticale x 7 fera la méme
que celle du centre de gravité g de la tran.
che correfpondante. On multipliera chaque
coupe par la diftance de fon centre de gra-
vité a la ligne x Z , & regardant chaque pro-
duit comme l'ordonnée d’une ligne courbe
telle que dans la figure 101, on prendra la
moiti¢ de la fomme des deux produits extré-
mes, & la fomme de tous les produits inter-
médiaires ; & ayant multiplié le tout par
Vépaiffeur d’une des tranches , on le divifera
par la fomme de toutes les coupes intermé-
diaires, plus la moitié de la fomme des deux
coupes extrémes.

A Uégard du centre de gravité du navire
méme, foit en charge, foit hors de charge,
on ne peut pas en réduire la recherche , 2
des regles aufli {imples. Il faut entrer dans
une difcuflion détailiée des différentes par-
ties qui le compofent , lui & la charge.
Prendre les moments de ces différentes par-
ties a I'égard d’un plan horifontal qu'on
imaginera pafler par la quille; & leurs mo-
ments 3 I'égard d’un plan vertical perpen-
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diculaire a la quille, & que l'on prendra
arbitrairement; divifant ces deux fommes de
moments, par le poids total du navire, on
aura la hauteur de ce centre, & fa diftance
au plan vercical par rapport auquel on a
confidéré les moments; & comme il doit,
diailleurs, étrc dans le plan vertical qui paf-
feroit par la quille, on aura donc fa fituation.
Mais il faut obferver que dans le calcul de
ces moments, il faut multiplier non pas le
volume de chaque piece, mais fon poids,
par la diftance du centre de gravité de cette
piece; centre qui eft facile 3 déterminer, apres
tout ce que nous avons dit jufqu’ici , fur les
centres de gravité,

Propriétés des Centres de Gravité.

300. Il eft clair, par ce que nous ve-
nons de dire fur les centres de gravité, &
par ce que nous avons dit fur la réfultante
de plufieurs forces paralleles, que i toutes
les parties d’un corps ou d’un fyftéme quel-
conque de corps, ont chacune la méme vi-
tefle, ou teadent A fe mouvoir avec la méme
viteffe ; il eft clair, dis-je, que la réfultante
de tous ces mouvements pafle par le centre de
gravité de ce corps, oude ce {yfiéme de corps,
& que par conféquent le fyftéme fe meut ou
tend a fe mouvoir, comme fi la totalité des
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mafles étoit concentrée au centre de gravitd ¢
& étoit animée d'une vitefle égale a celle
qui anime chacune des parties.

301. Dot I'on doit conclure récipros
quement, que fi 'on applique au centre de
gravité d’un corps libre, ou d’un fyftéme de
corps une force quelconque ; toutes les par-
ties égales du {yftéme partageront également
cec mouvement , savanceront toutes avec
une égale vitefle que Pon aura (189) en
divifant la quantité de mouvement appliquée
a ce centré, par la maffe totale du corps ou
du fyftéme de corps, & cette vitefle aura
pour direction celle de la force appliquée au
centre de gravité.

En effet , quels que foient les mouvements
que prendront les parties du {yftiéme , on
voit clairementqu’ils doiventavoir pour réful-
tante la force méme qui a été appliquée au
centre de gravité; puifque le fyftiéme eft fup-
pofé libre, & que par conféquent rien ne
déceruit la force appliquée au centre de gra
vité.

302. Et puifque plufieurs forces appli-
quées a un méme point, fe réduifent ( en
vertu des principes précédents) & une feule,
il en faut conclure généralement , que quel-
ques forces que lon appligue au centre de gre
vieé d’un corps ou d'un [yftéme de corps; ¢
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guelque nombre qu’elles forent, & quelque direc-
ton gu’elles aren: ; routes les parties de ce corps,
ou de ce [y[téme de corps , prendront  ne yiteffe
égale 5 laquelle aura la méme direction que la
refultante de toures ces forces , & fera égale @
la quantité de mouvement qui repréfente certe
force réfultante , divifée par la maffe totale du
corps ou du [y(téme de corps.

303. Dou Pon doit conclure que zan:
que les forces qui agiffent fur un corps fe ré-
dutront ou pourront étre réduites a une feule
dont la direction paffera par le centre de gravize,
ce corps ne tournera point autour de fon centre
de gravité.

304. Mais f{i les forces qui agiffent fur
un corps ne peuvent étre réduites A une
feule 5 ou {i pouvant étre réduites a une
feule, la dircétion de celle-ci ne paffe point
par le centre de gravité , alors toutes les
partics du fyftéme ne feront pas mues d’un
mouvement commun. Néanmoins le centre
de gravité fera mu de la méme maniere
que {i toutes ces forces y étoient immédia-
tement appliquées. Ceft ce quil s'agic de
faire voir a&tuellement.

3595. Suppofons d'abord trois corps
M,N, P,(Fig. 104) mus fuivant des lignes
paralleles 4D, BE,C fituées ou non fitudes
dans un méme plan, & mus avec des vitef-
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fes repréfentées par les lignes 4 D ,BE,
C F. Suppofons que G foit le centre de gra.
vité de ces corps lorfquils font en 4, B, C;
& G’ leur centre de gravité lorfqu’ils font
arrivésen D , E, F ou ils arrivent en méme
temps , puifque leurs vitefles font repréfen-
téespar4 D, BE,CF. Si I'cn mene la ligne
GG’ , je dis qu'elle fera parallele a ces lignes;
qu'elle fera la route que le centre de gravité
G fuivra pendant le mouvement des corps ;
& que ce centre de gravité G la décrira uni-
formément.

1°. Il eft facile de voir que la route du
centre dc gravité fera parallele aux lignes
A D, B E,&c. car a quelque endroit qu'on
le fuppofe dans un inftant quelconque, fi
on imagine un plan qui pafle par ce centre,
1a fomme des moments, par rapporc a ce
plan, doit étre zéro (270). Or fi I'on concoit
un plan parallele aux dire&ions des corps,
& paflant par le point G, les moments, par
rapport 3 ce plan , ne peuvent manquet
d’étre zéro pendant tout le mouvement;
car les corps, dans leur mouvement font
{fuppofés ne pas s’écarter de cc plan ; leurs
diftances 2 ce plan font donc toujours les
mémes ; donc les moments font aufli tou
jours les mémes ; mais au commencement du
-‘mouvement , ceft-a-dire , lorfque le centre
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de gravité étoit en G, leur fomme étoit zéro 3
donc elle eft encore zéro, en quelque ene
droit de leurs dire&tions que les corps fe
trouvent ; donc le centre de gravité eft tou-
jours dans un plan parallelc aux dire&ions
des corps, & qui paffe par la premiere po<
fition G de ce centre, Et comme, dans ce
raifonnement, rien ne détermine la pofition
de ce plan, finon qu’il doit &tre parallele
aux direétions des corps M, N, P, & pafler
par le point G, on prouvera de méme, que
ce centre eft dans tout autre plan parallele
aux directions des corps, & paffant par le
point G ; il eft donc dans Pinterfe&ion com-
mune de ces plans; donc le centre de gravieé
fe meut fuivant GG parallele aux dire@ions
de ces corps.

2°. Je dis qu’il fe meut uniformément ;
Ceft-a-dire, que fi lorfque les corps M, NV,
P, &c. font arrivés en a, 4, ¢, &c. On fup-
pofe que le centre de gravité eft en g, on
awra GG': Gg:: 4D : Aa:: BE: Bb:: &e.
C'eft-a-dire, que les efpaces décrits en méme
temps, par le centre de gravité , & par chacun
des corps , feront comme leurs vitefles.

En effet, fi on congoit un plan repréfenté
par RS, auquel les dire@tions des mouve-
ments {oient perpendiculaires; on aura, par
la nature du cemtre de gravité ( 261),
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MXAHANxBIA-PxCl=(M~4-N-+P)xGK,

Et par la méme raifon, lorfqu’ils font en
D,E, F,ona MxDH—+4NxE[ 4 PxFL =
(M-—+ N—+ P)x G'K. Sicette de équation
on retranche la premiere, on aura ( en fai-
fant attention que DH — AH=AD,
EJ— Bl=BE ,&c)M x A~ NxEE —
PxCF=(M—+ N—+P)x G G'. Donc, pa
{a méme raifon, lorfquils feront ena, 4, c,
on awra M x Ada +~Nx Bb— Px(c=
(M—+N—+P)yxGg.

Or puifque Aa, Bb, Cc font décrits uni-
formément, dans un méme temps, ces efpa
ces (187) doivent étre entre eux comme les
vitefles AD, BE, CE,onadonc AU :BE::
Aa: Bb, AD : CF :: A a: Cc; donc

AaxBE AaxCF
Bbe=—p s Co= "5
waleurs- dans. notre derniere équation, &
chaffant le dénominateur 4 D, elle fe chan-
geen (MxAD - Nx BE—~PxCF)x Aa=
(M 4+ N 4 P)xGgxAD. Enfin divifant
cette équation;, par celle ot entre G G/, on
ada= E—g%;—gf , doul'ontire GG': Gg::
AD : Aaj ee quil sagiffoit de démontter.
Obfervons, malntenant, que I'équatiomn ol

‘ M%ADY-Nx B E-RxCF
entre GG, donne GG/ == ADTNBE-FxEZ
H NP

Orleslignes A0, BE, CF,GG’, font les
vitefles

Subflituant ces
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vitefles des corps M, N, P, & du centre
de gravité G'; par conféquent M x 4 D,
N x BE, &c. fontleurs quantités de mouve-
ment. Donc puifque le raifonnement que
nous avons fait jufqu’ici,, ne dépend point du
tout du nombre des corps, on peut conclure
généralement 1°, que fi tant de’ corps que [on
voudra decrivent uniformément des lignes pa-
ralleles , le centre de gravité décrir auffi , uni-
formément , une ligne parallele a celle-la. 2°. Que
favitefle eft égale a la fomme des quantités de
mouvement des corps qui vont dans un fens
moins la fomme des quantités de mouvemen: de
ceux qui vont en fens contraire , le tour divifé
par la _fomme des maffes.

306. Si quelques-uns des corps étoient
en repos; la vitefle de ces corps étant alors
zéro , la quantité de mouvement feroit aufls
zéro. Ainfi elle difparoitroit dans le numé-
rateur de la fration qui exprime la viteffe
du centre de gravité, Mais cela ne change-
roit rien au dénominateur qui fera toujours la
fomme de toutes les maffes.

307. Si la fomme des quantités de
mouvement des corps qui vont dans un fens
€toit égale 3 la fomme des quantités de
mouvement de ceux quivont en fens con-
traire, le numérateur de la fra&tion qui ex-~
prime la vitefle du centre de gravité, feroit
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zéro. Ce centre de gravité feroit donc en
repos. Donc quels que foient les mouve-
ments paralleles de plufieurs corps , leur
centre commun de gravité refte en repos,
quand la fomme des quantités de mouvement
de ceux qui vont dans un fens, eft dgale a
la fomme des quantités de mouvement de
ceux qui vont en fens contraire.

3 0§. Puifqueles quantités de mouvement
repréfentent les forces (189); & que la ré-
fultante de plufieurs paralleles-( z55 ) eft
égale a la fomme de celles qui agiffent ou
tendent a agir dans un fens, moins la fom-
me de celles qui agiffent , ou tendent a agir,
dans un fens contraire; concluons donc que
fi plufiears forces paralleles [ont appliquées
aux differentes parties d’un ([yftéme quelcongue
de corps , le centre de gravite de ce fyftéme [t
meut comme [i ces forces lui étotent imme-
diatement appliquees.

309. Que les corps, en quelque nombre
qu’ils foient, f{e meuvent, maintenant, fui-
vant de lignes droites quelconques. Si on
imagine deux lignes droites quelconques per-
pendiculaires entr'elles; & a leur point dﬁ
rencontre, une troificme qui foit perpendi-
culaire a leur plan, on peut toujours décom-
pofer la viteffe de chague corps, en trois
autres , paralleles & ces trois lignes. Or il
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fuit de ce que nous venons de dire, que le
mouvement du centre de gravité en vertu
des mouvements paralleles & l'une de ces
lignes, fera parallele a cette méme ligne ,
fera uniforme, & que fa vitefle fera égale
a la fomme des quantités de mouvement *
eftimées parallélement a cette ligne, divifée
par la fomme des maffes. Donc fi Fon
congoit que 'on ait déterminé, par ce prin-
cipe, le mouvement du centre de gravité
parallélement a chacune de ces trois lignes,
& qu’enfuite on compofe ces trois mouve-
ments pour les réduire a un feul, (ce qui eft
poflible puifqu’ils font appliqués a un méme
point) on aura la route unique du centre
de gravité. Or comme les éléments qu'on
emploie ici, ne font autre chofe que les for-
ces mémes , quont les corps, parallélement
aces trois lignes, & que la force unique du
centre de gravité {e trouve, par-la, compofée
des forces réfultantes parallélement a cha-
cune de ces lignes, elle ne peut donc man-
quer d’étre égale & parallele a la réfultante
de toutes les forces appliquées 2 tous ces
corps; donc en général quelles gue forent les

* Ceft par abréviation que | tités de mouvement des corps
Mous dions feulement , la | qui vont dans un fens, moins
omme des quantités de mou- |la {omme des quantités de

Yement : on doit toujours | mouvement de ceux qui vont
entendre la fomme des quan- | en fens contraire.

Z 2
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directions & les valeurs des forces appliquées &
différentes pariies d’un [yftéme de corps, le
centre de gravité [e meut toujours, ou tend & fe
mouvotr , de la méme maniere que fi toutes ces
Jorces lut érotent immédiatement appliquées.

3 10. Dans le raifonnement précédent,
nous avons dit qu'on pouvoit toujours dé-
compofer la vitefle de chaque corps en trois
autres, paralleles a trois lignes données de
pofition. Cependant {i la dire@ion de I'in
des corps éroit parallele au plan de deux de
ces trois lignes, ou f{i elle droit parallele a
Yune de ces trois lignes, il paroit qu’on ne
peut, dans le premier cas, décompofer qu'en
deux forces paralleles 3 deux de ces trois
lignes ; & que dans le fecond on ne peut faire
aucune décompofition, en forces qui foient
paralleles aux deux autres lignes. Nonobftant
cette difficulté apparente, la propofition
n'eft pas moins générale : car on voit, par
exemple , que tant que la ligne 4 B (Fig.
105 ) neft pas parallele i 'une des deux
lignes PR, P Q, on peut toujours décom-
pofer la force repréfentée par 4 B, en deux
autres 4 C, A D parallelesa ces deux lignes;
mais on voit , en méme temps, que plus
A B approchera d¢tre parallele a P @»
& plus la force 4 D diminuera ; enforte
quelle deviendra zéro, quand .4 B fera pa-
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rallele 3 P Q. Donc, dans ce cas, on n’eft
pas moins en droit de fuppofer une décom-
pofition en deux forces , mais dont l'une
foit zéro. Par la méme raifon , on peut,
dans ce méme cas, fuppofer une décompo-
fition en trois forces paralleles aux trois li-
gnes PQ, PR, PS§, mais deux de ces trois
forces feront zéro.

311. De ce que nous venons de dire ,
& de ce qui a été dit (307), on dcit con-
clure que le centre de gravité d’un [yftéme de
corps o reffera en repos , fi ayant décompofé les
forces appliguées a chaque partie du [yfiéme ,
en trois autres forces paralleles a trois lignes
perpendiculaires entr’elles , la fomme des forces
ou des quantités de mouvemenr parallement a
chacune des trois lignes , eft 7éro; en prenant
avec des f{ignes contraircs les forces qui agif-
fent dans des fens oppofés.

3 I 2. Quand toutes ces forces font dans
un méme plan, il eft évident qu'il fuffic de
décompofer chaque force en deux autres ,
paralleles a deux lignes perpendiculaires en-
tr'elles, & menédes dans ce méme plan ; car
les forces perpendiculaires au plan étant alors
nulles , le mouvement du centre de gravité
en vertu de ces forces eft nul auffi.

3 1 3. Dans tout ce que nous venons de
dire , nous avons f{uppofé que chacun des

Z3
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corps qui compofe le fyftéme, obéiffoit plei-
nement & librement a la force qui le folli-
cite. Mais les mémes chofes n'ont pas moins
lieu , quand ils font contraints dans leurs
mouvements, pourvu que ces obftacles ne
viennent point dune force érrangere au
fyftéme, c’cft-a-dire, pourvu qu’ils ne foient
aurres que ceux qui réfultent de la difhculté
de fe préter 2 ces mouvements, par la ma-
niere cfont ils font difpofés entr’eux, ou li€s
les uns aux autres; c’eft ce que nous démon-
trerons , aprés avoir expofé la loi générale
de I'équilibre des corps, & la loi générale
de leurs mouvements.

Principe général de ['Equilibre des

Corps.

3 14. Quelles que foient les forces (‘agif-
Jantes ou réfiftantes appliquees a un corps , a
un [yfléme de corps, a une machine , &c. &
quelles que forent les directions de ces forcess
Ji lon congowt que chacune foir décompofée en
trors autres paralleles a trois lignes tirées partel

oint qu’on voudra , & perpendiculaires entre
elles ; ol faut, pour que toutes ces forces puiffent
[e faire équilibre, que la fomme ~ des forces qui

* Nous entendons toujoursident 3 agir dans un fens,
ici & dans la fuite , par la|moins la fomme de celles qui
fomme des forces, la fomme|agiffent ou tendent & agir
de celles qui agiflent ou ten-|dans un fens oppofé.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



DE MATHEMATIQUES. 359
agiffént parallelement a chacune de ces trois
lignes o foit xéro.

En effet , nous avons vu (§82) que quels
que fuffent le nombre & la nature des for-
ces , on pouvoit toujours réduire toutes ces
forces , a trois , dont les direétions fuffent
paralleles a trois lignes perpendiculaires en-
tre elles. Donc fi l'on fuppofe qu'il y a équi-
libre entre toutes les forces du fyftéme, il
faut qu’il y ait équilibre entre ces trois ré-
fultantes , ou que chacune foit zéro. Mais
ces trois réfultantes érant perpendiculaires
entrelles , ne peuvent ni fe nuire , ni fe
favorifer ;3 donc chacune d’elles doit étre
zéro. Or chacune delles (255) eft égale a
la fomme des forces partielles qui lui fe-
roient paralleles ; donc en effet les {fommes
des forces qui (par la décompofition) agif-
fent parallelement a chacune de trois lignes
perpendiculaires entr’elles, doivent Etre zéro
chacune.

315. Si toutes les forces éroient diri-
gées dans un méme plan , la {omme des
forces paralleles a chacune de deux lignes
tirdes , dans ce plan, perpendicula.roment
I'une & lautre , feroit zéro. Et {i toutes les
forces éroient paralleles entr'elles , il fuu-
droit que la fomme de toutes ces forces
fot zéro. Ces deux cas font dévideminirs

Z 4
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compris dans la propofition générale.

3 1 5. Remarquons bien, que cette pro-
pofition aura toujours lieu, dans quelque
cas d’équilibre que ce foit; mais on auroit
tort de penfer qu’elle fuffit pour qu’il y ait
équilibre. Les autres conditions néceffaires
pour P'équilibre , varient fuivant les quali-
tés, ou les difpofitions particulieres des par-
tics du {yft€me ou de Fa machine que l'on
confidere , nous nous en occuperons dans
le volume fuivant : il ne s’agit ici que des
principes généraux.

3 17.Cc principe eft général, foit que
les forces qui font appliquées aux différen-
tes parties du fyftéme , foient toutes agif-
fantes , foit que quelques-unes feulement
foient agiflantes, & les autres capables feu-
lement de réfifter ; telles feroient des appuis,
des points fixes, des furfaces , &c. qui s’op-
{)oferoient a l'action des autres forces. Car
es réfiftances de ces obftacles , équivalent
a des forces agiffantes.

Principe général du Mouvement.
318. De  quelque maniere que plufieurs

corps viennent a changer leurs” mouvements
afuels 5 fi Lon congoir que le mouvement que
chaque corps auroit dans linflant fuivant, st
devenowr libre , foir décompofé en deux autres
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dont lun foit celui qu’il aura réellement aprés
le changement 5 le fecond doir érre tel que ft
chacun des corps , redit eu d’'autre mouvement
que ce fecond , tous les corps fuffent demeurés
en équilibre.

Cela eft évident, puifque fi ces feconds
mouvements n’étoient pas tels qu’il en réfultit
I'équilibre dans le fyftéme , les premiers mou-
vements compofants , ne feroient pas ceux
que les corps auroient aprés le changement,
car ils feroient néceffairement altérés par
ceux-la.

Ce principe eft dii & M. &’ Alember:. Voyez
fa Dynamique.

Conféquences qui réfultent des deux prin-
cipes précédents, par rapport au mouve=
ment du Centre de gravité des Corps.

3 19. Concevons maintenant , que plu-
Gieurs corps , foit libres, foit liés entreux
de quelque maniere que ce foit, ( de ma-
niere cependant que rien naflujettiffe le
{vftéme de tous ces corps) viennent i re-
cevoir des impulfions quelconques auxquelles
ils ne puiflent obéir pleinement , parce
quils fe génent réciproquement : je dis que
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Ie centre de gravité fera ma, comme {i tous
ces corps euflent écé libres.

En effet, quel que foit le mouvement que
chaque partie du fyftéme prendra, on peut
toujours ( 225 ) concevoir celui qui lul eft
imprimé , comme compofé de celui qu’il
prendra, & d’un autre. Or (318) en vertu
de ces feconds mouvements, il doit y avoir
équilibre ; donc i I'on congoit ces feconds
mouvements décompofés, chacun , en trois
autres paralleles a trois lignes perpendicu-
laires entr’elles , la fomme des forces qui
en réfulteront parallelement a chacune de
ces lignes, doit étre zéro (314). Or le che-
min que le centre de gravité tend a dé-
crire en vertu de chacune de ces forces, eft
(305) égal A la fomme des forces paralleles
2 chacune de ces lignes, divifée par la fom-
me des corps ; donc le chemin qu’il tend a
décrire en vertu des changements furvenus
dans le fyfiéme, par l'a&ion réciproque des
parties de ce fyftéme , eft zéro; donc le
centre de gravité ne participe point a ces
changements. Donc il eft mi comme fi tou-
tes les parties du {yftéme obdiffoient libre-
ment & fans aucune perte, chacune a la force
qui la follicite. .

Donc en général, Vérar du centre de gravize
d'un corps ou d’un [yftéme de corps , ne change
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point par Paction mutuelle des parties de cé
corps ou de ce [yftéme.

3 20. Concluons de-1a 1°. que i un corps
ou un [yftéme de corps tourne autour de fon
centre de gravité, de quelque maniere que ce
Joit 5 ce centre reffera continuellement dans le
méme état que fi le corps ne tournoit pas.

2 1. 2°% De ce méme principe, & de
ce qui a été dit plus haut fur le mouvement
du centre de gravité des corps libres, il fuit
que fi un corps de figure quelconque , ou
un affemblage quelconque de corps, recoit
une impulfion fuivant une diretion quelcon-
que A B ( Fig. 106), laquelle fe tranfmettre
tout entiere a ce corps; le centre de gravité
G fera mi fuivant une ligne G § parallele a
A B, de la méme maniere que {i cette force
lui étoit immédiatement appliquée fuivant
cette méme direttion, Et fi plufieurs forces
agiffent a la fois fur différents points de ce
corps, fon centre de gravité fera ml, com-
me {i toutes ces forces y €roient immédia-
tement appliquées.

2 2. Donc fi au moment ou le corps
eft frappé fuivant la dire€tion 4 B, on ap-
pliquoit au centre de gravité G une force di-
rigée en fens contraire fuivant § G, & égale
a la force qui agit fuivant 4 B, le centre de
gravité refteroit en repos, Néanmoins il eft
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dvident que les autres parties de ce corps
ne demeureroient point en repos, puifque ces
deux forces, quoique dégales, ne font pas
diretement oppofées. Or le feul mouve-
ment que le corps puiffe avoir, fon centre
de gravité reftant en repos, eft évidemment
un mouvement de rotation autour de ce cen-
tre de gravité.

Donc fi un corps reoit une ou plufieurs im-
pulfions fuivant des directions qui ne paffent
pownt par forn centre de gravite ; 1°, ce centre
de gravite fera mil, comme [i toutes les forces
lui éroient immédiatement appliquées , chacune
Jutvant une direction parallele a celle qu’elle a.
2°, Les parties de ce corps tourneront autour
du centre de gravité, comme elles le ferorent
en vertu des forces qui font acluellement appli-
quées au corps , [i ce centre de gravité étoit fixe-
ment attaché.

Nous déterminerons ces mouvements de
rotation dans le volume fuivant,

32 3. Concluons encore que fi ’état du
centre de gravité d’un corps, vient a chan-
ger, ce ne peut €tre que par I'altion ou par
Ia réfiftance de nouvelles forces étrangeres
a ce corps; & que par conféquent ce chan-
gement fe déterminera toujours en cher-
chant la réfultante qu’auroient toutes ces
forces fi elles étoient appliquées au centre
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de gravité , chacune fuivant une direétion
parallele a celle quelle a attuellement.

Tels font les principes généraux du mou-
vement & de I’équilibre des corps folides.
Nous réfervons pour le volume fuivant ‘les
applications de ces principes , aux différents
cas de mouvement & d’équilibre qui peuvent
{e rencontrer dans l'ufage; & nous paffons a
Péquilibre des fluides.

u——

DE L'EQUILIBRE DES FLUIDES,

ET DES CORPS QUI Y SONT PLONGES,

324. QUOIQUE nous ignorions jufquol

va le degré de ténuité des parties des fluides ,
nous ne pouvons douter, néanmoins, que
ces partics ne foient matérielles & que par
cette raifon, la loi générale d’équilibre &
celle de mouvement que nous avons établies
ci-defflus, ne leur conviennent comme aux
corps folides. Mais comme cette loi d’équi-
libre n’eft pas la feule néceffaire , ainfi que
nous 'avons déja dit; il nous faut examiner
§’il n’y a point quelque autre loi générale done
cet équilibre peut dépendre.

3295. Comme l'équilibre confifte dans
la deftruction de toutes les forces, & que
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nous ignorons la maniere dont les parties
des fluides {e tranfmettent leurs forces les
unes aux autres, ce n'eft qu'a I'expérience
que nous dcvons avoir recours , pour érablir
nos premiers principes : nous commence-
rons donc par expofer ce que l'on connoit,
par expérience , de plus certain fur cette
matiere, Mais auparavant, nous obferve-
rons quil faut diftinguer deux fortes de
fluides. Les uns dont les parties font ou
peuvent &tre regardées comme abfolument
dures, & qui, prifes en maffe, font incom-
preflibles ; c’eft-a-dire, ne peuvent éwre ré-
duites a occuper un volume plus petit que
celui qu’elles occupent dans leur état natu-
rel; tel eft I'eau, & telles font la plupare
des liqueurs. Les autres font compofés de
parties compreflibles & élaftiques , ceft a-
dire, capables d'occuper un efpace plus pe-
tit, lorfqu’on les comprime, & de reprendre
leur premier érat, lorfque la caufe qui les
réduifoit aun plus petit volume, ceffe d’agir;
tel eft P'air. Nous parlerons d’abord des fluides
incompreflibles.

32 6. Voyons maintenant ce que l'expé-
rience peut nous apprendre fur I'équilibre des
fluides. Soit ABC D ( Fig. 107 & 108)
un canal compofé de trois branches 4 B,
BC,CD dun diametre égal. Si l'on com-
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coit que dans chacun de ces deux canaux ,
on verfe de P'eau par la branche 4 &, elle
paffera de la branche B C dans labranche CD;
& lorfqu’on aura ceflé de verfer, la furface
de l'eau contenue dans chaque branche fe
trouvera dans une méme ligne horifontale
#A D, quelle que foit dailleurs Iinclinaifon
de la branche BC. Cleft un fait trés-connu ,
& que nous prenons pour principe. Voici
maintenant les conféquences que cefait nous
fournit.

3 27.8Si par tel point E que I'on voudra,
on imagine l'horifontale EF, il eft vifible
que le poids de I'eau contenue dans £ B CF
ne contribue en rien 3 foutenir les colonnes
AE & U F; que par conféquent cct équi-
libre auroit encore lieu {i le fluide, conte-
nu dans £ B C / perdoit tout a coup fa pefan-
teur. On doit donc regarder ce fluide com-
me étant feulement un moyen de commu-
nication entre la colonne A4 E & la colonne
DF ; enforte qu’il tranfmet a la colonne
D F toute la preflion que la colonne 4 E
exerce fur lui; & réciproquement, il tranf-
met a celleci, la preflion que D F exerce
fur lui. Il n'eft pas moins évident que la
méme chofe auroit lieu, f{i au lieu de la co-
lonne 4 E & de la colonne D “ on fubfti-
tuoit deux preflions de méme valeur ; c¢n
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peut donc, deda conclure en général, que

fiun fluide fans pefanteur eft renfermé dans un
vafe quelconque ; & quayant fait une ouver-
ture a ce vafe, on applique une preffion quel-
congue a certe ouverture, cette preffion fe re-

andra également dans tous les fens. Puifque
Yinclinaifon de la branche B C (Fig. 1084)
n’empéche pas que les chofes ne fe paffent
de la méme maniere que dans la Fzg. 107.

328. 1l eft facile de voir maintenant,
que non-feulement la preflion fe tranfmet
également dans tous les fens; mais encore,
qu’elle agit perpendiculairement fur chaque
boint de la furface du vafe qui renferme le
fluide. Car fila preflion qui agit fur la fur-
face n'agiffoit point perpendiculairement,
il eft facile de voir qu’elle ne pourroit étre
détruite entiérement par la réfiftance de
cette furface; il en réfulteroit donc une ac-
tion fur les parties du fluide méme, laquelle
ne pouvant manquer de fe tranfmettre dans
tous les fens ( 327), occafionneroit nécef-
fairement du mouvement dans le fluide ; il
ne feroit donc jamais poflible qu’un fluide
reftit en équilibre dans un vafe; ce qui eft
contraire a l'expérience.

3 29. Concluons donc de-la que fi les
parties d'un fluide contenu dans un vafe
quelconque 4 BC D( Fig. 109 ) ouvert ve;s

a
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la partie 4 D, font follicitées par des forces
quelconques, & demeurent néanmoins en
équilibre , ces forces doivent étre perpen-
diculaires a la furface 4 D; car sil y a
équilibre , cet équilibre ne fubfiftera pas
moins fi l'on applique une enveloppe de
méme figure que la furface 4 D ; or nous
venons de voir que dans ce cas, les forces
qui agiffent a la furface 4D doivent étre
perpendiculaires a cette furface.

3 30. Suppofons donc que les forces
qui agiffent fur les parties du fluide, font la
pefanteur méme, & alors nous conclurons
que la dire&tion de la pefanteur eft nécef-
fairement perpendiculaire a la furface des
eaux tranquilles ; & que par conféquent les
parties d'un méme flude pefant doivent étre
de niveau pour étre en équilibre , quelle que
Joir d’ailleurs la figure du vafe qui les renferme.

33 1. Concevons maintenant , que le
vafe A BCD ( Fig. 110) érant fermé de
toutes parts , foit rempli d'un fluide fans
pefanteur; & quayant fait une tres-petite
ouverture en F on y applique une preflion
quelconque : il eft évident que la preflion
qui en réfultera fur la furface plane repré-
fentée par BC, ne dépendra nullement de
la quantité de fluide contenue dans ce vafe ,
ni de la figure du vafe, mais que puifque

a
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1a preflion appliquée en E fe tranfmet égale-
ment dans tous les fens (327 celle de B C
fera égale a lagrefﬁon qui agit en un point
de Pcuverture £ | répétée autant de fois qu'il
y a de points dans 5 C.

32. Par la méme raifon, la preflion
appliquée en E fe tranfmettant dans tous les
fens, agira pour écarter le fond fupéricur
AD; & la force avec laquelle elle agira fera,
pour chaque point, égale a la preflion qui
agit en un point quelconque de I'ouverture
E; enforte que le fond AD eft prefié per-

endiculairement du dedans au dehors avec
une force égale a la preflion qui agit en un
point quelconque de louverture E , répé-
tée autant de fois quil y a de points dans
AD.

3 3 3. Imaginons maintenant que le vale
ABCDEF (Fig.111), dont lapartie CD eft
horifontale, foic rempli d’un fluide pefant.
Je dis que la preflion qui en réfulte fur le
fond CD, ne dépend nullement de la quan-
tité de fluide contenue dans le vafe , mais
feulement de la grandeur de CD, & de la
hauteur de la furface 4 F, au - deflus de
1a bafe C D.

En effet, concevons I’horifontale BE,
& imaginons que le fluide contenu dans
BCDE, devienne tout-a-coup fans pefan-
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teur; il eft évident, par ce qu'on vient de
dire ( 321) qu’un filet vertical quelconque
IK du fluide pefant contenu dans 4 BEF,
exerce au point K, une preflion qui doit
fc répandre également dans tout Ie fluide
B CDE;que cette preflion agit également
de bas en haut pour repouffer 'attion de
chacun des autres filets qui répondent verti-
calement aux différents points de B& 5 donc
lc filet I K fait, lui feul, équilibre & tous les
autres filets de la mafle 4 B £ F; donc la
mafle BCD E ¢érant toujours fuppofée fans
efanteur, il ne réfulte dautre Preﬂion au
fond CD, que celle du filet 1K, laquelle
fe tranfmettant également a tous les points
de C D, y occafionne une preflion égale 3
celle qui s'exerce au point X, répéeée au-
tant de fois qu’il y a de points dans C D.
Donc fi on imagine ( fzg. 112) un fluide pe-
fant contenu dans ACDF, divifé en tranches
horifontales; la tranche fupérieure ne com-
munique pas au fond CD d’autre aéion
que celle que communiqueroit le filet a4
& la méme chofe ayant lieu pour chaque
tranche , le fond C D n’eft donc preflé que
comme il le feroit par la fomm" des filets
ab, bc, ca, &c; & puifque cette preflion fe
tranfmet également a tous les points de
CD (elle eft donc égale a C D multiplide
Aaa2
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par la fomme des preflions que les filets
ab, bc, cd, font capables d’exercer fur un
meéme point.

Donc 1°. fi le fluide A CDF eft homogéne ,
c’eft-a-dire, compofe de parties de méme nature
de méme pefantenr, Gc. la preffion furle forzé’
CD, fera exprimée par CD x ag; c’eft-a-dire,

era mefurée par le poids du prifme ou du
?lim{re qui auroiz CD pour bafe & ag pour
auteur.

2°. 8¢ le fluide eft compofé de tranches de
différentes denfités , la preffion fur CD fera
exprimée par CD multipliée par la fomme des
pefanteurs [pecifiques de chaque tranche ; je
dis par la fomme des pefanteurs fpécifiques *
& non par la fomme des poids; car ce neft
point de la quantité de Huide contenue dans
chaque tranche, que dépend la preflion,
n-llais feulement de la pefanteur propre d’un
filet.

Il faut bien obferver que, ce que nous
difons ici, a lieu, foit que le vafe aille en
g'élargiffant par en haut, foir qu'il aille
en fe rétréciflant, comme dans la Fig. 113

% Ondoit fe rappeller ici, | flue d'un volume connu de
ce que rous avons déja dit| cette matiere , de celui que
ailleurs, que la pefanteur (pé- ) Ton prend pour unité dans
cifigue d'une matiere quel-| la mefure de¢ la capacité du
gonque, el Ja pelanteut ab-j corps,
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La preflion que le fluide renfermé dans
ACDF exerce fur CD , eft la méme que
celle qu'exerceroit le cylindre ECDG il
¢éroit rempli de fluide, a méme hauteur.
33 4. De ce qui précede , il eft facile
de conclure que fi deux fluides NHCBFL
& LFL M(Fig. 114) homogenes chacun ,
mais de différente denfité l'un a I'égard de
Pautre , fe communiquent en F L dans un
vafe quelconque , ils ne peuvent €tre en
équilibre qu'autant que leurs hauteurs EF,
1K, au deflus du plan horifontal FL de
{éparation, feront en raifon inverfe de leurs
pefanteurs fpécifiques. En effer , le fluide
LFBCGO pouvant étre de lui-méme en équi-
libre (330), il faut que NHGO puific faire
équilibre 2 EFLM; il faut donc que la pref-
fion que NHGO exerce de bas en haut fur
FL foit égale & celle que EFLAM exerce de.
haut en bas fur FL. Or (333) la preflion que
NHGO exerce fur FL, eft égale au poids
d’un prifme ou d’un cylindre de ce fluide, qui
auroit /K pour hauteur, & FL pour bafe ;
dailleurs ce poids eft égal a la pefanteur
fpécifique multipliée par le volume ; donc
fi on nomme P cette pefanteur fpécifique,
il aura pour expreflion PxIKxFL. Par la
méme raifon , {i on nomme p la pefan-
teur {pécifique du fluide EFLM , on aura
Aag
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pxEFxFL pour la pefanteur abfolue de ce

fluide , ou pour la preflion quil exerce fur
FL. 1l faudra donc que PxIKxFL=pxEFx
FL,ouque PxIK=pxEF; donc P:p:: EF:
1K ; les hauteurs EF, IK doivent donc étre
en raifon inverfe des pefanteurs fpécifiques.
Ainfi, par exemple, {i LEBCHN étroit du
mercure , & EFLM de l'eau ; comme le
mercure eft 14 fois aufli pefant que leau,
il faudroit que la hauteur I K fut 14 fois
plus petite que E F; c'eft-a-dire , fit la 14°
partic de¢ E F, quelque figure qu’ait d’ailleurs
le vafe.

335. Par ce que nous avons dit juf~
qu’ici, on voit donc que la maniere d’agir
des fluides eft bien différentec de celle des
folides. Il n’y a , a proprement parles,
(Fig. 112) que la partie ECDG qui exerce
fon a&ion fur la furface CD; & ( Fig. 113)
la furface CD eft preflée par ACDF comme
elle le feroit par tout le poids du fluide con-
tenu dans le cylindre ECDG ; au lieu que fi
c’éeoit un folide , {i, par exemple, le Auide
ACDF venoit a fe glacer, le fond fupporte-
roit unc preflion égale au poids de la tota-
lité ACDF (Fig. 112) & au poids de ACDF
feulement ( Fig. 113).

33 6. Mais il faut bien diftinguer ici,
cntre la preflion que le fond CD éprouve
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de la part du fluide, & cclle que P'on auroit
4 foutenir {i I'on vouloit porter le vafe. Il
eft sir que fi le fond CD venoit a fe déta-
cher, il ne faudroit employer autre chofe
pour larréter ( Fig. 112) qu'un effort égal
au poids du cylindre ZCDG ; mais fi T'on
vauloit porter le vafe, il faudroit employer
un effort égal au poids de l'eau contenue
dans tout le vafe ; c'eft ce quon va voir
encare plus généralement, aprés que nous
aurons donné la maniere d’évaluer la preflion
fur les furfaces planes obliques, & fur les
furfaces courbes.

337. Soit donc 4 C D F{ Fig. 115 &
116 ) la coupe verticale d'un vafe rerminé
par des {urfaces planes ou courbes inclinées,
comme on le voudra, a l'horifon. Si 'on
concoit une tranche infiniment mince abdc ,
on peut faire abftraltion de la pefanteur
de cette tranche ; & confidérer cette tran-
che comme preflée , par le fluide’ fupé-
rieur. Or cette preflion fe répand égale-
ment 2 tous les points de la tranche, &
agit perpendiculairement & également fur
chacun des points des faces ac, bd. Donc
puifque (333) cette force eft celle que le
filet feul J K feroit naitre, la preflion qui
s'exerce p:rpendiculairement fur bd fera
exprimée par bdx 1 K, & il eft évident

Aag
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qu’il en fera de méme i au lieu de regarder
bd comme une petite ligne droite, on la
regarde comme une petite furface.

3 3 8. Cleft donc a dire, en général, que
la preffion qui s’exerce perpendiculairement fur
une furface infiniment petite quelconque , par
un fluide pefant & homogéne , s’efime par le
produit de cetre furface , multipliée par fa dif-
zance a la ligne de niveau A'F.

33 9. Donc la preflion totale qui s’exer-
cera fur une f{urface plane quelconque fi-
tuée comme on le voudra, eft égale a la
fomme des produits des parties infiniment
petites de cette furface , multiplides cha-
cune par fa diftance au plan de niveau, ou
a la furface fupérieure du fluide. Mais par la
nature du centre de gravité , la fomme de
ces produits eft égale au produit de la fur-
face totale, multipliée par la diftance de fon
centre de gravité au méme plan horifontal ;
donc Za preffion gu’un fluide pefant exerce con-
tre une furface plane otlique , a pour mefure
le produit de cette furface par la diffance de
Jon centre de gravité au plan de niveau.

340.Comme les preflions qui s’exercent
fur chaque point d'unc méme furface plane,
font perpendiculaires a la furface & par
eonféquent paralleles entr'elles , la réful-
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tante ou la preflion totale doit (255 ) leur
€tre parallele ; or, comme nous venons de
déterminer fa valeur, ainfi que celle de cha-
cune des preflions partielles , il fera aifé,
par ce qui a été dit (255 ), de déterminer
quand on en aura befoin, par ot pafle cette
réfultante , qui, comme il eft aifé de le voir,
ne doit point pafler par le centre de gravité G
de cette furface (Fig. 117), mais a quelque
diftance au deffous. Il n’y a que dans le cas
ou la furface eft infiniment petite qu’an peut
fuppofer que la preflion totale pafle par le
centre de gravité de cette furface inclinée.

3 4 1. Voyons maintenant, ce qui réfulte
de toutes ces preflions, dans le fens verti-
cal, & dans le fens horifontal.

Quelle que foit la figure d'un corps, on
peut toujours CONcevoir ce corps, comme
Paflemblage d’une infinité de tranches paral-
leles entr'elles, & fe repréfenter la furface
du contour de chaque tranche , comme
I'affemblage de plufieurs trapézes dont le
nombre cft infini , quand la furface eft
courbe. Ainfi , pour évaluer ce qui réfulee
de lapreflion qu'un fluide exerce , foit fur
les parois intérieures d’un vafe, foit fur la
furface extérieure d’'un folide qu'on auroit
plongé dans ce fluide , il faut ¢valuer ce
qui réfulte -de la prefiion fur la furface
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d’un trapéze d’'une hauteur infiniment petite,

Concevons donc (Fig. 118) un trapéze
ABCD dont les deux c6tés paralleles foient
AB & CD , & dont la hauteur foit infini.
ment petite a I'égard de ces cotés AB & CD.
Qu’au centre de gravité G de ce trapeze , on
ait appliqué perpendiculairement a fon plan,
une torce P dont la valeur foit exprimée par
le produit de la furface de ce trapéze, mul-
tipliée par la diftance de fon centre de gra-
vité a un plan horifontal XZ.

Pour déterminer leffet de cette force,
tant dans le fens horifontal , que dans le
fens vertical , je congois par la ligne CD un
plan vertical C D F £, & par la ligne 4B
que je fuppofe horifontale , jimagine le
plan horifontal AFEB. Et ayant mené les
lignes verticales CE , DF qui rencontrent ce
plan, en E& F, je menc BE & AF;
enfin , par la direction G P de la force P, je
concois un plan KIH auquel CD foit per-
pendiculaire , & dont HGK & HT font les
interfections avec les deux plans 4 BC D,
FECD : ce plan fera perpendiculaire aux
plans ABCD , FrCD (Géom. 184 ), puifque
C D eft leur interfeéiion commune : enfin
du point K pris fur A B& HX ,je mene K [
perpendienlaire au plan F £ C D ; cette ligne
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ne peut manquer d’étre perpendiculaire a HI,

Cela pofé , je décompofe la force P en
deux autres qui foient dans le plan K IH
proiongé , & donc l'une G L fois horifon~
tale ou perpendiculaire au plan FECD , &
Pautre G M, foit verticale. J'aurai donc enx
nommant L & M ces deux forces, & for=
mant le parallélogramme GMN L fur la
ligne G N prife arbitrairement pour diago-
nale , yaurai (225) P:L:M::GN:GL:
GM,ou:: GN:GL : L N. Mais comme
le triangle G L N a fes co6tés perpendicus
laires fur ceux du triangle X I H, ces deux
triangles font femblables ( Géom. 111), &
YonaGN:GL:LN::HK: Hi: IK; donc
P:L:M::HK:HI:]IK.Multiplions ces

. . AB+CD
trois derniers termes par T X GG, ce
2

qui ne changera point le rapport; & nous
aurons P: L: M:: HKx 22X« 6

HIx 2222 GG/ Tk x 22552 « g G

2 2
Obfervons maintenant 1°. que H K x

4B+CD 4 1a furface du trapeze A B C D.

2° zQue puifque CE & DF font paralleles,
& qu’il en eft de méme de CD & EF, on a

CD = FE; donc I K x A5+ED f la méme

2
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chofe que IK %X ﬂ?E—F , & par conféquent
eft la furface du traptze A F E B. 3°. Et

comme on fuppofe que la hauteur du tra-
péze ABCD eft infiniment petite a 1'égard
des cotés A B & CD, EF qui eft égale a
CD , peut étre prife alaplace de 4 B, &
de CD, en forte que HIx AB+CD (o réduit

a HIxEF qui eft la furface du reftangle
BCDF.OnadoncP: L: M:: ABCDxGG":
ECDF x GG’ : AVEB x GG'. Mais nous
avons fuppofé que la force P éroit exprimée
par ABCD x GG’; donc la force L eft expri-
mée par ECDFx GG'; & la force M eft
exprimée par AFEBx GG'.

Comme le triangle n’eft autre chofe qu’un
trap¢ze dont un des cotés paralleles eft
zéro, la méme chofe a donc liew pour le
triangle.

Concevons maintenant , que des angles
A,D, C, B, on ait mené des perpendicu-
laires fur le plan XZ. On peut {e repréfen-
ter ces perpendiculaires comme les arétes
d’un prifme tronqué dont la bafe horifontale
feroic égale a AF E B, & dont la bafe in-
clinde et 4 B CD. Or comme A B& CD
font fuppofées infiniment proches, la foli-
dité de ce prifme tronqué n'eft pas cenfée
différer de celle du prifme qui auroit la méme
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bafe , & qui auroit GG’ pour hauteur j
mais cette derniere auroit pour expreflion
AFEBxG G, qui eft précifément celle que
nous venons de trouver pour la force verti-
cale M; donc cette force a aulli pour expref-
fion la folidicé du prifme tronqué qui a pour
bafe inclinée ABCD, & pour bafe hori-
fontale la projeftion de #BCD fur le plan
horifontal XZ.

34 2. Imaginons, a&tuellement, un folide
quelconque, coupé en une infinité de tran-
ches horifontales, telles que ABDE abde
(Fig.119), & que perpendiculairement au
centre de gravité de la furface de ehaque
trapeze dont on peut imaginer que la fur-
face du contour de cette tranche eft com-
pofée, on ait appliqué des forces repréfen-
tées chacune par le produit de la furface
du trapeze correfpondant, multipliée par la
diftance de fon centre de gravit€ a un plan
horifontal X Z, Ces forces feront les prefs
fions qu’un fluide pefant exerceroit fur la fur-
face intérieure de la tranche A BD Eabde
d’un vafe dans lequel il feroit contenu ; elles
feroient aufli les preflions qu'un pareil fluide
excrceroit fur la furface extérieure d’un
folide qui y feroit plongé. Or nous venons
de voir que fi Fon décompofoit ces forces
en deux autres, l'une verticale, & lautre
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horifontale ; chaque force verticale feroit
repréfentée par le prifme tronqué qui a pour
bafe dans le plan horifontal X Z, la projection
du trapeze fur ce plan, & qui a pour bafe
inclinée ce trapeze méme. Donc la fomme
des forces verticales, ou la force verticale
unique qui en réfulte, fera repréfentée par
1a fomme de tous ces prifmes tronqués; &
comme la méme chofe doit sentendre de
chaque tranche horifontale; il faur donc en
conclure 1° que i un wvafe de figure quel-
congue ACDF (Fig. 112) ¢ff remplt de
fluide jufGu’a la ligne quelconque AF , il ne
réfulte de toutes les preffions que le fluide exerce
furchacunde fe¢s points , d’autre force verticale,
gu’une force repréfentée par la folidité ou plurét
par le poids du volume que le flurde occupe.
2% Que fiun corps tel que AEDBM ( Fig.
120 ), dont AIBF ef la plus grande coupe hor:-
Joneale eff plonge dans un flurde a une profon-
deur quelcongue , & que Uon fafle abftraction
de la preffion qui s’exerceroit fur la partie fupé-
rieure AM B ; Ceffort veruical du fluide pour
le foulever, eft egal au poids du volume de
wide gzai Jeroir compris entre le niveau X'Z ,
la furface AIBYE | & la furface convexe for-
mée par les perpendiculaires abaifles de tous
Ies points du contour A1BF | fur le plan X Z.
Si Yon confidere enfuite la preflion qui
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s’exerce fur la furface fupéricure 2 la plus
grande coupe horifontale , on voit par la
méme raifon, qu’il réfulteroit, des preflions du
fluide fur cette furface, quiil en réfulteroir,
dis-je, dans le fens vertical , & pour poufler
le corps en bas, un effort égal au poids du
volume du fluide qui feroit compris entre
cette méme furface , celle A’ F' &' I’ de {x
proje&tion , & celle que forment les perpen-
diculaires menées de tous les points du con-
tour A1 B F. Donc fi du premier effort verti-
cal, on retranche le fecond, on voit que le
corps eft pouflé verticalement de bas en haut,
par un effort égal au poids du volume de
fluide dent il occupe la place.

343. Concluons donc généralement ,
que fi un corps eft plongé dans un flurde quel-
conque , iy perd une partie de fon poids , égale
au poids duvolume de flurde gu’:! deplace.

344. Il nous refte maintenant deux
chofes 4 examiner; la premiere eft de favoir
par ol pafle Veftort vertical réfultant des
preflions du fluide : la feconde , cc que
deviennent les forces horifontales.

Quant 2a la premiere, il eft facile de voir
que cet effort vertical doit paffer par le
centre de gravité du volume de fluide qui
a été déplacé. En effer, i on concoit ce
volume décompofé en une infinité de filees
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verticaux, l'effort que le fluide exerce pour
poufler verticalement chaque filet , eft
exprimé (342) par le poids d’un volume de
fluide égal a ce filet. Donc pour avoir la
diftance de la réfultante, 3 un plan verti-
cal quelconque, il faudroit multiplier la
mafle de chaque filet confidérée comme de
méme nature que le fluide, par la diftance
a ce plan, & divifer par la fomme des filets ;
or ceft précifément ce qu’il faut faire pour
trouver la diftance du centre de gravité du
volume déplacé ; donc en général Za pouffée
verticale d’un fluide fur un corps qu’on plonge ,
paffe toujours par le centre de gravité du volume
de fluide déplace.

34 5. Voyons, maintenant, ce que de-
viennent les forces horifontales dont nous
avons parié ci-deflus.

Si Ion fe repréfente toujours la tranche
folide de la Frzg. 119, & que par les cotés
ab, bc, &c. de la fe&ion inféricure on con-
coive des plans verticaux terminés par la
fection fupérieure ; ces plans formeront le
contour d’un prifme qui aura pour hauteur
celle de la tranche ; & chaque face de ce
prifme exprimera - 341 ) par I'étendue de fa
furface, la valeur de la force horifontale
qui lui eft perpendiculaire. Mais comme
toutes ccs faces font de méme hauteur ,

leurs
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leurs furfaces font dans la raifon de leurs
bafes ab, bc, &c. dont les forces horifon-
tales font entr’elles dans la raifon des cotés
ab , be, &ec. Dailleurs & quelque endroit de
ces faces qu'elles foient appliquées, comme
ces faces font d'une hauteur infinimentc pe-
tite, on peut regarder ces forces horifon~
tales, comme appliquées, toutes, dans le
plan horifontal a 6 ¢ 4 e f', chacune perpen-
diculairement fur le milieu du c6té qui ferr
de bafe a la face correfpondante du prifme
dont il s’agit. Je dis fur le milieu, parce
quil eft aifé de voir que la réfultante ces
preflions qui s’exercent {ur la furface de l'un
quelconque des trapézes qui forment la fur-
face de la tranche, doit paffer par 'un des
points de la ligne qui joint les milieux des
deux c6tés paralleles ; & que par conféquent
la force horifontale qui en réfulte, doitren-
contrer la ligne qui joint les milieux de deux
cotés oppofés de la face correfpondante
du prifme. La queftion eft donc réduite a
favoir ce qui doit arriver a un polygone
quelconque ( Fig. 122) lorfque chacun de
fes cotés eft tiré ou pouflé par vne force
appliquée perpendiculairement 2 fon milieu ,
& repréfentée pour fa valeur, par ce cbté.
Nous allons voir qu’elles fe détruifent mutuel-
lement,
B b
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Ne confidérons d’abord que deux forces
P & Q(Fig. 121) appliquées perpendicu-
lairement fur les milicux des deux cotés
AB, ACdatriangle 4 B C, & repréfentées
par ces cotés, Il eft clair que leur réful-
tante paffera par leur point de concours F,
qui dans le cas préfent eft le centre du cer-
cle qui pafferoit par les trois points 4, 5, C
(Geom. 54.). Je dis dailleurs, qu’elle doit
paffer par le milicu du c6té BC, auquel elle
fera par conféquent perpendiculaire ; &
qu’elle fera repréfentée par ce coté B C.

En effer, f{i 'on décompofe la force P en
deux autres, 'une De parallele, & lautre
D % perpendiculaire au coté B C, en for-
mant le parallélogramme Degh; on aura
en nommant ¢ & £ ces deux forces, P:e¢:
h::Dg:De:Dh::Dg:De:ge; or en
abaiffant la perpendiculaire-4 O, le trian-
gle ge D cft femblable au triangle # OB,
parce qu’ils ont les c6tés perpendiculaires.
OnadoncDg:De:ge:: AB: A0:BO:
donc P:ie:h:: AB:40:B O.Or par la
fuppofition , la valeur de la force P eft
repréfentée par 4B : dont celle de e T'eft
par 4O ; & cellede % Ueft par £ O.

Si 'on décompofe pareillement la force Q
en deux autres, 'une Im parallele, & l'autre
Ik perpendiculaire au coté B C, on prouvera
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de méme, que m eft repréfentée par 4O,
& k par CO. Les deux forces m & e font
donc égales, puifquelles font repréfentées
par la méme ligne 4 O. Drailleurs elles
agiffent en fens contraires, & f{uivant une
méme ligne D 7 parallele 3 B C, puifque D
& I font les milieux de # B, AC; donc
elles fe décruifent. La réfulrante doit donc
étre la méme que celle des deux forces £
& k; & comme celles-ci font paralleles ,
puifqu’elles font perpendiculaires a 5 C, leur
réfultante doit étre égale 2 leur fomme , &
perpendiculaire & B C. Donc 1° elle ft
repréfentée par BO~+ OC; ceft-a -dire,
par £ C. 2° Etant perpendiculaire 3 BC,
& devant d’ailleurs paffer, ainfi que nous
venons de le dire, par le centre £ du cercle
circonferit & ABC, clle pafle donc par le
milieu de /i (.

Cela pofé, ( Fig.122) la réfultante }”~
des deux forces P & T fera donc perpendi-
culaire fur le milieu de BE , & repréfentée
par B E. Par la méme raifon, la réfultante X
des deux forces /" & §, & par conféquent
ceile des trois forces P, T, §, fera perpen-
diculaire fur le milicu de BD, & repréfen-
tée par BD. ¥afin la réfultante I~ des deux
forces X & Q. & par conféquent, celle des
quatre forces P, 7,S, Q, fcrg pg:rpendicu-

2

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



388 Cours

laire fur le milieu de D C, & repréfentée par
DC; elle fera donc égale & dire&tement
oppofée i la force R; donc toutes ces forces
fe détruiront.

On voit que le raifonnement eft le méme
quels que foient le nombre & la grandeur
des cotés.

Denc en général, les efforts qui réfultent
dans le fens horifontal , de la preffion qu’un
Sluide pefant exerce perpendiculairement fur la
Surface d’un corps qui y eft plongé , fe détruifent
mutuellement.

46. Tels fone les principes qui fervent
a déterminer les effets de la preflion des
fluides fur les vafes qui les renferment, &
fur les corps qu'on y plonge. Voyons main-
tenant quelques ufages de ces principes.

Puifque les efforts que le fluide fait dans
le fens horifontal , fe détruifent mutuelle-
ment, il ne faut donc pour conferver un
corps dans la pofition qu’on lui aura donnée
dans un fluide, il ne faut, dis-je, autre
chofe, que détruire leffort vertical de la
preflion; ce qui exige deux chofes, la pre-
miere, quon oppofe de haut en bas un
effort qui foic €gal a celui que la preffion
exerce de bas en haut : la feconde , que
cet effort foit en ligne droite avec celui de

Ia pouflée verticale du fluide, Or la pouflée
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verticale du fluide, eft équivalente au poids
du volume de fluide déplacé ; donc f7 /e
volume de flurde déplace, pefe plus que le corps
plongé , le corps furnagera & s’élévera jufqu’a
ce que le volume de fluide correfpondant a la
partie fubmergée , pefe autant que le corps
entier.

347. Donc, fi lorfqu’'un corps furnage,
on vient a ajouter ou a oter a fon paids, un
poids quelconque, il s’enfoncera ou s’élé-
vera jufquad ce que l'augmentation ou la
diminution du poids du volume du fluide
déplacé , foit devenue égale a ce nouveau
poids. Si ce poids qu'on ajoute, ou qu'on
retranche, eft petit, eu égard 2 celui du
volume de fluide actuellement déplacé , la
quantité J K ( Fig. 123 ) dont s’abaiffera ou
s'élévera la coupe 4B , fera dautant plus
petite que ce poids fera plus petit, & qu’en
méme temps la coupe A B fera plus grande.
On pourra donc, lor{que ce poids fera petit,
& que la coupe 4 B fera plus grande, regar-
der A B & ab, comme égales, & évaluer
le volume nouvellement déplacé , par la
furface repréfentée par A4 B, multiplide
par I K 3 ceft-a-dirc, par 4 Bx I K, Donc
{i p eft le poids d'un pied cube de fluide,
pxABxIK fera le poids de ce volume,
A B x [ K érant évalué en pieds Ic}ull):f:s. Ainfi,

3
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fi P eft le poids quon ajoute , ou qu'on
retranche, onaurapx 4B x IK = P; don
Pon tire IK ===p—,x—2—3; c'eft-a-dire, pour le
navire, par exemple, que pour favoir com-
bien une certaine augmentarion faire a la
charge , fait enfoncer le navire, il faut divifer
la. valeur P de cette augmentation, par la
furface de la coupe faite a fleur d'eau, eftimée
en pieds quamés, & multiplide par le poids
d’un pied cube d%au.

Lorfqu’on fouffle un vaiffeau, on aug-
mente le volume de la caréne d'une quan-
tité que nous avons enfeigné ( 123 ) a
évaluer, C'eft donc comme fi on diminuoit
la charge, d'une quantité égale au poids d’un
volume -d’eau égal 4 l'augmentation qu’on
a faite an volume , moins le poids des
matieres qui compofent le foufllage : on
peut donc déterminer facilement de combien
il plongera moins.

34&. Le poids d'un corps reftant le
méme , on peut étendre fon volume a
volonté , il n’y a donc pas de maticre fi
pefante qu’on ne puifle faire furnager.

34 9. Puifque , lorfquon diminue le

oids d'un corps fans rien changer a fon
volume, il doit s’élever avec un effort qui
nc peut étre contrebalancé que par un poids
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égal A celui quion a &té; il s’enfuit donc,
quon peut employer utilement la pouflée
verticale de 1'eau pour élever des fardeaux;
par exemple, pour tirer des batiments , du
fond de la mer ou des rivieres, en les at-
tachant & d’autres bAtiments que lon aura
d’abord chargés de corps pefants, ou d’eau,
& qu'on vuide enfuite.

3 50. En général, fi P eft la pefanteur
fpécifique d’un corps qui furnage, ou ce que
peferoit un pied cube, par exemple , de ce
corps 4 §il éroit d’'une matiere uniforme;
V fon volume; p la pefanteur fpécifique du
fluide ; u le volume de la partie fubmergée :
le poids de ce corps fera P x Vou ¥ V;
celui du volume de fluide fera p u; on aura
donc P V' ==p u, équation qui donne u=f—fi;
d’ol I'on voit que le poids P 7 du corps
reftant le méme , la partie fubmergée fera
toujours d'autant plus petite que la pefan-
teur {pécifique du fluide fera plus grdnde.

Cette méme équation donne V:u::p: P
ceft-a-dire , que le volume du corps , &
celui de la partie fubmergée, font en raifon
inverfe de la pefanteur fpécifique du corps,
& de celle du fluide.

35 1. Si le corps pefe plus qu'un pareil
volume de fluide ; alors il doit s'enforcer,

Bb 4
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& ne peut étre retenu que par une force
égale a T'exces de fon poids fur celui d'un
pareil volume de fluide. Or {i nous repré-
fentons toujours par p & P les pefanteurs
fpécifiques du fluide & du corps; & par V,
le volume du corps, nous aurons P V' —p V"
pour l’exces du poids du corps fur celui d’un
parcil volume de fluide. Donc {i on con-
coit que ce corps foit retenu, a aide d’un
fil, au fléau d’une balance, & que P’ foit le
poids avec lequel il peut &tre en équilibre ;
on aura P'=P ¥ —p ¥, ot 'on tire & =
P,;,—If . Ot P F eft le poids du corps dans
Pair , & P’ fon poids lorfqu’il eft plongé
dans le fluide ; donc connoiffant le poids d'un
corps dans Uair , & fon poids dans un fluide, on
aura aifément le rappore des pefanteurs [peci-

wes de ce dernier fluide & du corps, en divi-
fant la différence de ces deux poids, par le poids
du corps dans Lair. Par exemple, fi un corps

efe 6 onces dans I'air & ¢ onces dans eau,
je divife la différence 1, par 6, & le quo-
tient 3 , me fait voir que la pefanteur fpéci-
fique du corps, eft a celle du fluide, comme
6eftar.

1'air , comme fluide pefant , diminue
aufli une partie du poids des corps ; en forte
que le poids qu'ils ont dans I'air, n’eft pas
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leur poids réel. Mais comme lair eft un
fluide fort rare, & dont la pefanteur fpéci-
fique n’eft qu’environ la 850° partic de celle
de l'eau, on peut fe difpenfer d’avoir égard
a la diminution qu’il occafionne.

3952. Si lon congoit quon plonge le
méme corps que ci-deflus , dans un autre
fluide dont la pefanteur foécifique foit p’,
& que p” foit lc poids avec lequel il peut
alors étre en équilibre , de méme qu’on a
eu PP=PV —pV,onaura P'= PV —p'V;
or ces deux équations donnent p V=PV —FP’;
& p'V=PV—P"; donc divifant cette der-

!

niere , par la précédente ; on aura -f—,— —
PV—’P" LY M M
FF=p 5 d’ou connoiffant le poids PV d’un

corps dans l'air, fon poids p” dans un fluide,
& fon poids P’ dans un autre fluide , on
déterminera facilement £ , ceft-3-dire , le
rapport des pefanteurs {pécifiques des deux
fluides,

35 3. Suivant ce que nous venons de
voir, la pefanteur fpécifique multipliée par
le volume, donne le poids d’un corps. Mais
la denfité , multipliée par le volume, donne
la maffe (191), qui (202) eft proportionnelle
au poids. Donc la pefanteur {pécifique mul-
tiplide par le volume , eft proportionnelle
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2 la denfité multipliée par le volume ; donc
la pefanteur [pecifique des corps eft proportions
nelle a leur denfute.

39 4. Revenons aux corps qui furnagent,
Pour qu’un corps puiffe refter en équilibre
fur un fluide, il faut, ainfi que nous!’avons
vu (346), que fon poids total foit égal a
celui du volume de fluide déplacé. Mais
cette condition ne fuffic pas. [ faur encorc,
que la ligne qui paffe par le centre de gravite
du corps plongé , & par le centre de gravité du
volume de la partie fibmergée foir verticale.
Car la pefanteur du corps, & la pouflée du
fluide s’exercant chacune fuivant une ligne
verticale , dont la premicre pafie par le cen-
tre de gravité du corps, & la feconde, par
le centre de gravité du volume déplacé, ne
peuvent Etre diretement oppofées , ( comme
1l faut qu'elles le foient pour I'équilibre )
quautant que ces deux verticales fe con-
fondront.

35 5. Ainfi pour déterminer i un corps
ACEDB ( Fig. 124 ) d’une forme & d’une
matiere connue peut demcurer en équilibre
fur un fluide , dans une pofition qu'on a
deffein de lui donner; il faut mener un plan
horifontal C D qui {épare une partie C£ D
dont le volume foit au volume total 4! B,
comme la pefanteur fpécifique du corps- ¢ft
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a celle du fluide , & ayant déterminé le
centre de gravité Gde A E B, & celui G’ de
CED, i 1a ligne GG’ eft perpendiculaire au
plan C D, Péquilibre aura lieu.

3§ 6. Nous fuppofons dans ce que nous
difons ici, que le corps A4 E B eft homogene;
ceft-a-dire, que.la matiere qui compofe fon
poids eft toute de méme efpece , & quelle
eft uniformément répandue dans tout I'efpace
qu’occupe le volume total. S’il n’en éroit
pas .ainfi, on commenceroit par calcuier la
valeur d’un volume de fluide, égal en poids,
au poids total de A £ B, & l'on feroit CE D
égal i ce volume, CD étant horifontale : ce
qui fe réduit a une queftion de pure géomé-
trie, dont les principes donnés jufqu’ici,
peuvent fournir la folution.

3957. Geft encore une autre queftion
que l'on peut réfoudre a laide des mémes
principes, que celle de déterminer les diffé-
rentes pofitions dans lefquelles un corps
peuc refter en équilibre fur un fluide ; mais
comme nous n'avons aucune application
eflenticlle & faire ni de 'une ni de lautre de
ces deux queftions, nous ne nous en occu-
perons pas. Voici quelque chofe qui nous
importe plus.

358. Lecorps CED ( Figs 125 ) érant

atuellement en équilibre fur un fluide dont
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A B eft la furface : G étant le centre de gra-
vité de ce corps; G’ celui de la partie fub-
mergée AEB ; fi on congoit que l'on
incline infiniment peu, le corps, enforte que
a E 4 devienne la partie fubmergée , dont G”
foit le centre de gravité. Ce corps revien-
dra a fa premiere pofition, fi la verticale
G” M qui convient a cette feconde pofition
rencontre la verticale G' M qui convient ala
premicre , au-defflus du centre de gravité G
du corps. Au contraire, il verfera tout-a-fait,
fi le point M eft au-deflous de G, comme
en M. ‘

En effet, la dire&tion G” M qu’aura alors
la pouflée de l'eau, & qui fera verticale,
ne paffant point par le centre de gravité G,
tend (322 a imprimer au corps deux mou-
vements, I'un pour élever le centre de gra-
vité , & qui eft détruit par le poids du corps ;
Tautre qui tend 4 le faire tourner autour
du centre de gravité G. Or il eft facile de
voir que fi le point G eft au-deflus de M,
ce mouvement de rotation autour de G,
tend a fe faire de A4 vers C, & par confé-
quent i ramener G’ dans la verticale ac-
tuelle G M. Au contraire, fi M eft au def-
fous de G , comme en M’'; le mouvment
de rotation autour de G, tend i fe faire
de C vers A, & par conféquent ne peut
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quéloigner G de G’'M'; ceft-a-dire , tend
a faire renverfer le corps.

Donc pour que le corps puifle revenir a
fa fituation primitive, il faut que G' M foit
plus grande que G'G.

Le point M eft ce que M. Bouguer a
nommé le Meracentre; parce que ceft la
limite de la hauteur a laquelle peut étre
placé le centre de gravité G, pour que le
corps flottant ne foit pas renverfé par une
petite inclinaifon; car pour peu que G fhc
au-deflus du point M, le corps fe renver-
feroit,

Comme la détermination du métacentre
M importe beaucoup dans la conftrultion
des vaiffeaux, nous allons nous en occuper.

3 59. Suppofons donc que AEL (Fig.
126 & fuiy. ) repréfente la coupe d’un navire,
faite parun plan perpendiculaire a la quille,
& vpaflant par le centre de gravité G du
navire. Ce plan paffera aufli par le centre
de gravit4 G’ de la partie fubmergé 4 E B
(354)

C‘t)zlccvons que par quelque caufe que
ce foit, le navire prenne une {ituation infi-
niment peu inclinée & la premiecre ; &
qu'alors a4 foit le plan de flottaifon, & G”
le centre de gravité de 1a partie a E 4 qui fera
fubmergée alors. Si l'on mene G” M perpen-
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diculaire 4 a4, cette ligne fera la dire&ion
fuivant laquelle s’exercera la pouflée de
Yeau, lors de Vinclinaifon.

Pour déterminer le point M ou G” M
coupe la ligne G G’ qui eft verticale dans la
premiere ficvation , il faut déterminer la
sofition de G, tant a Pégard de 4B, qua
{’égard de la verticale G G,

Dans cette vue, nous imaginerons le na-
vire coupé en un grand nombre de tranches
verticales, par des plans perpendiculaires a
la quille; & fuppofant que MR N ( Fzg. 127)
eft une de’ ces tranches ; g le centre de gra-
vité de fa partie fubmergée avant lincli-
naifon; g’ celui de fa partie fubmergée lors
de linclivaifon, nous allons chercher, pour
chaque tranche, le déplacement g g’ de ce
centre de gravité g, d’out nous conclurons
celui du centre de gravité G’ (Fig. 126).

Obfervons donc d’abord, que le volume
M RN (Fig. 127) et égal auvolume m Rz
parce que le volume d’eau qui correfpond 2
chacun, doit (346) foutenir, dans chaque
cas , la méme partie du poids total du
navire. Donc , fi de chacun de ces deux
volumes on retranche le volume commun
MRn,les deux feGteurs MOn, N On (que
Yon doit regarder comme deux triangles
redtilignes, a caufe que linclinaifon eft infi«
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niment petite ) feront égaux; & le point
d’interfetion O pourra étre cenfé au milieu
de MN.

Soient, maintenant, z, 2, g”, les centres
de gravité des cfpaces N On, 4 Om,
M R n. Menons fur M N, les perpendi-
culaires Ak, KK , 2"l , g'¢g; & fur la
verticale g O, la perpendicuiaire g/ Pour
avoir la diftance g'g du centre de gravicé gf
dem Rn,alaligne M, il faut prendre le
moment de z R n par rapport a cette ligne ,
& l'égaler ( 263 ) a la différence des mo-
ments de fes parties M Rn, M Om qui font
fitudes de ditiérents cotés de M V. On aura
doncm Rnxg gou MRN x g'q = MRnxg"V
— M Omx/k' K. Mais puifque g eft le ceatre
commun de gravité des deux efpaces M R
& NOn, on doit avoir M R Nxg O =
MRnxg'l' - N O nxkh. Tirant de l'une
de ces équations , la valeurde ;4 Rz x g’ /7,
& la fubftituant dans lautre , on aura
MRNxg'qg=MRNxgO—NOnxkh-—
AL Om k' K. Or les triangles MOm , N On
érant infiniment petits, leurs moments, ou
leurs produits par les lignes infiniment pe-
tites , 4 k' & &2k feront infiniment plus petits
{4), & par conféquent infiniment petits du
fecond ordre a I'égard du moment M R N x
£ 0. Rejutant donc, de la derniere équa-
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tion, ces deux moments, on aura MR N x
g 9g=MRNxgO,doulontircg’'g=g0;
ceft-a-dire, que le centre de gravité g’eft a
méme profondeur au-deflous de MV, que g.
On peut donc regarder la ligne gg’, qui eft
d ailleurs infiniment petite, comme perpen-
diculaire fur g O ; & par la méme raifon ( Fig.
126') on peut regarder G’ G comme un arc
de cercle décrit du point M comme centre.

Voyons, a préfent, quelle eft la valeur
de gg’ ( Fig. 127 ). 1l faut, par la méme
raifon que ci-deflus, prendre le moment du
volume 2 Rn, a I'égard de OR, & I'égaler
a la fomme des moments de fes deux parties
MOm, M Rn. On aura donc mRnxgg
ou MRngg’zMRnxg"l—i—MOmxgk’.*
Mais puifque g eft le centre commun de
gravité des deux efpaces MRn & N O n, on
aMRnxg’l—N Onx Ok=0 (265), ou
MRN xg"l==NOnxOk; donc MRN x gg’
= NOnX Ok4+-MOmxOk'=2NOnxOk,
parce que les deux triangles M Om, NOn
font égaux, & que les diftances Ok’ & Ok
font évidemment égales.

Soit ¢ Pépaifleur de la tranche que repré-
fente M R N, on aura donc enfin le mo-
ment de cette tranche MRN x exgg =
2 NOnxex Ok, équation qui a lieu pour
chaque tranche,

Prenons
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Prenons, maintenant ; la fomme de ces mo-
ments pour toutes les tranches, & nous au-
rons fMRNxexgg'={2NOnxexOk. Or le
premier membre, écant la fomme des mo-
ments de chaque tranche par rapport a un
plan paffant par la quille, doit (268) écre
égal a la fomme de toutes les tranches, ou
au volume de la partie fubmergée de la ca-
réne , multiplié par la diftance 4" G’ ( Fig.
126 ) du cencre de gravité de la carene, lors
de linclinaifon. Donc¢, en nommant 2~ ce
volume, onaura ¥ x G"G'={2 NOn x e x Ok.
Déterminons donc-la valeur de ce fecond
membre.

Pour cet effet, je remarque que lorfque
le navire sincline, le plan primicif de flot-
taifon CB P Q ( Fig. 128) devient Cbp Q.
Que les triangles B1 4, NO 7 font les mémes
que dans les Fig. 126 & 127 ; or comme il
eft évident qu’ils ont un angle égal, on peut,
a caufe de leur petitefle infinie, les regar-
der comme femblables; enforte qu’on aura

NOn:Blbz:mz:E?lGe’om. 159); &
par conféquent NOrn = %, x B 14. ail-
leurs on a (Fig.127)0 k= 2O N, caron

peut regarder le point & & le point 2, com-
me ¢galement éloignés de O. On a done

Cc
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fonN?
NOnxOk=*—"xBIb; donc . . .
B
oM
VxGG' .= B_zxexBlb;c’eﬁ-lﬁ 1’é-
1
quation qui donne G’ G”. Fmployons -la
maintenant 3 déterminer la hauteur G'M du
métacentre.

Imaginous que du point I (Fig. 126)
comme centre, & durayon I8, on décrive

Tarc BS; on aura Bl4 = BIXBS, Or les

deux droites G”"M & G’ M érant perpendi~
culaires aa b & A B, ileft facile de voir que
Tangle M eft égalalangle BI15, & que par
conféquent en regardant comms un zrc dé-
crit du point M, la droite infiniment petite
G"” G’ que nous avons vue €tre perpendicu-
laire 4 G' 1, les deux fe&teurs BIS, G'M G”
feront femblables. On adonc G' M : G’ G” ::

BI:BS; doncBS:l—g—%—C—'A'TG:; & par con

féquent B 14 = BI2 GG gonc en fubfhi-

1 G ol
tuant dans 'équation ¥/ xG'G"' = &c, &
. 2 3IxexG'G"
réduifant, ona Fx G’ G' = ’_O_IXC_:I_J?__
Mais comme G/ M & ' " reftent les mémes,
quelle que foit la tranche que I'on confidere,
on peut écrire cette €quation, de cette au-
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: GG AR
/ 1 3 3
tre maniere, F xG' G = —’*c'/;{fON X e,

s
d’otil’ontire G’ M = ?_j‘%ﬁi...”. Ceft-3-dire,
que pour avoir la hauteur du méracentre, au-
deffus du centre de gravite de la partie fubmer-
gee de lacaréne , il faur partager la longueur
de la coupe faite a fleur d’eau, ( par des
perpendiculaires élevées fur cette longueur y
en un affez grand nombre de parties égales ;
pour.que les parties de la courbe qui fait le
contour de cette coupe, interceptées entre
ces perpendiculaires, puiffent étre regardées
comme des lignes droites. Alors on fera une
fomme des cubes des demi-largeurs corref-
pondantes a chaque divifion, & l'ayant mul-
tipliée par la diftance e, d'une perpendicu-
laire a l'autre, on en prendra les £ que P'on
divifera par le volume de la partie fubmergée
de la carene.

6 0. On voit donc que tant que la coupe
faite a fleur d’eau reftera la méme, & que le
volume de la partie fubmergée reftera aufli
le méme, la hauteur du méracentre reftera
conftamment la méme, quelque changement
que l'on fafle d’ailleurs 2 la figure de la ca-
réne. Nous verrons par la fuite, les ufages
du méracentre. Difons un mot des fluides
¢laftiques.

Cca
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36 1. Les fluides élaftiques ont de com-
mun avec les fluides fans reffort , qu’abf~
traltion faite de la pefantenr, la preflion fe
communique égalemenc dans tous les fens.
Mais ils différent de ces derniers , en ce que
{i aprés avoir appliqué & la furface 4 B ( Fig.
129) d'un fluide fans reffort , une preflion
quelconque P, qui agiffe fur un fonds mo~
bile /B, on vient & fupprimer, fubitement
ce poids P, le fluide fans reflort, n’agira
plus contre le fonds 4B. Au lieu que
dans les fluides a reflort, {i aprés que la
preflion P aura amené le fonds 4B
dans 1a fituation quelconque a4, on
vient a fupprimer cette preflion, le fonds
ab fera repouflé de & vers B avec la
méme force qui lavoit amené de B
en 4.

Quoi qu’il en foit, la maniere dont la
preflion fe diftribuera, fera toujours la mé-
me que pour les fluides fans reffort; c'cft-
a-dire. qu'elle agira perpendiculairement aux
furface ; & que dans les fluides élaftiques
}Jefants, & qui ne font comprimés que par
‘action de leur pefanteur , les efforts de
1a preflion fur les parois des vafes, ou fur
la furface des corps plongés dans ces flui-
des, ces efforts, dis-je, eftimés dans le fens
borifontal , fe décruiront mutuellement ; &
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dans le fens vertical, ils fe réduiront & un
feul dont la direction paffera par le centre
de gravité du volume fur lequel le fluide
agit.

g462. Quant & la valeur abfolue de la
preflion fur une furface quelconque , en
vertu . ¢ la pefanteur feule du fluide élaf-
tique ; il n'eft pas douteux que fur les fur«
faces horifonrales, elle ne foit ¢ la hauteur
érant la méme) proportionnelle aux fur-
faces fur lefquelles clle s’exerce. Mais elle
ne fe mefure pas, comme dans les autres
fluides , par le poids du prifme ou du cylindre
qui auroit pour bafe cette furface, & pour
hauteur, la diftance de cette furface jufqu’a
la furface fupérieure du fluide.

En eftet, fi un fluide élaftique eft tel que
fans fa pefanteur il puiffe occuper Pefpace
AEFB (Fig. 130); lorfqu’on le fuppofera
pefant, il eft vifible que les tranches de ce
fluide, les plus proches du fonds E F, char-
gées de leur propre poids & de celui des
tranches fupérieures , feront plus compri-
mdées que celle-ci; que par conféquent, ,fi
Yon concoit deux tranches de méme hau-
teur, l'une prés du fonds EF, lautre 2
quelque diftance de ce fonds, la matiere de
la premiere fera plus denfe que celle de la
feconde, & pefera , par conféquent da-

Cc3s
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vantage. Ainfi les tranches de méme hau-
teur , chargeant le fonds EF, d’autant
mains qu’elles en font plus’ éloignées, la
preflion fur le fonds EF doit s’eftimer, non-
feulement par la grandeur de ce fonds, &
par le nombre des tranches contenues de D
en F, mais encore par la pefanteur fpécifique
de chaque tranche , laquelle eft différente
d’un endroit a l'autre. Enforte que fi l'on
repréfente par x la diftance # Q d’une tran-
che quelconque, au fonds EF ;5 par dx la
hauteur infiniment petite de cette tranche ;
& par D la pefantcur {pécifique, ou la den-
{itd de cette méme tranche ; D dx fera le
poids d'un filet de cette tranche; & fon
attion {ur EF, fera EFx Ddx, donc 'ac-
tion de toutet les tranches, ou la preflion
fur FFlera EF[ D dxouplutét EFf— Ddx,
parce que x croiffant, le poids de chaque
tranche diminue; ceft-a-dire, qu'il faudra
prendre lintégralede — D dx, & lamultiplier
par £ F. 11 faudra donc connoitre la valeur
de D en x, ceft-a-dire , fuivant quelle
loi les denfités varient , a mefure que
les tranches font plus éloignées du fonds
EF.

uand on aura déterminé la preflion fur
une {urface horifontale, il fera aifé de déter-
miner la preflion fur toute autre furface
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en partageant cette furface en parties infi-
niment petites ; chacune de ces parties pourra
étre regardée comme preflée autant quie fi
clle étoit horifontale.

363. De tous les fluides élaftiques,
Pair eft celui qui nous intérefle le plus :
c’eft pourquoi nous allons nous arréter a en
confidérer les principales propriéiés; celles
du moins, qui ont le plus de rapport a notre
objet.

364. Lair eft pefant. Ceft un fait conft
taté par un grand nombre d’expériences. En
voici quelques-unes. Si l'on prend un tube
de verre ( Fig. 131 ) d’environ 30 pouces,
fermé hermétiquement par Pune 4 de fes
extrémités , & que par le bout ouvert on
introduife du mercure dans toute la capacité,
fi Uon vient a renverfer & plonger le bout
ouvert B, dans un vafe ou il y ait aufli du
mercure; le mercure contenu dans le tube,
defcendra jufqu’a ce que la colonne reftante
foit d'environ 27 pouces & demi, * 2
compter de la furface du mercure dans le
vafe. Voici comment cette expérience prouve

* Cette quantité varie felon | prés, au méme niveau que
I"état de 'air, & la hauteur du j Pa-is. Nous {fuppofons de plus,
lieu od fe fait Pexpérience : | que le mercure contenu dans
nous fuppofons ici , que c’eft | le wbe, a été purgé d’air: ce
lorfque Pair eft dans un érat | n’eft pasici le lieud’en expofer
muoyen, & que Yon ef, 3 peu | les moyens,

Cc 4
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Ya pefanteur dec lair. Ta colonne de mer-
cure contenue dans C' B exerce au point B
une preflion fur le mercure inférieur qui
ne peut étre contrebalancée que par un
effort égal agiflant cn fens contraire. Or
le mercure contenu dans le vafe ou le
tube eft plongé, n’agit contre cette co-
lonne, qua raifon de la diftance de fa fur-
face fupérieure jufqu’a l'ouverture B ; il ne
eut donc contrebalancer. On ne peut donc
chercher, ailleurs, leffort néceflaire, que
dans le fluide qui repofe fur tous les points
de la furface fupéricure du vafe; cleft-a-
dire, dans l'air ; donc c’eft I'air qui par fon
poids fait équilibre a la colonne BC de mer-
cure.

Voici d’ailleurs, un autre fait qui nous
fera utile & qui vient & lappui. Si ceft
Yair qui foutient la colonne B C; il faut fi
nous employons un fluide moins pefant que
le mercure, que la hauteur a laquelle ce
fluide reftera fufpendu, foit plus grande que
B C, & cela(334)dans le rapport inverfe
des pefanteurs fpécifiques de ces deux flui-
des. Or on fait que T'eau pefe 14 fois moins
que le mercure. Il faut donc que fi lon
emploie de I'eau au licu de mercure, clle

uiffle étre foutenue par Pair , jufqua la
gauteur de 14 fois 27 pouces & demi,
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ceft-a-dire, jufqu’a 32 pieds environ, Cleft
en effet, ce que l'expérience confirme. Car
on fait que fi par le moyen d’un pifton on
veut élever I'eau dans un feul corps de pom-
pe, au-dela de 32 pieds, l'eau s’arréte conf=
tamment a ce terme a trés-peu pres. On-ne
peut donc douter que l'air ne foit pefant,
& que par cette raifon, il ne preflc la fur-
face des corps, autant que le feroit une co~
lonne d’eau dont la bafe feroit égale a cette
furface,, & dont la hauteur feroit de 32 pieds
environ.

Ceeft cette preflion qui appliquée a tous
les corps, & par conféquent a la furface de
Peau, oblige I'eau de monter dans les pom-
pes, lorfqu’en tirant le pifton on fait un
vuide entre le pifton & leau dans laquelle
plonge la pompe. Mais pour avoir des idées

lus diftin&tes fur la maniere dont Peau
s’éleve dans les pompes, il faut examiner
une autre propriété de l'air. Ceft fon élaf-
ticité,

365. L’air eft compreffible ; il eft élafti-
que : & les volumes auxquels il peut étre rédurr
par la compreffion , font , fenfiblement o en rai-
fon inverfe des poids dont il eft chargé.

Cleft un fait établi par L'expérience fui-
vante.

Dans un tube de verre recourbé 4 BC
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( Fig. 132) dont la branche A B foit au moing
de 30 ou 40 pouces, & dont la branche
B C foit par-tout de méme diametre & fer-
mée herméeiquement en C. Faites couler
du mercure jufqu’a ce que la capacité Bla
plus bafle du tube foit remplie; & ayant
appliqué ce tube fur une planche graduée,
obfervez quel eft le nombre de divifions
compris entre B & C. Je fuppofe ici que ce
foit 8 pouces. Verfez du mercure dans Ila
branche 4 B jufqua ce que l'exces de la
hauteur du mercure dans 4 B fur celle du
mercure qui entrera dans BC , foit de 27
pouces & demi environ. L’air qui occupoit
d’abord toute la partic £ C n’en occupera
plus que la moitié. Si vous continuez de
verfer du mercure dans la branche 4 B, juf-
qua ce que la différence des hauteurs du
mercure dans les deux branches , foit de
deux fois 27 pouces & demi, ou environ;
Yair reftant dans B C n’occupera plus que le
tiers de B C; il n’occupera que le quare, fi
la différence des hauteurs eft de trois fois
27 pouces & demi ou environ; & ainfi de
fuite.

Cette expérience fait voir que I'air fe com-
prime 4 mefure qu'on le charge, & qu’il
fe comprime, a trés-peu prés, propor-
tionnellement au poids. En effet , lorf-
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qu'il n’y avoit du mercure que dans la ca-
pacité irférieure B, l'air contenu dans B C',
¢tant de méme nature que celui qui éroit
dans 4B, éroit chargé de tout le poids de
I'air qui répond verticalement a Fouverture
du tube. 1l étoit donc chargé par un poids
équivalent 3 une colonne de mercure de
27 pouces & demi environ. Puis donc qu'en
ajoutant encore une, deux, trois, &c. pref-
fions femblables, il fe réduit, fclon ce que
nous venons de dire , & des efpaces deux
fois , trois fois, quatre fois moindres que
B C, il fe comprime donc, dans le rapport
des poids qui le chargent.

A Tégard de fon reflore; par un procédé
inverfe on s’affure quil a lieu & qu’il aug-
mente a proportion de la compreffion, ou
qu’il diminue a proportion que la compref-
fion diminue. Car {i 'on retire du mercure
de dedans la branche 4B, on verra I'air re-
prendre de I'écendue dans Ia branche C B,
& en reprendre d'autant plus, qu'on dimi-
nuera plus la preflion : Tair eft donc non-
feulement compreflible ; mais dans quelque
état de compreflion quon le mette, il tend
a fe rérablir & a occuper un efpace plus
grand, & tel que lorfque le poids qui le
comprime diminue , Vefpace dans lequel
Vair fe répand, eft & celui auquel il étoit ré-
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duit, comme le poids dont il étoit chargé
dans ce dernier cas, eft a celui dont il eft
chargé a&tuellement.

3 66. L’air que nous appellons naturel
ou libre, eft donc dans une comypreflion ha-
bituelle ; enforte que s’il venoit & perdre
tout-a-coup fa pefanteur , il tendroit a s’¢-
carter de toutes parts avec une force telle
que la partie d’air renfermée dans un efpace
comme ABC ( Fig. 132 ) ne pourroit étre
retenue , qen appliquant a Pouverture A
une force égale au poids d'une colonne de
mercure qui auroit cette ouverture pour
bafe, & 27 pouces & demi de hauteur.

367. Daprés ce que nous avons dit
(361) fur la différence entre les fluides élaf-
tiques & les fluides non élaftiques, on voit
donc que lair renfermé de toutes parts
dans un vafe, fait autant d’effort pour pouf-
fer du dedans au dehors, que l'air environ-
nant en fait pour pouffer du dehors en de-
dans : & ceftla ce qui fait que les corps
ne cedent point a la preflion confidérable

u’ils éprouvent felon ce que nous avons
37&' (364)-

358. Un tube tel que celui que nous
avons décrit (364} (Fzg. 131) éeant appli-
qué fur une planche graduée dont les divi-
fions commencent a la ligne de niveau, ou
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a la furface du mercure dans le réfervoir,
eft ce qu'on appelle le barometre; parce
qu’il fert & juger de la preflion que lair
exerce fur la furface des corps, par la
hauteur & laquelle le mercure refte tufpen-
du dan, le tube 4 B. On voit donc miin-
- tenant ; pourquoi cet inftrument marque
la méme hauteur dans un endroit fermé,
comme dans un endroit libre. C'eft que lair
renfermé exerce par fon reflorc , la méme
preflion fur le mercure contenu dans le ré-
fervoir, que ¢’il agiffoit librement par fon
poids.

359. Le mercure ne fe foutient pas
conftamment & la méme hauteur dans un
méme lieu. Il eft , & Paris, tantdt au-def~
fus de 27 pouces & demi, tantée au-def-
fous : & cela, felon que la compreflion oc=
cafionnée ou par le poids, ou par le ref-
fort de l'air augmente ou diminue. Comms
le reffort de lair peut augmenter ou dimi-
nuer fans que fon poids total augmente ou
diminue, ainfi qu’il peut arriver par la cha-
leur ou par le froid, on ne doirt pas ateribuer
les variations du mercure dans le barometre,
uniquement aux changements du poids de
Vair.

Quoi qu’il en foit, puifque ces change-
ments annoncent que l'air eft en érac de
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faire équilibre 4 une colonne plus ou moins
grande de mercure, & par conféquent a
une colonne d’eau plus ou moins grande ; il
faut en conclure que la plus grande hau-
teur 2 laquelle on puifle élever 'eau par
le moyen dune feule pompe, n’eft pas
conftamment de 32 pieds; mais qu'elle va-
rie felon la hauteur du mercure dans le
baromerre.

370. Sion portele barometre, d'un lieu
en un autre plus élevé ou plus bas, le mer-
cure s’abaiffera dans le premier cas, & s'¢lé-
vera dans le fecond. Parce que la colonne
d’air qui appuice fur le réfervoir, érant plus
courte dans le premier cas, & plus longue
dans le fecond, doit pefer moins dans le
premier cas, & plus dans le fecond; & par
conféquent ne peut faire équilibre qu'a une
colonne de mercure plus petite dans le
premicr cas, & plus grande dans le fecond.
Ainfi dans le premier cas, le tube fe vuidera
un peu dans le réfervoir; & dans le feeond
le réfervoir fournira le tube : Ceft aufli ce
que l'expérience a confirmé. Mais il faut
obferver que ces variations ne font fenfibles
qu'a des changements de hauteurs, de quel-
ques toifes. On peut dire , en gros, que
vers la furface de la terre, 12 toifes de dif-
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férence de hauteur répondent a une ligne de
différence dans le barometre.

Donc les plus grandes hauteurs auxquel-
les on peut gzcver I'eau par le moyen d’une
feule pompe , varient fuivant les hauteurs
auxquelles on eft élevé , & font propor-
tionnelles 2 la hauteur du barometre en ces
endroits,

71. Nous avons dit que I'air fe comprimoit dans la rz2ifon des
poids, a trés-pea prés. Quoique Pexpérience d’apris laquelle
nous I’avons prouvé, donne le rap,ort des poids pour celut
des compreflibilités, & le donne aflez exaltement; 1l ne faut
pas conclure cependant qu’il en feroic de r.cme quel que fit
le poids dont on chargeat ['air. Il n’eft pas vraifemulable
qu’on puifle réduire un volume quelcenque d’air, 2 occuper un
elpace infiniment .petit, en le chargeant continucllement 3
non plus qu’a occuper un efpace infini, en diminuant (3 pref=
fion i Linfini. Cette extréme compreflibilité, & cetie ext-éme
dilatabilité ne iont pas dans la nature.. Néanmoins , lor(qu’il
ne s'agit que de hauteurs médiocres , on peut fuppofer que Vair
a différentes hauteurs, eft compriraé dans la raifon des poids
dont il eft chargé; & par la, on pect déterminer 4 peu pris;
3 quelle hauteur doit fe tenir le barometre, envertu du poids
feul de Pair, i différentes hauteurs. En effer, nous avons
vu ci-deflus (362) que D érant la pefanteur fpécifijue ou la
denfité 3 une hauteur quelconjue , la preffion que lair
éprouvoit,, ou pouvoit faire éprouver, en cet endroit, étoit
SDdx; denc fion appelle 4 la hauteur du baromerre en cet
endroir, onaura(en repréfentant par 1 Jad:nfi-é ou la pefanteur
fpécifique du mercure ) D d x = £, ou plutitf — Ddx=h,
parce que x croiffant, /2 diminue. D’un autre c6té , puifque Paic
et d'autant p'us denfe qu’il eft plus cha-gé, (2 denfié ou fa
‘pefantevr fpécifique augmente comme les poids done il eft
chargé, & par conféquent fi onapoelle H la hauteur du ba~
rometre au niveau de la mer, & p la pefanteur fpécifique de

Yair, i ce méme niveau;on aura Hi h::p : Dydonch = - 5
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donc f-Ddx==< E_D_ Différencions cette éguation en obfera
P

vantquep & Hfont conftants. Onaura - D dx == A dD, d’oit

. . dD -pd - P .

lonme-b— :-’-}{f; donc' I D e== .Pﬁx ~+ I C. Mais au ni-

veau de Ja mer, c'efl-d-dire, lorfque ¥==o, on doit avoir

D ==p; donc [p==/[C;donc C=p.Onadonc/D= it lp,
&obt Ton tire ID —~ Ip=""; oulZ =717  ou enfin
D -a H H

- ==¢H, e étant le nombre dont le .ogarithme eft 1, On

¢ -px

adoncD=pe H. Reprenant donc Péquation f— Ddx=15,

-px
& fubflituant pour D fa valeur, on aura A=/"pe H dx;inté=~
x
, 22
grale que (147 ) on trouvera é&re He H 4 donc enfin

P
h=HeH, oulh=IH— ‘D}—; » qui donnera la havteur Adu

barometre, i la hauteur x au-deflus du niveau de la mer ,
lorfqw’on connoitra fa hauteur A au niveau de la mer, & la
pefanteur fpécifique p de lair, i ce méme niveau, Pour don-
ner un exemple de Papplication de ce calcul, prenons 'obfer-
vation qui a été faite wu Pic de 1 eneriffe.

La hauteur de cette montagne a ¢té-trouvée de 13158 pieds
de f'aris, ou 157896 pouces. Au niveau de la mer, le mercure
fe tenoita 27 pouces 10 lignes, & au fommet duPic, & 17 pou-
ces ¢ lignes.

La peiantevr fpécifigne de Pair étant la 850¢ partie 3 peu
prés de celle de reauw, cellecila 14 partie de celle du
mercure,, la pefanteur {pécifique de V'air eft donc la 11900¢

artie de celle du mercure , que nous avons repréfentée par
unicé 3 ainfiy 00 & 4 . e . . e e 4 e e e .

1
P:‘:

11900
& == 157896 pouces
H = ayp°.;
donc
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P. 157896

donc 7 & =7 27 : Or on trouvera

11900x273"

157896
11900X27%
27 § eft 1, 4445652 qui érant mulgipli¢ (113 ) par 2,3025851,
donne pour le logarithme hyperbolique dont il sagir ici,
3, 3262343 , retranchant donc o, 4767147 on aufa

A =12,2495196. Multipliant ce dernier ( 113 ) par 0, 4342945
pour le réduire en logarithme des tables, on aura 1, 2375306
qui dans les tables répond 3 17%, 28 ou 177 3li, Or l'ob-
fervation a donné 17 ®- 5 ],

Au refey, nous ne devons pas diffimuler qu’on ne doit pas
regarder cette formule , comme pouvant donner bien exacte-
ment la hauteur du barometre a de trés-grandes hauteurs.
1°. Parce qu’ainfi que nous ’avons déja oblervé, I’ai# ne fe com~
prime pas proportionnellement aux poids, A toutes diftances.
22, Parce qu’i des diftances un peu confidérabes , la pefan-
teur diminue. 3°. Parce que la pefanteur fpécifique p de
Yair, eft wés-variable. 4°. Parce que les variations qui ar-
rivent dans les hauteurs du barometre, pouvant dépendre en
partie du reflort de Vair dilaté parla chaleur, ou condenfé par
le froid, il faudroit connoitre 'a&tion de ces caufes, i diffé-
rentes hauteurs. §°. Parce que les vapeurs & autres corps
étrangers dont Pair eft chargé, peuvent encore apporter beau-
coup de modifications 4 cetre détermination. Quoi qu’il en
foit, cet exemple eft toujours propre 3 montrer comment on
doir fé conduire dans I'application du calcul 4 ces fortes de
queftions.

37 2. Apres ce que nous venons de dire
fur le poids & le reffort de I'air, & fur la pref-
fion des fluides en général, il eft facile d’en-
tendre comment P'eau s’éleve dans les pom-

es.
P Il y a trois parties principales a confidérer
dans une pompe. Les tuyaux, les foupapes
& les piftons.
Le pifton eft un corps ABCI')Ddde bafe

= 0,4767147 ; le logarithme ordinaire de
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circulaire (Fig. 133, 134 & 135), qui peut
arcourir la capacité intérieure du tuyau
qu'on appelle Corps de pompe, & qui le rem-
lit exallement en la parcourant. La foupape
% eft deftinée & permettre & a fermer alterna-
tivement le paflage 2 Teau. Le corps de
pompe eft le tuyau que parcourt le pifton.
FGHK -eft un autre tuyau lié au corps de
pompe, & qui a fon extrémité inférieure
plongée dans I'eau dont je fuppofe que RS
eft le niveau.

Si l'on fuppofe qu'une puiffance P ( Fzg.
133 ) appliquée ala tige du piftor, vienne a
élever le pifton. L’air renfermé dans I'efpace
DVKHGFC, tendra par fon reflort, 3 occuper
Pefpace que le pifton laiffera libre; il foule-
vera la foupape £, pour entrer dans le corps
de pompe ; fon reflort diminuera & mefure
qu’il s’étendra. Il exercera donc fur la fur-
face G H de I'eau un effort moindre que
ne faic air naturel, fur les parties environ-
nantes RG, HS. L'excés de preflion de
la part de l'air extérieur, fera donc mon-
ter de l'eau dans le tuyau GK 3 une cer-
tainc hauteur A N, jufqu’a ce que le poids
de cette colonne, joint au reflort de Vair
reftant, foit égal au poids de Dair extérieur.
Alors la foupape E fe fermant d’elle-méme,
fi 1 on baiffe le pifton, Vair contenu entre le
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pifton & la bafe T/ du corps de pompe,
augmentera de reffort a mefure qu’on baif-
fera; il fera effort contre la bafe du pifton,
& s’échappera, fi fon reflort étant devenu
plus grand que celui de lair extérieur,
le pifton eft en méme-temps percé dun
trou recouvert d’une foupape L , qui
puiffe s’ouvrir, & fe fermer comme la pre-
miere. .

Cet air une fois forti, la foupape L re-
tombe, & f{i l'on recommence a lever le
pifton, l'eau s’élevera dans FGHK, a une
plus grande hauteur, par la méme raifon
que ci-devant , enforte qu’aprés un certain
nombre de coups de pifton, eile gagnera
le corps de pompe , ou érant une fois en-
trée, elle paflera a chaque abaiffement du
pifton a travers le trou dont il eft percé;
en levant la foupape, qui fe fermant eunfuite
par fon propre poids , retiendra au-deflus
delle, I'eau qui aura paflé, & que l'on éle-
vera en méme-temps que le pifton. Tel eft
le jeu de la Pompe fq/bz'ratzte.

uant a la Pompe foulante, voici fes effets.

Lor{qu’on fait defcendre le pifton PCD ( Fig.

134 ) que je {uppofe, ici, placé au-deflous du

niveau de Ueau RS, il fe fait un vuide entre la

foupape E qui eftalors fermée , & la bafe du

pifton. Le poids de I'eau agiffant conjointe-
2
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ment avec celui de lair extérieur contre la
foupape L, fait pafler 'eau dans le corps de
pompe. Lorfque 'cau cefle d’entrer, la fou-
pape L fe ferme. Alors i 'on remonte le pif-
ton, il chafle devant lui P'eau qui eft entrée ;
force la foupape £ de fe lever, & introduit
Peau dans la partie 7/ ¥ X. Le pifton ure
fois élevé , la foupape E fe ferme , & retient
Yeau, jufqu’a ce que, par une nouvelle opé-
ration femblable a la premiere, on en fafle
paffer de nouvelle, qui s’éleve dans T/ Y X
a proportion du nombre de coups de pifton.
Quclquefois le pifton eft' placé au-deflus
du niveau de l'ean; mais dans toute dif-
pofiticn cela  s’explique d’une maniere
analogue, Tel eft le jeu de la pompe fou-
lante. -

La pompe afpirante & foulante eft ainfi
nommée , parce quelle réunit les effets des
deux autres. Le pifton A BCD ( Fig. 135)
s’élevant , fait entrer l'eau dans Defpace
CDTVO par le moyen du tuyau FGHK,
comme dans la pompe afpirante. Puis, lorf-
qu’il s’abaifle, il foule 'eau contenue dans
cet efpace, laquelle ne pouvant échapper
par la foupape £ 'qui fe ferme d’elle-méme,
leve la foupape L, & pafle dans le tuyau
Momn. On peut varier beaucoup la conf-
truttion & la difpofition des parties des
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pompes ; mais leurs effets s’expliqueront tou-
jeurs facilement, par ceux que nous venons
d’expofer.

37 3. Voyons maintenant les propriéeés
fondamentales de ces machines.

Par le moyen de la pompe foulante, on
peut élever I'eau a telle hauteur que l'on
veut , pourvu qu'on y emploic une force
fuffifante.- Mais Deftimation de cette force
exige plus d'une confidération. Il faut avoir
égard aux dimenfions du pifton & des tuyaux;
a la hauteur 2 laquelle on peut élever l'eau ;
a la vitefle avec laquelle on veut I’élever.
Nous prendrons, ailleurs, cette queftion
dans toute fon étendue. Quant a préfent
nous nous bornerons a quelques-uns des
éléments qui peuvent fervir a la réfoudre. H
eft conftant que la puiffance néceflaire ,
pour élever I'eau a une hauteur propofée ,
doit du moins étre capable de faire équilibre
a la preflion que la bafe du pifton éprou-
veroit, fi lorfqu'une lame de fluide a atteint
Ia hauteur propofée, le tout demeuroir en
équilibre. Cleft cette preffion que nous al-
lons évaluer ici.

En général, la puiffance doit étre au
moins capable de foutenir le poids d'une
colonne d’eau qui auroit pour bafe celle du
pifton, & pour hauteur la diﬁla)néc depuis le

3
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niveau de 'eau RS ( Fig. 134 )jufqu’a lalame
fupérieure X' Y.

En effet, lorfque la bafe D C du pifton eft
au-deflous du niveau de 'eau RS ; il eft vifi-
ble que la puiflance n’a point & foutenir la
preflion de 'eau comprife entre RS & D C,
parce que cettc preflion eft contrebalancée
par celle de I'eau environnante qui fe tranf-
met par l'ouverture inférieure du corps de
pompe. La puiffance n'a donc 3 foutenir
que la preflion qu'exerce fur la furface D C,
le fluide compris entre RS& X ¥. Or (333)
cette preflion doit s’eftimer par celle d’un
feul filer qui auroit pour hauteur la diftance
de R§ 4 XY, doit, disje, s'eftimer par la
preflion de ce filet, répétée autant de fois
qu'il y a de points dans D C; elle eft donc
en effet, égale au poids d'une colonne d’eau,
qui auroit pour bafe D C, & dont la hauteur
feroit celle X'Y au-deffus du niveau de
Peau.

Lorfque le pifton eft au-deffus du niveau
fuppofé en R’ § : il eft dvident que leau
contenue entre D C& R'S’ ne charge point
le pifton. Mais comme elle ne peut, alors,
étre foutenue que par la preflion que lair
extérieur exerce fur la furface de l'eau en-
vironnante ; cette preflion de lair n’eft donc

plus capable de faire équilibre a la preflion
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de celui qui s’exerce A la furface X'¥. Par con-
féquent la furface DC du pifton eft furchar-
gée d'un poids équivalent a la colonne d’eau
qui auroit DC pour bafe, & dont la hauteur
feroit égale A la diftance de D Ca R'S'. Cette
frefﬁon jointe a celle quexerce fur D C,
‘eau. contenue entre DC & XY, & qui a
pour valeur le poids d'une colonne d’eau
qui auroit B C pour bafe & dont la hauteur
feroit égale 4 la diftance de DCaA X Y, fait
donc, encore, le poids d’une colonne d’eau
qui auroit D C pour bafe, & dont la hauteur
feroit celle de X' Y au-deffus du niveau R’ §’
de l'eau.

374. A l'égard de la pompe afpirante;
pour juger de fon effet, il ne fuflic pas d’¢~
valuer la puiffance; il faut examiner, avant
tout, {i I'eau pourra parvenir jufqu’au pifton ,
& méme s’élever au-deflus; car il y a des
circonftances ol l'eau s’arréte a un certain
terme, quelque nombre de coups de pifton
que Ton donne. Pour comprendre ceci,
imaginons que l'eau foit déja parvenue en J
{Fig. 133), la fituation a&tuelle du pifton érant
Ia plus baffe qu'il puiffe avoir; & fuppofons,
pour plus de fimplicité, que la pompe eft
d’'une groffeur uniforme par-tout. Il eft clair
que lair compris dans 'efpace CD I Z eft de
méme force, de méme reflore, q:ixe Pair ex-

41. .
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térieur (du moins, abfirattion faite du poids
de la foupape £, & de la réfiftance de fon
frottement ); car s’il avoit plus de reffort , il
s’échapperoit en levant cette foupape. Con-
cevons maintenant que le jeu du pifton, ou
I'étenduec qu'il parcourt a chague levée,
foit DO. Lorfque la bafe CD fera arrivée
en Q O, lair qui occupoit Uefpace CDIZ,
tend a fe répandre dans 'efpace QOIZ ; & fi
Yeau ne monte pas davantage, il s’y répan-
dra en effet. Alors fon reflore fera moindre
que celui de I'air naturel , dans le rapport de
CDIZaQO0IZ, oudans le rapport de D7
201 Donc fi cetee force de reflort, jointe
au poids de la colonne d’eau qui auroit, pour
hauteur, la diftance de Z1 4 RS, fait un
poids égal a 32 pieds d’ean en hauteur, qui
eft I'effort que 'air peut exercer fur la furface
del’eauen RS, il eftclair qu’il y aura équilibre,
& que I'eau ne montera plus; fi ce poids eft
plus grand que 32 pieds, elle retombera avant
que la foupape E puifle fe fermer; & s’il eft
plus petit que 32 pieds, P'eau continuera de
monter.

Voyons donc comment on peut déterminer
ce poids.

Nommons / la hauteur depuis le point O
jufqu’au niveau RS; 7 le jeu du pifton, ou

Vefpace DO qu'il parcourt; x la diftance OZ.
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Nous aurons D/ = x — 7, & la hauteur du
point / fera 2 — «x.

Puifque I'air renfermé dans CDIZ, ale
méme reffort que lair extéricur, fa force
peut donc étre mefurée par une colonne
d’eau de 32 pieds en hauteur; ainfi puifque
celle de cet air répandu dans 'efpace QOIZ,
doit &tre moindre , dans le rapport de
DI aOI, cette force fera le quatrieme
terme de cette proportion x : x ——i::32:

X (=i .
32X (28 Mais la force que ‘I’eau com-

x
prifc entre Z1 & RS, cxerce contre la pref~
fion extérieure de l'air, eft mefurée par la
hauteur # — x; donc celle du reffort de l'air,
répandu dans Pefpace Q O IZ, jointe a celle
du poids de I'eau comprife depuis [ Z juf-
quen RS, forme un poids total de

222(x=1) 4 h—x Or pour que I'eau puifle

'x - . .
toujours monter , il faut que ce poids foit
moindre que celui d’une colonne d’eau de

32 pieds; donc fi l'om nomme y, ce

dont il eft moindre, on aura . ... ...
200 =7) 4 h — x — 32 —y; d'ot l'on
% x = 32—Y

tire — 32 - fx — xx¢ = — x y & par conf{é-

=1 1 VE=
quentx—zb+zyiV(T) 314,
Pour que l'eau s’arréte, il eft clair qu’il

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : PB 192 C IV (1}



426 Couwrs

faut que y foit zéro. Et comme on a alors
x = =4 V' i%i—;.; dont les deux valeurs
font réelles i ; A% eft plus grand que 32z,
on peut donc dire que lorfque le quarré de
la moirié de la plus grande hauteur de la- bafe
du piffon au-deffus du niveau de l’eau , eft
plus grand que 32 fois le jeu du pifton, ily a
2oujours deux points ou [leau peur s’arréter
dans la pompe afpirante , en forte que la pompe
doit étre réputée mauvaife, fi le pifton lorf+
qu’il eft plus bas, fc trouve entre ces deux
points.

Mais {i 32 7 eft plus grand que § 4%, les
deux valeurs de x que Pon a en fuppofant
¥ =0, deviennent imaginaires ; ce qui an-
nonce que dans une pompe conftruite fui-
vant cette condition, il eft impofiible que
y foit zéro; donc la preflion de lair extérieur
fera toujours plus forte, & I'eau ne sarrétera

oint. Donc, pour que la pompe afpirante pro-
duife infailliblement fon effer , i faur que le
quarré de la moitié de la plus grande haureur
du piffon au-defJus du niveau de Ueau foit plus
petit que 32 fois le jeu du pifton.

Sidel'équation — 327+ hx —xx = — xy,
que nous avons trouvée ci-deflus, on tire

xx—hx 4-32¢
la valeur de y, on aura y == —.

X
Concevons maintenant que 4 B ( Fig.
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136 & 137) repréfentant la plus grande hau~
teur du pifton au-deflus du niveau de I'eau ,
& AD le jeu du pifton, on donne fuccef-
fivement a x, pour valeurs, les différentes
parties 4 P de la ligne 4B, & que l'on
porte fur les perpendiculaires P M, les va-
leurs de y qui réfulteront de ces fubfti-
tutions ; on aura une courbe MM C, qui
( Fig. 136) tant que % /24 fera plus grand
que 32 z, coupera A B en deux points / & 1’3
en forte qu’il y aura des ordonndes P M, de
part & d'autre de 4 B; les ordonnées qui
font & la droite, marquant les valeurs pofi-
tives de y; & celles qui font a la gauche,
marquant les valeurs négatives.

On voit donc que tant que + 44 eft plus
grand que 327, la preflion de l'air extéricur
eft toujours la plus forte jufqu’a ce que l'eau
ait atteint la hauteur B 1. Qu'a ce point
elle s’arrétera (abftra&tion faite du mouve-
ment acquis ), parce que la valeur de y eft
zéro. Mais fi P'eau par fon mouvement ac-
quis , paffe la hauteur BI', parvient a quel-
que point entre /& I’, elle ne pourra s’y
arréter , mais elle defcendra, (en fuppofant
que la foupape ne s’y oppofe pas ) parce
que la valeur de y érant négative , marque
que la preflion de lair extérieur eft plus foi-
ble, que les efforts réunis de 'eau & du
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reflort de lair intérieur. Si Pair stteint la
hauteur du point 7, elle pourra s’y arréter

ar la méme raifon que ci-deffus. Mais fi
elle paffe une fois le point 7, alors il n’y a
plus a craindre qu'elle defcende , parce que
les ordonnées P M comprifes entre 4 & I
érant toutes pofitives, font voir que la pref-
fion de lair extéricur eft toujours la plus
forte, depuis la hauteur du point 7 jufqu’a
celle du point 4.

Lorfqu’au contraire la valeur de * 2 % eft
plus petite que 32 ¢ (Fig. 137), la courbe
ne coupe plus l'axe A4 B; toutes les ordon-
nées P M font pofitives, la preflion de l'air
extérieur ¢ft donc toujours la plus forte. 1l
n'y a donc pas d’arrét a craindre. Ce qui
confirme & éclaircit ce que nous avons dit
ci-deflus.

Si la pompe afpirante étroit établie a une
hauteur ou a une profondeur fenfiblement
différente de celle a laquelle le poids de
Vair eft équivalent & une colonne d’eau de
32 pieds; il faudroit, dans tout ce que nous
venons de dire, mettre moins ou plus de
32 pieds. Ce moins ou plus peut {e déter-
miner par le barometre, en comptant autant
de fois 14 lignes de plus ou de moins a I'é-
gard de 32 pieds, que le mercure marquera
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de lignes au-deflus,, ouau-deflous de 27 pou-
ces & demi.

Dans le calcul précédent , nous avons re-
gardé la pompe, comme {i elle €roit d'une
groffeur uniforme ; lor{qu’elle ne l'eft point,
comme dans la Fig. 133, lafolution n’eft pas
plus difficile pour cela. Pour calculer Ief-
fort de Pair intérieur , lorfqu’on fuppofe que
V'eau n’eft pas encore dans le corps de pompe
XV lorlqu'elle eft en M N, par exemple ,
il faut faire cette proportion : lefpace
QOVNMTQ: CDVNMTC: : 32" font a
un quatrieme terme qui érant joint au poids
de la colonne d’eau qui a pour hauteur N4,
doit enfuite étre €galé a 32 — y, comme
ci-deflus. Au furplus, quand lc tuyau d’af-
piration F G eft dun diametre plus petit
que le corps de pompe, fi la condition
que nous avons exigée ci-deflus, a lieu,
Ia pompe ne peut manquer d’'avoir fon effet;
car l'air fc dilate encore plus facilement dans
celle-ci, que fi elle étoit d’'une groffeur uni-
forme.

Quant 3 Deffort dont la puiffance doit
&tre capable, pour foutenir 'eau a une hau-
teur décerminée X1 (Fzg. 133); it fe mefu-
re, ainfi que nous I'avons vu pour la pompe
foulante , par le poids d’une colonne d’eau,

qui auroit pour bafc, la bafe D C du pif-
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ton, & pour hauteur celle de XV au-def-
fus du niveau RS. (Nous faifons abftrac-
tion du frottement & du poids du pifton).
Cela fe démontre par un raifonnement fem-
blable 4 celui que nous avons employé pour
la pompe foulante , lorfque le pifton eft au-
deflus du niveau de 'eau R'S’' ( Fig. 134).

37 5. Lapefanteur & le reffort de lair,
fervent a expliquer beaucoup d'autres faits :
nous nous bornerons a en rapporter quel-
ques - uns,

Si dans un vafe ou il y a de I'eau, ou
tout autre fluide, on plonge ( fzg.138) la
branche la plus courte d’'un tube recourbé
D E F(qu'on appelle fiphon); & qu’on af-
pire, en {ucant ou autrement, l’air contenu
dans ce fiphon; I'eau montera & fortira par
F jufqu’a ce que, dans le vafe, elle foit
defcendue a Pouverture D.

La raifon de ce fait eft que lorfqu'on a
fait fortir l'air renfermé dans D E F, la pref-
fion de l'air extérieur agit fur la furface 4 B,
force le fluide de monter dans le fiphon &
de s’écouler par la branche E F. Et quoique
lorfque V’écoulement eft commencé , Tair
prefle le fluide, au point F', avec unc force
égale, a tréspeu pres, a celle qui prefle
la furface de Veau dans le vafe; néanmoins
la lame F eft preflée en fens coatraire,
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par toute la colonne d'eau [/ : cette
colonne doit donc tomber : mais en tom-
bant elle tend 2 faire un vuide en / qui ne
peut manquer d’éwre rempli par laction,
toujours préfente, de la preffion de lair fur
la furface de P'eau dans le vafe.

On voit par ce raifonnement, que pen-
dant Pécoulement, lair n’agit qu’avec un
effort proportionnel a la différence IF de
niveau, entre £ & la furface de I'eau dans
le vafe; en forte que I'écoulement fera d’au-
tant plus prompt , que les deux branches du
fiphon différeront davantage ; ainfi fi F & D
éroient de niveau , I'écoulement n’auroic pas
lieu. On dit communément que la branche
E F doit étre plus longue que la branche
ED; mais on_ voit quen s’exprimant ainfi,
on doit entendre que la hauteur verticale
de E au-deflus de F, doit étre plus grande
que celle de £ au-deflus de D. La longueur
abfolue n’y faitrien. On pourroit rendre D'E
beaucoup plus longue que EF, en contour-
nant DL de diverfes manieres ; tant que
le point D fera plus haut que F, le fluide
s’écoulera jufqu'a ce qu’il foic arrivé en D,
pourvu que la hauteur de E au-deflus de D,
ne pafle pas 32 pieds.

Lorfqu’en appliquant les 1évres a 'ouver-
ture d’un flacon, on afpire la liqueur qui
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y eft contenuc, les lévres s’appliquent for-
tement fur les bords de 'ouverture; & on a
d’autant plus de peine a les dégager, quon a
afpiré plus fortement.

Cleft qu'en afpirant une partie de lair
contenu dans le flacon, on diminue le reffort
de lair reftant a proportion de ce qu'on en
diminue la quantité; il n’eft donc plus en état
d’oppofer du dedans au dehors, une preflion
égale a celle que Pair extérieur exerce du
dehors au dedans. Cetre différence peut aller
jufqu’a faire caffer le flacon, fur-tout sil eft
plat.

Par une raifon femblable on explique pour-
quoi on a de la peine a ouvrir un foufflet
lorfqu'on en bouche louverture. Ceft qulen
¢cartant les panneaux, lair intérieur fe répand
dans un plus grand efpace, & diminue de
reffort 2 proportion : lair extérieur prefle donc
-plus du dehors au dedans , que l'air extéricur
ne prefle du dedans au dehors,

F I N.
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