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P R É F A CE. 

J E me fuis propofé dans cet Ouvrage , de 
mettre les Lecteurs en état d'entendre & d'ap
pliquer la Méchanique. L'étude des principes gé
néraux de cette fcience, eft facile, & n'exige 
gueres d'autres connoiffances mathématiques , que 
l'Arithmétique & la Géométrie ordinaires. Les 
abftractions qu'on s'y permet , & avec raifon d'a
bord , fimplirient l'objet : & une Méchanique qui 
fe borneroit à ces connoiffances générales, feroi t , 
fans d o u t e , à la portée des Lecteurs} mais les 
Lecteurs ne feroient enco re , que peu en état 
d'appliquer la Méchanique. 

Dès qu'on voudra rendre la Méchanique utile , 
il faut fortir des fuppofitions par lefquelles on eft 
obligé de commencer dans l'étude des principes 
généraux ; il faut ceffer de faire abftraction de la 
maiTe des machines, de leur pefanteur, du frotte
ment , &c. ceffer de confîdérer l'action des corps 
comme toujours réunie à leur centre de gravi té , 
&c. ceffer de regarder les machines comme ne 
partageant point l'action de la force motr ice , Sic j 
en un m o t , avoir égard à l'état réel & phyfique 
où font les chofes dans la nature. Dès lors !e nom
bre des éléments qui entrent dans chaque ques
t ion, étant augmenté, il devient néceffaîre d'em
ployer pour la réfolution de ces qucflions, des 
méthodes plus efficaces ; c'eft dans cette vue que 
nous avons fait précéder la Méchanique, d'une 
courte expofîtion des principes de Calcul qui fer
vent d'introduction aux Sciences Phyfico-Mathé-
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matiques. Nous nous y Tommes détermines d'au
tant plus volontiers qu'indépendamment ce ce 
que ces principes deviennent Couvent d'un ufrge 
indifpenCable, même dans des queftions qui au-
roient paru fort (impies , ils Cont d'ailleurs ( fi l'on 
en excepte ce qu'on trouvera en petit caractère , 
& dont l'ufage eff. moins fréquent ) une Cuite fi 
naturelle des connoifTances expofées dans la troi
s i è m e P a r t i e , qu'ils ne peuvent qu'être entendus 
avec facilité, dès qu'on poiïedera celle-ci. 

A l'égard de la Méchanique elle-même, les 
objets que nous y avons examinés Cont trop nom
breux pour pouvoir être partes ici en revue , avec 
quelque détail. Nous avons renfermé dans ce p r e 
mier Volume 3 tout ce que nous avons comprit 
ious îe nom de Principes généraux de la Mécha-
mque. C'eft-à-dire , les loix du mouvement {im
pie uniforme ou va r i é , les loix du mouvement 
compofé , la compofition & décompofition des 
forces ; fufage des moments pour cette compofî-
tion & cette décompofition j l'application de cette 
théor i e , à la recherche des centres de gravi té , & 
des propriétés de ce centre. Ces principes géné
raux , dont nous donnons d'ailleurs, par anticipa
tion , diverfes applications, particulièrement au 
navi re , Cont Cuivis des loix de l'équilibre des flui
des , & des corps qui y Cont plongés ; cette-partie 
a un rapport trop dired: au navire, pour ne pas 
trouver place dans cet Ouvrage. 

L e Cecond Volume renferme l'application d« 
ces principes généraux, à différents cas de mouve
ment & d'équilibre» Nous y avons examiné un très-
grand nombre d'objets ; & fi les bornes qu'il faut 



tnfin fe prefcrire, ne nous ont pas permis d'y en 
comprendre un plus grand nombre , nous efpé-
rons que ce que nous y avons d i t , ne remplira pas 
moins les vues que nous nous fommes propolées , 
de mettre les Le&eurs en état d'entendre & d'ap
pliquer la Méchanique. 

Au ref te , on ne doit pas perdre de vue que 
cet Ouvrage étant un Ouvrage de principes , on 
n'a pu ni dû fe livrer à beaucoup de détails dont 
pourroient être fufceptibles quelques-unes des 
queftions méchaniques qu'on y a traitées. Il en eft 
plufïeurs qu'il fuffit d'examiner avec un peu d'atten
tion 9 pour voir qu'elles doivent faire matière d'un 
ouvrage à part : nous nous fommes bornés à en 
expofer les principes. Telles font la plupart des 
queftions concernant le navire : cette machine qui 
fait tant d'honneur à l'efprit humain , dans l'état 
où elle ef t , ne lui en laiiTe peut-être pas encore 
moins à acquérir ; fur-tout fi l'on confidére que 
l'état ou elle eft parvenue, eft en grande partie 
Je fruit d'un très-long tâtonnement; mais que ce 
qui refte à faire pour la perfectionner , ne doit 
être attendu que du concours de l'obfervation avec 
la théorie. 

Les travaux de M, Bougue r , que l'on ne peut 
t rop confulter fur cet ob je t , ont déjà préparé de 
très-grands fecours ; Se les progrès a&uels de la 
Phyfique & du Calcul , donnent lieu d'efpérer 
que l'on fera encore des pas très-utile* dans cette 
carrière. 
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P R I N C I P E S 
D E C A L C U L 

Qui fervent d'Introduction aux Sciences 

Phyfico - mathématiques» 

N O T I O N S P R É L I M I N A I R E S . 

ï . N o u s avons donné dans la troifième 
Partie, les règles néceflaires pour calculer 
les quantités, dans tel état de grandeur qu'au 
puiffe les fuppofer. Mais nous n'avons 
ppint confidéré les variations par lefquellea 
ces quantités arrivent à tel ou tel état de 
grandeur. Ce nouvel objet à confidérer dans 
les quantités 9 donne lieu à une autre branche 
dcTAnalyfe, qui eft de la plus grande utilité 
dans les Sciences Phyfico - Mathématiques 
& principalement dans la Méchanique , où 
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Гон ne parvient fouvent à déterminer les 
rapports des quantités qui entrent dan» les 
queftions relatives à cette fçience, qu'après 
avoir confidéré les, rapports- de leurs varia
tions , c'eft-à-dire , des accroiflements ou 
des diminutions qu'elles Teçoivent à chaque 
inftant. 

Nous allons donc, avant que d'entrer en 
Méchanique j nous arrêter quelques moments 
fur cette partie du calcul qui a pour objet de 
décompofer les quantités jufques dans leurs 
Eléments , ôt de revenir de ces Eléments 
aux quantités mêmes. A proprement parler , 
ce n'eft point une nouvelle méthode de cal
cul , que nous allons expofer ; c'eft une ap
plication des méthodes de la troifieme Par
tie , & même une'amplification de ces 
règles. 

2 . Nous nous propofons deux objets : 
le premier , d'enfeigner à defcendre des 
quantités $ à leurs Elémentt ; & la méthode -, 
pour y parvenir, s'appelle calcul d i f f é r e n t i e l 

Le fécond , nous montrera la route pour re
venir des Éléments des quantités , aux qu'an* 
tités mêmes, 6c nous appellerons cette mé
thode, calcul i n t é g r â t , 

La partie de ces deux calculs qui nous im
porte véritablement, n'eft qu'un corollaire des 
méthodes de la trolieme Partie de ce Cours e 



6c peut être faifie avec facilité, dès qu'on eft 
ïnftruit de ces méthodes. Quant à la partie de 
ces mêmes calculs, qui exige des recherches 
plus délicates, ou d'une application moins 
fréquente, nous la diitinguerons, à l'ordinal 
re, par un caraclère d'impreflion plus petit. 

3. Comme nous allons considérer les 
quantités relativement à leurs Eléments , 
c'eft-à-dire, relativement à leurs accroiffe-
ments infiniment petits il convient . avant 
eue d'aller pius loin, d'expofer ce que nous 
entendons par quantités infiniment petites ^ 
infinies, &c. 6c de faire connoître ia fubor-
dination qu'on doit mettre entre ces quan
tités , dans le calcul. 

4. Nous difons qu'une quantité eft infinie, 
ou infiniment petite à l'égard d'une auire, 
lorfqu'ii n'eft pas poftibie d'affigner aucune 
quantité afTez grande ou allez petite p o u r 

exprimer le rapport de ces deux-là, c'eft-à-
dire, le nombre de fois que l'une contient 
l'autre. 

Comme une quantité ne peut, fans cefTer 
d'être quantité , ceiïer d'être fufceptible 
d'augmentation ou de diminution, il n'y a 
point de quantité fi petite ou fi grande à l'é
gard d'une autre, que l'on ne puiffe en con
cevoir une troiiième infiniment plus petite 
ou plus grande. Par exemple, Ci x eft in-
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fini à l'égard de a , quoique dès-lors il foie 
impoiïible d'affigner leur rapport, cela n'em
pêche point que je ne puiffe concevoir un© 
troifieme quantité qui foit à l'égard de x f 

ce que x eft à l'égard de a ; c'eft-à-dire, qui 
foit le quatrième terme d'une proportion 
dont les trois premiers feroient a:x::x:* 
ce quatrième terme qui eft ~ fera donc infi
niment plus grand que x, puifqu'il contient x 
autant que x eft fuppofé contenir a. De 
même, rien ne m'empêche de concevoir le 
quatrième terme de cette proportion x : a : : 
a : ; & ce quatrième terme qui fera ~ fera 
infiniment plus petit que a, puifqu'il doit 
être contenu dans a, autant que celui-ci eft 
fuppofé contenu dans Rien ne borne l'i
magination à cet égard, & l'on peut conce
voir , de même, une nouvelle quantité qui foit 
encore infiniment plus petite à l'égard de 
~ que celle-ci ne l'eft à l'égard de ¿7. On 
appelle cela des infinis ou des infiniment 
petits de différents ordres. 

En général le produit de deux quantités 
infinies ou infiniment petites du premier or
dre eft infiniment plus grand ou infiniment 
plus petit que chacun de fes deux faveurs : 
ea effet x y \y : ; x : i j or fi x eft infini, il 



contient une infinité de fois l 'unité, donc xy 
contient une infinité de fois y . Un raifonne-
jnent femblable fait voir qu'un produit ou 
une puifTance de tant de dimenfions qu'on 
voudra, & dont tous les fadeurs font infi
nis , eft d'un ordre d'infini marqué par le 
nombre de fes facteurs ; ainfi lorfque x eft 
infini, x* eft infini du quatrième ordre, 
c"eft-à-dire, infiniment plus grand que x*, 
qui eft infiniment plus grand que xz> qui lui-
même eft infiniment plus grand que x. En 
effet x* : x1 : : x% : xz : : x0, : x : : x : i. Ce fe-
roit le contraire fi x étoit infiniment petit ; 
alors # 4 feroit infiniment petit du quatrième 
ordre , c'eft - à - dire, infiniment plus petit 
que xz ; celui-ci infiniment plus petit que 
x2 ; ôc ce dernier , infiniment plus petit 
que x. 

Au contraire, une fra£lion dont le numéra
teur eft une quantité finie, & dont le déno
minateur eft une puifTance quelconque d'une 
quantité infinie, feroit d'un ordre d'infini
ment petit, marqué par l'expofant de cette 
puifTance. C'e f t -à -d ire , par exemple , que 

— eft infiniment petit du fécond ordre, fi x 

eft infini ; ~ eft infiniment petit du 3 e ordre. 

En C f f c t , i : i : : l : i : : i : * . 
' x2- X X A î 



Maïs fi un produit n'a pas tous fes fac
teurs infinis , alors fon ordre d'infini ne doit 
fe déterminer que par le nombre de fes fac
teurs infinis : ainfi axy n'eft que du même 
ordre que x y ; en effet a x y : x y : : a : i , & 
ce dernier rapport peut être évalué * fi a eft 
line quantité finie. 

Remarquons bien cette différence dana 
la comparaifon des infinis ou infiniment pe
tits , entr'eux ou à l'égard des quantités re
lativement auxquelles ils font infinis ou infi
niment petits. Si x eft infini à l'égard de a 9 

rien ne peut mefurer leur rapport ; mais 
dans la même fuppofition, le rapport de x 
à x multiplié ou divifé par tel nombre fini 
que l'on voudra, eft un rapport fini; ainfi 9 

x infini ou infiniment petit eft incompara
ble à l'égard de a , fuppofé un nombre fini; 
mais il ne l'eft point à l'égard de a x 9 puifquc 
x eft à a x : : i : a. 

Pour exprimer par le calcul qu'une 
quantité x eft; infinie à l'égard d'une autre 
quantité a ; ou, ce qui eft ia même chofe 9 

pour exprimer que a eft infiniment petit à 
l'égard de x 9 il faut, dans l'expreffion algé
brique où ces quantités fe trouveroient en-
femble, reîetter toutes les puiffances de x 
inférieures à la plus élevée, & par confé-
quent, aufïi, tous les termes fans x . Par 



exemple, fi dans , on fuppofe x infini 

à l'égard de a & de b , on {imprimera a & b 
ôc Ton aura ou pour la valeur de 

lorfque x eft infini. En effet , eft la mê

me chofe que ( en divifant, haut 

ce bas , par x ) ; or des qu on iuppole 
que x eft infini à l'égard de a & de 
les fractions ~ & ~ qui repréfentent les 
rapports de a & de b à * , doivent 
néceffairement être fupprimées , puifque , 
par cette fuppofition même, ces rapports 
font au-defTous de toute quantité, Ci pe
tite qu'on veuille la fuppofer ; donc dans 
ce cas la quantité propofée doit fe réduire 

Pareillement, Ci l'on avoir x9 •+• a x b , 
on le réduiroit à x1, Ci l'on a deffcin de fa-
voir ce que vaut cette quantité , lorfque x efl 
infini. En effet, on vient de voir que dans 
cette fuppofition on devoir fupprimer b vis-
à-vis de ax\ or x% eft lui-même infini à l'é
gard de ax , puifque x1 : ax : : x : a ; donc 
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ou on ne rejettoit pas 

îe calcul n'exprimant point alors que 
font des rapports au-deifous de toute quan
tité afîignabie , ne répondroit point à ce que 
Ton demande , favoir quelle eft la valeur 

j>ar la même raifon on doit rejetter ax vï*-
a-vis de x1 ; donc la quantité doit, alors, 
être réduite à x1. 

Au contraire, fi x étûit infiniment petit 9 

il ne faudroit conferver que les termes où 
l'expofant de x eft le plus petit ; ainfi xx a x 
fe réduit à ax, lorfque x eft infiniment pe-
tit. - f e réduit à -r, lorfque x eft infini-
ment petit. 

On ne doit pas craindre que ces omififions 
altèrent les conféquences que Ton tirera des 
calculs auxquels on les appliquera. Au con
traire , ce n'eft que par ces omiffions que Ton 
exprime ce que l'on a deffein d'exprimer f 

c'eft-à-dire, que x eft infini ou infiniment 
petit : ce.n'eft que par elles qu'on peut arriver 
à une cdnelufion conforme à la fuppofitiort 
qu'on a faite. Or fi lorfqu'on fuppofé x infini, 
on ne rejettoit point les termes que nous ve
nons de preferire, fi, par exemple, dans 



de cette quantité lorfque x e& infini : en un 
mot en attribuant encore à t : — quelque 
influence fur la valeur cherchée, on contre-; 
diroit la fuppofition que l'on a faite. 

Nous ne manquerons pas d'occafions de 
vérifier l'exactitude de ce principe fur Fo* 
mifiion des quantités infinies des ordres in
férieurs ; mais en attendant, voici un exem* 
pie qui peut venir à l'appui du raifonne-
ment que nous venons de faire. Concevons 
la fuite i , | , | , f, &c : les termes de 
cette fuite, comme on le voit, approchent 
de plus en plus de l'unité , & on conçoit 
que jamais ils ne peuvent jjafler cette limite-
Chaque terme peut être repréfenté par 
en mettant pour x le numéro de ce terme. 
Puis donc que les termes approchent fan» 
celle de l'unité, Se d'autant plus qu'ils s'é
loignent plus de l'origine, ils n'atteindront 
donc cette limite qu'à une difiance infinie 
de l'origine; donc pour avoir le dernier 
terme de cette férié, il faut fuppofer dans 

que x tû infini ; or conformément au 
principe, cette quantité fe réduit alors à 
c eft-à-dire à i ; donc Fomiffion du terme 
«+* i dans 9 loin d'altérer la conclufion 9 



eft au contraire ce qui la donne telle qu'elle 
doit être. En un mot en faifant cette omif-
fion, on agit conféquemment à la fuppofi
tion qu'on a faite. 

Telle eft la fubordination qu'on doit met
tre dans le calcul, entre les quantités infi
nies ou infiniment petites de différents or
dres. Mais dans l'application de ce principe 
fur romifïion des quantités, il peut fe pré-
fenter quelques cas fur lefquels il eft bon de 
prévenir le lecteur. 

Suppofons qu'on ait les deux quantités 
xx -H ax -4- b, & xx H- ax H- c : lorfque x eft in-
fini3 il eft indubitable que chacune fe réduit 
à xx ; enforte que leur différence, dans ce 
cas femble être zéro. Cependant fi l'on veut 
avoir leur différence, on trouve qu'elle eft 
b — c ou c —• b, quelque foit x, infini ou non* 
Voici la folution de cette difficulté appa
rente. 

La différence de ces deux quantités eft 
réellement b *— c ou c — b ; mais lorfqu'on 
cherche cette différence après avoir fuppo-
fé x infini dans chacune ; c'eft demander ce 
que cette différence eft par rapport à ces 
quantités mêmes : or comme elles font alors 
infinieschacune, on doit trouver comme 
on le trouve en effet, que cette différence 
eft zéro par rapport à elles. Lors donc qu'on 



ÉLÉMENTS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL, 

6» LORSQUE l'on confidere une quantité 
variable comme croiffant par degrés infini
ment petits, fi Ton veut connoître la valeur 

demande ce que devient, par la fuppofitiort 
de x infini, le réfultat de certaines opérations 
fur plufieurs quantités, c'eft dans le réfultat 
même qu'on doit exécuter la règle donnée 
ci-defius , & non pas dans chacune des 
quantités féparément prifes. C'eft ainfi 
qu'on trouvera que la fomme de—xx-^-ax-^rh 
& xx-hbx~+-c , lorfque x eft infini, fe réduit 
à ax-\-bx ; car, en général, elle eft ax-¥-bx 
~h£~+-c qui lorfque x eft infini , fe réduit 
à ax-\-bx. Pareillement fi Ton avoit. . . • • 
x—V^xx—bb ; cette quantité lorfque x eft 
infini , femble être zéro. Mais comme 
V~xx—bb n'eft qu'une indication de la ra-« 
cine de xx—bb y il faut pour avoir fa diffé
rence avec oc réduire xx—bb en férié (Algm 

14P ) ; alors la quantité x—Vxx—bb fera 
x — ^ v ~ &c. ou h — -4- &c.. 
qui lorfque x eft infini par rapport à b, fe 
réduit a —. 



de ces âccf oiilements, ce qui le pré fente de 
plus naturel, eft de déterminer la valeur de 
cette quantité pour un inftant quelconque ̂  
éc la valeur de cette même quantité pour 
l'inftant immédiatement fuivant : alors la 
différence de ces deux valeurs eft Taccroif-
fement ou la diminution que cette quantité 
reçoit : c'eft auffi ce qu'on appelle la diffé-
rence ou la différentielle de cette quantité. 

7« Pour marquer la différentielle d'une 
quantité variable fimple, comme x ou y 9 

on écrit dx y ou dy ; c'eft-à-dire, qu'on fait 
précéder cette variable , de la lettre d ini
tiale du mot différence. Mais lorfqu'on veut 
indiquer la différentielle d'une quantité 
compofée comme x2,, ou $xî-h3xt

 9 ou 
Vx* — a a y &c. on renferme cette quantité 
entre deux parenthèfes que l'on fait précé
der de la lettre d ; ainfi l'on écrit d ( x1 ) y 

d ( $xl -4- 4 * 2 ) 9d ( \fxx — ax), &c. 
Dorénavant nous repréfenterons les quan

tités variables , par les dernières lettres 
t y Uy x y y y £ de l'Alphabet ; 6c les conf-
tantes y ou celles qui confervent toujours 
la même valeur y nous les repréfenterons par 
les premières lettres ayby c, &c. & lorf
que nous en uferons autrement , nous en 
avertirons. Quant à la lettre d elle ne fera 



employée à d'autre ufage qu'à défigner la 
difFérentielle de la quantité qu'elle précédera.. 

8 . Suivant l'idée que nous venons des 
donner de la différentielle d'une quantité ,. 
on voit que pour avoir la difFérentielle lorfc 
que la quantité ne renferme que des varia
bles au premier degré & non multipliées ni 
divifées les unes par les autres, il n'y a au
tre chofe à faire qu'à affecter chaque varia
ble de la caraêtériftique dy en confervant 
d'ailleurs le figne de chacune ; par exemple, 
la.différentielle de x-\-y*—^fera dx-t-dy 
— En effet, pour avoir cette différen
tielle , il faudroit confidérer x comme deve* 
nant x -+- dx ; y comme devenant^ dy ; ôe 
^ comme devenant \-\-d\ 9 alors la quan* 
tité propofée qui eft actuellement x^y 
deviendroit x-hdx-hy~hdy—^—a\ ; prenant 
donc la différence de ces deux états , on 
aura x-+-dx-r-y-4-dy—^ — d^—'X—y~\~?iî 
c'eft-à-dire, dx-^dy— a\ pour la différen
tielle. 

Il en feroit de même, fi les variables qui 
entrent dans la quantité propofée , avoient 
des coefficients ou multiplicateurs confiants : 
ainlila différentielle de jx-+-3y5eft $dx-+~3dy; 
ceile de ax^by , eft a d x -4- b dy. ; en effet, 
lorfque x & y deviennent x h- dx §Cy~\-dyf 

b quantité ax-hby devient a {x-h dx) -+«• 
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* Pour éviter l'équivoque 
dans la manière d'écrire . il 
«onyiendra d'écrire h der

nière , la variable qui devra 
être affectée de la carû&crik 
tique d% 

^ (y <fy ) , c'eft-à-dire, ax-ï*adx~*-by-k-bdy ; 
donc la différence des deux états, ou la dif
férentielle, eft adx -+-b dy\ c'eft-à-dire qu'en 
général, il faut affecte chaque variable de 
la cara£lériftique d. 

Si dans la quantité propofée il y avoit un 
terme tout confiant, la différentielle feroit 
la même que s'il n'y étoit point. C'eft-à-dire, 
que la différentielle de ce terme feroit zéro ; 
cela eft évident , puifque la différentielle 
n'étant autre chofe que l'accroifTement, une 
quantité confiante ne peut avoir de différen
tielle fans ceffer d'être confiante ; ainfi la 
différentielle de ax -+- b eft amplement adx* 

9. Lorfque les quantités variables font 
fimples , mais multipliées entr'elles, alors 
il faut fuivre cette règle.., Différencie^ fuc-
ceffivement par rapport à chaque variable, 
comme Jl tout le rejle étoit un multiplicateur 
confiant *. 

Par exemple , pour différencier xy , je 
différencie d'abord comme fi x étoit conf
iant , & j'ai xdy ; puis je différencie la même 
quantité xy comme Vxy étoit confiant, & 
j'ai ydx, enforte que la différentielle totale 
de xy eft x dy - H y dx» 



La raifon de cette règle fe trouvera en 
remontant au principe. Pour avoir la diffé
rentielle de xy, il faut confidérer x comme 
devenant x-*~dx , c'eft-à-dire , augmentant 
de la. quantité infiniment petite dx ; ôc y 
comme devenant y-f- dy, c'ëft-à-dire , aug
mentant de la quantité infiniment petite dy; 
alors xy devient ( x-hdx ) x (y -k-éy), c'eft-
à-dire, xy-t- x dy -k~y dx-H-dydx ; donc la 
différence des deux états , ou la différen
tielle , eft xy ^xdy -\-y dx^r dydx — xy % 

oii: xdyr'«4-ydx-h dydx ; mais peur que le cal
cul exprimeiqùe-dy ôc dxfont des quantités 
infiniment petites comme' on le'fuppofe , i! 
faut {£ ) otiiettre dydx qui ( 4 ) eft infini
ment petit du fécond; ordre y 6c par confe-
quent infiniment petit à l'égard de xdy ÔLydxr 
qui font infiniment'petits du premier ; donc 
enfin la .différentielle de xy ou d {xy:) eft 
xdy ~\-ydx, comme.le donne la règle. 

On trouvera de même, eri fuivant la rè
gle , que, la difFérentielle de xy%'eft xyd^-jh 
x7cdy-*~y^dx, en différenciant d'abord com
me fi xy étoit confiant, puis comme fi x £ 
étoit confiant, 6c enfin comme fi y* étoit 
confiant. Et on le démontrera comme ci-
deffus en regardant x ,y & ̂  comme devenus 
x-^dx, y-hdy , ôc^-f- d^', auquel cas xy^ 
devient {x (y ~h dy) \ £ -h d\ ) ou xyç~i* 



xyd\-\« x %dy -k~y^dx -\-ydx d %dydx -h 
xi\dyH~dxdyd^; donc la différence des deux 
états fera , après avoir réduit, ôc rejette lea 
înfiniments petits du fécond ôc du troifieme 
ordre , xyd^-^x^dy-i-y^dx , ainfi que le 
donne la règle. 

I o« Si la quantité propofée eft une pui£-
fance quelconque d'une quantité variable , 
alors fuivez cette règle : Multiplie^ par l'ex~ 
pofant , diminue^ cet expofant d'une unité, &. 
multiplie^ par la différentielle de la variable, 

Ainfi, pour appliquer la règle à x ' j'aurai 
2.x dx , en multipliant par l'expofant a , di
minuant l'expofant 2 de, i , cV multipliant 
enfin par la différentielle dx de là variable x. 
On trouvera de même que la différentielle 
de x3 eft 3 x% dx ; celle de :c 4 ,qx* dx ; celle 
de x'1 , — x'1 dx ; celle de x~%

 A — 3 x'* dx ; 
j j_ h 

celle de x * eft ~ x * '-dx % celle de x J 

eft f x * dx ; & , en général, celle de xm, eft 
m x771'1 d x 9 quel que foit d'aiileurs l'expo
fant m, pofitif ou négatif, entier ou frac
tionnaire. 

PCTT trouver la raifon de cette règle , re
montons encore au principe. Regardons x 
comme devenant x-i~dx> (dx étant infini
ment petit); alors xm devient ( x dx) m\ 
c'eft-à-dire a eu appliquant les règles don

nées 



nëes (Alg, 14P ) , devient xm -4- mxm~l dx-^ 

&c. ou ( parce que le 

terme m. • xm'% dx% eft infiniment pe
tit du fécond ordre, & que les iuivants le-
roient encore d'ordres inférieurs,.) devient 
xm^mxm'1dx ; donc la différence des 
deux états, ou la différentielle de xm, eft 
-\-mxm~J dx — xm

 y c'eft-à~d«re, mxm~l dx. 
S'il y avoit un coefficient ou multiplica

teur confiant , cela n'apporteroit aucun 
changement ; il refteroit dans la différen
tielle tel qu'il eft dans la quantité ; ainfi 
d {axm) eft maxm-ldx. 

I r. Voilà tout ce qu'il eft néceffaire de 
favoir pour être en état de différencier 
toutes fortes de quantités algébriques ; ainfi 
tout ce qui va fuivre, ne fera plus qu'une 
application de ces règles. 

1 2 , Si l'on avoit ^c'eft-à-diré, une frac
tion, on écriroit ainfi cette quantité xy'1 , 
félon ce qui a été enfeigné ( Alg, 141 ) $ 
& alors appliquant la règle donnée ( p ) 
on auroit d (xy-ï) = xd (y~1)-+-y1 dx 9 

& par conféquent ( 10 ) d ( xy1 ) =— 
xy* dy-hy1 dx. 

Si l'on réduit cette Quantité, on aura —= 
ou ; où Ton voit que là 
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différentielle d'une fraction ~ , eft égale à la 
différentielle dx du numérateur multipliée par 
le dénominateur jy, moins la différentielle dy 
du dénominateur, multipliée par le numéra
teur x, le tout divifé par le quarré du dénomi
nateur ; ôc c'eft la règle que l'on donne ordi
nairement pour différencier les fractions ; 
mais on peut fe difpenfer, comme on le voit, 
de charger encore fa mémoire de cette nou
velle règle : il fufïit de faire paffer le dénomi
nateur au numérateur, félon la règle donnée 
(Alg. 141 ) ôc de différencier enfuite. 

1 3 . Si l'on veut différencier ax3y*, on 
regardera d'abord x* Ôc y1 comme deux va
riables fimples , Ôc ( p ) on aura d ( a x*y* ) 
s=r axvd (y2 ) -4- a y* d( x* ) ; puis ( 10 ) on 
aura d ( a xly2 ) = 2. a x*y dy -h 3 ay2 x1 dx. En 
général d(axmyn) = axmd(yn)-haynd{xm)=z 
naxmyni dy-\-maynxm-ldx. 

I 4 . Si la quantité qu'on veut différen
cier , eft complexe, mais fans renfermer de 
puiffances de quantités complexes, on dif
férenciera féparément chacun des termes 
qui la cornpofent : ainfi d(ax3~hbx'i-±-<cxy)=z 
3 ax* dx-\-2 bxdx~hcxdy~\-cydx. De même 

d ( ax"" -4- bx -4- ^ =a d ( axz -4- bx -4- cx'y ) = 
2. axdx-*rbdx — 2 ex"5 y dx 4 - c x - î dy. De 
même d ( x^y -4- ayz -4-£* ) — 3 x*ydx -4- x*dy -4-
zavdv . en fe raonellant n u e la conftaore. />* 



n'a point de difFérentielle, ou que fa diffé
rentielle eft zéro. 

I 5. S'il y a un expofant total ^ comme" 
dans ( a-hbx -Hex 2 ) 5 on regardera toute la 
quantité affectée de cet expofant, comme 
une feule variable que l'on différenciera fé
lon la règle donnée ( i o ) pour les puiffances : 
ainfi d{a -f- bx-h cxl ) 5 = y ( a H- bx - 4 - ex1 ) 4 x 
d (a-±<bx-+-cxz) = ; (aH-b x-¥-cxz ) 4 x 

( /»t/jc-f- 2cxdx ). De même </ ( d H-bx* ) 3 === 

zbxdx — 2— bxdx (d-+-bx* ~U 
I 6* Si la quantité étant toujours com> 

plexe , étoit d'ailleurs compùfée de diffé
rents facteurs > on regarderoit chaque fac
teur comme une variable fimple , & l'on 
fuivroit la règle qui a été donnée ( p ) pour 
un produit de plufieurs variables (impies : 

ainfi ( à -+~ b x1, ) 3 qu'on peut regarder 
comme compofé des deux facteurs x1 ÔC 

( a-k-bx*) S donnera d(x* ( û-f- bx2 ) *")==s 

{ a -t- ) T r/( x 3 ) Hh x* d {a -4- $ .v* ) ^ qui ^ 
par les règles précédentes , devient 

3x*dx(d-hbx2) * ~h^bx*dx(a-hbx*) », 
Pareillement </ 
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c'eft-à-dire 
qui fe change 

en & fe réduit à 

1 7 » Si la quantité propofée eft radicale, 
e n fubftituera aux radicaux, des expofants 
fractionnaires, comme il a été enfeigné 
(Alg. 128 ) , ôc Ton différenciera enfuite fé
lon les règles ci - deffus. Ainfi d ( V x ) = 

Des Différences fécondes 3 troijkmes 3 ùc. 

18. INDÉPENDAMMENT des différentielles que nous venons 
de conlidérer , & qu'on appelle Différences premières » on 
confidere au'iïi les différences fécondes , troifiemes , &c. Pour 
marquer celles-ci , on fait précéder la variable de deux lettres 
d, s'il s'agit d'une différence féconde ; ds trois lettres d, s'il i V 



gît d'une différence troifîeme, & ainfi de fuite ; par exemple, 
ddx marque la différence féconde de x. 

Lorfqu'il s'agit des différences fécondes, on regarde la va
riable comme augmentant par degrés inégaux, mais dont la 
différence eft infiniment petite à l'égard de ces accroiflements 
mêmes. Ainfi ddx eft infiniment petite à regard de dx. D e 
même dans les différences troifiemes, dddx ou <f! x (car on 
les marque également de ces deux manières ) eft infiniment 
petite à l'égard de ddx ; & ainfi de fuite. 

Pour marquer le quarré de dxy on devroit naturellement 
écrire ( dx ) 1 y mais pQtur fimpiiher-, on écrit dx1 , ce qui ne 
peut caufêr de méprifè , & être pris pour la différentielle de xz

 9 

que nous fommes convenus de ma-rquër ainfi d(xl). 

Obfèrvons bien que quoique ddx Se dx"- fbient -tous deux 
infiniment petits du fécond ordre, ces deux quantités ne font 
pas égales emr'elles ; ddx eft la différence féconde de x, ou 
la différence de deux différences'confécutives'de x'; & dxx eft 
le quarré de dx. 

Pour déterminer les différences fécondes , ce qui,(è pré
fente naturellement eft ..'de'" confidérer la quantité variable , 
dans trois états confecutifs", infîhiment veifius ; prendre la dif
férence du fécond état au premier , ceiie du troifieme au fé
cond ; Se enfin prendre la différence de ces deux différences. 
Par exemple, le premier état de x eft x ; au fécond inftant, 
x augmente de la quantité dx & devient x -** dx ; dans l'info 
tant fùivant x-\~dx augmente de la quantité dx-t-d (dx), 
d(dx) marquant ce dont l'accroifTement du fécond inftant 
iurpafle celui du premier, ou la différence de::dx, Ainfi les 
trois états confecutifs de la quantité x font x , x -H d x t 

x - h a dx-k- d (dx ) . La différence du fécond & du premier 
eft dx ; celle du troifîeme & du fecend eft d x-h- d ( dx } j 
enfin la différence de ces deux différences ou la différence 
féconde de x , eft d ( dx ) ; on a donc ddx — d (d x). Donc 
vwr avoir les différences fécondes, il faut différencier les diffé
rences premières félonies règles qui ont été données pour avoir 
celles-ci. 

Par exemple , pour avoir la différence féconde de xy, î« 
f rends fa différence première qui eft xdy -\-jdx ; je différencie 
maintenant^ celle-ci , comme fi x & d x, y & dy étoient au» 
tnnt de variables différentes, & j'ai xddy-j-dydx-^dydx-hyddx^ 
ou xddy •+• idyds. - r y ddx. Pareillement, la différence féconde 
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de x1 Ce trouvera en différenciant d'abord ** , ce qui donne 
z X dx ; puis différenciant z x dx comme û x 8c dx étoient deux 
variables fîmes, ce qui donnera % x ddx-\- x dxz. On trouvera 
de même que dd ( a xm) =:d(m a xm d x) =zm,m-i axm~* 
tfx1-ï'Hiax™-1 ddx*. 

Si l'on avoit à différencier une quantité dans laquelle il en

tre déjà des différences premières, fbit qu'elle vînt ou ne vînt 

pas d'une différenciation exacte , on fuivroit la même mé

thode. Ainfî d(xdy) =xddj-\-dxdj. Pareillement d 

D e même 

,S i , au contraire» 

* 11 P E U T FE PRF'FCNTER , FUR CETTE 

M A N I È R E D E P R E N D R E I E S D I I R É R E N C C ; 

F É C O N D E S , U N E D I L Ï C U L C É Q U ' I L EIT 

B O N de P R C V C . - . I R . Q U A N T I OII C I . T E R 

M I N E LES D I I T C R E N C E S P I E M I E R O S , 

C M »EJETTE LES Q U A N T I T É S I N F I N I M E N T 

P E T I T E S D U F É C O N D O R . U E ; OR , I < \ ; 

D I F F É R E N C E S F É C O N D E S ÉTANT ATII'II 

I N F I N I M E N T P E T I T E S D U F É C O N D O R 

D R E , N E O O I C - O N P A S C R A I N D R E , Q U E 

I« Q U ' O N a rçjçrté D A N S l 'échu-

tîon rlci premières, ne rende les 
fécondes dcfcûutfufes .<* Non ; parce 
que cet infiniment périt <iu Je-, 
cond ordre , qu'on a rejette , ne 
peut donner po:!r fa dùrèrentielle 
qu'un infiniment petit du troisiè
me ordre , qui «loi; être rejette 
vis-à-vis de la ([ifttrcr.ee féconde, 
puifqi;.- ce'!e-ci elt iu.'i-.'hnem pe-« 
tic du fecov.d. 

i p . Il arrive (ôuvent que dans les calculs où il entre plufîeurs 
variables, on fuppofè confiante la différence premiere de Tuna 
de ces variables. Cette fuppofîtion qui eft permife , parce qu'on 
peut toujours prendre une des différences premieres pour terme 
fixe de comparailon des autres différences premieres, cette 
fuppofition , dis-je, Amplifie les calculs , en ce que les termes 
affectés de la différence féconde de cette variable, ne fe trou
vent plus dans le calcul , puifque.fi dx eft confiant, on a 
dd:C z=~ o , ce qui fait difparoître tous les termes affectés de ddx» 
Il n'y a d'autre attention à avoir dans ce cas que de ne point 
différencier "d % ( o u la différentielle confiante) , dans les ter-

d x 

mes où elleTe rencontre. Ainfî, la différentielle de , prifê 

en fûppofânt dx confiant, ou d( dx dy-1 ) dans cette même 

fuppofîtion., eft'—- dxdy* ddy ou 
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on (uppbfe dy confiant, elle eft 

10. A l'égard des différences troiliemes, on voit , en rat
ionnant comme ci-deflus, que pour les avoir il faut de mêm« 
différencier comme à l'ordinaire , les différences fécondes, 
en regardant les variables , leurs différences premières , & 
leurs différences fécondes, comme autant de variables diffé
rentes ; & ainfi des autres différences plus élevées. Il faut feu-< 
lement obferver que fi dans le paffage des premières diffé-« 
rences aux fécondes , l'une des différences premières a été fùp-
pofée confiante , on doit la regarder comme confiante dans 
toutes les autres différenciations. 

Remarques, 

2 I . Nous avons fuppofé, dans tout ce 
qui précède, que les variables x , y , &c , 
augmentoient toutes en même temps ; c'efl-
à-dire , que x devenant x -f- d x ,y devenoit 
y H- dy , & ainfi des autres. Mais il peut ar
river que les unes diminuent pendant que 
les autres augmentent. Dans ce cas, il faut, 
après la différenciation, changer dans le 
réfultat, le figne de la différentielle de la 
variable qui va en diminuant. Ou bien, 
on peut laiffer la différentielle telle que 
la donnent les règles précédentes ; mais 
dans Tapplication quJon en fera à une 
queflion, il faudra avoir foin de prendre né
gativement la quantité que repréfente la 
différentielle de la variable qui va en dimi
nuant. En effet, Ci y vient à diminuer d'une 
quantité q , ôc que par la différenciation 
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vous ayez fuppofé tacitement que y 3e* 
venoit y -H dy y il faut donc que y — q =* 

jy-f-*(y,ou que —^ — dy, ouqucq~-~dyi 
ainfî dans ces cas , ce que vous auriez ap
pelle vous rappellerez — dy, par-tout 
ailleurs que dans la différenciation : nous 
verrons des exemples de cela , par la fuite» 

Il en fera de même des différences fécondes à l'égard des 
différences premières. Si la différence première va en dimi
nuant, vous n'en différencierez pas moins comme à Tordi-
naire , mais dans l'application à quelque queftion, vous ap
pel lerez— ddy, ce que vous auriez appelle ddy , fi dy eft 
3a différence dont il s'agit» 

Telles font les règles pour différencier 
les quantités , lorfqu'elles font préfentées 
immédiatement. Mais il arrive fouvent que 
ce n'eft pas tant fur les quantités mêmes , 
que fur certaines expreflions de ces quanti
tés que l'on a à opérer. Par exemple, au 
lieu des angles on emploie fouvent leurs 
finus , tangentes , &c, de même , on eft 
fouvent forcé d'employer les logarithmes 
des quantités , au lieu des quantités mêmes. 
Voyons donc comment on doit différencier 
ces fortes d'expreflions. 

JJes Différentielles de Sinus ^ Cojlnus $ 

22. LORSQU'ON a à différencier une 
quantité telle que fin ^(ou finus de l'angle. 



ou de l'arc t_), il faut concevoir que l'an
gle t_ devient ^ -4- dr^9 ôc alors fin ( ^ ) « 
///z £ eft la différentielle de yz/z .̂ Or félon 
ce qui a été dit ( Géom. 284 ) ,yz/z ( ̂ -f- ^ ) — 
yz/z ̂  cof dr_ -4- 72/2 c q / ~ e n fuppofant le 
rayon = 1. Mais le finus d'un arc infiniment 
petit dr_ eft cet arc lui-même , & fon cofinus 
ne diffère point du rayon ; on a donc fin d^ 
= d7L & cof ¿ ( = 3 1 ; donc fin ( ? -H =» 
fin^-t- a\ cof\ \ donc /?/z ( \ -f- <z\ ) — fin 
ou d {fini) =» ^ cof\ \ c'eft-à-dire, quW 
# /¿2 différentielle du finus d'un angle ou d'un 
arc dont le rayon efl l'unité, en multipliant la 
différentielle de l'angle , par le cofinus de ce 
même angle. 

1 3 . Pareillement la différentielle de cof s> 
ou cof ( £ -\rjd7^ ) — cof 1 = cof r_ cof d^—• 
fin \fin d^ — coj\y puifque ( Géom. 28 $• ) 
cof ( ^ - r - ^ ) = cof £ co/° d ^ — dr ; 
donc, eu égard à ce que /zVz d ^i=.d\y ôc 
<?q/" ̂ = i , o n a J ( ce/ 7) = ce?/ ̂  — d^fin 7L 

—- coJT̂  = — d^fin c'eft-à-dire, qu'0/2 <z 
/a différentielle du cofinus d'un angle dont le 
rayon efi 1, en multipliant la différentielle de 
l'angle ( prife avec un figne contraire ) , par le 
finus de ce même angle. 

Ainfi pour récapituler, on a d {fin \ ) =3 
dicofi, &d( coj\ ) = — difin ^ 

A l'aide de ces deux principes ; on peut 



parce que ( Géom. 2 8 1 ) 

Donc la différentielle de la tangente d*urt 
angle dont le rayon eji 1 , efl égale à la diffé
rentielle de Vangle > diviféc par le quarre du. 
cofinus de ce même angle. 

D'où l'on peut conclure aufli que la difFé
rentielle d'un angle, efl égale à la différen
tielle de la tangente de cet angle 3 multi-

différencier toute quantité compofé*e de 
finus & de cofinus, &, cela en appliquant 
les règles données précédemment. 

Ainfî, pour différencier cof 3 £ on aura 
d{cof3 = — $dijin s £ De même d (cofm%) 
(m étant un nombre confiant) = — m d^ 
Jinm^'y & d {fin m^) •= md% cof m^. Pareil
lement d (fin ^coft) = cof td(lin^) -*~Jin\ 
d ( coft) =̂= d£ coft coj^ — dt fin \ fin r. De 
même d (fin i)m = m (fin ^V 7 1 " 1 d (fin = 
md\ cof 1 (f in^) m - \ 

2 4 . Si l'on avoit ~ ~ qui eft l'exprefllon 
de la tangente de l'angle \ lorfque le rayon 
eft i , ( puifque ( Ge'om. 2 7 8 ) on a cof ? : 1 <: : 
fin \ : tang\) > onauroit d 



pliée par le quarré de fon cofmus ; en effet, 
P"tfque d ( G * ) ou d ( tang i ) = ( - y ^ R , 
on a d7~ (COJij1 d[tang \ ). 

. Si 1 on avoit au contraire ~> qui 
eft la cotangente de l'angle \ , on auroit 

donc la différentielle de la cotan
gente d'un angle , eft égale à la différentielle de 
l'angle (prife négativement) divifeepar le quarré 
du finus de ce même angle. Nous verrons, par 
la fuite , l'ufage de ces différenciations. 

Des Différentielles logarithmiques. 

1 6 . RAPPELLONS-NOUS (Arith. 2 1 6 ) que 
les logarithmes font une fuite de nombres 
en progreffion arithmétique quelconque , 
qui répondent 3 terme à terme , à une fuite 
de nombres çn progreffion géométrique 
quelconque. 

Cela pofé , fpient y ôc y' deux termes 
confecutifs d'une progreffion géométrique , 
dont r foit la raifon , ôc a , a', les deux pre
miers termes, Soient pareillement x ôc x' 



, ou ouppofons maintenant que 
la différence dey ay eft ou que y ==y-j-?; 
nous aurons ou ,ôcparconfé-

qucnt ou 
D'un autre côté, la nature de la progref

fion arithmétique ( Arith. 204. ) , donne x' — x 

Pour avoir maintenant ' la relation de ces 
deux progreffions , fuppofons que la diffé
rence a1 — a des deux premiers termes de la 
première, foit à la différence b'— b des deux 
premiers termes de la féconde , comme l'u
nité eft à un nombre quelconque m , c'eft-à-
dire , nue a! — a : b' — b : : 1 : m ; nous au
rons m (a! — a) = b^— b ; mettant donc dans 
cette dernière équation, pour a' — a ôc b' — b y 

deux termes confecutifs d'une progreffion 
arithmétique, dont b ôc b' foient les deux 
premiers termes. Suppofons de plus que 
x ôc x' font à même place dans la progref
fion arithmétique, que y Ôc y' dans la pro
greffion géométrique ; auquel OclS j oc & x' 
font les logarithmes de y ôc y'. 

Par la nature de la progreffion géomé
trique ( Arith. 211 ) on a y1 ry, ôc a! — ra\ 
fubftituant dans la première équation, la va
leur de /• tirée de la féconde, on a y' === 



les valeurs qu'on vient de trouver, on aura 
« x'— x , qui exprime généralement la 

relation d'une progreflion géométrique 
quelconque, à la progreflion arithmétique 
quelconque correfpondatate. 

Imaginons que dans lune & dans l'autre 
progreflion, les termes confécutifs foient 
infiniment voifins ; alors £ qui marque la 
différence de y[ àjy, fera dy, & x'—xqui 
marque la différence de x' à x, fera d x ; 
d'où l'équation fe changera en dx. 
A l'égard de m qui marque le rapport de la 
différence des deux premiers termes de la 
progreffion arithmétique , à la différence 
des deux premiers termes de la progreflion-

géométrique , il n'en fera pas moins un 
nombre firfi , quoique ces deux différences 
foient alors infiniment petites, parce que 
l'on conçoit aifément, que deux quantités 
infiniment petites peuvent fe contenir l'une 
l'autre, autant de fois que deux quantités 
finies. 

L'équation dx nous apprend donc 
que la différentielle d x du logarithme d'un 
nombre marqué par y , eft égale à la différent 
tielle dy de ce nombre , divifée par ce mémo 
nombre y > oc multipliée par le premier ter-



me a de la progrefïiori géométrique fonda* 
mentale, ôc par le nombre m qui marque le 
rapport de la différence des deux premiers 
termes de la progreffion arithmétique , à la 
différence des deux premiers termes de la 
progreffion géométrique. Comme ce nom
bre m fixe , en quelque forte, le rapport des 
deux progreffions, on l'appelle le module. 

On voit donc que félon la valeur que Ton 
fuppofera à m ôc au premier terme a de la 
progreffion géométrique, un même nombre^ 
peut avoir différents logarithmes. Mais 
entre tous ces différents fyftêmes de loga
rithmes , celui qui eft le plus commode dans 
les calculs algébriques , eft celui où le pre
mier terme de la progreffion géométrique 
eft i , Ôc où le module eft i. Alors l'équation 

= dx qui renferme tous les différents 
fyftêmes de logarithmes, devient y = dx* 

1J. Donc, dans le fyftême de logarith
mes , en ufage dans le calcul algébrique, la-
différentielle dx du logarithme x dun nombre 
quelconque y, ejl égale à la différentielle dy de ce 
nombre, diviféepar ce même nombre y. C'eft-là 
le principe d'après lequel on peut trouver 
facilement la différentielle du logarithme de 
toute quantité algébrique ; mais avant d'en 
faire ufage, nous obferverons i°. que les lo-



garithmes dorit il s'agit ici , ne font point 
ceux des tables; mais on peut facilement 
paffer des uns aux autres, comme nous le 
verrons par la fuite. 

i ° . Que puifque le premier terme b de la 
progreflion arithmétique, ne fe trouve point 

i 15 / • ma dy , f 

dans 1 équation -y— =;dx, cette équation 
ainfî que l'équation particulière y = dx que 
nous venons d'en déduire, ont toujours lieu 
quel que foit ce premier terme b, c'eft-à-dire, 
le logarithme du premier terme a de la pro
greflion géométrique. Donc nous £bmmes 
les maîtres de fuppofer pour plus de fimpli-
cité , que le logarithme du premier terme de 
la progreflion arithmétique eft zéro : 6c 
comme nous avons fuppofé que la progref
lion géométrique à laquelle nous nous arrê
tons , a pour premier terme l'unité , nous 
prendrons donc zéro pour logarithme de 
l'unité ; mais il faut bien remarquer qu'on 
en eft abfolument maître. 

En prenant ainfî l'unité pour premier ter
me de la progreflion géométrique , & zéro 
pour premier terme de la progreflion arith
métique , ou pour le logarithme de l'unité, 
les règles que nous avons données ( Ari/h. 
2 2 7 & Juiv. ) pour l'ufage des logarithmes, 
s'appliqueront également ici ; ainfî, en fe les 



rappellânt ôc les genérahfant, on verra que 
âu lieu de /( a b ) on peut prendre la-hlb,l9 

marquant logarithme. De même lj==la — Ib* 
Pareillement lam =mla. enfin / V~ am = 

Cela pofé, appliquant le principe que nous 
venons d'établir concernant la différentielle 
du logarithme d'un nombre , on trouvera 
que dix 

en faifant attention 
que la différentielle de la confiante la, eft 
zéro. 

Pareillement . 

ou 

plus 



plus commodément , d l j/" a a -h x x = 

Ces exemples fuffifent 

pour faire voir comment on doit différen
cier toutes les autres quantités logarith
miques. 

Des Différentielles des quantités exponentielles* 

x8. On rencontre encore quelquefois des quantités de cette 

forme , c*, ; c'eft-à-dire, des quantités dont l'expofant eft 
variable. On les appelle des quantités Exponentielles. 

Pour lavoir comment on doit les différencier , pofôns = { ; 
alors, en prenant les logarithmes de chaque membre» nous 

y y 
aurons / * Se par conféquent d l ( x ) donc 

ou ( en mettant pour £ & d\, leurs v a 

leurs ) d ( x1 ) — xy dl(xy
 ) ; c'eft à-dire, que la différen

tielle (Tune quantité exponentielle, fe trouve en multipliant cetut 
quantité exponentielle, par la différentielle de fon logarithme. 

Ainfi d(xy) = xyd ( //)=/ d(ylx )=* y (dylx + y—). 
Pareillement 

D e même d ( a a -f- x x ) 

& ainfi des autres. 

On fait aflèz fouYen* ufâge , dans le calcul, de la quantité 

C 



exponenrielle c*, c étant le nombre dont le logarithme 2= 1. La 
différentielle de cette quantité, eft , (èlon ce qui vient d'être en-

feigné, c~ d{JL'c" ) , ce qui revient à c" d( xlc ) = c* dxlc ; 

donc puifque le eft fuppofé = 1 , on a Simplement d(c* ) = 

d x cX» C'eft-à-dire , que cette exponentielle particulière , a 
pour différentielle , cette exponentielle même , multipliée 
par la différentielle de fôn expofant. Nous la retrouverons par 
la fuite. 

Applications des Règles précédentes. 

2 9 . P O U R Faire connoître, par quelques 
exemples , l'ufage des règles que nous ve
nons de donner, & leur avantage fur l'Algèbre 
ordinaire , nous allons les appliquer aux ob
jets que nous connoilfons ; c'eft-à-dire , à des 
queftions de Géométrie ôc de Calcul. 

Application aux Soutangentes > T a n 

gentes y Sounormales > &c. , des 
Lignes courbes. 

3 0 . P O U R mener une tangente à une li
gne courbe quelconque A M ( Fig. i. ) , onfe 
repréfente cette ligne courbe, comme un 
polygone d'une infinité de côtés infiniment 
petits : le prolongement MT de l'un M m de 
ces côtés, eft la tangente , que l'on déter
mine pour chaque point M, en calculant la 
valeur de 1* foutangente P T9 ou de la 



G z 

partie de la ligne fur laquelle fe comptent les 
abfciifes , comprife entre l'ordonnée P M ôc 
la rencontre T de cette tangente. Voici 
comment on détermine cette foutangente. 

Par les deux extrémités M ôc m du côté 
infiniment petit M m, on imagine les deux 
ordonnées MP, wp , ôc par le point M, la 
ligne M r parallèle à A P axe des abfciifes. 
Le triangle infiniment petit M r m eft alors 
femblable au triangle fini T P M, ôc donne 
cette proportion rm: r M : : P M : P 7. Or 
fi l'on nomme A P,x ; P M,y ; il eft évident 
que P p ou fon égal rM fera dx y 6c que rm 
fera dy ; on aura donc dy :dx: :y P T= ^JJ* 

C'eft-là la formule générale pour détermi
ner la foutangente de quelque courbe que 
ce foit, foit que les y ôc les x foient per
pendiculaires entr'elles y foit qu'elles ne le 
foient pas, pourvu que lesjv foient toujours 
parallèles entr'elles. Voyons maintenant 
comment on applique cette formule , à 
chaque courbe dont on a l'équation. 

Suppofons que la nature de la courbe 
quelconque A M, foit exprimée par une 
équation telle qu'on voudra, où entrent x ,y 
& des quantités confiantes. Si l'on différen
cie cette équation , il n'y aura jamais que 
deux fortes de termes 3 les uns multipliés 



je diffé

rencie cette équation , ce qui me donne 
ou laaydy = abbdx 

— ibbxdx , j'en tire la valeur de , endivi-
fant d'abord par dy, puis par le multiplica
teur de dx y ôc j'ai fubfli-

par dx , les autres multipliés par dy. Il fera 
donc facile , par les règles ordinaires de 
l'Algèbre, de tirer de cette équation diffé
rentielle , la valeur de ^ 9 laquelle ne con
tiendra que des x, desy9 ôc des confiantes : fub-
llituant cette valeur dans la formule y-i? ou 

dy 

on aura la valeur de la foutangente, 
en x y y Ôc en confiantes ; enfin mettant 
pourjy fa valeur exprimée en x, que l'on 
tirera de l'équation de la courbe même y on 
aura la foutangente exprimée Amplement 
en x ôc en confiantes ; ainfi pour détermi
ner la foutangente pour quelque point M. 
que ce foit, il ne s'agira plus que de mettre 
dans ce dernier réfulat, au lieu de x , la 
valeur de l'abfciffe AP qui répond à ce 
point M. 

Suppofons , par exemple, que la courbe 
dont il s'agit, eft une ellipfe dont l'équation 



tuant dans j'aurai 

enfin mettant pour y1, fa valeur 
que donne l'équation de la courbe, ôc ré-
duifant, j'ai ou 
valeur qui eft précifément la même que celle 
que nous avons trouvée (Alg 301 ) , mais 
que l'on trouve ici, d'une manière bien plus 
expéditive. Remarquons en parlant , com
bien ce réfultat juftifie ce que nous avons 
dit ( j ) touchant les quantités que l'on re
jette dans le calcul ; car en employant ici le 
calcul différentiel, dont les. règles , dans cet 
exemple , fuppofent l'omifïion des quantités 
infiniment petites du fécond ordre , vis-à-vis 
de celles du premier, nous arrivons au même 
réfultat que dans l'application de l'Algèbre à 
la Géométrie , où nous avions déterminé 
cette foutangente de la manière la plus di
recte ôc la plus rigoureufe. On voit donc 
qu'en rejettant ainfi les quantités que nous 
avons prefcrit de rejetter, on ne fait qu'im
primer au calcul , le cara£tere qu'il doit 
avoir pour exprimer l'état de la queftion. 

On s'y prendra d'une manière femblable 
pour déterminer les tangentes , les founor-
maies , les normales , ôcc. 

Suppofons . pour plus de fimplicité, que 
G ? 



les x Ôc l c s ^ font perpendiculaires entre 
elles ; pour avoir la tangente , on comparera 
de nouveau le triangle M m r, au triangle 
TP M, ôcl'on a u r a r / 7 2 : M / ? 2 : : P M : TM; 
or à caufe du triangle rectangle Mr m: on 

a Mm 

donc d y: y : TM ; donc 

, ainfi, dif
férenciant l'équation de la courbe , on en 
tirera la valeur de dont on fubflitucra 
le quarré dans cette expreiîion de la tan
gente ; après quoi, mettant pour y fa valeur 
en x ôc en confiantes, tirée de l'équation de 
la. courbe, on aura la tangente exprimée 
en x ôc en confiantes. On peut en faire l'ap
plication à l'équation à Tellipfe ; on re
trouvera la même valeur que nous avons 
donnée ( Alg. 3 0 3 ) . 

Si l'on veut avoir la founormale, on ima
ginera la ligne M Q perpendiculaire à la tan
gente T M, & Ton remarquera que les trian
gles Mr m , M P Q , qui ont les côtés per
pendiculaires l'un à l'autre , font fembla-
bles ; on aura donc M r : rm : : P M: P Q ; 



c'eft-à-dire, dx : dy : : y : PO Donc, 
après avoir différencié l'équation de la cour» 
be, on en tirera la valeur de que Ion 
fubflkuéra dans ôc achevant comme 
ci-deuus . on aura la valeur de la founormaïe, 
en x ôc en confiantes. 

Par exemple, pour l'ellîpfe, l'équation y y 
étant différenciée , nous 

donrte 2-ydy , donc 

par conféquent la founormaïe 

la même 

choie que. l'on a trouvé {.Alg. 300) , 
Si Fonvouloit la normale MQ, on la 

trouveroit en comparant de nouveau le 
triangle M r m, au" triangle MPQ. 

Prenons pour fécond exemple de la for
mule des foutangentes , ôc de celle des fou-
normales^ l'équation à la parabole , qui 
( jtilg. 3 $6 ) eftyy =px. En différenciant, 
nous aurons iydy =p dx ; donc ôc 

donc la foutangente • 

2 x 1 ôc la founormaïe 



ce qui s'accorde parfaitement avec ce que 
nous ayons trouvé ( Alg. 363 ôc 364 ). 

Pour troifîeme exemple, nous prendrons 
l'e'quationy'7* -f- n — xn[ qui expr me géné
ralement les paraboles de tous les genres. 

On eft convenu d'appellèr„parabole, toute 
Courbe dont l'équation telle que y7*1 -+-*=== 
am xn n'a que deux termes , mais ou les 
expofants de x &y dans différents membres, 
font de même ligne. 

En différenciant cette équation , nous 

aurons 
donc donc la foutangente 

fera ou (en mettant pour 

fa valeur 
" j — — — • 

d'où l'on voit que la foutangente, 
dans ces courbes, eft égale à autant de fois 
rabfciffe -x , qu'il y a dkmitéV dans l'éxpo
fant de y divifé par l'éxpofant de x , ce qui 
à lieu, comme nous lë Tavioris déjà, dans 
la parabole ordinaire., où la foutangente 
eft 2x, ôc où l'éxpofant de y divifé par l'éx
pofant de x eft en effet ~ = 2 . 

Prenons maintenant, pour exemple, une 
courbe dont la nature foit exprimée par une 
équation entre les différentielles des coor-



données. Suppofons , par exemple, que la 
courbe BM(Fig.4.) foit telle, que les abf-
ciffes AP, Ap, ôcc. étant prifes en progref
fion arithmétique, les ordonnées correfpon-
dantes PMypm, &c, foient en progreffion 
géométrique : cette courbe qu'on appelle 
logarithmique , parce que les ordonnées re-
préfentant fucceifivement tous les nombres 
imaginables, les abfciifes repréfentent leurs 
logarithmes , cette courbe , dis - je , aura 

pour équation —~ = dx , puifque nous 
avons vu ( 2 6 ) que cette équation expri-
moit la relation des nombres à leurs loga
rithmes. On aura donc ~ = ~ , & par con-

féquent la foutangente y-^- deviendra ?~ ou 
am\ c'eft-à-dire> que pour chaque point : 

d'une même logarithmique, la foutangente. 
P T eft toujours la même, ôc égale à au
tant de fois la première ordonnée ABy 

ou a y qu'il y a d'unités dans le module m. 
3 ï . Lorfque l'équation de la courbe eft 

telle, que x croiifant, y diminue , comme 
dans la figure 2 , alors la ligne r M doit être 
exprimée par — dy ( 21 ) ; ôc la proportion 
tM : rm : : P MvP T qui fert à trouver la 
foutang-iite , devient — dy : dx::y: PT= 

oiail il n'y aura aucune différence 



pour le calcul : le feul changement eft que 
la tangente au lieu de tomber du côté de 
l'origine A des abfciifes, par rapport à l'or
donnée P M, tombera du côté oppofé ; c'eft 

, y dx 

pourquoi on peut toujours prendre 
pour la formule des foutangentes : fi les or
données vont en décroiffant , la valeur 
de y -~ fe préfentera fous une forme négative 
qui indiquera qu'il faut porter cette valeur 
du côté oppofé à l'origine des x. 

Par exemple, fi on prend l'équation au 
cercle, l'origine étant prife au centre, c'eft-
à dire {Alg. 2 8 ï ) l'équation yy = ^aa —xx, 
il eft évident que C P ou x (rig. 3 ) croiffant ; 
y ou P M diminue ; aufti la foutangente P T 
tombe-t-eiie du coté de P M oppofé à l'o
rigine C des abfcifïes ; Ôc c'eft ce que le cal
cul dit aufli ; car fi l'on différencie, on a 
zyay=z — 2xdx, & par conféquent^= — y 

-, ydx - y * — ( ~ a a - x x ) i 1 

donc = =—— - , valeur dont 
le figne — indique qu'elle doit être portée 
du côté oppofé à celui que l'on a fuppofé en 
prenanty-^- pour formule de la foutangente. 

Prenons encore pour exemple, l'équation 
xy—aa qui eft à l'hyperbole entre fes afymp-
totes {Alg. 347) : nous aurons^fo-r-x^y^o^ 



ôc par conféquent donc • 

x ; ce qui nous apprend que pour 
mener une tangente a 1 hyperbole coniïdé-
rée entre fes afymptotes , il faut prendre 
fur l'afymptote voifme du point M en quef-
tion (Fig. 7 ) & du côté de FM oppofé au 
point A origine des x, la ligne PF=AP 

On voit avec quelle facilité toutes ces 
chofes fe déterminent par le calcul diffé
rentiel. 

A l'imitation des paraboles de tous les 
genres, on appelle Hyperboles 9 rapportées à 
leurs afymptotes, toutes les courbes dont 
l'équation telle qveym = am-*~ 71 x — n n'a que 
deux termes, mais où les expofants dej ' Ôc 
de x dans différents membres , font de 
fignes contraires. On peut encore prendre 
ces courbes pour exemple ; nous le laif-
fons à faire au Lecteur. On trouvera la fou
tangente c'eft-à-dire , qu'elle 
^mbe du coté oppofé à l'origine des x, & 
qu'elle eft égale à autant de fois l'abfciffe 
qu'il y a d'unités dans l'éxpofant dejy divifé 
par l'éxpofant de x. 

En général, par ce calcul, on détermine 
à la fois toutes les foutangentes, tangentes, 



&c. de toutes les courbes d'une même fa
mille : on appelle ainfi les courbes dont l'é
quation eft formée de la même manière, ÔC 
ne diffère que par la grandeur des expofants ; 
c'eft ainfi qu'on appelle Cercles, en général , 
toutes les courbes dans lefqueiles une puif-
fance quelconque de l'ordonnée, eft égale 
au produit de deux puiffances quelconques 
des deux diftances de cette ordonnée aux 
extrémités d'une ligne a , fur laquelle fe 
comptent les abfcifïes. Leur équation eft 
y m - h n — x

m {a — x)n gui comprend le cercle 
proprement dit ^ lorfque m = n = i. L'é
quation ym + " = y i m ( a — x ) n repréfente 
les ellipfes de tous les genres ; &jym n => 
~ x m (a - 4 - x) n, ainfi queym+ n = j {x—a)n 

repréfente les hyperboles de tous les genres. 
On détermine la figure de ces courbes, par 
le moyen de leur équation, comme nous 
l'avons vu pour les fetiions coniques ( Alg. 
2 8 3 ) ; mais en obfervant que y n'a qu'une 
valeur réelle , lorfque fon expofant eft im
pair , & deux lorfqu'il eft pair , voyez ( Alg* 
1 7 2 ) ; ce qui fait qu'à une même abfciffe 9 

il ne répond qu'une branche de courbe, 
dans le premier cas, ôc deux dans le fécond , 
mais qui tombent de différents côtés de ce 
même axe. 



3 2.Lorfqu'on fait déterminer les tan
gentes , normales, ôcc. on peut facilement 
réfoudre les deux queftions fuivantes i°. d'un 
•point donné hors d'une courbe, mener une tan* 
gente à cette courbe. 20. D'un point donné par
tout où l'on voudra dans le plan^ d'une ligne 
courbe y mener une perpendiculaire à cette 
courbe. 

En effet, concevons que D M ( Fig. 8 ) 
eft la tangente demandée. La valeur gé
nérale de P T ou fera facile à trouver 

a y 

par le moyen de l'équation de la courbe. Si 
l'on mené DB parallèle aux ordonnées P M, 
la ligne D В ôc fa diftance В A к l'origine A 
des abfciffes, font cenfées connues, puifque 
le point D eft fuppofé donné. Nommant 
doncD B,h;A B,g; A P,x ; & P M,y ; on 
aura BP=g-i- x, &c ТВ ^P T—BP = 

y-~^~ — x —>g. Or les triangles fembla-
bles TBDy TP M, donnent ТВ: В D: : 
TP:PM; c'eft-à-dire, y-~ — x — g: h : : 
y d x dx 1 y d x hdx 

—y -y™: • 4 , : 1 •>donc -JJ -x-s^-Ty-
Mettant donc dans cette équation, la valeur 
^ e ~ tirée de l'équation de la courbe diffé
renciée, on aura une équation en x,y ôc 
confiantes} dans laquelle mettant pour y fa 



valeur en x ôc confiantes, tirée de l'équa
tion même de la courbe, on aura l'équation 
qui donnera la valeur de x, qui répond au 
point M où doit abotftir la tangente ; ôc s'il 
eft pofïible de mener du point D plus d'une 
tangente , l'équation donnera les valeurs 
de x qui conviennent aux différents points 
où doivent aboutir ces tangentes. 

S'il s'agit d'une perpendiculaire , alors 
imaginant que ce foit D Q ( Fig. $ )',P Q fera 

( 30 ) ; or les triangles femblables D B Q 

&MPQ donnent D B : B Q : : P M : P Q, 
c'eft-à-dire, (en employant les mêmes déno
minations que ci-deffus ) h : g 

- ou donc-
équation dont on fera le même ufage que 
dans le cas précédent. 

Les deux folutions que nous venons de donner, peuvent 
être fimplifiées en faifant paffer l'axe des abfciffes par le point 
donné D , & le laiffànt parallèle à fa première pofïtion ; c'eft-
à dire, en prenant/) K ( Fig. 8 ) pour axe des abfciiTes , ce qui 
n'exige autre chofe en failânt KJkf={, & par conféquent 
^ =• y — h , on y — ^ •+=• h , que de fubftituer, tant dans l'équa
tion de la courbe, que dans celle du problème , ^ -f- k au lieu 
d e y . On peut aufli prendre le pointJDpour origine des abfcifTes. 

Lorfque la courbe a un centre, comme le cercle, l'ellipfè, 
&c. on peut toujours fuppofer que le point D eft fur un diamè
tre , alors la folution devient beaucoup plus fimple. 

3 3 . Remarquons encore que exprime 



la tangente de l'angle que la courbe fait en 
chaque point , avec l'ordonné ; ôc ^ ex
prime celle de l'angle que la courbe fait 
avec l'axe des abfciffes. En effet, dans le 
triangle rectangle M m r( Fig. i ) , on a ( en 
fuppofant le rayon des tables — i ) r m : 
r M : : i : tang r m M, donc tang rm M=z 

Donc fi l'on veut favoir en quel 
endroit une courbe, ou fa tangente, fait avec 
l'ordonnée, un angle donné, ou dont la tan
gente eft connue, ayant repréfenté cette 
tangente par m > on aura m — ~ ; ainfî dé
terminant , par différenciation de l'équation 

d OC 

de la courbe, la valeur de , ôc l'égalant à my 

on aura une équation dans laqueïle îubftl-
tuant pour y fa valeur en x ôc confiantes ti
rée de l'équation de la courbe, on aura la 
valeur ou les valeurs de x , qui répondent 
aux points où la courbe fait un pareil angle 
avec l'ordonnée ; ôc fi la courbe ne fait nulle 
part avec l'ordonnée un angle égal à l'angle 
donné , on trouvera que la valeur ou les 
valeurs de x feront imaginaires, ou bien l'é
quation indiquera une abfurdité manifefle. 
Par exemple, dans l'hyperbole qui auroit 
pour équation y y = 2 ( ax ~H x x )on trou-



vera lequel étant égalé à m, 

donne ou m = : d'où l'on tire 
y = w<i + 2 772 x : mais 1 équation de la courbe 
donne y = V % (ax-+-xx) \ donc m a-+- 2 772 x = 

1 ou, en quarrant 772/7200 ^mmax 
•4-4.772 772 oc # == 2 Û j e 2 a:». Si 1 on demande 
maintenant, en quel endroit cette hyper
bole fait, avec l'ordonnée, un angle de 
comme la tangente de eft égale au rayon, 
on aura m = 1 , ce qui réduit l'équation à 
aa-+- 4a x -ï- 4. x x —2a x-+- 2 x x ou 2xx-4 -
2 Û X + ÛÛ = O, qui étant réfolue donne x 

valeurs imaginaires, & qui font voir que l'hy
perbole dont l'équation particulière eft^jv^p 
2 ( a x + x x ), ne fait nulle part, avec l'or
donnée , un angle de 4 J 0 . 

Quoique ce que nous venons de dire dans cette dernière re
marque , & dans la rélôlution des deux queftions précédentes, 
femble s'appliquer également aux courbes dont on auroit l'é
quation différencielle ; en y faifànt attention, on verra cepen
dant que pour cel le-ci , le calcul ne peut pas fatisfaire entière
ment comme pour celles dont on a l'équation en termes finis. 
En effet , lorfque l'équation qui rélbut la queftion , renferme 

d x 
encore x & y après la fubftitution de la valeur de —— , l'équa
tion de la courbe ne peut fèrvir à chaflêry, puifque par la 
fuppofition elle renferme dx Se dy. Et quand même elle ne 
renfenneroit que x, on ne feroit pas sûr que cette valeur de x Sa
tisfît à la queftion , il faudrait, pour cela, mettre cette valeur 
de x dans l'équation de la courbe , & en déduire.pour y une 

valeur 



Valeur réelle; or on ne peut en aucune manière, tirer de cette 
équation la .valeur de Y. 

La feule manière de réfôudre ces queftions, en pareil c a s , 
eft ( en (ùppoiant la courbe déjà conftruite, ) de conftruire 
au/fi l'équation que l'on a eue en exprimant les conditions dé 
la queftion, ce qui donne une féconde ligne dont l'inter-
fèdion, ou les interfè&ions avec la première , donnent là 
ioiution ou les fblutions demandées» 

34. On peut encore, par les mêmes principes, déterminée 
les afymptotes re&ilignes des lignes courbes. 

En effet une courbe a une afymptote rediligne , lorfqu'ayanc 
quelque branche qui s'étend à l'infini, la tangente à l'extrémité 
de cette branche, rencontre l'axe des abfcifïes ou celui des or
données, à une diftance finie de l'origine. Ainfî (FIG, 6 ) fï 

de la íóutangente PT ou on retranche l'abiciffe AP ou SE 

on aura X pour la valeur de A F ou de la diftance de 

l'origine A jufqu'à la rencontre de la tangente : il n y aura 

donc, après avoir calculé la valeur de Xy qu'à égalée 

cette valeur à une quantité finie S; par le moyen de cette equa
tion , on chailèra Y pour avoir une équation en X & S , ou 
bien on chailèra X pour avoir une équation en Y & S. Alors 
fùppofànty ou X infinie, s'il en refaite une ou pluiîeurs va
leurs finies pour S Y ce ièront les diûances A C où doivent pailèc 
les afymptotes de la courbe. Mais comme une iêule diftance 
n'en détermine pas la pofition , on imaginera , par l'origine A , 
la ligne A K parallèle aux ordonnées, 8c on remarquera que les 
triangles femblables TP M y TAK, donnent TP : PM: : TAT 

AK ; c'eft-à-dire. • ON 

calculera donc, de même , la valeur de Y 8c layant 

fuppofëe égale à une quantité finie r, par le moyen de cette équa
tion & de celle de la courbe , on éliminera X ou Y ; & fûppolànt 
Y ou X infinie, la valeur ou les valeurs de T qui en réfulteront % 

donneront les diftances A R où paffe l'afymptote. 
Par exemple, fi l'équation de la courbe étoiry 5 = X1 (A-HX) , 

•n auroit ! v : i v = i x fsi -U a?} DX = z AXDX-L-3xz DX. 

D 



donc" ou (en mettant pouf y * , 

ià valeur), 
iùppoiânt donc xinfinie, ( c'eft-à-dire, négligeant i a vis-à-vis 

de $x) on auraj . On trouvera de même 

qui',-' en• mettant 

p o u r j là valeur, fe réduit à t ; iùppoiâni 

donc x infinie, on aura t • = •]- a. , 
Si la valeur de s étant finie, on trouvoit celle de t infinie , 

ce ièroit une preuve que l'afyinptote eft parallèle aux y . Elle 
feroit, au contraire, parallèle a u x * , fi s étant infinie , t étoit 
finie , ou zéro ou infiniment petite. 

35. Dans, tout ce qui precede, nous avons iùppoie que íes 
ordonnées étoient parallèles, & qu'elles étoient comptées de
puis la lig"he même fut laquelle fe comptent les abícifles. Mais 
il arrive aíTez fbuvent que l'on fait partir les ordonnées d'un 
point fixe; quelquefois on prend pour abfciiîes les arcs d'une 
ligne courbe, & pour ordonnées des lignes droites ou des 
lignes courbes. Mais en général, à quelques lignes que foient 
^rapportés les points de la courbe principale, on a "toujours, 
ou Ton peut toujours avoir une équation qui exprime la re
lation des abfciiies aux ordonnées. Lor'qu'on veut en faire 
ufage pour déterminer les tangentes, ou d'autres l ignes, il faut 
faire en forte que les lignes que l'on emplcyera pour détermi
ner ces tangentes , ne renferment d'autres différencielles que 
celles des variables qui entrent dans l'équation de la courbe. 
Nous allons en donner quelques exemples. 

l6. Suppofôns d'abord que AM (Fig. 9 ) étant une courbff 
connue dont on fait mener les. tangentes , ES foit une. courbe 
qui ait pour_ abfcifies les arcs AM de h première pour 
ordonnées les lignes MS parallèles à une ligne donnée : la re
lation de AM 3 MS étant exprimée par une équation quel
conque , on demande comment on meneroit une tangent* 
en un point donné <y de la courbe US. 

On Imaginera i comme ci-dèVant," l'arc infiniment p e t i t e 
dont le prolongement SQ , ou la tangente , rencontre en Q 1* 



tangente MT au point correfpondant M de la courbe AM'f 

Se ayant mené la ligne Sk parallèle à MT ou à Mm, le trian
gle Sks fera fèmblable au triangle QMS , en forte que l'on aura 

fk: Sk: : MS:MQ; or en nomment Tare A M, Xj & l'ordonnée 
MS, y ; on a Mm =zSk—dxt 8cfkzzfm*> S Al— dy, donc dy ;dx:: 

y dx 
y : MQ~^-z—t prenant donc fur la tangente MT la partie MQ 

y y dx 
égzle à la valeur de —— déterminée par la différenciation de 

dy 
l'équation "de la courbe, on aura le point Q , par lequel & pac 
le point S, menant QS, elle fera la tangente demandée.,, 

Suppofônsi par exemple, que la courbe US foit confiante 
en prenant toujours l'ordonnée MS égale à une partie déter
minée de l'arc AM j c'eft-à-dire , que MS fou toujours à AM 
dans le rapport donné de a à b , on aura donc y : 'x : ; a : b , 
en forte que l'équation de la courbe fera by — ax. Différenciant, 

d x b y dx 
on a bdy = adx, & par confequent = — ; donc ou MO 

by , by d y , a dy 
fera — ; or par l'équation, on a — = a?; donc MQ^x. Aînfïdans 

a a 
toutes les courbes dont les ordonnées parallèles feront toujours 
en même rapport avec les abfcifrès correfpondantes, droites 
ou courbes, la foutangente MQ fera toujours égale à l'abfciiîe 
correfpondante A M. 

37, Lorfque la courbe AM fut laquelle on prend les abH 
cifles, eft un cercle ; l'ordonnée M S étant toujours à l'arc A M 
dans un rapport confiant, la courbe BS eft ce qu'on appelle 
une cicloïde. C'eft la cicloïde ordinaire ( ou celle que trace l e 
point d'une circonférence de cercle roulant fur un plan ) % 

lorfqu'on prend toujours l'ordonnée M S = AM. Si l'on 
prend MS plus grand que A M, mais toujours en même rap
port entr'eux, on a la cicloïde allongée ; au contraire, on a 
la cicloïde accourcie en prenant M S plus petit que A M. 

38. Si l'équation de la courbe à laquelle il s'agit de mener 
une tangente, au lieu d'exprimer le rapport de À M à M S 9 

exprimoit celui A M à P J j c ' e f t - à - d i r e , fi les arcs A M 
étoient les abfcifles & que les ordonnées PMS,y, fe 
comptaient depuis une ligne droite déterminée A P ; alors en 
menant S u parallèle à A P, on détermineroit la foutangente PI 
fur la ligne A P , en cette manière. 

Comme la courbe A M eft fôppoiée connue, on eft çen(é 
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connoître fa foutangente & fa tangente en chaque point; aînfi 
nommant / T , j , & TM, f, on aura, en menant Mr parallèle 
à A P y Se comparant les triangles J/* & Mrm, 7 P ; T J / :. : 

s dx 
Mr î Mm ; c'eft-à-dire , s : t \ z Mr dx > donc i ï / r = 

so= ( e n menant Su parallèle à AP ) Comparant donc les 
triangles fèmblables SujSe IPS, on aura uj: Su: : PS : PI, 

s dx 
or P r ê t a n t actuellement uf efl dy ; donc dy : : : 

S \ d OC ^ 
y : PX — —7—•• Ainfî, différenciant l'équation de la courbe, 

t ây d x sy dx 
on aura la valeur de ——, qui étant fubfKtuée dans — r — don-

dy tdy 
nera la valeur de P1 débarraffée de différences. 

39. Quelquefois on ne donne pas l'équation de la courbe, 
par la relation des abfciiïès aux ordonnées, mais par celle que 
chaque ordonnée de cette courbe, efi fuppofee avoir avec les 
ordonnées correspondantes de quelques autres courbes connues. 
Pour mener les tangentes, dans ce cas, voici comment on s'y 
prendra. Suppofbns, par exemple, que la courbe BMS ( Fig. 1 o ) , 
réfulte des deux courbes connues A L Se CNy au moyen d'une 
équation entre les ordonnées conefpondantes PL , PM, PN , 
que nous nommerons refpedivement x , yy \> Puifque les 
courbes A L & CN font fuppofées connues, leurs fôutangen-
tes PS Se PR font fuppofées connues ; nommons donc PS , s, 
& PR , s' ; Se imaginons l'ordonnée infiniment proche pnml, 
Se les lignes Lu, M r , no parallèles à A P. Les triangles fèm
blables X P i" , lu L donnent PS : PL :: Lu : « / , c'eft-à-dire, 

S il OC • 
s:x::Lu >dxy &onc Lu~ = Mr. Or les triangles fèm-

OC 
blables TPM, Mrm , donnent rm:Mr;PM : P T , c'eft-à-

s d oc s y d oc 
dire, dy : : : y : PT\ donc PT = • J _ ; donc fi l'équa-

tion de la courbe ne renfermoit que x & y , onauro i t , en 

différenciant cette équation , la valeur de — - , laquelle étant 
s *v d oc y 

fubfKtuée d a n s - — — , donneroit la valeur de PTy débarraffée 
xdy 

de différences ; mais comme cette équation renferme x, y Se { > 
Sa différencielle renfermera dx, dy & dç ; il faut donc avoir 
la valeur de d^ exprimée en dx ou dy. Or les triangles Sembla? 



bles Non Sc NPAdonnent No : on ou Lu : : NPiPR ; c'efl-
à-dire, ( en fa i fan t attention que \P M augmentant, PN dimi
nue, en forte que fa différence NO ou d\ eft négative) — d z : 

j ' ; donc d £ ainfî, en mettant, dans 

l'équation différenciée de la courbe, la quantité au 

lieu de d\, on aura aifément la valeur de que l'on fùbft "* 

tuera' dans la formule de la foutangente. 

Pour donner un exemple , fùppofons que AL 8c CN étant 
deux courbes connues quelconque, on prenne toujours l'or
donnée PM moyenne proportionnelle entre PL & PN> alors 
on aura x : y : : y : ç : ou x$ yx, pour l'équation de la cour
be 2? J / . Différenciant, il v^ent xd^ -+- £ dy = iydyy fuoftituant 

pour d % fà valeur generale « on a 

zydy t d'où l'on tire donc P T ou 
devient- ou en mettant pour y* fa valeur xz , 

8c réduifant, P T 

Il eft aifé de varier ces exemples , en prenant telle équation: 
que l'on voudra, entre y & \. On peut, fï l'on veut , fùp-
pofer que AL Se CN font des lignes droites ( Fig. i1 ) . Dans ce 
cas, & en prenant toujours PM moyenne proportionnelle en
tre PL & JPiV, la courbe JBMeft une feftion conique. Savoir y 
tine parabole, quand le point C eft infiniment éloigné ; ou que 
la ligne droite CN eft parallèle à A C. Une ellipfe , quand les 
deux angles HA C & HCA (ont aigus 5 & particulièrement, un 
cercle quand ils fort chacun de 4 5 % une hyperbole quand l'un 
de ces deux angles eft obius. 

40. Lorfque les ordonnées partent d'un point fixe, alors 
on prend pour abfcifles les arcs d'une courbe connue , qui le 
plus fouvent eft un cercle ; c'eft-à-dire , que dans ce dernier 
cas , l'équation exprime la relation de l'ordonnée CM ( Fig. 
i i ) , avec l'angle A C M que cette ligne fait avec une ligne 
SxtAC; ou bien elle exprime la relation de cette même or
donnée CM avec l'arc OS décrit d'un rayon déterminé. 

Pour mener les tangentes , lorfqu'on a l'équation entre 
l'ordonnée CM & l'angïe ACM ou l'arc OS, on imagine» 
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que pour chaque point My on élevé fur CM une pefpendieu* 
laire C T qui rencontre la tangente TM en T'9 alors imaginant 
l'arc infiniment petit Mm , & menant l'ordonnée m C , on 
Conçoit que du rayon CMy on ait décrit l'arc Mr que Ton 
peut regarder comme une ligne droite perpendiculaire en r 
à Cm. Comme l'angle Mmr diffère infiniment peu de l'an
g l e TMC, les triangles Mrm & TCM font femblables, & 
donnent rmiMr : : CiH : CT; c'eft-à-dire, ( en nommant 

CM, y)dy, Mr : :y : CT = ^Jj2LZ j nommant l'arc 05, a:, 
dy 

& fon rayon a , les fèéteurs femblables CSsSc C Mr donnent 

C S : CM: : S s : ^ f r , c'eft-à-dire, a:y::dx:Mr , 

mettant cette valeur de M r, dans celle de C T , on a C 7Y ou 
la foutangente, === f ^ Or puisqu'on eft fuppofé avoir la 

ady 
relation entre y & » , il fera facile, en différenciant l'équation 

d x 
qui exprime cette relation, d'avoir la valeur d e l a q u e l l e 

fubftituce dans la valeur de C T, donnera une nouvelle ex-
preffion d? délivrée de différences. 

Si l'on fuppofé, par exemple, que l'ordonnée C M ( Fig. 1 3 ) 
foit toujours à l'arc correfpondant OS , dans le rapport de m à n 
c'eft-à-dire , que y : x : : m : n, on aura ny — mxy donc ndy = 

. dx n , y ^ x y 4 /» 
rnrfx, & par confequent = — , donc CT — —— = — X — 

mn^- x —~ y or, par 1 équation, on a — = x , donc c T == 

—, Donc /î du point C comme centre, & du rayon CM> on 

décrit l'arc MQ, on aura C T égal à l'arc en effet les fèc-
teurs femblables COS & donnent CS : OS : : 6"W: MQ , 

c'eft-à-dire, û : x : : y : MO — y~\_ donc CT = MO. 
a 

La courbe que nous venons de confîdérer, eft la fpirale 
d'Archimède. 

41. Concevons encore qus OS {Fig. 14) étant une ligne 
connue, ou dont on fût mener les tangentes, on conftruKè la 
courbe BM) par cette condition, que CS, x, & CMyy, ayent 
entr'elles une relation déterminée & exprimée par une équa-



tîon donnée. Si l'on conçoit l'arc infirment petit Mm, les 
ordonnées C M, Cm, & les- arcs M r, Sq, décrits du centre C 
& des rayons CM, C S, il eft clair que la différenciation de 
l'équation ne donnera que le rapport de dy-à dx ou de rm $fq, 
puilque y Se x font les feules variables qui entrent dans > cette 
équationv or , pour déterminer la fbuta'gente. C T, il faut avoir 
le rapport de ' r/n à rM) voyons,donc comment on peut dé
terminer rM en vertu ces conditions de la queftion. • 

Puifque ia courbe O^ef t connue , la fôutangente C Q eft don
née pour-chaque point J"; or les triangles femblables QCS, Sqf 
donnent CS i CQ : : q) :qS'y donc nommant CQ, s> on aura 

s (L oc 
te: s: :dxJt qS ±t - — r ; mais les fè&eurs femblables CSQ, CMr 

OC £ ¿1, X S\f(lo2 
donnent CS\ CM: : Sq : Mr , ou x : y : AI> ~ - ~ -
il -eft donc aifé, maintenant d'avoir la fôutangente C T , en 
comparant les triangles femblables Mrm SE TCMcpi'i donnent 

rm:rM::CM: CT, ou dy :

 sjil ::y.CT=xS-^~. 
. • xx x*dy 

Pour appliquer c e c i , fûppofons, que la courbe UMfolt conC-
truife en prenant toujours SM de même grandeur, ou égale à 
une ligne donnée a, quelque' foie d'ailleurs la ligne O i". Nous 

zurons donc x - j - a^y. Donc dx ~ dy SE par conféquent — = i ; 
syz ' dy 

la" fâutangente; CT devient donc CT = que l'on conftruira 

en cette manière. 
Ayant mené la tangente SQ , on lui mènera, par le point M 

la parallèle MX; puis tirant SX, on mènera , par le point M , 
la ligne M r parallèle $SXyMT fera la tangente demandée. 
En effet, les triangles femblables CSQ SE CMX donnent CS :. 

CQ : : CM : CX, ou x : s : : y : CX— — . Pareillement, les 
x * 

triangles femblables CSX&e CMT, donnent CS: CX:: CM: CT% 

ou x : SZ : : y : C T ; donc C T = = ^ ! . 
x x 

On voit , par ces exemples, comment on doit fe conduire 
dans l'application de ces méthodes à d'autres cas. Remarquons , 
en terminant cette matière, que lorfque OS eft une ligne 
dr»he, la courbe B M que l'on forme en prenant toujours S M 
de même grandeur , eft ce qu'on appelle la Conchoïde de 
Nicamède, D 4 



Application aux limites des lignes 
courbes, & en général, aux limites 
des quantités, 6 aux quejlions de 
m a x i m i s & min îmis . 

4 2 . Nous avons vu ( 33 ) que «~ ex-
primoit la tangente de l'angle que la courbe, 
ou fa tangente, fait, ,e& chaque point, avec 
l'ordonnée, ôc que exprimoit celle de 
l'angle que la courbe ou fa tangente fait 
avec l'axe dès abfcifïes. 

Donc , pour favoir en quel endroit la tan
gente d'une courbe devient parallele aux 
ordonnées, il faut chercher en quel endroit 
la valeur de ~ devient zéro, ou ce qui re
vient au même, en quel endroit d x devient 
zéro j & pour favoir en quel endroit la tan
gente de la courbe eft parallele aux abfeines^ 
il faut chercher en quel endroit ^devient 

* d y 

zéro, ou ce qui revient au même, en quel 
endroit d y eft zéro. Car il eft évident que 
dans le premier cas, l'angle de la courbe, 
avec les ordonnées eft nul ; & dans le fécond 
cas, l'angle de la courbe, avec les abfciifesj 
eft nul, 



Il fuit évidemment de-là, que fi l'on veut 
favoir fi une courbe dont on a l'équation, a ̂  
dans quelque endroitfa tangente parallèle 
aux ordonnées ou aux abfciffes, il faut diffé
rencier cette équation, ôc en ayant tiré la 
valeur de ^ , fi l'on égale le numérateur de 

^d X la valeur de - r ^ , à zéro, on aura une équation a y J ' A 

qui, conjointement avec l'équation même de 
la courbe donnera la valeur de x & celle dê y 
qui déterminent en quel endroit la tangente 
eft parallèle aux ordonnées ; en forte que fi cela 
arrive en plufieurs endroits, on aura plufieurs 
valeurs pour x Ôc plufieurs valeurs pourjy. 

Au contraire, fi l'on égale le dénomina
teur à zéro , cette équation conjointement 
avec celle de la courbe , déterminera les 
valeurs de x ôc dejv,qui répondent aux en
droits où la tangente de la courbe devient 
parallèle aux abfciffes. Il faut cependant 
obferver que quoique dx foit toujours zéro, 
quand la'tangente eft parallèle aux ordon
nées, & que dy foit zéro quand la tangente 
ç,% parallèle aux abfciffes, on ne doit ce
pendant lorfqu'on a trouvé la valeur ou les 
yaleurs de x réfultantes de la fuppofition 
'dx= o, du dy = o, en conclure que la tan
gente-eft parallèle aux^ ou aux x, qu'au
tant qu'on n'a pas en même temps dx = o 
ôc dy = o. 



Pour éclaircir ces règles, par un exemple 
familier, prenons la courbe qui a pour équa
tion yy^rxxsz==Cgjax — &a a-¥- 2 by —"bb , 
qui, en fuppofant les x ôc les y perpendi
culaires entr'eiies, appartient au cercle , 

Les lignes AP ( Fig. 15*.) font x, & les 
lignes P M r P M font les deux valeurs dey 
cjue la réfolutkm de cette 'équation donne 
pour chaque valeur de x. 

Si Ton différencie cette équation, on aura 
2 ydy4- 2xdx = 3 adx 4 - 2Wx,'d'où l'on tire 

Égalons d'abord le numérateur à zéro*; 
pour avoir les endroits où la tangente devient 
parallèle aux ordonnées. Nous aurons 2y 
2, b ==. o , ou .=== Subnituant cette valeur 
dans l'équation; de la courbe, il vient b b'^-
xx=3ax—1 aar+-2bh—:bb.f, ou 3cx 1 ~3 ̂ x ===-̂  
2.aàx qui étant rëfolue donne = f ^-zîi 
V-\.-a.a\ c'eft-à-dire, & x == a y'cè 
qui nous apprend que la côujbe,'ou fa tait-
gentej, devient^parallele aux •ordonnées ] en 
deux points R èt-B!.p_ qui ont Chacun pour 
©^donnée la ligne bs ôc,dont l'un 2?, a pouf 
abfciffela ligne A.Q~a> & l'autre PJ.z pour 
abfciffe la ligne,\A Q',=== 2 a. 

Egalons maintenant à zéro le dénomi-



nateur de la valeur de , pour favoir en quel 
endroit la courbe, ou fa tangente, devient 
parallèle aux abfciffes: nous aurons 3 a—2 x 
=.o ,oux = ~a. Subflituant cette valeur dans 
l'équation de la courbe, nous aurons /̂y H- -f - aa 
r==.\aa—2a a-i-2by — b b, ou yy —&by -ï? 
bb~ ±aa; ôc tirant la racine quarrée,jy— b 
= Î ± : t <*> doncy = b + \ a; c'elt-à-dire,^ '= h 
^~ay ôcj/ = 0 - — f a , ce qui nous apprend 
que la tangente devient parallèle aux abfcifr 
f e s e n deux endroits ou points T & V qui 
ont pour abfciffe commune la ligne AS~\ at 

ôc dont l'un T'a pour ordonnée ST'^b a , 
& l'autre Ty a pour ordonnée la ligne 5 T = b 
— i a. 

Les points Q ôc Q' font ce qu'on appelle 
les limites des abfciffes, parce qu'entre Q ôc 
Q, à chaque abfciffe AP répondent des va
leurs réelles P M ôc P M pour y \ au lieu 
qu'entre Q & A, ôc au-delà de Qf par rap
port à il n'y a aucun point de la courbe , 
en forte que fi on fuppofe x plus petit que 
AQ ou a, ou bien plus grand que AQ' ou 
2a, on ne trouve aucune valeur réelle poury. 
En effet, fi dans l'équation on met au lieu 
de x une quantité a — qy plus petite que a > ou 
une quantité plus grande que 2 ci, ou telle que 



2<2 + ^ on trouvera en réfolvant l'équation, 
que les deux valeurs de y font imaginaires. 

Pareillement, fi par le point A on conçoit 
A L parallèle aux ordonnées, c'eft-à-dire , 
Taxe des ordonnées ; & que par lès points 
T & c T 9 on mené les lignes T L } T L'parallèles 
aux abfciffes ; lès lignes A L =? 5 T = Z> — \ a y 

<8c A L 1 = • S T == h - f - 1 û, font les limites des 
ordonnées ; car* il eft évident \qu'il ne peut y 
avoir d'ordonnée plus grande que A L 1 ni 
plus petite que A L , la tangente devant être 
parallèle aux abfcifles , Auffi, fi l'onmet'dans 
l'équation de la courbé y au lieu de y une 
quantité plus^'petite que b — \ a , qu'on 
m e t t e , par exemple j b — \ <z-»- q , on verra, 
en réfolvant l'équation, que les valeurs de x 
font imaginaires. La même chofe arrivera fi 
on met au lieu dejy, la quantité b -4- ~ a q + 
plus grande que l + j ^ 

4 3". L'ordonnée S V eft la plus grande de 
toutes celles qui aboutiffent à la partie con
cave R T R ' de la circonférence. L'ordon
née S T eft la plus petite de toutes celles qui 
aboutiffent à la partie convexe ; & les or
données Q R ( k . Q 1 l i ' font, tout à la fo is , les 
plus petites qui aboutiffent à la partie con
cave , ôc les plus grandes qui aboutiffent à la 
partie convexe. 

4 4 . A in l l , la même méthode fert en 



même temps , i°. à déterminer les lîmites 
des abfciffes Ôc des ordonnées ; 2°. à déter
miner dans quels cas la tangente devient 
parallèle aux abfciffes, ou aux ordonnées; 
3°. enfin, à déterminer les plus grandes ÔC 
les plus petites abfcifTes ou ordonnées. 

45» Or de quelque manière qu'une quan
tité foit exprimée algébriquement, on peut 
toujours regarder l'expreffion algébrique 
qui la rep<-éfente, comme étant celle de 
l'ordonnée d'une ligne courbe. Par exemple 

il __: 1 e ft l'expreffion d'une quantité 
• • • OC ̂  l d OC i • 

que j'appelley, auquel cas j'afy = a a — 3 je 
puis regarder cette équation, comme étant 
celle d'une ligne courbe dont x feroit l'abf-
ciffe, ôc y l'ordonnée. Alors fi la quantité 

~ " a a — P e u t > dans un certain cas , devenir 
plus grande ou plus petite que dans tout 
autre , ( ce qu'on appelle être fufceptible 
d'un maximum ou d'un minimum ) , il eft 
vifible qu'il faut fuivre exactement la même 
méthode que ci-deffus ; c'eft-à-dire, diffé
rencier cette équation, ôc en ayant tiré la 

valeur de ~ , égaler à zéro le numérateur 

ou le dénominateur de cette valeur. 
4 6 . G'eft à cela que fe réduit la méthode 



qu'on appelle de maximis & minimis, qui eft 
une des plus utiles de l'analyfe , ôc qui a 
pour objet de faire trouver, entre plufieurs 
quantités qui croiflent ou décroiffent fuivant 
une même l o i , quelie eft la plus grande ou 
la plus pet i te , ou en général celle qui a cer
taines propriétés dans le plus haut degré à 
l'égard de toutes fes femblables. Nous allons 
en donner quelques exemples, pris dans la 
Géométrie ôc dans le Calcul; la Méchanique 
nous/ en fournira par la fuite , qui feront tout 
à la fois ôc plus curieux ôc plus utiles. 

4 7 . Propofons-nous d'abord de partager 
un nombre donné a en deux parties, telles 
que leur produit foit plus grand qu'en le 
partageant de toute autre manière. Nom
mons x l'une de ces parties; l'autre fera 
a—Ôc le produit fera ax—xx ; fuppofons-
l e — j v ; nous auronsjv = ax — xx', donc en 
différenciant, dy = adx—2xdx , Ôc par 

conféquent - r - = — - — ; fi on égale le nu-
a y a — 1 0 

mérateur à zéro , on aura 1 = 0 , ce qui eft 
abfurde; par conféquent s'il y a un maximum 
ce n'eft qu'en égalant le dénominateur à zéro, 
qu'on le trouvera. Egalons donc le dénomi
nateur à z é r o ; nous aurons a — 2 x = o 
qui donne x — f a , ôc nous apprend que de 
quelque manière qu'on partage un nombre 



en deux parties y le produit de ces deux 
parties fera le plus grand qu'il eft poffible, 
lorfqu'elles feront chacune la moitié de ce 
nombre. 

4.-.S • Lorique , comme dans cet exemple 9 

on a l'exprefhon algébrique de la quantité, 
on peut le difpenfer de l'égaler à une nou
velle variable y ; il n'y a qu'à la différencier 
tout Amplement, ôc égaler à zéro le nu
mérateur ou le dénominateur ? lorfque cette 
différentielle eft une fraction. Ainfi dans ce 
même exemple je différencierois fimplement 
ax—xx j, & égalant à zéro la différentielle 
a dx—2xdx f durais adx—2. x dx — o ̂  
d'où je tire également x = ^ . 

4 9 . Propofons-nous une queftion plus 
générale. Qu'il s'agiffe, par exemple , de 
partager un nombre connu a, en deux par
ties telles que le produit d'une puiffance dé
terminée de l'une des parties par la même 
ou une autre puiffance de l'autre partie , foit 
le plus grand qu'il eft poffible. Repréfentons 
par x la première partie, & par m la puif
fance à laquelle elle doit être élevée ; la 
féconde partie fera 'c — x: repréfentons par n 
la puiffance à laquelle elle doit être élevée f 

alors le produit en queftion fera xm ( ay— x ) \ 
Différencions ce produit, ôc égalons la dif-
férencielie à zéro , nous aurons mxvl-1 



dx (a — xf — nxm. (a — x) n~x dx = o. D i -
vifant tout par x171-1 dx ( a •— x ) 3 nous au
rons m (a-— x) — /zx = o , ou 772a — rax— 

7zx = o , q u i donne x ===——-. Suppoions , 

par exemple , qu'il ait été queftion de parta
ger le nombre a en deux parties, telles que 
le quarré de l 'une, multiplié par le cube de la 
f éconde , foit le plus grand qu'il eft poffible; 

alors m — 1 > 7 2 = 3 . On a donc x — 

= f f l ; c'eft- à - dire, que l'une des parties 
doit être les f du nombre ou de la quantié 
propofée ; &. l'autre d o i t , par conféquent, 
en être les trois cinquièmes. 

Ce que nous avons dit ci-deffus, à l'oc-
cafion de la figure , fait voir qu'une 
quantité peut devenir la plus grande de tou
tes fes femblablcs, en deux manières diffé
rentes : lorfque, comme P M'elle a été d'a
bord en croiffant pour diminuer enfuite ; ou 
lorfque , comme P" M" elle va en croiffant 
pour s'arrêter brufquement en devenant Q' R'9 

mais dans ce dernier cas , elle eft tout à la 
fois la plus grande de toutes les ordonnées 
qui aboutiffent à la partie convexe , & la plus 
petite de celles qui aboutiffent à la partie 
concave. Pareillement une quantité peut de-; 
venir la plus petite de toutes fes femblables, 

en 



en deux manières différentes : lorfque, com
me P M , elle va d'abord en diminuant pour 
augmenter enfuite; ou lorfque, comme P" M " f , 
elle va en diminuant pour s'arrêter brufque^ 
ment, & alors elle eft tout à la fois un mi
n i m u m ôc un m a x i m u m / elle eft un m i n i m u m 

à l'égard de la branche M 1 T M " ' , ôc un 
m a x i m u m à l'égard de la branche M T M " . 

5 o . Ainfi , pour diftinguer fi une quan
tité eft un m a x i m u m , ou un m i n i m u m , ou l'un 
ôc l'autre, il faut, en fuppofant que a mar
que la valeur de x, qui convient au m a x i m u m 

ou m i n i m u m , fubftituer dans la quantité pro-
pofée au lieu de x , fucceffivement a -H q 9 

d , ôc a — q, Si les deux réfultats extrêmes 
font réels ôc plus petits que celui du milieu , 
la quantité eft un m a x i m u m ; fi, au contraire , 
les deux réfultats extrêmes font plus grands 
que celui du milieu,-la quantité eft un mi
n i m u m : enfin, û des deux réfultats extrêmes 
l'un eft imaginaire ôc l'autre réel, la quan
tité eft tout à la fois un m a x i m u m ôc un m i 

n i m u m . 

) I . Lorfque dans la détermination d'un 
m a x i m u m ou d'un m i n i m u m , la valeur que 
l'on trouve pour la variable, rend celle du 
m a x i m u m ou du m i n i m u m négative, on doit 
conclure que le m a x i m u m ou le m i n i m u m 

qu'elle indique , n'appartient point à la 
E 



queftion actuelle , mais* qu'il appartient à une 
queftion où quelques-unes des conditions fe-
roient contraires. Par exemple , fi l'on de-
mandoit de partager la ligne A B (Fig, 16) au 
point C, de manière que le quarré de la dif-
tance A C a u point A > étant divifé par la dif-
tance au point B , donne le plus petit quotient 
poffible ; alors nommant a la ligne don
née A B , Ôc x la partie A C \ la partie res
tante Ç B f e r o i t a — x , ôc par conféquent le 

quotient feroit ; différencions donc cette 

quantité , ou x * ( a - — < x ) ~ l ; nous aurons 
2xax. ( a — x ) ~ l - + - x 2 d x ( a — x ) ~ 2 = o , ou 
г x dx x1 dx , - , 

• -4- T - r r = o . o u 2 a x d x — x d x = = o f 

a — x {a—xy 7 

o u (2 a-—x)x=o, qui donne ou x — o , ou 2a—' 
c e . — o ; la i r e valeur indique un m i n i m u m , 

mais qui eft évident fans le calcul. Quant 
à la féconde qui donne x = 2 a , fi on fubf-
titue cette valeur dans —̂ — , celle-ci devient 

i a — x 

ou — 4 a. L e m i n i m u m n'appartient donc 
pas à la queftion actuelle. Mais fi l'on fait 
attention à la valeur x — 2 a que l'on trouve, 
on verra que le point C ne peut être en
tre A & B ; mais que la queftion aura une 
folution , s'il s'agit de le trouver fur le 
prolongement de A B , au-delà de B par 
rapport à A * Or dans ce c a s , fi nous nom-



mons A C , x; la didance B C ne fera plus? 
a — x y mais je — a, &C la quantité dont il 
s'agilfoit, fera laquelle étant diffé
renciée & égalée à zéro , donne — 

° J x—a (x-ay, 

= o, ou après les réductions faites,x*dx<—-
2 a xdx =ss o, qui donne x = 2 a , comme ci-
devant; mais cette quantité fubftituée dans 

, la change en 4 0. Il y a donc, un ;«i/zi-
mum pour ce cas. 

Si 1 on égale le dénominateur x — a de la 
différentielle, à zéro y on a x = <z, qui indi
que un maximum : & en effet, lorfque x = a 9 

la quantité devient infinie. Mais il n'a pas 
moins le vraj caraciere du maximum , car 
foit qu'on fuppofe x plus petit ou plus grand 
que a , on trouve une quantité plus petite 
qu'en fuppofënt x — a . 

J 1 . Lorfque l'expreffion d'une quantité 
qui doit être un maximum ou un minimum M 

renferme quelque multiplicateur ou quel
que divifeur confiant, ou peut fupprimer ce 
multiplicateur ou ce divifeur, avant que de 
différencier ; en effet, fuppofons que ^ re-
préfente généralement une quantité qui-
doit être un maximum ou un minimum, a & b 

étant des confiantes ; il faut donc que ~^== o ; 
E 2 



or puifque a 6c b ne feront pas z é r o , il faut 
que dy: = o ; laconclufion eft donc la même 
que ( i y feul eût dû être un m a x i m u m ou un 
m i n i m u m , c'eft-à-dire, la même qu'en fup-
primant les fadeurs ôc les divifeurs conf
iants. Cette remarque fert à Amplifier les 
calculs , dans plufieurs cas. 

5 3 • Proposons - nous , maintenant, de 
trouver entre toutes les lignes que l'on peut 
mener par un même point D donné dans 
l'angle connu A B C { F i g . i l ) , quelle eft celle 
qui forme avec les côtés de cet ang le , le 
plus petit triangle poffible. 

Menons parle point £>, la ligne D G paral
lè le au côté A B , ôc fuppofant E F une droite 
quelconque tirée par le point D , abaiffons 
I ) K perpendiculaire fur B C , ôc du point E où 
E F rencontre A B , abaiffons E L auffi perpen
diculaire fur B C . La ligne B C c û cenfée con
n u e , ainfi que la perpendiculaire D K ; nom
mons donc B G * = * a y D K = b , & la bafe B F à w 

triangle B E F , nommons-là x . On voit que 
depuis un certain terme, plus BFcroîtra, ôc 
plus le triangle augmentera. Au contraire, fi 
B F diminue, on conçoit que le triangle di
minuera, mais jufqu'à un certain terme feu
lement ; car fi B F devenoit prefque égal 
à B G , la droite E D F ferait prefque parallèle 
à A B , puifqu elle feroit prête à fe confon-



dre avec G D : le triangle feroit alors extrê
mement grand. Il y a donc une certaine 
vaieur de B F qui donne le plus petit trian
gle poffible. Pour la trouver , cherchons 
fexpreflion générale du triangle B E F . Or 
les triangles femblables B E F , G D F donnent 
G F : B F : : D F : E P , & les triangles fem
blables D K F & E L F donnent D F : E F : : 
D K : E L ; donc G F : B F : : D K : E L ; c'eft-

b x 

à-dire, x — a : x : : b : E L±=^ ; donc la 
* """" a E I x -Z? .F* 

furface du triangle B E F , qui eft —-—: 
fera — x — o u 1 . 11 faut donc qu en 

x—a z x — a A 

différenciant cette quantité , le numérateur 
ou le dénominateur devienne zéro , ou b i e n , 
comme on peut ( $2 )fupprimer le facleur 
confiant-^, il furfira de différencier : mais 
fans refaire ce calcul que nous avons déjà 
rencontré ( y 1 ) , nous conclurons de m ê m e , 
que x':===-2a ; donc fi Ton prend B F = 2 a = 
2 B Cr / fà ligne F D E que l'on tirera par le 
point D , donnera le triangle F B E pour le 
plus petit triangle demandé. 

5 4. Cherchons maintenant parmi tous 
les parallélipipedes de même furface & de 
même hauteur, quel eft celui qui a la plus 
grande capacité. 

Nommons h la hauteur, c c la furface du 
E j 



parallélipipede ; x 8 c y les deux côtés dix 
rectangle qui fert de bafe. La fur'facc totale 
eft compofée <âé fix rectangles , dont deux 
ont chacun h pour côté ou pour hauteur, Ôr. 
x pour bafe ; deux autres ont h pour hauteur, 
ô c y pour bafe ; enfin les deux derniers ont x 
pour bafe , & c y pour hauteur ; ain'fiiiffurface 
totale a pour expreffion 2 h x «4- 2 h y -4- 2 x y ; 
c'eft-à-dire, que Ton a 2/zx M- î h y -4- 2xy s= ce. 
Quant à la capacité ou folidité , e l le eft h x y . 
Puis donc qu'elle doit être la plus grande de 
toutes celles de même furface ^ il faut que 
fa différentielle h x d y «4- h y d x foit = o , ou , 
( ce qui. revient au même ) il faut que x d y -4-

y d x = R O . . M a i s l'équation z h x -f~2/\y -4- 2yx 
= ç ç \ , qui exprime que la furface de tous 
ces .p.aralléLipipedes eil confiante ou la mê
me , 'donne 2hdx-\~2hdy «+- 2xdy-+--2ydx — o , 

rSub^îtu'a;nt donc , dans cette équation , la 
valeurde'</x , tirée de la p r e m i è r e : x o n aura, 
après Tes réductions faites , y =» x ; la bafe 
doit donc être un' quarré. Pour en connoî-
tre le c o t é , il faut mettre pour y fa valeur x 
dans l'équation 2/hx-h 2hyH- 2xy = c c , qui 
deviendra par-là, q h x «4- 2X% = c c , & qui 
étant réfoîue , donne x = — h ^ r V hh -\- \ c c] 
dont la racine x = — h — h k - + ~ , { c c , étant 
négative , ne peut fervir à la queftion préfen
te ; ainfi la Valeur convenable de x y elt x ~ = * 

— h -4- V hh + \ce\ 



} Si l'on demande , à préfent, quelle 
doit être la hauteur h , pour que le paralléli-
pipede ait la plus grande folidité de tous 
ceux de même furface ; on remarquera que 
puifque la hauteur étant h> la bafe doit être 
un quarré , cette folidité fera exprimée 
par h x x ; il faut donc que la différentielle 
d e h x x , en regardant h è c x comme variables, 
foit === o ; on a donc i h x d x x x d h —-o , ou 
z h d x ~ f - , x d h = o , en divifant par x . Mais 
l'équation q k x H- sx* 4 - c c , qui exprime , 
alors , que la furface eft confiante, d o n n e , 
en différenciant, ,^hdx - f - ^ x d h -f- 4X</x = o ; 
mettant donc , dans celle-ci , pour d h , fa 
Valeur tirée de l'équation i h d x • + • x d h — o , 
on aura, après les .réductions fa i t e s ,^ = ; 
donc le parallélipipede cherché doit .être un 
cube , puifque fon côté , ou fa hauteur h , doit 
être égal au côté x du -quarré qui fert de 
bafe. Pour trouver maintenant le côté de ce 
cube, il faut mettre pour h , fa valeur x dans 
l'équation 4 ^ - 4 - -2xJ = ç c , quf deviendra 
4^ J + 2 x 1 = c c ou 6 x % = c c qui donne 

x ^ f / ^ l L , Donc , de tous les paralléli-

pipedes de même furface , celui qui a la 
plus grande folidité eft le cube qui a pour 
côté une ligne égale à la racine ;quarrée de 
la fixiejne partie de cette furface. 
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5 <j. Cherchons , maintenant:, entre tous 
les triangles de même contour 6c de même 
bafe, quel eft celui qui a la plus grande fur-
face. 

Soit a la bafe A B , & c le contour du 
triangle A B C { F i g . 18). AbahTons la perpen-' 
diculaire C P , Ôc nommons A P , x ; C P , y ; 
nous aurons P B = a — x , ^ C = l/" xx-+-yy 

& C P = l / : = : T ~ Donc le contour lera 
V a —x-+-yy* 

Vxx^.yy - ^ \ / ~ \ ^ y , <z, & la furface fera 

~ ; o n aura donc V x x ^ y y -h\/a~^x -\-y-i-a=c, 

& il faudra que la différentielle de ^ - f o i t = o ; 

c 'eft -à-dire , qu'on aura ~ - = o , & par 
conféquent d y = o. Or l'équation qui 
exprime que le contour eft confiant ? 

x d x - 4 - y dy 
étant différenciée , donnera ,> — 
a-x.-dx+ydy .. . 
>——- = o , q u i , a cauie q u e i y = o , 

n »'=!..>• x)dx 
fe réduit a ; • • - — - , . = 2 0 , 

V xx-h-yy V (a—xy-+-yy 

ou divifant par d x ôc chaifant les fractions , 

x ^(tf—«)*-hzy — û *— x* V xx+yy. Quarrant 

on aura x x . a — x -4- x x y y = <z — x . x x -4-
Û — x . y y > faifant les opérations indiquées , 
fupprimant de part 6c d'autre les termes 



égaux, & rédulfant, nous aurons x x — a — x , 

ou x x — a a ~ ^ l a x -H x x , qui donne x = » ~ a 9 

& nous fait voir que le triangle doit être 
ifofcele. Ainfi il faut du milieu de A B , 
élever une perpendiculaire, ôc ayant décrit 
du point S comme centre ôc d'un rayon égal 
à la moitié de l'excès du contour c fur la 
bafe a , un arc qui coupe cette perpendicu
laire en C, fi l'on tire C B t k C A , on aura le 
triangle qui a la plus grande furface de tous 
ceux de même contour & de même bafe. 

5 7« Si l'on veut favoir maintenant, quel 
eft, généralement, entre tous les triangles 
de même contour , celui qui a la plus grande 
furface , il faut remarquer que quelle que 
foit la bafe, on voit par la folution précé
dente , que x doit toujours en être la moit ié ; 
c'eft-à-dire , que quel que foit a , on doit 
toujours avoir x \ a . Cela étant , l'équa
tion qui exprime le contour , fe réduira à 
Vlaa-*-yi' V ±aa-i-yy & = C , O U 
2 \ f i a a +-~yy — c — a ; quarrant , on aura 
flan- ^ y y = > c e ~— 2 a c •+• a a ; qui donne 

K cc — ice . m 

— - — L a furface du triangle qui 

eft généralement f, fera donc ' J ^ E ^ . 

Puis donc qu'elle doit être la plus grande de 
toutes celles de même contour, quelle que 



foit d'ailleurs la bafe a, il faut égaler à zéro 

la différentielle de — p ^ l E I E L ou de 
a V ce —гас > prife en regardant a comme Va
riable. N O U S aurons donc d ( a y r ce— гас) ou 

i -
â ( a { c c — i a c Y ) , c'eft-à-dire,da(cc—2ac)* 
—- и . С d a ( c e — 2ac)~ T ~ 0 >OU d a Усе — гас—' 

c'a d a 
L. , - = о , ou d a ( c e — 2ùc ,— c a d a = o f 

V cc — гас 
où c e d d — i c a d a = о , d'où l'on tire a = — • 

donc la bafe a doit être le tiers du contour : 
& puifque nous avons vu D'ailleurs que le 
triangle devoit être ifofcèle, il s'enfuit donc 
qu'il doit être équilatéral. Donc .de tous les 
triangles de même contour, le triangle équi-
latéral eft,celui qui a la'plus grande furface. 

Jg . Dans GES DEUX fôlutions, nous na-
vons pas é\galé le dénominateur.à zéro; parce 
que, dans la première , cela/nous auroit 
donné pour xunevalèur-.-imaginaire ; & dans 
la féconde л nous aurions t rouvée = ~ с ; qui 
n*auroit point fatisfait, non plus, àiaquef-
tion ; puifque fi la bafe étôit la moitié DU 
contour , les- deux autres - côtés fe confon-
droient avec cette bafe, &. le triangle feroit 
alors zéro. A l'avenir, lorfque le numérateur 
OU le dénominateur, égalé à zéro, ne nous 
conduira point à une folution admiffible, 



nous n'en ferons pas mention pour ne pas 
nous arrêter à des recherches inutiles. 

f p. Dans l'avant dernière queftion nous ne fommes parve
nus à déterminer , entre tous les paraliélipipedes de même 
furface, celui qui avoit la-ylus grande capacité , qu'après avoir 
coaiîdiré les parallélépipèdes de même hauteur. Pareillement, 
dans la dernière queftion nous avons déterminé entre tous les 
triangles de même contour, quel étoit celui "q_i avoit la plus 
grande iurfxe'; mais en commençant par réfoudre la queftion 
pour les triangles de même baie. 

Il eft ordinairement plus fimple d'en ufèr ainfi ; c'eft-à-dire, 
de réfoudre la queftion en ne faiîant varier enfernble que l e 
plus petit nombre pcffible de quantités , & faifant varier en-
fine Si fùcceffivement chacune des quantités qui ont été trai
tées comme confiantes. Par exemple , fi l'on demandoit de 
partager un nombre donné , en trois parties , de manière que le 
produit de ces trois parties fut le plus grand qu'il eft poffible; 
en nommant x Se y deux de ces parties , & a le nombre donné , 
la troifîeme feroit a — x — y , & le produit-des trois parties fe
roit xy{a — x— y ) , dont il faudroit égaler la différentielle, à 
zéxo. Mais au lieu de différencier en regardant x Se y comme 
varr.--b.les en même temps, je ne regarderai d'aberd que x com
me variable; j'aurai donc aydx— zxydx — y 1 dx = o , d'ôà 
Ton t;re x~-±(<i—y). Le pre-duit xy {a— x—y) fe change doac 
*n \y (a ~y)i* Je différencie maintenant, en faifànt varier y , 
& j ' i \ dy(a — yy~-±ydy(a—y) que.j'égale.pareillement à zéro, 
& j'ai dy(a—y)\—~ydy (a—y)—o, d'où je t irey=:j a; àoacx9 

Se la troifîeme partie a—x—y, font chacune j <z. 
6 0 . Un peut auffi fthe varier enfernble , jfi l'on v e u t , toutes 

les quantités variables, puis raflemblant tous les termes qui font 
multipliés par la différentielle d'une même variable , égaler 
leur fimnw à zéro , Se faire la même chofe à l'égard de la dif
férentielle de chaque variable. Ainfi, dans le dernier exemple, 

}'aurois axdy-*~aydx—ixydx—xldy—zxydy—y1dx^=o^ éga-
ant féparément à zéro , la fomme des termes affeétés dedx^ de 

celle des termes affedét de dy , j'ai aydx—ixydx—yldxzczo , 
Se axdy — x^-dy — zxydy = 0 ; o u , en divifant la première par 
ydx & la féconde .xdy , a—ix—•y=^o&:<z—x—zy = o 9 

équation dont-il eft facile de conclure x'*= ia , Siy z=.± a y 

comme ci-defîus. 

La raifôn de ce procédé eft facile à appercevoir, en remar-
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quant qu'il n*y a ici d'autre condition à remplir, fînon que I* 
différentielle totale foit zéro. O r , cette condition ne peut être 
remplie généralement, que de deux manières: ou, en fùppo-
fànt que chacune des deux différentielles dxScdy^td égale à 
zéro, ce qui fàtisferoit en effet à l'équation, mais ne feroit rien 
connoître : ou bien en fuppofànt que la fomme des termes qui 
multiplient dx, ainfi que celle des termes qui multiplient dy , 
font chacune zéro : ce qui eft précifément ce que nous avons 
prefcrit. 

6\. Lorsque les conditions de la queftion font exprimées 
par plufïeurs équations, il faut avant d'appliquer cette règle à 
l'équation différentielle qui doit déterminer le maximum ou le 
minimum , tirer des autres équations différenciées , les valeurs 
des différentielles d'autant de variables qu'il y a d'équations 
outre celle-là , & les introduire dans cette même équation : 
alors on applique la règle comme s'il n'y avoit eu que cette 
feule équation. Ainfi, dans l'exemple, ci-defTus, du plus grand 
paralléJipipede, nous avions cette équation %kx-i-ihy+-zxy—cCy 
& la condition que hxy devoit être un maximum. Si donc nous 
voulons regarder tout à la fois, A, x 8c y comme variables , 
l'équation ihx-h&cc. donnera en différenciant, zhdx-hzxdh•+-
xkdy-\- zydh-{-2xdy>-\-iydx = o ; & la condition du maximum 
donnera hxdy-*-hydx-^-xydh = o. De la premiere je tire dh=zz 
-ydx-Xdy-hdy-hdx\^ f u b f t i t u a n t c e t t e y a l e u r d a n s k 

x -+-y 

ftconde , j ' a i , après les réductions ordinaires, hx^dy-t-hy^dx— 
xy*dx— x*ydy = o. Je puis maintenant égaler à zéro, la 
fômme des termes qui multipliant dx , & celle des termes 
qui multiplient dy. J'aurai hy1—xyz—o ou h—x, & hxz —» 
x*y — oy d'où en divifànt tout, par le fadeur commun x 1 , on 
tire h—y= o , qui donne A==y ; & puisque l'on a h = x , 
on a donc auiïi y = x ; les trois dimenfîons ^ h , x , y , font 
donc égales, ce qui s'accorde avec la premiere fòlotion : & en 
mettant ces valeurs dans l'équation zhx-i-z/iy-^zyx =1= ce, on 

z6kl
 = ccy qui donne h-=i\/ J ; ^ a comme dans cette 

(même (caution. * 6 

6ï. Non-fèulement on peut ne faire varier les quantités que 
fuccèffivement, ou les faire varier toutes à la fois, maison peut 
encore prendre pour confiantes telles fondions que Ton vou
dra de ces quantités, pourvu que le nombre de ces nouvelle' 



conditions arbitraires, réuni à celui des conditions de la ques
tion , ne foit pas plus grand que le nombre des variables x> y , 
qui entrent dans la queftion. Cette remarque peut être de 
la plus grande utilité dans plusieurs queftions , principalement 
quand il y a des quantités radicales ; en voici un exemple. 
Qu'ii s agifle de trouver entre tous les quadrilatères de même 
contour , quel eft celui qui auroit la plus grande furface. Si des 
angles C 8c D ( Fig. I < J . ) on abaifle les perpendiculaires D E 
& CF fur le côté AB, & que du point D on mené DK parallèle 
zAB; alors nommant AE, s; DE, t ; AFy u\ CFyxScBF,y; 

à caufè des triangles rectangles, on aura DA=^/* s s -f- t ty 

DC = r J / r ( s -+- uy-h(x — t)X^CB—\S xx+yyl donc fi a 

marque le contour, on aura ^ JJ^T^V'(s+u)^(7Tt.j> 

Hh \ f xx-hyy-i~u-+-y=£a. D'un autre côté, la furface ABCDy 

vaut le trapeze DEFC, moins le triangle DAE; plus le triangle 

C F B i c'eft-à-dire ,(*-+• # ) Cela 

pofé , il faudroit donc différencier cette quantité & l'équation 
précédente. Mais les quantités radicales, rendroient là fuite du 
calcul très-compliquée. Pour éviter ces difficultés, nous fùppo-. 
ferons d'abord que les trois quantités radicales font confiantes . 

ce qui nous donnera ou" 

par conléquent sds•+• tdt = o , on trouvera de même , par la 
féconde quantité radicale, ( s •+ u) (ds-+*du)-h(x—t)(dx—dt) 
=.-~ o; & par la troifîeme ,xax -hy dy = r o. Or , l'équation 
du contour étant différenciée dans cette même fuppoficion , 
donne du-hdy = = o , & la condition du maximum de la fur-
face , donne ( s-b-u ) ( dt->rdx ) -+- ( t-+-x ) (ds-hdu) — tds —• 
sdt xdy -+- ydx = o , ou udt -f- sdx H- udx -+- edu -+- xds -f-
xdu -4- xdy-t-ydx — o. La première équation différentielle, 

donne ds se= — ^ — ; la troifîeme donne dx = • & la 
quatrième donne du = — dy. Subftituant dans la féconde & 
dans la cinquième, on a , après les réductions faites — ( tdt -+. 
sdy){u-i-s)x—(ydy-¥-xdt)(x—t)s=zoi8csuxdt—tuydy—ssydy 
tsxdy—x^tdt—jy^y — o ; fi l'on tire de celle-ci la valeur 
de<fr, on verra que tous les termes du numérateur font affectés 
de s y Se qu'en iubftituant dans la précédente, tous les termes fe-



rôtit aufïi affedcs de s , on aura donc j = e ; ce qui nous apprend 
que l'angle DAB doit être droit: cela pofé, l'équation du contour 
devient t uu-i-(x—e *~hVr xx -hyy 

l'expreflion de la fûrface devient (JJ-H-* — D i f -

férencions donc en ne fuppofânt plus que les deux radi
caux, confiants. Nous aurons udu-+~( x-~,t) {dx—dt) ^= o ; 
xdx •+• ydy = o , dt -h du-i- dy = = o , & u ( Je -h dx ) -f-
(*-+- *) du xdy-j-y dx = o. La féconde de ces équa-

xdx 
uons donne ay ; la tromeme donne dt——du — dy ; 

xdx—y du y 
« u i t = • ;ces valeurs fubflituées dans la première 
& la troisième, donnent y udu-k-{ x—t) ( ydx—xdx+ydu )=o , 
& u( xdx - ydu-\-ydx) -+- ( /-f-* ) y<f« ~ a;1 y 1 ^ = o ; 
or , fi de l'une des deux on tire la valeur de dxy & qu'on 
la fubftitue dans l'autre, on aura une équation dont tous les ter
mes feront multipliés par y , S: qui par conféquent donne y =s o ; 
& fait voir que l'angle CBA don aufïi être droit. Cela étant l'é
quation du contour devient / - f -K*uu+ 'Kx—t f x-+- u ~a ; 
& l'expreflion de la fûrface devient ( t-+-x ) x DîfFéren-

ei»ns donc en ne fuppofant plus d*au:re quantité confiante, que 
le radical. Nous aurons udu-h ( *—t ) ( dx—de ) = o , dt -f-
<fo -4- </u =s o , ( dt H- f£x ) -f- (t x ) du -.=.• c ; la féconde 
donne dt = — — fùbftituant dans les deux autres on a 

-f- ( x—t ) ( zdx-\-du ) = o , & — aie/ -f- ( t-±-x ) r/u = o ; 
or celle-ci donne ¿ « 2 2 0 ; donc la précédente fe réduit à 
( x—t ) zdx = o , qui donne x = Cela pofé , l'équation du 
contour fe réduit à 2*-i-tu x= & celle de la furf.ee , à n.' ; on 
a donc <fr -f- du = o & ri« -i-w/r = « j la première donne 
df=z — d u , ce qui change la féconde r-n t du — u du = = o ; 
8c par conféquent / == u ; donc les lignes A /J, A D, ^ CyC Sy 

font toutes égales ;& puifque l'angle y*? doit erre droit, le qua
drilatère cherché doit être un qun-ré. 

Au refla, on pourrait trouver ce'te propriété plus facilement; 
mais ce n'étoit point là notre objet principal : il s'agifîbic 
de faire voir comment la liberté de prendre telle ou telle 
quantité pour confiante, peut dans bi:n des oecafions, donner 
les moyens de faciliter le calcul ; & cet exemple y étoit très-
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propre; car uns cela le calcul feroit très -compofe. On peut 
appliquer des idées fêmblables , aux autres polygones, & on 
trouvera qu'en général de tou-es les figures d'un même contour 
& d'un même nombre de cotés , celle qui a la plus grasde fùr-
face eft toujours le polygone r 'gulier de ce même aombre de 
côtés; d'où Ц luit que de toutes les figures de même contour, 
le cercle eft celle qui a la plus grande furface. 

D e s p o i n t s m u l t i p l e s , 

€z. Nous avons examiné ce qui arrivoit lorfque l'une dee 
deux différentielles dx ou dy, ou ( ce qui revient au même ) 

lorfque le numérateur ou le dénominateur de la valeur de 

devenoit zéro , & nous avons vu que l'un de ces deux cas 
avoit toujours lieu lorfqu'il y avoit un maximum ou un mini-% 
mum. Mais lorfque le numérateur & le dénominateur de 1* 

râleur de deviennent zéro en même temps , qu'arrive-t-il 

ilors, & à quoi fe réduit la valeur de 

Pour répondre à ces queftions , nous obférveron» d'abord 
que lorfqu'on a différencié l'équation d'une courbe, comme il 
n'y a plus que des termes multipliés par dx & des termes 
multipliés par dy , on peut en appellant A la fômme des pre
miers , & B celle des féconds , représenter l'équation différen

tielle, par Bdy = o. Cette équation donne-

or , pour que B Se A deviennent zéro en même temps, il faut 
qu'ils aient un commun divifèur , qui devenant zéro lorfque 
x & y ont certaines valeurs, rend B & A égaux à zéro ea 
même temps. Par exemple , dans la courbe qui a pour équation 

, on a ou , 

(en mettant pourjy, fa valeur 

quantité qui devient | , lorfque x = a ; maison voit en même 
temps, que a ~ - x eft divifèur commun du nuaférateur & du déno-



tninateur, & que la valeur de iê réduit à-

quî dans le cas particulier de x — ay fe réduit àHp i , c'eft-à-
dire , que dans cet exemple , la valeur de £ eft H h i* 

Il paroît donc que r\our avoir, en pareil cas, la valeur de 

il n'y a autre chofe à faire qu'à chercher le commun divi-

fèur des deux termes de la fraction qui l'exprime, & divilër ces 
deux termes par leur commun diviïeur. 

On peut, en effet, en ufêr ainfi ; mais cet expédient n'eft 

pas toujours fûfhfânt lorfque la valeur de renferme plus 

d'une variable , non plus que lorfqu'il renferme des quantités 
radicales; n'y eut-il même que, dans ce dernier cas, qu'une feule 
variable. C'eft pourquoi nous allons donner un moyen plus 
général & plus facile. Mais auparavant il faut faire connoitrè 
la nature des points des lignes courbes, où cette fîngularité 
arrive. On va voir que cela arrive dans les points multiples-; 
c'eft-à-dire, dans ceux où plufieurs branches d'une même 
courbe fè rencontrent. 

6 4 . Concevons donc que SOMZ'M'ON ( Fig. i o ) foit une 
courbe dont deux branches , au moins , fè rencontrent au 
point O. Il eft clair qu'à chaque abfciífe AP , ou x , il répond, 
( au moins dans un certain intervalle ) , un certain nombre de 
valeurs PM,PM' poury , & que celles qui répondent aux bran
ches qui doivent fe rencontrer, deviennent égales dans le point 
de rencontre O. 

Pare i l lement ,^^ ' étant l'axe des ordonnées, il faut qu'à 
chaque ordonnée A Q , il réponde , ( au moins dans un certain 
intervalle ) un certain nombre d'abíciíies Q N, Q N', Q A7" , & 
que celles qui répondent aux branches qui doivent fe rencon
trer, deviennent égales dans ce point de rencontre. 

Donc, fi l'on repréiénte par a la valeur de x , & par b la 
valeur de y , qui conviennent au point multiple, l'équation de 
cette courbe doit être telle que lorfqu'on y mettra a pour x , on 
trouve que y aura autant de valeurs égales à b qu'il y a de 
branches qui paifent par le point multiple , & il faudra de 
même qu'en mettant b pour y on trouve un pareil nombre de 
valeurs a pour x. 

Il fuit de-là que l'équation doit être telle, qu'elle puiffe être 
ramenca 



Ramenée à cette forme... (x—> a)m F 4 - ( x~a)'m- x(y—h) F'-+> 
( * — tf ) « - ^ y — h) 2 F1' -h ( JC — a) m-i{y — '6)i F1" -H 

(jy — b)mT=so, m, marquant le degré de multiplicité du 
point en quefticn, 8c F, F ' , &c. I, marquant dés quantités corn* 
pofées, comme on le voudra , de x , y 8c de confiantes , ce que ^ 
pour abréger , ôh appelle des fonctions de s?, y & de confiantes» 

En effet , il efl clair que fi l'on fait * = a , l'équation qui fè 
réduit alors à (_y — ^ ) / 7 t r = s = o , fera divifiblè , m fois, pat 
^ — b, & donnera par ccnféquent m fois, l'équation y — b == o 
ou y = 3. Il en eft de même iï l'on fait y •==.•$; l'équation qui fô 
réduit alors à{x — <z)mF, fera divifiblè, m fois, par*; — a, 8c 
donnera, par conféquent, autant de fois, l'équation x— a = ; o y 

tux — a; ce qui ne peut arriver, fi l'équation n'eft pas réduc^ 
tible à la forme que nous Venons d'expbfer. 

Concevons maintenant qu'on différencie cette- équation „ 
77i fois de fuite, en faifant même (fi Ton Veut) varier auffi dx 
& dy* En réfléchiffant fur le principe de la différenciation 
on verra facilement , ( & nous allons le faire voir par un 
exemple ) i ° . qu'il n'y aura que la dernière équation différen-, 
tielle dans laquelle il y ait quelques termes qui ne fbient plus 
affectés de y — b ou de x— a. Donc , lorfqu'il y aura un point 
multiple, les différentielles première , féconde, troifîeme, &c« 
de l'équation, doivent, lorfqu'on y mettra pour X 8c y leurs 
valeurs a & b qui répondent au point multiple , s'anéantir 
toutes, excepté celle dont le degré de différentielle eft marqué 
par m; i ° . on verra de même, que dans cette dernière équa
tion différentielle , les termes afteâês dé ddx , ddy > d*x &c. & 
de toutes les différentielles de degrés ultérieurs, auront tous 
pour facteurs quelques puiffances de x — a ou de y — h & quepatf 
conféquent ces différentielles difparoiflent au point multiple» 

De ces principes, il fuit î ° . qu'au point multiple on ne peut 

avoir la valeur de — autrement exprimée oue par ~, fi ce n'eft 

p2rla dernière équation différentielle, puifque toutes les autres 
équations différentielles s'anéantiffant alors , tout ce qui multi
plie dx eft zéro, & tout ce qui multiplie dy eft zéro , Î ° . que 
cette dernière équation différentielle ne contenant point ni 
dftx, nî ddy, ni toutes les autres différentielles ultérieures, peut 
réfùlter immédiatement de l'équation p'ropofée différenciée m 
fois de fuite, en fuppofant dx & dy confiants, z°. que dans cette 
«lême dernière équation différentielle ,<6e & dy monteront au 

F 



degré m ; & que par conféquent fî l'on diviie par dy™ , on ai2«J 
dx 

en réfôlvant cette équation, m valeurs de --- qui Serviront 
dy 

a trouver les tangentes qu'ont au point multiple les différentes 
branches gui psiïçnt par ce point. 

Pour éclaircir & confirmer tout cela par un exemple , pre» 
rions la courbe qui a pour équation a (y — b)z— x (x-a)- = o. 
Si l'on différencie cette équation m fois, c'efl-à-dire , ici, deux 
fbis,on aura i ° . zady (y—b) —dx (x—a)* — zxdx(x—a) = o ; 

iaddj{\-b')-\-i.ady'1 —ddx(x-a)1- zdxz (x-à)- zxddx [x-a) 
-idx* (x-a)-zxdxi = o , où l'on voit, qu'en mettant a pour x , 
& b pour y , la premiere équation différentielle s'évanouit, & 
que dans la féconde , les termes affeer.cs de ddx 8c de ddy s'éva-
nouiffent, enlorte qu'elle fè réduit à iadyz — ladx1 = o. 

Mats fi au lieu de différencier pour la féconde fois , en trai
tant dx 8c dy comme variables, nous eufïions différencié en les 
traitant comme confiants, nous aurions eu xadyx — zdx\x—û)-
%dxz {x—-a) —- ixdxz = o , qui en mettant a Dour x , fe réduit 

dx 
également à iadx* — iadyz 3=0, & donne — = -f-1, quiindi« 

dy 
que deux tangentes au point où x = a & y — b ; ce point efl 

v dx 
donc un point double, & la valeur de la foutangente, de-

dy 
Venant alors b, ces deux tangentes font un angle de 45 0 . 
avec l'ordonnée : c'eft ce que confiimera la defcription de 
la courbe par le moyen de fôn équation qui donnant y c=z b 

x 
( œ — - a ) y/ — , fait voir que la courbe a deux branches parfaite-

a. 
ment égales & fêmblables, qui fè croifent au point O o u x c i ) 
Se y — b. Sa figure efl telle qu'on la voit ( Fig. 20 ) . 

65. D'après ces principes, il eft donc facile de déterminer fi 
une courbe dont on a l'équation, a des points multiples, quels 
Ils font & où ils font. Il faut différencier cette équation ; égaler 
à zéro le coefficient ou multiplicateur de dx, & celui de dy. 
Ces deux équations détermineront la valeur qui convient à x & 
Celle qui convient àjy, s*il y a un point multiple; ou les valeur» 
s'il y en a plusieurs ; mais pour s'affurer de l'exiftence de ce 
point multiple, il faudra examiner u ces valeurs de x & de y 
fâtisfont à. l'équation propofée. Alors pour déterminer le degré 
•de multiplicité du point ou des points trouvés, on différenciera 
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âé nouveau l'équation, maïs en traitant (pour plus de {impli
cite ) dx 8e dy comme confiants. Si les valeurs qu'on a trouvées 
pour *• & pour y, étant fùbftituées dans cette fecoude équation 
différentielle , tous les termes ne s'anéantiflent point, alors le 
point trouvé n'eft que double. Si au contraire ils s'anéantifferït * 
il eft plus que double* On procédera donc, dans ce dernier cas 
à une troifiemfe différenciation, en traitant toujours dx Se dy 
comme confiants: & ayant fiibflitué les valeurs de x 8e deyy le 
point fera triple fi tous les termes ne s'anéantiflent point.- & fi 
au contraire ils s'anéantiflent tous^ il fera au moins quadruple. 
On continuera de différencier & de fubftituer, jufqu'a ce qu'on 
arrive à une différentielle dont les termes ne s anéantiflênt pas 
tous par la fùbftitution des valeurs de x & y. 

Par exemple, fi l'on demande "les points mulciples de 1* 
fcourbe, qui a pour équationy*—eixyx •+• bx> = o; je différencie 
cette équation, & j*ai 4>3 dy — raxydy—ay* dx-+-->bxl dx==zo 
Egalant à zéro le coefficient de dx Se celui de dy, j'ai 4JJ — 
2ûAy = o , & ibx^ — ay'1 =r— o. La première de ces deux équa
tions donne ou y = ô, où 4y* — xax — o. La valeur y = o ±. 
lùbftituée dans l'équation T)bx'1 — dy 1 — b , donne ^bx^^zzo^ 
ou.r = o^ of , en mettant dans l'équation pfopcfée o pour x ± 
Se o pour y , on fatisfait à cette équation ; donc la courbe à 
un point multiple dans l'endroit ou x = o 8e y — o; c'eft-à-
dire , à l*originé. A s , 

Quant à la valeur 4y J -— iâx = ô au y'- == i eh la fl'bf-

tituant dans ^^w 1 — ay-=?o, on a $txz — = o qui donne 

6ux = ô, o u * = — ̂ mais la première $ Ravoir x~o donné 

.y = o j ce qui nous donne le même point que ci-devant, Se la 

féconde donne y 1 == — ; mais ces Valeurs de x Se de y z nô 

fatisfont point à l'équation prepofée; ainfi il n'y a point d'autre 
Point multiple que celui qui doit être à l'origine. 

Pour connoître fa multiplicité, différencions une féconde fois ; 
bous aurons izy 1 dy* — iaxdyi~^iajdxdy — zdjdxdy-+-6bxdxz 

—~o, ciont tous les termes s'anéantilfent eh mettant pour x & 
y p ^S v a l e u " » z é r o * Dcnc le point eft plus que double. 

"auons donc à une troifîeme différenciation : nous aurons 
t+ydyi — iddxdy* —xadxdy'1 — %adxdyz -«- 6bdx* == o ; eu en 
fnettant pour y & x , leur valeur zéro , 6bdx* —6adxdf=zo j 
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comme ce.tte troifîeme différentielle ne s anéantit point, le point 
en queftion , eft un point triple. 

Pour en déterminer les tangentes, je divifé cette équation 

par 6 b y & par dyi ; j'ai • ,quidonne 

ou La premiere valeur de 

fait voir que l'une des tangentes au point multiple eft paral

lèle aux ordonnées, c'eft-à-dire, qu'une des branches touche 
Taxe des ordonnées, puifque le point multiple eft d'ailleurs à 

l'origine. Les deux valeurs font voir que les 

deux autres branches font avec l'axe des ordonnées, chacune , 

un angle dont la tangente eft & s'étendent de diffé
rents côtés de cet axe. On peut voir la figure de cette courbe 
en réfôlvant fon équation qui donne 

prenant pour a & b deux 

nombres à volonté , & donnant fucceffivement à x pluheurs 
valeurs tant pofitives que négatives: on trouvera qu'elle eft 
telle que la repréfente la Figure n . 

/\u relie, lorsqu'on a déterminé un point multiple, par 
les opérations ci-deffus , il ne faut pas toujours en conclure 
que toutes les brandies qui font cenfees palTer par ce point, 
ïôient vifibles. 11 peut le faire que l'équation qui détermine, 
les tangentes , ait des racines imaginaires ; & alors il y a autant 
de branches invifibles. Les points où cela arrive, font quelque
fois détachés du cours de ia courbe , à laquelle ils n'appar
tiennent pas moins, on les appelle alors des points conjugues 
maïs qu'ils foiént ou ne fôient point détachés, ils ne font 
pas moins cenfés rafîembler le «ombre de branches mar
qué par le degré de leur multiplicité; la courbe à laquelle 
ils appartiennent eft un individu d'une famille plus étendue, 
dans laquelle toutes ces branches font vifibles ; mais elles 
deviennent invifibles dans celle-là , parce que quelqu'une des 
quantités confiantes qui entrent dans l'équation commune à 
toute la famille , devient zéro dans le cas particulier de cette 
Oeurbe indWidu«Ue. C'eft ainû* que dar.s la courbe qui a pciyr 



équation m (y— Ь)г x(x — л = о , & dont celle de 
la Figure го. eft ып cas particulier, & devient la même brique 
m=a ; c'efl ainfï , dis-je, que dans cette courbe qui aura 
aufli une feuille , cette feuille n'a plus lieu lorfqu'on fûppofè 
a = о , ce qui réduit l'équation à m (y — b ) г — хг о ; 
les deux branches OMZ, О M'Z qui étoient au-defïûs du point 
О , n'auront plus lieu dans cette dernière ; ou du moins n'y 
ièront pas viûbles-. Car on peut fùppofèr qu'elles y font encore, 
en regardant a , non comme zéro abfolument, mais feule
ment comme infiniment petit. Il n'y aura pas moins deux 
tangentes, à la vérité ; mais cet exemple , liiffit pour faire 
entrevoir comment i'anéantiffement de certaines branches 
peut avoir lieu. 

66. Qn peut tirer plufîeurs conféquences utiles de ce que 
nous venons de dire , à l'occafion des points multiples. 

67.x*. Lorfqu'une expreffion algébrique fractionnaire , dans 
laquelle il entrera une ou deux variables , fera telle qu'en 
y mettant pour chacune de ces variables , certaines valeurs 
déterminées, elle deviendra f- ; on aura la valeur que doit 
avoir alors cette expreffîon , en différenciant féparément le 
numérateur Se le dénominateur , autant de fois de fuite qu'il 
fera néceffaire pour qu'ils ne deviennent plus zéro en même 
temps; & dans cette différenciation, on traitera les différences 
premières , comme confiantes. En effet , on peut toujours 

regarder toute expreffîon fractionnaire algébrique , dans 

laquelle il entreroît deux variables, par exemple, comme étant 
d x 

la valeur de-^— (xScy étant ces deux variables) ; c'efl-à-dire , 
dy d x В 

qu'on peut toujours fùppofèr ~~p = - , & par conféquent 
Aix — Bdy = o. Or puifque, par la fuppoittion , A & В 
deviennent zéro en même temps , lorfque x 8c y ont cer~ 
taines valeurs, il fuit de ce qui précède , que peur avoir la 

valeur de , il faut différencier cette équation en regardant 
dy 

dx Sedy comme confiants, la différencier, dis-je, jufqu'à 
ce qu'on arrive à иве équation qui ne s'anéantifle point par la 
fubflitutîon des valeurs de x Se y . Or ces différenciations 
confécutives donnent dAdx—dB d y = 0 , d dA d x — 
ddB dy = o,<fJ A dx— d> В dy = o, &c. qui donnent 
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D e s P o i n t s d ' i n f l e x i o n v i f i b l e s & i n v i f i b l e s * 

7 0 . I L arrive quelquefois qu'une même branche de courbe 
^près avoir tourné fà coneavité vers un certain point, tourne 
enfuite fa convexité vers ce même point, en continuant néan
moins fà marche. Telle efl la courbe que Ton voit repré
sentée {Fig. %z)y Le point O où ce changement arrive , s.'a?-
pelle point d'inflexion. 

Pour déterminer ces fortes de poinrs il faut remarquer- que 
îa, iangente au point O y doit être tangente commune de la 
branche O B & de la branche Oh, qui Ce touchent mutuelle
ment au point O ; fi donc de part &; d'autre du point O , on 
jp.re.nd deux arcs égaux ou inégaux , mais infiniment petits , la 
urgente doit être le prolongement, de i'un Se d$ l'autre, çrs 

c'eft-à-dire qu*il faut 

différencier féparément le numérateur & le dénominateur 
3ir.fi qu'il a été dit ; & la dernière de ces équations donnera 

la valeur, ou les valeurs de - ~ , 
dy 

6 8 . i ° . Lorfqu'une équation qui renfermera plufîeurs varia-*-
bles f e r a telle, qu'à certaines valeurs de l'une de ces variables, 
jnoins une , il devra répondre un certain nombre de valeurs , 
égales de la dernière , & qu'il en fera de même de toutes , 
on trouvera ces valeurs en différenciant autant de fois de 
fuite , moins une , l'équation propofée ; (ûppoiànt dans ces dif
férenciations d x y d y , d\ , &c« confiantes fi x , y , ? , &c« 
font les variables; & égalant à zéro les multiplicateurs de dxx 

dy y d\y &ç. ceux de dxz, dx dy , a\dy , &c. & ainfi de fuite» 
Si toutes ces équations's'accordent entr'elles & avec l'équation 
propofée , les valeurs de x, y , ^ , &c, qu'elles auront dpnnées , 
feront les valeurs demandées. 

6$K Remarquons au fùjet des points multiples , que puifque 
\es valeurs de x & de y , que Ton trouve en égalant à zéro le 
coefficient de dx & celui de dy doivent fàtisfaire à l'équation 
gnie propofée, on ne peut -, lorfque cette équation n'efl pas 
donnée en termes finis , ou ne peut pas y être ramenée pae 
les méthodes du calcul intégral , s'ailurer par le calcul fèul, 
4e i'exiftence de ces points. 
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forte que ces deux petits arcs doivent être en ligne droite. 
Cela pofé, ayant mené les ordonnées MP , OQ , mp, & 

nommé A P , x , & P My. On aura Mr = , O r = </y i 
& fuppofànt 6>M & Om infiniment peu différents l'un de l'autre , 
on aura Or1 = dx -f- & mr1 — dy •+• ddy ; puis donc 
que MO & Om font en ligne droite , les triangles MrO & Or'/n 
(ont fêmblables ; donc fi l'on fuppofe, ( ainfi qu'on en efl bien 
le maître ) , que les arcs MO & Om font égaux , ces mêmes 
triangles feront aufti égaux, &l'onaura Mr = - CV, 8cOr~ mr'',. 
c'eft-à-dire, dx = dx -f- dd,-;, & <fy = H- <&/y v donc 
ddx = o , <&/y = o. 

Donc , pour déterminer les points d'inflexion fimples , il 
faut différencier deux fois de fuite l'équation de la courbe % 

Se fuppofer dans la féconde équation différentielle , ddx 3= o». 
Se ddy = o. O r , il eft évident qu'alors cette féconde équation 
eft la même que fî l'on eût différencié en faifant dx Se dy conf
iants. Donc, pour avoir les points d'inflexion fimples , il faut 
d'abord différencier l'équation de la courbe , puis différencier 
cette première équation différencielle, en regardant dx & dy 
comme confiants. Alors fi de la première équation différen
cielle on tire la valeur de dx ou celle de dy pour la fùbftituer 
dans la féconde, on aura une équation qui étant divifée par 
dy- on dx1, ne renfermera plus que des x , des y & des 
confiantes, & qui étant comparée avec l'équ2tion même de la 
courbe, donnera les valeurs de x & de y , qui conviennent 
au point d'inflexion fîmple. 

Prenons pour exemple , la courbe qui a pour équation 
5-î — by1 ^J. Nous aurons 3 x1 dx— z by dy = o , diffé
renciant de nouveau, & traitant dx & dy comme confiants , 
nous aurons 6 xdx ' — z b dy1 = = o , or, la première donne 

fubftituant dans la féconde,, on aura . . « 

, ou 4 i o. Or, 
celle ci donne y 1 qui étant fubflitué dans l'équation* 

de la courbe, donne. ou x1 = 4 a 5 , donc 

& par conféquent y Ce 

font les valeurs qui déterminent le point d'inflexion. 
Prenons , pour fécond exemple % 1̂  courbe qui a pau* 
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équationy=û-f-(^—<i)T , nous aurons dy=x\(jx-—-a) s dx ; 
différenciant de nouveaux en traitantes? 81 dy comme confiants % 

pou* aurons o ou 
donc d x = o. i or la premiere équation différentielle d y —i 

dx revient à dy 

{ d x; donc puifque <f* = o , o n a ( # — a ) 5 dy = a , qui 

donne ou dx = o ,ou ( x — a )'' = © ; mais comme il n'eft 
Cas poffible qu'on ait en même temps dx & dy égaux à 

itéra, il s'enfuit que (x — ) "* = o y eft la véritable fôlution , 
qui donne x = a, & par conféquent y = a. 

7 1 . Remarquons en paifant , i ° . Que puifqu'on trouve dx = 0 » 
la tangente au point d'inflexion de cette courbe , eft parallèle 
aux ordonnées, 

2,0. La méthode que l'on donne ordinairement pour trouvée 
les points d'inflexion > confïfte à différencier deux fois de 
fuite l'équation, en fùppofant dx confiant, & à égaler ddy à 
zéro ou à l'infini. Quoique cette méthode conduifè aux mêmes 
réfultats , nous avons néanmoins évité de l'employer parce 
qu'en effet ddy n'eft point infini, ainfî qu'on doit bien le vois 
|>ar ce qui précède. Ce qui eft réellement infini alors , c'eft la 

valeur de & non pas ddy qui ne peut être que zéro» dans ce 

cas comme dans tout autre ; & comme dx eft zéro , dans les 
spêmes cas de points d'inflexion , où l'on a coutume de fûppofèr 

ddy infini. eft réellement qui en regardant zéro 

comme une quantité infiniment petite v eft en effet infini 
3 0 . Si la courbe devoit avoir pluficurs points d'inflexion , 

J'équation finale donneroit plufieurs valeurs de x ; c'eft - à-
dirç, qu'elle pafferoit le premier degré. Cela, arrive dans. le.s 
Courbes qui vont en ferpentant-, comme ctans la Figure 23. 

7z. Si l'en conçoit que les deux, points d'inflexion O. & 0/ 
( Fig^xi ) , s'approchent continuellement & foient enfin iiîfi-
«îiment voifîns Tun de l'autre : alors fï Ton fè repréfente-, 
< < P M ci-devant, tes d«v& arcs infinimeAS. petits Q M Si Om^ 



& les deux arcs infiniment petits O' M', O' m'de part & d'autre 
des points d'inflexion O Se O' , les deux côtés O m Si M O* 
feront ou pourront être ft'ppofts l'un fur l'autre ; & puifqu'au 
point d'inflexion, M O eft èn ligne droite avec O m , & Ai 'O1 

avec O' tri , il y anra donc trois petits arcs confécutifs ea 
ligne droite. 

Cela pofé , (oient Mmymm'ym'mu (Vlg. 24) ces trois arcs in
finiment petits. Abaiflbns les ordonnées M P , mp,m'p\m"p" 9 

Se menons les lignes Mr , mr', m V" parallèles à AP. Nommons 
AP , x , & PM,y ; nous aurons Mr—dx,rm-dy,mr'—dx-+-ddx9 

r'm'=dy-+-ddyy m'r"—dx-i-ddx:-+-d'xJ r"m"-~dj^ ddy+d^y. 
Or les trois triangles Mrmy mr' m\ m' r" m" font fèmblables „ 
puifque les côtés Mmy mm' Scm'm" font en ligne droite ; donc 
û l'on fuppofê ces mêmes côtés égaux (ce dont on efl le maî
tre ), les triangles feront égaux ; on aura donc dx—d^-ï ddx , 
dy=s=dy-hddy, dx-hddx = dx-hddx-+-d'>x, dy-\-ddy=dy-i-ddy 
-t-dd*y ; c'cfl-à-dire,ddxxso, ddyz=oy d*x~ o , diy=o-

Donc fi l'on différencie l'équation de la courbe trois fois 
de fuite, en faifànt varier dx, dy , ddx & ddy y Se qu'enfuite on 
mette o pour chacune des quantités ddx , ddy, dlxy d'y, il 
faudra que chacune des trois équations réfultantes de ces dif
férenciations ait lieu» Or il eft évident qu'elles deviennent 
alors les mêmes, que fj l'on eût différencié trois fois de fuite , 
en f:ppofànt dx Se dy confiants. 

En raifônnant de la même manière , on verra que fi trois 
points d'inflexion confécutifs viennent à fê réunir, il y aura , 
au point de réunion , quatre éléments en ligne droite , & l'or» 
démontrera de même, que fi l'on différencie l'équation quatre 
fois de fuite, en fûppofant dx Se dy confiants, les quatre équa
tions qui en réfùlteront, doivent toutes avoir lieu ; Se ainfi 
èe fuite. 

Donc, fi de la première équarion différentielle on tire la 
valeur de dx pour la fubflïtuer dans toutes les autres, on 
aura , après avoir divifé la féconde par dy1 , la troifieme 
par dy*, & ainfî de fuite , autant d'équations qui doivent avoir 
lieu conjointement avec l'équation propofée , pour qu'il y ait 
une, deux , trois , Sec. inflexions réunies. Donc , fi de deux 
de ces équations on tire les valeurs de x Se de y , il faudra que 
ces valeurs fubflituées dans les autres équations y fàtisfafTent. 
^ Lorfqu'il n'y a que deux inflexions réunies, l'inflexion efl 
invifible, elle redevient vifîble, lorfqu'il y en a trois; en gc-
fcsrai l'inflexion efl viiïble ou invifible, félon que le nombre 



des inflexions réunies eft impair ou pair. Donc fi 2 ? = o re* 
|>réfènte , en général , l'équation d'une courbe ; il faudra , 
pour qu'il y ait m points d'inflexion réunis , il faudra qu'en 
différenciant £ , m-f-r fois, en fùppofant dx Se dy confiants, 
toutes les différentielles ddxt ddy, dlx , dlyy &c. jufqu'a celle 
du degré m-f-i foient zéro; & l'inflexion fera vifible ou in-
Vtfible , félon que m fera impair ou pair. 

7^' Jufqu'ici nous avons fuppofé les ordonnées parallèles, 
Si elles partoient d'un point fixe, voici comment on s'y P r e n ; 
droit, pour déterminer les points d'inflexion. Ayant imaginé 
les deux arcs infiniment petits, & confécutifs, qui, au point 
d'inflexion , doivent être en ligne droite, on mènera {Fig- ) 
les ordonnées CM, Cmy & Cm', & l'on décrira les arcs Mr, mr* 
que l'on pourra regarder comme perpendiculaires fur Cm. 
Se Cm'. Cela pofé , il eft facile de voir que l'angle r'm m' ne 
diffère de l'angie rMm que de l'angle rr.Cr'. Car on a Cmmt 

rmM= 18o° , ou Cmr' -h r'mm' -+- s?o° — rMm = 18o° ; 
donc r'mm'— rMm — ço°—Cmr' ; mais à caufe du triangle Cr'rn 
rectangle en r', on a jo° — Cmr' = m C > ; donc r'mmf—rMm 
= mCr'' 

Si l'on mené la ligne m n qui faffe l'angle m'mn—mCr', 
l'angle nmr' fera donc égal à mMr , & par conféquent le 
triangle tmr' fera femblable au triangle m'Mr. Nommons 
CM> y y & Mr , dx , nous aurons mr z=. dy , mr' -==dx-\-ddx, 
& m'r'—dy-i-ddy ; nommons Mm =z dj , mm' &r-a.—ds-\-dds. 
Décrivons du point m , & du rayon mro', l'arc m'n ; alors les 
fêéteurs C m r' Sen m m' feront feroblables , & donneront Cm t 
mr' : : mm' : m'n\ c'eft-à-dire , y •+• dy : dx H- dd'x : : 
ds-i-dds : m'n, qu i , en opiettant ce qu'on doit omettre, fera 

=== — - « mais le triangle m'tn femblable à tr'm , fera auffi 

femblable à mrM ; on aura donc Mr : Aim : : m'nxm't ,* c'efiV 

à-dire, dx : ds : : ——- : m't= < L t — ; àenc r't = dyddy— 

— •Or les trianples femblables M r m Semr't donnent M r ? 
y . ds' 

rm : : mr' : r t, ou dx : dy : : dx-hddx : dy-t-ddy ; donc 
. dtds3- y 

dxdy-i-dxddy =!dxdy-+-d>'ddx , ou dxdly — dyddx — 
dxfs2- , „ .y. _ 

. = 0 ; ce't-.a la formule pour trouver les points d in-
y 

£exion fîmpîes, quand les ordonnées jjartenî d'un point fixe 5 



elle revient à celle des coordonnées parallèles, lorfqu'on (ùp-
pofe le point C infiniment éloigné, & dx & dy conftans j car 

alors le terme —-—— doit être rejette, puifque y eli infini; 
y 

Dans l'ufâge de cette formule , il fera toujours plus (impie 
ds1, 

de fûppofêr dx confiant, ce qui la réduit à ddy = j & 
il faudra obfèrver de traiter auffi dx comme confiant, dans la 
différenciation de l'équation de la courbe : mais comme les dx 
font des arcs décrits d'un rayon variable, au lieu que quand les 
coordonnées partent d'un point fixe , on les rapporte à des 
arcs décrits d'un rayon confiant CO, comme nous l'avons dit 
(40); on aura loin de mettre, au lieu de dx> fa valeur qui 
fera toujours facile à avoir, en remarquant que les fac
teurs CSf8c CMr font fèmblables. Nous ne nous arrêtons pas 
à donner, dans la même fuppofition , les formules peur les au
tres points d'inflexion. Cela n'eft pas difficile à prêtent. 

O b f c r v a t i o n f u r l e s Maxima &• Minima. 
74. S o i t F une fonâion d'une ou plufieurs variables , & qui 

(oit fufceptible d'un maximum ou d'un minimum. Si nous la 
confluerons comme repréfentant l'ordonnée ou l'abfcifle x 
d'une courbe, c'efl-à-dire , fi nous fuppofons .v = F, il fuit, de 
ce que nous avons dît à l'occafion des points d'inflexion , que 
s'il ed vr«i que dF ou dx foit zéro, lorfqu'il y a un maximum 
ou un minimum, l'inverfe n'efl pas toujours vraie; car nous 
avons vu ( 7 0 ) un cas où l'on a voit au point d'inflexion dx — o ; 
c'eft-à-dire, la tangente parallele aux ordonnées ; or il efl 
évident que ni l'ordonnée ni l'abfciffe ne font alors ni un maxi
mum ni un minimum. Que faut-il donc pour s'afîurer de 
l'exiflence du maximum ou du minimuml II faut différencier 
plufieurs fois de fuite la quantité , en faifant les différences 
premières de chaque variable, confiantes ; & fi les valeurs 
qu'ont les variables au point de maximum ou minimum cher
ché , anéantiffent non-feulement d?F, mais auffi ddF, fans 
anéantir d--Fy il ny a pas de maximum dans la courbe qui a 
po::r équation x — F; mais bien un point d'inflexion yifible ; 
ainfi la quantité f n'a point de maximum ou de minimum. Mais, 
fi diF s'anéantit, fans que d*F s'anéantilfe, il y aura maximum 
ou minimum. En général, il y aura maximum ou minimum , £ 
h dernière différentielle qui s'anéantit ^ eft de degré impair» 



D e s p o i n t s d e R e b r o u f f e m e n t d e d i f f é r e n t e s 

e f p e c e s , & d e s d i f f é r e n t e s f o r t e s d ' a t t o u c h e 

m e n t d e s b r a n c h e s d ' u n e m ê m e C o u r b e * 

75. L O R S Q U E deux branches de courbe viennent à le tou
cher , elles peuvent s'oppofer leurs convexités, comme dans 
la fig. 16 » ou s'embraffer comme dans la fig. 2 7 ; & dans Fun& 
dans l'autre cas, il peut arriver qu'elles continuent leur cours de 
part & d'autre du point d'attouchement, ou qu'elles s'arrê
tent brulquement à ce point, comme on le voit (Fig- 2 8 & 2 9 \ 
Dans ce dernier cas , le point d'attouchement s'appelle point 
de rebroujfement'9 c'efi-à dire, point de rebroujfement fimple•, 
dans la figure 2 8 , & rebroujfement en bec , dans la figure xp. 
Si plus de deux branches te réunifient, toutes ces différentes 
variétés peuvent fê trouver à la fois dans le même point, & 
il peut s'y en trouver encore une infinité d'autres ; par exem
ple , les branches peuvent, en Ce touchant , fubir une ou 
plufieurs inflexions. Il peut arriver qu'une inflexion & un 
point de rebrouffement fè trouvent réunis , & ne lemblent 
fermer qu'un fêul rebrouffement. Dans la figure 3 0 , fi la 
branche EBD qui forme en F un rebrouflement fimple avec 
la branche ECy avoit un point d'inflexion en B; lorfque ce 
point d'inflexion fè trouveroit infiniment près du point E, on 
n'auroit plus que l'apparence d'un rebrouffement en bec. Ces 
variétés peuvent aller à l'infini , fur-tout en confidérant 
que plufieurs branches peuvent fi toucher à la fois. Nous 
n'entreprendrons donc pas d'affigner le caractère de chacune : 
nous obfêrverons feulement, que toutes les fois que plufieurs 
branches de courbe viendront à fè toucher, on le reconnoïtra 
à ce que i° . ce point étant multiple doit avoir les condi
tions mentionnées ( 64 ). z°~ L'équation qui Cert â déterminer 
les tangentes des points multiples, doit alors avoir autant de 
racines égales qu'il y a de branches qui Ce touchent, puifqu'a-
lors il y a autant de tangentes réunies. Ainfi pour le re
brouffement fimple , il doit avoir les conditions communes 
aux points doubles,; & l'équation gui en donne les tangentes^ 

eu qui donne——, doit avoir deux racines égaies. Comme la 
d y 

confidératîon de ces points n'efl pas d'une afiez grande utilité , 
pour nous engager à nous livrer aux détails qu'elle exige, 



nous n'en dirons pas davantage. On peut confulter fur cett* 
rfiatiere, VAnalyfc des lignes courbes de Cramtr. Ceneve 1750, 

D e s R a y o n s d e c o u r b u r e , o u d e l a d é v e l o p p é e , 

76. Si Ton conçoit que fur chacun des points Af, m , m\ 
icc. d'une ligne courbe quelconque ( Fig. 31 ) , on ait élevé des 
perpendiculaires A/Ff, mny m'n', &c; les intcrièétions confé» 
cutives n, n', &c. formeront une ligne courbe à laquelle on a 
donné le nom de développée, parce que fi on la conçoit en
veloppée d'un fil A UN qui la touche en fon origine Í?, alors 
«n développant cette courbe, l'extrémité A du fil trace la 
¿ourbe AM. En effet, dans le développement de Nn, par exem> 
pie, en confïdérant JVn comme une petite ligne droite, lé 
fil IdNn décrit, autour du point n comme centre, l'arc Mm 
auquel il eft néceflairement perpendiculaire, puifjue le rayon 
d'un cercle eft perpendiculaire à fa circonférence. 

77. La courbe AM étant donnée ,.fi l'on veut, pour un 
point quelconque AT, déterminer la valeur de Mn, qu'on ap* 
pelle Rayon de la développée, on remarquera que Mn eft dé
terminé par le concours de deux perpendiculaires infiniment 
voifines MN & mn. C'eft pourquoi) Fig.^z), on imaginera 
deux arcs confecutifs Mm, m m'infiniment petits, & infini
ment peu différens, que l'on confîdérera comme deux lignes 
droites : on imaginera aufti M N perpendiculaire en M fur Mm , 
& mN perpendiculaire en m fur mm'. Alors dans le trian
gle N Mm reclangie en Af, on aura 1 : fin. M N m : : mN ou, 
MN : Mm , ou ( à caufê que l'angle MNm eft infiniment petit ) 

1 :MNmz: MN': Mm; d o n c r - ; or , fi on pro-9 • • Ai Nm ' r 

longe M m , l'angle a m m'z=i M Nm , parce que ces deux angles 
font complémens du même angle MmNy à caufe des angles 

M m 
úvo'usNMm. & Nmm': doncJ/7v = 

Si l'on mené M r Se mr' parallèles à A P , il eft facile de voie 
que l'angle u m r' étant égal à m Mr , l'angle u m m eft la quan
tité dont l'angle mMr diminue, ou la différentielle de l'an
gle r M m, laquelle doit être prifè négativement ici , ovt 
la courbe eft conaave , Se au contraire , doit être prifè 
pofitivement , quand la courbe eft convexe ; on a donc 

, Cherchons donc l'expreificn de d(jMm)4 



Or la tangente de rMm, eft Se fon cofirius ( en hoftt-

mant d* l'arc Mm ou] ainfî qu'il efl 

aifè de le conclure de ce que le triangle rMm efl rectangle: 
& nous avons vu ( 1 4 ) que \ étant un angie quelconque , 
on avoit dx •— ( coj 1 ) 1 d ( tang ^ ) ; donc d ( r M ^ O ^ 

donc enfin M N x= 

C'eft là la formule pour trouver les rayons 

de la développée , quand les ordonnées font parallèles. 
78. Quand les ordonnées partent d'un point fixe ( Fig, ) 

en a , comme ci-defTus, & par les mêmes raifbns, MAr= 

mais m' mu n'eft pas — d ( rMiti ) j voici comment on trouve 
alors la valeur de m'mu. 

Décrivant les arcs M r, mr', on a m' m ;t— r m u — r' mm' $ 
or , félon ce que nous avons vu ( 73 ) , r m u diffère de r Mm , 
de la quantité angulaire m Ci' ou MCf, ( car ces deux der
nières quantités ne différent que d'une quantité infiniment pe
tite par rapport à elles ) ; donc r' m72 = M C r -f- r Mm ; donc 
puifque m' — /"''»« — / 'mm', on a ¡ 7 2 ' mu = 717 £ > - } -
r' mm' z=zMCr — d (m M r). Or en nommant M r, dx, on a T t 
^/t M O ou : M O : : C M : Mr ; c'eft-i-dire, j ; MCr : : y : dx f 

donc M C 7 В: p u l q u e 

on a m' m u fi la courbe étoit 

Convexe, on trouveront de même m m u 

donc MIV -. 

Pour appliquer ces formules à quelques exemples , 
luppûfons que la courbe A M{ Fig. 31 ; foit un cercle qui ai» 

pour équation j y — i ax —*xx, noue aurons y — xax-xx\ doj|Ci 

79. 



fera donc 

donc 

la formule qui convient au cas préfent, ou l a courbe eft corw 

«ave, & où les ordonnées font parallèles, eft 

elle fè changera donc en a, c'eft-à-dire « 

que le rayon de la développée eft toujours de même grandeuc 
& égal au rayon du cercle, enfôrte que la développée fè ré
duit à un point qui eft le centre; ce qui s'accorde avec ce 
que l'on connoît. 

Prenons, pour fécond exemple , la parabole , qui a pour équar 

tiotiy*— ax, ouy=tt Vax=r.a* x1 » nous aurons dy—{-a2x~~2dx» 

donc ds 

donct/ 

formule devient donc 

8 0 . Les rayons de la développée fervent à mefûrer la 
courbure d'une courbe en chaque point. Puifque dans le dé* 
veloppement de l'élément N n de la courbe B N ( Fig. 3 1 ) > 1« 
fil trace le petit arc mm', cet arc mm1 a donc même courbure 
q.ue le cercle qui auroit pour rayon m n. Ainfi, quand on a 
lexpreffion du rayon de la développée, on a pour chaque 
point, le rayon du cercle qui a même courbure que la courbe , 
e<» ce point. Et comme la courbure d'un cercle eft d'autant 



plus g rande que Ion ravon eft plus p e t i t , c 'ef l-à-dire, que léJ 
courbures des cercles (ont en raifon inverfè de leurs rayons ^ 
î l fera donc facile de comparer la courbure d'une courbe , e n 
un point q u e l c o n q u e , a v e c la courbure de cetre même courbe 
ou d'une a u t r e , en un point quelconque. A i n f i , fi je voulo is 
c o m p a r e r la courbure de la p a r a b o l e , à Con or ig ine , a v e c 

•«el le qu'elle a à l 'extrémité de l 'ordonnée qui paffe par l e 
foyer , je remarquerons qu'à l 'or igine on a x ~ o , & q u e 
ï 'abic i i ïe qui répond au f o y e r , eft ~ a {Alg. 356)1 Fai iànt done 
t û c c c f i i v e i n e n t , dans l 'expreiï ion du rayon de la développée 
* — o & j t 3 = ~ « , j 'ai \a Sí a y r , l e rayon de la développée eft 

¡/done' a à l ' o r ig ine , & il eft a / 1 à l 'extrémité de l 'ordonnée 
qui paife par le foyer , dont l a c o u r b u r e , au premier de ce* 
points , eft à la courbure au fécond, ; : a Vz : \ ¿1, ou : : z v" 1 : i» 

Puifque le rayon MN de la développée n'en autre chofe q u e 
l e fil qui enveioppoit , ou que l'on peut concevoir avo i r e n 
ve loppé la courbe ¿ J A ' , i l s'enfuit donc qu ' i l eft égal en lon« 
g u e u r à l 'arc BN plus la partie AB dont le fi! excédoit l a 
c o u r b e , loriïjue le développement a c o m m e n c é , c'eft-à-dire , 
plus le rayon de la développée à l 'origine A. D o n c la cour
be BN eíl r e é ü ñ a b l e , c'eft-á d i r e , qu'on peut affigner l a l o n 
g u e u r de chacun de íes arcs BN. 

C e u x qui déféreront plus de détails fur les développées , p e u 
vent confulter VAnalyfe des infiniment petits du Marquis d e 
L h o p i t a l , où ils trouveront d'ail leurs d'autres applications d u 
C a l c u l différentiel. 

Remarque. 
8 t . N o u s a v o n s , ci-defius ( 70) , déterminé les poinîs 

t T i n ^ ' - i o n , en fuppofant que les deux éléments d e l à courbif , 
vo;iir¡3 du point d ' i n S e x i o n , étoient en /igr.e droite. D e cette 
fiipp j i î t ion , il fcmble f i i i v r e , qu'au point d'inflexion le r a y o n 
de la déve loppée dovroit toujours être infini , parce que l e s 
deux perpendiculaires fur les d e u x côtés confécuiifs feroient 
p î n l i e l e s . Cependant i l y a plufieurs courbes q u i , au point 
d ' infkxion , ont le rayon de la développée égal à zéro ; par 

e x e m p l e , la parabole qui a pour équation y = x^' 
Mais il faut obftTver que r i e n , dans la fuppoiîtion que noui 

avons f a i t e , ne détermine de quelle grandeur font ces d e u x 
éléments confécutifs. O r , s'ils fe réduifoient chacun à u n 
p o i n t , ils n'en feroient pas moins fur une même l igne droite» 
Se les deux perpendiculaires tombant l 'une iùr l 'autre , fe ren-

contreroient 



contrerolent dans le point même d'où «lies partent. Or , c'efl 
ce qui arrive dans les courbes où le rayon de la développée eû 
«.éro au point d'inflexion. Car la courbure étant alors infinie, 
les deux éléments consécutifs le confondent, chacun avec la 
tangente, infiniment moins que dans tout autre cas, & pac 
conséquent doivent être confédérés comme deux points réunis. 
Les deux éléments peuvent donc être en ligne droite , uns qu« 
pour cela le rayon de la développée loi: infini; mais on voit 
par-là, qu'au point d'Inflexion, le rayon de la développée efl 
toujours infini, ou nul. 

ÉLÉMENTS DU CALCUL INTÉGRAL. 

8 1 . IL s'agît ici de revenir des quan
tités diftérentielles, aux quantités finies dont 
la différenciation a produit celles-là: la mé
thode qui enfeigne comment fe fait ce re
tour, s appelle le Calcul intégra/. 

Il n'y a point de quantité variable expri
mée algébriquement , dont on ne puilTe 
trouver la différentielle; mais il y a un grand 
nombre de quantités différentielles * que 
l'on ne peut intégrer: les unes, parce qu'en 
effet elles n'ont pu réfulter d'aucune diffé
renciation ; telles font les quantités xdy , 
xdy—ydx, &c. les autres, parce qu'on n'a 
point encore trouvé de méthodes pour les in
tégrer ; fie parmi celles-ci, il y en a dont on a 
lieu de défefpérer d'avoir jamais l'intégrale. 

* Par quantité différentielle , ncrjl , touce quantité affeo» 
nous entendons i c i , non - feu- tée de* différentielles dx, iy m 

Ument celle qui refaite d'une Sec. d'une aa de plufieuri » * • 
differenemioa , mais en ai- nibles, 

G 



Quoi qu'il en fo i t , on peut tirer un parti 
très-avantageux de celles que Ton fait inté
grer ; nous allons tâcher de les faire con-
noître : nous verrons enfuite ce qu'on doit 
faire à'I'égard de celles qui fe refufent à l'in
tégration. Commençons par nous expliquer 
fur quelques façons de parler dont nous fe
rons ufage. 

Nous appellerons f o n â i o n d'une quantité, 
toute exprelïion de calcul dans laquelle 
cette quantité entrera, de quelque manière 
qu'elle y entre d'ailleurs. Ainfi , x , a -f- b x * 5 

a x n -f- b x P , & c font des fondions de x* 

Nous entendons par q u a n t i t é s a l g é b r i q u e s , 

celles dont la valeur exacte peut être al i 
gnée en exécutant un nombre déterminé 
d'opérations de l'Algèbre ôc de l'Arithmé
tique , autres que celles qui dépendent des 
logarithmes. Au contraire, nous appelle
rons quantités non algébriques, celles dont 
On ne peut aiïigner que des valeurs appro
chées , ou qui fuppofent des approximations : 
les logarithmes font dans ce c a s , & il y en a 
«ne infinité d'autres. 

Pour indiquer l'intégrale d'une différen
t i e l l e , nous nous fervirons de la lettre fque 
nous mettrons devant cette quantité : cette 
lettre équivaudra à ces mots f o u r n i e d e , parce 



giîd intégrer^ ou prendre l'intégrale, n'eft autre 
chofe que fommef tous les accroiffementâ 
infiniment petits que là quantité â dû pfen* 
dre pour arriver à un état fini déterminé. 

Des D i f f é r e n t i e l l e s à u n e feulé v a r i a b l e $ 

q u i o n t u n e i n t é g r a l e a l g é b r i q u e ; & 

p r e m i è r e m e n t d e s d i f f é r e n t i e l l e s m o n ô m e s * 

8 3 « R é g l é fondamentale. P o u r i n t é g r e r 

une différentielle monôme, il faut i °. a u g m e n t e r 

l'éxpofant de la variable d'une unité : 20. d i -
vifer par Cet expofant ainfi augmenté de P a n n e } 

& par la différentielle de la variable ; c'eft-à-
dire , divifer par ce nouvel expofant multi* 
plié par la différentielle de là variable* 

La raifon de cette fégle ne doit pas êtr0 
cherchée ailleurs que dans le principe même' 
de la différenciation ( io) . Comme il s'agit 
de retrouver la quantité qui avoit été diffé
renciée , il eft vifible qu'il faut appliquer des 
opérations contraires à celles qui ont é t $ 
prefcrites pour la différenciation. 

Cela poféj appliquons la régie* 

/ 2 x d x o u T 2 d x -

En effet, d(x2)=*2xdx. 

G 2 



D e même 

Pareillement ou 

En général, m étant un expofant pofítif, 
;ou négatif, entier ou fractionnaire , on aura 

O n n'a pas befoin de cette régie pour 
trouver l'intégrale de dx, ni de adx9 que 
l'on voit aifément devoir être x pour la pre
m i è r e , ôc ax pour la féconde. Mais fi Ton 
vouloit y appliquer la r é g i e , on remarque-
roit que l'expoiant de x dans ces différen
tiel les efl zéro , 6c quel les font la même chofe 
touex°dx&cax°dxy dont l'intégrale, fuivant 

la regle , eft ou x ôc a x . 

I l n'y a qu'un cas qui échappe à la règle 
fondamentale ; c'eft celui où rexpofant m 
auroit pour valeur —• i : car alors l'intégrale 

devient ou ou quantité inaf 

i îgnable, parce qu'elle eft infinie : en effet, 
ï i l'on conçoit que le dénominateur, au lieu 
d'être zéro , foit une quantité infiniment pe
t i te , on voit qu'il doit être contenu une in
finité de fois dans la quantité finie a , # 



que par conféquent lafraâion feroit infinie. 
Nous expliquerons, par la fuite,, pourquoi 
le calcul donne ici une quantité infinie ; 
mais en attendant, nous ferons remarquer 
que la différentielle propofée a x m d x qui eft 
alors ax'ldxt o u — eft une différentielle de x 

logarithme; c'eft celle de alx ou de lx* , 
ainfi qu'on peut le voir aifément en diffé
renciant ( 2J ) . 

Si la différentielle monôme avoir un radi
cal, on fubftitueroit au radical, un expofant 
fractionnaire. Ainfi pour intégrer adxjf x%

9 

on intégrera adx. x T ou ax T dx, ce qui fe 
fera comme ci-deflus. 

Remarque» 

8 4 . N o u s avons vu ( 8 ) que lorfque 
clans les quantités qu'on avoit à différencier , 
il fe trouvoit des termes tout confiants, c e 9 
termes ne fe trouvoient plus dans la diffé
rentielle. D o n c , lorfqu'on remonte à l'inté
grale , il faut avoir foin d'ajouter une quan-« 
tité confiante à l'intégrale. Cette confiante 
aura telle valeur que Ton voudra, tant qu'on 
n'aura pas d'autre objet que de trouver l'in
tégrale, c'eft-à-dire , de trouver une quan
tité telle qu'en la différenciant, on repro* 

G 3 



duife la différentielle propofée; en effet É 

C, Ç étant «ne confiante 

quelconque , auront également pour diffé
rentielle la quantité a x m d x , quelque valeur 
qu'on donne à C Mais lorfque l'intégration 
fe fait dans la vue de fatisfaire à une queA 
tion que Ton s'efl propofée , alors cette 
confiante a une valeur que l'état de la ques
t ion détermine : nous verrons cela par la 
fuite ; mais , à l'avenir, nous aurons toujours 
foin d'en ajouter une à la fuite de chaque in^ 
tégration ; & afin qu'on la reconnoiffe pour 
t e l l e , nous la défignerons toujours par la 
même lettre C, 

D e s D i f f é r e n t i e l l e s c o m p l e x e s d o n t F i n - * 

t é g r a t i o n r e n t r e d a n s l a , r é g i e f o n d a 

m e n t a l e * 

S f . i ° . O n peut eacore intégrer par la 
régie précédente toute quantité dans la
quelle il n'entrera point de puiffances de 
quantités complexes, ni des divifeurs com
plexes , à moins que ces derniers ne fuffent 
des quantités confiantes. 

Ainfî pour intégrer a x 1 dx e d x y 

l'intégrerai féparément chaque terme % & 



J'aurai C. Pareillement 

l'intégrale de ax* ou de 

.eft: , ou 

8 r5. 2 0 . Quand même il entreroit des 
puiffances de quantités complexes, on in -
tégreroit encore par la règle fondamentale , 
pourvu qu'elles ne fe trouvaient point au 
dénominateur, & qu'en même temps leur 
expofant fût un nombre entier pofitif. Par 
exemple, ( a - + - b x 2 y x d x s'intégreroit par la 
règle précédente , en élevant actuellement 
a *-t~ b x * à la troifîeme puifîance, ce qui ( / i l g » 

145) ) donneroit a 3 -4- 3a~bx*~\~3ab2x*-{- b ' x 6 , 

ôc par conféquent (a -+- b x'' )3 d x = a} d x -f-
3a* b x 1 d x ~ + - $ a b * x * d x - + - b } x 6 d x , dont l'inté
grale , prife terme à terme , eft a}x. -f-

87* Comme il n'y a pas de quantité com
plexe élevée à une puiffance dont l'éxpofant 
feroit un nombre entier pofitif, que l'on ne 
puiffe, par la même règle donnée [ A l g . 149 ) . 
réduire, ainfi, à une fuite finie de monômes , 
on pourra donc toujours intégrer toute quan
tité complexe qui ne renfermerok d'autres 
parties complexes que des puiffances dont 
l'éxpofant feroit un nombre entier pofitif* 
Ainii , fi j'avois à intégrer g x * d x ( a - h b x 1 , f 
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a* x7 dx (c~hex*-hfx*y, je développerais, par* 
la régie c i t ée , la valeur de {i-\-bx*¥ , & je 
multiplierais chaque terme du réfultat, par 
gx* dx; je développerais pareillement la va-
leur de ( c -+- ex* -+- fx1 ) 4 , & je multiplierais 
chaque terme du réfultat, par a* x7 dx; alors 
je n'aurais plus à intégrer qu'une fuite de 
monômes , ce qui eft le cas de la règle fon
damentale. 

8 S- Il fout excepter i c i , le cas où quel
qu'un des expofants étant négatif, il arrive
rait qu'après le développement Ôc la multi
pl ication, l'expofant de la variable , dans 
quelqu'un des termes, feroit — i ; mais dans 
ce cas on intégreroit par logarithmes. 

Par exemple , fi j'avois ( a -f- b x* ) * , 

ou ax* dx (<z -f- b xx y ; je le changerais en 
a x-3 dx ( à* - 4 - 2 a b x% - 4 - b* x* ) qui revient à 
a3 x-3 dx-+- 2 Û - bx-1 dx-i-ab*xdxy dont les 
deux termes a3 x-' dx~+- ab* xdx ont pour in

tégrale mais le terme 

2a1 bx-1 dx qui eft la même chofe que 2d*b-

eft ( 2j ) la différentielle logarithmique de 
a û a blx ; enforte que l'intégrale totale eft 

8 9 . 3 0 . Si la quantité différentielle pro-



pofée renferme même une quantité com
plexe , élevée à une puiffance quelconque 
( dont l'éxpofant foit entier , ou fractionnai
re , pofitif, ou n é g a t i f ) , on intégrera en
core, fi la totalité des quantités qui multi
plie cette quantité complexe, eft la diffé
rentielle de cette même quantité complexe , 
confidérée fans fon expofant total ; ou fî 
elle eft cette différentielle multipliée ou di-
vifée par un nombre confiant. Il ne faudra 
pour c e l a , que regarder la quantité com
plexe dont il s'agit, comme une feule va
riable , & appliquer mot à mot la régie fon
damentale. Par exemple , g d x (à -4- b x )p eft 
dans ce c a s , parce que gdx eft la différen
tielle de a -H b x , multipliée par-y-qui eft 
une quantité confiante , ainfi pour l'intégrer , 

j'écris fgdx(a-h b x\ 

En effet, fi l'on différencie cette nouvelle 
quantité, on retrouve gdx (a-+-bx)p. 

En examinant de même la différentielle 

ou ( a* dx -f- zaxdx ) ( ax-+-xx)~ 

on trouvera qu elle eft integrable, parce que 
n% dx-\~zaxdx eft la différentielle de ax H- xx, 
multipliée par une confiante a. Appliquant 



donc la r e d e , on a u r a f r ^ d x • + • t a x d x ) (ax x y 

Le feul cas , à excepter, en celui ou 1 ex
pofant de la quantité complexe feroit — i \ 
alors on intégre par logarithmes, ainfi que 
Aous le verrons par la fuite. 

Des Différentielles Binômes qui peuvent 
s'intégrer algébriquement* 

9 0 . Nous entendons par différentielle bi
nôme , celle où la quantité complexe la plus 
compofée, eft une puiffance quelconque d'un 

binôme. Ainfigx sdx (a ~{~bxi)'ï eft une diffé
rentielle binôme. Il en eft de même de 
gxm dx ( 1 ~)~bxn)P qui peut repréfenter toute 
différentielle binôme, parce q u e , par g, a , 
b, m , n, p , on peut entendre tous les nom
bres imaginables pofitifs ou négatifs. 

O n ne fait pas intégrer généralement , 
toute différentielle binôme. Mais on vo i t^ 
par ce qui précède > qu'on fait intégrer une 
différentielle binôme gxmdx (a-+bxn)^9 dans 
les deux cas fuivants. 

i° Quand p eft un nombre entier pofitif 
quelconque ? quels que foient d'ailleurs lès 
expofants / r a ô c / z ( 8 5 ) , à l'exception du cas 
mentionné (88 )» 



2 ° . Quand l'expofant m de x hors du bi
nôme, elt moindre d'une unité que l'expo-
fant/zdeacdans le binôme ; c'eft-à-dire, qu'on 
peut intégrer généralement^*- 1 t/x ~* y ^ 
quels que foient n & p , excepté le cas o à 
p=*;— i . En e f f e t g x n - 1

 d x eft la différentielle 

de a b x n

 y multipliée p a r ^ , c'eft-à-dire , 

par une confiante ; on rentre donc dans le 
cas dont il eft queflion (8^),; ôc par confé-
quent on intégrera, comme il y a été en-
feigne, c'efl-à-dire, par la règle,fondamen
tale, en regardant a b x 1 1 comme une feule 
quantité. 

Outre ces cas , il y en a encore deux au
tres que Ton peut comprendre en un f e u l , 
ôc qui comprennent le précédent ; nous al
lons les faire connoître, 

ç I . i°. On peut intégrer toute différen
tielle binôme, dans laquelle l'expofant de x 
hors du binôme, étant augmenté d'une uni
té , pourra être divifé exactement par l'ex
pofant de x dans le b inôme, & donnera pour 
quotient un nombre entier pofitif. L e pro
cédé qu'il faut fuivre dans ce cas , pour 
intégrer, ainfi que pour démontrer que cela 
eft général , confifte à égaler la quantité 
binôme ( fans fon expofant total ) , à une 
feule variable, & à exprimer la différen
tielle propofée à l'aide de cette variable 



feule & de Confiantes; ce à quoi on peut 
toujours parvenir faci lement, en opérant 
comme dans les exemples fuivants. 

Propofons-nous d'abord d'intégrer g x 3 dx 

( a -H b x* ) ?• Je vois que cette différentielle 
eft integrable, parce que l'expofant de x 
hors du binôme, c'eft-à-dire, 5 , étant aug
menté d'une unité , donne 4 , qui divifé par 
l'expofant 2 de x dans le binôme , donne 
pour quotient 2, nombre entier pofitif. 

Je fais donc a •+- b x* = D e cette 
équation je tire la valeur de x* ; c'eft x* 

Je remarque que x1 d x qui précède la 

quantité binôme , vient ( à un multiplica
teur confiant, près) de la différenciation de 
x 4 quarré de xx : j'élève d o n c , au quarré t 

l'équation ôc j'ai x4 

donc en différenciant; j'aurai 

Ôc par conféquent 

x3
 d X Subftituant 

pour x*dx, ôc pour ( a -f- b x 1 ) leurs valeurs 

en dans gx* dx 
ou, D o n c 



C 9 OU % 

( à caufe que eft multiplicateur 

commun 

C ; remettanc 

donc pour r , fa valeur d -H b x % , nous 

aurons 

92. On opérera d'une maniere íembla-
b l e , poor tout autre cas aífujéti aux mêmes 
conditions. Prenons , par exemple g x s d x 

( Û - 4 - £ j c 3 )"~7 , qui doit être in t egrab le , 
puifque l'éxpofant 8 augmenté de 1 , c'eft-à-
dire , 9 , étant divifé par l'éxpofant 3 de x 9 

dans le b inôme, donne un nombre entier 
pofitif. Je ferai donc a b x 1 = £ ; j'aurai 

-ôc comme x9 dx qui précède le 

b inôme, vient ( à un multiplicateur conf-
tant, près) de ia différenciation de x 9 , pour 

avoir x 9 je cuberai l'équation x 1 : j'au

rai x 9 •• différenciant pour avoir x 8 d x 

j'ai $ x * d x & par conféquent 

Xs d x La différentielle 



Ex%dx (a-hb x 3 ) — f, fe changera donc en 
ou en faifant les opé

rations indiquées , c eft-a-dire , élevant 
au quarré, ôc multipliant par 

dont l'intégrale 

eft 
qui , à caufe du multiplicateur commun 

fe réduit à 

, ou -
ou enfin, en remettant pour fa valeur 
a H- b x*, l'intégrale efl 

Telle eft la méthode qu'il faudra fuivre 
toutes les fois que l'expofant de x hors du bi
nôme, étant augmenté d'une unité, & divifé 
par l'expofant de x dans le binôme, donnera 
pour quotient, un nombre entier pofitif. 

5? 3 • 2°« Quoiqu'une quantité différen
tielle binôme ne foit pas dans le cas dont 
nous venons de parler , il arrive néanmoins , 
affcz fouvent , qu'on peut l'y ramener, à 
l'aide d'une préparation afTez fimple, Ôc qui 
confitte à rendre négatif l'expofant de sç 



dans le binôme, lorfqu'il eft pofitif, ou 
pofitif lorfqu'il eft négatif. Pour cet effet, il 
faut divifer les deux termes du binôme par 
la puiffance de x qui fe trouve dans ce 
binôme, ôc multiplier hors du binôme, par 
cette même puiffance élevée à la puiffance 
marquée par l'expofant total du binôme. Par 
exemple, pour rendre négatif l'expofant 
ï d e x , dans le b i n o m e g x * d x ( a - h b x * ) s , 

je divife a - t - b x * par x % , ce qui me donne 

g x * d x ( ^ - H ^ ) * j ou g x * d x ( a x ^ ^ r - b ) s ; 

mais comme la quantité x* par laquelle on a 
divifé, eft cenfée élevée a la cinquième 
puiffance, puifqu'elle eft comprife fous l'ex
pofant total 5" du binôme, il faut1, par com-
penfation, multiplier au-dehors, par(x 2 )*, 
c'eft-à-dire, ( A l g . 123 ) par x * ° , ce qui 
donne g x l * d x ( a x ~ z - h b ) $ . 

En appliquant cette préparation, on trou
vera que plufieurs différentielles binômes 
qui ne feroient pas comprifes dans le cas 
précédent, y reviendront. Par exemple, fi 
I ' j \ . , aadx 

ion me donnoit a intégrer 7 - — r r , ou 
0 (aa-i-xx)-7 

a a d x ( a a - \ - x x ) — \ ; je vois que l'expo-
faat de x hors du binôme, c'eft-à-dire, o , 
étant augmenté de - , ce qui fait 1, ne peut 
être divifé exactement par l'expofant 2 de x 
dans le binôme ; maig j'aurois tort d'en 



conclure que la quantité propofée n'en pa* 
integrable ; car fi je rends négative la puif. 
fance de x dans le binôme, en écrivant 

a a ( x1 ) dx (aax-% -f- i ) — r qui fe 

réduit à aax-ldx ( aax-x-\-\ ) — *" , je 
vois alors que — 3 augmenté de 1 , c'eft-
à-dire , — 3 - 4 - 1 ou — 2 , étant divifé par 
l'expofant — 2 de x dans le binôme, donne 
pour quotient un nombre entier pofitif : ainii 

faifant aax~* • + • 1 = 7 , j'en t i r e x ~ % = — ; 
*• ' aa ' 

& comme x~îdx eft ( à un multiplicateur 
confiant, près ) la différentielle de x~z

 9 je 
différencie, & j'ai — 2 x -3 d x = ~ , d'où 

- * * aa 7 

je tire x- -3 </ x = - . L a différentielle 
* ta, a 

aax-idx ( aax-*- 1 ) — £ fe change donc 

c n : a a ' d * i 0 U i I _ L S ¿ o n t l'intégrale 
l i l i 1 ' * 7 o 

t I 

eft —7—Tx H- C , ou ^ 1 -4- C , ou ( en remet-
| 1 

tant pour ^ fa valeur ) ( aax- 1 ) T -f- C, ou 
¡ 7 5 = 7 - 1 - c > q u i f e r é d u i t * • = = - • - c -
Ainfi le procédé pour intégrer, eft le même 
dans ce cas , que dans le précédent. 

9 4 . Nous avons fuppofé qu'il n'y avoît 
de puifíánce de x, que dans l'un des deux 

termes 



termes du binôme. S'il y en avoit dans tous 
les deux, on rameneroit la quantité à n'en 
avoir que dans un , en divifant le binôme 
par l'une des deux puiiTances de oc,, qui fe 
trouvent dans fes termes, 6c multipliant au 
dehors par la môme puiifance élevée à la 
puiifance marquée par l'expofant du binôme ; 
6c cela par la même raifon que nous venons 
de donner, ( ^ 3 ) , pour rendre l'expofant né
gatif. Ainfi, fi l'on me propofoit d'intégrer 

d adx t j ^.L . 

r~7^==-===- o u a a x dxiax-trxx)
 2 , ie 

XV a x -4- x x9 ' 

le changerois en a a x —1 ( x ) — • •2 â x ( a-i-x) , 

en divifant le binôme par x 9 ôc multipliant? 
au dehors, par oc élevé à la puiifance qui 
eft celle du binôme. Cette quantité fe réduit à 
a a x ~ 2 d x ( a H r - x ) — \ Si on lui applique la re 
gie du i e r cas (p i ) , o n ne trouvera point qu^ 
cette quantité foit integrable; mais en ri
dant négatif l'expofant de x dans le binôme , 

on auraajar*. \x)~ldx{ax—1 -+-t)~*, ou a a x - 2 - d x 

(ax-l-h 1) —* qui (93 ) eft integrable. Faifanc 

donc a x - l - ) ~ i — z , On aura x—'-.= ^— ; diffé-

rendant, on a — x - * </jc = ^ , ou#"^&:==*~. 

donc a a x — z dx ( a x —1 - 4 - 1 ) -~\ fe change en 

i 1 
—ad£ ^— 1, ou — a \ r a%, dont l'intégrale eft 

H 



ou —2í7£~2 -4-C, ou ( en remettant 

pour ^ fa valeur ) - ~ i a { a x —1 -f- i ) 
ou enfin 

Lorfqu'on aura fait fur une différentielle 
binôme, l'examen des deux cas que nous ve
nons d'expofer, fi elle ne fe rapporte à au
cun, alors il eft inutile d'attendre une inté
grale purement algébrique. 

Quant aux différentielles trinômes, qua-
trinomes , &c, c'eil-à-dire, dont la quantité 
complexe renferme trois, quatre, &c, termes, 
elles font integrables dans les cas énoncés 
( 8 j & fuiv. ) . Il y a encore quelques cas où 
elles admettent une intégrale algébrique; 
mais ces cas font en fort petit nombre y & 
fe pré Tentent rarement ; ainfi nous ne nous en 
occuperons point ici. 

Nous donnerons plus bas la méthode de découvrir celles qui 
Îônt integrables ,• & celles dont l'intégrale peut être rapportée à 
une intégrale donnée. 

A p p l i c a t i o n d e s r e g l e s p r é c é d e n t e s , a \ U \ 

q u a d r a t u r e d e s C o u r b e s . 

95*. P o u r , trouver la furface ou (ce qui 
revient au même ) la quadrature des lignes 
courbes, on fe repréfente ces lignes comme 



des polygones d'une infinité de côtés ; & , 
des extrémités M & m de chaque côté ( F i g * 

3 4 ) , on imagine les perpendiculaires M P , 
m p , fur Taxe des abfciifes, ce qui décom-
pofe la furface en une infinité de trapèzes 
infiniment petits. Alors on regarde chaque 
trapèze, tel que P p m M c o m m e la diffé
rentielle de l'efpace fini A P M ; parce qu'en 
e f f e t P p m M ^ A P m — A F M ^ d { A P M ) 

( 6 ). Il ne s'agit donc que d'exprimer algé
briquement le petit trapèze P p m M ' , ôc 
d'intégrer enfuite cette expreffion, à l'aide 
des règles précédentes. 

Mais en confidérant P p m M comme diffé
rentielle de la furface, il faut remarquer, 
qu'il n'eft pas plutôt la différentielle de la 
furface comptée depuis l'origine A des abf
ciifes , qu'il n'eft la différentielle de tout au
tre efpèce K P M L compté depuis un point 
fixe &c déterminé K ; puifqu'on a également 
T p m M = = > K p M L — K P M L = d ( K M P L * 

Donc, lorfqu'on intégrera, on n'a pas droit 
d'attribuer l'intégrale que donnera immé
diatement le calcul, plutôt à l'efpace A P M 
qu'à tout autre efpace K P L M qui en diffère 
d'un efpace déterminé Ôc confiant K A L* 
Il faudra donc ajouter à l'intégrale trouvée 
par le calcul, une confiante qui exprime ce 
dont l'efpace que Ton a defiein de deter-

H * 



miner, diffère de celui que donne immé
diatement le calcul : nous verrons dans les 
exemples que nous allons donner, comment 
on détermine cette confiante. Cherchons d'a
bord l'exprefïion de l'efpace P p m M , 

Nommons A P 3 x ; P M y \ nous aurons 
P p = d x , p m — y -H d y . La furface du tra
pèze P p m M ( G é o n u 148) efl P M ^ p m

x pps=s 

Mais pour ex

primer que dy Ôc dx font infiniment petits, il 

faut rejetter qui efl infiniment petit à 

l'égard de y d x ; on aura d o n c y d x pour l'ex-
prefiion générale de la différentielle ou de 
l'élément de la furface de toute courbe. 

Pour appliquer cette formule à une fur-
face propofée dont on auroit l'équation, il 
faut tirer de cette équation, la valeur d e y , 
que l'on mettra dans la formule y d x ; alors 
on aura une quantité toute en x d x , qui, 
lorfqu'elle pourra être intégrée par les rè
gles précédentes , donnera , en y ajoutant 
une confiante, i'exprefïion de la furface de 
cette -courbe , comptée depuis tel point 
qu'on voudra. Il ne s'agira plus que de dé
terminer la confiante; ce que l'on fera en 
exprimant de quel point l'on prétend comp
ter la furface ; nous allons voir comment 
cela s'exprime. 



Prenons, pour exemple , la parabole ordi
naire, qui a pour équation y y * = - p x . Nous 
aurons y ~ V"p x = p l ~ . x \ ; a o n c y d x devien
dra py x * d x ; or l'intégrale de cette quan

tité ( 8 5 ) eft ou 
cette dernière expreflion eft donc celle de la 
furface de la parabole ; enforte que connoif-
fant l'abfcifTe x , ôc le paramètre p , on auroît 
la valeur de l'efpace A P M , o u de l'efpace 
K P L M compté depuis un point détermi
né K , fi la confiante C étoit déterminée , 
c'eft-à-dire, fi cette intégrale exprimoit ac
tuellement de quel point on compte. 

Suppofons donc que nous voulons comp
ter les efpaces depuis le point A ; alors on 
aura A P M = j p î x î + C. Pour favoir ce 
que doit valoir C , pour que cette équation 
ait l i e u , il faut remarquer que lorfque x de
vient o , l'efpace A P M eft auffi zéro ; dans 
ce cas l'équation fe réduit à o = o -4- C ; 
donc C = o ; donc pour que l'intégrale ex
prime les efpaees comptés depuis le point A , 
il faut que la confiante Cfoit zéro ; c'eft•;>-
dire, qu'alors il n'y a point de conftanr.-. 
ajouter , &: l'on a , en général , l'efpace h 
R n i A P M = f / ? î x r . 

M a i s , {1 l'on voulait compter 
depuis le point K tel que A K > 

• • .J 



une quantité connue ) ; alors on auront 
K P L M ^ } p ' x \ ^ h C ; or ces efpâces K P M L 

deviennent o , lorfque A P o u x devient=£jj 
on a donc alors o — ~ p \ b î -f- C ; donc C =* 
<— f p î b ? , ôc par conféquent K P L M =x 

On voit par-là, à quoi fert la confiante que 
l'on ajoute en intégrant, ôc comment l'état 
de la queftion, feule, peut la déterminer. 

Remarquons que f p ^ x i ^ j p ^ x ^ x x ; 

o r p ^ x \ = y \ donc j p * x i o u ~ p ? x » x x = » 

| x y ; donc puifque \ x \ exprime Tefpace 
A P M , cet efpace aura auffi pour expreffio» 
f x y , c'eft-à-dire , } A P x P , ou les f du 
rectangle A P M O , quelque foit ^ P . 

Pareillement -f- £ f = = f yt?î £ i x b ; or , 
lorfque x — A K = 3 , l'équationjyjv = = p x 
donne jy y = = = p b , & par conféquentjv = t p \ b s ; 

c'eft-à-dire, K L = p ï b ~ ; d o n C y / ? i ^ i o u 
Y/? i £ 1 x \ K L x A K ; donc , puifque 
l'efpace K P M L a pour expreffion y^> î x i —• 
| /? î b• 7 , il aura auffi pour expreffion j A P x 
r M — j A K x K L , c ' e f t - à - d i r e > \ A P M Q 

— \ A K L L 

La parabole eft la feule des quatre feclions 
coniques , qui foit quarrable. 

Prenons pour fécond exemple , les para
boles de tous les genres , dont l'équation 
( 3 0 ) eft y m H- " = a m x n 3 nous aurons. . . 
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donc 

dont l'intégrale 

qui fe réduit à 

• C, qui eft la même 

chofe que on 

( à caufe que^y = am +
 n

 x m + n ) Ç e r é d u i t 

à m~*~n xy^rC Enforte que fi Ion veut-
m -+- z n y x 

compter les efpaces A P M depuis l'originel 
des x ( Fig. s s ) , ce qui exige que l'intégrale 
foit zéro, quand A PMeft zéro, 6c par con-
féquent quand x efl zéro , alors la confiante C 
efl zéro , 6c l'on a fimplement m * x y ; 

7 i m -'r z n ^ ' 

c'efl-à-dire, que l'efpace A P M eft toujours 
une portion déterminée du produit^ x ou du 
re£langle A P M O ; il en eft une partie ex
primée par la fraction" n , dont la valeur 
dépend de celles de m & de ri ; c'eft-à-dire , 
du degré de la parabole. Ainfi tomes les pa
raboles font quarrables. 

On t/ouvera, de même que toutes les hyperboles rapporté»* 
à l€»is afjmjyctes ( excepté l'hyperbole ordinaire ) font quarr 

H 4 



râbles. Maïs comme dans la détermination de la confiante^ 
on trouve quelquefois une quantité infinie, il n'eft pas inutiie 

d'examiner ici ce qu'elle lignifie. Soit doncy 

l'équation de ces courbes : on aura y donc 

dont l'intégrale eft 

"" -f- C ; quantité où il n'y a aucune 

difficulté pour déterminer la confiante , lorfque m fur-
pafTe n. Mais lorfque m efl plus petite que n , on trouve une 
quantité infinie pour confiante , lorsqu'on veut compter les 
efpaces depuis l'origine des x ; & une quantité finie , quand 
on compte de tout autre point. Supposons , par exemple , 
m = i & n =2 ; auquel cas l'équation eft y = a} x-1 ; la fur-

face fe réduit alors à — <xJ x-' -h C , ou C . Donc fî 
x 

l'on veut compter les efpaces depuis l'origine A des x, il fau

dra que C — -—(oit zéro , lor/que x — o • c'efi-à-dire , que 

C — o , & par confequent C =* — , c'efi-à-dire, efl in-
o o 

fini. Au contraire , fî on veut compter les efpaces depuis le 
point K , tel que AK — b , on a C —— — o , qui donne C = 
Voici ce que cela fignifie, b $ 

La courbe qui a pour equation y-sac a1 x-* ouy z= — s'é

tend à rînfini le long des zfymptntcs A Z ,AY( Fig mais 
s'approche beaucoup plus près de i'afvmptote AZ que de I V 
fymptote A Y' ; car lorfque x eft infini, y efl infiniment pe-
tit' du fécond ordre ; au jieu que lorique y efl infini x n'efi 
infiniment , petite que de l'ordre £ ; donc fi l'on compte les 
espaces depuis l'afymptote A Y, ils font infinis, parce que 
!'c bace compris entre cette afymptote & la branche infinie 
•i-S, eil infini, Ainfi, il n'efi pas poilible d'affigner les efpa-
,-. • A. iJ M S comptes depuis i'afympto-te A Y. Au contraire 



fes" efpaces compris estre la branche BM & l'afympfote AZ, 
jufqu'à l'infini , ont une valeur finie , parce qu'après un in
tervalle afTez court , la branche s'approche très-rapidement 
de fon afymptote 3 enforte que l'efpace infiniment long 

KLMOZ a pour exprefïion— , & PMOZz=.— ; & p a ç 

conféquent KLMP = — — —. D'où il fuit, que quoi-
b x 

qu'on ne puifle pas avoir les efpaces comptés depuis A Y$ 
on peut néanmoins avoir les efpaces VLLMl* comptés depuis 
un point K pris fi près qu'on le voudra de A Y. 

Prenons pour troifîeme exemple, la courbe 
. . aax — x1

 0 

qui auroit pour équation jy=—~—, oc que 
l'on reconnoîtra avoir la figure marquée 
(Fig' 37 )> e r * donnant confécutivement à x 
des valeurs arbitraires, & une valeur déter
minée à a . 

O T * aaxdx"—x^dx -, 

n aura d o n c y d x = — > — — . ? dont 1 i n 
tégrale (83) eft /Wx ou A P M L z a a x l ~ x * + c ; 

& fi l'on veut compter les efpaces A P M 
depuis le p o i n t a origine des x , il faut que 
cette intégrale devienne o avec x , ce qui 
fait voir que la confiante C eft zéro. Enforte 
que l'efpace indéfini A P M eft fnnplement 
laax1 x* 

Et en générai, fi la valeur d e y n'eft 
compofée , comme dans le cas préfent, que 
de monômes , on aura toujours aifément la 
furface ( 8 j ). 

9 6 . Nous avons vu ( A l g , 413 ) com
ment , à l'aide de l 'Algèbre , on pouvoit 



Imiter un contour quelconque ABCD ( Figé 
3 8 ) , en faifant paffer par un certain nombre 
A,B,C}D,de fes points, une ligne courbe dont 
l'équation auroit cette formejv = a - 4 - b x - 4 -
c x% - 4 - e x1 -+-fx* &c : & comment on devoit 
déterminer a , />, c, ôcc. pour cet effet. Sup-

Î>ofons maintenant que Ton voulût trouver 
a furface A B CD L K, quoiqu'on n'ait pas 

l'équation de la courbe ABCD. 

On feroit paffer ( A/g. 413 ) par un cer
tain nombre de points A , B, C , P une 
courbe AeBfCgD, qui fe confondroit avec 
celle-là , d'autant plus intimement , qu'on 
prendroit plus de points ; ôc comme alors 
on auroit l'équation de cette dernière , on 
pourroit la regarder comme l'équation de la 
courbe A B C D9 du moins dans l'étendue 
A B CD ; mais cette équation étant alors 
de cette forme y — a-\-b x -4- c - H e x 3 , 
&c. dont tous les termes fon m o n ô m e s , 
on auroit aifément la furface, félon ce qui 
vient d'être dit. On peut appliquer ceci à la 
mefure des furfaces des coupes des vaif-
feaux. 

En général , on peut l'appliquer à trouver par approxima
tion , les furfaces des courbes , & l'intégrale approchée des 
quantités qu'on ne peut pas intégrer exactement. En effet 
toute différentielle peut êjre regardée comme exprimant l'élé
ment de la furface d'une courbe , dont l'ordonnée feroit égala 

à tout ce que dx multiplie ; par exemple, dxl/~ aa-±-x x efl 
l'élément de la furface de la courbe qui auroit pour ordonna 



y=~[f aa+-xx. Ainfî calculant par le moyen de cette équa
tion quelques valeurs de y pour quelques valeurs de x, 8C 
faifant paflèr par les extrémités de ces ordonnées , une courbe 
de la nature de celles dont il vient d'être queftion, la furface 
de celles-ci étant trouvée feroit la valeur approchée de Tintée 

grale de dx aa-\-xx, dans l'étendue qu'on auioit donnée à xl 

Prenons encore un exemple. Ce fera 
celui de la furface de la courbe , qui a pour 
équation a5yy — x 4 ( Q} — xi ) ; cette équation 

donne y = ± V = - j - -^rTT ï ^ 5 - * 5 ; 

donc ( en ne prenant qu'une des valeurs 
de y) ,y dx = í ± = î ^ - ( a ' - * ' ) T ; • 

" ' -s a1 Va a? V aK 

or cette quantité eft integrable ( 85) ) parce 
que x" dx eft la différentielle du terme x' qui 
eft dans le bmome , divifée par le nom
bre confiant 3. Donc ( 8p ) on a 

^ •{a'3-Va.—ix-dx 9a1- V a 

A l'égard de la confiante on la détermi
nera en décidant de quel point on veut 
compter la furface. 

On peut encore trouver la furface des courbes en la décom-
pofant en triangles , au lieu de trapèzes. Par exemple , on 
pourroit trouver la furface du fegment ANQ (Fig. 34), en 
le confidérant comme compofé d'une infinité de triangles infi
niment petits , tels queAQq. Ce triangle auroit pour expref-

fion —• v • > en abaiiTant la perpendiculaire Qt, ou (ce qui 

revient au même) en décrivant du centrée & du rayon AQl'arc 
infiniment petit Qt. Alors nommant AQ,t, & l'arc Qt,dx; 
on auroit A q — t+dc * &z par conféquent le triargle AQq 

_ x -, tdx 
c eft-^-dire , = - , en re-

z 



jettant le-terme pour exprimer que dx & dt font înfim-

ment petits. Il ne s'agiroit plus que d'avoir l'équation entra 
x Se t, pour pouvoir mettre au lieu de t fa valeur en x, Se 
intégrer. 

Application à la rectification des lignes 
courbes» 

97« RECTIFIER une ligne courbe, c'eft 
«déterminer fa longueur, ou afïïgner une li
gne droite qui lui foit égale, ou égale à un 
arc propofé de cette courbe. Voici comment 
on y parvient quand cela eft poffible. 

En confidérant toujours la courbe A M 
(Fig. 3 4 ) , comme un polygone d'une infinité 
de côtés , le petit côté Mm peut être re
gardé comme différentielle de l'arc A M , 
parce que M m — A m — A M = d ( A M ) . 
O r en menant M r parallèle à A P , on a 
Mm = VMr^rm} =• Vdx^+dy* ; il ne s'agit 
donc que d'intégrer iS'dx'+dy*» Pour cet effet 
on différenciera l'équation de la courbe, ôc 
en ayant tiré la valeur de dy exprimée en x 
ôc dx y ou celle de dx exprimée eny ôc dy 3 

on la fubftituera dans Vdx-'+ây* qui ne con
tiendra plus que des x & dxx, ou desy ôc dyz; 
on fera fortir dx2, ou dy2, hors du radical 
(Alg. 111 ) , Ôc Ton intégrera. 

Pour en donner un exemple , prenons 
paru.-; les paraboles généralement exprimées 



par y m + n = a m x n , celle qui a pour équa
tion particulièrejy 5 = ax* y nous en tireron s 

donc 

donc 

Alg. m )* 

O r , cette quantité s'intégre aifément '. 90) 9 

puifque Texpofant de y hors du binôme, eh: 
inoindre d'une unité que dans le binôme. 

On aura donc ou 

Â l'égard de la confiante C, voici comment 
on la déterminera. Si c'eft depuis le point A> 
origine desjy , que nous voulons compter les 
zrcs A M, il faudra que l'intégrale, ou la 
valeur de l'arc /îM, devienne zéro en même 
temps que y . Or lorfque j y — o l'intégrale 

fe réduit à — - h ( I ) Ï - H C O U ^-f- C ; On a 

donc o ; donc C D o n c 

la longueur de l'arc quelconque AM compté 

depuis le fommet A * eft 



Si l'on veut faveur quelles font les autres paraboles que l*on 
peut rc&ifier, on ;e trouvera en cette manière ; l'équation 

qui appartient à ces courbes , donne 

. Faifôns, pour iîmplifîer 

, nous aurons y—a x ; donc dy 

donc 

quantité qui n'eft integrable dans cet état, que lorfque z l —-
a = i . Mais fi l'on change le fiVr.e de l'éxpofant de x, fous 

le radical , on aura qui{> i ) 

eft integrable Ci ¿ — x augmenté d'un» unité & divifé par— z l 

4- z , donne un nombre entier pofîtif ; c'eft-à-dire, 

• = i , t étant un nombre entier pofitif. De-là on tire / = — 

or don c 

; d * o u r n = —y ainfi les paraboles qui peuvent être 
z t 

, font celles qui font comprifès dans l'équation reftifiées 

ou ( en extrayant la racine du degré n) 

t étant un nombre entier pofîtif quelconque. 

Application aux Surfaces courbes. 

N o u s nous bornerons aux furfaces 
des folides de révolution. On appelle ainfi 
les folides que l'on conçoit engendrés par le 
mouvement d'une courbe A M ( lig. 39), 



qui tournèrent autour d'une ligne droite A P. 
Il faut concevoir que tandis que la courbe 

A M tourne autour de AP le petit côté Mm 
décrit une z o n e , ou portion de cône tron
qué, qui eft l'éléme*t de la furface, ôc qui 
( Géom. 220 ) eft égal au produit de M m 

par la circonférence qui auroit pour rayon 
la perpendiculaire menée du milieu de Mm 
fur A F, ou (ce qui revient au même, puif
que Mm eft infiniment petit ) par la circon
férence qui auroit pour rayon PM. Or l'arc 
Mm = / </»*x<*y* ; ôc fi l'on repréfente par 
r : c le rapport du rayon à la circonférence 
d'un cercle , on aura r ; c : : y eft à la circon
férence qui a pour rayon P M, laquelle fera 

~ ; on a donc yVdx'xdy1 pourl'éiémentde 

la furface des folides de révolution. 
9 9 . Pour appliquer ceci , fuppofons 

qu'on demande la furface de la fphere. L e 
cercle générateur AMB ( Fig. 4.0 ) a pour 
équation yy = ax—xx, en nommant AP 9 x; 
ÔC PM,J. Donc , y = V ax — xx ÔC 

donc 

donc 

Subftituant donc dans la for

mule pour y ôc \C d^-tdy1 leurs 



Valeurs, on aura qui le 

réduit à dont l'intégrale eft 

ou iimplement en comptant la furface 
depuis le point A . Or ou ex

prime la furface du cylindre qui -auroit pour 
bafe un grand cercle de la v fphere , ôc x 
pour hauteur ; ce qui s'accorde parfaitement 
avec ce qui a été démontré ( Géom. 222.) 

I O O . Si l'on veut avoir la furface du 
paraboloïde , ( c'eft ainil qu'on appelle le 
folide engendré par la révolution de la para
bole A M ( Fig. 35?), autour de fon axe); on 

a pour équation y y — p x ; donc x 
donc 

donc 

devient ici 

quantité qui eft integrable ( 9 ° ) y ôc dont 

l'intégrale eft , qui fe ré

duit à C. Or pour que cette 
quantité exprime ia furface comptée depuis 

le 



le fommet A , il faut qu'elle foit zéro , 
quand y •== o; mais, dans ce cas, elle de
vient ( I ) ou C ; on a 

donc o; e'eft-à-dire, C 

donc la furface du paraboloide indé

fini A M L A eft 

Application a la mejîire des Solidités* 

l o i . P O U R mefurex la folidité des corps, 
on peut les imaginer compofés de tranches 
infiniment minces & parallèles entr'elles ; 
ou bien les imaginer compofés d'une infi
nité de pyramides, dont les fommes fe réu
nifient en un même point. Lorfqu'on fe les 
repréfente comme compofés de tranches in
finiment minces , Ôc parallèles entr'elles , là 
différence des deux furfaces oppofées qui 
terminent chaque tranche , eft infiniment 
petite, ôc par conféquent on doit l'omettre 
dans le calcul, fi l'on veut exprimer que cette 
tranche eft infiniment mince. De - là il 
fuit qu'on doit prendre pour expreffion de 
la folidité de cette tranche, le produit de 
l'une de fes deux bafes oppofées , par fa hau
teur infiniment petite. Par exemple, fi je 

I 



confidere la pyramide SABC( Fig. 1 4 ) Gom
me compofée de tranches infiniment minces , 
telles que abcdef; je puis prendre pour 
mefure de cette tranche, le produit de la 
furface abc ou de la furface J e / p a r l'épaif-
feur de cette tranche. 

D e m ê m e , fi je confidere le folide de ré
volution engendré par la rotation de la cour* 
be AM, autour de la droite A P {Fig. 39) y fi 
je le confidere comme compofé de tranches 
parallèles entr'elles & infiniment minces, je 
dois prendre, pour mefure de chaque tran
che , le produit de la furface du cercle qui a 
pour rayon PM, par l'épaiffeur Pp. 

Ce principe pofé , voici comment on 
évaluera la folidité de tout le corps. On 
confidérera chaque tranche comme étant la 
différentielle du folide , parce qu'en effet la 
tranche M/rc ZI, eft = A ml A— AMLA 
» d(A ML A ) ; ôc ayant déterminé l'expref-
fion algébrique de cette tranche, on l'inté
grera. 

Par exemple , s'il s'agit de la pyramide 
SABC: fuppofant que la furface A B C de fa 
bafe, eft égale à la quantité connue b b , & fa 
hauteur ST = h, on repréfentera par x la 
diftance S t d'une tranche quelconque ; ce 
qui donnera d x pour l'épaiffeur de cette 
tranche. Quant à la furface abc , on l a 



trouvera {Géom. 2 0 1 ) par cette proportion 
ST2 : St* : : ABC : abc, c'eft-à-dire, h h : 

xx : : bb : abc=s ainfi la folidité de la 
. r bbxxdx 1 . 1,. , 1 « b b x* 

tranche lera - — 7 — . dont 1 intégrale eft —¡-7 
hh 7

 b b k % » 3hh 
-h C9 ou fimplemen t - • , fi Ton compte la 
folidité depuis le fommet S. Cette quantité 
qui exprime la folidité de la portion pyrami
dale quelconque S abc, eft la même chofe 
que ~ p x — , qui n'eft autre chofe que abc x 

j ; ce qui s accorde avec ce que nous avons 

démontré ( Géom. 240 ). 
I 0 2 . Quant aux folides de révolution , 

on peut avoir d'une manière générale, l'ex-
preffion de la tranche élémentaire, ou dif
férentielle. En effet , fuppofant que r : c 
marque le rapport du rayon à la circonfé
rence , on aura la circonférence qui a pour 
rayon PM (Fig. 39) ou y , en faifant 

cette proportion r : c : : y : j ; fi l'on multi

plie cette valeur— de la circonférence qui a 

pour rayon P M , par \ y moitié du rayon, 
O a a ~ ~ 7 p o u r * a furface, laquelle étant mul

tipliée par l'épaiffeur Ppoudx, donne -^y 

pour l'expreffion de l'élément de la folidité* 

de tout folide de révolution. Pour en faire 
I 2 



ufage dans chaque cas particulier , il n'y aura 
autre chofe à faire, que de mettre, au lieu 
de y , fa valeur en x tirée de l'équation de la 
courbe génératrice A M.y ôc intégrer. 

1 0 3 . Prenons, pour exemple , le fphé-
roïde engendré par la révolution de i'ellipfe 
autour de fon grand axe ( Fig. 4 2 ). L'équa

tion de I'eUipfe cûyy ( a x —- x x ) , en 

nommant AP, x; P M>y\ ôc les axes AB 

Ôc Dd> a & h. La formule devient 

donc - ou 

dont l'intégrale eft C, ou 

Amplement fi l'on compte 

la folidité depuis le point A . 
Pour avoir le fphéroïde entier , on fuppo-

fera x = AB = a, ôc l'on aura 

qui fe réduit à qui eft la même chofe 

que a , ou que or expri
me la furface du cercle qui a b ou D d pour 

diamètre ; a exprimeroit, par confé-

q-uent, la folidité du cylindre circonfcrit a 

l'ellipfoïde ; donc puifque la folidité de l'el

lipfoïde eft ici il faut en conclure 



ique la folidité de l'ellipfoïde eft les f de celle 
du cylindre circonfcrit. Et comme la fphere 
n'eft autre chofe qu'un ellipfoïde dont les 
deux ;axes font égaux , la fphere eft donc 
aufli les -j- du cylindre circonfcrit , ce qui 
s'accorde avec ce que nous avons démontré 
(Géom: 246). 

I O 4 - Si l'on vouloit avoir la folidité 
comptée depuis un point déterminé K , te l 
que A K — e ; alors on prendroit l'intégrale 

générale C; ôc puifqu'on 

veut que la folidité commence au point K , 
il faut que cette intégrale devienne o en ce 
même point , c'eft-à-dire, lorfque x — e ; 

or dans ce cas, elle devient 

donc C «=s o , Ôc par confer 

quent ; ainfi la foli

dité , comptée depuis le point K , a poua 

exprefiion 

C'eft-là l'expreffion d'une tranche de fphé-
roïde elliptique comprife entre deux plans 
parallèles , auxquels l'axe eft perpendicu
laire , Ôc dont la diftance eft = x — e. 

On peut , par cette formule, calculer la 
folidité j ôc par conféquent la pefanteur des 
mâts ôc des vergues des vaiffeaux, parce que ̂  

1 3 



félon ce que nous avons dit (Alg. 3 0 ? ) , Cô 
font des portions de fphéroïde elliptique. 
Cette même formule peut fervir aufïi^à me-
furer la capacité des tonneaux, ^ont la fur-
face extérieure pourroit être regardée com
me portion d'un pareil fphéroïde. 

I o ) . Prenons, pour 2<* exemple, le parâ-
boloïde (Fig. L'équation de la parabole eft 

yy=z=px; ainfi la f o r m u l e ^ d x devient 

dont l'intégrale eft -f- C, 01: 
0 4 r ' 

ou ( en mettant pour px, ik valeur y y ) . 
4 - C. Si l'on veut le fo l ide , à comp

ter du point A \ alors, comme ce folide 
eft z é r o , quand x eft zéro , la confiante C 
doit être z é r o , ôc la folidité fe réduit à 

or c—. exprime la furface du cer-
x r r 

cle qui auroit PM pour rayon, ou la bafe 
du paraboloïde A ML A ; doue le parabo-
loïde eft la moitié du produit de fa bafe, par 
fa hauteur x ; donc il eft la moitié da cylin
dre de même bafe ôc de même hauteur. 

Si l'on veut compter la folidité depuis un 
point K connu, Ôc tel que âK = alors la 
folidité devant être zéro au point K, c'eft-à-
dire , quand x = e, l'intégrale générale doit 
être zéro dans ce même cas; ; c'eft-à-dire ^ que 



' C, devenant doit être o 

donc C = o ; 6c par conféquent C 

donc la folidité d'une tranche de pa

raboloide , comprife entre deux plans parai-; 
leîes dont les diftances au fommet font x &ce9 

eft Ceci peut fervir à toifet 

lexacavation des mines» 
I o 5 . On peut prendre encore , pour 

exemple , l'hyperboloïde, ou le folide en
gendré par la révolution de l'hyperbole au
tour de l'un de fes axes. On peut prendre 
auflî l'ellipfoïde engendré par la révolution 
de l'ellipfe autour de fon petit axe , ôc que 
l'on appelle Ellipfoïde applati ; on nomme au 
contraire Ellipfoïde allongé celui qui eft e n 
gendré par la révolution autour du grand 
axe. On trouvera de m ê m e , que l'ellipfoïde 
applati eft les f- du cylindre qui lui feroit 
circonfcrit ; c'eft-à-dire, que a ôc b étant l e 
grand ôc le petit axe de l'ellipfe génératrioc , 

le fphéroïde allongé a pour folidité —— , & 
1 caab • 

le fphéroïde applati , a pour folidité T7*r 
ainfi le fphéroïde allongé , eft au fphéroïde 

applati : : : b : a 9 comme le 

petit axe eft au grand axe. 

I4 



En voilà aîTez pour les folides de révo
lution. 

Mais pour accoutumer les commençants 
à étendre l'ufage de ces méthodes , nous 
allons les appliquer encore à deux exemples. 

I O / . Dans le premier, il s'agit de trou
ver la folidité d'un onglet cylindrique formé 
en coupant un cylindre par un plan oblique 
à fa bafe , & que ( pour plus de fimplicité ) 
nous fuppoferons palfer par le centre : c'eft 
le folide A D B E qu'on voit repréfenté 
( 43 )• 

Si l'on conçoit ce folide coupé par des 
pians parallèles, infiniment près, & perpen
diculaires à la bafe A E B ( Fig. 4 4 ) , les fec-
tions feront des triangles femblables dont 
les furfaces feront , par conféqi*ent, comme 
les quarrés de leurs côtés homologues. Ainfi 
nommant r le rayon C E de la bafe , h la 
hauteur D E , & y la bafe P M du triangle 
PMN on aura CED : PMN: : r r : y y ; or 
CED donc P M N•=* ^ == ^ : 

x ' z rr 2 r 7 

donc nommant A P , x , ce qui donne dx 
pour l'épaiffeur P p de la tranche comprife 
enrre deux plans voifins, on aura h - y y . p o u r 
cette tranche. Or y eft l'ordonnée du cer
cle qui fert de bafe ; ôc l'on a par confé-
queat j / y = zrx — xx. 'La tranche êlémen-



taire devient donc ou 

(2rxdx — xx dx), dont l'intégrale, à comp-

ter du point A , eft Donc pour 

avoir tout le folide , il n'y a qu'à fuppofer 

2c = 2 r , ce qui donne- ou 

ou , ou CED AC , ou enfin 

CED x^dB ; c'eft-à-dire, les deux tiers du 
prifme qui auroit le triangle CED pour bafe, 
& le diamètre ^4 B pour hauteur. Ceci peut 
fervir dans un cas du Toifé des fortifica
tions. 

r o 8 . P o u r fécond exemple, nous cher
cherons la folidité d'une tranche d'ellip-
foïde a l l o n g é , coraprife entre deux plans 
parallèles entr'eux & au grand axe. 

Avant de procéder à cette recherche , il 
faut démontrer que les coupes de l'ellip-
foïde faites parallèlement au grand a x e , font 
«les ellipfes femblables à Tellipfe généra
trice du fol ide , c'eft - à - dire , dont les axes 
ont le même rapport entr'eux que ceux de 
cette ellipfe. 

Pour cet effet , concevons l'ellipfoïde 
coupé par un plan , que ( pour fixer les idées ) 
nous fuppofons vertical , & paiTant par le 
grand axe AB{Fïg^) \ la feclion fera Pellipfe 
AEDE égale à Pellipfe génératrice. Conce-



vons aufïï rellipfoïde coupé par trois autres 
plans , dont deux verticaux & le troifîeme 
horizontal. Que DE petit axe de l'ellipfe ôc 
fa parallèle MN foient les fe&ions des deux 
premières avec le plan A DBE,àc S T celle 
du troifieme avec le même plan AD B E. 
Cela pofé , je dis que la coupe de rellipfoïde 
par le plan repréfenté par S T, eft une 
ellipfe femblable à A D B E. 

Concevons qu'aux points O & R on ait 
é levé des perpendiculaires au plan A D B E, 
ôc qui rencontrent la furface de l'ellipfoïde. 
Ces perpendiculaires feront, en même temps, 
ordonnées de la coupe faite par S Ty ôc des 
feclions ou coupes circulaires faites par M N 
ôc D E. Or par cette dernière raifon, on doit 
avoir ( en nommant T_ la perpendiculaire 
é levée au point R , ôc t la perpendiculaire 
élevée au point O) , on doit avoir £ £ =* 
D Rx RE , &tt = MOxO N. Mais en 
nommant C D = ± b , P M = = y , C A ^ ~ a y 

ôc CR = OP=zu, on a DR = ±b~hu, 

R £ = i b—u, MO =y-hu &ON=y—u, 

enforte que D R x R E = ^ b b — u u ôc 
MOxON ~yy — uu ; Donc ^ = ^ ^ — un 

& r r = yy — u u. Mais par la nature de 
b b 

l'ellipfe ( Alg. 3 0 7 ) on a j v y = —, (-Jaa —-as:) 

en nommant C P , Et nommant k l'or-



donnée SR au petit a x e , on a ( Alg. 3 0 4 ) 

d'où l'on tire u u -==3 

fubftituant ces valeurs de uu 

ôc dejj, dans celles de ££Ôc de t t , on a 

d'où il eft 

évident que : 11 : : 

kk:kk~xx::lTRouS RxRTiSOxOT; 

c'eft-à-dire , le quarré de l'ordonnée \ qui 
répond au point R, eft au quarré de c e l l e , t 9 

qui répond au point O , comme le produit 
des deux abfcifïes qui répondent à la pre
miere, eft au produit des abfciifes qui ré* 
pondent à la feconde ; la coupe faite par S T7 

eft donc une ellipfe. hbkk 

D'ailleurs l'équation 7 7 = »< , oïl 

donne £ : k : : b : a; or ^ou l'or
donnée qui répond au point R eft la plus 
grande demi-largeur, ou le demi-petit axe 
de cette e l l ipfe , àck ou SR9 en eft la plus 
grande demi-longueur , ou le demi-grand 
axe ; les deux axes de cette ell ipfe, font donc 
en même rapport que ceux de l'ellipfe gé
nératrice j ôc puifque rien ne détermine, 
dans tout ce raifonnement, la grandeur de 
la diftance CRk laquelle on fuppofe cette 
coupe faite, la même chofe a'donc lieu pour 
toute autre coupe parallele hAB, 



Cela pofé , fi l'on veut avoir la folidité? 
d'une tranche quelconque de rellipfoïde;,.. 
comprife entre deux plans parallèles repré-
feritcs par A B 6X ST, on repréfentera par S 
ïa furface de l'ellipfe génératrice ; ôc puifque 
l'ellipfe dont S Teft le grand axe , eft fem-
blable à cel le- là , on aura la furface de celle-

par cette proportion - a a : k k : : S : 

i multipliant cette furface par l'épaiffeur 

infiniment petite Rr9 ou du, de la tranche 

élémentaire, on aura pour la valeur 

de cette tranche ; or félon ce que nous 

venons de dire ci - deffus, on a kk = 

donc la tranche élémen

taire fera ou bbdu — uudu ' 

dont l'intégrale eft fi l'on 

veut compter depuis le centre C. Mais fî 
l'on veut compter depuis un autre point K _ 

l'intégrale fera 

C étant une confiante convenable. Pour la dé
terminer , on nommera C K, e; alors il faut 
que l'intégrale foit zéro au point K ouu = e; 

on aura donc , 

ôtpar conféquent C 



donc , toute tranche d'eliipfoïde allongé , 
comprife entre deux plans parallèles au 

grand axe , a pour exprefïion 

ou Amplement 

Or 
b b e, eft la même choie que 

Pareillement ~ —• \ u? eft la même chofe que 

que e—~ ( ee-t- e u-h u u). D'ailleurs u — e 

eft la diftance des deux plans parallèles, ou 
la hauteur de la tranche qu'ils comprennent ; 
donc, fi on fait u — £ = h , en appellant h 
cette hauteur, & qu'on fubftitue pour c fa 
valeur u — h tirée de cette équation , on 

s 
aura ( après réduction faite ) —, (\bb h — h un 

ou-

or nous avons e u , ci-deffus , 

ôc par conféquent 

La valeur de la tranche 

folide fe change donc en 

Mais nous avons vu que exprime la fur-

face de la coupe faite par S T, ou de la coupe 
inférieure ; donc en nommant s cette furface, 

on aura enfin fi on nom» 



me s'la furface de la coupe faite par L K & / 
fa demi-largeur, ou fon demi-petit axe , on 
aura, à caufe que toutes les coupes font fêm
blables, -Beili: : S : s1; donc S = ce 

qii|? donnera pour dernière expreffion re

d i t e , s h C'eft - à - dire , 

q u i l faut i ° , multiplier Ja furface de la plus 
petite coupe , par la hauteur de la tranche; 
2°, multiplier celle de la plus grande coupe 

par le rapport ^ du quarre* de la hauteur de 

la tranche au quarré de la demi-largeur de 
la coupe fupérieure, & par la diftance-du 
centre jufqu'à la coupe inférieure, moins le 
tiers de la hauteur de la tranche. 

Cette régie peut être appliquée utilement 
à la mefure de la folidité de la partie de la 
carène que la charge fait plonger dans les 
vaiffeaux, lorfque la figure de cette partie 
peut être comparée à une portion d'ellip-
foïde. s repréfentera la coupe faite à fleur 
d'eau, pour le vaiffeau hors de charge ; s' fa 
coupe lorfqu'il eft en charge ; h la diftance 
des deux coupes ; / Ja plus grande largeur 
de s', & enfin u la diftance de 5 jufqu'à la 
plus grande coupe horifontale du fph.'roïde. 

Quant à la manière de mefu-er s & j ' , on 
obfervera que Tune de ces furfaces fe déter-



mine par l'autre , puifqu'appartenant à des 
ellipfes femblables , elles doivent être en
tr'elles comme les quarrés de leurs grands 
axes ou de leurs petits axes. Il ne s'agit 
donc que de favoir comment on peut déter
miner l'une des deux. O r , nous verrons dans 
peu, que la furface d'une ellipfe, eft à celle du 
cercle cjui auroit pour diamètre le grand axe 
de cette e l l ipfe , comme le petit axe eft au 
grand axe ; ainfi comme on fait évaluer la 
furface du cercle , ( du moins aufti près qu'on 
le juge à propos ) , on déterminera toujours 
facilement celle d'une ellipfe dont les axes 
feront connus. 

De l'intégration des quantités qui renferment 

des Sinus & Cofinus. 

\09* Nous avons Vu ( iz ) que d (fin ç ) = x cof ç , Se 
que d( cof ç ) «=— d\fin \i donc réciproquement, l'intégrale de 
¿1 cof \ ^ e r a fin\-> o u P* u s généralement fm^-h C, qui a la 
même différentielle. De même l'intégrale de — d^finç fera 
cofi+C. „, . . 

Si l'on avoit d x cof J Î , on 1 ecrxrott amiï Se 

alors l'intégrale feroit" C. De même l'intégrale de 

d\fin^%y fè trouveroit en écrivant ainfi & alors 

l'intégrale eft 

En général, Jd\fin m i( m étant un nombre confiant ) , fe 

change ea & devient 



Si l'on avoït (_/?n£ ) B di cofçi on remarqueroit que cette 
quantité efl: la même chofe que (fin^yd(fin^) ; or en re
gardant fin i comme une fimple variable , on intégre par la 

règle fondamentale" & Ton a 

Si la différentielle propofée eft (finm ^ ) n d\ cofm\ , on écrira 

qui revient 

dont l'intégrale efl 

Pareillement, pour avoir l'integrale de ( cofm\ )" a\linm\ ; 

on écrira qui a pour intégrale 

Si l'on avoit à intégrer d^finp\ cof q{; alors, félon ce qui ; 
été enfeigné (Alç. 418 ) , on chargeroit fin p ^ cef q { e; 
\fin {pi->rqi)+ ï (fin (Pl—<K)> 0 0 \fin (P ? ) t •+ 
\fin(p — q )\i aini'i on auroit à intégrer \ d{ fin (p-t-q) z-f 

l drfin (p— q) { qui étantécrit ainfî.. 

a évidemment pour intégrale 

On int grera de même d^ fin pi cofq^ fin , &c. en 
convertifîant ces produits en fînua ou cofînus de la fbmme & 
de la différence des arcs^ç , qz_, , &c. ( Alg, 4 1 8 ) . 

Si l'on avoit dz_ ( fin ç y ; on le changeroit en d% fin z_ 
( fin 1) \ or (fini ) ' ou fin ç x fin 1 eft (Alg. 418 ) 
==i coA\-x) — i <-'°f'i •+-1 ; = : t-o/o—i cof zi = ; - ¿-0/1 ç , 
parce que cof o — 1 ; donc fin { (fin ç)1 — {y/rc ^ — -i_/iVi £ x 
cof ir. Donc ( fin z) 5 — T d{ fin ^ — ~ d\fin 1 cof ; on 
réduira donc fin £ co / , ainfî qu'on vient rie le faire pour 
finp^cof qç & l'intégration fera facile. On voit donc com
ment on imégreroit dz_ (fin^)71 , n étant un nombre entier 
pofiiif. On s'y prenciroit d'une manière femblable pour d^ 
(cofz) n. Donc on peut, parles mêmes principes que nous 
venons d'expofer, intégrer les quantités de cette forme dz^ 
(fin p?)m( cofqi ) a ( fin ri) s y Sic. m 3 ?i} s, étant des nom
bres entiers pofîtiis.-

Enfin 



Enfin ^ ces principes, ce qui a été enfèigné(>4/£.481 ) , 8c 
ce que nous avons dit, ci-deiîus , fur l'intégration des quan
tités , mettent en état d'intégrer les différentielles affl-dées de 
finus] & de cofinus , lorsqu'elles ont une intégrale algébrique; 
& lorsqu'il y entre des tangentes, on les ramené aux différen
tielles de finus & cofinus, en obfèrvant que tang\— 

De la r manière. d'intégrer par approxi-

. T mation y & quelques ufages de cette 

Méthode. 

I I O . C e c i ne peut regarder les diffé
rentielles monômes : nous avons vu qu'elles 
s'intégroient toujours facilement. C'eft donc 
pour les différentielles complexes qui échap
pent aux cas que nous avons examinés plus 
haut. 

L'art d'intégrer par approximation, con-
fifte à convertir la quantité propofée , en 
une fuite de monômes dont la valeur aille 
continuellement en diminuant; chaque terme 
s'intègre alors aifément , Ôc il fufht d'en 
prendre un certain nombre, pour avoir une 
valeur fuffifante de l'intégrale. 

La règle que nous avons donnée {Alg. i y i ) 
pour élever une quantité à une puiiTance 
propofée , ôc qui s'applique également aux 
polynones, eft le moyen que nous emploie
rons pour intégrer ainfi par approximation. 
En voici des exemples. 

K 



I I I . Propofons-nous de trouver la lon
gueur d'un arc de cercle A M {Fig. 40 ) , par 
le moyen de fon finus verfe A P. 

Suppofant l'arc M m infiniment petit , fi 
l'on mené Mr parallèle à AP, & le rayon CM; 
les triangles femblables CP My Mr m > don
neront P M:C M: : M r : 'Mm. Or, nom
mant A P , x , le diamètre A B , a , ou 1, 
( pour plus de fimplicité) ; on aura M r—dx^ 

C M = | 3 ô c P M = ^ ^ 7 . Donc K ^ 7 : 

d x : Mm- donc M m ôc par 
conféquent A M Cette quantité 

ne peut être intégrée par les règles que 

nous avons données ci-devant ; c'eft pour

quoi je la change en f ( Alg. 1 1 2 ) , 

puis en (' Ah. 141 ). Je 
réduis ( 1 — x ) - 1 , en férié {Alg. 1 ; 1 ) ; ôc je 
trouve , toute réduction faite , (1 — x ) -

Ôcc. ; donc 

ôcc. 



quantité à laquelle il n'y a point de conf-
tante à ajouter , parce que lorfque x « o , 
elle devient zéro , ainfi que cela doit être , 
puifqu'alors l'arc A M qu'elle exprime, eft 
zéro. 

On peut , à caufe du multiplicateur com-
i 

mun x~* , donner à la férié qui exprime 
l'arc À M , cette dernière forme 

&c) . Remar
quons , maintenant , que le finus verfe x 
étant toujours plus petit que le diamètre i , 
(excepté lorfqu'il s'agit de la demi-circon
férence) , x eft une fraction ; que par confé
quent les valeurs des termes de la férié dé 
croîtront d'autant plus , que le finus verfe de 
l'arc en queftion fera plus petit. Ainfi , fi 
Ton voulo i t , par exemple , la longueur de 
l'arc dont le finus verfe eft la centième par
tie du diamètre, on auroit x — 7-^5-,= o, o 1, ôc 
par conféquent x { = o, 1 ; on auroit donc pour 
la valeur de cet arc o , 1(1-
H - r n r . ( o , o i ) 3 ) ; ôc comme le terme fuivant 
de cette férié feroit au moins cent fois plus 
petit que le dernier de ceux-c i , puifque cha
cun eft plus décent fois plus petit que celui 
qui le précède , en examinant qu'elle eft la 
valeur du-terme ——. ( o , o i ) ' , nous pourrons, 
en 'prenant le centième de cette valeur, juger 
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du degré d'exactitude auquel nous aurons Tare 
en nous en tenant à ces quatre premiers 
termes. Or — ~ ( o , o 1 ) 3 , revient à 
( o , 000001 ) = = o , 0000000445 , 
dont la centième partie eft o, 000000000445 ; 
donc nous pouvons , en toute sûreté , éva
luer chaque terme de notre férié jufqu'à 10 
décimales , fans craindre que la valeur de 
Tare qui en réfultera, foit fautive d'une 
unité dans la neuvième. Ainfi nous aurons 
-r—r ( 0,01 ) 3 = 0 , 0 0 0 0 0 0 0 4 4 6 ; 4 5

5 ( 0,01 / = 
o, 000007 j 0 0 0 ;——-= o, 0016666666 ; donc 
la totalité de la férié fera o, 1 ( 1 , 0 0 1 6 7 4 x 1 1 * ) ) 

ou enfin o , 1 c o i 6 7 4 2 1 , en fe bornant à 
9 décimales; ôcl'on pourroit même en toute 
sûreté admettre la dixième. 

Te l l e eit la valeur de l'arc dont le finus 
verfe eft la centième partie du rayon. Donc 
fi l'on favoit combien de fois le nombre de 
degrés de cet arc eft contenu dans 3 6 b 0 , en 
multipliant cette longueur , par ce nombre 
de fois , on auroit la longueur approchée de 
la circonférence. Mais c'eft ce que l'on ne 
fait pas. 

Comme nous favons ( Géom. 271 ) que le 
finus de 30 0 eft la moitié du rayon , ôt que 
connoiffant le finus d'un arc , on peut aifé* 
ment avoir fon finus verfe (Géom. 2 7 0 ) / o n 
pourroit Calculer le finus verfe de 30° , le fub-



ftituer pour x dans la férié cï-deffus, 6C alors 
multipliant le réfultat par 12 , qui eft le nom
bre de fois que 3 0 0 font dans 5<5o°, on auroit 
la longueur approchée de la circonférence. 
Mais comme la férié feroit peu convergente , 
cnforte qu'il faudroit en calculer un a/fez 
grand nombre de termes, pour avoir une va
leur un peu approchée de la circonférence, 
nous allons enfeigner un autre moyen qui 
nous fervira de fécond exemple de la M é 
thode d'approximation. 

Menons la tangente A N ( Fig. 4 6 ) , la fé-
cante CMN 6C la fécante infiniment voifine 
Cmn\ du centre C6C du rayon CN, décri
vons l'arc infiniment petit Nr , que l'on peut 
regarder comme une perpendiculaire fur Cri. 
Le petit triangle rectangle N rn fera fembla-
ble au triangle rectangle C A n , parce qu'ou
tre Tangle droi t , ils ont un angle commun 
en n : il fera donc auffi femblable au trian
gle CAN qui diffère infiniment peu de CA n; 
on aura donc CN : C A : : N n : N r , d'où 

Nr = s C \ o r l e s fecteurs femblables 

CNr, CMm, donnent CN: CM ou CA: : 

JSr ou — T T T T — : Mm ; donc Mm = — • . 
CN CA" 

Nommons donc AN, x ; le rayon CA , a ; 
nous aurons iV// = dx ; & C N = Vaa+xx ; 
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donc la valeur de M m deviendra 

c'eft-à-dire, q u e M m = donc/Mm 

a u A M Cette quantité ne peut 

pas être intégrée exactement. Pour 1 inté
grer par approximation, il faut la mettre 
fous cette forme fa a d x (a a -t- x x ) - J ; alors 
ayant trouvé {Alg. ICI ) que {aa-t-xx 

on aura fa a dx (a a-h-x x] 

Il refte donc à favoir fi nous connoiflbns 
quelque arc qui étant contenu , un nombre 
connu de fois , dans la circonférence, ait une 
tangente connue. Or l'arc de 4 J 0 . eft dans 
ce c a s , il eft 8 fois dans la circonférence, 
& fa tangente eft égale au rayon {Géom. 272); 
donc fuppofant x =a, nous aurons pour la 
longueur de l'arc de 4 c 0 , la valeur de cette 
fér ié . . . a 
Mais comme les termes de cette férié dé-
eroiifent encore fort lentement, il faut voir 



fî nous ne pourrions pas décompofer l'arc 
de 4 f ° en-deux autres arcs dont les tangen
tes fuffent connues. Peu importe que le nom
bre de degrés de ces arcs foit connu ; pourvu 
qu'ils faffent 4 j ° , quand nous aurons calculé 
leurs longueurs par le moyen de leurs tan
gentes, en ajoutant ces longueurs nous au
rons celle de l'arc de 4 5 0 . Comme ces arcs 
feront plus petits que 4 c ; 0 , leurs tangentes 
feront plus petites que le rayon, ôc par 
conféquent la férié fera plus convergente, 
& plus facile à calculer. 

Or ce que nous avons dit (A/g. 416" ) nous 
fournit le moyen de trouver deux pareils 
arcs. En effet, nous avons vu que a & b étant 
deux arcs quelconques, on avoit tang (a-*-b) 

en fuppofant le rayon 

= 1. Donc fi nous fuppofons a -4- b = 
auquel cas tang(a-\-b) = 1 , nous aurons 

1 , équation d'où, par les 

regles ordinaires, on tire tang b 

Prenons donc tang a = 7 j alors nous aurons 

tang b 

Nous n'avons donc qu'à calculer, par le 
moyen de la férié ci-deffus, la longueur de 

l'arc dont la tangente x efl - ou la moitié du 
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rayon; ôc la longueur de l'arc dont, lâ tan

gente x eft ces deux longueurs reunies 

formeront celle de l'arc de 45°. Or en met

tant pour x ôc enfuite on a 

Si l'on veut avoir les- valeurs de chacun 
de ces arcs, exprimées exactement jufqu'à la 
neuvième ' décimale, il* faut calculer les 15; 
premiers termes de la première, & les 10 pre
miers ternies feulement de la féconde. O r ce 
calcul eft fort aifé à faire , en obfervant que 
dans la première, on'peut calculer 1er ter
mes confécutifs, en formant d'abord une férié, 
dont chaque terme foit égal au précédent 

multiplié par - r , c'eft-à-dire, foit le 4- du 

précédent : on multiplie"enfuite. cette férié 
terme à terme, par la férié 1 , 
enfin réunifiant les termes de numéro pair 
entr'eux, Ôc ceux de numéro impair, aufti 
entr'eux, on retranchera la fomme des pre
miers , de la fomme des derniers-, ôc on 

multipliera le refte par^. Pareillement le cal
cul de la feconde, fe réduit à former une férié , 
dont chaque terme foit formé du précédent 



multiplié par - \ ou par -J, c èft-.à-dire , foie 

la neuvième partie du précédent ; on multi
plie enfuite cette férié , terme à terme, pât 
la férié 1 , j , f , ~, j , &c ; & on opère -en-
fuite comme pour la première , excepté 

qu'on multipliera l e réfultat; par.-^- au lieu, 

de ~ . Si Ton exécute cette opération en por

tant l'approximation jufqu'à 10 décimales , 

on aura pouç la,première f é . r i e - ^ - C o ^ m g f i i S o ) , 

ou a ( 0 ,463-6476090) ; & pour la féconde , 

~{ o,96>2fi<S6-32) ou Û ( 0 , 5 2 1 7 ^ 0 ^ 4 4 ) ; 

donc l'arc de 4 5 ° , qui eft la fomme de<;es 
deux-là ,'*fera a ( o , ~ 8 5 3 9 8 - 1 6 3 4 ) . Prenant 
dofnc le quadruple, pour avoir la demi-cir
conférence.^ on- aura a (3^41^926^6)1 
donc le "rayon'eft à la demi-circonférence, 
{ou le diamètre eft à la circonférence ) : : a : 
« i3ïHlS926'^6) :' : - i : : £ , i 4 i $9265*36 
rapport quî  ne diffère pas d'une demi-unjté 
décimale du dixième ordre de " celui que 
nous avons donné ( Géom. \ \ i )r, &r que l 'on 
pourroitv très-facilement, trouver encore avec 
une beaucoup plus grande pr'écifion. 

I I 2. . .Pour troifieme exemple d'approxi
mation, nous nous propoferons de trouver le 
logarithme d'un nombre quelconque. M a i s , 



avant tout , il faut fe rappeller ce que nous 
avons déjà dit ailleurs ( 2 7 ) ; favoir, que les 
logarithmes dont il s'agit i c i , ne font pas 
ceux qu'on trouve dans les tables ordinaires. 
Mais ceux-là étant calculés U eft aifé d'en 
conclure les derniers, comme nous le ver
rions immédiatement après avoir enfeigné à 
calculer les premiers. 

j'imagine le nombre propofé, décompofé 
en deux parties ,' ôc repréfenté par a -+- x ; 
a .étant la plus grande partie. -Selon ce que 
nous avons dit ( 27 on aura ddog. ( a -H x ) 

quantité, qui ne peut être intégrée 

algébriquement. I l faut- donc la réduire en 
fér ié , ôc pour cet effet, la mettre Tous cette 
forme.... dx(a-Jrx)-\ Or ( Alg. 151) on-a 

donc 

donc en intégrant ,' on a 

C. Pour 

déterminer la confiante C, je remarque que 
ce t te équation devant avoir toujours l i e u , 
quelque foit x, doi t auffi avoir lieu lorfque 
x=^q\ o r , dans Ce dernier c a s e l l e fe réduit 
à la = C; donc C = la\ donc l(à ~hx) = la-h 



Connoifla'nt 

donc le logarithme d'un feul nombre, on peut 
par cette férié, calculer le logarithme de tout 
autre nombre. Par exemple, fi l'on fuppofe 
a — 1 0 , ôc a -t- x = 11; on aura x — i, ôc par 

conféquent d'où l'on trouvera / 11 

qui fait 

connoître ce qu'on doit ajouter au logarithme 
de i o , pour avoir celui de n . 

Mais comme la férié générale que nous 
venons de trouver, n'eft fouvent pas aflez 
convergente, voici une autre manière de s'y 
prendre. Propofons-nous de trouver le loga
rithme d'une fraction dont le numérateur foit 
plus grand que le dénominateur ; nous ver
rons, dans peu , qu'on peut toujours réduire 
à ce la , la recherche de tout logarithme. 

Repréfentons par a la fomme du numéra
teur ôc du dénominateur de cette fraction , 
Ôc par x leur différence ; alors ( Géom. 301 ) , 
nous aurons \ a -f- \ x pour le numérateur, ôc 

x pour le dénominateur ; ôc par confé

quent pour la fraction ; ou ( en fup-

primant le facteur commun fera 

cette fraction, ôc par conféquent ou 



/ ( a x ) <— l(a — x ) repréfenterâ fon lo
garithme. Différencions maintenant, en re
gardant à comme confiante, ôc x feule com
me variable*; nous aurons ( 2 7 ) 

qui fe réduit à ou aadx (aa — xx 

rédmions donc (aa—^x.x ) - x , en férié ; ôc 
{•Alg. ij'i ) nous aurons (a a — xx)-1 = 

donc 

Donc ou 

•4- C A' Tégard de la confiante C, nous dé
terminerons fa valeur, comme ci-deffus, en 

* Quoique- cette fradion 
doive représenter toute frac
tion propofée;, cela n'empê
che pas qu'on ne puifTe regar
der la fomme à du numéra-
teur & du dénominateur, com
me confiante, par-ce, qu'il n'y 
a pas de fraction que i'on ne 
puilTe préparer de manière à 
rendre la fomme du numé
rateur & du dénominateur 
égale à tel nombre qu'on vou
dra. Par exemple, pour ame
ner la fradion \ à avoir i i 

pour ..la., tomme du numérateur 
& du dénominateur , il fùrru, 
ayant multiplié les deux ter
mes , par un même nombre n, 

ce qui donne -— , de fûppofèr 
5n 

^ « 4 - î « o u 8 n = i i , d'où l'on 
tire n = = f , donc ]- = 

—2-(-, dont la femme du nu-
numérateur & du dénominateur 
eft, en effet, n . 



examinant ce que devient l'équation , quand 

* = o . Or , a l o r s e l l e fe réduit à 

donc C- / 1 = 0 ; on a donc tout 

fimplement 

où l'on voit que chaque terme fe forme du 
précédent, en multipliant ce lu i -c i conftam-

ment par le quarré de-^-ou du premier ter
me ; puis on prend le premier, le y du fé
cond , le j- du troifieme , &c. & l'on double 
la fomme. 

Appliquons à quelques exemples. Cher
chons, par exemple, le logarithme de 2. Pour 
cet effet nous chercherons celui de la frac
tion y : nous aurons donc ¿2 = 3 , &l x = 1 j 

donc, ^ = j , 6c ~ y. Chaque terme fera 

donc très-facile à former , puifqu'il ne s'agit 

que de prendre la £ partie du terme précé

dent , pour avoir la fuite -— , -r , - 7 , ôcc, 

ainfi nous aurons , 

°,333333313- Donc 

0 , 0 3 7 0 3 7 0 3 7 . . . . 

o, 00411 $226. . . . 

0004^724/7. . . • 

°> 333333333 

0,012345670, 

o, 00082304-5" 

0 ; C 0 0 0 5 ^ 2 I 



o , oooojoSoc;. 

o, 0 0 0 0 0 5 6 4 5 . 

o 3 0 0 0 0 0 0 5 2 7 . 

o, OOOOOOO69. 

o, 0 0 0 0 0 5 6 4 5 " 

> o, 0 0 0 0 0 0 5 l 3 

o, 0 0 0 0 0 0 0 4 8 

o , 0 0 0 0 0 0 0 0 4 

donc la fomme eft. . . . o , 3 4 6 5 7 3 588 ; ôc le 
double, qui doit être log. 2 , eft=o ,6 'p3 1 4 7 1 7 5 , 
q u i , en fe bornant à 8 décimales , ( car 
pour répondre de la neuvième , il auroit 
fallu pouffer l'approximation plus loin ) eft 
c , 693 147 18. 

Puifque 4 eft le quarré de 2 , ôc que 8 en 
eft le c u b e , le double de ce logarithme fera 
donc celui de 4 ; ôc le triple de ce même 
premier logarithme fera celui de 8. 

Pour avoir celui de 3 , on peut calculer , 
de même , le logarithme de la fraction f , le 
quel étant retranché de celui de 4 donnera 
celui de 5,puifque 3 eft 4 divifé parf, donc / 3 = 
/ 4 — / y ; mais on l'aura plus facilement, en 
calculant le logarithme de la fraction f-, & le 
retranchant du logarithme de 8 que l'on con-
noît à préfent, le refte fera le logarithme de 9 , 
dont la moitié fera celui de 3 . Ajoutant 
celui de 3 à celui de 2 , on aura le logarithme 
de 6 . Pour avoir celui de 5 , on calculera d'à* 
bord celui de 10 en calculant celui de- 1^-, 



qui étant ajouté au logarithme de 8 , donnera 
celui de 1 o. Retranchant, de ce dernier , le 
logarithme de 2 , on aura celui de 

On voit par - là , ce qu'il y a à faire pour 
calculer tout autre logarithme. Mais il faut 
remarquer, que le calcul devient de plus en 
plus court , à mefure que le nombre devient 
plus grand, enforte que dès qu'on a les l o 
garithmes jufqu'à 10 feulement , on peut 
calculer les autres jufqu'à 100 , fans em
ployer plus de trois termes de la férié , lorf-
qu'on fe borne à 8 décimales : & lorfqu'on a 
paffé le nombre 100 , les deux premiers 
termes fuffifent jufqu'à mille ; & par de-là , le 
premier terme fuffit. 

Pour favoir, maintenant, comment on ra
mené ces logarithmes , à ceux des tables or
dinaires , il nous faut préalablement avoir 
le logarithme de 1 o. Or, fi l'on calcule le 
logarithme d e ^ - , par la formule précédente 
on trouvera log-^- = o , 22314-355" ; ajoutant 
à celui - ci celui de 8 que l'on a en triplant 
celui de 2 qu'on a eu ci - deffus , on a 
/ 1 0 = 2 , 3 0 2 £85/09. 

I I 3 Cela pofé, rappelions-nous que l'é

quation dx = — fur laquelle ( 27 ) eft fondé 
le calcul a£tuel des logarithmes , ne con
vient qu'au fyftême de logarithmes où l'on 



fuppofe le module = i ; mais que l'équation 
qui convient à tous les fyftêmes pofiibles 

de logarithmes, eft dx = ; ôc celle qui 

convient à tous les fyftêmes de logarithmes 
où l'on fuppofe que le premier terme a de la 
progreifion géométrique fondamentale eft i , 

eft dx = . La première , favoir dx= — 

donne , en intégrant, x = ly ; ôc la féconde, 

favoir dx = n~- donne x = m ly , qui fait 

voir , puifque x repréfente le • logarithme, 
que pour ramener les logarithmes que donne 
immédiatement le calcul , à ceux d'un autre 
fyftême dont le module eft m , il faut multi* 
plier ceux - là par le module m. Or le loga
rithme de 10 dans les tables ordinaires, eft i ; 
ôc nous venons de voir que le logarithme 
de 10 tel que le calcul le donns immédiate
ment , eft 2 , 30258509 ; on a donc 772 x 
2 , 3 0 2 5 8 5 0 9 = 1 ; donc le modulç m des 
tables ordinaires , eft t"rsTfsTT? <lui ^ e réduit 
( en faifant la divifion ) à o , 434294.48. 

Donc , pour ramener aux logarithmes des 

tables , les logarithmes donnes immédiatement 

par le calcul, il faut multiplier ceux-ci par 

o, 43429448 . Et réciproquement , pour ra
mener les logarithmes des tables > à ceux que 

donnerait immédiatement le calcul > il faut divt-

fer 



fur ceux-là par 0 , 4 3 4 2 9 4 4 8 o u , (ce qui eft. 

plus commode, & revient au même > les multi* 

plier par 2 , 3 0 2 5 8 5 0 9 . 

Ainfi, fi Ton multiplie 0 , 6 9 3 1 4 7 1 8 que 

nous avons trouvé ci-defîus pour le loga

rithme de 2 , fi on le multiplie > dis-je, par 

0 , 4 3 4 2 9 4 4 8 , on trouve 0 , 3 0 1 0 3 0 0 pour 

le logarithme de 2 , tel qu'il eft en effet dans 

les tables ordinaires. 
.114. Lorfqu'on veut revenir, du logarithme \ au nombre 

même* voici -, comment On doit s'y prendre. Nous avons Vu 
cHeffus, qu'en représentant un nombre quelconque, çZra-^-x 

ton avait / 

donc l à ou 

&c« a étant un nombre arbitraire., 

Riais tel que fon logarithme diffère peu de celui qui eft donné j 
& qui eft fuppofé appartenir à a •+- x. Faifôns, pour plus de iïriVs 

plicité ^ & nous aurons 

&c. U s'agit donc d'avoir la valeur de eh 

Supposons que cette valeur puîné être exprimée par 

A ï + £ ? + CÏ -+-I?T+^ &c; A - , B, C , &c. étant des 
Coefficients confiants qu'il s'agit de déterminer. On aura 
«one | = i | + i / ^ - j - C ^ -H D ^ .+- &Ci 

L 



Or pour que cette équation ait lieu, quel que foit \ , il faut 
ï*. que A =r= i j i ° . que la fomme des termes qui multiplient 
chaque puifTance de \ dans les autres colonnes foit zéro. On 

a donc B• 

o ; d'où l'on tire B 

& fi 1 on fuppofoit un plus grand nombr» 

de termes, tels que Ez?, F ^ , Sec. dans la férié, on trouve-

roit de même, E 

6tc. on a donc 

&c. Donc ou 

• &c. 

^ Pour faire ufage de cette formule, on retranchera du loga
rithme donné ( qui eft celui de a -t- x ) , le logarithme connu 
le plus approchant, dont on prendra le nombre correfpondant 

pour a. Alors on aura ou z_, que l'on fubftituera dans 

la formule précédente : le réfultat fera la valeur de d'où 

il fera facile de conclurez -4-* > puifque a fera connu. 
Comme il s'agit ici des logarithmes qui ont t pour modale, 

fi le logarithme donné étoit de la nature de ceux des tables or
dinaires, il faudroit commencer par le réduire , ainfî que celui 
que l'on prendroit pour logarithme de a, ( ou feulement réduire 
leur différence ) aux logarithmes aétuels, ce que l'on feroit 
comme il a été enfèigné ( i n . ) 

Si l'on veut favoir quel efl le nombre dont le logarithme 
efl i , dar.s le fyftème de logarithmes dont il s'agit ici, il faut 

fùppofer ou & l'on aura 

que 



lvon trouvera = z , 7 i 8 z 8 i 8 , en fe bornant à 7 décimales. 
Le nombre dont le logarithme eft 1 , fè rencontre fréquem

ment dans les calculs : nous aurons occafion de le voir par la 
fuite ; & c'eft pour cette raifon que nous venons de donner là 
méthode de le calculer. 

1 1 5 . On peut avoir une autre exprefïîon d'un nombre pac 
le moyen de fbn logarithme : la voici j foit x ce nombre, Se 
foit / x =c Si l'on multiplie le fécond membre de cette équa
tion par le, e étant le nombre dont le logarithme eft i , ori 
aura Ix — ^le, ce qui ne change rien, puifque le — 1. Oc 
l'équation Ix — ̂ le^ fèchange^ par la nature des logarithmes , 

en lx = le^$ d'où l'on tire x = e^; puifquè- les logarithme» 
étant égaux, les quantités auxquelles ils appartiennent, doivent 
être égales. 

Selon ce que nous venons de voir (114) , fi l'on a /*={, on a*= 

• &c. Puis donc qu'on a j en même temps 

•n aura e 

Remarque. 

ii6. L a méthode que nous venons d'employer pour conclu

re la valeur d e x , de l'équation &c. s'appelle Mé

thode inverfe des fériés. Elle confifte, comme l'on voit, â 
fuppofef la variable dont on veut avoir la valeur, exprimée 
par une férié, où l'autre variable ait des expofanrs en progref
fion arithmétique, & où chaque terme ait un coefficient conf
iant indéterminé. 

Si l'on avoit plufxeurs termes en x & en { dans la même 
équation, mais que x & £ ne fufTent pas multipliés entr'eux , 
o n détermineroit la férié des expofanrs en faifant l'éxpofant du 
premier terme de la férié fuppofée, égal au plus petit expo
fant de la même variable dans l'équation ; & on prendroit » 
pour différence commune des expofants de la même férié, le 
plus grand commun divifèur des expofants de cette même 

•arïablë dans l'équation. Far exemple, fi j'avois 3 { = » 
4* — $ xz 1 x^ 4 - &c; je ferois x = A £ T .4- Bç -f- C\•/> -fr 

L % 



JD i T 4- F.%1 -f- &c, parce que le plus petit expofant de { efl {> 
& que le plus grand commun divifêur des expofànts { & i , de ç, 
eûf # 

Mais fi les A : & les £ étoient multipliés entr'eux, alors il 
Faudroit fùivre une méthode dont le détail n'eft pas trop de 
notre objet ; on peut la voir dans les ouvrages de Newton, & 
dans \Analyfe des Lignes courbes de Cramer. 

U/ages des Approximations précédentes , 
pour l'intégration de diverfes 

quantités* 

I l 7» C O M M E on a des tables toutes 
calculées, des différentes parties du cercle, 
ainfi que des logarithmes ; lorfqu'on aura à in
tégrer quelque différentielle qui pourra fe 
rapporter au cercle , ou aux logarithmes, il 
fera inutile déformais de réduire ces diffé
rentielles en fériés. Ce qu'il y a de plus utile 
à faire actuellement fur cette matière, efl de 
faire connoître celles de ces différentielles 
que l'on rencontre le plus fréquemment, & 
de faire voir comment on détermine les arcs 
de cerc le , ou les logarithmes qui en font 
l'intégrale. En voici des exemples. 

I I S' Nous avons vu (pp) que-

exprimoit l'élément d'un arc de cercle A M 
(Fig. 4 0 ) dont a feroit le diamètre, 
i'abfciffe ; enforte que l'intégrale de cette 

quantité ou a pour expreffion l'arc 

file:///Analyfe


AM. Suppofant donc que l'on demande la 
valeur de cette intégrale pour une valeur 
déterminée de x; alors de CA ou f a, on re
tranchera la valeur connue de x ou AP > ôc l'on 
aura CP. Dans le triangle rectangle CP M, 
on connoîtra donc Tangle droit, l 'hypothé-
nufe CM=l a, ôc le côté C P ; on pourra 
donc calculer Tangle ACM}, or connoiffant 
l'angle ACM, ou le nombre de degrés de 
l'arc A M, ôc fon rayon CM, il eft facile 
de calculer la longueur de cet arc ( Géom» 

153). 

1 1 O. Si l'on avoit 

étant des quantités connues ; on rendroit 
cette différentielle, fembiable à la précé
dente , en divifant d'abord, haut ôc bas , par 

V p , ce qui donneroit 
ou 

or fi I o n avoit ici , , pour multi

plicateur de dx, la moitié de la quantité 
^ qui multiplie x dans la radical, alors cette 
différentielle feroit fembiable à celle de l'art, 
précédent; donnons-lui donc cette condi
tion, en multipliant Se divifant en même 

L 3 



temps par ou nous auron 5 

ou Dans cet 

é t a t , on voit que l'intégrale de notre dif
férentielle , eft un arc de cercle dont le dia--

0 k. 

mètre e f t — ô c l'abfciffe x; eft, dis-je, cet 

arc multiplié par elle eft donc facile \ 

affigner, par ce qui vient d'être dit, 
I 2 0 . Si au lieu de compter les abfcifïes 

depuis le point A , nous les euflions comptées 
depuis le centre C, en nommant b le rayon 
CA, ôc x l'abfciffe CP ; nous aurions eu 

pour l'élément de l'arc A M ; çe que 

l'on trouve aifément en comparant les trian
gles fêmblables ÇP M9 Mrm, Ôc fe rappel-
lant que P M = Vbb-xx, Ôc que , puifque 
l'arc A M diminue à mefure que CP ou x 
augmente, fa différentielle doit être néga
tive. Ainfî quand on aura une différentielle 

telle que on la changera comme 

ci-defTus, en or repré'fe 1 

A-

tcjit i c i , bb, la quantité — b qu'on doit avoi? 



dans le numérateur, eft je mul

tiplie donc Ôc je divife en même temps 3 

par : j'ai 

Donc en fuppofant que С A ÔC 

CP, x, on aura À M , pour l'in

tégrale, ou plus généralement 

ou 4 - C . A l'égard 

de la confiante C, "elle fe détermine par les 
conditions de la queftion particulière qui 
aura conduit à la différentielle dont il s^agit y 

ôc l'arc AM k détermine comme nous v e 
nons de le dire ( 118 ) ; c'eft-à-dire, par le 
calcul du triangle CP M, ôcc. 

1 2 1 . Nous avons vu ( n i ) que 

exprimait un arc de cercle dont a eft le 
rayon, ôc x la tangente, arc que Ton peut 
déterminer aifément pour une valeur déter
minée dex, en calculant l'angle A С A 7 du 
triangle rectangle ACN, {Fig. 46), puis la lon
gueur de l'arc A M par le moyen du nombre 
des degrés de l'angle ACN ôc du rayon д. 

L 4 



1 2 2 . Ces trois différentielles s'intégrent 
donc par les arcs de cercle. En voici qui 
s'intégrent par le moyen de la furface du 
cercle. 

L'élément du demi - fegment A P M'. 
{F*g* 4 ° ) 9 cûdxi^axZ^xx en nommant AP, x9 

puifquejy — v^ax — xx & par conféquent y dx 
ou Pp m M'=>dx Vax—xx\ donc toute diffé
rentielle qui aura cette forme , ou qui pourri 
y être ramenée par des préparations fêm
blables à celles que nous venons d'indiquer , 
s'intégrera par le moyen d'un demi-fegmene 
de cercle dont rabfciffe eft x & le diamètre a j 
fegment qui eft facile à déterminer, tant par
ce qui précède, que par ce qui a été die 
( Géom. 

ï 2 3 • Par exemple, fi l'on veut avoir lâ 

on diviferoit « 

haut & bas , par h ; ce qui donneroit 

puis multipliant haut Ça bas, par 

on auroit ou 

On auroit donc l'intégrale, en calculant la 
longueur de l'arc qui a x pour tangente ; Ôç 

pour rayon, & la multipliant par 

Si donc on avoit 



furface du demi-fegment elliptique AMP 

(Fig, 4.7 ) ; on aurajy = i Vax — xx ; donc y dx 

o u d { A P M ) VaTTx\ or dx V™ -xx ex

prime l'élément du demi-fegment circulaire 

AP M' , en fuppofant qu'on aie décrit un 

cercle fur A B} comme diamètre ; on a donc 
d( APM) = h d{ A?M ) ; ôc en intégrant, 

APM=^ i APM', qui donne APM: APM':'. 

b\a \ c'eft-à-dire, que la furface du demi-feg
ment ell iptique, eft à celle du demi-fegment 
circulaire correfpondant, comme le petit axe 
eft au grand axe ; d'où il eft aifé de conclure 
que la furface entière de l'ellipfe, eft à celle 
du cercle décrit fur fon grand axe , comme 
le petit axe eft au grand axe. C'eft ce que 
( io§) nous avons promis de démontrer. 

Si au lieu de compter les abfcifTes depuis 
le point A , ( Fïg. 4 0 ) on les compte du cen
tre C , alors nommant CA, b , Ôc CP, x ; on 
aura — dx Vbb-xx pour l'élément du demi-
fegment APM; parce q u ' a l o r s , y — Vbb-xx, 

ĉ que le fegment APM diminue pendant 
que x augmente , ce qui rend la différentielle 
de A P M négative. 

Voici un exemple d'une différentielle qui 
fe rapporte à cette forme. 

I 2 3^ Propofonsrnous de trouver la fur-



face du fphéroïde elliptique alongé. Lâ for
mule générale de ces fortes de furfaces, eft 

(98); or l'équation de l'ellipfe 

donc y 

donc 

devient 

, ou en faifant la multi

plication indiquée, réduifant. ôc faifant for-

tir d x* hors du radical 

ou or fi l'on nom

me k la diftance Cr'au foyer F( Fig. 4 8 ) , on 
a kk — \ a a — 4 bb, ou 4.kk = aa — bb 

( Alg. 2 9 4 ) ; donc l'élément de la furface 

devient - ou : 

Divifons fous le radical par 4 k k ôc multi
plions au dehors par fa racine 2 k* nous au

rons 
5 quantité à laquelle 

il faut donner le ligne — pour qu'elle ex
prime la furface comptée depuis le p o i n t a , 
parce que cette furface diminue à mefure 

que x augmente ; ainfi nous avons — 



Comparant donc avec — dx 

y~bb—xx<\ue nous venons de voir être 1 ex-
prelfion d'un demi - fegmcnt circulaire dont 
Je rayon eft b, nous en conclurons que l'in
tégrale de — d x , eft un demi-

fegment de cercle O P M dont le rayon eft 

& dont Fabfciffe prife du centre, eft x ; 

que cette intégrale , d is - je , eft égale à ce 
fegment plus une confiante. Donc fi d'un 

rayon CO— c'eft-à-dire , troifîeme pro-

portionnelle à C F te à C A, on décrit le cer

cle ON R , on aura 

O P M1 ~f- C ; donc 

OP M-

Pour déterminer la confiante C, il faut 
remarquer que la furface cherchée, devant 
commencer au point A , doit être zéro à 
ce point; or au point A, le demi - fegment 
O P M devient O A N ; on a donc o = 

- k x O AN + ~ C y d'où l'on tire C = 
ra a r aa J 

*—0 A N \ donc l'intégrale complète eft 

x O f f — — y> Q A N y ou rà.i * rua ' raa 



(OPM'—OAN), ou tnkn^{A?MN)é 

D o n c la furface du demi - fphéroïde , fera 

*{b±(ALRN)you p u i f q u e C O = i ^ , & 

que par conféquent cette furface 

&và-x-±-xACRN, o u - x c * x A CRN; 
r iCO 7 r C O * 

ôc celle du fphéroïde entier, en eft le double. 
Quant à la manière de déterminer le rayon 

CO, elle eft fimple ; du point C comme cen
tre, ôc du rayon ÇA, on décrira l'arc A L , qui 
coupe , e n X , l a perpendiculaire FL élevée 
fur CA au point F; on prolongera CL jufqu'à 
ce qu'elle rencontre en N la perpendiculaire 
A N, é levée au point A ; ce qui donnera 
CN, pour la valeur cherchée de C O , ou pour 
tf.~ ; en effet , les triangles femblables CFL 
ôc CAN, donnent C F: CA::CL : CN> 

Cuk:^a::^a: C N ^ a ~ = C O. 
Cette détermination peut être appliquée 

à la mefure de la furface de la carene des 
vaiffeaux , que l'on peut comparer à celle 
d'un eliipfoïde , plus légitimement que leur 
folidité ne peut l'être à celle du même eliip
foïde. Toute l'opération fe réduit à calculer 
l'angle A C N du triangle re£tangle CA N 
dont on connoîr deux cotés 3 outre l'angle 



droit ; alors l'angle NCR devient connu, & 
l'on peut aifément en conclure la furface du 
fecteur NCR, à laquelle ajoutant celle du 
triangle CANy on a ACRN qu'il ne s'agit plus 

que de multiplier par-^ Quand on a la 

furface de la carène, en la multipliant par 
l'épaiiïeur du foufflage, on a la folidité* du 
volume dont la carene eft augmentée par le 
foufflage. 

I 2 4 . A l'égard des quantités qui fe rap
portent immédiatement aux logarithmes, ce 
lbnt toutes celles dans lefquelles la différen
tielle propofée, eft, ou peut être rendue , 
une fraction dont le numérateur foit la diffé
rentielle du dénominateur, ou cette différen
tielle multipliée ou divifée par un nombre 
confiant. 

Lorfque le numérateur eft exactement la 
différentielle du dénominateur , l'intégrale 
eft le logarithme du dénominateur ; ainfî 

»** *•* ^ «A. »4r 

Mais , lorfque le numérateur eft la diffé
rentielle du dénominateur , multipliée ou 
divifée par un nombre confiant , il faut 
décompofer la différentielle propofée , en 
deux facteurs dont l'un foit une fraction qui 



ait pour numérateur la différentielle exacte 
du dénominateur , & dont l'autre facteur 
foit un nombre confiant. Alors l'intégrale 
fera le logarithme du dénominateur variable, 
fera, dis-je, ce logarithme multiplié par le 
facteur confiant. Par exemple , pour intégrer 

J^lÈi-' comme la différentielle de a* h - x* 
a? x* 7 

eft 3 x1 d x, il faut que je prépare ma diffé
rentielle de manière à avoir 3 d x dans le 
numérateur ; pour cet effet , je l'écris ainft 
a_3x^c_ d o n c r i n t é g r a l e e ft - / ( a' - h ) 

« 4 - C. 
Pareillement 

C. D e môme j 

C Enfin 

Voici un exemple de la maniere de déter
miner ces intégrales en nombres. Suppo
sons qu'on demande la valeur de / (a -f- x ) 
( a étant 5 ) , lorfque x ==s= 2 . C'eft donc / 7 
qu'il faut avoir. Je prends dans les tableâ 



ordinaires le logarithme de 7 , qui efl 
o, 8 4 5 0 ^ 8 0 : je le multiplie ( 113 ) p a r . . 
2, 3025 85" op ou 2 , 3 0 2 5 8 ) 1 , & j'ai i , _ 9 4 5 p i o o 
ou i ,p455?i pour la valeur d e / ( a - f - x ) oii 

de l'intégrale de lorfque a = 5" , ôc 

X •= 2, 
On rencontre , quelquefois, des différentielles qui s'intègrent 

directement par logarithmes , quoique cependant elles ne 
puilïènt pas être préparées comme les précédentes; par exem-

eft dans ce cas. On réuffit quelquefois à leur don-i 

ner la forme différentielle logarithmique en effàyant de leff 
multiplier par une fonction de x, telle que le produit devienne" 
la différentielle de cette fonction ou cette même différentielle 
multipliée ou divifée par un nombre conftant. Alors en divi-
fant par cette même fonction , la différentielle feroit évidem* 
ment une différentielle logarithmique. En appliquant cette 

reflexion a je la multiplie par x~ 

qui efl en effet la différentielle de 

;eniôrte que j'ai _ 

On trouvera de même l'intégrale de en multî„ 

Priant d'abord haut & bas par V— i > ce qui donne 
dont l'intégrale , félon ce qu'on vient de voir , eft 
V - T / fjc-f-y**—o + c. 

I 2 5 . Nous avons promis ( 8 3 ) d'expli
quer comment il arrivoit que la regle fon
damentale de l'intégration des monômes , 



donnoit une quantité infinie pour l'intégrai© 

de d-~ , tandis que cette intégrale a pour ex* 

preflion Ix, ou du moins Ix G 
dx 

L'intégrale de —peut être finie ou infi* 

n i e , félon la portion qu'on veut en avoif. 

Pouréclaircir cec i , remarquons d'abord que 

prendre l'intégrale de ^ n ' e f t autre chofe 
que quarrer l'hyperbole ordinaire, confidé-
rée par rapport à fes afymptotes. En effet, 
l'équation de cette courbe eft xy =aa, ou 
xy = i en fuppofant, pour plus de fimpli-
c i t é , £ = > i . Or de cette équation on tire 

y-= ; donc l'élément y dx de la furface 

devient — ; donc fi l'on veut avoir les efpaces 

comptés depuis Tafymptote^ Z ( Fig. 49 ) , 

l'intégrale de ^ o u lx~\-C doit être telle 

qu'elle devienne o , lorfque le point P 

tombe au point A , ou lorfque x — o ; on â 

donc alors / 0 - 4 - C = o , ôc par conféquent 

C = — /0 ; donc l'intégrale e f t à " - / o o u / - ^ î 

c'eft-à-dire , que les efpaces Z A P M V 

comptés depuis l'afymptote font infinis 

Z & V étant fuppofés les extrémités de l'a

fymptote Ôc de la branche correfpondant^ 
de 



de l'hyperbole ; ce qui n'a rien de furpre-
ïiant. 

Mais fi, le point O étant îe fommet de 
l'hyperbole , ( auquel cas l'abfcifTe corres
pondante A N' = i ) j on veut avoir les ef
paces comptés depuis le point JV ; alors 
l'intégrale / x -+- C doit être telle qu'elle de
vienne zéro , quand le point P tombera fut 
îe point N > ou quand x — i ; on a donc 
/ i C = o, ôc par conféquent C=—/1 = 0 , 
donc les efpaces N O M P font exprimés 
par lx. 

On voit par-là iù. que les logarithmes que 
donne immédiatement le ca lcul , expriment 
les efpaces hyperboliques compris entre 
l'afymptote ôc la courbe , ôc compté depuis 
le fommet O de la courbe. 2 0 . Que fi l'inté
grale de ~ ou x ~l dx , prife d'après la règle 

fondamentale , efl infinie , c'eft qu'elle ex-* 
prime les efpaces comptés depuis l'origine, 
des afymptotes. 

1 2 6 . Pour donner quelque application, 
des intégrales par logarithmes , propofons-
nous la conftruclion des cartes réduites. 

Ces cartes ont été imaginées pour facili
ter la réduction des routes , dans la naviga
tion. La route que l'on fuit ( au moins pen* 
«laat un certain t e m p s ) , eft toujours dirigée 

M 



fuivant un même rhumb de vent ; & par 
conféquent , fait toujours le même angle 
avec chaque méridien que Ton traverfe 
fucceffivement. D'où il fuit que fi l'on vou-
loit tracer cette route fur les cartes ordinai* 
res , où les méridiens concourent en un 
p o i n t , elle feroit une ligne courbe , & par 
conféquent peu commode pour les opéra
tions que l'on a befoin de faire. On a pré
féré de repréfenter les méridiens par des 
lignes droites parallèles , afin que la route 
qui fait un angle confiant avec ces méri
diens , fût une ligne droite. 

Mais , en fuppofant que AMP , a m P 
( Fig. 5 o ) font deux méridiens ; A a , une 
portion de l'équateur , comprife entre ces 
deux méridiens, ôc M m la portion corref-
pondante d'un parallèle quelconque ; on voit 
que l'intervalle M'm' qui ( Fig. j i ) repré^ 
fente , alors , l'arc Mm , efl de même gran
deur que A ! a! qui repréfente la portion cor-
refpondante A a de l'équateur , quoique M m 
foit plus petit que A a, dans le rapport de 
P ' M à CA 9 ce qui eft facile à voir en me
nant MP', mP', AC ôc a C perpendiculaires 
à CP ; car ces lignes forment avec les arcs 
Aa , ôc Mm , des fecleurs fêmblables C A a 
& P Mm. 

Pour compenfer l'augmentation que l'on 



donne à Mm, en le repréfentant fur la carte, 
par M'm', on repréfente la latitude A M % 

par une ligne A ' M' plus grande à l'égard 
de A'a! que A M ne l'cft à l'égard de Aa\ 
plus grande , dis-je , dans un certain rap
port; ôtc'cft ce rapport que nous nous pro* 
pofons j ici , de déterminer. 

Soient donc M & R deux peints infini
ment voiiins fur le méridien A № ; A m , Rr 
les deux portions correfpondantes de deux 
parallèles. Si l'on veut repréfenter Mm , R r 
par des lignes M'm!, R' r' égales à celle A'a! 
qui repréfente A a , Ôt conferver néanmoins 
le même rapport entre les parties de chaque 
parallèle, ôt celles du méridien , il faut ren
dre l'intervalle infiniment petit M'R1, qui fé-
parera M'm! & J ? V , le rendre, dis-je , d'au-i 
tant plus grand à l'égard de M R , que Mm 
eft plus petit à l'égard de A a ; c'eft - à - dire f 

qu'on doit avoir M' R' : M R ; : A a : Mm : : 
QA : : P'M: : le rayon, eft au cofinus de la 
latitude A M» 

Nommons donc la latitude A M , s j là 
droite A ' M qui la repréfente fur la carte, 
( & qu'on appelle la Latitude croisante ) , 

nommons-la s'. Pofons le rayon C A ou CM 
=^1 ; CP' ou le finus de la latitude AM ^=x. 
Nous aurons P ' M ^ V T ^ \ M R = ds*=* 

M a 



Donc ds' 

ôc par conféquent ds' , Ii s'agit donc, 

pour avoir s', d'intégrer la valeur de d s', 

c'eft-à-dire Or nous avons vu (112) 

que venoit de la différenciation de 

donc vient de la différencia

tion de & par conféquent l'intégrale 

de qui eft la moitié d e : fera 
on aura donc 

intégrale à laquelle il n'y a 

point de confiante à ajouter , parce que 

lorfque x = o devient 
ou / 1 , c'eft-à d ire , o ; or 5' , ou la droite 
A ' M" doit en effet être alors zéro , puifque 
l'arc A M qu'elle repréfente eft zéro , quand 
x eft zéro. 

Obfervons, maintenant, pour rendre cette 
expreffion plus commode , que le rayon 1 
eft le finus de 9 0 0 ; ôc puifque , par x , nous 
avons entendu CP ou le finus de la latitude 
A M, nous aurons d o n c , au lieu de s' 

cette autre équation , s' 



Or {Géom.2<è6)Jîns)0° 

finAfthfin90°-hfmAM: : tang (tf°—\AM) 

tang-f--A Mj donc 
donc, 

Mais tang ( 4 J ° — ~AM) : i : : i : cot (4?°— 
~ A M) ,(Géom. 2S0). D'ailleurs cot (45 e —* 
{AM)*= tang(tf°-*-±A M), parce que 
45 0 ~• |- ^ M efx le complément de 4 ; 0 «4> 
7 ^ M, puifque tf* ~ T - AM^9o°— 4 ? 0 — 
\AM \ on a d o n c / û / 7 g 4 ? ° — T ^ M : 1 : : 1 : 

tang (4j° H--f ^ M)\ donc r<z/Z£ (45*°—~ AM=* 

Subftituant cette valeur dans 

s on a s , c'eft-à-
dire , 5' = log. tang ( 4 î " ~ r - 7 A M) y ou s' = = 3 

log. cot(^°—iAM). Orif — \ A Meft 
la moitié de 9 0 ^ — A M. y qui eft le complé
ment de la latitude ; on a donc enfin la lati
tude croiliante s'— log. cot (— complément de 

la latitude. 

On prendra donc , dans les tables ordi
naires, le logarithme d e l à cotangente de la 
moitié du complément de la latitude , ôc 
l'ayant multiplié ( 1 1 3 ) , par 2 , 3 0 2 5 8 ^ 0 9 , le 
produit fera la latitude croiflànte 9 exprimée 
en parties du rayon. 

Mais comme il eft plus commode d'avoir, 
M i 



la latitude croifîante , exprimée en degrés, 
voici comment on la déterminera. Nous 
avons vu ( 111 ) que la longueur de la demU 
circonférence d'un cercle dont le rayon eft i, 
eft 3 ) 4 i y p 2 ( 5 ' &c. ce nombre étant 
vifé par 180 , donne 0 0 1 7 4 ^ 3 3 pour la 
longueur d'un degré. Il n'y a donc qu'à, 
chercher combien de fois ce nombre eft 
contenu dans la latitude croifTante que nous, 
venons de déterminer ; c'eft-à-dire, divifer 
cette latitude croifTante, par 0,0174.531 ; le 
quotien exprimera la latitude croifTante, en 
degrés. On a donc la latitude croifTante, 
exprimée en degrés , par . * 

Mais en divi'* 
fant 2 , 3025 '85 'GQ, par o, 0 1 7 4 ^ 3 3 , on trou
ve , pour quotient, 1 3 1 , 9 2 8 3 en fe bornant 
à quatre décimales. Donc pour avoir la lati
tude çroijjanu'• j exprimée en degrés-x il faut 
prendre dans les tables ordinaires , le loga
rithme de la cotangente de la moitié du com« 
plément de la latitude , & le multiplier par 
1 3 1 , 9 5 8 3 . Le produit fera le nombre de 
degrés & parties de degré de la latitude 
croifTante, 

Par exemple , fi je veux avoir la latitude-
croifTante qui convient à 4 0 0 de latitude 
Ample ; je prends la moitié du complément 



ее 4 0 0 ; c'eft - à - dire , la moitié de 50° , 
ou 2 5 Л L e logarithme de la cotangente 
de 2 , eft 0 ,33 1 3 2 7 ^ * , qui étant multiplié 
par 1 3 1 , 9 2 8 3 , donne 4 3 , 7 1 i f , c'eft- à-dire , 
4 3 ° , 7 i 1 j , ou 4 3 Q 4 3 7 . C'eft ainfi qu'on peut 
calculer des tables de latitudes croiffantes. 

12-7» C'eft par un calcul à peu près fem-
blable , que l'on peut déterminer la diffé
rence en longitude , îorfqu'on connoît la 
latitude d'arrivée , celle de départ , ôc le 
rhumb de vent. Voici comment on y par? 
vient. 

Soit О QM ( Fig. 4 2 ) la route qu'on â 
fuivie; Q le point de départ; OA l'équateur; 
AMP ôc amP deux méridiens confécutifs , 
infiniment voifins l'un de l'autre. En imagi
nant l'arc Mm> parallèle à l'équateur, le trian
gle infiniment petit m Mr fera re&iligne ôc 
rectangle en m ; par conféquent , on aura 
mr : M m : : 1 : tang mr M, en fuppofant 
toujours le rayon 1 ; donc M m = m r x 
rang rm M. Or fi l'on compare la figure $2 
a la figure j o , on a( felon ce que nous avons 
déjà vu dans la queftion précédente ) M ni : 
A a : : cof. lat : 1 , c'eft - à - dire , mr x tang 

mrM : A a : : cof. lat : 1. 
* Comme nous avons 1лдр— rithme du rayon , qui ей; 

pofé le rayon , égal à l'unité , 1 0 , ooooooo ; c'eft - à - dire , 
»1 faut diminuer ces logarith- ôter 1 0 , de ieur caraftérifr 
Ш Е 5 de tangentes , du ioga- titjue. 

M 4. 



Nommons donc x, le finus de la latitude 
A M ( Fig. $ 3 ) ; fon coiinus fera \^T^~x~x, 

JL'arc mr qui eft la différence des deux lati
tudes ar&c AM, fera la différentielle de 

l'arc A M, Ôc aura pour expreffion ~-^~ x • 
V i — x x 

( 126 ) . Nommons de plus , a, l'angle mr M 
que la route fait avec le méridien , ou le 
rhumb de vent ; & la différence BA de 
longitude , ce qui donne Aa = a\ ; alors la 
proportion que nous venons de trouver, fe 
change en d *„„,_• t a n g a \ d \ \ : V7^x~x 'n 

d'où l'on tire d t a n g a. -^Tx • M a i s n o u s 

venons de voir , dans la queftion précé-
d X 

dente , que l'intégrale de • — , étoit 
I oc oc . ^ 

~ / ; \ nous aurons donc £ = \tang a. ^ 

Pour déterminer ia confiante C , obfer* 
vons que lorfque ^ = = 0 , c ' e f t - à - d i r e , an 
point de départ , la latitude AM, devient 
la latitude B Q de départ. Nommons donc t 
Je finus de cette latitude. Il faut donc que la 
confiante C foit telle, qu'en mettant t pour x, 

on ait x =~ o, On a donc o s a \ tang a. / 

C , & par conféquent C = —- ~ tang a* 
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Or en raifonnant précifément comme 

dans la queftion précédente , nous trou

verons que J / " _ L ± J I fe réduit à cot. (\com-

plément de ¿1 Al) ; Ôc par la même raifon 

f/^ 1 L , fe réduit à cot. (-complément 

de B Q ) , donc ou a différence en longi
tude , =r ra//^ ¿7 ' /og. co/ ( - compl1, de lat. d'ar

rivée ) — log. cot ( -•- compl1 de latit, du départ) ) ; 

ce qui donne une règle fort fimple , polir 
trouver la différence en longitude, foit par les 
tables des latitudes croiffantes , foit par les 
cartes réduites , quel que foit d'ailleurs le 
rhumb de vent. 

P a r l a TABLE DES LATITUDES CROISSANTES. 
Cherche-^ la latitude croiffante qui convient à la 

latitude d'arrivée. Faites la même chofe pour la 

latitude du départ. Prene^ la différence de ces 

deux latitudes croiffantes, ( ou leur fomme 3 (i 

les latitudes font de dénomination différente ) , & 

multiplier^la par la tangente du rhumb de vent* 

Vous aure^ en degrés minutes , &c. la diffe* 

rence en longitude. 

Par. l e s C a r t e s r é s u i t e s . . . Cherche^fur 

h méridien j la latitude d'arrivée, ù celle du dé-
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part. Eleve^par l'extrémité de chacune 9 une per* 

pendiculaire qui rencontre la route prolongée, La 

différence de ces deux perpendiculaires, portée fur 

l'échelle des longitudes , vous donnera „ en de~ 

grés, minutes, &c, la différence de longitude. 

En effet ,AQ{ Fig, 5 3 ) étant le méridien ; 
OL la route ; A Q , A P, les deux latitudes 
croiffantes ; P Q ou R T eft leur différence ; 
or dans le triangle reâangle SR T , «on a 
ï : tang TR S : : RT: TS ; donc T S ^ R T 

y. tang TRS ; or RTeft la différence des deux 
latitudes croiffantes, & l'angle TRS eft égal 
à l'angle de la route avec le méridien. 

La ligne courbe QM(Fig. 52 ) qui marque 
la route du vaiffeau fur la furface du g l o b e , 
s'appelle Loxodromie. 

A quelque endroit de la route que l'on fup-
pofe le point M, le triangle Mrm a toujours 
les mêmes angles , puifque l'angle m r M eft 
toujours le m ê m e , ôt que l'angle m eft droit ; 
il y a donc toujours même rapport de Mr 
à mr , que du rayon au cofinus de l'angle 
m r M que nous avons appelle ¿2. Donc le 
nombre de lieues courues fuivant Q M , eft 
au nombre de lieues courues en latitude , 
e'eft-à-dire , au nombre de lieues de 1M , 
comme le rayon eft au cofinus du rhumb de 
vent. Ce qui fert à déterminer la différence 
en latitude, quand on connoit le rhumb de 



vent & le nombre de lieues de la route. 
Cette même proportion fert aufli à trouver 
le rhumb de vent , quand on connoît la dif
férence en latitude ôc le nombre de lieues 
de la route. Bien entendu qu'on réduit en 
lieues, les degrés de la différence en latitude, 
à raifon de 2 0 lieues pour un degré. 

De la manière de ramener (lorfque cela ejtpqffi-

ble ) F intégration d'une différenw lie propofée 9 

à celle d'une autre différant telle connue, & de 

dijlinguer Ls cas ou cela Je peut. 

T28. Nous nous bornerons à expofèr la méthode, fur les 
dîfFirentitl es binômes ; il fera aifé , enfiute, d'en faire l'applica
tion aux dirtérentielles plus compofées. 

Supposons d'abord , que la différentielle propofée , fôit 
hx5 dx ( a *~ bxn ) p , 8c que xm d~ ( a -+- bxn ) P foit celle dont 
e'I'i doit déperdre ; c'eft-à-dire , fuppofons d'abord que les deux 
expofdnts du binôme .oient les mêmes. 

On fuppofè'-a fbx* d (<i-hbxtt)p = (a~+-B xrf 1 ^ A * * 

k & q étant des expof'ants inconnus ; t, un nombre entier 
prfitif; A B, <T, t » R &c- des coefficients confiants, pareil
lement inconnus. En différenciant, on aura hx* dx (a-\-bnn)p — 

f/>-f x.jubx K~l dx (<*h bx'Y ( Axk Bxk^q - h C k + l q . . . - h 

( a - h bx")pn 1 ( kAxk~* dx-+(k-+-a) Bx^^'1 dx-t-

{ ^ ^ q ) C x k ^ x q ' l d x . . . ^ ( k ^ t q ) P x k + ^ - î dx) -4-
Rx'n dx{a~>-bxa,P, ou , en divifânt tout, par (a-i-bxn')p dx , on 

aura hxs=fp+i)nlxn'J ( ^•*-Bxk+UCxk+^...-i-Pxkt+3 ) 

«H U i - ^ i * k " ' (k+q) Bxk^'X C x k + r l . . . 

Peur qi;e cetre équation puifîe aveir lieu , indépendamment 
is î<?ute y^eur de x , il faut qu'après les multiplications & 1» 



iranfpofîtïon faîtes, la (bmme des quantités qui multiplieront 
une même puiffance de x foit zéro ; c'eft par cette condition 
qu'on déterminera les coefficients.^, B, C, &c. mais il faut, 
pour cela , que le nombre des puuTances de A * , qui entreront 
dans cette équation ; ne furpaffe pas le nombre de ces coeffi
cients. 

Or le nombre de ceux-ci eft t + z , comme il eft aifé de 1s 
voir : voyons donc quel fera celui des-puiffances de x. Pour 
cela, il nous faut déterminer k & q. 

Comme les expofants k $c q font indéterminés , voici com
ment on les déterminera, k - 1 eit le plus petit expofant indé
terminé qui fe trouvera dans l'équation ; on l'égalera à 77? ou à st 

félon que m ou s fera le plus petit expofant. Le plus grand ex
pofant déterminé qui fe trouvera dans l'équation , fera , 
( ainfi qu'il eff aifé de le voir ) k -+• t q -h n — 1 ; on l'égalera 
à s, fi on a égalé k — 1 à m ; ou à m , fi on a égalé k — 1 à s, 

Suppofons k — î = m ; on aura donc k~i- t q -h rc — 1 —s. Cela 
pofé, pour que l'équation ne renferme pas plus de paiflances 
de X , qu'il n'y a de coefficients indéterminés . il faut que les ex
pofants de x , dans cette équation , forment auflï une progreffion 
arithmétique dont la différence foie q , ce qui ne peut manquer 
d'avoir lieu, dès qu'on a fuppofc k—i^=ra, k-htq -f?z— \ — s, 
& t un nombre entier pofitif. Or le plus grand terme de cette 
progreffion étant k-\- tq -\- n — 1 , &le plus petit, k— 1 j il 
eff aifé de trouver ( Alg. 23a ) que le nombre des termes de 

r~ nk-\-tq-+-n-\-k-!

r\ tq-i-n ., 
cette progreffion, eit - h 1 ou -}- 1 ; u 

faut donc que '- - ~*~ " -f. 1 — t-t~ z, &par conféquent q—n ; fub« 

ftkuant pour q 8ck, leur valeur, dans l'équation k -f- t q •+• 
n — 1 = s, on aura t n-hm -f- n = j , & par conféquent 

s-m-n s - m , ., 
t = = z -— 1 ; donc la réduction d une dineren-

n n 
tielle à l'autre , fera poffible, fi la différence s — m des expcfàntî 
de x hors des deux uinomes, divifée par l'expofant de x dans 
le binôme , donne un nombre entier pofitif, Se alors on fup-
poferafx dx (a-hbx ) ' = (r,~hbx ) r (Ax -hBx 
H- Cx •+-.._. JPx )-hfRxmdx(a-hf>x y 
pour déterminer les coefficients A, B, Cy P , K , &c, après avoir 

différencié, divlfc par ( a b x f dx, & fait les opérations qui 



fe trouveront indiquées, on tranfportera tout dans un même 
«aembre , & on égalera à iéro Ja fomme des quantités qui 
multiplieront ure même puifjànce de x , ce qui donnera autant 
d'équations qu'on a de coèrfiueivs indéterminés. 

i i 9 . Mais fi l'on y fait attention , on verra que dès que 

fxs dx (a -f- bx"~) P dépend de/x * dx (a -f- bxn)p, réciproquement 
celle-ci dépend de la première , or en procédant, comme ci-

éefTus, pour réduire jx™ dx (a -+• bx"~ ) p à fxs dx (a -H^x* ) F , 

on trouveroit qu'il faut que foit un nombre entier 

n 

pofîtif , & qu'il faut fùppofêr fx™ dx (a-+-bxn)P = s 

{a H- bx11) P + l (Jx ' + I -f- B x s + r i + 1 & c - f - P * m - n + J ) + 

fR xS dx (a-k-b x y , donc foit que s foit plus grand ou plus3 

s - m m - s , , 
peut que m, pourvu que •« ou donne un nombre entiec 

n n 
pofitif, on pourra toujours ramener l'une de ces différen
tielles à l'autre, en mettant pour premier expofânt de x , dan» 
la fuite Ax ~{- 2>xk~*~1 &c le plus petit des deux expcfànts m & s, 
augmenté d'une unité, & prenant pour q, l'expofant de x dans 
le binôme. 

Par exemple , fi l'on veut réduire x*d x ( b b - x x Ji , à 
i 

dx ( bb xx ) f , qui dépend de la quadrature du cercle; je vois 
que s — m efi ici 4 - o , lequel divifé par n , c'eft-à-dire , 1 , 
donne i , nombre entier ; donc la réduction eft poiïlble j 8c 

y - TU 
fuiique la formule t = 1 donne t — Ï , que d'ailleurs 

n 

le plus petit expofant m — o , je mettrai donc 1 peur k • je fera» 

donc Jx* dx(bb — xx)1 (bb — xx ~ ( A x -f- B :<} ) -H 

(Rdx(bb-xx)î^ alors différenciant, divifànt enfûite pac 
(bb — xx) 5" dx, & tranfpofànt, 5: j'aurai o = Abb—Ax* — %Bx* 

-i~R-hl Bbbxx—x* 
~ 3 Ax — T , B x * % 

d'où l'on tire — 6 B — i=r, —4^-4-3 Bbb — o, Abb-±-R~oy 

donc £=c—-\, A = — ibb,R =|M,- donc/** d x ( bb—xx ) ï 
^(bb — xxf(—\bbx — \x*)-+-\b»-fdx V'bb -xx-h C. 

il eft donc facile, par cette méthode, de trouver des àxâén 



tentielles quî fè rapportent à une différentielle donnéeJ Se PAS 
«onfëquent, celles qui fe rapportent à la quadrature du cerclé t 

de l'ellipfe, & à celle de l'hyperbole, différentielles dont il 
efi facile de trouver les différentes expreflions, par le moyen 
des différentes équations de ces courbes. 

1 3 0 . Remarquons, en palfant , que cette méthode donna 
auffi les différentielles binômes intégrables, en effet, chercher. 

parmi les différentielles binômes telles que hx dx( a-^~ bx" ) ^ 
Quelles font celles qui font intégrables , c'eit chercher 

Celles qui dépendent de Rxn 1 dx (aH- bx " ) P , que nous avons 
VU ( 90 ) être intégrabie immédiatement , or il réfulte ds 

çe qui précède (118) que - doit être un nombrt 
n 

entier pofîtif, c'eft-à-dire , que f-^~- - doit être un nom* 
n 

bre entier pofîtif, ce qui s'accorde avec ce que nous avons 
dit (91). 

131. Suppofons, maintenant, que les deux, binômes qui en
trent dans les différentielles dont il s'agit ici, aient des expo-
fonts différents, enfôfte que la différentielle propofée (bit hx$ dt 
(a-\*bxn)T\ de celle à laquelle on veut ramener celle-là % 
foitxm dx (<Ï-+- bxn)p , p ayant une valeur numérique plus 
petite que celle de r. Si r efl pofitif, on changera la diffé
rentielle hx* dx (a-t-bx*)r, en cette autre hxsdx (a-f-bx*) r ~ p » 

bxn ) p. Alors fi r 'p eft un nombre entier pofîtif, oïl 
pourra réduire hx dx ( a - f bxn)r p ( a-\-bxn)p en une fuit» 
de termes de cette forme ( A ' x s •+• B'x •+- C'xs~*~1'n 

-H &e. ) dx ( a-+-bx*)p , dont chacun peut être ramené 

à x** dx (a-+ bxn)P par la méthode précédente fi s ~~ m peu* 
être diviie par n ; & pour y ramener la totalité , on appliquera» 
mot à mot, ce qui eft prefêrit par cette méthode, en prenan* 
pour ce que nous y avens appelle j - , le plus grand expofan* 

de x dans la valeur développée de hx* dx (a -f- bx'1) '~p. 

Par exemple, fi j'avoisy*5' dx(bb-~>xx)~î à réduire 2/d* 

çbb-xxy., je chengerois fxl dx(bb-xxy en fx* dx (bb — xx ) 

(kb-xx) » ouf^bbx* dx-x* dx ) Çbb-xx)*', alors ce que ]« 



dois prendre pour s, eft 4 . Je fuppofé donc, conformément à 

la méthode,/( bbx%dx—x*dx ) (bb — xx) » sa — xx ) * 
(Jx-i-Bxi)-hfRdx(bb — xx)>\ 

Si au contraire la valeur de r eft négative, on préparer* 
la différentielle à laquelle on veut rapporter la propofée 9 

on la préparera , dis-je, de cette manière, xmdx (a -t-bx")?"* 
X(d-hbxn)r, alors fi p — r eft un nombre entier, comme 
il fera nécefîàirement pofîtif ( puifque nous fuppofbns r n é 
gatif & plus grand que p quel que (oit d'ailleurs p ) , on pourra 

réduire xm dx (a-+-bx"(a-^-bx n ) r à une fuite finie d* 

teimes de cette forme (A'x* -f-B'x™"*"1 -f- Cxm"^Zn 4- &c.) 
( a -f-b xn)r. Alors on agira, comme s'il étoit queftion d* 
réduire cette dernière à la forme xs dx ( a 4- bx" y, c'eft-à-
dire , qu'on opérera d'une manière toute fembiable à celle 
que nous venons de prescrire dans le cas où r étoit pofîtif. 

Par exemple, s'il s'agiffoit de réduire gx-* dx ( a a - f x x ) - * 

*<ix(aa-i- xx)-i ou *- - • , qui ( m ) s'intégre par û » 
a a 4- x x 

arc de cercle dont x eft la tangente, & a le rayon, je change» 
lois dx ( a a 4- x x ) -1 en ( aa 4- x# ) dx ( *z<z -f- xxy- , Se 
comme le plus petit expofant hors du binôme propofé eft -* , 
je fuppofèrois fR (aa -+-xx) dx (aa-i-xx)-iz=z(aa-+-xx)'i 
(Ax-i-i-Bx) 4- fgx'x dx (aa -h-xx) -a. Et j'acheveroi* 
comme ci-defTus, pour déterminer les coefficients A, B & R» 
Alors, par la tranfpofition, on auroit la valeur fefgx-zdx 
[dci -\~ xx)-*, dans laquelle je réduirois enfuite R (aa-i-xx J[ 
<k (<za4-##)-i, à aa -f- x x ) - ' . 

.Des Fractions rationnelles. 
ll*. T o u t e fraâion différentielle rationnelle, eft toujotiri 

intégrable, ou algébriquement, ou par des arcs de cercle , ou 
Par des logarithmes, ou par ces trois moyens à la fois, ou pac 
<fcux feulement. 

Elle eft toujaurs intégrable algébriquement, lorfqu'elle ne 
'enferme point de dénominateur variable , à moins que ce* 
dénominateur ne fôit monôme, en exceptant feulement dana 
*e dernier cas, la circonftance où le dénominateur ne feroit 
^evé à d'autre puifTanee que l'unué ; c'eft ce que nous ayons 
M83). 



Il nous refte donc, à voir la vérité de notre propomîon, 
lâans les autres cas; c'eft-à-dire, dans le cas où la différentielle 
çropofée a un dénominateur rationel complexe. 

Nous fuppofèrons que dans le numérateur de la fraction 
différentielle proposée , la variable fôit moins élevée que dans 
le dénominateur. Si elle n'étoit pas dans cet état, on l'y ramené-
toit en divifant le numérateur par le dénominateur , jufqu'à ce 
gue la puiffànce reftante, fût plus petite que dans le dénomi
nateur. Par exemple, fî j'avois à intégrer 

|e commenceroispar divïter xl dx par xx 4 -3 ax-+~aa ; j'auroïs 
sedx pour quotient & - 3 ax*dx'0.ax dx pour relie; je divifercis 
encore ce reile par ie même dénominateur, & j'aurois- ̂ adx 
pour quotient, Se -u %a'-xdïc-i- x.i^dx pour refte ; alors, au lien 

, je prendrois xdx-xadx 

Pour découvrir par quel moyen nous pourrons intégrer 
les fraâions différentielles rationnelles , rappelions-nous que 
la différentielle du logarithme d'une quantité , étant la dif
férentielle de cette quantité, divifée par cette quantité même» 
e'eft-â-dire, étant toujours une fraction , ii eft aiTez nature! 
de fôupçonner que l'intégration des fractions rationnelles 
pourra fou vent dépendre des logarithmes. Prenons, par exem
ple , ial (a -f- si)- ral ( za -f- x ) : en difiérenciant. nous aurons 

ou en réduilant au mémo dénominateur , 

D r , il eft clair que pour intégrer cette frac
tion , il n'y auroit autre chou? à faire qu'à la décomppfêf 
en deux fractions, dont l'une eût pour dénominateur a (-f- x , & 
l'autre za~±x; & dont les numérateurs fèroient des nombres 
confiants multipliés par dx, ces deux fractions s'intégreroient 
alors par logarithmes. 

133. Il eft donc affez naturel de tenter , pour intégra 
ces fortes de fractions, de les décompefer en autant de frac* 
tions (impies, que le dénominateur peut avoir de fadeurs, # 
dont chacune ait pour dénominateur un de ces fadeurs ; c'ei 
en effet la méthode que l'on peut & que l'on doit fuivre, 
îorfque tous les fadeurs dent le dénominateur a pu être formé» 
tant inégaux. 

1 * 



134» Mais lorfque parmi les fadeurs du dénominateur , il 
j'en trouve q.i font égaux entr'eux; alors on ne doit pas 
s'attendre que la méthode ait du fuccès , parce que l'inté
gration ne peut dépendre entièrement des logarithmes. En 

d X 
effet, fi l'on avoit, par exemple, — dont le dcnomï-

( a 4- x ) 
rateur a deux facteurs égaux a •+- x & a 4- x , on trouve-
roit(89 ) que l'intégrale de cette quantité, ou de (On égale 
àx ( a + x ) —2 eft - (a -h x) —1 4- C qui ne dépend point 
des logarithmes. Mais on voit, en même temps, que fi l'on 
différencioit une quantité telle que 

on auroit 

ou 

ou en réduifant tout au même dénominateur % 

fradjoh qui, pour 

être intégrée, n'exigeroit autre chofe que d'être ramenée à 

-,— dx-*r^ — , ceft-a dire, d être decom-
U 4 - » ) 1 \a-\-x $<i-hx 
pofée en trois fractions , dont la première eût pour dénomi-
hate«r tous lès fadeurs égaux , & dans fon numérateur 
toutes les puiflances Je x , moindres que 1.! plus h?.ute puilfance 
du dénominateur : à l'égard des deux autres fractions, elles 
auraient pour dénominateur , chacune j un des fadeurs iné
gaux, & n'auioîent aucune puifTance de x au numérateur. 
C'eft ainfî, en effet, qu'on peut intégrer toute frsdion ration
ne; & c'eft ainfî que nous le pratiquerons, du moins lorf̂ -
qu il n'y aura pas de fadeurs imaginaires dans le dénomina-
teUr ; cas que nous examinerons après. 

* • r ( a -t- bx -t- ex1 -f- . . . *. k x /z-1 ") dx ,r 

Aiaii — — - - •— repretentant» en 
(M+ JVx-hI>x* x" 1 ' 

général , toute fradion rationnelle ; fi l'on fuppofè qtfe le 
dénominateur ait un nombre m de fadeurs égaux à x 4- g, un 
nombre p de fadeurs éeaux à x 4- A, &c. & un nombre quel
conque de fadeurs inégaux, & repréfentés par x 4- i , x 4- a j 

N 
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je-f. r , &c . auquel cas la fraction propofée (êra . . . . . 

, &c. a 

faudra, pour intégrer cette fradion, fuppolèr . • . . , 

B, C, Sec. étant dei 

coefficients confiants & indéterminés. Alors, fi .par quelque 
moyen que ce foie, on détermine ces coefficients, il fera facile 
d*avoir l'intégrale. Cela eft évident pour les fractions fimples 

&c. dont l'intégrale eft L l ( x -f- i ) , 

A l'égard des fractions . . . . 

, on fera , pour plus de /im

plicite , x 4- g = ^ , ce qui donnera x = ç — gy &<f *• = </{. 
Subftituant ces valeurs, on réduira la totalité à une fuite de 

monômes faciles à intégrer, & dont un fèul fera de la forme — 

c'eft-à-dire, s'intégrera par logarithmes. De même , pour les 

fermes on fera x -f. h = 

Ainfi , il ne nous refte que deux choies à examiner ; la pre
miere , comme on trouve les facteurs du dénominateur de 
la' fraction différentielle propolee ; la féconde, comment on 
trouve les coefficients indéterminés. 

1 3 ? . Pour trouver les facteurs du dénominateur-, il faut & 
coccuùre comme pour refondre l'équation qu'on auroit en 
égalant ce dénominateur à zéro; puifque ( Alg. 1 7 8 ) réfou
dre une équation, revient à chercher les facteurs binômes dont 
h multiplication a produit cette équation. Ainfî , il faut em
ployer les méthodes données (Alg. 19$ & fuiv, ) 



i$6> Quant à la manière de trouver les coefficients A\B, C% 
Ce qui fe préfente de plus naturel, eft de réduire au même 
dénominateur toutes les fractions cù ils entrent ; alors les deux 
membres de l'équation formée de la fraction propofée Se de 
ces nouvelles fra&ions ^ ayant lé même dénominateur 3 on 
peut Supprimer ce dénominateur de part & d'autre ^ & ayant 
tcanfpofé tout dans un (èul membre $ il faut, pour que l'équa
tion ait lieu, indépendamment de toute valeur d e x , il faut, 
dis-je, que la fbmme des termes qui multiplieront une même 
puiiîance de x , ioit zéro. Cette condition donnera autant 
d'équations qu'on a de coefficients indéterminés, & qui fèrvi-
ront à déterminer ces mêmes coefficients. En voici des 
exemples. 

Propoioiis - nous d'intégref • ; je iùppoièrai 

puiique les deux fadeurs du dénomina

teur aa-xx, font , Alors , réduiiànt au même 

dénominateur , j ' a i j fup-

primant le dénominateur commun, divifant par dx, & trank 
poûnt, j'ai \-+-Ax~o\ donc 1 — Aa—£a=s.o, Se A-~B~o , 

— Aa — Bx 
— B a 1 * 

doù il en facile de conclure . ; nous 

avons donc dont l'intégrale 

Propoiôns-nous, pour fécond exemple , la fraítiorí * . ¿ 

, que nous avons eue 

O 3 4 ) en différenciant 

Nousrîippoferons donc, 

efl 

N 2 



réduiiànt au mi. 

tne dénominateur, on aura Câpres avoir fupprimé le dénomi
nateur commun, divifé par dx , & tranfpofé ) 

donc $a + A - C- D = o , \>jax -B -% Aa - % Ca- 4 D a^o , 

équations d'où l'on tirera A = za, B = C = ifl, D — -a; 

la différentielle propoíee , fè changera donc en 

, précifément comme on l'a trouvé ci- def-

fus. Les deux derniers termes ont évidemment pour intégrale 

, à l'égard du terme 

je fais , j'aurai donc 

ou , dont l'intégrale eil 

ou ; ainfi, l'intégrale totale eil 

, aitili 

qu elle doit être. 
1 3 7 . Cette méthode eft générale. Mais on peut faciliter la 

recherche des coefficients, par plufieurs méthodes. Par exem
ple, on peut trouver, indépendamment les uns des autres, les 

coefficients des fractions /impies , en cette maniere. Soit 

la fraction propofée ; h x -f- o. un des facteurs du dénomina
teur; & foit P le quotient de M divifé par h x -h -Conce

vons ' décompofé en ; alors nous aurons 

ou • donc 

en rédutfânt au même dénominateur, & ayant égard à la iup* 



po/ùion que ou ' , on aura 

j V = 4 P-i-Q ( hx-ha). Mais en différenciant l'équation 
( hx-\- a) P -,My on a kPdx-h (hx-\-a) dP—dM. Or cette 
équation, ainfi que l'équation N - A P -\- Q{ hx-j-a ) devant 
avoir lieu pour toute valeur de * , auront également lieu , 
lorfqu'on mettra pour x une valeur quelconque. Mettons donc 
pour x la valeur qui donne le réfûltat le plus fimple ; c'eft-à-, 

dire, mettons pour x la valeur • que l'on a en fiippofànt 

le dénominateur hx-h.a = o ; alors nous aurons 

& N =r A P. Mettant dans la féconde , la valeur que 

donne la premiere, on a TEEESamEImÂ 
avoir le numérateur A de Tune quelconque des fractions 
fimples , il faut divifèr le numérateur Ndx de la proposée, 
par la différentielle dM de fôn dénominateur, & ayant fùblH-
iué pour x la valeur que l'on aurait, égalant à zéro le d é 
nominateur de la fraction fimple , on multipliera le tout 3 par 
le coefficient de x , dans ce dénominateur fimple. 

Par exemple, pour avoir les numérateurs AôcU des fractions 

dans Iefquelles nous avons, ci-deffus, décom-

pofé la fraction , je différencie le dénominateur aa-xx^ 

ce qui me donne — z x d x. Je divifè donc le numérateur 

d y de la propofée , par - z x d x, ce qui me donne 

dans lequel mettant fuccefïivement pour x , - <z & <z , ( qui 
font les valeurs que l'on trouve pour x, en égalant fùcceflïve-
ment à zéro , les dénominateurs a -f- x & a — x des fractions 
partielles ) & multipliant par les valeurs i & - i , de h , j*aî 

pour les valeurs de A & de B , comme nous 

l'avons trouvé ci-defTus. 
On peut de même trouver des règles générales pour déter

miner les coefficients des numérateurs des fractions partielles 
qui ont pour dénominateur le produit des racines égales ; mais 
nous ne nous y arrêterons pas. 

153. Quoique les règles que nous venons de donner pour 



intégrer les fradions rationnelles , íbient générales ; ceperN 
dant, lorique quelques-uns des fadeurs du dénominateur font 
imaginaires , on a peur intégrale , des quantités compo-
iées d'imaginaires ; intégrale qui n'eft pas moins réelle, 
:mais que l'on ne ramené pas toujours commodément à une 
forme réelle. Ce qu'il faut faire dans ce cas , en d'extraire 
d'abord du dénominateur tous íes fadeurs réels ; après quoi 
on décompoiè le refte , non en fadeurs du premier degré, 
mais en fadeurs du íecond , leiquels liront toujours réels 
{ALg. 119 ) • Alors pour chaque fadeur du fécond degré, 
qui peut toujours être repréfenté par a x2 -+- b x •+• c , on 

forme une fradion <Je cette forme , & TOH 

détermine toujours les coefficients comme ci-delfus. 
1 3 9 . Si parmi les fadeurs du fécond degré, il s'en trouve 

qui fuient égaux entr'eux , alors on formera , pour chaque 
groupe de fadeurs égaux, une fraction de cette forme. .', 

, n étant le nombre des 

fadeurs ax1-+-bx-hc, qui Ce trouvent égaux entr'eux. 
J 4 0 . Il ne refte plus qu'à favoir comment on intégre ces 

quantités. Voyons d'abord la premiere. 
Suppolons, pour plus de {implicite, que la fradion par

tielle eft réduite à cette forme , ce que. 

J'on peut toujours faire, en divifant haut & bss , par a. 
Alors on fera difparoître le fécond terme du dénominateur, 

en faifant x -t- a' — 1 ; ce qui donne xzz=%-±a\ & d>.—d\ » 
fûbftituant, on aura une quantité de cette forme 

, dont la premiere partie s'integr* 

par logarithmes ( 124 ) ; & la féconde s'intégre par un arc & 
cercle dont le rayon efl q , & la tangente eft 

Qumt aux quantités de la forme « . . , . . . . • • 

, on fera , de même » 

dîfbaroître le fécond terme du dénominateur, & l'on aura uf">« 

quantité de cette forme 



que l'on intégrera, en iè prcpofânt de ramener à 

félon la méthode donnée ( T ; I ) , l'intégrale de la fbmme des 
termes cù \ -aura des expofants pairs. Quant à ceux où les 
expofants feront impairs, ils s'intégreront par ce qui a été dit 

( 9 1 ) , ou bien en les ramenant à 

thode donnée ( 1 5 0 ) . 
Ain/ï, toute fraction rationnelle , ou s'intégre exactement, 

ou ne dépend, tout au plus , que des arcs de cercle & des 
logarithmes. 

De quelques transformations qui peuvent 

faciliter Les Intégrations, 

14 f. On ne peut donner de regles générales iûr cette m l ' 
tiere. L'infpection des quantités, l'ufage & l'adreiTe , dictent 
dans chaque occafion , ce qu'on doit faire. 

Le but des transformations dont il s'agit i c i , eft de rendre 
rationnelles , les différentielles propofées , parce qu'alors on 
fai; les intégrer. Sur cela , voici quelques obfèrvations. 

14г. S'il n'y a de quantités radicales, que des monômes, on 
les ramènera d'abord à des expofants fractionnaires, que l'on 

к 
réduira toutes au même dénominateur. Alors, Ci x1 repréfente 

une de ces quantités , ainfi préparées, on fera > ce qui 

donnera On fubflhuera, & l'on 
aura une quantité toute rationnelle, rar exemple , h 1 on avoit 

, je l'écrirois ainfi 

gerois en Faiiânt donc j j'aurois 

par conféquent - qui 



(ç réduit à , & s'intégre facilement, par c«i 

qui a été dit fur les fractions rationnelles. 
1 4 3 . Toute quantité dins laquelle il n'y aura qu'un radîcaj 

complexe , qui ne pafllra pas le fécond deg'é , & où la variai 
t>le , fbus le radical , ne palfera pas le fèioni de^ré, peut 
toujours être rendue rationnelle par l'un ou l'autre des deux 
moyens fuivants. i ° . Apris avoir dégagé le q-'arré de la varia
ble fbus le radical, 0 1 égalera ce radital , à cette même 
Variable, plus ou moins une autre variable ; i°. ou bien oi\ 
décompofera la quantité affedée du radical, en (es deux fac
teurs ; & on l'égalera ainfi décompofée à l'un de fes facteurs, 
multiplié par une nouvelle variable. 

Par exemple , (i j'avois- ; je puis faire 

1 j'aurai Donc. 

; d'où 

qui est facile à in égrer 

Je pourrots auTi, dans ce même exempte, faire 

ou alo'-s j'au-ois , en quar-
çant oc divifant ensuite par x - a yx ~\- a — ( x - a: ) \ ? ; d au 

; donc 

qui s'inf'g-e par les regies ci-deilus, 

pour les fradions rat-ionne!!-s. 

O n peut appli juer c?s méthodes à la red'fication de la pa'** 

bole, dont l'élément 

ou On dégagera d'abord y * , en écrivait 



; & on fera 

144. Quand il n'y a d'autre radical qu'un radical quarré » 
& point d'autres puiffances de x, que des puifïances paires » 
on peut égaler le radical à une nouvelle variable multipliée 

par la variable actuelle. Par exemple , Ci j'avois 

pourrois faire a.i — xx — - x\. Et s'il y avoit un fécond 
terme (bus !e radical , on pourroit encore faire ufage de cette 
transformation, en f.iitant d'abord difparoître le fécond terme, 
du moins quand il n'y a aucune puiffance de x , hors du radical. 

14J. Enfin , on peut , dans la vue de rendre rationnelle» 
tenter d'égaler la variable , ou une fonction quelconque de la 
variable , à une nouvelle variable, ou à une fonction d'une 
nouvelle variable, d.ns laquelle on laiffe quelque chofê d'in
déterminé & q»i puiffe fervir à l'obiet qu'on a en vue. Par 
exemple, pour favoir dans quels cas on peut rendre ration
nelle, la quantité xmdx(a-+- b xn je ferois ( a-+- bxn)?— 1 ft 

q étant indéterminé. J'aurois 

; donc 

*p\ efl intégpable quelque fôit q , lorfque efl un 

sombre entier pofiuf ou zéro' ( %6 ) ; & qui peut être rendue 

»ationnelle , en faifànt qrszp lçrfque eft un nom* 



bre entier négatif. Et fi p a pour valeur , k étant un 

nombre entier impair, on ramènera au cas mentionné ( 1 4 3 ) , 

en faiiànt pour valeur , k' étant un 

nombre entier impair. 
1 4 6 . Nous ne nous arrêterons pas à étendre ces fortes de 

transformations. Nous ferons feulement remarquer , qu'on 
facilite fbuvent certaines intégrations en égalant la variable, 

à une fradion telle que Par exemple , fi j'avois . . . 

; en faifânt , j'aurois 

que, par la divifïon , on réduira à une fuite de monômes , & 

à une quantité de la forme- dont on connoît aduelle-
e s a s s a i 

De l'Intégration des Quantités exponentielles. 

1 4 7 . H n'y a pas d'autres règles à donner fur l'intégration 
de ces quantités , que de tenter de les décompofer en deux 
fadeurs, dont l'un fbit la différentielle du logarithme de l'autre, 
ou ' en foit une partie confiante ( z8 ) ; alors on divifé par la 
différentielle du logarithme de ce fécond fadeur. Ainfi je vois 

que I eft integrable, parce que le fadeur 

eft la différentielle de ylx, qui eft le loga

rithme de x V j'aurai donc pour intégrale 

c 'e f t -à -d i re , a ou 

Par cette même règle, je vois que d x e ** eft intégrabîe, 

parce que dx eft la différentielle du logarithme dee**> 



diviiee par une confiante. J'ai donc 

Dans le cas où e efi le nombre dont le logarithme eft i , la 
règle fe réduit à divifer la différentielle propofce , par la difïe-» 
rentieile de l'exposant de e. 

Si l'en avoit à intégrer xmdxeax, e étant le nombre dont 
le logarithme eft i , on le pourrait, lorfque m efl un nombre 
entier pofïtif, en faifanv fx m d x eax - cax ( A xm Bx"1'* 

E xm - 1 &c. -4- k ). Par exemple , fi j'ai xx dxe*x , J« 
fuppofê / x - dxe*x = t** ( Ax- -f- B x •+•£ ) . En différenciant 
( ¿ 8 ) , & divifânt enfuite par dxeax, j'ai j? 1 =zA<ix* -i-aBx-haE; 

~\-iA x-t-B 

àonzAa ~ 1 s a fi z A ~o, aE-+-B = o; c'efl-à-dire v4 = 

donc l'intégrale d e / x V - V É 4 * " efl . . e** 

On peut employer avantageufèment le nombre e , dont le 
logariihme efl i , pour l'intégration de plufieurs quantités y 

principalement qj..and elles renferment des logarithmes. Par 
exemple. Ci j'avois à intégrer x" dx ( l x ) m , je ferois Ix = 

^ = £ /<? • d ;nc «• T-rr e î ; (rf x —- , & par conféquent 
x*dx(! x ) m ~ i d i e ( " -f. 1 ) \ , qui s'intégre dans le même 
cas que la précédente , &. de â même manière. 

De l'Intégration des Quantités à deux, ou à 

m plus grand nombre de Variables, 

148. Si l'on fè rappelle la règle que nous avons donnée 
pour différencier les quantités à plufîeurs variables, on verra 
que pour intégrer les différentielles à plusieurs variables (lorP-
que cela eft pofïible), il faut raffembler tous les termes affectés 
^ e la différentielle d'une même variable , & les intégrer 
Comme s'il n'y avoit d'autre variable que celle-là , c'eft à-dire, 
corrurie tomes le$ autres étoien; confiantes. Alors fi l'on 



différencie cette intégrale en faifant varier fiioceflîvement tour
tes les variables, & que Ton retranche le réfultat, de la dif
férentielle propofée, l'intégrale qu'on a trouvée, efl (en ajou
tant une confiante) la véritable intégrale , s'il ne refle rien* 
S'il y a un refèe, il ne renfermera pas la variable par rap
port à laquelle on a intégré : on fùivra à l'égard de ce refle, 
le même procédé qu'on a fuivi d'abord , & ainfi de fuite 
par rapport à chaque variable. Par exemple, fi j'avois 3 
•+- xi dy -f- sxy* dy •+• y 5 dx : je prendrois les deux termes 
affectés de dx , favoir ^x^ydx -+-y 5 dx, Se je les intégrerois 
comme fi y étoit confiant. L'intégrale efl x*y-+-yî x. O r , 
Cette quantité étant différenciée par rapport à x & à y , & le 
réfultat étant retranché de la différentielle propofée , il ne refle 
rien : j'en conclus que l'intégrale efl x1 y -\~ys x C. 

Si j'avois x'dy-i- ^x2ydx-+- x^d^-i-ix^dx-+-xdx-hyïdv; en 
raffemblant tous les termes affectés de dx , & intégrant en 

regardant y & x comme confiantes, j'aurois 

Mais en retranchant la différentielle de cette quantité , prifê 
en faifant varièT x , y & ç ; en la retranchant , dis - je , de la 
propofée, il reù.ey1dy ; je prends donc l'intégrale de y1 dy qui eft 

, & l'ajoutant à celle que j'ai déjà trouvée, j'ai (en y com

prenant la confiante ) y pour Tin
te grale. 

1 4 9 . Mais comme il n'efl pas toujours poffible d'intégrer 
toute différentielle à plufieurs- variables , il efl bon de faire 
connoitre à quel caractère on distinguera fi cela fè peut. 

i j o . Pour y parvenir, il faut obferver que fî dans une 
quantité Q compofée , comme on le voudra , de deux autres 
quantités x 8c y , on fubflitue d'abord pour x une quantité 
quelconque p , & que dans le réfultat on fubflitue pour y une 
quantité q, on aura la même chofè que fi on avoit commence 
par fubflituer q pour y, 8c enfûite p pour x : cela efl évident. 

1 5 1 . Il fuît de là , que fi on différencie une quantité quel* 
conque Q compofée de y & de confiantes , en ne faifart d'a
bord que x variable , & qu'enfuite on différencie le réfultat 
en ne faifant que y variable , on aura la même chofe que 
fî Ton eût d'abord différencié en regardant y feule comme varia
ble , & qu'enfuite on eût différencié ce réfultat, en regardant 
ss feule comme variable. 



En effet, concevons qu'en mettant d'abordx + dx pourx % 

(p devienne Q'\on aura Q'-Q pour la différentielle. Conce
vons qu'en mettant ydy dans celle-ci , au lieu àe y, Q' 
devienne Qn , & que Q devienne Q'" , enfbrte que Q!~Q 
devienne Q"-Q",on aura Q"-Q"'-Q' •+• Q pour la féconde 
différentielle. 

Faifbns maintenant nos fubflitutions en fèns contraire ; Se 
puifqu'en mettant y-\-dy , au lieu de y dans Q , il devient Q'"y 

on aura Q"'-Q pour la première différentielle dans la fuppo-
fîtion de y variable. Si nous mettons maintenant x -f. dx , 
au lieu de se dans cette quantité, Q deviendra Q', comme 
ci-deffus; & Q ' " ( 1 5 0 ) deviendra Q",enforte, que Q1" - Q 
deviendra Q"- Q' i donc la féconde différentielle fera Q"-Q' 
~Q"'-hQ > précifément la fflcme que la première. 

Cela pofé, convenons que fi A repréfènte une quantité 

compofée de x & de . marquera, la différentielle 

de A prifê en faifant varier , celle àeA prifê en fai

sant varier x. De même; dy marquera que l'on diffé

rencie d'abord Ay en fuppofant x feule variable, & qu enfûite 
ou différencie le réfultat en faifant varier y fèuî. 

151. Ces éclaircifîements pofés, fôit Adx -f- Bdy une diffé

rentielle exacte , & M fôn intégrale; on aura donc 

; donc ; donc 

auffi ou 

• or nous venons de démontrer ( 1 j 1 ) 

que ; donc ; donc auffi 

; c'eft-à-dire, que CiAdx-j-Bdy eft une différentielle 

complette, la différentielle de .¿4 prifê en faifant varier y feule, 
& divifant par dy, doit être égale à la différentielle de B prife 
•n faifanr varier x feule, & divifant par dx. 

Ainfi je reconnois q u e ^ 5 dx + xyz dy eft une différentielle 



Compiette, parce que ; en effet, le pre* 

mîer membre fe réduit à' & le fécond à Au con

traire je y o Î s que Xjdx^.zxdy n'eft pas integrable, parce que 

n'en pas égal à 

15:3. S'il entre plus de deux variables dans la difFér"etoielIe 
propofce ; c'efi-à-dire , fî elle en de cette forme Aàx-^Iîdy^ 

Cd^y il faut pour qu'elle (bit integrable, que l'en ait 

en effet , on peut regarder. 

fûcceffiverner.t £ , y, &c x comme confiantes ; & la différentielle 
qui n'a plus alors que deux termes , ( puifque cette fuppofition 
donne ou d^-= o , ou dy = 0 , ou dx = o ^, n'en doit pas 
moins être une différentielle complette fi la propofée feft Elle 
doit donc, dans chacun de ces cas , avoir les qualités des diffé
rentielles complexes à deux variables. 

11 eft aifé , d'après cela, de trouver les conditions pour urt 
plus grand nombre de variables. 

Remarque, 
1 5 4 . SUPPOSONS que Q fbit une quantité inconnue compo-

fée de ^r, y & de confiantes; & que l'on connoiffe fà différen
tielle Adx, prife en regardant y comme confiante. Si l'on 
reut avoir la différentielle totale de Q , on fuppofèra qu'elle eft 

Adx -f- B dy ; alors B doit être tel que l'on ait 

donc ; intégrons en regardant x feule comme 

1 • * 

variable , puifque nous n'avons fait varier que se , dans B. Nous 
aurons . Or puifque 

Adsc tû fuppolé la différentielle de" Q prife en faifant varier x * 
on •ù.Q — fAdx, l'intégration étant faite en regardant x feule1 

comme variable ; donc la différentielle complette de Q » ou 

de. j où l'intégration doit 

le faire eu regardant^ comme confiante. 



Des Equations différentielles. 

î ç f. LORSQUE l'équation différentielle propofée ne ren
ferme que deux variables, x & y ; Se que l'on a , dans un 
feul membre, les x Se dx ; & les y & dy dans l'autre : alors l'in
tégration fè réduit, pour chaque membre , aux règles que nous 
avons données pour les différentielles à une feule variable. 

Ainfi, fî l'on avoit axmyndx^by<i rdy, qui peut repréfènter 
toutes les équations différentielles à deux termes ; cette équa
tion dont les indéterminées fè féparent tout de fuite en divifant 

par yn & par x r , devient i a: 'r dx = by"'n dy dont l'inté

grale eft évidemment ' 

156. Mais comme il peut arriver que l'un , ou l'autre , 
ou aucun des deux membres de l'équation différentielle fépa-
rée, ne (bit integrable algébriquement , & que néanmoins 
l'équation puiiîe être algébrique , ou du moins ramenée à une* 
forme algébrique, il eft bon d'examiner ceux de ces cas qui Ce 
rencontre le plus fréquemment. 

Par exemple , fi dans l'équation précédente , on avoic 
; l'équation différentielle fe rédui-

Toit à , dont on ne peut avoir l'intégrale de chaque 

membre que par logarithmes; enforte qu'on a alx r=s.bly 
Mais cette équation peut être rendue algébrique, en 

l'écrivant ainfi lxa~. lyb ou lxa=^lCyb ; Or il eft évi
dent que fî les deux logarithmes font égaux, les deux quantités 
auxquelles ils appartiennent, doivent être égales; donc ya=Cyb9 

equation algébrique. 
157 Si l'on avoit feulement p — n -•==— 11 >• l'équation dif

férentielle fèroit dont l'intégrale efl 

; mais on peut donner à cette équa-
1 » 

non une forme algébrique, en multipliant le premier membre 
par le ^ e étant un nombre dont le logarithme eft 1 * * ; car 

* On eft le maître de fuppofer que la certifiante dfl un logarithme. 
* Nous l'avons déterminé ( 1 1 4 ) . 



alors on ne changera rien à l'équation. On aura doiîd 

ou , ( en faifânt m — r-f. i = » ) 

, & par confêquent , Dorénavant nous 
marquerons toujours par e, le nombre dont le logarithme eft i . 

158. Prenons pour fécond exemple, l'équation n d x = 

; le fécond membre exprime l'élément d'un arc de 

cercle dont ^ eft le finus, & 1 le rayon. ^ eft donc le finus de 

, c'eft-à-dire , de fn d x ou de n x -f. C» On a donc 

pour intégrale, ç = Jîn(nx + C )é Pareillement, de l'équa

tion > on concluroit 

152. De même, puifque , exprime l'élément d'un 

are de cercle dont 1 eft le rayon , & ç la tangente ; fi 1 on 

avoit ndx y on concluroit z = tang ( n x -f- C ) . 

Mais fi on avoit ndx ; pour la ramener à la forme 

de la précédente , on feroit z =m u , m étant un co'émcient 

confiant ; alors on auroit i fuppofant d o n c / m 1 --•== a* 

on auroit , ce qui donneroit n 

d'où l'on are ',• donc 11, eu otl 

Donc 

160. Dans les expreffion<; fin ( n x 4- C ) , tang ( n x-+- C ) 1 
que nous yenons de trouver, n x •+- C exprime la longueur 

abfolu© 



abfôlue de l'arc en parties du rayon i» Mais comme il e£f 
plus commode d'employer les nombres de degrés que les 
longueurs mêmes r il faudra quand on rencontrera de pareilles 
èxpreffions, évaluer les arcs en degrés ; ce qui eft facile eit 
les divifant par le nombre de parties du rayon que contient 
un degré, c'eft-à-dire , par o , 0 1 7 4 5 3 3 , ( ou ce qui revient 
au même ) en les multipliant par 5 7 , 1 9 7 4 1 6 6 . Ainfi le finus 
de l'arc qui a pour longueur b ; ou le finus de l'arc qui a 
un nombre de degrés exprimé par £ x 5 7 , 1 5 1 7 4 1 6 6 , font la 
même chofe. 

161. Si l'on avoit dont les deux 

membres expriment les éléments de deux arcs qui font l'un 
à l'autfe : : î : n Se dont les finus font x & y ; alors pour inté
grer on rendroit chaque membre rationnel, en faifant pour 
le premier , V , . x x = = x V - \ — 1 ; Se pour le fécond , 

L'équation fè changeroit en 

dont l'intégrale eft n l ^ = / r - 4 - / €, d'où l'on tire 
&en mettant pour t Se \ leurs valeurs, 

, qui exprime généralement, le rapport 
des finus x Se y de deux arcs multiples 1 un de 1 autre. 

Mais pour faire ufage de cecte équation, il faut, auparavant, 
déterminer la confiante C. Or fùppofànt ('comme on le peut) 
que les deux arcs ont Une même origine ; alors * & y doivent 
devenir zéro en même temps ; mai* dans ce cas, l'équatiort 
devient C v / . 7 = ( - v ' . i )" , ou- Ç = ( - 1 ) n 3 or ( - 1 )* ef t -hi 
bu - 1 , félon que ri eft pair ou impair; on a donc - C=- f - r t 

& + î ; le ligné fiipérieur étant pour le cas de n, pair; 
& l'inférieur , pour n, impair ; donc enfin - F ( > v7 - 1 - v ï^J}} 

Dans chaque cas particulier, on pourra toujours faite di£ 
paroître les imaginaires ; mais le moyen ie plus fimple, fera 
d'égaler à zéro (après avoir tout tranfpofé dans un feul mem
bre), la fomrrie des quantités réelles; alors on verra que l'é
quation reliante fera diviïïble par v ' ~ , & fera la même que 
celle qu'on aura formée en égalant à zéro la fbmme des quan
tités réelles. Par exemple, fî Ton fait n - x , on aura 

ou 
égalant donc à zéro, 

O 



Sï dans le fécond membre de l'équation \J\-yy—y\J ~x 

e V - » , on met pour y, la valeur qu'on vient de trouver, 

la fômroe des quantités réelles, on aura v~\ yTJJ-ixsc—ÎXO ; 
& l'équation totale fera réduire à Î * / r t . v ' " " * - * — y V ~ 
= 0 , qai étant divifée par VT7 , donne i * »/ ,L x x ' — y = o , 
ouy = i # v ' i - * * » or fi l'on quarre cette équation, & l'é
quation V', « . ^ -r- 2, - i = o , ou plutôt v i -y~y = i - t X X, 
on aura le même réfultat. 

On peut, de la même manière , trouver les connus & Ie$ 
tangentes des arcs multipliés. Pour ces dernières, on intégreroi^ 

ndx dy , . ^ 
. - a s — - — ( m ) , en decompolant i -f- x x , en 
*-4-xx i -+ -J . y 
{i -+-* • - i ^ ( i - x v ' - i ) , S i + ^ j e n ( i - 4 - y V - i ) 
< i - v V - i ) ; on acheveroit enfùite , par ce qui a été dit , lût 
les fractions rationnelles ( 133 & 1 3 6 ) . 

\6z. Pendant que nous fômmes fur cette matière, faifoni 
eonnoître une manière d'exprimer le finus & le cofinus d'un 
a rc , laquelle peut être d'ufage. 

dy 
Soit donc dx-=. t l'équation qui exprime la rela-

" i—yy 
lion, entre un arc * , & fon finus y. Si l'on fait ^i-jy =* 

y \/— 1 — ? ; on aura dx ~ — 0 1 1 —— = -dx\/ "Z7 5 àoni 

l'intégrale eft = - # » / - ï-f- /C,.ou l\=:-x V"- 1 /<?-4-/c",(i |7) 

qui donne ^ = Ce - x V~~l'> Se mettant pour 1, fâ valeur, on a 

y yf— - <r-rzyy= Ce~ x V . A l'égard de la confiante C', on 

la détermine:ï eu obfervant que Parc x & fbn finus, doiven* 

devenir zéro en même temps; on aura donc i / r y :=C; donc 

y V I T T — = *~* v^" 1 i & par conféquent v ' 7 7 7 7 
^ — 
z=. yV - \ "\-1~ x v - 1 ; quarrant, & réduifant , on aura^ = 

, . £ - " / - t e * / - ' - x v / - i 
- — =K3 r~ j donc puifmie y cft 

finus de j e , on a jzn « = -



en aura c'eft-à-dire, 

; donccqf 

Revenons à l'intégration des équations. 

163. Lorfque les indéterminées ne font pas féparées dans l'é
quation différentielle propofée, alors avant d'entreprendre de 
les féparer, il faut voir fi , par hazard , l'équation ne ièrolt pas 
integrable dans l'état où elle eft. Or c'eft ce que l'on reconnoî-

tra ( i y i ) , en examinant fi fuppofant que Adx 
s 

<+• B dy ==c o repféfènie cette équation. Si cette condition 
avoit lieu, on intégreront, comme il a été dit ( 1 4 8 ) . 

164. Cependant il pourroit iè faire que cette condition n'eût 
pas lieu, & que l'équation n'en fût pas moins integrable; mais 
ce feroit en la multipliant par un fadeur convenable compofé 
de *, de y , & de confiantes. 

Soit P , ce facteur. Alors APdx -f- JBPdy = o fera donc une 

différentielle complette. Il faut donc que 

La queftion eft donc réduite à trouver pour P une fonction 
dey, d e y , & de confiantes, qui fàtisfafle à cette équation. 
Mais, comme cette recherche eft d'une trop longue difeufc 
fion , nous nous bornerons à trouver P dans le cas où il ne doit 
renfermer que des x & des confiantes feulement j ou desj & des 
confiantes feulement. Suppofons donc que P ne doit contenir 

S6e des x , on aura fimplement , d'où 

Ton tire 
, on aura donc aife., 

foent P, fi fê réduit à une fonction de x , comme 

C e 'aeft néceffalre , pour que P , feit, comme on le fûppoÉê 
U r ,e fonction de x feule. 

G 2 



On pourroit encore trouver le fadeur, s'il devoît être com-
pofe d'une fondion de x, multipliée ou divifee par une 
fondion de y d'une forme connue. 

1 6 5 . C*eft, par ce moyen, qu'on peut intégrer générale
ment toute équation de la forme fuivante . . . . . Xyq dy 4 -

X'y ï+x dx -f- X"yr dx = 0, X, X\ X" étant des fondien. 
quelconques de x 5 q 8c r des expofants quelconques. 

Je pourrois chercher, fi elle ne devient pas intégrable en la 
multipliant par un fadeur de la forme Pyn , P étant une fonc-. 
tion de x ? 8c n un expofant indéterminé ; & je trouverois que 
cela fè peut, en fuppofant n =2= — r. Mais il eft plus fimple de 
réduire tout de fuite l'équation à cette forme y 1 — rdy 4 -

Fy r~*~l dx-\rF dx = o , en divifânt par X & par y r , & re-
X' X" 

prélentant par F & F' les quotients —;: & — , Alors pour in-
X X 

tégrer cel le-ci , je fuppofè que P fbit le fadeur ; P étant une 
fondion de x J'aurai donc Py q-rdy-+- FPyl~r+1 dx -f- F' Pdx 
= o. Or fi P efl une fondion de x, FP le fera auffi ; /FPdx fa 
réduira donc à l'intégration des quantités à une feule variable. 
Il ne s'agit donc que de rendre Py?— r dy -f- FPycl~~r~i~î dx une 
j v r , . „ . . . d(Pyl~r) 
dirrerentielle complette ; ce qui exige que — 7 =2 

d^Py*-**') q-rdP 
—^ —, ; ceft-a-dire, q u e y -— = 

dy dx 
r FP d'où l'on tire — = {q — r-f- 1) Fdx; & 

en intégrantlP-=f(q-r-f- 1 ) Fdx =f(q-r-i- 1 ) Fdx.le; 
donc / * = r + I ) - F *. Subfiituant cette valeur de P dans 
l'équation Py <fy -f- &c. & intégrant, on aura . . • 

£HL Cf{q-r^)Fdx J F , d x Kt-H-t)Fd* c = L O t 

q-r-h I 
Je n'ai point ajouté de confiante, dans l'intégration de 1'«' 

quation qui a donné P , parce que n'y ayant aucune condition 
pour la déterminer, on eft maître de la fuppofër nulle. 

Prenocs un exemple. Supposons qu'on ait à intégrsf 



£t "V d OC 
dy-i f- (bx* + cx -Jf-f) dx = o. En multipliant par le 

fadeur P, on aura Pdy-+.^Z?j[x

 + p ( b x z + cx+f) dx=o 

il faut donc que - r — = d[ - — t = — : donc -—- e=s 
a * V a? y 

^—- , donc / P = alx . ou P = L'équation devient 
a? 

donc x a dy+axa 1 ydx+bxa'*~'1 dx ~^-cxL^~X dx+fxa dx , 

dont l'intégrale eft y -f- â x . y.c* / x 

a 4. 3 a x -f- û-f-
1 6 6 . L'équation générale que nous venons d 'intégrer, fè 

rencontre allez fréquemment; & la méthode que nous avont 
employée, peut s'appliquer dans beaucoup d'autres cas ; en 
voici qui pourront nous être utiles par la fuite. 

Si l'on avoit les deux équations *dx + ady 4- ( bx 4- cy ) Tdt 
= = 0 , kdx 4- a'dy-h( b'x -f- c'y) T <fr = o , x , y , & r , étant 
trois variables ; a , ^ , c, a &c. des confiantes, & T , une fonc
tion quelconque de r; on réduiroit l'intégrale de ces deux 
équations, à la méthode précédente, en cette manière. Je 
multiplie l'une des deux , la première, par exemple , par un 
coefficient indéterminé & confiant g , & ajoutant à la féconde , 
je multiplie la totalité par un fadeur P , que je fiippofê être une 
fondion der ; j'aurai ( gP + * P) dx 4. ( g a P 4- a! P ) dy 4-
( (mgb P+b' P ) x 4. ( gc P + c' P ) y ) Tdt =s o. Suppofons 
maintenant que cette équation foit une différentielle exacte ; 

;i r j x . d(gP4- * P 
« faudra ( 1 5 3 ) que Ton ait i ° . e = . . . . 

*((gtP + b'P)x + (gcP+c'P)y)T) 0 d(gaP+a!P__ 
— ^ ; l . ^ — .. * ' 

iUgbP+b'P)xZ(gcP+c'P)y)T).. . <gP+kP) ^ 

y ' ^ ^ y 
d(gaP+ a'P ) 

— - Or P étant fûppofè une fondion de t 9 cette 
dx 

* voyezmém. acad. de berlin, j née M. d'Alembert, pour Tinté-
«née 1748, une méthode qu'a, don- | gration de ces. équations. 

O 4 



dernière équation fé réduit à о = о. Et les deux autres don« 

n e n t ( g + k ) = (gb + b')P Г , & ( g a - f - a ' ) ~ = 4 

d'où l'on tire - ^ ^ ^ - ^ Tde> & ^ = 

— ; donc , égalant ces deux valeurs de ~ , & divt-
ga+a.' P 

tant par Jdt on aura = , équation ou g mon-

tera au fécond degré, & qui étant réélue, donnera deux va
leurs àcg. 

Suppofànt donc g connu, on aura aifément P ; puifque 

l'equauon - - ~ • T ât, donne Pe = r ? Г а . 

Or l'équation (^P -f- k P ) dx -+- &c. étant actuellement une 
différentielle exacte, fi on l'intègre , on aura (gP -h к P ) x -f-
(gaP-t- a ' P ) y - + - ¿ 7 = 0 ; donc fi ̂ marquant Ta première valeur 
çé £ donnée par l'équation du fécond degré ci-defius, on re
présente par g' la féconde valeur de g, & par P ' ce qui devient P, 
en mettant g pour g, on aura aufït ( g' P' -f- к P ' ) # -H 

a T ' ) y -f. С' — о , С étant une nouvelle confiante. 
En effet, il n'y a aucune raifbn pour employer une des valeurs 
de g plutôt que l'autre. Or de ces deux équations , il efl facile 
de conclure les valeurs de x & de y ,qui feront exprimées en t 
& en confiantes. 

Si la fonction T de t qui entre dans les deux équations étoiî 
différente dans chacune; on s'y prendroit de la même manière, 
mais en regardant g comme une fon&ion de t ; & l'intégra
tion fêroit réduite à celle d'une équation à deux variables g & * 
feulement, 

Si l'on avoït quatre variables x, y , ^ & t , exprimées 
par trois équations de cette forme a dx b dy -+>• с d-^-^r 
( e x + fy - b h z_ ) Tdi — o , & dans lefquelles. la fonction f 
fût la même; on les intégreroit de la même manière, en 

multipliant la féconde & la troisième par des quantités indé
terminées & confiantes g & g'\ puis ajoutant les deux produits 
à la première, on multiplieroit le tout par un fadeur P q"e 

l'on fuppoféroic être une fon^ion de t feulement. Suppofànt 
alors que cette nouvelle équation efl une différentielle exacte» 



en trouveroit , par ce qui a été dit les équations qui 
doivent déterminer^, g' Se P. L'équation qui déterminera g% 

ou celle qui déterminera g' fera du troifieme degré ; on aura 
donc trois valeurs pour¿f, trois correfpondantes pour g' Se trois 
correfpondantes pour P; ce qui donnera en changeant la conf
iante pour chaque valeur de g 3 trois intégrales, â l'aide des
quelles il ièra facile de déterminer x , y Se \ , en Î. 

On voit ce qu'il y auroit à faire , quand il y auroit un 
plus grand nombre de variables , pourvu que les équations 
fuiTent toujours de la forme des précédentes. La méthode 
feroit encore la même, quand même il y auroit un ou plu-» 
iîeurs termes exprimes purement en r, dt Se confiantes. 

167. Mais fi l'on avoit en général un nombre quelconque m 
d'équations renfermant m -f- 1 variables, combinées entr'elles 
de quelque façon que ce fôit ; on multiplieroit la féconde , 
la troifieme, &c. juiqu'à la dernière , refpedivement par des 
quantités g , g', g", &c. que l'on fuppoferoit être des fondions 
indéterminées de ces variables; on les ajoutera à la première, 
puis multipliant le tout par un fadeur P que l'on fuppofêra 
auili être une fondkm de ces variables , on iiippoièra que 
l'équation totale efl une différentielle compîette. Par exemple , 
fi j'avois les deux équations Adx -h Bdy -f- Cdç o , A'dx -H 
B'dy C' d\ o. Je multiplierois la féconde par^r; ajou
tant à la première & multipliant le tout par P, j'aurois 
P (A +. A'g ) dx -f- P (B -f- B'g) dy P (C -h C'g)di~o. 
Cr pour que celle-ci foit une différentielle compîette, il 

faut ( 1 5 3 ) que 

C'efl à-dire, 

O 4 



# Si à l'aide des deux dernières 

équations, on tire les valeurs de- , & qu'on les 

fubflitue dans la premiere, on aura, après réduction faite , 

, équation indépendante de P. On 

cherchera donc pour une fonction de y & la plus 
générale qu'il fbit poffible, & qui puifTe fatisfaire à cette 
équation, Ayant trouvé g-, on cherchera pour P une fonction 
de x, de y & de ^, qui fatisfàfle à deux quelconques des trois 
équations qu'on a trouvées d'abord ci-defius , ce qui , à la vé
rité , exige fôuvent beaucoup de recherches, mais du moins 
efl toujours poûlble. 

Remarquons que fi l'on n'avoit qu'une feule équation, c'efl-à-
dire, fi l'on avoit A o, B' s= o , & C'= o , la dernière équa

tion que l'on vient de trouver, fê réduiroit à 

; qui étant una 

équation de condition entre les coefficients A, B, C, (alt 

voir que pour qu'une équation différentielle à trois varia
bles Adx-i- Bdy -f- Cdi =r. o foit integrable , même en la mul
tipliant par un facteur, il faut que les coefficients A y B y C 

aient la relation marquée par l'équation 

&c- =s o. Lorfque cette cond'tion efl remplie x on détermine 
le facteur P , de manière qu'il fàtisfdffe à deux des trois éqw*" 
îwns . 

On voit par-là, ce qu'il y a à faire quand on a un plus gran<$ 
nombre d'équations & un plus grand nombre de variable,*} 



k l'on peut , par ce même moyen , trouver quelles font les 
équarions où il fuffira que g foit une confiante, ou une fonction 
de l'une, ou de deux de* variables, &c. 

168. Lorfque l'équation différentielle propofee ne rentre 
pas dans les cas que vous avons expofes jufqu'à ( 167)'-, alors il 
faut voir fi l'on ne peut pas féparer les indéterminées. Quelque
fois il ne faut, pour cela, que l'application des règles ordi
naires de l'Algèbre : d'autres fois il faut des transformations. 
Mais il y a beaucoup d'équations à l'égard defquelles on ignore 
quelle eirh fansfôrmation convenable. 

L'équation axK dx+byq xn dx r* dy ( e+fxh )r Ce fépare 
immédiatement par la divifion , parce qu'elle efl la même 
chofe que ( a-\-byl) xn dx^-ykd, (e+fxh)r , qui devient 

gî1 d,ç \h dy 
-, — =x*z-——, dont l'intégration dépend de celle des 
(e+M> a + byq* 6 

quantiiév • L . j à une feule variable. 
JVkiï £xdx ---ax y dy-t-2abx% y'> dy+abby* dy ; 

on voit d'abord facile ent , qu'on peut l'écrire ainfi , 
gxdx ~ (x*-+--i. b,:1 jyz-f- b by*) ay dy. On voit enfûite qu'on 
pevt lui donner cette autr,? forme, gx dx = ;'xt-±-by'iy x aydy. 
Or avec u,: .--v- d'attention, on voit que la féparation réufîira , 
f\ l'on fait v 2 -4- t>y~- en effet, on aura x a = % — b\*, & 
xix = { d$ — bvdy ; donc fûbfîituant, on aura 7 — bgydy 

= alvdy. E^uaùon d'où l'on tu* MÊi. =>dj, qui efl fa-, 

eue a intégrer, 
169. Comme on ne peut donner de règles générales furie 

transformations , nous nous bornerons à quelques cas alTe 
généraux, d; ns lefqueis on fait que la féparation réuflît. 

On peut f p-.r._r, généralement, dans toutes les équations 
homogènes à dtvx variables ; c'eti-à-dire, dans celles où les 
deux indéterminées. • •?< . , ont dans chaque terme, fbit qu'elles 

trouvent er (émule , foit qu'elles foier.t feules , la même 
fômme de dimenlïons. 

En effet, concevons que Adx 4- Bdy—O-^ foit une équation 
homogène ; & que l'on divifè tout par une nuiffance de x 9 

dont l'expofànt foit égal au nombre des dimenflons de l'é
quation 5 il eft facile de fentir qu'il n'y aura plus dans A S< 

Sans B> que des puifTaoces de — & des coniîantQs j enfarte 



que l'équation fera , F & F' étant des fonc* 

dons, de & de confiantes. Cela pofé , puifque 

, on aura ; donc 

fi l'on fait , on aura fûbftituant 

donc pour , & pour dx leurs valeurs, on aura 

, F & F' étant actuellement des fonctions 

de Se de confiantes. Or cette équation donne 

•, équation toute féparée ; puifque F & F' ne ren« 

ferment plus d'autre variable que 
Par exemple, fi j'avois y\dx +y% xdy - j - ^ * 3 dy o , qui 

efl homogène, & dont le nombre des dimenfîons eft 3 ; je 

divifèrois p a r * ' , & j'aurois ; fai-

fànt donc , ou j'aurois ; fub-

flituant dans l'équation propofee , il vient 

, d'où je tire , dont l'intégrale 

eft , qui donne , ou 

, ou enfin , en re

mettant pour { , fâ valeur 

1 7 0 . Il fèroit donc avantageux de pouvoir rendre les équa» 
tions homogènes. On n'a pas de méthode générale peur cela. 
Il faut avoir recours aux transformations. Celles qui peuvent 
promettre quelques fuccès , confident à égaler une des varia
bles , ou une fonction de cette variable, ou même une fonction 
des deux > à une fonction d'une nouvelle variable avec des 
expofânt'; indéterminés. On détermine enfuite ces expofants , 
par ia condition que l'équation transformée fbit homogène. 

Par exemple, fi je veux chercher des cas où l'équation 
„ 3 . » ' * d : -f- byn \zdy+cyïdy=iO, à laquelle on peut»éduire toute 



équation à trois termes, fi je veux , dis-je, chercher des cas 
où elle puiiïe devenir homogène, je ferai se = ^ alors j'aurai 

O r , il faut, pour 
que celle-ci foit homogène, que l'on *uk — qh+.ni Se k = 

, d'où l'on tire 

ainfi, fî les expofants k, m Se n font tels que cette dernière 
équation ait lieu , on pourra rendre l'équation homogène , & 
par cor.fcquent féparer. 

1 7 t . En général, au défaut des méthodes dire£tes , on 
cherche à ri mener les équations propofées, à d'autres équa
tions dont l'intégration (bit connue. C'efl ainfi qu'on en 
ufè, par exemple , à l'égard de l'équation particulière 
4v + ay1 dx — - b :,m dx , connue fous le norn d'équation de 
Riccatiy Se que l'on ne fait intégrer que pour certaines va
leurs de m. 

Si m étoïtzéro, on auroit alors dy ,4, ay- d.\~-b dx qui efl 

féparable, & donne , dont l'intégration eft fa

cile. 
Mais pour intégrer l'équation , lorfque m a d'autres valeurs % 

il faut tâcher de la changer en une autre, où a y1 Se b foient 
mubipliés par une même puiffance de x ; alors elle fera fépa-
rable. Voici comment on trouve les valeurs de m, qui per

mettent cette tranfmutation. Faifbns : nous 

aurons ; fubftituant, il 

vient 

SuDpofbns 

; nous aurons ; ce qui 

change l a transformée, en x-z dt 4 - < t v ~ 4 ttdt bm dx, ou . . • 
dt+a ; c -z ttdï = bxm-hz dx^ qui fora féparable, fî m = —» 4« 

Faifons, dans celle-ci, , elle fè changera en • . . . 

dl+-hxm-\-x ^ I x r s d r i i . v . Faifant donc £ = A ' x p -f-
& opçrant. comme çi-deya n t , ça aura , « . , « « . . 



Suppofànt 

. , on aura 

, qui fera réparable, 

Si Ton fait > puis , & que l'on 

continue toujours de même , on trouvera fûcceffivement , 
que l'équation eft féparable, lorfque 

& c ; c*eft-à-dire, en général, lorfque , r étant un 
nombre entier pofùit. 

Et en remontant aux fubftitutions précédentes, on verra 
que-y a pour exprefllon • 

en continuant iufqu'à ce que rexpofànt de * dans le premier 

erme du dernier dénominateur fbit - / n - f - a . r - i - i ; & 
alors le fécond terme de ces dénominateur fera r ( î « + 4) 
( r * ) - î f ; t étant une variable qui après la fubftitution de 
cette valeur de y, Ce détermine par l'intégration de l'équa^ 
tion réfùltante, qui eft féparable alors ; il faut feulement ex
cepter le cas où r i , dans lequel on doit faire fimplement 
y = Ax-i -f- r. 

Reprenons l'équation dy •+- ayr dx = b xm dx, & concevons 
qu'au lieu de fubftituer d'abord y = Apx comme nou* 

l'avons fait ci-deflus, nous fartions d'abord ; puis 

, & que nous continuions d'opérer comme ci-
deiîus ; on c o n c l u e , de m ê m e , que l'on fëparera toutes lo« 

ou 



fcls que , r étant un nombre entier pofïti£, 

Et la valeuT de y fera 

en continuant de même jufqu'à ce que le premier terme en * 
dans le dernier dénominateur, fbit — m r - t r - 4 - i ; & alors le 
fécond terme doit être xz^r-^ r-\-i t. 

On ramènera aux mêmes cas, l'équation, xq dy -f- ay1 xndx 
r=.bxmdx , en divifant par xqy puis faifant xn-q-h1 = 

Tels font les moyens généraux que l'on emploie, lorfque 
les dx Se les dy ne paffent pas le premier degré. Quant aux 
équations qui renfermeroient différentes puifTances de dx 
Si dy; comme elles ne peuvent manquer d'être homogènes à 
l'égard àe dx Se dy, on divifera tout par dx élevé à une pui£» 
fance égale à la fômme des dimenfîons de dx & dy ; on réfôu-

dra l'équation en confidérant comme l'inconnue. Alors 

dx Se dy n'étant plus qu'au premier degré , on verra , û oa 
peut appliquer à cette équation les méthodes précédentes. 

Des Equations différentielles du fécond, 
troifieme > &c. ordre. 

171. L a liberté que l'on a (19) de prendre pour confiante 
dans une différenciation , l'une quelconque des différences 
premières, peut contribuer dans beaucoup de cas, à faciliter 
l'intégration. Mais comme il peut arriver que lors de la diffé
renciation , on ait fait confiante, la différentielle qui n'efl pas la 
plus propre à faciliter l'intégration, il faut commencer par 
montrer comment on peut ramener une équation différen-
tielle dans laquelle on a fuppofé telle ou telle différence 
confiante, à une autre où il n'y en ait plus aucune de conf
iante : on fera le maître enfùite de fùppofèr confiante , celle 
quel'onvoudra.Soitdoncy^x 1 - f -Bdxdy-f-Cdy 1 -\-Ddly o , 
l'Equation à deux variables & à différences fécondes, dans 

file://-/-Ddly


laquelle la première différence dx d'une des variables a été 
ïûppofée confiante. Après avoir divifé cette équation par dx. 

<xi l'écrira ainfi qui 

eft en effet la même, parce que , tant qu'on fuppofe dx conf* 

tant, eft égal à • Mais fi i'on ne veut plus 

que dx fbit confiant, alors - l'Equation 

Ce change donc en 

dans laquelle il n'y a plus aucune différence confiante. 
SokAdxi-+-Bdxzdy-hCdyx dx+Ddyi-hE dxd dy + 

Fdyddy -i-Gdiy =r o ; l'Equation à différences troifîemes , 
dx étant toujours confiant. _ , , 

On divifèra par dx'1, & l'on aura 

» que i'oO 

pourra écrire ainfi , 

Se faifànt tout varier dans ces différenciations indiquées , on 
aura l'équation où il n'y aura plus de différentielle confiante. 

Appliquons cela à un exemple. Soit d x * dy — d y t = 
adxddy-h x dx ddy, dans laquelle on ait fùppofé dx conf
iant. On ne voit pa-', fur le champ, comment cette équation 
pourroit être intégrée ; mais fi nous rendons d x variable - en 

écrivant , alors nous 

pouvons , dans cette atfrerenciaîion indiquée , prendre dy 

pour confiante, & nous aurons 

, qui en réduifant, devient 

addx—dy2 — o, dont l'intégrale s ainfi qu'il eft aifé de le 
Voir, eft xdx -f- (' d x — y dy + C dy — o , en ajoutant un« 
«oaftante C dy de même ordre que l'intégraie. Cette équa-



ûon étant intégrée de nouveau, donne 

1 7 2 . Examinons maintenant les équations à différences fê* 
condes , & à deux variables. Nous appellerons ainfi , celles 
dans lefquelles il n'y a pas de différence qui paffe le fécond 
crdre, à quelque puiffance que dx & dy y fôient d'ailleurs élevés. 

Nous fuppofèrons qu'une des différences eft confiante ; mais 
il fera facile d'en conclure comment on devroit fe conduire 
fi elles étoient toutes deux variables. 

Soit donc A ddy -+- B —- o , l'équation générale qui peut 
repréfènter toute équation différentielle du fécond ordre, à deux 
variables x &y, & dans laquelle dx eft confiante.^ & B font 
des fonctions quelconques de x , y , d x, dy & confiantes. 

J'écris ainfi cette équation. . . . 

rfx=o; k étant une fonction inconnue, de même nature que 
d & B. Je multiplie cette équation par un fadeur P que je 
fuppofe être une fonction d e x , - y , d x , dy . & confiantes; Se 

, que je fup

pofe être une différentielle complette. 
Cela pafé , nous avons trois dtfïïrences , faYoir ddy, dy Se 

dx> Regardant donc ces différences comme celles d'autant 

de variables différemes, il faut C153) que l'on ait 

De ces trois équations, on peut, en imitant ce qui 

a été fait ( 16.7 ) , déduire une équation où P n'entre plus, Se 
fèrviroit à déterminer k, en prenant pour k une fonction , 

« plus générale qu'il foie poffjble, de x, y, dxyScdy , avec 
d e s coefficients indéterminés que l'on fubftitueroit dans cette 
jtterne équation. Après quoi on déterminerck / ' , en prenant 
* c même une fonction de même efpece, 5c relie qu'elle Cuis-



fît à deux de ces trois équations. Mais on peut fîmpîifîer cette 
recherche, & la bornera chercher pour P une fonction de 
y y dx y dy y qui fatisfaffe à deux équations. 

Les deux premières , des trois équations que nous venons 

de trouver , donnent 

, ou bien 

Subftituant , dans l'avant - dernière équation , la valeur de 

tirée de la dernière, on aura 

; d'où l'on tire P 

j d'où il fera facile d'avoir k, dès- que P fera connu, 

Or de cette dernière équation , on tire P £ = P B — dy 

•y fubflituant II 

valeur de P(B— k) & celle de P k dans l'équation 

, & dans l'équation 

, on aura 



La quéftîon eft donc réduite à trouver pour P une fonétiofl 
dex, y , dx , dy & confiantes, qui fàtisfiffe à ces deux équa
tions. Mais quoique cela fôit toujours pofïible, cela n'eft pas 
également facile ; c'efl pourquoi abandonnant cette recher
che générale, nous allons examiner quelques équations plus 
limitées, mais cependant très-étendues. 

Obfèrvons, auparavant, qu'il eft facile, d'après ce que nous 
venons d'expofèr, de déterminer fî Inéquation propofée eft in* 
tégrable dans l'état où elle eft. 11 n'y a qu'à fuppofèr P — î J 
alors il faut, pour que l'équation fôit intégrabie, qu'elle fa
tisfaffe aux deux équations fuivantes. . . . . . . . . • 

Celi 

eft général quelle que fôit l'équation différentielle du fectínd 
ordre, dx étant confiant. 

173. Propofôns-nous , maintenant , d'intégrer l'équation 
Odx^-->t-Hdxdy+-K dy* -f- Lddy=o, lorfque le fadeur P 
qui manque à cette équation pour être integrable, ne doit ètrjgk 
qu'une fonction de x, de y Se de confiantes. Je fuppofê d'ail-* 
W s que G, M, À", & L ne renferment ni dx ni dy; mais 
feulement des fonctions de x, y Se confiantes. 

Si l'on compare cette équation, à l'équation générale Â d dy 
+ 5 t = 0 , on a u r a ^ — I , ¡kB=nGdxi-t-Hdx dy-^Kdyv» 
Subftituant dans les deux équations que nous avons eues , c i -
deffus, pour déterminer P , & faifant attention.à la fuppoiï-
tion que nous faifôns , favoir que P, G,Hy K Se L ne ren-

fcrnientni dx, ni ¿ y , nous aurons & une fè-



conde équation, laquelle, après y avoir fùbflitué pour 

fa valeur К P, fè réduit à < 

• Д Й В Ш И Я М 

E S S ; & pu 

eonfcquent ; donc notre fi» 

conde équation fè réduit ( après avoir divîTé chaque membr» 

par Cette èqua-

¿ion & l'équation font celles que nous avons 

à traiter actuellement, pour intégrer la propofée. 
Obfervons maintenant que , dans cette dernière équation, 

i l n'y a que y qui fbit regardée comme variable. Cela pofé, 

exécutant la différenciation indiquée, & tirant la valeur de 

on aura • , prenant donc l'intégrale, en re

gardant y feule comme variable , puifque la différenciation » 

été faite dans cette fùppofïtion , on aura 

IL -f- IX. J'ajoute, pour confiante, la quantité IX, ?zt 

laquelle j'entends une fonction de x & de confiantes. 'Ce* 
parce que x a été fuppofée confiante dans la différenciation. 

De cette équation je tire , Si l'on fubflitu» 

* Par cette exyret l i cn 

Sous entendons qu'on doit diffé

rencier P I , en faifanc varier *' 
Se divifec enfuite par dx ; puis «i"* 
ferencier le rôfultat, en faife1* 
varier x & diviier encore p*r **** 



sette valeur de P dans l'équation & c , & que l'on 

divifê enfuite par ? dy , Oh aura l'équation qui doit déter
miner X. Or comme X doit être une fonction de x> il s'en
fuit que, pour que l'équation propofée foit integrable par la 
multiplication d'un fadeur compofé feulement de x¡ y Se de 
confiantes, il faut que 4 dans celle-ci, tous les y difparoiffent. 

Suppofons , par exemple , que l'on ait l'équation z y d xi ~f-
(ix-h3y x)dxdy-h z xz dy -f- x 1 y ddy = 0 , qui n'efl point 
intégrable dans l'état où elle eft. J ai donc L = x*y, G = i j j 

j donc i 

Subftituant cette valeur de P , & celles de 

I , G y H y Sec. dans l'équation , on aura, après 

avoir tranfpofé 

5 également donc à zéro la ibmme des 

termes affedés de y t & diviiânt s enfuite, l'une des équation* 

№y, & l'autre par y%

 s oh aura , après réduction faite, 

La premitre 

coirne X = * ' j & cette valeur fubftituée dans la feconde, y 

ûtisfaif : on a donc X=xi

% & par conféquent 

Maintenant, fi l'on remonte à la valeur de P A, trouvée 
On), on auraPk = i xy* dx^ + ^x1- y''• dxdy% 8eP(B — k)z=s 
^ydxdy-j- zxi y dy*; enfôrte que l'équation, rapportée à la 
forme générale ("172) , devientx*yxddy 4- (ix*y dx4-zx*ydyj 
v + ( z x y* dx + 3 * V dy ) dx—o* 

"our intégrer j on fuivfa la même règle qui à été donnée 
v1^) j on regardera d'abord > dan* * J y1 ddy, dy feule 
tonime variable, & l'on aura x} y* Différenciant cette 
Cantate en faifant tout varier, & retranchant de l'équation 
JJ fefle (i xzydx) dy -f- (2 x y 1 é/x) <£c. Oh infégrefa le pramier 

e c*s termes, en regardant y feule comme variable , & J'en 

P 2 



aura x2 y 1 dx , dont la différentielle , prifê en regardant y & a 

comme variables , étant retranchée du refle précédent, ne 
îaifferien; ainfi l'intégrale eft x 5 y 1 dy~h x2 y1 dx -f- C dx , 
en ajoutant une confiante. 

On peut prendre , pour fécond exemple , l'équation 
%dxx •+• (3x-h y -+- <fy H- 15? -f- (x* -f- 3r_yj 3 = o, 
qui s'intégrera de la même manière. On trouvera que X doit 
être égal à x, & P = x y. 

1 7 4 . Si après la fùbflitution de la valeur de P , dans l'é-

quation &c , tous les y difparoiiïènt d'eux-mêmes. 

l'équation qui doit donner J5T, eft alors différentielle du fé
cond ordre; enfôrte qu'il fèmble que la méthode n'eft, d2ns 
ce cas, d'aucune utilité. Mais il faut oblërver que l'équation 
qu'on aura alors , fera de cette forme Adx1 -i-BXdx1 4- CdXit 
-^EddX^=zo , A y B, C , E étant des fondions de x & de conC 
tantes. O r , pour intégrer cette équation , je l'écris ainfi 
AP'dx* +BV'Xdx* +(C-k') P!dxdX+ k'P'dXdx.+ EP'ddX 
r = o. Je fùppofe, maintenant , que P ' 8c k' étant des fonc
tions de x feulement, les quatre derniers termes forment 
enfemble une différentielle exaéte : alors le premier terme 
étant une fonâion de x, s'intégrera aifément. Or les équa-

âons qui réfultent de cette fuppofition , font 

Ces quatre équa

tions fè réduifent aux deux fuivantes, ( eu égard à ce que A'> 

P ' , A y B, &c, ne renferment point X) , 

Tirant de chacune de ces deux 

équations , la valeur de - , & égalant l'une de ces va

leurs à l'autre, on aura , après les réductions faites » 
Edk'+ (C—k')dE—k'(C-~k>)dx-+-BEdx — EdC=o> 
équation différentielle du premier ordre feulement, dont d*-



pend la valeur de X', & par conféquent l'intégrale de la pro
pofée. Suppofant donc qu'on ait déterminé k' par le moyen de 
c*tte équation, on aura aifément P , par le moyen de l'équa

tion , qui donne 

par conféquent 
H étant une confiante. 

Alors A' & P'étant trouvés, on aura Xy en mettent les valeurs de 
k'ScP' dans l'équation AP'dx*-hBP'Xdx1 4- (C-k')P'dxdX 
-\-k' P1 d Xdx-i- E P'ddX=r- o , & intégrant. Or comme cette 
équation ne peut manquer à préfent d'être une différentielle 
compîette, on apourfôn intégrale dxf AVdx-t- Xdx/BP1 dx 
4- dXfk'P' dx 4- Ldx — o, L étant une confiante : & cette der
nière s'intégre facilement par ce qui a été dit ( \6<)) ; on 
aura donc X dès qu'on aura k' ; ainfi , on peut dire générale
ment , que toutes les fois qu'il ne manquera à l'équation 
Gdxl~hHdx dy-h K dy* + Lddy = o, qu'un fadeur compofé 
dex, dey & de confiantes, pour être une différentielle e x a d e , 
cette équation fera toujours facilement rédudible à une équa
tion différentielle du premier ordre, quelles que fôient., d'ail
leurs, G , H. K. L . 

Mais fi après la fùbflitution de la valeur de P dans l'équation 

&c. l'équation renferme encore des y que l'on ne 

puiflè faire difparoître fans affujettir les coefficients G , JrY, K, L 
à certaines conditions , c'efl une preuve que le fadeur P 
doit en outre , renfermer des dx & des dy ; alors il faut 
avoir recours à la méthode générale ( 171 )• 

On s'y prendra de même pour trouver dans quels cas toute 
autre équation différentielle du fécond ordre , d'une forme 
connue, peut êcre intégrée par la multiplication d'un fadeur 
compofé de:», y & confiantes, ou de x , dy , dx & confiantes , 
ou de y , dx & conftantes, &c. 

175. A l'égard des équations différentielles du troifîeme 
ordre, en les fuppofant repréfentées généralement par A d^ y 4 -
& = o , A & B étant des fondions de * , y , dx, dy ,ddy&c 
de confiantes ; & fuppofant de plus que P efl le fadeur compote 
d e*, y y dx, ddy & conftantes qui peut la rendre intégrable , 

°1 pourra l'écrire ainfi 



Alors il faudra que 

à l'atde de ces équations qu'on déterminera k , / & P. Mais 
nous ne poufferons pas plus loin ces recherches. 

On voit comment on doit s'y prendre pour que les équations 
différentielles d'ordres plus élevés. 

176. Obfêrvons en finifTant, i ° . que lorfqu'il manque une 
des deux variables finies dans l'équation , on la ramené toujours 
à une équation d'un degré moindre en fàifànt dy = p dx, f 
étant une nouvelle variable. 

1 7 7 . i ° . Que l'équation générale d71 y -h a d"'1 y dx + 
hdn-iydxz &.c.,,..-\-ly dxn -^Xdxn = o,a^t8ic.èm\ 
des confiantes, X xxr\e fonction de * & de confiantes, &' i* 
étant confiant, peut toujours être intégrée facilement par un» 
méthode fèmbiable à celle que nous avons employée ci-defTus, 
pour l'équation Adx1 -f- B X dx1-i-C d X dx-i-EddX—0. 

Pour cet effet, on l'écrira ainfi, P dny -+• P {a—k) dnlydx 
+ Pkdn'lydx +P(b— k') d71-* yd'x* + P k' dn^ yd'\ 
+-8cç.....+Ptydxn+P Xdxn =*o \ P étant le fadeur, qui 
peut rendre Téquation integrable, & que je fuppçfe être unç 
fonction de x ; k , k', &c. font des confiantes indéterminées. 

On fuppofera que les termes pris deux à deux ^ à commen
cer du premier , forment une différentielle exacte. Cette îùp* 
pofïtion donnera les équations néceffaires pour détermine* 

d P 

J?'% k, k1' x &c. ayant égalé les valeurs de — , on aura des équa

tions en Jt, k', Sec à l'aide defquelles on déterminerai, P2' 

une équation du degré La valeur de k étant trouvée, on au* 



aîfément celle de k', k", &c. & oh aura celle de P , en inté
grant, ce qui fera très-facile. Alors pour chaque valeur de A, 
on aura une intégrale particulière , en obiervant d'ajouter à 
chacune une confiante différente. De n — î de ces équations » 
en tirera les valeurs de dy , dy *-*, &c. Se les fubftituant 
dans la dernière, on aura la valeur de y en x. 

178. 3 9 . Si l'on avoit plusieurs équations où les différences-
ne fuffent point multipliées éntr'elles, fî ce n'eft par la diffé
rence conftante, Se où les vaïiables ne paffaffent point le pre
mier degré & ne fuffent point multipliées entr'eiles , on les 
intégreroit en multipliant la féconde, la troifieme, &c. chacune 
par un fadeur confiant p , p * , &c. ajoutant à la première , 
& multipliant le tout par un fadeur P que l'on fuppoferoit 
être une fondion de la variable dont la différence eft conftante ; 
alors on décompofèroit les termes affedés des différences d'une 
même variable, comme on vient de faire dans l'équation pré
cédente. 

Par exemple, fî j'avois a dd\ + b ddy + (c d^~h edy) dx-h 
(f{+gy )dx1 — oiSca'ddï-hb'ddy + (c'dï -he'dy) dx 4-
( / ' ç 4 - g ' y ) d x 2 =*. o ; multipliant la féconde par^, ajoutant à 
la première Se multipliant le tout par P, j'aurois 
P(\a-i-a'p)ddï-+-P (c-+-c'p)diídx-+-?(f+f'p)idxí 

+ P(b + bp) ddy 4 - P(e+ e'p) dy dx 4-P (g+g'p)ydx2=. o . 
Enfûite je décompofèrois c 4- c' p , en c 4- c*p — k , & k ; 
je décompofèrois pareillement e-¥e'py en €•+• e'p — k1 Se k'. 
Et fuppofant eniuite que les termes pris deux à deux forment 
des différentielles exades , j'aurois les équations néceffaires 
pour déterminer, ky k* Se P y L'équation en k montera en 
général, au degré 1 n, ce qui donnera 1 n intégrales, à l'aide 
defquelles on chaflèra toutes les différences, Se l'on aura les 
équations en { Se x ; en y Se x, &c . 

175?. 4 0 . Si les équations étoient plus générales , on regar-
deroit p y p ' , &c. ainfi que P , comme des fondions de toutes 
les variables & de leurs différences; & l'on détermineront 
ces fondions , par la condition que l'équation totale fût une 
différentielle compîette. Les ouvrages qu'on peut confulter 
fur le calcul intégral, font ceux de MM Etder\ d'Alembert y 

Fontaine t le Marquis¿ Cûndorcat Bougainville^ & le P. Reynau. 
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PRINCIPES GÉNÉRAUX 
D E L A 

M E C H A N I Q U E . 

N O T I O N S P R É L I M I N A I R E S . 

2VOTJONS P R É L I M I N A I R E S . 

1 g O , S o u s le nom de Méchanique, nous 
comprenons la fcience du m o u v e m e n t , & 
celle de l 'équilibre. 

I l y a. du mouvement dans un c o r p s , 
lorfque ce c o r p s , ou quelques-unes de ces 
parties font tranfportées d'un lieu en un autre. 

Un c o r p s , ou l'aflemblage de plufieurs 
parties matérielles ne peut de lui-même fe 
met t re en mouvement . I l ne peut être mu 
que par une çaufe , fans laquelle il p e u t , 
d 'a i l leurs , exifter. 

Ce t t e caufe , telle qu'elle f o i t , qui eft 
capable de mouvoir un corps , eft ce que 
ivjus appelions Force qu Pui£ance* 



L'équil ibre , eft l 'état d'un co rps , ou d'un 
affemblage ou Syftênie de corps , qui eft fol-
lieité par plufieurs forces dont les effets font 
détruits par quelques obftacles, ou fe dé t ru i -
fent mutuellement. 

L e r e p o s , eft l 'état d'un corps dont le? 
parties , non-feulement ne font point dépla
cées , mais ne font pas même follicitées par 
aucune force. 

Pour établir les principes du mouvement & 
de l 'équilibre , nous imaginerons , d'abord , 
qu'il n'exifte rien autre chofe dans la na tu re , 
que les corps dont nous pa r l e rons , & les 
forces que nous leur fuppoferons appliquées. 

Ainf i , nous regarderons d'abord les corps, 
comme non pefants ; comme parfaitement 
libres : nous fuppoferons que ni l'air ni la 
pefanteur , ni le f r o t t e m e n t , ni tou t autre 
obftacle n'exiftent. 

Nous a u r o n s , enfu i te , égard à ces obfta-
cles ; mais pour mefurer leurs effets, il faut 
commencer par examiner les chofes , dans 
cet état de fimplicite. 

1 8 1 . Ces fuppofitions fa i tes , il eft c k i r 
que fl un corps a reçu du mouvement par 
une caufe quelconque , il doit perfévérer 
dans cet état de mouvement , fans aucune 
altération ni augmenta t ion , fans aucun d é 
tour } tant que la même ou une nouvelle 



force n'agira pas fur lui . E n effet, nous ve* 
nons de dire qu'un corps ne peut fe donner 
du mouvemen t ; il ne peut donc s'en ô t e r , 
puifque ce feroi t , s'en donner en fens con
traire : d'ailleurs nous fuppofons qu'i l n'exifte 
aucun obftacle. 

Ainfi , le mouvement eft naturellement égal 
ou uniforme , ôt ret t i l igne. Examinons donc 
d'abord les propriétés de ce mouvement. 

Du Mouvement uniforme. 

I 8 2 . L e mouvement uniforme eft donc 
celui d'un corps qui fe meut toujours de la 
même manière ; c'eft-à-dire , qui par-ourt 
toujours le même efpace dans le même 
intervalle de temps. 

Pour comparer les mouvements de deux 
corps qui ' fe meuvent uni formément , il faut 
confidérer l'efpace que chacun décrit dans 
un même temps déterminé , comme d'une 
m i n u t e , d'une féconde , &c. Ce t efpace eft, 
ce qu'on appel le , la Vîteffe. 

l 8 3 « La vîteffe d'un c o r p s , eft donc, à 
proprement parler , l'efpace que ce corps 
peut décrire uniformément dans l'intervalle 
de temps que l'on prend pour uni té . 

Ainfij> dans les mouvements uniformes àt 
deux c o r p s f i l'on compte le temps en fé
condes i ôc que l'un parcoure % pieds , par 



féconde ; ôc T a u t r e , 6 pieds par féconde ; 
je dirai que la vîteffe du premier eft de f 
pieds , ôc celle du fécond , de 6 pieds, 

1 8 4 » Mais fi , en prenant toujours la 
féconde pour unité de t e m p s , on me difoit 
qu'un corps a parcouru 100 pieds en cinq 
fécondes ; 100 pieds n 'exprimeroient pas la 
vîteffe y parce que cet efpace n'eft pas celui 
qui répond à l 'unité de t e m p s , à la lecoade $ 
mais je vois qu'à chaque féconde , il en par-
courroit le c inqu ième , ou 20 pieds ; c'eft-à-
d i r e , que pour avoir la vîteffe, je divife le 
nombre xoo, des parties de l'efpace parcouru, 
par le nombre £ des unités de temps qui fe 
font écoulées, D o n c , en g é n é r a l , la vîteffe 
eft égale à l'efpace divifé par* k temps ; car il 
eft clair en général que fi on partage l'efpace 
total en autant de parties égales qu'il y a 
d'unités de temps écoulées^ chacune fera l'ef
pace décrit pendant cet te unité de t e m p s , 
& par conféquent fera la vîteffe. Ainfi nom
mant V la vîteffe, E l'efpace parcouru pen
dant un t emps marqué par T, on a généra

lement , 5 c'eft un des principes fon

damentaux de la Méchanique , 

I 8 5\ L 'équat ion , donne non-

feulement la mefure de la vî teffe , mais en-



c o r e , celle de l'efpace & du temps. En 
effet , fi l 'on regarde fucceffivernent E & T 
comme inconnues , on aura par les règles 

ordinaires de l 'Algèbre, T= - , & E=prT, 

Ainfi ^?cw avoir /e temps y il faut divifer F ef
pace , ^a r /a vîteffe ; & pour avoir l'efpace, il 
faut multiplier la vîteffe par le temps. 

Par exemple , fi l'on demande quel temps 
i l faut pour décrire 200 p i e d s , avec une 
vîteffe qui feroit conftamment de <; pieds par 
féconde ; il eft clair qu'il faudra autant de 
fécondes qu'il y aura de fois j pieds dans 200 
pieds ; c'eft-à-dire, qu'on aura ce temps ou ce 
nombre de fécondes, en divifant l'efpace 200, 
par la vîteffe 5* ; il faudra donc 20 fécondes , 
c'eft - à - d i r e un* nombre de fécondes é g a l a 
l'efpace divifé par la vîteffe. 

Parei l lement fi l'on demande quel efpace 
décr i ro i t , en 20 fécondes de t e m p s , un corps 
qui feroit mu avec une vîteffe confiante de 5* 
pieds par féconde; il eft clair qu'il décrira 20 
fois 5* pieds ; c 'eft-à-dire, qu'il faut multiplier 
la vîteffe par le temps. 

Ain fi , fi nous employons ici des carac
tères algébriques ce n'eft pas qu'ils foient 
néceffaires pour faciliter l ' intelligence de 
ces premières véri tés . Mais ils font utiles 
pour foulager la mémoire. O n voit en effet 



par cet exemple , que le premier principe, 
étant une fois dans la mémoire , on peut 
toujours facilement retrouver les deux au
tres , en appliquant les règles o rd ina i res , à 
ce premier principe traduit algébriquement. 

I S 6' Il eft donc facile maintenant d© 
comparer les mouvements uniformes de deux, 
ou d'un plus grand nombre de corps. . Par 
exemple , fi l'on me demande dans quel r ap
port font les vîtefles de deux corps , qui décri
vent des efpaces connus E&te, dans des temps 
connus Tèc t, refpeclivement. En nommant 
V&c u les vîtefTes de ces deux corps , j aurai 

V = | , & u = (184) ; donc V: u: . - | . . f ; 

c 'eft-à-dire , que les viteffes font comme les 
efpaces divifes par les temps. 

En un m o t , qu'il s'agifle de comparer les 
vîtelTes , ou les efpaces , ou les temps , le 
principe que nous venons de donner ( 1 8 4 ) 
donnera l'exprefïion de chacune de ces cho-
fes, pour chaque corps ; il n'y aura donc 
qu'à comparer ces expreffions. Par exemple , 
fi je veux comparer les efpaces : ce principe 

me donne V~ 9 d'où j ^ t ire E= VT \ 

donc pour le fécond corps , j 'aurai pareille
ment e = u t ; donc E : e : : VT : ut ; c'eft-à-
d i re , que les efpaces font comme les vîtejfes 
multipliées par les temps. 



1 8 7 * D e ces trois chofes > l 'efpace, le 
t e m p s , & la vîteffe, fi l'on veut en comparer 
d e u x , lorfque la troifieme eft la même pour 
chaque c o r p s , il n'y a qu'à chercher , de 
m ê m e , l'expreflion de cet te t roif ieme 5 pour 
chaque corps , ôc égaler ces deux expref-
fions. Par exemple , fi je veux favoir quel 
eft le rapport des efpaces quand les vîteffes 

font les m ê m e s , j 'ai V— % & u— *- ; donc 

puifqu'on fuppofe V= u* on a y , ou 

E t *=e Tj d'où l'on tire E :e : : T:t \ c'eft-
à-dire qu'û vîteffes égales, les ejpaces J~nt com
me les temps. O n trouvera de même quV/z temps 
Vgalj les ejpaces font comme les vîteffes ; & que 
pour que deux corps décrivent le même efpace, 
il faut que leurs vîteffes foient réciproquement 
proportionnelles aux temps. E n effet , on a 
E = VT&Lc = ut, donc fi £ = e , on a 
Vt—u t, d'où I o n t i re V: u i : t : 71 

A in f i , le feul principe V •=• y donne le 

moyen de comparer toutes les circonftanceî 
des mouvements uniformes. 

Des Forces & de la quantité de 

Mouvement. 

1 8 8 . L a fomme des parties matérielles 
don t un corps eft compofé , eft ce qu'on 



appelle fa Maffe ; mais dans l'ufage que nous 
ferons de ce m o t , nous entendrons le nom
bre qui exprime de combien de parties mai 
térielles le corps efl: comj7t>fé. 

La f o r c e a i n f i que nous l'avons déjà d i t , 
eft la caufe qui m e u t , ou tend à mouvoir ua 
corps. 

Comme les forces ne nous intéreffent que 
par leurs effets , ce n'eft que par les effets 
dont elles font capables , que nous devons les 
mefurer. O r l'effet d'une force eft de faire 
paffer dans chaque particule matériel le d'un 
corps , une certaine vîteffe. D o n c il toutes 
les parties reçoivent la même vîteffe, comme 
nous le fuppoferons i c i , l'effet de la caufe 
motrice a pour mefure la vîteffe mult ipl iée 
par le nombre des parties matérielles du 
corps , c'eft-à-dire , par la maffe. D o n c la 
force Je mefure par la vîteffe qu'elle peut im
primer à une maffe connue , multipliée par 
cette maffe, 

I g 9 . L e produit de la maffe d 'un corps, 
par fa vî teffe , s'appelle la quantité de mou
vement de ce corps. Les forces Je mefurent 
donc par la quantité de mouvement qu elles font 
capables de produire. 

Ainfi , fi nous défignons ce p r o d u i t , per 
F', la maffe, par M-, & l a vîteffe par V> nous 
aurons F~M F. 



F F 

Cette équation donne V= , & 
qui font voir i ° . que connoiffant la force mo
trice d'un corps & fa maffe , on /aura quelle 
vîteffe il doit avoir, en divifant la force motrice 
par la majfe. 20. Q u e connoiffant la force 
motrice & la vîteffe , on faura quelle ejl la majfe 
qui peut avoir cette vîteffe & cette force motrice, 
en divifant la force motrice par la vîteffe. 

Mais il ne faut pas perdre de vue , que ce 
que nous entendons ici par F, ou par la force 
m o t r i c e , c'eft l'effet dont eft capable la caufe 
qui engendre le mouvement. C'eft cet effet 
feul qu'on peut faire e n t r e r , & qu'on a be-
foin de faire entrer dans le calcul. 

1 9 0 . D o n c Ci f marque la force motrice 
d'une autre maiTe m , & u la vîteffe de cette 
maffe, on aura de même f=mu; donc F ; 
f : : M V : m u ; c'eft-à-dire , que les forces 
motrices font comme les maffes multipliées pat 
les vîteffes. 

E t fi de chacune des deux équations F^ 
M V, ôcf^mu , on tire les valeurs de M 
Se de my puis celles de V &l de u ; on aura 
le rapport des maffes , par celui des forces & 
des vîteffes ; & celui des vîteffes, par les 
forces & les mafTes; d'où l'on conclura i°» 
qu'à maffes égales, les forces motrices font com
me Us vîteffes ; 2 0 . qu'à vîteffes égales, les for-

ces 



ces motrices font comme les majfes ; 3 0 , ôc qu'en
fin fi les forces motrices font égales, les vitejjes 
font en raijon inverfe des majfes ; ce que Ton 
trouvera facilement en égalant fuccefïive-
ment la valeur de M à celle de m ; celle de 
V à celle de u ; ôc enfin celle de F à celle 
d e / ; l 'équation réfultante , rédui te ôc con
vertie en p r o p o r t i o n , démontre chacune dé 
ces proport ions . 

Remarque* 

I 9 I . L a maffe ou le nombre des part ie l 
matérielles d 'un corps , dépend de fon vo
lume ôc de ce qu'on appelle fa denfité. Com
me les corps font pénétrés d'un très - grand 
nombre de vuides qu'on appelle pores, leur 
quantité de matière n'eft pas proport ionnel le 
à leur volume ; mais fous le même volume 
il y a d'autant plus de matière que les parties 
font plus ferrées : ôc c'eft cet te plus ou moins 
grande proximité -des parties qu'on appelle 
denfité. E n forte qu 'on d i t , un tel corps eft 
plus denfe qu 'un tel autre corps , lorfqu'à 
volume égal il renferme plus de matière que 
ce dernier. O n dit au contraire qu' i l eft 
moins denfe ou plus rare lorfqu'à volume 
égal il renferme moins de matière. 

La denfité fert donc à juger du nombre des 

Q 



part ies matérielles , lorfque le volume eiî 
connu ; ainfi on peut regarder la denfité 
comme repréfentant le nombre des parties 
matérielles- d'un volume déterminé ; quand 
on dit l 'or eft 15) fois auffi denfe que l'eau , 
cela veut d i r e , l 'or cont ient 19 fois autant de 
part ies que l 'eau, dans un même efpace. 

E n fe repréfentant la denfité comme 
exprimant le nombre des parties maté
rielles d'un volume déterminé que l'on 
prend pour unité de volume ; il eft clair que 
pour avoir la maffe, ou le nombre total 
des parties matérielles d'un corps dont 
l e volume eft c o n n u , il faut multiplier la 
denfité par le volume. Par exemple , fi la 
denfi té d'un pouce cube d'or eft représentée 
par 1 9 , la quanti té de matière de 10 pouces 
cubes d ' o r , fera 10 fois 19. Ainf i , repré
fentant généralement la maffe par M, le vo
lume ou la folidité par .S Ôc la denfité par D, 
o n aura M — S x D ; par où il fera facile de 
comparer les maffes, les volumes Ôc les den
sités des corps. 

N o u s verrons dans p e u , que les malles 
des corps font proportioneîles à leur poids; 
ainfi , dans l'ufage , on pourra fubftituer 1« 
poids à la maffe. 



Des Mouvements uniformément 

accélérés* 

192. Un corps qui n'a reçu qu'une im* 
pulfion, perfévere dans Ton mouvement avec 
la même vîteffe, & dans la même direction 
qu'il a eue au premier infhmt ( 181 ). Mais 
s'il vient à recevoir une nouvelle impuliîon 
dans le même f e n s , ou en fens contraire de 
la première , il fe meut a l o r s , avec une vî* 
teffe égale à la fomme ou à la différence des 
deux vîteffes qu'il a reçues fuccefïivement : 
cela eft évident . 

Donc Ci l 'on conçoit qu'à des intervalle^ 
de temps dé te rminés , le corps reçoive de 
nouvelles impulf ions, dans le même f e n s , 
ou en fens contraire de la p remière , il fera 
mu d'un mouvement v a w ou inégal ; fa vî
teffe fera différente au commencement d e 
chaque intervalle de temps 

Quo i qu'il en f o i t , fa vîteffe au bout d'un 
temps quelconque doit s'eftimer par l'efpace 
qu'il feroit alors capable de décrire pendant 
l'unité de temps $ Ci fon mouvement deve-
noit uniforme à compter de l'inftant où l 'on 
confidere ce t t e vîteffe. 

On appelle en général force accélératrice , 
toute force qui agit fur un mobile pour faire 

Q 3 



varier fcm mouvement . Lorfqu'à des inter
valles de temps é g a u x , elle agit également , 
on l 'appelle force accélératrice confiante , ou 

force retardatrice confiante, félon qu'elle tend 
à augmenter ou diminuer la vîteffe actuelle 
du mobile. 

Examinons préfentement les circonftan-
ces du mouvement uniformément accéléré. 

1 9 3* Puifque dans ce mouvement, la force 
accélératrice agit toujours de la même maniè
re , fi l'on fuppofe que g foit la vîteffe qu'elle 
c o m m u n i q u e , à chaque unité de t e m p s , il 
eft clair que les vîteffes fuccefïives du mobile 
feront g} 2g, 3 g ; enforte qu'après un nombre 
d 'uni tés de temps marqué par t, la vîteffe ac-
quife fera g pris autant de fois qu'il y a d'u
ni tés dans f ; c'eft-à-dire , fera gxt ou gt. 

194« D o n c i ° . dans le mouvement uni
formément accé lé ré , les nombres de degrés 
de vîteffe que le mobile acqu ie r t , croiffent 
comme les nombres d'intervalles pendant 
lefquels dure le mouvement ; ce que l'on 
expr ime, en difant : Le; vîteffes acquifes font 
comme les temps écoules depuis le commence-
ment du mouvement. 

Ainf i , fi l'on appelle u la vîteffe que le 
mobile a acquife au bout du temps t, on a 
u=gt 

2°. Les vîteffes que le mobile fe trouve 



avoir fuccefîivement pendant la durée de 
chacun des intervalles confécutifs, forment 

donc une progreffion ar i thmétique — g. 2g. 

3g. &c. dont le dernier terme eft gt ou ôc 
dont le nombre des termes eût, c'eft-à--dire, 
eft marqué par le nombre des actions de la 
force accélératrice. 

3 0 . E t puifque ces vîteffes g, 2g, ôcc. ne 
font autre chofe , chacune , que l'efpace que 
le mobile peut décrire pendant l ' intervalle 
correfpondant ( 1 8 3 ) . l'efpace total décr i t 
pendant le temps t , fera donc la fomme des 
termes de cet te pro rgreiîlon ar i thmétique ; 
c'eft-à-dire (Alg. 2 3 2 ) , qu'il fera exprimé par 

(g-+-uj* . D o n c fi Ton nomme e cet efpace 

total parcouru depuis le commencement du 

mouvement., on aura e =fg-+-uj 

1 9 5» Concevons , m a i n t e n a n t , que la 
force accélératrice agit fans in te r rup t ion , ou, 
ce qui revient au même , concevons que le 
temps t foit partagé en une infinité de parties 
infiniment petites que nous appellerons des 
inftants ; &: qu'à la naiffance ou à la fin de 
chaque inftant, la force accélératrice donne 
une impulfion au mobile. Concevons de 
plus qu'elle agit par degrés infiniment pet i t s . 
Alors g é tant infiniment pet i te par rapport 

Q 3 



à u qui eft la vîtefle acquife pendant le 
nombre infini d'inftants marqué par t , on 

doi t dans l 'équation > omettre 

& l 'on a fimplement e 

i ç ô o Cela p o f é , imaginons qu'au bout 
du temps t la force accélératrice ceffe d'a
gir ; le corps ( 1 8 1 ) perfévérera donc dans 
fon mouvement avec la vîtefTe u qu'il aura 
acquife j c'eft-à-dire , qu'à chaque unité de 
temps 9 il décrira un efpace = u ( 183 ) ; 
donc s'il continuoit de fe mouvoir avec cette 
même vîteffe pendant le temps t > il décri-
roi t un efpace = u x t, c'eft-à-dire , le dou
ble de celui e ou qu'il a décri t (ip5) dans 

un temps é g a l , par l'action fuccefîive de la 
force accélératrice. D o n c dans le mouvement 
uniformément & continuellement accéléré) l'ef
face décrit pendant un certain temps , eji la 
moitié de celui que le mobile peut décrire dans 
un temps égal J avec la vîteffe acquife 3 conti
nuée uniformément. 

1 9 7 , Puifque ( 194) les vîteffes acquifes 
croiffent comme les temps é c o u l é s , fi l'on 
appelle p la vîtelle acquife au bout d'une 
f éconde , alors la vîteffe acquife , après un 
nombre % de fécondes; fera p t ; ainfi on 



aura u~p t. L 'équat ion , t rouvée 

ci - deffus , deviendra donc D o n c 

fi l'on repréfente par E , un autre efpace 
décrit de la même manière pendant un autre 

temps T9 on aura de même ; d'où 

l'un conclura e. : E : : :tt:TT; 

ce qui nous apprend que les efpaces parcourus 
d'un mouvement uniformément & continuelle* 
ment accéléré j font comme les quarrés des temps 

1 9 8 . E t puifque ( 15)4.) les vîteffes font 
dans le rapport des temps , les efpaces font 
donc aujji j dans le rapport des quarrés des 
vîteffes. 

I 9 9 » Donc les vîteffes & les temps t font 
comme les racines quarrées des efpaces par' 
courus depuis le commencement du mouvement, 

200. T o u t cela s'applique également aux 
mouvements uniformément re ta rdés , pourvu 
que , par les t e m p s , on entende ceux qui 
relient à s'écouler jufqu'à l 'extin&ion de la 
vîteffe ; & que par les efpaces , on entende 
ceux qui reftent à décrire jufqu'à l 'extin&ion 
de la vîteffe. 

2 0 1 . Dans l 'équation , que nous 

avons t rouvée ci-ceffus ( 191)y la q u a n t i t é s 
Q 4 



Î>ar laquelle nous avons entendu la vîteffe que 
a force accélératrice eft capable d'engendrer 

par fon action fucce(fivernent pendant une 
féconde de temps , eft ce que nous appel
lerons la force accélératrice ; parce que nous 
devons juger de cet te force par l'effet qu'elta 
eft capable de produire dans le mob i l e , dans 
un temps déterminé ; effet qui n'eft autre que 
de lui communiquer une certaine vîteffe. 

Du Mouvement libre des corps pejants, 

101. C'eft à l'efpece de mouvement que 
nous venons de confidérer , qu'on doit rap
porter le mouvement des corps pefants. 
Mais avant d'appliquer à oet ob je t , la théorie 
que nous venons d 'expl iquer , il eft à propos 
de faire connaî t re quelques faits concernant 
la pefanteur. 

Ce que nous entendons par pefanteur , 
c'eft la force qui follicite les corps à defeen-
dre fuivant des lignes verticales ou perpen
diculaires à la furface dés eaux. Si la t e r r e , 
ou fi la furface des eaux é to i t parfaitement 
fphérique, les directions de la pefanteur con-
courroient toutes au centre. Mais quoi* 
que cet te furface ne foit pas parfaitement 
fphérique , elle s'en éloigne peu ; enforte? 
que i pour les objets que nous avons à 



t ra i ter , nous pouvons regarder , fans aucune 
erreur fenfible , les directions de la pefan-
t e u r , comme concourant au centre de la 
terre. 

Nous avons déjà eu occafion de dire 
(Géom. 31 y) que le rayon de la terre confé
dérée comme fphér ique , eft de 19611500 
pieds. De-là il eft aifé de conclure qu'il fau t , 
fur la furface de la terre , une étendue de 
16 toifes pour répondre à un angle d'une 
féconde au centre de la terre. Ainfi , dans 
une machine qui auroit 16 toifes de longueur, 
il ne s'en faudroit que d'un angle d'une fé
conde , que les directions de la pefanteur , 
aux deux ex t r émi t é s , ne fuffent parallèles. 
Donc , dans un même lieu , on peut regarder les 
dirâions de la pefanteur comme parallèles. 

Quant à la grandeur de cet te force ; à par 
ler r igoureufement , elle eft différente à dif
férentes dilfances de l ' équa teur , & à diffé
rents éloignements du centre de la terre . 
Mais les quanti tés dont elle diffère, par les 
différentes diftances où l'on peut être de 
l'équateur , font très-petites , & ne nous 
importent en aucune manière , pour le p rê 
tent. Il en eft de même des diminutions 
qu'elle fubit à mefure qu'on s'éloigne du 
centre de la terre : elles ne peuvent être 
fenfibles que par des changements de dif-



tance beaucoup plus confidérables que ne 
font les hauteurs auxquelles nous pouvons 
nous é l e v e r , ou les profondeurs auxquelles 
nous pouvons defcendre; ainfi , nous regar
derons , i c i , la pefanteur comme une force 
qui eft par-tout la même ; c'eft-à-dire , qui 
follicite les corps à defcendre d'une même 
quant i té dans un même temps. 

I l faut confidérer cet te force , comme 
agiffant , & agiffant également à chaque 
inftant, fur chaque partie de la matière . Or 
il eft clair que fi chacune des parties d'un 
corps reçoit la même vîteile , la total i té ne 
fera mue qu'avec la même vîteffe que rece-
vroi t une feule des parties détachée de la 
maffe ; enforte que la vîteffe que la pefan
teur imprime à une maffe quelconque , ne. 
dépend point de la grandeur de cet te maffe : 
elle eft la même pour une pet i te maffe que 
pour une grande. I l eft v r a i , c e p e n d a n t , que 
nous ne voyons pas tous les corps tomber 
d'une même hauteur dans le même temps ; 
mais ce t te différence eft l'effet de la réOftance 
d e l ' a i r , ainfi que nous le verrons par la 
fuite : auffi lorfqu'on laiffe tomber des corps 
dans un efpace vuide d'air , obferve-t-on que 
des corps très-différents en maffe, tombent 
néanmoins d'une même hauteur dans le 
même-temps. 



Il faut bien dif t inguer, i c i , entre l'effet 
de la pefanteur ôc celui du poids. L'effet de 
la pefanteur eft de faire paffer ou de tendre 
à faire paffer dans chaque partie de la ma
tière une certaine vîteffe , qui eft abfolument 
indépendante du nombre des parties m a t é 
rielles. Mais le poids eft égal a l'effort que 
l'on doit exercer, pour empêcher qu'une maffe 
propofée n'obéiffe à fa pefanteur. O r cet ef
fort dépend de deux chofes ; favoi r , de la 
vîteffe que la pefanteur tend à imprimera cha
que pa r t i e , & du nombre des parties qu'el le 
anime ou qu'elle tend à animer. Mais com
me la vîteffe que la pefanteur tend à impr i 
mer , eft la même pour chaque partie de la 
matière , l'effort que l'on a à exercer , eft 
proportionnel au nombre des parties de la 
matière ; c'eft-à-dire , à la maffe. Ainfi le 
poids dépend de la maffe, & la pefanteur n'en 
dépend nullement. Cette obfervation , fur le 
poids des c o r p s , établit ce que nous avons 
avancé ( i p i ) 3 favoir , que ia maffe eft p ro
portionnelle au poids, 

2 0 3 , Après ces éclairciffements fur la 
pefanteur, venons aux loix du mouvement 
des corps pefants. 

Puifque la pefanteur agit également , & 
fans in te r rupt ion , à quelque diftance que le 
C o r p s fe t rouve de la furface de la terre ^ 



(DU moins pour LES diftances AUXQUELLES nous 
pouvons nous élever) la pefanteur EFT donc 
UNE force accélératrice confiante , qui , à 
chaque infiant , fait paffer dans le mobile 
UN nouveau degré de vîteffe , qui eft tou
jours le même pour chaque inftant égal : 
EN forte que ( 194. & Juiv. ) les vîteffes ac-
quifes augmentent comme les temps écou
l é s ; les efpaces parcourus font comme les 
quarrés des t e m p s , ou comme les quarrés 
des vîteffes ; les vîteffes font comme les 
racines quarrées des efpaces parcourus ; les 
temps font aufti comme les racines quarrées 
des efpaces parcourus : en un m o t , tout ce 
que nous avons dit des forces accélératrices 
confiantes, s'applique l i t téralement à la pe
fanteur. Bien en tendu , que dans tout ceci , 
nous faifons abftra£tion de la réfiftance de 
l'air ôc de tout autre obftacle. 

I l ne s'agit d o n c , pour pouvoir détermi
ner , les temps , les efpaces , ôc les vîteffes 
dans le mouvement des corps graves , que 
de CONNOÎTFE un feul effet de la pefanteur 
dans un temps déterminé. Car les équations 

u —p t, e= p-^— , nous met t ron t en état 

de déterminer tous ces objets , dès qu'une 
fois nous fçaurons la valeur de p. 

Rappel ions-nous donc QUE par />( 197 )3 



nous avons entendu la vîteffe que le mobile 
acquiert au bout d'une féconde de temps. O r 
on fait par expérience ( ôc nous verrons par 
la fuite , comment on l'a t rouvé ) qu'un 
corps à qui l'air ne fait point de réfiftance 
fenfible , tombe de pieds ôc , ou plus 
exactement. de , 098 dans la première 
féconde de fa chute. 

D'ailleurs nous avons vu ( 196) qu'avec 
la vîteffe acquife par une fuite d'accéléra
tions , le mobile pourroit décrire d'un mou
vement uni forme, un efpace d o u b l e , dans 
le même temps. D o n c la vîteffe qu'un corps 
pefant a acquis au bout de la première fé
conde de fa c h u t e , eft telle que fi la pe
fanteur ceffoit d 'agir , il décriroit le double 
de 15: pieds ôc c'eft-à-dire 30P, 2 à cha
que féconde. Donc/? = 30 , 2. 

204» M a i n t e n a n t , l 'équation u = p t 9 

ôc l 'équation e = / " ~ ? nous font v o i r ; la 

première, que pour avoir la vîteffe qu'un 
corps pefant a acquife après être tombé pen
dant un nombre / de fécondes , il faut mul
tiplier celle qu'il acquiert pendant la p re 
mière f éconds , par ce nombre t de fé
condes. 

D o n c , lorfqu un corps pefant eft tombe]pen
dant un certain nombre de f coudes , la Vîteffe 



qu'il a acquife , eft telle que fi la pefanteur 
ceffoit d'agir, il décrit oit, par chaque jeconde , 
autant de fois 30 p , 2 ^¿//7 JV/Z écoulé de Jecon-
des. Ainl i , un corps qui a employé 7 leçon* 
des à t o m b e r , fe meut au bout de 7 fé
condes , avec une vîteffe à parcourir 7 fois 
3 o p , 2 ou 2 1 1 pieds ôc f par féconde , fans 
aucune nouvelle accélération. 

205*. L a féconde équation e = ^ i - = a 

\pt*i fait voir que pour avoir l'efpace e ou 
la hauteur e dont un corps pefant tombe 
dans un nombre t de fécondes , il faut mul
t ipl ier ~p9 c 'ef t -à-dire , la quanti té dent il 
t ombe dans la première féconde, la multi
p l i e r , dis- je , par le quarré du nombre des 
fécondes. 

D o n c la hauteur dont un corps pefant tombe 
pendant un nombre t de fécondes , efl d'autant 
de fis iy pieds &~ , qu'il y a d'unités dans le 
quarré de ce nombre de fécondes. Ainfi quand 
un corps a employé 7 fécondes à tomber , 
on peut être affuré qu'il eft tombé de 4 9 fois 
I $?, 1 , c'eft-à~dire, de 740 pieds à très-peu 
près ; en fuppofant toujours que la réfiftance 
de l'air n'ait pas lieu. O n voit donc que 
quand on connoît le temps écoulé , rien n'eft 
plus aifé que de déterminer la vîteffe acqui
fe , ôc l'efpace parcouru* 



2O6» Si l 'on veut favoir combien de 
temps un corps employeroit à tomber d 'une 
hauteur connue : l 'équation, e =» ~p i 1 , donne 

F =a ôc par conféquent / 

c'eft-à-dire, qu'il faut chercher combien ce t te 
hauteur e cont ient de fois la hauteur 7 p don t 
un corps pefant tombe dans la première fé
conde , ôc t irer la racine quarrée de ce n o m 
bre de fois. 

OlOJ. Veut -on favoir de quelle hauteur 
un corps pefant devroit tomber pour acqué
rir une vîteffe co rnue , c'eft-à-dire , une vî
teffe à parcourir uniformément un certain 
nombre de pieds , par féconde. Alors de l'é
quation u=pt, je t ire la valeur de t qui eft 

t—^-Y je la fubftitue dans l 'équation e =• 

~p t*; ôc j 'ai c*=\px jp==Urp> < l u i "ap
prend que pour connoître la hauteur e dont un 
corps pefant devroit tomber pour acquérir une 
vîteffe u d'un certain nombre de pieds par fecon* 
de, il faut divifer le quarré de ce nombre de 
pieds, par le double de la vîteffe qu'un corps pe
fant acquiert au bout de la première féconde ; 
cejl-à-dipe j par 60, 4 . 

Ainf i , fi je veux favoir de quelle hauteur 
un corps pefant devroi t tomber pour acquêt 
tir une vîteffe de i c o pieds par féconde., je 



«iivife le quarrc de 100 , c'eft-à-dire, iôooo, ' 
par 60 , 4 ; le quot ient 165 j - m'apprend 
qu'un corp^ doit tomber de 165 p i e d s - j , 
pour acquérir une vît elle de 100 pieds par 
féconde. 

Il eft évident qu'on fe conduiroit de mê-
me , pour déterminer à quelle hauteur mon
tera un corps j e t t e vert icalement avec une 
vîteffe connue. 

10g. Comme on p e u t , ainfi qu 'on le 
voi t par ces exemples , déterminer facile
ment toutes les circonftances du mouvement 
des corps pefants , c'eft à ces mouvements 
qu'on rapporte le plus communément , tous 
les autres mouvements-; en forte que fou-
vent au lieu de donner immédiatement la 
vîteffe d'un c o r p s , on donne la hauteur d'où 
il auroit dû tomber pour acquérir cette 
vîteffe, par l'aclion de la pefanteur. Nous 
aurons occafion d'en voir des exemples. 

Obfervons donc pour récapituler , que 
toutes les circonftances du mouvement accé
léré , èc par conféquent du mouvement des 
corps g raves , font comprifes dans les deux 
équations u =±=p t, e = 7 p r a ; en forte que 
p é tant connu , dès que l'on connoîtra l'une 
de ces trois chofes , le temps , l'efpace ôc 1* 
vîteffe, on peut toujours trouver les deux 
a u t r e s , foit immédiatement par l 'une ou l'au

tre 



trede ces deux équa t ions , foit par le concours 
des deux , combinées comme nous venons 
de le faire ( 207 ). 

Des Mouvements variés de quelque 

manière que ce foit. 

209 . Lorfcjue le mobile eft fournis à 
l'action d'une force qui agit fur lui fans in te r 
ruption , mais d'une manière différente à 
chaque inftant, le mouvement s 'appel le , en 
général , mouvement varié. O n a des exem
ples de mouvement varié dans le débande-^ 
ment des refforts : quoique la vîteffe aille en 
augmentant, cependant les degrés par lefquels 
elle augmente vont en diminuant. I l en eft 
de mêqie des degrés par lefquels le mouve
ment du navire arrive à l 'uniformité : l 'action 
du vent fur les voiles diminue à rnefure que 
le navire acquiert du mouvement , parce 
qu'il échappe d'autant plus à ce t te a c t i o n , 
qu'il a plus de vîteffe. 

2 1 0 . L e s principes néceffaires pour d é 
terminer les circonftances de ces mouve
ments , fe déduifent facilement de ce que 
ftous avons di t fur les mouvements unifor
mes & fur les mouvements uniformément 
accélérés : Vo ic i comment on y parvient.-, 

K 



i ° D e quelque manière que le mouvement 
foit v a r i é , fi on le confidere par rapport à 
des inftants infiniment p e t i t s , on peut fuppo-
fer que la vîteffe ne change point pendant 
la durée de cet inftant. O r lorfque le mouve
ment eft uni forme, la vîteffe a pour expreffion 
l'efpace décrit pendant un temps quelconque t> 
divifé par ce même temps t. D o n c lorfque le 
mouvement ne fera uniforme que pendant un 
inftant , la vîteffe doit avoir pour expreffion, 
l 'efpace infiniment pet i t décrit pendant cet hu> 
t a n t , divifé par cet inftant. D o n c fi e repréfente 
l'efpace décri t d 'un mouvement var iable , pen
dant le temps quelconque t,de repréfentera ce 
qui eft décri t uniformément p e n d a n t l'inftant 

d t ; on aura donc u = 9 ou de = u d t\ 

première équation fondamentale des mouvements 
variés. 

2 1 1 . 2 ° . L 'équat ion u = p t, trouvée 
( 1 9 7 ) , & qui exprime le rapport des vîteffes 
aux t e m p s , dans les mouvements uniformé
ment accélérés , donne p = —. C 'eft-à-dire } 

que quand la force accéléra t r ice , ou plutôt 
l a quanti té p par laquelle on la mefure ( 201 ) 
eft confiante, elle a pour expreffion, la vî
teffe u qu'elle engendre pendant un certain 
temps t , divifée par ce temps t. Donc fi 
ce t te force accélératrice p agit différemment 



d'un inftant à l ' au t re ; c'eft-à-dire, fi elle ffeft 
conftante que pendant un inftant , elle doi t 
avoir pour expreffien Ja vîteffe qu'elle en
gendre pendant cet inftant, divifée par cet 
inftant; c'eft-à-dire, qu'elle doi t avoir pour 
expreflion l'accroiffement de la vî teffe , di-
vifé par l'accroiffement du temps ; on aura 

donc p = — , o u ^ = pdt, féconde équation 

jondamentaie des mouvements variés. 

i l 1. Dans l 'équation u =p t nous avons 
entendu (167) par p ^ la vîteffe que la force 
accélératrice engendreroit dans le mobile 
pendant un temps déterminé ( comme d'une 
féconde ) : par une action continuée & tou
jours égale. Dans l 'équation du—pdt, on 
doit entendre la même chofe. Mais il faut 
obferver que la force accélératrice é tant fup-
pofée var iab le , la quant i té p qui repréfente 
la vîteffe qu'elle feroit capable d 'engendrer 
fi elle agiffoit comme force accélératrice 
conftante pendant une féconde, cet te quan
tité p eft différente pour tous les inftants du 
mouvement. E n effet, on conçoit aifément 
que lorfque la force accélératrice devient 
plus pe t i t e , la vîteffe qu'elle feroit capable 
d'engendrer dans une féconde , par fon ac
tion actuelle répétée également pendant cha
que inftant de cet te féconde , doi t être plws 
petite c> vice versa. R st 



2 l 3 . Les deux équations de^udt, 
du==ptd, peuvent en fournir une troifieme 
.que Ton emploie encore avec avantage : la 
voici . 

D e l 'équation c f e = u dt, on t ire dt = —. 

fubftituant cet te valeur dans l'équation 
du pi d, on a , toute réduction fai te , 
p de=udu. 

1 I 4» R e m a r q u o n s , que dans le raifon-
nement par lequel nous fommes parvenus à 
l 'équation du = p dt ( 2 1 1 ) , nous avons 
regardé la vîteffe comme croifïante. Si elle 
al loi t en diminuant , il faudroit ( a i ) , au lieu 
de du, met t re — du\ enforte que les deux 
équations du*=pdt> fkpde = u du, doivent 
ê t re écrites a inf i , ^du—pdt, &.pde==-± 
udu, le figne fupérieur étant pour le mou
vement accéléré ; ôc le figne infér ieur , pour 
le mouvement re tardé. 

ii ç. Il y a une quatrième équation qu'on peut déduire d« 
deux équations fondamentales, & qu'il ne faut pas omettre : 
la voici. 

L'équation de^udt, donne < ; donc d u 

Subftiuiant cette valeur dans l'équation pdt = ^du, on* 

Si l'on (ùppofe (comme on en efl bien le maître) que DT 

foît confiant, on zt > ou 

Mais il faut bien fe fôuvenir que l'équation p d t* = ;£ 



ïûppoiè dt confiant. Lorfqu'on fiitdt variable, on emploie 

l'équation 

Nous aurons plus d 'une occafion d 'appli
quer ut i lement ces formules. Mais ne perdons 
pas de vue que la quantité p qu'elles renfer
ment , r ep ré fen te , pour chaque inf iant , la 
vîteffe que la force accélératrice feroit capa
ble de faire naître dans le m o b i l e , dans un 
intervalle de temps connu , comme d 'une 
féconde, fi pendant cet te féconde elle agif-
foit comme force accélératrice confiante ; en 
forte que , corsme cet te quantité p mefure 
pour chaque infiant l'effet dont la force 
accélératrice efl capable , nous lui donne
rons , pour a b r é g e r , le nom de force accé
lératrice. 

De l'Equilibre entre des forces directement 

oppofées. 

i l 6. N o u s venons de confidérer le mou
vement que doit avoir un corps fournis à 
l'a&ion d'une force qui agit fur l u i , toujours 
fuivant une même direction. Mais nous n'a
vons pas encore fait mention de la maniere 
dont le mouvement paffe dans le mobile. C eft 
un objet qu ' i l n'eft pas moins important 
d'examiner > mais comme les loix de la com-

R 3 



municatïon du m o u v e m e n t , dépendant d« 
celles de l ' équ i l ib re , ainft que nous le ver
rons par la fuite , il faut commencer par 
nous occuper de celles-ci. I l n'eft queftion, 
pour le p ré fen t , que de l 'équilibre entre des 
forces directement oppofées. 

Nous repréfenterons les fo rces , ainfî que 
nous l 'avons déjà d i t , par les effets qu'elles 
font capables de produire ; c'eft - à - dire , 
c h a c u n e , par la quanti té de mouvement d'u
ne maffe déterminée. Mais pour ne point 
embraifer t rop d'objets à la fo i s , nous con-
fidérerpns ces malles comme réduites chacune 
à un feul p o i n t , auquel , par la penfée , nous 
at t r ibuerons la même q u a l i t é de matière 
qu'au corps dont il t iendra lieu. Nous ver
r o n s , par la fu i te , qu'il y a , en effet , dans 
tous les corps , un point par lequel le mou
vement fe t ranfmet , comme fi toute la maffe 
y é toi t concentrée. Au furplus , nous con-
fidérerons les corps ( jufqu'à ce que nous 
aver t i r ions du contraire ) comme compofes 
de parties abfolument dures Ôc liées les unes 
aux autres , de manière à ne pouvoir changer 
leurs fituations refpectives, par l'action d'au
cune force. 

2 1 7 - Cela pofé , concevons (Fig. 5*4) 
deux maffes M ôc m ; la p r e m i è r e , mue de 
A vers C avec une vîtefTe \ la féconde ; 



mue de C vers A, avec une vîteffe 11 ; iorf-
que ces deux mafTes viendront à fe rencon
trer , elles fe feront équil ibre fi la quanti té 
de mouvement de M , eft égale à la quant i té 
de mouvement de m ; c'eft-à-dire ( 1 8 9 ) , fi 
M V = m u. 

En effet, il eft d'abord évident que fi M. 
eft égal à m , ôc qu'en même temps les deux 
vîteffes V & u foient égales , il y aura équi
libre ; car alors la même raifon que l'on don-
neroit pour prouver que M doit l 'emporter 
fur m, prouveroi t auffi que m doit l 'empor
ter fur M> puifque tout eft égal de part & 
d'autre. 

2 1 8 . Suppofons préfentement que M eft 
double de m , mais qu'en même temps u eft 
double de V\ que , par exemple , M parcoure 
un pied par f éconde , & m deux pieds par fé
conde. Il eft clair que je puis confidérer M 
comme c o m p o r é de deux maffes égales à m ; 
& qu'à Finftant du choc je puis me repréfenter 
le corps m comme animé d'une vîteffe d'un 
pied par féconde , à laquelle on ajoute dans 
le même inftant une autre vîteffe d'un pied 
par féconde. Alors je puis me repréfentei' 
que dans le choc , la maffe m confume : 
de fes vîteffes contre une pareille pc, * 
de la maffe iW;Ôcfon autre vîtcfft: 
ia port ion égale ôc reftaate ds h. 



M a i n t e n a n t , fi au Heu de fuppofer les 
mafles M & m , dans le rapport de 2 à 1, ôc 
au contraire leurs vîteffes dans le rapport de 
¡1 à i y on les fuppofoit dans tou te autre rap
por t , on voit qu'on pourroit toujours fup
pofer la plus grande mafTe décompofée en 
un certain nombre de maffes égales à la plus 
pe t i te , dont chacune détrui t dans la plus 
pe t i te une vîteffe égale à la fienne, en forte 
ou on peu t établir comme géné ra l , le prin
cipe fuivant. 

P R I N C I P E F O N D A M E N T A L . Deux corps qui 
agiffenx. l'un Jur l'autre , fuivant des lignes 
directement oppofées 9 fe font équilibre , lorfqut 
leurs quantités de mouvement font égales ; 
c 'ef t -àdire , lorfque le produit d e l à maffe de 
l ' u n , par la vîteffe avec laquelle il tend à 
fe mouvo i r , eft égal au produit de la maffe 
de l 'autre par la vîteffe avec laquelle il tend 
aufîi à fe mouvoir . 

Ce t t e propofition a lien généralement foit 
qu'il s'agiffe de deux corps qui marchent 
l ibrement au devant l'un de l ' au t re , foit qu'il 
foit queftion de deux corps qui fe pouffent 
à l'aide d'une l igne M m inflexible ôc fans 
maffè ; foit enfin qu il fe t irent en fens con
t r a i r e s , à l 'aide d'un fil inextenfible Mm. E t 
réciproquement fi deux corps fe font équil i
b re 3 on doit conclure que leurs mouvements 



font diredtements oppofés , ôc que leurs quan
tités de mouvement font égales. 

2 1 9 . D o n c fi t r o i s , ou un plus grand 
nombre de corps M , 7 7 2 , 7 7 * ' , &c. (Fig. 55) qui 
fe meuvent ou tendent à fe mouvoir fur une 
même ligne , avec des vîteffes Vy u, v! fe 
font équil ibre , il faut que la fomme des 
quantités de mouvement de ceux qui agiffent 
dans un fens , foit égale à la fomme des 
quantités de mouvement de ceux qui agifTent 
en fens contraire. 

Car s'ils fe font équi l ibre , on peut tou
jours fuppofer que M. ôc m allant du même 
fens, m détrui t une partie du mouvement de 
77z', Ôc que M détrui t l 'autre. O r , fi l 'on nom
me x la vîteffe que m! perd par l'action de 
77z, on aura m! x pour la quantité de mou
vement qu'il perd par cet te même action ; 
on aura donc mu — m'x : le corps M n'aura 
donc plus à détruire dans m', que la quan
tité de mouvement reliante ; favoir , 777' u' —> 

x ; on aura donc M V~ m' u! — m'x ; ou s 

3 çaufe que m1 x — m w, on aura M V = 
m'u1 — 7/2 u j c'eft-à-dire, M V-t- mu = m! u\ 

Du Mouvement compofé* 

2 2 0 . N o u s fuppoferons encore que les ma£> 
fès auxquelles feront appliquées les forces 



dont nous allons pa r l e r , font concentrées 
en un point. 

O n appelle Mouvement compofé, celui que 
prend un corps follicité en même temps par 
plufieurs forces qui ont telles directions qu'on 
voudra . 

Si un corps M mu fuivant la l igne droite 
A B ( Fig. <;6) reçoit lorfqu'il eft arrivé au 
point M une impulfion fuivant une ligne MB 
perpendiculaire à la ligne A B ; ce t te impul-
îion ne peut produire d'autre effet que de 
l 'écarter de la l igne A B-, elle ne peut ni aug
menter , ni diminuer la vîteffe qu'il avoit pou* 
s'éloigner de CD perpendiculairement à cette 
l igne. En effet, la direction C D é tant per
pendiculaire à A B, il n'y a aucune raifon 
pour que la force qui agit fuivant C D pro-
duife un effet p lutôt à la droi te qu'à la gau
che de cet te l igne ; ôc comme elle ne peut 
en produire des deux cotés à la fois , elle 
n'en produira donc ni de l'un ni de l'autre. 

L e raifonnement eft le même , fi l'on fup-
pofe que le corps M é tant mu fuivant C B) 
vient à être frappé fuivant M B ; ce t te der
nière force n'ajoutera ni n o t e r a rien à la 
vîteffe avec laquelle le corps M tendoit a 
s 'éloigner de M B. 

£ 2 1. P R I N C I P E F O N D A M E N T A L . Si deux 



forces P & Q ( Fig. 5" 7 ) dont les directions font, 
un angle droity agtffent au même infiant fur un 
mobile M ; que la force Q foit telle , que par 
fon aâion injlantanée fur le mobile ; elle puiffe 
feule lui faire parcourir M B dans un temps 
déterminé comme d'une feconde ; & la force P 
telle quelle puiffe feule lui faire parcourir M D 
dans le même temps ; je dis que par l'action coni" 
pofée^de ces deux forces , le mobile M décrira 9 

dans le même temps , la diagonale M E du pa
rallélogramme D M B E qui a pour côtés ces 
mêmes lignes M B , M D . 

Puifque les deux forces agiiTent au même-
inftant fur le m o b i l e , on peut fuppofer qu'i l 
étoit en mouvement fur la l igne P D, ôc 
qu'au moment où il arrive au point M, la 
force Q perpendiculaire à PD vient à agir fur 
lui ; or felon ce qui vient d'être dit (220) 
cette force Q ne peut ni augmenter ni ra l -
lentir la vîteffe qu'il avoit pour s'éloigner de 
QB; donc fi par le point D on t ire DE pa
rallele k M B , il faudra qu'au bout d'une 
feconde il fe t rouve fur quelque point de la 
ligne D E dont tous les points font éloignés 
de Q B , d 'une quant i té égale à M D. 

Or le même raifonnement que nous fai
sons pour la force P à l 'égard de la force Q , 
s'applique mot à mot à la force Q par rapport 
a la force P ; donc fi par le point B on t i re 



BE parallèle à ? D , le corps d o i t , au bout 
d 'une féconde , fe trouver fur quelque point 
de B E. Mais il n'y a que le point E qui foit 
t ou t à la fois fur D E ôc fur B E ; donc le 
mob i l e , au bout d'une féconde , fera en £ . 

Il eft d'ailleurs évident ( 181 ) que quelque 
route que le mobile prenne par l'action INS

tantanée des deux forces , elle doit être une 
l igne droite ; puifque dès qu'elles ont a g i , le 
mobile eft abandonné à lui-même ; donc puif
que cet te route doit paffer par ikfôc par E elle 
do i t être 'M E , c'eft-à-dire, la diagonale du 
parallélogramme D M B E. 

Ajoutons que le mobile décri t M E d'un 
mouvement un i fo rme , puifqu'immédiatement 
après l'action compofée des deux fo rce s , il 
eft abandonné à lui-même ( 181 ). 

2 2 2 . Puifque les deux forces P & Q agif-
fant conjointement fur le mobile n 'ont d'au
t re effet que de lui faire décrire la diagonale 
ME ^ concluons donc i ° . qu'à deux forces dont 
les directions font un angle d r o i t , on peut 
toujours en fubftituer une f eu le , pourvu que 
celle-ci puiffe faire parcourir au mobi le , la 
diagonale d'un parallélogramme rectangle , 
dont les côtés feroient décrits dans le même 
temps chacun féparément par l'action de la 
force dont il eft la direction. 



La force unique M E qui réfulte de l'action 
des deux forces M B , MD , s'appelle la réful-
tante de ces deux forces. 

Comme les lignes M B, MD, repréfcn-
tent les effets dont les forces Q ôt P font 
capables féparément , ôt ME celle dont elles 
font capables conjo in tement , on peut regar
der MB, M D, M E comme repréfentant ces 
forces elles-mêmes. 

2 ° . O n pourra d o n c , aufli confîdérer une 
force unique quelconque ME, comme étant 
le réfultat de deux autres forces MB, MD 
dont les directions feroient entr 'elles un an
gle d r o i t , pourvu que celle-là é tant repré-
fentée par la diagonale ME, ces deux-ci le 
foient par les côtés MB, MD d'un même 
parallélogramme rectangle. O n pourra donc 
à la force unique ME, fubftituer ies deux 
forces M B ôc M D; puifqu'en effet ces, deux 
forces ne produiroient que M E. 

2 2 3« En g é n é r a l , quelque angle que faf-
fint entr'elles les direclions des deux forces P 
& Q ( Fig. 5 8 ôc $ 9 ) qui agiffenten même temps 
fur un mobile M ; ce mobile décrira la diago
nale ME du parallélogramme D M B E , dont les 
côtes marquent fur les direclions de ces forces 9 

les effets dont elles font capables féparément : & 
d décrira cette diagonale , dans le même temps 
que par l'action de l'une quelconque de ces deux 



fortes , il eût décrit le côté qui repréfente cent 
dernière force. 

En effet, concevons que par le point M... 
on mené FMH perpendiculaire à la diago
nale ME ; & que par les points D & B on 
mené les lignes D F, B H parallèles , & les 
lignes D G , B î perpendiculaires à cet te mê
me diagonale. Au lieu de la force P repré* 
fentée par M D diagonale du parallélogram
me rectangle FMGD , on peut ( 222 ) pren
dre les deux forces MF àc M G. Par la même 
ra i fon , on p e u t , au lieu de la force Q 
repréfentée par la diagonale M B du parallé
logramme rectangle MHBI, prendre les 
deux forces AIR & ML O n peut d o n c , aux 
deux forces P &. Q fubftituer les quatre for
ces MF, MG, MR, M F, & celles-ci ne 
peuvent manquer d'avoir la même réfultante 
que ces deux-là. O r de ces quatre forces les 
deux AI H, MF, ne cont r ibuent en rien à la 
ré fu l tan te , parce qu'elles agiffent fuivant des 
directions oppofées , & qu'elles font égales. 
E n effet , il eft aifé de voir que les deux 
triangles DG ' ? , EIB font égaux, par la na
ture du parallélogramme ; donc D G = Bl\ 
donc auffi MF—M H. 

Quan t aux deux forces MI, M G, comme 
elles font dirigées fuivant une même ligne, 
l'effet qui en ré fu l te , doit être la fomme 



des deux effets M G, MI{ Fig. $ 8 ) , parce 
que ces forces agiffent dans le même férus ; 
& doit être leur différence ( fig. $9), parce 
qu'elles agiffent en ferrs contraires. Mais 
puifqne le triangle ElB eft é^al au tr iangle 
DGM, on a (Fig. $ 8 ) M i H- M G:-
Ml -+- £/ = ME; & ( ^ ) MI — 
MG==M1 — EI=ME; donc les quatre 
forces MF, ME, M G, Ml, & par confé-
quent les deux forces MD, MB, n 'ont d 'autre 
effet que la force M E repréfentée par la 
diagonale du parallélogramme D M B E y 

dont les deux côtés MB, MD repréfehtent 
les deux forces Q Ôc P. 

224« Nous a v o n s , dans ce qui précède 
repréfenté les deux forces P & Q ( 5*7, 58 , 
& $9 ) par les lignes MD, MB qu'elles fe-
roient capabres de faire décrire dans un même 
temps, au mobile M, c'eft-à-dire, par les 
vîteffes qu'elles peuvent lui communiquer ; 
quoique , félon ce que nous avons dit ( 1 S9), 
la mefure véritable des forces , doi t être la 
quantité de mouvement qu'elles font capables 
de produire. Mais comme les quantités de 
mouvement {190) font dans le rapport des 
viteffes , quand la maffe eft la m ê m e , ainû 
que dans le cas préfent ; on peut toujours 
prendre, comme nous l 'avons f a i t , les vîtef
fes MD, MB, pour représenter ces deux forces. 



Mais fi au lieu d'avoir immédiatement les 
vîteffes que les deux forces P & Q peuvent 
engendrer dans le mobile M, on avoit les 
quanti tés de mouvement qu'elles peuvent 
produire dans des maifes c o n n u e s , alors on 
prendroi t MD & MB, dans le rapport de 
ces quantités de mouvement . Par exemple , 
fi je ne connoilfois les forces P & Q, que 
par ce caractère ; que la force P eft capable 
d 'engendrer une vîteffe connue u, dans une 
maffe connue m\ ô c que la force Q eft capa
b le d'engendrer une vîteffe connue u! , dans 
une maffe connue m', alors je prendrois 
M D : MB : : mu: m' u'. C a r , félon ce que 
nous venons de v o i r , il faut prendre MD : 
MB dans le rapport des vîteffes que ces 
deux forces peuvent imprimer au mobile Mj 
or la première étant capable d'engendrer la 
quant i té de mouvement mu, eft capable de 

donner-au mobile M la vîteffe ~ ( 18p ) ; 

par la même raifon , la féconde , ou la force Q 
eft capable de donner au mobile M, la vîteffe 

; il faudroit donc prendre M D : M B: 

; m a i s M : —::mu:mfu'; donc, 

il faut en effet, faire MD : MC dans le rapport 
des quantités de mouvement qui mefurent les 
forces P & Q. 

Cette 



Cette réflexion eft utile pour comparer 
les effets de différentes forces appliquées à 
différents mobiles. 

La propofition générale que nous venons 
de démontrer ( 2 2 3 ) , eft d'une très-grande 
utilité ; prefque tout ce que nous dirons par 
la fuite , n'en fera qu'une application. 

2 2 5« O n voit donc qu'il eft abfolument 
indifférent de regarder un corps comme fol-
licité par l'action combinée des deux forces 
MB, MD( Fig. $ 8 & $ 9 ) , qui font entr 'el les 
tel angle qu'on v o u d r a , ou de le regarder 
comme follicité par l'action unique de la 
force repréfentée par la diagonale ME. 

E t réc iproquement , il revient abfolument 
au même , de confidérer un corps comme 
follicité par une force unique ME, ou de le 
confidérer comme follicité en même temps 
par deux forces qui feroient repréfentées 
par les côtés d'un parallélogramme , dont 
celle-là feroit la diagonale. Par e x e m p l e , 
qu'un corps parvienne de M en E, par un 
mouvement un i forme, en une féconde de 
temps ; ou bien qu'il fe meuve fur la l igne 
MB, de manière à la parcourir dans une 
féconde de t emps , ôc qu'en même temps 
cette ligne foit tranfportée parallèlement à 
elle-même le long de MD, & qu'elle par
coure MD auffi dans une féconde , le corps 
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dans ce fécond mouvement fe trouvera ëga-< 
l emen t , ne décrire autre chbfe que là ligne 
ME. 

226* L e s deux forces MB , M D fa 
rencontrant au point M , font mfceflairement 
dans un même plan ( Géom. 174 ). Puis donc 
qu'elles ont pour réfultante la diagonale 
M E, qui eft dans le plan du paral lélogramme, 
on peut dire géné ra l emen t , que deux forces 
qui Je rencontrent t font toujours dans un même 
plan avec leur réfultante. 

De la Compofîtion & de la Décompoji* 

don des forces. 

2 2 7 . Non-feulement on p e u t , par le 
principe que nous venons d 'expofer , réduire 
à une feule , deux forces qui concourent , 
6c décompofer une force en deux autres ; 
mais on p e u t , en g é n é r a l , réduire à une 
feule force , tant d'autres forces que l'on 
voudra , lorfqu'elles font dans un même 
plan , ou lorfqu'elles fe rencontrent toutes 
en un même point. E t réc iproquement , on 
peut décompofer une ou plufieurs forces, 
en tel autre nombre de forces que l'on 
voudra. 

2 2 8 . Mais avant de faire voir comment 
on y pa rv ien t , il faut obferver que lôrfgu'une 



force P ( Fig. 60 ) agit fur un c o r p s , foie 
pour le pouffer, foit pour le t i r e r , il importe 
peu à quel point de la direction de ce t te 
force, on fuppofe que fon action foit appl i 
quée. Par exemple , c'efl la même chofe ;, 
que la force P t i re le corps C par le po in t 
P à l 'aide d'une verge inflexible ôc fans 
maffe ou d'un fil inextenfible Ôc fans maf îë ! ; 
c'efl la même cho fe , d is- je , qu'elle le rire 
par le point P , ou qu'elle le t ire par l e 
point A, ou par le point B , ou par J e 
point C, ou qu'el le le pouffe par tou t autre 
point D lié avec ce corps. T a n t que foin 
action s'exercera fuivant la même direction , 
elle aura toujours le même effet. L a di£* 
tance ne peut influer qu'autant que l 'action 
de la puiffance fe tranfmettroit à l 'aide d e 
quelque inftrument, comme levier ou c o r d e , 
dont la maffe partageroit l'action de la puif
fance ; ce que nous excluons ici. 

Ainfi , fi deux forces P ôc Q ( Fig. 61) 
dirigées dans un même p l a n , fuivant les l i 
gnes A Q, B P t i rent ou pouffent un corps 
par les deux points A ôc B ; ce corps n'efi 
pas autrement follicité qu'il le f e ro i t , fi les 
deux forces le t i roient toutes deux par leur 
point de concours ly en reliant toujours diri
gées de la même manière. 

Cela p o f é , venons à la compofition ôc 
S % 



à la décompofition des forces. 
2 2 9 . Suppofons quatre forces P, Q, R,S 

(Fig. 62) dirigées fuivant les lignes OP A Q, 
B R, T S toutes dans un même plan. Prolon
geons d 'abord, par l apenfée , la direction P 0, 
jufqu'àce qu'elle rencontre A Q , au point A : 
ôc fuppofant que AD , AE font les efpaces 
que les deux forces P Ôc Q pourroient ref-
pectivement faire décrire à un même mo
bile , dans un temps d é t e r m i n é , comme 
d'une féconde ; fi l 'on forme le parallélo
gramme AE1D, la diagonale AI, repréfen-
tera (223 ) l'effort réfultant des deux forces 
P ôc Q, ôc pourra par conféquent tenir lieu 
de ces deux forces. 

Concevons main tenan t , que AI prolongé 
rencontre en B la direction BR de la force R; 
ôc ayant pris B M égal à AI, Ci l 'on prend 
JSjFpour l'efpace que la force R eft capable 
de faire décrire en une féconde , au même 
mobile que ci-deffus : alors fuppofant la 
force AI appliquée en B ; puifque cet te force 
eftrepréfentéepar B M = A I, de fon concours 
d'action avec la force R, il réfuitera une 
force unique repréfentée par la diagonale 
B G du parallélogramme BMGF : cet te force 
t iendra donc lieu de la force R ôc de la force 
AI ; c'eft-à-dire ; t iendra lieu cjes trois forces 
R, Q ôc P. 



Enfin concevons que B G prolongée , 
rencontre en C , la direction T ^ d e la force S, 
& faifons CK = BG; fuppofons que C H 
repréfente l'efpace que la force S peut faire 
décrire dans une féconde, au même mobile 
que ci-defîus ; alors concevant la force BG 9 

appliquée en C fuivant CG, Ôc repréfentée 
par C/C; du concours de cet te force avec la 
force S, il réfultera un effort unique repré
fente par la diagonale C N du paral lé lo
gramme CHNK. Ce t te force t iendra donc 
lieu de la force S ôc de la force C K ou BG ; 
elle tiendra donc lieu des quatre forces P, Q, 
R, S : elle eft donc la réfultante de ces quatre 
forces. 

On voit donc par-là , qu'on peut toujours , 
& comment on peut réduire à une feul» 
force, tant de forces que l 'on v o u d r a , lorf* 
qu'elles font dirigées dans un même plan. 

2 3 0 . Ce t exemple fait voir en même 
temps, comment on p e u t , à une feule f o r c e , 
en fubftituer tant d'autres que l 'on voudra ; 
& quelles condit ions ces autres doivent 
avoir. 

Par exemple ( Fig< 61 ) au lieu de la force 
unique B G Y on peut en formant un paral lé
logramme quelconque BFGMY dont BG 
foie la diagonale , prendre deux forces 
repréfentées par B F ôc B M, E t comme 
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on peut fuppofer chacune de ces deux forces 
appliquées a tel point de leur direction que 
l 'on v o u d r a , on peut tranfporter B M en AI, 
le point A -étant à telle diftance qu'on vou« 
dra de B, ô£ former fur Al un autre paral
lé logramme quelconque AEID; alors on 
peu t fubftituer à la force A I, deux forces re» 
préfentées par A E & AD; enforte qu'à la 
force unique B G . on aura fubflitué les trois 
forces B F, AE, AD qui produiront le 
même effet que celle-là. 

2 3 l « Remarquons que puifqu'il n'y * 
d'autre condit ion pour déterminer les forces 
A D y A E, finon qu'elles foient exprimées 
par les côtés AD, A E, du parallélogramme 
A DIE dont A I feroit la d iagonale , ce qui 
peu t avoir lieu d'une infinité de manières, 
foit que le parallélogramme A DIE foit^ dans 
le plan du parallélogramme FBMG , ou 
qu ' i l foit dans tout autre plan ; on peut dé-
compofer une force quelconque B G , en 
tant d'autres qu'on voudra , ôc qui foient 
dans tels plans qu'on voudra. 

N o u s verrons par la fu i t e , l'ufage de ces 
compofitions ôc décompofitions de forces. 

2 3 2 . O n v o i t , par l 'exemple de déconv 
pofition que nous venons de donner , qu'on 
peut affujetdr , fi on le v e u t , quelques-unes 
des forces à paffer par certains points don-



nés , & même à être d'une grandeur déter
minée ; à être parallèles à certaines lignes 
données ; en un m o t , à fatisfaire à certaines 
conditions données. Par exemple , fi l 'on 
avoit une force repréfentée par la ligne A В 
( Fig. 6$ ) , & qu'on voulût fubflituer à 
cette fo rce , deux autres dont l 'une pafsât 
par un point donné O , fût parallèle à une 
ligne donnée de pofition S T, Ôc fût en même 
temps d'une certaine grandeur S К ; c'eft-à-
d i r e , telle qu'elle pût faire décrire S К à un 
mobile , dans le même temps que la force 
repréfentée par A В > feroit décrire au même 
mobile la ligne A В ; voici comment on fa-
tisferoit à cet te queflion, d'après les principes 
précédents. 

Par le point О, on meneroit О V parallèle 
à S Ту & qui rencontreroi t A В en quelque 
point К O n prendrai t VR = SK, & FQ = 
A В ; alors menant R Q , on lui meneroi t par 
le point Vy la parallèle VHy que l 'on t e r 
minerait en H, par la ligne QH parallèle 
à VR ; VR feroit la force d e m a n d é e , & 
b i f f e r a i t celle q u i , conjointement avec VRy 

t iendrait lieu de VQ ou de A B. 
La folution que nous donnons , ne ceffe 

d'avoir l i e u , que lorfque la ligne S T efl pa-
tellele à A В \ mais on verra dans p e u , ce 
qu'il y a à faire dans ce cas. 

S 4. 



2 3 3 . Remarquons que puifque les deux 
forces compofantes P & Q (Fig. $ 8 & $9) étant 
repréfentées par les deux côtés MD 3 MB, 
du para l lé logrammeD MB E, leur réfultante 
doi t néceffairement être repréfentée par la 
diagonale M £ du même paral lé logramme, 
on a , en nommant R cet te réfultante , P : 
R:: MD: ME , & Q : R : : MB : ME, 
c ef t -à-dire , P : Q:R::MD:MB, ME, 
ou ( à c a u f e q u e M D = : MB : 
Af £ . O r dans le triangle M B E, on a ( GVo/?z. 
29c?) BE.MB: ME:finBME ifinBEM: 
(in M B £ ; ou à caufe des parallèles B £ & 
"_ML> qui donnent l'angle 5 £ M == Z> , & 
l 'angle MBE fupplément de B M D , ôc par 
conséquent ( Géom. 27<y)fin MB E ~ fin BMD, 
on a BE : MB : ME : : fin BME : fin DME: 

fin B MD ; donc P : Q : R: :fin BME : fin 
DME : fin B MD ; où l'on voi t que fi l'on 
fuppofe la force P exprimée par fui BME, 
la force Q le fera par fin D ME ; la force R 
le fera par fin BMD; c'eft - à - dire , que 
deux forces compofantes & leur réfultante , peu
vent toujours être repréfentées, chacune , par le 

finus de C angle compris entres les directions des 
deux autres. 

A i ra i , on peut employer indifféremment 
pour repréfenter les fo rces , ou des lignes 
prifes fur leurs di rect ions , ou les fmus des 



angles compris entre leurs directions , pour
vu qu'on prenne pour chacune , le finus de 
l'angle compris entre les directions des deux 
autres. 

Cet te dernière manière d'exprimer les 
forces , a auffi fes avantages particuliers , 
comme nous le verrons par la fuite. 

234* Si du point M. comme centre 
( Fig. ¿ ' 4 . ôc 6"5* ) , & d'un rayon quelcon
que ME' on décri t l'arc de cercle HE G qui 
rencontre en G ôc H les directions , pro
longées , des forces P Ôc Q ; - 6 c que du point E' 
on mené E' FyE' I perpendiculaires fur MD , 
MB; ôc du point H, HL perpendiculaire 
fur MD. I l eft facile de voir que E' F y E'I, 
HL font refpectivement les finus des angles 
DME , BME ÔC BMD y on a donc P: 0:R : : 
EI.E'F.HL. 

235*. Concevons maintenant que les di
rections des deux forces P ôc Q ( J F / ^ 6" 6" ôc 
6 7 paffant conftamment par deux points 
fixes K ôc JV, leur point de concours M s'é
loigne de plus en plus ; il eft vifible que les 
finus * des angles BME, DME ôc BMD 
approcheront , de plus en p l u s , de fe con
fondre avec les arcs E' FI, E' G, (r iif ; donc 
fi le point itë s'éloigne à l ' infini, E' Fy E' I 

* Il faut fe rappeller ( Géoin. I obtus , eft le mèin; que celui 

•*7f ) que le fînus d'un angle I dç fou fuppléinenc. 



& HL fe t rouvent tous appliqués fur l'arc 
G i f qui devient une l igne droi te perpendi
culaire aux deux lignes MK ôc MN, qui 

Î>our lors font parallèles entr 'elles & à la 
igne ME; & puifqu'on a toujours P : Q; 

R: : E'I: E1F': H L; HL devenant alors 
égale à E'L-*-E'F(Fig.66)& = E'L~EJF 
{Fig. 67), il s'enfuit que lorfque deux forces 
P & Q ( F ig . 68 6 69 ) ont des direction; 
parallèles , i °. leur réfultante leur eft parallèle, 
2°. Que fi on tire une ligne F I perpendiculaire, 
À ces directions, chacune de ces forces eft rt-
préfentêe parla partie de cette perpendiculaire t 

eomprife entre les directions des deux autres. 
3° . La réfultante eft égale a la fomme des deux 
compofantes , lorfqm celles-ci agiffent dans un 
même fens ; & égale à leur différence, lorfqu'elles 
agiffent en fens contraires. 

2 3 6 . Pu i fque l 'on a {Fig. 62 & 69)? :Q' 
R:: El: FE: Fl, on adonc P : Q : : EL: FE 
& P : R::EI: FI, c'eft - à - dire , que des 
deux compofantes parallèles , & leur réfultante, 
deux quelconques font toujours entr'elles réci
proquement comme les deux perpendiculaires 
menées fur leur direction, d'un même point pris 
fur la direction de la troifieme. 

2 3 7« Si l 'on t i re arbitrairement la lign 6 

ABC, on aura (Géom. 102) B C : AB' 
A C : : E I : F E : F1. O n aura donc auifi P '• 



Q:R::BC:AB : A Cc'eft-à-dire, qu'en 
général : fi l'on coupe les directions des deux 
forces parallèles, ù de leur réfutante , par 
une ligne droite menée comme on le voudra 3 

chacune de ces forces peut toujours être repré
sentée par la partie de cette droite comprifa 
entre les directions des deux autres. 

238« De-là il eft aifé de conclure com
ment on doi t s'y prendre pour t rouver la 
réfultante de plufieurs forces parallèles ; <3ç 
réciproquement peur fubftituer à une force 
quelconque , tan t d'autres forces parallèles 
que l 'on voudra. 

Par exemple , s'agit-il de réduire à une 
feule , les deux forces P ôc Q ( Fig. 6S ) qui 
agiffent dans le même fens ? J e mené la l igne 
quelconque ABC : la réfultante R doit ê t re 
égale à P -f- Q ( 2 3 ; ) : il ne s'agit donc que de 
trouver le poin t B , par où elle doit paffer. 
Or (237) on a P : R : : B C : A C ; c'eft-à-dire 
P : P H- Q : : B C : AC] il faudra donc 
prendre entre les deux points A&C, un point 

B tel que l 'on ait B C = ^ ~ . 

Si les deux forces agiffent en fens con
traires (Fig. 69), la réfultante fera égale à leur 
différence ( 2 3 ; ) , c'eft-à-dire, fera P — Q % 

•n Q — p . Suppofons P plus grand que Q. 
Ayant t i ré arbitrairement la l igne A C, il fau-



dra la prolonger au-delà de A par rapport à C 
d'une quanti té A B , tel le que l'on ait P : R : : 

BC:AC(i37),ouP:P—Q::BC:AC; c'eft-

à-dire , qu'il faudra prendre B C =~ F _ Q . 

Si Ç étoi t plus grand que P , le point B 
feroit fur le prolongement de A C, au-delà 
de Cpar rapport à. A. 

2*3 9 ' Si l 'on avoit une troifieme force 
K ( Fig. 70 ) ; alors après avoir t rouvé la 
réfultante R des deux forces P ôc Q , on 
chercheroit la réfultante S des deux forces 
R ôc K , comme s'il n'y avoit eu que ces 
deux-ci ; c'eft-à-dire , précifément comme 
on vient de l 'enfeigner dans l 'article pré
cédent . 

l^O. D o n c réciproquement , fi l'on 
vouloit décompofer une force quelconque 
R, en deux autres qu i lui fuffent parallèles 
( Fig. 6% Ôc 69 ) on prendroi t arbitraire
ment une ligne P F parallèle à la direction de 
la force R ; ôc ayant pris cet te ligne pour la 
direction de l'une des compofantes , on pren
dra arbitrairement pour la valeur de cette 
compofan te , une quanti té quelconque P 
plus peti te que R, fi l'on veut que les deux 
compofantes agiffent de part Ôc d'autre de 
la force R ; alors la féconde compofante, 
que j 'appelle Q y doit ê t re égale à £ — Pi 



& pour avoir fa pofition , il ne s'agit plus que 
de mener la ligne quelconque C B A , ôc de 
prendre fur le prolongement de A B, la par
tie B C telle que l'on ait Q : P : :AB:CB; 
fi par le point C on mené Q C parallèle à RB9 

ce fera la direction de la force Q. 
Mais fi l 'on veut que les deux compofan

tes foient d'un même côté , auquel cas elles 
doivent agir en fens contraires ; alors on peut 
prendre pour P, une quantité quelconque . 
plus grande ou plus petite que R, & qui dans 
le premier cas- agiffe dans le même fens que 
R, ôc en fens contraire dans le fécond cas. 
Ayant pris une ligne PF parallèle à RB, pour 
la direction de P , on prendra fur la l igne 
quelconque B A C. le point C de manière que 
l'on ait P — R ou R — P : R:: A B : A C : 
le point C fera celui par où doit paifer la for
ce Q parallèle à la force donnée R : ôc ce 
point C fera au - delà de A par rapport à B , fî 
P eft plus grand que R ; au contraire ? fi P 
eft plus peti t que R, il fera entre A Ôc B. 

2 4 1 . Ce que nous difons ici de la force 
à l'égard de les compofantes P & Q, pou

vant évidemment s'appliquer à chacune de ces 
deux-ci, on voit donc comment on peut fub-
ftituer à une force que lconque , tant d'autres 
forces que l'on v o u d r a , dont les directions 
foient parallèles. 



Des moments , & de leurs ujages pour 

la compofition & la décompojîtlon 

des forces. 

2 4 2 . Ce que nous venons de dire , fuffit 
pour compofer & décompofer les forces > quel
ques directions & quelques valeurs qu'elles 
a i e n t , pourvu qu'elles agifTent dans un même 
plan. Mais les différentes fortes de mouve
ments que nous aurons à considérer , exigent 
des moyens plus iimples ôc plus expéditifs 
pour déterminer la résultante des forces , & fa 
direction : nous allons nous en occuper ac^ 
tuel lement . 

2 4 3 « ^ £ u n point quelconque F ( F ig . 71 
& 7 2 ) pris dans le plan d'un parallélogramme 
quelconque A B C D , on mené les lignes F E, 
F H , F G perpendiculaires fur les côtés contigus 
A B , A D & la diagonale A C y la fomme des 
produits de chaque perpendiculaire par le côté 
fur lequel elle tombe, fera égale au produit de h 
diagonale par la perpendiculaire qui tombe fur 
elle, lorfque le point F ( F ig . 7 1 ) ne fera ni dans 
Vangle B A D , ni dans Jon oppofé au fommet, 
Au contraire (F ig . 72 ) , //' le point F eft dans 
Tangle B A D , ou dans fon oppofé au fommet, 
cefera la différence des proauits de chaque perpen-^ 
diculaire j par k côté fur lequel elle tombe > <pl 



fera égale au produit de la diagonale par la per-* 
pcndiculaire qui tombe fur cette diagonale. 

Prolongeons le côté £Cjufqu 'à ce qu'il ren

contre en la perpendiculaire F H; menons 

les lignes FA, FB, FC, F D. L e tr iangle 

FAC(Fig.ji)eû=*FAB-+-ABC-ï~FBC^ 

FA B-hAD C-h FB C. O r i ° . le tr iangle 

L e triangle F A B = 

. L e tr iangle A DC ayant AD pout 

bafe, & I H pour hauteur , eft 

4°. L e triangle 

xlonc 

or IH+FI=FH; d o n c , & en doublant 
tout , o n a A CxFG=A Bx FE-h ADxFH. 

Dans la Fig. 72 , le tr iangle FA C = 
AB C—FA B—FB C— ADC— FAB—FBCz 

ceft-à-dire; 

; ou en faifant at tention que B C = * 

AD, & que IH—FI=~FH, ôc en doublant 
tout) on a ACxFG = ADxFH — ABxFE. 

2 4 4 . Puifque nous avons démontré ci-
deiTus , que deux forces quelconques P éc 



leur réfultânte , peuvent être repréfentées 
par les côtés & la diagonale d'un parallélo
gramme formé fur leurs directions ; concluons 
donc que lì P & Q ( Fig. 71 & 72 ) font deux 
forces repréfentées par les lignes A B , AD, 
auquel cas leur réfultânte li fera repréfentée 
par AC; concluons, d is- je , que fi Ton prend 
hors de l 'angle B A D, & de Ion oppofé au 
fommet , un point quelconque F, dans le plan 
de ces trois forces , on aura toujours RxFG 

Qx F H P x F £; & que lorfquele point jF 
fera pris dans l'angle B A D ou dans fon oppo 
FÉ au f o m m e t , on aura toujours RxFG = 

F H— PxFE. 
1 4 5 • L e produit d'une force par la diftan-

c e de fa direction à un point fixe, eft ce qu'on 
appelle le moment de cet te force. Ainfi Q* 
F' H, eft le moment de la force Q ; R x FG} 

efl le moment de la force R. 
2 4 6 . Comme les forces s'efliment ( i8p) 

par la quantité de mouvement , c'eft-à-dire, 
par le produit d'une maffe dé terminée , multi
pl iée par la vîtefle qu'elles font capables de 
communiquer à cette maffe ; le moment d'une 
force quelconque, a donc pour valeur , le pro
duit d'une maffe, par fa vîteffe, & par ladif-
tance de fa direction à un point fixe. 

247« Si on conçoit que les perpendicu* 
îaires F H , F G, F E, foient des lignes in* 

flexibles 



flexibles ôc fans maife , liées entr 'elles ôc 
fixées au point F de maniere à ne pouvoir 
que tourner autour de ce p o i n t , & que les 
forces F f Q ôc leur réfultante R , foient a p 
pliquées aux extrémités E , H, G : on voi t 
que ( Fig. 71 ) ces trois forces tendent tou tes 
à faire tourner le fyftême dans un môme fens 
autour du point F; Ôc ( i ig. 72 ) les deux forces 
Q&cR tendent à faire tourner le fyitême dans 
un fens différent de celui felon lequel la force 
P tend à le faire tourner . 

On peut donc dire que le moment de là 
réfultante, pris par rapport à un point fixe quel
conque F j eft toujours égal à la fomme ou à la 
différence des moments des deux compofantes 
felon que celles-ci tendent à faire tourner dans-
un même fens , ou dans des fens oppofés ¿ autour 
de ce point fixe. 

248. De-]à on peut conclure en g é n é r a l , 
que quelque nombre de forces P , Q , S , T , &c. 
(Fig. 73 ) que l'on ait ; quelques grandeurs, c/ 
quelques directions quelles aient, pourvu qu'el-i. 
les foient toutes dans un même plan ; le mo-
ment de la réfultante de loates ces forces pris 
par rapport à tel point F qu'on voudra fitué 
dans ce plan , fera toujours égal à la fomme 
des moments des forces qui tendent à faire 
tourner dans un fens autour de ce point, m Ans 

T 



la fomme des moments de celles qui tendent à 
faire tourner en fens contraire* 

E n effet , fi l 'on fuppofe que r foit la ré-
fulrante des deux forces P ôc Q dirigées fui-
A P ôc £ Q ; r' celle de r ôc de S qui agit fui-
vant G S ; ôc enfin R celle de r' ôc de T qui 
ag i t fuivant D T; que l 'on fuppofe, de plus, 
que m repréfente le moment de r ; m' celui 
de r'. Alors en abaiffant les perpendiculaires 
FA, FE, FG, F D , FB fur les compofantes, 
P> Q s S y T , ôc leur réfultante i£ ; on aura 
i ° . m=*PxAF+QxEF, 20.m' = mt=»S 

xFG. f.R*FB — m'— TxFD ; donc ampu
tant ces trois équat ions , Ôc détruifant les 
quanti tés femblables qui fe t rouveront dans 
chaque m e m b r e , on aura RxFB — PxAF-ï 
QXEF—SxFG—TxFD ; où l'on voi t que les 
moments des deux forces T ôc S qui tendent 
à faire tourner de droi te à gauche , f on t , en 
effet, de ligne contraire à ceux des forces 
Q, qui tendent à faire tourner de gauche i 
d ro i t e . 

1 4 9 . Si le point F é toi t fur la direction 
même de la réfultante , le moment de cette 
force feroit alors zéro \ donc puifqu'il eft égal 
à la fomme des moments des forces qui ten
dent à faire tourner dans un fens , moins la 
fomme de celles qui tendent à faire tourne* 
en fens contraire } il faut en conclure que 1* 



différence de ces deux fommes de momens 
pris par rapport à un point quelconque de la 
réfultante eft zéro. 

E t réciproquement fi la fomme des moments 
Je plufieurs forces qui tendent à faire tourner au
tour d'un point, moins la fomme des moments de 
celles qui tendent à faire tourner en fens contraire 
autour de ce même point , ejl yëro ; il faut en 
conclure que la réfultante pajfe par ce point. 

250 . Puifque ces p ropor t ions font géné
ralement v ra ies , quelques angles que forment 
entr'elles les directions des fo rces , elles le 
font donc aufli , lorfque les forces forment 
entr'elles des angles infiniment peti ts . o u , 
ce qui revient au m ê m e , lorfque les directions 
des forces font parallèles entr 'elles. 

2 y 1. De-là il eft aifé de déduire une mé
thode fort fimple pour avoir la pofition & la 
grandeur de la réfultante de tant de forces 
que l'on v o u d r a , lorfqu'elles agilTent toutes 
dans un même plan. 

Suppofons d abord qu'elles font toutes pa
rallèles entr 'elles , & pour ne point compl i 
quer inuti lement cet te recherche , fuppofons 
qu'il n'y ait que trois forces ; il fera facile 
den conclure ce qu'on doit faire po.<. un 
plus grand nombre. 

Soient donc trois forces connues P, C, S 
( Fig. 74 ) . dont les deux premières agiffent 

T 2 



f u i v a n t AP, BQ , ôc l a d e r n i è r e a g i t f u ivan t 

CS. A y a n t t i r é a r b i t r a i r e m e n t u n e l i g n e que l -

c o n q u e FABC, p e r p e n d i c u l a i r e a u x d i r e c t i o n s 

AP , BQ , ô c c . o n i m a g i n e r a q u e l e p o i n t D 

ef t c e l u i p a r o ù d o i t p a f f e r l a r é f u l t a n t e R. 

A l o r s a y a n t p r i s a r b i t r a i r e m e n t u n p o i n t .F fur 

FALC, o n a u r a , f u i v a n t c e q u i p r é c è d e , 

PxAF-Jh QxBF — SxCF=R*DF ; o r les 
d i f t a n c e s AF, FB, FC ôc l e s f o r c e s P , Q , 

S é t a n t c o n n u e s , i l f e r o i t t r è s - f a c i l e d e tirer 

d e c e t t e é q u a t i o n l a v a l e u r d e l a d i f t a n c e DF 

à l a q u e l l e p a i T e l a r é f u l t a n t e , i l l a v a l e u r de 

c e t t e r é f u l t a n t e R é t o i t c o n n u e . V o y o n s donc 

q u e l l e ef t l a v a l e u r d e c e t t e r é f u l t a n t e . 

P r e n o n s u n a u t r e p o i n t F' f u r l e p r o l o n g e 

m e n t d e AF; l e m ê m e p r i n c i p e n o u s donnera 

PxAP-Ï-QxP—SxCF'^RQxDF. O r fi de 

c e t t e f é c o n d e é q u a t i o n , o n r e t r a n c h e l a pre

m i e r e , q u ' o n f a f î e a t t e n t i o n q u e AF —AF-

FF'9BF—BF=FF'9 CF—CF^FF'TDF1-
DF=FF'9on a u r a PxFF+QxFF—SxFF* 
RyiFF'I c ' e f t - à - d i r e , e n d i v i f a n t t o u t p a r FPF 
P+Q — S ^ R . 

M a i s fi l ' o n f a i t a t t e n t i o n a u r a i f o n n e m e t f 

q u e n o u s v e n o n s d e f a i r e , i l e f t f a c i l e d e voir 

q u ' i l n e d é p e n d n u l l e m e n t d u n o m b r e des 

f o r c e s ; m a i s q u ' i l e f t a p p l i c a b l e q u e l q u e fort 

le nombre de ces forces. On doit donc cou* 



d u r e , en généra l , que la réfultante de tant de 
forces parallèles que l'on voudra . efl égale à la 
fomme de celles qui agifjeni dins un jen^, moins 

la fomme de celles qui agiffent dans un fens 
contraire. 

Si dans l 'équation PxAF-hQx F -
SxCF =^Rx DFj t rouvée d 'abord , on m e t 
pour R fa valeur F -4- R — S que nous 
venons de t r o u v e r , on aura F x A F -r- Q x 
BF~$xCF=(P~+-Q — S)xDFi d'où I o n 

tire d ' o ù , & 

ayant égard à ce que le raifonnement par 
lequel nous parvenons à ce réfultat , ne 
dépend pas du nombre des fo rces , on con
clura géné ra l emen t , que pour favoir à quelle. 
iiftance d'un point donné, paffe la réfultante de 
plujîeurs forces parallèles ; il faut, de la fomme 
des moments des forces qui tendent à faire tour
ner dans un fens , retrancher la fomme des mo~ 
mcnts des forces qui tendent à faire tourner dans 
un fins Oppofé, & divifer le refle par la fomme 
des forces qui agiffent dans un fens, moins la 
fomme de celles qui agijfent en fens contraire *. 

* Il ne faut pas confondre les 
forces qui agiifent dans les fsns 
oppofés, avec celles qui ten
dent à faire tourner dans des 
fens oppofés. Deux forces qui 
'giflent dans des fêns oppofés, 

tendent fouvent à faire tourner 
dans le même fens ; cela dépend 
cki point relativement auquel 
on confidére la rotation, ouïes 
moments. Par exemple , ies 
deux forces Q Se S (Fig. 7 4 ) 

T 3 



2 5 2 . Si le point F, que 1 on a pris d'a
bord arbitrairement, fe trouvoit avoir été 
pris fur le point D même, par lequel paffe 
la force réfultante ; alors la diftance D F 

étant zéro , fa valeur.., 

qui devient ( parce 

que la force P tend à faire tourner autour du 
point D en fens contraire de la force Q ) fo 
roit zéro ; on auroit donc — P x A D -h Ç x 
B D — Sx C£>—o ; occorrimele point F que 
l'on avo'it pris d'abord arbitrairement, pou-
voit être plus haut ou plus bas felon qu'on 
auroit voulu, enforte que le point D n'eft 
pas cenfé être plutôt fur un point de la direc
tion de la réfultante R, que fur tout autre 
point de la même direction, il s'enfuit gé
néralement que les moments de plufieurs forces 
parallèles pris par rapport à un point quelconque 
de la direàion de la réfultante , font tels que k 

fomme des momens des forces qui tendent a 
faire tourner dans un fens, efl toujours égale a 
la fomme des momens de celles qui tendent & 
faire tourner en fens contraire* 

agiiïënt en fèns oppofes; mais 
cJles tendent toutes deux à faire 
tourner la ligne B C dans un 
m*me fens, autour d'un point 
avis entre B & C ; & fi on 

confîdere la rotation, par rap
port au point F, la force Q 
tend à faire tourner CF, en 
fèns contraire de ce crue tend * 
faire la force S* 



2 5 3 • Donc en prenant avec des figaes 
contraires les moments des forces qui tendent 
à faire tourner dans des fens oppofés, ôc 
prenant auffi, avec des fignes contraires, les 
forces qui agiffent dans des fens oppofés , 
on peut dire généralement i° . que la réfultante 
de tant de forces parallèles 3 que l'on voudra 9 

eft toujours égale à lu fomme de toutes ces 
forces, 2°. Que cette résultante, qui leur eji 
.parallèle, paffe par une fuite de points dont 
chacun a cette propriété, que la fomme des mo
ments par rapport à ce point, ejl ̂ éro. 

Nous ferons le plus grand ufage de ces 
principes, & nous verrons dans peu , avec 
quelle facilité on en déduit la pofition du 
centre de gravité des corps, Pafïons aux 
forces dont les directions font des angles 
entr'elles. 

1 y 4 . Soient donc ( Fig. 75* ) tant de 
forces Р л Q, S, &c. que l'on voudra, tou
tes dirigées dans un même plan. Que la 
force P agifTant fuivant AP, foit repréfentée 
par A В ; la force Q, agifTant fuivant E Q , 
foit repréfentée par E G, la force S, agifTant 
fuivant 1S foit repréfentée par IL. Par un 
point T pris arbitrairement dans le plan de 
ces forces , concevons deux droites indé
finies TE', T E" faifant entr'elles un angle 
quelconque, ( que pour plus de fimplicité 
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* N e perdons pas de vue ce 
que nous avons dit ( n$ ) . 
f a r cette exprefïion les forces 
A B, E G, &c. nous entendons 
que les lignes AB, £ C , &c. 
font entr'elles comme les 
quantités de mouvement que 
les forces P , Q , &c. peuvent 
•produire dans les maffes aux-

quelles elles font appliquées. 
Il en eft d,e même des forces 
AD, EFy &c ; nous enten
dons des quantités de mouve
ment qui {ont aux quantités àe 
mouvement représentées p a f 

AB, EG, comme AU & ÉF 
font à AB & EG refpe{H-
vement, 

nous fuppoferons droit ) ; & concevons les 
forces P , Q,S, ou A ti, ìL G y IL, décompo-
fées , chacune, en deux autres, dont l'une 
foit parallele à la ligne TE1, & l'autre paral
lele à la ligne TE", ôc qui par conféquent 
( 225 ) doivent être repréfentées, chacune, 
par le côté correfpondant du parallélo
gramme dont la diagonale repréfente la 
force principale. Il eft clair, par ce qui pré
cède ( 2 ç i ) que les forces AD,EF,1M* 
étant parallèles, auront pour réfultante une 
force unique VO qui leur fera parallele, 
dont la valeur fera AD E F— I M, ôc qui 
pafTera à une diftance W . telle aue 

Pareillement, les forces AC>E H, IK pa? 
ralleles à TE" fe réduiront toutes à une 
feule VN qui leur fera parallele, qui fera 
égale à AC EH -H IK , & qui ( en fuppo-
fant que V foit le point ou la direction de 
cette force > rencontre celle de la force 



0 V) pafTera à une diftance VV" M telle que 

VV" = 
Cela pofé les forces P, Q, 6" & leurs di

rections , ( c'eft-à-dire y les angles qu'elles 
font avec des lignes fixes ôc connues, telle» 
que TE' 6c TE"y ou avec leurs parallèles) 
étant fuppofées connues , on connoît dans 
chacun des triangles B A D, G E F, 1K L 
l'hypothénufe & les angles ; il fera donc 
aifé de déterminer les lignes A D> E F> KL 
ou J M , & les lignes B D ou A C, F G ou EH9 

OcIKj par-là on connoîtra les valeurs des 
deux réfultantes AD-hEF — IM, & A 
EH-h IK. D'ailleurs comme on ne peut man
quer de connoître les diitances A A! y A A" > 
EE\ E E"', &c. puifqu'on ne peut ignorer la 
pofition des points A , E, où l'on fuppofe les 
forces appliquées , on connoît donc toutes 
les quantités qui entrent dans l'exprefïion des 
diftances VV & VV". Il fera donc facile 
de déterminer le point V, où fe rencontrent 
ces deux forces réfultantes. Prenant donc 
VO — A D EF — I M , & VN = 
dC+EH-ï-IK, & formant le parallélogram
me OVNX, on aura la diagonale VXpout 
la réfultante R des deux réfultantes paral
lèles à TE' TE\ c'eft-à-dire, pour la ré
sultante de toutes les forces propofées. 



Des forces qui coiffent dans des plans 
différents» 

2, 5 S • Soient trois forces P, Q, S ( Fig. 
76) dirigées fuivant les lignes A P, B Q, 
CS parallèles entr 'elles, mais fituées dans 
différents plans. 

Concevons un plan XZ auquel les trois 
d ro i t e sAP,B Q,foientperpendiculaires, 
ôc un autre plan Z V auxquelles elles foient 
parallèles : que A, B, C foient les points où 
ces lignes rencontrent le plan XZ. 

Les deux forces P ôc S font dans un 
même plan dont Tinterfeclion avec le plan XZ> 
éft la droite AC. Ces deux forces peuvent 
donc être réduites à une feule R' =P H- S, 
qui leur foit parallèle , ôc qui paifera par un 
point Z>, tel que ( 252 ) l'on aura P x A J) 
= Sx CD. 

Les deux forces R' ôc O font dans un 
même plan dont l'interfection avec le plan 
XZ, eft BD ; elles peuvent donc être ré
duites à une feule R qui fera égale a R' -h Q, 
c'eft-à-dire , = P -4- S H- Q , qui leur fera 
parallèle, ôc qui paifera par un point E 3 tel 
que 1 on aura R! xDE=QxBE. D 'où, ôc de 
ce qui a été dit ci-devant, il eft aifé de con
clure , en général , que tant de forces que fon 
voudra , dont les directions font parallèles. 



fe réduifent toujours à une feule égale à la 
fomme de celles qui agiffent dans un fens 
moins la fomme de celles qui agiffent en fens 
contraire ; & cela , foit qu elles /oient toutes 
dans un même plan , foit quelles foient dans des 
plans différens. 

Voyons maintenant plus particulièrement 
comment on -détermine par où paffe cette 
réfultante. 

Si des p o i n t s ^ , D, C, E on mène 
les lignes AA'9D D',CC9BB\EE' per
pendiculaires fur l'interfe&ion commune des 
aeux plans XZ ScZ V ; à caufe des parallè
les AA',DD',C C, on aura A D : CD : : 
A!D'\ CD' ; or l'équation PxAD = SxCD 
que nous venons de t r o u v e r d o n n e A D : 
CD:: S: P ; donc A' D' : C D' : : S : P 
& par conféquent P x A' D' = S x C V. 

Pareillement, les parallèles D D', E E' 
BB' donnent DEiBEuD'E'B'E', or l'é
quation R;x D E= Q x B Ey que nous avons 
pareillement trouvée ci-defTus, donne D E : 
BE : : Q : ; donc D' E1 : B' E' : : Q : R : : 
Q : P •+. S ; donc (P -f- S) x D'E' = Q x B'E'. 

Prenons maintenant dans Tinterfection 
Z T dés deux plans, un point fixe T, & cher
chons la diftance TE' de ce point, au point 
E' qui correfpond au point E par lequel paffe 

réfultante. Il eft clair que A!D'=.TD'~ 



Or cette expreflion de la diftance TE', eft 
précifément celle que l'on auroit pour trou
ver la diftance à laquelle pafferoit la force 
réfultante, Ci les trois forces P , Q, S, étoient 
toutes trois dans le plan ZV, & paflbient 
par les points A', C9 B', correfpondants 
aux po in t s^ , Cy B par lefquels elles paflent 
réellement. Donc fi l'on conçoit la droite 
TX perpendiculaire au plan Z V\ on trou
vera la diftance TE' de la réfultante Z, à 
cette droi te , en prenant la fomme des mo
ments * à l'égard de cette droite , comme fi 

* Il faut obferver i c i , & pour la faite, que par le mot géoe* 

TA1, CD'*= TCf— TU, DE' = TE1— TU, 
B'E'W TB'— TE'. Subftituons ces valeurs 
dans les deux équations P x A' D' = SxCD' 
& (P -4- S) x UE' = Q x E' E', nous aurons 
PxTD' — Px TA' = S x TC— Sx TU, & 
(P + S)xTE'—(P-hS) TU= Qx TB' — 
Q x T E'. Or , de ces deux équations, la pre
mière donne ( P + 5 ) TU — P x TA' -f-
5" x T C 7 ; fubftituant cette valeur dans la fé
conde , on a ( P -4- S) x TE' — P x TA' — 
SxTC'=QxTB'—Qx TE'; raflemblant 
donc tous les termes multipliés par TE' 
o n a u r a ( P - + - Ç-f-S) x TE'^PxTA'* 
QxTB'-hSx TC. D'où l'on tire r £ ' = 



ral fomme des moments , on 
doit entendre la fomme des 
moments des forces, qui ten
dent à faire tourner dans un 
fens, moins la fomme des mo
ments des forces qui tendent à 
&ire tourner en fens oppofé. 

On doit de même , par ce mot 
fomme des forces , entendre la 
fomme de celles qui agiiïènt 
dans un ièns, moins la ibmme 
de celle* qui agiffent dans 
l'autre. 

toutes les forces 9 fans changer de diftance à 
cette même droite, étoient toutes dans le plan 
ZV auquel elle eft perpendiculaire ; & divi-
fant cette fomme de momenta par la fomme 
des forces. 

Il ne refte donc plus, pour fixer le point Ey 

que de connoître la diftance EE', ou , ( en 
menant EE" parallèle à Z 7 7 ) la diftance TE" à 
laquelle cette même force pafie , à l'égard 
de ZT. Or il eft clair , d'après ce que nous 
venons de dire fur la diftance TE', que pour 
avoir la diftance TE" > il faut de même, con* 
cevoir un plan paflant par ZT, an parallèle 
aux directions des forces ; prendre la fomme 
des moments à l'égard de TZ qui eft l'inter-
fe£tion de ce plan avec le plan ZV', prendre, 
dis-je , la fomme des moments à l'égard de 
TZ, comme fi toutes les forces fans changer 
de diftance au plan Z V} étoient toutes dans.le 
plan XVj & divifer cette fomme de moments, 
par la fomme des forces. Alors on aura tout 
ce qu'il faut pour fixer le point E par oh 
paffe la réfultante. 



2 J 6 . Confîclérons maintenant les forces 
dont les directions ne font ni dans un même 
plan ni parallèles. 

Soient ( Fig. 7 7 ) P, Q, R trois forces 
dirigées fuivant les lignes A P , B Q , C R 
fituées dans des plans différents. Concevons 
un plan quelconque XZ, rencontré en H, 
par la direction AP ; en F, par la direction, 
BQ ; ôc en L , par la direction CR. Comme 
on peut (228 ) fuppofer une force appliquée 
à tel point que l'on veut de fa direction, j'ima* 
gine ces trois forces appliquées aux points 
H, F, Z , ôc repréfentées par les lignes HF, 
FF, LK prolongements des lignes AP ,BQ, 
CR, au deffous du plan XZ, Ôc je fuppofe 
que ces forces foient repréfentées par les 
ligaes HV, FJ', LK. Concevons encore que 
par les droites AH, FF, CL, on ait mené 
des plans perpendiculaires au plan XZ, & 
dont les interfections avec celui-ci, foient les 
droites GHN, kFY, DLM. Cela pofé, il efi 
évident que je puis décompofer chacune de 
ces forces en deux autres , dont l'une foit 
dans le plan XZ ; ôc l'autre foit perpendicu
laire à ce même plan. Par exemple, je puis 
décompofer la force H V , en une force 
dirigée fuivant HN, & une autre force diri
gée fuivant HO perpendiculaire au plan XZt 

Enforte, qu'aux trois forces HV, FT, LK; 



je puis fubftituer les fix forces HN9 FYy LM9 

HO,FS, LI, dont les trois premieres font 
dans le plan XZ , & les trois dernières font 
perpendiculaires à ce même plan. 

Or on p e u t , par ce qui a été enfeigné 
(2^4) réduire les trois forces HN, FY, LM 
à une feule qui fera auffi dans le plan XZ$ 
Et par ce qui vient d'être dit ( 25-5 ) on peut 
réduire les trois forces HO, b'S, Ы, à une 
feule, qui fera perpendiculaire au plan XZ, 
Donc en général, quelque nombre deforces que 
que Г on ait , & quelques directions que ces for" 
ces puiffènt avoir ; on peut toujours les réduire, 
à deux tout au plus, l'une dirigée dans un plan 
connu , & l'autre perpendiculaire à ce plan. 

Quoique la démonftration de cette propo
rtion ne paroiffe applicable qu'an cas où tou
tes les forces rencontrent le plan XZ qu'on 
a choifi, il eft cependant facile de voir qu'elle 
a généralement lieu. Car fi on conçoit qu'a
près avoir ainfi réduit à deux, toutes les for
ces qui rencontrent ce plan, on vient à en 
changer la pofition fans cefTer de rencontrer 
ces deux réfultantes, on pourra toujours lui 
trouver une pofition propre à rencontrer les 
directions de celles qui lui étoient d'abord pa
rallèles. 

2 5 7 « Il n ' e n e H donc pas des forces di
rigées dans différents plans, comme de celles 



qui font toutes dirigées dans un même plan. 
Celles-ci peuvent toujours être réduites à 
une feule , ainfi que nous l'avons vu. Mais 
celles-là fe réduifent à deux, qui ne peuvent 
être réduites à une feule , que dans le cas où 
la réfultante des forces qui.agiffent dans le 
plan XZ , rencoutreroit celle des forces per
pendiculaires au même plan. 

1 J § . On peut donc, par ce moyen, trou
ver les deux réfultantes de tant de forces 
que l'on voudra, lorfque ces forces font di
rigées dans des plans différents. Mais quoi
que ce moyen puiffe être utile, dans beaucoup 
de cas , il n'eit cependant pas le plus commo
de pour la réfolution de beaucoup de ques
tions ; c'efl pourquoi nous allons en enfeigner 
un autre. 

Soit donc P ( Fig. 7 8 ) l'une quelconque 
des forces propofées , & A B la ligne qui 
peut la repréfenter. Soit Xun point fixe quel
conque; XZ, XY, X T trois droites perpen
diculaires entre elles. Si fur Ab, comme dia
gonale , on forme le parallélogramme rec
tangle AD B C, dont le plan foit perpendi
culaire au plan YXT, & dont le côté B C 
foit parallèle à XZ\ qu'enfuite fur BD comme 
diagonale , on forme le parallélogramme rec
tangle DFBE dont le plan foit parallèle au 
plan Y Z T, & dont les côtés B F, B E 

foient 



foicnt parallèles aux droites XT, XY; il e& 
clair i ° , qu'à la force A B, on peut fubftituer 
la force BC parallèle à XZ y ou perpendicu
laire au plan YXJ', & la force B D parallèle 
à ce même plan, z' y Qu'à cette force B u , 
on peut fubftituer la force BE parallèle à 
XY, ou perpendiculaire au plan ZXT, ôc 
la force BF parallèle à XT ou perpendicu
laire au plan ZXV\ enforte que la force P 
ou A B , fe trouvera décompofée en trois 
forces parallèles à trois lignes perpendicu
laires entre elles , ou , ce qui revient au mê
me , fe trouvera décompofée en trois forces 
perpendiculaires à trois plans qui feront per
pendiculaires entre eux. 

O r , ce que nous difons ici de la force P > 
eft évidemment appliquable à toute autre 
force qui ne fera point perpendiculaire à l'un 
de ces trois plans. Donc fi on conçoit tou
tes les forces telles que P, ainfi décompo
ses , & qu'on réduite enfuite à une feule 
par la méthode donnée ( 2 j j ) , toutes les 
forces perpendiculaires au plan ZXT' ; qu'on 
fa (Te la même chofe , pour les forces perpen
diculaires au plan Z XY \ enfin, la même 
chofe , pour les forces • pe rpend i cu l a i r e s au 
plan YX T, on voit qu'on pou r ra toujours 
réduire tant de forces que l'on voudra , diri
gées dans différents plans, à trois forces 

V 



perpendiculaires à trois plans qui feroient 
perpendiculaires entre eux. 

Si quelqu'une des forces fe trouvoit pa
rallèle à quelqu'une des droites XZ, XF, 
XT y alors fes compofantes parallèles aux 
deux autres droites feroient cenfées zéro. 

Tels font les principes généraux de la 
compolîtion ôc de la décompofïtion des 
forces. 

Des Centres de Gravité. 

2 5 9 « Avant que de nous occuper des 
effets particuliers que peuvent produire furies 
machines ou en général fur les corps d'une 
Structure ôc d'une matière connues, les forces 
dont nous venons de confidérer les propriétés 
générales , il faut nous arrêter fur les centres 
de gravité , dont la connoiffançe importe 
beaucoup pour la détermination des mouve
ments dont ces machines ou ces corps peu
vent être fufceptibles. 

Rappelions - nous , que nous avons dit 
( *02 ) que les directions fuivant lefquelles la 
pefanteur agit fur les particules matérielles 
d'un corps , fon: parallèles ; & que cette 
force tend à communiquer à chaque partie 
de matière, la même vîteffe dans le même 
temps. 

2 6 0 , On appelle Centre de gravité d'un 



corps 3 ou d'un fyftême. de corps, ( c'eft-à-
dire, d'un affemblage quelconque de corps ) 
le point par où paffe la force réfultante des 
forces particulières dont chaque partie de ce 
corps ou de ce fyftême, feroit animée par 
l'action naturelle de la pefanteur, dans quel
que fituation qu'on mette ce corps, ou ce 
fyftême. 

Par exemple, Ci dans la pofition actuelle 
du triangle ABC {Fig.j?) la force ré fui* 
tante des actions de la pefanteur fur toutes les 
parties de ce triangle, paffe par un certain 
point G de fa furface ; & que dans une autre 
fituation a b c, elle paffe encore par le même 
point G y ce point G s'appelle le centre de 
gravité. Nous verrons dans peu , que 
cette réfultante paffe toujours par le même 
point, dans toutes les fituations poffibles 
du corps. 

2 6 I . La détermination ât ce centre eft 
facile, après ce que nous avons dit fur l'ufage 
des moments pour trouver la réfultante de 
plufieurs forces parallèles. 

En effet, foient M, N> P, {Fig.Zo) 
tant de corps que l'on voudra, dont (pour 
ce moment ) nous cpnfidérons les maiTes 
Concentrées aux points B , A , C, que 
nous fuppoferons d'abord dans un même 
plan. Soit p la vîteiTe que la pefanteur tend 

V 2. 



TG" qui en 

fupprim'ant le facteur commun p, fe réduit à 

O r , en 

menant les lignes BB', A A!, CC parallè
les à TG', exterminées à la verticale TC; 
imaginant de plus 3 que le point G pris fur 
la direction de la réfultante, eft le centre 
que nous cherchons, & menant G G' autfi 
parallèle à 7 G", on a TG"^G'G\ TB"=* 
BB', T A"= A A', V C" =-- CC; donc 

G G' c'eft-à-

di re , en reftraigaant le mot de moments, & 

à imprimer à chacun dans un inftant, ôc qui 
(202) eft la même pour chacun. Alors p x M, 
p x N, p> x P ou p Al, p N, p F feront les 
quantités de mouvement, ou les forces avec 
lesquelles ces corps tendent à fe mouvoir 
fuivant les directions parallèles C C, B" B, 
A"A. O r , fuivant ce que nous avons dit 
l 2$i ) , pour avoir la pofition de la force ré
sultante , il faut prendre la fomme des mo
ments à l'égard d'un point quelconque T pris 
fur une ligno perpendiculaire à ces direc
tions , ôc divifer cette fomme, par la fom
me des forces; on .aura d o n c , pour la 
valeur de la diftance TG" à laquelle paiTe 
cette réfultante, on aura dis-je 



GG" Or ayant 

déterminé les diflances de G aux deux lignes 
fixes ôc connues TA" & TC, il eft évident 
que la pofition de ce centre eft connue , pui& 
que les diflances BB', BB", AA', A A", &c. 
font connues , attendu qu'on eft maître de 
prendre, par-tout où l'on voudra, le point T 
par où on mené TA1 & TC'. 

262. Si les diftances A A", B B", ôcc, 
font chacune zéro ; c'eft-à-dire, fi tous les 
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n'entendant par ce m o t , que le produit de la 
maffe d'un corps par fa diftance à une ligne 
droite. 

La diftance du centre commun de gravité de 
plufteurs corps j, à une ligne droite , fe trouve 
en divifant lafontme des moments de ces corps, 
( pris par rapport à cette ligne ) par la fomme 
des maftks. 

Concevons maintenant que l'on rçnverfe le 
fyftême des corps M, N, P, enforte que la 
ligne TA" qui étoit horifontale , devienne 
verticale ; & au contraire pour la ligne TC ; 
alors on démontrera de même , que pour 
avoir la diftance de la réfultante, à la ligne 
TA" qui eft alors verticale , il faut prendre 
la fomme des moments à l'égard de TA", ôc 
divifer cette fomme , par celle des maffes. 
On aura donc , de même . . . . . 



corps font fur une même ligne droite TAn ; 
alors la fomme des moments, par rapport à 
cette droite, eft zé ro , donc la diftance GG" 
eft auffi zéro. Donc fi plufieurs corps, confidérés 
comme des points 3 font fur une même ligne 
droite, leur centre commun de gravité 3 eft auffi 
fur cette même ligne droite. 

263. Si l'on menoit les lignes TA'\ TC 
de manière cfue l'une ou l'autre , ou toutes 
deux, fe trouvaient avoir des corps de part 
6c d'autre ; alors au lieu de la fomme des 
moments, il faudroit dire la fomme des mo
ments des corps qui fe trouvent d'un côté, 
moins la fomme des moments des corps qui fe 
trouvent de l'autre. Quant au dénominateur 
de la fraction qui exprime la diftance du cen
tre de gravité , il fera toujours compofé de 
la fomme des maffes , parce que toutes les 
forces de ces maffes, en vertu de leur pefan-
teur , agiffent toutes dans le même fens.. 
Cela eft général pour quelque nombre de 
corps que ce foit, qui étant confidérés comme 
des points 3 font tous dans un même plan. Et 
tout cela eft une fuite de ce qui a été dit (2^1)« 

Les lignes TA', TA'1 s'appellent Axa 
des Moments. 

264* Si l'on conçoit maintenant , que 
le point T que nous avons pris d'abord 



arbitrairement y foit fur le point G ; alors 
GG1 6c GG" deviennent, chacune , zéro. 
Donc la fomme des moments par rapport 
à TC & la fomme des moments par rapport 
à TA"9 doivent alors être zé ro , chacune. 

26 Préfentement, je dis que fi la fom
me des moments de plufieurs corps , par 
rapport à la droite R S qui pafTe par le point 
G (Fig. 81 ) eft zéro ; Ôc s'il en eft de mêgie 
de la fomme des moments , par rapport à 
la droite P Q perpendiculaire à R S, & qui 
paffe par le même point G ; la fomme des 
moments par rapport à toute autre droite M M 
paiïant par le même point G, fera audi zéro. 

En effet, ayant mené les perpendiculai
res A A1, A A", A A", fur les lignes PQ,RS, 
MN; fi Ton fuppofe que le point / eft celui 
où A A' rencontre MJSl; le triangle re&angle 
Gd'I donnera fin GI A' ou cof P G M. G A' 

ou AA": : fin PGM: A11 donc 

AI=AA' — A' I=AA' 
dans le triangle re&angle / A. A1" , on aura 
( en fuppofant le rayon = i ) 1 : A I : : fin 
AIA!" ou cof PGM : AA' ; donc A Af 1 = 
AIxcofPG M, c e f t - à -d i r e , A A" =* 
A A! cofP G M—A A"fin PGM; & par con. 



fequent en multipliant par la malle A, on 
aura le moment A x A A'" = A x ^ ^ x 
cofPGM—AxAA" v. fin PGM ; c'eft à-dire 
que le moment du corps à l'égard de 
l'axe M eft égal-au cofinus de l'angle 
PGM multiplié par le moment à l'égard de 
l'axe .P Q, moins le finus du même angle 
PGM ^multiplié par le moment à l'égard de 
l'axe J( S. 

Or il eft. facile de voir que la même chofe 
aura lieu à l'égard de tout autre corps, à la 
différence des fignes près , felon que les 
corps feront d'un même, ou de différents 
côtés deMN, Donc fi-on fait une fomme 
de tous les moments à l'égard de l'axe M N, 
on trouvera qu'elle eft égale au cofinus de 
l'angle PGM , multiplié par la fomme des 
moments à l'égard de P Q , moins le fmus de 
l'angle PGM multiplié par la fomme des 
moments à l'égard de R S. Or chacune de 
ces deux dernières fommes eft zéro, par la 
fuppofition ; donc leurs produits par le co
finus Ôc par le fmus de l'angle PGM, feront 
zéro ; donc aufli la fomme des moments à l'é
gard de l'axe, quelconque M N pajjanf par k 
centre de gravité G , eft ^¿{0. 

2 6 6>. Concluons donc-de- là que .l'ac
tion réfultante de toutes' les actions parti
culières de la pefanteur fur chacune des 
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parties d'un fyfíeme de corps, pafTe toujours 
par un même point de ce fyftême , quelque 
pofition que ce fyftême puiife avoir ; car ce 
n'eft que par rapport à la direction de la 
réfultante que la fomme des moments de plu-
fieurs forces parallèles, peut être zéro (253). 

Au refte, quoiqu'il n'ait été queftion , juf-
qu'ici, que des corps dont les centres de 
gravité font dans un. même p l an , cela ne 
s'étend pas moins au cas où les parties du 
fyftême, font dans différents plans : c'eft ce 
qu'on va vo i r , par ce qui fuit, 

1 67' Si les corps , toujours confidérés 
comme des points , ne font pas dans un même 
plan , on concevra un plan horifontal XZ 
{Fig. 76"); Ôc de chacun des points pefants 
P, Q, S, on imaginera les verticales P A, 
QB, SC; ôc pour déterminer le. point E par 
où paffe la réfultante R E dans la direction 
de laquelle doit être le centre de gravité, 
on prendra ( 2 j j ) les moments par rapport 
à deux droites fixes TX, T Z prifes dans 
le plan horifontal Z X, ôc perpendiculaires 
entr'elles, on prendra, dis-je, la fomme des 
moments comme fi tousles corps étoient dans 
ce plan horifontal ; ôc ayant divifé chacune 
de ces deux fommes de moments , par la 
fomme des maffes P, Q }S, on aura les deux 



diftances E' E 9 E E. Il ne fera donc plus 
queftion que de trouver, à quelle diftance EG 
au-deffous du plan horifontal XZ ,• fe trouve 
ce centre. Or fi Ton imagine la figure ren* 
verfée, de maniere que le plan XZ devienne 
vertical, ôc que Z V foit alors le plan ho-
rifontal; on vo i t , par le même principe , que 
pour avoir la diftance E' G' correfpondante 
-ôc égale à la hauteur cherchée E G, il faut 
prendre la fomme des moments par rapport 
à Z T, comme fi tous les corps étoient dans 
le plan Z V9 ôc divifer cette fomme de mo
ments , par la fomme des mafles ; alors on 
a tout ce qu'il faut, pour déterminer la po-
fition du centte de gravité. 

o 

1 68- Donc , pour récapituler; la recher
che du centre de gravité fe réduit, 

i°. Lorfque tous les corps confidérés } 

comme des points, font fitués fur une même 
ligne droite ( Fig. 82 ) ; à prendre la fomme 
des moments par rapport à un point fixe / 
pris arbitrairement fur cette ligne, ôc divifer 
cette fomme par la fomme des maffes : le 
quotient, eft la diftance du centre de gra
vité G, à ce même point F. 

2 0 . Lorfque tous les corps confidérés > 
comme des points , font tous dans un même 
plan: on imaginera par un point T(Fig. 80) 



pris arbitrairement dans ce plan, deux lignes 
T A*1, 7 A' perpendiculaires l'une à l 'autre; 
ôc ayant mené des perpendiculaires , de cha
que point pefant, fur chacune de ces deux 
lignes, on imaginera que ces points pefants 
font appliqués fucceiTivement fur la ligne 
TA", ôc fur la ligne TA', chacun au point 
où aboutit fa perpendiculaire. Et l'on cher
chera , comme dans le cas précédent, quel 
eft alors le centre de gravité G" fur TA"; ôc 
quel eft le centre de gravité G' fur TA' ; me
nant enfin par ces deux points , les lignes 
G" G, G' G parallèles à TA' ôc TA", leur 
point de rencontre G fera le centre de gra
vité cherché. 

3°. Enfin , lorfque les corps confidérés , 
comme des points , feront dans différents 
plans, on imaginera trois p lans , l'un hori
fontal ( Fig. 76 ) ôc les deux autres verti
caux, ôc perpendiculaires entr'eux. De cha
que point pefant on abaiffera une perpen
diculaire fur chacun de ces plans ; on prendra 
la fomme des moments, par rapport à cha
que plan , & divifant chaque fomme , par 
la fomme des maffes, on aura les trois dis
tances du centre de gravité à chacun de ces 
plans. 

2 6Sur quo i , il faut toujours fe fouve-
nir que quand quelques-uns des corps fe 



trouvent de différents cotés du point, ou c!e 
la ligne , ou du plan , par rapport auquel 
on confîdere les moments il faut prendre avec 
des fignes contraires, les moments des corps 
qui fe trouvent de différents côtés. 

ij o> Plaçons ici une obfervation qui fuit 
immédiatement de ce que notfs venons de 
dire, ôc qui peut abréger, dans plufieurs oc-
cafions, la détermination du centre de gra
vité , ôc d'autres recherches. 

Puifque la diftance du centre de gra
vité eft égale à la fomme des moments , 
divifée par la fomme des maffes ; fi le point, 
la l igne, ou le plan par rapport auquel on 
confîdere les moments , paflc par le centre 
de gravité, cette diftance étant alors zéro, 
la fomme des moments, doit donc aufli être 
égale à zéro. Donc , en général, la fomme des 
moments par rapport à tel plan que ce foit qui 
paffe par le centre de gravité, eji \éro. 

2 7 1 . Jufquici nous avons confidéré les 
corps comme des points ; ôc nous avons vu 
comment on détermine le centre commun de 
gravité de tous ces points, en quelque nom
bre qu'ils foient. O r , un corps d'un volume 
ôc d'une figure quelconque , n'étant autre 
chofe que ï'affemblage d'une infinité d'au
tres corps , ou parties matérielles , que 
l'on peut confidérer comme des points , il 



s'enfuit donc que par la même méthode on 
peut déterminer le centre de gravité d'un 
corps de figure quelconque ; & nous allons 
en voir diverfes applications dans un mo
ment. 

Et puifque le centre de gravité n'eit au
tre chofe que le point par où paffe la réful
tante de tous les efforts particuliers que font 
les parties d'un corps pour obéir à leur pe
fanteur ; que d'ailleurs cette réfultante eft 
égale à la fomme de tous ces efforts parti
culiers ; concluons-en qu'on peut toujours 
fuppofer tout le poids d'un corps réuni à foa 
centre de gravité, & que ce poids y feroit 
le même effet, qu'il eft capable de faire fur 
ce point, dans fa diftribution -actuelle fur 
toutes les parties du corps. 

2 7 2 . Donc lorfqu'on aura à trouver le 
centre commun de gravité de pluiieurs maf-
fes de figures quelconques : on commencera 
par chercher le centre de gravité de chacune 
de ces mafies , ce qui eft facile actuellement. 
Puis, confidérant le poids de chacune de ces 
maffes comme réuni à fon centre de gravité , 
on cherchera le centre commun de gravité , 
comme fi tous ces corps étoient des points 
placés à l'endroit où chacun a fon centre de 
gravité particulier. 

2 7 3 . Donc tout ce que nous avons d i t , 



jufqu'ici fur le centre commun de gravité* 
de plufieurs corps confidérés comme des 
points a également lieu pour les corps de 
figure quelconque, en prenant, dans l'éva
luation des moments, pour diftance de chaque 
corps, la diftance de fon centre de gravité 
particulier. 

2 7 4* Donc [i plufieurs corps de quelques 
figures qu'ils /oient, ont leurs centres paiti-
culiers de gravité dans une même ligne droite, 
ou dans un même plan ; leur centre commun 
de gravité fera aujji dans cette même ligne 
droite, ou dans ce même plan. Cela fe démontre 
comme on l'a fait ( 262 ) . 

2 7 f. Venons aux applications. Sok 
AB (Fig. 8>3) une ligne droite uniformé
ment pefante. On voit facilement & fans le 
fecours d'aucune démonstration, qu'elle doit 
avoir fon centre de gravité dans fon milieu. 
Mais pour confirmer par un exemple fimple, 
îa théorie des moments que nous venons 
d'expofer, cherchons ce centre de gravité 
par ces mêmes principes. 

Concevons donc cette droite partagée en 
une infinité de parties telles que Pp ; il faut 
multiplier chacune par fa diftance à un point 
fixe ; par exemple, par fa diftance à l'extré
mité A ; prendre la fomme de ces produits, 
ôc divifer le tout par la fomme des parties 



Pp ; ceft-à-dire , par la ligne AB. Nommons 
donc A fi, a ; A P, ; nous aurons Pp — dx\ 
le moment de Pp fera x<£c, qu'il faut inté
grer pour avoir la fomme des moments ; 

cette fomme fera donc — ; ôc pour l'avoir 

dans toute l'étendue de la l igne, il faut fup-

pofer x = a ; on a donc ~ pour la fomme 

totale des moments ; divifant donc par la 

fomme a des maffes, on a , pour la dif* 

tance du centre de gravité, au point A. Ainfî, 
le centre de gravité d'une ligne droite uni
formément pefante , eft dans fon milieu j ce 
qui eft d'ailleurs évident. 

1j6' Donc i°. pour avoir h centre de 
gravite' du contour d'un polygone quelconque 
{Tig. 8 4 ) , il faut du milieu de criaque côté , 
mener des perpendiculaires fur deux lignes 
fixes AB, A C, tirées dans le plan de ce 
polygone ; bc confidérant le poids de diaque 
cô té , comme réuni au milieu de ce côté y 

chercher le centre commun de gravité de 
ces poids comme il a été dit ( 261 ). 

2 7 7 . 2 0 . Le centre de gravite de la fur-
face d'un parallélogramme quelconque , eft au 
milieu de la ligne qui joint les milieux de deux 
côtés oppofés. Car en concevant le parallélo
gramme compofé de lignes matérielles pa-



ralleles à ces deux côtés, chacune aura fon 
centre de gravité fur la ligne qui paife par 
les milieux de ces deux mêmes cotés. Le 
centre commun de gravité de toutes ces li
gnes fera donc fur cette même ligne. Il fera 
d'ailleurs au milieu , puifque cette ligne 
confidérée comme chargée de tous ces poids, 
eft uniformément pelante. 

^ 7 8» 3°- Pour avoir le centre de gravité de 
la furface dJun triangle A B C ( Fig. 8 5 ) , il faut 
du fommet A, mener au milieu D du côté 
oppofé B C la droite AD; ôc prendre , à 
compter du point D, la partie D G — j A D, 

En effet, la droite A D qui divife BC en 
deux parties égales au point D , divifera 
aufïi, en deux parties égaies, toute droite 
MN parallèle à BC; donc fi on coniidére 
la furface du trianple comme l'affemblage 
de plufieurs lignes matérielles, parallèles a 
BC, la ligne AD qui paffe par les centres 
de gravité particuliers de toutes ces lignes, 
pafiera aufli par leur centre commun de gra
vité (262), c'efl-à-dire, par celui du triangle. 
Par la même raifon la ligne CE qui pafferoit 
par le milieu de A B, pafferoit aufîi par le 
centre de gravité du triangle ; ce centre eft 
donc au point d'interfeclion G des deux li
gnes Cl ôc AD. Or fi l'on tire E D , elle 
fera parallèle à A C puifqu elle divife en 

deux 



deux parties égales les deux côtés AB, B C* 
Les deux triangles E GD, A G C feront donû 
femblables , ainfi que les triangles ABC, 
EBD ; on aura donc G D : A G : t E D 
AC::BD : BC : : i : 2,'G D eft donc 
moitié de / 4 ( r ; ôc par conféquent le tiers 
de AD. 

lj9» Concluons de-là que pour avoir te 
centre de gravité G d'un trapèze ( Fig. S 6 ) , 
il faut, par les milieux E & Pdes deux côtés 
parallèles C D &. A B, mener £ F; ôc par ces 
mêmes points, mener aux deux angles op
pofés A ôc Z) les lignes EA3 FD; puis 
ayant pris F g = jEA, Fg/ ^j- FD; me
ner g g' qui coupera E Fzu point cherché G. 

Car en raifonnant comme nous l'avons 
fait pour le triangle, on voit que le centre 
de gravité G doit être fur E F. D'ailleurs, 
g & g' étant ( 2 7 8 ) les centres de gravité 
particuliers des deux triangles CAD, AD B 
qui compofent le trapèze ABDC9 le centre 
commun de gravité de ces deux triangles, 
ou du trapèze, doit être fur ggf

9 ( 262 ) ; il 
doit donc être à i'interfeclion G* 

Comme nous aurons befoin par la fuite $ 
de la diftance F G , déterminons-la tout de 
fuite. 

Menons les lignes gh Ôc g'h! parallèles à 
Puifque gE — -AF, ôc F g' 



on aura gk = \ A F & | E D ; <» 
= ±AB> Ctg'à'=*'e CD. Par la même 

raifon Eh = f 2 ? F , Fh!=--\EF; donc 
kfi' = \ E F. Or les triangles femblables 

donnent ^ : 6 ^ : : g'h!Gk1 ; 
donc g h -*t- gfh' : Gk + Gk' : : y A7 : G# ; 
c eft-à-dire, ±AB-i-iCD:iFF: :±CD: Gk'; 

donc Cr^' donc F G qui efl =s 

•FA' -H GA' fera c'eft à* 

dire , F Cr Ceci nous 

fervira dans p e u , à trouver le centre de 
gravité de la partie fubmergée de la carène y 
dans les vaiffeaux. 

Remarquons, en paffant, que fi la hau
teur du trapèze étoit infiniment petite , & 
les deux côtés A B & C D infiniment peu 
différents ; alors ces mêmes côtés doivent 
être réputés égaux : enforte que la diftance 

FG fe réduit à ou , ~ FF; c'eft-

à-dire, que dans ce cas , le centre de gra
vité eft à égale diftance des deux bafes op-
pofées. 

CL 8 0 . H eft donc facile maintenant de 
trouver le centre de gravite de la furface d'un 
polygone quelconque ( Fig. 8 7 ). Il faut le par
tager en triangles, & ayant déterminé le 



Centre de gravité de chaque triangle, de là 
manière qu'on vient de l'enfeigner, on dé
terminera le centre commun de gravité de 
tous les triangles, en les confidérant com
me autant de malles proportionnelles à leur 
furface, & réunies chacune à fon centre de 
gravité particulier. Ce qui fe fera comme il 
a été enfeisné (2,61 V. 

On voit actuellement comment on peut 
déterminer le centre de gravité de la furface 
de tout foiide terminé par des furfaces 
planes. 

2 8 1 » Au refte, il n'eft pas toujours né-
ceffaire d'avoir recours aux moments 3 pour 
trouver les centres de gravité. Par exemple , 
s'il s'agiffoit de trouver le centre de gravité 
du contour du pentagone régulier A B CD E 
(Fig* 88 ) ; je menerois de l'un A, des an
gles, une droite AFau milieu F du côté op-
pofé CD, J'en menerois pareillement une 
féconde, de l'angle E, au milieu du côté 
oppofé B C; l'interfeâion G de ces deux l i
gnes feroit le centre de gravité. 

En effet , le centre commun de gravité 
des deux côtés A B, A E, eft au milieu c de 
la ligne ba qui paffe par leurs milieux; cela 
eft évident. Le centre commun de gravité 
des deux côtés BC, DE, eft par la même 
fâifon, au milieu e de la ligne Id qui paffe par 
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ieurs milieux. Enfin le côté C D, a fon centre 
de gravité en F. Or il eft facile de voir 
que la ligne A F paffe par les milieux c, e, 
ôc F; elle paffe donc par le centre commun 
de gravité des cinq côtés ; un raifonnement 
femblable, prouvera que IE paffe aufti par 
ce centre; ce centre eft donc à l'interfeclion G9 

de AF&c d e i F . 
2 8 2 . En raifonnant comme nous l'avons 

fait pour le triangle, on prouvera que le 
point G eft aufli le centre de gravité de la 
furface du pentagone régulier. 

E t en général, on prouvera de la même 
manière, que le centre de gravité du contour, 
ainfi que de la furface d'un polygone régulier 
d'un nombre de côtés impair, eft au point 
d'interfection de deux droites dont chacune 
eft menée de l'un des angles, au milieu du 
côté oppofé. Et lorfque le nombre des côtés 
eft pai r , ce centre eft au point d'interfec
tion de deux lignes menées par les milieux 
de deux côtés oppofés ; d'où l'on conclu-
r o i t , s'il en étoit befoin, que le centre de 
gravité de la circonférence & de la furface 
d'un cercle, eft au centre. 

Quand le nombre des lignes, furfaces , 
corps , ôcc. dont on a à trouver le centre com
mun de gravité, n'eft pas confidérable, on 
peut faire ufage de ce que nous avons dit ( 23 8 



& 2?p ). Par exemple , foient trois points 
A, B, C( Fig. 8p ) qui foient les centres de 
gravité de trois lignes, ou trois furfaces, ou 
trois corps, dont les poids font repréfentés 
par les maffes M, N, P . Ayant joint deux 
de ces points C ôc B, par la ligne B C , on 
partagera B C en D, de manière que Ton ait 
N: P : : Ç D : B D, ou N -h P : N : : C B : 
C D-, le point D fera, le centre commun de 
gravité des deux poids P ôc N On mènera 
enfuite D A\ ôc imaginant la totalité N-h P 
des deux malles N Se P raffemblée en D, on 
partagera, de même, D A, en raifon inverfe 
des deux maffes M ôc iV-f- P ; c'eft-à-dire , 
de manière que iV-H P : M : : A E : D E, ou 
que N-+-P+M: M: : AD: D E ; le point 
£ fera le centre commun de gravité des trois 
poids M, N, P . On continuèrent de m ê m e , 
pour un plus grand nombre de corps. 

2 8 3 « Concluons , de ce qui précède , que 
l'on peut avoir facilement le centre de gra
vité de la furface ôc de la folidité de tout 
prifme ôc de tout cylindre. 

En effet, il eft évident que ce centre doit 
être au milieu de la ligne qui paffe par les 
centres de gravité des deux bafes oppofées ; 
puifque ces corps font compofés de tranches 
parfaitement égales & femblables à la bafe, 
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que l'on peut confidérer comme autant de 
poids égaux uniformément diftribués fur cette 
ligne. 

2 8 4« Pour avoir le centre de gravité G 
d'un? pyramide triangulaire SABC ( Fig. 90 ) , 
îi faut, du fommet, mener au centre de gra
vité F de la bafe, la droite S F, & prendre 
fur cette l igne , à compter du point F, la 
partie B G = ^S B. 

En voici la raifon. Du milieu D du côté 
AB, menons DC, DS, & ayant pris DF= 
±CD,& D E-^jD S , les points F 6c E 
feront les centres de gravité des deux trian» 
£lcs ABC,-ASB. 

Cela pofé , fi l'on conçoit la pyramide , 
compofée de plans matériels parallèles à 
AlC9 la ligne 6>" qui paffe par le point F de 
la bafe paffera, dans chaque tranche, par un 
point qui fera placé de la même manière dans 
cette tranche ( Géom. 199 ). Ainfi, les cen
tres de gravité particuliers des différentes 
tranches , font tous fur la ligne Par 
îa même raifon , les centres de gravité parti
culiers des tranches parallèles à ABS , donc 
on peut imaginer que la pyramide eft com
pofée, font tous fur EC. Donc le centre de 
gravité de la pyramide eft au point G , où 
fo coupent les deux lignes F S, & ECiïiuécs 
dans le plan $DÇ> Or fj l'on mené FE , elle 



fera parallèle à CS, puifque D F étant le tiers 
de D C, ôc D E le tiers de D S, ces deux 
lignes D C ôc D S font coupées proportion
nellement. Les deux triangles F E G, GCS 
feront donc femblables entr'eux, Ôc il en fera 
de même des deux triangles D F E, D CSï 
pn aura donc F G : GS : : F E : C S : : DF: 
DC: : 1 : 3 ; donc F G eû le tiers de G S, & 
par conféquent le quart de F$. 

283* . Comme on peut décompofer tout 
folide, en pyramides triangulaires,, connoiffant 
actuellement le centre de gravité d'une py
ramide triangulaire, il eft facile, à l'aide des 
moments , de trouver le centre de gravité 
d'un corps quelconque. 

2 8 6. Telle eft la manière générale de 
trouver les centres de gravité des figures , 
ou des corps, dont les parties font indépen
dantes les unes des autres, ou du moins , 
lorfqu'on n'a point l'expreflion de la loi qui 
les lie les unes aux autres. 

Mais lorfque les parties d'une figure ou 
d'un corps ont entr'elles une relation que 
l'on peut exprimer par une équation , on 
peut alors trouver le centre de gravité d'une 
manière beaucoup plus facile. En voici des 
exemples. 

2 8 7 - Qu'il s'agiffe d'abord de trouver 
le centre de gravité G, d'un arc quelconque 

X 4 



de courbe A AI ( Fig. 91 ). On imaginera 
l'arc infiniment petit AI m ; ôc l'on prendra 
pour axe des moments une ligne quelconque 
ÇN parallèle aux ordonnées que je fuppofe 
perpendiculaires entr'elles. Je fuppofe de 
plus que la diftance de Cà l'origine A des 
abfciffes foit = b, b étant d'ailleurs quel
conque. Pour avoir la diftance G g du centre 
de gravité à l'axe CN, il faut ( 161 ) prendre, 
la fomme des moments des arcsikf/w, par 
rapport à l'axe C N y ôc la divifer par la fom
me des arcs M m ; c'eft - à - dire , par l'arc 
A AI. Or l'arc Aï m étant infiniment pe t i t , 
la diftance de fon milieu n , à la droite C'N, 
doit être réputée égle h Al N. On aura donc 
M mx M N pour le moment de ce petit arc. 
Mais en nommant A F. x ; P M. y : on a 
( P 7 ) M m AfN = CP = 
b x ; donc eft le mo
ment du petit arc Mm ; ôc par conféquent 

"dx"--i-dv2 •> ou l'intégrale de (b-r-x) 
V^dx^Tdy- eft la fomme des moments de tous 
les arcs infiniment petits AI m , dont l'arc 
A AI eft compoie. On a donc G g = 

Quant à l'arc A AI qui 

divife , dans cette quantité x nous avons 
donné ( 9 7 ) la méthode pour le déterminer 
•çxadement, lorfque cela fe peut5 ôc ( n o ) 



celle de le déterminer par approximation. 

Par un raifonnement femblable 3 on trou* 
vera que la diftance G g', du centre de 

gravité , à l'axe A P 

Ce font là les formules générales qui fer
vent à déterminer le centre de gravité d'un 
arc quelconque de courbe dont on a l'équa
tion entre les lignes que nous avons nom
mées x &y, 

1 § 8 . Si l'arc dont on veut avoir le centre 
de gravité , eft compofé de deux parties 
égales & femblables A M , A M' {Fig. 91 ) 
fituées de part & d'autre de l'ave des abf-
cifTes ; alors il eft évident que le centre de 
gravité G, fera fur la droite A P : il ne fera 
donc queftion que de trouver fa diftance au 
point C. Or il eft clair que les moments des 
deux arcs Mm, M'm', à l'égard de l'axe iViV' 
étant égaux , la diftance C G fera > alors 3 

égaie à 2J 

Par exemple, que l'arc M A M foît un 
arc de cercle , on aura y — Vax-xx, & étant 
le diamètre. On trouvera facilement , & 
nous l'avons déjà vu ( n i - ) que Vdx^d-** — 

On aura donc 2 



Suppofons , pour plus de (implicite , que le 
point C foit le centre , alors AC—b = ~a ; 
nous aurons donc 2 f( b — x) V~dx^~dJi = 

û / ( t ^ — x ) dx{ax-~xx)~y= a K W * * ^ ) ; 
intégrale à laquelle il n'y a point de conf-
tante à ajouter, parce que , lorfque x = zéro, 
elle devient zéro , ainfi que cela doit être, 
puifqu'alors la fomme des moments eft, 
évidemment, nulle. 

Nous avons donc enfine flb—x)dxVdx^dy1 

& par conféquent. 

CG=a 

ce qui donne cette proportion M A M1: 
M M' : t C A : C G, qui nous apprend que 
la diftance du centre d'un cercle 3 au centre 
de gravite de l'un quelconque de fes arcs 3 efl 
quatrième proportionnelle à la longueur de Farc} 

à fa corde & au rayon. 
On peut appliquer ces formules à toute 

autre courbe : nous paffons aux centres de 
gravité des furfaces planes terminées par des 
lignes courbes. 

2 § 9 . Si l'on demande le centre de gra
vité de la furface A P M( Fig 9 3 ) ; nous 
fuppoïerons que G repréfente ce centre. H 
faudra pour avoir la diftance G g, prendre 



la fomme des moments des petits trapèzes 
HP pin, par rapport à C N, ôc la divifer par 
la fomme de ces trapèzes . c'eft-à-dire, par 
l'efpace A P AL Or le centre de gravité i de 
ce petit trapèze doit être au milieu de la 
droite n k également éloignée de M P Ôc 
demp; milieu que l'on peut fuppofer être 
fur M P , à caufe de la hauteur infiniment 
petite P p ; on aura donc la diftance i / =» 
CP ; ainfi le moment de P p m M, fera 
Ppm M x C P , c'eft à-dire, [b— x)ydx, en 
ap..._ r r 4 ,b , &APx. Donc 
la fomme des moments C-.-3 / (b—x) ydx} ÔC 
par conféquent la diftance G g fera , . , 

A P m * 
On trouvera de la même manière que lâ 

diftance G g' -

2 9 0 . En général, on trouvera de la mê
me manière , le centre de gravité de tout 
efpace plan, en le décompofant en trapèzes 
infiniment petits. 

Par exemple, s'il s'agit du triangle ANN1 

( Fig. p4 ) , on prendra la bafe N N ôc la 
hauteur A Ç pour axes des moments ; ôc nom
mant A P y x ; M ^' ôc A C y by on aura 
M A4'm'm = ydx ; ôc le moment de ce tra
peze à l'égard de N C, fera ( b — x )ydx. En 
force que la diftance G g du centre de gra-



vi te y à la bafc, fera* ,Or fi l'on nom
me c la bafe, on a AC: AP : : NN' : MM; 

c eft - à - dire P b : x : : c : y donc 

( b — x ) y<£ç, devient ou 

( bxdx dx ) , qui vaut 

OU Or la furface AMM! & 

donc la diftance du centre 

de gravité, eft ou -

q u i , lorfque x = b, devient f 5. Donc G g 
= f b. Or fi Ton mené la ligne AG L , les 
triangles femblables ACL, G gL donnent 
L G : L A : : G g: A C : :\b : b : : i : 3;donc 
X G —jL A, ce qui s'accorde avec ce que 
nous avons démontré ( 278 ). 

2 9 1 . Appliquons maintenant les formu
les , aux lignes courbes. Suppofons que AP$ 
{Fig. 9 5 }• eft une portion de cercle , dont 
le diamètre eft a , & que le point C eft le 
centre ; ce qui donne b = 7 a. Nous aurons 

ax-xx' La quantité 
devient donc ^ j c v ^ * - * * , ou 

ou 



qui ( 8 9 ) eft irn 

tégrable, ôc a pour intégrale ~(ax— xx ; 
quantité à laquelle il n'y a point de conf-
tante à ajouter, parce qu'elle eft zéro quand 
# = 0 , ainfi que cela doit être. Nous avons 

donc G g 

A l'égard de G g'\ puifqu'ona^ 

fa valeur ( 289 ) fera 

or ou 

eft ou 
5 

(3a — 2x); on a 

donc G g* 

S'il s'agit du fegment entier ; Comme 
il -eft évident que le centre de gravité G 
(Fig. p2) eft fur le rayon CA, qui divife 
l'arc en deux parties égales, Ôc qu'il eft à 
même diftance de NN' que les deux centres 
de gravité particuliers des deux demi-feg-

ments APM,AP M', on a 

c'eft-à-dire , que la diftance du centre d'un 
cercle, au centre de gravité de la furface de l'un 
quelconque de fes fegments , eft égale au dou
zième du cube de la corde 9 divifé par la furface 
de ce fegment. 



2 9 2 . Quant au centre de gravite d'UN 
fe&eur C/Vi A M' \ Fig. $6) on peut l'avoir, 
en obfervant que le centre de gravité G du 
fegment M A M, celui G' du fecieur, ôc 
celui G" du triangle font tous fur le rayon 
C A ; que felon le principe des moments, le 
moment du fefteur, doit être égal au mo
ment du fegment, plus le moment du trian
gle. On a donc CM A M'y. C G' = MAM'x 
C G H- C M M'xC G". Or nous venons de 

trouver C G que l'on peut changer 

en donc CG x M A M' 

D.'ailleurs, nous favons que C M M! 
= P MxCF, &l(27S ) que CG"*=*\C.P, 
enforce que CMM'xC G" = fe ré fait à ~ PMt 
c~Pz* Subftituant donc ces valeurs, on a 
CMAM'xC&e=$P M'-hï PMx CP* = 

càufe du triangle rectangle C P M. Donc 

CG' Mais la furface du fe£beur 

CM A M' eft égale à l'arc M A M multiplié 

par donc CG' 

C'eft-à-dire , que la di fiance du 

centre d'un cercle > au centre de gravité de fun 



quelconque de fes feâeurs , eft quatrième pro
portionnelle à l'arc, au rayon , & aux deux 
tiers de fa corde. 

On peut appliquer les formules, à toute 
autre courbe, par exemple, à la parabole, 
&c. 

2 9 3 • Voyons maintenant les furfaces 
courbes ; mais bornons-nous à celles des 
fol des de révolution. Alors en raifonnant 
comme dans les articles précédents, on 
verra que le centre de gravité de chaque 
zone élémentaire, eft dans l'axe de révolu* 
tion C A ( Fig. 97 ) , & doit être réputée au 
centre P de l'une des bafes de cette zone, 
confidérée comme ayant une épaiffeur infi
niment petite. O r , nous avons vu (p8) que 

1 exprefîion de cette zone étoit 

r : c repréfentant le rapport du rayon a J,â 
circonférence. On aura donc ( en nommant 
toujours b la diftance A C de l'origine A 
des abfcilfes à Taxe iV-iV des moments ) 

on aura , dis-je*, 

le moment de cette même zone, en forte que 
la diftance CG du centre de gravité G de la 
furface, au point C, fera en nommant S cette 

furface ; • 

pour 



Supputons, pour appliquer cette 
formule, qu'il s'agit de trouver le centre de 
gravité de la furface convexe du cône droit 
ANN {Fig. 9*), A P étant x; PM,y; la 
hauteur AC, b; le rayon C N de la bafe, a; 
& le côté AN, <?; on aura, à caufe des 
triangles femblables, ACN, Mr m, AC: 
AN: : Mr: Mm; c'eft-à-dire , b : e : : dx: 

On aura aufïi, à caufe 

des triangles femblables, A C N òcAP M, 
AC:CN::AP : P M', c'eft-à-dire, b : a:: 

donc 

devient ou 

dont l'intégrale eli 

ou 
O r la furface de là portion A M' L M A, 

ou S. eft ( Géom. 2 1 0 ) cire PAfi&L Von 

zACiAP:: AN: AM; ou 

donc 5 cire PM 
donc la diftance du centre de gravité de la 
furface AM LMA , au point C, eft 

ou ou^ — f*; 

donc 



donc lorfque x = b 3 ou lorfque AP = A C , 
on a la diftance CG du centre de gravité de 
la furface totale du cône. 
c'eft-à-dire que ce centre de gravité eft le 
même que celui de la furface du triangle 
ANN'. 

IQ <. Pour fécond exemple, prenons la 
fphere ( Fig. 99 )• Nous aurons 

# étant le diamètre-

donc deviendra 

adx\ fuppofant donc que C 

eft le centre , ce qui rend b = \ a , on aura 

qui fe réduit à ou 

Or, nous avons v̂u (£9) que la furface S 
du fegment fphérique AMLM'A , étoit 

on a donc la diftance C G du centre C 

au centre de gravité G, 

c'eft-à-dire, que ce-
centre G, eft au milieu G de la hauteur A P 
de ce fegment. D'où l'on peut conclure en 
général", que le centr~ de gravité de la fur-
face d June zone fphérique comprife entre 

Y 



deux plans parallèles, eft au milieu de 1$ 
Jiauteur de cette zone. 

25? 6* Terminons par la recherche des 
centres de gravité des folides. 

Si l'on confîdere un folide ( Fig. 6j ) 
comme compofé de tranches infiniment 
minces, parallèles entr'elles, ôc qu'on re-
préfente, en général , par s s, la furface de 
chaque tranche, ôc par a x fon épaiffeur , on 
aura ssdx pour cette tranche ; ôc par confé-
quent s s {b — x ) dx pour fon moment 2 
l'égard d'un plan parallèle à ces tranches, 
ôc paffant à une diftance C A du fommet 
A, == b. Donc en nommant S la folidité 
A L M M' A on aura pour la diftance du 

centre de gravité, la quantité 

la valeur de S fe détermine par les méthodes 
que nous avons données dans le calcul in
tégral ; & celle defss (b — x)dx, fe déter
minera , auffi, par ces mêmes méthodes, lorf 
qu'on aura la valeur de ss en x. On aura donc 
la diftance du centre de gravité par rapport 
à un plan connu. On cherchera de la même 
manière la diftance de ce centre à chacun 
de deux autres plans perpendiculaires entre 
eux, & au premier. Mais nous nous borne
rons ici aux folides dont les tranches parai' 
îeles, ont chacune leur centre de gravite par
ticulier fur une même ligne droite , tels 

Or 



que font les pyramides , 6c les folides de 
révolution. 

19 7« Prenons d'abord les pyramides. 
Soit donc b, la hauteur A C d'une pyramide 
quelconque ( Fig, ioo ) 5 x la diftance perpen
diculaire A P d'une tranche quelconque ; e e 
la furface de la bafe ; on aura ( Géom. 202 ) 
celle de la tranche placée à la diftance x 
du fommet, par cette proportion bb : xx : : ee; 

nous avons donc donc 

( b—x) dx, devient 

qui revient à ou 

Or la folidité de la pyramide qui a x pour 

hauteur, & s s ou e-j-£- pour bafe, eft e~*^ j 

donc la diftance du centre de gravité eft 

ou ou 

or lorfque x = b =? AC, cette quantité fe 
réduit à \ b ; donc la hauteur Cg[ du centre 
de gravité G, au-deffus de la bafe eft jb> 

Soit maintenant le centre de gravité de 
la bafe ; la ligne A g pafTera par le centre de 
gravité G de la pyramide ; & les parallèles 
G g' àcgC donneront Cg{ ow\b : A C ou b : : 
G g :Ag-, donc Gg — ^Ag; ce qui confir-

Y a 



me ce que nous avons dit (284) & fait voir 
que pour toute pyramide, le centre de gra
vité de la folidité eft: au quart de la dif
tance du centre de gravité de la bafe, au 
fommet. 

2 9 8 . Quant aux folides de révolution 

la valeur de ss( 102) eft généralement 

ainfi l'expreftion de la diftance du centre de 
^rayité -pour ces folides , eft généralement 

On peut appliquer cela à la 

fphere., à fellipfoïde, Ôcc. & par ce dernier, 
déterminer le centre de gravité des mâts. 
IMous ne nousy'arrêterons pas, parce que dans 
le cas ou on en auroit befoin, on peut , fans 
erreur fenfible, fuppofer ce-centre de gravité 
au milieu de la longueur de mât , vu le peu 
de courbure de leur furface ; mais nous parfe
rons à un objet plus important. 

2 99« Quoique ce que nous avons dit 
jufqu'ici, fur les centres de gravité, fuffife' 
pour mettre en état de les trouver , dans 
quelque cas que ce foit ; nous nous arrête
rons néanmoins, fur la méthode qu'on doit 
fuivre pour trouver le centre de gravité de 
l'a partie fubmergée cje h • carène 3 dans les 
vaiffeaux. 



On doit fuppofer que ce centre de gra^ 
vite eft dans le plan vertical qui paile par 
l'axe de la quille ; ainfi il ne s'agit que de 
trouver fa diftance horifontale à une ligne 
verticale menée par un point déterminé de 
l'étambot , &c fa diftance verticale à la 
quille. 

Pour l'un ôc l'autre de ces deux objets , 
il faut commencer par déterminer le centre 
de gravité d'une furface AN DFPB ( Fig, 
101 ) terminée par deux lignes parallèles 
AB, DF, ôc par deux courbes égales ôc 
femblables AN D , B F F. 

Si l'on avoit l'équation de cette courbe , 
rien ne feroit plus facile que de déterminer 
fon centre de gravité G, par les méthodes 
précédentes. Mais ne Payant point , il faut 
concevoir par les milieux C ôc EdeAB ôc 
de DE, la ligne DE que Ton partagera , par 
des perpendiculaires TH, KM, ôcc. en un 
affez grand nombre de parties égales, pour 
que les arcs compris entre deux perpendi
culaires voifines puiifent être regardés com
me des lignes droites. Alors on prendra les 
moments des trapèzes, D THF, TKMÎI, &c. 
par rapport au point E, ôc on divifera la 
fomme de ces moments 9 par la fomme des 
trapèzes , c 'eft-à-dire , par la furface 
ANDFPB. NOUS avons vu (Géom. .154, ) 
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comment on déterminoit cette furface : îl 
ne s'agit donc plus que d'avoir une expref-
fion Timple de la fomme des moments. Or 
(279) la diftance du centre de gravité du 

trapèze THFD, au point iT, eft 

celle du trapèze TK MH, au même point 
fera par la même raifon, & à caufe de l'é
galité des fgnes JE, IL , &c. fera , dis-ie. 

-h IE y ou 

reiliement la diftance du centre de gravité 

du trapèze NKMP, fera i l ^ ï ^ S +* j£, 

Pa

on ôc âinfi de fuite. 

Si Ton multiplie, maintenant, chaque dif 
tance par la furface du trapèze correspon
dant , c'eft-à-dire, (Géom. 14.8) par la moi
tié de la fomme des deux côtés oppofés de 
ce trapèze , multipliée par leur hauteur 
commune LE, on aura pour la fuite de ces 
moments , \IE*x{DF -4-2 T H), \ IE* x 
UTH+s KM), 1 JE1 x(JXM-+-SNP),& 
ainfi de fuite ; donc la fomme des moments 
fera | IE\(DF-+~ 6 18 NP 
•4-24. Q S -H 14 AB ) ; où Ton peut remarquer 
que s'il y a avoit un plus grand nombre de divi
sions , le multiplicateur du dernier terme, qui 
eft ici 14., feroit en général 2 + 3 (n — 2) ou 



$ n — 4 , « étant le nombre total des per
pendiculaires E F y TH , &c. en y compre-* 
nant A B qui peut être zéro. Ainfi l'expreflion 
générale de la fomme des moments, fe réduit 

à / È * ( ï D F + T H + 2 KM+z NP -h 

Or nous avons vu (Géom. i£4) que la 
furface ANDFPB avoït pour exprelfion JE 
x i { D F + 7f/-+- X M - H ^ P - ^ ô c c . . . . - H 
~AB) donc la diftance du centre de gravité 
G, ou 

G'eft-à-dire, que pour avoir la diftance du 
centre de gravité ( r , à Tune des ordonnées 
extrêmes VF, il faut i°. prendre leJïxieme de 
la première ordonnée D E ; le Jïxieme de la der-t 
niere ordonnée AB multipliée par le triple du, 
nombre des ordonnées moins 4 ; puis la féconde , 
le double de la troifieme, le triple de la qua
trième y & ainfi de fuite, ce qui donnera une 
première fomme. 2 0 . A la moitié de la totalité 
des deux ordonnées extrêmes y ajouter toutes 
les ordonnées intermédiaires; ce qui donnera une 
féconde fomme. 3 0 . Divifer la première fomme 
par la féconde & multiplier le quotient par l'un 
des intervalles. 

Y * 



Par exemple, s'il y avoit 7 perpendicu
laires dont les valeurs fuffent 1 8 , .23, 2 8 , 
3 0 , 30 ,21 ,0 ,p i eds ; Ôcque chaque intervalle 
fut de 20 pieds. Je prendrois le fixieme de 
ï 8 qui eft 3 ; Ôc comme le dernier terme 
eft. o , à 3 j'ajouterois 2 3 , le double de 28, 
le triple de 30 , le quadruple de 30 , Ôc ainfi 
de fuite, ce qui me dormeroit 35)7. Enfuite 
à la moitié de 18, j'ajoute 2 3 , 2 8 , &c. ôc 
j'ai 141 y divifant 397 par 141 , ôc multi-

1. •) • 397 x го 7P40 
pliant par : o , j ai T 4 Î— ou qui re
viennent à £9 pieds 4 pouces, à très-peu-près. 
M. Bouguer, Traité du Navire y -page 2 1 3 , 
trouve £5 pieds 11 pouces, Ôc c'eft bien en 
effet, le réfultat de fa formule ; mais cette 
formule fuppofe tacitement une chofe qui 
n'en; pas fuffifarnment exacle. 

Lorfqu'une fois on fait déterminer le cen
tre de gravité d'une coupe quelconque, il 
devient facile de déterminer celui d'un fo-
l ide , ôc par conféquent celui de la carène. 

Veut-on avoir ladiftance du centre de gra
vité de la carène, à la quille? On imaginera la 
carène coupée'en plufieurs tranches parallèles 
à la coupe faite à fleur d'eau ( Fig. 102 Ôc 
103 ). La folidité de chaque tranche , fera 
égale ( Géom. 25*4) à la moitié de la fomme 
des deux furfaces oppofées de cette tranche 



multipliée par l'épaiffeur de cette même 
tranche, & fon centre de gravité fera à mê
me hauteur dans cette tranche , que celui du 
trapèze a b c d qui en eft la fection faite par. 
un plan vertical palîant par la quille. On voit 
donc que le raisonnement que l'on a à faire 
ici, pour trouver la hauteur g E du centre 
de gravité , eft abfolument le même que 
dans le cas précédent, en changeant feule
ment le mot de perpendiculaire ou d'ordonnée , 
en celui de coupe ; de forte que l'opération fe 
réduit i°. à prendre le fixieme de la coupe la 
plus baffe; le jixieme de la coupe la plus élevée > 
multipliée par le triple du nombre des coupes, 
moins 4 ; la féconde coupe en montant ; le double 
de la troifieme ; le triple de le quatrième , & 
ainfe de fuite ce qui donne une première fomme. 
20. Prendre la moitié de la totalité des deux 
coupes fupérieure & inférieure , & toutes les 
coupes intermédiaires. 3 0 . Divifer la première 
fomme par la féconde > & multiplier le quotient 
par la diftance commune d'une coupe a l'autre. 

On peut s'y prendre de la même manière 
pour trouver la diftance du centre de gravité, 
à la verticale x Z , menée par un point déter
miné b de l'étambot (Fig. 102 ) -y en imaginant 
la carène coupée par des plans parallèles au 
maître couple ; mais comme il faudroit encore 
niefurer les furfaces de ces couples, il vaut 



iriieux employer celles qu'on aura deja me* 
furées dans l'opération précédente ; c'eft 
pourquoi , on déterminera, comme on l'a 
fait ci-deflus les centres de gravité g, g*de 
chacune des coupes parallèles à la quille. 
JLeur diftance à la verticale x £ fera la même 
que celle du centre de gravité g de la tran
che correfpondante. On multipliera chaque 
coupe par la diftance de fon centre de gra
vité à la ligne x Z, Ôc regardant chaque pro
duit comme l'ordonnée d'une ligne courbe 
telle que dans la figure 1 0 1 , on prendra la 
moitié de la fomme des deux produits extrê
mes , ôc la fomme de tous les produits inter* 
médiaires ; ôc ayant multiplié le tout par 
l'épaiiTeur d'une des tranches , on le divifera 
par la fomme de toutes les coupes intermé
diaires y plus la moitié de la fomme des deux 
coupes extrêmes. 

A l'égard du centre de gravité du navire 
même , foit en charge , foit hors de charge, 
on ne peut pas en réduire la recherche, à 
des regles auffi fimples. Il faut entrer dans 
une difcuifion détaillée des différentes par
ties qui le compofent . lui & la charge. 
Prendre les moments de ces différentes par
ties à l'égard d'un plan horifontal qu'on 
imaginera pafler par la quille; ôc leurs mo
ments à l'égard d'un plan vertical perpen-



dîculaire à la quille , Ôc que l'on prendra 
arbitrairement ; divifant ces deux fommes de 
moments, par le poids total du navire, on 
aura la hauteur de ce centre, ôc fa diftance 
au plan vertical par rapport auquel on a 
confidéré les moments ; ôc comme il do i t , 
d'ailleurs, être dans le plan vertical qui paf-
feroit par la quille, on aura donc fa fituation. 
Mais il faut obferver que dans le calcul de 
ces moments, il faut multiplier non pas le 
volume de chaque pièce, mais fon poids , 
par la diftance du centre de gravité de cette 
pièce; centre qui eft facile à déterminer, après 
tout ce que nous avons dit jufqu'ici , fur les 
centres de gravité. 

Propriétés des Centres de Gravité, 
3 0 0 . I l eft clair, par ce que nous ve

nons de dire fur les centres de gravité, ôc 
par ce que nous avons dit fur la réfultante 
de plufieurs forces parallèles, que fi toutes 
les parties d'un corps ou d'un fyftême quel
conque de corps, ont chacune la même vî-
tefTe, ou tendent à fe mouvoir avec la même 
vîteffe; il eft clair, dis-je, que la réfultante 
de tous ces mouvements paffe par le centre de 
gravité de ce corps, ou de ce fyftême de corps , 
& que par conféquent le fyftême fe meut ou 
tend à fe mouvoir, comme fi la totalité des 



«lattes étoît concentrée au centre de gravité * 
êc étoit animée d une vîtefle égale à celle 
qui anime chacune des parties. 

3 0 1 . D'où l'on doit conclure récipro* 
quement, que fi l'on applique au centre de 
gravité d'un corps l ibre, ou d'un fyftême de 
corps une force quelconque ; toutes les par
ties égales du fyftême partageront également 
ce mouvement , s'avanceront toutes avec 
une égale vîtefle que l'on aura ( 18p ) en 
divifant la quantité de mouvement appliquée 
à ce centré, par la maffe totale du corps ou 
du fyftême de corps , ôc cette vîtefle aura 
pour direction celle de la force appliquée au 
centre de gravité. 

En effet, quels que foient les mouvements 
que prendront les parties du fyftême , on 
voit clairement qu'ils doivent avoir pour réful-
tante la force même qui a été appliquée au 
centre de gravité; puifque le fyftême eft fup-
pofé libre , & que par conféquent rien ne 
détruit la force appliquée au centre de gra
vité. 

3 0 2 . Et puifque plufieurs forces appli
quées à un même point , fe réduifent ( en 
vertu des principes précédents ) à une feule* 
il en faut conclure généralement, que quel
ques forces que l'on applique au centre de g№ 
vite d'un corps ou d'un fyftême de corps ; et 



quelque nombre qu'elles foient^ & quelque direc
tion qu elles aient ; toutes les parties de ce corps9 

ou de ce fyflême de corps > prendront ne vîteffe 
égale ; laquelle aura la même direclion que la 
réfultante de toutes ces forces, & fera égale à 
la quantité de mouvement qui repréftnte cette 
force réfultante , divifée par la maße totale du 
corps ou du fyflême de corps. 

3 0 3 » D'où l'on doit conclure que tant 
que les forces qui agijfent fur un corps fe ré
duiront ou pourront être réduites a une feule 
dont la direclion paffera par le centre de gravité^ 
ce corps ne tournera point autour de fon centre 
de gravite. 

3 0 4 « Mais fi les forces qui agiffent fm? 
un corps ne peuvent être réduites à une 
feule ; ou fi pouvant être réduites à une 
feule, la direction, de celle-ci ne paffe point 
par le centre de gravité , alors toutes les 
parties du fyflême ne feront pas mues d'un 
mouvement commun. Néanmoins le centre 
de gravité fera mu de la même manière 
que fi toutes ces forces y étoient immédia
tement appliquées. C'eft ce qu'il s'agit de 
faire voir actuellement. 

3 0 5 . Suppo'fons d'abord trois corps 
M, N, P, (Fig. 104) mus fui vaut des lignes 
paralleles A 0, BE ,C fituées ou non fituées 
dans un même plan y ÔX mus avec des vîtef-



fes repréfentées par les lignes A D , B E i 

C F, Suppofons que G foit le centre de gra
vité de ces corps lorfqu'ils font en A, B, C; 
Ôc G' leur centre dé gravité lorfqu'ils font 
arrivés en D , E ,E où ils arrivent en même 
temps , puifque leurs vîtefîes font repréfen-
técs par A D, B E, CF. Si l'on mené la ligne 
GG', je dis qu'elle fera parallèle à ces lignes; 
qu'elle fera la route que le centre de gravité 
G- fuivra pendant le mouvement des corps ; 
ôc que ce centre de gravité G la décrira uni
formément. 

i ° . Il eft facile de voir que la route du 
centre de gravité fera parallèle aux lignes 
A D, B E, ôcc. car à quelque endroit qu'on 
le fuppofe dans un inftant quelconque, fi 
on imagine un plan qui pafle par ce centre, 
la fomme des moments , par rapport à ce 
plan, doit être zéro ( 270 ). Or fi l'on conçoit 
un plan parallèle aux directions des corps, 
Ôc paffant par le point G, les moments, par 
rapport à ce plan , ne peuvent manquer 
d'être zéro pendant tout le mouvement ; 
car les corps , dans leur mouvement font 
fuppofés ne pas s'écarter de ce plan ; leurs 
diftances à ce plan font donc toujours les 
mêmes ; donc les moments font auiïi tou
jours les mêmes ; mais au commencement du 
mouvement, c'eft-à-dire , lorfque le centre 



Je gravité étoit en G, leur fomme étoit zéro ; 
donc elle eft encore zé ro , en quelque en* 
droit de leurs directions que les corps fe 
trouvent ; donc le centre de gravité eft tou
jours dans un plan parallèle aux directions 
des corps, ôc qui paffe par la première po-* 
fition G de ce centre. Et comme, dans ce 
raifonnement, rien ne détermine la pofition 
de ce plan, finon qu'il doit être parallèle 
aux directions des corps M, N, P , ôc palier 
par le point G , on prouvera de même, que 
ce centre eft dans tout autre plan parallèle 
aux directions des corps, ôc paffant par 1$ 
point G ; il eft donc dans rinterfeétibn com
mune de ces plans ; donc le centre de gravité 
fe meut fuivant GG parallèle aux directions 
de ces corps. 

2 0 . Je dis qu'il fe meut uniformément ; 
c'eft-à-dire, que fi lorfque les corps M, iV, 
P , Ôcc font arrivés en a, 6, c, ôcc. On fup-
pofe que le centre de gravité eft en g, on 
aura G G : Ggw AD : Aa : : BE \Bb\: &c. 
c'eft-à-dire, que les effaces décrits en même 
temps, par le centre de gravité, ôc par chacun 
des corps , feront comme leurs viteffcs. 

En effet, fi on conçoit un plan repréfenté 
pari?5", auquel les directions des mouve
ments foient perpendiculaires ; on aura, par 
h nature du centre de gravité ( 261 ) ̂  



M*jiH-hNxBI-*-PxCI={M+N+P) xGK. 
Et par la même raifon, lorfqu'ils font en 
D y E, F, on a MxDH+NxEI - + - P X J F Z 
{ M H- P)xG' K. Si cette de équation 
on retranche la premiere, on aura ( en fai-
fant attention que D H — A H' — AD , 
EI— Bl—BE 3 &c.) M x A D -4- Nx EE — 
PxCF={M+ N-+-P)* G G'.Donc, par 
la même raifon, lorfqu'ils feront en a, b, c, 
on a«ra M x A a - h Nx B b — F x Ce =a 
(M-^N-^hP)xGg. 

Or puifque Aa, Bb} Ce font décrits uni
formément, dans un même temps j ces efpa-
ces (187) doivent être entre eux comme les 
vîteffes AD, BE, CE, on a donc A D : BE : : 
Aa: Bb, AD : CE : : A'a : Ce ; donc 

Subflituant ces 

valeurs- dans. notre dernière équation, & 
chaffant Le .dénominateur A D y elle fe. chan
ge en {MxAD^-NxBE—PxCF)xAa^ 
(M-h N.-hP) xGgxAD. Enfin divifant 
cette équation, par celle .où entre G G', on 

a A.a d'où l'on tire G G' : G g:'* 
AD : A a ; ce qu'il s'agiffoit de démontrer. 

Obfervons', maintenant, que l'équation*où 

entre GGf. donne G G1 •• 

QrlcsliznesADyBEy CF}GG', font le* 
vîtefTes 



vîtelîes des corps M, N, P, & du centre 
de gravité G ; par conféquent M x A D , 
JV x B E, &c. font leurs quantités de mouve
ment. Donc puifque le raifonnement que 
nous avons fait jufqu'ici , ne dépend point du 
tout du nombre des corps, on peut conclure 
généralement i°. que fi tant de corps que l'on 
voudra décrivent uniformément des lignes pa~ 
ralleles, le centre de gravité décrit aujfi, uni
formément j une ligne parallèle d celle-là. 2 0 . Que 
fa vîteffe efl égale a la fomme des quantités de 
mouvement des corps qui vont dans un fens , 
moins la fomme des quantités de mouvement de 
ceux qui vont en fens contraire , le tout divifé 
par la fomme des maffes. 

3 o 6. Si quelques-uns des corps étoient 
en repos ; la vîteffe de ces corps étant alors 
zéro, la quantité de mouvement feroit aufli 
zéro. Ainfi elle difparoîtroit dans le numé
rateur de la fraction qui exprime la vîteffe 
du centre de gravité. Alais cela ne change
a i t rien au dénominateur qui fera toujours la 
fomme de toutes les maffes. 

3 0 7 . Si la fomme des quantités de 
mouvement des corps qui vont dans un fens 
étoit égale à la fomme des quantités de 
mouvement de ceux qui vont en fens con
traire, le numérateur de la fraction qui ex
prime la vîteffe du centre de gravité , feroit 

Z 



zéro. Ce centre de gravité feroit donc en 
repos. Donc quels que foient les mouve
ments parallèles de plufieurs corps , leur 
centre commun de gravité relie en repos , 
quand la fomme des quantités de mouvement 
de ceux qui vont dans un fens, eft égale à 
la fomme des quantités de mouvement de 
ceux qui vont en fens contraire. 

3 o 8 - Puifque les quantités de mouvement 
repréfentent les forces (189); & que la ré-
fuitante de plufieurs parallèles ( 2 j j ) eft 
égale à la fomme de celles qui agilfent ou 
tendent à agir dans un fens , moins la fom
me de celles qui agilfent ou tendent à agir, 
dans un fens contraire; concluons donc que 
fi plufieurs forces parallèles font appliquées 
aux différentes parties d'un fyftême quelconque 
de corps , le centre de gravité de ce fyftême [t 
meut comme fi ces forces lui étoient immé
diatement appliquées. 

3 O Q. Que les corps, en quelque nombre 
qu'ils foient, fe meuvent, maintenant, fui* 
vant de lignes droites quelconques. Si on 
imagine deux lignes droites quelconques per
pendiculaires entr'elies; Ôc à leur point de 
rencontre , une troifieme qui foit perpendi
culaire à leur plan, on peut toujours décom-
pofer la vîtelfe de chaque corps , en trois 
autres, parallèles à ces trois lignes. Or il 



* C'eft par abréviation que 
nous difbns feulement , la 
fomme des quantités de mou
vement : on doit toujours 
«ntendre la fomme des quan

tités de mouvement des corps 
qui vont dans un fens, moins 
la Comme des quantités de 
mouvement de ceux qui vont 
en fens contraire. 
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fuît de ce que nous venons de dire, que le 
mouvement du centre de gravité en vertu 
des mouvements parallèles à l'une de ces 
lignes, fera parallèle à cette même l igne , 
fera uniforme, ôc que fa vîteffe fera égale 
à la fomme des quantités de mouvement * 
eftimées parallèlement à cette l igne, divifée 
par la fomme des maffes. Donc fi l'on 
conçoit que l'on ait déterminé, par ce prin
cipe, le mouvement du centre de gravité 
parallèlement à chacune de ces trois lignes , 
& qu'enfuite on compofe ces trois mouve
ments pour les réduire à un feul, ( ce qui efl 
poffible puifqu'ils font appliqués à un même 
point) on aura la route unique du centre 
de gravité. Or comme les éléments qu'on 
emploie ici, ne font autre chofe que les for
ces mêmes, qu'ont les corps , parallèlement 
à ces trois lignes, ôc que la force unique du 
centre de gravité fe trouve, par-là, compofée 
des forces réfultantes parallèlement à cha
cune de ces lignes , elle ne peut donc man
quer d'être égale & parallèle à la réfultante 
de toutes les forces appliquées à tous ces 
corps ; donc en général quelles que foient les 



directions & les valeurs des forces appliquées a 
différentes parties d'un fyftême de corps, le 
centre de gravité fe meut toujours, ou tend a fe 
mouvoir, de la même manière que fi toutes ces 

forces lui étoient immédiatement appliquées. 
3 l O . Dans le raifonnement précédent, 

nous avons dit qu'on pouvoit toujours dé-
compofer la vîtefle de chaque corps en trois 
autres, parallèles à trois lignes données de 
pofition. Cependant fi la direclion de l'un 
des corps étoit parallèle au plan de deux de 
ces trois lignes, ou fi elle étoit. parallèle à 
l'une de ces trois lignes, il paroît qu'on ne 
peut , dans le premier cas, décompofer qu'en 
deux forces parallèles à deux de ces trois 
lignes ; & que dans le fécond on ne peut faire 
aucune décompofition, en forces qui foient 
parallèles aux deux autres lignes. Nonobftant 
cette difficulté apparente, la propofition 
n'eft pas moins générale : car on voi t , par 
exemple, que tant que la ligne AB (Fig* 
1 0 j ) n'eft pas parallèle à l'une des deux 
lignes P Ry P Q , on peut toujours décom
pofer la force repréfentée par A B, en deux 
autres A C, A D parallèles à ces deux lignes ; 
mais on voit , en même temps, que pl u S 

A B approchera d'être parallèle à P Q> 
&; plus la force A D diminuera ; enforte 
qu'elle deviendra zéro , quand A B fera pa-



rallele à P Q. Donc > dans ce cas , on n'eft 
pas moins en droit de fuppofer une décom
pofition en deux forces , mais dont l'une 
foit zéro. Par la même raifon , on peut , 
dans ce même cas, fuppofer une décompo
fition en trois forces parallèles aux trois li
gnes P Q9 P R Y P S9 mais deux de ces trois 
forces feront zéro. 

3 1 1 . De ce que nous venons de dire , 
& de ce qui a été dit ( 3 0 7 ) , on doit con
clure que le centre de gravité d'un fyftême de 
corps , reftera en repos y fi ayant décompofé les 
forces appliquées a chaque partie du fyftême 9 

en trois autres forces parallèles a trois lignes 
perpendiculaires entr'elles , la fomme des forces 
ou des quantités de mouvement parallement à 
chacune des trois lignes, eft yéro ; en prenant 
avec des lignes contraires les forces qui agifc 
fent dans des fens oppofés. 

3 1 2 . Quand toutes ces forces font dans 
un même plan, il eft évident qu'il fuffit de 
décompofer chaque force en deux autres , 
parallèles à deux lignes perpendiculaires en
tr'elles , èc menées dans ce même plan ; car 
les forces perpendiculaires au plan étant alors 
nulles , le mouvement du centre de gravité 
en vertu de ces forces eft nul aufli. 

3 1 3 . Dans tout ce que nous venons de 
dire^ nous avons fuppofé que chacun des 
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corps qui compofe le fyftême, obéiífoit plei
nement & librement à la force qui le folli-
cite. Mais les mêmes chofes n'ont pas moins 
lieu , quand ils font contraints dans leurs 
mouvements, pourvu que ces obftacles ne 
viennent point d'une force étrangère au 
fyftême, c'eft à-dire, pourvu qu'ils ne foient 
autres que ceux qui réfultent de la difficulté 
de fe prêter à ces mouvements, par la ma
niere dont ils font difpofés entr 'eux, ou liés 
les uns aux autres ; c'eft ce que nous démon
trerons , après avoir expofé la loi générale 
de l'équilibre des corps, & la loi générale 
de leurs mouvements. 

Principe général de I!Equilibre des 
Corps. 

3 t 4 . Quelles que foient les forces (agif 
fantes ou réffiantes appliquées a un corps , à 
un fyftême de corps, d une machine , &c. & 
quelles que foient les directions de ces forces ; 
fi Pon conçoit que chacune foit décompofée en 
trois autres parallèles a trois lignes tirées par tel 
point qu'on voudra , & perpendiculaires entre 
elles ; il fauty pour que toutes ces forces puiffent 
fe faire équilibre^ que la fomme des forces qui 

* Nous entendons toujours dent à agir dans un iens, 
ici & dans la fuite , par la moins la ibmme de celles qui 
fommt des forces , la ibmtne agilfent ou tendent à agir 
de celles qui agiiTent ou ten- dans un fens oppofé. 



cgiffént parallèlement a chacune de ces trois 
lignes , foit \éro. 

En effet, nous avons vu ( 5:82 ) que quels 
que fuffent le nombre ôc la nature des for
ces , on pouvoit toujours réduire toutes ces 
forces , à trois , dont les directions fuffent 
parallèles à trois lignes perpendiculaires en
tre elles. Donc fi l'on fuppofe qu'il y a équi« 
libre entre toutes les forces du fyftême, il 
faut qu'il y ait équilibre entre ces trois ré-
fultantes y ou que chacune foit zéro. Mais 
ces trois réfultantes étant perpendiculaires 
entr'elles , ne peuvent ni fe nuire , ni fe 
favorifer ; donc chacune d'elles doit être 
zéro. Or chacune d'elles (2$$) eft égale à 
la fomme des forces partielles qui lui fe-
roient parallèles ; donc en effet les fommes 
des forces qui ( par la décompofition ) agif-
fent parallèlement à chacune de trois lignes 
perpendiculaires entr'elles,, doivent être zéro 
chacune. 

3 I y. Si toutes les forces étoient diri
gées dans un même plan y la fomme des 
forces parallèles à chacune de deux lignes 
tirées , dans ce plan , perpendiculairement 
l'une à l'autre , feroit zéro. Et fi toutes les 
forces étoient parallèles entr'elles , il fiai-
droit que la fomme de toutes ces forces 
fût zéro. Ces deux cas font évidemm^j'-j 
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compris dans la proportion générale. 
3 I 6 ' Remarquons b ien , que cette pro

portion aura toujours l ieu , dans quelque 
cas d'équilibre que ce foit ; mais on auroit 
tort de penfer qu'elle fuffit pour qu'il y ait 
équilibre. Les autres conditions néceffaires-
pour l'équilibre , varient fuivant les quali
t é s , ou les difpofîtions particulières des par
ties du fyftême ou de la machine que l'on 
confidere , nous nous en occuperons dans 
le volume fuivant : il ne s'agit ici que des 
principes généraux. 

3 1 7 . Ce principe eft général, foit que 
les forces qui font appliquées aux différen
tes parties du fyftême , foient toutes agif-
fantes y foit que quelques-unes feulement 
foient agiffantes, & les autres capables feu
lement de réfifter ; telles feroient des appuis, 
des points fixes, des furfaces , &c. qui s'op-

f>oferoient à l'aclion des autres forces. Car 
es réfiftances de ces obftacles , équivalent 

à des forces agiffantes. 

Principe général du Mouvement. 

3 I 8- De quelque manière que plujieurs 
corps viennent a changer leurs mouvements 
acluels ; fi fon conçoit que le mouvement que 
chaque corps auroit dans l'mflant fuivant, s'il 
devenoit libre j foit décompofé en deux autres 



dont Vun foit celui qu'il aura réellement après 
le changement ; le fécond doit être tel que fi 
chacun des corps , neût eu d'autre mouvement 
que ce fécond, tous les corps fujfent demeurés 
en équilibre. 

Cela eft évident , puifque fi ces féconds 
mouvements n'étoient pas tels qu'il en réfultât 
l'équilibre dans le fyftême, les premiers mou
vements compofants , ne feroient pas ceux 
que les corps auroient après le changement, 
car ils feroient néceffairement altérés par 
ceux-là. 

Ce principe eft dû à M . d'Alembert. Voyez 
fa Dynamique. 

Conféquences qui réjultent des deux prin
cipes précédents > par rapport au mouve* 

ment du Centre de gravité des Corps. 

3 1 9 . Concevons maintenant, que plu^ 
fieurs corps , foit l ibres, foit liés entr'eux 
de quelque manière que ce foit, ( de ma
nière cependant que rien n'afïujettiffe le 
fyftême de tous ces corps ) viennent à re
cevoir des impulfions quelconques auxquelles 
ils ne puiffent obéir pleinement , parce 
qu'ils fe gênent réciproquement : je dis que 



l e centre de gravité fera mû , comme fi tous 
ces corps euffent été libres. 

En effet, quel que foit le mouvement que 
chaque partie du fyftême prendra, on peut 
toujours ( 2 2 j ) concevoir celui qui lui eft 
imprimé , comme compofé de celui qu'il 
prendra, & d'un autre. Or ( 5 1 8 ) en vertu 
de ces féconds mouvements, il doit y avoir 
équilibre ; donc fi l'on conçoit ces féconds 
mouvements décompofés, chacun , en trois 
autres parallèles à trois lignes perpendicu
laires entr'elles , la fomme des forces qui 
en réfulteront parallèlement à chacune de 
ces lignes, doit être zéro (314). Or le che
min que le centre de gravité tend à dé
crire en vertu de chacune de ces forces, eft 
( S°S ) égal à la fomme des forces parallèles 
à- chacune de ces lignes, divifée par la fom
me des corps ; donc le chemin qu'il tend à 
décrire en vertu des changements furvenus 
dans le fyftême, par l'action réciproque des 
parties de ce fyftême , eft zéro ; donc le 
centre de gravité ne participe point à ces 
changements. Donc il eft mû comme fi tou
tes les parties du fyftême obéiffoient libre
ment & fans aucune perte, chacune à la force 
qui la follicite. 

Donc en général, Y état du centre de gravité 
dyun corps ou d'un fyftême de corps 3 ne change 



point par ïaclion mutuelle des parties de et 
corps ou de ce fyftême. 

3 2 0 . Concluons de-là i°. que fi un corps 
ou un fyftême de corps tourne autour de fin 
centre de gravité 3 de quelque manière que ce 
foit ; ce centre refiera continuellement dans le 
même état que fi le corps ne tournoit pas. 

3 2 t . 2 0 . De ce même principe , & de 
ce qui a été dit plus haut fur le mouvement 
du centre de gravité des corps libres, il fuit 
que fi un corps de figure quelconque , ou 
un affembîage quelconque de corps, reçoit 
une impulfion fuivant une direction quelcon
que A B ( Fig. 106 ) , laquelle fe tranfrnettre 
tout entière à ce corps ; le centre de gravité 
G fera mû fuivant une ligne G S parallèle à 
A B} de la même manière que fi cette force 
lui étoit immédiatement appliquée fuivant 
cette même direction, Et fi plufieurs forces 
agiffent à la fois fur différents points de ce 
corps, fon centre de gravité fera mû , com
me fi toutes ces forces y étoient immédia
tement appliquées. 

3 2 2 . Donc fi au moment où le corps 
eft frappé fuivant la direction AB, on ap-
pliquoit au centre de gravité G une force di
rigée en fens contraire fuivant S G, & égale 
à la force qui agit fuivant 4̂ 6 , le centre de 
gravité refteroit en repos. Néanmoins il eft 



évident que les autres parties de ce corps 
ne demeureroient point en repos, puifque ces 
deux forces, quoique égales , ne font pas 
directement oppofées. Or le feul mouve
ment que le corps puiffe avoir , fon centre 
de gravité reftant en repos, eft évidemment 
un mouvement de rotation autour de ce cen
tre de gravité. 

Donc fi un corps reçoit une ou plufieurs im-
pulfions fuivant des directions qui ne paffent 
point parfon centre de gravité; i°, ce centre 
de gravité fera mû comme fi toutes les forces 
lui étoient immédiatement appliquées 3 chacune 
fuivant une direction parallèle a celle quelle a. 
2.0. Les parties de ce corps tourneront autour 
du centre de gravité, comme elles le feroient 
en vertu des forces qui font actuellement appli
quées au corps , fi ce centre de gravité étoit fixe-
ment attaché. 

Nous déterminerons ces mouvements de 
rotation dans le volume fuivant. 

3 2 3 « Concluons encore que fi l'état du 
centre de gravité d'un corps , vient à chan
ger , ce ne peut être que par l'action ou par 
la réfiftance de nouvelles forces étrangères 
à ce corps; Ôc que par conféquent ce chan
gement fe déterminera toujours en cher
chant la réfultante qu'auroient toutes ces 
forces fi elles étoient appliquées au centre 



DE LÉQUILIBRE DES FLUIDES; 

ET DES CORPS QUI Y SONT ILONGÉS. 

3 2 4 * C ^ U 0 I Q U E n o u s ignorions jufqu'ou 
va le degré de ténuité des parties des fluides , 
nous ne pouvons douter, néanmoins 3 que 
ces parties ne foient matérielles & que par 
cette raifon, la loi générale d'équilibre ôc 
celle de mouvement que nous avons établies 
ci-deflus, ne leur conviennent comme aux 
corps folides. Mais comme cette loi d'équi
libre n'eft pas la feule néceflaire , ainfi que 
nous l'avons déjà dit ; il nous faut examiner 
s'il n'y a point quelque autre loi générale dont 
cet équilibre peut dépendre. 

3 2 5 « Comme l'équilibre confifte dans 
la deftruction de toutes les forces, ôc que 

de gravité , chacune fuivant une direction? 
parallèle à celle qu'elle a actuellement. 

Tels font les principes généraux du mou
vement & de l'équilibre des corps folides. 
Nous réfervons pour le volume fuivant 'les 
applications de ces principes, aux différents 
cas de mouvement ôc d'équilibre qui peuvent 
fe rencontrer dans l'ufage; ôc nous paffons à 
l'équilibre des fluides. 



nous ignorons la manière dont les parties 
des fluides fe tranfmettent leurs forces les 
unes aux autres , ce n'eft qu'à l'expérience 
que nous devons avoir recours , pour écablir 
nos premiers principes : nous commence
rons donc par expofer ce que l'on connoît, 
par expérience , de plus certain fur cette 
matière. Mais auparavant , nous obferve-
rons qu'il faut diftinguer deux fortes de 
fluides. Les uns dont les parties font ou 
peuvent être regardées comme abfolument 
dures, & qu i , prifes en maife, font incom-
preflibles ; c'eft-à-dire, ne peuvent être ré
duites à occuper un volume plus petit que 
celui qu'elles occupent dans leur état natu
rel ; tel eft l'eau, & telles font la plupart 
des liqueurs. Les autres font compofés de 
parties comprelfibles & élaftiques , c'eft à-
Hire, capables d'occuper un efpace plus pe
tit , lorsqu'on les comprime > & de reprendre 
leur premier é ta t , lorfque la caufe qui les 
réduifoit à un plus petit volume, celle d'agir; 
tel eft l'air. Nous parlerons d'abord des fluides 
incomprefîibles. 

3 2 6 . Voyons maintenant ce que l'expé
rience peut nous apprendre fur l'équilibre des 
fluides. Soit ABCD ( Fig. 107 & 108) 
un canal compofé de trois branches A B , 
B C, C D d'un diamètre égal. Si l'on com-



çoit que dans chacun de ces deux canaux , 
on verfe de l'eau par la branche A B, elle 
paflera de la branche B Cdans la branche CD; 
& lorfqu'on aura celle de verfer, la furface 
de l'eau contenue dans chaque branche Te 
trouvera dans une même ligne horizontale 
^D, quelle que foit d'ailleurs l'inclinaifon 
de la branche B C. C'eft un fait très-connu , 
& que nous prenons pour principe. Voici 
maintenant les conféquences que ce fait nous 
fournit. 

3 17.Si par tel point E que l'on voudra 9 

on imagine l'horifontale EF, il eft vifible 
que le poids de l'eau contenue dans E B C F 
ne contribue en rien à foutenir les colonnes 
AE & UF\ que par conféquent cet équi
libre auroit encore lieu fi le fluide , conte
nu dans E B C > perdoit tout à coup fa pefan-
teur. On doit donc regarder ce fluide com
me étant feulement un moyen de commu
nication entre la colonne A E & la colonne 
F) F ; enforte qu'il tranfmet à la colonne 
F)F toute la preflion que la colonne AE 
exerce fur lui ; & réciproquement, il tranf
met à celle-ci, la preflion que DF exerce 
fur lui. Il n'efl pas moins évident que la 
même chofe auroit l ieu, fi au lieu de la co
lonne A E & de la colonne D y on fubfti-
tuoit deux preflions de même valeur ; en 



peut donc , de-là conclure en général , que 
fi un fluide fans pefanteur eft renfermé dans un 
vafe quelconque ; & qu'ayant fait une ouver* 
ture a ce vafe, on applique une preffion quel
conque à cette ouverture, cette preffion fe ré-
pandra également dans tous les fens. Puifque 
rinclinaifon de la branche B C {Pig. 10&.) 
n'empêche pas que les chofes ne fe paffent 
de la même manière que dans la Fig. 107. 

3 2 8 . H eft facile de voir maintenant, 
que non-feulement la preflion fe tranfmet 
également dans tous les fens ; mais encore, 
qu'elle agit perpendiculairement fur chaque 
point de la furface du vafe qui renferme le 
fluide. Car fi la preflion qui agit fur la fur-
face n'agiffoit point perpendiculairement, 
il eft facile de voir qu'elle ne pourroit être 
détruite entièrement par la réfiftance de 
cette furface ; il en réfulteroit donc une ac
tion fur les parties du fluide même , laquelle 
ne pouvant manquer de fe tranfmettre dans 
tous les fens ( 3 2 7 ) , occafionneroit nécef-
fairement du mouvement dans le fluide ; il 
ne feroit donc jamais poflible qu'un fluide 
reftât en équilibre dans un vafe; ce qui eft 
contraire à l'expérience. 

3 2 9 « Concluons donc de-là que fi les 
parties d'un fluide contenu dans un vafe 
quelconque ABC D{Fig, iop ) ouvert vers 

la 



la partie A D, font follicitées par des force» 
quelconques, & demeurent néanmoins en 
équilibre , ces forces doivent être perpen
diculaires à la furface A D ; car s'il y a 
équilibre , cet équilibre ne fubfiftera pas 
moins fi l'on applique une enveloppe de 
même figure que la furface A D ; or nous 
venons de voir que dans ce cas , les forces 
qui agiffent à la furface AD doivent être 
perpendiculaires à cette furface. 

3 3 o« Suppofons donc que les forces 
qui agiffent fur les parties du fluide , font la 
pefanteur même, & alors nous conclurons 
que la direction de la pefanteur eft nécef-
fairement perpendiculaire à la furface des 
eaux tranquilles ; ôc que par conféquent les 
parties d'un même fluide pefant doivent être 
de niveau pour être en équilibre , quelle que 
foit d'ailleurs la figure du vafe qui les renferme. 

3 3 1 . Concevons maintenant , que le 
vafe ABCD ( Fig. 1 1 0 ) étant fermé de 
toutes parts , foit rempli d'un fluide fans 
pefanteur; & qu'ayant fait une très-petite 
ouverture en F on y applique une preflion 
quelconque : il eft évident que la preflion 
qui en réfultera fur la furface plane repré-
fentée par BC9 ne dépendra nullement de 
la quantité de fluide contenue dans ce vafe , 
ni de la figure du vafe, mais que puifque 
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la prçfïion appliquée en E fe tranfmet égale
ment dans tous les fens ( 327 } celle de B C 
fera égale à la preflion qui agit en un point 
de Y ouverture E, répétée autant de fois qu'il 
y a de points dans B C. 

3 3 2 • Par la même raifon, la preflion 
appliquée en E fe tranfmettant dans tous les 
fens, agira pour écarter le fond fupérieur 
AD ; & la force avec laquelle elle agira fera, 
pour chaque point , égale à la prefîion qui 
agit en un point quelconque de l'ouverture 
E\ enforte que le fond AD eft prelfé per
pendiculairement du dedans au dehors avec 
une force égale à la preflion qui agit en un 
point quelconque de l'ouverture E , répé
tée autant de fois qu'il y a de points dans 
AD. 

3 3 3« Imaginons maintenant que le vafe 
ABCDEF ( Fig. 1 1 1 ) , dont la partie CD eft 
horifontaie, foit rempli d'un fluide pefant. 
J e dis que la preflion qui en réfulte fur le 
fond CD, ne dépend nullement de la quan
ti té de fluide contenue dans le vafe , mais 
feulement de la grandeur de CD , & de la 
hauteur de la furface A F, au - deffus de 
la bafe C D. 

En effet, concevons l'horifontale B E 9 

imaginons que le fluide contenu dans 
BCDE, devienne tout-à-coup fans pefan-



teur; il eft évident, par ce qu'on vient de 
dire ( 321 ) qu'un filet vertical quelconque 
IK du fluide pefant contenu dans ABEF, 
exerce au point À", une preflion qui doit 
fe répandre également dans tout le fluide 
B C D E ; que cette preflion agit également 
de bas en haut pour repoufler l'action de 
chacun des autres filets qui répondent verti
calement aux différents points de BE ; donc 
le filet IK fait, lui feul, équilibre à tous les 
autres filets de la maffe ABEF; donc la 
mafle B CD E étant toujours fuppofée fans 
pefanteur, il ne réfulte d'autre preflion au 
fond CD, que celle du filet IK , laquelle 
fe tranfmettant également à tous les points 
de C D, y occafionne une preflion égale à 
celle qui s'exerce au point K , répétée au
tant de fois qu'il y a de points dans CD. 
Donc fi on imagine ( lig. 112) un fluide pe
fant contenu dans ACDF, divifé en tranches 
horifontales ; la tranche Tupérieure ne com
munique pas au fond C D d'autre action 
que celle que communiqueroit le filet a a; 
ôc la même chofe ayant lieu pour chaque 
tranche, l e f o n d C / ) n'eft donc preffé que 
comme il le feroit par la fomm des filets 
ab , bc, cd, &c \ & puifque cette preflion fe 
tranfmet également à tous les points de 
CD (elle eft donc égale à CD multipliée 
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* On doit fe rappeller ici , 
ce que nous avons déjà dit 
ailleurs, que la pefanteur fpé-
çifique d'une matière quel
conque , eô 4a pefanteur, afc>-

folue d'un volume connu de 
cette matière , de celui que 
l'on prend pour unité dans 
la mefure de U capacité du 
corps. 

par la fomme des preffions que les filets" 
ah, bcy cdy font capables d'exercer fur un 
même point. 

Donc \°.Jî le fluide A C D F eft homogène , 
c1 eft-a-dire, compofé de parties de même nature, 
de même pefantenr&c. la preffîon fur le fond 
C D , fera exprimée par CD x ag ; cyeft-a-dire, 
fera mefurée ,par le poids du prifme ou du 
cylindre qui auroit C D pour bafe ô a g pour 
hauteur. 

2,0. Si le fluide eft compofé de tranches de 
différentes denfltés, la preffion fur C D fera 
exprimée par C D multipliée par la fomme des 
pefanteurs fpécifiques de chaque tranche ; je 
dis par la fomme des pefanteurs fpécifiques * 
& non par la fomme des poids ; car ce n'eft 
point de la quantité de fluide contenue dans 
chaque tranche, que dépend la preflion , 
mais feulement de la pefanteur propre d'un 
filet. 

Il faut bien obferver que , ce que nous 
«difons i c i , a l ieu, foit que le vafe aille en 
s'élargifîant par en haut , foit qu'il aille 
en fe rétréciflant, comme dans la Fig» uj» 



La preflion que le fluide renfermé dans 
ACDF exerce fur CD , eft la même que 
celle qu'exerceroit le cylindre ECDG s'il 
étoit rempli de fluide, à même hauteur. 

3 3 4- c e 9 u i précède , il eft facile 
de conclure que fi deux fluides NHCBFL 
& E F L M ( Fig. 1 1 4 ) homogènes chacun , 
mais de différente denfité l'un à l'égard de 
l'autre , fe communiquent en F L dans un 
vafe quelconque , ils ne peuvent être en 
équilibre qu'autant que leurs hauteurs EF, 
IK , au deffus du plan horifontal F L de 
féparation, feront en raifon inverfe de leurs 
pefanteurs fpécifiques. En effet , le fluide 
LFBCGO pouvant être de lui-même en équi
libre ( 3 3 0 ) , il faut que NHGO puiffe faire 
équilibre à EFLM; il faut donc que la pref-
fîon que NHGO exerce de bas en haut fur 
FL foit égale à celle que EFLM exerce de. 
haut en bas fur FL. Or ( 3 3 3 ) la preflion que 
NHGO exerce fur FL > eft égale au poids 
d'un prifme ou d'un cylindre de ce fluide, qui 
auroit IK pour hauteur, ôc FL pour bafe ; 
d'ailleurs ce poids eft égal à la pefanteur 
fpécifique multipliée par le volume ; donc 
fi on nomme P cette pefanteur fpécifique, 
il aura pour expreffion PxlKxFL. Par la 
même raifon , fi l'on nomme p la pefan
teur fpécifique du fluide EFLM , on aura 
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pxEFxFL pour la pefanteur abfoîue de ce 
fluide, ou pour la preflion qu'il exerce fur 
FL. Il faudra donc que PxIKxFL=pxEFx 
FL, ou que PxlK=pxEF ; donc P : p : : FF: 
1K; les hauteurs EF, IK doivent donc être 
en raifon inverfe des pefanteurs fpécifiques. 
Ainfi ,par exemple, fi LFBCHN étoit du 
mercure , ôc EFLM de l'eau ; comme le 
mercure eft 14 fois auffi pefant que l'eau , 
il faudroit que la hauteur IK fût 14 fois 
plus petite que EF; c'eft-à-dire , fût la 14 e 

partie de E F, quelque figure qu'ait d'ailleurs 
le vafe, 

3 3 S* • P a r c e ° i u e n o u s avons dit juf-
qu'ici , on voit donc que la manière d'agir 
des fluides eft bien différente de celle des 
folides. Il n'y a , à proprement parlée, 
{Fig. 1 1 2 ) que la partie ECDG qui exerce 
fon action fur la furface CD ; & ( Fig. 113) 
la furface CD eft preffée par ACDF comme 
elle le feroit par tout le poids du fluide con
tenu dans le cylindre ECDG; au lieu que fi 
c'étoit un folide , fi , par exemple , le fluide 
^ C D i 7 venoit à fe glacer, le fond fupporte-
roit une preflion égale au poids de la tota
lité ACDF (Fig. 1 1 2 ) ôc au poids de ACDF 
feulement ( Fig. 113). 

3 3 6» Mais il faut bien diftinguer i c i , 
entre la preflion que le fond CD éprouve 



de la part du fluide, Ôc celle que l'on auroit 
à foutenir fi l'on vouloir, porter le vafe. Il 
eft sûr que fi le fond CD venoit à Ce déta
cher 9 il ne faudroit employer autre chofe 
pour l'arrêter ( Fig. 1 1 2 ) qu'un effort égal 
au poids du cylindre ECDG ; mais fi l'on 
vouioit porter le vafe, il faudroit employer 
un effort égal au poids de l'eau contenue 
dans tout le vafe ; c'eft ce qu'on va voir 
encore plus généralement, après que nous 
aurons donné la manière d'évaluer la preflion 
fur les furfaces planes obliques, Ôc fur les 
furfaces courbes. 

3 3 7 . Soit donc AC D F ( Fig. 11$: & 
116) la coupe verticale d'un vafe terminé 
par des furfaces planes ou courbes inclinées , 
comme on le voudra, à l'horifon. Si l'on 
conçoit une tranche infiniment mince abdc , 
on peut faire abftra&ion de la pefanteur 
de cette tranche ; ôc confidérer cette tran
che comme preffée , par le fluide' fupé-
rieur. Or cette preflion Ce répand égale
ment à tous les points de la tranche , Ôc 
agit perpendiculairement & également fur 
chacun des points des faces a c, b d. Donc 
puifque ( 333 ) cette force eft celle que le 
filet feul 1 K feroit naître, la preflion qui 
s'exerce perpendiculairement fur b d fera 
exprimée par b dx IK, ôc il eft évident 
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qu'il en fera de même fi au lieu de regarder 
b d comme une petite ligne dro i te , on la 
regarde comme une petite furface. 

3 3 8 . C'eft donc à dire, en général, que 
la preflion qui s'exerce perpendiculairement fur 
une furface infiniment petite quelconque par 
un fluide pefant & homogène , s'efiime par le 
produit de cette furface , multipliée par fa dif
tance a la ligne de niveau A F . 

3 3 9- Donc la prefTion totale qui s'exer
cera fur une furface plane quelconque fi-
tuée comme on le voudra , eft égale à la 
fomme des produits des parties infiniment 
petites de cette furface , multipliées cha
cune par fa diftance au plan de niveau, ou 
à la furface fupérieure du fluide. Mais par la 
nature du centre de gravité , la fomme de 
ces produits eft égale au produit de la fur-
face totale, multipliée par la diftance de fon 
centre #de gravité au même plan horifontal ; 
donc la preffwn qu'un fluide pefant exerce con
tre une furface plane ohlique , a pour mefure 
le produit de cette furface par la diftance de 
fon centre de gravité au plan de niveau. 

3 4 ° « Comme les preflions qui s'exercent 
fur chaque point d'une même furface plane , 
font perpendiculaires à la furface & par 
conséquent parallèles entr'elles , la réful-



tante ou la preflîon totale doit {255) leur 
être parallèle ; o r , comme nous venons de 
déterminer fa valeur, ainfi que celle de cha
cune des preflions partielles , il fera aifé , 
par ce qui a été dit (255 ) , de déterminer 
quand on en aura befoin, par où paffe cette 
réfultante, qui, comme il eft aifé de le voir, 
ne doit point paffer par le centre de gravité G 
de cette furface (Fig. 117), mais à quelque» 
diltance au deffous. Il n'y a que dans le cas 
où la furface eft infiniment petite qu'on peut 
fuppofer que la prefîion totale paffe par le 
centre de gravité de cette furface inclinée. 

3 4 1 • Voyons maintenant, ce qui réfulte 
de toutes ces preflions, dans le fens verti
cal , ôc dans le fens horifontal. 

Quelle que foit la figure d'ua corps, on 
peut toujours concevoir ce corps, comme 
l'afTemblage d'une infinité de tranches paral
lèles entr 'elles, Ôc fe repréfenter la furface 
du contour de chaque tranche , comme 
l'affemblage de plufieurs trapèzes dont le 
nombre eft infini , quand la furface eft 
courbe. Ainfi , pour évaluer ce qui réfulte 
de la preffion qu'un fluide exerce , foit fur 
les parois intérieures d'un vafe , foit fur la 
furface extérieure d'un folide qu'on auroit 
plongé dans ce fluide , il faut évaluer ce 
qui réfulte-de la prefîion fur la furface 



d'un trapèze d'une hauteur infiniment petite. 

Concevons donc ( Fig. 1 1 8 ) un trapèze 
ABCD dont les deux côtés parallèles foient 
AB & CD , & dont la hauteur foit infini-
ment petite à l'égard de ces côtés AB & CD, 
Qu'au centre de gravité G de ce trapèze , on 
ait appliqué perpendiculairement à fon plan, 
une force P dont la valeur foit exprimée par 
le produit de la furface de ce trapèze, mul
tipliée par Ja diftance de fon centre de gra
vité à un plan horifontal XZ. 

Pour déterminer l'effet de cette force, 
tant dans le fens horifontal , que dans le 
fens vertical , je conçois par la ligne CD un 
plan vertical C D F E, & par la ligne A B 
que je fuppofe horifontale , j'imagine le 
plan horifontal AFEB. Et ayant mené les 
lignes verticales CE, DF qui rencontrent ce 
plan , en £ & F , je mené B E Ôc A F ; 
enfin , par la direction G P de la force P , je 
conçois un plan KIH auquel CD foit per
pendiculaire , & dont HGK Se HI font les 
interfections avec les deux plans A B CD , 
FECD : ce plan fera perpendiculaire aux 
plans ABCD, FtCD (Géom. 184 ) , puifque 
C D eil leur interfection commune : enfin 
du point K pris fur A B dx.IIK , je mené K I 
perpendiculaire au plan FECD; cette ligne 
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ne peut manquer d'être perpendiculaire à HZ, 

Cela pofé , je décompofe la force P en 
deux autres qui foient dans le plan K IH 
prolongé, ôc donc l'une G L fois horifon-
taie ou perpendiculaire au plan F E CD, ôç 
l'autre G M, foit verticale. J'aurai donc en? 
nommant Z & M ces deux forces, & for
mant le parallélogramme GMN L fur la 
ligne G N prife arbitrairement pour diago
nale , j'aurai ( 22 $ ) P : L : M : : G N :G L: 
GM, o u : : G N: G L : L N. Mais comme 
le triangle G L N z fes côtés perpendicu
laires fur ceux du triangle K I H, ces deux 
triangles font femblables ( Géom. 1 1 1 ) , ôc 
l'on a GN : GL : LN : : HK : Hi : IK ; donc 
P:L:M::HK:H1:IK. Multiplions ces 

trois derniers termes par ce 
qui ne changera point le rapport; & nous 

aurons P : L : M : : HKx 

Obfervons maintenant i°. que HKx 

eft la furface du trapèze A B C D. 

2°. Que puifque CE ôc DE font parallèles , 
ôc qu'il en eft de même de CD & EF~ on a 

CD = FE ; donc eft la même 



& par conféquent 

eft la furfaee du trapèze A F E B. 3 0 . Et 
comme on fuppofe que la hauteur du tra
pèze ABCD eft infiniment petite à l'égard 
des côtés A B & CD, EF qui eft égale à 
CD , peut être prife à la place de A B , Ôc 

de C D , en forte queHIx 

à III xE F qui eft la furface du rectangle 
BCDF. On a donc P : L : M' : : AB CDxGG': 
ECDF x G G' : AFEB x GG'. Mais nous 
avons fuppofe que la force F étoit exprimée 
par ABCD x GG' ; donc la force L eft expri
mée par E CDF x G G' \ & la force M eft 
exprimée par AFEBx GG'. 

Comme le triangle n'eft autre chofe qu'un 
trapèze dont un des côtés parallèles eft 
z é r o , la même chofe a donc lieu pour le 
triangle. 

Concevons maintenant , que des angles 
A, D, C, B 9 on ait mené des perpendicu
laires fur le plan XZ. On peut fe repréfen-
ter ces perpendiculaires comme les arêtes 
d'un prifme tronqué dont îa bafe horifontale 
feroit égale à A F E B, ôc dont la bafe in
clinée eft A B C D. Or comme A B ôc C D 
font fuppofées infiniment proches , la foli-
dité de ce prifme tronqué n'eft pas cenfée 
différer de celle du prifme qui auroit la même 

fe réduit 

chofe que 



bafe , ôc qui auroit GG' pour hauteur ; 
mais cette dernière auroit pour expreflion 
AFEB x G G'', qui eft précisément celle que 
nous venons de trouver pour la force verti
cale M ; donc cette force a aufli pour expref
lion la folidité du prifme tronqué qui a pour 
bafe inclinée ABCD, & pour bafe hori-
fontale la proje&ion de ABCD fur le plan 
horifontal XZ. 

3 4 2 - Imaginons, actuellement, un folide 
quelconque, coupé en une infinité de tran
ches horifontales, telles que ABDE abdc 
(Fig. u p ) , & que perpendiculairement au 
centre de gravité de la furface de chaque 
trapèze dont on peut imaginer que la fur-
face du contour de cette tranche eft corn-
pofée, on ait appliqué des forces repréfen-
tées chacune par le produit de la furface 
du trapèze correfpondant, multipliée par la 
diftance de fon centre de gravité à un plan 
horifontal X Z . Ces forces feront les pref. 
fions qu'un fluide pefant exerceroit fur la fur-
face intérieure de la tranche ABDEabdc 
d'un vafe dans lequel il feroit contenu ; elles 
feroient auffi les preflions qu'un pareil fluide 
exerceroit fur la furface extérieure d'un 
folide qui y feroit plongé. Or nous venons 
de voir que fi l'on décompofoit ces forces 
en deux autres, l'une verticale, Ôc l'autre 



horifontale ; chaque force verticale feroït 
repréfentée par le prifme tronqué qui a pour 
bafe dans le plan horifontal XX, la projection 
<lu trapèze fur ce plan, ôc qui a pour bafe 
inclinée ce trapèze même. Donc la fomme 
des forces verticales, ou la force verticale 
tmique qui en refaite, fera repréfentée par 
la fomme de tous ces prifmes tronqués ; Ôc 
comme la même chofe doit s'entendre de 
chaque tranche horifontale; il faut donc en 
conclure i°. que fi un vafe de figure quel
conque A C D F ( Fig. 1 1 2 ) efl rempli de 
fluide jufqua la ligne quelconque A F , il ne 
réfulte de toutes les preffwns que le fluide exerce 
fur chacun defies points, d'autre force verticale, 
qu'une force repréfentée par la folidité ou plutôt 
par le poids du volume que le fluide occupe. 

20. Que fi un corps tel que A E D B M ( Fig. 
1 2 0 ) , dont AiBF eft la plus grande coupe hori

fontale efl plongé dans un fluide a une profon
deur quelconque, 6* que Von fafje abflraclion 
de la prejfwn qui s'exerceroit fur la partie fupé-
rieure A M B ; l'effort vertical du fluide pour 
le foulever, efl égal au poids du volume de 
fluide quiferoit compris entre le niveau X Z , 
la fur/ace AIBFE, & la furface convexe for
mée par les perpendiculaires abaijfées de tous 
les points du contour A I B F , fur le plan X Z . 

Si l'on conlidere enfuite la preffion qui 



s'exerce fur la furface fupérieure à la plus 
grande coupe horifontale , on voit par la 
même raifon, qu ilréfulteroit, des prenions du 
fluide fur cette furface, qu'il en réfulteroit, 
dis-je, dans le fens vertical, ôc pour pouffer 
le corps en bas, un effort égal au poids du 
volume du fluide qui feroit compris entre 
cette même furface , celle A ' F' b ' F de fa-
projection , ôc celle que forment les perpen
diculaires menées de tous les points du con
tour AIBF. Donc fl du premier effort verti
ca l , on retranche le fécond, on voit que le 
corps eft pouffé verticalement de bas en haut, 
par un effort égal au poids du volume de 
fluide dont il occupe la place. 

3 4 3- Concluons donc généralement , 
que fi un corps eft plongé dans un fluide quel
conque , il y perd une partie de fion poids > égale 
au poids du volume de fluide qu'il déplace. 

3 4 4 * Il nous refte maintenant deux 
chofes à examiner; la première eft de favoir 
par où paiïe l'effort vertical réfultant des 
preflions du fluide : la féconde , ce que 
deviennent les forces horifontales. 

Quant à la première, il eft facile de voir 
que cet effort vertical doit paffer par le 
centre de gravité du volume de fluide qui 
a été déplacé. En effet, fi on conçoit ce 
volume décompofé en une infinité de filets 



verticaux, l'effort que le fluide exerce pour 
pouffer verticalement chaque filet , eft 
exprimé (342) par le poids d'un volume de 
fluide égal à ce filet. Donc pour avoir la 
diftance de la réfultante, à un plan verti
cal quelconque, il faudroit multiplier la 
mafle de chaque filet confidérée comme de 
même nature que le fluide, par la diftance 
à ce plan, ôc divifer par la fomme des filets ; 
or c'eft précifément ce qu'il faut faire pour 
trouver la diftance du centre de gravité du 
volume déplacé ; donc en général la pouffée 
verticale d'un fluide fur un corps qu'on plonge , 
paffe toujours par le centre de gravité du volume 
de fluide déplacé. 

3 4 5'" Voyons, maintenant, ce que de
viennent les forces horifontales dont nous 
avons parlé ci-defliis. 

Si l'on fe repréfente toujours la tranche 
folide de la Fig. 1 \$ , ôc que par les côtés 
aby bc, &c. de la fettion inférieure on con-̂  
çoive des plans verticaux terminés par la 
feclion fupérieure ; ces plans formeront le 
contour d'un prifme qui aura pour hauteur 
celle de la tranche ; ôc chaque face de ce 
prifme exprimera 341 ) par l'étendue de fa 
îurface, la valeur de la force horifontale 
qui lui eft perpendiculaire. Mais comme 
toutes ces faces, font de même hauteur , 

leurs 



leurs furfaces font dans la raifon de leurs 
bafes<z£, bcy &c. dont les forces horifon-
tales font entr'elles dans la raifon des côtés 
ab y bc y &c. D'ailleurs à quelque endroit cfe 
ces faces qu'elles foient appliquées, comme 
ces faces font d'une hauteur infiniment pe
t i te , on peut regarder ces forces horifon-
tales, comme appliquées, toutes , dans le 
plan horifontal a b c d e f, chacune perpen
diculairement fur le milieu du côté qui fert 
de bafe à la face correfpondante du prifme 
dont il s'agit. Je dis fur le milieu, parce 
qu'il eft aifé de voir que la réfultante ces 
preflions qui s'exercent fur la furface de l'un 
quelconque des trapèzes qui forment la fur-
face de la tranche, doit paffer par l'un des 
points de la ligne qui joint les milieux des 
deux côtés parallèles ; et que par conféquent 
la force horifontale qui en réfulte, doit ren
contrer la ligne qui joint les milieux de deux 
côtés oppofés de la face correfpondante 
du prifme. La queftion eft donc réduite à 
favoir ce qui doit arriver à un polygone 
quelconque ( Fig. 122) lorfque chacun de 
fes côtés eft tiré ou pouffé par m e force 
appliquée perpendiculairement à fon milieu # 

& repréfentée pour fa valeur, par ce côté. 
Nous allons voir qu'elles fe détruifent mutuel
lement. 

B !> 



Ne confidérons d'abord que deux forces 
P Ôc Q(Fig. 1 2 1 ) appliquées perpendicu
lairement fur les milieux des deux côtés 
AB, A C du triangle A B C, ôc repréfentées 
par ces cotés. Il eft clair que leur réful-
tante palfera par leur point de concours F, 
qui dans le cas préftmt eft le centre du cer
cle qui paflferoit pat les trois p o i n t s ^ , B, C 
(Gcom.^àç). Je dis d'ailleurs, qu'elle doit 
paffer par le milieu du côté BC, auquel elle 
fera par conféquent perpendiculaire ; ôc 
qu'elle fera représentée par ce côté B C. 

En effet, fi l'on décompofe la force P en 
deux autres, l'une De parallèle, ôc l'autre 
D h perpendiculaire au côté B C, en for
mant le parallélogramme Degk; on aura 
en nommant e ôc h ces deux forces , P : e : 
h : : D g : D e : D h : : D g : D e : ge ; or en 
abaiffant la perpendiculaire A O , le trian
gle geD eft femblable au triangle AOBy 

parce qu'ils ont les côtés perpendiculaires. 
On a doncDg : D e : ge : : A B : A O : B O : 
donc P : e: h : : AB :A O: B O. Or par la 
fuppofition , la valeur de la force P eft 
repréfentée par AB : dont celle de e l'eft 
par A O ; ôc celle de h l'eft par B O. 

Si l'on décompofe pareillement la force Q 
en deux autres, l'une Im parallèle, ôc l'autre 
Ik perpendiculaire au côté B C, on prouvera 



de même, que m eft repréfentée par AOf 

Ôc k par C 0. Les deux forces m Ôc e font 
donc égales, puifqu'elles font repréferitées 
par la même ligne A O. D'ailleurs elles 
agilfent en fens contraires, ô>. fuivant une 
même ligne DI parallèle à B C, puifque D 
ôc / font les milieux de A B, AC\ donc 
elles fe détruifent. La réfultante doit donc 
être la même que celle des deux forces h 
Ôc k \ ôc comme celles-ci font parallèles , 
puifqu'elles font perpendiculaires à B C, leur 
réfultante doit être égale à leur fomme, & 
perpendiculaire à B C. Donc i°. elle eft 
repréfentée par B O -4- O C ; c'eft - à - d i re , 
par B C. 2°. Etant perpendiculaire à B C, 
ôc devant d'ailleurs paffer, ainfi que nous 
venons de le dire, par le centre F du cercle 
circonfcrit à ABC, elle paffe donc par le 
milieu de /; C. 

Cela pofé, {Fig. 1 2 2 ) la réfultante V 
des deux forces P Ôc T fera donc perpendi
culaire fur le milieu de B E, ôc repréfentée 
par B E. Par la même raifon, la réfultante X 
des deux forces ôc S > ôc par conféquent 
celle des trois forces P, T, S, fera perpen
diculaire fur le milieu de BDy & repréfen
tée par BD. Fnfin la réfultante Y des deux 
forces X Ôc Q , ôc par conféquent, celle des 
quatre forces P? T?S 9 Q, fera perpendicu-

B b 2 



laire fur le milieu de D Cy Ôc repréfentée par 
DC; elle fera donc égale & directement 
oppofée à la force R y donc toutes ces forças 
fe détruiront. 

On voit que le raifonnement eft le même 
quels que foient le nombre 6c la grandeur 
des côtés. 

Donc en général, les efforts qui réfultent 
dans le fens horifontal, de la preffîon qu'un 
fluide pefant exerce perpendiculairement fur la 
furface d'un corps qui y eft plongé ,fc détruifent 
mutuellement. 

3 4 6 . Tels font les principes qui fervent 
à déterminer les effets de la preffîon des 
fluides fur les vafes qui les renferment, & 
fur les corps qu'on y plonge. Voyons main
tenant quelques ufages de ces principes. 

Puifque les efforts que le fluide fait dans 
le fens horifontal, fe détruifent mutuelle
ment, il ne faut donc pour conferver un 
corps dans la pofition qu'on lui aura donnée 
dans un fluide, il ne faut, dis-je, autre 
chofe, que détruire l'effort vertical de la 
preflion ; ce qui exige deux chofes, la pre
mière , qu'on oppofe de haut en bas un 
effort qui foit égal à celui que la preflion 
exerce de bas en haut : la féconde , que 
cet effort foit en ligne droite avec celui de 
la pouffée verticale du fluide. Or la pouffée 



verticale du fluide, eft équivalente au poids 
du volume de fluide déplacé ; donc fi le 
volume de fluide déplacé, pefe plus que le corps 
plongé, le corps furnagera ù s'élèvera jufquk 
ce que le volume de fluide correspondant a la 
partie fiubmergée , pefe autant que le corps 
entier. 

3 4 7 * Donc , Ci iorfqu'un corps fumage, 
on vient à ajouter ou à ôter à fon poids, un 
poids quelconque, il s'enfoncera ou s'élè
vera jufqu'à ce que l'augmentation ou la 
diminution du poids du volume du fluide 
déplacé, foit devenue égale à ce nouveau 
poids. Si ce poids qu'on ajoute, ou qu'on 
retranche, eft pet i t , eu égard à celui du 
volume de fluide actuellement déplacé , la 
quantité / K ( Fig. 123) dont s'abaiffera ou 
s'élèvera la coupe AB , fera d'autant plus 
petite que ce poids fera plus pet i t , & qu'en 
même temps la coupe A B fera plus grande. 
On pourra donc, lorfque ce poids fera pet i t , 
& que la coupe A B fera plus grande, regar
der A B Ôaaè-, comme égales, ôc évaluer 
le volume nouvellement déplacé , par la 
furface repréfentée par A B , multipliée 
par / K r c'eft>à-dire, par A BxlK. Donc 
fi p eft le poids d'un pied cube de fluide , 
pxABxJK fera le poids de ce volume, 
A B x IK étant évalué en pieds cubes. Ainfi. 

B b 3 



fi P eft le poids qu'on ajoute , ou qu'on 
retranche, on aura p x AB x / K = P ; d'où 

l'on tire TK 

navire , par exemple, que pour favoir com
bien une certaine augmentation faite a la 
charge, fait enfoncer le navire, il faut divifer 
la valeur P de cette augmentation, par la 
furface de la coupe faite à fleur d'eau , eftimée 
en pieds quafrés, & multipliée par le poids 
d'un pied cube d*eau. 

Lorfqu'on fouffle un vaiffeau, on aug
mente le volume de la parène d'une quan« 
tité que nous avons enfeigné ( 123 ) à 
évaluer. C'eft donc comme fi on diminuoit 
la charge, d'une quantité égale au poids d'un 
volume -d'eau égal à l'augmentation qu'on 
a faite au volume , moins le poids des 
matières qui compofent le foufflage : on 
peut donc déterminer facilement de combien 
il plongera moins. 

3 48« Le poids d'un corps reftant le 
même , on peut étendre fon volume à 
volonté , il n'y a donc pas de matière fi 
pefante qu'on ne puiffe faire furnager. 

3 4 9 » Puifque , lorfqu on diminue le 
poids d'un corps fans rien changer à fon 
volume, il doit s'élever avec un effort qui 
ne peut être contrebalancé que par un poids 

c'eft-à-dire, pour le 



égal à celui qu'on a ôté ; il s'enfuit donc , 
qu'on peut employer utilement la pouffée 
verticale de l'eau pour élever des fardeaux ; 
par exemple, pour tirer des bâtiments , du 
fond de la mer ou des rivières , en les at
tachant à d'autres bâtiments que l'on aura 
d'abord chargés de corps pefants, ou d'eau, 
Ôc qu'on vuide enfuite. 

3 ? 0 . En général , fi P eft la pefanteur 
fpécifique d'un corps qui fumage, ou ce que 
peferoit un pied cube , par exemple , de ce 
corps $ s'il étoit d'une matière uniforme ; 
Vfon volume; p la pefanteur fpécifique du 
fluide ; u le volume de la partie fubmergée : 
le poids de ce corps fera P x V ou t V ; 
celui du volume de fluide fera p u ; on aura 

donc P V--=pUy équation qui donne 

d'où l'on voit que le poids P V du corps 
refiant le même , la partie fubmergée fera 
toujours d'autant plus petite que la pefan
teur fpécifique du fluide fera plus grande. 

Cette même équation donne V\ u : : p : P ; 
c'eft-à-dire , que le volume du corps , ÔC 
celui de la partie fubmergée, font en raifon 
inverfe de la pefanteur fpécifique du corps, 
ôc de celle du fluide. 

3 5 1 • Si le corps pefe plus qu'un pareil 
volume de fluide ; alors il doit s'enfoncer, 

в ь 4 



& ne peut être retenu que par une forcft 
égale à l'excès de fon poids fur celui d'un 
pareil volume de fluide. Or fi nous repré
sentons toujours par p ôc P les pefanteurs 
Spécifiques du fluide ôc du corps ; & par Vy 

le volume du corps, nous aurons P V—pV 
pour l'excès du poids du corps fur celui d'un 
pareil volume de fluide. Donc fi on con
çoit que ce corps foit retenu, à l'aide d'un 
fil, au fléau d'une balance, ôc que P' foit le 
poids avec lequel il peut être en équilibre ; 

on aura P' = P V—p V, d'où l'on tire £ = 

Or P V eft le poids du corps dans 

l'air , Ôc P' fon poids lorfqu'il eft plongé 
dans le fluide ; donc connoiffant le poids d'un 
corps dans l'air, & fon poids dans un fluide, on 
aura aifément le rapport des pefanteurs Spéci
fiques de ce dernier fluide & du corps, en divi
sant la différence de ces deux poids> par le poids 
du corps dans l'air. Par exemple, fi un corps 
pefe 6 onces dans l'air ôc j onces dans l'eau, 
je divife la différence i , par 6, ôc le quo
tient | , me fait voir que la pefanteur fpéci
fique du corps, eft à celle du fluide, comme 
6 eft à i . 

L'air , comme fluide pefant , diminue 
aufli une partie du poids des corps ; en forte 
que le poids qu'ils ont dans l'air 3 n'eft pas 



leur poids réel. Mais comme l'air eft un 
fluide fort r a re , & dont la pefanteur fpéci
fique n'eft qu'environ la 8 j o e partie de celle 
de l'eau , on peut fe difpenfer d'avoir égard 
à la diminution qu'il occafionne. 

3 j 2 . Si l'on conçoit qu'on plonge le 
même corps que ci-deffus , dans un autre 
fluide dont la pefanteur fpécifique foit p' , 
ôc que p" foit le poids avec lequel il peut 
alors être en équilibre , de même qu'on a 
eu P '^= ?V—pV, on aura P"=PV—p'V; 
or ces deux équations donnent p V=P V—P\ 
ôc p'V—PV—P"; donc divifant cette der
nière , par la précédente ; on aura 

d'où connoiffant le poids PJ^ d'un 

corps dans l 'air, fon poids p" dans un fluide, 
ôc fon poids P dans un autre fluide, on 

déterminera facilement — , c'eft-à-dire , le 

rapport des pefanteurs fpécifiques des deux 
fluides, 

3 5 3» Suivant ce que nous venons de 
voir, la pefanteur fpécifique multipliée par 
le volume, donne le poids d'un corps. Mais 
la denfité, multipliée par le volume, donne 
la maffe ( 15? 1 ), qui (202) eft proportionnelle 
au poids. Donc la pefanteur fpécifique mul
tipliée par le volume , eft proportionnelle 



à la denfité multipliée par le volume ; donc 
la pefanteur fpécifique des corps eft proportion
nelle à leur denfité. 

3 5 4* Revenons aux corps qui furnagent. 
Pour qu'un corps puifle refter en équilibre 
fur un fluide, il faut, ainfl que nous l'avons 
vu (346)9 que fon poids total foit égal à 
celui du volume de fluide déplacé. Mais 
cette condition ne fufHt pas. / faut encore , 
aue la ligne qui paffe par le centre de gravité 
du corps plongé, cV par le centre de gravité du 
volume de la partie fubmergée /oit verticale. 
Car la pefanteur du corps , & la pouflee du 
fluide s'exerçant chacune fuivant une ligne 
verticale, dont la première pafle par le cen
tre de gravité du corps, & la féconde, par 
le centre de gravité du volume déplacé , ne 
peuvent être directement oppofées , ( comme 
il faut qu'elles le foient pour l'équilibre ) 
qu'autant que ces deux verticales fe con
fondront. 

3 5 T- Ainfl pour déterminer fi un corps 
A CEDB ( Fig. 124 ) d'une forme ôc d'une 
matière connue peut demeurer en équilibre 
fur un fluide , dans une pofition qu'on a 
deifein de lui donner; il faut mener un pian 
horifontal CD qui fépare une partie CE D 
dont le volume foit au volume total A B9 

comme la pefanteur fpécifique' du corps eft 



à celle du fluide , & ayant déterminé le 
centre de gravité GdeAEB, &c celui G' de 
CED y fi la ligne G G' eft perpendiculaire au 
plan CD9 l'équilibre aura lieu. 

3 5 6' Nous fuppofons dans ce que nous 
difons ic i , que le corps A E B eft homogène; 
c'eft-à-dire, que.la matière qui compofe fon 
poids eft toute de même efpece , & qu'elle 
®ft uniformément répandue dans tout l'efpace 
qu'occupe le volume total. S'il n'en étoit 
pas ainfi, on commenceroit par calculer la 
valeur d'un volume de fluide, égal en poids, 
au poids total de AEB , & l'on feroit CED 
égal'à ce volume, CD étant horifontale : ca 
qui fe réduit à une queftion de pure géomé
t r i e , dont les principes donnés jufqu'ici, 
peuvent fournir la folution. 

3 J 7 « G'eft encore une autre queftion 
que l'on peut ré foudre à l'aide des mêmes 
principes, que celle de déterminer les diffé
rentes pofitions dans lefquelles un corps 
peut refter en équilibre fur un fluide ; mais 
comme nous n'avons aucune application 
eflentieîle à faire ni de l'une ni de l'autre de 
ces deux queftions, nous ne nous en occu
perons pas. Voici quelque chofe qui nous 
importe plus. 

3 5 8- Le corps CED ( Figl 12$ ) étant 
actuellement en équilibre fur un fluide dont 



A B eft la furface : G étant le centre de gra
vité de ce corps; G' celui de la partie fub
mergée AEB ; fi Ton conçoit que Ton 
incline infiniment peu, le corps, enforte que 
a E b devienne la partie fubmergée, dont G1' 
foit le centre de gravité. Ce corps revien
dra à fa première pofition, fi la verticale 
G" Mqui convient à cette féconde pofition 
rencontre la verticale G' M qui convient à la 
première, au-defius du centre de gravité G 
du corps. Au contraire, il verfera tout-à-fait, 
li le point M eft au-deffous de G , comme 
en M. 

En effet, la direction G"M qu'aura alors 
la poufTée de l 'eau, ôc qui fera vert icale 9 

ne paffant point par le centre de gravité G , 
tend ($22) à imprimer au corps deux mou
vements, l'un pour élever le centre de gra
vité , Ôc qui eft détruit par le poids du corps ; 
l'autre qui tend à le faire tourner autour 
du centre de gravité G. Or il eft facile de 
voir que fi le point G eft au-deffus de M, 
ce mouvement de rotation autour de (î , 
tend à fe faire de A vers C, ôc par confé-
quent à ramener G' dans la verticale ac
tuelle G" M. Au contraire, fi M eft au def-
fous de G , comme en M! ; le mouvement 
de rotation autour de G , tend à fe faire 
de C vers Ay ôc par conféquent ne peut 



qu'éloigner G de G"M!; c'eft-à-dire, tend 
à faire renverfer le corps. 

Donc pour que le corps puilTe revenir à 
fa fituation primitive, il faut que G'M foit 
plus grande que G' G. 

Le point M eft ce que M . Bouguer a 
nommé le Métacentrt ; parce que c'eft la 
limite de la hauteur à laquelle peut être 
placé le centre de gravité G, pour que le 
corps flottant ne foit pas renverfé par une 
petite inclinaifon ; car pour peu que G fût 
au-defîus du point IKZ> le corps fe renver-
feroit. 

Comme la détermination du métacentrc 
M importe beaucoup dans la conftru&ion 
des vaifleaux, nous allons nous en occuper. 

3 59« Suppofons donc que AEU {Fig. 
126 Èrjiiiv. ) repréfente la coupe d'un navire, 
faite par un plan perpendiculaire à la quille , 
ôc paflant par le centre de gravité G du 
navire. Ce plan paffera aufli par le centre 
de gravité G' de la partie fubmergé AEB 
(35-4). 

Concevons que par quelque caufe que 
ce foit, le navire prenne une fituation infi
niment peu inclinée à la première ; ôc 
qu'alors ab foit le plan de flottaifon, ôc G" 
le centre de gravité de la partie a E b qui fera 
fubmergée alors. Si l'on mené G" M perpen-



diculaire à ab, cette ligne fera la direction 
fuivant laquelle s'exercera la pouifée de 
l'eau y lors de l'inclinaifon. 

Pour déterminer le point M où G" M 
coupe la ligne G G' qui eft verticale dans la 
première iituation , il faut déterminer la 

Î)o(ition de G", tant à l'égard de AB, qu'à 
'égard de la verticale G G'. 

Dans cette vue , nous imaginerons le na
vire coupé en un grand nombre de tranches 
verticales, par des plans perpendiculaires à 
la quille; ôc fuppofant que MR N(Fig. 127 ) 
eft une de' ces tranches ; g le centre de gra
vité de fa partie fubmergée avant l'incli
naifon ; g' celui de fa partie fubmergée lors 
de l'inclinaifon , nous allons chercher, pour 
chaque tranche, le déplacement g g' de ce 
centre de gravité g, d'où nous conclurons 
celui du centre de gravité G' ( Fig. 126). 

Obfervons donc d'abord, que le volume 
M RJY ( Fig. 127 ) eft égal au volume m Rn; 
parce que le volume d'eau qui correfpond à 
chacun, doit (346') foutenir, dans chaque 
cas , la même partie du poids total du 
navire. Donc , fi de chacun de ces deux 
volumes on retranche le volume commun 
M Rn, les deux fe&eurs MOn, N O n (que 
l'on doit regarder comme deux triangles 
recÜlignes, à caufe que l'inclinaifoa eft infti 



aiment petite ) feront égaux; 6c le point 
d'interfettion O pourra être cenfé au milieu 
de MN. 

Soient, maintenant, h, h!, g", les centres 
de gravité des efpaces NO n , M O m > 
M R n. Menons fur M N, les perpendi
culaires hky h!k! y g"? , g'q ; 6c fur la 
verticale gO, la perpendiculaire g"L Pour 
avoir la diftance g'q du centre de gravité g' 
écmRn, à la ligne M N, il faut prendre le 
moment de mRn par rapport à cette ligne , 
& l'égaler ( 263 ) à la différence des mo
ments de fes parties MRn, M O m qui font 
fituées de différents côtés de M N. On aura 
donc m R n x g' q ou MRN xg'q — MR nxg" l' 
•— M Omxh! k'. Mais puifque g eft le centre 
commun de gravité des deux efpaces M Rn 
ôc NOn, on doit avoir MR N x g O =s 
MRnxg"I'-k-NOnx'kh. Tirant de l'une 
de ces équations , la valeur de //1 R n y g'11'y 

6c la fubftituant dans l'autre , on aura 
M RNxg'q=*MRNxgO—NOnxkk— 
MO m* h!' k'. Or les triangles M Om , N O n 
étant infiniment pet i t s , leurs moments, ou 
leurs produits par les lignes infiniment pe
tites 3 h' k! ôchk feront infiniment plus petits 
{ 4 ) , ôc par conféquent infiniment petirs du 
fécond ordre à l'égard du moment A%RNx 
g O. Re je tan t donc, de la dernière équa-



t ion , ces deux moments, on aura MRNx 
g q~ MRNxg O, d'où l'on tire g '^ =gO; 
c'eft-à-dire , que le centre de gravité g' eft à 
même profondeur au-deffous de MN, que g. 
O n peut donc regarder la ligne gg', qui eft: 
d'ailleurs infiniment peti te, comme perpen
diculaire fur g O ; ôc par la même raifon ( Fig, 
126'') on peut regarder G' G" comme un arc 
de cercle décrit du point M comme centre. 

Voyons, à préfent, quelle eft la valeur 
de g g' ( Fig. 127 ). Il faut, par la même 
raifon que ci-defTus y prendre le moment du 
volume mRn, à l'égard de OR, & l'égaler 
à la fomme des moments de fes deux parties 
MO m, M Rn. On aura donc mRnxgg* 
ou M RNxgg' = MRnxg"1-^MOmxOk'. 
Mais puifque g eft le centre commun de 
gravité des deux efpaces MRn ôc N O n, on 
zMRnxg"l—NOn x O ^ = o (2R5Ç ) ,ou 
MRNxg1' /= NOn x Ok ; donc MRNx gg? 
*=NOnx Ok-+-MOmxOk!=zNOnx Ok, 
parce que les deux triangles M O m, NOn 
font égaux, & que les diftances Ok! ôc Ok 
font évidemment égales. 

Soit e l'épaiffeur de la tranche que repré-
fente MRN, on aura donc enfin le mo
ment de cette tranche MRN x ex g g' = 
2 hlOnXcxOk, équation qui a lieu pour 
chaque tranche. 

PRENONS 



Prenons, maintenant, la fomme de ces mo
ments pour toutes les tranches, ôc nous au-
rons/ 'MRNx e x gg'=fiNOn*e*Ok. Or le 
premier membre, étant la fomme des mo
ments de chaque tranche par rapport à un 
plan paffant par la quille, doit ( 258 ) être 
égal à la fomme de toutes les tranches, ou 
au volume de la partie fubmergée de la ca
rène , multiplié par la diftance xy" G1 ( Fig. 
126 ) du centre de gravité de la carene, lors 
de l'inclinaifon. Donc , en nommant V ce 
volume, onaurai^x G"G'=f i NOnxe* Ok. 
Déterminons donc-la valeur de ce fécond 
membre. 

Pour cet effet, je remarque que lorfque 
le navire s'incline, le plan primitif de flot-
taifon CBPQ {Fig. 1 2 8 ) devient CbpQ. 
Que les triangles B Ib, NO n font les mêmes 
que dans les Fig. iz6 & 127 ; or comme il 
eft évident qu'ils ont un angle égal , on peut , 
à caufe de leur petiteffe infinie, les regar
der comme femblables; enforte qu'on aura 

NOn: Blbi.ON* : 5 T (Qéom. 1 5 9 ) ; ÔC 

par conféquent NOn — 

leurs on a ( Fig. 1 2 7 ) O k = f O N, car ort 
peut regarder le point A: Ôc le point h, com
me également éloignés de O. On a donc 

C e 

BIb. D'ail-



NOnx Ok donc . . . 

V* G G'. BIb; c'en là l'é

quation qui donne G G". Employons -la 
maintenant à déterminer la hauteur G1 M du 
métacentre. 

Imaginons que du point / ( Fig. 126) 
comme centre, ôc du rayon 1B , on décrive 

l'arc B S -, on aura Or les 

deux droites G"M ôc G' M étant perpendi
culaires à ab Ôc A 6 , il eft facile de voir que 
l'angle M eft égal à l'angle B Ib, ôc que par 
conféqucnt en regardant comme un arc dé
crit du point M, la droite infiniment petite 
G" G' que nous avons vue être perpendicu
laire à G'I, les deux fedeurs BIS, G'M G" 
feront femblables. On adonc G' M : G* G" : : 

B I: BS; donc , ôc par con-

féquent B I b donc en fubfti-

tuant dans l'équation 

réduifant, on a 

Mais comme G' Môc ^' ;,"reftentles mêmes, 
quelle que foit la tranche que l'on confîdere, 
on peut écrire cette équation, de cette au-



que pour avoir la nauteur du metacentre, au-
deffus du centre de gravité de la partie fubmer
gée de la carène, il faut partager la longueur 
de la coupe faite à fleur d'eau , ( par des 
perpendiculaires élevées fur cette longueur ) 
en un affez grand nombre de parties égaies ; 
pour-que les parties de la courbe qui fait le 
contour de cette coupe, interceptées entre 
ces perpendiculaires, puiflent être regardées 
comme des lignes droites. Alors on fera une 
fomme des cubes des demi-largeurs corref-
pondantes à chaque divifion, ôc l'ayant mul
tipliée par la diftance e> d'une perpendicu
laire à l 'autre, on en prendra les \ que l'on 
divifera par le volume de la partie fubmergée 
de la carène. 

3 fj o. On voit donc que tant que la coupe 
faite à fleur d'eau reftera la même, Ôc que le 
volume de la partie fubmergée reftera aufli 
le même, la hauteur du metacentre reftera 
conftamment la même, quelque changement 
que l'on fafTe d'ailleurs à la figure de la ca
rène. Nous verrons par la fuite, les ufages 
du metacentre. Difons un mot des fluides 
élaftiques, 

C C 2 

tre maniere, x e « 

d'où l'on tire G 7 M « C'eft-à-dire, 



3 r j I . L e s fluides élaftiques ont de com
mun avec Jes fluides fans relTort , qu'abf-
traction faite de la pefantenr, la preflion fe 
communique également dans tous les fens. 
Mais ils différent de ces derniers , en ce que 
fi après avoir appliqué à la furface A B ( Fig. 
I 2 p ) d'un fluide fans reffort , une preflion 
quelconque P, qui agifle fur tin fonds mo
bile AB, on vient h fuporimer, fubitement 
ce poids P , le fluide fans reflbrt, n'agira 
plus contre le fonds AB. Au lieu que 
dans les fluides à reffort, fi après que la 
preflion P aura amené le fonds A B 
dans la fituation quelconque a b , on 
vient à fupprimer cette preflion, le fonds 
a b fera repouffé de b vers B avec la 
même force qui l'avoit amené de B 
en b. 

Quoi qu'il en foit , la maniere dont Ja 
preflion fe diftribuera, fera toujours la mê
me que pour les fluides fans reffort; c\ft-
à-dire. qu'elle agira perpendiculairement aux 
furface ; & que dans les fluides élaftiques 
pefants, & qui ne font comprimés que par 
l'action de leur pelanreur , les efforts de 
la preflion fur les parois des vafes, ou fur 
la furface des corps plonpés dans ces flui
des, ces efforts , dis-je, eftimés dans le fens 
horifontal. fe détruiront mutuellement ; *3c 



«Sans îc fens vertical, ils fe réduiront à un 
feul dont la direction paflfera par le centre 
de gravité du volume fur lequel le fluide 
agir. 

4 f>2 . Quant à la valeur abfolue de lâ 
preflion fur une furface quelconque , en 
vertu • e la pefanteur feule du fluide élas
tique ; il n'eft pas douteux que fur les fur-
faces horifontales, elle ne foit {la hauteur 
étant la même ) proportionnelle aux fur-
faces fur lefquelles elle s'exerce. Mais elle 
ne fe mefure pas, comme dans les autres 
.fluides , par le poids du prifme ou du cylindre 
qui auroit pour bafe cette furface, & pour 
hauteur, la diftance de cette furface jufqu'à 
la furface fupérieure du fluide. 

En effet, fi un fluide élaftique eft tel que 
iàns fa pefanteur il puiffe occuper l'efpace 
AEFB (Fig. 1 3 0 ) ; lorfqu'on le fuppofera 
pefant, il eft vifible que les tranches de ce 
fluide, les plus proches du fonds E F, char
gées de leur propre poids ôc de celui des 
tranches fupérieures , feront plus compri
mées que celle-ci; que par conféquent , 0 ( i 
l 'on conçoit deux tranches de même hau
teur , l'une près du fonds E F, l'autre à 
quelque diftance de ce fonds, la matière de 
la première fera plus denfe que celle de la 
féconde, ôc pefera , par conféquent da-

C c 3 



vantage. Ainfi les tranches de même hau
teur , chargeant le fonds EF, d'autant 
moins qu'elles en font plus éloignées, la 
preflion fur le fonds EF doit s'eftimer, non-
feulement par la grandeur de ce fonds, Ôc 
par le nombre des tranches contenues de D 
en F, mais encore par la pefanteur fpécifique 
de chaque tranche , laquelle eft différente 
d'un endroit à l'autre. Enforte que fi l'on 
repréfente par a; la diftance F Q d'une tran
che quelconque, au fonds E F ; par dx la 
hauteur infiniment petite de cette tranche ; 
& par D la pefanteur fpécifique, ou la den-
fité de cette même tranche ; D dx fera le 
poids d'un filet de cette tranche ; ôc fon 
action fur EF, fera E F* D dx, donc l'ac
tion de toutei les tranches, ou la preflion 
fur FF fera E F/D dx ou plutôt E Ff— D dx, 
parce que x croiffant, le poids de chaque 
tranche diminue; c'eft-à-dire, qu'il faudra 
prendre l'intégrale de — D dx, ôc la multiplier 
par EF. Il faudra donc connoître la valeur 
de D en x , c'eft-à-dire , fuivant quelle 
loi Jes denfités varient , à mefure que 
les tranches font plus éloignées du fonds 
EF. 

Quand on aura déterminé la preflion fur 
une furface horifontale, il fera aifé de déter
miner la preflion fur toute autre furface 



* Cette quantité varie félon 
l'état de l'air, & la hauteur du 
lieu où fe fait l'expérience r 
nous fùppofons ici , que c'eft 
lorfque l'air eft dans un état 
moyen, & que l'on eft , à peu 

près, au même niveau qut 
Pa-is, Nous fuppofbns de p lus , 
que le mercure contenu dans 
le tube, a été purgé d'air : c# 
n'eft pas ici le lieu d'en expofet 
le» moyen*. 

C e ^ 

tcn partageant cette furface en parties: infi
niment petites; chacune de ces parties pourra 
être regardée comme prelfée autant que (i 
elle étoit horifontale. 

3 6 3 . De tous les fluides élaftiques.0 

l'air eft celui qui nous intérefTe le plus : 
c'eft pourquoi nous allons nous arrêter à en 
confidérer les principales propriétés; celles 
du moins, qui ont le plus de rapport à notre 
objet. 

3 64* L'air eftpefant. C'eft un fait conf 
taté par un grand nombre d'expériences. En 
voici quelques-unes. Si l'on prend un tube 
de verre ( Fig. 131 ) d'environ 30 pouces, 
fermé hermétiquement par l'une A de fes 
extrémités , & que par le bout ouvert on 
introd'uife du mercure dans toute la capacité, 
fi l'on vient à renverfer & plonger le bout 
ouvert B, dans un vafe où il y ait aufli du 
mercure; le mercure contenu dans le t u b e , 
defeendra jufqu'à ce que la colonne reftante 
foit d'environ 27 pouces & demi , * à 
compter de la furface du mercure dans le 
vafe. Voici comment cette expérience prouve 



la pefanteur de l'air. I a colonne de mer
cure contenue dans C B exerce au point B 
une preflion fur le mercure inférieur qui 
ne peut être contrebalancée que par un 
effort égal agiflant en fens contraire. Or 
le mercure contenu dans le vafe où le 
tube eft plongé, n'agit contre cette co
lonne, qu'à raifon de la diftance de fa fur-
face fupérieure jufqu'à l'ouverture B ; il ne 
peut donc contrebalancer. On ne peut donc 
chercher, ailleurs, l'effort néceffaire, que 
dans le fluide qui repofe fur tous les points 
de la furface fupérieure du vafe ; c'eft-à-
d i re , dans l'air ; donc c'eft l'air qui par fon 
poids fait équilibre à la colonne BC de mer
cure. 

Voici d'ailleurs, un autre fait qui nous 
fera utile qui vient à l'appui. Si c'eft 
l'air qui foutient la colonne B C\ il faut fi 
nous employons un fluide moins pefant que 
le mercure, que la hauteur à laquelle ce 
fluide reftera fufpendu, foit plus grande que 
B C , ôc cela (334) dans le rapport inverfe 
des pefanteurs fpécifiques de ces deux flui
des. Or on fait que l'eau pefe 14 fois moins 
que le mercure. Il faut donc que fi l'on 
emploie de l'eau au lieu de mercure, elle 
puiffe être foutenue par l'air , jufqu'à la 
hauteur de 14 fois 27 pouces 6c demi 3 



c'eft-à-dire, jufqu'à 32 pieds environ. C'eft 
en effet, ce que l'expérience confirme. Car 
on fait que fi par le moyen d'un pifton on 
veut élever l'eau dans un feul corps de pom
pe , au-delà de 32 pieds, l'eau s'arrête conf-
tamment à ce terme à très-peu près. On-ne 
peut donc douter que l'air ne foit pefant, 
Ôc que par cette raifon, il ne prefîe la fur-
face des corps, autant que le feroit une co~ 
lonne d'eâu dont la bafe feroit égale à cette 
furface , & dont la hauteur feroit de 32 pieds 
environ. 

C'eft cette prelïion qui appliquée à tous 
les corps, ôc par conféquent à la furface de 
l 'eau, oblige l'eau de monter dans les pom
pes , lorfqu'en tirant le pifton on fait un 
vuide entre le pifton & l'eau dans laquelle 
plonge la pompe. Mais pour avoir des idées 
plus diftinftes fur la manière dont l'eau 
s'élève dans les pompes, il faut examiner 
une autre propriété de l'air. C'eft fon élaf-
ticité. 

3 6 S* L'air eft comprejfible ; il eft élafti-
que : & les volumes auxquels il peut être réduit 
par la compreffion , font, fenfiblement, en rai* 
fon inverfe des poids dont il eft chargé. 

C'eft un fait établi par l'expérience fui-
vante. 

Dans un tube de verre recourbé ABC 



( Fig. 132) dont la branche A B foît au moine 
de 30 ou 40 pouces, & dont la branche 
B C foit par-tout de même diamètre & fer
mée hermétiquement en C. Faites couler 
du mercure jufqu'à ce que la capacité B la 
plus baffe du tube foit remplie; & ayant 
appliqué ce tube fur une planche graduée , 
obfervez quel eft le nombre de divifions 
compris entre B ôc C. Je fuppofe ici que ce 
foit 8 pouces. Verfez du mercure dans la 
branche /} B jufqu'à ce que l'excès de la 
hauteur du mercure dans A B fur celle du 
mercure qui entrera dans B C , foit de 27 
pouces ôc demi environ. L'air qui occupoit 
d'abord toute la partie B C n'en occupera 
plus que la moitié. Si vous continuez de 
verfer du mercure dans la branche A B, juf
qu'à ce que la différence des hauteurs du 
mercure dans les deux branches , foit de 
deux fois 27 pouces ôc demi, ou environ; 
l'air reftant dans B C n'occupera plus que le 
tiers de B Ç\ il n'occupera que le quart , fî 
îa différence des hauteurs eft de trois fois 
27 pouces ôc demi ou environ ; ôc ainfi de 
fuite. 

Cette expérience fait voir que l'air fe com
prime à mefure qu'on le charge, ôc qu'il 
fe comprime , à très - peu près , propor
tionnellement au poids. En effet , lorf-



qu'il n'y avoic du mercure que dans la ca
pacité iriférieure B, l'air contenu dans B C , 
étant de même nature que celui qui étoit 
d a n s a i ? , étoit chargé de tout le poids de 
l'air qui répond verticalement à. l'ouverture 
du tube. 11 étoit donc chargé par un poids 
équivalent à une colonne de mercure de 
2j pouces & demi environ. Puis donc qu'en 
ajoutant encore une, deux, trois , ôcc. pref-
iions femblables, il fe réduit, félon ce que 
nous venons de dire , à des efpaces deux 
fois , trois fois, quatre fois moindres que 
B C , il fe comprime donc, dans le rapport 
des poids qui le chargent. 

A l'égard de fon reifort ; par un procédé 
inverfe on s'aifure qu'il a lieu & qu'il aug
mente à proportion de la compreffion, ou 
qu'il diminue à proportion que la compref
fion diminue. Car fi l'on retire du mercure 
de dedans la branche AB, on verra l'air re
prendre de l'étendue dans la branche CB, 
& en reprendre d'autant plus , qu'on dimi
nuera plus la preflion : l'air eft donc non-
feulement compreffible ; mais dans quelque 
état de compreffion qu'on le met te , il tend 
à fe rétablir & à occuper un efpace plus 
grand, Ôc tel que lorfque le poids qui le 
comprime diminue , l'efpace dans lequel 
l'air fe répand, eft à celui auquel il étoit ré-



dui t , comme le poids dont il étoit chargé 
dans ce dernier cas, eft à celui dont il eft 
chargé actuellement. 

3 6 6 . L'air que nous appelions naturel 
ou l ibre, eft donc dans une compreflion ha
bituelle ; enforte que s'il venoit à perdre 
tout-à-coup fa pefanteur , il tendroit à s'é
carter de toutes parts avec une force telle 
que la partie d'air renfermée dans un efpace 
comme ABC ( Fig. 132 ) ne pourroit être 
retenue , qu'en appliquant à l'ouverture A 
une force égale au poids d'une colonne de 
mercure qui auroit cette ouverture pour 
bafe, ôc 27 pouces ôc demi de hauteur. 

3 6l* D'après ce que nous avons dit 
( 361 ) fur la différence entre les fluides élaf-
tiques ôc les fluides non élaftiques, on voit 
donc que l'air renfermé de toutes parts 
dans un vafe, fait autant d'effort pour pouf
fer du dedans au dehors, que l'air environ
nant en fait pour pouffer du dehors en de
dans : & c'eft là ce qui fait que les corps 
ne cèdent point à la preflion confidérable 
au'ils éprouvent félon ce que nous avons 
d i t ' (3^4) . 

3 6 8- Un tube tel que celui que nous 
avons décrit (364) {Fig. 131) étant appli
qué fur une planche graduée dont les divi-
fions commencent à la ligne de niveau, ou 



à la furface du mercure dans le réfervoir, 
eft ce qu'on appelle le baromètre; parce 
qu'il fert à juger de la preffion que l'air 
exerce fur la furface des corps , par la 
hauteur à laquelle le mercure refte îufpen-
du dan, le tube AB. On voit donc main
tenant , pourquoi cet inftrument marque 
la même hauteur dans un endroit fermé, 
comme dans un endroit libre. C'eft que l'air 
renfermé exerce par fon relïbrt , la même 
preifion fur le mercure contenu dans le ré
fervoir, que s'il agiffoit librement par fon 
poids, 

3 6 9'. Le mercure ne fe foutient pas 
conftamment à la même hauteur dans un 
même lieu. Il eft , à Par is , tantôt au-def 
fus de 27 pouces & demi, tantôt au-clef-
fous : ôt cela, félon que la compreffion oc-
cafionnée ou par le poids , ou par le ref-
fort de l'air augmente ou diminue. Comme 
le reffort de l'air peut augmenter ou dimi
nuer fans que fon poids total augmente ou 
diminue, ainfi qu'il peut arriver par la cha
leur ou par le froid, on ne doit pas attribuer 
les variations du mercure dans le baromètre, 
uniquement aux changements du poids de 
l'air. 

Quoi qu'il en foit , puifque ces change
ments annoncent que l'air eft en état de 



faire équilibre à une colonne plus ou moins 
grande de mercure , ôc par conféquenc à 
une colonne d'eau plus ou moins grande ; il 
faut en conclure que la plus grande hau
teur à laquelle on puiffe élever l'eau par 
le moyen d'une feule pompe , n'eft pas 
conftamment de 32 pieds; mais qu'elle va
rie félon la hauteur du mercure dans le 
baromètre. 

3 7 0 . Si on porte le baromètre, d'un lieu 
en un autre plus élevé ou plus bas, le mer
cure s'abaiffera dans le premier cas, ôc s'élè
vera dans le fécond. Parce que la colonne 
d'air qui appuie fur le réfervoir, étant plus 
courte dans le premier cas, Ôc plus longue 
dans le fécond , doit pefer moins dans le 
premier cas, & plus dans le fécond; ôc par 
conféquent ne peut faire équilibre qu'à une 
colonne de mercure plus petite dans le 
premier cas, ôc plus grande dans le fécond. 
Ainfi dans le premier cas, le tube fe vuidera 
un peu dans le réfervoir ; ôc dans le fécond 
le réfervoir fournira le tube : c'eft aufîi ce 
que l'expérience a confirmé. Mais il faut 
obferver que ces variations ne font fenfibles 
qu'à des changements de hauteurs, de quel
ques toifes. On peut dire , en gros , que 
vers la furface de la terre , 12 toifes de dif-



férence de hauteur répondent à une ligne de 
différence dans le baromètre. 

Donc les plus grandes hauteurs auxquel
les on peut élever l'eau par le moyen d'un© 
feule pompe , varient fuivant les hauteurs 
auxquelles on efl élevé , & font propor
tionnelles à la hauteur du baromètre en ces 
endroits. 

£7i. Nous avons dît que l'air fs comprimoit dans la raifôn des 
poids» à très-peu près. Quoique l'expérience d'après laquelle 
nous l'avons prouvé, donne le rapport des poids pour celui 
des compreifibilités, & Je donne affêz exa&ement ; il ne faut 
pas conclure cependant qu'il en feroit de utrae quel que fût 
le poids dont on chargeât l'air. Il n'eft pas vraifemulable 
qu'on puiiïè réduire un volume quelcenque d'àir , à occuper un 
efpace infiniment petit , en le chargeait continuellement £ 
lion plus qu'à occuper un efpace infini , en diminuant fa preA 
i5on à l'infini. Cette extrême compreffibilité, Se cette e x f ë m » 
dilatabilité ne ibnt pas dans la nature.. Néanmoins , lorfqu'il 
«e s'agit que de hauteurs médiocres , on peut fuppofèr que l'aie 
à différentes hauteurs, eft comprimé dans la raifbn des poids 
dont il eft chargé; & parla» on pe:;t déterminer à peu près ; 
à quelle hauteur doitCe tenir le baromètre, en vertu du poids 
Teul de l'air, à différentes hauteurs. En effet , nous avons 
vu ci-defTus (361) que D étant la pefânteur fpécifi^ue ou 1« 
denfité à une hauteur quelconque , la prefïion que l'aie 
éprouvoit, ou pouvoit faire éprouver, en cet endroit, étoic 

fDdx\ donc fion appelle h la hauteur du baromètre en cet 
endroit, on aura (en repréfentant par 1 la d.nfi'éou la pefanteuc 
fpécifique du m e r c u r e ) / ! ? d x — h, ou plut tf—D d x=nh , 
parce qu« croiflant, h diminue. D'un autre côté , puifque l'aie 
eft d'autant pus denfê qu'il eft plus cha-gé , fà denfré ou (a. 
pefânteur fpécifique augmente comme les poids dont il eft 
chargé, & par conféquent fi on appe'le H la Iwutrur du ba
romètre au niveau de Ja mer , & p la pefânteur fpécifique de 

D H 

l'air, à ce même nivetuj on sur* M; h\\p\D'} donc/4 = • 



donc , Différencions cette équation en obfêr«t 

Tant que/» & /ifônt confiants. On aura • d'od 

l'on tire- donc / C. Mais au ni

veau de la mer , c'efl-à-dire, lorfqwe tf=s=o, on doit avoir 

donc. donc . On a donc 

d'où l'on tire ou ou enfin 

étant le nombre dont le .ogarithme eft it On 

adone Reprenant donc l'équation 

& fubftituant pour D fa valeur, on aura inté

grale que ( 147 ) l'on trouvera être . donc en in 

ou qui donnera la Hauteur h du 

baromètre, à la hauteur x au-deiîus du niveau de la mer , 
lorfqu'on connoîtra fa hauteur H au niveau de la m e r , & la 
pefanteur fpécitique p ae lair, à ce même niveau. Pour don
ner un exemple de l'application de ce calcul, prenons l'obfèr-
Vation qui a été faite au Pic de '1 eneriffe. 

La hauteur de cette montagne a été trouvée de 13 1Ç8 pieds 
de Taris, ou 15-826 pouces. Au niveau de la mer , le mercure 
fe tenoità 17 pouces 10 lignes, & au fbmmetduPic, à 17 pou
ces 5 lignes. 

La pefanteur fpécifique de l'air étant la 850 e partie à peu 
près de celle de i'eau , celle-ci la 14 partie de celle du 
mercure, la pefanteur (pécifique de l'air eft donc la 11900 e 

{>artie de celle du meicure , que nots avons repréfèntée par 
'unité '3 ain£ , on a 

x = 1 5 7 8 9 6 pouces 

donc 



I eft i , 4445651 qui étant multiplié (113) par 1,30x585 r , 
donne pour le logarithme hyperbolique dont il s'agit i c i , 
3 , 32,61343 , retranchant donc o , 4767147 ° n aura 
là = z, 2495 «5"5. Multipliant ce dernier ( 113 ) par o , 4542945 
pour le réduire en logarithme des tables t on aura i> 1375306 
qui dans les tables répond à i 7 p , z 8 ou 17 l' 31 f. Or Pob-
iervation a donné 17 p 5 ]. 

Au refte , nous ne devons pas difiimuler qu?on ne doit pas 
regarder cette formule , comme pouvant donner bien exacte
ment la hauteur du baromètre à de très-grandes hauteurs. 
Ia. Parce qu'ainfî que nous l'avons déjà obièrvé, l'ait ne fe com
prime pas proportionnellement aux poids , à toutes diflances. 
2 0. Parce qu'à des diflances un peu coniîdérabes , la pefan
teur diminue. 3 0 . Parce que la pefanteur fpécifique p de 
l'air, eft très-variable. 4 0 . Parce que les variations qui ar
rivent dans les hauteurs du baromètre, pouvant dépendre en 
partie du reffort de Pair dilaté parla chaleur, ou condenfé pac 
le froid, il faudroit connoître l'action de ces caufès, à diffé
rentes hauteurs. 5 0. Parce que les vapeurs & autres corps 
étrangers dont l'air eft chargé, peuvent encore apporter beau
coup de modifications à cette détermination. Quoi qu'il en 
ioit, cet exemple eft toujours propre à montrer comment on 
doit fè conduire dans l'application du calcul à ce* fortes de 
queftions. 

3 7 2 . Après ce que nous venons de dire 
fur le poids & le reffort de l'air, 6c fur la pref-
fion des fluides en général, il eft facile d'en
tendre comment l'eau s'élève dans les pom
pes. 

II y a trois parties principales à confidérer 
dans une pompe. Les tuyaux, les foupapes 
ôc les piftons. 

Le pifton eft un corps ARCD de bafe 
D d 

donc / h z= l ij Or on trouvera 

0,4767147 ; le logarithme ordinaire de 



circulaire {Fig. 133 , 1.3.4 & ^ f ) * <3ui P e u t 
parcourir la capacité intérieure du tuyau 
qu'on appelle Corps de pompe, ôc qui le rem
plit exactement en la parcourant. La foupape 
F eft deftinée à permettre ôc à fermer alterna
tivement le paffage à l'eau. Le corps de 
pompe eft le tuyau que parcourt le pifton. 
FGHK eft un autre tuyau lié au corps de 
pompe, & qui a fon extrémité inférieure 
plongée dans l'eau dont je fuppofe que R S 
eft le niveau. 

Si l'on fuppofe qu'une puiffance P ( Fig. 
133) appliquée à la tige du pifton, vienne à 
élever le pifton. L'air renfermé dans l'efpace 
JD VKHGFC, tendra par fon reffort, à occuper 
l'efpace que le pifton laiffera libre ; il foule-
vera la foupape E , pour entrer dans le corps 
de pompe ; fon reffort diminuera à mefure 
qu'il s'étendra. Il exercera donc fur la fur-
face G H de l'eau un effort moindre que 
ne fait l'air naturel, fur les parties environ
nantes RG, H S. L'excès de preflion de 
la part de l'air extérieur, fera donc mon
ter de l'eau dans le tuyau GK à une cer
taine hauteur HN, jufqu'à ce que le poids 
de cette colonne, joint au reffort de l'air 
reliant, foit égal au poids de l'air extérieur. 
Alors la foupape E fe fermant d'elle-même, 
fi 1 on baiffe le pifton, l'air contenu entre le 



pifton Ôc la bafe TV du corps de pompe, 
augmentera de reflbrt à mefure qu'on baif-
fera; il fera effort contre la bafe du pifton, 
& s'échappera, fi fon reffort étant devenu 
plus grand que celui de l'air extérieur, 
le pifton eft en même-temps percé d'un 
trou recouvert d'une foupape L , qui 
puiffe s'ouvrir, ôc fe fermer comme la pre
mière. . 

Cet air une fois forti , la foupape L re
tombe, ôc fi l'on recommence à lever le 
pifton, l'eau s'élèvera dans FGHK, à une 
plus grande hauteur, par la même raifon 
que ci-devant , enforte qu'après un certain 
nombre de coups de pifton, elle gagnera 
le corps de pompe , où étant une fois en
t rée , elle paffera à chaque abaiffement du 
pifton à travers le trou dont il eft percé ; 
en levant la foupape, qui fe fermant enfuite 
par fon propre poids , retiendra au-deffus 
d'elle, l'eau qui aura paffé, ôc que l'on élè
vera en même-temps que le pifton. Tel eft 
le jeu de la Pompe afpirante. 

Quant à la Pompe foulante, voici fes effets. 
Lorfqu'on fait descendre le pifton PCD ( F/g. 
134) que je fuppofe, ici , placé au-deffousdu 
niveau de l'eau RS, il fe fait un vuide entre la 
foupape E qui eft alors fermée , ôc la bafe du 
pifton. Le poids de l'eau agi fiant conjointe-
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ment avec celui de l'air extérieur contre la 
foupape Z , fait palier l'eau dans le corps de 
pompe. Lorfque l'eau ceffe d'entrer, la fou-
pape Z fe ferme. Alors fi l'on remonte le pif-
ton , il chaffe devant lui l'eau qui eft entrée ; 
force la foupape E de fe lever , & introduit 
l'eau dans la partie T' V Y X. Le pifton une 
fois élevé , la foupape E fe ferme , & retient 
l'eau, jufqu'à ce que, par une nouvelle opé
ration femblable à la première, on en faffe 
paffer de nouvelle, qui s'élève dans TKYX 
à proportion du nombre de coups de pifton. 
Quelquefois le pifton eft placé au-deffus 
du niveau de l'eau; mais dans toute dif-
pofition cela s'explique d'une manière 
analogue. Tel eft le jeu de la pompe fou
lante. 

La pompe afpirante & foulante eft ainfi 
nommée , parce qu'elle réunit les effets des 
deux autres. Le pifton AB CD ( Fig. 13£ ) 
s'élevant , fait entrer l'eau dans l'efpace 
CDTKO par le moyen du tuyau FGHK, 
comme dans la pompe afpirante. Puis , lorf-
qu'il s'abaiffe, il foule l'eau contenue dans 
cet efpace, laquelle ne pouvant échapper 
par la foupape E qui fe ferme d'elle-même, 
levé la foupape Z , & paffe dans le tuyau 
M omn. On peut varier beaucoup la conf-
tru£lion ôc la difpofition des parties des 



pompes ; mais leurs effets s'expliqueront tou
jours facilement, par ceux que nous venons 
d'expofer. 

3 7 3- Voyons maintenant les propriétés 
fondamentales de ces machines. 

Par le moyen de la pompe foulante, on 
peut élever l'eau à telle hauteur que l'on 
veu t , pourvu qu'on y emploie une force 
fuffifante. Mais l'eftimation de cette force 
exige plus d'une confidération. Il faut avoir 
égard aux dimenfions du pifton & des tuyaux; 
à la hauteur à laquelle on peut élever l'eau ; 
à la vîtefTe avec laquelle on veut l'élever. 
Nous prendrons , ailleurs , cette queftion 
dans toute fon étendue. Quant à préfent 
nous nous bornerons à quelques-uns des 
éléments qui peuvent fervir à la réfoudre. Il 
eft confiant que la puilTance néceffaire , 
pour élever l'eau à une hauteur propofée, 
doit du moins être capable de faire équilibre 
à la preffion que la bafe du pifton éprou-
veroi t , fi lorfqu'une laine de fluide a atteint 
la hauteur propofée, le tout demeuroit en 
équilibre. C'eft cette prefïion que nous al
lons évaluer ici. 

En général, la puiflance doit être au 
moins capable de foutenir le poids d'une 
colonne d'eau qui auroit pour bafe celle du 
pifton, êc pour hauteur la diftance depuis le 

D d 3 



niveau de l'eau RS ( Fig. 1 3 4 ) jufqu'à la lame 
fupérieure XY. 

En effet , lorfque la bafe D C du pifton eft 
au-defïbus du niveau de l'eau RS; il eft vifi-
ble que la puiffance n'a point à foutenir la 
preflion de l'eau comprife entre R S ôc D C9 

parce que cette preflion eft contrebalancée 
par celle de l'eau environnante qui fe tranf-
met par l'ouverture inférieure du corps de 
pompe. La puiffance n'a donc à foutenir 
que la preflion qu'exerce fur la furface D C, 
le fluide compris entre RS Ôc X Y. Or (3 3 3 ) 
cette preflion doit s'eftimer par celle d'un 
feul fìlet qui auroit pour hauteur la diftance 
deRSk XY, doi t , dis-je, s'eftimer par la 
preflion de ce filet, répétée autant de fois 
qu'il y a de points dans DC; elle eft donc 
en effet, égale au poids d'une colonne d'eau, 
qui auroit pour bafe DC, ôc dont la hauteur 
feroit celle XY au-deffus du niveau de 
l'eau. 

Lorfque le pifton eft au-deffus du niveau 
fuppofé en R' S' : il eft évident que l'eau 
contenue entre D C & R'S' ne charge point 
le pifton. Mais comme elle ne peut , alors, 
être foutenue que par la preflion que l'air 
extérieur exerce fur la furface de l'eau en
vironnante ; cette preflion de l'air n'eft donc 
plus capable de faire équilibre à la preflion 



de celui qui s'exerce à la fur face XY. Par con«-
féquent la furface DC du pifton eft furchar-
gée d'un poids équivalent à la colonne d'eau 
qui auroit DC pour bafe , & dont la hauteur 
feroit égale à la diftance de D Cà R'S'. Cette 
preffion jointe à celle qu'exerce fur D C y 

l'eau contenue entre DC & XY, & qui a 
pour valeur le poids d'une colonne d'eau 
qui auroit D C pour bafe & dont la hauteur 
feroit égale à la diftance de DCkX Y, fait 
donc , encore , le poids d'une colonne d'eau 
qui auroit D C pour bafe, & dont la hauteur 
feroit celle de XY au-defïus du niveau R' Sf 

de l'eau. 
3 7 4 « A l'égard de la pompe afpirante ; 

pour juger de fon effet, il ne fufrit pas d'é^ 
valuer la puiffance; il faut examiner, avant 
tou t , fi l'eau pourra parvenir jufqu'au pifton , 
ôc même s'élever au-deflus ; car il y a des 
circonftances où l'eau s'arrête à un certain 
terme, quelque nombre de coups de pifton 
que l'on donne. Pour comprendre ceci , 
imaginons que l'eau foit déjà parvenue en / 
(Fig. 1 3 3 ) , la fituation actuelle du pifton étant 
la plus baffe qu'il puiffe avoir; & fuppofons, 
pour plus de fimplicité, que la pompe eft 
d'une groffeur uniforme par-tout. Il eft clair 
que l'air compris dans l'efpace CD IZ eft de 
même force, de même reffort, que l'air ex-
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teneur (du moins, abftra&ion faîte du poids 
de la foupape L , ôc de la réfiftaoce de fon 
frottement ) ; car s'il avoit plus de reifort, il 
s'échapperoit en levant cette foupape. Con
cevons maintenant que le jeu du pifton, ou 
l'étendue qu'il parcourt à chaque levée , 
foit DO. Lorfque la bafe CD fera arrivée 
en QO, l'air qui occupoit l'efpace CDIZy 

tend à fe répandre dans l'efpace QOIZ ; & 11 
l'eau ne monte pas davantage, il s'y répan
dra en effet. Alors fon reifort fera moindre 
que celui de Pair naturel, dans le rapport de 
CDIZaQOIZ, ou dans le rapport dcDI 
à -O/ . Donc fi cette force de reffort, jointe 
au poids de la colonne d'eau qui auroit, pour 
hauteur, la diftance de ZI à RS, fait un 
poids égal à 32 pieds d'eau en hauteur, qui 
eft l'effort que l'air peut exercer fur la furface 
de l'eau en RS, il eft clair qu'il y aura équilibre, 
& que l'eau ne montera plus ; fi ce poids eft 
plus grand que 32 pieds, elle retombera avant 
que la foupape E puiffe fe fermer ; & s'il eft 
plus petit que 32 pieds, l'eau continuera de 
monter. 

Voyons donc comment on peut déterminer 
ce poids. 

Nommons h la hauteur depuis le point O 
jufqu'au niveau RS ; i le jeu du pifton , ou 
l'efpace DO qu'il parcourt; x la diftance OL 



Nous aurons DI= x— z, Ôc la hauteur du 
point / fera h — x. 

Puifque l'air renferme dans CDIZ, a i e 
même reffort que l'air extérieur , fa force 
peut donc être mefuréc par une colonne 
d'eau de 32 pieds en hauteur; ainfi puifque 
celle de cet air répandu dans l'efpace QOIZ, 
doit être moindre , dans le rapport de 
VI à 01 y cette force fera le quatrième 
terme de cette proportion x : x — i : : 92 : 

Mais la force que l'eau com-

prife entre ZI ôc RS, exerce contre la pref-
fion extérieure de l'air, eft mefurée par la 
hauteur h — x ; donc celle du reffort de l'air, 
répandu dans l'efpace Q OIZ9 jointe à celta 
du poids de l'eau comprife depuis IZ juf-
qu'en R S , forme un poids total de 

h — x. Or pour que l'eau puiffc 

toujours monter , il faut que ce poids foit 
moindre que celui d'une colonne d'eau de 
32 pieds ; donc ft Гон nomme y , ce 
dont il eft moindre , on aura 

x = 32 — y ; d o ù l o n 
tire — 3 2 i -+- kx—XX =s — л: y ôc par confé-

quent x • 

Pour que l'eau s'arrête, il eft clair qu'il 



faut que y foit zéro. Et comme on a alors 
dont les deux valeurs 

font réelles fi \ hh eft plus grand que 3 2 / , 
on peut donc dire que lorfque le quarré de 
la moitié de la plus grande hauteur de la- bafe 
du pifion au-deffus du niveau de l'eau, eft 
plus grand que 32 fois le jeu du pifton, il y a 
toujours deux points ou l'eau peut s'arrêter 
dans la pompe afpirante, en forte que la pompe 
doit être réputée mauvaife , fi le pifton lorf-
qu'il eft plus bas , fe trouve entre ces deux 
points. 

Mais fi 32 z eft plus grand que - hh, les 
deux valeurs de x que l'on a en fuppofant 
y = o, deviennent imaginaires ; ce qui an
nonce que dans une pompe conftruite fui
vant cette condition, il eft impoffible que 
y foit zéro ; donc la preflion de l'air extérieur 
fera toujours plus forte ^ ôc l'eau ne s'arrêtera 
point. Donc , pour que la pompe afpirante pro~ 
duife infailliblement fon effet , il faut que le 
quarré de la moitié de la plus grande hauteur 
du pifton au-deffus du niveau de l'eau foit plus 
petit que 3 2 fois le jeu du pifion. 

Si de l'équation — ^li-^-hx — xx — — xy, 
que nous avons trouvée ci-deffus, on tire 

la valeur dey, on aura 

Concevons maintenant que A B ( Fig. 



1 3 6 & 1 3 7 ) repréfentant la plus grande hau
teur du pifton au-defïus du niveau de l'eau , 
ôc AD le jeu du pifton, on donne fuccef-
fivement à x, pour valeurs , les différentes 
parties A P de la ligne A B, & que l'on 
porte fur les perpendiculaires P M, les va
leurs de y qui réfulteront de ces fubfti-
tutions ; on aura une courbe MMC, qui 
{Fig. 136) tant que \ hh fera plus grand 
que 32 i, coupera A B en deux points / & / ' ; 
en forte qu'il y aura des ordonnées P M, de 
part ôc d'autre de A B ; les ordonnées qui 
font à la droi te , marquant les valeurs poli-
tives d e y ; & celles qui font à la gauche, 
marquant les valeurs négatives. 

On voit donc que tant que ~kk eft plus 
grand que 32 z, la preftion de l'air extérieur 
eft toujours la plus forte jufqu'à ce que l'eau 
ait atteint la hauteur B F. Qu'à ce point 
elle s'arrêtera ( abftra£tion faite du mouve
ment acquis ) , parce que la valeur de y eft 
zéro. Mais fi l'eau par fon mouvement ac
quis , paffe la hauteur BF, parvient à quel
que point entre I&cP, elle ne pourra s'y 
arrêter, mais elle defeendra, ( en fuppofant 
que la foupape ne s'y oppofe pas ) parce 
que la valeur de y étant négative , marque 
que la preffion de l'air extérieur eft plus foi-
b l e , que les efforts réunis de l'eau & du 



reffort de l'air intérieur. Si Faïr atteint la 
hauteur du point 7 , elle pourra s'y arrêter 
par la même raifon que ci-deflus. Mais il 
elle palTe une fois le point 7 , alors il n'y a 
plus à craindre qu'elle defcende, parce que 
les ordonnées P M~ comprifes entre A & I 
étant toutes pofitives, font voir que la pref-
fion de l'air extérieur eft toujours la plus 
forte, depuis la hauteur du point I jufqu'à 
celle du point A. 

Lorfqu'au contraire la valeur de \ h h eft 
plus petite que 32 i {Fig. 1 3 7 ) , la courbe 
ne coupe plus l'axe AB; toutes les ordon
nées P M font pofitives, la preflion de l'air 
extérieur eft donc toujours la plus forte. Il 
n'y a donc pas d'arrêt à craindre. Ce qui 
confirme Ôc éclaircit ce que nous avons dit 
ci-deffus. 

Si la pompe afpirante étoit établie à une 
hauteur ou à une profondeur fenfibiement 
différente de celle à laquelle le poids de 
l'air eft équivalent à une colonne d'eau de 
3?. pieds ; il faudroit, dans tout ce que nous 
venons de dire, mettre moins ou plus de 
32 pieds. Ce moins ou plus peut fe déter
miner par le baromètre, en comptant autant 
de fois 14. lignes de plus ou de moins à l'é
gard de 32 pieds, que le mercure marquera 



de lignes au-deflus, ou au-defïbus de 27 pou
ces Ôt demi. 

Dans le calcul précédent, nous avons re
gardé la pompe, comme fi elle étoit d'une 
groffeur uniforme ; lorfqu'elle ne l'eft point , 
comme dans la Fig. 133, la folution n'eft pas 
plus difficile pour cela. Pour calculer l'ef
fort de l'air intérieur , lorfqu'on fuppofe que 
l'eau n'eft pas encore dans le corps de pompe 
XV\ lorfqu'elle eft en MN, par exemple, 
il faut faire cette proportion : l'efpace 
QOrNMTQ : CDKNMTC : : 32 e font à 
un quatrième terme qui étant joint au poids 
de la colonne d'eau qui a pour hauteur N H 9 

doit enfuite être égalé à 32 —y > comme 
ci-deffus. Au furplus, quand le tuyau d'af-
piration F G eft d'un diamètre plus petit 
que le corps de pompe, fi la condition 
que nous avons exigée ci-deflus, a l i eu , 
la pompe ne peut manquer d'avoir fon effet ; 
car l'air fe dilate encore plus facilement dans 
celle-ci, aue fi elle étoit d'une profleur uni-
forme. 

Quant à l'effort dont la puiffance doit 
être capable, pour foutenir l'eau à une hau
teur déterminée XY ( big. 133 ) ; il fe mefu-
r e , ainfi que nous l'avons vu pour la pompe 
foulante, par le poids d'une colonne d'eau, 
qui auroit pour bafe, la bafe D C du pif-



t on , ôc pour hauteur celle de XY au-def-
fus du niveau R S. ( Nous faifons abftrac-
tion du frottement Ôc du poids du pifton ). 
Cela fé démontre par un raifonnement fem-
blable à celui que nous avons employé pour 
la pompe foulante y lorfque le pifton eft au-
delfus du niveau de l'eau R' S' ( Fig. 1 3 4 ) . 

3 7 J- Lapefanteur ôc le reflbrt de l 'a ir , 
fervent à expliquer beaucoup d'autres faits : 
nous nous bornerons à en rapporter quel
ques-uns. 

Si dans un vafe où il y a de l 'eau, ou 
tout autre fluide, on plonge ( Fig. 138) la 
branche la plus courte d'un tube recourbé 
D E F( qu'on appelle iiphon) ; Ôc qu'on af-
pire , en fuçant ou autrement, l'air contenu 
dans ce (iphon; l'eau montera ôc fortira par 
F jufqu'à ce que , dans le vafe , elle foit 
descendue à l'ouverture D . 

La raifon de ce fait eft que lorfqu'on a 
fait fortir l'air renfermé dans D E F, la pref-
fion de l'air extérieur agit fur la furfa.ee A B , 
force le fluide de monter dans le fiphon ôc 
de s'écouler par la branche E F. Et quoique 
lorfque l'écoulement eft commencé , l'air 
prefle le fluide, au point F , avec une force 
égale, à très-peu près , à celle qui prefle 
la furface de l'eau dans le vafe ; néanmoins 
la lame F eft preliée en fens contraire , 

http://furfa.ee


par toute la colonne d'eau : cette 
colonne doit donc tomber : mais en tom
bant elle tend à faire un vuide en / qui ne 
peut manquer d'être rempli par faction, 
toujours préfente, de la prefïion de l'air fur 
la furface de l'eau dans le vafe. 

On voit par ce raifonnement, que pen
dant l'écoulement, l'air n'agit qu'avec un 
effort proportionnel à la différence IF de 
niveau, entre F & la furface de l'eau dans 
le vafe ; en forte que l'écoulement fera d'au
tant plus prompt, que les deux branches di* 
fiphon différeront davantage ; ainfi fi F & D 
écoient de niveau , l'écoulement n'auroit pas 
lieu. On dit communément que la branche 
FF doit être plus longue que la branche 
ED\ mais on. voit qu'en s'exprimant ainfi, 
on doit entendre que la hauteur verticale 
de E au-defTus de F , doit être plus grande 
que celle de E au-deffus de D. La longueur 
abfolue n'y fait rien. On pourroit rendre DE 
beaucoup plus longue que EF, en contour
nant DE de diverfes manières ; tant que 
le point D fera plus haut que F, le fluide 
s'écoulera jufqu'à ce qu'il foit arrivé en D, 
pourvu que la hauteur de E au-deffus de D9 

ne paffe pas 32 pieds. 
Lorfqu'en appliquant les lèvres à l'ouver

ture d'un flacon, on afpire la liqueur qui 



y eft contenue, les lèvres s'appliquent for
tement fur les bords de l'ouverture; & on a 
d'autant plus de peine à les dégager, qu'on a 
afpiré plus fortement. 

C'eft qu'en afpirant une partie de l'air 
contenu dans le flacon, on diminue le reffort 
de l'air reftant à proportion de ce qu'on en 
diminue la quantité ; il n'eft donc plus en état 
d'oppofer du dedans au dehors , une prelïion 
égale à celle que l'air extérieur exerce du 
dehors au dedans. Cette différence peut aller 
jufqu à faire caffer le flacon, fur-tout s'il eft 
plat. 

Par une raifon femblable on explique pour
quoi on a de la peine à ouvrir un foufflet 
lorfqu'on en bouche l'ouverture. C'eft qu'en 
écartant les panneaux, l'air intérieur fe répand 
dans un plus grand efpace, & diminue de 
refîbrt à proportion : l'air extérieur preffe donc 
plus du dehors au dedans , que l'air extérieur 
ae preffe du dedans au dehors, 

FIN. 
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