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THÈSE D'ANALYSE. 

SUR UNE FORMULE DE M. CAUCHY. 

§ I-

Objet de la Thèse. 

1. Dans un Mémoire présenté, en I 8 3 I , à l'Académie des Sciences 
de Turin , et dont un extrait seulement a été publié dans le tome XVI 
du Bulletin de Férussac, M. Cauchy a fait connaître une formule 
remarquable susceptible d'un grand nombre d'applications impor
tantes. En particulier, elle donne un moyen facile de retrouver la 
plupart des intégrales définies connues dont on fait usage dans les 
problèmes de physique mathématique et de mécanique; elle permet 
aussi d'en obtenir une multitude d'autres nouvelles. 

Je me propose, dans cette Thèse, de faire connaître une nouvelle 
démonstration de cette formule et d'en développer les principales 
conséquences. 

Après avoir rappelé quelques notions indispensables sur le calcul 
des résidus, j'établis la formule fondamentale de M. Cauchy, et j'exa
mine avec détail un cas particulier qu'il n'a pas considéré. De cette 
formule fondamentale je déduis d'abord les principales formules pu
bliées antérieurement par l'illustre, géomètre, dans ses divers Mémoires 
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sur les intégrales définies [*]. Je les applique à la détermination d'un 
certain nombre d'intégrales définies; en outre, j'indique l'usage des 
valeurs principales des intégrales définies indéterminées, fournies par 
l'application de ces formules. Je donne ensuite une démonstration 
simple du théorème relatif à la condition du développement d'une 
fonction par la série de Maclaurin, théorème également du à M. Cau-
chy; en même temps je donne une formule qui permet de dévelop
per une fonction périodique en série de sinus et cosinus. Enfin, l'ap 
plication de la formule fondamentale me donne une autre formule 
générale qui renferme celles que Lagrange et Laplace ont données 
pour le développement des fonctions implicites en séries. 

Dans cette application, j'ai été conduit à des résultats que je crois 
nouveaux. Je prouve que la série de Lagrange n'exprime pas toujours 
le développement de la plus petite racine de l'équation 

z = a + 6 zs ( z ) , 

contrairement à l'assertion de l'illustre auteur [**]. Je fais connaître 
sous quelles conditions la proposition de Lagrange est généralement 
exacte. 

Je termine en donnant une méthode pour trouver une limite supé
rieure du reste de la série de Lagrange, méthode qui s'applique égale
ment aux séries de Taylor et de Maclaurin. 

§ II. 

Notions sur le calcul des résidus. 

2. Lorsqu'une fonction f(z) devient infinie pour une valeur 
réelle ou imaginaire z = a, on peut généralement la mettre sous la 

[*| Voyez le Recueil des Savants étrangers, tome I , les Annales de. Gergonne, 

tomes XVI et XVIII, et les Exercices de Mathématiques. 

[**] Voyez h Résolution des équations numériques, note X I . 



forme 

ut étant positif et o • z) ne devenant pas infini pour z=a. Alors, si m 
est entier, et si l'on développe ©l.(z) par la série de Tay1or suivant les 
puissances ascendantes de r. — a. on aura 

on -li [z] désigne une fonction qui n"esl: point infinie pour z = a. 

Nous appellerons, avec M. Cauchy, résidu de f(z) relatif a la 

valeur z = a, le coefficient ' - de Pour le calculer. 
i . a . . . i /;/ — i i z — ii 

on formera la fonction 

?{z) = ^-a)'"f{^, 

et , après l'avoir différentiée m — 1 fois, on fera : dans le résultat. 
. z = a. Nous appellerons résidu intégral de / (s) la somme des résidus 
de cetLe fonction relatifs aux diverses racines réelles et imaginaires de 

l'équation 
i 

— ) = ° 
Pour indiquer le résidu intégral de f(z), nous placerons la l e t t r e f. 

devant la fonction enfermée, dans les parenthèses | | . comme il su i t : 

Pour indiquer le résidu, par rapport à une racine particulière 
z = a . et dont m désigne le degré de multiplicité, nous remplacerons 
!a fonction f(z) par la fonction identique 

"(z'—tt''" 

et nous entourerons de parentheses, sous le signe J. , la différence 



(z-a)m écrite en dénominateur; le résidu sera donc indiqué par la 
notation 

r (z-a)y(z) 

Lorsque la fonction/(z) se présente sous la forme fractionnaire 

pour indiquer la somme des résidus relatifs aux racines de l'équation 

X(z) = °» 
nous écrirons 

Au contraire, la notation 

représentera la somme des résidus de f(z) relatifs aux seules racine;, 
de l'équation 

i 

"("•,\ = ° ' 

et l'on aura identiquement 

Pour indiquer la somme des résidus relatifs aux racines de l'équa
tion 

i 

dont les parties réelles demeurent comprises entre deux limites ,r,, 

et X 0 , et les coefficients de y— ' entre y0 et Y0, nous emploierons 
la notation 

Dans la suite de cet écrit nous désignerons toujours par la lettre / 

l'imaginaire y — ' suivant l'usage généralement adopté. 



§ III. 

Définition d'une intégrale définie prise le long d'un contour donne. 
— Démonstration d'une formule, générale qui donne la valeur d'une 
pareille intégrale définie dans le cas où la jonction sons le signe f 
ne devient pas infinie sur le contour. 

3. Soient 

une variable imaginaire et f(z) une fonction quelconque réelle ou 
imaginaire de z[*]. Considérons ce, y comme des coordonnées rec
tangulaires, et supposons que <p(x,y), è (x, y) aient, en chaque 
point, 

une valeur unique et réelle. Soit ARC... un contour fermé, tracé arbi
trairement dans un plan; pour chaque point de ce contour, z aura 
une valeur déterminée et prendra un accroissement dz, quand on 
passera d'un point du contour à un point infiniment voisin. Si l'on 
suit un arc AM de ce contour, toujours dans le même sens, et si, 
pour chaque point de cet arc , on forme le produit f(z) dz. puis 
qu'on fasse la somme de tous ces produits, on aura ce que nous 
appellerons l'intégrale définie de f(z) dz le long de l'arc AM. 

4. Proposons-nous de calculer la valeur U de l'intégrale définie de 
f( z) dz le long d'un contour entièrement fermé. Soient A le point pris 

[*] Nous ne considérerons, toutefois, que les fonctions qui, pour chaque valeur 
de z, ont une dérivée déterminée et indépendante du rapport arbitraire que l'on peu! 
établir entre l'accroissement infiniment petit de la partie réelle de z et celui de la partie 
imaginaire. 



pour origine de cette intégrale définie, s une longueur variable 
comptée sur le contour dans un sens déterminé à partir du point A. 
et c le périmètre entier du contour; z sera fonction de s. En prenant s 
pour variable indépendante, on pourra mettre la valeur de U sous la 
forme d'une intégrale définie ordinaire dont les limites seront o et c ; 
savoir : 

U = £ ' /<„** . 
Pour avoir la valeur de cette intégrale, nous déterminerons cl abord 

la quantité infiniment petite dont elle varie quand on fait varier infini
ment peu le contour c. Pour avoir une idée bien nette de cette varia
tion , on peut concevoir que les différents points du contour c décri
vent, dans un temps infiniment petit dt, des chemins infiniment petits, 
arbitraires d'ailleurs, dont les extrémités forment le nouveau contour. 
Alors la quantité z relative à un point du contour c varie avec le 
temps /., et, par conséquent, elle est une fonction de s et de t. 

La limite supérieure c de l'intégrale U étant variable, nous commen
cerons par la transformer de manière à avoir des limites constantes. 
A cet effet, nous ferons 

et nous aurons 

i; = £•/(,) £rf.. 

Si la fonction / (s; reste finie et continue pour tous les points du 
contour c. , on pourra différentier sous le signe /' par rapport à t.. et 
l'on aura 

et, par suite, en supposant que la dérivée f(z) reste aussi finie et 
continue pour tous les points du contour, 

At \J • • dt\Q 

Or, a cause de s = C7, le même point du contour répond aux limites 
rr •— o. 7 — 1. Donc, si, lorsqu'on revient au point de départ après 



avoir parcouru un contour entier, f(z ) reprend la même valeur, on 
aura 

-dF = °-

Supposons maintenant qu 'on lasse varier t depuis la valeur o qui 
correspond au contour c jusqu'à une valeur finie quelconque / qui 
corresponde à un autre contour . On voit , par ce qui précède , que si 
f(z) reste finie et: continue, avec sa dérivée, pour toutes les valeurs 
de z qui correspondent aux divers points situés dans l'intervalle com
pris entre les deux con tours , et si, en ou t re , cette fonction reprend 
la même valeur quand on revient à un même point situé dans cet 
intervalle, U aura la même valeur pour les deux contours. 

Enfin, si f(z) reste finie et continue avec sa dérivée pour tous les 
points du plan compris dans le contour c, la valeur de U sera nulle; 
car cette valeur restera la même si l 'on rétrécit le contour de manière 
a le réduire à un point intérieur unique. Or, à ce moment , il est évi
dent que l 'intégrale s 'annule , donc elle était nulle d 'abord. 

5. Cherchons maintenant, la valeur de U relative à un contour 
d o n n é , en supposant que f(z) devienne infinie dans l ' intérieur de ce 
contour , sans le devenir sur le contour même. Nous supposerons 
d 'abord que f(z) ne devient infinie, dans l 'intérieur du contour, 
que pour un seul point (a, b). 

Soient 
f {a, b) -+- i'b (a, b) — ; , , 

et 
f, .-, _ A . B H _ 

A. B , . . . , II désignant des constantes, et ^ ( s ) une fonction de z qui 
ne devient pas infinie clans l ' intérieur du contour ; on aura 



La dernière intégrale du second membre est nulle, d'après ce qui 
précède, puisque % (z) reste finie sur le contour et dans son intérieur. 
Les autres intégrales sont également nulles, excepté l'avant-dernière. 
En effet, on a 

or aux limites . s = o , s=c, répond le même point du contour. 
D'ailleurs, m étant entier, la différence (z — z,)m_l reprendra la même 
valeur aux deux limites: donc le terme considéré est nu!, et il en est 
de même de tous les autres, excepté de l'avant-dernier. Nous allons 
maintenant considérer ce terme en particulier. 

On a 

J = log (z — s,) + constante 

= log \<f{x , j) —<p(a, b) -+- i[ty(x, j) — ty(a, b)]\ + constante; 

donc, si l'on pose 

on aura 

c 

Le terme [logp] est égal à zéro, car p reprend la même valeur 
aux deux limites. Comme sin B et. cos 6 reprennent aussi la même 
valeur aux deux limites, l'angle 6 varie, d'un nombre entier de cir
conférences en passant d'une limite à l'autre; le second terme est donc 
égal à %kni, et l'on a 

et, par suite, 



6 Si f(z) devenait infinie pour plusieurs points (a, b). (a', b'). 
(a". h")..,., situés clans l 'intérieur du contour donné , on aurait 

(J = [ 2 [f/t-ji -!- S I I ' À ' T T + '>\l"k"n + . . . ] / , 

ou bien 

Telle est la formule que nous nous proposions de démontrer . 

7. Reste maintenant à indiquer comment on peut obtenir les 
nombres 2k, 2k',... J 'observe, pour cela, que si un arc de cercle 
varie d 'une circonférence entière, le nombre de lois que sa tangente 
devient infinie, en passant du positif au négatif, surpasse de deux 
unités le nombre de fois qu'elle devient infinie, en passant du négatif 
au positif. Le nombre 2 k est donc égal à l'excès du nombre de fois 
que la fraction 

(2) , — ' . .• = t a n » V 
y {x, y ! — o [a , b) D 

devient infinie, en passant du positif au négatif, sur le nombre de 
fois qu'elle devient infinie, en passant du négatif au positif, entre ies 
limites de l'intégrale définie. Nous appellerons le nombre 2k excès 
ou indice de la fraction ( 2 ) , relatif au contour donné. Remarquons 
que cet indice est nécessairement un nombre pair. 

Pour le calculer on remplacera, dans la fraction, y par sa valeur 
en fonction de x tirée de l 'équation du contour , et l'on aura une 
expression de la forme 

(3) >r(.r) 

On posera <I> (x) = o , et l'on cherchera les racines de cette équation 
qui répondent à des points du contour . On examinera ensuite s i , 
quand x atteint une de ces racines, la fraction (3) passe du positif au 
négatif, ou bien si c'est le contraire qui a lieu: il suffira, pour le re
connaî t re , de déterminer le signe de f (x ) et celui de <l>'(x), pour 
cette valeur particulière de x. En répétant le même calcul pour cha-

'2. 



cune des autres racines de l'équation 

4>(x) = o, 

qui répondent au contour donné, on aura ['excès cherché. 

Si x et y pouvaient, sur tout le contour, s'exprimer rationnellement 
en fonction de s, ou même d'une autre variable quelconque u, la 
fraction (3) serait alors une fraction rationnelle, et son excès pour
rait se calculer plus simplement que par la méthode précédente, 
laquelle exige la résolution d'une équation qui est généralement d'un 
degré élevé. On peut consulter, sur ce sujet, un Mémoire sur le calcul 
des indices, présenté par M. Cauchy, en I 8 3 I , à l'Académie des 
Sciences de Turin; deux Mémoires de MM. Sturm et Lionville, in
sérés dans le tome I du Journal de Mathématiques, et un autre 
Mémoire de M. Cauchy, inséré dans le tome XV du Journal de 
l'Ecole Polytechnique. 

8. Soient 
<p[x,y) = x et ty(x,y)=y, 

il vient 

r. = a r - i - i7 , t a n g t f = : ^ ^ , 

et l'excès 2k est alors égal à 2. Donc, dans le cas où z = x -t- /;•-, la 
formule (1) se réduit à la suivante : 

ou bien 

le signe c* indiquant la somme des résidus de f(z) relatifs à tous les 

points situés dans l'intérieur du contour. Cette dernière formule est 
celle qui a été donnée par M. Cauchy, dans son Mémoire. 



§ IV. 

Recherche d'une intégrale définie relative à un contour donné, lorsque 
la fonction sous le signe f devient infinie sur le contour. 

9. Je vais examiner, dans ce paragraphe, ce qui arrive lorsque la 
fonction f(z) devient infinie sur le contour donné; ce cas particulier 
n'a pas été considéré par M. Cauchy. 

Pour abréger, je supposerai que f(z) ne devienne infinie, sur le 
contour donné, que pour un seul point E, dont je représente les coor
données par a et b; f(z) peut d'ailleurs devenir infinie dans l'inté
rieur du contour. Cela posé, soit 

?{a,b) -+- ity(a, b) = Sl. 

Si z, est une racine multiple de l'équation 

l'intégrale définie cherchée est généralement infinie ou indéterminée; 
ce cas ne présente aucun intérêt. Lorsque z, est une racine simple. 
l'intégrale définie cherchée est encore indéterminée, mais sa valeur 
principale s'exprime par une formule remarquable qui mérite d'être 
connue, et. dont nous ferons usage. 

On a alors 

f(z) =7=7,+ *(*•)> 

H désignant une constante et ar(z) une fonction qui peut devenir 
infinie dans l'intérieur du contour, mais qui reste finie sur le contour 
lui-même; par suite, 

La fonction is (z) restant finie sur le contour, la valeur du second 
terme pourra se calculer à l'aide de la formule (1) du paragraphe pré
cédent; il suffit donc de chercher la valeur du premier terme. 



10. En posant, comme dans le paragraphe précédent. 

nous aurons, pour l'intégrale indéfinie. 

et* 
I i ogp - i - $i-+- constante. 

«y s — z. 
Soient E, et E2 deux points du contour infiniment voisins du point 1. 

et pris de part et d'autre de ce point. Désignons par p( et p.,. 6, et 6... 
les valeurs de {/ et de 9 qui correspondent aux points E, et E2. Nous 
aurons, pour l'intégrale définie, 

Supposons d'abord que le point E soit un point saillant. Faisou-
EE, = d,, EE2 = o\, et désignons par )., et ).., les angles que les tan
gentes au contour, au point E, font avec la partie positive de l'axe 
des x ; les coordonnées des points E, et E2 seront 

Substituons dans l'équation 

(1) 

Jes coordonnées du point E, , et appelons A, B, C, D les valeurs res

pectives des dérivées ^ , -^, ^ , -~ pour x = a, y = b. Nous aurons 

Posons 



K, étant un nombre positif, et p., un a r c , également positif, compris 
entre o et •). ~: il vient 

2 — z, = d\ fi, e"'1' H- . . . . 

identifiant cette valeur fie z — z, , qui correspond au point E,. avec la 
valeur 

z — z, = p, e ' , 

qui répond au même poin t , nous au rons , en passant à la limite, 

lini p, = lim K, d\ , lim $', = /J,, H- a rn-. 

lin substituant, dans l 'équation (1), les coordonnées du point E5. et 

en posant 

(3) ( A cos / 2 -t- B sin X2 = R2 cos fj,2, 

( C cos ).., -+- D sin ).„ = K2 cos u.», 

K, étant un nombre positif, et p.., un arc compris entre o et :>.n. on 

trouvera, de même, 

lim p2 — lim Ka o\ , lim 9.2 — ,a2 4- a /i —; 

e t , par suite , on aura 

lim lot? - = b ' " los; T - ^ ' lim ' 0» — 6, ) — u.., — a, -+- :>. ( /// — /M -. 

Soit I l 'excès , relatif au contour, de la fraction qui exprime la valeur 

de t a n g o , excès égal , comme l'on sait, au nombre des multiples 

impairs de - i compris entre les valeurs extrêmes de l'arc : en dési

gnant par v le nombre de fois qu 'on rencontre un multiple impair 

de -, en allant de u.-, à a,, on aura 

l = v + a ( m - « ) . 

Le nombre v, devant être pris positivement ou négativement suivant 

que u., est plus grand ou plus petit que p. , . a l 'une des valeurs o , 

±. î , ± ?.. Donc 

lim (O.., — 5, ) = a., — p., + i l — v) ~ 



et 

(4) 

Cette intégrale définie est indéterminée, puisqu'elle dépend du rap-

port arbitraire y ; mais si l'on pose 

ou, ce qui revient au même, 

on a pour sa valeur principale 

(5» 

11 . Si le point E n'est pas un point saillant, EE1 et EE2 étant alors 
sur le prolongement l'un de l'autre, on a 

>.2 = X, + 7r; 

et les équations (2) et (3) donnent 

d'où 

et 

La valeur principale , dans ce cas, est 

(6) 



On peut remarquer que l'excès 1 est un nombre impair, lorsque 
f(z) devient infinie sur le contour pour un point qui n'est pas un point 

saillant; car on t rouve, clans ce cas , 

I z= 2 (m — n ) -+• i , 

tandis que le même excès I est toujours un nombre pair quand f(z) 

ne devient pas infinie sur le contour . 

12. Si 

o(x,y) = X, ù(X,y) = y: 

d'où 

z = x+iy, 

on a 

A = 1, B = o, C = o , D =1i ; 

e t . à cause des équations (2) et (3) , 

K1 = 1, p., = )., , K2 = 1, p.a = )..,. 

Par suite , il vient 

P-2 — lJ-\ = *2 — l,=U, I = V : 

d'où 

(7) 

et , pour la valeur principale, 

(8) 

M est l 'angle des deux portions du contour qui aboutissent au point E, 

et sa valeur est ordinairement égale à - . Si le contour donné est un 

rectangle, la valeur de M est - aux sommets. 

3 



§V. 

Formules obtenues en prenant des contours particuliers. 

15. Si l'on prend pour contour un rectangle dont les côtés soient 
parallèles aux axes des coordonnées, et que l'on désigne par x0, y0, 
X, Y les coordonnées de deux sommets opposés, la formule (1) du 
§ III deviendra 

l'A) 

Les lettres y0, Y,.-., écrites à droite et au bas des parenthèses, ex
priment que, dans les fonctions comprises dans ces parenthèses, ies 
valeurs particulières attribuées à ces lettres doivent être mises respec
tivement à la place de x ou y. Nous emploierons toujours la même 
notation pour indiquer des substitutions semblables. 

14. Supposons que f(z) ne devienne pas infinie dans l'intérieur du 
rectangle Alors, si l'on pose 

la formule (A) se décompose dans les deux suivantes : 

Ces deux dernières formules se trouvent démontrées clans le Mémoire 
cité le premier, au § I. 

En prenant le rectangle dans des positions particulières relativement 
aux axes, on obtiendra immédiatement beaucoup d'autres formules 



générales, q u e , du reste, on peut déduire de (A), en donnant des 

valeurs particulières aux limites des intégrales. 

15. Si le contour est un quadrilatère mixtiligne formé par deux 
ares de cercle concentriques et deux rayons , et qu 'on lasse 

x = r cos j>.. ; ' . = r s i n / ) . 

on obtiendra la formule 

(B) 

formule dans laquelle. r„ et R désignent les rayons des deux a rcs , 

po: P , les angles que les rayons qui servent à former le quadrilatère 

font avec la partie positive de l'axe des x. 

On obtiendra des formules plus simples en prenant pour contour , 

au lieu d 'un quadr i la tère , soit une demi-circonférence, soit une 

cil-conférence entière , etc. 

16. En appliquant la formule (4) du § III aux deux mêmes con
tours , ou en faisant dans les formules (A) et (B), z = x+iy, on 
trouve les âeux formules suivantes : 

Di 

1 7 . Si f(z) ou f (x-+ iy) s 'évanouit, i° pour x = zïzx . que lque 
soit y; 2° pour y = x> , quel que soit x, la formule (C) devient 

(E) 

3. 



Si f(z) s'évanouit, i° pour x = ± ce, quel que soit y;2° pour 
y = — =c , quel que soit x, on aura 

La démonstration de la formule (E) est l'objet principal du Mé
moire inséré dans les Annales de Mathématiques, et cité au § 1. 

Enfin, si f(z) devient nulle, 1° pour x = ± co , quel que soit y, 
2° pour y = ± M , quel que soit x, on aura 

(F) £(/(;)) = o. 
Il est bon d'observer, qu'en faisant varier la position du rectangle, 

la même formule fondamentale en fournira un grand nombre d'aulres 
que nous croyons inutile de déduire ici. 

18. En appliquant toujours la formule (4) du § III à un cercle dont 
le centre soit à l'origine, on trouve 

(G) 

formule qui peut se déduire de (D) en particularisant les limites. 
Si le produit z f(z) se réduit à une constante C pour une valeur in

finie du module de z, la dernière formule se réduit à la suivante, 

(H) 

le signe ô désignant le résidu intégral de f(z). Si la constante devient 

nulle, on a 

Les formules (II) et ; (K) peuvent être appliquées a la sommation des 
séries lorsque l'équation 

m = ° 
a une infinité de racines. Nous les appliquerons à quelques exemples. 

19. Supposons maintenant que f (z) soit égale au produit 

0 . ( 5 ) . F ( z ) 

de deux autres fonctions, dont l'une, F(z), ne devient pas infinie 



dans l ' intérieur d'un contour d o n n é , ou du moins ne produise dans 

le résidu t^ 1,/ -V| relatif à ce contour que des termes dont la somme 

se réduit à zéro, tandis que l 'autre fonction , o(z). peut devenir in
finie dans ce contour . Désignons par z, une racine de l'équation 

qui répond à un point situé dans ce contour , et par m son degré de 
multiplicité. Enfin, soient H„, et K.„, deux quantités réelles déterminées 
par la formule 

D'après ce qui a été dit au § I I , nous aurons , pour le résidu relatif 
à ce contour . 

En ayant égard a l 'équation:L et remplaçant f(z) par sa valeur 
dans les formules qui précèdent , on obtiendra des formules nouvelles, 
desquelles on pourra en déduire une infinité d 'autres en attribuant .; 
c (z) et à F (z) des valeurs particulières. 

2 0 . Les formules générales que lions venons d'établir comprennent 
explicitement ou implicitement toutes celles que M. Cauclty a don
nées dans ses divers Mémoires sur les intégrales définies. En prenant 
pour f(z) des valeurs particulières, on peut déduire de ces mêmes 
formules une infinité d'intégrales définies, dont la détermination est 
ainsi l'amenée à la recherche des racines de l'équation 

renfermées entre certaines limites. 

2 1 . Lorsqu'on applique les formules que nous venons d'établir ou 



celles qu'on peut en déduire, il est. essentiel de se rappeler que si f(z) 
devient infinie pour des valeurs de z qui répondent à des points situés 
sur le contour considéré, il faut calculer, à l'aide des formules (6) 
ou (8) du § IV, les termes qui, dans l'expression de l'intégrale définie 
cherchée, proviennent de ces valeurs de z. On a vu, d'ailleurs, que 
l'intégrale définie est alors indéterminée et qu'on obtient seulement 
sa valeua- principale. 

§ VI. 

Applications des formules obtenues dans le paragraphe précédent. 

Application de la formule ( A ). 

22. Si dans la formule (A) on prend 

z = ax -t- ixjr, / ( z ) = e~= z"~', 

a et n étant des nombres positifs, on obtiendra une formule dont le 
second membre sera toujours nul, si petit que soit x0. Si l'on fait, 
dans cette dernière, 

elle deviendra 

Cette dernière formule est précisément celle d'Euler, qui se trouve 
ainsi démontrée pour toutes les valeurs positives de n. Si l'on pose 

a + ib = (a1 + b2 )2 (cos w -h / sin w ) , 

on en déduit les deux intégrales définies 



Pour a = o, n = -• et sachant que F ( - ) = \~, ces deux inté

grales définies deviennent 

et, en remplaçant x par x- dans ces dernières, il vient 

Application de la formule (C) . 

2 5 . Prenons 

f(z) = «-»'. 

On trouve, en remplaçant y par a , les deux intégrales définies 

Prenons encore 

a désignant une quantité positive, on trouve 

et l'égalité de ces deux intégrales est ainsi rigoureusement démontrée 

Si l'on remplace, dans l'intégrale du second membre, x par x -+- h, 
h étant déterminé par l'équation 



on la ramènera à une intégrale connue et l'on aura 

Applications de la formule (E) . 

24. En donnant à f(Z) diverses formes particulières qui satisfassent 
aux conditions énoncées au n° 17, et si r désigne une quantité posi
tive et m un nombre entier, on établira sans difficulté les formules 
générales: 

25 . En ayant égard à la formule (L) , dans laquelle on remplacera 
s, par h -+• kl, et a, b, r désignant toujours des quantités positives, 
on aura 



Chacune de ces formules se décomposera en deux équations réelles, 
lorsqu'on égalera séparément à zéro les parties réelles des deux: 
membres et les coefficients de i. En opérant ainsi et prenant pour 
'Y (x) une fonction réelle, on obtiendra une mult i tude de formules. 

Si maintenant on at tr ibue aux fonctions f(x), F ( x ) , o • .r .., ou 
bien aux constantes a, b, r,..., des valeurs part icul ières , on déduira 
des formules générales qui précèdent un grand nombre d'intégrales 
définies c o n n u e s , et une infinité d'autres nouvelles. Si , comme 
exemple, on prend pour f'(x) les deux fonctions 

< • < • " • , . • ' " • 

x -h ri x — ri 

on trouve immédiatement les intégrales délinies suivantes : 

Applications de la formule (G). 

2 6 . En supposant dans cette formule 

F(z) ne devenant jamais infinie, on trouve 

d'où 

en remplaçant F (z) par <s (x •+- z). On trouvera avec la même 

facilité les deux formules générales, 
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Applications des formules (H)e t (F). 

27 . Si -̂7-7 est une fraction rationnelle dans laquelle le degré du 
x(z) 

dénominateur surpasse de deux unités celui du numérateur, et si. 
en même temps, l'équation 

n'a que des racines simples, en désignant par a l'une quelconque des 
racines de cette équation, on aura 

Si le degré du dénominateur surpasse seulement d'une unité celui 
du numérateur, on aura 

v i W _ A 

A et A, désignant les coefficients des plus hautes puissances de z dans 
les deux termes de la fraction. 

Si l'on remplace f(z-) par ^ _J i F(z) devenant nulle pour z. infi

nie , on trouvera 

F(a) = l^n, 
' a — z 

et en changeant a en z et z en u, u étant une nouvelle variable, il 
viendra 

F(*) = <r£0O). 

Cette dernière formule donne immédiatement le développement d'une 
fraction rationnelle en fractions simples et est susceptible d'un grand 
nombre d'autres applications. 

28 . Si F(z) désigne une fonction qui reste finie pour z = ce , on 
pourra faire, dans la formule (F), 



et l'on aura, en changeant n en z et z en u., 

Si l'on prend 

on trouve immédiatement 

1) 

Dans cette formule, z peut être réel ou imaginaire. On en déduit 

d'ou 

Si, après avoir multiplié par dz les deux membres de l'équation 1), 

on les intègre entre les limites -et z, on trouvera 

Divisant par z les deux membres de cette égalité, faisant ensuite z= o, 
on en déduira 

et 

En intégrant entre les limites o et z les deux membres de l'équa
tion (2 ), après les avoir multipliés par dz, on trouvera 

4.. 



§ VII. 

Sur l'usage des valeurs principales des intégrales définies 
indéterminées. 

2 9 . Les formules établies précédemment font connaître un grand 
nombre d'intégrales définies dont les valeurs sont déterminées; elles 
donnent en outre les valeurs principales d'intégrales définies indéter
minées dans lesquelles l'élément différentiel devient infini. Or, ces va
leurs principales peuvent s'exprimer immédiatement par des intégrales 
définies entièrement déterminées; on connaîtra donc les valeurs de 
ces dernières. Nous allons en donner un exemple. 

Dans la formule (E), § IV, posons 

a désignant un nombre plus petit que 1. On trouve alors 

puis, en multipliant les deux membres par (— /)", et ayant égard à 
l'équation 

on obtient les deux intégrales définies 

La première de ces deux intégrales est déterminée, et la seconde 
est réduite à sa valeur principale, qui est la limite de 

lorsque E tend vers zéro. Si l'on fait 



dans le premier terme , et 

dans le second, il viendra 

en passant à la limite et remplaçant z par x , on aura 

équation qui donne la valeur d'une intégrale définie déterminée. 

§ VIII. 

Démonstration du théorème relatif au développement des jonctions 
explicites en séries convergentes. — Développement d'une fonction 
périodique en série de sinus et de cosinus. 

50. Dans la formule (G), obtenue en prenant pour contour un 

cercle, remplaçons / (z) par ' ' : a désignant une quantité dont le 

module est inférieur au rayon du cercle que l'on considère, et F z-
une fonction qui reste finie et continue avec sa dérivée, et n'a qu'une 
seule valeur pour chaque valeur de z correspondante aux divers points 
de l'intérieur de ce cercle. Nous obtiendrons ainsi la formule suivante: 

et, en changeant a en z et z en u, u désignant une variable dont les 
valeurs correspondent aux points de la circonférence du cercle consi
déré, cette, formule devient 



Le module de z étant inférieur à celui de u, l'expression pourra 

se développer en série convergente, et en effectuant le développement, 
on obtiendra 

équation dont le second membre est une série convergente. 

En différentiant les deux membres de la dernière équation n fois de 
suite par rapport à z, puis faisant, dans le résultat obtenu , z = o, on 
trouve 

par suite , on a 

ce qui est la série de Maclaurin , de laquelle on peut déduire, comme 
on sait, la série de Taylor. 

On a donc le théorème suivant : 

TTHÉORÈME. Une fonction quelconque, réelle ou imaginaire, F(z), 
ayant une valeur unique pour chaque valeur de z, sera développable 
en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de la variable z, tant que le module de z restera inférieur à celui 
pour lequel la fonction proposée et sa dérivée cessent d'être finies et 
continues. 

Ainsi, en particulier, les fonctions cos z, sin z, ez, . . . seront tou
jours développables en séries convergentes; au contraire, les fonctions 

(i + z ,• , _ _) • • • ne sont développables en série convergente que si 

le module de z est inférieur à l'unité. 

31 Supposons dans (D), § V, les limites /.>„ = o, P = 27:; ce qui 
revient à supposer que le contour devienne une couronne circulaire. 



faisons, en outre, 

F (z) 
et remplaçons / ( s ) par ~- ••-, a ayant un module compris entre r;, 

et r, et F(z '• étant finie, continue et n'ayant qu'une seule valeur pour 
chaque valeur de z correspondant à un point situé dans la couronne 
circulaire; il viendra, en changeant dans le résultat obtenu, a en z. 

Or, le module de ; étant plus grand que celui de v et plus petit que 

celui de u. les expresssions -5 ; pourront se développer en 

séries convergentes. Donc F (z) pourra également se développer en une 
série convergente ordonnée suivant; les puissances ascendantes et des
cendantes de la variable z; d'où résulte une généralisation du théo-
rème précédent qui a été indiquée par M. le capitaine Laurent. 

52 . Les intégrales qui entrent dans l'équation (1) peuvent être 
prises le long d'un cercle quelconque décrit de l'origine comme centre 
avec un rayon compris entre r0 et r. Donc, si l'on a 

ou pourra faire 

et, en prenant les intégrales le long d'un cercle de rayon 1 , ce qui est 
permis, il viendra 

formule où zs désigne un angle réel et qui exige seulement que, pour 



le module 1 de z, la fonction F(z) soit finie et continue avec sa dérivée, 
et n'ait qu'une seule valeur pour chaque valeur de z. 

Soit maintenant f(\TS) une fonction finie et continue pour les va
leurs de rar comprises entre zéro et 27t, et satisfaisant pour toutes va
leurs réelles de ts à la condition 

/ ( w - f - 2 7 1 ) = / ( © ) , 

de sorte qu'elle sera finie et continue pour toutes valeurs réelles de zs. 
et, de plus, périodique. Si nous posons 

/ ( a r ) = F ( e " ) . 

la fonction F (z) jouira de la propriété d'être finie et continue pour le 
module 1 de z, et de n'avoir qu'une valeur pour chaque valeur de z: 
car les diverses valeurs de sr, qui répondent à une même valeur de z . 
différant entre elles de multiples de in, feront acquérir une même va
leur à f (zs), et par conséquent à F ( e c ' ) . On pourra donc appliquer 
la formule établie ci-dessus, ce qui donnera 

ou bien, en remplaçant 



§ IX. 

Démonstration de la formule concernant le développement /les 
fonctions implicites en séries. 

5 3 . Je vais montrer , dans ce paragraphe , comment le nombre des 
racines d 'une équation qui répondent à des points situés dans l 'inté
rieur d'un contour quelconque, la somme de ces racines et , plus 
généralement , une somme de fonctions semblables de ces racines, 
peuvent s'exprimer au moyen d'intégrales définies relatives à ce 
contour . 

Si l 'équation proposée est mise sous la forme 

(1) ll{z)-h6zô{z) = o, 

dans laquelle 6' représente un nombre tel, que le module de --'-^r 

soit constamment inférieur a 1, pour tous les points du contour, on 
arrive à ce théorème remarquable : 

Le nombre des racines de l'équation (1) est égal à celai des racines 

de l'équation 

(2) D ;vr-'i = o , 

comprises dans le contour. 

La somme des racines de l'équation (r), comprises dans le contour, 
peut alors s'exprimer à l'aide des racines de l 'équation ( a ) , par une 
série convergente , ce qui permet de calculer des valeurs approchées 
des racines correspondantes de l 'équation (1). On arrive ainsi à une 
formule qui renferme implicitement celles que Lagrange et Laplace 
ont données pour le développement des fonctions en séries. Enfin, je 
termine en donnant une. méthode pour calculer une limite du reste 
de la série de Lagrange, méthode qui s'applique également aux séries 
de Taylor et de Maclaurin. 

5 i . Considérons un contour fermé c. et supposons que l 'équa
tion (1) ait m racines, égales ou inégales, qui correspondent à des 
points situés dans ce contour. Représentons par f(z) le premier 
membre de cette équation, et désignons par z,, z.,...., zm ces m ra-

5 



cines. Enfin, désignons par F(z) une fonction quelconque qui ne 
devienne pas infinie dans le contour considéré et qui ait une valeur 
unique et déterminée pour chaque valeur de z. Cela posé, en appli
quant à ce contour la formule (4) du § III, nous aurons 

(3) 

(4) 

55 . Remplaçons dans l'équation ( 4 ) / ( z ) et f'(z) par leurs valeurs, 
elle deviendra 

En désignant par a, , a2,..., a„ les racines de l'équation (2) comprises 
dans le contour, on aura de même 

et, par conséquent, 

L'intégration par parties donne 

fi n i\ " ) 

Or, si le module de —r~ est inférieur à 1 pour tous les points du 
n(z) > ' 

contour, la partie intégrée F ( s ) l og 1 + " _" ' reprendra la même 

valeur aux deux limites s = o , s = c:, e t , par suite, il viendra 



Supposons 
F(z ) = 1 ; 

en vertu de l 'équation ( 3 ), la dernière formule se réduit à l'égalité 

m =n 

qui montre que les équations (1) et (2) ont le même nombre de ra

cines comprises dans le contour. Le module de 6 —— étant supposé 

iniérieur à l 'unité pour toutes les valeurs de - q u i correspondent aux 

divers points du contour considéré, log r-h- 0——-, peut se développer 

en série convergente, et l'on a finalement la formule suivante qu'il 

s'agissait d'établir, savoir, 

(5) 

36 Lorsque, les m racines de l 'équation (1) comprises dans le 
contour sont à peu près égales à une même quantité a,, si l'on peut 
faire 

H (z) = ( e - a,) '" , 

alors, en vertu de l 'équation (4) du § I I I , et ce qui a été dit au § I I . 
on a 

par suite, la formule (5) devient, dans ce cas particulier, 

Si m=1. on retrouve la série de Lagrange, savoir: 



57. On voit par ce qui précède, que si l'on pouvait enfermer une ra
cine quelconque de l'équation (2) dans un contour tel, que pour 

chaque point de ce contour le module de " ! fût inférieur à 1 , on 

saurait que l'équation (1) n'a qu'une seule racine comprise dans ce 
contour, et l'on pourrait la développer par une série analogue à celle 
de Lagrange. On comprend, d'après cela, que, si l'équation proposée 
a ses racines inégales, on pourra les développer toutes séparément 
par des séries convergentes; et l'on conçoit en même temps que la 
série de Lagrange ne doit pas exprimer toujours le développement 
de la plus petite racine de l'équation 

(6) z — a, + 6zs(z) — o, 

où a, désigne une quantité quelconque. Nous allons montrer qu'ef
fectivement cela n'a pas toujours lieu. 

Prenons pour contour un cercle ayant pour centre l'origine et qui 
comprenne dans son intérieur le point qui répond à z = a.,. Si, pour 

tous les points de ce cercle, le module de _" • est inférieur à 1 , on 
Z a , 

peut affirmer, d'après ce qui précède, que la série de Lagrange don
nera la plus petite racine de l'équation proposée. Si l'équation pro
posée a plusieurs racines réelles inférieures à z, ou même plusieurs 
racines imaginaires, dont le module soit inférieur à a{, on ne pourra 
plus enfermer seuls dans un même cercle ayant pour centre l'origine, 
les points qui répondent à z, et à la plus petite racine de l'équation 
proposée; de sorte qu'on ne pourra rien affirmer immédiatement. 
Or je dis que, dans ce cas, la série de Lagrange donne généralement, 
des deux racines qui comprennent immédiatement a,, celle qui dif
fère le moins de a,. Pour le démontrer, posons 

y =zs — a, , 

ce qui revient a changer l'origine; l'équation (6) deviendra 

y + 5 s ( j + « , ) = 0. 

Supposons que de la nouvelle origine pour centre, on puisse décrire 



un cercle tel . que pont' tous ses points le module de -"-'_> h • "'• soit 

inférieur à ; , a lors , d'après ce qui précède, la série de Lagrange 
exprime le développement de la plus petite valeur de y. et par suite, 
ou a la valeur de z qui diffère le moins de a ( . Mais, lorsqu'on ne 
pourra pas tracer un pareil cercle, ce qui arrivera nécessairement 
dans certains cas, ni même un contour qui remplisse les conditions 
du cercle, on ne voit pas alors ce que la série de Lagrange peut repré
senter. 

En résumé, si pour une valeur donnée de 0 la série de Lagrange 

est convergente, et si l'on peut tracer un contour comprenant le point 

qui répond à « , , et tel, que pour tous ses [joints le module de — ' - ' 

soit: inférieur à 1, on est assuré de deux choses : 1° que l 'équation (G) 
n'a qu 'une seule racine comprise dans ce con tour ; 2° que. la série de 
Lagrange exprime le développement de cette racine. Dans le cas où 
on ne saura pas tracer un pareil contour , on ne connaîtra pas ce que 
la série de Lagrange représente. 

5 8 . Lorsqu 'on est parvenu à séparer les racines d 'une équat ion, on 
peut obtenir des valeurs plus approchées de ces racines en opérant 
comme il suit. Prenons pour contour un cercle a\ant. pour centre 
l 'origine, et supposons dans la formule (5) 

F ( z ) = - • ; 

nous aurons 

Si toutes les racines ont: des modules différents, et si nous les sup
posons écrites par ordre de grandeur . : , étant la plus pet i te , à l'aide 
de la foi-mule {7) on pourra d 'abord calculer z, et: prenant un cercle 
qui la contienne seule; puis .z, -!- z«, en prenant un second cercle qui 
ne renferme que ces deux racines, et ainsi de suite. 

Dans le cas où plusieurs racines auraient des modules égaux, il 
faudrait alors partager le cercle en un nombre de secteurs suffisam
ment grand , pour que dans un même secteur il n'y ail pas deux ra-



cines ayant le même module, et faire pour chaque secteur, en par
ticulier, ce que l'on ferait pour le cercle entier clans le cas où tous 

ET ( z ) 

les modules sont différents. Ceci suppose que le module de Ô —^ soit 

inférieur à r, pour tous les points de chacun des cercles on de chacun 
des secteurs considérés. 

39 . Soit 

et proposons-nous de trouver une fonction quelconque de z, F'.z). 

Posons 

d'où résulte 

Il s'agit alors de trouver F [f{a + u)], ou F(z). En appliquant la 
formule de Lagrange, il vient 

Cette dernière formule est due à Laplace. 

41). Nous compléterons ce qui est relatif à la série de Lagrange eu 
indiquant une méthode due à M. Cauchy, pour calculer une limite 
supérieure, du reste, que l'on obtient en arrêtant cette série au terme 
de rang n. 

Cette méthode, qui s'applique à toutes les séries dans lesquelles les 
coefficients de la variable s'expriment par des intégrales définies, re
pose sur deux théorèmes que nous nous bornerons à énoncer. 

THÉORÈME. I. Le module de l'expression 

(8) 

pour une valeur déterminée du module de la variable z, est toujours 
inférieur à la valeur maxima maximorum du module correspondant 

def(z). 



THÉORÈME II. La valeur du module de la même expression est in
dépendante du module de z, tant que ce dernier module est inférieur à 
relui pour lequel f(z) cesse d'être. Jinie et continue. 

D'après cela, si /'(z) peut, se mettre sons la forme 

(9) f(z) = 1\c^, 

on aura une limite supérieure du module de l'expression (8), la plus 
rapprochée possible, en cherchant la valeur maxima max'unorum R, 
de R considéré comme fonction de p seulement. puis la valeur minima 
minimorum de R, considéré comme fonction de r, r désignant le mo
dule de z. Cette dernière valeur est appelée par M. Cauchy le mo
dule principal de f(z). Or on trouve facilement que les valeurs par
ticulières de p et de r, qui correspondent au module principal, satis
font aux équations 

D / ; R = o , D,R = o. 

En ayant égard à ces deux équations, on déduit de l'équation (9) les 
deux suivantes : 

équations qui ne peuvent subsister que si l'on a 

z = o ou f (z) = o. 

Comme la valeur de z, qui répond au module principal, est géné
ralement différente de o , il en résulte que celte valeur de z est une 
des racines de l'équation que l'on obtient en égalant à o la dérivée de 
la fonction proposée. 

41. Appliquons ce qui précède à la série (5) qui, ainsi que nous 
l'avons vu, comprend celle de Lagrange. Nous prendrons seulement 
pour contour un cercle. Le terme général de cette série est alors 

si r désigne le module de S, R le module principal de zF'(r. ) et R celui 

de jy-A' le module de ce terme général sera inférieur, en valeur ab-



solue, à 

Par sui te , le module du reste , lorsqu'on arrête la série au terme du 

rang n, sera inférieur à 

Or, la série étant supposée convergente, le produit / R est inférieur à 

l 'uni té , et , par conséquent , la valeur du reste diminue rapidement 

avec n. 
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THÈSE DE MÉCANIQUE. 

SUR L'ATTRACTION DES CORPS EN GÉNÉRAL. 

PROGRAMME. 

THÉORÈME I. Lorsque l'attraction de deux éléments est propor
tionnelle à leurs masses et à une jonction F(r) 'e leur distance r, les 
composantes de l'attraction d'un corps, de figure quelconque, sur un 
point matériel, sont représentées par les dérivées partielles prises par 
/apport aux coordonnées de ce point de la fonction 

u = !•>• SIS ? 9 (r) dx dJ ch • 

dans laquelle fr) désigne une fonction qui a pour dérivée première 
F (r), p la densité du corps attirant au point x, y, z, et p. la masse 
du point attiré. 

Nous ne considérerons que le cas où l'attraction, étant proportion
nelle aux masses, s'exerce en raison inverse du carré de la distance. 

Nous appellerons, d'après M. Gauss, potentiel d'un corps attirant 
relativement à un point attiré, la somme des molécules de ce corps, 
divisées par leurs distances respectives à ce point. 

THÉORÈME II. V désignant le potentiel d'un corps relativement à 
un point (a, b, c) et p la densité du corps en ce. point, on a 

rf-V r/'V <r/2V 
rf?+rfF+ dF=-4*f» o u a ° ' 

suivant que le point considéré est intérieur ou extérieur au corps. 
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SURFACES DE NIVEAU. 

THÉORKME III. Le potentiel d'un corps relatif aux points d'une 
même surface de niveau est constant. 

THÉORKME IV. Deux corps qui ont les mêmes surfaces de niveau, 
exercent la même action sur un point de l'espace à un facteur con
stant près. 

THÉORÈME V. Quand un corps est enveloppé de toutes parts par 
une surface fermée, la somme des attractions du corps sur les élé
ments superficiels de. cette surface, estimées suivant les normales à ces 
éléments, est égale à la masse du corps multipliée par 4TZ. 

COUCHES DE NIVEAU RELATIVES A L'ATTRACTION D'UN CORPS. 

Nous appellerons couche de niveau relative à l'attraction d'un 
corps, une couche matérielle infiniment mince et d'épaisseur con
stante, appliquée intérieurement, sur une surface de niveau, et dont 
la densité, en chaque point, est exprimée par l'attraction du corps 
sur ce point. 

THÉORKME VI. Si l'on conçoit un canal quelconque dont tes parois 
latérales soient normales aux surfaces de niveau, les masses inter
ceptées dans deux couches seront entre elles dans le. rapport des 
masses des deux couches. 

THÉORÈME VIL Le potentiel d'une couche sur un point, extérieur 
est à la masse de la couche dans un rapport constant. 

COROLLAIRE I. Les attractions exercées par deux couches sur un 
même point extérieur ont la même direction, et ont leurs intensités 
proportionnelles aux masses des deux couches. 

COROLLAIRE II. Les couches de niveau ont. les mêmes surfaces de 
niveau extérieures. 

COROLLAIRE III. Une couche quelconque a pour surjaces de niveau 
extérieures les surjaces de niveau du corps. 



THÉORÈME VIII.. Le potentiel d'une couche relatif à un point inté

rieur est à la masse de celte couche comme le potentiel du corps re

latif à un point de la surface externe de la couche est à la masse du 

corps. 

COROLLAIRE. Une couche n'exerce aucune action sur un point quel-

conque situé dans l'intérieur de la surface interne. 

THÉORÈME: IX. Les attractions exercées par le corps et par une 

couche ont la même direction et sont entre elles, en grandeur, comme 

la masse du corps est à la masse de la couche. 

THÉORÈME X. Les couches de niveau ont même centre de gravité 

que le corps. 

THÉORÈME XI. Les axes principaux d'inertie ont même direction 

dans le corps et dans les couches de niveau. 

Vu et approuvé. 
Le 12 Novembre 1850, 
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