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THESE D’ANALYSE.

SUR UNE FORMULE DE M. CAUCHY.

DY SYY; N

§ 1L
Objet de la Theése.

1. Dans un Mémoire présenté, en 1831, a 'Académie des Sciences
de Turin, et dont un extrait seulement a été publié dans le tome XV]
du Bulletin de Feérussac, M. Cauchy a fait connaltre une formule
remarquable susceptible d’un grand nombre d’applications impor-
tantes. kn particulier, elle donne un moyen facile de retrouver la
plupart des intégrales définies connues dont on fait usage dans les
problemes de physique mathématique et de mécanique; elle permet
aussi d’en obtenir une multitude d’autres nouvelles.

Je me propose, dans cette These, de fane connaitre une nouvelle
démonstration de cette formule et d’en développer les principales
conséquences.

Apres avoir rappelé quelques notions indispensables sur le caleul
des veésidus, jétablis la formule tondamentale de 31 Cauchy, et j'exa-
mine avee détail un cas particulier qu’il v’a pas considéré. De cetle
formule fondamentale je déduis d’abord les principales formules pu-
bli¢es antérieureiment par Uillustre géometre, dans ses divers Mémoires

I
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sur les intégrales définies [*]. Je les applique a la détermination ¢un
certain nombre (’intégrales définies ; en outre, jindique I'usage des
valdeurs principales des intégrales définies indéterminées , fournies par
Papplication de ces formules. Je donne ensuite uvue démonstration
simple du théoreme relatif 4 la condition du développewent d’une
fonction par la série de Maclaurin, théoréme également div a M. Cau-
chy; en méme temps je donne une formule qui permet de dévelop-
per une fonction périodique en série de sinus et cosinus. Enfin, Pap
plication de la formule fondamentale me donne une autre formule
genérale qui reuferme celles que Lagrange et Laplace ont données
pour le développement des fonctions implicites en séries.

Dans cette application, {’ai été conduit a des résultats que je crois
nouveaux. Je prouve que la série de Lagrange n’exprime pas toujours
le développement de la plus petite racine de I'équation

2=+ Gw(z),

contraivement a {assertion de lillustre anteur | ™]. Je lais connaitre
sous quelles conditions la proposition de Tagrange est généralement
exacte.

Je termine en donnant une méthode pour trouver une limite supe-
rieure du reste de la série de Lagrange, méthode qui s’applique égale-
ment aux séries de Taylor et de Maclaurin.

§ IL
Notions sur le calcul des résidus.

2. Lorsqu’une fonction f(z) devient infinie pour wne valeur
réelle ou imaginaire = = @, on peut généralement la mettre sous la

[*V Foyes le Recueil des Savants étrangers, tome 1, les Annales de Grrgonne,
tomes XV et XVIL, et les Exercices de Mathématiques.

{*7] Foyes \a Résolution des équations numériques, note X1
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o5
forme
Jlz =t
: N (7_. ) /;m
e étant positit et ¢z ne devenant pas infini pour == «. Alors, sim

cst entier, et si Pon développe ¢ (2) par Ta série de Taylor suivant Tes
pnissances ascendantes de = — @, on aura

\ ¢ {a l ‘
[z, =2z (a) . A
TN 15— 1):1 1 {Z — g
" 1
-+ - : . AN
Vo L o(m—1 z—u T

ot v () désigue une fonction qui n'est point infinie pour = == «.

Nous appellerons, avec M. Cauchy, residu de f20 velatif a ki
! |’\ (1)

v I
valeur z = a, le coefficient : - de - Pour e caleuder.
.2, 00— 11 S —a

on formera la fonction

(Y =12 —a) f(3),

-

et, apres Pavoir différentice m —1 fols. on fera, dans le résullat.
== a. Nous appellerons résiclu intégral de f(z) la somme des risidne
de cetle fonction relatifs aux diverses racines réelles et imaginaires e
équation
1
13)

= 0.

Pour indiquer le résidu intégral de / (=), nous placerons la lettre <

devant la fonction enlermée dans les pm'(—‘mh(\ses [ 1. comme i} suit
j‘ RS
L ER)).

Pour indiquer le vésidu, par rapport a unce racine particulicere
2= «, et dont m désigne le degré de multiplicité . nous remplacerons
la fonction /(2) par la fonction identique

(z—ay/s)

[ A EE

“(Az—u "

el nous entourerons de paventheses | sous Je signe Gl difference
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\

notation

{z — a) écrite en dénominateur; le résidu sera donc indiqué par la

£ e—ars()

((z—a)")

Lorsque la fonction f(z) se présente sous la forme fractionnaire

oy v (=)
j(")— (z),

pour indiquer la somme des résidus velatifs aux racines de I'équatior

x(2) = o,

A‘/ »?,('z)~

(x(2))
2’ x(3)

représentera la somme des résidus de f(z) relatils aux seules racines

nous écrirons

Au contraire , la notation

de l’équation

et P'on aura identiguement

=& (HY)=& 1l sl

2(2)

Pour indiquer la sonune des résidus relatifs aux racines de Péqua-
tion

dont les parties réelles demeurent comprises entre deux lumites

et X,, et les coefficients de y— 1 entre y, et Y,, nous emploierons

la notation
X, ey, .
KR VIEH!

LR

Dans la suite de cet écrit nous désignerons toujours par la lettre /

I'imaginaire y — 1 suivant 'usage généralement adopté.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



L7 )

§ HI.

Définition d’une intégrale definic prise le long d’un contowr donne.
— Démonstration d’unc formule générale qui donne la valewr d'une
pareille intégrale definie dans le cas oic la fonction sous le signe |
ne devient pas infinie sur le contour.

3. Soient
s=gla,y) +id{x, )

une variable imaginaire et /(z) une fonction quelconque réelle ou
imaginaire de z[*]. Considérons x, y comme des coordonnces rec-
tangulaires. et supposons que ¢ (x,3), ¥(x,y) aient, en chaque
point,

une valeur unique et réelle. Soit ABC... un contour ferm¢, tracé arbi-
trairement dans un plan; poar chaque point de ce contour, z aura
une valeur déterminée et prendra un aceroissement oz, quand on
passcra d’un point du contour a un point infiniment voisin. Si I'on
suit un arc AM de ce contour, toujours dans le mdme sens, et si,
pour chaque point de cet arc, on forme le produit /. zidz, puis
qu'on fasse la somme de tous ces produits, on aura ce que nous
appellerons Vintégrale définie de f(z)d= le long de I'are AM.

4. Proposons-nous de calculer la valeur U de l'intégrale ddéfinie de
J i z) s lelong d’'un contour entierement fermé. Soient A le point pris

[ *] Nous ne considererons, toutefois, que les fonctions qui, pour chaque valeur
de =, ont une dévivée déterminde et indeépendante du rapport arbiteaire que 'on peut
ctabliy entre Vaceroissentent infiniment petit de la partie réelle de z et celui de Ta partic
imaginaire,
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L8
pour origine de cette intégrale définie, s une longueur variable
comptée sur le contour dans un sens déterminé a partir du point A
et ¢ le périmetre entier du contour; z sera fonction de s. En prenant s
pour variable indépendante, on pourra mettre la valeur de U sous la

forme d’une intégrale définie ordinaire dont les limites seront o et ¢:
savolr :

U:fcf z’!d—”ds

Pour avoir la valeur de cette intégrale, nous déterminerons dabord
la quantité infiniment petite dont eile varie quand on fait varier infini-
ment peu le contour ¢. Pour avoir une idée bien nette de cette varia-
tion, on peut concevoir que les différents points du contour ¢ décri-
vent, dans un temps infiniment petit d¢, des chemins infiniment petits,
arbitraires d’ailleurs, dont les extrémités forment le nouveau contour.
Alors la quantité z relative 4 uu point du contour ¢ varie avec le
temps £, et, par conséquent, elle est une fonction de s et de ¢.

La limite supérieure ¢ de I'intégrale U étant variable, nous coimnmen-
cerons par la transformer de maniére a avoir des limites constantes.
A\ cet effer, nous ferons

§=csz,

LT_.J Fle )

Si la fonction f(z; reste finie el continue pour tous les points dn
contour ¢, on pourra ditférentier sous le signe J' par rapport a 7. et

Von aura
{5 ! iz~
At /l[j\ )( J dlﬂz)%l
— ds = ]

dt ([[ - o | deg

el nous aurons

18]
t, pav suite, en supposant que la dérivée f(z) reste aussi hnie el
continue pour tous les points du contour,

- [,

Or, a cause de s = ¢ g, le méme point du contour répond aux limites
7=0.5=1. Donc. si. lorsqu’on revient au point de départ apres
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.
avolr parvcouru un contour entier, f(z; reprend la meme valeur, on
aura

dU
QT

Supposons maintenant qu'on fasse varier ¢ depuis la valeur o qu
correspond au contour ¢ jusqu’a une valeur finie quelconque ¢ qui
corresponde a un autre contour. On voil, par ce qui précede. que si
/'{z) reste finie et continue, avec sa dérivée, pour toutes les valeuis
de z qui correspondent aux divers points situés dans Pintervalle com-
pris entre les deux contours, et si, en outre, cette fonction reprend
la wéme valear quand on revient & un méme point situé dans cel

intervalle, U aura la méme valeur pour les deux contours.

Enfin, si /(27 reste finie et continue avec sa dérivée pour tous les
points du plan compris dans le contour ¢, la valeur de 1 sera nulle:
car cette valeur restera la méme si "on rétrécit le contour de manicre
a le réduire a un point intérieur unique. Or, a ce moment, il est évi-
dent que Pintégrale s’annule, donc elle ¢tait nulle d’abord.

5. Clierchons maintenant la valeur de U relative & un contour
donnc, en supposant que f{z) devienne infinie dans Pintérieur de co
contour, sans le devenir sur le contour méme. Nous supposerons
Jabord que f(z) ne devient infinie, dans lintérienr da contour,
¢gue pour un seul point{a, b).

Sotent

SR =Sy s T T

A. B...., H désignant des constantes, et y(z) une fonction de = qu
ne devient pas infinie dans Pintérieur du contour; ou aura

¢ ds s
(_rls' {»f(/s
ds s
L=A /,.___.\mbl—B N ~ m— -+
0o A\ETT S o FTT Sy
“ds ¢
— s
s , =
—uf B et
o — 3z 0 o oy
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La derniére intégrale dn second membre est nuile, d’apres ce qui
précede, puisque y (2) reste finie sur le contour et dans son intérieur.
Les autres intégrales sont également nulles, excepté ’avant-derniére.
Ln effet, on a

-

ds 1 ¢
o (z—z,)”’: [(I_’”)(z‘z'yn_l]o;

or aux limites s =0, s = ¢, répond le méme point du contour.
D’ailleurs, m étant entier, la différence (z — 2,)"~' reprendra la meme
valeur aux deux limites: donc le terme considéré est nul, et il en est
de méme de tous les autres, excepté de I'avant-dernier. Nous allons
maintenant considérer ce terme en particulier.

Ona

ds

= log (z — z,) + constante

T — 2

=loglo(x, y) —ola, b)+i[$(x, y)— d(a,b)]} + constante;

donc, si Von pose

p=Vlolx,7)—¢(a, &) +[d(x, y)— ¢(a, h)],

cos ) = (= r)—¢le b), sin 9:"&(1"}’)—“”’ b)v
¢ 2

Ol aura

¢ dz

(—(/5

ds — [loo 6."
y—z {log g + ’JO'

Le terme [log p]:) est égal a zéro, car ¢ reprend la méme valeur
aux deux limites. Comme sin § et cos§ reprennent aussi la méme
valenr anx deux limites, Pangle § varie d’un nombre entier de cir-
conférences en passant d’une limite a Vautre; le second terme est donc
égal & 24hni, et on a

¢ I
%:ds
= = skni,
o Ea|
el, par suite,
U=Ha2knri.
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IS
6 St f (= devenait infinie pour plusieurs points («, b, (a’, /'),
ta. b7y, .., situés dans Pintérienr du contour donné, ou aurait

U=Jolihr - all'h'm +2l"k"n + ...]i,

bien
. f f(2) itr/s —)T'IZ”/\'.

Telie est la formule que nous nous proposions de démontrer.

7. Reste maintenant 4 indiquer comment on peuvt obtenir les
nombres oA, 2/4’,.... Fobserve, pour cela, que si un arc de cercle
varie d’une circonférence entiere, fe nombre de fois que sa tangente
devient infinie, en passant du positif au négatif, surpasse de deux
unités le nombre de fois qu’elle devient infinie, en passant du ndégati
au positif. Le nombre 24 est donc égal it Pexces du nombre de {ois
que la fraction
N PL, y)—b(a,b)

- = tang &
gpla, yl—oia,b) =

devient infinie, en passant du positif au négatif, sur le nombre de
fois quelle devient infinie, en passant du négatif au positif, entre ies
limites de I'intégrale définie. Nous appellerons le nombre ok cacés
ou udice de la ftraction { 2), relatit au contour donné. Remarquons
que cet indice est nécessairement un nombre pair.

Pour le calculer on remplagera, dans la Iraction, » par sa valeur

fouction de a tirée de Véquation du contour, et Pon aura une
expression de la forme

. ¥z

On posera ¢ {x) = 0, et Von cherchera les racines de cette ¢quation
qui répondent & des points du contour. On examinera ensuite si,
quand x atteint une de ces racines, la fraction ' 3) passe du positif au
négatif, ou bien si c’est le contraire qui a lieu; il suffira, pour le re-
connaitre,, de déterminer le signe de ¥ {x) et celui de ®'(x, pour
cette valeur particulicre de . En répétant le meme caleul pour cha-

2

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



{ 12)
cune des autres racines de Péquation

¢ (x) = o,

qui répondent au contour donné, on aura I'excés cherché.

Si et y pouvaient, sur tout le contour, s’exprimer rationuellement
en fonction de s, ou méme d’une autre variable quelconque «, la
fraction (3) serait alors une fraction rationnelle, et son excés pour-
rait se calculer plus simplement que par la méthode précédente,
laquelle exige la résolution d’une équation qui est généralement d’un
degré élevé. On peut consulter, sur ce sujet, un Mémoire sur le calcul
des indices, présenté par M. Cauchy, en 1831, & I'Académie des
Sciences de Turin; deux Mémoires de MM. Sturm et Liouville, in-
sérés dans le tome I du Journal de Mathématiques, et un auntre
Mémoire de M. Cauchy, inséré dans le tome XV du Journal de
I Ecole Polytechnique.

8. Soient
pla,y)=x et Y(x,y) =7,

il vient

y—20
x

t=a iy, langl = ~

b

et 'exces 24 est alors égal 4 2. Donc, dans le cas ot z=a + iy, la
formule (1) se réduit & la suivante :

[)cf(z)fgds = ami ZH,

ou hien
‘. L dz 0 .
(4) [ rimgds =sni L/,
o :
le signe s indiquant la somme des résidus de f'(z) relatifs i tous les

points situés dans Vintérieur du contour. Cette derniere formule est
celle qui a été donnée par M. Cauchy, dans son Mémoire.
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§IV.

Recherche d’une intégrale définie relative a un coniour donne, lorsgue
\ 8 s lorsy
la fonction sous le signe [ devient infinie sur le contour.

9. Je vais examiner, dans ce paragraphe, ce qui arrive lorsque la
fonction f'(z) devient infinie sur le contour donné; ce cas particulier
n’a pas ¢t¢ considéré par M. Cauchy.

Pour abréger, je supposerai que f (z) ne devienne infinie, sur le
contour donné, que pour un seul point E, dont je représente les coor-
données par a et b; f (z) peut d’ailleurs devenir infinie dans I'inté-
rieur du contour. Cela posé, soit

o{a,b)+iv(a,b)=s,.
Si z, est une racine multiple de 'équation

1
ey
Pintégrale définie cherchée est généralement infinie ou indéterminée;
ce cas ne présente aucun intéret. Lorsque z; est unc racine simple.
I'intégrale définie cherchée est encore indétermince, mais sa valeur
principale s’exprime par une formule remarquable qui mérite d'étre
connue, et dont nous ferons usage.

On a alors

Jla) =+ (2

z— 3z, ’
H désignant une constantle et = (z) une fonction qui peut devenir
infinie dans Pintérieur du contour, mais qui reste finie sur le contour
lui-méme; par suite,

Dl
e / / oy e Iz
. dz ' ‘
j(z.)—r/y:H @ -+ &T(Z-}—(l.s"
o ds o &= 5 o ds

La fonction @ (z) restant finie sur ie contour, la valeur du second
terme pourra se calculer a I'aide de Ja formule (1) du paragraphe preé-
cédent; il suffit donc de chercher la valeur du premier terme.
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10. En posant, comme dans le paragraplie précédent

+ [V, y)— (a, b)),

v o(x, f)-?((‘vb)}

o (ws ) —d(a, b)
e R T CA A

nous aurons, pour Pintégrale indéfinie

o

'(—Z(Zb

ds . R
== log p + §7+ constante

o =

— 3z,
Soient E, et E, deux points du contour infiniment voisins du pomt |
et pris de part et C’autre de ce point. Désignons par g, etp,, §, et 4,
les valeurs de g et de § qui correspondent anx points I, et E,. Nous

aurons, pour Pintégrale définie,

— ¢ls
= lim log‘;" +ilimi 6, — 6,

o Z — 2

Supposons d’abord que le point E soit un point saillant. Faison-
Kk, =4, EE, = d,, et désignons par }, et ., les angles que les tan-
gentes au contour, au point E, font avec la partie positive de I'axe

des x; les coordonnées des points E, et E, seront
X = a -+ J,co8), +

.

vy y =

X =a-+ ¢, cosi, +
b+ o, sin i,

y=~b+d sink, +

Substituons dans I'équation

= =o0(x, yi—ola, by +i[vix, y)— dia, b |

1 et
les coordonnées dn point E, , et appelons A, B, C, D les valeurs res-
pour x=a, y = b. Nous aurons

([4 do (/y {lJ

e‘ es de (lPI Vee -
}) C 1‘ S l S 1 S — 1 ([ )([
5},4—”51[1),]0, = ...

z, = [ A cos), —{—Bsin)..]o‘.—f—l[(

I— 3z

Posons
Acosr, + Bsiny, = K, cosu,
Ccosi, -~ Dsin), =K, sinu,.
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i, d¢tant un nombre positif, et p, un arc, ¢galement positit, compris

sntre o et a1l vient

z—z5 =0, K, e+ ..

fdentifiant cette valeur de z — z,, qui correspond au point I avee b

valeur
Z — Z :Paeo)la
qui répond au meme point, nous aurons, en passant i la limite.

limp, =hmK, d,, lmf§ =p, + amn

En substituant. dans P'équation (1), les coordonnées du point I,

13 posant
p Y ol . N
(31 Acosi, + Bsind, = K, cosp.,,
' Ccosl),+Dsinl, = K, cosp.,,
K, étant un vombre positif, et p, un arc compris cntre o et ar.
frouvera, de méme,
limg, = limK,¢,, lm%, =, + ans;

et, par suite, on aura

A o, . a9, K. . . R
limlog = = limlog ===+ lim 10, —§,Y=u, — 4 vl — 117

o, 0, K,l

I

et

ol

Soit I 'exccés, velatif au contour, de la fraction qui exprime la valeur

de tang G, excés ¢gal, comme on sait, au nombre des multiples

™

impairs de =5 compris entre les valeurs extrémes de Pave: en (J¢

o

31

gunant par v le nombre de fois quon rencontre un multiple impair

de =, en allant de u, a v, on aura
a2 .

[ =y a{m—n)

Le nombre v, devant ¢tre pris positivement ou négativement suivant
qque ., est plus grand ou plus petit que g, a 'une des valeurs o,
Mo 8

+ 1, #= a. Donc

lim (9, — 6 )=y — oy, =1l —v)m
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16 )

et
¢ dz
—ds
s . K,d. o
(4) i Z‘_ZI:hmlogﬁ—i«[m—‘uﬂ+([—y)nJ1,

Cette intégrale définie est indéterminée, puisqu’elle dépend du rap-

. . 0. ..

port arbitraire 5 mais si 'on pose
1

K.d.

K, 4,

::l,

ou, ce qui revient au méme,

& _ K _ V(Acosk + Bsin) )+ (Ccos h + Dsink,):
3 K. V{Acos)+ Bsink,)?+ (Ccos . + Dsinz,)’

on a pour sa valeur principale

<
1
& ds

d .
(5) 75_7 = [t — p+ (1 —v)r]i

11. Si le point E n’est pas un point saillant, EE, et EE, étant alors

sur le prolongement 'un de P’autre, on a
o= Ay + Ty

et les équations (2) et (3) donnent

K, =Ky, po=yp, =m;
d’ou
v=1==£tr,
et
¢ dz
gd.v .
s . 'R .
= lim IOgT + wli.
o Z2— & 5.

La valeur principale , dans ce cas, est

° dzd
— as
ds .
=1

—_ s

5 -z,

(6) 0
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On peut remarquer que exces 1 est un nombre impair, lorsque
J (z) devient infinie sur le contour pour un point qui n’est pas un point
saillant; car on trouve, dans ce cas,

[=2a2(m—n)+1,

tandis que le méme exces I est toujours un nombre pair quand /(s
ne devient pas infinie sur le contour.

12, Si
g(x, y)=x, Y(x,y)=0,
d’ott
z=x41),
on a

A=1, B=o, C=v, D=1,
et. a cause des équations (2) et (3),
Ki=1, pi=3, K=1, pa=i,

Par suite, il vient

Po — WUy =2y — 2 =&, [=y;

,
d’ou

c dz

— s o
(7) @ log & + wi;

) - = B

7’ o L — Z, go; ?

et, pour la valeur principale,

< ds
([x“

_—_(.)f.

(8

“

«» est I’angle des deux portions du contour qui aboutissent au point I,
et sa valenr est ordinairement égale 4 =. Si le contour donné est un

rectangle, la valeur de  est ; aux sommels.
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§ V.
FOI’IIIZL[L’S Oétﬂ’llll&i’ (27 p)‘enant des contours [)(LI’tI‘ClL[I.CI’S.

13. St l'on prend pour contour un rectangle dont les cotés solent
paralléles aux axes des coordonnées, et que I'on désigne par @y, 7,
X, Y les coordonnées de deux sommets opposés, la formule (1) du
§ TIT deviendra

N \L\ [f'(z):—g]]ﬂdx __LX [f(z)Z%Jde +f: [f(’:)%]_\-d)'
/ mﬁ\[/( .)%’_und].___27”-2H/€.

Les lettres y,, Y,..., écrites a droite et au bas des parenthéses, ex-
priment que, dans les fonctions comprises dans ces parentheses, les

m

valeurs particuliéres attribuées 4 ces lefires doivent éire mises respec-
tivement & la place de a ou 7. Nous emploierons toujours la méme
notation pour indiquer des substitutions semblables.

14. Supposons que f (z) ne devienne pas infinie dans P'intérieur dn
rectangle. Alors, si Pon pose
. dz . .o dz .
f(—.)£:P+1Q, j(z)@—’zl{-{-ls.

la formule (A) se décompose dans les deux suivantes :

X X Y Y
f P, dx —f Py dax :j R-l'ndf"f Rx dly,
T, x, T g

Y o

°

Ces deux dernieres {formules se trouvent démontrées dans ie Mémoire
cité le premier, au § L.

En prenant le rectangle dans des positions particuliéres relativement
aux axes, on obtiendra immédiatement beaucoup d'autres formules
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genérales, que, du reste, on peut déduive de At en donnant des
valeurs particulicres aux limites des intégrales.
15 Si le contour est un quadrilatere mixtiligne tormé par deux
ares de cercle concentriques et deux rayons. et quion fasse

X =rcosp, y=rsnp.

on obtiendra la formule

[,

B! ;,\dl._ l:“ [/ (%) %j . dr +// l‘l /= %\ H(_///
' e i
| SR ST AR RS

’
formule dans laquelle r, et R désignent les ravons des deox ares,
Pos P, les angles que les rayons qui servent & former le quadriiatere
fout avec la partie positive de 'axe des a.

On obtiendra des formules plus simples en prenant pour contour,
au lieu d'un quadrilatére, soit une demi-circontérence, soit une
circonférence enticre , etc.

16. En appliquant la formule (4) du § TIL aux deax mémes con-
tours, ou en faisant dans les formules (A) et (B). z = a 4 {y. on

b

trouve les deux formules suivantes :

X
\ f [f{lx +iy,)— fla+ (Y| dx

Loy X 4 . | ey L
i [ x v~ flaer o)y =i L 17,
.‘l{ . { { . [) l)'
f | fre?) et — f(re ) e" | dr
;D\\ ,.(.

R P

b . . ) )
- if | f(Be)Re” — fre™)re” | dp = ani S (f=2)].
P ! '

PR

17. Si f(z)ou j (& 4 iy) s'évanouit, 1¥ pour x = o, quel que

soit y; 2° pour y = %, quel que soit x, la formule (C) devient

4t o

B / Jixyde =ami LT (S,

— L 3] v
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Si f(z) s'évanouit, 1* pour & = = oo, quel que soit y; 2° pour

Y = — =, quel que soit x, on aura
] . ) L, *a . . "
Jx)dx = znzj_,&_wl/‘ ().
—_— -

La démonstration de la formule (E) est Pobjet principal du M-
moire inséré dans les Annales de Mathénatiques, et cicé au § 1.

Enfin, si f(z) devient nulle, 1° pour & = %= w , quel que soit »,
2 pour y = =* o, quel que soit x, on aura
(F) L) =o.

Il est bon d'observer, qu’en faisant varier la position du rectangle,
la meéme formule fondamentale en fournira un grand nombre d’autres

que nous croyons inutile de déduire ici.

18. En appliquant toujours la formule (4) du § IIT & un cercle dont
le centre soit a 'origine, on trouve

L G ;/:” zf(z)dp=2n :Jcﬁi,[j(:ﬂ,

formule qui peut se déduire de (D) en particularisant les limites.
Sile produit = f(z) se réduit & une constaute C pour une valeur in-
finie du module de z, la derniére formule se réduit & la suivante,

(H) LS =¢,

le signe o désignant le résidu intégral de f(z). Sila constante devient

nulle, on a
(K) Lif(n=o.

Les formules (11 et { K) peuvent étre appliquées a la sommation des
séries lorsque Péquation
{
f(s)

a une infinité de racines. Nous les appliquerons a quelques exemples.

== O

19. Supposons maintenant que f{z) soit ¢gale au produit
o({51. T (=)

[}

de deux autres fonctions, dont I'une, F(z), ne devient pas infinie
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dans Vintéricur d'un contour donné, ou du moins ne produise dins
fe résidu& |/ =)} rvelatif & ce contour que des termes dont la sonme

se réduit w zévo, tandis que autre fonction, ¢z, peut devenir in-
finie dans ce contour. Désignons par z, une racine de 'équation

(i répond A un point situd dans ce contour, et par m son degré de
multiplicité. Tnfin, soient H,, et K, deux quantités réelles détermindes
por la formule
Do ).
Mo+ Ky = =
Dlapres ce quia eté ditau § 1L, nous aurons, pour le résidu refatil
i ce contour,

(-

Clgrz) sl
(L <[ Wy 1 i R Y F(2) = (T (K 17 (5,
= , i q- Fo=riz,
L e (T (R
\ - O B S |

En ayant égard a Péquation ;1.7 et remplacant f{z% par sa valeur
dans les formules qn’i précedent, on obtiendra des formules nonvelles.
desquelles on pourra en déduire une infinité d’autres en attribuant &
¢(zieta Fiz)des valeurs particulierces.

28 Les formules générales que nous venons «’¢tablir comprennent
explicitement on implicitement toutes celles que M. Cauchy a dou-
nées dans ses divers Mcémoires sur les intégrales définies. In prenan
pour /(= des valears particulioves, on peut déduive de ces wemes
formules une infinit¢ dintégrales définies. dont la ddétermination est
ainsi remence i la recherche des racines de Péquation

renfermces cutre certaines limites.

28, Lorsqu’on applique tes formules que nous venons d érabliv on
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celles qu'on peut en déduire, il est essentiel de se rappeler que si f{z)
devient infinie pour des valeurs de z qui répondent & des points situés
sur le contour considéré, il faut calculer, a 'aide des formules (6)
ou (8) du § IV, les termes qui, dans 'expression de Vintégrale définie
cherchée, proviennent de ces valeurs de z. On a vu, d’ailleurs, que
I'intégrale définie est alors indéterminée et qu’on obtient seulement
sa valeur principale.

§ VL.
Applications des formules obtenues dans le paragraphe précédent.
Application de la formule (A ).

22. Si dans la formule (A) on prend
= ax + ixy, f(z) = e "z,
a et n étant des nombres positifs, on obtiendra une formule dont le

second membre sera toujours nul, si petit que soit x,. Si P'on fait,
dans cette derniére,

Xy=0, X=owo, ]‘:—l),

elle deviendra

T "t e—iarid)x Jon r(”‘) .
o (a+ib}

Cette derniere formule est précisément celle d’Euler, qui se trouve
ainsi démontrée pour toutes les valeurs positives de 7. Si Fon pose

1
a—+ib=(a*+ b*)" (cosm + isinw),
ou en déduit les deux intégrales définies

* 1'(n)casn
f x" e~ cos b dax = -L)——f'i,
0

15N

(@t )

s o . .
j 21 =4 sin b da = 2SN

(@' b7)"

s

IR

&

A
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1 L - .
Pour @ = o, n = —- et sachant que T (;) = \7. ces deux ite-

grales définies deviennent

/’” cos bx dx _f” sin bz dx \/?
0 \/; o 0 \/; o 1_6,

et, en remplacant = par x* dans ces derniéres, i} vient

/.m cos (bx?) dx :fw sin (bx® ) dx =\/ =

, o 16

Application de la formule (C),

25. Prenons
fle) = e
On trouve, en remplacant y par a, les deux intégrales définies

oo}
Vr

o
= 2 2
f e~ cos2axdx = e f e de =2"pn
) 1) 2

Es ~a
e~ sin2axdx = e"”j e* dx.
[¢]
Prenons encore
f(z) = e~ =HeE, p=a-—+ fg, ¢ = b+ [j,

a désignant une quantité positive, on trouve

w »n

>
j e —PERg (/.I‘ — f =P T+ gl Y dx s
— Y —_

et I'égalité de ces deux intégrales est ainsi rigoureusement démontrée.
Si I'on remplace, dans l'intégrale du second membre, & par & + £,

k étant déterminé par Péquation

haiy=2L,
2
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on la raménera i une intégrale connue et 'on aura
© .
f e~ [cos (fx* — gx) — isin (Ja* — gx)|dx
—»

(b+ig) n
— plla+if) P

Applications de la formule (E).

24. En donnant a f(z) diverses formes particuliéres qui satisfassent
aux conditions énoncées an n° 47, et si » désigne une quantité posi-
tive et i un nombre entier, on établira sans difficulté les formules
générales:

‘/'” F(x)-—F(——-x)d_x:zF(o)

o 27 & 2 ?
“ Flz)+F(—=z) rdz = -

£ 2 e 1t ;F(”)’

fw F(x)-_—_F_(_—_—_&r_) z dz :ﬁP‘([I)

o 21 4 r !

S T F(—=zx) rd T,

L‘ F( )+2 ( )x,,_‘cr :Z[b(\])—‘l‘(—’)]l
® Flz)—F(— ridx -

[T SRR e = e - )
» F(x) . ®  F(x)

[_m r——.?:id =0, f—w (r—xim 0

fw T2 e = anF(ri),

o T i :

F(x)\ dx_—_(— I)m_4 23:_ ([m——l::(,.i).
o (r r(m) drm
5. En ayant égard 2 la formule (L), dans laquelle on remplacera
s, par h + ki, et a, b, r désignant toujours des quantités positives,
on aura
Bl : Sy sa—t
f (—xi) ' o(xide=—on[(K—Hi)(k—hif"+..],

R

f+n et ol x)dx= — 2n[(K —Hi)e™**(cos bh + isinbh) +...],

j L(v—raxijo(x)doe =—2n[(K —-Hi L1+ kr — hri)+...|,

= s
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Chacune de ces formules se décomposera en deus ¢quations réelles,
forsqu’on  ¢galera séparément i zéro les parties réelles des deux
membres et les coefficients de /. En opérant ainsi et prenant pour
o {a) une fonction réelle, on obtiendra une multitude de formules.

Si maintenant on attribue aux fonctions fx), F(x), ¢ a., ou
bien avx constantes «, b, r,..., des valeurs particuliéres, on dédnira
des formules générales qui précédent un grand nombre d’integrales
définies connues, et une infinit¢ d'antres nouvelles. Si, conume
exemple, on prend pour f{a) les deux fonctions
125 Jbri

¢ ¢

-

.3 g
X -t L—r

on trouve immédiatement les intégrales deélintes suivantes :

P oy
refa ™~ ) . el -~ ,
[ cos b ——— = = e, sin b ————r = = oM
Sty aE A= 2 o A e >
i rdx o Ty wedr s ,
cos bx ——— = -~ =sinbr, sin b ——— = = cos Hr,
" &£ —r- 2 0 L= e 2
> % gin b 7 P gin b ride P i
- (/.1’—_‘—: - —:——u:—\[_p .
o T 2 o R 2

Applications de e formude (G}

26. En supposant dans cette formule

F{z;

J(z)=—

I'{ 5} ne devenant jamais infinie, on trouve

f” F(z)dp = 2rTFi0),

ot
L v 2T )
o)== [T ota + rer) dp,

27 Jy

en vemplacant I'(z) par ¢ (x + z). On trouvern avec la meme

’ 7

facilité les deux formules générales,

LRI raw 2= F (o
f SFisydp =0, [ =F()dp= T
o Jo 1.2.0 4
]
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Applications des formules (H) er (F).

.olz . . s
27. Si % est une fraction rationnelle dans laquelle le degré du
X
dénominateur surpasse de deux unités celui du numérateur, et si.
en méme temps, I'équation
x(z)=o0

n’a que des racines simples, en désignant par « 'une quelconque des
racines de cette équation, on aura

o(a)
2x’(fl') =

Si le deeré du dénominateur surpasse seulement d’une unité celui
8

du numérateur, on aura
Z 9la) _ A
2 (a) Al

A et A, désignant les coefficients des plus hautes puissances de z dans
les deux termes de la fraction.

F(z)

Si I’on remplace f(z) par -

» F(z) devenant nulle pour z infi-

nie, on trouvera

F(a): &M,

a—23z

et en changeant @ en z et z en u, u étant une nouvelle variable, il

viendra )
F(Z) — {/ [P (")J_

L= U

Cette derniére formule donne immédiatement le développement d’une
fraction rationnelle en fractions simples et est susceptible d’'un grand
nombre d’autres applications.

28. Si F(z) désigne une fonction qui reste finie pour z ==, on
pourra faire,, dans la formule (F),

Flz) = zF_(Z)

?
a
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et Vo anra, en chaugeant a en z et z en «,
. CF ()
Fiz)= ({ (¥ (w)],
: I— U

Si Pon prend

‘" . COs u
Flw)=colang u = "~
: Sin
on {rouve immeédiatement
1 2z 2z 25
1) cotang z = - + == — + — I L
; z 2 — 2t — 47’ ? ¥ —g~

Dans cette formule, z peut étre réel ou imaginaire. On en déduit

, 2z 23 23
(2) tang z = —5— 4 ——e— SRR
3= 03) -7 ()
d’ou
= qn| 1 1 1 . i
mngﬂ:? ‘n’_~1+9n“’~—x+25/1"—_—[f"".

S1, apres avoir multipli¢ par dz les deux membres de Péquation 1,

on les intégre entre les limites L—;et z, on trouvera

J: < -~

1— — 1— _—

2z L 4 =* Q7

sinz = — i 4,97
™ [ 1 1

I— = I— — I— =z

4 10 36

Divisant par z les deux membres de cette égalité, faisant ensuite z =0,
on en déduira

32} =N *
sin z = z(x—;) (1—4:,‘) KI-—(}—’_;> .
En intégrant entre les limites o et z les deux membres de Féqua-
tion (2 ), apres les avoir multipliés par ¢z, on trouvera
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§ VIL

Sur l'usage des valeurs principales des intégrales définies
indétermindes.

29. Les formules établies précédemment font connaitre un grand
nombre d’intégrales définies dont les valeurs sont déterminées; elles
donnent en outre les valeurs principales d’intégrales définies indéter-
minées dans lesquelles I’élément différentiel devient infini. Or, ces va-
leurs principales peuvent s’exprimer immédiatement par des intégrales
définies entiérement déterminées; on connaitra donc les valeurs de
ces derniéres. Nous allons en donner un exemple.

Dans la formule (E), § IV, posons

— i.‘)))"“‘

/(\’X)) = T}—T,

a désignant un nombre plus petit que 1. On trouve alors

( .)a“, PR peTi 4+ e ® it da jam
— 1 _— l —_— = "1 .
o 1~ o 1—2x .

puis, en multipliant les deux membres par (— i) et ayant égard &
Véquation

(— ) '=sinan + icosar,

on obtient les deux intégrales détinies

L 2tz ™ P i
= - P —=qacotar.
o I+ SInaw a I —x

La premiére de ces deux intégrales est déterminée, et la seconde
est réduite & sa valeur principale, qui est la limite de

T2 gt dy * zdz
_— + —
o 1 —a s 1 —

lorsque ¢ tend vers zéro. Si I'on fait

x=(r—z)a,
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dans le premier terme | et

dans le second, il viendra

1—e“7"“' (1 4 e)j2z—2
f l — ) Jd:-;
t—lt—ejz 1+:—3

en passant a la limite et remp]a(;ant Z par &, on aura

Toypa—t __ p—a
——dx = r cotar,
o]

11— 232

équation qui donne la valeur d’une intégrale définie détermince.
§ VIIL.

Démonstration du théoréme relatif aw développement des fonctions
explicites en séries convergentes. — Développement d’une fonction
périodique en série de sinus et de cosinus.

30. Dans la formule (G), obtenue en prenant pour contour un

\

- I
cercle, remplagens f'(z) par -

;7 a (l(ﬁsignnnt une quantité dont le
(4

module est inférieur au rayon du cercle que Pon considere, et |z
une fonction qui reste finie et continue avec sa dérivée - et n’a gu'une
seule valenr pour chaque valeur de z correspondante aux divers points
de intérienr de ce cercle. Nous obtiendrons ainsi la formule suivante :

\ "TeF(c
[(a)= 2“f0 ;'_T(;)d/)?

et, en changeant @ en z et z en 7, u désignant une variable dout Jes
valeurs correspoudent aux points de la cncon{m ence du cercle consi-
déré, cette formule devient

o 1 "ZﬁuF(u‘,id
Flz) =5 ) ==

7
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Le module de z étant inférieur & celui de «, I'expression -— - pourra
H—2

se développer en série convergente, et en effectuant le développement,
on obtiendra

2% - 2T
F(z-):;‘;/ov F(u)dp—l—;?f w! Fluydp + ...

+ — u™F(u)dp + ...,

27 Jo
équation dont le second membre est une série convergente.

En différentiant les deux membres de la derniére équation n fois de
stiite par rapport 4 z, puis faisant, dans Je résultat obtenu, z = o, on
frouve

F*(o) I "
(o) .+ wF(u)dp;

1.2.3. .. n 27

par suite, on a

WZZN PN
F7 {0 _,

F (‘Z) — F(O"\J'—f— ]“(\O\/Z +’TTZ - cees

ce qui est la série de Maclaurin, de laquelle on peut déduire, comme
on sait, la série de Taylor.

On a donc le théoréme suivant :

Tutorime. Une fonction guelconque, reelle ou imaginaire, 'z,
ayant une valeur unique pour chague valewr de z, sera develop,m/)/(’
en une scrie convergente ordonndée suivant les pzusaances ascendantes
de la variable z, tant que le module de z restera infériewr a celui
porr lequel la fonction proposce et sa deérivée cessent d’étre finies ct
COnlinues.

Ainsi, en particulier. les {onctions cos z, sin z, €°, ... seront tou-

jours dév eloppa])les en séries convergentes; au contraire, les fonctions
1

= 1 , . .

i+ 3z » =/ he sont (leveloppables en série convergente que si

le module de z est inférieur i Punité.

51. Supposons daus (D), § V, les limites p, =0, P = 2ax; ce qui
revient a supposer que le contour devienne une couronne circulaire.
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Faisons, en outre,

ref =u, ryeft=g,

£{z)

et remplacons f () par —=%. « ayant un module compris enire r,
® S —a v
et r, et F(z1 étant finie, continue et n’ayant gu’une seule valeur pour

chaque valeur de z correspondant & un point situé dans la conronne
circulaire; il viendra, en changeant daus le résultat obtenu, a en =

) O R

2T o i —

Or, le module de = étant plus grand que celui de ¢ et plus petil que

©

. . 1A
celui de w, les expresssions —-

z o —

pourront se développer en
séries convergentes. Donc F{3) pourra également se développer en une
série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et des-
cendantes de la variable z; d’oii résulte une généralisation du thén-
réeme précédent qui a ¢té indiquée par M. le capitaine Laurcnt.

52. Les intégrales qui entrent dans Péquation (1) peuvent étre
prises le long d'un cercle quelconque décrit de I'origine comme centre
avec un rayon compris entre 1y et 1. Done, si Pon a

r, < tooet o r>r.,

ou pourra faire

et, en prenant les intégrales le long d™un cercle de rayon 1, ce qui est
permis, il viendra

o = \
s

r FierYdp +e™" / B B (et) e dp

T

. . 2=
Cle™) = ermi [ Rt tdp e T [ R ererdp

LAt

. Py
— g N pin i
+e f Flerye*dp ...
A e

tormule ot = désigne un angle réel et qui exige seulement que, pour
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le module 1 de 2, la fonction F(z) soit finie et continue avec sa dérivée.
et n’ait qu’une seule valeur pour chaque valeur de =.

Soit maintenant f (=) une fonction finie et continue pour les va-
leurs de = comprises entre zéro et 27, et satisfaisant pour toutes va-
leurs réelles de = 4 la condition

f(m+2n)= f(=),

de sorte qu'elle sera finie et continue pour toutes valenrs réelles de .
et, de plus, périodique. Si nous posons

Flm)=F ().

la fonction I (z) jouira de la propriété d’étre finie et continue pour i
module 1 de z, et de n’avoir qu’une valear pour chaque valeur de z:
car les diverses valeurs de =, qui répondent & une méme valeur de z.
différant entre elles de multiples de 27, feront acquérir une méme va-
leur & f (=), et par conséquent & F (¢”*). On pourra donc appliquer
Ia formule établie ci-dessus, ce qui donnera

f S{p)dp + e S(perdp

} O

f(zs)—_—i —%—f’gmfmf(‘p}e"zl"‘d[) e ““f(p)el"'dp ;

e Mf(/))()“”'dp—w’—...

<]

. + ;
ouw bien, en vemplacant e="""

i‘/v'uff({))dp_+_COSz,-,-f"l:f(p}Cospd[) i

par cosnw X isinnw,
pl
. 1 wE
()= - ()8 ) S -
S{m1=-(+cos2w i S(pycosapdp —+...

| + sinw

mf(msinp/"/)+sinmf”j'(p)singpdp+...

U
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Démonstration e la formule concernant le diveloppenient  des
/Onct[ons [m/)/i(?ites en Series.

d3. Je vais montrer, dans ce paragraphe, comment le nombre des
racines d’une équation qui répondent a des points situés dans I'inté-
rieur ’un contour quelconque, la somme de ces racines et, plus
généralement, 1ne somme de fonctions semblables de ces racines.
peuvent s’exprimer aun moyen d’intégrales définies relatives a co
contour.

Si I'équation proposée est mise sous la [orme

(1) Nz)+bw(ci=o,

[N

. [
dans laquelle § représente un nombre tel, que le module de I

s0it constamment inférieur a 1, pour tous les points du contour, on
arrive a ce théoréme remarquable :

Le nombre des racines de U'équation (1) est egal a celui des racines
de equation
{2) Iz =o,

{.'f}l)l/)l’l'.S'l.’.S' ([((7&.9' {r contonr.

La somme des racines de 'équation (1), comprises dans le contour,
peut alors s’exprimer & Paide des racines de I'équation (2), par une
serie convergente, ce qui permet de caleuler des valewrs approchées
des racines correspondantes de Péquation (1). On arrive ainsi 4 une
formule qui renferme implicitement celles que Lagrange et Laplace
ont données pour le développement des fonctions en séries. Enfin, je
termine en donnant une méthode pour calculer une limite du resie
de la série de Lagrange, méthode qui s'applique égalemeunt aux séries
de Taylor et de Maclaurin.

34. Considérous un contour fermé ¢. et supposons que léqua-
tion (1) ait m racines, égales ou inégales, qui correspondent i des
points situés dans ce contour. Représentons par Jz) le premier
membre de cette équation, et désignons par z,, 2,,..., 3, ces m ra-

P

)
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(34)

cines. Enfin, désignons par F({z) une fonction quelconque qui ne
devienne pas infinie dans le contour considéré et qui ait une valeur
unique et déterminée pour chaque valeur de z Cela posé, en appli-
quant i ce contour la formule (4) du § 111, nous aurons

e f(s) ds
(3) ’”:z%z 7 ('zz\) 7 s
. ) . . ¢ f(z) dz
(4) F(s,)-i—F(zg)-l—...—f—l*(z-,,,):;::ﬁ F (z) f(()) “ ls.

35. Remplacons dans I'équation (4) f(z) et f'(z) par leurs valeurs,
elle deviendra
F(z,)+F(z)+.+F(z,)

_Wf T —)) +—J z) D, log [I-Fa E;J%m

En désignant par «, , %, ,..., &, les racines de I'équation (2) comprises
dans le contour, on aura de méme

Flo) + F o)+ + Fla) = o= [ F(a)]

et, par conséquent,

— s,

F(z,) + F(z)+...+ F(5,) = Floy) + U(as) +..+ Fiay,)

+ — F(:)Dzlog[l—!—ém(zz)}izds.

27f f, | ds

L’intégration par parties donne

fF (z) D, log [ [+ Orz;((zz))] :i—;a’s

Oo{z)] d=
Y . . .
ZHOg[ J {l (= )'og‘l-i ]/.s(/é.
. b (z) . pro. . .
Ov, si le module de ) est inférieur 4 1 pour tous les points du
2z

tour, | tie intégrée F (z)log| 1 =1 reprendra la méme

contour, la partie intégrée T (z)log | et | reprendra la mé

valeur aux deux limites s =0, ¢ =

¢, et, par suite, il viendra

Fiz)+ Fiz, )4—...—0- F(z,,,\ =T(o,)+ F(a,)+...+ F(a,)

w(z)] s ,
loo[ (-5 (z{l(—h[/a.
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3 )
Supposous

Fiz)y=r;

en vertu de Péquation (4, la derniére formule se réduit i Ucgalite

mn —= i
{1) et {2) ont le mcme nombre de ra-

qui wontre que les equations

. . ) rJ(z‘] , :

cities comprises dans le contour. Le module de Gn—,———) étant suppose
v 2

inférieur a Punité pour toutes les valeurs de = qui correspondent aux
.. . e, @{z) y .

divers points du contour considéré, log | 1-+ 6 ”——) peut se développer
en série convergente, et 'on a finalement la formule suivante qu'il
s’agissait d’établir, savoir,

(F(z)+ Iiz)+.  + Fe)=Fla)+Fia)+ ... ~Fig,

- N o
{2 i i— gy fwmzat ds
= ¥ ey (22) 0 ds.
27 n AN { R 7N
e/} ‘
n=i

6. Lorsque les m racines de ['équation ir1) comprises dans o
contour sont i peu pres égales & une wméme uantité z,, si Fon peut

[aire

() = (2 — o),
alors, en vertu de I'équation (4) du § HI, et ce qui a ét¢ ditau § 11,
on A
b DR,

1 ¢ ; !

. | = ]

P I (2) /- s = :
z,—.:'[ \3) (T — a, ™ ds 1.2.3.0. . (mn—1)

par suite, la formule 1 5) devient, dans ce cas particulier,

P‘(Zi> —(—F(Z2) T F{\Z‘m)

nH==0n

(— oy D, F s ms ],
=mt (g, 2 — R
: n .20, .. (mre—1)

n=t

Si m = 1. on retrouve la série de Lagrange, savoir:

n—=9R . Lryar .
e . Lo D (2 (@),
Sz, = P, 2 =71 .
\Es S ( i 1.2.3... »n
!
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37. On voit par ce qui précede, que si I'on pouvait enfermer une ra-
cine quelconque de Véquation (2) dans un contour tel, que pour
0w (2)
1 (z)

saurait que I’éguation (1) n’a qu'une seule racine comprise dans ce

chacjue point de ce contour le module de fat inférieur 4 1, on

contour, et I’on pourrait la développer par une série analogue a celle
de Lagrange. On comprend, d’apres cela, que, si I'équation proposée
a ses racines inégales, on pourra les développer toutes séparément
par des séries convergentes; et 'on congoit en meme temps que la
série de Lagrange ne doit pas exprimer toujours le développement
de la plus petite racine de I'équation

(6) z—a, +0w(s)=o0,

ou «, désigne une quantité¢ quelconque. Nous allons montrer gu’ef-
fectivement cela n’a pas tonjours lieu.

Prenons pour contour un cercle ayant pour centre l’origine el qui
comnpreune daus son intérieur le point qui répond a z = «,. Si, pour
lwls) P .
~ -est inférieur 4 1, on
35— Uy

peut aftirmer, d’aprés ce qui précede, que la série de Lagrange don-

tous les points de ce cercle, le module de

nera la plus petite racine de Péquation proposée. 8i Péquation pro-
posée a plusieurs racines réelles inféricures 4 «,, ou méme plusieurs
racines imaginaires, dont le module soit inférieur & «,, on ne pourra
plus enfermer seuls dans un méme cercle ayant pour centre Porigine,
les pomts qui répondent a «, et & la plus petite racine de 'équation
proposée; de sorte qu'on ne pourra rien affirmer immeédiatement.
Or je dis que, dans ce cas, la série de Lagrange doune généralement,
des deux racines qui comprennent immdédiatement «,, celle qui dif-
fere le moins de «,. Pour le démontrer, posons

=5 %
ce qui revient a changer origine; équation (6) deviendra
y+hu(yai=o

Supposons que de la nouvelle origine pour centre, on puisse décrive
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;

. Ty -+ u R
un cercle tel. que ponr tous ses points le module de 2% %0 g4t
;

iférieur a i ; alors. Papres ce qui précede. la série de Lagrange
exprime le développement de la plus petite valeur de . et pm‘“suitv.
on a la valeur de z qui differe le moins de #,. Mais, lorsqu’on ne
pourra pas tracer un pareil cercle, ce qui arrivera ndcessairenent
dans certains cas, ni mcéme un contour qul 1‘em|)]isse les conditions
du cercle, on ne voit pas alors ce que la série de Lagrange peut repre-
senfer.

Lo résumé, si pour une valeur domée de § la série de Lagrange
estconvergente, ot st 'on peut tracer un contour comprenant fe point

o, R . E-
qui répond a z,, et tel, que pour tous ses points le module de =

soit iniérieur & 1, on est assuré de deux choses . 1° que 'équation (6)
n’a quune seule racine comprise dans ce contour; 2° que la série de
Lagrange exprime le développement de cette racine. Dans te cas on
on ne saura pas tracer un pareil contonr, on ne counaitra pas ce cjue
la série de Lagrange représente.

SE. Lersquion est parvenu i séparer les racines d’une équation, on
peut obteniv des valeurs plus approchiées de ces racines en opérant
comine il suit. Prenons pour contowr un cercle ayant pour cenlre
Vorigine, et supposons dans la formule (5)

Fiz)= =z
HOUS ALrons

i

7
/

[ O
T 'f s T) dp-
n 0 ' 1l

H-z

Y - - : - — ' |
VT T Ty e Ty =y e Oy e Yy i

E\J

1§
2w

St toutes les racines ont des modules différents, et i nous les sup-
posons ¢erites par ordre de grandeur, z, ¢tant la plus petite, & Paide
de la formude {7) on pourra d abard cah wler 2, en prenant un cercle
qui I contienne seule; puis z, -+ z,, en prenant un second cercle qui
ne renferme (Jite ces deux racines, ot ainsi de suite.

Dans le cas ou plusieurs racines auraient des modules ¢ganx, 1
faudrait alors partager le cevele en un nombre de secteurs mf fisam-
tnent gl':um, pour gque dans wn meme secteur il “) ait pras deus ra-
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cines avant le méme module, et faire pour chaque secteur, en par-
ticulier, ce que L'on ferait pour le cercle entier dans le cas ou tous

{z)

les modules sont différents. Ceci suppose que le module de & %z—) soit

inférieur & 1, pour tous les points de chacun des cercles ou de chacan
des secteurs considérss.

39. Soit '
z= fla+G9(2)],

et proposons-nous de trouver une fonction quelconque de z, Frz)
Posons
z= fla + u),
d’ou résulte
u="~60[ fla—+ u)

Il s’agit alors de trouver F[ f(a + «i], ou F{z). En appliquant la
formule de Lagrange, il vient

n=—=uo

F(z)=F[fla)]+ 3 6" e L PACHICFACINGS

1.2.3...n

n=1

Cette derniere formule est due a Laplace.

41). Nous compléterons ce qui est relatif a la série de Lagrange en
indiquant une méthode due a M. Cauchy, pour calculer une limite
supérieure, du reste, que 'on obtient en arrétant cette série au terme
de rang n.

Cette néthode, qui s'applique a toutes les séries dans lesquelles les

coefficients de la variable s’expriment par des intégrales définies, ve-
pose sur deux théorémes que nous nous bornerons a énoncer.

Tutorime 1. Le module de Uexpression

(374

(8) L[S z)dp,

27 o

pour une valeur déterminée du module de la variable =, est inujours

~

inférieur a la valewr maxima maximorum du moclile correspondant

de f(z).
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Tueorime 1. Lea valewr die module de la méme expression est in-
dépendante dic modude de z, tant que ce dernier module est inférvienr a
celui porr lequel f(z) cesse d’élre finie et continue.

D’apres cela, si_f{z) pent se mettre sons la forme

(9) J(z)=Rel,

on aura une limite supérieure du module de Vexpression (8, la plus
rapprochée possible, en cherchant la valeur maxima maximorum R,
de R considéré comme fonction de p seulement, puis la valeur minima
minimorum de R, considéré comme fonction de r, r désignant le mo-
dule de z. Cette derniére valeur est appelée par M. Cauchy le mo-
dule principal de f(z). Or on trouve facilement que les valeurs par-
ticulicres de p et de r, qui correspondent au module principal, satis -
font aux ¢quations

D,R=o0. DR=o.

En ayant égard a ces deux équations, on déduit de Péquation (9) les
deux suivantes :
J ()
f(z)

z:Dﬂ,‘%?::th.

¢quations qui ne peuvent subsister que si i'on a

z=o0 ou f'(z)=o.

Comme la valeur de z, qui répond au module principal, est géne-
ralement difféerente de o, il en résulte que cette valeur de z est une
des racines de P'équation que 'on obtient cu égalant & o la dévivée de
la fonction proposée.

£1. Appliquons ce qui précede a la série (5) qui, ainsi quie nous
Pavons vu, comprend celle de Lagrange. Nous prendrons sculement
pour contour un cercle. Le terme général de cette série est alors

o (227
P f lf’r(“‘)<1;,) Jf//),

si i désigne le module de §, R le module principal de zI7(z) et R celui

w(z) - L
de —(—’, le module de ce terme général sera inférieur, en valenr ab-

(s}

t

—
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solue, a

nR
(I"R) ;

Par suite, le module du reste, lorsqu’on arréte la série au terme du

rang n, sera inférieur a

R [(l‘R)n"" (’,.R}Il+| + (’,R>n+2+“_] —

n

R (#R)
n 1—rR

Or, la série étant supposée convergente, le produit rR est inférieur
Punité, et, par conséquent, la valeur du reste diminue rapidement

avec .

Vu et approuvé,

Le 12 Novembre 1850.
Le Doven pe 1a Facurté pes ScIENCEs.

MILNE EDWARDS.

Permis d’imprimer,
I'InspECTEUR ENERAL DE L'INSTRUCTION PUBLIQUE,

Chargé de U Administration de I Académie de Paris,

CAYX,
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THESE DE MECANIQUE.

©

SUR L’ATTRACTION DES CORPS EN GENERAL.

PROGRAMME.

Tusortme 1. Lorsque Uattraction de deux élements est propor-
tionnelle a leurs masses et a une fonction F(r) ‘e lewr distance r, les
eomposantes de Uattraction d’un corps, de fisure quelconque, sur un
point materiel, sont représentdes par les dérivées partielles prises par
rapport aux coordonnées de ce point de la fonction

U=u/f[[pee(r)dxdydz.

dans lagquelle ¢ r) désigne une fonction qui a pour dérivee premicre
F(r), p la densité du corps attirant aw point x, y, =, et p. la masse
dre point attiré.

Nous ne considérerons que le cas ou I'attraction, étant proportion-
nelle aux masses, s’exerce en raison inverse du carré de la distance.

Nous appellerons, d'aprés M. Gauss, potentiel d’un corps attivant
relativement a un point attiré, la somme des molécules de ce corps,
divisées par leurs distances respectives a ce point.

Tutorime L. V désignant le potentiel d’un corps relativement
un point (a, b, c) et p la densité du corps en ce point, cn a

&V AV AV

de T ar T aE T

Tp oua o,

I~

suivant que le point consideré est intérieur ou extérienr au corps.
6
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SURFACES DE NIVEAU.

Tatorime HI. Le potentiel d’'un corps relatif aux points d’une
méme surface de niveau est constant.

Tutorime IV. Deux corps qui ont les mémes surfaces de niveau,
exercent la méme action sur un point de Uespace a un factewr con-
stant pres.

Tasorive V. Quand un corps est enveloppc de toutes parts pui
une surface ferimde, la somme des attractions due corps sur les éle-
ments supeificiels de cette surface, estimdes suivant les normales a ces
éléments, est égale a la masse du corps mudtiplice par 4.

COUCHES DE NIVEAU RELATIVES A I ATTRACTION D' UN CORPS.

Nous appellerons couche e niveaw relative a atiraction d’un
corps, une couche wmatérielle infiniment mince et d’épaisseur con-
stante, appliquée intérieurement sur une surface de niveau, et dout
la densité, en chaque point, est exprimée par Pattraction du corps
sur ce point.

Tutorime V1. 8t Lon congoit un canal quelconque dont les parois
latérales soient normales anx surfaces de niveaw, les masses inter-
ceptées dans detx couches seront entre elles dans le rapport des
masses des deux couches.

Turorime VII. Le potentiel (’une couche sur un point cxtériewr
est @ la masse de la couche dans un rapport constani.

Cororratre L. Les attractions exercces par deux couches sur un
méme point extéricur ont la méme direction, et ont leurs intensités
proportionnelles awx masses des deuax couches.

CornorraIre . Les couches de niveaw ont les mémes surfaces e
niveau exterieures.

Cororrarre L. Une couche quelconque a pour surfaces de nivear
extcrieures les surfaces de niveau du corps.
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Tniorinie VI Le potentiel d’une couche relatif ¢ un point inté-
rieur est a la masse de cette couche conune le potentiel du corps re-
latif a un point de la surface externe de la couche est a la masse du
corps.

Conorrank. Une couche w'exerce aucune action sur un point quel-
conyue situd dans Uintériewr de la surface interne.

Tueorniyre 1X. Les attractions exercées par le corps et par une
couche ont la mémne direction et sont entre clles, en grandeuwr, comme

lee masse dw corps est & la masse de la couche.

Tutoriate X. Les couches de niveaw ont méme centre de gravitd
que le corps.

Tintorntme X1, Les axes principaux d’inertic ont méme direction
dans le corps et dans les couches de niveau.

Vu et upproure.
Le 12 Novembre 1850,

Le Doven veE pa Facvrire pes Sciences .

MILNE EDWATRDS.

Pevaiis dimprimer,
[INSPECTEUR GENERAL DE L INSTRUCTION PUBLIQUE,
Charge de U \diinistration de U Académie de Paris,

CAYX.

PARIS. — IMPRIMERIE DE BACUELIEU,

rue da Jardinet, uv 12
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