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PREMIERE THESE.

SUR L’ACCELERATION SECULAIRE

DU

MOUVEMENT DE LA LUNE.

I. — Résumé des travaux antérieurs sur l'accélération du mouvement
de la Lune. — Etat de la question.

L’accélération séculaire du mouvement de la Lune a été signalée
par Uobservation longtemps avant qu’on fat en mesure d’en assigner
la cause par la théorie. De tous les phénomenes astronomiques, les
éclipses de Soleil et de Lune sont ceux qui ont le plus attiré I'attention
des anciens. Ptolémée nous a fait connaitre, dans’Almageste, un grand
nombre d’éclipses de Lune observées soit par les Babyloniens, soit par
Hipparque, soit par lui-méme. Mulheureusement les nombres qu’il
donne sont peu préeis, et il y a lieu de craindre qu’ils n’aient subi
des altérations. Les observations arahbes qui nous sont parvenues
paraissent mériter plus de confiance. C'est par I'é¢tude des éclipses de
Soleil observées en Asie par Albaténius, a la fin du 1x° siecle de notre
ere, que Halley a pu s’assurer, en 1695, de 'existence d’'une équation
séculaire dans la longitude de la Lune. Il ne se crut pas autorisé, tou-
tefois, & en fixer ia valeur numérique. Ce progres futaccompli cinquante
ans plus tard par Dunthorne et Mayer. Aux observations déja considérées
par Halley, ils joignirent deux éclipses de Soleil observées au Caire par
1bn Junis a la fin du x© siecle, ainsi qu’un grand nombre de documents
plus récents. Dunthorne fut ainsi conduit & attribuer au moyen mouve-
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6 P. PUISEUX.

ment de la Lune une accélération de 10” parsiecle. Apres une discussion
qui paraitavoir été plus compléete, Mayer adopta le chiffre de 67, 7. Dans
la derniére édition de ses Tables de la Lune, il le porta a g”, sans que
Pon sache bien les raisons qui ont déterminé ce changement.

Aucun de ces chiffres, toutefois, ne permettait d’établir un accord
satisfaisant entre les observations et les Tables. Frappé de ces diver-
gences, Lalande proposa de ne faire entrer dans la discussion qu’une
seule des éclipses de Ptolémée, en y joignant les deux observations
faites par Ibn Junis, les seules dont I'heure puisse étre regardée comme
connue avec précision. 1l obtintde la sorte une confirmation du résultat
de Dunthorne. Lagrange fut plus réservé dans un Mémoire présenté a
I’Académie des Sciences en 1774. Apres avoir cherché vainement i
rendre compte par la théorie du fait de I'accélération séculaire, il émit
des doutes sur la réalité méme de cette accélération. Selon lui, les
observations anciennes sont trop vagues et trop discordantes pour jus-
tifier les conclusions de ses devanciers.

La question historique, délaissée pendant plusieurs années, entra
dans une phase nouvelle lorsque M. Baily eut signalé en 1811, dans les
éclipses totales, un nouveau et précieux moyen de contrédle pour les
Tables de la Lune. Cette fois, ce n’est plus aux astronomes, c’est aux
historiens de I'antiquité qu’il faut s’adresser. Les éclipses totales étant
excessivement rares en un point donné de notre globe, il suffit d’une
indication méme approchée de temps et de lieu pour identifier 'éclipse
chronologique avec une de celles qui sont indiquées par les Tables; a
une condition toutefois, c’est qu’il ne subsiste pas une trop grande
incertitude sur la valeur méme de I'accélération séculaire. En adoptant
pour valeur approchée 10” et en faisant usage des Tables de Damoiseau,
M. Airy fut conduit a élever cette valeur 4 10”,72. Enfin, dans son
Mémoire de 1857, l'illusire Astronome royal d’Angleterre, se servant
des Tables construites par M. Hansen, a trouvé que la valeur de I'aceé-
lération séculaire, qui rend le mieux compte des éclipses totales de
Pantiquité, est de 12”,989, soil & peu pres 13”. Aucune des détermi-
nations théoriques effectuées jusqu’a présent n’atteint un chiffre aussi
éleve. '

Les géometres, cependant, ne s’étaient point laissé décourager par
I'insucces de Lagrange. Bossut avait déja, en 1762, présenté une expli-
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SUR L’ACCELERATION SECULAIRE DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 7

cation fondée sur 'hypothese d’un milieu tres-raréfié, mais résistant,
dont I'influence serait plus sensible sur la Lune que sur les planétes.
Lagrange avait écarté cette explication comme démentie par le ralen-
tissement de Saturne. Laplace montra qu’il suffirait de supposer que :a
transmission de la force atiractive de la Terre & la Lune ne fut pas
instantanée pour introduire une équation séculaire dans le mouvement
‘de notre satellite. Il signala également ce fait capital, qu’un ralentis-
sement dans la rotation de la Terre sur elle-méme, fut-il seulement de
o’,01 depuis le temps d’Hipparque, amenerait dans le mouvement
de la Lune une accélération apparente supérieure a celle que sem-
blaient exiger les observations. C’était déplacer la question, mais non
la résoudre, car aucune cause connue ne semblait devoir affecter
Pinvariabilité du jour sidéral. Lagrange, revenant sur la question en
1783, dans un travail inséré dans les Mémoures de I’ Academie de Berlin,
montra que les variations séculaires de 'excentricité, de I'inclinaison,
de la longitude du neeud ou du périhélie d’une planete, pouvaient pro-
duire une équation séculaire dans le mouvement d’un astre voisin, au
moins lorsqu’on avait égard aux secondes puissances des excentricités
et des inclinaisons. Faisant I'application de sa théorie aux actions
réciproques de Jupiter et de Saturne, il n’obtint que des résultats
négligeables, et, par une conclusion trop hative, il admit qu’il en serait
de méme pour toutes les autres planetes de notre systeme. C'est ainsi
qu’il se laissa enlever par Laplace ’honneur d’une découverte contenue
implicitement dans ses formules.

(est en travaillant i la théorie des satellites de Jupiter que Laplace
fut mis sur la voie de 'explication si longtemps cherchée. 1l reconnut
(u’ane variation séculaire dans I'excentricité de Porbite de celte pla-
nete produisait une accélération dans les mouvements moyens des
satellites. Ce résultat, transporté a la Lune, lui donna une équation
sé¢culaire peu différente de celle qui avait été déduite des seules obser:
vations. Une circonstance analogue se présente dans les mouvements
du neeud et du périgée de I'orbite lunaire. Cette importante décou-
verte fut communiquée & ’Académie des Sciences de Parisle 19 no-
vembre 1787, et publiée avec détail 'année suivante dans le volume de
I"Histoire de U’ Académie pour 1786. La premiere partie du calcul déve-
loppé dans les pages suivantes reproduit, en ce qu’elle a de plus essen-
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8 P. PUISECYN.

tiel, I'analyse du grand géometre. Laplace s’en était tenu a la premiere
puissance de la force perturbatrice du Soleil, et encore n’avait-il con-
servé que la partie principale du résultat. En présence de 'accord satis-
faisant du chiffre obtenu avec celui que Dunthorne et Lalande avaient
cru pouvoir déduire des observations, Laplace n’avait pas jugé néces-
saire d’examiner s’il ne serait pas modifié par une approximation ulté-
rieure.

En 1820, MM. Plana et Damoiseau reprirent la question. L2 premier,
adoptant la forme algébrique pour les inégalités lunaires, calcula jus-
qu’aux quantités du septieme ordre la série qui multiplie I'intégrale
Je?de dans le coefficient de Paccélération séeulaire. Cest sous cette
forme, comme nous le verrons plus loin, que se présente le résultat,
¢ désignant Uexcentricité de Uorbite terrestre. 1l trouva ainsi 107,58
au liecu du nombre 10”, 18 que donnait le terme de Laplace pris seul.
Par une voie différente, M. Damoiseau obtint 10”,72. Enfin M. Hansen
a porté ce coefficient successivement & 117,47 et 4 12”,18. La méthode
employée par lui n’a pas é1é publiée in extenso, et ce résultat emprunte
par conséquent toute son autorité a 'exactitude reconnue des Tables de
la Lune publiées par son auteur. Il est bon d’ajouter, cependant, que
["accord des Tables de M. Hansen aveec les observalions modernes ne
serait pas altéré par une modification apportée au coefficient de I'ac-
célération séculaire. Ce n’est qu’a une époque reculée que U'influence
de cette correction se ferait sentir, et il n’est pas encore absolument
démontré, au jugement de MM. Airy et Delaunay, que les observations
anciennes ne puissent étre représentées par les Tables actuelles, avec
une valeur différente de I'accélération.

Toutes ces déterminations s’accordaient & fournir pour le coefticient
considéré une valeur un peu supérieure a 10”, lorsque M. Adams, dans
un Mémoire lu & la Société royale de Londres le 16 juin 1853, vint
signaler un vice de méthode dans les recherches de MM. Plana et
Damoiseau. Dans les équations différentielles qui définissent le mou-
vement de la Lune, ces deux savants avaient traité 'excentricité de
i’orbite terrestre, et par suite le moyen mouvement de la Lune, comme
des constantes, pour ne leur attribuer le caractere de variables qu’apres
Pintégration faite. Ce procédé, légitime quand on n’a égard, comme
I'avait fait Laplace, qu’a ia premiére puissance dela force perturbatrice,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC


http://Lapla.ce

SUR L’ACCELERATION SECULAIRE DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 9]

cesse de I'élre quand on passe aux approximalions suivantes. La suppo-
sition contraire, la scule conforme aux faits, introduoit dans 'expression
de la longitude moyenne de la Lune de nouveaux termes proportionnels
au carré da temps, et le résultat primitif se trouve profondément mo-
difié. Cette conclusion imprévue, dont nous trouverons une confirma-
tion nouvelle dans les caleuls qui vont suivre, a été parfaitement mise
en évidence par MM. Adams et Delaunay. Nous renverrons, pour plus
de détails, au Mémoire inséré par M. Delaunay dans la Connaissance
des Temps pour 1864. On trouvera dans ce méme travail une confirma-
tion du résultat de M. Adams, obtenue parla méthode dont M. Delaunay
a fait la base d’une nouvelle théorie de la Lune. De ces recherches, et
des calculs plus complets dont M. Delaunay a donné le résultat dans le
tome LXXII des Comptes rendus des scances de I’ Academie des Sciences,
il résulte que le coeflicient de I'aceélération séculaire doit étre véduit
26", 176. C'est, on le voit, la moitié du chiffre de M. Hansen. Il con-
vient d’ajouter que la seule cause invoquée dans ces travaux pour
rendre compte de 'aceélération séculaire a €1é la variation de excen-
tricité de Uorbite terrestre. '

Les recherches que nous venons de citer ont recu depuis 'assenti-
ment d’un grand nombre de géometres. M. Plana, a4 la suite d’une
longue controverse, a été amené a reconnaitre la nécessité de modifier
ses calculs dans le sens indiqué par M. Adams. MM. Lubbock et Cayley
ont obtenu séparément une confirmation entiere de la théorie nou-
velle. M. Le Verrier, cependant, a longtemps combattu la modifica-
tion proposée comme inconciliable avec les observations anciennes. Il
faut répondre, avec M. Delaunay, que cet argument ne saurait étre
décisif dans une question d’analyse, et que, si la divergence annoncée
est réelle, la cause doit en étre cherchée dans quelque influence phy-
sique mal étudiée. M. Le Verrier alléguait moins, du reste, ses pro-
pres recherches que P'autorité de M. Hansen, qui affirmait avoir e¢btenu
par la théorie seule son coetlicient de 12”. A dire vrai, I'effet produit
par cette déclaration a di étre un peu atténué par la publication d’une
lettre de M. Hansen a M. Warren de la Rue, président de la Société

("} Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, t. LX1I, p. 7o04.
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10 P. PUISEUX.

astronomique de Londres ('). Dans ce document, M. Hansen, (out en
maintenant le chiffre proposé par lui comme le plus conforme aux
observations, reconnait comme exacte 'analyse de M. Adams; I'émi-
nent astronome de Gotha attribue la divergence a ce qu’il aurait, dans
ses propres calculs, traité comme constante une certaine quantité =,
dont la variation est liée & celle du moyen mouvement de la Lune.
Nous retombons, on le voit, dans 'hypothese fautive de M. Plana. En
vain M. Hansen insiste sur la concordance remarquable que 'hypothese
= = o élablirait entre le calcul et Pobservation. Un tel aceord ne sau-
rait racheter une lacune dans la théorie. Pour s’en faire une arme
contre le résultat de M. Adams, si bien confirmé par tous les procédés
de I'analyse, il faudrait avoir établi clairement que la cause dont on a
tenu compte est la seule qui puisse modifier le moyen mouvement de
la Lune.

Rien n’est moins démontré, et M. Hansen lui-méme donne, avec
M. Airy, son assentiment aux vues de M. Delaunay, qui a cherché
dans une nouvelle cause physique agissant sur la Lune I'explication
du désaccord. Déja Laplace avait signalé Vinfluence qu’aurait sur le
mouvement apparent de la Lune une altération, si petite qu’elle fut,
de la durée du jour sidéral. Dans une Communication faite & I’Aca-
démie des Sciences ('),M. Delaunay a montré, avec sa clarté ordinaire,
que le retard de la marée sur le passage de la Lune au méridien doit
produire un couple résistant qui ralentit la rotation de la Terre sur
elle-méme, accroit dans la suite des siecles la, durée du jour sidéral,
et entraine une accélération apparente dans le moyen mouvement de
la Lune. S'il est aisé de se rendre compte de I'existence d'une pareille
cause, il est beaucoup moins de la soumettre au calcul et de se faire
une idée, méme approchée, de la grandeur de ses effets.

Le dernier travail important qui ait été publié, & notre connaissance,
sur ce sujet, a paru en 1873 dans le Recueil des Memoires présentes a
I’ Académie des Sciences, t. XX1. Dans ce Mémoire, mon pere a démontré.
en poussant 'approximation plus loin que ne I’avait fait Laplace, que
la variation séculaire de I'inclinaison de 'orbite terrestre est sans effet,

(") Comptes rendus des séances de o Académie des Sciences, 1. LX1, p. 1023,
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dans les limites des temps historiques, sur Iaccélération du mouve-
ment de la Lune. Par A méme se trouve écartée 'hypothese d’une
équation séculaire due au déplacement progressif du nceud de Iorbite
terrestre. On voit en effet, & I'inspection de Ia fonction perturbatrice
de la Lune, que I'hypothése qui consiste & regarder comme nulle 'in-
clinaison de l'orbite terrestre, supposition permise dans la recherche
de I’équation séculaire, fait évanouir a la fois tous les termes ot figure
la longitude du nceud. Reste le déplacement du périhélie de l'orbite
terrestre, que Lagrange avait signalé comme pouvant produire une
équation séculaire de la Lune. Mais un coup d’ceil jeté sur la fonction
perturbatrice montre qu’il n’en est rien. La longitude du périhélie,
qui dans nos formules sera désignée par =, n’entre en effet que dans
les termes périodiques, et, si I'on suppose nulle I'inclinaison de Por-
bite terrestre, elle se trouvera partout associée aux longitudes moyennes
de la Terre et de la Lune, qui ont une variation bien plus rapide. Le
seul effet du déplacement du périhélie sera donc de modifier légere-
ment les périodes des inégalités de la Lune; il ne peut en résulter d’é-
quation séculaire dans la longitude.

II. — Calcul de l'accélération séculaire du mouvement de la Lune
par la méthode de Poisson.

1. L’objet propre de ce travail est P'application a la recherche de
I'accélération séculaire du mouvement de la Lune de la méthode de
Poisson. Dans un Mémoire lu 4 ’Académie des Sciences le 17 juin 1833,
I'illustre géometre a signalé une marche analytique nouvelle comme
éminemment propre a fournir la détermination des inégalités de notre
satellite. Laplace, et apres luil Plana et Damoiseau, avaient adopté la
longitude vraie comme variable indépendante, soit dans la fonction
perturbatrice, soit dans les équations différentielles qui font connaitre
les éléments de P'orbite lunaire. Conformément aux vues émises anté-
rieurement par M. Lubbock, Poisson prend le temps pour variable
indépendante. Partant, comme premiere approximation, du mouve-
ment elliptique obtenu en négligeant ’action du Soleil en comparaison
de celle de la Terre, il exprime les dérivées par rapport au temps des
éléments de 'orbite au moyen des dérivées partielles de la fonction
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12 P. PUISEUX.

perturbatrice. Aux équations ainsi obtenues, il applique la méthode de
la variation des constantes arbitraires, mais avec une modification
importante qui sera expliquée quelques pages plus loin, quand nous
aurons i tenir compte de la seconde puissance de la force perturba-
trice.

La méthode de Poisson, malgré les caracteres d’élégance et d’uni-
formité qu’elle présente a4 un haut degré, n’a jamais servi de base
une théorie proprement dite de la Lune. Indépendamment des applica-
tions peu nombreuses données par I'auteur, elle a été employée, dans la
question qui nous occupe, comme moyen de’ démonstration plutdt que
de recherche. Préoccupé surtout d’éclaircir la discussion, alors vive-
ment engagée, sur le résultat de M. Adams, M. Delaunay a entrepris
te caleul de Paccélération séculaire de la Lune par la méthode de
Poisson. Son analyse, qui n’occupe qu’un trés-petit nombre de pages
dans les Additions & la Connaissance des Temps pour 1862, s’arréte aux
termes du second ordre par rapport & la fonction perturbatrice, ¢’est-
a-dire au point ol commence i s’accuser la divergence des résultats.
Elle suffit sans doute pour décider la question en favear de M. Adams
contre MM. Plana et Damoiseau, mais il s’en faut bien qu’elle fasse
connaitre avec une exactitulde suffisante la partie de P'accélération
séeulaire qui est due & la variation de I'excentricité de Vorbite ter-
restre. Nous avons entrepris, dans les pages qui suivent, de combler
cette lacune. S’il n’en résulte pas pour I'équation séculaire de la Lune
une valeur plus ¢xacte que celles qui sont déja connues, au moins
sera-t-11 établi, contrairement aux idées émises par M. de Pontécou-
lant et par quelques autres géometres, que la méthode de Poisson se
préte & des applications de quelque étendue.

On sera sans doute frappé de la complication apparente de la [or-
mule définitive que nous avons eu i réduire en nombres, surtout si on
la compare & Pexpression plus complete que M. Delaunay, apres plu-
sieurs années de recherches, a donnée dansle tome LXXII des Comptes
rendus de I’ Académie. En réalité, cette complication tient 2 un avan-
tage de la méthode, qui compense largement en exactitude et en sireté
le léger surcroit de travail imposé par le calcul numérique. 11 se preé-
sente ici une circonstance analogue a celle qui avait déterminé Poisson
i choisir le temps comme variable indépendante. Les coordonnées du
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Soleil en fonction du temps, ou, ce qui revient au méme, les éléments
de 'orbite terrestre, sont données par la théorie du mouvement de la
Terre, et restent les mémes dans tout le cours des opérations. Cet
avantage n’existait pas pour Laplace et ses disciples, qui, prenant la
longitude vraie pour variable indépendante, voyaient les coordonnées
du Soleil se modifier & chaque approximation nouvelle et exiger I'in-
troduction de termes correctifs. De méme, en conduisant le calcul, par
la méthode de Poisson, jusqu’sux termes de 'ordre du cube de la fonc-
tion perturbatrice, nous avons pu éviter les développements en séric
pénibles et peu convergents substitués par M. Delaunay aux vitesses
moyennes du neeud, du périgée et de la Lune elle-méme. Jusque dans
les formules définitives, nous retrouverons soit les éléments de or-
bite, soit les coefficients du temps dans ces éléments. Or toutes ces
quantités sont aujourd’hui bien connues, et les nombres adoptés par
M. Hansen ont subi avec succes I’épreuve des observations.

2. Dans ce qui suit, on regardera le mouvement du Soleil autour de
la Terre comme connu. Ainsi ’excentricité de 'orbite terrestre sera
traitée comme une fonction connue du temps. On sait qu’elle peut étre
représentée pendant une longue suite de siecles par une expression de
la forme €, + ot -+ S¢*, ol & et 3 désignent des constantes.

Prenons pour origine d’axes rectangulaires, de direction invariable,
le centre de la Terre. Appelons

x, y, 5 les coordonnées de la Lune, supposée réduile a un point
matériel;

x', y', 7 les coordonnées du Soleil;

r, ' les rayons vecteurs de la Lune et du Soleil;

p. la somme des masses de la Terre el de la Lune;

m’ la masse du Soleil, comprenant, ainsi que p., le coefficient d’attrac-
tion désigné d’habitude par f;

R la fonction perturbatrice

' xx' 4+ vy’ + z3' . ! _ ]
re Vx—2) +(y—)y  i+i5—37

On trouve aisément, pour les équations différentielles du mouve-
3
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14 P. PUISEUX.
ment de la Lune par rapport aux axes choisis,

dx  px IR
dE T T
ary 785 JR
dr T 0]
3 vz R
drr 2z

—o.

3. Ces équations ne se prétent pas a une intégration rigoureuse.
Nous substituerons a la fonction perturbatrice R un développement en
, . . . . r .
série ordonné suivant les puissances ascendantes du rapport —, qui
est a peu pres 5.
Appelons s le cosinus de 'angle compris entre les rayons vecteurs
de la Lune et du Soleil. On a immédiatement
_xx' +yv' + 27
o rr’
et
r-ﬁ

r
! f\2 Ve f 132 . p2 « ’ 22— pl2
lx — 2P+ (y—y P+ (z2—3)P=r—oms+ri=7 (1_-’2_2_r’s+l)’

-1
, rs 1 r ’v‘l \ 7
R=m [r—,;——r—,—<l——'27,8+;7;) ]7
ou, en développant la quantité entre parentheses par la formule du
binome,

N

par suite

r’R r r 1 r? 1.3 /2r r?
—R==s—1—=s4+-—F ———|5s— — ) —...
r' r 2.4\ r’ r'e

m' 2 r't
ou
m' 1— 3s? r2 3s—5sr3
= SR T R )

La fonction perturbatrice n’entre dans la suite des caleuls que par
ses dérivées partielles relatives aux éléments de la Lune; on peut done
dans la parenthese supprimer le terme — 1. Occupons-nous maintenant
d’exprimer s, r et 7 en fonction des éléments qui servent & déterminer,
pour le Soleil ou pour la Lune, la position de P'orbite dans I'espace et
de I’asire sur son orbite.
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SUR L’ACCELERATION SECULAIRE DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 15

Soient
/la longitude moyenne de la Lune, comptée & partir d’un point fixe de

Iécliptique, telquel’équinoxemoyendu printemps au 17 janvier 1850;
= la longitude du périgée;

6 la longitude du neeud;

¢ la longitude vraie de la Lune dans son orbite;
e I'excentricité de I'orbite tunaire;

o I'inclinaison de 1'orbite sur I'écliptique.

Nous admettrons comme connus les développements en série du
rayon vecteur et de la longitude vraie suivant les puissances ascen-
dantes de I'excentricité. En désignant par a le grand axe de I'orbite,
on aura

2

r_ . { 3, ! \
Zﬁ1—|—;—\e—ge +...)cos{l— )

“(é 32+...>cos(2l— 2%) — (%e’+. ) .>cos(3l--~ 3m)

+<%e’+...>sin(zl—~2m)—l— (:—ief‘— . .)sin(3l'-~- 3w

Supposons que P'on ait choisi pour plan des zy le plan de I’écliptique
a 'origine du temps et pour axe des x la droite qui va du centre de fa
Terre au point fixe origine des longitudes. Sil'on considere les triangles
sphériques ayant respectivement pour sommets les trois points o1 les
axes de coordonnées choisis rencontrent la sphére céleste et pour base
commune la portion del’orbite lunaire comprise entre I’astre et lenceud,
I'application dela formule fondamentale de la Trigonométrie sphérique
donnera

x . .
= cosf cos{v — ) — sinfsin{v— §) coso,

=sinfcos(v — 8} + cosbsin{¢v —~ ) cosy,

I 9=

=sin(v — 6)sino.

~

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



16 P. PUISEUX.

Remplagons dans ces formules sing el coso par leurs développe-
ments en série suivant les puissances ascendantes de ¢, qui est & peu
prés 7. On trouvera

x o2

S, = €0sY + ‘;sin@sin(u——@)—...,
' . o? . \
C =sine — Zcoshsin{v— 9+ ...,
r 2
z . os.
- =sin(v—0) (9-—‘—.—*—...)-
U AN 6 7
2 vz )
Les valeurs de T T se déduisent des précédentes €n accentuant

les lettres qui figurent au second membre. Sil'on forme les produits
rx' y iy z3 . . . . ) .
T 3 .7 70 On trouvera, apreés avoir remplacé les produits de

F
lignes trigonométriques par des sommes,
s=cos{v— |+ ZAgfof cos(iv+ 'V + O+ 0 ).

Les anomalies vraies ¢ et ¢ s’expriment en fonction des anomalies
moyennes / — =, [’ — =’. Nous avons vu que I’on pouvait représenter ¢
par { + x, [ désignant la longitude moyenne, « un développement de

fa forme ,
Asin({ — &) + Bsin{2/ —a2w)+ ...,

ou A et B sont des séries ordonnées suivant les puissances croissantes
de e. Chaque terme de s peut étre regardé comme rentrant dans la
formule M cos(u + (x); mais on a, par la formule de Taylor,

ix?

. iz
cos(u—&—zx):cosu—l—smu—— cosu +-....

1.2

On développe les différentes puissances de x par la formule du binome;
on remplace encore les produits de lignes trigonométriques par des
sommes. On trouve ainsi, pour le développement de s,

s=cos({—U")+2A¢fe'lese'd cos(il +1'l'+jw + f'w' + k0 + k'§ .

On substituera dans R les valeurs trouvées pour r, r’ et s, on remplacera
les produits de lignes trigonométriques par des sommes et 'on aura
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SUR L'ACCELERATION SECULAIRE DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 17

ainsi le développement définitif. Suivant I'approximation que I’on aura
en vue, on s’arrétera i des puissances déterminées de ¢, o', ¢, €.

4. Pour évaluer I'ordre de chaque terme, on conviendra de regar-
/ . a
der e, v, ¢ comme du premier ordre. Le rapport des grands axes — sera

une petite quantité du second ordre. L’'inclinaison o' de 'orbite ter-
restre est actuellement trés-petite et ne pourra varier, comme I’a établi
Le Verrier, qu'entre des limites restreintes. Si 'on embrasse une
longue période, ¢’ sera regardée comme du premier ordre.

1l est aisé de se faire une idée de la grandeur de la force perturba-
trice R, comparée a la foree principale, qui produirait le mouvement
elliptique. Désignons par m, la masse de la Terre, multipliée par le
coefficient d’attraction. On sait que

n2a3=m'+ m,,

ou, en négligeant la masse de la Terre en comparaison de celle du
Soleil,

n*a*=m'.

L’expression de la force perturbatrice devient

oo P\ (r’\ (1 —3s  3s—55r
R:na<zl E) > -+ > F_*_ .

&

?
r
pour dérivées partielles les composantes de la force perturbatrice et
celles de la force principale. On sait que

Comparons R et &, c’est-a-dire les quantités qui ont respectivement

®=n'a’.

Done % est de ordre de n*a®. Par suite, le rapport de R a ; est com-

. n' . . . .
parable au carré du rapport —, qui est & peu pres 5. Ainsi la fonc-
tion perturbatrice R est du second ordre.
Les différentes parties de la fonction perturbatrice dont nous avons

eu a faire usage ont été extraites du développement donné par
M. Delaunay dans le Chapitre 1T de sa Theorie de la Lune. Pour passer
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18 P. PUISEUX.

de la fonction perturbatrice de M. Delaunay a celle dont nous avons
indiqué la formation, il faut exécuter les changements suivants :

o 3 _ﬂ_.
1° Supprimer la constante vt

2° Changer de signe tous les autres termes;
¢

o . .9 . , .
3° Remplacer y par sin_ ou plutot par le développement en série

. 0 . .
de sin I suivant les puissances ascendantes de g;

4° Remplacer /, qui dans M. Delaunay désigne 'anomalie moyenne
de la Lune, par / — @. De méme g sera remplacé par = — 0 et & par 6.
Des changements correspondants devront étre faits sur les lettres accen-
tuées qui se rapportent au Soleil.

Dans tous les calculs qui suivent, nous supposerons nulle I'inclinai-
son de 'orbite terrestre. On sait que cette supposition est sans influence
sur I'accélération séculaire du mouvement de la Lune.

5. Nous allons d’abord, en nous limitant, comme I’a fait Laplace,
a la premiere approximation relativement & la force perturbatrice,
chercher le coefficient du carré du temps dans la longitude moyenne.
Nous ne conserverons dans la fonction perturbatrice que lestermes non
périodiques du second et du quatrieme ordre.

On trouve ainsi

R:n”a’(—%~§e*—%e"+%@’)-

[ désignant la longitude moyenne, posons /= nt + ¢; ¢ sera la longi-
tude moyenne de ’époque. Nous admettrons comme connue la for-
mule qui donne la dérivée de c par rapport au temps :

de __ 2 JR \/l_—.——ez—-l—l—e’@_

dt ™ na da na*e de  paryi— e d9

Cette formule fait partie d’'un ensemble d’équations dont nous don-

nerons le tableau un peu plus loin. On peut y réduire les coefficients

(. . JR IR | . .
des dérivées partielles -—» — a leur partie principale. On trouve
de  do
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ainsi
de__ 2 JR e OR o OR
dt — nada~ a2na® 9e  ana® do’

D’ailleurs,
3
ﬂ)l:n”a<—— . e’-—-?le"—i—%CP’),

Jda a2 4 4 4
oR 3 .. JR .
o—e:—7n ae, @-:zn a‘q¢.

Substituons; il viendra

Examinons comment cette formule pourra fournir par I'intégration
un terme proportionnel au carré du temps. Les éléments de orbite
lunaire, e et o, doivent étre traités comme constants dans le second
membre, attendu qu’ils n’ont pas d’inégalités séculaires. La théorie de
la Terre montre que le moyen mouvement du -Soleil 2’ n’a que des
inégalités périodiques. On peut donc aussi le traiter comme une con-
stante dans la recherche de I'équation séculaire de la longitude. Mais
I'excentricité ¢ se compose d’une partie constante €, et d’'une partie
proportionnelle au temps. Remplacons dans la formule précédente ¢
par €, + «¢ et intégrons; il vient

/2

3n
=l Nt — = —e'.at’~
2 n

. s . 3 n’t . 1
Si ¢ est exprimé en siecles, — = — ¢, est le coeflicient de I'accéléra-

tion séculaire. Dans la réduction de cette formule en nombres, on
prendra :

Pour n’ I'angle décrit par le Soleil en cent ans, c’est-a-dire, en se-
condes, 129600000";

n’ .
Pour — le rapport des moyens mouvements du Soleil et de la Lune,

c’est-a-dire 0,07439;
Pour « la diminution en cent ans de I’excentricité de Porbite ter-
restre, diminution qui est de — 0,00004339;
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Pour ¢, la valeur & 'origine du temps de I'excentricité de 1'orbite
terrestre, c'est-a-dire ¢, = 0,01677.

Le calcul donne pour le coefficient de 7%, en secondes, le nombre
-+ 10",52.

Ainsi, on voit que le mouvement de la Lune en longitude s’accélere,
et que cette accélération, au degré d’approximation dont nous nous
sommes contenté, differe peu de celle qui a été donnée par Laplace.

Deuxiéme approximation. — Principe de la methode.

6. Nous supposerons connues les équations qui donnent les dérivées
par rapport au temps des éléments de I'orbite lunaire en fonction des
dérivées partielles de la fonction perturbatrice par rapport 4 ces mémes
éléments. Ces formules, démontrées, depuis Lagrange, par un grand
nombre de géometres, sont les suivantes :

do_ o om, “TEL on oy
de na'yr— e*sing 99 l na'yi — e \d&  de, ’
ds 1 aR
de = nayi — e'sing dg’

de Ji—e? %+\/1~e2—1+(” IR

T nae Jw nale O¢
tang 2 —
do ®a9 OR Vi— e 0R
dt ™ gy - e 09 nate Jde’
da 2 JR
dt = 7 na 9’
de 2 dR Ji—e—1+ e dR tang oR
dt — na da nate de  pefi—e do’

Nous rappellerons que

dr__,  ds . OR IR
o= " ta Y T

.. . . da . . 5 la relati o a .
De I'équation qui donne - Jointe & la relation connue n*a*= g, il
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résulte immédiatement

dn_3 0R
dt ™ a* 0¢

Nous profilerons de ce que e et ¢ sont de petites quantités pour
remplacer dans ces formules les radicaux et les lignes trigonométri-
ques par des développements en série, limités, suivant les cas, a leur

premier ou a leur second terme. Ainsi —1—1—62 sera remplacé par 1 -+ 5;—2,
tang s par 24 ha

2 2 24
du carré de la fonction perturbatrice pourront étre négligés dans les
dérivées partielles. Toutefois I'excentricité ¢’ de I'orbite terrestre, qui
joue un role particulier dans la question, sera traitée comme une quan-
tité de P'ordre zéro.

Dans les seconds membres de ces équations, on regardera les élé-
ments de I'orbite de la Lune comme des conslantes données par une
premiére approximation; les seconds membres deviennent ainsi des
fonctions explicites du temps, a la condition de remplacer les lon-
gitudes moyennes / et I’ de la Lune et du Soleil respectivement par

nt+¢g, n't +¢. Si alors on représente les équations par les formules

> et ainsi de suite. Les termes qui seraient de Pordre

da de
\ aa __ A
(O{) dt—A, dt—E, ey

I'intégration s’eflectue immédiatement, et ’on trouve

l I
a:au+fAdt, e:eo—i—fEdl,
tg le

Ces formules constituent une nouvelle approximation. Aux valeurs
précédemment adoptées pour les éléments de I'orbile, on substituera
les nouvelles, mais on ne devra plus négliger dans les dérivées par-
tielles que les termes de I'ordre du cube de la fonction perturbatrice.
On appliquera le méme procédé autant de fois qu’il sera nécessaire
pour Pobjet que I’on a en vue.

Cette méthode, suffisante en général pour I'étude des perturbations
des planetes, est en défaut quand il s’agit de la Lune. La force pertur-
batrice provenant du Soleil est ici une fraction trés-appréciable de 1at-

4
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traction de la Terre, et I’hypothése du mouvement elliptique est trop
éloignée de la réalité. Il en résulte dans les approximations succes-
sives un défaut de convergence qui rend la méthode impraticable. Pour
remédier A cet inconvénient, Poisson a proposé de regarder des lc
début les éléments angulaires de la Lune comme formés d’une partie
constante et d’une partie proportionnelle au temps. Ainsi I'on rem-
placera 9, =, ¢ respectivement par 0 + k¢, w +it, ¢ +jt. Les seconds
membres des équations («) seront toujours des fonctions explicites du
temps, dont I'intégration n’offrira nulle difficulté. On regardera A, i, j
comme représentant complétement le coefficient du temps dans les
expressions définitives des éléments. Si donc les corrections subsé-
juentes que P'on est amené a leur faire subir renferment une partie
variable avec le temps, on écrira que le coefficient du temps y est nul.
On aura ainsi, aprés un petit nombre d’opérations, le nombre d’équa-
tions nécessaire pour déterminer A, ¢, j. Si 'on a seulement en vue,
comme c’est ici le cas, de déterminer le terme proportionnel au carré
du temps dans la longitude de la Lune, il est clair que 'on pourrs
négliger les parties proportionnelles au temps qui se présenteront
dans le courant du calcul, en se réservant d’adopter, pour ’'expression
définitive du moyen mouvement, la valeur exacte fournie par les
observations.

Proposons-nous maintenant d’obtenir la partie séculaire dans la
longitude moyenne de la Luue, en tenant compte des termes pério-
diques de la fonction perturbatrice dont I'ordre est égal ou supérieur
d’une unité & celui du terme principal. Dans I’évaluation de 'ordre des
termes, on fera abstraction de ¢'. Toutefois, on exclurales termes ol ¢
n’entrerait qu’avec un exposant supérieur i 2.

Le mode de calcul que nous allons employer repose sur la remarque
suivante : a4 ce degré d’approximation, toute partie non périodique
introduite dans la dérivée de la longitude moyenne peut étre regardée
comme fournie par un terme unique de la fonction perturbatrice.

En effet, un terme périodique quelconque, dans’expression primitive

dil ' .- .
de > sera de la forme Acosa, « désignant un des arguments qui

figurent dans la fonction perturbatrice. La correction apportée par le
calcul d’approximation sera formée de termes périodiques tels que
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B cosf3, 8 désignant encore un des arguments de la fonction pertur-
. . ., dl .
batrice. Sil'on veut que la valeur corrigée de -, renferme une partie

séculaire, il faudra que I’argument résultant « == 3 ne contienne aucun
des angles /, 7, =, §, dont les périodes sont comprises entre vingt-sept
jours et dix-huit ans. D’ailleurs, la supposition ¢’ = o a fait évanouir
tous les termes ot figure I'angle ¢'. 1l faudrait done que « = 8 fut un
multiple de =’ seul, ce qui est impossible, puisque, dans un argument
quelconque, la somme des multiplicateurs des arcs est toujours nulle.
On doit donc avoir « == 3 = o; par suite, « et 3 ne sont qu’un seul et
méme argument de la fonction perturbatrice.

Ainsi, un terme quelconque de la fonction perturbatrice ne fournira
d’inégalité séculaire dans la longitude de la Lune que s’il est combiné
avec lui-méme. Il en résulte que, dans la recherche de cette inégalité
séculaire, on pourra réduire successivement la fonction perturbatrice
a chacun de ses termes.

8. Nous avons déja énoncé la regle qui présidera au choix des termes
] 8

dans la fonction perturbatrice. Un terme quelconque ne renferme que

des puissances toutes paires ou toutes impaires de ¢'. En excluant les

puissances de e’ supérieures & la seconde, on fera rentrer tous les coefti-

cients dans I'une des deux formes

Ae' et A, + B, e

Dans 'expression de la dérivée de la longitude, limitée a sa partie
non périodique, ces coefficients n’entreront que par leur carré, o I'on
devra considérer seulement le terme en ¢'2. Un terme de la premiere
forme donnera A2¢’2; un terme de la seconde forme donnera 2A, B, ¢2.
Pour obtenir des résultats comparables, il est clair qu’on devra prendre
A, A,, B, avecle méme degré d’approximation. On s’arrétera partout
aux termes d’ordre o ou 1 en e et ¢.

Ces restrictions posées, la fonction perturbatrice se réduit aux vingt
termes qui suivent :

(o) —n”a’[( %——%e”)cos(o)

{r) +( %—i—g )cos(zl—zl’
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3
— > écos(l —w')
i (
I 3
+{-e+ > ed?)cos(l—w)
2 4

-+ % ecos(2l—1I—w)

— 2 e'cos(2l— 31+ w)

5 , r
—l—(%e——%ee’\cos(—l——m—kzli

/

——~

3 15
— = —_— ee”? —wm—al
-+ 4e+see>cos(31 w—2
—%e”cos(zl'—zm’)
3 s A
+Zee’cos(l—-w+l—m;
3

+ —~ee’cos(l—w— '+ o)
i ;

— %{ e'2cos{2l — 4l + 2w}

— gee’cos(—l—m+l’+ '

-+ %%ee'cos(——l—m—&—?)l’— )

+gee’cos(3l-w —I'—

— %ee’cos(3l—m—~3l’+m’}

+ gee"cos(l—.— w+a2l—2w'!

+ lg—s ee*cos(—l—w+ 4l —25w')

— % ee'*cos (3l —w — 4!+ 25"}

+ % eecos(l—w — 20+ “")]'
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9. Cherchons en premier lieu sile terme non périodique donnera,
par une seconde approximation, une partie séculaire dans la longitude

.

dela Lune. La fonction perturbatrice réduite 4 ce terme donne, par
I'application des formules du n° 6,

dn dl n'? . 3 o2
=0, ——=n—-{14= .
dal *odt ' n

On voit que n doit étre traité comme une constante. Pour obtenir

. . dl . . .o
P'accroissement du premier ordre de -, il faut, dans la partie principale,
attribuer A n sonaccroissement du premier ordre qui estnul. On a done

simplement
dsl_ w3
dt. = n 2 )

C’est en intégrant cette formule, ol ¢'* est regardé comme fonction
du temps, que nous avons obtenu une premiere valeur de Paccélération
dl

m?
il faut donner a n dans la partie principale son accroissement du
second ordre et dans 'autre partie son aceroissement du premier ordre;

on trouve ainsi
dsé.l | n'? 3 .\
=0+ — |4+ —e'?}o,n.
nt 2

séculaire. Si on veut trouver Paceroissement du second ordre de

Mais 0, n et 0,n sont nuls I'un et 'autre. Il suit de Ia que le terme
non périodique de la fonction perturbatrice ne modifie en rien le coef-
ficient trouvé pour l'accélération séculaire.

10. Passons maintenant aux termes de la fonction perturbatrice
qui ne contiennent pas e en facteur. Ces termes sont de la forme

a”@rAcos(il + '+ 2},

ol A désigne une fonction de ¢/, « un multiple de =’ dont il est inutile
de spécifier lavaleur. On pourra négliger le coefficient du temps dans «
en comparaison des coefficients du temps dans /et dans I'. On pourra
aussi admettre que la partie proportionnelle au temps dans / est précisé-
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ment nt, supposition qui n’est exacte que dans le mouvement elliptique.
Le coefficient du tempsdansi’argument se réduiraalors din +i'n’. Posons

R=n"2a’A cosu.
On en déduit, par application des formules du n° 6,

dn . . dl 4n"
— = —3in?Asinu, — =n+ 12 Acoseu.
dt Toodt n

La premiere formule, intégrée, nous donne

o,n=-3in" fAsinudt.

’

. . de .. dA
Intégrons par pariies, en remarquant que 7 et par suite ar peuvent
étre traités comme des constantes,

3in 3int  dA
on=—=-———Acosu — ~———— — sinu.
(tn+1'n")* dt

. . dal . . 5
L’accroissement du premier ordre de - s’obtiendra en donnant a »

dt
dans la partie principale son accroissement du premier ordre et con-
servant sans changement la seconde partie; il vient

ddl n't
- g, n + 4 Acosu
dt n
ou
dad_( Bint g\, o 3in?  dA
di ~ Nin+in ! {in+n')? dt ~ ’

on en déduit, en intégrant par parties,

P~ [( 3ipz __4n7 )]Asinu

in—+1i'n)? niin—+1on'

[ 6in’® 4n 'JdA
+ + — cosu.

(in+7n'?  nin-+1in')] dt

La correction du second ordre, pour r, se déduit de la formule qui
dn . R . .
donne = en y attribuant a Z son accroissement du premier ordre. On

trouve ainsi
dd.n

T = 3in*Acosu.1d,l,
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ou, en se bornant a la partie non périodique,
dé.n [ gin's 6:n'i ]A dA
_ ,

. T T T e + T Y —_—
de (in+n'} " n(in+n'): dt

et, en intégrant,

'3 375 2l
R S (LS LA 1Y

in+0n'P  nlin+i'np

, . /) . .
L’expression de % fournit de méme

dad,l n'? n' .
—— =dn—4 — Acosu.d,n—4 — Asinu.id, [
= — g g .

Substituons, en ne conservant que la partie non périodique;

S " 3’4 2l s -
dozl——A’[z( 9l*n " 9i*n . tfin J

dr T in+n' P nin+in? " nlin+in’)

On fera 'application de cette formule aux termes de la fonction per-
turbatrice qui rentrent dans le type choisi. Dans le coefficient A2, on
ne gardera que le terme en €. Pour déduire de la formule précédente
la portion introduite par chaque terme dans le coefficient de ¢, il suf-
fira de remplacer e’? par €,«, « désignant la diminution en un siecle
de I’excentricité de ’orbite terrestre.

Il sera inutile de considérer les termes qui, dans notre développe-
ment de la fonction perturbatrice, portent les numéros (8) et (11). Ces
termes introduiraient en effet dans la longitude moyenne des parties
contenant en facteur ¢'*. Il suffira d’appliquer la formule précédente
aux termes qui portent les numéros (1), (2), (4), (5). Pour le calcul

1

.. . n S
numérique, il sera commode de poser — =v; la formule générale de-
vient

daé.l I
—— = — AW/ ] 2 4

. = ( i’>3+< IS 7
2l1+—=vy I+.—U> (I+TU>
4 [4 l
Le Tableau suivant fait connaitre I'application de cette formule aux
différents termes :
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MMERos i, A, A2, PARTIE PROPORTIONNELLE A £* DANS LA LONGITUDE MOYENNE.
des termes.
315 5 14
) o | —o | 2.4 2en _Lg" 3t a't - 9 -+ 9 3 !
3 3 16 6 2{1—v) {(1—mw) = |
(2} 0 o
3, [~ ( 14
1 2 | —1 s 9 g ——-?7;“( ztal't 9 -+ 9 —+ u
8 64 64 1 1 * 1
20 1— ~-v T— =7 I— =9
B 2 2
X 21 i 141, 9 9 14
3 9 | -3 — 2 e | =Tt n't -+ * 3+
(3 67 64 : 3\’ 3
2{1——~v I— = I—-v
l L_ 2 / 2

Pour la réduction en nombres, nous ferons usage des données qui
ont déja servi dans la premiere approximation. On trouve ainsi, pour la
partie du coefficient de ¢* relative & chacun des termes considérés,

C¥ =+ 0”,1599, .
C'=+ 8”,9827.

t1. Passons maintenant aux termes de la fonction perturbatrice qui
contiennent e en facteur. On posera
R=nr"a*e¢eAcos{il +{'l' — & + z,
2 étant un multiple de ', A une fonction de ¢'. Pour simplifier I'écri-

ture, nous désignerons, comme tout a 'heure, I'argument par «.
L’application des formules du n° 6 donne immédiatement

de ' Asinu dw ne A cost
o ri—Tal: —_— = = 5 1.
dt n o dt n e

. dA R .
Intégrons, en remarquant que —; peut étre traite comme une con-

stante; il vient

S n’ A cosu + n A
0,6 ——~— —————— 7 & T o i S
' niin+1'n') nin+1n')* dt ’

n'’? n'?

_— e Asint — ———————— " cosu.
nelin —+i'n') ne{in + 'n'y dt

dw ==
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Par le méme procédé, 'équation

dn .
— =— 3in"?eAsinu
dt
nous donnera
din= 3in"e A cosu Bin"e dA sinu
TTin+in {in+1n')* dt ’

On n’a pas A se préoccuper de 9,7, qui fournirait des termes contenant
au moins e? en facteur, et par conséquent sans influence sur le résultat

v )2 . C oo .. dn
que nous avons en vue. L’équation qui fait connaitre — donne, par
la différentiation,

déd.n

g = 3in*Asinud, e+ 3in?e A cosu o, w.

Substituons, supprimons les parties périodiques el intégrons; il
viendra

3in’
2n(in+i'n')?

6,]},:— 2

On trouvera de méme, en différentiant la formule qui fait connaitre g—i,

dd.l
Tdt T

n'z n'? .
o n 4+ 1% A cosu die 4+ VAN eAsinud,m.
2n 2n

On en déduit, par la substitution des valeurs de d,e et ¢, et par la
suppression des termes périodiques,

dd,l 3in' 7n'¢
— = N —— 4 -, s k
dt an(in+i'n')*  an*(in+i'n')
- n'
ou, en posant comme précédemment — =,

do,l sy 3 7 -
dt —_A”"[z(i+i'v)z+2(i+i'u)J

Dans A? on ne devra conserver que la partie qui contient en fac-
teur ¢’2. Il suit de 1a que les termes que nous avons inscrits dans la

fonction perturbatrice avecles numéros (16), (17), (18), (19) n’ajoutent
5
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30 P. PUISEUX.

rien, dans la seconde approximation, au coefficient de P'accélération
séculaire.

Il soffira d’appliquer la formule précédente aux termes qui sont
désignés dans la fonction perturbatrice par les numéros (3), (6), (7),
(9), (10), (12), (13), (14), (15). Le Tableau suivant donne le résultat
de ce calcul :

NUMEROS ; ; A 2 PARTIE PRUPORTIONNELLE A ¢*
des termes. . ' * : dans la longitude moyenne.
3 3 3 , 3 7
i3) 1 o §+—,c” Zz:“ ~ % it at 't E+é
2 3 /
5 b, 405 3 3 )
6 - ? 97‘4?(‘,2 4JG i ‘1—6('/"732!.”’[ 2(1—2 )2+l(1 71,:)
4 L. —2v 21— 2v) |
3 15, 45 45 [ 9 - a
(= 3/ —a2 !l —Z4-"¢" —— 't = ¢ lPat.n't A
7) A 16 TR | 2(3—2v)  2(3—av:
\ 3, . 3 - -
‘9) 1 1 L e D g — l &P at 't F — L
4 16 16 C2(1+v) 2(1+ v |
. 3 2 3 -
‘10) 1] — 1 40' %e” — _96 ¢ Slat.n't ( i + ( 7__
Y 1 2(1—v)? 2(1 — v
- -
9, 81 81 s T 3 7 ]
55 — 1 1 —_ZC — — e at.nt —+ -
2 8 64 65 L S =) T a—v)
063 3969 3969 B 3 = 7]
3 — 1 o 2 N 2 st OB at.n't i i /
) ? 8 6 64 2(1—3%) " 2(1—3) |
. 3 . - .
1) 3] — »Se’ ()2;82 — 694 & Pat.n't z(39 7 2(3’ s
; o3 —y .
, . 21 i, e R 7
15 3] —3 — = — ¢” — S et -
15) 3 64 64 | s =) T8 —7)

Le calcul numérique de-chaque terme a donné en secondes les résultats
suivants :

C' ==+ 0,1456 C" = + 0,0991 Cy'Y = -—16,8314
C® =+ 6,0748 CY' % == 40,1208 Cy'* == + 0,0094
Cy'=— —o0,1945 Cy=—o0,2718 C)* = +0,4933

Si P'on réunit ces nombres & ceux qui ont été fournis par les termes
indépendants de e, ainsi que par le terme non périodique de la fonc-
tion perturbatrice, on trouve, pour le coefficient de I'accélération
séculaire,

€= 5", 8y
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(’est, & 0”,2 pres, le résultat d’abord annoncé par M. Adams. En faisant
dans les dénominateurs de nos formules v = o, on retrouverait la
valeur que M. Delaunay a obtenue par une marche analogue a celle
(ue nous avons suivie, mais en négligeant le coefficient du temps dans
la longitude moyenne de la Terre (voir les Additions a la Connatssance
des Temps pour 1862).

12. Nous allons maintenant, sans sortir de la deuxieme approxima-
tion, apporter dans le calcul une précision plus grande. A la partie
déja considérée de la fonction perturbatrice nous joindrons les termes
du quatrieme et du cinquieme ordre, le terme principal étant regardé
comme du second ordre et ¢ étant traité comme une quantité de
I’ordre zéro. Cette extension n’apportera, du reste, aucun changement
dans la méthode suivie. Nous continuerons 2 supposer nulle 'inclinai-
son de l'orbite terrestre; mais nous aurons égard a la partie propor-
tionnelle au temps dans la longitude du périgée lunaire. Provisoirement
on négligera toutes les parties de la fonction perturbatrice qui con-
tiennent en facteur . Les termes qui en résulteraient dans la longi-
tude moyenne de la Lune seraient, en effet, multipliés par fe'*ds.

Les termes de la fonction perturbatrice qui rentrent dans les con-
ditions posées sont au nombre de trente-cing. En voici la liste :

(o) R=n"a [——i—i—gfgg— %eﬂﬁ—e"(—g%— l'(z).'f’— I%e’)] cos (o]

) ﬁ_[_%+%92+§ﬂ+e”<'~,§—% 2 7.6’)]005(2/——2[’)
(2 -&Plg—%q)”——l—l' e’+e"<%——39-’—%&)]005(1—5

{3) +e£%"g.’z"%ez""e’2<—‘4‘3§—*‘%?‘—F—lgfe?);icos(l—i—m—ﬂ’}
4 +e;—%+%q%—%e’—i—e”(?—%9’——%9’)]605{31~m—21’/
[5) -+ e’<——-%+Téq’+$§ez)cos(2l—31'+ ol

(6) +e’<%——l?% "——:—f—)e*> cos{2/ —!'—w')
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3 _ 9
M Z T2 p2 —_— l’-— !
+ ee (4 5@ e)cos(l_ w4 @)
8 9
I I T 2 — — !
+ee<4 8 e)cos(l w—l+o)
(=94 94 %9, — U~
+ee< g+ 59 +64e>cos(l+m I'—w')
63 63 273
A B T 2 —_— ! d
+ee(8 = 64e)cos(l+m 3V + ')
3 3 519
(3 3 97, RS T
e <8 6% 646)"05(“ v =)
of 21 2t 399 , (3] —m— 3l 4+
+ee(—§+;é<?‘+g4—e)005\31 w3+
+ez(l+ie”>cos(2l—~2m)
8 16
3 15 B r
_*_e:(.az_,x_.ge’)cos(ﬂ—zw—-zl)
+cz<_18§+7 e”)cos(—2w+2l')
4o __3___9_3'2 cos(2! — 26)
T 8 16
+¢2<—§+'i—ge”)cos(——26+‘2l’)

e”> cos{l—1")

+
B
/I\
ol oot
|
BN W

L
fw R
—

+

ee' cos(2l—2m— '+ o)

or O

1

+ e cos(—ow+{ -+ o)
105 ’

-5 ee cos(—a2m+ 3 —w')

3
+3gee cos{fl—25— 10— o)
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(25) —%e’e’cos(4l—2w—~3l’+m’)
(26) + ?—Ge’e’cos(zlﬁzm—}—l'—m’)
(29) —%cp’e’cos(ﬂ-—z@—&l’—w')
(28) -_%gwwmuz_ze—r+mq
(29) —i—-l%cp’e’cos(—ze—f—l’—l—m’)
(30) ._%@wwmpﬂe+3h—w>
(31) —%gecmu—mq

(32) ——% ‘%e’cos(l—zl’—km')

(33) + g 576'005(31—21’—13’)

(34) 2% eos(31—4U+ o) |-

13. Comme dans les calculs qui précedent, on a le droit de consi-
dérer isolément chaque terme de la fonction perturbatrice. Demandons-
nous en premier lieu si les parties en e* et ¢? introduites dans le terme
non périodique modifient la valeur fournie par ce terme pour le coeffi-
cient de I'accélération séculaire.

@—%ﬁﬂ;

Posons
on en déduit, par Papplication des formules du n° 6,

)

R:nfzai[__%__‘_%(?2___%e2+e/2(,_%+

o

T

dn_, de_, do_

dt— 7 dt 7 de 7
dl._ nl, 9 2 9 T _t f2 3 63 2 45 2
d—r"*?[—“’é‘?‘ée” (‘5*5‘? ‘T«seH
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Pour appliquer la méthode de Poisson; il faudrait prendre les varia-
dn de
di’ di.

do . . 5 ;
- On voit que n, e et ¢ doivent étre regardés comme des constantes.

tions du premier ordre de n, e et ¢ en intégrant les valeurs de )

. . ., di .o
Donc, I"expression précédente de T n’est pas modifiée par la seconde

. . . . s 1l
approximation. La partic proportionuelle a ¢* dans fd—t reste donc

n 32

n—,ze” _3 —%—@o’—ﬁe’ )

2 i 10
du moins en se bornant aux puissances de e el de ¢ que nous avons
conservées.

14. Occupons-nous maintenant du terme désigné dans la nouvelle
fonction perturbatrice par le n° 1 et qui a pour argument 2/ — 2/.
Pour plus d’uniformité dans les calculs, on posera, en remplacant les
coeflicients numériques par des lettres,

\

R=n"a’[A + B¢+ Ce? + e {A"+ B'¢* + C'e?)] cos(2{ — 2.

Nous abrégerons I’écriture en représentant par u I'argument 2/ — 2/
et par p le coefficient du temps dans cet argument.
De I'expression de R on déduit

JR JR

w2 de *

(?)_ll{ = —2na[A + Bo*+ Ce*+ €' (A" + B¢’ + Ce' ] siny,
dR ty o ! !

o_(?: 2n"?a’y (B + B'e'*)cosu,

R 2n"a’e(C + C'e’?) cosu,

de

()R 2 ’ ’ ’ ! o7

i an?afA + Bg? + Ce’ + (A" + B'o'+ C'e?)] cosu.
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On eu déduit, par application des formules du n° 6,

v n? A ) A A (pr L A . AN
;/7__—7@%A+(B+E>@’+(C+;>e*+e [A-q—(\B . -l—2—>(?2+(c +;—>e]

‘
(kf:: _ gA + Bg?+ <(,-— é)e’—i—e"[A’—{—B’o +<C’ A > 2]%sinu.
llt 4 4,

sinu,

il e
= +’%[4A+389’+3Ce’+e”(4A’+3B’qﬁ’+3C’e’)cosu],
O 6 (A Ber 4 Cert (A -+ Bor 1 ]

v i n'?| ¢+ Ce'+e + B2+ Ce)]sinu.

12

l
Intégrons cette derniere formule, en nous rappelant que —— peut

étre regardé comme une constante. On trouve, pour la vanat;on du
premier ordre 9, n,

871—(‘——’,—[A—l—Bo’—&—(‘fﬁ—%e”\\—{—B’r ~+ C'e*jeosu

6n' ‘s poad.oet
+ Blor+ C'e¢?) g5 sinu.
D’ailleurs
dd,l n' ~ e roar . .
I =dn+ ~n~[4A+ 3Bo? +-3Ce*+ €2 4 A"+ 3B'o* + 30 ¢*)] cos .

En intégrant, il vient

1= ':;;L (A’+ B'o2+- C'e?) ddf costt

=+ (—;-ZT[A—FBCP’—F Ce’+ e A+ B'o? + C'e?)]sinu

+ Z—; [4A = 3Bo'+ 3Ce'+ ¢ (4A’ + 3B'gt -+ 3Ce!)]sinu

2

+ ;’p (4A + 3B ¢+ 3Ce) T cosu.
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d d
On trouve de méme, en intégrant les formules qui donnent —> —%»

de = "—ze% A+B<P’+(C—— §>e*+e'=[A’+B’@2+ (C’— —A—) e’]lcosu
np 4 : 4 )

_on , . AN Nde
np’eL_A +B cp’+<C Z—)eﬂJ J;sin%,
dio :nch% +(B+A>¢+(C+A>e2+e’=[ (B’ A><P’+(C'+-A—>e’]}cosu
= np Y 2
— 2—2,0 A'+<B'+A> ((}' A)g?Jd'e sinu.
np*7 | 12 dt

Pour obtenir la variation du second ordre de =, il faut, dans la for-

[

dn » attribuer 2 /, e, o leurs variations du pre-
dt ? p

mier ordre. On trouve ainsl

mule qui fait connaitre —;

dd.n

7 =—12n""[A + Bg? + Ce’ + €?(A' + B g* + (' e*)] cosud, !

—12n""¢(B +-B’¢€?) sinud, ¢ —12n?e(C + C'e’?)sinud,e,

ou, en remplacant &,/, 3,0, ¢, e par leurs valeurs, supprimant les par-
ties périodiques et intégrant,

4
don = — 7';’} [AA’ + (AB -+ BA’)g? + (AC —+ CA')e?] e
4
L e LAAA + 3(AB + BA )9+ 3(AC + CA') ]
Cherchons pour % la variation du second ordre; il faut, dans le

terme principal, attribuer & » sa variation du second ordre, et, dans le
terme perturbateur, donner a n, /, e, ¢ leurs variations du premier
ordre. On aura ainsi

= o — T [4A + 3 Bg?+ 3Ce+ e ({A+ 3Bg + 3Ce']] cosudin

+ € (4A"+- 3B'¢*+ 3Ce)] sinw 9,

12

+ 2:: 9(3B + 3B'¢'*) cosudi@ + 2%-6(30 -+ 3C'e'*) cosud,e.
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Remplacons d,n, o,n, &,/, 0,7, d,e par leurs valeurs. On ne doit
conserver que les parties qui contiennent en facteur €. On négligera
les termes périodiques et on limitera le multiplicateur de €'? aux termes

. , e p. . . . n's .
qui seront d’un ordre égal ou infériear & celui de - ¢*. On trouve

ainsi
10,1 N .
L(;’t- = 7.2[)"_ [AA'+ (AR’ -+ BA")o"+ (AC' - CA') e*]e?
6""‘ ! t f / 4
— wp [12AA"+ 10(AB + BA' Jo? - 10(AC 4 CA")e?]e"
— :—P [56AA" 4 42 AB' + BA ) o2 2/ AC/ -+ CA')er]e™.

Il ne reste plus qu'a réduire cette formule en nombres et & rempla-
cer n'e’® par n't.€, ot pour oblenir en secondes le coefticient de I'acceé-
lération séculaire fourni par le terme d’argument. 2/ — 2/'. 1l est bien
clair que, en supposant e = o, ¢ = o, on devrait retrouver le nombre
précédemment obtenu.

15. Un méme calcul peut donnera la fois les résultats qui se rap-
portent aux termes de la fonction perturbatrice désignés par les nu-
méros (2), (3) et (4). Il suffira de poser

R—=n'a’e[A + Bo*+ Ce*+e?{A"+ B'o’=- Ce?}] cos(il — w -+ {1}

et d'attribuer aux lettres A, B, C, A, B/, C, ¢, ¢/ des valeurs conve-
nables pour représenter successivement chacun de ces ternies. Comme
tout 4 ’heure, nous désignerons par u 'argument ¢t par p le coefli-
cient du temps dans argument.

On trouve, par la différentiation,

R IR N s
T Go T n*a’e[A + Bot+ Ce + (A" + Bo+ C'e?le'*]sing,
g%i =7 %, %!? =n' a’eyi 2B 4 2B'e") cosu,

om o e

e =n"2a’[A + B¢?+ 3Ce?+ A"+ Bor+ 3C¢? ] cosu,

R , ) - , C o

2 —an2ae[A + Bg? - Ce=- A"+ Ble’+-Cle? e cosu.

Oc
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I en résulte, par application des formules du n° 6,

2, ., €0 o
= 1—1)-2—'(A + Ae”?}sinu,

o .
A L; A+ By (c— Ao Az> e’+[A’+ B’:&'~‘+<c'—

vl wi)
2

dw e iiiﬂ A+ Bor- <3C — lA> [ [A’ + B'o?+- <3 C ! A’) e{le’2 } cosu,
dt ne | 7 2 ‘ . 2

e? ’e"2 sinu
1J % i

dl n' $7 5 (5 1 7 5 5 1 |
— g — z — 24— JS Npuiy o 1~ —/—'A/' “ B —;/ — A 2 te'? S,
P < e(z QBo \ZC 8\>P [2&—.—2139—6- 2( +3 e]? ’00511
dn
W:‘ff—?m e[A +Be?+ Ce’+ [A'+ Bor+ C'e?) ] sinu.
Ces équations, intégries conformément aux explications données
dans les pages précédentes, conduisent aux formules
N 31.11,’2 ’ ’ ,
9.n = —T—P[\ FBo*+- Cer+ (A + B'o?+ et} e cosu
3in't , o d.e
— ——I;z— 6\ \ Bl(iﬁJ i ("e J 7[——' smiu,
6in'"” d.e?
0. = e A+ DBo+Ce 5
0 ) @ e’ di cosu
3in A v e
4+ ———e[A +Bo*+ Ce? -+ (A’ + B'g* - C'e?l "] sinu
P
n't (n 5 5. m., 5, 5. 1
—i-ﬁ)' 3;\*4*‘2‘]3?2‘”(; -+ A>87+L2A +;JBC??+<;C +g;\l e’]e"}sinu
oon® g5 54,1, ]d.¢"
- llllze[2A+ch‘a+(;C--r—gA e_chosu,
. n' | . A - 1 | |
e =m— —+ A+-Bo' A 2 R 2 "__II_—_LI' .
0, € "I}? Bo !<C 21\ 2Al)e T[ATB#'}(L 2\ 2‘\’>€z]@2‘COSll
n't Nl doe
+ Z[A’-LB’@?—r (c'—l FUNLIVA DR e
np 2 2 1 oudd
oy 72,2 ‘ s Py I 7 ’ 1 ' ’ .
olm:—-nlm};\ - Bl 3C—;A e+ | AN +Bo+ (30— - A e*} e2}smu
L O 1d.e"”
— [A B'e’+-(3C - h A’) e’] L cosu,
npe 2 dt
N ni—1 7oy {. e
019 =-—— ———eo{A+ A ”)(‘05u—\—£~—-l Yoo\ 0 sinu
np 2 np* 2 ; dt
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Passons a la recherche des inégalités du second ordre. La formule

o .. dn . A
qui fait connaitre —— donne, par la différentiation,
(4

da?n N2 - 2 Y] ST I oo\ ta LY
T 3i*n2e[A +Be*+ Ce+-{N 4+ Bo+ (Cerle?]cosud !
+3in"%e [A +Bo*+ Ce*+ (A =+ B+ Ceelcosudm
— 3in® [A+Bg?+3Ce’+{A"+ B'¢g*+3Ce e ?]sinude

— 3in?eq@{2B + 2Be?}sinud, 0.

A

On en tire, apres la substitution des valeurs de 0,4, ¢\, &,e,+0,%
et la suppression des parties périodiques,

R 13n"
0.0 == — arn’ AAee'?

3in'
2np‘

[2AA"+ 2/BA" + AB' o2+ (3AN T -+ [CA + 4AC — AN e] e

/

. . , -~ dl
On a d’ailleurs, en se reportant a la valeur trouvée pour .

Y 7 (. 5 54 - 5 5
io;l::‘ -— —Aes—’—\—ea—Bo"T(i('—v--l; \\e7—:~— Tar 2 prgr (( fk-l,\’ e e"‘)»cosu&n
dt |2 2 T 2 5 2 2 7 \2 S \
hf2 | - 5 5 n 5 5 :
_ ’7'}—e“iA—+—iBo’+‘\ 2 (4 l,x\)é%—(i[\'—i--)B'o? : (—(/»f-—,\’>e’l sinud, {
noo{2 2 7 2 2 2 .2 8 E
2 (- 5 5 ' . 5 ‘5. T
s RlelZa- ~—Bo‘—+—(—C—q—l,A e+ iA’+~3B’c'“—+—(i(.’e——\-z\’\e e‘)&muo.m
n 2 2 2 3 2 2 2 8 )
12 I \ - 5 5 . 3 N\ .
T OB (Bea Sa)e | T D (’—(, w3a\er |ebcosuse
n 2 2 3 . 2 2 8 )
I
+—‘“5B +5B'¢'?|eocostdio.
n
Aux variations d,n, 0,n, ¢,/, 0,%, 8,e, 0,9 substituons les valeurs
trouvées antérieurement. On obtiendra, apres quelques réductions
faciles,
I3 9P
dt
— i’i,. [2AA 4+ 2(BA’ 4+ AB') '+ (10 AN { 2= [N + fAC — AN Jer]e?
)lllll
- )[ GAA -+ 12 (AB + BA ) g7+ (2§ AC/ - 2§ 6N — GAA + f2 AN ()]
6
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Celte équation fera connaitre en méme temps les résultats numériques
relatifs aux termes (2), (3), (4) de la fonction perturbatrice.

{6. Nous pouvons aussi regarder les termes (5), (6), (7) comme
compris dans la formule

R:==n2ate’'(A +- Bo>+ Ce?) cos{il + a).

Il en résulte

oR O_Ti‘_o
90 9g ”
%[; = -—in"*a’¢’{ A 4 Be*+ Ce?}sinu,
3:: = na*e’ > 2Bg cosu,
JR o
Je —=n"a'e < 2Cecosu,
5= 2n'?ae’' (A + Bo?-+Ce?) cosu,

, par suile,

& 't i ~ .
;,f — I~:~7L— "oe’I’%Aﬁ'—(%B—}— ;’Z&> qa’+:;(‘ez:| sin,

-
:-573::—[%- ee’[éA%—éB(p’—:—( C—éA) Jsmu,
dlnr L amaa \
mﬂnfge%f\—,—opr -+ 3Ce?) cosu,

dn et .

g7 = — 3ine (A + Bg?+ Ce?) sinu.

Calculons les aceroissements du premier ordre

3T Yol !
=" (A 4 Btk Ce?) (A+B@2-;-Cer)‘(’1—’;sinu,
61 n't
9,0 = in? {A 4 Be?+-Ce?) %cmu —+ §7_~e (A + Bo*+ Ce*) sinu
n't n' de'
+ — e [fA 4 3B@’4—3Ce’)5mu+—< A+ 3By +3Ce — cosu,
np np* dt
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n't | 1 H
819 == fl? iA+<lB—i——,A)f‘aﬁJ.——-C_e{le’cosu
np |2 2 24 2
< iy — - !
_I,Z.Z_.@ l}\_;. lB+ —'—,A @ 4 lCe’ —— Sinuy,
np** | 2 2 24 2 {
in'? 1 I 1 r
Sie== —e|l-A+-Bg+{-C—5A)e}e cosu
np |2 2 2
n'? I ] de’
_ie 11\—',—113{’%—(1,—1A>e’J—Psinu.
npt {2 2 2 3 d?

Substituons ees valeurs dans la formule

do,n o, .
——J’t— =—23in""¢'{A +Bo'+ Ce*) cosud,!l

— 3in"%e < 2Bosinud, 0 — 3in?e’ < 2Cesinude.

On trouvera, en intégrant,

3l
dan = — “’2: { A*2ABg? -+ 2ACe?) ¢
3izn’e \ . -
it ‘—’in—PT \.].A +6ABCP +6‘&C62)6’ .

Nous avons ainsi tous les éléments nécessaires pour caleuler I'ex-
pression

do,l n'
=on - — e (4A +3Bo?+ 3Ce?) cosud.n
77 0: e (4A -+ ¢+ 3Ce?) cos
in'?

- ¢{4A +3Bg>+3Ce*)sinud, !

12 12

n n . N
-+ —n—e’ > 6By cosud, ¢+ ;e’beeCOSu o.e.

La substitution des valeurs de 0,n, &,n; d,/, 3,4, 0,¢ donne, pour
le coefficient de ¢'2,

dal___ gin't <i A+ ABgit ACe*> e
dt P’ 2
3irn’t
2np?

L)

( 6A*+ 10ABo* < 10ACe?) e

(28A? 4 42 ABo? + 42ACe?) e,
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Telle est la formule dont on fera Vapplication aux termes (5), (6),
"7) de la fonction perturbatrice.

17. Les termes désignés par les numéroes (8), (9), (10), (r1), (12),
(13) ont pour expression analytique commuue

R = n'2atee’ (A + Bor+ Ce?)coslil — m+ a).
Les dérivées partieiles dont nous aurons a faire usage sont

oR JR ea ik Teas N JR IR
05 T 0 o nidee (A -+ Bg*—+ Ce?jsinu, o T o

R IR .

R nraree’ <2 Bo cosu, -—=n"a{\A+ Bg*+3Ce";¢ cosu,
) ! de : /

R ,

(J(; =oan"%ae{A -+ Bo*4- Ce*)e’ cosu.

On en tire, comme précédemment,

do  nr?eo, . :
L= L1 i)Aé'sing,
dt no o2

de n't

di = '—l[;\ = Bo? -+ <C — é A — é.‘.i) e*}e’sinu,

re ! .
QZZ—U:— PlA - Bory (301 A\ e*| ¢ cosu,
dit ne | ' 2 )
dl. w* [n 50 ., . (5, 0 1,
Bl“n . T[é[;:\_F;B* —+ <;L—:_g[\>ﬁ, ¢’ cosn,
d . v
;l,; = —3in'?e(A + Bo* -+ Ce?) e’ sinue.

Il en résulte, pour les variations du premier ordre,

x 3in" .
on = e(A + By - Ce?)e cosue
r '
3in'? de’

— —},Te(‘\ -+ Bo?+ Ce?) -J;-sinu,
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dil = Gm ‘A + Bo'+Ce?) d—ecasu
» dt
lﬂ

—eA +Bo+Ce?)e'sinu

n 2 ) 2 8"
n? In .. (5 1 L 1d€¢
g [£A+~Bo ‘r'<—2—C+gA) ]Wcosu,
2 g "o, '
0,9 = — " ”11 —1}Aé cosu + R egfr—i‘:A—sinu,
np 2 np? o} S dt
1T -
0,6 = — n ;\+B02—.LV<C——1A~lA[)eﬂJe’cosu
np | ' 2 2
TR of ’
+712 A—%—Bq’+<(}—lA——l:\i e d—esinu,
np* [ 2 2 dt
N n'? '
0,5 = A+ Bo?+(3C——=-A)e|e'sinu
npeL 2
’ ’
— ——'IL,—[;\+B91+ 3C— A e’—|(—licosu
npie 2 ) dt

y 1"«
L’expression de —; bous donne

dd;n
dt

= — 3in"?¢(A + Bg*-+- Ce?je' cosud,!
+3in?e(A + Bo* + €Ce*)e' cosud,m
—3in'’e < 2Bge sinud, g

— 3in"" (A + Bo?+ 3Ce*j e sinud,e.

On voit aisément que la partie qui est multipliée par ¢, 5 peut étre
négligée. Il vient
grint 3in"

6n_. A22/2

: 21) 2np?
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, . . < 1o . di
On écriva de méme, a-Uinspection de la valeur de Vs

{
ds,l n't " 5 5 1
0 an e [ 20 2B < ZC+ gA)e |esinudm
dt n 2 2 7 .2 3
n't Iq . 5 5 I -
— — LA+ B | —C=-zA ¢ cosudn
|2 207 (2 C- s’ ) !
int I 5 5 . 1
L 2:\—;——[39’+<—L~:——,A>M]P sinus,!
no |2 2 2 3
& 5 5 3
4 7A4+2Bg K}—C%——,A>e:|e cosud, e
n | 2 2 2 8
n' .
RaliPat 5Boee cosud,g.

St aux accroissements du premier ordre on substitue les valeurs
trouvées, on obtiendra, apres quelques réductions,

do.l 91 n'
Tdr T 21J

— Arele?

18. Nous complen(hons les trois termes suivants, qui portent les
numeros gl[.), (15), (16), dans la formule

R=n"ae’(A + Be'?) cos (il — 2w 4- «.

On en tire immédiatement

oR o aR
96 7 ()J
(—)3— onatet (A + Be' ) sing,
0w
it .
(—J} == —in"a@rer (A + Be't sing,
I . .
o =an"ae A + Be'? cosu,
de ’
R
—()—— zzantaet{A 4 Be'? cose
du
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Il en résulte, pour les dérivées des éléments par rapport au temps,

le 2 ] AP
‘_ﬁ_—_" [ 2 A — Ae? <|~—~)+"B(’” Be2<1+ L}g’ZJ sinu,
dt n 2 2

/

doy n':, .
g -n-'\zA—AeH— 2Be’?— Be’e’?; cosu,
dl 3n'

2[2 = n -+ —;— 6"\A + Be'? ;cosu,

dn . , e .

d = 3in"e*{A + Be? sinu

Les aceroissements du premier ordre auront, par conséquent, pour
expressions :

. 3in' X 3in" d.e
T ‘Ae +Be’e™ cosu— —Be? —— smu,
P P? dt
. 6in' d.e 3in? .
ol = —-'~-Be?—— cosu + ~-S—e’[A + Be*isinu
P dt P
n't . 3n'? d.e"
-+ e {A -+ Be* sinu -+ —— Be? cosit,
’ np* dt
. n' / i , i
0,e—=— —e 2:\—Ae“(x+—)—i—2Be7—Be? x+4>e"‘ cos u
np \ 2 2
n': iIN\1d.e? .
+ —e 'zB-—Be’<x+— sinu,
npt | ; 2 dt
N n't, n' d et
dw=— —(2A — Ae*+ 2Be”— Be*e? . sinu— -— ‘2B — Be* cosu,
Il[) IIII
. dn .
De la formule qui donne 700 on tire
do,n s .
dl' =G6in"?e* (A + Be'? cosudiw

—3i'n*e* A+ Be*icosud. !

—6in"e A + Be't)sinud e.

En ne conservant que les parties non périodiques, on voit que le
terme provenant de ¢,/ contiendrait en facteur e*, ce qui permet de le

il

4

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



46 P. PUISEUX.

négliger. Les deux autres termes s’ajoutentet donnent, parl'intégration,

3in't
o == — 22 < 4ABere’.
n 2
On a d’ailieurs
dé,l 3n'?
C—sn—200 e*(A + Be'")cosud.n
dt n:
3in’?

e{A + Be?)sinud, !l

’2

6n o\ e
+ e{A + Be'*)sinudw
n

72

6n N
-+ e (A +Be?)cosud.e.

l.es termes en &, n el 0,/ peuvent étre négligés; 1l reste

d3.d _ 3in"

3n's
~ ,/A 2312 2 'z.
i T ap < 4 ABe*¢ i =< 8ABe ¢

19. Les deux termes suivants, désignés dans la fonction perturba-
trice par les numéros (17) et (18), peuvent se meltre sous la forme
R=n?a¢*(A+Be?)cos il — 26 + a).

La partie de la longitude moyenne qui est relative & ces termes
s'obtient par une analyse & peu pres identique a celle qui vient d’étre
développée, les éléments e et = étant remplacés par les éléments ¢ et 5.
Nous transcrirons seulement le résultat,

sin't /4 .
di’l:———l'm =< ABore’? — 24n” < ABoe'.
dt np? ; np

20. Les deux termes suivants, qui portent dans la fonetion pertur-
batrice les numéros (19) et (20), rentrent dans la formule

a, .
R= n”a’zl—, (A4 Be'*) coslil + a),

« désignant un multiple de /' qu’il est inutile de spécitier. Formons les
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dérivées partielles

%_0 ()R_O C)R_o oR
062 9w 0 09 0 de
JR . @ .

i t2 0 2y g

ol i (A + Be#)sinu,
JR

a
= 3n’2aE,(A—l—Be")COSu.

On en déduit, pour les dérivées des éléments par rapport au temps,

da 21n'?

9= o ag([\—o—Be’zlsmu,
dl 6n't a \
7 Y a—,(A—e—Be”,cosu,
dn ., a .
T 31n’2z {A -+ Be'?)sinu,

ce qui donne, pour les aceroissements du premier ordre,

N 3in'? a 3in'* a d e”
dn=—— —(A+Be") cosu ——— —B——sinu,
p a pa
. 6in: a _ d.e? 3in* a
d 1= I — B~ cosu—+ —;(A—I—Be”\smu
6n? a 6n'? a d.e?
— (A + Besine + — — B ——cosu,
np o« np* a dt
N 2in'?  a 2/ a . d.e?
O = — a - (A + Be?) cosu + a— B sinu.
np a' npt a dt

Les accroissements du second ordre seront donnés par les formules

da.n
l; 31n2 . (A +Be?jcosud | — 3in” a"‘\+Be ) sinudia
[{
et
da.l 6n'? a 6n? 1 | \
— = 0n -— —~——,\A +Be'ticosudin -+ — — (A-+Be*jcosud,a.
dt n oa n a

Il est clair que, en substituant dans ces équations les accroissements
. . a\?
du premier ordre, on trouverait partout en facteur <a—> . Les termes

7.
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d’un ordre supérieur de deux unités i ceux que nousavons conserveés

P. PUISECUX.

jusqu’ici. On devra donc les négliger absolument.

21. Les six termes suivants, désign
par les numéros { 21}, (22), {(23), (24), (25), (26}, sont des cas parti-

culiers de I'expression

ot « désigne unc somme de multiples de /' et de

R OR _
95— do
()R_ Lgre? Al Sinu ()_lf
Wﬁ_zn a*e’Ae sinu, -7
QI} =an""a*Aee cosu @ —
de & * Ja
d’ol1, en vertu des formules du n® 6,

és dans la fonction perturbatrice

R=n"a’e*A¢ cosl(il— 2w + 2},

an'tae*Ae’ cosu,

— —in""a*erAe’ sinu,

et — —) ee'sinu,
2

> e cosu,

de n” 1 o
— = —A —Joe*e sinu,
dt n 2/ 7 _
de n': e
A Y N P

dt n

de 2n'? o2
o Alr— =

dl 2

dt n—+ 3n” Aere’ cosu
- = A€

di n ?
dn . .

— = —3in""Aere sinu.
de .

Les accroissements du premier ordre seront

N 3in 3in'* de’ .
on = Ae'e’ cosu — Ae* —- sinu,
2 dt
6in'? de' 3in" .
0l = Z——Ae*=-cosu + - Ae*e sinu
» dt P
3n'? .. 3n" de’
+ Ae*e’sinu 4+ — Ae’—; cosu,
np dt
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n': i n': i de’
6,:@:—~——-&(1——>oe’e’cosu+ Al — »><oe’ sinu,
7 np 2/ 7 np 2 dt
N n'z ie? n'z ie?\ de
J,e :——-A(o——e’-—« ee’ cosu + A<:>.—e'~'——— e —-sinu,
np 2 np? dt
. n': n de’
ow—=— —A{2—e)esinu — A{2 — e} — cosu.
np np? T dt
dn
[’aceroissement du second ordre de 7 est donué par I'équation
do.n ek gt . ., Yy " Ve
g = 3in'*Aere’ cosud, |+ 6in2Ae’e’ cosud, o — 6in'*Aee sinud, e.

La partie qui est moltipliée par ¢,/ peut étre négligée. Les deux
autres termes nous donnent

3rn's
g0 =— —— X 2A%¢%'
Ilp
On aura de méme
do,l . 3n N 6n" N 6n't
—— = 0 — —— Ae'e cosud,n - -—— Aee' sinud,m + —— Aee cosud,e
dt n’ n n

On peut négliger le terme en ¢, n. Les trois autres donnent, en se
bornant i la partie non périodique,
do, L 6in"

dt = Ty Arere” —

ee’?,

22. Le résultat relatif aux quatre termes qui figurent dans la fonction
perturbatrice avec les numéros (27), (28), (29), (30) s’obtient par une
analyse toute semblable. Les éléments e et = seront remplacés par ¢
et 9. Sil’on adopte, pour I'expression analytique de ces quatre termes,

R =n"a*¢*Ae' cos{il — 26 + a),

on sera conduit, par un calcul entierement analogue & celui qui
vient d’étre développé, a la formule

ds.l _ 6in" rprelt — 2n't Argren,
“di np n?
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23. Les quatre derniers termes que nous avons inscrits dans la fonc-
tion perturbatrice sous les numéros (31), (32), (33), (34) sont de la

forme

a : .
R=n"2a>—Aé cos(il + .
u

Un calcul entierement semblable & celui qui a été fait au n® 20 montre

. . dé,l . .
que les portions fournies par ces termes dans —p- contiendraient en

facteur le carré de la fraction 7 Les termes ainsi introduits dans la

longitude moyenne seraient d’un ordre supérieur de deux unités a cenx
que nous avons considérés jusqu'ici. On devra donc les négliger abso-
lument dans le résultat.

24. Si l'on se reporte au développement de la fonction perturba-
trice tel qu’1l est donné dans ’Ouvrage de M. Delaunay, on y trouvera
des termes du méme ordre que les parties en ¢ et en eg® que nous
avons conservées dans plusieurs termes de notre développement, par
exemple dans le terme d’argument / — =.

Ces termes rentreraient dans 'une des formes suivantes :

R=n""a*e’A ¢’ cos(il — 3w + &,
R =n"*a’eq’Ae' cos(il —mw 20 4 «}.

Si 'on adopte, par exemple, la premiere forme, on s’assurera, par un
calcul tout semblable a celul qui a été développé au n°® 21, que la partie

2t

provenant de ce terme dans % contiendrait partout e* en facteur.

Elle ne modifie donc en rien le résultat obtenu, au degré d’approxima-
tion dont nous nous sommes contentés,

On s’assurerait de méme que tous les autres termes de la fonction
perturbatrice n’influeraient en rien sur le résultat obtenu.

Troisieme approximation.

25. Les calculs précédents nous ont fait connaitre, dans la partic de
la longitude moyenne qui est proportionnelle au carré du temps, les
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o

termes qui, avec e* ou %*

, contiennent en facteur la troisieme puis-
n T ) ,
sance du rapport —- Il est indispensable, pour compléter cette re-

cherche, de trouver les termes qui, ne contenant ni ¢* ni %°, sont

4

T . . . n'
multipliés par la cinquieme puissance du rapport —-- Ces termes con-

stituent la partie principale de la troisieme approximation fournie par
une application nouvelle de la méthode de Poisson.

Auparavant, il convient de reprendre le calcul de la portion de 5—?7

qui s’obtient en limitant la fonction perturbatrice 2 son terme non
périodique. Nous adopterons pour ce terme l'expression donnée par
M. Delaunay daus sa Théorie de la Lune (Chap. 11). 1l suffit, pour notre
objet, de transcrire la partie qui contient en facteur €. La lettre %,

. .. . L, 0 ,
qui dans 'Ouvrage de M. Delaunay désigne sin®Z, sera remplacée

g v_9 e a
par - — zg» la lettre 4 par -
permise quand on limite Papproximation, duns la parenthese, aux
termes du quatrieme ordre.

On trouve ainsi

Cette substitution est évidemment

166—16064—3 ?_64a

R= n"‘a’e'z( % — 9 3 27 o 45 “?>

Cflw

L’application des formules du n® 6 donne alors, par un calcul facile,

. 12 -
de__n e’2< 3 27 2 20

45 45 @
— = — +—4—e7o’—~8 e‘—vg——‘ .
dt™ n - 4 8 a?

— 27,

2 167 16 64 32

On trouvera plus loin les données et les explications nécessaires pour
la réduction de cette formule en nombres.

26. Dans la recherche des termes contenant en facteur la cinquieme
puissance de %,, il sera permis de supposer nulles 'excentricité et
Pinclinaison de 'orbite lunaire; si ’on a seulement en vue de trouver
le coefficient de €%, on pourra aussi négliger tous les termes ot ¢ figure
a des puissances supérieures a la seconde.

Ces restrictions posées, la fonclion perturbatrice se réduit a sept
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termes, dont voici la liste :

/

~
10 .
+ e”) cos 2l —2l")

olo o

e’*’> cos{2l'— 2o

6,4

e”> cos 2l — 41"+ 2w’ ).

|

Comme nous aurons a cffectuer sur cette formule trois calculs d’ap-
proximations successives, des parties non périodiques pourront s’intro-
duire par la combinaison de trois arguments. Il ne sera donc plus
permis de considérer isolément chaque terme de la fonction perturba-
trice, et 'on devra, dansles formules du n® 6, substituer les dérivées
partielles de I'expression R complete, telle que nous venons de 'écrire.

De ces dérivées partielles, deux seulement ne sont pas nulles; cc
sont

IR —nal 1 ——§e"—i—<—— 3 -+ '—53’?>cos‘\2l~21’3
) 4 /

da 2 4
3 N, 3 ; , .21 , .
—-ecosl'—w' )+ cecosial—l'—w') — — ecosial — 3+
2 4 4
, . 51 .
- Qe”cos;\zl’—zw ,— — e?cos(2l — '+ o’
4 -4 ~
et
R 3 5
N (~—l—\)e” sin {2/ — 20"}
di \ 2 4
3 ’ M ! I s 21 ’ - ’ ’
—zésin(2l—I'—& + ~,€sin(2l—3I'+w')
4 ' 4

51 . .
+Z—e"51n(ql—4l’+ 25 J
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On en déduit, par application des formules du n° 6,

dn (3 15 ,2> . o
W*Sn [(;——ze sin(2l—21")

— §e'sin(zl—l' -—z;;')—l—2 esin(2]— 30+ &)

4 4

51 . ,
-+ 7—e”S|n(9.l——/;l’+ 2% )]a
4
— :n+——L——1-—§e’1+<— 3+ ﬁe’?) cos{2l—2l)
n 2 2
’ ! 3 r 4 ’
—3e'cos(l —w )—i—;e’cosml—l—w )

21 ,
- ecoslal — 3l +o')— g e'’cos{2l'— 2w')

— 57' e"cos(:».l—4l'+2m’)]-

L’intégration de ces formules introduira en diviseur le coefficient du
temps dans les différents arguments de la fonction perturbatrice. Au
degré d’approximation que nous voulons atteindre, il n’est plus permis
de confondre n, qui estle moyen mouvement de la Lune dans son orbite
elliptique, avec le coefficient du temps dans la longitude moyenne, tel
qu’il est donné par les observations. Provisoirement, nous désignerons
ce coefficient par N, et nous en emprunterons la valeur numérique aux
Tables de M. Hansen.

n’ continuera a représenter le coefficient du temps dans //, longitude
moyenne du Soleil. Le coefficient du temps dans =’ pourra éire abso-
lument négligé en comparaison de N et de 7’

27. Les accroissements du premier ordre, tels qu’ils résultent de
I'intégration des formules précédentes, seront

N h;_»__'-_ 3 15 A _ , _WL_'_Qde” o
on=3n [ N - n’<4 5 )Cos 2l — 2/") Nowr 6 di sin{ol —o1")
T 3 , . , r 1 3 d/ , ,\
N i ecos{2l— 1 ~u),~—m i sin{2l— {'—
__I 7t ' " I 21 de’ , -
- ::N—'én——}e cos{2l—30' +w') + GN =3} § dr 51n\2l-—31+m)]

8
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La suite du calcul montrera qu’il est inutile de conserver les termes
d’arguments 2/ — 4 + 2’ et 2/ — 2%'. Les parties non périodiques
que ces termes pourraient introduire dans I'expression définitive se-
raient multipliées par des puissances de ¢ supérieures i la seconde.

En intégrant la formule

dé,l
dt

12
N n

- 5
:o.n+»—[—-1—§e”+ (—3 + 2 e’z) cos{2l—2l’)
n 2 2

—3écos(l'—a')+ %e’cos(al—l’—w')
- 2—21— e cos (20— 31’—|—z:7’}Ja

on trouvera

- /2
5.0 =3n" [_ (W“_IT) (g ——:—ge”> sin (20— 20} + (g _’n,)s% d('li cos(2l— ol
'Sl —o ) e — 3 i
(2N —n')? 4 T (2N —n')2 dt ) '
I 1 21 de'

21, ., ,
—é'sin(20—3I+w'; —

~ (2N—=3n') 4 cos(2{—3/+o

+’—L—:[-:ife"dt———'—,@——ﬁe”)sin(21—zl’)+ ! 15d.e” cos(al—al"

(2N—3n’) 2 df

2 N—n'\2 4 N—n') 8 dt
o Sesin 21—!—&)4—(2N—1_,l77—(:; cos(2l— I — '
_;V—L_—W%elsm(zl_—sl,—*—m,)—m%%cos(zl—u’—kw')].

28. Cherchons maintenant les accroissements du second ordre. Pour

dd,n
ohtenir I il faudra, dans I'expression de , donner i / I’accroisse-

ment 9,/. On trouve

dd,n
di

. 3
:3n"[<3 — l?e”) cos{al— 2l — ;e’cos(zl— I —')

-

21 )
+ e cos(al—3I +w') |81
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Remplacons 9,/ par sa valeur, en négligeant les puissances de ¢’ supé-
rieures a la seconde. On trouve

rlézn_?ﬂl,‘ I 1%5_]'~ 1 45
dt IN—n'p 32 " n(N—n') 16
2 9
{(2N—n'216 ni2N-—n'??16
1 1323 1 A1) d.e
" [2N—3n' P 16 . n(2N—3n') 6 | dt
n' __8intd.e” ‘
__ A ol o 7\ . - ll
54 € sin(2f-—2l") — 7w dt cos(20—2l)
2T (el — ) — 22T 4 -
> ¢ sin(2l{—1I'—") rlienlyp cos(al — ! — w']
27 n'? , 27 n* d
4L — €' sin{2{— 31 )— % -— —cos(2l—3! +w
2 n 2 n ot
81 n't 567 n't L2 n't
T8 N} T8 GN—3n) T § nlaN—2n)
8t a 27 n's 567  n"
T3 (N=r'pr 8aN—w) 32 (N—n')
189 n't 189 n's .
s n° I R lesinil—a
8 n[N—n] " 4 n(«m—sn')]e SInf— o
4 81 n's 27 n's
4 (2N—n' T+ 4 n(2N—n'}?
189 n's 567 n't de . :
T T4 naN—=3nr"): 4 (2N—3n dt costl —w",

On verra facilement, par l'usage que nous aurons a faire de d, 7,
que nous avons écrit tous les termes qui pourront nous étre utiles pour
la formation de 'expression définitive.

p )

29. Nous allons intégrer cette formule, en transformant toutefois
le dernier terme de maniere a éviter I'introduction des intégrales
doubles.

, d:P
Posons P = [¢*dt. On pourra regarder

47 tomme une constante.

8.
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On aura done, d’apres la régle ordinaire de 'intégration par parties,

1 dp .
chos(ml-—i—oc)dt:”%Psin(mt%—a}—— /——snn(r)zl+oz)dl,

m ) dt
dp 1 dP dp
—sin(m¢ dil—= — — — cos(mt + cos(mit+ 2)dt,
.f di (mi =+ a) m dr °° ( %) + dr %)
fdﬂpcos(ml—i—y di= - dzp‘in(ml - oo
{1 m diz ° o
. ., . e, 1
Ajoutons ces trois équations multipliées respectivement par 1, — P
I .
et — —. 1l vient
m?
8 T . 1 dP o
} P cos(mt + a)dt= — Psin{mt 4 a} 4 — —cos(mt + o) —sin{(ml -+ ).
m : 22 dt de ;

Joignons-y la formule suivante, qui se démontre de la méme manierce,
et dont nous aurons & faire usage un peu plus loin :

. Y 1 dP 1!
) \ = . - _ _ein/ YR I D NPV
[l sin{m¢ + o) dt — ’anOS\int—f—A) o gy sin{mt o) + i Al cos (mf + a).
o . . do.n .
Intégrons la valeur précédemment trouvée pour — =~ Il viendra
. .. [ 135 1 2 1 1323 T
6,71:511‘ T~ s T —7 7 = rEviE o T D
32 (N—n'® 16 (2N —n'? 16 (2N —3n'
—- é) - ! —_— _2‘ ! _ _4£ _[____? "z
16 n(N—n'}? 16 n{aN—n'jp 16 n{2N— 30"
-+ 27 _n e?cos{20—2l")
‘ niN—n") ' !
n' St n' d.e
L — & - sin(al — 21"}
[ o n N —n>" 8 Il(i\_ll/)] dt ( g
n'
+ 27 c'cos (2l —I' — &)
2 n{2N— n')
29 n' 27 n" 1 de . :
%—*—— — 7 | —77 SIn ol — U — w')
[2 n(2N —n')r " 2 nl2N—n') | dt ( ’
27 n'

= s € c0s (2l — 30+ »')
2 n{2N—3n) ( R
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27 n'’ 27 n'? de' ,
4- 12— -t —sin{2{ - 3"+
[2 n{2N—3n') 2 n(2N—3n') dt )
27 "”4 H ’ !
— =t ——e sin(2l— 20') | e'*dt
4 n(N—n)
29 n's
- =t ——————e'*cos(2l— 2]
8 n(N—n'p ( !
27 n't d.e? .
b sin{2{— 2’}
16 n N —n'} dt
N © 8 n's 27 n' 567 n's
8 (2N—w'y? 4 n{2N—n') 8 (2aN-—3n")
189 n' 81 n'’ n’? :
— a0 : ———-GCOSl &'
4 ni2N—3n") 4 .(N—n'p nf’\—~rz) (
81 n' 2r n': 567 n'
8§ (2N—n'}p? 4 n{2N—n') 8 (a2N—3n'}?
189 n" 81 n'? n
4 n{2N—3n) 4 (N—n'' ‘n(N—n";
81 n's 427 n'3 __ 567 n
4 (2N— 4 —n'r 4 (2N—=3n}
189 n' de’
—_—— sin{l' — &’
4 nioN—3n ,~] dt

30. L’expression que nous venons de trouver pour d,n constitue la

e e d d 3.
premitre partic de —

(2), il faut, dans le second terme de dt

l“ {
gnerons par - -

son accrmssement du premler ordre.

On trouve alnsi

dé.l, | n
—_— 121:——
dt

/

— "’;‘ dcos(2l— 30+ )

ro 3__§el
2

, y, 3
—3e'cos{l — o'+ —

2>cos(zl—zl",
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Nous avons trouvé plus haut (n°27) I'expression de d,7; en effec-
tuant la multiplication, remplacant comme précédemment les produits
de lignes trigonométriques par odes sommes et négligeant les puis-
sances de ¢’ supérieures i la seconde, on trouve

) '—37?‘,4 %ﬁ_‘_e,z(——%N—ln’*—%2N1~11'+41%2N—155)_z’>
+ cos(zl—zl’)[gﬁ—i—’?—l—'e”(—%N_ln,—g2'1,_1_211, +%2Ni3n’>]
+Si“(?‘[”2l’)[;_gm—!n')z + ?%@N'_n')z_?g("i\‘—ley]%j
- cosfal— I — ') [—% T '_n1 ¢
1 . de

4—5““2[——[——GY)Z E;ﬁj:ii? Zﬁ

.:2_!___1___+9 ! e’
4 oN—3n" " 8 N—n' |~

4-cosl2l— 30 + ')

i ) / I 21 de’
—sin(al— 30 +w )[(T\M:Tl) 2

On verra plus loin, par l'usage que nous ferons de d,/, que les
termes écrits sont les seuls dont il soit utile de tenir compte.

. . . 100 , ..
31. La troisieme et derniere parlie de (—dT s’obtiendra en donnant

. . dl . .
a [, dans expression de ;° Son accroissement du premier ordre. On

aura

([6“1(3):"—/2“6—— '—Se’z)sin('zl—— 2l)
- 2

d n

—3esin{2l —I'— ') +21€sin{2l— 3!+ m’)] o, l.

Nous avons éerit au n° 27 la valeur de 9,/ Effectuons le produit
et remplacons les produits de lignes trigonométriques par des sommes.
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SUR L’ACCELERATION SECULAIRE DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 59

1l viendra

doé.l .. 3n"( o 1 | 45 1
a = T EN e YOS (N=wy
_9 v 4k ! _]?
8 (aN —n'} 8 N—3n) {

LA I S SO S B DU S L SN N
nP{ 2N-—n 2N—n  4oN—n 4 2N —3n

n'
_ i — 1 ]
9 sin(2/ l)fe d

“+cos(2l— U —w'). 9;:; €

1 de’

_ginlol — 0V — .0 — —
sin{f2/ — ' — &'} 9% i
1’ ! ] !
-—cos(z[—3l—’.~m).9}l,e

— sin{2l— 31'+m';.9Ldi].

n'tdt

dd.t
32. Nous allons maintenant réunir les trois parties de /’ et inté-

grer. On appliquera i l’intégralefP sin(2/ — 20'}dt la formule de ré-
duction établie au n° 29.

D’apres la maniere dont nous avons procédé, les seuls arguments
qui subsisteront dans 0,/ sont ceux qui contiennent / avec le multipli-
cateur 2. On s’assurera plus loin, d’apres la maniere dont ¢,/ entre
dans la composition de I'expression définitive, que ces termes sont
bien les seuls dont il soit utile de tenir compte.
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L’intégration des formules qui préceédent conduit au résultat sui-
vant :

5 l—[@ _nt 8 n's 3969 n't
T3 (N=n'p T W6 (oN—w P 16 [2N—3n'p

4o5 n't 81 n't 3969 n's

16 n(N—n’)z—1_6n(2N—n')z 16 n(2N—3n'p

315 nt 63 n't " 3087 n' i ferdt
8 w(N—n'} 16n(aN—n') 16 n(2N—3n) ’

+sin(2{—2l")
N9 n't 27 n' 27 n'
>\( 8 n? ’\3+[~z- n(N—n') 16 n(N—np

9 n't + 2 n's
8n*N—n')* * 16 n*(2N —n'}(N—n'}

89 n +18 n? e
16 n#(oaN—3n)(N—n') |  w(N—u)}|’

+cos(2l—270)

27 n' " St n'
4 n(N—n'pP 16 n(N—n'y?
45 n' 27 n't 29 n'
32 (N—n'®  32n(N—n'y} 32 n*iN—n')(2N—n'p
189 n't L2 n' L2 n'
32 n(2N—3n" " N—n') ' 4 m({N—n) 4 n(N—n'p
29 n's 9 n's 21 n'¢

32 n(N—n'} " 16 ®{N—n'p 2 0 (2N—n' ) N—n'p
189 n's

. ‘ n’ Td.e'
32 (2N —3n ) (N—n'}?

- P Y
QIL‘{N —n' 2] de.

~+sin(2l — ' — &'}

« [22 n' N n'?
2 n{oaN—n'p 9)L’(2N—n’)

’

L9 2 ' /
4 n*(2N—n'p 8 n*(N—n'){2N—n') €
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+ cos(2l/— {1 —©')

o i n' Y n'?
2 n(oN—n"p 2 n(aN—na'})

49 n't N n' 42 n"
4 nt(oN—n'p gn’(zN—n’) 2 n{oN—n'}j
n's n't n' de'

27

n?(aN—n'p? wN—n)(2N—-n)| dt

+sin(2l—3I+ ')

27 n' 63 n's
< 2 n(bN=3n') 4 n*(2N—3n'p

2 n't n" o
8 m(N—n')(2N—=37n) 9117(2N—3n’)7

+cos(2l— 30 +w')

- 2 n's Y n'
2 n{aN—3n'p2 2 n{a2N-—3n')
3 ' . n'z 27 n's
_—— o o - — L ——
4 >N —=3n'p ‘)n*(zN—Sn’) 2 n{2N—3n'p3
>3 n's 27 n't n'’ | de’
— TG T A 1 ; T 95 : ——
4 n*aoN—3n'p 8 n3(N—un')(2N—3n'P Y nm*aN—3n"| dt

33. Nous sommes maintenant en mesure de déterminer les ac-
dn
a—t"
[+ 0,0+ d,] et supprimer du résultat les parties dont il a déja été
tenu compte dans l'approximation précédente. Si I'on remarque

croissements du troisieme ordre. Il faudra, dans changer [ en

(que % est de la forme

dn - .
— = 23n"Asin{al+ z),
di

on aura, par la formule de Taylor,

do.n
i

= 36n2A cos{2l+ a)6,/ — Z6n"Asin{2l + )0,

On doit, dans le résultat, ne conserver que les termes non pério-
diques. Il suffira donc de prendre dans 0,/ les termes de la forme
9
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M cos(2/+ «). Dans ¢, i* on devra, pour la méme raison, se borner aux
termes de la forme Msin(2/+«). Nous allons calculer cette partie
de @,/2. On trouve

0, =sin{2l— 27}

v [_2_7 n'? L2 n'
8n(aN—n')? 4 n(2N—n'p
9 n' 9 n" Ibq n'
+Zn2(2N—n) —Znﬂ(zN—-n) "4 n(oN—=3n')
189 n' 63 n' 63 n'? Td.e
+Tn(2N——3n’)'~'+—4—n’(zN——3n’)"+—4_n’('zN——3n’)J dt

L B ’ 2_'2 n’é g n' Iy
~+ sin{al— 2l) g n(N—n')Z_’_:J.n’(N—ll') e dt

. , Nk n' .9 n’ de
+ sm(al——l—w)[s nN—n) 2w (N—n )] dt

. , n'’ 9 n de’
-+ sin{> 1_31+m‘[b 11(\—11)+;112(N—1L’)] dt

3%. Sil’on se reporte & I'expression de , on verra facilement quels

sont les multiplicateurs qu’il faut associer, dans d,/ et dans 0,2, &
chacun des arguments de la forme 2/+ « pour obtenir la partie non

en intégrant,

T B ] [ L
"“n‘“._ . 16 n(N—n'}? - 4 ”Z/N—n)
243 n's 81 n'
*—_—,7)

16 n{(N—=n')* 4 n*N

' 243 n's 81 n'e 243 n's
+ e '——T—,‘7—‘—7—i‘————/‘—’—,—+'—,—7“—",—
64 n{N—n'; 16 n*(N — n'}* 8 n{N—n'p
729 n's 405 n's 243 n's
Bo a(N—n) " 64 w(N—n')P 64 n(N—n'}
243 n't 1501 n'e N 243 n'
—+ = T T - SWWECEEN = N
64 n*(N—n')(2N—n')p 04 n'2N—3n' ) (N—n') 8 n}N—n')
243 n's 243 n's N 81 n'
8 nN—n')p 64 n(N—nr) = 32 n{N—n')
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243 n's 1701 n's 4 81 n's
64 m?(2N—n')(N—n') 6f n*(2N—3n)(N—nr'? 2 n*N—n'p
243 n's 243 n's 81 n's
16 n(aN—n') 16 n(2N—n')? 32 n?(2N—n')
81 n's 243 n' 81 n's
8 n*(aN —n') 16 n{2N—n'p 8 ni{aN—n'}?
81 n's N 243 n'e 1701 n's
32 (2N —n'pp 64 n*(N—n'j{2N—n? 16 n{2N—3n'}
1501 n't 3969 n's 567 n'

16 n{2N =31} 32 n“(zN—Bn’}3+ 8 n[2N-—-3n)

1501 n's 3969 n'e 1501 n'e

16 n(2N —3n'p 32 n*aN—3n'F 64 n*(N—n/)2N—3n}

567 n' N 243 n's 243 n'
8 n*{2N-—3n') 16 niaN—n'p 8 n{aN—n'jp
81 n' 8 n't 1701 n'
—— S~ = rE U - 57
8 n?(aN—n') 8 n*{2N—n') 8 n{2N-—3nr')
1501 1t 567 n's 567 n'
16 ni2N-—3n'p 8 ntlaN—3np 8 n*{2N—3n')
243 n' 81 n's 1701 n's 567 AN
et 42 — i/ .
64 n(N—n'}? 16 n*N—rn') 64 n{N-—n'j: 16 (N — n’)

35. Nous pouvons des maintenant justifier, en ce qui concerne 9,7,
la suppression des termes d’argument 2/ — 27" ou 2/ — 4/’ + 2% dans
la fonction perturbatrice.

Prenons par exemple, dans la fonction perturbatrice, le terme d’ar-
gument 2/'— 2’. 1l contient en facteur ¢; il en sera de méme dans

’2

di
Examinons maintenant comment ce terme intervient dans la forma-
(lS,n.
dt
I'introduction de puissances de ¢ supérieures a la seconde, il faudr:
associer 'argument 2/ — 27, dans ¢,/, avec 'argument 2/ — 27 seul.
On obtiendra ainsi des termes d’argument 2/ — 25 ou 2/ — 40 + 27",

9.

@7, olt le terme d’argument 2/’ — 25’ sera multiplié par ¢'* ou par

tion de La premiere formule du n°28 montre que, pour éviter
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d.e” _,. . , ,
contenant en facteur soit €', soit " L’introduction du terme d argu-
ment 2/ — 27’ amenerait exactement le méme résultat dans les deux
autres parties de ¢',/.

Pour la méme raison, le terme d’argument 2/ — 2%’ ne pourra étre
combiné dans &, 2, qu’avecle terme d’argument 2/ — 2/’. On aura ainsi
destermes d’argument 2/ — 2%’ ou 2/ — 4 '+ 2%’, contenant en facteur

’2

d.
s01t €2, soit —“

Reportons-nous maintenant al’expression analytique de ¢

', donnée

d
au début du n° 33. 1l est clair que Pargument 2/ — 2%, ne se trouvant

dn . . N . L e 1
pas dans —— ne saurait fournir dans dy» une partie non périodique.

L’argument 2/ — 4/ + 2%’ ne donnera une partie non périodique
dans d,n qu'a la condition d’étre combiné avec lui-méme; mais il

entre avec le facleur e

d . . C yes
dn-Le résultat serait donc multiplié
2

it par e'*, soit par e s et dey nséquent, éilre entieremen
so01t pa soit pa t devra, par conséquent, ét t t

d.e
“dt
rejeté.
Un raisonnement tout semblable montre que 'on peut, sans altérer
la valeur de 0;n, se dispenser d’inscrire Pargument 2/ — 4/ + 27" dans

la fonction perturbatrice.

36. La valeur de 9,7, que nous venons d’obtenir, constitue la pre-

ar 'application

de la formule de Taylor, étendue aux fonctions de plusieurs variables.
Posons

dl n': - .
(—l—t:n—l— o [A=4ZBcos{2l+ o],

A comprenant les termes dont I'argument ne contient pas!. Pour obtenir
s,
dt

et, dans le terme perturbateur, changer » en n—+ 0,n+ d,n, [ en
[+ 0, + 0,1, Sarréter dans le développement aux secondes dimen-
sions des accroissements, et supprimer les parties dont il a déja été

» il faut, dans le terme principal, changernenn + 0,7+ 0,2+ 0, n,
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tenu compte dans le calcul de 9,/ et de d,/. On trouve ainsi

dd,l n':
=dn— — [A+ ZBcos(2/ No.n
dt o n’ [ (204 )]0,

2n"? . .
— 2B sin(2/ - )8,/

/

an' .
— TZBcos(zl+ o) 0, 1?

+ 2 SBsin(2l+ 2)8in .

n'
— [A + ZBcos(2/ + 2)] 3, n%.
n’

_[,

On devra effectuer les multiplications indiquées de maniére i ne
conserver que les parties non périodiques. Les accroissements d,#,
dyn, 0,/ ont déja été calculés d’une maniere suffisamment compléte
pour 'objet que nous avons en vue. Nous allons chercher dans &, /2 les
termes de la forme Mcos(2/+ «), les seuls qui puissent nous donner
dans le résultat une partie non périodique.

En se reportant a la valeur de ¢',/donnée au n° 27, on trouve aisément

g s o ’ n's 27 n'’ 9
O‘I—COD(J_ZZ)[“n(zN—n’}’ 4 nt2N—n') 2
n' li(.)_ n’s L 63

- '3
27 n 9

S Y . dl
On voit aisément, & Iinspection de la valeur de 5, quels sont les

multiplicateurs qu’il convient d’affecter a chacun des arguments de
la formule précédente pour obtenir dans le résultat la partie non pé-
riodique.

Pour la méme raison, il suffira, dans le produit ¢,n90,/, de former
les termes dont les arguments sont de la forme 2/ + «; il sera méme
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inutile de considérer les cosinus de ces angles. On trouve ainsi
N . n' 27 n’ 1897
ondl=sin{2l—op\] — L4 __ _Jlgn
o in(2 21)[n(21\'——-n’) 8 +n(2N—dn’) 8

27 n's o
8 n(N—n)"

+sin{2l— ' —w')

. NS 277 .,
+sin(2l — 3!+ )[ AN=7) 8]6'

Enfin, dans ¢, »?, il suffira de calculer la partie non périodique et le
terme en cos({'— ='). L’inspection de la valeur de &, », donnée au
n° 27, montre en effet que ¢, 22 ne peut contenir aucun terme dont I’ar-
gument soit de la forme 2/ + «. On prendra done

n's 81 405 8 n' , 396 n' .
O,ll—_/-—‘—,; :——-'-%)—6’2 +:—['———,“82 99"_1 EYNEY :
(N—n")?\32 32 7 ] 32 (2N—n')p 3o (aN—3n")
81 n' 567 ns
+cos(l'—wm')| — = o —— é.
( )[ 16 (N—n/j{oN—n') 16 (N—nr')(2N —3n)

) . dl < . Coq .
L’expression de 7; Montre quels sont les multiplicateurs qui doivent

étre associés a chaque argument dans ¢, ¢,/ et dans d,n*, pour don-

dd,l . e e . .
ner, dans —-, les parties non périodiques qui doivent composer le

résultat.

37. Si l'on effectue les multiplications indiquées, il vient, aprés
quelques réductions faciles :

o . do,l . . N
1° Pour la partie de ~i; qui provient de d,n,

o 405 n's 8 n's 3969 n's
3> n* N—n'p® 1OR*aN—n'} 16 n2aN—3n' 3
135 n'e 27 n 1323 n's
6 p(N—n'? 16w 2N —n'}? 16 niiaN—3n'
81 n' 81 e
2 R (N—n') 16 ' N—n'
51 n' 567 n'
3 n»2N—n') 8 n’aN—3n")

i J
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. @ n's 81 n's 1701 n's 7
16 ni(aN — n) 8 m(2N—n') 16 n(2N—3n')
567 n' N 243 n's L8 81 n
8 n*{oN—3n') 8 n* N—n')p? 2 B*(N—n'} ]’

2¢ Pour la partie de %%—lqui provient de 9,/,

o't 8 n's 29 n's St n's
16 *(N—n'p® 4 n3(N—n'} 2 N —n')?
5% ' L 27 n's 81 n's
Jrn3(N—n’) 8w (N—n') 16 w(N—n')
+8_l n's 567 n's
16 (N —n'} (2N —n') 16 »*(2N—3n)(N —n
i n's 27 n' 27 n’s
4 n(oN—n'p2 2 n(2N—n') 8 n*(2N—n')?
'_*_ 81 n's 567 n' 1323 n's
16 3 (N—n')(2N —n’) 4 n*(2N—-—3n') 8 n*{2N—3n')
567 n's __ 189 n" 1.
16 28 (N —nr'}{2N — 3n'] 2 2N —3n)

3° Pour la partie de —- 6 ! qui provient de @, /*,

o2 81 n's 27 n's 567 n's
4 n*{2N —n'} 2 n*(2N —n') § n(2N—3n)
189 n'’ + 81 n's ) n'’s
2 n¥2N—3n") 16 ¥(N—n') 4 n3 N—u'}
. 569 n's . 189 n's '
16 ' (N—n') 4 n?(N—n') |
l6

4° Pour la partie de —— ! qui est relative au produit 8,79,/

8 n*{2N —n’') 8 n*2N—3n";
81 n’5 567 n's :]
3

o [ 81 n' 567 n's
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5° Pourla partie de % qui est due & 0,n?,

.| 569 n's 81 n' 3969 n’
64 n{N—n')* 32 n*(aN—n') 32 n*(2aN —3n'p?
243 n's 1701 n'e )
3o w(N—n')(eN—n'} 32 w{N_—n)[2N—3n") ]

38. Aux cinq développements ainsi calculés joignons celui de d, 7,
et réduisons ensemble les termes qui ne different que par le coefficient
numérique. On trouvera, comme résultat définitif de ka troisieme ap-

proximalion,
d sl , n's 243 n's 1215
b A
dt n(N—r'pP 4 n!N—n')* 8
i n's 459 n's 243 n's 1215
n(N-—-n') 2 ni2N—n'y 4  n(2N—n') 16
n's 459 n' 1701 n's 8505
(2N —n’) 8 n(2N —3n')®* 4 n*(2N—3n')* 16
n's 3213 n's 729 n's 4o5
*(2N—3n') 8 T r(N—n'}* 64  m(N—n'} 64
n's 1107 n's 81 n's 213
B N—n'} 64  n2N—n'P 8 n(2N-—n') 32
n' 3969 n's 11907
n*(2N—3n'})* 8 n{aN—3n")* 32
N n's 243 n's 1701
n'(N—n'' 2N —n'}? 32 n*(N—n'}{2N —3n')? 32
N n's 243 n's 1501
2N —n'}(N—n"}* 6} o N =3 N —n')? 64
: ’ F I -
.t by __nt 39697,
' N—n'j{(2N—n'} 32 (N —n'){(2N — 3n') 32

do,l
dt

39. Cette valeur de dounne lieu a plusieurs remarques impor-

tantes.
Les termes de 9; 7 ou figurait I'intégrale double ffe"-’dt se sont dé-

truits rigoureusement. On sait que M. Adams a signalé, dans la discor-
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dance des valeurs numériques attribuées par différents astronomes a
cette intégrale, une cause qui rend ses propres résultats peu compa-
rables 4 ceux qui ont été obtenus par MM. Hansen et Plana pour I'équa-
tion séculaire de la Lune.

L’incertitude provenant de I'intégrale [¢'*d¢ ne saurait d’ailleurs étre
entierement évitée, puisqu’elle entre en facteur dans Pexpression de
la longitude moyenne, apres que ’on a écarté la partie proportionnelle
au temps. Il est aisé de se faire une idée de I'influence qu’elle peut
exercer sur le résultat total. M. Hansen paraitavoir employé pour I'inté-
grale [(e¢*—e¢€'2)ndt la valeur —1212”,5¢>. M. Plana I’a supposée
égale & — 1264”2, et plus tard & — 1297",7¢2. M. Adams adopte le
nombre — r270”¢*. Enfin, par Pemploi de la valeur donnée par Le
Verrier pour la variation de I'excentricité de I'orbite terrestre, on est
conduit a attribuer a cette intégrale la valeur — 1240”,6¢*. On voit
qu’entre les valeurs extrémes, celles de MM. Hansen et Plana, il existe
une différence de 85", supérieure & ;- de la valeur totale. Il en résul- -
terait une modification de quatre ou cinq unités sur le chiffre des
dixiemes de seconde dans le coefficient de 'aceélération séculaire.

Les termes en n’*, qui avaient apparu dans le coefficient de ¢’ par
suite de I'introduction en dénominateur du facteur n'* dans un certain
nombre de termes, se détruisent rigoureusement. Si cette circonstance
ne s’était pas présentée, I’existence des termes en n'* eat rendu illu-
soire, jusqu’a un certain point, la seconde approximation, qui nous
avait fourni pour le coefficient de I’accélération séculaire 57, 89.

) . : dd,! . )
L’expression trouvée pour —j; he contient qu’en apparence des termes

en n’. Si, en effet, on remplace dans les dénominateurs N par n, et si
I’on y néglige »’ en comparaison de =, ces termes, ainsi réduits a leur
partie principale, se détruisent exactement. L’ensemble des termes en
n’® doit donc avoir une valeur numérique faible, en comparaison de la
valeur individuelle de chacun des termes, et comparable 4 I’ensemble
des termes en 7*. C'est ce que le calcul permet de vérifier.

Ainsi, Pexpression fournie par cette nouvelle application de la mé-
thode de Poisson est bien du méme ordre que la partie provenant de

!

M . ’ ’ n 8
l’approxunatlon precedente et contenant en facteur, avec (;) n', le

carré de 'excentricité ou de V'inclinaison de 'orbite lunaire.
10
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Par des raisonnements entierement semblables 4 ceux qui ont été
faits'au n° 35, on pourra se convaincre que les termes négligés, soit
dans’la fonction perturbatrice, soit dans le calcul de 9/,
modifier en rien le résultat obtenu.

;. . . . do,!
40. Réunissons maintenant & la valeur obtenue pour —=

dé,l
nous avons trouvée antérieurement pour o

N

dt

n’auraient pu

3 ‘
- celle que

» apres avoir remplacé par

leurs valeurs numériques les lettres qui représentent les coefficients des
différents termes de la fonction perturbatrice. On trouvera, pour
'expression définitive de la partie multipliée par e’> dans la dérivée de
la longitude moyenne,

(N w3\ 32 32" 32
n's i‘ﬁ_@ﬁo 3375
n{N—n"*\ 16 32 7 32
n's (315 _ 945 :_4725 .
nN—n')\ 8 32 7 30
n' 27 ) n' 9 27 .,
+(N—j)°< ‘e>+n‘(N—j)’< 58

5 ab
)

8 o',

n' 21 27 189 n'
- - ____1]____,»2_ - 2
n{N—jj\ 8 47 32 (3N —j —2n
n' /405  fo5 2025
n'\3N~J—?ll'\z(32 32 7 30
n' 315 135 , 135
. e — — e 07 et
n’(3N—-J—2n')(52 16 7
n' [ 3645 ,>
(N+j—2n')=( 32 ¢
1215 '2'5,.2 9315\
nfl\-i—J—zn ( 32"’4—32 e)
n’ 9835 1').15’2 14935 2‘
N+ j—on'] 6 7T T, )
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e < 3q6() 3969 , 4 19845 e’)

+(2N~—3n’) 16 16 7 16 J
n's 3969 . 6615 | 33075
; — 5 o 4
lz(zN'—3n’)’< 6 32 32 e>
n's 3087 926t 46305 2)
n‘(zN-—Sn’)(— 6 T YN e

6769 TG

n 8t 135 , 675 eﬂ>
+ n{aN—n'p

13 £ 3 7
-+ —— 73—‘ <——§?—T+L~59o’+ 9£62>+ ~ n'———u (— -S—Ie’>

n's ( 8t  8r " 40562)

+§I\2N—n’)“ TS

n*(2N—n') 16 64 7 64 N— +n 32
n't [ 27 8t . a7 .
+n(N——j+n’)‘\ 327397 8¢
N n / G3+81,? 135 o
'n’[\——/—l—nl( 32 167 7 32
n'? 81 n's 27 81 27
P 2 —_— L en2_ L 2
+(N—j—An')3< 32€>+n\1\—/—-n}< 32 732 % 86>
n’ < 63 81 135
e | — 5 — ¢ 5=
N —j;—n) 32 16 T 32
n' /107163 o
+(3N—j—531z’;3(— 128
N ' 3969 , 3969 . 198{5 o
3N —j—3n' 128 128 7 128
) n' 3087 1323 1323 o
T 3N —j—-3n7\ 128 61 7 128

n' 2187
“+ - S — Ze
BN—y—n'p 128

3N —j —n 128 1287 128
' 63 27 o 2T
(BN—,;—n )\ 128 " 677 12 )
+ n'’ {35721 o
IN+j—3n "\ 128

10,
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/
+ 11907 11907 91287
n(N —I—J—-:Sn"‘ 128 128 128
+ 27783 nqo" ot 146853 o
n*(N +_/—3n 128 v 128
n’s 729
+ FES _
(N +J—n')3< 128 )
n 243 243 o 1863 2)
n(N +j—nE\128 289 7 128 ¢
n'? 567 243 o1 2997 o
+n’(N+j—n’)<E§ 64 12 e)

n's 135 n's 135
———— | &)+ | - e
n(2N—j—n'p\ § n(aN—j—n) \ 8 >

Ln® (3355
=l )

n'® ( 27 o1 n 27 )
n{2N—a2j5+n2\ 64 112(2N——2_j+n')<—6_ﬁ,e>

n’ 27 o) 4 n’ 27
n(2N—oj—an'}p 646 ntaN—2j—n'} _(_ﬂe>

n's 132382 ‘ n's 1323 ©
(4N—2J—3n) 8 Tn’\L’;N—-zj—Bn’}(— 16 e)

N n's (_ 33055 (ﬂ‘ N 11’3 655 )

A " 6 ) =y (G
n's \
n(zN—fz/L—i—n’}“( ) . ‘1
'3 243 '3 / )
n (__ 4 \ _— n e 2.4392>
/ \ 4 "

n(2N—2h—n'p?

4
n'3 ( 1323 | + n's 27 1\
o - v o ., — .—,A-
n:3n’ —2h}\ 64 7 ' —ah) iu)

N n' 81, N n’ 81 _2\’
n(N—hp 647 N —h) <'_3_2'J/

n's 135 n' 243
+ |59} + '*,——4—
n{n' — hj 2 n(N—n'p 4

+

-
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n' 1215 o n's 4&)
+n'~’(N—n’)‘ 8 w(N—n') 2

n't 243 n's 1215 n's 459
noN—n'p T - n:(2N—n')? 10 - ni2N—n') 8

n't 1701 n' §-i0§ . n'¢ 3213
n(2N—=3n')® 4 n(2N—3n'}* 16 n*(2N—3n") 8

s

n

n's 3969 n' 11907
n(2N—3n'p 8 n'(2N —3n')* 32

n's 243 n' 1701
n¥ N—n] J(2N—n']* 32 nw(N—n')[2N—=3n"} 32

N n' 243 n' 1701
(N -—n')?2N—n'}) 64 n{(N—nr'?(2N—3n') 64

N n" 567 n's 39697
{N—n'){2N—n') 32 mw{N—n')(2N—3n") 32

Dans cette formule, N désigne le coefficient du temps dans la longi-
tude moyenne de la Lune, telle qu’elle résulte des observations.

n est le moyen mouvement de la Lune dans son orbite elliptique,
abstraction faite de la force perturbatrice du Soleil.

n', j, h désignent les coefficients du temps respectivement dans /',
=, §. Comme z’ varie avec une lenteur extréme, on a pu négliger par-
tout le coefficient du temps dans =’, en présence des coefficients du
temps dans / et dans /’.

41. Pour réduire la formule précédente en nombres avec toute I'exac-
titude que comportent nos calculs, il sera nécessaire d’employer des
données numériques plus précises que celles dont nous avons fait usage
dans la seconde approximation. Nous emprunterons aux Tables de
M. Hansen les valeurs des éléments de 'orbite lunaire. Il faut observer
toutefois que les longitudes sont comptées dans cet Ouvrage  partir de
I'équinoxe moyen mobile, au lieu que celles qui entrent dans nos cal-
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culs ont pour origine I'équinoxe moyen du 1°" janvier 1850. Pour
passer d’un systeme & 'autre, il faudra tenir compte de la précession.
Soit P la précession générale, /, =, 0 conservant la signification que
nous leur avons attribuée jusqu’ici. On a, d’aprés M. Hansen, pour
1800 janvier o, Greenwich, I'unité de temps étant I'année julienne,

l— ©=110°19'33",64 -+ (13 < 360° + 3311568”,37915) (£ — 1800)

, t —1800)\*
+49’,435(—100—> ’
w—0=192°7"21”,91 + 216115”,2207({ — 1800} — 44”,323 :1—8—0—0- z,
721,9 : ’ 7 / s o0
1 — 2
0+P:33°16’31”,15—-69629”,3961(t—1800}+8”,189<—!—01—0@> ’
\ { —1800\?
P =50",2230(t — 1800 —+—1”,[21<— ) .
100
On en déduit
. , o [ — 1800\
5 =133°16'31",15 — 69679”,6191{f — 1800) + 5", 068 (—IB—O—> s

100
t—1800>2

100

. ¢ — 1800\
® = 2252353 06 4- 146 435”,6016{ { — 1800} — 37,255 (—‘E’> ,

1= 335243 26", 70 + 17325593" 9731 (¢t — 1800) -+ 12", 180<

Prenons les dérivées par rapport an temps; il viendra

d9 . p { — 1800
T 69659”,6191 + 0”,14136 e’
dw . . y t — 1800
= 146435”,6016 — o”,74510 o0
dl ~ ow , { — 1800
= 17325593" ,9731 -+ 0”,24360 oo

Prenons pour origine du temps ¢ = 1850 janvier o, Greenwich. Les
accroissements en une année julienne seront :

Pour la longitude moyenne de la Lune..... 19325594",0949
Pour la longitude du périgée..... ........ 146435" 2291
Pour la longitude du nceud............ ... — 69679”,5484
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Il suffira de diviser les nombres précédents par 365, 25 pour obtenir
les mouvements en un jour solaire moyen.
On trouve ainsi, pour I'époque de 1850,

N = 47434 .889,
J = 400”,918,
h-= —190”,772.

Nous adopterons pour le mouvement moyen du Soleil en un jour
le nombre donné par Le Verrier :

n'=3548",193.

42. Cherchons maintenant 4 déterminer n. On a vu que, si 'on réduit
[a fonction perturbatrice & sa partie non périodique, il existe entre N,
n et n' larelation

g n'*
Ne=n—+ — (——1—26’——
n 8
La valeur fournie par cette équalion pour n ne serait pas encore
assez exacte pour notre objet. Nous allons, en appliquant la méthode
de Poisson, trouver la partie principale de la correction introduite par

les termes périodiques de la fonction perturbatrice.
On a, en négligeant les excentricités et les inclinaisons,

3 .
R=—- n*a*— s n'*¢ cos(2l —2{'.
;‘,

On en déduit, par les formules du n° 6,

dn g , ., .
— =2 n'sin{ol — 21",
dt 2 ! :
dl " n't  3n'? cos/al 7
D I ol — ol
dt n ! !
s dn .
Intégrons la valeur de T 1l viendra
o 9 : . Ha
oon——>———cosio2l— a2l
4 1\ —_ "/ \ i
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D’ailleurs,
ds,l 2 n' 3n" .
W_—_o,n— cos(zl—zl’):—(%m—i——n- cos(a2l—oal'y,

et, en intégrant,

n'? 3 n'?

L 3 S 9 =
al= [8(N—1L’}“+2n(N—f¢’)

]sin(zl—zl’).

dn

La valeur de 7P

donne, en différentiant,

dén N7 81 n' 27 n't .y I
T cos{2l—al'}ol=— E{N—n’)‘{+4 A(N—n] sin{(4{—410.

On pourra laisser de coté 0,7, qui sera entierement périodique. Les
deux autres parties de la correction seront

dd,l  3n» 6n” .
72’_: e cos(zl——zl’)&,n+—n—sm(2l—2l’,‘o.1,

ou, en substituant,

dd.l 27 n's 27 n's 9 n"

dte = 8 m{N—») S a(N—np 2 N—n')

et, en réduisant,

dd,l 63 n' 27 n's

dt. — 8 nN—wn) B aN—uwj

On est donc conduit, pour déterminer 7, 4 I’équation suivante :

n'? 9 9 3 63 n'? 27 n'?
Nen— — |1 —30° 4 Se+—e?+ — ——— 4 e |

n 8§98 2073 n(N—n') 8§ (N—un'?
Cette équation peut s’écrire

n’? 9 9 3 63 n’? 27wt
n=N+ —|1—Z+ L e+ —e?+ q T~ .

n [ 8" 8 2 bn(N—n'}+ S(N—n’)ZJ

Si I'on calcule le second membre en adoptant pour valeur approchée
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n
de -~ le nombre 0,07439, on trouve
n-—47715,8.

Le calcul, repris en substituant ce nombre & n dans le second membre,

donne
n —47715,60.

Les approximations suivantes ne modifiant pas ce nombre, nous I'a-
dopterons dans la suite des calculs.

43. Pour obtenir en secondes la valeur du coefficient de 'accélé-
ration séculaire il faudra, dans la formule donnée au n° 40, rem-
placer ¢ par €, + «¢ et ne conserver que la partie qui donne par I'in-
tégration un terme proportionnel au carré du temps. Pour atteindre
ce résultat et effectuer en méme temps intégration, il suffira de multi-
plier la quantité entre parenthéses par n't.é€, az. Dans cette formule :

n't doit étre pris égal au moyen mouvement du Soleil en cent années
juliennes. Ce nombre est, d’apres Le Verrier, égal a

129597 745”.

”

atreprésente la diminution en cent années juliennes de I'excentricité
de I'orbite terrestre.

¢, est I'excentricité de P'orbite terrestre 2 I’époque choisie pour
origine du temps. On a, d’apres Le Verrier, en prenant pour unité
de temps I'année julienne,

¢ = 3459",28 — 0”,08755 1 — 0”,00000282 12

Nous ne nous occuperons que de la diminution accusée par le terme
en ¢. Nous vérifierons plus loin que Vinfluence du terme en 2* est
négligeable dans les limites des temps historiques. Des nombres qui
précedent, on déduit, pour la valeur de P'excentricité exprimée en
parties du rayon,

€,==0,016771 et al=0,000042445.

Enfin, pour I'excentricité et I'inclinaison de Porbite lunaire, nous
1y
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adopterons les nombres de M. Hansen. On trouve

= 18519”,96

ou, en parties du rayon,

©=0,089787 el

e = 0,0549o8.

On a ainsi tous les éléments nécessaires pour réduire en nombres la

formule du n°

40.

44. Le Tableau suivant, dans lequel chaque terme de cette formule
est désigné, pour abréger, par un de ses facteurs, donne en secondes
la partie correspondante du coefficient de I’accélération séculaire :

Termes.
% ................... —}—10’:23206
n?
.(N—-—n’).“ .............. — 0,60277
n*
AN — 1,11317
n"
'”Z-TN__—T’). ............. —_— ],59578
7"
(N__J)’ .............. -+ 0’00040
7"
”(N —J)‘ ........... -+ 0’0434[
n"®
HZ(N_JJ .............. - 0}0996[
n'?
(?Nt—j—-zuﬁ3 — 0,00173
n"
”(3N __j.__.z;l’)' ........ —_ 0’0605/
n'*
”2(3N_j_2,,') ........ j— 0713]43
n" 3
(m ........... — 0,0209
n'? .
m ......... -+ 1,91421
n" q
oo —+ 3,84626

(N +j—on)

Termes.
n"
(2N —3n') ’
n?
(2N —3n')*

..........

OESEY R
'

n’(N}——j—;—n’).

n"

..........

..........

(BN—;j =34
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IZ67I39
2,96190
4,07439
0,02676
0,05142
0,0766y
0,0002}
0,0281F
0,06914
0,00038
0,03807
0,08078

0,00460
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Termes.

n" "
T T T, T Tt e -+ O
n(3N—;j—3n'y ?

n'"

AT L N ) —,— o

(3N —j—3n) ’
”73

........ s 40

(BN—j — ') ’

n'?

— — e s e e . -+ 0

(3N —j — n')* ’
n'®

seces  + O

W (3N —j—n") !

7"

. P v e e ~+ O
(N+j—3.') ’

”m N
ettt e e — 5,
NN -+yj—3n")

"

— - R -—10

(N +j—3n ’
IZIS

- - —er et s . —+ O

(N+4+-j—n')? ’

’IIJ

. e e . —o,
(N +j—n')

,IIJ
e IR I -— 0,
2 (N4-j —n')

n" .

- —. e — o
n(aN—j—n'y ?

Ill3

. e viee -0

aN—j— ') !
IIIJ

cr et et e e e e — 0

w{n'—y) :

n'"

- st o e e n e 4+ 0O
n(aN—oj+ n')* ’

I’IS
Sttt et e - O
(2N —o2j 4 /') ’

’1!3
—— e et s e -4 0
2(2N —aj—n') !

’7”

....... .. - 0
22N —oj— ') A

”/:)

—_— it e -+ O
(4N —2j—3n') ’

n"

— .t es . O
(4N — a5 —34") ?
n'"

n(4N—2j— /z’)z.

sesesees 40,

15653
33070
00008
00288
00640
06740
62736
32236
00081
08099
17696
00053
00101
18287
00001
00002
00001
00003
00155
00253

00003

Termes.
n'?
(4N — 25 —u') ’

n"®
n*(3n' —2j)

IIIJ

=)

n"
(2N —a2h+n )
n'?

(2N —ah+ ')

n'

n(2N

n"

2(eN—ok—u;

n'

(2N —n') T

n't

n(aN—3»') "

n"

Z2(aN—32)}
n'

7(aN—=37)

e e e s s

2/;—11’)2. h
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0100005
0,28653
0,02096
0,00027
0,00056
0,00031
0,00060
0,02736
0,00157
0,00039
0,00078
0,0;646
0,22024
0,50642
0,70385
0,02444
0,05848
0,08456

0,21811

0,64181
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Termes. Termos.
153 " 1A ” .
”(Nn- ”')‘ et s e e e g 0'700334 ”,(N_”,I)I(ZN_,,’—)—'-’. siees  — 0,000%7
n's ©on”®
m:.—,fj?' e e s e e s s — 0700]71 /12(1\'___”’)(21\-'_3"')‘—2'“. . — 0’()0389
n'® , n' B
AN T 000 | R N e
’5 5
;‘_(2{:%;[’)5.. evessstvs 4+ 0,00030 RZ(ZN_S’;IHN_”I):..... + 0,00373
n" , 7'
H;’(_').NT———T'):“ .......... -+ 0,00043 ’ls(N—-/t’Hzl\—u’) ...... — 0,00211
n' n"
H—)N:?T’J:’ ........... — 0,0[892 ,ﬂ\N_ll’)(.zN_:s”")‘.... -+ 0)()[(‘)()2
n" .
WaN—=3uy T T eeme

Si I'on ajoute ces nombres en tenant comptc de leur signe, on
trouvera :

1° Pour la partie qui contient en facteur n'....... -+10",23206

2° Pour la parlie qui contient en facteur n....... — 4”,03867
3° Pour la partie qui contient en facteur n’*....... + 0",07813
4° Pour la partie qui contient en facteur »'*....... -+ 0”,06261

Les deux dernieres parties sont bien du méme ordre de grandeur,
conformément a la remarque faite au n° 39.

Si on fait la somme, il en résulte, pour le coefficient du carré du
temps dans la longitude de la Lune, le nombre

6”,33413.

Il convient de faire observer que les deux derniers chiffres ont pu
étre altérés par 'accumulation des petites erreurs quand nous avons
fait la somme des résultats partiels.

45. Sans examiner s'il est possible de faire concorder avec ce chiffre
les observations transmises par Ptolémée ou par divers historiens, nous
citerons quelques nombres propres & donner une idée de I'influence
d’une telle accélération sur la position de la Lune dans son orbite &
une époque reculée. Nous avons vu que, d’apres Le Verrier, la
variation de 'excentricité de I'orbite terrestre peut étre représentée
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SUR L’ACCELERATION SECULAIRE DU MOUVEMENT DE LA LUNE. 8r
pendant une longue suite de siecles par la formule
¢ = 3459”,28 - 0,08755¢ — 0”,00000282 1*.

L’unité de temps qui figure dans cette formule est 'année julienne.
St I’on prend pour unité le siecle, elle devient

¢ = 3459",28 — 8”,755T — 0", 028271,

Nous avons calculé seulement la partie de 1’équation séculaire de la
Lune qui dépend de €', et nous avons supposé la variation de ¢* pro-
portionnelle au temps. L’accélération de 67,33 par siecle que nous
avons obtenue aurait pour effet, au hout de vingt-cinq siecles, d’ac-
croitre la longitude de la Lune d’un nombre de secondes égal a

6,333 625 ou 1°5'567,925.

La Lune emploie prés de deux heures & parcourir un arc de cette
étendue. Un tel déplacement entrainerait par conséquent une modifi-
cation profonde dans les circonstances d’une éclipse.

Cherchons maintenant quelle serait 'influence du terme en T? qui
figure dans ’expression de €', et qui donnera par I'intégration, dans
la longitude moyenne, un terme proportionnel au cube du temps. Ce
terme, comme on le voit a I'inspection de la valeur de ¢’, se composera
de deux parties: 1°le carré du coefficient de T; 2° le double produit
de €, par le coefficient de T2.

On trouve ainsi, pour la partie proportionnelle au carré du temps
dans Pexpression de €2,

— 118”5571,

Dans l'intégration, ce terme prendra le diviseur 3. Si I'on remarque
que le coefficient de ¢ dans ¢* a donné 67,33 pour le coefficient de ¢2
dans la longitude moyenne, on pourra écrire immédiatement, pour le
coefficient de #* dans la longitude moyenne de la Lune,

2 118,57 < 6,33 i
3 3459,28 < 8,755 X 2

L’aceroissement qui en résultera dans la longitude de la Lune, apres
une période de vingt-cing siécles, sera exprimé en secondes par le

nombre
2 118,57 3< 6,33 >< 15625

3 3459,28 8,755 < 2

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



82 P. PUISEUX.

Le calcul numérique donne

r

12g”,37 ou 2'g’,

Cet arc serait parcouru par la Lune en quatre ou cinq minutes de temps.
Les observations d’anciennes éclipses qui nous sont parvenues sont, en
général, affectées d’une incertitude au moins égale a cette durée. On
voit donc que la considération du terme en ¢ ne modifierait en rien
les conclusions que I’on peut tirer de I'accord plus ou moins satisfai-
sant des observations avec la théorie.

46. Jusqu’ici nous avons regardé la partie proportionnelle au carré
du temps, dans la longitude moyenne de la Lune, comme fournie uni-
quement par les termes en ¢ qui figurent dans la dérivée de la longi-
tude. Il est naturel de se demander quel changement serait apporté i
ce résultat par la considération des puissances supérieures de ¢'. Au
point de vue analytique, c’est une petite quantité du méme ordre que e
et 9, quoique notablement moindre en valeur numérique. On devra
donc regarder comme comparables aux parties déja calculées les termes
qui, dans la dérivée delalongitude moyenne, contiendraient en facteur
I'une des quantités suivantes :

I 7 ' 3 !
n n 2 n !
—n'e", —o'n'e, —en'e", —n'e", —n'e"
n n ns n

On voit clairement, & 'inspection de la fonction perturbatrice et des
formules qui s’en déduisent, qu’il ne se presentera pas de puissances

impaires de ¢’ ni de puissances paires du rapport — . Partout on rem-

placera e’ par €, + «t, et I’on ne conservera que le terme en ¢, le seul
qui, par I'intégration, donnera dans la longitude moyenne un terme
en #2. Ainsi n’¢’* devra étre remplacé, en intégrant, par 2€; «z. n't, et
n'e’® par e at.n't.

47. Les termes qui contiennent en facteur la premiere puissance du

n . . . .
rapport — s’obtiendront immédiatement sans aucun calcul d’approxi-

mation. Il suffira d’écrire dans la partie non périodique de la fonction
perturbalrice les multiplicateurs de ¢'* et de ¢'°. Posons donc

, , 45 45 . .35,
— 2 42 4 72 42 6
R =n"ae < +64‘ ()+ > na64e.
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Rappelons la formule, qui donne la dérivée par rapport au temps de
la longitude moyenne,

dl 2 OR e OJR o OR

dt ="V  nada " zna de  ana 0%
On trouvera, par Papplication de cette formule,
di n’ ( 15 135 135 ) , ., 35
ne*—

—_— 2 t]
— —¢€ —_
16

7 G A S 1

!
n
— n'e’s,
n

Pour intégrer, on devra, comme nous I'avons expliqué, remplacer
n'e" par 2¢at.n't et n'e® par 3¢, ar. n't.

«t désigne, comme precedemment, la diminution en un siecle de
I'excentricité de I'orbite terrestre; n'z est le nombre de secondes dont
s’acepoit en un siécle de cent années juliennes la longitude du Soleil.

La réduction en nombres donne, pour la partie du coefficient de
Paccélération séculaire qui provient du terme en ¢,

-+ 0”,007519,
et, pour la partie qui provient de e®,

-+ 0”,000004.
On voit que ce dernier nombre est entierement négligeable. A plus
forte raison pourra-t-on laisser de coté les termes qui dépendent des
puissances plus élevées de ¢'.

48. Occupons-nous maintenant des termes qu1 contlennent en fac-

teur avec ¢* la troisieme puissance du rapport — - Ces termes seront

donnés par un calcul d’approximation tout semblable a celui que nous
avons effectué pour les termes en e. Il est clair que, dans cette
recherche, on pourra supposer nuiles I'excentricité et I'inclinaison de
I"orbite lunaire, et ne conserver que les termes de la fonction perturba-
trice qui contiennent ¢’ & des puissances inférieures a la cinquieme.
On est ainsi conduit a adopter, pour la fonction perturbatrice, un
développement composé de vingt termes, dont voici la liste :

) 3 15
=n"a| — (- — e 2 et
(o) R_._na[ <4 5 +3ze>

i - _§.+I_5-e’?_—~e >COS"21—*21”)
() §7 8 64 \
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+ (L 3 'se" ecos{ —w)
'?-+Ze +'l—6 {

3 ' 9’7 13 T ’
+\_Ze__ge>cos(l ')
+(l—§+1—5-e”—3-.9e")ecos 3l—w—22l

\TgrE e e ) e
+(%_4_)59'2+' 7e"\ecos(l+w—2/’)

+(_%e _|,.,_9 )cos\:)l—-3l’+m)

-+ g :}—, > 2[—1’-—!3)
+

3 27 , (
+{ze+tetecos(l—wm+ U — o)

4 + 3
+<% ;—7€>ECOS l—w—U-+5)
—%e”cos(zl—zm’)

21 69 o

+<—-8—e+—7' ")ecos§3l—m—3l+m
—r‘<% e >ecos M- —-l'—75)

63 , 1107 ,, L ' ,
+<—S_e— o c>eCOa\/+m—3l+m)

+(_9e’+b§—}} e“)e(:os(l—i—m-—l’—m’)

_ §81 ¢?cos(2! — 4l +2%')

C ; ’
-+ 8} e*ecos(l— w4+ 2/'—2%')

¢ \
+?;6'?ecos(l——m—al’+26‘)';

— %e'?ecos{3lfzs—4l’+ o)

]53 ’ , ? ’
-+ ?e’ecoskl—i—w—ﬂ +2%')
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N . . . < ey . n
Comme on doit s’arréter a la troisieme puissance du rapport ;.

il suffira de calculer dans la longitude moyenne I'accroissement du se-
cond ordre. On voit alors, en répétant le raisonnement que nous avons
fait au n°® 7, qu’il est permis de réduire la fonction perturbatrice suc-
cessivement a chacun de ses termes.

49. En écartant le terme non périodique, qui a déja été considéré, et
les termes (3) et (ro), qui, ne contenant pas /, n’influent pas sur le
résultat, on voit que tous les termes dela fonction perturbatrice rentrent
dans une des deux formes analytiques suivantes :

R=n"a*Pcos(2l+il' +i'w)
ou

J

R=n"aPecos(il — © + )

Dans ces deux formules, i désigne un nombre entier qu’il est inutile
de spécifier, o une somme de multiples de # et de @', P une fonction
de €.

Si 'on adopte la premiere formule, on trouve, par un calcul exacte-
ment semblable a celui quia été fait au n° 10, que 'accroissement du
second ordre dans la dérivée de la longitude moyenne a pour expres-
sion

dd,l (36n" 36n' 28n'4"
—— —+ -+ - ) Pz,
di P np? n‘p

On devradans P* ne conserver que la partie qui contient en facteure’*;
p désigne le coefficient du temps dans I'argument de chaque terme;
on pourra, sans erreur sensible, traiter dans les arguments =’ comme
une constante.

Prenons maintenant la seconde formule. Le calcul est identique a
celui du n°® 11; on est conduit a 'expression

d67l:_ <3in" 4 mn't > P2,

dt 2ng®  2n'q

g désignant le coefticient du temps dans chaque argument, abstraction
faite de =’. Comme tout 2 I'heure, on ne conservera dans P* que lc

terme en e'*,
12

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



86 P. PUISEUX.

50. Donnons maintenant aux lettres qui entrent dans ces deux for-
mules les valeurs qui leur sont attribuées dans chacun des termes de la
fonction perturbatrice. Nous continuerons a désigner les coefficients
du temps dans /, ', = respectivement par' N, »’ et /. On trouvera ainsi

da,l ' re 5103 n® 5103 n'*
e [— 256 (N— ') 128 n(N —n')?
3969 n's a n'® 21 n'
64 w(N—n')  fr(N—j} §w(N—j]
5103 n'? 3969 n’s
256 n(3N —j—2an'}? 256 n*(3N —j — an/)
N 15309 n's 35721 n's
256 n(N-+j—an')? 256 n*(N +j —oan')
69741 n' 69741 n's 54243 n's
+ 64 (2N—3n’)3+_96;74_142N—3n’)2+ 64 n(2N—3n)
+§£ n’ +8_1 n' +6_3 n's
64 (aN—un'p®  64n(2N—n')? * 64 n*(2N—r')
243 n'? 567 n'®
T i28a(N—jn) 128 (N—j+ 1)
243 n'? 564 n's
T8 n(N—j—n') 18 (N—j—n)
N 69741 ‘ n’? 4 54243 n'z- ]
512 n(3N—j—3n')® 512 n*(3N—j—3n)
81 n' 63 n's
+ 5_1§n(3N—;j—n’)’+5—-12 n(3N—j—n')
209223 n’ 488187 n'
T 512 a(N+j—3np 512 n(N-+j—3n)
243 n's 567 n'?
T B n(NA4-j—n'y Sran(N-+j—n)
234cq n's 23409 n's 18207 n'
128 (N —a2n'p 64 n(N—2n')p 32 n*(N —an’)
243 n’ ‘ 569 n's
T 128 a(N—j4en ) 128 n(N—j+on)
243 n's 567 n's
T 28 n(N—j—2n )} 128 nm(N—j—2n)
23409 n'" 18207 n'’?
128 n(31\——j——4n’)’_ 128 73N —j — 4n')
7022 n" 163863 n'
128 n(N +;—4n'} + 18 (N +j—4n’)].
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On déduira de cette formule le coefficient du carré du temps dansla
longitudemoyenne en remplagant n'e’* par 2¢ . «z. n'¢. La réduction en
nombres n’offre aucune difficulté. Le Tableau suivant fait connaitre, en
regard de chacun des termes que nous venons d’écrire, la valeur en
secondes de la partie introduite par ce terme dans le coefficient du

carré du temps :

Termes.

#(Naj—oan') )
1173

W (N+j—a2n')
n"?

(2N —32')° )
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......

..

"
~+ 0,00719

-+ 0,00055
~+ 0,00101
-+ 0,C0144
“+ 0,00005
~+ 0,00011
-+ 0,00005
~+ 0,00012
— 0,00175
— 0,00349
— 0,00423
— 0,00746
— 0,01025
négligeable
— 0,00001
— 0,00001

-+ 0,0000%

2N —j—any

Termes.

n?
A(N—j—n')?
n'"
n*(N—j—n') ’
’713

"
(N—a2nr')

”/3
n(N—an')

,llii

n"

(N —j42u") T
]ll.')

-+ 0”,00009
-~ 0,00005
+ 0,00010
— 0,00038
— 0,00082
négligeable
négligeable
+ 0,01435
-+ 0,02610
-+ 0,00001

-+ 0,00003

.+ 0,00646

-~ 0,01C02
4+ 0,01437
+ 0,00003
-+ 0,00008

-+ 0,00006

12,
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Termes. Termes.

=3 ”13

n ” -
v e weriete 4 0,00001 | ———————— s enesss  — 0,02335
' n(N+j—4n')? ?

a
N —j—an')
13 ’ll3

c e e e —|—O700054 m......---o —0703874

n
#(3N—j—4n'y
n'

TN = =7 + 0,00T1

Si I’on fait la somme des résultats qui précedent, on trouve :

Pour I’ensemble des termes positifs. ......... + 0”,08499
Pour I’'ensemble des termes négatifs.......... — 0”,0g069

La correction fournie par les termes en ¢'* est done

— o”,00570.

On se rappelle que les termes en ¢'* nous avaient donné, pour le
coeflicient de 'accélération séculaire,

6”,33413;

ce coefficient se trouve donc réduit, par la considération des termes
ene, 2 6”,32843. Les deux derniers chiffres pouvant étre altérés par
I'accumulation des petites erreurs dans la somme des résultats partiels,
nous adopterons pour le résultat définitif le nombre 6”,328. Si I'on
tient compte de la petitesse du changement apporté au résultat par la
troisieme approximation, on pourra regarder comme trés-vraisemblable
qu'un calcul plus exact ne modifierait que le chiffre des milliemes de
seconde.

Vu et approuvé :
Paris, le 17 juin 187q.
Le Dovex peE 1A Facvrré pes Sciexces,
MILNE EDWARDS.
Permis d’emprimer :
Paris, le 17 jnin 1879.
Le Vice-Rectrur pE 1L’Acaptymiz pe Paris,

GREARD.
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PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

w2

Réduction a la forme canonique des équations différentielles de;
problemes de la Dynamlque
Théoremes principaux relatifs a 'intégration de ces équations.
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