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PREMIERE THESE.

Sar Ia détermination de corps ayant un potenticl donné

pour les points qui leur sont extéricurs.

INTRODUCTION.

Cette these m’a 6lé suggérée par I'¢tude des remarquables mémoires de
Georges Green, de M. Chasles et de Gauss sur la théorie mathématique de
Pélectricité. Voici I'analyse succincte de ce travail.

1l sera pour plus de clarté divis¢ en quatre parties.

Dans le chapitre I, j’énoncerai les théormes qui se trouvent dans les frois
mémoires que j'ai cités, et qui onl quelque rapport avec I'étude que jai en
vue. Je ne rappellerai les démonstrations que de ceux de ces théoremes qui
me seront utiles dans la suite.

Iy ajouterai quelques remarques fort simples qui seront des cons¢quences
presque immédiates des théorémes précédents, et je terminerai en recherchant
avec M. Lamé la condilion pour qu’'une fonction de trois variables puisse. en
Pégalant A une constante arbitraire, représenter des surfaces d’¢gal polentiel,
autrement dit des surfaces de niveau, dues & Pattraction d’un corps inconnu.
Comme la forme de la fonction qui représente le potentiel d'un corps change
généralement lorsqu’on passe de I'extérieur a I'intérieur du corps, la fouction
étudiée ne sera appelée & représenter que les surfaces de niveau auxquelles I
corps est intérieur.

Le chapitre 1I est consacré a la recherche d'une série de solutions du pro-
bleme qui fait le principal objet de ce travail; les corps que j’y obliens sont
tous limités par des surfaces de niveau.
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En téte de ce chapitre je démontre que tous les corps répondant a la ques-
tion ont méme masse, méme centre de gravité et mémes axes principaux
d’inertie.

Je recherche ensuite le potentiel des corps obtenus sur les points qui leur
sont intérieurs.

Je démontre enfin qu'une surface quelconque étant donnée, on peut tou—
jours la considérer comme une des surfaces extérieures de niveau, dues a
Iattraction d’un corps dont le potentiel est, & un facteur constant pres, déter-
min¢ pour les points extérieurs au corps, el japplique ces considérations au
cas ol la surface donnée est un ellipsoide quelconque.

Daus le troisieme chapitre, je rappelle d’abord le principe énonct par
M. Thompson, de la transformation par rayons vecteurs réciproques; j'en
déduis un théoreme proposé par M. Bertrand comme exercice dans son 1'raité
de calcul différentiel, et je donne de ce théoréme une dé¢monstration directe,
parce qu’elle me fournit une égalité que jutilise plus loin.

Le principe des images me sert a trouver une nouvelle série de corps répon-
dant au probleme que je me suis proposé. Jobtiens ainsi des solutions en
nombre infiniment plus considérable que précédemment, et pour employer
un langage qui rend parfaitement compte de ce que je veux dire, le rapport du
nombre des solutions précédemment trouvées au nombre des solutions que me

fournit la théorie des images est représenté par —.
02

Je recherche ensuite la condition que doit remplir la fonction proposée pour
que les corps que jai obtenus par la premicre méthode aient des surfaces
extericures semblables, et je démontre que dawns deux cas ol il semble
que je doive en obtenir par la deuxi¢me, le principe des images ne peut pas
me donner de pareils corps.

Enfin, aprés avoir déterminé le potentiel des corps trouvés pour les points
qui leurs sont intérieurs, je vérifie directement I'équation aux ddérivées par-
ticlles du second ordre 4 laquelle doit satisfaire ce polenticl, en m’appuyant
sur la démonstration directe que j’ai donnée du théoréme énoncé par M. Ber-
trand, et je termine par la recherche de corps répondant & la question et ayant
une ou deux cavités; dans ce dernier cas, ces cavités different essentiellement
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par la nature de l'attraction que le corps considéré exerce sur les points qui
leur sont intérieurs.

Le chapitre IV est fort court; il a pour but de résumer quelques théortmes
de calcul intégral qui sont la conséquence immédiate de ce qui précede.

CHAPITRE PREMIER.

Je m'occuperai d’abord du plus ancien des trois mémoires que j'ai cités.
celui de Green; 1l date de 1828.

Voici comment Green débute.

I. — Tmeorene I, S¢ Con considere deur fonctions quelconyues U et N de
trots coordonnées x| y, 2, el un corps limite, on awra, quelles que svicnt les
fonctions Uet N | powrvu qiaucune d'elles ne devienne infinie dans Cintérienr du
corps, Uldentité

oo [d’V d*V  d*V

(1) mdzdydzu F+@T+F]+53dGUE:

U | U | dC) | o, 4U
= U\SS(lxdycl,V[(F +217 +T] +5 daV —.

La 1= et la 3° intégrale n'onl pas besoin d’explication, clles s’etendent i
tous les éléments du corps considéré; la 2° et la 4° sont relatives & la surface.
ds est I'¢lément de surface du corps et dn la longueur infiniment petite.

e e ay s, )
comptée sur la normale a l'intérieur; P n'est pas une dcrivée, c'est un
quotient.

Pour démontrer ce théoréme, considérons I'expression

~o0 dU dV dU dV dlU dV
— o T
A= |\ dedyd: [,_/.,,- “dr iy dy Tz 'd:J'
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et proposons-nous de développer cette expression de telle sorte qu’elle nous
conduise indistinctement 2 'un ou & Pautre des deux membres de I'équa-
tion (1), ce (ui prouvera leur égalité. On a

oAV ¢ dfV av a*v
A_SS[UE—-SUW dx]dyd~+SS[UE/——SUFy—!dy]dxd:
av v
+SS[UTZ—SUW]““’%

La premiére des trois parties de A doit élre prise comme suit :

ol (e AV, L dY, AV, AV
B (05 v ) + (v — v ) |awes

oo AoV
- SBSU s dudyds,

Y

Or, si l'on représente par «, B, 7. les angles de la normale au point P. aver
fes axes coordonnés, on a

. dv, . dv,
U, v dydz=1, do do,(— €0s a,,
dv Al
, _dxl dyds = —1U, ——dx’ ds,(cosa,.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



—_5 —

Donc tous ces termes, quel qu'en soit le nombre, sont renfermés dans la
formule
dv
— Uds —cos a.
dr

On en conclut

o dv av dv coc L [dY d AR
A:—}BUdU‘[;ECOSG—{»—ECOSp+ECOSY]—\\3 [ +-d—;!':|
Xdrd_/d:.
Or,
v AV dz | dV dv d: _ dv

dc ‘°5“+—c°55+ COS* dr "dn T dy dn+d~ dn" dn’

d’oi se conelut le théoréme énoncé.

2. — Cetle démonstration repose sur ce principe qu'un résulfat est inde¢-
pendaut de l'ordre des intégrations ; elle est donc en défaut dans le cas ou
I'une ou I'autre des quantités U et V devient infinie dans I'intérieur du corps.

Voyons comment la formule douit étre modifice si U ne reste pas fini; nous
. ) . 1
supposerons que U dans le voisinage d'un point P du corps tende vers o
étant la distance du point considéré au point critique P.
Green décrit autour de P> une sphére de trés-petit rayon; si du corps on
retranche cette sphere, la formule s’applique & la partie restante; voyons donc
ce que devient chaque terme de la formule (1) pour la sphére laissée de coté,

d*v d’VJ

r i
er j— ¥ 2] . l
17 terme = So s 7 [d.r’ dz/’ d:?

il est nul puisque r entre en factcur dans son élément, on peut donc I'ajouter

au 1°° membre.

-
Q.

\Y
2* lerme = 4=r* - g
1

‘Q.

il tend donc vers zéro; on peut alors I'ajouter au 1 membre, il détrait ainsi

la portion de
gsd uLy dv
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introduite par la surface de la sphére, car dn est en sens contraire dans les
deux cas.

Quant au 3° terme, il est aussi nul a cause de la nullité de I’élément

Enfin le 4° terme a pour valeur

1
‘5
wr®V :_(_Z—r = .’mV’,

V' étant ce que devient Vau point P; en I'ajoutant aux deux membres, il dé-
truit dans le second la portion de

dU
SS deV o=
introduite par la sphere, et 1'on a en définitive la formule

) (((adya: U[ AgN:al 7 A (fi;,]—l-SSdaU Ny iev =

coe d? d*U | d?U \ (lU
= savav[ G+ G T e g,
3. — Green se pose alors le probleme suivant :

ProviiMe. Ji4ant donnée une surfuce, est-il possible de la recourrir d unc
couche ayant pour potentiel de son action, N sur les points intérieurs. ¥ sur
les poinls extérieurs? Dans le cas de Uajffirmative, quelle doit étre la densité dc
celte couche en chaque point? On suppose que pour les points de la surface
V, =V, que ces fonctions satisfont {’une et 'autre ¢ équation

(1?\7 (15\7 ([2\' N —
—F —+ —=0 \ INE A+
dz* ' diy? ds? s ctqueV,yatty

reste fint quand X, y ou z lendent ensemble ou scparément vers = .

e probleme, que Green a résolu le premier, a non-seulement en lui-meéme
une trés-grande importance. il montre encore I'indépendance des potentiels
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extérieur et intérieur, en v ajoutant seulement les conditions bien connues

auxquelles ces potentiels doivent satisfaire.
Pour arriver a le résoudre, Green applique la formule (2) au volume limite

. i , . .
par la surface proposée, en y faisant V=V et U = .7 élant la distance a

un point intérieur arbitraire I, et pour plus de clarté, nous représenterons par
V. ot V, les valeurs de V, et V, ala surface du corps, en sorte que V,=V_:
o na alors :

1
_ d—
. \dd d\T’ XY
— — 4V, =\\V
557 dn T 55
FFaisons maintenant V=YV, et U— , puis intégrons a l'extéricur du corps

Jusqu’a linfini, la distance 7 étant toxuours comptée a partic du méme point P
le 1 terme de la formule (1) est zéro, le 2¢ est

augmenté d’une expression analogue formée alasurface de la sphere décrite de
P comme centre et dont le rayon R tend vers =, laquelle expression
1 dV,
—==dQ
S\R -

est nulle; en effet, dw étant I'¢lément de la sphére de rayon 1 correspondant
adQ, ona

et comme pour R infini le produit VR est fini, il en résulte que C étant une
constanle

4
cav, 'R

TUR TR

et que par suite I'intégrale considérée est nulle comme contenant E en facteur

dans son element%dw
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En raisonnant de méme pour le 2° membre, on a I'identité

1
do dV, oo 7
W7 G =\

Ici dn est a Vextérieur de la surface considérée, précédemment il élait &
I'intérieur, ajoutant donc les deux égalités obtenues, I'on a la formule

cdofdV, | dV,
837—"[%1 + %—’]-{— 4=V, =0.
Si donc on met en chaque point de la surface une masse attirante de densité

__ A[dv, 4y,
(3) P——E[—Z{; E]’

ERY

n={

r

on aura

et V, sera bien le potentiel de I'attraclion de la couche attirante sur les points
intérieurs.

Transporlant P & T'extérieur du corps et opérant comme précédemment,
on verrait encore qu’en recouvrant la surface d’'une couche de densité donnée
par (3), I'attraction de cette couche sur les points extérieurs & la surface a V,
pour potentiel. La formule (3) montre donc que le probléme proposé est pos-
sible et donne une solution de la question.

4. — Green prouve ensuite ce que Coulomb avait déja démontré avant lui,
que si le probléme est possible, il ne peut avoir d’autre solution que celle que
nous avons indiquée, et comme celte solution est bonne, il en conclut qu’elle
st unique. A la démonstration de Green nous préférons celle de Laplace
comme étant plus simple et peut-étre plus rigoureuse; la voici :

Par hypothése la composante normale de I'action de la surface sur les points

e - e av .
infiniment voisins est pour les points intérieurs 77-21, et pour les points exté-

: av e s
rieurs d—n’, le dn étant intérieur & la surface dans le 1+ cas, extérieur dans le
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second. de sorte que si nous considérons deux tels points P, et P, situés sur lu

méme normale, la différence des actions normales de la couche sur ces points

sera représentée par
dv, , dv,
T

Cela posé, partageons lasurface atlirante en deux portions; I'une d’elles sera la
surface ABinfiniment voisine du point I, I’autre, le reste de cette surface, puis
prenons AB comme infiniment petit du 1" ordre, P.I et P.I comme infiniment
petits du 2¢ ordre ; I'attraction d’un point O situé en dehors de la zone AB sur
P, et P, sera la méme puisque OP,, OP, sont ou finis, ou du 1+ ordre, tandis que
P P, est du second ; la différence des actions dela surface sur P, et P, ne peut
donc provenir que de la portion AB de cette surface sur laquelle on peut
regarder la densité , comme constante. Divisons alors cette surface par des
plans passant par P P, en m fuseaux de méme angle, une surface de méme
densité que la 1~ et qui en sera distante d’un infiniment petit du 3° ordre aura
méme action que AB sur les points P, et P, (on pourrait affirmer la méme
chose pour une surface infiniment voisine du second ordre de AB, et c’est celle-
1a que prend Green en substituant & AB son plan tangent). Si nous remplacous
I'action de ces m fuseaux par celle des fuseaux correspondants de m sphéres.
ces m fuseaux de m sphéres pourront, si m est infiniment grand, étre infiniment
voisins du 3° ordre de la surface AB, et par suite leur action pourra remplacer
celle de la surface AB. Il résulte aussi de ce qui précede quau licu de limiter
ces fuseaux par des normales au contour AB, on peut les considérer dans leur
entier sans changer la différence des actions qu’ils exercent sur P, et P,

. 4 ; .
Cela posé, l'action d’un fuseau d’angle ;id’une couche sphérique homogine
derayonR surun point extérieur infiniment voisin est normale, ¢t représentée par

4,
w P

T
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et comme elle est nulle sur un point intérieur, la différence —7—7; p est indépen-

dante du rayon de la sphere. La différence des actions des m fuseaux sur P et P.
est donc — 4rp, d’oul’égalité obligatoire

AV, dv
Ao — —1 —_32
o= T

d’ott I'on conclut que cette solution, puisqu’elle est bonne, est unique.

La démonstration précédente pourrait étre simplifiée, en considérant au lieu
de ces m fuseaux de sphéres différentes, une sphere unique ayant son centre
sur la normale en T et distante par suite d’an infiniment petit du second ordre
de AB.

5. — Nous indiquerpns encore un théoréme dia a Green, parce que nous
utiliserons pour un autre théoréme, la démonstration qu’il en denne.

TusoreME II. — Lorsqu’il s'agit d’une surface attirante, il suffit de se donner
le potentiel N de son action sur les points de la surface, pour que les potentiels
des points extéricurs el intérieurs soient détermings.

Il en résulte que dans le probléme précédent nous avons pris plus de don-
nées qu’il n'élait nécessaire ; seulement, & cause des conditions que nous leur
avons imposées, ces données ne sauraient étre contradictoires, puisque nous
avons trouvé la solution de la question.

Ce théoreme se démontre en prouvant que deux couches différentes de po-
tentiels V et V' ne peuvent pas avoir méme potentiel V pour les points de la
surface. Posant en effet V— V' =U, U s’annule a la surface et satisfait & I¢-
quation

d*U = d*U d?U
i Tt Y
d’ol 'on déduit celle-ci :
Py d!U d!U dﬁU\
o ] ~T77{ _— — Ty —
V\SB chy(LU((uz + ay + d::)—O,

I'intégration portant sur les points intérieurs a la surface; cette équation se
transforme en la suivante '
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= dU rdU N ‘dU\ 2
‘\S[Lﬂ—l\<-ﬂ dxldjd- }3[U—~ (37> dy]d.rd:

SS[U—-—— (‘IL‘> ]dxdy:o,

Woeaves[ @) + @) + (&) |-

ce qui exige qu'on ait pour chacun des points auxquels s’élend l'intégration

ou comme U=0

U=C® ¢t comme U=0, cetle constante est nécessairement nulle.

Le méme raisonnement appliqué & P'espace compris entre la surface et la
sphere de rayon infiniment grand prouverait, a I'aide de considérations que
nous avons eu occasion de développer dans la démonstration de la for-
mule (3), que pour tous les points extérieurs on a également U=0 ou Y =V,
ce qu’il fallait démontrer.

6. — Abandonnons maintenant le mémoire de Green qui contient encore bien
d’autres résultats curieux, entre autres une trés-remarquable et tres-precise
théorie de la bouteille de Leyde, pour passer a celui de M. Chasles.

En 1839, M. Chasles énonca les théorémes de Green, sans les conmaitre,
M. Sturm en donna des démonstrations ; M. Chasles ne publia les sicnues quien
1845 (Connaissance des temps 1845).

Voici les points saillants de ce mémoire ; nous n'en démontrerons qu'un seul.

7. — Turorime II. Si Con considére un corps de forme quelconque attirant
les points de Uespace, il cn résulte des surfaces de niveaw qui sont en chague poini
normales a la direction de ['attraction.

Chacune des surfaces de niveau est en effet définie par la constance du po-
tentiel V, d’ou Pon conclut que siI'on marche sur I'une de ces surfaces, on a

av
+(1 dy +,~([~:-.

ce qui démontre le théoréme.

8. — Tnsonime IV. Pour une surface fermee quelconque situce en dehors d un
corps attirant, on a
cdV

4 \d—do':().
v dn
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Z—X ¢tant la composante normale a la surface considérée de T'attraction du

corps.

9. — Tutoréme. V. Pour une surface fermée quelconque, si M est la masse
du corps altirant comprise dans la surface, on «

(5) S&T do = — 4nM.
10. — Tutorime VI. Si lon recouvre une surface de niveaw d'une couche
. y 1 dV

allirante de densité — — —, cette couche wattire pas les points qui (ut sont

b dn’
intérieurs el attire les autres comme le corps lui-méme, dans le cas oi la sur-
face ne coupe pas le corps.

M. Chasles a démontré ce théoreme en s’appuyant sur les précédents, mais
il est une conséquence immédiate de 'équation (3) de Green. 1l suffit de faire
V,=C, cette constante devanl par conséquent &tre le V de la surface donnée,
et de prendre pour V, la valeur du potentiel de I'action du corps, pour les
points extérieurs a la surface de niveau considérée. Or une couche qui n’attire
pas les points qui lui sont intérieurs est une couche électrique, donc la couche
electrique qui recouvre une surface de niveau, est celle dont la densité est en
chaque point proportionnelle a I'attraction du corps, et elle agit sur les points
extérieurs comme le corps lui-méme.

Il est facile de voir & quel endroit la démonstration suppose que la surface
de nivcau ne coupe pas le corps; le probleme qui nous a conduit a I'équation (3)
a ét¢ résolu en supposant

d!\! l d’\f
+ dzr =0

équation qui ne serait plus vérifiée pour tous les points extérieurs a la surface,
si celle-ci coupait le corps.

Green, dans son mémoire, n’a pas neltement indiqué le théoreme qui pré-
céde, dont toute la gloire revient 3 M. Chasles.

11. —Remarque. Sil'on se propose de recouvrir une des surfaces de niveau
extéricures dues a I'attraction d'un corps inconnu, d’une couche attirante ayant
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pour potentiel V & la surfacele potentiel méme del’action du corps, le probleme
n’ayant qu'une solution et la couche électrique en étant une, il faut absolu-
ment qu’on se soit donné la fonction V, constante el égale & v, et que V, soit [e
potentiel de I'action du corps sur les points extérieurs a la surface de niveau
considéreée.

Nous ¢noncerons encore un autre théoréme du & M. Chasles, et dont le der-
nier n'est qu'un cas particulier; il se déduit du reste aussi facilement que le
précédent des théoremes de Green.

12. — TuroreMe VII. S7 une des surfaces de niveaw coupant le corps qui lui
a donné naissance est douée en chagque point d’une masse attractive de densile

1 d ) . - - .
_—— -X elle attire les points qui lui sont extcrieurs comme la portion du

4n dn’
corps qui lui est intérieure, et son atllraction sur les poinls intérieurs est éqale et
de signe contraire a celle de la partie extérieure du corps.
M. Thompson a démontré ce théoréme de la maniére suivante :
Appelons v, et v, les potentiels des parties du corps intérieure el extérieure
a la surface considérée

V=u,4v, soit V=C
et appliquons la formule (2) de Green en y supposant
Vi=C—v,, V,=v,

les conditions dans lesquelles Green se place pour résoudre le probleme sont
remplies, et 'on a
—_ (v
P="4\dn  dn/’

mais dr étant en sens inverse dans v, et v, on a

1 dv
(6) = =T
d’ou I'on déduit le théoréeme énoncé.

13.—Indiquons maintenant quelques passages du mémoire de Gauss, traduit

en 1842 (Journal de M. Liouville).
3
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Tueorime VIII. Soient deux sysiémes de points matériels ayant pour potentiels
le premier systéme N, le deuxiéme v ; M la masse d’un point du premier systéme .
m celle d'un point du second ; on a l'identité

(7) SMy = SV,

la-premicre sommation s'étendant & tous lespoints du premier systéme, la deuxicine
a tous les points du second.

En effet, on.a

d'ou

On aurait de méme
O Mn.
2 mV = o s
i P

SMy =EmV. C.Q.F. D

d’ou

14, — Tutorime 1X. — Le potentiel de Uaction d’'un corps attirant un point
extérieur, est la moyenne des potentiels & la surface d'une sphére ne coupant pas
le corps et ayant ce point comme centre.

St la sphere coupe le corps, cette moyenne devient

fVde M,
= ‘c + —7__}

(8) Awrt
v etant le rayon de la sphere, N le potentiel de Uaction du corps a ln surface de

cette sphére, N le potentiel de U action de la portion du corps exiérieure & la sphére
sur le point considére, et M, la partie de la masse du corps intérieure a la sphere,

15. — TuroreMe X. — Si lon a un corps attirant dont le potentiel est constant

sur une surface fermée ne contenant aucune portion du corps, il est constant par-
tout ef par suite nul.
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16. — Tueoreme XI. — St le potentiel est nul en tous les points d'une surface
fermée enveloppant le corps. attirant, il ['est partout.

Daus ces deux derniers cas, il résulte immédiatement de la seconde partie du
théoréme IX, que la masse du corps attirant est nulle.

LA se terminera I'exposition des mémoires que nous avons cités.

Les quelques remarques qui suivent se déduisent trés-simplement de ce qui
précede.

17. — TuéoreMe XII. — $'¢ w'existe qu'une surfuce sur lagquelle le potentiel
de Uaction d'un corps est nul, elle coupe le corps ou est a l'infini,

Car, d’apres les théoremes X et XI, si le corps lui était ou inlérieur ou ext(-
rieur, le potentiel serait partout nul.

Un potentiel nul ailleurs qu’a 'infini, ne peut répondre qu’a un corps dont
certaines parties attirent tandis que d’autres repoussent, mais la masse totale
n'est pas pour cela nulle, tandis que si partout le potentiel est nul, la masse est
nulle.

18. — TutoreMe XII. — Un corps attirant @ surface extérieure convexe, et
dont tous les points ont des masses de méme signe, ne peut avoir de surface de
niveau telle que le volume gu’elle [imite soit extérieur aw corps.

Car ¢'il existe une telle surface, elle contient nécessairement 2 son intéricar
une série d'autres surfaces de niveau; la derniére des surfaces qu’elle contient,
celle qui est al'inlérieur de toutes les antres et qui peut étre soit un point, soit
une ligne, soit une surface infiniment plate, est telle que pour ses points le po-
tentiel de I'action du corps est maximum ou minimum, ce qui répond & une
attraction nulle. Or la surface infiniment plate que nous considérons est comme
la surface proposée extérieure au corps, et un corps dont tous les points ont des
masses de méme signe ne peut étre sans action sur les points extérieurs.

Il est clair que ce théoréme s’applique également bien aux corps creux,
pourvu que I'on ne regarde pas comme extérieures les surfaces qui sout dans la
cavité.

Le méme théoreme existe quand il s’agit de plusieurs corps ayant des masses
de méme signe, si 'on appelle extérieure aux corps une surface telle qu'elle
n’est rencontrée par aucune des droites qu'on obtient en joignant deux points
quelconques de deux corps arbitraires mais différents, et ces droites élant
limitées aux points qu’elles unissent.
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Enfin ce théoréme s’applique au cas d’un seul corps concave, si 'on regarde
comme lui appartenant la portion de I'espace nécessaire pour le rendre
convexe.

19. — Tutoreme XIV.— Si lon recouvre une des surfaces de niveaw d’un corps
ne coupant pas ce corps, d’une couche aitirante de densité

les masses de la couche et du corps sont les mémes.

Ce théoréme, trés-facile & prévoir par la considéralion des attractions égales
du corps et de la couche sur un point suffisamment éloigné pour qu'on puisse
considérer les attractions comme paralléles et proportionnelles aux masses des
points attirants, peut se démontrer directement comme suit :

Appliquons le théoréme VIII au corps et a la couche
=My =z=mV =\7’Em;

or v est aussi conslant et égal 2V, donc SM masse du corps = Sm masse de Ia
couche.

Le théoreme V de M. Chasles conduit immédialement au méme résultat.

Il en est de méme du théortme IX de Gauss; si en effet d’un point extérieur
quelconque, on décrit une sphere ayant la surface de niveau a son intérieur, on
aura :

{> Pour le corps

S Vds = 4nrM,
2° Pour la couche

~

\vdc = drrm,

et comme v==V pour chaque point de la sphére, on en déduit
M = m.

20. — Tugorime XV. — 87 deux corps ont une surface de niveau communc
qui ne coupe aucun d’'eux, il en est de méme de toutes celles qui comprennent
ces deux corps, et méme des portions extérieures aux deux: corps des surfaces
de niveau qui les coupent.
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Soient, en effet, V et v les potentiels des deus corps considérés sur les points
extérieurs, et

‘f’(‘r~!/':) :Uo)

I'équation de la surface de niveau qui leur est commune, V est constant et ¢gal

Y

4V, pour tous les points de cette surface; j'appelle alors A le rapport 1:5’, el je

multiplie par A la masse de chaque point du corps de potentiel ¢; puis je

pose
V—Av=0_.

U est nul a linfini et sur tous les points de la surface »,. Appliquant alors la
démonstration du théoréme Il de Green a tous les points de 'espace situés au
dela de la surface v,, ce qui est possible, puisque pour tous ces points

dU | d*0  d*U
—_ —_— =
As dz* + dy* ' ds? 0

on en déduit
U=0o0, V=Av

Cette relation ayant lieu pour tous les points de I'espace extérieurs a la
surface v,, a lieu pour tous les points exiérieurs aux deux corps, puisque la
forme des fonctions V et » ne peut changer que quand on passe de I'extérieur
a I'intérieur des corps considérés. De la résulte le théoreme énonce qui se
déduirait tout aussi simplement du théoréme XI de Gauss.

ReMarQue. — Deux corps qui ont une surface de niveau commuune qui nc
coupe aucun d’eux, ont sur tous les points de l'espace qui leur sont extéricurs.
des potentiels dont le rapport est ¢gal a une constante arbitraire.

21. — PropLiME. — A quelle condition doit satisfaire I'équation
a=0(z.y.3),

pour que les surjaces qu'elle fournit par la variation de «, puissent élre consi-
dérées comme des surfaces de niveau dues a latllraction d'un corps inconnu
g’elles ne coupent pas ?
On démontrerait d’abord, trés-simplement, que le potentiel V de laction
du corps doit étre une fonction de » seulement,
V= /(a),

et comme
A’V = O,
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il en résulte ; J -
2 *z x
. I T
9 f'(fx) - da\ ? <(I¢>’ (l—lil)!
@) + (5 + (&
Le premier membre étant une fonction de o, il doit en étre de méme du

deuxidme, c’est la condition cherchée. On peut la traduire analytiquement de

la maniére suivante:
Différentions I'expression

da:’ + + 7

(@) + (2’—2) +(5)

et remplagons-y dz par sa valeur tirée de

de =0,

on devra avoir une identité, ce qui conduira 4 deux équations aux différen-
tielles partielles du troisieme ordre.

A ces conditions, il faudra toujours joindre la suivante :

Pour z, y, z, infinis ensemble ou séparément, la quantité

Vo

devra toujours é&tre finie et conslante. Le potentiel V pourra étre obtenu.
une fors la condition fondamentale vérifiée, par deux intégrations successives.
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CHAPITRE 1I.

22. — Passons au probleme qui doit maintenant étre le principal objet de
notre étude.

Rechercher des corps ayant sur 1lts points extéricurs

un peotenticel donné,

Sil'on se donnait la surface qui limite le corps, et les deux fonctions V et »
potentiels de l'action de ce corps sur les points extérieurs et sur les points
intérieurs, le corps serait immédiatement déterminé, car sa densilé ; en chaque
point serait donnée par la formule

Ay =— 41:9.

Et ce serait aussi se donner trop de conditions, car v et la surface qui limite
le corps étant connus, le corps et par suite Ven résultent.

SiI'on se donnait seulement V et v, les points de la surface seraient tres-
simplement déterminés, ils répondraient a I'équation

V=u,

et I'on aurait encore trop de conditions.

Nous laisserons de coté le cas ou v seul serait connu.

Enfin si au lieu de se donner V, on se donne simplement I'équation générale
des surfaces de niveau comprenant le corps a leur intérieur

?(L‘.y.z)zz,

nous savons trouver les conditions auxquelles doit satisfaire la fonction ¢, el
en déduire V; ce probleme rentre donc immédiatement dans celui que nous
nous somimes proposé.

23. — TutkorivMe XVI. Tous les corps qui répondent au probléme que nous
nous sommes proposé, méme ceux dont tous les points n'ont pas des masses de
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méme signe, ont méme masse, méme centre de gravité el mémes axes principaurs
d’inertie.

[’identité des masses et celle des centres de gravité de corps attirant égale-
ment un point extérieur quelconque était hien simple a prévoir : considérons
un point suffisamment éloigné pour qu’on puisse regarderles actions des points
des divers corps comme des forces paralleles et proportionnelles & leurs masses,
ces actions auront pour chaque corps une résultante, toutes ces résultantes se-
ront ¢gales par hypotheése, et d’un autre coté proportionnelles aux masses des
corps, d’olt on conclut 1'égalité de ces masses. Enfin comme toutes ces forces
ont méme point d’application et méme direction, et que chacune d’elles passe
par le centre de gravité du corps auquel elle répond, tous ces centres de gravité
sont sur la droite joignant 'un quelconque d’entre eux au point considéré,
lequel est dans une direction quelconque; donc ces corps ont méme centre de
gravité.

Donnons de ces principes une démonstration qui nous conduira également i
la derniére partie du théoréme.

Décrivons une surface de niveau

V=1V,

comprenant @ son intéricur tous les corps ayant méme potentiel V sur les
points exlérieurs, si nous la supposons recouverte d’'une couche attirante de
densité
_idv,

p=— = dn’
it va résuller du théoreme X1V I'égalile des masses de ces divers corps, puisque
chacun d'eux a méme masse que la couche. Prenons maintenant pour origine
et axes coordonnds le centre de gravité et les axes principaux de cetle couche,
puis appliquons la formule (1) de Green a tous les points du volume que limite
la surface V.=V, en y faisant U= et prenant pour V le potentiel P de I'ac-
tion de 'un des corps; la densité § de ce corps est déterminée en chaque point
par U'équalion
P A4

e o il —
10 & T

— 4=

o

ot cette formule peut ¢tre regardée comme s'appliquant & tous les points de
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'espace que limite la surface V, puisque pour tous les points en dehors du
corps. ¢=0. La formule citée nous donne

Sl‘((l{—lr:/.[c:‘% (};dc

Or P= V,, et par suite du choix de 'origine

PR -

-—4—-\55 x.8dzdydz }- 5

ng%dc=0,

il en est de méme de

\SP 27 de=V, \53—’ de.

car si 'on forme un eylindre parallele & ox et ayant pour base I'élément do, il

!

. dx dz
déetachera sur la surface V, un autre élément do’ tel que T ds' et T ds seront

de signes contraires, et égaux en valeur absolue a la surface de la section droite
du cylindre considéré ; les éléments de la surface V, pouvant ainsi se grouper
deux & deux, on en déduit I’équation

SSSx.dedyd: =0.

qui, jointe & deux autres analogucs obtenues en faisant successivement U=y,
U= z, nous prouve que le centire de gravité de la couche V, est le méme que
celui de I'un quelconque des corps, d’olt I'on conclut la seconde partie du
théoréme.

La troisieme partie se démonlre en faisant dans la méme formule de Green
U=uxzyetV=P"P.

A "

\ 1V o ! d
— 4= \bx‘/ Sdxdyds + 53 I_y(dl’d v, \3( “/ L> ds,.
Or, en nous servant du méme cylindre que précédemment, on verrait que
. dr dx . . . .
les deux expressions n ds, - T ,(l (ui sont égales et de signes contraires ont
méme y; donc
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Et de méme
oo dy
55 T Z;, (lO' == 0.
d’ou 'on déduit

LRI

553 a2y, 3dudydz=0,

en joignant a cette équation celles que 'on obtient en faisant successivement U—
zz, U=yz, on conclut que les axes principaux d’inertie des corps coincident.

Nous verrons plus loin que la coincidence des axes d’inertie est loin d’en-
trainer I’égalité des moments d’inertie des corps aulour de ces axes.

24. — Si 'on applique rigoureusement les mémes démonstrations a 'espace
compris entre deux couches

V:Vl, V=V

2

en prenant pour fonclion V de la [ormule (1) le potentiel de 1'action de la cou-
che intérieure sur les points de I'espace, on en déduit les deux formules

BS T % de, — S\ x dd\;'“i ds, =0,

¢quations qui nous montrent que les couches, constitu¢es comme nous I'a-
vons indiqué, partagent avee les corps cetle propriété de communauté de cen-
tre de masse ct d’axes principaux d’inertic.

Remarques. — Ces théoremes s’appliquant tout aussi bien a la surface V,, la
dernicre et la plus petite des surfaces V qu’aux autres, on en conclut que dans
le cas trés-fréquent, ot celle-ci se réduira & un point, ce point sera le centre
de gravité commun de tous les corps qui répondent a la question.

25. — Cela posé, 'une des surfaces

V="

est intéricure a loutes les autres, clle est infiniment plate et peut se réduire soit
i une ligne, soit & un point; clle répondra généralementd un maximum ou & un
minimum algébrique de Ia fonction V; on aura donc en géndral, si V, est la
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-

valeur de V pour les points de cette surface,

AV _ o AV AV,

( =0, Gr=0,

¢quations qui montrent que dans 'hypothése actuelle, la surface V, sera beau-
coup plus souvent un point qu'une ligne etsurtout qu’une surface. Quoiqu’il en
soit, I'une V, des surfaces V est intérieure & toutes les autres, et elle est extre-
mement plafe puisque les surfaces V== Ct ne sauraient se couper; c’est celle-
la que nous appellerons la surface V,.

Il résultera de ce qui va suivre que les équations (11),si elles onl une solu-
tion, n’en ont pas d'autre que la surface V,, définie comme nous venons de le
faire en dernier lieu, cette surface pouvant du reste se réduire soit i une ligne.
soit & un point.

Soit maintenant V=V, (V, étant lc rapport d’une masse donuée, i unelon-
gueur également donnée) I'équation d’une autre surface de niveau. si sur cha-
que élément ds de la surface V, nous répartissons une masse

nous aurons une couche attirante qui, d’apresle théoreme VI de M. Chasles
aura V pour polentiel de son action sur les points extéricurs  cette couche.
Supposons que I'on ait tracé entre V, et V, un nombre considérable K de sur-
faces de niveau ré¢pondant a des accroissements ¢gaux ¢V de V, de telle sorte
que l'on ait

V,—V,=KdV,

et qu'en oulre les équations (11) n’aicnt pas de solution comprise entre V et V.
ce qui veut tout simplement dire qu’on prendra V, assez rapproché de V, pour
cela; il en résullera que ¢V conservera toujours le mémne signe, et ¢’est ahsolu-
ment ndécessaire pour que I'on puisse affirmer que le nombre K des surfaces
tracées enfre V, et ¥, est égal &

V,—V,
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Recouvrons maintenant chacune de ces surfaces d’une couche attractive de

densité
{ ( I dV
K\ 4= E?) !

chacune d’elles aura pour potentiel de son action sur les points extérieursa 'V,

la quantilé <, et leur ensemble V. Pour que ces surfaces soient telles que la

K7
masse répartie sur 'une d'elles remplisse 'espace compris entre celle-la et
la suivante, il faut prendre pour densité ¢ en un point quelconque, celle qui

résulte de la formule

1 1dv
_K_Et—i—ﬁ-dc_a.dcdn,
d’ou
. 4dV 1
=T k= dn Kdn
ou
1 dV\?
b= (2L
(12) (Y, —V,) <dn) ’

densité essentiellement de méme signe pour tous les poinls du corps ainsi
formé. Et la densité sera en chaque point proportionnelle au quarré de la fone-
tion qui représente 1'attraction pour les points exiérieurs.

26. — Si 'on prend des surfaces de niveau différentes pour limiter le corps.
on a une série de solutions de la question qui nous occupe. Lt si en par-
ticulier V, et V, sont deux surfaces deniveau limitant deux corps formés comme
il a été dit, les densités d'un point quelconque commun a ces deux corps sont
inversement proportionnelles aux différences V, — V,, V, — V..

Si donc on appelle surfaces d’égale attraction, celles qui répondent a
I"¢quation
'dV)f .
\an ) =05

on en conclut que les surfaces d’égale attraction sont des surfaces d’égale den-

7

L ) A .
sité pour les solutions que nous venons de former, et comme o ot la résul-
’ 1
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dv dv av

tante de ZI;E. @, E

I

N

, on en conclut que ces surfaces ont pour équation

Le premier membre est une fonction qui partage avec

d*V awv dv
PR

la propriéte de ne pas changer avec le systéme d’axes coordonnés. (Voir le re-
marquable ouvrage de M. Lamé sur les coordonnées curvilignes, premicre
lecon.)

27. — 1l résulte de ce qui precede que les équations

EI—X::O, —d—v—_‘o. gY——‘—O.

dz dy dz
si elles ont une solution, n’en ont pas d’autre que la surface V.. Si cn effet un
autre point de 'espace satisfaisait 4 ces ¢quations, toute la surface de niveau
sur laquelle il se trouve satisferait aussia ces équations, etle corps V. intérieur a
cette surface, serait sans action surles points de celle-ci; ce qui, en vertu du
théoréme V de M. Chasles, ne saurait avoir lieu puisque Ja masse de V, n'est
pas nulle. La restriction que nous nous étions posée au commencement de ce
chapitre, dans le choix de la surface V,, n’a donc plus raison d’¢tre.

Partant de V, pour aller a 'infini, V va donc continuellement soit en erois-
sant, soit en décroissant, et comme a U'infini il est nul, si V, est négatif les points
des corps obtenus ont des masses négatives, autrement dit sont dou¢s du pou-
voir répulsif; si V, est positif. c’est le contraire qui arrive. Le premier cas ne
différant du deuxiéme que par d’insignifiants changements dans les expressions
a emplover, celui-ci nous occupera seul. Ainsi donc V, > 0, V déeroil a partic
de V, jusqu’a Iinfini o il devient nul.

28. — Si un point est intérieur au corps V . il n’est aitiré que par la portior.
de corps limitée par la surface de niveau passant par le point en question. L.«
rapport des actions exercées par V et V_ sur A sera donc

V,—V,
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puisque I'action de V, est (Z—Z, et que celle de V, n'est que

vV, —V av
V,—V, dn’

L’action de V, sur B sera

V,—V dv
V,—V. dn’
et celle de V,
V,—V dv_
V,—V, dn’

leur rapport sera donc constant et égal au rapport des densités

V.—V,

5 v !

Vo— v1
ece qu'il ¢tait aisé de prévoir.

Les attractions des corps V, el V, ont donc un rapport égal a 1 poar les points
extérieurs ; ce rapport varie de 'unité a vV —v
Pun, intérieurs & lautre, et il conserve cette dernicre valeur pour les points
intérieurs aux deux corps.

29. — Recherchons maintenant quelle est la fonction v potentiel de 'action
des corps précédemment trouvés sur les points qui leur sont intérieurs.

Décrivons comme précédemment entre V,et ¥V, K surfaces de niveau, prenons
un point quelconque de la n° & partir de V , soit V cette n® surface. La portion
de v provenant de la partie du corps comprise entre V et V, est repri-
sentée par

Y A V S AY
A T

o — V. : - .
-, pour les points extérieurs 2
1

V+ndV _ aVv N n(n-+1)dv
K ~— K' 2K
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R VYV im (1) dV = lim 7V =V
K=V —v,’ (n4-1)dV=1lim ndV=V, —V,

La somme précédente peut donc s’éerire
V-V, V,—V Vit e
V4 = L,
vo_vl [ + 2 ] 2 [Vo '—Vx]

Le potentiel de I'action de la portion du corps limitée par la surface V est

v=v,' "
on a donc
i 1 2 2 V2
v =g V= Vi Ve —avi,
" QVV — VIV
) = QG
Q(Vo_vx)

Onen conclul que les surfaces intérieures aux corps, fournies par I’é¢quation
V= C, sont aussi des surfaces de niveau, autrement dit que » a la méme va-
leur sur toute 1’étendue de la méme surface V=C_Ct°.

. , dv . .
Et aussi que les surfaces d’égal w c’est-a-dire d’égale attraction du corps

: s A e
sur les points de son intérieur, sont des surface d’¢gal T c'est-a-dire d’¢égale
densité.
1l est clair que nous ne pouvons affirmer cela que pour les corps que nous
venons d’obtenir.
Vérifions dans le cas actuel Ja formule fondamentale

¢y | dw

dat " dy? —z’z_"ﬂs'
On a
: dv _ V,—V d\
dz ~ V,—V, ds
d*V dv. 2
PO e (d;)
dr V.=V ’
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et par suite

dv  dwv d% i dV\? .
- - = e __ {1} = — 4ms.
=T ap T V.V, <dn> °
30. — Tutoneme XVII. Une surface quelconque élant donnée, on peul tou-

Jjours la considérer comme une des surfaces de niveau mne coupant pas le corps
inconnu & Uattraction duquel elles sont dues. Le potentiel de ce corps est a un
facteur constant prés, déterminé sur les points qui (ui sonl exicrieurs.

€e théoreme n’est en quelque sorte, qu'un corrolaire du théoréme H de

Georges Green. Si en effet, d’aprés ce théoreéme, on adopte pour V potentiel de
I'action du corps sur les points de la surface donnée, une constante arbitraire, la
fonction V potentiel de 'action d’une couche attirante recouvrant Ja surface
donnée et ayant méme aclion que le corps sur les poinis extérieurs, sera com-
plétement déterminée. De plus, il est clair que si I’on multiplie V par un fac-
teur constant arbitraire, V sera multipli¢ par le méme nombre. D’ou résulte
le théortme énoncé.

Traduit en un théoréme sur I'éleclricité, il montre qu’une masse électrique
élant donnée, il est loujours possible de la réparlir sur une surface donnée
quelconque, de manicre a ce qu’elle soit en ¢quilibre sous sa seule action; et
qu'en outre, son action sur les points extérieurs est complétement déterminée
i un facteur coustant prs, facteur qui n’est autre que la masse que Pon g’est
donnée arbitrairement.

31. — Le probleme qui consiste a rechercher cetle fonction Vest facile a
résoudre, dans le cas ol 'on sait trouver qu'elle doit étre en chaque point la
densité ¢ de Ja couche devant recouvrir la surface, pour que cetle couche soit
sans action sur un point intérieur. Ces quanlités sont liées en effet par la rela—
tion trés-simple

av

— = —4Tp.

dn

32. — Appliquons ces considérations 4 la résolution du probléme suivant -

Un ellipsoide quelconque élant donné, si on le regarde comme une des surfaces
de miveau dues @ laltraction d’un corps inconnu complétement inléricur, quel
sera le potenticl V de U'action de ce corps sur les points extérieurs? Trouver des
corps répondant a la question.
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33.— Pour résoudre ce probleme, montrons d’abord ue la couche attivante
homogene, comprise entre deux ellipsoides semblables et semblablement
placés, est sans action sur les points de son intérieur.

Si, en effet, autour d’un point intérieur quelconque O on trace une série de

droites, les portions telles que P(), RS d'une méme droite seront ¢gales; le plan
diamétral conjugué de SQ est en effet Ie méme pour I'un et 'autre ellipsoide.

Si donc on appelle dw I'élément d'une sphere de rayon 1 et ayant 0 comme
centre, détaché par un céne ayant 0 pour sommet, action de ABPQ sera vepré-
sentée par

=PQ.dw,

¢ °? R'dwdR
Yoo T

elle sera donc détruite par celle de CDRS.
34. — La quantité Z—X-qui, 4 un facteur constant prés, représente la densité

de la couche recouvrant la surface de niveau, et qui, sans agir sur les points
intérieurs, attire ies points extérieurs comme le corps lui-méme. est done pro-
portionnelle & la portion de normale comprise entre deux ellipsoides sembla-
bles infiniment voisins. Or cetle portion Ee de normale est, & un infiniwent

petit du second ordre prés, égale a ab, distance de deux plans tangents aux
: , dy . .
deux ellipsoides et paralléles. Il en résulte que T & proportionnel & la

distance la — p du centre I de I'ellipsoide au plan tangent en E.
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35. — Cela posé, soit

AT AT
15) (1’+F+F—1
I'équation de I'ellipsoide proposé.

Cherchons celle de la surface de niveau infiniment voisine V + ¢V, soit F
le point de cette surface situé sur la normale de E. On a, C ¢tant une con-
stante,

d’ou
pdn=K,
quantité constante.
Appelons z, y, z, les coordonnées de E, x',y', 2/, celles de F, «, §. -, les an-
gles de la normale EF = dn.
On a les équations

'

z'—z=dncosa, y —y=dncosB, ' —z=dncosy,

el aussi
L 3
cosa:]a—!, cosﬁ:%g—, cos-(:f—,.
On en tire
, Kz , Ky Kz
Foe=gm YTy=gn A=
d’on
z y z
=, y=— = —
K K K
1 145 145

La surface de niveau infiniment voisine a donc pour ¢qualion

" 73

't y* z

S R

ou comme K est infiniment petit,

l.’! e -t

y z
Ik TFyok T AR T

N

c'est un cllipsoide homofocal avec le précédent.
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Supposons @ > b >¢, silon pose &> —b6*=f* «*—c*=g? on aura
<y,

et 'équation générale cherchée des surfaces de niveau comprenant le corps &
leur intérieur sera la série des ellipsoides homofocaux.
z’l y’ﬁ 52

(16) wtrpty—a=1

Ces surfaces étant connues, on pourrait en déduire le potentiel ¥ cherché
d’apreés la formule (9) établie précédemment. On trouverait ainsi ¥ avec un
facteur constant arbitraire, la conslante introduite parJa seconde intégration
étant déterminée par la condition de V nul pour les points situés a I'infini.
Il est peut-étre plus simple de le rechercher directement comme suit.

36. — La quantité C qui est constante pour un méme ellipsoide varie d’un
ellipsoide a l'autre, mais elle est déterminée sur chacun d’eux par la
forrmule

cdv
Sy—ndc_—hl\l,

M étant la masse arbitraire attribuée au corps inconnu; on a donc

~

C 5 pds = — 4=M.

Or soient da et dp les accroissements de a et p lorsqu’on passe d’un ellip-
soide @, 6, ¢ a D'ellipsoide infiniment voisin semblable, on a

~

C)pdo’: 4

oa

)In

S spds,

O,

et {3pds est le volume compris entre ces deux ellipsoides semblables, donc

SN 3 )
S épde = inabc [(1 -+ Eag) — 1J = 4=bcda,

d’ol
dzabc.C = — 4=,
M
C=—
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Il en résulte

M
Ve — — .
d abe pin

Et comme lorsqu’on passe d’une surface de niveau a 'autre @V est constant.
il en est de méme de pdn,

pdn = ada,

donc

A da
dV=—M T

dx

17 dV=—-M — —
" =

La fonction V est donc une fonction elliptique. Il est trés-aisé de lui donner
la forme habituelle de ces fonctions.

Posons
A=,
sin o
d'ott
i = — 1008 9de
sin*o
AV =M g c0sg dg =M~/ de___,
it 9 ,> A ,) 9' — [*sin'o
sin’ ¢ \/(s-m,,? f s Y
Posons enfin g— =¢*, ona
M do

dV = = — .
g \/l—c’sin’ga’

¢’est bien la fonction elliptique sous sa forme habituelle.

37. — 1l résulte de ce que nous avons dit, qu’on pourra former une infinité
d’cllipsoides ayant V pour potentiel sur les points extérieurs , ayant autrement
dit pour surfaces exiérieures de niveau des ellipsoides homofocaux.

Si V=V est lellipsoide qui limite I'un d’eux, sa densité 3 sera en chaque
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point donnée par la formule

gL 1 vy
T 4m (V,—V) (dn) !

la surface V. ne sera autre que I’ellipse

2 2

Z

g—’ =i-

y
+¢—P

Un ellipsoide creux compris entre les surfaces

(18)

V=V,, V=V,

et ayant en chaque point pour densité

. i dV)’
T 4n(V,—=V) <dn ’

répondra également bien a la question.

. _ . [dVY
Dans un cas comme dans I'autre, la densité sera proportionnelle a <i—t§>

H

ou a Z’%?' Elle est donc, pour les divers poin{s d'un méme ellipsoide, pro-

portionnelle au quarré de la distance du centre au plan tangent a cet cllipsoide
au point considéré.

38. — Ici V, ne répond nullement & un maximum de V. On trouve, en effet,
que la densité des points situés dans l'intérieur de lellipse V. n’est pas nulle,
elle est donnée par la formule

1 M? . p\?
— lim. (—) , pour ¢=20,
W=V, ge—7) T \e) 0 P

laquelle limite varie de I'unit¢ a l'infini. La densit¢ des points de la sur-
face V, va donc en croissant & partir du centre, pour devenir infinie surles
points du contour

2

zt y
¢ Te—pr="

On évite cette difficulté en prenant comme solution les ellipsoides creus.
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39.— Cherchons a tracer sur un ellipsoide compris entre V, et V,, et homo-
focal avec ceux-la, les lignes d’égale densité du corps précédemment déter-
miné. Ces lignes seront, du reste, communes a tous les corps que nous avons
trouvés. Elles répondent aux plans tangents également distants du centre,
autrement dit & I'équation

7
19 (g 2=y,
x ) ? (as b C“) =1

C’est celle d'une série d’ellipsoides semblables, ayant leurs axes «, 8, ; dis-
posés dans le méme ordre de grandeur que ceux de I'ellipsoide sur lequel elles
tracent les lignes d’égale densité

a!

2 2
=T b=r, 1=1
Les axes de ces ellipsoides sont proporlionnels aux quarrés de ceux qui leur
correspondent dans l’ellipsoide donné.
Il en résulte que pour que I'un de ces ellipsoides donne des lignes d’égale
densité, il faut que
a>a,

autrement dit que
r<a,

ce qu’il était bien facile de prévoir.

Sur un méme ellipsoide, la densité est maximum au sommet du grand axe,
minimum a celui du petit.

Et pour les divers points d'un méme axe, clle est en raison inverse du
quarré du produit des autres axes de I'ellipsoide dont le point que I'on consi-
dere est un sommet.

Enfin, il est & remarquer queles corps que 1'on obtient ainsi sont symétriques
par rapport aux plans coordonnés, non-seulement quant aux surfaces qui les
limitent, mais encore relativement aux densités,
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CHAPITRE III

40. — Le principe de la transformation par rayous vecteurs réciproques
peut nous donner une foule de solutions de la question qui nous occupe.
solutions tres-faciles a déduire de celles qui précédent. Rappelons ce principe:

Un point P’ est di I'image de P quand élant situé sur le méme rayon vectew
que P, son rayon vecteur est lié a celui de P par la relation

OP.OP' = a*.

Un corps A’ est dit 'image de A quand ses points géométriques sont les

images de ceux de A, et quand les masses m et m’ de deux points correspon-
dants sont lices par la relation

m = m
== lOQ.
Le polentiel V de 'action de A sur P est lié par une relation triés-simple
avec celui V' de I’action de A’ sur P'. Les potentiels de Q sur Pet de Q' sur P’
ont, en effet, pour rapport

_mPQ  m yOQ.OP m a

m
PQ
% m' PQ m’ \-"——OQ, OP m 0Q.0P op°
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Ce rapport est indépendant de la position du point Q; la méme relation
subsiste donc entre Y et V', et 'on a

(20)

41. — Il résulte immédiatement de cette équation un théoréme ¢énoncé par
M.

Bertrand dans son Traité de calcul différentiel, chapitre VI, 8 Exercice.
Appelons x, y, 2, les coordonnées de P, «, §, y celles de P/, ona

Ty oz orp op?
-=3

p = ; =1 —GI)_' el -0—2,
d'ol
alr 8
Q= ——
:L"—{- ]/’ + =* 4
Posons maintenant

a'y

a!~
= rryEe

g R

a?
on aura

a!

IR e

vl

— ‘r

.
Or, si D est extérieur au corps A, P’ est extérieur a A’, autrement dit I'é-
(uation

a2y dvo o dv

Tt tE™
enfraine
v ' A
d*— d*— dt -
P

(Pour passer de ce théortme A celui qu'indique M. Bertrand, il suffit de
fairea = 1.)

42. — Nous donnerons de ce théoréme une démonstration directe, parce

que dans ie cas ol les quantités précédentes ne sont pas nulles, il existe entie
olles une relation dont nous aurons besoin plus loin.
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On a d’abord

i i
T L e
dp 1d'v+c)dp d\ dp
da*  p da? da’ + do*
Or on a
a* d: d® -
P P P __
@ttt T
donc
v v

ol

- d-
0 p _1 d*v  d*V 4V 2 gl dayv dv’
dd’+d?’+d1' —P(d(l +dﬁ'+d1) ( dd+p‘a_‘3_+‘7d‘]’>

Posons
1
P=r
d’ol
_
=5
1 (2*4 y*+ 3%)dx — 2x{zdx + ydy + 2dz)
da = — - y
« r
da — _1; Y+ —z')dz —:- Qxydy — 2xzdz ,
a r
1 —Qzydz-+ (z* + 2 — y*)dy — 2yzd:
df = = - ,
4 — 2zzdz— yzdy + (22 4! — :%)d:
d'f = 2; s ,

Et par suite
da — 2 — (24 '+ )rdz*— 2yt B —atedz ..

at 6 ,
g = 2 =Y +2t)ydct + Aztydz? 4 ...
' at 96 ]
gty — 2 (@ g+ teda’+ datadat
=7 - .
Et comme
d - i d drv
WV = — ’ ] 2 3
4V - da d,ﬁ,dB+ ;A7 42 ddﬁdd +2- dad +Qd§d did-
4 Y n = .
+ da d d ﬁ+ d T

6
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on en déduit
v A P(g/’—{- P2V AV kY 4 ay(y'+ s*—z?) d*V ]
FEE o wm T T A s dudp
zz(yt4 2—2?) d*V pyz @&V a o as a4V
ré dady 8 r dedy Tt (By* 4 35— =) da

N S NN ) |
— 24 (=32 o — 2 (4 3% -
| e e Y il A ks C

Faisant la somme des expressions analogues, on a, apres des réductions qui
s'apercoivent presque immédialement,

drv a*v dawv 14 axv dav 2,2 av VA" dVN\ "~
Gt st ) E () )

ou
arv | d*V 4V d*v  d*V a4V 2! / dV dv av
o) 214 B (%Y I Y AT ARSIV
@) dx’+d]/’+d:’ P(d$’+dj+d’> ut (ada+' dfi_i_Y d‘()'

ou encore

v v v
'V &V gV
29 L T +

équation qui conduit immédiatement au théoréme de M. Berlirand et qui
en fournit un plus général.

43. — Appliquons actuellement le théortme de la transformation par rayons
vecteurs réciproques, au corps creux compris entre deux ellipsoides homo-
focaux, dont nous nous sommes occupé a la fin du chapilre précédent. Nous
prendrons le centre commun de ces ellipsoides pour centre de transformation,
ct nous appellerons K la ligne appelée a précédemment, pour éviter toute
confusion.

Les images des ellipsoides compris entre V, et V,, seront des surfaces ayant
pour équation

(23) —+ b:"‘f_. .(i_t‘;(‘__*—__).;
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Ce sont des surfaces du quatritme degré admettant les plans coordonnés
comme plans de symélrie; elles ont toutes leurs axes disposés de la méme
maniere, et les grands axes de ces surfaces répondent aux petits des ellipsoides
et inversement. Elles jouissent de cette propriété, bien facile a prévoir du
reste, qu’elles peuvent étre engendrées par le mouvement d'une ligne du qua-
trieme degré intersection de 'ellipsoide

4] ] ~'2 *
EtErE=w
semblable a lellipsoide primitif, et dans lequel r est arbitraire, avec la
sphere
2ty 4=

celte ligne se projetant sur les plans coordonnés suivant des courbes du second
degré.

44. — Pour achever de définir ce nouveau corps, cherchons quelle devra
étre sa densité au point Z', y', 2'.

Les masses m et m' de deux points correspondants, sont liées par la re-
lation

m="m K

Mais si ¢ et ¢ sont les volumes d’¢léments correspondants, on a

- .
m=—c=co, m —¢o,

et la relation qui lie les densités est la suivante:

¢ K

o =
K
Prenons des coordonnées polaires, on aura

e = p*dpsinbdide,
¢ = p*dp’sin0dl do,
d’'ob
p'dp
pdp’

3
¢
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et comme
pp’ = K*,
on a en valeur absolue
dp _p
dPI - pl’
donc
€ p? K¢
;7 = ‘_)75 = PT-
Et par suite
Ki
(24) R L E—
(274 y* 42
Et comme dans le cas qui nous occupe
Mi pl
9 5 —
(25) TV, —V,) b
on a
. M:KS P i

T (Y, —V,) @b

P
2

0"y 4 =)

Appelons a', &', ¢/, les axes de la surface du quatritme degré passant par
2,y 2, et p’ la distance du centre au plan tangent a ce point; on a

i a*b'ic’t
e K
et
p_p___K
pl—Pl—x,z+ylg+zq!
d’out
M2 prathict
{263 b S 5
dn(V, — VK (@ 4t zlz)?

Pour les divers points d’'une méme surface, la densité est donc proportion-
nelle au quarré de la distance au centre du plan tangent au point considére.
et en raison inverse de la neuvidme puissance du rayon vecteur de ce point.

Cette formule nous montre encore que la symétrie des volumes par rapport
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aux trois plans coordonnés n'est pas la seule, les corps obtenus sont tels que,

pour 'un quelconque d'entre eux, les points symétriques ont des densités
égales.

45. — Etudions plus particuliérement les densités des points situés sur les
axes coordonnés, en nous attachant seulement a Ja quantité variable dans cette
densité

¥ A p’!a'!b'lc’l
T
i Pour 'axe des z, on a
g9 _A ¢

T K P A
en posant
Bt =gt — [,

Quand ¢ croit la densité croit aussi, autrement dit quand ¢’ croit ¢’ va en
décroissant,
2* Pour les points de I'axe des y, on a

_A b
B SIGET RIS

g

Or la valeur minimum de b est
= /l;

donc quand b croit, ' commence par décroitre puisqu'elle part de l'infini pour
b=nh. Les valeurs minimum ou maximum de &' répondent aux valeurs de &
données par I'équation

b* — 36 (A — [*) — Bf AT =0,

une seule des deux valeurs de 6" fournies par cette équatiou est positive ; elle
donne pour & les valeurs suivanles

(27)

b= t\/3(’*’——f’)+ AIGEI I
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Ainsi, sila valeur extréme de 0’ est supérieure a

\/ 2K*
3~ 1)+ VR ) 28T

la densité ¢' décroit, quand & décroit jusqu'a la valeur précédente; a partir
de ce point, &' conlinuant a4 décroitre, ¢’ va en croissant. Encore faut-il, pour
que ce que nous venons de dire soit exact, que la valeur trouvée précédem-
ment pour b soit supérieure a A°, sans quoi &' ne saurait passer par la
valeur correspondante; or je dis que cela a toujours lieu, autrement dit que
I'inégalité

3(RY—7) VARt -+ 200 1 > 20,
est toujours vérifice. Elle I'est d’abord dans le cas de
AR—3f*>0, ou gt > Af,
et dans le cas contraire clle revient &

O 1) 20 > Bf — A,
0ou
8A* A+ f*) > 0,

inegalité qui est toujours vraie.

S'il s’agit de I'ellipsoide planétaire

ot la valeur de ¢’ qui rend la densité minimum est

Ko /1
g V3
Pour I'ellipsoide ovaire

b:(,‘, f:g, /l:O‘.

ot la valeur de 6" qui rend la densité minimum est infinie, 3 va donc en crois-
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sant quand &' décroit, ce que du reste la formule
y=A Y
T
qui s’applique au cas actuel, montre immédiatement
3° Etudions enfin la densité des points de I'axe des z.
Elle est donnée par la formule

as

@ —E =g

Ar

A
OZK_!

la valeur minimum de a est g, donc quand a croit, c’est-a-dire sia’ décroit
3’ qui part de 'infini commence par décroitre, si toutefois la valeur de @’ qui
rend ¢’ minimum fournit un point du corps, ce qui dépend uniquement du
rapprochement plus ou moins grand de I'ellipsoide V,, de I'ellipse V..

Les valeurs de @ qui rendent & minimum ou maximum sont fournies par
I’équation
@' —3a*(f*+¢") + 5/*¢*=0.
Les racines en a’ de cette équation sont réelles et positives.
Elles donnent

Y \/ 3 +9) =V 2
e

-

3 est donc minimum pour

g :\/ 9K*
3(* 4 ¢°) — VIS +g') — 21

aprés quoi @' continuant a décroitre, &' croit jusqu’a ce que

(28] a _—-\/ 2K .
349" + VOt +¢Y) =2/

et alors &' atteint sa valeur maximum, &’ décroissant encore ¢’ décroit égale-
ment. Cette seconde valeur rend, au contraire, ¢ minimum si la {* corres-
pond & une valeur de a inférieure a g.
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Or il est a remarquer que la 1™ valeur de @’ fournira toujours un point en
dehors du corps ; elle répond en effet &

a

) —VI g =2
pmncl Q ?

quantité inférieure & la valeur minimum ¢* de &’

Si nous posons en effet

g — VI + ¢t — 27t < 28,

on trouve que cette inégalité revient a la suivante
8¢ > 0,

ce qui est exact, landis qu'a la 2° valeur de o' répond une valeur de a toujours
supérieure a g°; si donc ce second point est dans le corps considéré, la densité
décroitra quand @' décroitra de a’, & la 2° des valeurs précédentes pour aller
ensuite en croissant jusqu’a a'=a’,.

1 se passe donc pour I'axe des . ce qui se passait sur I’axe des y, sur lequel
nous avons déterminé un point de densité minimum.

Pour Ucllipsoide planétaire, la valeur précédente de @’ devient

Ko /1
g V¥
ce qui s’accorde avec ce que nous avons trouvé précédemment pour I’axe des y.
Enfin, dans le cas de Pellipsoide ovaire, la 2° valeur de @’ est

K!
7;
seulement elle ne correspond plus & un m’uimum de &', mais bien 4 un maxi-
mum, puisqu’elle donne ¢'—=co .
Dans ce dernier cas la densité va donc continuellement en croissant quand
a croit de @', & & . 1l se passe précisément l'inverse pour les rayons équa-
{oriaux.

46. — Il nous reste encore & signaler un fait assez intéressant, Le corps
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creux compris entre les deux ellipsoides V et V_ a, sur les points de son inte-
rieur un potentiel constant, celui V' de son transformé sur les points qui lui

sont extérieurs est done en raisou inverse de la distance du point considéré au
centre
. RV
Vi —— ;
N

autrement dit, ce nouveau corps ereux attire les points extéricurs comme le
ferait une masse KV concentrée en son centre. Rien d’aussi simple ne se
présente pour les points placés dans sa cavité, puisque ceux-ci sont les corres-
pondants des points extérvieurs a Uellipsoide.

47. — Revenons maintenant a 'objet principal de notre ¢tude.

Trouver des corps ayant sur les points qui lewr sont extérieurs un potentiel
donné.

Et voyons comment la méthode de transformation par rayons vecteurs reé-
ciproques peut nous fournir de nouvelles solutions de cette question.

Je prends @ priori un point quelconque O pour centre des transformations.
et j"appelle Vla valeur du polentiel donné, O ¢tant Porigine des coordonnées
et les axes coordonnds étant paralléles aux axes primitifs. Je prends également
le paramctre @ arbitraire, et je cherche & former les images A’ des corps
A répondant la question ; ils ont pour potentiel sur un point extérieur &7, y', 2.

image de z, y. =

vy Yo Tyt ¢
¢ (N o e
Soit
V=Ll

t
-

cherchons a délerminer

R VAN
V=&Y,

(29) V' a P ( atxr’ a'y a’s |
) = T 2 7w e s 5t T =) -
: Vet oyt et N o s e ;c-+]/""—}—:~)

V' est done connu, et par la méthode précédemment indiquée nous pourrons
former un corps A’ terminé par la surface

V=V, =0
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et ayant V' pour potentiel de son action sur un point extérieur &/, y', 2. Pre-
nant I'image A de A’, ce corps aura V pour potentiel de son action sur les
points extérieurs x, ¥, z.

48. — On pourrait craindre que cette méthode ne fasse retomber sur I'une
des solutions précédemment indiquées; il n’en estrien, et pour s’en convaincre
il suffit de rechercher quelle est la surface qui limite leur nouveau corps A,
autrement dit quelle est I'image de la surface

V=V,

La valeur de V pour les points de cette surface est donnée par 1’équation

V=L . 0o,
a

/
Comme % est constant et que O’ ne l'est pas, V n’est pas conslant pour les

points de la surface qui limite le corps, ce qui monire que la solution obtenue
est nouvelle.

De 1a une {rés-nombreuse série de solutions. En effet, pour O eta arbitraires
on a une série de corps A obtenus en prenant successivement pour limiter
A’, les surfaces

V=g

Faisant varier @ on a pour chacune des valeurs de cette quantité une série
de surfaces; et enfin O occupant successivement tous les points de ’espace,
on multiplie encore & U'infini le nombre des solutions de la question.

49. — Pour achever de résoudre le probleme, il faut encore déterminer la
densité § du corps A au point x, ¥, z.
Or nous avons trouvé (24)

o

oy
(274
2

(@ 4y 2

. 1 @wﬂ
T AV, — V') \dr'/ *

Et comme
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il en resulle

. . t AV ? as

30 —- 1 (VN &

30) TRV, — V) (dn’) G
| (6 gt

Enfin, pour dégager la solution de ce probleme de ses intermédiaires, il
convient d’exprimer g en fonction de x, y, z; V' et V'sont deux constantes
dont I'une V" est tout a fait arbitraire. La surface qui limile le corps A a pour
¢qualion
Vet

31) -

1?

et 5 étant délerminé en fouction de x, y, 2, le probleme sera complétement

résolu. Or on a
dV'\? dV'\? dV\? dV'\ *
(o) = (@) + (W> +(z)

Ve
£l (B o/ o
av’ —z'V 1 (dV dz dV dy dV d:) ’
da’ — [(1"2 +yt 4 ;’2)% \/.’J!:q—f—Z/’2 -4z de " d + dy dy + dz Y I

de plus

de _ y*4z'—a*

de' ™ a ’

dy_ gy

de’ a*’

a5 _yu

dr' = T’

on a done

e R ]

da' u®
IL v a quelques simplifications dans la somme des quarrés de

v AV dV
dr”’ dy'’ dz'"
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x4 y? 4272 ) . dy
(—y—ﬁ——)—, ce sera aussi celui de 22V ——.

Ainsi le coefficient de V2 sera e

Le coefficient de <(£Y>_ sera
dx

[y a R - ) 2 -2\3
ad +ZJG+~ L(?/!+52—1'2)2+/lr-502]/!+/l¢$232J: (_.Z‘ +!(/lo+d) 3
]

‘dV\? dV\*® oo X
ceux de <—— et de {—=) , seront par conséquenl les mémes.
dy dz

v e ., dV aV
Enfin celui de —. = scra
dxr’ dy

2 |, 2
WEELEE oy — ) —aye 7 — ) 20y | =0

En sorte que nous aurons

1 1 (ou [V, AV | dV | a4V
3 0 = oV — Ly
B3 = v, —v P V[e Fe g T d;J

La nouvelle série de solutions fournies par la transformation par rayons
vecteurs véciproques, est ainsi complétement déterminde.

50. Remarque. — Il résulle de Péquation (30) qui donne g, que si pour une
méme position de O et la méme valeur du parametre @, un point f fait partic
de deux corps ayant V' pour potenticl extéricur, £ image de f' répondra aussi
i deux corps ayant ¥V pour potentiel extérieur, et le rapport des densités en £
sera ¢gal au rappert des densilés en ¢/, et par suile le méme pour tous les
points communs aux deux corps obtenus ayant V pour potentiel extéricur.

51. — Occupons-nous maintenant de rechercher s'il est possible, a 'aide de
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la premizre des deux méthodes préccdentes, d’oblenir des corps semblables
quant aux surfaces qui les limitent.

Si d’abord les surfaces V= C* sont semblables, les corps obtenus par la
premiere méthode seront semblables non-seulement quant a leurs surfaces
extérieures, mais encore quant aux densités des points homologues. Supposons
Porigine transportée au centre de similitude, et soit ¥ = F (z, y. 2). On doit.
dans I'hypotheése actuelle, pouvoir identifier quel que soit K, les équalions

V =TF(Kz, Ky, Kz),
V' =F(, ¢, =),

dans lesquelles V et V' sont des constantes. Cette identification suppose 1'homoge-
néité de V. Or si un potentiel V est homogtne, il est de degré — 1, car mulliplie
par r=y2’ +y + 2°, il doit donner pour 7 infini un produit fini. Denc,
dans le cas actuel, on aura V. = VK, K ¢étant le rapport de similitude

K=

sls

_y
Ty

ALE I3

Les solutions oblenues 4 I'aide de la premiére méthode ne peavent fournir
de corps semblables que dans le cas indiqué, el nous verrons plas loin que V

M
est dans ce cas de la forme ———.
Vo' +y +2
52. — Quant a la deuxiecme méthode, nous ne rechercherons pas d'une

maniere générale si elle peut donner des corps semblables, mais nous étudie-
rons deux cas particuliers, dans lesquels il semble qu’elle doive en donuer.

33.—Sitoul d’abord, pour une méme position de O et une méme valeur de a.
les surfaces V' sont semblables et ont O pour centre de similitude, il cn est de
méme des surfaces qui limitent nos corps, le rapport de similitude de deux de
ces surfaces étant I'inverse de celui des surfaces V' correspondantes, Pour que
cela ait lieu. il faut pouvoir identifier les équations

v — a F[ ay aty' @tz I
Ko gyt KTt Kot gyl

2 y )

v a [ a’x a’y 'z J

T 2 o ey T et iy PR E
R B R e A wE A o o
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ce qui nécessile que la fonction F soit homogtne, et comme dans ce cas elle est
de degré — 1, V' serait indépendant de K, V=1V’ ; autrement dit le poten-
tiel V/, serait constant, et alors la méthode déduite de la théorie des images,
ne peut nous donner aucune solution.

54. — Enfin, pour une méme position de O, on congoit qu’il soit possible
d’obtenir des corps ayant des surfaces extérieures semblables et ayant O pour
centre de similitude. 1l suffit que I'une des surfaces V',, répondant au para-
metre @,, puisse coincider avec I'une des surfaces V' de parameire fize a, et
cela, quel que soit ¢,, la coincidence ayant lieu toujours avec la méme sur-
face V/ de parametre ¢. Or nous avons vu que si deux corps de potenliel exté-
rieurs V' et V', ont une surface de niveau commune, il en est de méme de
toutes les autres, et que ces potentiels ont pour un méme point extérieur quel-
conque un rapport conslant; comme

4
v

2,0 L a_r
, “ . a*z a‘y a
V= @yt T Ayt Sy )

/2

Vat -yt =z

e/ o, 2.
V= a, F X 4y a,’
CVE R g Y e Ry s Sy )

il faut, pour que leur rapport soit indépendant de &', ¥/, 2’, que F soit homo-
sene. Kt nous avens vu que ’homogénéité de F ne permettait pas I'application
de la transformation par rayons vecteurs réciproques, puisque cette homo-
généité conduit & la constance du polentiel V'.

55.— Il résulte encore de ce qui précede, que si V est homogene, il est de
\/—h——[:, car multiplié par M

4y 4z a
c’est-a-dire une quantité constante.

On pourrait se figurer que dans ce cas V', potentiel de I'action d'un corps sur
les points extérieurs, ne peut étre constant sans étre nul; il n'en est rien, et il
est facile de voir pourquoi. L'origine, qui est le centre de gravité de tous les

M
corps ayzmt \/x—zmz
eur cavil¢, quand ils en ont une, sans quoi en ce point le potentiel de ’action

la forme , il doit donner V',

pour potentiel, est & 'intérieur de ces corps ou dans
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du corps résulterait de la formule Jr i o etseraitinling, ce qui ne peut

¢tre. Il en résulte que le corps ayant pour potentiel V', a une cavitd image de la
surface extérieure du corps de potentiel V; el que les points de celle cavite
sont les images des points extérieurs au corps primitif. Le résultat auquel nous
sommes parvenus précédemment veut done simplement dire que le deuxieme
corps, image de celui de potentiel ¥, a sur les points de sa cavité un potenticl
constant. ce qui évidemment n’entraine point sa nullite.

56.— Recherchons maintenant le potentiel v des corps obtenus par fathéorie
des images sur les points de leur intérieur. On a toujours

a
r=0 -——

e

LAV N Y

1
v =
BN i
2V, — V)

et I'on a pour déterminer V' la relation

_WEEFEE

2

vl

«

on aura donc en définitive pour caleuler o la formule

o VP aV *
WV, — e e

i P — ! Vid Syt
(31 v BV .V, .

"

Vérifions la formule fondamentale

av ey v (T "5
dz* ' dy d:? da* T dst

sl
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V étant une fonction quelconque de z, y, z; appliquons cette équation 2 la
fonction v, on a
dv | d*  d% a® dv' | dW | dW
FtotE-— @ttt )
(@* 4 y* 42
= — 4=d.

C. Q. F. D.

CORPS CREUX.

57. — Sil’on veut former un corps creux ayant V pour potentiel extérieur, et
compris entre les surfaces de niveau V, et V,, il faudra lui donner en chaque
point une densité

. 1 dV\?
= =y an)
Le potentiel v des points du corps est

_aVY,—V Ve,
Q(Vx_vz)

Quant aux points de la cavité, leur potentiel est constant, et s'obtient en
faisant V=1V, dans la formule précédente

_Vl+v!
.___c)_'o

=

v

¢

38. — Passons maintenant aux corps que peut nous fournir la deuxiéme
méthode.

Supposons d’abord plein le corps de potentiel V', et limitons-le par une
surface V', passant par I'origine. La surface image de V', sera asymptotique
a la direction du plan tangent en O & la surface V', et le corps remplira tout
'espace limité par cette surface et situ¢ de I'autre coté du point O.
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Soit OA une normale a la surface V', et issue de O, le plan tangent en A,

,/////'//

7 7 &
7 ////
47
4

.

\

\\
N S

W

| \

7
77
&7

”

%
.

_
0

/‘7/%%
5

sera normal a OA | ¢t si le rayon de courbure de lasection normale que I'on con-
sidere est en A supéricur a la moiti¢ de OA, le centre de courbure de la seclion
normale correspondante de la surface qui litite le corps ne sera pas dans le
corps, et inversement, il sera dans le corps si le rayon de courbure en question

e 0A -
est inférieur & —. Si OA est un rayon vecteur minimum, le centre de courbure

de la section n’est pas dans le corps. Si ¢’est un maximum, le ravon de cour-

hure ne pourra pas étre enlre K et A, K étant le milieu de OA.
Enfin, il esta remarquer que les points situés al'infini ont une densilé nulle, ce

qui doit étre pour que la masse soit finic. Nun-seulement la densilé est nulle,
mais il en est encore de méme de la masse de 'ensemble de ces points, car

. 1 . \
fe facteur = figure dans la densité de chacun d’eux.
Si V' comprend O, on aura un corps remplissant tout 'espace a Pexceplion
: p | l
d’une certaine cavité, image de la surface V', et le potentiel de I'action de ce
corps sera V sur les points de cetle cavité. puisqu’elle est image de tout i'es-

pace extérieur a Ja surface V'.

Constdérons maintenant le cas ou le corps de potentiel V' est creux lui-méme,
8
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et compris enfre les deux surfaces V'=V', V=V',; prenons d'abord V',

ne comprenant pas O, nous obtiendrons un corps creux ayant V pour potentiel
(Vlz + V")a

2T+ y + 2
1] ]

S“_‘;Xﬂ concentrée en O.

Si maintenant la surface V', passe par 0, on obtient le corps représenté; il

extérieur, et ayant un potentiel intérieur . Il attire donc les

points de sa cavité¢ comme le ferait une masse
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X ) .. . a .
attire encore les points de sa cavité comme le ferait une masse 5 ¥V, +V)

placée en O.

Si les surfaces V', et V', comprennnent O, on obtient un corps remplissant
tout I'espace, sauf deux cavités A et B. Ces cavités, enticrement distinctes, dif-
ferent par la nature de Pattraction du corps sur les points de leur intérieur.
C'est ainsi que le potentiel de I'action du corps sur les points de B est V, tandis

quilest (V' + V' )a —===—=—=; sur les points de A.
TV Yy 42

Dans le cas ou V', passe par O, on obtient un corps analogue a 'avant-der-

pier ; seulement son potentiel extérieur est (V', + V',)a —==——== tandis

qu'il est V sur les points de la cavité.

Enfin, dans le cas ou V', comprend O, on obtient un nouveau corps creux
compris entre deux surfaces limitées. et c’est sur les points de sa cavité qu'il a
V pour potentiel.

59. — Nous terminerons ce chapitre en appelant l'attention sur ce fait, que
si les axes principaux d’inertie de toutes les solutions du probleme que nous
nous sommes proposé, coincident en direction, ils n’ont rien de commun en
grandeur; car si I'on prend comme solutions deux corps creux, tels que le
ravon intérieur minimum de P'un soit supérieur au rayon extérieur maximum
de l'autre, le centre de gravité étant pris comme origine, comme ces corps ont
ménie masse, il est clair qu’on ne saurait avoir

Smr*=IMr?,

égalilé qui serait la conséquence obligée de I'égalité des axes principaux.

CHAPITRE 1V.

60. — 11 résulte de ce qui precede, que si'Vest une fonction de «, B, y satis-

faisant & I'équation
d*V | 4V @V

7;,'*"(7#—,—}-?7—,— ,
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et z, y, z les coordonnées d’un point quelconque d'un corps, on a

X} E s e
<((§_Z} + (g;) + (g) d=(V,—V,). v,
35) y S drdyds = ] 2r@VV,—V:—V?Y),
V(@—z) 4 @—y) '+ —2) 2r(V2— V),

les intégrations ayant lieu entre les surfaces de niveau V, et V, et la 1™ égalité
se rapportant au cas ol «, B3, 7 est un point extérieur a V,, la 2° au cas ot ce
point est entre V etV etla 3°a celui ot il est intérieur 3 V.

61. — La seconde série de solutions nous fournit des égalités analogues

1] ) \!
Sy —
(36! 2 1 43 21
. (22 4-yi %) dralV', — VL)V,
2y . o av dav _av 2y 2
s Sa(y?4-z3—2?) [(y-+32+r2) d—z-—2.’ﬂ 'Eg —2z I’." =21:[2aV\”‘—V91/1’+§1+7‘-’ + L_
(I’+y2+5’)’
S dvi\? A'AR Y\ 2 V-V
+ Vitytts [(—) + (d—) + (5‘—> ]'x 2mat—L 2L,
dz dy dz ‘ \/m?_*_pH_Yg
dz dy dz

> .
Vie—ap+y—B7+(z—)?

Les intégrations ayant lieu entre les surfaces

VWETF T =aV,,
Vyal B4y =aV,,
les égalités ¢lant entendues comme précédemment, en remarquant que nous
appelons points extérieurs, points du corps, points intérieurs ceux qui corres-
pondent aux points extérieurs, aux points appartenant et aux points intérieurs
au volume compris entre les surfaces V', et V',, lors méme que la position du
point O aurait inversé I'ordre de ces points.

On voit que partout ou figure @ dans les seconds membres de I'équation (36),
se trouve en facteur V', ou V/, avec le méme exposant, ce qui nous montre que
ce second membre est indépendant de a. Il n'en pouvait élre autrement. puisque
le 1°* est indépendant de ce parametre.

62. —Si nous supposons que la surface V. se réduise & un point, ce point
sera, comme nous l'avons vu, le centre commun de gravité de tous les corps
ayanl V pour potentiel extérieur. Il en résulte que si on le prend pour origine,

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC

\ z!_{_.@i_{\_.,,!

|



—_ 5] —

que daps les équations (35) et (36) on remplace dans les premiers membres

i
VE—a '+ y— B G—=1)

successsivement par x, ¥, 2, et qu'on égale les seconds nombres a zéro, on aura
six nouvelles intégrales définies.

63. —Si dans la premiére série de solutions, nous faisons V. =V, et V. = 0.
autrement dit, si nous transportons V, i I'infini, nous aurons la formule

e Atw o (dv> * (dV) 2 (dV) 1
\dz W \E] grdyds=2xV(2V, — V)
rmyg—ngd—n NE— )+ Y — B+ 5 —1)*

37)

et si I'origine O correspond au point V,
R (G s L e
(38) 3-:5_,,5_” [(E) + (‘@) + (—a'_z-) ] 3!{ g drdydz = 0.

64. — Enfin, il est évident que I'identité des masses, et celles des direclions
des axes principaux d’inertie des corps précédents, nous permettent de ramener
les intégrales correspondantes relatives a des volumes, a des intégrales étendues
seulement aux divers points d’une surface.

Vu et approuve,
l.e 28 mai 1865,

Le Doyex pE LA FacuLTE DEs Scincks,

MILNE EDWARDS.
Vu

et permis d’imprimer,
Le 24 mai 1865,

Le Vice-Recteur pE L’Acapemie DE Paris,
A. MOURIER.
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DEUXIEME THESE.

Sur l'équilibre d’'unc masse fluaide homogéne animéc dun mouvement

de rotation uniforme autour d'un axe fixe.

{.— Le probleme que nous avons en vue est celui-ci :

Ltudier les figures ' équilibre d une masse fluide homogene, soumise a [ action
de ses propres molécules, et tournant d’un mouvement uniforme autour d'un
aze fize.

Le principal objet de cette thése est de vésumer les remarquables travaux
de Maclaurin, Jacobi, Meyer et M. Liouville sur cette importante question. Je
termine ce travail par une recherche qui m'est personnelle, c’est celle de
I'équation aux différentielles partielles qui lie Ja pression a la densité dans
une masse fluide en équilibre, animée d’un mouvement de translation quel-
conque, d'un mouvement de rotation autour d’un axe fixe par rapport & cette
masse, et soumise & I'action de ses propres molécules, d’un noyvau solide qu’elle
enveloppe et par rapport auquel elle est fixe, enfin de corps extérieurs animnds
de mouvements quelconques, mais se combinant toutefois de maniere a per-
meltre I'équilibre. L’équation a laquelle J’arrive me montre qu’il est nécessaire
pour I'équilibre, que le mouvement de rotation de la masse fluide soit uni-
forme.

2. — Abordons donc le probleme qui doit nous occuper en premier lieu
I'étude des figures ellipsoidales, soit de révolulion, soit a trois axes inégaux,
qui conviennent & I'équilibre d’une masse fluide homogene animée d’un
mouvement de rotation uniforme autour d’un axe fixe. Pour les planétes il n’y a
point d'axe fixe, mais un axe instantané de rotation, qui coincide sensiblement
dans ses diverses positions avec l'un des axes principaux d’inertie du centre
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de gravité. Dans le cas de la Terre, I'angle de cet axe avec I'axe du plus grand
moment d'inertie est de ceux qui échappent & nos mesures. Quoi qu'’il en soit,
si I'on suppose cet axe fixe, I'équilibre exige que la résultante des forces exté-
rieures qui sollicitent les molécules de la surface soit normale & cette surface.
Et comme il ne s’agit ici que d’un équilibre relatif, on doit regarder les forces
centrifuges comme des forces extérieures. Soient donc p la masse du point
attivé, f le coefficient d’attraction universelle, fuX, fuY, fuZ, les composantes
de I'attraction paralléles a trois axes reclangulaires entrainés avec la masse; les
composantes de l1a force centrifuge seront en appelant g le quarré de la vitesse
angulaire de rotation, z, y, 2, les coordonnées du point » : 0, guy, gpz, si l'on
a pris I'axe de rotation pour axe des x; d’ou I'équation nécessaire et suffisante

(1) [Xdz 4 (Y + gyMdy + (/Z + g2)dz = 0;

elle montre que les figures d’équilibre dépendent de X, Y et Z, et réciproque-
ment ces composantes de l'aftraction dépendent de la figure de la masse.
Maclaurin a élabli la possibilité de I'équilibre, en adoptant pour limiter la
masse un ellipsoide de révolution convenablement choisi. On peut énoncer
son théoréme en disant que:

3. — Pour toute valeur de g inférieure & une certaine valeur g, il y a
comme figures d’équilibre deux ellipsoides de révolution.,

Pour le démontrer, prenons de suite 'ellipsoide a trois axes inégaux
’ p Y )

e
i
]

2ty oz
;;+E+?_—1
ou
, xdr  yd zdz
2, R =

el montrons que I'équation (1) peut &lre satisfaile sous certaines conditions, en
adoplant cet ellipsoide comme figure d'équilibre de la masse fluide. On sait

qu'en appelant A. B, C trois quantités indépendantes de x, y, z, on a dans le
cas de Pellipsoide

(3) X=—Az, Y=—By, Z=—Cs.
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et qu'en posant pour abréger

A= \/“ SR I SR
3 élant la densité, on a

_3M Mt udu

4

b= \,0(1 FSTPETS

o 3M \“ wtdu
[}

A .
\ \'11 ) A
M wtdu
¢

13

TS
Portant dans (1), on trouve
{1 bis) fAzde 4 (fB—gjydy + (fC — glzdz=0.

Cette équation est de méme forme que I'équation (2) de ellipsoide ; identi-
fions donc (1 bis) avec (2) ou (2 bis,

ydy 3ds

2 bis rdL e T A=
(2 bis) I({J+1+,‘,+l+)\,! 0,
nous aurons
. B— C—
i3 pa=B=g _[C—g
! b
T

Nous n’avons donc que deux équations de condition entre trois indétermi-
nces ), 1 et g.
Les équations (5) peuvent s'éerire
_fB—yg fC—g  [B—C)

1 1 PO
I Y N S L AT

ou

[ V=A== (A B =G,
Lt —Wg = 7 (0 H 00— (1 4 A1)

2
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4. — L’ellipsoide de révolution satisfait a la question; si I’on fait, en effet,
' =1, ce qui entraine C=B, la premiére des ¢quations (6) est satisfaite, et la
deuxi®me, qui donnerait g pour I'ellipsoide & trois axes inégaux, se réduit aussi
a une identité; dans le cas qui nous occupe, g est donné par

(6 bis) g—f[ |+xJ

Remplacons A et B par leurs valeurs dans (6 6is), )’ =1;

3M XA —arctg. X (1 M)A —arctg. })
A:;a—-——)‘a—:tiﬁa e e ,
: -
B:C=2ﬂ8(1—}-l)arctg.)\ )‘,
)\B
ona
3-F tg. A — 3
(7) g=anss BEV)arcle A — 34

)\3
équation qui détermine la vitesse angulaire de rotation

w=yyg,

qui convient pour I'équilibre d'un ellipsoide donné de révolution, fluide et
homogene.

5. —On ne voit pas bien ’homogénéité de I'équation (7) en lui laissant cette
forme. Appelons S + T la somme des masses du Soleil et de la Terre, a le
demi grand axe de l'orbile elliptique de la Terre, » le moyen mouvement de
cette planéte, on a

f(8 + T)=n'a,

d’ou

(7) peut donc s’écrire

g __ . (84T) (34 M)arctg.r — 32
2n3f n'.2n8a® T 15 ’

et sous cette forme, on voit bien que les deux membres sont homogenes et de
degré zéro.
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6. — Passons maintenant & la discussion de 'é¢quation (7.
Posons pour simplifier
ansf =4
¢ étant un nombre que nous supposerons connu, car maintenant nous admet-

trons que g est donné,
__ (34 A*arclg .2 —3)

1= »s ’
d’ou I'équation en 2
, g+ 32
8 oM = forr— — . A=0.
\9) '?( i 3 + );’ arc tg O

Laissons de coté la solution 2= 0 qui n’a pas d’intérét, et cherchons un
ellipsoide aplati répondant & la question; différentions (8),

de _ .y, g2+ (10g — 4 +9¢
dr TS U ES U

i9)
g est essentiellement positif, et les racines de I’équation en 4,
{10) g +(10g— 4))*4-9¢ =0,

sont de méme signe; donc si elles sont imaginaires, ou réelles et ¢gales, ou

négatives, d—;? est toujours positif el ¢ croit quand * croil & partiv de zéro
(2’ < Orépondrait & un ellipsvide allongé); or ¢ =0pour »’=0, donc ) crois—
sant, ¢ ne pourra.s’annuler, et la figare elliptique aplatic sera impossible. Pour
qu’elle soit possible, il faut donc que les deux racinesde (10) soient positives, ce

qui exige ¢ < =, et qu’en outre elle soient réelles; cetle derniére condition
peut s’éerire :
(5g — 4)* > 9¢°,

ou
—g){1 —4g1 >0,

Or { — ¢ > 0, donc il faut que ¢ < ::, condition qui entraine 1'autre
2

7<g.
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7. — La condition nécessaire ¢ < - n’esl pas suffisante; en effel, pour que

il
> puisse s’annuler, il faut que son minimum soil négalif. Appelons ¢’ la valeur
qu'il faut donner & ¢ pour que ce minimum soit nul, et ¢’ la valeur de - quand
g = ¢’. nous aurons alors
lg—gn

e=v+ 3o

Or le minimum de ¢’ est zéro,
' 20;

= 4
T =

donc, sig > ¢/, ¢ sera la somme de deux quantités positives el par suite positif,
q ne doit donc pas dépasser ¢ pour que g puisse s'annuler. Supposons¢< ¢, je
dis qu’alors ¢ s'annulera deux fois. Si 'on donne, en effet, i 1 une valeur infi-

dg
" d)
supérieure a zéro. Soit 1" la valeur de . qui donne 4" =0, ¢ est alors négatif,
el comme il redevient positil pour 1=+ o, il en résulte qu’il y a deux
ellipsoides répondant & la question.

niment petite positive > 0, donc gest posilil pour une valeur de % un peu

La condilion nicessaire et suffisante est done ¢ < ¢

8. — Il nous reste & calculer ¢. On a pour déterminer ¢ et » les deux
¢quations

. do'
¢ =0; '(-1—)-\'—-—0
De (10) on tire

o A

y RIERETERE

et de (8)
TR 492
9 e vr _
(12) T eI, arctg. A =0.

Je dis que celle dernitre équation n'a qu'une seule racine % réelle et posi-
tive ; pour le montrer, je la différentie, jai

deo —8X(A—3)

(13) Sk A 4401 ¢ S
P (NS ER

Document numeérisé par la Bibliothegue Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 5 —

il en résulte que » croissant de 0 a \/3, o croit de zéro a &', el 7 continuant &

croitre de /3 & +w, ¢ décroit de & a — =, donc il 0’y a qu'une racine

positive 2’ plus grande que \/3.
V=

2. 5202,

(qui donne
g =0,224671.

Donc pour toute valeur de ¢ inférieure a cette valeur ¢'. il v a deux ellip-
soides possibles répondant a deux valeurs de 2, 'une inféricure, Pautre supe-
rieure & 7.

9. — Avec un ellipsoide allongé, % est imaginaire et il est facile de voir que
Péquilibre n’est pas possible; jintégre en effet I'équation (91, obliens

o L .ql‘+(10f1—4)) +9g
‘8 bis) 7_50 (ERCIEESOE dX;

j'yremplace rpariy/—1, jai

Mg (1 — AN (9 —1Y) - 6x

(S OIS U

(8 ter) —1 \

o
et I'équation en ). est

¥ g (1—2) (9— 1Y) 4 o2

g1 —2)9—2) + .~
)\- Py

Mgy dr=0

Yo

or je ne puis admettre »°>1, car j"aurais un hyperboloide ; tous les éléments
de P'intégrale étant positifs, celle-ei ne peut sannuler. et Péquilibre est
impossible pour I'ellipsoide allongé.

10. — Prenons maintenant le cas général d’un ellipsoide @ {rois axes inc¢-
gaux; les deux équations (6) conviennent i ce cas el penvent s'éerive en les
divisant par " —".

R [ “td
(14) |- +)\ u«u \ widu
v o «
s T e T vy U Ut ddu
(13) g:»‘:cf\-l+/.'\l+)\!5 \__ESL‘__
¢
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Telles sont les deux équations nécessaires pour le théortme de Jacobi;
{14) est & deux inconnues X etX’, elle est trés-compliquée, mais détermine )’ en
fonction de %; donc si prenant & priori A, 2’ est convenablement choisi, I’équi-
libre est possible, avec une vitesse angulaire que donne I'équation (135).

On peut remarquer que dans toutes ces équations « ne figure point, c'est
quen effet une fois 2 et ) déterminés, « est déterminé lui-méme par la
connaissance du volume de la masse fluide considérée.

i1. — Nous trailerons actuellement cette question :

Quel est Uellipsoide a trois axes inégaux, qui convient & ['équilibre d’une
masse fluide homogéne tournant autour d’un axe fixe avec une vitesse angulaire
de rolation donnée ?

Autrement dit, chercher des valeurs de X et A’ satisfaisant aux ¢quations
(14) et (18), dans lesquelles g est connu.

La discussion de ces deux équations a été faite pour la premiere fois par
Meyer de Keenigsberg; en 1846 elle a été reprise par M. Liouville. Nous repro-
duirons ici le travail de Meyer simplifié par M. Liouville.

Changeons de variable en posant

D — 1 t — i .
b—i‘i‘)\” -—1_‘}_1:,}
27 et 3" devant rester compris entre les limites —1 et + oo, les nouvelles
variables ne peuvent varier qu'entre +-oo et 0.
Posons encore

U=

|

A exprimé en fonction de ces nouvelles variables, devient

A Viz+ 1)tz + 1
Vst@4+1)
ol
s ¥EE e Filz+ _ R
Vi (z 41" R

en posant

R=vVic+1 (st 4 1) (tr 4 1).

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 67 —

A l'aide de ces notations, (14) devient

" (@ tayde 00 dr

e 5, R® 5 M+2)R
ou

, . " rdr (*xdz

‘14 bis) “_S_')u\o F—SXSOFZO.
et (15)

- __ * xrdx

(15 bis) 9—“5, sz 1) iz R

Il nous faut donc rechercher maintenant si 4 étant donné, on peut tirer de
14 bis) et (15 bis), des valeurs convenables de s et 1.
L’équation (14 bis) nous montre d’abord que I'on doit avoir

s+t<1,
et par suite que s et ¢ doivent étre séparément inférieurs a I'unité. On pourrait
cependant avoir s + t=1, mais il en résulterait s =0 ou¢=20.

12. — Cela posé, occupons-nous seulement de I'¢quation (14 bis), et mon-
trons qu’a une valeur de s plus petite qu'une certaine limite, correspond tou-
jours une valeur de ¢ plus grande que cetle limite.

Représentons (14 bis) par

(14 ter) v (s, t)=0,
¢ est une fonclion symétrique de s et de ¢, et

dR _ z(z4-1) (x4 1),
ds — 2R ’

on a donc en différentiant (14') par rapport a s,

dy 2 (24 1) (12 1) o) d
_550 R® ( +\L)d\5+§50 ( Ra‘L+ l_:.l.e

ou, en réduisant les intégrales en une seule,

(16) —%S I+i tr—}— [’+(3—s—-t).z-—stx’|d.c:
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montrons que Yl(.—?s est toujours négatif; pour y arriver remarquons que le fac-

teur entre crochets est symétrique en s et t, et qu'en le multipliant par
tx + 1, nous aurons une expression de la forme A + Bt, A et B étant syme-
triques. Posons

24 =Sm ciz41) [2+@—s—0z —sta'] dz,

17) e
EZA,:B x—(ij—i)[Q-{—@-—s——t);c—stz’ldx,
L]
nous aurons
d
Z=—A—A
(18) e
7‘5: A,—A,s

. . - . . d d .

Si A, et A élaient positifs, il serait démontré que jﬁ et —(2 seraient
négaltifs pour toutes valeurs positives de s et ¢. Nous allons montrer seule-
ment «que

24,>0 et 2A,+43A,> 0,

et cela nous suffira pour prouver que

dg d¢
d_s_ <0 et Z <0
pour toutes valeurs de s et ¢ telles ques + ¢ < 1.

Les équations (18) peuvent en effet s’écrire

de¢ 2 ¢

/ —-:—Ao(l—at>-‘5(2.‘\0—*‘31‘\‘)7
{19) 5 s
d_t :—Ao (l -— :-] S> —_ :—} (2.\0—{* 3:\‘).

\

Cherchous donc & démontrer que
2A,> 0; 2,4 3A,> 0,

remarquons pour cela qu'on a I'identité

3
—— — 1 —-— -8 3
ME g TSIzt — o st

dx’(x+1)___[2+3+3+-' ]x(x—}—l)ﬁ.
RS

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 69 —

Intégrons de 0 & + o, le premier membre s'annule; on a done identi-
fJuement.

. i1 3454t 3 \
20 0=\ ‘;{“'r‘ )<‘2+ +o+ .L‘—su"——_;.\'[.c“) de.

Retranchons cette équation de la premicre des ¢quations (171, il nous
reste
RN

3 ‘
21 28,=3 \ e L{t—s—t 4 st du

P'élément différentiel est toujours positif, done A, est toujours positif.

5 . 3 . . . - . . L
Enfin, mulliplions par 5 la deuxitme ¢quation (17) et ajoutons-lai 21, 1l
vient

“ate )

(22 24, 4 3A, = =

UAN

SRS

Wl e

fi}—s—/]\‘

)
I'élément différentiel est encore posilif, done

24, 4+ 3A, > 0.

U . . l £ ,
Il résulte de ce qui préctde ct des équations (19) que (d—ﬁ et (([7; sonl né-

gatifs. Reprenons alors I'équation (4 ter),

et donnons & tune valeur £, comprise entre 0 et 1, de sorte que Pon n’ait plus
que 'équation a une inconnue

L?(s: to‘,) =0.
Si l'on fait s=0, (0,¢t)>0:
s=1, sll.t, <0,
Donc, quelle que soit la valeur ¢, donnée a tentre 0 et 1. ¢ s'annule quand
) . , . . de . L
s varie de 0 a 1 et ne s'annule qu'une fois puisque —* est toujours négatif.

ds
10

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 70 —
Soient s, et ¢, deux valeurs correspondantes,
(805 t) =03

Si s seul croit sans que ¢ change de valeur, la fonction ¢ devient négative,
done pour la ramener 4 0, il faut faire décrolire ¢; s est donc une fonction
décroissante de .

Or nous pouvons toujours imaginer s > ¢, et alors s ne peut s'abaisser au-
dessous d’une certaine limite, soit ¢ le minimum de s, c’est aussi le maximum
de ¢; donc si s est devenue égal & ¢, la valeur commune est 5.

13. — Revenons aux équations en 2 et )'; pours=1t¢=g¢, on a

A=

Introduisons cette hypothése dans I'équation (14), il vient

(14 ‘du \ Wt du =0
T L
ou
M —=u’) (1 —2u?)uldu
(23) S o TENOET
Nous pouvons effectuer I'intégration en posant
1
= i tg.o,
! d0
~ X cos®0’
(23) devient alors
A T ) »
(23 bis) Sm ¥ gt .0d0 — (“_4{_‘)_ S““ *®*Gin'0.d8 =0,

0
et l'on a

arctg.h R
S tg?0.d0 =) —arcig. A,
L

. I 3 3
sin*0,d0 = — —sin*0 cos® — —sin®cos0 J = 0
S Rl 08 8sm €0s +8 )

aretgh 3 A(BA* 4 3)
0,do = — A
So sin 8arctg 81
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et (23 bis) devient

\ 130° 4+ 3\
{23 ter; arctgh — m:o.
ou
Y0 =0
d’on

dy  EM ) — 1
AT, BN 3

Comme s et ¢ ne peuvent varier qu’entre 0 et 1, 3 varie de 0 a o, et % croissant

‘ . d . . ) .
a partir de 0, % ot négatif, donc ¢ étant une quanlité tres-petite, on a,

d).
puisque
¢(0)=0,

YO0 +<)=— ;
et en outre

: 1

b (+ 1)21("—3’9\_—
l‘.l(ob)zg:

Il y a done une racine supéricure & I'unité et unique. puisque » croissant a
. dd . . . .
partir de 1, Zti reste constamment positif. Cette racine unique est comprise
I8
entre 1 et 2, car

110
$(2) =arctg2 — Tk 4+,
elle est
A=1,158,
ce qui nous donne
o= 0,43.

Ainsi. en résumé, dans I'équation (14 bis) & chaque valeur de ¢ inférieure
a 0,43 correspond une scule valeur de s plus grande que 0,43.

14. — Passons a I'étude de I'équation (15 bis) qui donne ¢; elle peut s’éerire

qzstij(x-}—d)dx_

——
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on en déduit

tag”x(z-{—i)dx 3“5‘”:3’(1' 4 1)2 (te 1) d

ds 0 R® 27 ), RS
dg _ (“zlzHAP e+ —3sz)
E—-tSO R‘" d.L.

Le coefficient de ¢ n'est pas symétrique en ¢ et s; j'effectue le produit

tl'—|—i)( ——15.1:) =1+ (t—is)x—ésm’,

dgq _ ts‘” zle +12 14 (£ —Ls) o — istx?] dr.
0

ds R®
Posons
S BO:S x(“”'t“'[l-—st(u,
25, 0 R }
(25 20 .’I,'S(.‘Z‘—{—'l)!
Bl = 30 Pls d ]
on en déduit
iiﬁ:tBO-}-:(z—fs)u,,
i us .92
(261 dq 1
(Tt-szo+s<s—§t)Bl,

On voit immédiatement que I'intégrale B, st positive; je dis qu'il en est de
méme de B,, et pour le démontrer je fais usage de (20); de B, je rvefranche la
moitié¢ du second membre de (20), il vient

1¢ 1)
(25 bus) B, = n 5 LR—J_ [l —s—1t 4 st2®]dz

Dans cette nouvelle valeur de B, tous les éléments sont positifs, et en résume
B, et B, sont posilifs.

Remarquons maintenant que ¢ étant une fonction de s et ¢, et s une fouction
déterminée de ¢ qui n’est susceptible (que d’une seule valenr, ¢ est une fonetion
de ¢ que nous prendrons comme variable indépendante.

Voyons comment varie ¢,

d d
dqg= %(13 + -d—:I- dt.
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do do
? e 2 ..
0= I ds 1+ i dt;

on en déduit
dg dy dg de

dt " ds  ds " dt

effectuons & 'aide de (18) et (26)

dg do dg de¢ i 3 J
—_— et L, — = — s — — 8- l .
de " ds ~ ds " dt (s—1) _4A°B°+(s+”’\““'+e“‘ K

Les deux premiers termes du crochet sont posilifs, mais nous ne savous rien
sur le dernier; pour l'étudier, )’y remplace 3\ par (2A, +3A) — 2\, ona
alors

dg dy  dy do

. y ' . ‘ '.
[l—t I—I z—l—t--——-—"[b——/) _AOB“ ’}— 581(2:\“ +-JA1jl), —|— [~ —*—[-——bf) :\nlil .

forme sous laquelle on voit que le crochet est positif, ona done

1
"\OBO + 3 st ('2:\,) + JA\\, Bl + i —*—t——.\'t) :\0 l)'1
:27) dy == 5 — 1) - W dt.
“tn ‘M

¢quation qui nous montre que ¢ est une fonction constamment croissante de &
Cela pos¢ reportons-nous a (15 bis), =0 donne ¢g=10, donc si £ croit de 0
a sa limite supérieure 5, ¢ croitra de 0 & une certaine limite ¢ laquelle corres-
pond & t=s=4¢. Calculons ¢, on pourrait pour cela se servir de (15 i) en y
faisant s=¢=0, 43 ; il vaut mieux recourir & (1i) en v faisant ¥’ =7. on a alors

B

=211

Y —ut) utdu
o (1220 7
Je pose comme précédemment

: tr. 0
N= -1g.Y,
); =)
2.4 33 pcaretgh D A4 A carctpn
//’:‘—\—‘\ sin?0dy — T2 \ T sint040.
A3 Vi I Ja
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la 1~ intégrale est

1 2 1
R EwY + §arctg.).,
et la 2¢
§ arc tg A --———MSP—’- 3)
g O T g
On a donc
L3341 (14201 —3)
(28) =75 + G arctg.’,
X étant déterminé par I’équation
1
Y = 0,43,

et arc tg. X pouvant étre chassé de (28) a 'aide de (23 ter).

A chaque valeur de g comprise entre 0 et ¢' correspond une valeur unique
de zet a chaque valeur de ¢ inférieure 4 ¢ correspond une valeur unique de s
supérieure & la méme limite ¢; si g > ¢/, I'équilibre est impossible avec un
ellipsoide a trois axes inégaux.

16. — Revenons au cas particulier de I'ellipsoide de révolution, et cherchons
a comparer les résultats auxquels conduisent les formules précédentes, avec les
données expérimentales ou déduites d’'autres théories.

Ainsi X’ =12 et I'¢quilibre a lieu sil’on a entre ¢ et 2 la relation (8

g3° + 32 5 —
S —arctg.A=0.

Soit p la pesanteur en un point quelconque de la surface, p résulte de
I'attraction et de la force centrifuge, et 'on a en conservant les notations
précédentes,

p= VA2 + ([B—gPy* + (fC—gz*-

Dans le cas qui nous occupe C=B, et

fA={[B—g)d +¥);
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— 2y Yt
ou
L a! + )\:‘.xi
= f'\ 1 + e
puisque I'ellipsoide a pour équation
i A S
1 + = @ L.

Soit p, la pesanteur au pole, p, a I'équateur.

Po=[Ax,

[Ax
b= <.

Vi
d’'on
Po — 11 %,
Py
17. — On arrive & un résultat intéressant, en introduisant dans la formule

qui donne p, la longueur ¢ de la normale & la surface comprise entre cette
surface et I'axe de rotation,

t= vyt N = T Y2
On en déduit

LY
PEryw

p est proportionnel & la longueur ¢ de la normale.

Enfin la pesanteur étant connue en un point de la surface est connue tout le
long du rayon; elle est, pour deux points situés sur un méme rayon, pro-
portionnelle & leur distance au centre, puisque ses composantes sont propor-
tionnelles & z, y et z coordonnées du point de la masse que 'on considére.

18. — Il est encore préférable dintroduire a la place de ¢, dans Pexpression
de la pesanteur, la latitude ¢

- ¥
oY= Ty
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d’olr
y= [+ Wzcotg},
ot a’sin®y .
14 A*cos’y’
2(1 427

=,
\/1 ~+ A*cos?y
d’ou enfin
fAx

) == ————— )
b= T 3 cosd
et si dans cetle expression, nous remplacons A par sa valeur, nous aurons

(1 4 A%k — arc tg.})
WY1+ Meos'y

129) P = 4rifa

19. — Nous allons déduire de cetle formule des comparaisons de la théorie.
avec les observations faites & la surface de la Terre. Remplacons dans (29

2ndf par g[’ il vient

b—ay. U 4 A —arctg.
P e
v1 4 22cos*d
d'out
(30) g = 2ag (1 4+ N)) —arcig. )

I 21 4 A2cosy

Or soient / la longueur d’un pendule et T' la durée de I'oscillation de ce
pendule au point dont la latitude est ¢,

. 1 - =
’l—ﬂ\/l—l, d’olr p—‘T—,?,

p ¢tant ce que I'on appelle ordinairement g. Soit T la durée en secondes de
la révolution de notre masse fluide ,

—2
™~

.(/=>T?;
donce

3 8 T

woTT
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et par suite
_ 8z l_ (14 2h —aretg . »

ST e

31,
23VL 4 Atcosd

formule qui se présente sous une forme homogene. Si 'ou suppose counu le
demi-axe polaive «, tout est connu dans (31, sauf ¢ et % ; st donc nous joignons
a cette équation

N + 3

'8) g% oA
3

—arclg.. =0,

nous pourrons déterminer 2, ¢’est-i-dire I'aplatissement du sphiéroide et g.

20. — Pour avoir «, je désiguerai par ¢ un pelit arc de méridien mesurc et
connu de 1 grade pour conserver les chiffres de la Mécanique céleste: on
peut le confondre avec I'arc de 1 grade du cercle osculateur en ce point,

9z a(d 1Y

== —. E—
400 (l + )n’COS’ ‘p“‘!

J'en tire « et j'en déduis en remplacant dans (31)

= 1600.¢c T (A — arctgh)(1 -+ A*cos®d)

134 bis) =7 T X
équation que je joins &
A —arctgx

(8 bis) g=1—0143) ——',

Pour la Terre 2 est trés-petit ; développons alors en série le second membre

de (8 bis
A—arctgh 1A A S

= —_ I T T T seees >

A2 3 5 7 9

d’olr

Je néglige les puissauces de ) supérieures a 4,

16 . L1
l]’—_—;-?)" d’ou L_“}q)
i, 8 15
TR T T

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 78 —
d’out pour X',

15 618

(32) M=t 0t

Je prends (31 bis) et |’y remplace 3’ par sa valeur

1600.¢ T2 1 cos*y 1\, cos'¢ 14 J
_ N — Y _ — I\,
7 - T’[3+< 3 5)x ( 5 7>

1600.c T*[1 A Bcos'y—3 353 cos?y —1) ,:I
—_ 2 . ,
=TT [3 : et i 112

1= (3+a-+b7),

ou

(g + (wE— 1)y + 3 £ =0,

1 e
3 +4——a§ 9
T=T"at " "B (Q+ap

négligeant le deuxitme terme qui contient en facteur le cube de £, quantité tres-

12

petite & cause du facteurT,—que contient §, on a

B+ ai a4 .,

ol -

q:

el en conlinuant a négliger les troisiémes puissances de ¢,

(33) __1600.cT* 9 —45cos*y /1600.c T*\*
= 3x T 4 < 3nl I—’)
Je prends
¢ = 50 grades = 43°, cos®y — ;l)
. 1600.c T 3 /1600.c T*\?
3b = - 3/16%0.c .__)
(33 bus) 3 T 8( 3T,

Prenons le jour moyen pour unité de temps,

T = 0,99727.
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si
T'=1 seconde, { = 0™,741 608,
¢ = 10.000",

on deéduit alors de (33 bis)

g = 0,00229071
et de (32>

2t = 0,00868767.

Or on a

d’ou, pour Paplatissement,

‘ _ : . { o
Cet aplatisseruent est trop fort; il est, suivant Bessel , m, la précession

des équinoxes donne pour la méme quantité 306" Notre théorie nous donne
donc en réalité, une valeur un peu trop forte pour I'aplatissement.

21. Revenons a I’équation (8, et rappelons les conséquences que nous
avons tirées de la discussion de cette équation. Sig est inférieur a

y = 0.224671,
(ui correspond i
N =2,5209

il v a deux figures elliptiques d’équilibre, répondant a deux racines réelles 2,
et i, de I'équation (8); l'une de ces racines est inférieure . lautre suptrieure
a7'. En résolvan: (8) au moyven des séries, nous ne pouvions avoir que la plus
petite racine de cette équation, et il est facile de voir que si ¢ est {rés-pelit,
(8i a une tres-grande racine en ). Posons en effet

on a pour (8)
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et si la valeur corrrespondante de 2 est 7= ;;q’ quantité trés-grande si ¢ est

tres-petit. Cherchons cette grande racine dans I’hypothése de ¢ trés—pelit :

1

1 T 1 1
arctg.).=:—arclg =5 X+31‘ E')F+’

Comme 3 difféere peu de 57;-, je le remplace par g(; +z:

= 2 2qz\"*  8¢° 22\ ~*
e tg A 26 °7 i
arc tg. A = 1T<1—|— ) -{—3“,(44- “> ..... s

T

A

IO'

(8) devient alors, en chassant le dénominateur »* -+ 3,
7:3 3“ 31‘2 37: 2 v 2 "33
§+<?+Tz)9+ (—c?z +-’7-)‘I +2%¢* =
= : Gyz
:[_Z+“,/J_\,+Iq“|[ (i—l— !1+ t0)+bq< ——Z——}— ..... )—{— ..... ]

Telle est I'équation en z, elle peut s’écrire en la divisant par ¢,
=t ®, .
0= (E!T:—{— T): +9 [é (22— 3+ 4:., + ete.

¢quation qu'il faul résoudre par rapport a z, ¢ étanl trés-petit. Je me con-
tente de

:=A+Bg,
et je substitue dans. I'équation précédente; en négligeant les puissances de ¢
supérieures a 'unité, j'obtiens

)
S

I
A1
+
[
N
)

!
bed K=)
:L.ga.
+
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Supposons que ¢ ait la valeur qui convient au cas de la Terre.
g = 0,00229971,
A = {,570790 -iq- — 2,546479 — 2,218327¢.

» = 680,49,

P

c'est aussi trés-sensiblement y/1 4+ 3* = £; la seconde figure d'¢quilibre est
o

donc celle d'un sphéroide trés-aplati, dans lequel le rapport des deux axes esl

celui de 680 a 1.

22. — Occupons-nous maintenant de I’étude des surfaces limites.
Nous avons posé

T et T/ étant les durées des rotations des deux masses.

Prenons pour ¢ la valeur qui correspond a la Terre,
¢ =0,00229971

et pour ¢, la valeur-limite au dela de laquelle on ne peut trouver dellipsoide
de révolution convenant a 'équilibre de la masse fluide,

g =0,224671

la valeur T’ correspondante est

" = 0,99727 \/g =0,10090.

Done : Une masse fluide homogéne, de densilé éqale a lu densité moyennc
de la Terre, ne peut élre en équilibre avec une figure elliptique de révolution,
st la durée de sa rotation est inférieure a 0',10090. S au contraire ¢lle la sur-
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passe, il y a denzx figures elliptiques de révolution d’équilibre, Uune et Lautre
possibles, et il W’y en a pas davaniage.

23. — Si les wasses fluides avaient des deusités différentes, on aurait pour

les comparer la formule
T=T \/l \/ B
q
g

k4 si Pon considere le cas du Soleil, par exemple ¢'= i

[ST .Y

environ, la limite
inférienre 0°,10090 se change dans le cas d'une masse fluide homogéne de
densité égale a la densité moyenne du soleil, en 0°,20180.

24. —Pour qu'en substituant dans la formule qui précede, les valeurs de ¢

et ¢’ convenant au cas de la Terre et au cas limite, on ait

T=T,
il faut environ

1

¢
98"

Douc : Si la densité de la Terre devenait la 98¢ partie de ce qu'elle est. sa fi-
gure serail la limite des figures compatibles avec la durée de sa rotation.
Pour Jupiter,

~r
[

S -
- I'=0,41377,
)
la figure elliptique d’équilibre est possible.

25. — On aurait pu croire que lorsque I'équilibre cesse d’étre possible avec
une figure elliptique de révolution, c’est que le fluide tend a se dissiper. H n'en

est rien, car si cela était, la pesanteur deviendrait nulle ou négative; or nous
avons vu que le rapport

-’}?: vi+r,
. . l
et dans le cas-limite,
o — 9 7197,
A

donc la pesanteur a I'équaleur n’est pas trois fois plus grande qu'au pole, oi la
force centrifuge est nulle.
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26. — Laplace a indiquc un complément que M. Liouville a traité. 1 eon-
siste & choisir pour donnde le moment de rotation au lieu de la vitesse angu-
laire y/g-

Voyons comment on peut calculer le momeul de rotation d'un ellipsoide ho-
mogene, & trois axes inégaux, et tournant d’un mouvement uniforme autour de
I'un de ses axes, oz, par exemple.

La somme des moments des quantités de mouvement autour d'un axe, des
divers points d’un corps, constitue le moment de rotation total « de corps, au-
tour du méme axe donc;

1 .
b= ), (yds — sdyjdm,

s'il s'agil de 'axe des z. Or ydz — zdy est le double de ['aire decrite pur la
projection du rayon vecteur sur le plan des yz, donc pdt mesure la somme des
produits des masses des molécules par les doubles des aires décrites par les pro-
jections des rayous vecteurs sur le plan des yz; il en résulte que si du esi
I'angle dont le méridien d’une molécule a tourné pendant le temps dt, on a

pdt =3y 4 Pdwdm = dwZiy® L dm,
w =gy + tdm.
Le moment de rotation cherché est donc le produit de la vitesse angulaire

par le moment d’inertie de la masse autour de I'axe de rotation.

27. —Dans le cas qui nous occupe, on a, si ¢ est la deusité de notre
ellipsoide,

)

P\ Ndadyds,
7 AW + =*ldedy

et I'inlégrale doit élre élendue aux points

1
3
1

3

&

1

_1_.

| t

I

_|..

s
Al

-~

Posons

DI

Z= )\3z’dxdydz,
Z=8a -’dg \/1——d \/1_;__’_
Y
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ou, en remplacant y et z par les variables ¢ et  définies par les équations

—

o Z’
y=pt = dy=sdt\/1—=,
z = yu,
7 = 8ufPy S 1 —ud)d g Vi—dt
[i]
_4 Y _ M y_’
f=gzmbrg =35,
d’ol I'on déduit
LYY e i
v 5
_ns 2
(34 p=mygP LT,
d’on & cause de
B =a'(1 2%, P =e(14-27),
- B
(35) \/g == xz_i_)\/z *
2M.q? (1 -+ 3 )

Il nous faut chasser » de cette expression, a I'aide de I'équation

e
1]
ou

(36) P = M

AT YT N

Passant immédiatement a la valeur de ¢ esprimée en fonction de y, on a

1

(37 q=qop <4 >3( LV (3

10

T 1”)"

Ainsi, si 'on prend 4 au lieu de ¢ pour donnée, le premier facteur est unc
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quantité connue K,

donc

équation qui nous permet de substituer dans toutes nos formules la nouvelle
donnée K a I'ancienne ¢.

28. — Avant de montrer pourquoi il convient de choisir y pour donndée,
nous ¢fablirons le principe suivant :

Si un corps homogéne symdétrique par rvapport aux trois plans coordonnés,
tourne autour de I'un des axes coordonnds, le plan du maximum des aires est
perpendiculaire a cet axe.

Si, en effet, 'axe de rotation ¢tant ox, A, B, C sont les moments de rotation
aulour des axes ox, oy, 0z, «, f3, y les cosinus des angles qu'une droite quel-
conque fait avec les mémes axes, on a pour le moment de rotation autour de
cette droite

S=A« 4B+ Cy,

Or

1 o .
= — Nudz — zdo)dm = \'g N
B= (HA(.L([., udJ:/dm =\g ,~-l‘j/(1)/1,

quantité nulle & cause de la symétrie du corps par rapport au plan yz, pour la
méme raison

C=\y N zdm =0,

L
On en conclut
5 =Aaq,

équation qui conduit immédiatement au résultat annonceé.

29. — Cela posé, vovons pourquoi u doit étre pris comme donnée. Prenons
les choses a l'origine, et supposons une masse fluide agitée d’unc manicre
quelconque, et dans laquelle les molécules agisseut d’une fagon quelconque

12
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les unes sur les autres; si toutes les actions sont intérieures, le plan du maxi-
mum des aires ne variera pas, et il en sera de méme du moment de rotation
autour d’un axe perpendiculaire a ce plan. Donc lorsque apres cette agitation, la
masse fluide prendra un mouvement uniforme de rotation autour d'un axe fixe,
cet axe sera, d’aprés ce que nous avons établi, perpendiculaire au plan inva-
riable; et ce que nous avons appelé u est une quantité qui est restée con-
stamment la méme, dont la valeur ¢tait définie avant que I’équilibre ne fut
établi. Ce n’est done plus la vitesse de rotation qu’il faut regarder comme
donnée, mais ce moment qui existait  I’origine des choses.

30. — La discussion des équations conduit, dans le cas de » donné, a des
résultats tout différents pour les ellipsoides de révolution.

Si pour ces ellipsoides on remplace dans (8) ¢ par sa valeur en fonction
de wou de K, on obtient

KA1 3% 54 3
3R

(38) —arctangh=4¢ (A\) =0.
Si 'on forme
1 2

4
N RN AT)E2 22
v T3 K‘(1+) +61+9
)\

| o
aul

=K

2

~
©

(1 293 4y

on a un résultat positif pour 2==0, et négatif pour A=+ o ; donc (2—% chan-

geant de signe quand ) passe de 0 4 I'infini, il y a une racine positive A’ de

de
= 0.
. . iy dy .
On voit aussi que > 2" rendra le numérateur de @ négatif , et au con-
. - d .
traire 3 < 2" le rendra positif; donc 7; =0 a une et une seule racine positive.
A

Revenons & ¢; si I'on fait 2 trés-petit, ¢ (A) est positif, et pour A = o,

' . T . . . . - . .
$)=— 3 il ya donc un nombre impair de racines positives de I'équation
. . . d
¢ (2) =0, et il ne peul y en avoir qu'une d’aprés ce que nous avous vu sur —d‘—"
A
tandis que dans le cas de ¢ donné I’équation en X avait deux racines positives.
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31. — Passons aux ellipsoides & (rois axes inégaux, I'équation

£ A

(1—3——6)80 ‘[{3 3 L. (lx

subsiste, il en est donc de méme de tous les résulfats que nous en avons dé-
duits. L’¢équation

s 7 2l 4 i
q= .
o R*
devient
(s+ )~ xle-+1)da
39! M=\

Ft comme s est une fonction de ¢, ¢ est une fonction de la donnée K déter-
minée par I'¢quation (39).

Equation aux différenticlles partielles qui lie la pression

a Ia densité dans an fluide en équilibre.

32. — Nous considérons le cas d’un corps solide entour¢ d’une masse {luide
en équilibre, ¢’est-a-dire en repos par rapporta ce corps; ce systeme est animé
d’un mouvement de (ranslation et d’'un mouvement de rotation quelconques.
seulement l'axe de rotation occupe dans le corps une position invariable. et
I'équilibre a lieu sous I'influence des actions du corps, de la masse fluide, et
de corps extéricurs animés de mouvements soumis a la seule condition de s¢
combiner de manitre & permettre I'équilibre rigoureux de la masse fluide, soit
liquide, soit gazeuze.

Les conditions ¢lant ainsi déterminées, il y a pour un point quelconque de
la masse fluide, ¢quilibre entre les forces suivantes:

te L’attraction du corps solide qu’entoure la masse fluide ;

2° L'attraction de cette masse sur le point considéré de son intérieur:

3> Lattraction des corps extérieurs ;

4 Les forces d'inertic tangentielle et centrifuge, auxquelles donue licu la
vitesse variable de translation de la masse fluide ;
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5° La force centrifuge et la force d’inertie tangentielle provenant de la
vitesse angulaire de rotation supposce variable, de 'ensemble du corps et de
la masse fluide;

6° La pression P de la masse fluide, fonction seulement de la position du
point que I'on considére.

33. — Adoplons les notations suivantes :

Prenons pour axes coordonnés trois axes reclangulaires, fixes relativement
a la masse fluide considérée, I’axe des x étant 'axe de rotation, et soient v,
v, et v, les composantes, & la fin du temps ¢ a laquelle nous nous placons, de
la vitesse v de translation du corps et de la masse fluide, p le rayon de courbure
variable de la trajecloire d’un point quelconque de I’axe de rotation, o, 8, - les
angles de ce rayon avec les axes coordonnés. Soient enfin  la vilesse angulaire
de rotation du systéme, p le produit du potentiel de I'action du corps considéré
sur les poinls extérieurs, par le coeflicient f de I'attraction universelle, p'le pro-
duit du potentiel de I'action de la masse fluide sur les points de son extérieur
par le méme facteur f, et ¢ la densité de la masse fluide au point x, z, ¥, enfin
P, p,, P, etc. les produits par f des pctentiels des aclions des corps exté-
rieurs A, A,, A,, etc.; ces derniéres quantités sont des fonctions du temps.

Il résulte de ce qui précéde que I’¢quilibre nécessite, entre autres, les trois
équations

) ’ 2
d 8<d—p—|—d—/)+ytyﬁ——di‘—v—com>,

dz dz ' dx ' = dx e p
dp dp O dp,  dv, ; .
W G = (e + PGS eosb 2 g et

dP dp dp dp, dv, v dw .
e A R A A S L

Apres les avoir divistes par 4, dérivons-les respeclivement par rapport ax, y
et z; il vient
LdP 1 dP A8 d%p

§drt T Ydz dz dz
1dP 1 dP d d"’p dp d*p,
o dy T ¥y dy dy d'/+2tlj

1dP  1dP d3 ep N dp,
§der T Mdz dz cl‘-*+d-'+ ae T

X

o2
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Posons pour abréger, ¢ étant une fonction de z, y, 2,

d*e d's | d%
drt + + q =33,

nous aurons, en ajoutant les trois équations précédentes, et tenant compte des
relations bien connues

Ap=0, 3, p,=0,
A p=—idnf3,
équation

dP ds | dP ds | P 3
_— 5= e == = Aw [t — Qe =10,
de " dz ~ dy dy + dz r./:.) RRA ¢

@ AP — <

Telle est I’équation cherchée; elle nous montre immédiatement que w est
une constante : c’est, en effet, dans cette ¢quation la seule quantité qui puisse
étre fonction du temps. Aussi, admettant qu'on put disposer a son grée de toutes
les autres conditions, I'équilibre ne pourra jamais avoir lieu si la vitesse angu-
laire de rotation du systeme n’est pas constante.

.— Y s ce vient I'équation (2) dans le cas d’une masse gazeuse.
34. — Voyous ce que devient I'équation (2) dans le cas d g
On admet que la loi qui lie la pression a la densité est la suivante

P
(3) b=,
K étant une constante; on déduit
(4) K*Pa,P—K?® (&, P)? 45 fP? — 2Kt = 0.

C'est une équation aux différenticlles partielles du méme genre que P'équation
a laquelle satisfait le potentiel de I'action d’un corps sur les points extérieurs.
en ce sens (quc la seule fonction des trois coordonnées qui y figure est P.

33. — S’il s’agit d’unc masse liquide, et qu'on suppose d’abord ce liquide
incompressible, ¢’est-d-dire de densité constante. I'équation (2) devient

(5) a,P =28 —2r/3),

équation plus simple, mais du méme genre que la précédente.
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C’est aussi ’équation a laquelle satisferait le potentiel de I'action de la masse
fluide considérée sur les points de son intérieur, si celle-ci avait pour densité
constante

w?

(=>4

alzf?,’—

o

T

36. — Enfin on peut encore supposer le liquide compressible et admettre
pour relation qui lie la pression & la densité
3, . A4KP

1 4- KPj— ,
T kp, AR 2

oo

16)

autrement dit supposer la dilalation proportionnelle a la pression; (2) devient
dans ce cas

) 0*(1 LKP)a,P — ¢®K(4,P)* + 4=/ (1 + KP)*—2w% (1 4 KP)*=0,

ou en posant
1 +KP =KP,

8) P8, P, —a* (8, P )+ A=fRID? — F0Tak Dt =0,

équation qui a beaucoup d’analogic avec I’équation (4) qui caractérise les
masse gazeuzes.

De toutes ces équations, (2) est la seule qui soit a 'abri de toute hypothese
sur la coustitution de la masse {luide considérée.

Vu et approuve,
Le 24 mai 1863,
Le Doven pE LA FAcuLtE DES SciENCES,
MILNE EDWARDS.
Vu
et permis d’imprimer,
Le 24 mai 1865,
Le Vice-Recteur pE L’AcADEMiE pE Paris,

A. MOURIER.

PARIS. — IMPRIME PAR E. THUNOT ET C*, RUE RACINE, 26.
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