H. F."f/ /66 (7 '3)

= THESES

-
PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

POUER OBTENIR

LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES,

Par M. SAINT LOUP.

1* THESE D'ASTRONOMIE. — Sur une nouvelle méthode
pour le ealeul des Perturbations du mouvement des

planeétes,

2¢ THESE DE GEOMETRIE. — Sur les propriétés des Lignes
géodésiques.

Soutenues le 1?7 Aout 1857 devant la Commission

d’examen.

MM. LEFEBURE DE FOURCY, Président.

" : CHASLES, Examinateurs. IR -»_-;"_\
- i 000G - — \\f\ P/\ R

PARIS,

MALLET-BACHELIER, IMPRIMEUR-LIBRAIRE

pr 1’ECOLF. IMPERIALE POLYTECHNIQUE, DU RBUREAU DES LONGITUDES,

Quai des Anguslins, 35,

1801.

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



ACADEMIE DE PARIS.

FACULTE DES SCIENCES DE PARIS.

DOYEN ... .. . e MILNE EDWARDS, Professeur. Zoologie, Anatomie, Phy-
siologie.
BIOT.
PROFESSEURS HONORAIRES.
PONCELET.
DUMAS..... ... ...oiinnus Chimie.
DESPREYZ ............... Physique.
DELAFOSSE.............. Minéralogie.
BALARD. ................ Chimie.
LEFEBURE DE FOURCY... Calcul différentiel et intégral.
CHASLES...c.c.vvvvnvn., Géomeétrie supérieure.
LE VERRIER............. Astronomie physique.
DUHAMEL. ........ ..... Algébre supérieure.
Nowvooooonn heae e Astronomie mathématique et
Mécanique céleste.
PROFESSEURS I vooove v GEOFFROY-SAINT-HILAIRE. Anatomie, Physiologie compa-
rée, Zoologie.
LAME . .......covvean.. Calcul des probabilités Phy-
sique mathématique.
DELAUNAY............... Mécanique physique.
PAYER . ... .. ocvemn. it Botanique.
C. BERNARD.............. Physiologie générale.
P.DESAINS....ec.ovn ... Physique.
Noooonooon e Géologie.
N.oooooonon e Mécanique.
BERTRAND............... Soi athiéimatic e
Jo VIEILLE............... iences mathematiques.
AGREGES....... . ... MASSON...e.vvvvennn.n. . ,
PELIGOT.......... Ceeen éScxences physiques.

DUCHARTRE.......... .. Sciences naturelles.

SECRETAIRE... . ............. E.PREZ-REYNIER.

et S

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



THESE D’ASTRONOMIE.

e 7 e~

SUR UNE NOUVELLE METHODE POUR LE CALCUL DES PERTURBATIONS
DU MOUVEMENT BES PLANETES.

Le but que je me suis proposé est d’exposer une méthode nouvelle pour
le calcul des perturbations du mouvement des planétes. J'ai pris pour base
de mon travail la traduction anglaise qu’a donnée M. Airy dans le Nawi-
cal Almanac pour 1856 du Mémoire d’Encke, publié sur ce sujet dans les
Astronomische Nachrichten, n% 991, 792. Jai établi la formule fondamen-
tale qui sert de base au calcul. La marche que j'ai suivie pour y arriver
différe de celle d’Encke exposée, dans les Berliner Astronomische Jahr-
buch pour 1837, sous le titve Uber Mechanische Quadratur. J'al monire
ensuite par une application comment Ja formule trouvée pouvait servir i
résoudre une équation différentielle du premicr ou du second ordre ne
renfermant qu'un seul coefficient différenticl; le calcul est alors tout a fait
analogue & celui que P'on effectue pour résoudre une équation numeérique
par la méthode des différences. J'ai expliqué ensuite en détail Fapplication
au calcul des perturbations planétaires et donndé les formules nécessaires
pour effectuer tous les calculs.

Une fonction de x n’élant connue que par les valeurs particulieres qu’elle
prend pour des valeurs données de la variable, proposons-nous de trouver
:ntre certaines limites

{‘j ix)ydx et ff,/‘(x) dx*
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Pour résoudre ce probléme, nous avons a établir quelques formules et
quelques notations.

Considérons une fonction algébrique de degré déterminé m

=0+ U X A X L+ o,
donnons 4 x les valeurs
n, n-+1, n-+2,...
en progression arithmétique, et soient

)’"7 7"-\}-1 b fﬂ+2! L

les valeurs correspondanles de r-
On a par la définition connue des différences

A_yn — fn+| - fn = 2': ([,k[(n -+ [)k — nk],
AYpe = 21 ar[ (7 4+ 2) — (n + 0)*];
d'ou

Az]’m Az]n+ly' BN

et généralement

AP E (n+pf—pr+p—1) +'3%‘) (n+p—2)f
J-n: i —1 —
K—p _1)(_[)%(_?{.)_2*)(11—&[)—-3),‘-#

Si dans cette formule on donne a n une valeur, puis qu’on fasse successi-
vement

p=1, 2, 3,..., m,

on aura les différences successives de la fonction relatives a la valeur 7 : si
ces différences sont connues et que les coefficients « soient inconnus, on
aura ainsi m équations pour déterminer les m coefficients «.

Nous allons employer un systéme d’équations particulier a la détermina-
tion de ces quantités. Pour définir aisément le choix de ce systeme, chan-
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geons de notation et posons
Ay,=f(n+1)— f(n)=f" (n + ;)7

I'argument sous le signe f” étant la demi-somme des arguments placés sous
le signe f'dans le premier membre. 1l est aisé de voir que la généralisation
de cette notation donne

A]’":f’(n—f— {-)3 Ay, =f"(n+1, Ay,=f" (n—i—,il‘):
AYper = f (71—4—;), A yp= f"(n+2), Ay,.,=/ (vll-f-;‘\)’"-a

et généralement

— o I
Ap.yn_jp ('l -+ ;)
Or nous choisirons les équations qui nous serviront a calculer les « de facon

que l'argument <n —l—é) soit toujours

1 I
n, n+ - ou n—-:
2 2

cela est facile, car p étant donné, s'il est pair on prendra
n

Ny =)0,

s'il est impair on prendra

et, afin que le calcul des « soit plus symétrique, nous combinerons par
addition les deux équations ou entrent

. 1 1
jl’<n—|——> et /’"(lt——)-
2 : 2
D’apres cela, les différences a former sont

A‘).—iv AJ.O') Az‘].—| bl A;“)".—g» A!l].—‘, A"‘)’-_.Q-
A’y 5, Ay, A%y 5.k
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mais le nombre de ces différences peut étre réduit, car on a

k=m 7 — < 7
I L B I Su et
' k=p +plr—=nf—(—n)}
A=m
N Jup= Do [rf—p(n— 1) — .+ pn—p+1)f—(n—pfl
k=p

Si k est pair, on voit que les termes sont deux 4 deux égaux et de signes
contraires. Si & est impair, ils sont égaux et de méme signe ; donc le coeffi-
cient de o, est le méme en valeur absoluc dans A?y_, et APy,_,, C’est-a-
dire dans deux différences de méme ordre relatives a des valeurs de y don!
les indices forment une somme égale a I'ordre de la différence changé de
signe. Il suffira donc de former

Av_,, Ay, Ny ..., Ay

Ay o Ay A%y ... Ay
Or on a, en n’élevant a la puissance & que les nombres-positifs et £ étant

pair,

hk=nr

. [(r P opip=nfp oo
vy _p=aZa| (5 —p (- + 25 E - o)

3

h=p

O11 A Auss!

k=m (g—1\),‘—(1)—-1)(2—2>A+’.'_"-/::}')(§_3A‘)k.’...
iy =Sl E A

2 P Pt

Ju— +(p—-0(=%) = (‘—-; |

ou A ne doit recevoir que des valeurs impaires, puisque les termes résul-
tant des valeurs paires de A se détruiraient par l'addition avec Ap-1y
y=r

en sorte que les équations qui dounent les # peuvent ' écrire en employant
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la nouvelle notation

%fp—'(_

hk=m

A=) -ple—f - oy -

k=p
‘=1 A ! \#
k= <2—1> —(/)——1)(%—2)—;—...

D (5) = S

o T )

Dans la premicre, k est pair et Fon n’éleve a la puissance & que les nom-
bres pairs; dansla seconde, & est impair.,

On aura donc deux groupes d’équations, les unes déterminant les «
indices pairs, les autres les o 4 indices impairs.

Si 'on développe les deux équations ci-dessus, on a les systemes sui-

vants :

%o = f(0),
Z Uy = é_/'”(o)’

h=2
h==m

)

k

oy (2f — 4) = éf”’ (0

lLl

K
o
TN
w
-
I
[
[}
ol
+
—-Io
S NG, 3
Sa—
Il
i
-
°

k=6
S(t—t3e B 228 2y
k=8
Z“k-— - <_ _;>+ éf (é> ,
=
St
k=3
a3t 5 = (= ) 1 (2):
k=3
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et en effectuant complétement le développement,

{ %o :f-(o)’

1

U4
Cy 0+ ...=

a2+a4+ a6+ 6’-3"*“...:5/"’ (0)’
_i tiv
(a) < aa,,+ba6+cas+..._2_/_ (0),
b’ac—r—c’as—+—..._—_%f"' (0>’
oy ... = ;/"“' (0),
/ o, ) L g, (1
ai+a'3+ 0.5+ 7'1+"':;f (—5‘)"*“;/ (;)’
a.a3+b.a5+c,a7+..._—_%/”’(—é)+éj"’ (%)
(a‘) | ’ ’ 1 . 1 ] . 1
[710.54-01“1‘*‘...:;_}“’(—;)+;jv (;)7

N -
\
P
o
B~
e
o | -
5
TN
ISR

et pour les coefficients,

a =12, h =060, ¢ =252,..,
b = 360, ¢ = 5040,..,,

= 20170,...,

(Z,:G, b,:30, 042126,..,

. U
b 120, ¢, = 168o,...,

Sk
¢, =5110,....

Si nous considérons les équations (a), nous voyons que f2#(0) n'entre
pas dans la valeur de o dont l'indice soit supérieur & 2, il ne s’introduit
donc qu'au moment ou 'on calcule «,,; il suit de la que si 'on substitue
dans la fonction y la valeur de ces coefficients, f2#(0) ne se trouvera que
dans un nombre déterminé de termes, et son multiplicateur sera par suite
indépendant du degré m de la fonction.
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II.

Ces préliminaires établis, il est aisé de résoudre la question primitivement
posée.

Supposons que I'on connaisse les valeurs d'une fonction pour une suite
de valeurs de la variable en progression arithmétique.

Soient

@ +n—16, a+nw, a+n+1w, a-+n-+ 20,...,

les valeurs de la variable x,

wnfla+n—1w) j'(:a+f2w),...,

celles de la fonction. Changeons de variable et posons

’

T —a
r—(a+nw)=v on — 4+n=-
® w

Soit alors

1] e\ ? e\
V:a0+a|<;>+ag<;> +a3<'—) -+ ...

[

une fonction représentant exactement les diverses valeurs de la fonction
pour les valeurs données de & ou, ce qui revient au méme, pour les valeurs

(4
de - :
(2]

qui sont la série naturelle des nombres entiers. V représentera, avec unc

. . . 4 .
grande approximation, la valeur de f pour des valeurs de ~ comprises entre
* 5]

. ’ 14 .
celles qui sont données, par exemple pour les valeurs de - comprises entre
[A]

1 1 . 1 1
— et Sou pour celles de & comprises entre a + n — S0 et a+n+ S .

Par suite, si nous cherchous entre ces limites la valeur de fj(x) dx, elle

pourra étre représentée par
) ] R AR / §
fwu:(,, [aoi+°ﬂ<_“> +1(:> +ﬁ(r) +]
T w 2 \o 3 \e 4 \w
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et, en prenant les limites,

a+n+ s 0) . .
f V(l'v——f f(x )dx_w[ao+a23 +a.52,+a6;}.—25+...]-

a-t-n—iw

Il faut maintenant déterminer a,, a,, @;.... Nous avons pour cela les
équations (@) ol nous remplacerons o par a + rw sous le signe f, si, au
licude v, nous prenons x pour variable, puisque pour v =o0, x = a + nw,

[ :f((l -+ nco),

a2+a;+as+a8+...:%f”(a—i—nm),

3 1 - .

(A) 12a4+60a6+252a3+...:;/“’(a—{—nw),
360a0+5o40a3+...:éf‘“(a—l—nw),
20170 &g + ... =éj"““(a+nw).

Multiplions par X, i, v,..., et ajoutons, il vient

%+ Mp =+ (A4 120) oy + (A + 6o p + 360v) a4
+ (A + 252 + 5040y + 201700 ) oy +

» N
=f+3 S+l e

Si I'on pose

I

A= 3.0

4 ¢

) X+12p':§‘l—2, l+60{x+360v=#,---,

a-tn—+-go
le premier meémbre sera;f J (x)dx, et, en substituant dans le

at+n—iu

second les valeurs de X, g1, v,..., on aura l'intégrale cherchée : or on tire
des équations précédentes

! Y 369 ..
2880" YT 783840 "’
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d’ou
ar AT fla+nw)+ = frla+no)— £ 7@+ ne)
f{x)yder=w 2 5700
—_— = 36 .
a+n—io +w’)‘78—0jw§a+nw)...

et le calcul peut étre poussé aisément aussi loin que l'on veut.
De cette formule, nous allons déduire celle que nous nous proposons de
trouver ; mais auparavant cherchons encore

a+(n+1)o
f Sflx)da

- M

ou
Vedo =20y 4+ 2 BB ),
£ Vo 2(\00+2.?.+3.2‘-’+/|.2"+5.2‘ )

Aux équations (A ) il faudra joindre les équations (a,) dans lesquelles, en

, . . 1
égard au changement de variable, il faut remplacer — - para +n —-w
- e

W=

1 1 -
et - par @+ n -~ o, en sorte qu'elles deviennent

.,

1 ) 1 ' 1
D T B R T — RNy ((z—{—l&——;m)—i——z—f’ ((l—*—ll———m)?
rd 2 o
. ro,, I o, 7D
61;+30&;+[2()a.,+...:£f atn——o +-2-f a-i—/l-+—:m)7
() "
I 1 1 1
r2()-a.,+16801-,+...:.—.; Fad at+n+ —o +;f‘ atn—+ o}

1 1 [ 1
‘ 51104 . .. = ~ f¥1 (n-i—/z— —w>—+— — fro (rz —+—II—{——(.)>‘
. 2 2 2 2

’ ;e . - 1
Pour abréger, nous déiignerouns quelquefois f (a +n — §w> par

,

. H . . .
S (—— :)7 ou meme simplement par f quand on pourra le faire sans am-
biguité.

Multiplions les ¢quations (A ) par/y p/, v/,..., et ajoutons avec les équa-
tions (A) multipliées comme précédemment par X, p, v,..., nous aurons

Ag+ Noy+hoy + (X +6p )o,(M+12p)a,+ ... =f+ l—[ S+ %j”—i—...
A 8] S -]
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Nous poserons

i 1 ’ ’ ' ’ 1
N=— Nt 6p = 4 5 )\+30p+lzov=ﬁ,.--,

! 1 ,
)\_3.2” )‘+'2V‘—5.2" A+ bop + 360v_—:;._26,....
Les valeurs de 2, ., v seront donc les mémes que précédemment, et I'on

aura

/

— Y — I
)\—4’ w= 192 v ~ 23040’

en sorte que 'intégrale cherchée sera

-;—f(a+rzw)+ ;%f’(ll+ll—;'m>+ —%f’(a-}-n—i—ém)
a+4-n—+ .0 . ; —_—
- w R T I "
.£+m,, +gf @t nol— 55/ (“*” z"’> 768f (‘““”* )
- 11520f”(a+nw)

Revenons maintenant & I'intégrale trouvée plus haut.

Sil’on veut avoir la valeur de fj(x)dx entre @ +n -+ i weta+n-+ g W,

3 5 . ) . ..
entre a +n-+-wet a+ (n -+ ;) ,..., il suffit de faire croitre chaquefois

n d’une unité dans cette formule ; faisons-le varier de 1 & {, nous aurons une
séric d’intégrales entre des limites qui différeront de «, et en faisant leur

somme il viendra

Sla +w)+i4 f”(a—}-m)—S;go S(a+ o)+« . .
a-i-+1e -+ (a+2w) -{—f”(a-}—zm) +f”(a+2m)
f+ fledz=uly fla+30) |+f(a+30) |+ 7@+ 30)
+fla+iw) |+ f7(a+i0) + fiV(a +iw)

Posons généralement

fp(a+ n—|—éw>—f"<a+n—-éw> = fP(a+ nw),

lmd.lce p étant quelconque positif ou négatif (nous le placerons a gauche
du signe f dans ce dernier cas). Si dans cette égalité nous donnons & p les
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valears --1, 1, 2, 3,..., et que pour chaque valeur de p nous ajoutions les
égalités correspondantes aux valeurs 1, 2, 3,..., / de n, nous aurons pré-
cisément les sommes qui figurent dans la parenthese, et expression de I'in-
tégrale se changera en la suivante :

/ 'f<a+i+%w>—ff(a+%w>
a—+—iT;—w { 1 1
[ oo i) (o2
17 it ; ! L lw aee
()= (2]

/ 1 : e s e ‘
j(a +-0 > » lepremier nombre de la série formée par I'addition de f(a-+ w),

J{a+20),..., étant tout a fait arbitraire, on peut le choisir de fagon que la
partie du second nombre indépendante de i soit nulle, c’est-a-dire poser

'f(n—e—lco =——J(a+ie)+—L "’<a+lm)—
2 ) 24j 2 5460 2 o

et il reste simp]ement

P o e e N

flzldz=o —_ 36 —_— \
+%m . 17 i ; l 7_ v ; l C e
! 5760f <a+l+zw>+967680f <a+l+2w>
a—+4iw
Si on veut avoir Sflx)d=x, il faut évidemment diminuer U'intégrale
a4 w
aa+:t;‘w :

précédente de } f(x)dx ou de f Vdv ou l'on fera n = i:

va-+in

or nous avons calculé cette intégrale; faisant la soustraction indiquée en
tenant compte des relations

'f(a+i+%w>—~'j<ﬂ+"—‘—%"’>:/<a+iw>""

il vient
. , - .
"f +i+iw +i’f a+1‘—lm -—-Lf' a+i+lw
2 “ 2 2 2 24 a2
a4 iw . g . ——" >
o —_— —_— Y2 ;o - 172 . _
f+. flx)de = o 24f(u-i—z L@ +'440f a+1+2w
a-t+ 4w Z . -
o, .1 L v . E)
+1440f <(1+1 2&) 120960f a+z+z)

——a——
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I11.

Pour trouver la valeur de ffj(x) dx*® entre les mémes limites, nous

vous servirons du calcul fait pour trouver fj x)dx.

Pour intégrer unc seconde fois il faut laisser indéterminée la scconde li-
mite, dans la premieére intégration : on peut écrire

AL

H Al n— o x
J f(x)d.r:j f(x)d.r-}—f S(x)dx,
a4, a4t a-4n—+itn

. 1 -
x devant recevoir la valeur a + n + 5 Dans le second terme du deuxieme

membre, prenons pour variable ¢ au lieu de o, il faudra intégrer une

o - I,
premiere foisde v = — ~ 4 v, et I'on aura

g R+

_ ' LN e 1T e
]ﬂ . _c.)[f(a+rz 20))+24f 5750,/(---]
v 1 p\? 1 e\’ y
—+ W a0;+;a. ;) +§(Z2 ;) +...]—;
ol E o B @ mwm
—w[/+24j 576oj "']+w[2 22 3o 4.2 ]

v 1 v\? ’
—l—w[ao;-l—;a, (;) +.]

Telle est I'expression & intégrer une seconde fois de v = — é av=21, ce
2
qui donne
a \
ot (I =5 )
zlﬂ_aq @@ %2
+o (z 3.2’+3.2’ 5.'1‘_+_5.2s 7 o )
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AY
Exprimons maintenant la seconde parenthése au moyen des f. Nous avons
pour cela les équations (A) et (A,), savoir :

)
W

a2+a‘+a6+ag+...: ‘/N,
120, + 6oo,+ 252a8+...:§_/"",

360 0; + S0foas +...== [T,

1
2017oa5+...=;‘/ v

1
Ot,+063+a5+051—|—...:§

1200, + 16800, +...=

i
J >
6oy + 300y + 1260, ... = I;/"”<_ i> + %fm(é),
1
/ 2
51100, +.,.:_;_‘/'vn<_ %) + é‘/qu),

Multiplions les premiéres par X, w, v,..., les secondes par X', p/, v,. ..,
et ajoutons, il vient

?‘i_ )\,(7-| -+ )-\ag -+ ()\I -+ 6{",)0!;« -+ ()\ -+ ]2H)as -+ {\)‘, -+ 30{"'/—*_ IQO‘JI)(/.s
~+ (A + 6op + 360v)a; + ...

TS R RV VR R ]
+ e
Si on pose

I

1 '’ I ‘ ! f— ey
= —5—> l’+6p._—ﬁ, X+ 3op' + 120V = TR

1 ~ 1
’ AF12p= ) )~+60!J.+360V:—;,--"
I 5. a8 i 7‘2

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(16)

le premier membre sera précisément la parenthése a évaluer. Or on en
tire

/___l_ Y Lt 367
V= 2 T g V= T 1612807
— L — Y 367 ..
)\_24’ B =" 560’ 1)'_'967680’

en sorte que la parenthése devient

éf(a+nco) —i—éf”(a-i—nm) — 1152()]“(61-{- no)

367
967680

_ﬁ[/"(a—f—:—_éw) + f <a+_n-——i——§w>:|
+2;;0 [j"’;<a+_’z—:§°’> +f’”<a+r¥m>]
—-%265:"670[]’”<a+:—%w)+f"<a+;——§w>]+....

Remplacant les fonctions f?(a -+ nw) d’apreés la relation

+ J™Ma+ nw)...

- (a + n+éw> - fr <a + n+;m> = f?(a+ nw),
on a
I, 1 1, 1 3 ., 1 1 o, (1 85 . 1
(=3 -5 w8 w (B s =)
51 w1 7.367 o[ 1 5.367 l>
+u52o/ KE>—1935360=/v(_5)—967680~/ (2 e

réduisant avec la premiére parenthése, on obtient

fn-:": @ i fa+n+ mf(x)d.x

ua-i—n——w

oG +o=2)]-mlr G- (- ;”a
=o'\ + 35 [f< > +f”’< ;)] !
)

—ssizz,[fv<z> ()] |
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- - . . 3 ’ f
faisons n = 1,2,3,...,i et ajoutons, nous aurons l'intégrale de @ + S

—_—

N 3 1 .
aa+i+4-—o,cequl doune

/
I/ // I <y . .
s - (L+10)+f(z+l+lm —E/(a-%—lm /
[ l7 "1 "
, [bj((z—f—l—i—lc) ﬂc_)j (a+iw)+ 3b/ L "+ i+ 1m)
—~ 3537(:77»/“(“ tiw)— 3;760775_/“(4 W)
“ " ! * A A
e /l(l)+ "f(a +w) —Ej(a)—/{—sj(a—kw) '
J@) = gl 0) = e S (a).
364 3840 ' 387072 ,

“f(a}, premicr terme de la série, étant arbitraire, on peut le choisir de facon
a annuler la scconde parenthése et alors il reste

( Lrwy . 7 Y ‘
S (a+iw)+ (a +i+1w)]
Aot | - [/(a—i—zw + fla+i+1m)]
jf (X)) dax = »? ¢
a-t4n ’ T " . .” —_—
: +3b’20[¢f (a+iw)f"(a+i+10)
— 20 [ £ (a+iw)+ ¥ (ati+ o))+
' 387072 )

Si I'on remarque que

A " r g’ 1
flat+w)="fla)y=/ <a+ ;m)
et qu'on a pos¢ précédemment

, 1 . r o, I " 1 367 v 1

PPéquation en vertu de laquelle la seconde parenthése est nulie devient
" 1 1y ( 1 \) T,
- — = 1) — -G +-6) — -5 a -+ w)
o="/(a) 45/ (a) 48 Ja 2% le/( W)

”5qo [3/"( )+/" <a+ém> +3 /" (a+ w)J

367 v v t v .
”63_513’@[5/ (a.+ / <a+50))+5./ (a—i—w)J—i—....
3

—+-
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d’onr

l:/'(a) - 21_4‘/ (a+a)— S%Zi_oljﬁ (@) -+ 2‘/'”(\(1 -+ :v)]
364

m [2 /"(a)+ 3 f"(a+a)]....

Siau lieu de la derniérelimite on veut prendre a + iw, il faut évidemment
retrancher de I'expression trouvée

LT e

a—t-1e

—+

ce que I'on calculerait comme précédemment; on trouve ainsi pour la
correction

i 1, . 1 1 )
\ ;j(a+z—;w> 8~/ (a+in)— 46/ <a+z+ co)
5 " . ‘H/ ‘-___I.
m? +_384j (a+iw)+ S <a+1——;m>

34 " —‘——l 43 “1v ;
+ 115zoj <a—r—l+;w>—mj (a—|—1.o)),..

et par suite pour U'intégrale

/
11520

x)dxt=w?

v . 1, . 1 . .
jfa—p—z,, _ /(\a—*—lﬁ))-‘i——l—z‘/(aﬁ—l&))—%f (a—i—zm)
i 31 v .
+6"o480-/ (a+iw)...

En résumé, si on se borne aux premiers termes qui sont en général suffi-
sants eu égard & la petitesse des différences qui suivent et des coefficients
qui les multiplient, nous avons les quatre formules suivantes :

v a—+i-+iw ' i T . - L
m) f S(z)dz =—o ’f\a—*—H——m) _"—&f/ <a+4+ m) avecf(a—f—;m):——-j’(a—f——’»
2 2

a+Lw 24
/ — .
atio \ i'f(a+i—|~1 >+ ’f(ﬂ+t——w) }
(n) flxydr =o } avec la méme condition,
a0 ? 4fl<a+l+ w) 4_/'((1-4—1’—20)) \

W -

‘ . ) 1
11+1+w l 'f/(a—i—/m)-{-;f ”+l+lm '
(M) jf z)dri=w ' - )

a-t+-io

a+ux
f f z)dr? =

"Jl

avec “fla) = Lf(n—+—m),
'__I.f(a—f—iw) j(a—{-l—{-lm ‘ 24
48 48

1 .
"Fla+in) +Ef(a +iw) ; avee la méme condition.
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Iv.

Remarquons que dans la formation de “f (a + (), il 0”est pas besoin de

connaitre /(@ + nw) au dela de / (a +i— 1), car

la+iwy="f(a+i-19)+ f,/v(‘l"‘i_%”’)
= flas =)y (@ i=To ) flas T

en sorte que si les valeurs de la fonction sont connues pour des valeurs a.
A+ o, a+20,...,a+i— 1wdex,la double intégration donnera la va-
leur approchée de I'intégrale pour la valeur @ + i oy de la variable, en né-
. 1 . . N . . . .
gligeant — f(a + i), ou mieux en mettant pour f(a + im' une valeur
approchée.
De la résulte un moyen de résoudre I'équation différenticlle, ¢est-a-dire
de connaitre Ja valeur de la fonctioniy pour des valeurs de la variable x
en progression arithmétique. Car soit une équation

on en fire
)= [fq, Lx, ) dat.

Supposons que I'on connaisse les premiéres valenrs de y pour des valeurs

de x en progression arithmétique jusqu’a & = 7, on pourra calculer la va-
g rochce de I'intégr ‘est-a-dire ¥ pour la valeur suivante de x

leur approchee de I'intégrale, ¢ a

ou pour x = ¢'; substituant cette valeur de y dans la fonction sous lo

signe ff, on connaitia la valeur de cette fonction pour v = 4. Ln caleul

tout semblable servira a évaluer la fonction pour & = ¢; on pourra donc de
proche en proche calculer la valeur de ) pour unc série aussi longue que
I'on voudra de valeurs de & en progression avithmétique, et Féquation dif-
térenticlle sera résolue.

On trouvera par des tatonnements les trois premicres valeurs de y né-
cessaires pour I'application des formules. Quant au degré de 'approxin-
tion obtenue dans les calculs, il pourra, par des substitutions successives,
étre aussi grand que I'on voudra eu égard an nombre de termes employvés
daus Pevaluation de l'intégrale.

~—
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La simplicité des calculs sera mise en évidence par 'exemple suivant, et
on verra que la résolution de I'équation proposée sera ramenée i la for-
mation a’un tableau tout i fait analogue i ceux que I'on construit pour la
résolution des équations numériques, par la méthode des différences.
Soit I'équation

Py
=T 0,04 y — 0,28 =0,

on en tire
y= ff(o,aS — 0,04 7) dx*.

d . L . .
Supposons que, pour x =o, ¥y et Z); soient nuls, ce qui signifie géomé-

triquement que la solution y = F () de I'équation est représentée par une
courbe tangente a I'axe des x a I'origine.

. . 1
Prenons w =1, il résultera de 'hypothese précédente que, pour x = = >

N . ’ . . 1 e el
 sera trés-petit; négligeons-le, soit — = la valeur initiale a de o, on aura
2

par suite
et comme

on a
17 1 o
J a+2m = 0,

__ 0,28

”f((l)zz—}f(a—t—w), “f(a) = 78 = 0,0117.
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Nous avons donc le tableau suivant :

| ARGUMENT. £ f //‘ 1.//

a —0,) 0,0017

_ 0.8 0.00 -

a4 o 0,% — - 0,0115
- 0,28 0,28

420 1,5 - 0,24917

(Les nombres non soulignés résultent des relations qui lient ’f et f, “fet’/..
Nous ne connaissons pas la valeur de la fonction f pour x = a+ 2w, parce
que la valeur correspondante de y n’est pas connuce; mais si nous prenons
pour f une valeur approchée qui sera évidemment 0,28, par suite des
hypothéses initiales nous pourrons calculer y par la formule

o[y _l_ .. i .
y=o I:v/(a—{— 20))—}-!2/(&-%—20)‘]
ce qui donne
0,28
r= 0,29174—7:0,315@

En admettant la forme parabolique de la courbe y = o (&}, solution de
J =X,
I'équation différentielle, et connaissant la valeur de y pour x = 1,3, on
ut en conclure sa valeur pour & = 0,5 en la regardant comme propor-
eut concl sa vale 0 ) 1 gardant proj
tionnelle au carré de &, en sorte que pour x = = 0,5,

0,3150
= =~ =o90,035%0.

Par suite, les trois premicres valeurs corrigées de la fonction f sonl
0,28 — 0,04 < 0,035, 0,28 — 0,04 < 0,035, 0,28 — 0,04 < 0.315

ou

0,2786, 0,2786, 0,264,

et on peut former le tableau suivant, en admettant que pourx =—1.5 la
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valeur de y est sensiblement la méme que pour x — 1,5 ;

ARGUMENT. x f j' fﬂ fm

—o0,0112
0,%00¢
—0,0112

Nous avons maintenant trois valeurs de f fort approchées. La premierc
a trouver est

Jia+3w);

pour cela, il faut d’abord calculer y:

y="fla-+30)+ ="/(a+3w),

="f(a+ 3@) + [(a + 20))+y'<a + %a)) —+ 1%,-/(“ + 3).

Les trois premiers termes sont connus; mettons pour f(a + 3w) une va-
leur approchée. Nous l'obtiendrons en regardant la différence seconde
comme n’ayant pas changé; ce qui donne

0,245,

par suite
¥ = 0,8364 + — 0,245 = 0,8364 + 0,0205 + 0,8560;
d’ou
0,04 .y = 0,0343,
et
0,28 — 0,04 y = 0,2457,
valeur cherchée de / pour x = 2,5

On en tire, pour l: calcul suivant, la valeur de

"f(a—+ fo) = 1,6282,
et ainsi de suite.
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I.es opérations a [aire sont donc les suivantes : former la fonction

fla+ iw)="f(a+1i—10) +’/‘(a+z'—— éa)) + Jla+i— 1wy

\

trouver une valeur approchée de
J{a+iw),

a Yaide des trois derniéres; former

1 .

- J{a+ iw);
former

fla + iw) + ]1—2 Jla+iw) ou y;
former
0,04y, 0,28 —o0,04%,

ou la véritable valeur de / pour x = a + i®.

Voict le tableau des calculs :

.
|
ARGUMENT. x “f ¥ S’ l, e S S app. ’l—q./ app. x ! a0fy
— "
a ~—0,05 | o,0137 0,750 —0,0112
0,0000 QL0000 :
@+ +0,0 NI o, 2780 —G.otg ; |
0,786 —o0,0111
a2 1,0 0,2903 0,20675 1 0N a3y | o3 e
i G
a+3u 2,0 A F t | (. D 13
I G
a-ho 3,5 A I [ (5% D B!
A— m—

On a écrit les nombres déja obtenus, et les letires indiquent 'ordre des
opérations a faive pour continuer le tableau. Ces opérations sont définies

4

par des formules trés-simples, car nommons A’, B, 7, ..., la nouvelle
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séric de nombres, il est aisé de voir que

A=A+I+F, C= ILzB F=0,04D, G=F—F, I'=14F,
B=T+G+H, D=A+C, F=0,28—E, H=G —G.

D'aprés cela, on trouvera a 'aide des nombres déja connus,

A = 0,8364, C=o0,0205, E=0,0343, G = — 0,0218, I= 0,561,
B =o0,245, D=0,856g9, F=o0,2457, H= —o0,0107.

Suit un tableau plus développé du calcul :

e T———————— e ——————
.
1
ARGUMENT. x a A VA r A J app. ll—qfapp. ¥y 0,04
a —0,3 0,0117
a0 0,5 | 0,0117 ) 0,2386 —o,0111 0,0232 09,0349 | 0,013y
0,2756 —0,081t
a+20 1,5 0,2903 0,2675 —0,0107] 0,207 6,0223; 0,3126 | 0,1250
0,546+ —0,0218
a-+3m 2,5 | 0,8364 0,245y —o0,0007| 0,246 0,0205| 0,836y | 0,3427
0,7958 —0,0315
ai4w 3,5 1,6282 0,2142 - 0,0086] 0,21} 0,0158| 1,6%60 0,658!,‘
1,0060 —0,0401 ‘
a-Su 4,5 2,634 0,1741 —0,0070| 0,174 | -0,0145| 2,6487 | 1,039
1,1801 —0,0471
a--0Gon 5,3 3,8143 0,1270 —0,0050| 0,125 o, 1o06| 3,824 | 1,529y
1,3071 —~0,03521
a4+ 6,5 53,1214 0,0749 —o0,0030| ©0.075 0,0063| 35,1297 | 2,0510
1,3820 —0,0351
a4 8w .5 | 6,5034 0,0198 —o0,0008| 0,020 | 0,0015] 6,551 | 2.6020
1,5018 —0,0359
& +Qn 8,5 7,9052 —0,0361 +0,0015|—0,037 {—0,0031} 7,9021 | 3.10608
1,365 —0,0544 |
a-+100 9:5 | 9,2709 —0,0905 —0,002 |—0,0037] 90,2632 | 3,503

L'exactitude de ces résultats peut étre aisément vérifiée par le calcul
direct de Pintégrale. Dans le calcul actuel on a, en effet,

Z
p— 12
J = 14 sin >’
ot pour

r—=0,5, 1,5, 2,5, 3,5, 4,5, 5,5, 6,5, =5, 8,5, 0,5,
y=0,0350, 0,3127, 0,8560, 1,6461, 2,6487, 3,8248, 5,1295, 6,5048, 7,9019, 9,2630.

T
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V.

Nous allons voir plus particulierement I'application que l'on peat faire
de la méthode des quadratures du calcul des intégrales des équations du
mouvement d'une plancte sonmise & 'action des forces perturbatrices.

Considérons deux corps partant du méme point avec la méme vitesse
et dans la méme direction; supposons que 'an d’cux continue son mou-
vement elliptique tandis quc le mouvement de 'autre est troublé par ac-
tion de diverses forces.

Soient & une époque quelconque 2, ry, X4, ¥y, 3, l& rayon vectenr et les
coordonnées de la plancte dans son mouvement elliptique; r; e, ¥, 5, les
coordonnées de la planete troublée a la méme époque. Nous savons que les
équations du mouvement ellipt,ique sont

d? z, wr, d*y, ¢ oz, [
2 .4
dt r

=

=0 T
de ” Yode .

i étant la somme des masses du Soleil et de la planéete. Dans les intégrales
de ces équations entrent six constantes invariables a, e, ¢, 6,0, @.
T.e mouvement de la planete troublée est donné par le systeme

Wi u.xr L — T
—f—k‘—:';m( . -—77.)-
de* r Laed i

G ",
diy uy o -y 5!
— + 2 =Ny '———‘—‘——,—)7
PR SR X

drz wsz R s — 3 2’
— Ny ———f)w,
s r et . P r'

et leurs intégrales sont de méme forme que celles du mouvement elliptique
ou les constautes sont regardées comme fonctions du temps.

Nous supposerons ue 'action pcrturbatrice est dae & une seule pla-
nete, et c¢’est a ce dernier systeme d’équations que nous nons proposons
dappliquer la méthode d'intégration précédemment exposéc.

Posons

.1"—.1'025, Y — YYo= 1 ;_;“::_
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il vient, en retranchant membre & membre les équations précédentes,

A*t ' (.1."——.1? 'r'} z .ro)
F_, P — T s ’

Si I'on fait

et qu’on néglige les petits termes, eu égard a la petitesse de &, 1, §, on
pourra écrire

d*E , ' —x r’ 7 Z,

= m (._P“ — ;,—3> + 73 <5 or — 5)7
dv Y =y )'\) # (o

—_— 7 g —_— LIS 3_ A

D ] < P“ 7 -+ 7: ) d‘l /R R
drg L (d— 3 i) p 2,

g =m ( x = -+ 7 <3 or §>a

et en intégrant

C:ff[zn (/"T_z—%> +—%<3T dr — E)Jdt“’,
= [T 452 7)o =) o
C:ffl:m’(z,;z ’z,‘) -+ % (52" dr— g>] de?.

M. Encke a appliqué cette méthode au calcul des perturbations de Vesla
par Jupiter du 11 septembre 1853,0", au 21 mai 1854,0", temps moyen de
Paris.

Pourindiquer d'une maniere plus précise la marche du calcul, je reprends
sommairement V'application de M. Encke.

Les éléments du mouvement elliptique étant connus pour I'époque ini-

. . ;. . !
tiale 11 septembre, que je désignerai par ¢, 4+ -7, calculons au moyen de
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ces ¢léments pour des époques distantes de 42 jours, valewr choisie de
'intervalle 7 & partir de 'époque ¢,, ¢’est-a-dire pour
| | poque &, |

iy, ty + 7, t, + 21, to+ 37,

21 aofit, 2 octobre, 13 novembre, 25 décembre,

Les coordonnées x,, ¥,, z, de la planéte Vesta,
Les coordonnées x', y', z' de Jupiter,
Le rayon vecteur r, de Vesta,

La distance p de Vesta et de Jupiter.

Ce calcul fait, exprimons en nombres les coefficients qui existent dans
les équations & intégrer; si I'on évalue p en secondes de l'orbite tervestre
dont le rayon est pris pour unité, et si 'on multiplie par w = §2* = 1764,
pour éviter la multiplication postérieure, on a

d*e . x— a 0,522 [ 5z, )
= 102",1591 <———- ——) + =5 (3_‘0\1‘— )-,

de? p? r's 7

[IR%Y

J 3

les équations qui donnent » et § ont, comme on sait, les mémes coetfi-
cients.
Négligeant le dernier terme, calculons a I'aide de ces données nune série de

d*Z o .
— pow les mémes époques.

De la une série de valeurs approchées de £ qui servent i calculer le second

valeurs approchées de

R .. d*z N
terme, ct par suite unc nouvelle série de valeurs de - que Fon peut re-
A

garder comme exactes et qui servent de point de départ pour le calcul dé-
finitif de . _

Il est clair que le calcul de v et de § doit étre conduit parallelement i
celui de g, puisque 'évaivation du dernier terme dans chaque ¢quation en
dépend par la relation

Les quatre formules ¢ue nous avons données pourront étre emplovées au
calcul; le choix dépendra des limites de I'intégration : {n) et (N) s’appli-
dE dn dg

T — 2, n, € pour les epoques ¢+ ity () el

queront au calcul de
dt 5

. . . ", 1
(M) s’appliqueront au méme calcul pour les époques ¢ + (7 + —) T.
) \ 2

4.
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Les relations simyples

= 2. + (lx_{l.zo_*_d?;
— o @ T @ ar’

v

. . dx Ry .
feront conuaitre, en mettant pour £ et o leurs valeurs a I’époque extréme

21 mai 1854, les valeurs des coordonnées et les composantes de la vitesse
de la planéte dans son orbite a cette époque.

De ces nouvelles donnécs on tirera la valeur des éléments a, ¢, ¢, ¢, 0, .
Ce calcul, ainsi que celui qui donne les valeurs initiales x4, 705 %00 X', 7'
z',..., peut se faire a I'aide des formules connues.

M. Encke a transformé ces formules d’une maniére commode; voici celles
qu'il a données et leur démonstration qui n’offre du reste aucunc diffi-

culté.

VI.

On sait que l'intégration des équations du mouvement elliptique d'une
planete

d'x o
det? + i O,
d?y 53
it =
d?z ©rz
T AT

conduit aux résultats suivants :

u—esinu—=nt+:¢c¢—w,

r=a(t— ecosu),

w | 8
tang — = ang
gz \/I—Atft{“b

a désignant le grand axe de I'orbite elliptique de la planéle, e 'excentricité,

1,

W] -

1« ’anomalie excentrique, w 'anomalie vraie ou 'angle du rayon vecteur

focal avec le périhélie, 1 la vitesse moyenne de la planéte dans son orbite
27 . IS AL \ . .

= %> @ la longitude du périhélie, ¢ la longitude moyenne de I'époque,

¢’est-a-dire la longitude moyenne de la planéte & I'époque zéro.
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Prenons le plan de I'écliptique pour celui des ary, la ligne des équinoxes
OY pouraxe des x et Paxe des z dirigé vers la région boréale du ciel ; dési-
gnous par v = m + w la longitude de la planete M, soit ON la ligne des
nceuds et

NY =6, MN=9—0Y, MNY=rn—g¢,
x = rcos(v—0§)cosG — rsin(v—G)sinfcosog,
gy =rcos(v— 8)sin @ + rsin(y — §)cosf cos g,

z = rsin(v — 0) sin o,

et trois autres équations qu’on obtient en les différentiant par rapport au
temps.

Or nous avons deux problémes a résoudre.

1°. Supposons domnés les éléments elliptiques, ¢t cherchons les coor-
données rectangulaires de la planéte, et leurs dérivées par rapport au
temps.

Pour calculer x, y, z, posons

cosf = sing sinA, sinf = sinfZsinB,

sinf cosg = — sinacosA, cosfcosg = sinfZcosB,

(n

et les valeurs de x, 7, z deviennent

X =rsing (A+v —0),
(2) y=rsinff(b +¢—0),

z = rsingsin(v — 0.
Nous tirons de la

dx . dr . oo’
7= sma[a SINGA + v — 9) + rcos(A + v — Q)Z‘J'

Or, d’apres les intégrales du mouvement elliptique,

dr nae sin u d ny1— ¢

- = <y o I -
dt 1— ecosu  dt l1—ccosu)

r=a(1—ecosu),

d’ou
dz nasina | COSA [esinzsingy — 6) + y1— e* cos(¢ — 6\];
_ 2

det—ceosef | GnA [esinucos(v — ) — y1—e*sin(v — 6’)]
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et comme

\/;:—(;sin(v—-_m) 1— e
y I—eéecosdd =m ————,
1+ ecos(¢ — w)

sinu =
1—ecos(v— o)

il vient, en substituant,
dr __ rasina
dr ~/l_ez

— sinA[esin(@ — §) + sin(v — 9)] 1.

{cosA[e cos(w — 0) + cos (v —6)]

Posons

esin(z — 0) +sin(v — §) = "

Ve
(3) : Cya(t—e)
ecos(w —0) +sin(v — §) = —— cosU;
Ve
s 1 velation V. — i
eu égard a la relation = n, on aura
dr Csi A U
— = Csinacos(A + U).
Un calcul semblable donne
@ d—f—Csinﬁcos(B + U
dr )
(% = CsingcosU.

On voit que les équations (2) et (4) résolvent complétement la question,
les indéterminées a, A, f3,B, C, U, étant connues par les relations (r)et(3}.
2°. Etant donnés les coordonnées rectangulaires et leurs coefficients dif-
férentiels, trouver les éléments de P'orbite.
Le principe des aires donne

dz dy ——n
Yo, T Ay =C= vea(r— e*) cosg,

dr dz T .
3 — == —ypali— e?) cosf sing,

ey dx

- - g T 3 2 - .
X~ =y = =ypa(t—e*)sinfsing,
équations qui déterminent Jp.a (1— e*), p et 9.
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Soit V la vitesse de la planéte dans son orbite, ¢ I'angle du chemin par-
couru avec le rayon vecteur, on sait que

Vrsind = \pa(1— %),

. dx dy dz
/ 3 et —_— T = Saralt}
Vrcosd Xy oy

d'owlon tirera Vret .
Pour trouver ret ¢, nous avons la relation

rsin(y — @) = 5%’
¢

et cette autre, facile a établir,
rcos(v — @) = xcosf + ysing.
En effet,
xcosf -+ ysinf =rsinecosfsin(A +v —G
~+ rsinf3singsin(B + v — §),
et en développant
sin(A + 90— 6), sin(B+v—8),

et tenant compte des relations établies pour calculer x, y. 3, le second
membre se réduit simplement a r cos(v — §).

On trouvera ainsiret v, par suite V, puisque V r est connue.

Il reste a calculer a, e, = et &.

On aura a par la_formule

Pour trouver e et @, prenons la relation

14 r
tdl:gd\ == Z = E—ﬁ N

dw du v

ces deux dérivées sont données par les ¢quations du mouvement elliptique,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



{32

et en substituant leur valeur, on a

Yr—e

tang g — -
= [g11: B4

Si dans cette équation on remplace  er: r, on en tirera e.

ai— & a*f1 — e

2 )
tangd = — - ou sin*d=_—_——-
Vriza—r}— a*(i— &) r(za—r)

Si on y remplace u en fonction de v — =, on aura . M. Encke a mis les
équations qui donnent e, = sous la forme

2aesin{v — ®)=— rsin(¢v — 7} — (2a — rsin(2d + v — 5.

2aecos{v —z) = —rcos(v — G —{2a — rcos(a2d +9¢ — G

11 est trés-aisé d’en tirer la valeur de 1 — e® donnée ci-dessus, ce qui vérifi-

ces formules.
Ernfin £ sera connu par les deux équations

- L § I— e ¥ N
X —n— ANe — It — - — \
S =n—esinu et tanb‘)u__v/]_ﬁ_ftaugay .

On pourra donc connaitre a nne époque quelconque les valeurs des ele-
ments ou coostruire des Tables des quantités nécessaires pour les calculer

a un moment donné.
M. Encke a vérifié I'application de la méthode précédente en effectuant

aussi son calcul par celle de la variation des constantes, et les résultats
qu'il a obtenus, en n’employant a ce travail qu'un temps moitié moindre,
s’accordent avec les premiers autant quon pent le désirer, en sorte que Ia
simplicité et la brieveté des opérations établissent suffisamment I'avantage

du nouveau procéde.

Vu et approuce,
Le 31 juillet 1857,
Lz Dovex pE La Faceite pEs Sciencss.

MILNE EDWARDS.

Permis o tmprimer,
Le 31 juillet 1857,
LE Vice-Becrecr pE L 'Acabéyie pe Paris,

CAYX.
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THESE DE GEOMETRIE.

SUR LES PROPRIETES DES LIGNES GEODESIQUES.

Gauss, dans ses Recherches sur la théorie génerale des surfaces courbes.
a donné un grand nombre de propriétés remarquables de la ligne géodé-
sique tracée sur une surface quelconque. Divers géometres ont depuis étu-
dié le méme sujet et sont arrivés, par des méthodes différentes, aux beaux
résultats donnés par Gauss { *). Mais les travaux les plus nombreux se rappor-
tent aux lignes géodésiques des surfaces du second degré et de Vellipsoide
en particulier. MM. Chasles, Liouville, Michael Roberts, Hart, Jacobi,
Joachimsthal, ont publié divers Mémoires sur ce sujet, et !es résultats aux-
quels ils sont parvenus sont tres-variés, tant par la nature des proptiétés
trouvées, que par la méthode employée pour les démontrer. On peut, en
prenant un point de départ unique, arriver par des transformations conve-
nables 2 ces divers théoréemes.

Le but que je me suis proposé est de cocordonner les travaux qui ont été
faits sur les lignes géodésiques et non de reproduire avec ordre toutes les
démonstrations qui ont pu étre données de leurs diverses propriétés afin
d’écarter des méthodes d’'investigation trop ditférentes, quoique fort élé-
gantes prises isolément. Je me suis attaché surtout 2 esposer les propriétés
susceptibles d'une traduction géométrique, me bornant i citer le petit
nombre de celles qui ne sont pas dans ce cas.

Mon travail sera divisé en deux parties.

Daps la premiere, yexaminerai I'équation générale de la ligne géodésique
sur une surface, les simplifications dont elle est susceptible selon le choix
des coordonnnées et les propriétés dont jouissent certaines fonctions de ces
coordonnées ; ] en ferai 'application a quelques suifaces.

Dans Ia seconde, je m’occuperai spécialement des proprietes géome-
triques des lignes géodésiques sur les surfaces du second degré.

{*}. M. Bertrand a ajouté de trés-beaux développements 2u Mémoire de Gauss qu’il a exposs
au Collége de France en 1855. Je n’en parlerai pas parce qu'ils ont défia feit Vobjet dctudes
particofiéres.
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PREMIERE PARTIE.

I.

Equation générale de la ligne géodésique. — Etant donnée une surface
quelconque, concevons une autre surface dépendant d’un paramétre arbi-
traire p; elle déterminera sur la premiere une certaine ligne que je dési-
gnerai par (p) et dont je représenterai I'équation par p = constante. Conce-
vons une autre série de surfaces dépendant d'un paramétre ¢ ; deux surfaces
p = constante, ¢ = constante détermineront sur la surface donnée deux
lignes (p)et(q), et, par conséquent, un point dontles coordonnéesseront pet .

Un élément de (p) sera représenté par \/(?1(}, G étant une certaine fonction

de p et de ¢, VEdp sera un élément de (q), et I'élément d’une ligne quel-
conque tracée sur la surface aura pour expression

ds = JEdp* + Gdg* + 2Fdpdy.

Appliquons la méthode des variations i la recherche du minimum de s
on a
dG 2d

2dsdds = (jT)Edp? + quz -+ d[)F a’pa’q> dp + (2Edp + 2Fdq)ddp.

11 faut égaler a zéro d‘fds; en intégrant par parties, il vient

3 __Edp + Fdg ap ﬂ*} 2 aG , ., 2dFd ’
"ﬁ/Zh-___—jg__—&P_+ 2 ds ¢7db —th d? +-(@ qu)

E4, Fd
—d=2 2

ds ?

el conséquemment la condition

E(f/} + Fdg o

ds

d¥. , 2dF dG ;4
7 dp* + s dp dg + 7 dg* — adsd

Soit i I'angle de la ligne géodésique avec (q); projetons sur (7) les deux

autres cotés du triangle infinitésimal, il vient, en multipliant par VE,

ds VE cosi = Edp + Fdg
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et

Ed Fdg dE . I T
R i B PN VE sinidi.
ds 2 \/L

Eliminant sin { et cosé, on a

(8) \/EG—Tmﬁ:'ﬂEdp_gj/’I—f‘czq+§g(/E—;; b,

2 dy

équation générale de la ligne géodésique.
Nous y joindrons la rclation

Qe
"

—_— . 4 -
VEG — F? coti =E 4+ F
dq

qui permettra d’en éliminer l’emglc i.

II.

Cas particuliers. — Nous n’avons fait aucune Lypothese particuliere
sur le systeme des lignes (p) et (¢); nous allons voir maintenant les sim-
plifications qu’apporte dans I'équation générale un choix convenable de
coordounées.

Trajectoires orthogonales. — Choisissons en premier lieu deux systemes
de trajectoires orthogonales, les lignes (p) et (¢) se coupent partout a
angle droit, il faut faire ' == o dans les équations ( g) qui deviennent

=y R _ I (/E X (/G
/ \‘L(i(]l—;(—{;(/[)—;(—/;,—,l/,
I —
) . \/Gd/]
la“g[ =
\/E (/ln

ou, en introduisant 'angle 7 dans I'équation de la ligne geodésique,

cos®i dE sin®/ JdG d

smlcoszdz:TE 7— "G 7

(S
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Nous pouvons particulariser encore davantage. M. Liouville a fait voir
fort simplement par la décomposition en deux facteurs imaginaires de I'ex-
pression de ds* qu’il est possible de choisir un systéme de coordonnées
telles, que E soit égal 2 G en chaque point; on a alors

(2) ds* = E (dp* + dg*),

et pour la ligne géodésique

. . 1 [dE dE . dg
(3) i = F <-‘E dp — b /f(/) 5 tangi = >

Oun voit que si dp et dy sont constants, la surface est divisée en rectangles

semblables par les deux systemes (p) et (¢).
Lorsque E est de la forme

o(p)+T(q),

I'équation s’intégre; car, en mettant pour E cette valeur dans

e a1, .dE . dE
sinicosidl = i <cos zzq— dg — sin l(lp dp)>

les variables se séparent et on a
(4) o (p)sin*i — F(q)cos®{ = constante.

Lorsque les lignes (p) et (¢) sont des lignes de courbure de la surface,
I'expression de ds® se trouve aisément.

En effet, x, y, z étant des fonctions de p et ¢, on a trois équations de
la forme

dx dr
dx = & dp + p dq,
et, par suite,
dx\7 dy\? dz\eh dx\?  dy\? dz\2
pa— - A il .11y2 - = “ 2
w=[(G) = (3 +5) |+ [(&)+5) +5) |4
Projetons sur les trois axes de coordonnées un élément ds de (¢); on a, en
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en posant

dp\ 2 Ip\ 2

AR A
rlz} dy

x n,)____fi-f ap dy 7 _ds dp dz d _ds dp

dy: it : dz’ ;1'; P= : (l]" Tp T i dz

Multiplions les deux membres respectivement par dee, dy, dz, ajoutons et
remarquons que

. dp &

2 2 2 A2 (li oz
dx® + dy? + dz* = ds*, dp._dxdx—kd)’dja-dz(/ﬁ,
il vient
()
('I’S: 1_1—)7
d’ou
(/.x_l dp
dp T (l_.r,

et, par suite,

| =

dx‘2+ dy 2+ dz,‘z'_ )
@) dp @) T

o

on aurait de méme
dx 2+ dy ""+ " dz \ 2 1
dq dq (E) o
d'ou
2__ 1 2 !
Enfin, on peut faire tel choix de coordonnées que 'un des cocfficients E
ou G soit égal a v. 11 faut pour cela que Pexpression de I'¢lément de (¢)

compris entre deux lignes (p) dont les parametres diffcrent de (/p soit ind¢-
pendante de ¢ ; on a alors

Edp* =9 (p) dp* = ds*,
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dp désignant I'élément de (), en sorte que deux trajectoires (p) sont partout
également distantes, et 'expression de ds® prend la forme

(5) ds* = dp* + P*do?,

p et o étant les paramétres qui remplacent p et ¢, P une fonction qui dé-
pend de la natare de la surface et dont nous verrons des propriétés im-
portauntes.

La condition précédente est remplie quand on prend pour systeme de
trajectoires orthogonales des lignes géodésiques issues d’'un méme point et
leurs trajectoires orthogonales. En effet, si nous considérons une de ces tra-
jectoires (p), chacune des lignes géodésiques (w) mesure la plus courte dis-
tance du point a la trajectoire; toutes ces distances seront donc égales, et
deux trajectoires (p) consécutives seront également distantes; le choix de
ces coordonnées donnera donc pour I'élément linéaire tracé sur la surface
expression ci-dessus.

Il résulte de la que :

L. Sid’un point pris sur une surface on méne diverses lignes géodesiques
et qu’on prenne sur ces lignes des longueurs égales, le lieu des extrémités est
une trajectoire orthogonale du premier systéeme.

On en conclut aussi que :

. Siunfil appliqué sur une surface se déioule en restant constamment
tangent a une courbe tracée sur la surface, un point du fil décrit une trajec-
toire orthogonale des lignes géodésiques tangentes i cette courbe, et cetéetra-
jectoire est une deéveloppante de la courbe.

Le systéeme de coordonnées dont nous venons de parler n’est pas le seul
quiremplisse la condition exigée; il suffit, en effet, que les courbes(p)soient
également distantes; or si nous menons une série de lignes géodésiques nor-
males a I'unc d’elles, ces lignes envelopperont une certaine courbe dont (p)
sera une développante, une autre développante (p”) déterminera sur les li-
goes géodésiques normales 2 (¢) des longueurs toutes égales comprises entre
(p) et (¢). Ces deux systemes de trajectoires jouiront donc de la propriété
énoncée.

Dans ce systéme de coordonnées, I'équation de la ligne géodésique prend
une forme tres-simple

dP
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Si nous y joignons la relation
. dw
tangi =P %’

nous aurons, par I'élimination de do,

dp

di dp
L S

tang P

Si P est indépendant de o, I'intégration peut s’effectuer, et on a
P sin i = constante,

équation entre p et ¢; sinon il faudrait exprimer w au moyen de g, et la
résolution de I'équation serait ramenée 4 une quadrature; mais cette pre-
miére question sera en général plus difficile & résoudre.

Trajectoires quelconques. — Lorsque les lignes (p) et (¢) ne se coupent
pas a angle droit, certaines hypothéses peuvent encore simplifier I'équation
des lignes géodésiques.

En premier lieu, on peut supposer E ou G égal a 1, il suffit de prendre
pour l'un des systé¢mes des lignes quelconques sur lesquelles on comptera.
a partir d’une courbe fixe (¢ ), des longueurs constantes; on pourra, silon
veut, prendre des lignes issues d'un méme point. Si 'on appelle p et  les
parametres de ce systeme, on aura

(8) ds* = dp* + P*dw* — 2P cosVdw dp,

V étant V'angle en un point quelconque des deux lignes (@}, ‘g) qui v
passent, en sorte quc

(9) Psiani:—P:i—:)dw +M(lp

dp

sera I'équation des lignes géodésiques. Si I'on v joint la relation dounéc
par la seconde des équations (g)
Ip

i . ¢ sin (V4 1{) do
PsinVcoti = -~ — PcosV ou (. Sl S
dw SIN¢ Pfll_o
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il vient aisément

4 {
(/i—i—([—\(lp E—gdf;
I dp dp "
(ro) ot (Vi) P

On ne pourra intégrer immédiatement que si P et V sontindépendants de o,
auquel cas on aurait la relation simple

(11) P cos(V + i) = constante.

Si p et g étaient tous deux comptés sur les lignes (p), (¢), & hypotheése
E = 1 on pourrait joindre G = 1, et alors on aurait en général
dv
di + — s
o

cot(V +41i) =0

et si V est indépendant de o,
. -+ V = constante.

L’hypotheése de E =1 ¢t G = 1 seru permise s'il s’agit, par exemple, de la
surface engendrée par une courbe mobile animée d'un mouvement de trans-
lation.

11 est aisé de voir que cette surface est décomposable en parallélogrammes
avant tous leurs cotés égaux. Car, dans son njouvement ¢lémentaire, tous
les points de la courbe mobile décrivent des droites égales et paralleles s si
donc on la suppose partagée en éléments éguux, elle aura engendré une
petite bande composée de parallélogrammes tous égaux.

Soit OM la courbe mobile, ON la trajectoire d'un de ses points; un
point m sera défini par les deux distances mM, mN que nous pourrons
pl'en(h‘e pour représcnter les p;lranu\,tr(vs p ¢t g5 car tout le loug de Mm
¢ est constant, de méme p a la méme valeur pour tout point de Nrn. On «
dong

ds* = dp* 4 dy* — 2dpdgcos V.
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III.

Applications. — La facilité avec laquellel'équation de la ligne géodeésique
sur une surface donnée se tire de I'expression d'un ¢lément lincaire trace
sur cette surface, quand on choisit convenablement le systeme des coor-
données, permet de trouver de nombreuses propriétés de cetie ligne.

Appliquons successivement a divers exemples les ¢quations gendraies,

Surfaces du second degré. — Prenons, pour déterminer un poini de fa
surface, les deux lignes de conrbure ¢qui y passent. On sait que trois surfoces
homofocales du second degré ont la propri¢té de se couper suivant lears
lignes de courbure. Soient g, 1, v les demi grauds axes des trois surfaces,
p étant le demi grand axe de I'ellipsoide sar lequel nous allons chercher iy
ligne géodésique. On a les équations

i . k3 2t

- T = -+ - - = = |, c<(,>/),

" 6r— bF ot — ;

£ Ve 5t ,
(12) e o = c>p >0,

v pr—u pr—c

;I:_’_’_ ! ) & — w>-</)

] SR A N ) C % i,

On en tire aisément les valeurs des coordonnées en fonction de g, 2, v.
1, v élant seules regardées comme variables et remplacant les coordonudes
P et g; par suite, on obtient pour expression d'un ¢lément lincaire.

e

L'expression de ds® peut étre considérée comme appartenant i e o
a Tautre des deux premicres formes doundes précédemment. La seconde
des équations (1) ouI'équation ( 4) nous conduit aisément il relation hien
connue, sur laquelle nous reviendrons plus toin,

2 .2 Q2 A2 N .
TSI A= 0T CosTI = constante.

Conoides. — Considérons la surface engendrée par une droite qui. s ap-
puyant sur une autre droite fixe et sur une courbe fixe, se meut en restant
parallele & un plan donné perpendiculaire & la directrice rectiligne.
Prenons pour coordonnées la distance g d'un point i la divectrice vecti-
¢

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



( 42)

ligne et 'angle @ d’un plan mobile passant par la génératrice et la directrice
avec un plan fixe passant par cette derniere droite, on aura

ds* =dp* + p*d »* + dz?,

P’équation du conoide étant z=0¢ (@), et la coordonnée z comptée paralle-
lement a la directrice, en sorte que

ds*=dp*+ [0/ (w)*+ p*| dw?.

Dans le cas actuel, la fonction P est essenticllement dépendante de o, a

moins que ¢'(w) = ma quantité constante, ou z= maw, c¢ qui donne
pour directrice une hélice, et on a

i sd ¢

. Lt =0, ou yp*4 mPa’sini= constante,
|allgl \/Pi_*_m:az

ce qui, pour chaque valeur de p, définit la direction de la ligne géodésique
pour une valeur donnée de la constante.

On peut aisément en tirer I'équation de la projection de la ligne géode-
sique sur le plan directeur.

En effet, si nous nommons i’ la projection de I'angle i et o 'iniclinaison
du plan tangent au point considéré, on a

) 0.,_9([:,; o — e ey RS R
tang i’ = 7o tang o = it tang! —tangicosa,

d'ou

pllm
dp

\/p’ G miratde

f ; sini =

=langi —'—— :
5 \/p’—i-m?a’ \/(pz—i—m"a")(/m"—f—(/p’

'équation de Ia ligne géodésique devient

(P mia ) do? —C do — Cdp
(prmiadw +dp ~ ‘o \,/{_p" -+ mgt-l'-‘_) \/P’—ﬁ—m’a’—(f’
Posons
p = ma tangu,
il vient
du du . m'a?
de = =

= — ) ¢ = C —.
) .. mat ysinfu+ G
sin® w6 - = s
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C' peut étre positif, négatif ou nul : de la trois intégrales différentes, et,
par conséquent, trois genres de courbes différents.

Nommons g, le rayon de I'hélice & laquelle une ligne géodésique est
tangente, '

C=ypi+m?a® (= P—ﬁ% —1;
selon que C' sera négatif, nul ou positif, la ligne géodésique touchera une
hélice dont le rayon aura une valeur réelle, nulle ou imaginaire.

Dans ces différents cas, I'équation intégrée change de forme.
En effet, si C’ est nul, on a simplement

du 1
de = S W= logK tang CE
mais de tangz = p on tire
I+ p?—1
tang—l- U— Z—P—— P
2 P

d’ou

e'n:K ~'—*—Pz'—-l.

#
résolvant par rapport a p, et posant
e"=K,
on a

1
P =2 e—(o:—h)_c—i—(o)-——h).

Si €' est positif, on peut poser

C' = cot®u,
T
et, en 1‘empla(;ant upar_ —1u>ona

. “ du 1
@@= A Lt sinz e | =
o \/1 — sinfo sIn®u

tang « )

Enfin, si C’ est négatif, comme il doit étre plus petit que 1 aﬁ(l‘l que le
J.
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radical soit réel, on posera
C = cos?f3;
si alors on change de variable © en posant

cosu = sin 3 siny,

il vient

<X /1 —sin?Bsin’ e
o — D=+ e — Y- f .
IR cinte] sinf siny
Jo \/1 — sin? Bsine S !

Sans entrer dans la discussion de ces courbes, remarquons qu’elles ont
toutes des asymptotes, ainsi que cela résulte de leur équation commune
entre p et 1.

Surfaces de révolution. — Dans les surfaces de révolution, la fonction P

est évidemment égale 4 la distance du point considéré a 'axe de la surface.
Nommons r cette distance, on aura

rsini=0_C

pour I'équation de la ligne géodésique ; donc :

M. Leproduit de la distance d’un point de la swrface a Uaxe par le sinus
de Uinclinaison de la ligne géodésique sur le méridien est constant.

Cette propriété se vérifie aisément sur les surfaces ou la ligne géodésique
est connue, comme la sphére, le cylindre, le cone, etc.

La valeur de la constante est évidemment le rayon du paralléle auquel la
ligne est tangente, car, pour i= g, r= C, Cestdonc la valeur minimum que
puisse avoir r. En d’autres termes, une ligne géodésique tangente & un pa-
rallele est toujours dirigée du c¢oté de ce paralléle ou la distance r croit. Et
oun voit que les lignes géodésicues définies par une valeur de C moindre que
fa valeur minimum de r ne sont tangentes a aucun paralléle.

Une ligne géodésique ne peut étre tangente a un parallele décrit par un
point du méridien ot la tangente & cette courbe serait paralléle & I'axe de
rotation, car dans les environs de ce cercle de gorge la surface est cylin-
drique et la ligne géodesique cst la section droite.
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Nommons ¢ 'angle de r avec une direction fixe perpendiculaire a I'axe

de révolution; on a

.. rd o
sin { = —=,
ds
par conséquent
e
2 —=C:

ds
Qailleurs, = f(r) étant I'équation du méridien,

ds* =dh* + dr* + r*d ¢?,

d’ou
dhy 2 dh\*
Jo — J,‘) o\ \ar)
( ¢ =L —I"———Cm_ "7 s = _I""——_C?~I(r7

, . . ’ . . /i
équations qui déterminent s et ¢ en fonction de r quand on donne o
oy
I’équation
s .
T~ (
ds

peut s'interpréter encore différemment; car nommons A Taire decrite par fa
projection du ravon vecteur sur le plan d’un parallele,

d'ou

donc :
V. Lalonguewr d'une ligne géodésique est proportionnelle a la projection

swr le plan d’un paralléle de Uaire decrite par le rayon vecteur.

Considérons deux méridiens voisins et la ligne géodésique qui les coupe:
menons les tangentes aux méridiens aux points d'intersection : ces deux
droites font un angle o5 soit ¢ la longueur de la tangente, on a. en nom-
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mant 3 son inclinaison sur I'axe,

§r2dqo: — %tga’isinﬁ;
or
r=tsinf3,
d’on
di+ dgsinfi=o;

c'est précisément lequatlon de Gauss.
Dans le cas d'un coéne, 3 est constant; d’ou

[ + o sinf3 = constante;

ce qui est évident en développant le cone.

Surfaces engendrées par une courbe animee d’un mouvement helicoidal.
— Imaginons qu'une courbe quelconque tournc autour d'une droite de fa-
con que chacun de ses points décrive une hélice ayant cette droite pour
axe, elle engendrera une certaine surface.

Coupons cette surface par un plan méridien, nouns aurons unc courbe
plane que nous pourrons prendre pour génératrice. Si nous déterminons
la position d'un point par sa distance r a P'axe de rotation ct par I'angle o
du rayon vecteur normal a Paxe avec un plan méridien fixe, (r) sera une
hélice de rayon r, (¢) scra un méridien. Nommons dg 1'élément de la gén¢-
ratrice plane, o U'angle de (r) avec un plan per: endiculaire a 'axe, V 'angle
de (l) et (0); nous aurons

r’(lc? 27'(19([5'
-——C

ds* =dg* + —- osV

cos*a cos « ’

r est ¢videmment une fonction de g; d’ailleurs a est indépendant de ¢ ainsi
que V et ces ([lldl][lt(S ne sont fonctlons que de r oug Conbequemment
Péquation (11) s'applique ici; d'ou

reos(i +V)

COS «

=C.

Mais remarquons que i + V est le supplément de I'angle de la ligne géodé-
sique avec (r), désignons désormais par i ce dernier angle; on aura, au lieu
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de I'équation précédente,

rcosi -
- =C.

coS «

Soient m la tangeunte de Uinelinaison de hélice directrice et a son ravon; i
est clair quel'on a

ma
tang o = —>
T -

en sorte que 'équation précédente devient
vm*a* +ricosi=C.

On voit qu’elle est toute semblable & celle qui a été trouvée dans le cas des
surfaces de révolution.

Prenons comme exemple le cas ot la génératrice plane est mie ligue
droite rencontrant 'axe.

Soient 3 I'angle de la génératrice avec un plan perpendiculaire a Faxe.
a et m le rayon ct la tangente de Pinclinaison de 'hélice directrice.

Par un triangle rectangle facile a4 construire, on a

cos V = sin f3sin a;
soit m I'inclinaison du plan tangent, on a aussi aisément

tang® s = tang® 8 + tang® a;
- ma - - -
et pusque tang ¢ = —, on tire de ces relations en fonction de r.
< r

rcos b
> COS W — ———

ma sin §
\/}'7 —+ mi*a* \/1 —}: me e’

cos V=

L’équation de la ligne géodésique comparée a la valenr de cos V montre
que

cos i C

cosV ~ masin®’
donc ce rapport est constant tout le long d’une ligne géodesique.

Pour avoir I'équation de la projection de la ligne géodésique, exprimons
I'angle i au moyen de sa projection 7'
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Il est aisé de voir sur la figure qu'on a deux triangles sphériques au
moyen desquels on arrivera a cette expression par I'élimination d'un angle
qui leur est commun. Ces deux triangles donnent

cosw — sin H cos «,
coti cos a = sin acos H + sin H cot ¢/,

d’ou

sin «
Cotz-—c—o—\/(,os o — COS° 5 +

Cot i
COS™ %
remplacons ¢ par [ — ';', et remarquons que
rde
coti’ =tang I = —<:

enfin éliminons o et & d’apres les relations précédentes, il vient

. e e— d o
masin p - rym g*4 . - cos §§
- ar
cot 1 —= s
r

et 'équation de la ligne géodésique

Vi mtat cos § = £

donne

Cc »? or d (dr
5 f o o - - — matang ff | —————"
cos o/ V4 mi a4 i ar— G oy e

ryri—mta

n =

Comme vérification, cette valeur de o doit se réduire a celle qu'on a
trouvée dans le cas du cone quand on fait m = o, ct & celle donnéce pour
I'hélicoide gauche a plan directeur quand on fait = o; et en eftet o
trouve dans le premier cas

‘:cos{’] r\/r‘;_(?

et dans le second

dr

B e )
\/r’—{— mrat et —

I

-3
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Posons r = mtang u, ct il vient, en faisant o T = o

ma dn P el
== —— / = - — lang 5 e
i cos f3 Joysinte 4 ¢ Josinu

équation analogue a celle qui a été discutée sommairement plus haut.

Surfaces eveloppables. — Si nous prenons une surface développable
quelconque et si nous I'¢tendons sur un plan, son aréte de rebroussement
formera une certaine courbe a laquelle toutes les génératrices resteront tan-
gentes. Tracons une ligne droite quelconque a travers les génératrices: si
nous rendons a l'aréte de rebroussement sa ‘position primitive, la ligne tru-
cée sera une ligne géodésique sur la surface reconstruite, et clle jouira de
cette propriété sur toutes les surfaces en nombre infini que Pon peut con-
struire avec I'aréte de rebroussement dounée, leur caractere commun con-
sistant uniquement en ce que 'angle de contingence de cette arcte reste le
meénte en un point déterminé, quelle que soit sa torsion.

On peul construire avec les mémes données d'auires surfaces qui nont
pas la méme aréte de rebroussement, et dont les tangentes en cette aréte ne
sont plus des génératrices rectilignes.

Cest ainsi, par exemple, qu'en développant sur un cone un héheoide de-
veloppable, les génératrices forment un systeme de lignes géodésiques tan-
gentes a une courbe spliérique tracée sur la surface du cone. et qui n'est
évidemment autre que 'aréte de rebroussement primitive.

Prenons unesurface développable quelconque; soient ABC... son aréte de
rebroussement, A, B, C,... une ligne géodésigue, A, B, C,... une dévelop-
pante de I'aréte de rebroussement, de, dQ, de,, (..., les angles de¢ contin-
gence et de torsion de ces courbes. Nommons I 'angle de la ligne géodeé-
sique ¢n un de ses points avec la développante qui v passe, il est aisé dc¢
voir qu’on a les relations suivantes :

e, = dQ cosi, de, = d,
AQy = dQsini. dQy=:= —di,

dont les deux premieres font connaitre les angles de contingence el de tor-
sion de la ligne géodésique quand on connait sa direction ct la torsion de
Faréte de rebroussement au point situé sur la génératrice correspondante.
Soient

AB =dls, A B, =ds,.
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g la longueur de la tangente a P'aréte de rebroussement terminée a la ligne
géodésique

gdi -+ cosids, = o,

ds, — dg — ds, sini = o;
éliminant /s, et remarquant que s = — pdi, on a

dg .
*([* —_ gtgl -+~ P = 03

¢ rayon de courbure de I'aréte de rebroussement peut étre considéré
comme une fonction de ¢, on de /. En intégrant, il vient

g = ej lang idi ((: _ fp e—_/lnngldi({i\) ,

ou
g cosi + fp cosidi = C.

L’interprétation géométrique de cette équation est évidente; la constante C
n’est autre chose que la longueur de la génératrice de la surface perpendi-
culaire a la ligne géodésique, en sorte que toutes les lignes géodésiques pour
lesquelles la constante est la méme enveloppent une courbe jouissant de
la propriété suivante.

V. La surface étant developpée sur un plan et ABC... étant son aréte de
rebroussement, soit abc... la développce de cette aréte, menons des nor-
males a la développée, et prenons sur ces normales des longueurs con-
stantes et égales a G, le liew des extrémités sera précisément l'enveloppe des
lignes géodésiques

gcosi -+ fp cosidi = C.

Ce lieu est donc une développante A'B' U de la seconde développee a'b'e’. ..
de la courbe.

Les lignes de courbure d’une surface développable étant ses génératrices
et les développantes de l'aréte de rebroussement qui sout leurs trajectoires
orthogonales, on voit que I'enveloppe d’un systeme de lignes géodésiques
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est une développante de la troisicme développee dlune ligne de courbure
de la surface.
Comme on peut, en général, mener paralléleinent & ane direction don-

née une tangente a Uaréte de rebroussement aplanic, on voit que:

V1. Tonte ligne géodesique tracée swr une surface developpable a une

asymptote rectiligne qui est une géncratrice de la surface.

Les tangentes it Paréte de rebrousscment d'une surface développable
forment deux nappes distinctes, et la génératrice de Punce des nappes se
prolonge suivant une ligne géodésique sur la meme nappe; le systeme de
ces lignes géodésiques enveloppe donc lavéte de rebroussement, mais lear
équation ne correspond pas a une meéme valeur de la constante. Il faudrait,
en eflet, pour que cela eat lieu, que Varéte de rebroussement coincidit
avec une développante de sa seconde développée; il est aisé de tronver
dans quel cas cette condition sera remplic.

Car sotil

r)l)

\

-

Péquation de Tarete de rebroussement, son rayon de conrbure seri
_— el
e =¢ (2,
et le rayvon de courbure de sa développée
do
—+

o, = = " (i

o ol

on devra donc avoir

")+ h=1 (~[ )

Or cette relation ne peut avoir lieu, quel que soil @ quantant que

quel que soit 7z d'ou

)
I
>

done Farcte de rebroussement est un cercle (]uemd Lo surface est (I(‘\’(-Iol,],(,,.

e
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surun plan; celle-ci est donc un hélicoide développable. C'est ce qu’on peut
vérifier directement, car si le cercle O est aréte de rebroussement de la
surface développée, et si A, B, C,... est une ligne géodésique, on voit aisé-
ment qu’en posant

OP=¢(C, AA, =g, OA=aq,

on a

. ..
gcosi = (' — asini,

équation qui coincide avec I'équation générale des lignes géodésiques quand
on y fait

p=a,

et on voit bien que la constante C est le rayon d’un cercle ayant son centre
en O et auquel sont tangentes toutes les lignes géodésiques pour lesquelles
C est constant. En particulier, si C = a, 'envcloppe coincide avec Paréte
de rebroussement.

Il est aisé de déduire de équation précédente celle de la projection de
la ligne géodésique sur un plan perpendiculaire a 'axe. Nommons £ Vin-
clinaison de la génératrice sur ce plaﬁ, i la projection de I'angle i; si on
remarque que § est aussil'inclinaison du plan tangent & la surface, on voit que

g .
tang i’ = tangi cos f3.

Soient r le rayon vecteur de la projection, ¢ 1'angle de sa direction avec une
direction fixe, V I'angle de la tangente & la courbe projetée avec le rayon
vecteur, on a

—— ,- vll"— a*) I'![?

e e - & . . g — . , p__ Ty
\ri—at=gcosfs, lang(V— 1= —— taugV = o

’

- 1'% .,
¥

on tire de la

\/,-?__ a* ~+ o tang i’

SR N v
o — (:, t;“]g{ e (_”_(‘J_l.*_a .

a4 ryr—a g’

Eliminons tangi’, il vienten posant Ccos ff = ¢ et tang & =,

[12(r2=c? — mPa? )P o aamPeiy i — @l rg' — G- (1 — atin? | = o,

d’on

) - - e e
— am?et ” Vri—a ’[_f_,_c }\/(-"—c‘)(l—i—m’)—a"m’ e
g=am-¢ 3 PiR—c)—mac r . P — ) —miata ree,
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ce qui peut s’'intégrer, en sorte qu’on obtient 'équation de la projection de
la courbe en quantités finies.

Les lignes géodésiques sur les surfaces développables peuvent étre con-
sidérées sous un autre point de vue. On sait, en effet, que Iu série des plans
normaux & une courbe & double courbure enveloppe une surface sur la-
quelle se trouvent toutes les développées de la courbe a double courbure.
et que ces développées sont des lignes géodésiques sur la surface polaire.
Leur caractére pzn‘ticulier est de passer toutes par un meme point, (ui esl
le point ou la courbe donnée rencontre le plan tangent a la surface sur le-
quel on effectue le développement. Ce point a ¢videmument une position
invariable relativement & l'aréte de rebroussement développee; le lieu de
ses projections sur les diverses génératrices de la surface est le licu des
centres de courbure de la courbe donnée; donc :

VIL. Lorsque diverses lignes géodésiques passent par un inéme point, les
constantes qui les caractérisent ne sont autre chose que les segments des
genératrices compris entre [aréte de rebroussement et le liew des centres e
courbure de la courbe dont elles sont les développées.

Du reste, 'équation du licu n’est évidemment autre que celle d’une ligne
géodésique o C est regardé comme la vaviable et g comme une constante,
i étant alors 1'angle de la ligne géodésique issue du point donné avee une
perpendiculaire a la tangente méme par ce point a I'aréte de rebrousse-
ment ; Péqguation d'une ligne géodésique peut done s'éerire

-
g cosi + [p cosidi = G cos e + ‘ o cosmdn.

0

En coordonnées polaires, on aurait pour le liecu en question, en comptant
langle o avee (G,

tst

-

1= Gocos o 4+ / geosmndo.
o
En particulier, si laréte de rebroussement développée est un cercle,
r=0cosn + a(lt — sinw),
courbe dont I définition géométrique est facile.
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I’angle de torsion de I'aréte de rebroussement de la surface polaire étant
¢gal a angle de contingence de la développante, on voit que la courbure
de la ligne géodésique tracée sur la surface polaire lui est liée par les re-
lations

de, = d¢ cosi,

AQ, =d7 sini.

Laissons de coté les généralités pour nous occuper d’un genre particulier
de surfaces développables, les surfaces coniques. L'aréte de rebroussement
étant un point, nous vovons, d’apres le théoreme (V), que sur un cone :

La constante qui entre dans I'équation d’une ligne géodésique est égale
a la longueur de la génératrice menée du sommet du cone, normale a cette
ligne. Les lignes géodésiques correspondant 4 une méme constante sont
donc toutes tangentes i une courbe sphérique, et le développement du cone
montre que toutes les tangentes touchent la sphere de rayon C, ou, ce qui
est la méme chose,

VIL. Les plans osculatewrs a nne ligne géodesique tracée sur un céne
enveloppent une sphére ayant pour centre le sommet du cone.

I est aisé de voir ainsi que :

Un point ¢uelconque de I'une de ces tangentes décrit une courbe sphé-
rique et fait un angle constant avec le rayon mené au point décrivant.

I'¢élément de la courbe décrite est perpendiculaive au plan tangent aa
cone au point correspondant.

La réciproque du théoreme (VI est évidente :

IX. Si un plan mobile enveloppe une sphere, [ aréte de 1ebroussement de
la surface développable qu’il engendre est une ligne geodésique sur une sur-

Jace conique ayant pour somunet le centre de la sphére et Uaréte de rebrous-
sement pour directrice.

Car les intersections successives de ces plans sont normales a la courbe
de contact. L'aréte de rebroussement est donc une développée de cette
courbe, et conséquemment une ligne droite dans le développement du cone,
qui est la surface polaire de la courbe sphéricue.

[’équation générale des lignes géodésiques se réduir a

geosi=C, ou rcosi=~Csinf,
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en nommant r la distance du point considéré i une droite passant par 1
sommet du cone et 3 'angle de la génératrice avee cette droite.

Si le cone est de révolution autour de la droite, £ est une constante, ¢l
Pon a Péquation déja trouvée dans ce cas.

Il est a peine nécessaire de parler des cylindres sur lesquels Taseule pro-
priété géométrigue remarquable de T ligne géodesique est de faive un angle
constant avec la génératrice. Cette proprieté, évidente a priori, est renfer-
mée dans 'équation générale, car g est infini, et U'equation se réduir 4

cosi = ( ou i = (.

La relation

. 1 1 .
dey =dzycost ou = = - cosi
X I
montre que, dans le cas du cone, le rayon de courbure de la ligne geode-
sique ¢n un point est

o désignant le rayon de courbure de la ligne de courbure du cone an point
considére. Si le cone est de révolution

O

cl. I

2
C

1 ==

i
donce :

Dans un céne de révolution, le rayon de corrbure une ligne giode-
sique en un point est proportionnel au carré de lo distance @ laxe.

Dans le cas de surfaces eylindriques, 7 est constant: done :

o)

Le rayon de courbure d'une ligne geodesique tracee sur un cylindie est
proportionnel ar rayon de courbure de la section droite.

Des diverses expressions de ds® que nous avous considerces, celle e

donne Ia formude {5 est la plus importante & cause de la propriété tres-
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remarquable de la fouction P définie par Véquation (5). Cette propriéte,
signalée par Gauss, qui I'a démontrée en partant d’'une expression particn-
liere de la courbure d’une surface en un point, consiste en ce que la tonc-
tion P satisfait a I'équation

P P
0 TR T O

R, R’ étant les rayons de courbure principaux de la surface au point (@, p).
; _ A [ i
le choisirai la démonstration de M. Hart, qui est simple et directe (*).
»q p
Soient OA, OB deux lignes géodésiques égales faisant entre elles un
angle dw. Supposons AB normal a ces deux lignes, et, par conséquent, la
plus courte distance des deux tangentes Aa’, Bd'. On aura

P _
2?—(,.

. d*P . . . . .
Chierchons P donnons a p un accroissement dp, et soit P accrois-
[{

sement correspondant de P; on a, en négligeant les puissances de &' P supé-
rieures a la seconde,

Soient

Ad' =B =dp, ab=Pde
et d@ V'angle de Aa’ avec Bb',

2

al’ = AB + d6*dp,

(410
d06°
/2 3 __ 2
, 1 d 8 dp?
P=P=C%7

(*) Journal de Cambridge, 1848-49, page So.
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Soit @'b'ab un plan normal passant par a'¥’,
ab= (P + dP)duw;

soit 7 le rayon de courbure de cet arc, on a, par des triangles semblables,

p
d’ou
P 1 de 2 aa
P ~ 2 Pido d\‘o -
Soit 7 le rayon de courbure de OA,
aa = apz,
2r
d’ou
{:p d 9 1)
(—., =P D 7 - - il
dg* P*d o re

Or si C est le point de contact de I'indicatrice en A avec OB. la tangente
en C sera paralléle 4 Aa’; d'ou
BC d b . 1

- — t — .
s I ¢ Pid o? r* tang® ACB

t [ 1

Or S~ T engACE R’
de deux diameétres conjugués de Pindicatrice, et I'élimination de cet angle
fait voir que I'égalité ci-cessus est une autre expression de ce théoreme :
Dans une ellipse la somme des carrés des inverses de deux diamétres rectan-

est précisément ¢égal 4 en effet, ACB est l'angle

gulaires est constante.

1.e théoreme de Gauss est donc démontré, et 'on a

b -+ constant
-— - al .
4" T RN ante
On tire de 14 une conséquence trop simple pour étre omise el qui con-
siste en ceci :
3
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F h s . . d \ . l . ’ . o l. ,
L'aire spherwque correspondante a un trlang e forme par trois lignes geo-

désiques sur une surface quelconque est égale a Uexceés de la somme de
ses trois angles sur deux droites.

En eftet, décomposons le triangle donné ABC en secteurs infiniment petits
et ceux-ci en éléments; soit mnpg 'un d’eux; sa courbure cst

T 1 d*P
RR T~ T Puy
I.'aire sphérique correspondante, qui n’est autre chose que la courbure de

I'unité de surface multipliée par 'aire de I'élément, sera

1d*P

v Pdwdp,

la courbure du secteur élémentaire sera donc

— {‘P(fllfdwdp_(iw <(L—d—P>

Jo (lP

. [¢ . . . .
= lim —— pour p = o0, c'est-a-dire 1, d’ou, pour la courbure de ABC,
P

"4 1 A 1P
’ dc-)(l—-(—P> _f dm~/‘ de.
Ja dp 0 o dp

(%

Or on a
. d
di = P

d’ou

courbure de ABC = A+f di=A+C— 7 —B)=A+B+C—nr.

Le théoreme de Gauss a servi a M. Ossian Bonnet a démoutrer une pro-

priété importante de la ligne géodésique dépendant de Ja forme de la sur-

face sur laquelle elle est tracée. Cette proprié¢té vésulte da théoréme suivant
proy

énoncé par Jacobi sans démonstration :

Etant donnée une ligne géodesique AM issue dlu point A, si A’ est le point
ol cette ligne est rencontrée par une ligne géodésique infiniment voisine et
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issue aussi du point A, la ligne AM sera toujours minima entre le point A

et le point ' et cessera d'étre minima au dela du point A’

M. Bonuet, apres avoir démonted ceite proposition, en tire celle conse-
quence remarquable :
Sur une surface a courhures opposces une ligne gcodesique est minima

dans toute son cétendue.
g

Pour le démontrer, considérons sur une surface deux lignes geodésiques
infiniment voisines issues d’'un méme point; soit do 'angle de ces deus

o de cette

sera positif ou négatif.

lignes, leur distance est Pde. P étant unce fonction de p le lon
(P
lp

. . A ’ A ¢
ligne, cette distance croltra ou décroitra selon que
{
. . . . - €
Or je dis que sur une surface a courbures opposeces —— reste constamment
- o

positif. En efict, nous savons que
N S
d o RR"—
RR' peut étre considére

Quand on passe du point p au point p + dp,

comme constant. Soit
RR' =— a*,
on a
d:,[,) — Ii =0, dou IP= a4 (e? — (3_5> s
dp? a’ ‘
en tenant compte des conditions
P
P=o0 et a:] pour s =o0;
et on vout que
dP 1 (C:_Z + e‘g)

7 =3
8.

reste constamment positif quel que soit p, en sorte que deux lignes geéode-
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siques issues du méme point ne peuvent se rencontrer de nouveau, d'ot
résulte la proposition énoncée.
Si, au contraire, RR' est positif, I'intégration donne

. d
P —=asinf, —P:cos{i-
a dp a

. dP . ;e . . : N

On voit que T peut devenir négatif, par suite la distance Pdw décroi-

. dp

tre. Quand p atteint la valeur na, "

vent se rencontrer. Si a® est la plus grande valeur du produit RR' dans

toute I'étendue de la surface, on voit que la valeur de p qui annule P sera

inférieure a ma, en sorte qu'une ligne géodésique ne pourra étre un ligne
minima dans une étendue supérieure a na.

Les propriétés que nous avons signalées jusqu’ici appartiennent i la ligne

géodésique considérée isolément. Nous allons voir maintenant qu'un sys-

téme de lignes géodésiques tracées sur une surface jouit d'une propriété

toute particuliére relativement aux tangentes que I'on pent mener aux lignes
qui le composent. Voici en quoi elle consiste :

= o et P = o, les deux courbes peu-

Sides droites sont tangentes a une série de courbes tracées sur une sur-
face, powr qu'il existe des surfaces qui coupent a angle droit ces tangentes,
il Jaut que la série de ces courbes soit formée de lignes géodcsiques.

1l est aisé de voir d’abord qu'il existe une condition a laquelle les droites
données doivent satisfaire pour admettre une trajectoire orthogonale. Soient
en effet &, ¥, z les coordonnées d’'un point d’une surface par lequel on
meéne une droite dont la direction est liée aux coordonnées par une certaine
loi, X, Y, Z les cosinus des angles de cette droite avec les axes, 2/, ', 2’
les coordonnées du point ou elle est rencontrée par la trajectoirve orthogo-
nale; on a, en désignant par [ la distance des deux points,

x =z + X,
)=y + 1,
z' = Z—{—ZZ,

d'ou
doe’' = de + ldX + X di,

dy' = dy + [dY + Ydi,
‘= ds + IdZ + Zdl;

2.
™
|
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multiplions par X, Y, Z et ajoutons, il vient

Xda' + Yy + Zdz = Xdx + Ny + Loz - dl (X? + Y = 7%
4+ 1(XdX + YdY = Z.d1L);

or le premier membre est nul puisque la surtace coupe orthogonalement
la droite au point 2’ y' 7', et X*+ Y* + Z? =1, ce qui réduit I'équation a

dl = — (Xdx + Ydy + Zdz);

donc X, Y, Z doivent étre des fonctions de x, ¥, z telles, que le second
membre soit une diftérentielle exacte.

Nous allons démontrer maintenant que les tangentes i une serie de lignes
géodésiques rangentes a une surface jouissent de la propriété de pouvoir
étre coupcees orthogonalement par une surface.

Soient GA, G’ A’ deux lignes géodésiques p = const., p + p = const.,
MM', AA' les éléments compris entre ces lignes de deux trajectoives ortho-
gonales; menons cn M et M’ les deux tangentes MT, M'T'; prenons

MT =MA, MT =M4A,

I'arc TA sera une développante de MA, et T A" une développante de M/A".
Pour démontrer que la surface AA" TT jouit de la propriété énoncée, il sul-
fit de faire voir que MT est normal & T'1”. En cffet, les angles des tangentes
avec MM’ sont droits, done MTT M est un rectangle, car MT, M'T" sont
sensiblement dans le méme plan, donc les angles en T et 1” sont droits, e
la proposition ci-dessus en est la suite.

[1 veste a faire voir que les lignes géodésiques sont les seules dont les tan-
gentes admettent une surface trajectoire orthogonale. Or nous avons tronvé
que la condition nécessaire est que Xdx + Ydy —+ Zdz soit une dittéren-
tielle exacte; mais, d'apres I'équation de la surface,

dz= pdx -+ ply,
en sorte que le trindme devient
X +plide +iY + g1 )y
et pour (ue cette expression soit une différentielle exacte, 1l faut que l'on ait

d (X +pZ) d(Y —f-l/Z:.

dy dx
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Cette relation exprime précisément que le plan osculateur en chaque point
de la surface a laquelle on mene des tangentes est normal a cette surface.

En eftet, la condition précédente peut se développer comme il suit :
dq

dX dZ\ ds de _ dY+ ch) ds +7Z
E (ls> d_y dy — ds q ds | dx dx’
et comme
dp . dg
dy dr’
il reste
((IX dZ) ds _ /dY dZ\ ds
& P ) T \@ ‘Ids)ﬁ

Or cette équation doit étre satisfaite pour tout point pris sur la courbe, et
dy

= done

ds

: , Coq- . dx
par lequel on mene une tangente, c’est-a-dire quels que soient —=»
les multiplicateurs de ces quantités sont nuls, ce qui donne

dX dY dZ

ds __ ds ds
—_— - —
P q !

ou si
z=F(x, y,2)=0

est 'équation de la surface,

dx dy dz
— - f —
dds _ds “ds
dF — dF — df’

dy dz

Tdr

equation différentielle de la ligne géodésique. Lu proposition est donc dé-

montrée.
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DEUXIEME PARTIE.

Des lignes géodésiques sur les surfaces du second

(/egr(e'.

Nous avons vu, comme application de I'équation générale des lignes gco-
désiques, que, sur une surface & centre du second degré, Péquation de la

ligne géodésique est
pnEsin?i 4 v?cost i = o’
Nous allons arriver directement 4 ce résultat ¢t en déduire

géomdétriques intéressantes de cette sorte de ligne.
Partons de la définition méme de la ligne géodésique, sav

les propriétés

oir u'clle est

la plus courte entre deux points donnés de toutes les lignes que 'on peut

tracer sur la surface. L'équation qui exprime cette conditio
ployant les coordonnées ordinaires,

dx dy dz
(Z_(;I.T_djs
dF T dF — dF
& @ &

Elle devient, en I'appliquant a une surface a centre du seconc

b c*

d (l_x dll‘—‘y I ([_z
s s . s
z  r s
a Z ¢’

n est, en em-

l degré,

Pour intégrer cette équation, nous emploicrons Partifice suivant :

L. de dy dz . xr S
Mulhpllons haut et bas par —» "lv —> puis par —, z, .y
a*’ bt ¢ az’ bt ¢t

que fois terme a terme, et égalons les deux expressions. on a

fat oyt s vodet dyr ds
a*5rs) T
B ¥ 3¢ - v drt dyr dz

ey

at b e dst \ a b

= 0;
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(o)
SN
~—

intégrant, il vient

r? 2t C(dr'+ dy*+ dz?)
(I) P b + o T T de? dy*  dz*

al b'l c'.'

2

intégrale premiere de 'équation d’une ligne géodésique sur une surface a
centre du second degré.

22
o

Le méme artifice donne, dans le cas d’un paraboloide 31;7 + = —2x =o,

. ? dx? dy? 1z?

Lif, =it dire

PP o =
rpor

Ces équations ne peuvent en général s’intégrer, 4 moins que la surface ne
soit de révolution, auquel cas l'intégration est ramenée aux quadratures
sans employer d’autres coordonnées; nous reviendrons plus loin sur ce cas
particulier.

L’étude des lignes géodésiques sur I'ellipsoide est celle que nous avons
plus particuliérement en vae; nous supposerons donc a?, 6%, c* positifs et
h=1.

L’intégrale premiére (1) est susceptible d'une interprétation géométrique
remarquable donnée par M. Joachimsthal (*). En effet, la distance du centre
de la surface au plan tangent au point xyz est
+r i + 2 Y

x-=
, dy {a:
P = dz /y da )

VE+(7) + ()

i

et dans le cas actuel

.Z" j'.‘ 32
@ TE T

D'autre part, la longueur du demi-diametre de la surface paralléle a lz
tangente a la ligne géodésique au point xyz est

dz* + dy* 4+ dz
drt  dy dz ?
a b et

D=

(¥} Journal de Crelle, tome XXVI, page 155.
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donc :

L. Etant tracée une ligne gcéodeésique sur nne surface du second degré,
st Lon méne du centre une perpencliculaire aw plan tangent a la surface en
5 3
un point de cette ligne et un diametre parallele a sa tancenie aw méme
/ 5 f 3
point, le rectangle fait sur la perpendiculaire et le diamétre est constant.

Pour un point quelconque, le produit PD peut s’évaluer a uide d'autres
variables, et de la va résalter une nouvelle expression de Uintégrale pre-
miere de I'équation des lignes géodésigues.

Nommons @', I’ les demi-axes principaux de la section déterminée dans
Iellipsoide par un plan parallele an plan tangent mené par e centre de la
surface; soit ¢ Pangle du diamctre D parallele a la tangente a la ligne géo-
désique au point de contact, avee le grand axe de la section : on v en coor-

données polaires D, o, I'équation
i

d'ont
al'p ahe

va'*sinte 4 0’7 costy Va'7sinfe + 0" cos g

PD =

ILe numérateur de PD ¢étant constant, on en conclut
12 a2 b2 cos "
a=sm o+ cosu = coustanie.

a, b, ¢ ont lua signification connue; on peut dire aussi que «’, 0" sont les
demi-diameétres de Pellipsoide paralléles aux lignes de courbure qui se croi-
sent en M, puisque ces diamctres sont pavalleles aux axes de Tindicatrice
en DM, et que ¢ est Pangle de la ligne geoddésique avee la ligne de courbure
dont la tangente est parallele a Paxe a’.

Soient g le demi grand axe de ellipsoide, poet v les parametres des lignes
de courbure qui passent en M, ¢est-d-dire les demi grands axes des hyper-
boloides homofocaux qui passent en ce poinl, exprimons @' ¢t 4" au moyen
de ¢, p, v, nous trouvons, ainsi que M. Chasles I'a fait voir tres-sim-

9
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plement (¥),

am:pz_{‘,'z, b’2:p2—v2,

et I'équation précédente devient
(3) p2sin®@ + v* cos*¢ = p* + const. =C,

équation donnée par M. Liouville (**). L'angle ¢ n’est autre chose que
I'angle désigné ordinairement par i. Elle renfcrme évidemment )'équation
des lignes de courbure, car pour

p=o0 el =

Y

wis

elle donne

y = constante et [ = constante.

Déterminons la constante. Pour cela, soit MM’ une droite tangente aux
deux surfaces homofocales

J;'J 2z 2

z?
?_*_F‘:__b: pz_c;
x - ) 4
F+V’—1)’+#“-C’_

on aura les relations

%+P%;+P,fcz_ I
J%+ H’)z,b’ H‘fc -
d’on, en retranchant,
zx ¥y 22’

P'.'{L: +(px_ bz) (Pv_ bz} -+ ({)1_0:) (V‘E_ (,"’) =o0.

Cette derniere équation exprime que les plans tangents en M et M’ aux deux
surfaces sont rectangulaires.

(*) Journal de Liouville, tome XI, page s17.

{*) JTournal de Liouville, tome IX, page 4o4.
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Supposons que MM’ soit tangente en M a une ligne géoddésique tracée suv
la surface p ct soit NN’ la tangente en un point voisin de M, ces deux tan-
gentes sont dans le plan osculateur de la courbe, lequel est normal a la sur-
face p; donc elles sont dans le plan tangent a pen M'; done NN est encore
tangent a la surface p; donce :

1. ZToutes les tangentes & une ligne géodésique tracée sur une surface
du second degré sont tangentes & une surface homofocale.

Il est clair que chaque ligne géoddésique est tangente a la ligne de cour-
bure suivant Jaquelle les deux surfaces se coupent; soit P le point de contact,

en ce pointi= <, d'olt p>=C =«?, en désignant par z cclte valeur par-
2 ? o

ticuliére de .. Ainsi,

Ul. La constante est égale au demi-axe majeur de la surface homofocale
que touchent les tungentes ¢ une ligne gdodésique.

La propriété géométrique énoncée dans le théoréme 1l donne le moyen de
construire en chaque point la direction des lignes géodésiques qui vout ren-
contrer une ligne de courbure donnée. Cette direction serw en cffet celles
des tangentes menées i la courbe d'intersection de la surface homolocale
contenant la ligne de courbure donnce par le plan tangent & la premiere
surface au point considérd.

S'il s’agit d'une ligne de courbure (1), il 0’y a de solution que si ie point
est en dehors de cette ligne; la section pourra étre une cllipse, une parabole
ou unc hyperbole; dans tous les cas on pourra mener deux tangentes et on
aura sur Pellipsoide deux régions distinctes en ce que pour luue le plan
tangent coupera I'byperboloide suivant une cllipse et pour autre suivant
une hyperbole. Ces deux régions seront séparées par une ligne délerminde
sur Pellipsoide par La surface

B — b (—¢) s

9 e 2
— X"+ ¥ S e =1,
{) {02_[}1)2] +(Io-_.c-)~ ?

pour chaque point de laquelle L section sera une p:lr:x]mlc.

My

Quand le point donné sera dans le plan des ay, les tangentes seront évi-
demment parallcles aux génératrices du cone asymptote de Phyperboloide,
situées dans un plan passant par I'axe de la surface et parallele ala tangente
a la section principale de T'ellipsoide au point donné.

Silaligne de courbure est 2= §, I'hyperboloide homofocal se véduit 2

('),

.
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une hyperbole passant par les ombilics de I'ellipsoide; on en conclut que

IV. Les tangentes aux lignes gc’ode’siques qui passent par les ombilics
rencontrent toutes le plan des ombilics en un point de U hyperbole focale.

On voit d’aprés ce qui précéde que

b PP U=E,
Vii— «

en sorte que la counstante désignée par C est

P:_az

P {pt—07) (p*— )

En particulier si une ligne géodésique passc par un ombilic, z =5 et
PD =pyp* — ¢

Puisque le produit PD a la méme valeur pour toute ligne géodésique tan-
gente a unc ligne de courbure donnée, le licu des points de contact sur la
seconde surface, des tangentes & une ligne géodésique tracée sur la premiere
admet la méme équation, D étant parall¢le a la tangente commune aux deux
surfaces ct non a la tangente au lieu des conclacts.

II.

L’équation p? sin® ¢ + r?cos® ¢ = «* donnant pour tang ¢ deux valeurs

ST . . . . . .
* \/ ——_ égales et de signes contraires, on voit que les quatre lignes géo-
pr— ol ‘

désiques que l'on peat mener tangentiellement aux deux lignes de cour-

bure () sont deux a deux dans le prolongement 'une de V'autre. On en
I 5

conclut aussi que

V. Les denx lignes géodesiques issues d’un méme point et tangentes a
une méme ligne de courbure jbnt des angles égaux avec chacune des lignes
de courbure qui se croisenl en ce point.

En particulier, si &= b, les deux lignes géodésiques passent chacune par
deux ombilics opposés et le théoréme précédent subsiste.

Il résulte encore du théoréme V que les rayons de courbure des deux
lignes géodésiques issues d'un méme point et tangentes a une méme ligne
de courbure sont égaux en ce point.
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Cette proposition peut étre considérée comme une conséquence du théo-
reme suivant :

V1. 8i lon désigne par (r','r) (17, "r) (1", "r) les rayons de courbure aux
o 2 b p) )

extrémités des trois cotés d'un triangle formé par des lignes gdodésiques sur

une surface du second degré, on a

,J ,‘” r/l/ — [r //" /I/r;
car si deux des sommets sont des ombilics,
rl — /I', l'” — //I1 d,Ol‘l I'M — ///"‘

Le résultat précédent se déduit aisément de Vexpression connue du rayon
de courbure d’une section normale en un point d'une surface du second
degré

¥

B

P (e J . z ,
— P cpeT C r,’+(p’-b"‘)3 "o(et = tp ’

i

Or C ne change pas le long d'une ligne géodésique, on en conclut lu rela-
o
tion ci-dessus.
Joignons les divers points d'une ligne géodésique quelconque a un om-
bilic, il est aisé de conclure du théoréme précédent que

VIL. Le rapport des rayons de courbure de la ligne géodesique en un de ses
pm'nu' aw rayon de courbure en ce point du rayon vectewr gc’ode‘siquc est
constant.

Sur une surface de révolution le méme théorcme s’applique, les rayons
vecteurs géodésiques étant devenus des méridiens.

Si I'on prend le rapport des rayons de courbure d'une ligne géoddsique
“n deux de ses points, on «

1
P
P—“

N

P L
= d'ou
g

ENE

donc :

VIILI. Le rapport des courbures d'une ligne geodesique en deux de ses
points est egal aw rapport des cubes des perpendiculaires abaissées di centre
sur les plars tangents en ces points.
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Donc:

La courbe de contact déterminée sur lellipsoide par un plan tangent a
cette surface et @ une sphére concentriqgue coupe un systeme de lignes géo-
désiques en des points ot les rayons de courbure de ces lignes sont égaux.

Menons d’un point pris sur la surface des lignes géodésiques tangentes a
deux lignes de courbure données, on aura, d’aprés ce qui précede,

donc:

[X. Le rapport des rayons de courbure en un point de deux lignes géo-
désiques issues de ce point et tangentes a deux lignes de courbure donnces
est constant.

Supposons que 'une des deux lignes de courbure données soit la section
de la surface dans le plan des xy et que autre se réduise a la ligne des
ombilics, prenons le point donné sur la premicre de ces lignes, et nous
aurons cettc conséquence :

Si d’un point d'une section principale on méne une ligne géodesique a un

ombilic, le rapport des rayons de courbure de ces deux lignes en ce point est
constant.

Le rapport des rayouns de courbure étant le mc¢me que celui des carvés des
diametres de Vindicatrice qui leur correspondent, on a ce théoréme de géo-
métrie :

Etant donné un ellipsoide, si dans une section principale perpendicii-
laire au plan des ombilics on mene un diamétre et par ce diamétre un plan
perpendiculaire & la section, il détermine sur le cone asymptote de la sur-
Jace homofocale une génératrice; le rapport de la longucur de cette droite
terininée a lellipsoide a celle du diameé:re est constant, quelle que soit lu
direction du diameétre dans la section.

Si 'on considere deux lignes géodésiques issues du méme point, se cou-
pant i angle droit et tangentes a deux lignes de courbure données, leurs
équations sont

prsin® ¢ + v? cos? ¢ = o,

p2costc + visin® [ = o'¢,
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w4 vt =a® + o”

pour le licu des sommets des angles droits formés par deux lignes géode-
siques et circonscrits a deux lignes de courbures données; on voil que ce
lieu est unc sphéro-conique, car la fonction

x2+_}’2+z2:p2+{z2-—])2+v2—C"'

est constante en méme temps que p? + v*.

En particulier, si «* = o2, les deux lignes géodésiques sont tangentes a
unc méme ligne de courbure; si o® = 5% = o2, les deux lignes géodésicues
passent par un ombilic.

Tous ces cas particulicrs sont compris dans I'énoncé suivant :

X. Le liew des points d'on on peut mener deux lignes geodésiques ortho-
gonales tangentes a deux lignes de courbure données, est une sphero-

conique.

XI. La somme des distances géodésiques d'un point situé sur une ligne
de courbure donnée aux deux ombilics qulelle comprend est la méme, quelle
que soit la position du point sur la ligne de courbure.

Car soient 00’ deux ombilics voisins et MM unce ligne de courbure.
nommons s et s” les distances OM, O'M, on a

ds = — MM’ cos i,
ds' = — MM’ cos i,
d’ou
ds + ds' = o0, s+ s = constante;
donc:

Silon fixe a deux ombilics voisins les extrémités d’un fil, un stylet ten-
dant le fil surla surface decrit une ligne de courbure.

Nous savons que OM prolongé passe en 07 et on demontrerait de la
meéme maniére que s” — s’ = constante; d'ow il suit que s” - s" est constant;
ce fait est, du reste, une conséquence de ce qu'une ligne géodésique qui
passe par un ombilic, passe aussi par I'ombilic opposé. Prolongeons le
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rayon vecteur OM d'une quantité égale & O'M, le lieu des points ains
obtenus est une trajectoire orthogonale des lignes géodésiques issues de
I'ombilic O. Cette trajectoire joue ici le méme role que le cercle divecteur
dans Pellipse, et on peut dire que :

XII. Une ligne de courbure est le lieu des points également distants
d'un point fixe, Lombilic O, et d'une trajectoire orthogonale des lignes
gdoddsiques issues de Uautre ombilic O,

I’analogie des théorémes qui précédent avec les propriétés bien con-
nues de Vellipse est évidente; les ombilics jouent le role des foyers, les
arcs géodésiques issus des ombilics sont des rayons vecteurs, la ligne
de courbure est lellipse, les tangentes aux lignes de courbure sont les
tangentes a l'cllipse, une trajectoire orthogonale des lignes géodésiques
issues d’un ombilic est un cercle directeur.

Le mode de description des lignes de courbure résultant du théo-
reme X n'est pas le plus généralj il est aisé de voir que :

XIIL: Si un fil de longueur constante entoure partiellement une ligne «le
courbure, puis s‘applique sur la surface par sa portion restante, le stylet
qui le tend décrit sur la surface une ligne de courbure.

En effet, soient TM =35, TT' = d¢ et MM’ une ligne de courbure, on
ds = MM’ cosi —dc,
de méme
ds' = — MM’ cosi + /7,
d’onr
§+ §' =g’ — 5+ constante.

Or ¢ — o est lare TS.
Ajoutons TNST aux deux membres de 'égalité, il vient

s+ s + TNS = constante,

d’otr vésulte la proposition ¢noncée.
Eufin M. Chasles est allé plus loin encore, ct il a montré que:

X1V. Siun fil de longucur constante est fizcéd par ses deux extrémitcs
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en deux points d’une surface du second degré, et quiun stylet, tenant le fil

constamment tendu, glisse sur une surface homofocale, le stylet décrit une
ligne de courbure de cette surface.

La démonstration de M. Chasles (*) peut s¢ résumer en disant que les
deux positions du fil formant chacune des lignes géodésiques sur une cer-
taine surface composée, font des angles égaux avec les lignes que déerit le
stylet sur cette surface; nous savons d’autre part que les tangentes a ces
lignes géodésiques, a leur point d'intersection, touchent la surface sur
laquelle lc fil est fixé, et, par suite, font des angles ¢gaux avec les lignes
de courbure de la seconde surface au point de contuct, d’ou il résulte que
la ligne de courbure coincide avee la ligne décrite par le stylet.

En particulier, 'hyperboloide homofocale de Pellipsoide peut se réduire
a une hyperbole dans le plan des ombilics ; done :

XV. 8i un fil est fixé en deux points de I'hyperbole focale, le stylet
qui le tend décrit une ligne de courbure de Uellipsoide, et la ligne gcode-
sique formée passe par un ombilic.

Fixons un fil en un point de 'hyperbole focale; ce fil ¢tant tendu sur
Iellipsoide, son extrémité décrira une trajectoire orthogonale des lignes
éodésiques qui passent par 'ombilic correspondant i la branche d’hyper-
£ q I Yt
bole sur laquelle se trouve le point fixe. Mais cette méme trajectoire est
également décrite par un point d'un fil fixé & Pombilic et avee lequel le
sremicr a toute sa partie curviligne commune ; donc :
I [ g 5

XVI. Sion meéne, d’un point pris sur U hyperbole focale, diverses tan-
gentes a Uellipsoide, la différence entre la tangente et l'arc glodesique
mené a l'ombilic, a partir du point de contact, est constante.

La scction des ombilics étant unc ligne géodésique, la différence en
question peut se construire aisément au moyen de cette ligne, ct elle est
égale a PM, P étant un point pris sur 'hyperbole focale, P1' une tangente &
Pellipse sur laquelle on a pris TM égal it I'are TO, en sorte que OM est la dé-
veloppante de Pellipse. Menons la tangente P17, et soit PM’' = PM, le point M’
appartiendra & la développante OM'. On voit donc (e :

Larc d’hyperbole focale est le liew des points egalement distants es
deux developpantes de Uellipse, ayant Uombilic O pour origine.

{*} Jonrnal de Liouville, tome XI, page 16.
10
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Puisque le cone circonscrit a ellipsoide, ayant le point P pour sommet,
est un cone de révolution, on voit que le lieu des points M obtenus en
rabattant unec ligne géodésique quelconque terminée en O sur la tangente
issue de P, est un cercle. Le lieu serait encore un cercle, si on terminait
les lignes géodésiques & une de leurs trajectoires orthogonales.

III.

Les théorémes précédents vont nous permettre de trouver une propriété
remarquable des lignes géodésiques issues de deux ombilics voisins et se
coupant sur une ligne de courbure donnée. Cette propriété résulte de I'ex-
pression de la fonction P qui entre dans la valeur de I'élément linéaire tracé
sur une surface. Nous avons vu, en effet, que, en prenant pour systeme de
coordonnées les lignes géodésiques issues d’'un point et leurs trajectoires
orthogonales, on a

ds* = dp* +P*dw® et

Fixons la portion d'un point sur I'ellipsoide par I'angle w que fait sur le
plan des ombilics la direction d’une ligne géodésique menée d’un ombilic
a ce point, et par sa distance p a Porigine des arcs géodésiques. Cherchons
dans ces hypothéses la valeur de P.

Soient OT une ligne géodésique issue de I'ombilic O, TS et TN la tangente
et la normale & cette ligne; nous savons que le point S est sur I'hyperbole
focale et que N est sur la tangente en S 4 cette hyperbole. Soient

NT=mn, ST=1t¢, TSN =u«;

on a

h?
tangea =n et n=-—,
/)
p étant la perpendiculaire abaissée du centre de la surface sur le plan tan-
gent en T, d'ou
2

an = —-
ta ga ot
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d’autre part, l e désignant l’ung]e de contingence de OT enT, on a

trlle = (dt — dp)tanga.

Soit ¢ le rayon de courbure de OT en ce point,

{ D
/6:{—8 t _ —
4 7 € 'y /1,

D étant le demi-diametre de la surface parallele 4 TS; enfin

pD = ac,
d o1
. . P _trde
=)= e = jw
donc
de + s
7~ 'TRR
. . . . . dy
Soit ¥ la distance du point T au plan des ombilics T] = [1 donc
’ (/}
(12), J,
(47' —+ ﬁ = 0.

Comparant cette équation i celle & laquelle satisfait P, on voit que
P=yo(n),
et conune dans le voisinage de l'ombilic la surtace est sphérigue,
1

t P=_7

n [ : .
Sin o SIN w

pl0) =
Joignons le point T a Pombilic voisin O, on aurait de méme, en considé-
rant ce point comme appartenant a I'arc O'T,

p=_L
=,
SN w

d'ou I'on tire dans le triangle géodésiqmv- OTO' cette relation remarquable
Psinte =P'sine’.

Soit OM une ligne géodésique, menons en O la tangente & OM ; elle fait
avec OT un angle o Soit NQ = y, ou a

= ONsino.

1o,
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d’ou
P = ON.

P n’est donc autre chose que la portion de la tangente en O 4 Ia ligne géo-
désique comprise entre le point O et un plan_mené par M parallélement a
celui des ombilics. Plus simplement :

XVIL. P est égal & la longueur de la paralléle mence par le point donne
jusqu'au plan des ombilics a la tangente a Pombilic a la ligne géodesique
considerée. Donc :

La valeur de P est la méme pour tous les arcs géodésiques terminés a la
section de Uellipsoide par un cylindre droit ayant pour base un cercle dont
le centre cst a Uombilic et situé dans le plan tangent en ce point.

Menons I'ordonnée TU, et TR paralléle a la tangente en O & 'arc OT, po-
sons TU = y, TR =P, ct soit

SIR=4¢, STU=f, RIU=—wo, TU=y,

angle de la projection de TS sur le plan des ombilics avec la'tangente en O
a la section principale. On a

cosd = cos 3sinw + sin 3 cosw cosv,
si le point T est a 'extrémité de P'arc moyen de Iellipsoide £ = qo°, et
il vient

cosd = cosw Ccosv.

A%
Mais Mestaussi de go degrés ; denespuisque-cosvmest-pas-hul,

T

, /L . s . X
donc I'arc géodésique mené du sommet de I'axe moven a Pombilic ren-
5 - ¢
contrelfe plan des ombilics sous un angle droit.

Joignons ala valeur de P, P = ﬁ, les relations connues
(0]

Pdw = tangidp, P'de = tangids’, dp 4 dp' = o,
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et 1] vient

do do!
sin w sine’ ~ 7’
ou
XVIII. ® tang % = const
\ tang~ tang — = const. tout le long de (p.).

On aurait de méme

2
- = const. tout le long de (v),

théoremes qu’il est aisé d’énoncer en langage ordinaire.

On peut tirer de cette propriété divers corollaires.

Faisons tourner autour du point O une ligne géodésique terminée a deux
lignes de courbure différentes, et joignons les extrémités a Pombilic voi-
sin O; on a, d’apres ce qui précede,

) w’ ) ST
tang > laug; = C,
(2] 6)”
» 2y, —_— ’
tang = tang —- = €.
Multiplions membre a membre, en égard a
. o 0:,)_.
tang > tang - =10
qui exprime que @, et @, sont supplémentaires, on a
"

’
i} 2] -
. . - . - Al
tang —tang — = €

Considérons trois lignes de courbure

et deux lignes geodésiques, I'une passant en O ef terminee en Cet C, Nautre
passant en O’ et terminée en € et G2 joignons OC” et O . Du mouvement
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de I'un de ces points résulte le mouvement de tous les autres ; il est aisé de
voir que C”, intersection de O’C et de OC”, décrira une ligne de courbure.
On a en effet, en nommant G, C' et.C” les constantes qui caractérisent un
produit des tangentes le long des lignes C, C’, C”, et posant C'O'0 = o,
CO'0 =w,, C"00' =«,;, C'00' = w,,

w, (28] .
tang —tang — = C.C,

tang - tang

v

ol E
I
)
-

W, o
tang EY tang

w|E

4’ ou

s w, C v o
tang - tang :‘ = (.C.C

Le théoreme aurait lieu encore si I'on ne considérait que deux ou une
ligne de courbure au lieu de trois.

Remarquouns que la derniére relation ne changerait pas si le point com-
mun aux deux lignes géoﬂésiques primitives était C ou C”, en sorte que les
deux autres points d’intersection obtenus dans ces derniers cas décrivent la
méme ligne de courbure que le point C”.

Imaginons qu’une bille partie d’un ombilic suive une ligne géodésique et
se réfléchisse sur 'une des trois lignes C, €', C”; elle passera alternative-
ment par chacun des ombilics O, O', et tous les divers points d’intersection
tels que C” seront sur la méme ligne de courbure.

La méme propriété subsisterait s’il n’y avait qu’une seule ligne de cour-
bure u = C, ets'il y en avait deux, elle n"aurait lieu qu'autant que la bille
ne se réfléchirait pas deux fois de suite sur la méme ligne de courbure, cav
le produit C.C’.C" peut devenir C*.C" ou C. C2.

Les propriétés de la ligne géodésique exposées jusqu’ici sont les plus sim-
ples etles plus propres a la faire connaitre ; elles nous donnent le moyen de
la décrire mécaniquement, ainsi que ses trajectoires orthogonales et les
lignes de courbure de la surface. Oun peul étudier cette ligne sous un autre
point de vue, en cherchant a la représenter par des équations d’'une forme
plus ou moins élégante, équations qui sont peu susceptibles d’étre inter-
prétées géométriqueinent. Nous passerous rapidement sur cette partie.

Nous avons vu, en commengant, laligne géodésique donnée par deux équa-
tions renfermant les parametres p et g et Pangle 7 de la direction de cette
ligne en chaque point avec la ligne (¢} qui v passe, en sorte que I'élimina-
hon de l'angle 7 donne son équation au moyen des coordonnées p et ¢.
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Dans le cas des surfaces du second degré, nous avons trouve

. a”
tang2 I =

Ou peut avoir une autre expression de cette tangente en remarquant qu’elle
est le quotient des éléments des lignes de courbure a partir du point (u., v
ce qui donne

(pr—) (=),
x?— y? _ (l)z—vvz)((?’———v—.) v
g (=) (=)
(@b (= F
d'ou
J Vg =) (@) [ ) Vie = le— (o=t

équation de la ligne géodésique en fonction des parametres p et v. Jacobi
en a donné une tout 4 fait semblable (*) et qui sc déduit de Vintégrale pre-
miere trouvée plus haut

o ! * o det 4 dyt 4 dz?
+ b + =C. dz'  dy? dz’
—— + J—

2.
al

RE RS

a b

en posant

r = \/ 'slll o yesin® b + b cos® b —a,

y = yhsin e 1) cos qo

! a

- :\/._, —ye¢— bsin®p — a cos 0.
. — '

On trouve ainsi

(acos's 4-bsin‘y)'dy

s’y — bsinty?

J (C—bsin‘g—acoste)(

(Gsin*y + b cos? d\b =

(Csintd =+ beos'd — a) (Csin*d 4= b cos’ b — abe G’

*1 Journal de Liouville, tome IX, page 405.
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Quand la ligne géodésique passe par un ombilic, la constante a* de I'é-
quation en p. et v prend la valeur 6, et I'on a

V=g Vo — v
v[_’_f’._"_(ly.:t u[——i—\/cz_—wdv—ﬁ,

B étant une fonction qui dépend de la direction de la ligne géodésique a
I'ombilic.
I’élément de la ligne géodésique est

ds = 'z__—a\/(f"—v’)rlw —rds .
SEVE =V Ve T T e =)

mais eu égard a la relation entre u et v trouvée plus haut, on peut
écrire

— p—¢ {i2\/ P’_V2 [y
ds = “\/y—«*)p—b) e VA e e R

Si a? = b?,

— ¥ il v pr—>
ds—y’—b‘\/L——de y'\/c]—_l(/v,
et en tenant compte de I'équation de la ligne géodésique

b? \/;2_.—__{:; du =~ LB \/P’——v"'
IRt Berivo—r

dv = o,

on a, en retranchant,

" r—e
= o
’ J \/C’—ft S
les signes supérieurs devant étre pris ensemble.
M. Hart a déduit aussi de la valeur de la fonction P une nouvelle forme
de P'équation des ligues géodésiques issues d'un ombilic, en établissant la
relation qui lie I’ angle ¢ de son plan osculateur avec le plan des ombilics

et I'angle o de sa tangente avec la tangente a 'hyperbole focale au point
ou elle la rencontre.
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Nous avons vu que

or
>y
sin 1

est la distance de deux arétes conséculives de cone de révolution circon-

scrit a Pellipsoide; donc le long de la courbe de contact

el 6
Pdw = 22,
sin §
d'ou
e 1 1 ¥
— = = tang -6 = K tang - @.
$ine sin § S 2 o

K est évidemment unc fonction de o demi-angle du cone; en sorte que, si
on le considére comme constant, I'équation précédente est celle de Ia

courbe de contact. On peut en tirer la conséquence suivante.
Menons du méme point une ligne géodésique a ombilic voisin, on aura

i
l:nng% 5 = K'tang - o',
et en multipliant,

i
tang ~ 0 tang —0

(RN

r/

[

relation qui hie 8, ¢, o, o le long d'une ligne de courbure (

ll]ill’qllOl]S qlle l’(?qu;\tion
o o’ 74

sine’ ~ sin 0

donne
o o’ Ldo d0 ol
sine  sine’  sin® sinf’
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Or tout le long de () le premier membre est nul ; donc
R 1 L
XIX. tang ~ ¢ tang — ¢ =,
théoréme analogue au précédent, et
KK! — CI/.

Les trois constantes C, C', C” sont des fonctions de ..
Reprenons I'équation

X X
tang -0 = K tang- w.
82 83
Si, pour avoir K, on le différentic par rapport a a, on a

1 dK 1 do

Kde ~ sing da

. . , d . s
La valeur de K en fonction de o dépend donc de d—og pour en simplifier la
£

recherche, on peut s’appuyer sur ce qu'elle est indépendante de 6 pour

donner a cette variable une valeur particuliére. Sans entrer dans le détail
du calcul, soit

on aura

et

) bye— b
o) =
P s TP (7 — o) ung s T o — 7]

3 , . . : T ’ \ .
I intégrale ne changeant pas de signe entre les limites = ~» Cest-a-dive

en passant d’'un ombilic 4 un autre, si I'on nomme o, & les valeurs de ¢ &
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ces deux limites, on a

T, . 1
XX. tang S =m tang 5 .

. Lo . . I N
m étant un nombre constant différent de 1. §j o varie de — -7 4 —

I'intégrale conserve le méme signe, la ligne géodésicque retourne a l'ombilic.
et 'on a

1 [ 9 !
tang; a" = tang; o' = m* lanyg 57
de sorte qu'au bout de p révolutions, on a m* pour le rapport des tan-
gentes des demi-angles.

IV.

Les propriétés précédentes établies dans le cas des surtaces i centre sub-
sistent encore dans le cas des surfaces dépourvues de centre; cela résulte
de ce que ces dernieres peuvent étre considérées comme cas particuliers des
premiéres. Cependant, comme I'équation fondamentale

PD = constante

ne peut plus avoir de sens dans le cas actuel puisque le centre est a 'in-
fini, il est bon d’établir directement I'équation des lignes géodésiques sur
les paraboloides.

Considérons les trois surfaces homofocales du deuxi¢me degré, fixons
leurs sommets situés sur l'axe des 4 gauche de 'origine ot ransportons
I'origine en ces points pour chacune des surfaces.

Lcllipsoide devient

2t 32 ot 24
— —+ -+ -, T =),

p* P‘x_ b P:__ R o

Multiplions par p et posons

) 1 . 2 :
hm -f— ==, lm-—-"—=+.
o r [

i v
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et il vient

»)/'.‘ ;’.‘
— 4 — — 2& = 0.
r r

[.es deux autres surfaces prennent des tormes analogues. Mais si 'on prend
ensuite pour origine commune le sommet dc 'ellipsoide, on a pour ces
dernieres

,},'.' z?

___z_./_.g(x-—-/l):O, 7+?—z—2(x—/{):o.

r m r m’
—=h+ -
i 2 2 2 2

de sorte (ue si Pon prend A et & pour parameétres arbitraires, on a les trois

surfaces
1,2 z’.‘ - . -
4+ — —~ozr=o, r" < r  paraboloide elliptiquc;
r r
J-.‘ 22 r ]‘l . ] .
T S +o(x—h)=o0, 3 >hi> > paraboloide hyperbolique;
¥ .2 4

, 2l —~k)=o, l:< k >% paraboloide elliptique.

Si on exprime x, ¥, z au moyen des nouvelles variables 7 ¢t &, on a

2k — 2h— et
7 ’ Y :r(o ,r)(ql r)) :t‘::/l—{»—/{——’—iﬂ
r—r rl—r 2

on tire de L dae, dy, dz, et, par suite,

?

fidh: kedk?
2 __ L — B
ds*= 4 (k= M} | o Y e =),

et appliquant I'équation geénérale des lignes géodésiques comme on I'a faul
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dans le cas de l'ellipsoide, il vient, en intégrant,
hsin®i + £ cos*i = constante.

L’équation est donc de meéme forme que dans le cas des surfaces
centre. Laconstante est égale & la valewr particuliere de & qui définit L ligne
de courbure (&) a laquelle la ligne géodésique est tangente, et les propric-
tés des lignes géodésiques sur les surfaces a centre sappliquent encore ic
ou avec de légers changements.

V.

Snurfaces de révolution.

[es propriétés de la ligne géoddésique sur une surface du second degre
subsistent évidemment quel que soit le rapport des axes; elles appartien-
nent donc aussi aux surfaces de révolution. Ainsi Pintégrale premicre

PD = coustante

demeure la méme, et on voit clairement qu'elle appartient aux lignes de
courbure : toutefois, les propriétés les plus nombreuses, celles qui dépen-
dent des ombilics, s’évanouissent parce (u’elles sont ¢évidentes d’elles-
memes, et parce que des lors elles ne présentent plus dintérct, puis-
qu'elles résultent immédiatement de la génération de la swrface. Mais
aussi quelques proprictés nouvelles apparaissent ; elles dépendent évidem-
ment de équation générale de Ja ligne géodésique sur les surfaces de vé-
volution

r=sini = (.
Ainsi on a cette proprié!é commune ;

XXI. Sur une surface du second degre de révolution aitorwr de laxc
Jocal, la ligne géodésique peut étre consideree comme engendrde par wn
droite issue de Uun des foyers autowr duquel elle tourne, de fagon qu
Uangle du plan tangent au cone décrit et die plan tangent « la surface
reste constant.

Soicnt en effet M un point pris sur wnce surface de révolution. MO e rayvor
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du parallele qui passe par ce point, MP sa tangente, MR le prolongement
du rayon vecteur FM, issu du point fixe F situé sur I'axe, et MG la tan-
gente & une ligne géodésique en M; le triangle sphérique GPR donne, 'angle
PMR étant droit,

N\ PN AN N PN
0 = cosGR cos GP + sin GR sin GP cosMG;

soit Mm la tangente au méridien, le triangle mGR donne aussi

AN PN
cosGR = cosmG cosmR.
Or
mG =1, GP:;— i3
soit

MG=5 et mR=V,

= étant I'angle des deux plans tangents au cone et a la surface, V Pangle

de la tangente au méridien avec la direction du rayon vecteur FM. On tire
de la

1

COSw = — ————
tang GR coti ’

. . y s tung V
cosGR = cosicosV, dou tungw o

)

sin

Siz est constant, on aura pour déterminer la forme du méridien, en posant
FM = p, OFM = w, I"équation

d o

‘T

—=m,

g sino
eu égard a I’équation générale
rsini = gsinw sini = C,
ou

mp 1

¢ G

. { _ m
smodo, p—=——0—:

I
’
m - — C0Sw
C
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équation d'une courbe du second degré. On voil par la que les courbes du
second degré sont les seules qui jouissent de la propriété énoncée.

Sans revenir sur les propriétés des surfaces de révolution communes avec
les surfaces du second degré quelconques, je passe a Pexamen des inté-
grales qui donuent la longueur d'une ligne géodésique dans le cas particu-
lier qui nous occupe, et comme ces intégrales changent avec la nature de la
surface, je les prendrai successivement.

Nous avons vu qu’on a la relation

rdg = Cds.
Soit
b= f(r)
I'équation d’un méridien

ds = d/'\/] . K%)—;— (IZ:\,

d'ou

) lh
: + <T>
(['@ = C -ﬁ—— -; ¢t ({S el —I':'——(:'_— I'dl'.

Ce qui raméne aux quadratures la recherche de la ligne géodésique et sa
rectification.

Ellipsoide. — Soit

b —
—_— 2 84
h= ;\/(l —re,

a et b sont los demi-axes de ellipse méridienne, ot en supposant ¢ > 5.
nous aurons un ellipsoide aplati; on a alors

d(p — (_] (I‘—-((‘l’—“b"')l"" (_/r
a (r—C)(at—71) r
Pour ramener l'intégrale aux fonctions elliptiques, posons

a® — r*=a®)®cos’*w.
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 étant un facteur indéterminé, ou
r*=a*(1— 2 cos’w),
dot

dr AR sinw coswdw

r a(1— Mcoste)

el

G \/(n‘—— @@t — b)) (1—2"cos'w)  @Asine cosw do.

Tp = = S . .
ae a at—C'— a*)*cos*w)a’i cos’e  a*(1— X2 cos’ w)

Si on prend a*)* = a* — (2,

do — \/a‘——- (@t —b*)e? \/l—-—/:’sin"m

9 ac 14+ 25ine ®53
en posant
r__ b2 L gt e
PR it} Clbmn Y S G
A— (@— ) C C
R . R 7
et d'apres la relation ds = T,

a

b — D) ———— . G
ds = E/i————(a——)——\/l—/fz sinfw do = \/(:' = C V1— Afsinfodn.

Or sia’ et &' sont les demi-axes d'une ellipse, lx longueur d'un are de la
courbe compté du sommet du petit axe est

S 37 n/:__ bl'.)
sS=a / \/l——,x-smzmr/w,
a

Ju

et eu identifiant avee la valeur de s,

. {‘2 (4'2
- ot — —
, ° (.2 C {)11 at
= a — —. = .
a: a’? crC?
al— —
at

d’ou

h—b.
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Si nous comptons 'arc de la ligne géodésique a partir de son point de con-
tact avec le paralléle r = C, I'intégration relative 4 r doit étre faite entre
les limites C et r, et, par suite, de 0 a @ avec la nouvelle variable, en sorte

que
" e C? © - e
s = \/a- — 7‘/ Vi— k*sinfodo.
0

On voil donc que la limite » ayant la méme valeur dans les deux intégrales
precédentes,

La longueur d’'une ligne géodésique sur U’ellipsoide comptée a partir de
son point e contact avec un paralléle (C), est égale a la longueur d'un
arc (Uellipse ayant méme petit axe que ['ellipsoide, et pour grand axe

Nous verrons tout a I'heure la relation qui lie les coordonnées des extré-
mités de ces arcs.

- C e L .. )
Si dans les intégrales nous prenons w» = = pour limite’ supérieure, nous
en concluons que:

La longueur d’une ligne géodésique entre ['équateur et le parallele
auquel elle est tangente, est égale au quart de Uellipse (o', ).

Elle n’est pas constante, puisque a’ dépend de C.
Soit y Pamplitude correspondant a

r—C, ou C=asiny;

on aura

a' = ya* — c*sin®y = yb® + ¢*cos?y,

valeur facile 4 construire.
Nous avons posé

a*— 1*= (a* — C*) cos* v,
ou

r*=a*(i— cos*ycos’w .
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Soient 1’ et @ les coordonnées de Pextrémité M, de P'arc d’ellipse égal a

CM, r'= a’sinw; égalant les valeurs de sin®, il vient

al— r? alt— y? h
—— = ——p— Ol 4 = cosy== constante, donc :

Le rapport des distances au plan de Uéquateur des extremites de deux
arcs égaux, Uun appartenant a Uellipse (a',b), Lautre a la ligne géodésique,
est constant.

I’équation rsini = C montre que, pour r = a, ¢’est-a-dire pour le point
de la ligne géodésique situé sur 'équateur,

sini—c—sin donc i=y
=-= ' ¢ i=v.

Ainsi, étant donné en un point de 'équateur la direction d’une ligne géo-
désique, on trouvera immédiatement le rayon du puralléle auquel elle est
tangente.

La détermination du point de contact avec le paralléle n’est pas aussi fa-
cile; elle dépend, en effet, de la valeur de ¢, savoir :

a' J”’\/l —Ksin*e do
4]

asiny I+ nsin’ o

90:

Pour avoir la valeur de ¢ correspondante au point de rencontre de la ligne
géodésique avec l'équateur, il faut intégrer, par rapport & r, de C a a, ct,

’ . T \ \
conséquemment, deo a 5 par rapport a w, d’out

o a \/( —K'sinfw . o’ do a =
T asing J, 1+ nsinte Sz siny J, t4nasinfe a2’

« 7 . k3 . . o
quantité¢ moindre que -; d'ailleurs, si on change w enw — @, U'élément sous

wiH
[

. . . . . . ™
le SIgnefne fait que changer de signe, les limites deviennent = et = la

ligne géodésique est donc symétrique par rapport au point ou elle ren-
contre V'équateur; mais les points de contact avec (C) ne sont pas a 180°
Pun de V'autre, et leur distance angulaire dépend de 7, en sorte qu’en
général la ligne géodésique fera un nombre infini de spires, et les inter-
sections de ces lignes formeront de petits losanges sur la surface.
Considérons maintenant le cas d’'un ellipsoide allongé. 1l suffit, pour
avoir la valeur de dg qui convient a cette hypothése, de changer a en b
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et b en a en conservant la relation a > b; on a alors

) _C\/ b'+(a'—b*)r* dr
W=V oy

Posant
h?— r* = bh2)2sinw

et prenant

I

2 °9
b*— (2,
on i

aC y1—K'sinte
dO:——;%d(d, K/2:
i b 1 n'sintw

(@ =b)(b+C) ,_ b—C

arh: ron b+
par suite,
ds—= —avi—K?sin*w do.
L

Or aux limites C et r relatives 4 r, correspondent - et @ pour w, cnsorte

R |

quce

7

o)
s:—af \./’I—Ii""sin"’wdw:af Vi—K2sin?wdw;
- o ’

(2]
mais o f vi—K?sin*wdw est Uarc compté a partir du sommet du petit
[

. . N cC . .
axe d’une ellipse ayant pour demi-axes @' =a, b' = \/b‘ — 0 sl S dési-
\ i

gne le quart de cette ellipse,

“)

oy

[N i3]

vi—K2sin? wdw=8— af vi—K2sin?*edwo,
u
d’ol

2]
s=S8S—ua f yi—K?2sin*odo.
o
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et P'on voit que :

La longueur d'un arc géodésique entre I’équateur et son point de contact
avec un paralléle est égale au quart de lellipse (a, b').

Soit y’amplitude correspondante & r=C,C= bcosy, b= yb* — c*cos7,
r=>5 (1 —sin*ysin® @); les coordonnées de 'extrémité de l'arc d’ellipse
(a, h')égal a CM sont ' et w, eton a

2 /2
R X PR _ 2.9 r
r==bcosw doun E;_l—sm'y(l—z,—,>
ou bien
br—pr byt ., ko
= —sin*y  ou 5 =siny,

relation déja énoncée dans le cas précédent et qui lie les coordonnées
extrémes d’un arc d’ellipse et d'un arc deligne géodésique, comptés comme
il a été dit.

, . . . C
L’équation r cosi=C donne, pour r =5, cosi = 7 =cosy,

i =7.
Aussi dans le cas de lellipsoide allongé, on a des théorémes analogues a

ceux qu’on a trouvés pour l'ellipsoide aplati.

Hyperboloide de révolution. — Nous avons encore ici deux cas a distin-
guer, suivant que la surface est de révolution autour de son axe imaginaire
ou autour de son axe réel.

Considérons d’abord le premier cas, celui de ’hyperboloide a une nappe:
’équation du méridien est

7 h?

P T

en sorte que

(@+b)r—a'

d(p: (r‘—a“)(rﬂ—C?)'

Posons

rP—C=(r* —a*)sin’ w,
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et il vient

P el e e Sy
! aC 1 — rsSINw

[

en posant

a? ,, a*b:
= MEprmese

K et n sont tous deux < 1, puisque C > a.
La méme transformation donne

J(a:+ b*)C'— a \/x —K?sin?w dw

a I —sinfw

La valeur de s en r nous montre que r est toujours > C; il suit de la que :

Une ligne géodésique tangente a un paralléle se dirige toujours du coté
’ - 3 - . . k)
opposé au centre de la surface. C'est le contraire de ce qui arrive dans P'el-
lipse; il 0’y a donc pas lieu de chercher le point ou elle rencontre I'équa-
teur.

Une ligne géodeésique qui rencontre l'équateur ne peut donc ctre tan-
gente a un paralléle de la surface; si elle est tangente a Péquatewnr, elle
se confond avec lui. Car on voit que si C=a, s = ao.

La transformation de la valeur de s en deux intégrales dont I'une est un
arc d’hyperbole, ct dont I'autre peut s’exprimer par deux arcs d'cllipse, n’é-
tant pas de nature a donner les résultats simples trouvés pour I'cllipsoide, il
est inutile de s’y arréter.

La propriété générale des lignes géodésiques nous donne aisément 'ex-
pression de I'angle sous lequel une ligne géodésique rencontre les généra-
trices de la surface. Ces deux lignes ont en effet pour équations

rcosi=2C(, rcosi=acosea,

z étant 'angle de la génératrice avec le plan de Péquation
. y a Ccos % a’cos’ o
cos (i — ') = —— + — = —
r r’ r-
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Pour r = C,

cos (i— 1) = acosa

et quand r = o«
. . . - ™
COS(l—l):I, 1:1:;-

Soit ® I'angle décrit par le rayon vecteur entre ces deux limites, on a

™ T
b 5\/1-—-K:sin’w dw b 3 do b T
— KC A I —nsin’e <I<;C A 1—nsin2m<c1g~/1__,,;

d’ou I'on voit que la valeur de @ n’est pas nécessairement inférieure i -- et

1A

2

a

dépend de n ou du rapport o

. . . c T to .
» et G croissant, & a pour limite = ~» quantité

supérieure a —; d’ailleurs, pour C =a,

7w
2

d’ou

Amsi @, qui est évidemment une fonction constamment décroissante quand
C prend des valeurs croissantes, diminue depuis infini jusqu’a :—’ ; quand
C croit de a a l'infini.

La ligne géodésique fait donc un nombre de spires d’autant plus grand,
qu'elle est tangente a un paralléle plus voisin de Uéquateur.

La limite de ¢, quand C croit indéfiniment, peuat s’écrire

_\/az—i-b?r_ =
- a 27 osinf

c
a 2
en appelant 2 § I'angle du céne asvmptote ; or pour un cone d'angle 2 f3,

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(95)

on a précisément pour valeur générale de ¢,

Si nous faisons

nous aurons la valeur de ¢ pour laquelle la ligne géodésique fait un angle
nul avec la génératrice du cone; cette valeur est done la méme que pour
I'hyperboloide, et en effet a la limite les deux surfaces se confondent.

Les expressions de s et ¢ dans le cas de Phyperboloide a deux nappes ne
présentent pas une simplicité plus grande, quelque transtormation qu’elles
subissent.

Paraboloide de revolution. — Les propriétés de la ligne géodésique sur
Iellipsoide allong¢ s’appliquent évidemment au paraboloide. La seule par-
ticularité remarquable cousiste en ce que la valeur de arc s’exprime aisé-

v

arc cos —

-

= —sinﬁ )
. iy
Sin = -

psin f§ =,

ment au moyen de r, et 'on a

en posanl‘

S N R
.s_p‘/ \/r?-f-cﬁldl’

r*= aph,

équation du méridien, d'ou

§ = — Ve + pé vt — C* +

Si l'on pose

on a

2p 2p Vpi+ G
pr G =, - G =R
s= ——te (e S et vri - pt
vy R T el B

Y e i Xl
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Cette valeur de s comparée a celle de I'arc de la parabole

,,/2 — 2P}Zl,

montre que

’

P /

pr—c

propriété analogue a celle que I'on a trouvée dans le cas de I'ellipse.

S =

En résumé :

Je crois avoir donné dans ce travail les propriétés générales les plus im-
portantes de la ligne géodésique sur une surface quelconque, et les proprié-
tés particuliéres les plus propres a faire connaitre sa nature sur quelques sur-
faces choisies et principalement sur les surfaces du second degré, en me

renfermant daos les limites que j'ai dit m’imposer.

Vu et approuvé,
Le 31 juillet 1857.
Le Doven pE 14 Faicurré pEs Sciences,

MILNE EDWARDS.

Permis & imprimer,
Le 31 juillet 1857,
Le Vice-Recteumr pe L’AcapéMiE pE Paris,

CAYX.

PARIS. — IMPRIMERIE DF MALLET-BACHFLIER,
Rue du Jardinet. 12.
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