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PREMIERE THESE.

APPLICATION

DE LA

THEORIE DES COMPLEXES LINEAIRES

A LETUDE

DES SURFACES ET DES COURBES GAUCHES.

1. On sait que Plicker a appelé complexe de droites I'’ensemble des
droites de 'espace dont les coordonnées vérifient une relation donnée.
Il a examiné particulierement, dans sa Nouvelle Géométrie, les com-
plexes linéaires ou du premier ordre et les complexes du second ordre.
L’objet de ce travail est 'application de la théorie des complexes
linéaires a I'étude de certaines courbes et de certaines surfaces.

La premiere Partie est consacrée a ’étude des courbes dont les tan-
gentles appartiennent & un complexe linéaire. Des considérations géo-
métriques me donnent leurs équations générales débarrassées de tout
signe d’intégration. Ces courbes possédent un certain nombre de points
remarquables, oul le contact de la tangente avec la courbe est du se-
cond ordre. Je recherche la forme de la courbe dans le voisinage de ces
points. Passant ensuite aux courbes unicursales, je donne les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour qu’une courbe plane unicursale
puisse élre considérée comme la projection d’une courbe gauche uni-
cursale, dont les tangentes font partie d’un complexe linéaire ayant
son axe perpendiculaire au plan de la courbe plane.

Dans la seconde Partie, j'étudie les surfaces réglées dont les généra-
trices appartiennent 3 un complexe linéaire. Cette étude repose sur une

1
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2 EMILE PICARD.

propriété des équations de Riccati. La recherche des lignes asympto-
tiques d'une surface réglée dont les génératrices appartiennent 2 un
complexe linéaire peut étre ramenée 4 une quadrature. Je fais ensuite
des applications a certaines surfaces, en particulier aux surfaces ré-
glées du troisieme ordre et & celles du quatrieme ordre, ayant pour
courbe double une cubique gauche,

Je termine en recherchant les surfaces dont les normales appar-
tiennent 3 un complexe linéaire, et en indiquant P'analogie qui existe
entre I’étude des surfaces réglées et celle des surfaces ayant un systeme
de lignes de courbure circulaires.

PREMIERE PARTIE.
2. Soient

(‘) xr=az+ p, y:bz-{-q

les équations d’une droite.
On obtient un complexe linéaire en assujettissant les parametres va-
riables @, b, p, ¢ 4 la condition

(2) La+Mb+N—Qp+Pg—R(ag— bp)=o,

dans laquelle L, M, N, P, Q et R désignent des constantes.

Un point (x,y, z) étant donné, on sait que toutes les droites du
complexe passant par ce point sont dans un plan que I'on appelle le
plan polaire du point. L’équation du plan polaire du point (z, y, z) est

(3) (L+Qz—~Ry)(X—2)+ (M+Rz—P3)(Y—y)
4 + (N+Py—Qx)(Z— z)=o0;

supposons maintenant que, dans les équations (1), a, b, p, ¢ repré-
sentent des fonclions d’'un parametre variable a; ces équations déter-
mineront les génératrices d’une surface réglée, et ces génératrices
feront partie du complexe, si les fonctions a, b, p, ¢ vérifient la rela-
tion (2), quelle que soit la valeur du paramétre «. Nous avons ainsi
une surface réglée dont les génératrices font partie d’un complexe
linéaire. Le plan tangent en un point de cette surface ne sera pas, en
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APPLICATION DE LA THEORIE DES COMPLEXES LINEAIRES, ETC. 3

général, le plan correspondant a ce point dans le complexe. Sur chaque
génératrice il y a deux points seulement jouissant de cette propriété.
Considérons, en effet, un plan variable passant par cette génératrice.
Le pole de ce plan et son point de contact forment sur cefte droite
deux systemes de points homographiques. Les deux points doubles de
cette homographie sont les points de contact de leur plan polaire avec
la surface.

Cherchons I'équation du second degré qui donne ces deux points.
Nous exprimerons que le plan polaire du point (x, y, ), donné par
Péquation (3), est tangent en ce point a la surface, en écrivant qu’il
contient la tangente 2 la courbe de la surface obtenue en laissant z
constant et en faisant varier a; x et y sont alors deux fonctions de «,

et on a
dr=(a'z+p'lda, dy=(bz+¢')da, dz=o,

a', b, p etq étant les dérivées de a, b, p et ¢ par rapport a «.
Remplacons, dans I'équation (3), X — x, Y — y, Z — z respective-
ment par ces valeurs de dx, dy, dz; nous obtenons I’équation

(4) (L+Qz—Ry)(dz+p )+ (M+Rx—Pz)(bz+ ¢')=o.

Si, dans I'équation (4), on substitue & - et y leurs valeurs (1), on aura
I’équation du second degré en z, donnant sur la génératrice détermi-
née par « les deux points o le plan tangent a la surface coincide avec
le plan polaire.

3. Le lieu des points ainsi obtenus forme sur la surface une courbe
telle, que ses tangentes appartiennent au complexe linéaire dont font
partie les génératrices de la surface; car la tangente en un point quel-
conque de la courbe est une droite du plan tangent passant par le foyer
de ce plan. Les courbes dont les tangentes font partie d’un complexe
linéaire jouissent de cette propriété remarquable : les points de contact
de tous les plans osculateurs qu’on peut leur mener par un point quel-
conque sont dans un méme plan passant par ce point. M. Appell a,
en effet, montré dans son travail sur les cubiques gauches que, quand
toutes les tangentes d’une courbe appartiennent & un complexe linéaire,

le plan polaire de chacun des points de cette courbe lui est en ce point
l.
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4 EMILE PICARD.

osculateur. 1| suit de ce théoreme que les points de contact des plans
osculateurs menés par un point quelconque sont dans le plan corres-
pondant a ce point, car les foyers de tous les plans passant par un point
sont situés dans le plan qui lui correspond.

Soit un plan quelconque P. Si A est un point ot P rencontre la
courbe considérée, le plan polaire de A, ou, ce qui est la méme chose,
le plan tangent en A & la surface devra passer par le foyer F du plan :
donc la droite FA est tangente en A & la section faite par P dans la
surface. Réciproquement, soit A le point de contact d’une tangente
menée a cette courbe par le foyer F. Le plan mené par AF et la géné-
ratrice de la surface passant en A est tangent en ce point  la surface.
D’autre part, le pole de ce plan est le point A, puisque AF et la géné-
ratrice passant en A sont deux droites du complexe; A est donc un
point de la courbe que nous étudions. Ainsi les points ol celle-ci ren-
contre le plan P sont les points de contact des tangentes menées par
‘le foyer F du plan & la section qu'il fait dans la surface. Dans le cas ou
la surface et, par suite, la courbe sont algébriques, cette considération
permet de déterminer le degré de la courbe : on voit qu’il est égal & la
classe d’une section plane quelconque de la surface.

La courbe est une ligne asymptotique de la surface. Le plan oscula-
teur 2 la courbe en un quelconque de ses points est, en effet, le plan
polaire et, par suite, le plan tangent a la surface en ce point.

4. Inversement, toute courbe dont les tangentes font partie d’un
complexe linéaire admet le mode précédent de génération. Considé-
rons, en effet, un point quelconque A d’une telle courbe. Menons ce
plan osculateur & la courbe en ce point. Ce plan coupe la courbe au
moins en un second point B (je laisse de coté la cubique gauche,
pour laquelle la propriété se vérifie aisément). Les droites AB sont les
génératrices d’une surface réglée. Si nous cherchons sur cette surface
la courbe que nous venons de signaler (2), nous trouvons la courbe
proposée. En effet, puisqu’il y a sur chaque génératrice de la surface
deux points seulement pour lesquels le plan tangent et le plan polaire
coincident, ces deux points sont nécessairement les deux points de la
courbe considérée.

Toutes les courbes dont les tangentes appartiennent au complexe

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



APPLICATION DE LA THEORIE DES COMPLEXES LINEAIRES, ETC. 5

défini par les six constantes L, M, N, P, Q et R satisfont & I'équation
différentielle

(5) (L+Qz—Ry)dr+ (M+Rx—Pz)dy+ (N+Py—Qux)dzs=o.

On obtient cette équation en remplacant, dans I'équation du plan po-
laire, les quantités (X — ), (Y — y) et (Z — z) par dx, dy et dz.

La réciproque que nous venons d’établir permet d’intégrer en termes
finis I'équation (5), c’est-a-dire de trouver des expressions de x, y, z
en fonction d’un parametre o, débarrassées de tout signe d’intégration
et satisfaisant a I’équation précédente. Ces expressions sont données
par les équations (1) et (4); a, b, p, ¢ sont des fonctions d’un para-
metre variable «, qui sont uniquement assujetties a vérifier la con-
dition (2). On voit que les expressions de x, y, z contiendront deux
foanctions arbitraires, car I'une des fonctions pourra étre prise pour
parameétre variable.

Les considérations suivantes conduisent 3 des formules ne renfer-
mant qu'une fonction arbitraire. Prenons I'axe des z pour axe du com-
plexe, et soit ag — bp = k I'équation de ce complexe. L’équation du
second degré, donnant sur chaque génératrice les points ou le plan

tangent et le plan polaire coincident, est, en remplacant x et y par
leurs valeurs,

(b5 +q) (a5 +p') = (V2 +¢)(az+p)=o.

Supposons que nous ayons une surface telle que abd’'— ba'= o,
a

c’est-a-dire que 7 =C, C étant une conslante. L'équation précédente
sera du premier degré. La surface est alors une surface réglée a plan
directeur; le plan représenté par I'équation bxr — ay =o est, en
effet, parallele 3 toutes les génératrices de la surface.

Considérons maintenant une courbe dont les tangentes appartiennent
a un complexe linéaire. Menons par 'axe de ce complexe un plan P.
Soit m un point quelconque de la courbe. Le plan osculateur & celle-ci
en m et le plan mené par ce point paralielement au point P se coupent
suivant une droite mn. Le lieu de cette droite est une surface réglée,
dont les génératrices font évidemment partie du complexe linéaire :
c’est une surface réglée a plan directeur. Si I'on cherche sur cette sur-
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6 EMILE PICARD.

face la courbe pour tous les points de laquelle le plan tangent a la
surface et le plan polaire coincident, on trouve la courbe dont nous
sommes partis. Elle n’a évidemment qu’un seul point sur chaque géné-
ratrice.

Un complexe étant donné, prenons son axe pour axe des z. Considé-
rons les surfaces réglées dout les génératrices font partie de ce com-
plexe et sont toutes paralleles a un plan passant par I'axe du complexe,
plan que je puis supposer étre le plan des zx. Une telle surface est
donnée par les équations

(6) r=az+p, yr=gq,

et on a ag =K, K étant une constante.
L’équation du premier degré donnant sur chaque génératrice le
point ol le plan polaire et le plan tangent coincident est ici

(7) q(dz +p')— ¢ (az+p)=o.

Les équations (6) et (7) définissent une courbe dont les tangentes
appartiennent au complexe linéaire.
Ces équations donnent

—_Pi+re _qlPg—pre).
T=Sag 0 Y= = kg

p et g sont deux fonctions arbitraires d’un parametre «.

5. Le plan osculateur en un point d’une courbe gauche a, en géné-
ral, avec cette courbe un contact du second ordre. Pour certains points
de la courbe, le contact peut étre du troisieme ordre. En ces points le
plan osculateur a quatre points confondus communs avec la courbe.
Les coordonnées x, y, z d’un point quelconque de la courbe étant expri-
mées au moyen d’un parametre, les valeurs de ce paramétre corres-
pondant aux points ot le plan osculateur est stationnaire sont données
par I'équation

dz dy dz
(8) d'z d'y dz |=o.
&z dy dz

Or supposons maintenant que les tangentes de la courbe appar-
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APPLICATION DE LA THEORIE DES COMPLEXES LINEAIRES, ETC.

~]

tiennent a un complexe ayant pour axe P'axe des z, ¢’est-a-dire que

xzdy — ydx =XKdz,
on aura

diz = l_;: (xdy —ydix), d*z= % (zdy —y d*x +dxd'y —dy d’x).

Substituons ces valeurs de dz, d*z et d°z dans I'équation (8); elle
devient

dz dy xdy —ydx

dz dy zdy—ydz =o

dx dy zdy—ydz+drdy—dydz

ou
dxr dy =xzdy —ydx dx dy o
dz dy zdy—ydz|+|dzx dy o =(dzd'y — dy d*z)* = o.

dzr dy zdy—ydaz &z dy drdy—dydz

Nous voyons que I’équation qui donne les points cherchés a pour
premier membre un carré parfait.

La tangente en un point d’une courbe gauche ou le plan osculateur
est stationnaire n’a pas, en général, avec la courbe un contact d’un
ordre plus élevé qu’en un point quelconque, c’est-a-dire que ce contact
est du premier ordre. Nous allons montrer qu’aux points donnés par
Péquation (8), dans le cas ol les tangentes de la courbe font partie
d’un complexe linéaire, le contact de la tangente avec la courbe est du
second ordre. La tangente en un point (x, ¥, z) d’une eourbe a avec
celle-ci un contact du second ordre, si

dz dy dz

(9) el el

On exprime ainsi que les projections deda courbe sur deux quel-
conques des plans de coordonnées ont en ce point avec leur tangente
un contact du second ordre. Or, pour les points correspondant aux
racines de I’équation (8), on a

dzedy —dydix=o.
Mais

zdy — ydx =XKdz, et, par suite, zdy —ydix=Kdz;
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8 EMILE PICARD.

done
dsdiy —dydz =o.

Les conditions (g) sont vérifiées.

6. Prenons un point d’une courbe gauche ou le plan osculateur
soit stationnaire, mais ol la tangente n’ait pas avec la courbe un con-
tact du second ordre. Projetons orthogonalement la courbe sur un plan
perpendiculaire a la tangente en ce point, que nous désignerons par A,
et proposons-nous de voir ce que sera sur cette projection le point a,
projection de A. Au point A le plan osculateur ne traverse pas la
courbe; par conséquent, si nous désignons par aw la trace du plan
osculateur sur le plan de projection, la courbe projection sera tout
entiere du méme cdté de aw, dans le voisinage de a. Ce point est un
point double pour la projection, car tout plan passant par la tangente
aen A un point double de rencontre avec la courbe. D’autre part, la
tangente en ce point est unique : c’est la trace a du plan osculateur.
Le point a est un point de rebroussement de seconde espéce.

Pour le démontrer en toute rigueur, prenons le point a pour ori-
gine, la droite aA pour axe des z, aw pour axe des y, et une seconde
droite quelconque dans le plan de projection pour axe des x.

Les coordonnées x, y et  d’'un point de la courbe sont des fonctions
d’un parameétre %, que 'on peut supposer tellement choisi, que pour
k= o onaitle point A. Dans le voisinage de A, x, y et z peuvent étre
développés en séries suivant les puissances de 4; on aura

r=Al+AR+. ..,
{10) y=BR+B ...,
Z:C+C1Il+-..-

On doit avoir en effet 2*¥n facteur, dans I'expression de x, puisque
le plan des zy a au point A quatre points confondus communs avec la
courbe.

La seconde des équalions (10) permet de développer £ suivant les

1
puissances croissantes de y2,
1
h=ay’+....
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APPLICATION DE LA THEORIE DES COMPLEXES LINEAIRES, ETC. q

En substituant dans la premiére équation, on obtient pour « le déve-
loppement suivant :
.z'::My’-*-Ny:T—i-...;

c’est la forme du développement, relative au point de rebroussement
de seconde espece.

Passons au cas d’un point ol1 la tangente a avec la courbe un contact
du second ordre. Tout plan passant par la tangente a avec la courbe un
point triple de rencontre au point de contact. Projetons la courbe
comme précédemment, et choisissons les mémes axes de coordonnées.
Les formes des développements de x et de y seront

r=Al+Ak+.. ., y=BER+Bh+.. ..

L’origine est un point triple pour la courbe plane représentée par
ces deux équations. La seconde équation permet de développer 4 sui-

1
vant les puissances de y3.
Ona
L
h=ay*+...;
done
‘
r=My*+....

Il ne passe & Porigine qu’'une seule branche réelle, car, sur les trois dé-

L, ,
terminations de y3, il n’y en a qu’une seule de réelle. Dans les deux
cas que nous venons de traiter, la projection permet de se représenter
nettement la forme de la courbe dans le voisinage du point A.

7. Nous allons considérer une classe particuliere de courbes dont les
- tangentles appartiennent 2 un complexe linéaire, les courbes uni-
cursales.
Revenons aux formules du n° 4,

_qP9—pq",
YEG EE Ty

x= P9I PI
q

(r)

On obtient des courbes unicursales dont les tangentes font partie du

complexe linéaire défini par I’axe des z ct la constante K, en mettant
2
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1o EMILE PICARD.

a la place de p et de ¢ des fonctions rationnelles du parametre o. On
peut voir qu’on les obtient toutes de cette maniere.
Soient, en effet,

z=9(a). r=q(a) 2=
les équations d’une courbe unicursale appartenant au complexe. Nous -
supposons que ¢, ¢, et ¢, sont des fonctions rationnelles de «.

Prenons ¢ = ¢, (), et voyons si 'on peut déterminer p de maniere
que

(12) Pe+pPe=q o), 4q(p'a—pg)=Kq o).
Retranchons ces équations membre 4 membre, nous avons
" __ K¢ _ 9(a) Koi(a)
2pq' = q'¢(a) q ¢(a) ou pP=—" 2%(';)"

La fonction rationnelle p de «, ainsi déterminée, satisfait aux équa-
tions (12), si ’on a égard a ce que
K¢, ()= (@) ¢'(«) — 9(a) ¢ («).
Calculons, en effet, pg'-+ p'g; nous aurons
K‘P:(a)] +ou(a) [CP'(O‘) _ Ko@) o (2) — 9a(a)9, (a)]

=9 ()9, («).

La premiere des équations (11) est donc vérifiée; il en sera, par suite,
de méme de la seconde.

Soient
Mot taat _b.a"—i— biam1 - ...
TAd + Ao - T A+ Aot 4

9

(13)

et supposons que les coefficients des différentes puissances de a soient
quelconques; la courbe représentée par les équations (1) n’aura
aucun point multiple. En effet, cette courbe aura un point double si,
pour deux valeurs du parameétre «, les coordonnées x, y et z repren-
nent la méme valeur. Or

(P _9(P\_ry,
w=(goer =l(G) -
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APPLICATION DE LA THEORIE DES COMPLEXES LINEAIRES, ETC. 1

g devant reprendre la méme valeur, on voit qu’il en sera de méme
4

de p ei de 5 Si donc on considere p et ¢ comme les coordonnées d'un

point quelconque d’une courbe unicursale plane, qui serait représentée
par les équations (13), cette courbe aurait au point correspondant,

un point double, et, les deux valeurs de 2 7 otant égales, ce point ne

serait pas un point double ordinaire; or la courbe (13) ne peut avoir
que des points doubles ordinaires, si, comme nous ’avons supposé, les
coefficients des puissances de « sont absolument arbitraires.

8. Démontrons maintenant que la projection de toute courbe uni-
cursale de degré m, dont les tangentes font partie d’un complexe
linéaire, sur un plan perpendiculaire & I’axe de ce complexe, a m points
d’inflexion a I'infini.

Prenons I’axe du complexe pour axe des z.

Soient
_aar+bamt 4. _ @bt aan b
A+ Ba+.... YT A B+ ... T Aa” 4+ Ba™t + ...

les équations de la courbe. Toutes lestangentes de cette courbe appar-
tenant 3 un complexe linéaire ayant Oz pour axe, on ne devra pas
trouver de termes logarithmiques en intégrant xdy — y dw.

Posons

X == —g, y= %)
on a
zdy —ydz= PQ;PQd o,
soit
R=(a—a)(a—a)...(a — tn).
Décomposons Ia fraction rationnelle _QT{ P'Q en fractions simples
PQ—-PQ K K
R: ~(oz—~a:.)’+(ar——ac.) B

Toutes les quantités K, doivent étre nulles.
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12 EMILE PICARD.

Or on peut écrire cette identité de la maniére suivante :

pOI—PI()z:K—*—KI(a—dI)—F..

Différentions et faisons a = «,; il ne restera dans le second membre
que K,. Le premier membre différentié devient

(o — &)t

[pe—ra) P —ape-po s 2N =

faisons « = #,, et égalons i zéro; nous aurons
(PQ"—P"Q)R'+ (PPQ —PQ')R"==0, pour a=—2x,.

De méme cette quantité doit s’annuler pour a = a,, ..., a,.
D’autre part, les points d’inflexion de la courbe unicursale repré-
sentée par les équations

sont donnés par I'équation du degré 3(m — 2)
R(PIQII_ P//QI) + RI(PI/Q — PQII) -+ RI/(PQI___ PIQ) - 0.

Nous venons de voir que toutes les racines du polynéme R annulent le
polyndme R'(P"Q — PQ”) + R"(PQ'— P'Q).

L’équation, donnant les valeurs de ¢ correspondant aux points d’in-
flexion, admet donc pour racines «,, a5, ..., «,. Par conséquent, la
courbe a 7 points d’inflexion & I'infini.

La réciproque de ce théoreme est vraie : St une courbe unicursale
d’ordre m, située dans un plan perpendiculaire & ’axe d’un complexe, a
m points d'inflexion a Uinfini, elle peut étre considérée comme la projec-
tion d’une courbe gauche d’ordre m, dont les tangentes font partic de ce
complexe.

En effet, si R'(P"Q — PQ") + R"(PQ’'-- P'Q) s’annule pour « = «,,

1

s —--—+ -« auront des coefficiznts nuls
[ &~ Uq

I
Ogy --vs Xy l€S tETmeEs poy
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APPLICATION DE LA THEORIE DES COMPLEXES LINEAIRES. ETC. 13

dans le développement de Iﬁ-;—zm- On aura done

K dz —_PQ PQd —*E Ada

R? (o0 — zx.

Par suite, z aura la méme forme que « et y : la courbe plane considérée
sera la projection d'une courbe d’ordre m.

Nous pouvons alors énoncer le théoreme suivant, dont un cas particu-
lier, relatif aux courbes du troisieme ordre, a été donné par M. Appell:

Pour qu’une courbe plane unicursale d’ordre m puisse étre considerée
comme la projection d'une courbe de degré m, dont les tangentes appar-
tiennent a un complexe linéaire ayant son axe perpendiculaire au plan
de la courbe plane, il faut et il suffit que celle-ci ait m points d’inflexion
a Uinfini.

Outre ces m points & V'infini, la courbe en a 2(m — 3) autres : ce
sont les projections des points de la courbe gauche, ol elle a avec sa
tangente un contact du second ordre. Nous pouvons donc dire qu'une
courbe unicursale d’ordre m, sans singularité, dont les tangentes font
partie d’un complexe linéaire, posséde 2(m — 3) points ot la tangente
a avec elle un contact du second ordre.

SECONDE PARTIE.

9. Avant de nous occuper des surfaces réglées dont les génératrices
font partie d’'un complexe linéaire, nous allons faire connaitre une
propriété des équations de Riccati, ¢’est-a-dire des équations différen-
tielles de la forme

d
f + X'+ Xy -+ Xy o,
ou les X sont des fonctions quelconques de la variable «.

C’est, comme on sait, une équation dont I'intégration est ramenée 2
des quadratures, quand on en connait une solution.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



14 EMILE PICARD.

St I’on prend quatre solutions quelconques y,, .. ys» ¥, de cette équa-

Vi — 7 . Y — " de ces
Ji—Ye Ys-—D2

tion différentielle, le rapport anharmonique

quatre fonctions de x est une constante.

Nous aurons, en effet,

d_')", 2 e -
—(—i.; -+ ley, : X,y‘, * X;;———O,
dYQ 2 .
TIn +Xir:+Xopy: + X, =o,

d_‘}"3 2 ' —
Zl; -+ X|y'3 -4~ Xz]’3 +X; = 0,

dy .
3’; + Xyt + Xy + X, =03

par conséquent,

dy,
dz
dy:
dr Y2 2 1
dy,
Loy on

dy,
dz Y Y ¥

Développons ce déterminant; nous aurons

d 1 \ d 2
S = =) =)+ 2 =) = 1) e = 70)
dys

gy Ve y) =) (=)

dy,
+ g )= r) (=) =o

ou
n—=2) (e —r:)-dlri— ) (r )
¥

3 )2 ]
) (rs—x)l=o,
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APPLICATION DE LA THEORIE DES COMPLEXES LINEAIRES, ETC. 10

¢’est-a-dire
r=r) =) =y, 1=

. — const.
=) rs—x:) 1=y yi—x

Le théoreme est done démontré. On aurait pu démontrer autrement
ce théoreme, en exprimant les trois solutions y,, ¥;, ¥; au moyen de y,
et d’une exponentielle. Il 0’y a alors qu’a faire une simple vérification.

La réciproque est vraie : Toute équation différentielle du premier ordre
telle, que le rapport anharmonique de quatre quelconques de ses solutions
souL constant, est une équation de Riccati.

Désignons, en effet, par y,, y;, ¥, trois solutions, et soit y une solu-
tion quelconque. On aura

Y= r=nh_
Y=y YU

K ne dépendant pas de x, oun

b S G At AFSS €0
Y=Ur 2=

En différentiant, nous avons
dQ

iix

dr d )
= B - n=K ==yl ) .

En égalant la premiere expression a la troisieme, nous voyons de suite
que y satisfait a une équation de Riccati. Ainsi la constance du rapport
anharmonique de quatre solutions quelconques est caractéristique de
ce genre d’équations diflérentielles.

Cela posé, considérons une surface réglée quelconque. Une telle
surface peut étre définie par les équations

x:xl-*—la’ ,7':.7'1‘*‘1@, ZZZ|+I}',

x,, Y, et z, sont des fonctions données d’un parametre ¢; a, 8 et y dé-
signent les cosinus des angles que fait avec les axes la génératrice pas-
sant par le point (x,, y,, 5,); ce sont aussi des fonctions de 2. A une
valeur du parametre / correspond, sur la génératrice, un point dont la
distance au point (=, y,, 3,) est égale a I. Toute ligne de la surface est
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16 EMILE PICARD.

déterminée par une relation entre /et ¢. La relation différentielle don-
nant les lignes asymptotiques a la forme

gé + X +X 0+ Xy =0,

comme I’a montré pour la premiere fois M. Bonnet. De ce fait résulte
une propriété des lignes asymptotiques de la surface. Prenons quatre
solutions quelconques [,, l, I, et ;. D’apres le théoreme précédent, le
rapport anharmonique de ces quatre fonctions de ¢ est indépendant
de z. Nous en déduisons qu’une génératrice quelconque rencontre quatre
lignes asymptotiques données sur la surface en quatre points dont le rap-
port anharmonique est constant.

Dans le cas ou I'on connait sur une surface réglée trois lignes
asymptotiques, toutes les autres sont connues immédiatement, sans
qu’il y ait aucune intégration a effectuer. Conservons les variables que
nous avons choisies plus haut. Nous avons, en désignant par /,, 1, /,
les trois intégrales connues, c’est-a-dire les valeurs de / donnant les
trois lignes asymptotiques, l'intégrale générale

-1 L—1
l—_—_——-l—a : 17:-—-_/3 —= const.,
qui exprime la constance du rapport anharmonique.

10. Supposons maintenant que nous connaissions deux lignes
asymptotiques d’une surface réglée. On aura, dans ce cas, deux solu-
tions de Péquation différentielle de Riccati. La connaissance de ces
deux solutions permet de ramener 3 une quadrature la recherche de
I'intégrale générale. On peut, dans ce cas, opérer de la maniere sui-
vante la séparation des variables :

Désignons par p. le ‘parametre dont dépend la position d’une géné-
ratrice.

Soient x = M,, y = M,, z = M,, ¢ == M, les valeurs fixant le point
de la premiere ligne asymptotique sur la génératrice correspondant
a la valeur g du parametre; les M sont des fonctions de ce parametre.

Soient de méme x == N,, y =N,, z == N,;, ¢t = N, les valeurs des
coordonnées du point de la seconde ligne asymptotique sur la méme
génératrice; les N sont des fonctions de p.
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APPLICATION DE LA THEORIE DES COMPLEXES LINEAIRES, ETC.

y=M,4-vN,,

Z:M3+VN3,

de cette surface, est, comme on le reconnait sans peine,

M,

M,

M,

M,

N,

N.

N

N,

a, v,
du. du
¥,
du. dp
aum, dN,
A TV dp
dM, dN,
T de

c’est une équation de Riccati.

la simplifier. On a, en effet,

o
ey
Ny
ey

M,
dp?
d’Mg
dw?
d*M,
du?
dM,
dy?

-t

-+

B

+

du?
vidz—Nz -+
du?
d‘u'
dZN‘

v e

-+

+

L’équation différentielle peut alors s’écrire

M,

M.

M,

M,

N,

N,

N,

N,

dN,
rn
dN,
rn
dN,
rm
dN,
dp

dM,
dp?
d2 M1
dp?
dw
I
dp?

M, N,

M. N

M3 N;

Ms N‘

& d
du. dp.
v d.
du dp.
do dN
dp. dy.
dv dN,
*d d

t:M‘ -+ 'UNA-

=03

., dN, dN,

Mo e

m, N, N &N

et dp.

dN, d:*N,

R R %

dN, d'N,

N g
dM, d&'N, dM,
T d woN
dM, d'N, M, N, M
dp  dw? +2§1 dp
dM, &N, dal o N dMs
du. dy? : s 7(;
dM, d'N, dM,
QA Mo N g
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La position d’un point quelconque sur la génératrice peut étre fixée
par les équations

En faisant varier p. et v, on aura tous les points de la surface. La
relation différentielle entre p. et v, donnant les lignes asymptotiques

Les hypothéses faites sur les lignes M et N vont nous permettre de




18 EMILE PICARD.

Nous la mettrons sous la forme

d(M,+N,) d'(M,-+N) dM, dN,
MoN S i MoNE
M. N d(M,+N,) d'(M.+N,) M, N, dM, _‘!El

Od] W A . de dp |
4 ‘I N AN @MEN) v x AM dNs
3 3 dH, d[.L’ 3 3 d[..( dy.
d(M,+N,) d&M+N) dM, dN;
M4 Ns d[,L d{].' M‘ Nl dy. d[l

La recherche des lignes asymptotiques est donc ramenée & une seule
quadrature.

Considérons une surface réglée dont les génératrices fassent partie
d’un complexe linéaire. Nous avons montré (2) comment on pouvait
obtenir immédiatement une ligne asymptotique de cette surface; mais,
et c’est 1a le point important, cette ligne asymptotique rencontrant
chaque génératrice en deux points, nous devons la compter pour deux.
Par conséquent, la recherche des lignes asymptotiques de toute surface
réglée, dont les génératrices font partie d’un complexe linéaire, dépend
d’une quadrature.

11 peut arriver que les génératrices d’une surface réglée appar-
tiennent 2 une infinité de complexes linéaires. Une ligne asymptotique
correspond alors sur la surface a chacun de ces complexes. On a, dans
ce cas, toutes les lignes asymptotiques. Les tangentes d’une quelconque
de ces courbes appartiennent 3 un complexe linéaire. On sait que toutes
les droites qui font partie d’une congruence rencontrent deux mémes
droites. Sur les surfaces réglées dont nous parlons se trouvent donc
deux droites singulieres rencontrant toutes les génératrices. La possi-
bilité de trouver les lignes asymptotiques d’une surface réglée possé-
dant deux droites singulieres a été signalée pour la premiere fois par
M. Cremona.

11. Je vais appliquer les résultats généraux que je viens d’indiquer
a certaines surfaces réglées unicursales.

Je commence par rappeler quelques considérations sur les surfaces
unicursales, qui ont été étudiées par M. Clebsch (Math. Annalen, 1869).
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APPLICATION DE LA THEORIE DES COMPLEXES LINEAIRES, ETC. 19

Soient x, y, z, ¢ les coordonnées homogenes d’un point de la surface.
Nous avons pour cette surface

z=file,B7)s y=filaBsy)s z=filxBby), t=file,Biy)

égalités o les f désignent des fonctions entieres, homogenes et de
degré n de o, fB-et y. A un point représenté dans un plan en coordon-
nées homogénes par (z, 8, y) correspond sur la surface le point
(x, y, 3, t), et réciproquement, & un point donné sur la surface ne
correspond, en général, qu’un point sur ce plan, que M. Clebsch ap-
pelle le plan de la représentation.

On exprime aisément le degré N de la surface. Considérons, a cet
effet, les courbes planes

Sile,By) =0, fila,B,y)=0, [file,B7)=0, fila,B,7)=0.

Soient x, le nombre de leurs points simples communs; x, celui de
leurs points doubles communs, ...; z celui de leurs points multiples
d’ordre K communs. Je suppose qu’en aucun de ces points les quatre
courbes n’aient de branche ayant méme tangente. Le degré N de la
surface s’exprime par la formule

N=n—2 —4z.—...— Kz,

Si les quatre courbes f ont un point multiple d’ordre (n —1) com-
mun, la surface sera une surface réglée unicursale. Réciproquement,
toute surface réglée unicursale peut étre obtenue au moyen de quatre
courbes ayant un point multiple commun, dont 'ordre est inférieur
d’une unité a celui de la courbe.

Nous n’emploierons pas dorénavant, dans le plan de la représenta-
tion, les coordonnées homogenes; nous désignerons les axes auxquels
nous rapportons les points de ce plan par OX et Op.

Supposons que le point multiple commun aux quatre courbes soit a
I'infini sur I'axe des X. Les équations des courbes servant & définir la
surface auront la forme A +B = o, ol A et B sont deux polynomes
en .

La surface sera définie par les équations

__ A +B, _A2+B, Asd+ B,
=arxB’ Y5 FB’ *TAisB
3.
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20 EMILE PICARD.

Pour une valeur constante donnée 2 1, on obtient, en faisant varier 2,
une génératrice rectiligne. Nous avons

MAzx—A,)=B,—Bzx, AAy—A,)=B.—By, AAz—A,)=B,—Bj

d’ou
AB,— A.B AB,—A,B, __AB.—A,B_ 'A,B,—A,B.
= AB,—AB T AB,—A,B’ YT AB,—AB° " AB,_A.B

L

x

Les équations d’une droite étant x=az + p, y = bz + ¢, nous
avons écrit I’équation d’un complexe sous la forme

Le+Mb+N—Qp-+Pqg—R(ag— bp)=o.

Les génératrices de notre surface réglée appartiendront & un complexe
linéaire, sil'on peut trouver des quantités L, M, N, P, Q et R telles, que
P’on ait identiquement

(15) | L(AB— AiB)+ M(AB, — 4,B) - N(AB, — A,B)
+P(A,B,—A,B,)+ Q(A;B,— A,B,)+ R(A,B,—A,B,)=o.
12. Parmi les surfaces réglées unicursales, nous rencontrons les
surfaces gauches du troisieme ordre. Toute surface gauche du troisieme
ordre est unicursale. Considérons, en effet, une conique tracée sur la
surface. Par chacun des points de cette courbe passe une génératrice; *
comme la conique est une courbe unicursale, il s’ensuit que chaque
génératrice est déterminée individuellement.
Toute surface réglée du troisieme ordre peut étre définie (Bor-
chardt’s Joz‘tmal, Band 67) par les équations

_Ad+B, A0+ B, A+ B,
TAN+B YT OER *Taiss’

o A=ap’+bp-+c, B=dp-+e, Ai=ap*+....
Sur le plan de la représentation, c’est-a-dire sur le plan des g, &
une génératrice de la surface correspond une parallele a I'axe OX;

nous obtenons, en effet, une génératrice de la surface en donnant a p.
une valeur constante. -

Une surface gauche du troisieme ordre a une droite double. Elle
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posséde en outre une seconde droite singuliére qui rencontre toutes
les génératrices. Nous obtenons cette droite en faisant X = o. Elle
correspond, par conséquent, a 'axe Op.

Le premier membre de la relation (15) du n°® 11 est ici un polynéme
du troisieme degré. Nous n’aurons que quatre équations homogenes
entre les six quantitésL, M, N, P, Q et R. Les génératrices de la sur-
face appartiennent donc 2 une infinité de complexes linéaires. Un des
rapports reste arbitraire. |

Le fait était d’ailleurs évident a priori, car tous les complexes, ayant
pour droites conjuguées la droite double et la droite singuliere de la
surface, répondent a la question. On sait, en effet, que toute droite
rencontrant deux droites conjuguées par rapport a un complexe appar-
tient elle-méme au complexe.

Cela posé, considérons un des complexes auxquels-appartiennent les
génératrices de la surface. A ce complexe correspond, sur la surface,
une courbe dont il est facile de trouver le degré. Celui-ci est, en effet,
égal (3) 2 la classe d’une section plane quelconque. Or cette section est
une courbe du troisitme degré ayant un point double. Sa classe est
donc égale a quatre. Nous avons donc sur la surface une courbe gauche
du quatrieme ordre. Cette courbe est une courbe asymptotique de la
surface (3). C’est un fait dent on peut se rendre compte ici de la ma-
niére suivante : Prenons, en effet, un point quelconque A de la courbe,
et menons le plan polaire de ce point, ¢’est-a-dire le plan tangent en
ce point a la surface. Ce plan coupe la surface suivant la génératrice D
passant en A, et suivant une conique C passant aussi par A. Cherchons
les points ol la courbe gauche du quatrieme ordre rencountre le plan
considéré. Ce sont, comme nous I'avons démontré (3), les points de
contact des tangentes menées par le foyer A du plan a la section faite
dans la surface par ce plan. Or, si du point A on mene les tangentes i
cette section, trois des guatre tangentes que I'on peut mener, en géné-
ral, viennent confondre leur point de contact en A. Le plan a donc en A
trois points de rencontre avec la courbe confondus. 1l est osculateur
en ce point a la courbe. Le quatritme point d’intersection est le
point A’, second point de la courbe gauche située sur la génératrice D.

13. Proposons-nous de rechercher 'équation de la courbe qui, dans
p .
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le plan M, représente une de ces courbes du quatrieme ordre. Consi-
dérons donc un des complexes auxquels appartiennent les génératrices
de la surface. Le plan polaire du point («, y, z) est

(L+Qz—Ry}(X—x)+ M+-Re—Pz) (V—y, +(N+Pyr—Quz)(Z—2z)=o.

Nous voulons avoir la courbe telle, que le plan polaire de chacun de
ses points soit en ce point tangent  la surface. Il nous suffira pour cela
d’écrire que ce plan contient la tangente i la courbe décrite par le
point (z, y, z) donné par les formules

A1+B. A2 + B,

_ A:d+ B, sA+ B,
T AX+B

A
A2+ B P =73ixB’

lorsque, laissant X constant, on fait varier .

Désignons par dz, dy, 0z les différentielles de z, y, z prises par rap-
port & u. Le plan polaire de «, y, z contenant la tangente 4 la courbe
que nous venons de définir, on aura

(L+Qz—Ry)dx+ (M+Rz—Pz)9y+ (N+Py—Qx)dz =o,
c’est-a-dire, en remplagant dx, dy, 0z par leurs valeurs,

(L +Q3z — Ry)[(A, 2+ B,) (AX+B) — (A'A+B'){A, A+ B,)]
4 (M~+ Rz — P3)[(A, A +B,) (AA+B) — (A'A+B') (Ad + B,)]
-+ (N + Py — Q) [(A, A+ B,) (AX+B) — (A'A+B') (A, A -+ B,)] =o.

Si nous substituons 4 x, y et z leurs valeurs, nous avons la relation
entre X et p. donnant la ligne de la surface correspondant au complexe
défini par L, M, N, P, Q et R, ces six quantités satisfaisant, bien en-
tendu, aux quatre équations que I’on obtient, en écrivant que I'équa-
tion (15) est identiquement vérifiée.

L{(A'2+B,)(AX + B)— (A'A+B')(A;A -+ B,)]

M[(A,A+B,) (A + B)— (A'A+B')(A:A + B,)]

o) 1 T NIAAB)AR + B)— (A4 B(A) + B

P[(A:d + B.) (A2 +B,)— (A;A -+ By) (A, A+ B,)]

Q[(Ask + B,) (A2 +B,) — (A, A+ B,))A, A+ B,)]
R[(Aid + B.) (A, 2+ B,) — (AA+B;) (A, A+ B)] =
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Cette relation est du quatrieme degré en X et p.. On peut I'écrire

U+ Vi+W=o;
ona
U=L(AA — A A} + MAA, — A A )+ - R(AA, — A A

Les A étant des polynomes du second degré, on voit que U est aussi un
polynéme du second degré en .,

W=L(BB,—B,B) +...+R(B,B,—B.B,).

B étant du premier degré, W se réduit 2 une constante.
Enfin

V=L(AB,—B'A, +-BA,— BA") + .. +-R{A,B,— D' A, +B,A, — B,A');
or on a identiquement, d’aprés I’équation (15),
L(AB,— B'A,) + M(AB, — B'A,) --...= — [L(B,A"— BA,) . .]:
par suite, on peut ¥Yerire
V=2[L(AB,— B'A,) +...+R{A,B, — B/ A,)].

On voit que V est un polyndme du premier degré en p.

L’équation (16) est du quatrieme degré par rapporta X et . En
I
A
degré; X et u peuvent donc s’exprimer rationnellement en fonction
d’un parameétre. Il s’ensuit que la courbe gauche du quatrieme ordre
est une courbe unicursale. Les lignes asymptotiques des surfaces
gauches du troisieme ordre rentrent, par conséquent, dans la famille
des courbes unicursales du quatrieme ordre, étudiées par M. Appell
(Comptes rendus, 18 décembre 1876). Chacune de ces lignes possede
deux points ol le contact de la tangente avec la courbe est du second
ordre, ce qui est d’accord avec la formule générale N = 2(m — 3), que
nous avons donnée (8) comme expression du nombre des points de
cette nature pour une courbe unicursale d’ordre m, dont les tangentes
font partie d’'un complexe linéaire.

changeant A en =, on obtient une relation qui est seulement du second

1%. Nous considérerons comme application la surface du troisieme
ordre donnée par les équations

r=ud, y=»k, z=p%
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cette surface du troisieme ordre est la surface gauche générale du
troisieme ordre : nous voulons dire que, par des transformations homo-
graphiques convenables, on peut ramener a cette surface une surface
gauche quelconque du troisieme ordre (CLEsscH, Journalde Crelle, t. 67).

On aici
A=o, A=y, A=1, A;j=o,

B=1, Bi=o, Bi=o, B,=p;
I’équation (15) se réduit a

— Lp— M4 P — Qui=o;
donc
L=0, M=o, P=o0, Q=o,

et équation (16) devient
—R¥+2Np=o;
on a donc pour les lignes asymptotiques
¥=Cp,

C étant une constante arbitraire. Les deux points d’une quelconque
des lignes asymptotiques, ou la tangente a, avec la courbe, un contact
du second ordre, sont situés sur la droite double de la surface. Ce
sont I'origine et le point a I'infini sur 'axe Oz. Les deux génératrices,
passant en chacun de ces points, sont confondues et sont les généra-
trices d’inflexion de la surface. Elles sont tangentes a toutes les lignes
asymptotiques.

Une génératrice quelconque rencontre en deux points chaque ligne
asymptotique. Le milien de la distance de ces deux points est situé
sur Oz. On le reconnait en considérant les équations d’une ligne
asymptotique

3 U

X = (T’ Y= 7\, 3= 6’ .
£ s, .2 Z‘ _ .
Une génératrice z = p*,° = p coupe cette courbe en deux points

pour lesquels les et les y sont égaux et de signe contraire. On peut
donc dire, en remarquant que toutes les génératrices sont paralleles
au plan des xy et que la droite singuliere de la surface est 2 infini

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



APPLICATION DE LA THEORIE DES COMPLEXES LINEAIRES, ETC. 25

dans ce plan, qu'une génératrice quelconque rencontre une ligne
asymptotique en deux points conjugués harmoniques par rapport aux
points de rencontre de cette génératrice avec la droite double et la
droite singuliere. Cette propriété, qui se conserve par des transforma-
tions homographiques, appartient par suite 2 toute surface gauche du
troisieme ordre. Les deux points de rencontre d’une génératrice avec
une ligne asymptotique variable forment sur cette droite deux divisions
homographiques en involution. Il suit de ce que nous venons de dire
que les deux points doubles de cette involution sont les points de
rencontre de la génératrice avec la droite double et la droite sin-
guliere. .

On peut trouver les lignes asymptotiques d’une surface réglée du
troisieme ordre par les considérations géométriques dont s’est servi
M. Darboux (Bulletin de la Société philomathique) pour trouver les lignes
asymptotiques de la surface de Steiner. On démontre aisément qu’une
surface réglée du troisieme ordre peut étre donnée par les équations

z=fihp), r=fihu), s=fhp) t=filbe)

ou les courbes f,(},u)=o0, ... représentent des coniques passant
par un point fixe O, et divisant harmoniquement un segment de
droite AB. Cela posé, une section plane quelconque de la surface, qui
est donnée par I’équation

ASi(h ) +BA )+ C Ay ) +D fild, p) =o,

est représentée par une conique passant en O et partageant harmoni-
quement AB. Soit M un point quelconque du plan de la représentation.

N P
\- M
~

A ce point correspond un point M’ sur la surface. Toutes les sections
planes de la surface, passant en M’, sont représentées par des coniques

4
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passant en M et en O, et divisant harmoniquement AB. La section de
la surface, par le plan tangent en M, aura pour représentation une
conique ayant un point double en M. Celle-ci se composera donc de la
droite MO et d’une seconde droite M3 coupant AB en un point § con-
jugué harmonique par rapport 2 A et B du point de rencontre « de
MO avec AB. La droite MO correspond a la génératrice passant en M’;
M@ est la représentation de la conique qui complete I'intersection de
la surface par le plan tangent. La tangente en M’ & cette conique est
tangente & la seconde ligne asymptotique passant en M’; donc la
représentation de cette ligne asymptotique sera une courbe tangente
en Ma MB. Nous avons donc a chercher des courbes telles que leur
tangente en un point quelconque M soit la droite M3 conjuguée de MO
par rapport aux droites MA et MB. On voit que la famille des coniques
tangentes en A et B 4 AO et BO répond 4 la question. On a donc ainsi

immédiatement les lignes asymptotiques de la surface.

~ 15. Passons maintenant aux surfaces réglées unicursales du qua-
trieme ordre ayant pour courbe double une cubique gauche. On peut
remarquer que toute surface du quatrieme ordre ayant pour courbe
double une cubique gauche est nécessairement une surface réglée uni-
cursale. Prenons, en effet, un point quelconque sur la surface. On peut,
par ce point, faire passer une sécante double de la cubique gauche :
cette droite rencontrant la surface en cing points est située tout entiere
sur elle. D'autre part, chaque génératrice est déterminée individuel-
lement, une section plane quelconque de la surface étant une courbe
unicursale.

Ces surfaces peuvent étre obtenues par les équations (CrEsscH,
Math. Annalen, 1870)

( x—A')‘+B' __ A+ R, Z_A37\+B,1
17) =m+B’ 7T A+’ ‘T A+B’
ol
A=ap*+bp+ec, B:dy.’—i—cy.%—f, AAd=apw—+...;
chacun des binomes AB, — A, B, ... entrant dans le premier membre

de I'égalité {15) est du quatrieme degré. Pour que cette égalité soit
identiquement satisfaite, nous aurons cinq relations homogenes et
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linéaires entre L, M, N, P, Q et R. Il y aura une solution et en général
une seule. Par suite, il y a en général un complexe et un seul dont
font partie les génératrices d’une surface réglée unicursale du qua-
trizme ordre ayant pour courbe double une cubique gauche. Signalons
une propriété de la surface résultant immédiatement de ce fait. Il existe
sur la surface quatre génératrices paralleles 2 un plan quelconque. Des
deux droites s’appuyant sur ces quatre génératrices, I'une est a l'in-
fini, I'autre est indépendante de la direction du plan. Considérons, en
effet, les plans paralleles au plan donné passant par chacune de ces
quatre génératrices. Les poles de ces quatre plans, respectivement situés
sur ces génératrices, sont en ligne droite, et celle-ci est le diametre
correspondant a la direction du plan. La seconde droite s’appuyant sur
les quatre génératrices est la droite conjuguée de ce diamétre: elle est
donc a Pinfini. De plus, tous les diametres étant paralléles, on voit
que la premieére droite a une direction constante, celle de 'axe du
complexe.

16. Considérons la courbe de la surface correspondant au complexe
dont font partie ses génératrices. Le degré de cette courbe est égal (3)a
la classe d’une section plane quelconque de la surface. Or toute section
plane est une courbe du quatrieme ordre avec trois points doubles (les
trois points ol elle rencontre la cubique double); elle est donc de la
sixieme classe. La courbe gauche est par suite du sixieme ordre. Cher-
chons la courbe qui la représente sur le plan des Ax. Nous avons vu
d’une maniere générale (13) que cette équation était

L{A\A+B)(AA+B)— (A2 +B')(AA+B,)]+... =03

A et B étant ici deux polynomes du second degré, cette relation est du
quatrieme degré par rapport a A et a p.
Ecrivons cette équation sous la forme

U+ VAW =o0;

on voit que U, V et W sont des polynomes du second degré en p.

La courbe représentée par cette équation entre X et u a deux
points doubles, un a I'infini sur 'axe OX et le second a P’infini sur Op.
Elle est donc du genre un. Il en est par suite de méme de notre courbe

4.
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gauche du sixieme ordre. L’équation du second degré en A permet d’ex-
primer X rationnellement au moyen de p et de la racine carrée d'un
polyndme du quatrieme degré en p.. Nous pouvons donc avoir aisément
les coordonnées d’un point quelconque de la courbe gauche du sixieme
ordre, exprimées rationnellement au moyen d’un paramétre . et de la
racine carrée d’un polyndme du quatrieme degré en p, propriété carac-
téristique des courbes dont le genre est un.

17. La détermination des autres lignes asymptotiques de la surface
est ramenée (10) & une quadrature.
Soient )" et 1” les deux racines de I’équation

UF¥+ Vi+ W=o.

Nous prendrous, en faisant usage des notations dont nous nous
sommes servis précédemment (10),

M, =AY+ B, N, =A% +B,,
M.— A2+ B, N:=AX + B,
M. =A<+ B, N, = A;} + B,,
M;=A¥» +B, N.=A) +B.

Reportons-nous 2 la relation différentielle (14) entre p. et v. Le mul-

tiplicateur de %’5 sera une fonction rationnelle de ., car il est symé-

trique par rapport 2 X’ et 2 2”; il ne change pas en effet quand on change
M en N et inversement.
Quant au multiplicateur de dy, il peut s’écrire

Moo N M COLN) (M N
du. du?
Mo—N, My N, ZMrNa) &M+ No)
1 du. dp?
I M,—N, M,+N, d(M;+N”) d’(hf}TN“)
w w
M,—N. M,+N, d(M:;fNa) (M, + N
i dy:

en ayant égard 4 ee que les lignes M et N sont des lignes asymptotiques.
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Tous les termes des trois derniéres colonnes seront évidemment des
fonctions rationnelles de u. Nous avons, d’autre part,

M —N =A%),
M.— N, = A{}— ),
M, — N, = A; (A — %),
M,—N,= A(¥—¥).

Nous aurons donc comme coefficient de di. une fonction rationnelle
de p, multipliée par ()" — X’), c’est-d-dire une fonction rationnelle
de 1, multipliée par la racine carrée d’un polynome du quatrieme de-
gré en p. La recherche des lignes asymptotiques sera ramenée, par
suite, & une intégrale elliptique.

18. Nous avons démontré qu'en général toutes les génératrices
d’une surface réglée unicursale du quatrieme ordre, représentée par
les équations(17), pouvaientappartenir a un seul complexe linéaire. Mais
st I'on suppose vérifiées certaines relations entre les coeflicients, les
génératrices appartiendront i une infinité de complexes linéaires. Dans
ce cas, la surface ne peut avoir pour courbe double une cubique gauche,
car, lorsqu’il en est ainsi, un plan quelconque coupe la cubique
gauche en trois points, et les plans qui contiennent les couples de géné-
ratrices passant par chacun de ces trois points déterminent nécessaire-
ment le foyer du plan considéré. Ce foyer étant ainsi déterminé d’une
maniére unique, les génératrices de la surface ne peuvent appartenir
a une infinité de complexes. Il est nécessaire, dans ce cas, que la sur-
face ait une droite triple. Elle posstde, en outre, une seconde droite
singuliére rencontrant toutes les génératrices. En un point quelconque
de la droite triple passent trois génératrices qui sont situées dans un
méme plan, le plan de ce point et de la droite singuliére. Nous trou-
vons dans ce cas, o la surface présente la plus grande analogie avec
la surface du troisieme ordre, toutes les lignes asymptotiques, qui sont
des courbes du sixieme ordre, dont le genre est un.

Parmi les surfaces dont les génératrices font partie d’une infinité
de complexes linéaires, ou rencontrent toules deux droites, nous
signalerons la classe des surfaces conoides. On sait intégrer 'équation
des lignes asymptotiques d’un conoide quelconque. La méthode con-
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duit donc sous ce rapport & un résultat connu. Elle donne une pro-
priété des lignes asymptotiques d’un conoide : ce sont des courbes dont
les tangentes appartiennent 3 un complexe linéaire.

19. Nous indiquerons maintenant une classe étendue de surfaces
réglées algébriques, dont toutes les lignes asymptotiques sont algé-
briques. Nous nous proposons de former toutes les surfaces réglées
dont les génératrices appartiennent 3 un complexe linéaire, et dont
toutes les lignes asymptotiques sont algébriques. Considérons un com-
plexe linéaire, et prenons une courbe algébrique quelconque. Soit M
un point de la courbe; dans le plan osculateur en M & la courbe se
trouve une droite MN appartenant au complexe. Le lieu de la droite MN
est une surface réglée. Démontrons que foutes ses lignes asympto-
tiques sont algébriques. Nous voyons d’abord que la courbe dont nous
sommes partis est une ligne asymptotique de la surface, puisqu’en
chacun de ses points le plan osculateur i la courbe est tangent & la
surface. D’autre part nous connaissons sur la surface une seconde ligne
asymptotique, puisque foutes les génératrices appartiennent 2 un com-
plexe linéaire, et, comme nous savons que nous pouvons compter
pour deux cette seconde ligne asymptotique, nous connaissons trois
lignes asymptotiques de la surface. Nous avons donc toutes les autres
sans aucune intégration; or les trois premieres ainsi que la surface
étant algébriques, il en est de méme de toutes les autres lignes asym-
ptotiques. Nous nous servirons pour les obtenir de la propriété relative
au rapport anharmonique (9). Soient, sur la génératrice MN, A et B les
deux points ol le plan polaire'et le plan tangent a la surface coincident.
Nous obtiendrons sur chaque génératrice un point d’une ligne asym-
ptlotique, en écrivant que le rapport anharmonique des quatre points
P, A, B, M a une valeur constante C. On voit ainsi qu’il y aura sur
chaque génératrice deux points d’une méme ligne asymptotique, car
on ne peut pas distinguer A de B. Nous pouvons donc dire que toutes
les lignes asymptotiques de la surface sont algébriques et rencontrées
en deux points par une génératrice quelconque, sauf toutefois la ligne
dont nous sommes partis, qui ne sera_rencontrée en général qu’en un
seul point. On voit, sans qu’il soit nécessaire d’insister, que, récipro-
quement, toute surface réglée dont les génératrices font partie d’un
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complexe linéaire, et dont les lignes asymptotiques sont algébriques,
admet le mode précédent de génération.

20. Nous allons maintenant chercher les surfaces dont les normales
font partie d’'un complexe linéaire. Cette recherche est un probleme de
Calcul intégral, qui revient & I'intégration d’une équation linéaire aux
dérivées partielles. Nous nous proposons de montrer ici comment des
considérations géométriques peuvent mener au résultat.

Traitons d’abord le probleme suivant : Un complexe linéaire étant
donné, trouver les courbes telles, que le plan correspondant & chaque
point de la courbe soit normal a celle-ci.

Prenons pour axe des z I'axe du complexe. Les équations des droites
ayant la forme normale, I'équation du complexe est ag — bp = k.

Le plan correspondant au point z, y, z a pour équation

—(X—z)y+{(Y—y)z+k(Z—2)=0;
on aura donc pour tous les points de la courbe cherchée

dz _dy _dsz
=y z kK’

c’est-a-dire, a étant une constante ainsi que C,
J

z*+y'=a, z-+C=karcsin C—;-

Toutes ces courbes sont des hélices tracées sur des cylindres de révo-
lution ayant pour axe I'axe du complexe, et dont le pas est conslant.

Cela posé, considérons deux surfaces dont les normales font partie
d’un méme complexe. Soit M un point de leur courbe d’intersection.
Menons les normales MN, MN’ 4 ces deux surfaces. Ces deux droites
font partie du complexe. Le plan MNN’ a donc pour pole dans ce com-
plexe le point M. Or ce plan est normal & la courbe d’intersection des
surfaces, puisque les droites MM et MN' sont évidemment normales &
cette courbe: donc, en chaque point de celle-ci, le plan correspondant
lui est normal; par conséquent la courbe d’intersection ne peut étre
qu'une ou plusieurs hélices correspondant au complexe. Nous remar-
querons que le raisonnement précédent se trouverait en défaut si la
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courbe C d’intersection était une courbe de contact des deux surfaces;
car alors, les deux normales MN et MN’ coincidant, on ne pourrait
plus dire que le plan correspondant & M est normal a la courbe.

Les surfaces les plus simples que nous puissions trouver, dont les
normales font partie d’un complexe linéaire donné, sont les cylindres
de révolution ayant pour axe I’axe du complexe. Considérons une sur-
face dont les normales fassent partie de ce complexe, et cherchons son
intersection avec un quelconque de ces cylindres. Cette intersection est
une hélice d’apres ce que nous venons de dire.

21. Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante :
Pour que les normales d’une surface appartiennent toutes & un complexe
linéaire, il faut et il suffit que cette surface soit une surface hélicoide.

Démontrons d’abord que la condition est suffisante. Nous prenons
donc une surface hélicoide. Toutes les hélices tracées sur cette surface
ont méme pas; il existe, par suite, un complexe linéaire ayant pour axe
Paxe de 'hélicoide, dans lequel le plan correspondant & chaque point
de la surface est normal & I'hélice passant par ce point. Toutes les nor-
males de la surface appartiennent  ce complexe. En effet, la normale
en un point quelconque de la surface, étant normale a 'hélice de la
surface passant par ce point, estsituée dans le plannormal i cette hélice;
elle passe de plus par le foyer de ce plan, qui estle point considéré :
c’est donc une droite du complexe.

En second lieu, la condition est nécessaire. Prenons, en effet, une
surface dont les normales appartiennent & un complexe linéaire. Nous
avons dit qu'un cylindre quelconque de révolution ayant pour axe I'axe
du complexe coupait cette surface suivant une ou plusieurs hélices.
Par chaque point de la surface nous pouvons alors faire passer une
hélice, et toutes les hélices ainsi obtenues ont méme pas. Par 'axe du
complexe faisons passer un plan quelconque. La section de ce plan
dans la surface est le lieu des deux points de rencontre du plan avec
toutes les hélices tracées sur la surface. Il est clair que la forme de la
section et sa position dans son plan par rapport 3 I'axe du complexe sont
indépendantes de la position de ce plan, puisque toutes les hélices ont
méme pas. On peut donc considérer la surface comme engendrée par
le mouvement d’un profil plan de forme invariable, dont le plan passe
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constamment par 1’axe du complexe et dont tous les points décrivent
des hélices correspondant au complexe. Le théoreme est par suite
démontré.

22. Cherchons les courbes de cette surface dont les tangentes font
partie du complexe auquel appartiennent les normales de la surface :
ces lignes sont des lignes géodésiques de la surface. Le plan correspon-
dant en chacun de leur point est en effet le plan osculateur a la courbe,
et il contient la normale 4 la surface, puisque cette droite appartient
au complexe. Mais cette propriété ne caractérise pas les lignes dont nous
parlons. En voici une autre qui les définira nettement. Prenons un
point M d’une de ces lignes C. Par ce point on peut faire passer une
hélice située sur la surface. La tangente en M & cette hélice est perpen-
diculaire a toutes les droites du complexe passant par M et notam-
ment & la tangente en M a la courbe C. Donc les lignes de la surface
hélicoide dont les tangentes appartiennent au complexe linéaire corres-
pondant & la surface sont les trajectoires orthogonales de la famille
d’hélices de méme pas tracées sur la surface.

On sait que toute surface hélicoide est applicable sur une surface de
révolution dont le méridien est convenablement choisi. Dans cette
déformation, les hélices de lasurface hélicoide deviennent des paralleles
de la surface de révolution. Cherchons ce que deviennent sur cette
surface les courbes dont nous venons de parler. L’angle de deux lignes
tracées sur une surface se conserve quand on la déforme. Les courbes
précédentes deviendront done sur la surface de révolution les trajec-
toires orthogonales des paralleles, c’est-a-dire les méridiens. Ainsi les
méridiens de la surface de révolution sur laquelle est applicable la
surface hélicoide deviennent sur celle-ci des courbes dont les tangentes
font partie du complexe linéaire correspondant a I’hélicoide.

De la propriété caractéristique des surfaces hélicoides on peut dé-
duire que toutes les normales menées par un point quelconque a une
de ces surfaces sont dans un méme plan.

23. Nous terminerons en donnant quelques propriétés des surfaces,
q
dont un des systemes de lignes de courbure est circulaire, ¢’est-a-dire
y S
des surfaces enveloppes d'une série de spheéres dépendant d’un para-

metre arbitraire.
5
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Nous avons démontré (9) que, dans toute surface réglée, une géné-
ratrice quelconque rencontre quatre lignes asymptotiques données sur
la surface en quatre points dont le rapport anharmonique est constant.
Considérons maintenant, sur une surface dont un des systemes de
lignes de courbure est circulaire, quatre lignes de courbure de 'autre
systeme; un quelconque des cercles du premier systeme rencontre ces
quatre lignes en quatre points dont le rapport anharmonique est con-
stant. On sait qu’on appelle rapport anharmonique de quatre points sur
un cercle celui du faisceau des quatre droites joignant ces points i un
point quelconque de ce cercle.

Soit
(1) (#—ap+(y—b)+(z—-cp—R=o

’équation de la sphere dont la surface est 'enveloppe; a, &, c et R
sont des fonctions données quelconques d’un parametre £. La caracté-
ristique, qui est, comme on sait, une ligne de courbure de la surface,
est définie par I'équation (1) et par I'équation (2)
da db de dR
(2) (.Z‘——a)-dT-{—(]"——b)m+(Z~O)E+RE‘—O
Soient x, y et z les coordonnées d’un point de la surface; les équa-

tions de la normale en ce point a la surface sont

X—2z Y—y 72

x—a y—b z—c¢

ou

r—a az-—ecex — —cy
X =7 , Y—=z7 b+bz cr.
zZ—c z—¢ 3—¢ z—¢

L’équation différentielle des lignes de courbure sera done
z—a bz —cr y—b ai —cx\
di=0) =) - ali=e) =) =
( da{(z —c)d(y —b) —(y —b)d(z —c)]

(3) +db[(x—a)d(z —¢)— (2 —¢)d(z—a)]
+de[(y—b)d(x—a)— (x—a)d(y—b)]=o.

ou

Cette équation, jointe aux équations (1) et (2), définit en fonction
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du paramétre ¢ les coordonnées x, y et z d’un point d’une ligne de
courbure.

Prenons, pour fixer la position d’un point du cercle défini par les
équations (1) et (2), angle que fait le rayon passant par ce point avec
une direction quelconque du plan du cercle. Nous choisirons, pour
cette direction, la droite du plan du cercle parallele au plan des xzy.

Soit Ax -+ By + Cz = o I'équation d’un plan, et considérons dans
ce plan un cercle de rayon r, ayant I'origine pour centre. Si x, y et z
désignent les coordonnées d’un point du cercle, et § I'angle que fait
le rayon passant par ce point avec la droite du plan du cercle, située
dans le plan des xy, on a

ACrsinf + Breost
= — ]
VIAT+B) (A2 B+ () JA B
BCrsinf Arcosf

I T A B Ar B+ () JAL B

2= _ﬂ’_.'LrsinO.
At B+ O

Dans notre probleme, les coordonnées du centre défini par les équa-
tions (1) et (2) sont

RdRda b RdR db __ RdRde
Tdavrdbrde VT T devdb+de T ¢ de+dbi+det

r—a

le rayon r du cercle est donné par la formule

R:dR:
r=R— e dh + do

enfin on a
A=da, B=db, C=dc;

donc les coordonnées d’un point du cercle (1), (2) peuvent s’exprimer
par les formules

_ RdRda dadec.rsinf db.rcosf
r=a— . — -+ ’
do+db*+dc  yda'+ db?) (da* + db* + do*)  Jda*+db?
RdRdb dbdec.rsinf da.rcosf
f:b"‘. 3 Py Pl — )
da’+db*+de’  \[[da*+ db*) (da* + db* + d¢*)  \Jda*+ db*
t—e— RdRdc \/ da’+db? 06
T dwxdirde TV daxdb+de "
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En remplacant, dans P'équation (3), «, y et z par ces valeurs, on
obtient une équation différentielle entre § et ¢, qui est 'équation diffé-
rentielle des lignes de courbure. Apres de nombreuses réductions, qui
s’offrent d’elles-mémes, cette équation prend la forme

(4) Mg—? + Nsing +Pcosf +Q=o.

M, N, P et Q sont des fonctions de ¢.

6 . .
Prenons tang  au lieu de § pour fonction inconnue.

Soit tang—z— =u, ona

. 2u 1—u
sinf— ——, cosb = .
I+ U 1+
L’équation (4) devient alors
du
2M3t— +2Nu+POr—w)+ Q1+ w)=o.

C’est une équation de Riceati.
Par conséquent, d’apres le théoreme du n° 9, le rapport anharmo-
nique de quatre solutions ne dépend pas de ¢. Soient 6,, §,, §,, 6,

quatre solutions; le rapport anharmonique de tang-ez—', tang%, tang—f—“

6 T
et tang - est constant, c’est-d-dire

tan gi—dan % tan gf-—tan =
g 2 g 2 g 2 g 2

: = const.
tan b _ tan 2l 1an b _ tang =
g 2 g 2 g 2 g 2

ou

sin 0. — b sin 0, — 6
2 2

: — = consl.
6! - 64 . 62 - 94
sin 2~

2 2

Cette derniere égalité exprime le théoreme que nous avons énoncé;
car le premier membre est le rapport anharmonique de quatre points
situés sur un cercle, tels que les rayons passant par ces points fassent
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respectivement des angles égaux & G,, 6,, §;, 9, avec une méme direc-
tion.

24. De ce théoreme résultent les mémes conséquences que celles
qui ont été signalées pour la recherche des lignes asymptotiques des
surfaces réglées.

La connaissance d’une ligne de courbure raménera la recherche des
autres a deux quadratures. Si 'on connait deux lignes de courbures,
on pourra obtenir les autres par une seule quadrature. Enfin la con-
naissance de trois lignes de courbure permet d’obtenir les autres sans
aucune intégration.

Il existe une classe de surfaces ayant un systeme de lignes de cour-
bure circulaires dont on connait a priori une ligne de courbure du
second systeme. Ce sont les surfaces enveloppes d’une série de spheres
coupant une sphere fixe sous un angle constant. Il y a plus : la con-
naissance de cette ligne de courbure équivaut a deux, car elle coupe
chacun des cercles du premier systeme en deux points; donc, dans ces
surfaces, la recherche des lignes de courbure du second systeme est
ramenée a une quadrature. On voit 'analogie qui se présente entre ces
surfaces et les surfaces réglées dont les génératrices font partie d’un
complexe linéaire. Considérons d’abord une surface enveloppe d’une
série de spheres coupant un plan donné sous un angle constant. L’en-
veloppe des cercles suivant lesquels la sphere mobile coupe le plan est
une ligne de courbure de la surface. Cette ligne est, en effet, une ligne
de courbure pour le plan : celui-ci d’ailleurs coupe la surface sous un
angle constant. La ligne considérée est donc aussi une ligne de cour-
bure pour la surface, d’aprés un théoreme di a Joachimstal. On voit,
en outre, que chacun des cercles du premier systeme rencontre en
deux points cette ligne de courbure.

Le raisonnement est identique dans le cas oli, au lieu d’un plan
fixe, on a une sphere. L’enveloppe des cercles de cette sphére, suivant
lesquels la coupe la sphere mobile, est une ligne de courbure de la sur-
face, que rencontre en deux points chaque cercle du premier systeme.

Nous avons considéré des surfaces dont les génératrices faisaient
partie de deux et par suite d’une infinité de complexes linéaires.
Nous obtiendrons ici des surfaces analogues en prenant des surfaces

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



38 EMILE PICARD. — APPLICATION DE LA THEORIE DES COMPLEXES LINFAIRES, ETC.

enveloppes d’une série de spheres coupant deux spheres données sous
des angles constants. Toutes les sphéres qui coupent deux sphéres
données sous des angles constants coupent également, sous un angle
constant, une sphere quelconque passant par l'intersection des deux pre-
migres. Cela nous montre que nous pourrons considérer d’une infinité de
manieres notre surface comme I'enveloppe d’une série de spheres cou-
pant une sphére donnée sous un angle constant. Nous pourrons donc
avoir immédiatement toutes les lignes de courbure du second systeme
de cette surface. Ces lignes seront des courbes sphériques situées sur
des spheres passant par I'intersection des deux premiéres spheres.
Chaque ligne de courbure du second systeme rencontre en deux
points les cercles de courbure du premier, et deux lignes de courbure
du second systeme sont rencontrées par un cercle quelconque du pre-
mier systeme en quatre points, dont le rapport anharmonique est
constant.

Vu et approuve.
Paris, le 7 mai 1877,
L.e Dovenr pe 1A Facurrt pes Sciewces,
MILNE EDWARDS.
Permis d’tmprimer.
Le Vice-RecTeur pE 1’ AcapémiE pe Paris,

A. MOURIER.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

1° Développement d’une fonction de deux variables en une série
formée des fonctions Y,, Y,, Y., ... de Laplace.

2° Des figures ellipsoidales d’équilibre que peut affecter une masse

uide homogene, ise uniqu : cti e de ses
fluide hom e, soumise uniquement & I’attraction mutuelle d

parties et animée d’'un mouvement de rotation uniforme autour d’un

axe de direction invariable.

Vu et approuve.
Paris, le 7 mai 1877.
Le Doven pe ra Facurrt pes Sciences,
MILNE EDWARDS.
Permis d'imprimer.
Le Vice-RecTEUuR DE 1L’ ACADEMIE DE PARISV/’g\T&F‘;{#

AN 7
A. MOURIER. /¥ .
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3766 Paris. — Imprimerie de GAvTmER-VILLARS, quai des Augustins, 55.
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