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THESE D’ANALYSE.

SUR LA THEORIE ANALYTIQUE DES FORMES HOMOGENES.

Les recherches suivantes, terminées depuis déja longtemps, ont été en-
treprises 4 la suite de la réception de trois remarquables Mémoires (*) que
M. Cayley a bien voulu me communiquer, et qui représentaient pour moi le
dernier mot des faits acquis sur la théorie des formes. J'ai essayé d’étendre
et de généraliser quelques résultats de 'auteur, et je crois en avoir établi de
nouveaux. Si, par cas, je m’étais rencontré en certains points avec quelques
analystes dont les écrits auraient paru dans I'intervalle, je prie les auteurs que
j’aurais omis de citer, de vouloir bien metire cette omission sur le compte
de mon isolement actuel relativement aux publications qui ont trait a la
présente théorie. :

Indépendamment des trois Mémoires que je viens de mentionner, je ren-
verrai le lecteur aux éminents travaux que MM. Sylvester et Hermite ont
publiés antérieurement dans le journal de Cambridge et Dublin (*), et
dans celui de M. Crelle (***). Je mentionnerai enfin un Mémoire inséré
au tome XX du Journal de M. Liouville, par la raison que I'analyse que je
vais développer coincide en divers points avec celle dont j’ai fait usage dans
le Mémoire dont il s’agit.

I
De la constitution et du calcul des covariants d’une forme homogeéne
a un nombre quelconque d’indéterminées.

1. Soit f une fonction homogeéne, d’ordre 7, des variables x, y, z que je
supposerai au nombre de trois, pour fixer les idées, ce qui ne nuira en rien

. (*) Poir, dans les Transactions philosophiques (1854, 1855, 1856), les Mémoires ayant
pour titres : Memoirs upon quantics ; — Researches on the partition of numbers.

= Années 1852 et 1854.

(™) Tome LIL.
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(4)

a la généralité des formules que leur symétrie permettra de modifier
tout de suite pour le cas d’'un nombre quelconque de variables. Je repré-
senterai, suivant I'usage, cette forme par

f:Z——”[ a ey

Mptel e T IF,

oul + p~+ v = n et ou A! désigne le produit continuel 1,2,3,..., ).
Soit une autre forme d’ordre m,

m/! §
R A T

dont les coefficients A, ,, . sont considérés comme des fonctions des a;,,_, ,,
déterminées par les conditions suivantes, savoir : Que si I’on fait subir aux
variables &, 7, 3, une substitution unimodulaire quelconque, ce qui change
les a;, ,,, €n a'’,,..etlesA,, .enA, . A, . nesoitautre chose que ce
que deviendrait la fonction Ay gr si 'on substituait directement dans son
expression les a,, u,» au lieu des a, , ,. Les formes F qui jouissent de cette
propriété ont été appelées, par M. Sylvester, des covariants de f. Lorsque F
est de I'ordre zéro, elle prend le nom d’invariant a cause de la propriété
qu’elle acquiert de rester identique 2 elle-méme quand on la compose avec
les coefficients de f ou avec ceux de la transformée f'.

Pour traduire analytiquement ces conditions, je prendrai, comme je I’ai
fait & propos des invariants, la substitution unimodulaire, et en quelque
sorte élémentaire

X=x, y=y-+ecx, z2=2,
qui donnera

24 = a,; —f")\Ea —}—)\()\—])E’za bl
Jyprgy T Ay A—T1, p1,v _1—“2—‘ )—-2,/.L+2,w+ 5 0 Ao, )+pyva
ASE = A + peA = + A
=g dn =, PEBp—s, gtr,p T eee & Ao, p+q,rs
d’ou
) e ] dA’ :
-——"’—’U‘—’——J=>\ﬂ)___l,p+,,7 __’].L.(.].’_C:pAp——l,q—}—!,r'
ds ‘ de ¢

: 37 I3 . g ’
Donc en considérant A, , . comme dépendant immédiatement des a; ,, .,
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on aura

T ! d ’ P
dA,q, otz 2 dAp,q,r. a; By E )\a; dAp,q,r‘
de =i 0 dai de 2! — 1, p+1, “da' )
T

Aotk ¥

c’est-a-dire

4
4 p-qr 4
Ea' A B—typtip gt = i AP = iR
d py v
A 1) : . . ‘ 1
ou 'on peut supprimer les accents, puisque A, , , dépend des ), o de 12
méme maniére que A, , . des a, , ,, d’apres les conditions ci-dessus énon-
cées. D'apres cela, si ’on désigne par ©,_ , 'opération Y Aa i
' p 9 g p 2y o p = A—1 pt1, Y dg}.‘ 2
hy My ¥
on aura
6)./1. Ap,q,r — pAp—1,q+1 S
(A) O Apgr = qApg—t, r+1

®v). Ap,q,r == 1 Ap+1,q,r——4 9
les deux derniéres équations provenant des substitutions

x =z, y=y, z=z+uy
et
x=x+y% Y=y, =2

Comme les trois substitutions aboutissent A la substitution unique
r=x+77, y=y+ clereye s B— 2 Ay,

les équations (A ) conserveront identiquement leur forme quand on fera dans
f et F cette derniere substitution, et par conséquent quand on la superpo-
sera trois fois de suite A elle-méme, ce qui conduira évidemment a une sub-
stitution unimodulaire générale. Donc ces équations multiples (A) sont les
conditions analytiques nécessaires et suffisantes pour que F soit un cova-
riant de f.

2. On remarquera que l'on a

m! .
0;.F = E};! qlr!xp]'q 2 05 Ap,q,rs
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( 6 )
ou blen, -en ayant égard a la. premlere equatlon (A) et changeant ensuite p
enp—4—1 qenq——l g P

@Alu. ——JL‘Z 'q'r'q p,q,rxqu_
c’est-a-dire !
| dF

@)ﬂF—xd—y'

Si I’on elit pris pour F la fonction f elle-méme, on aurait eu manifestemnent
b

Adf.

En partant de cette considération que, pour une fonction donnée f; il existe
toujours une certaine opération- différentielle effectuée sur les coefficients
qui équivaut a x:%a M. ‘Céyley,' dans le travail déja cité, fait observer
qu’outre la forme donnée, il en existe une infinité d’autres en général jouis-
sant de cette équivalence d’opérations, quand on considére leurs coeffi-
cients comme des fonctions de ceux de la forme primitive. A cause de cette
proprlete commune, ces formes sont alors des covariants de celle-ci. Il est
clau_' qu ‘en prenant pour pomt de depart cette proprlete, on aurait pu ar-
river aux équations (A) pourvu qu’on etit défini préalablement Popération
différentielle qui doit affecter les coefficients : or cette opération peut s’ob-
tenir ev1demment sur-le-champ si 'on observe que, abstraction faite du fac-

flb’
teur polynomlal x - donne pour terme général

! i S
Ay, 2 Y 2

et.que, pour déduire ce méme résultat de la forme f'sans toucher aux va-

d
rlables x, y, zyil suffit d’ employer I'opération - ot - qui supprime a,,_,, ,,
o Sl
et de multlpher par Aeta—s, p-1,»° la somme
d
2 Aty sy g
%y 57

modifiant de la méme maniére et individuellement chacun des coefficients,
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(»)
est précisément Uopération différentielle requise. En suivant cette idée d’é-.
quivalence, on serait conduit & une trés-grande généralisation, mais aussi a
une non moins grande complication de la théorie des formes. Une forme
étant donnée, on peut toujours trouver effectivement une opération effec-
tuée sur les coefficients (on fait naturellement abstraction de toute idée

LS

d’intégration) qui produise sur la fonction le méme effet que x 75 par
exemple, ou que

fl"f hf dl'f
3 mlt—
xh =2 + xy" d,,—l—x“d-;@,;%—..‘,

ou réciproquement, ayant adopté une opération différentielle, on peut dans
une infinité de cas trouver 'opération équivalente sur les variables. Ainsi,
si on cherche comment il faut modifier les coefficients pour reproduire je

2

x* d T,
suppose I—d__}’{, on remarquera que le terme général de f devenant par
a:f

'opération j e

n! d4-3
Ly : -3 A —2 oy
ETT T R Sk

ou, en changeant A en A — 2, pen 11 + 2,

e

S e s it
A e ek LS LG AR

pour reproduire ce méme terme par une opération faite sur les seuls coeffi-
cients, il suffira de prendre

‘ 2 (A—1) d
D3 za”‘”—“—“}-~—2m+2,' TR T

Les diverses fonctions F qui jouiront d’une propriété analogue seront des
lors soumises 4 des conditions telles que

. plp—1)
®rp Apygr =135

p—2, q+2,7°
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(8)
‘Cette affinité de variabilité pourrait encore meériter aux formes F le nom de
covariants ou de synvariants. Mais ici cette sorte d’indifférence aux sub-
stitutions linéaires qui caractérise les covariants ordinaires disparait, et avec
elle en grande partie 'importance de ces nouvelles fonctions.
5. Je reviens aux équations (A). En appliquant a la premiere A fois de

suite 'opération @, ce que je désigperai par ©;,, on aura, en vertu de cette
méme équation, g

@IALFAP,%,: p-p—1Li...p— b+l.Ap.-},,q+/,,r,

et en particulier

p+i L
0% Apgr=0;

et aussi

g-+1 y £ 74 g
05, Ay gr=0, 0,0 Ap g r=0;...,

puis en appliquant & fois de suite opération @,,, on aura, en vertu de la
seconde,

0%, 854, =p-p—1 cop—h+1.g+bhgrh—1..grh—k+1Ap gtk

formule qui, en faisant p =m, ¢ =r =0, devient

k k
A i Ouy ®ipAm, 0,0
m—h, b=k k = o bt L h—1. h—k 4T

et fait dépendre tous les coefficients A, , . du premier A, , ,. C'est a un
résultat pareil qu’est arrivé M. Cayley dans le Mémoire déja cité, pour le
cas des formes binaires dont il s’est spécialement occupé. Quant a ce coef-
ficient principal Ao, 11 est déterminé lui-méme par les équations

m—+4
0 Am,o,0 = 0,
045 Am,o,0

0.1 Am,0,0=0;

|

o,
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(9)

et ’on va voir tout 4 I'heure que la premiére de ces équations peut étre sup-
primée moyennant d’autres relations que je vais bientot établir.

On peut déduire tous les coefficients du premier d'une maniere plus sy-
métrique en observant que '

roq
93005 A0,
e— 2
par m.m—1i...p-+1

A

les opérations @,,, 8,, pouvant étre interverties 4 volonté, ce qui a évidem-
ment lieu quand ces symboles ont le premier ou le second indice commun.
En vertu de cette relation, on peut écrire symboliquement

L &
—®)fJ.> <— ®)V\)
F= x™ <T £ A

q!r!

m,0,09
ou

x z
—G)u—'__@)y
Pr=agie™- = AR o

’ . . . i 2z X
le développement de 'exponentielle suivant les puissances deé et — s'arre-

tant de lui-méme aux termes de degré m inclusivement, a cause que, pour
r+gqgsm-+1,

r q
@), 6)‘1”' Am,o,o = 0.

4. Les formules (A), définissant complétement un covariant, renferment
implicitement toutes les relations plus ou moins simples auxquelles une

pareille fonction doit satisfaire : et il serait aisé de faire voir que des équa-

" dF A 2> d?F .

tions telles que OF = ——> ou méme OF = 2 °, etc., donnent toujours
dy 1.2 dy?

lieu a d’autres séries d'équations de forme un peu différente. Mais je préfére

recourir aux substitutions. Or on a la substitution unimodulaire x = ¢,
7 =~ ¥, que jappellerai substitution d’homogénéité, laquelle par sa super-
: ‘

position ne peut conduire, comme celles primitivement employées, 4 une
substitution tout 4 fait générale, mais qui va néanmoins mettre en évidence
une propriété caractéristique et fondamentale des covarianis. Par cette
substitution on a effectivement

r

A — P4 .
a)‘yﬂa”—e al;l‘:“’ A[’,%r'—"c‘ Ap‘;'[."?
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(10)

d’our
da'x (A
D gl :
d& T ()\ i ) [l) My v’
c’est-a-dire
da'.
Ay ey v r
de ()\ H') v# S5
et aussi
dA’
_ P9 q, 1 — —l
e a (p—q)e Ap. g,
Par suite
dA' dA' da' dA’
— ' e 3P Sl P oy
(P_Q>Ap, gy = de -—2 ’ da \ de 2 ’d{l ()\ f})(ll s SR

9% y By ¥

Donc, en supprimant les accents, on a une suite d’équations telles que

dAl"i
2 ()\ p“) )u,;—da,, (P'"q)Ap,q,ra

Ay oy Y
dA’7 a5
za (A~ v)a%#, vda :a(P i) Ap.grs
2y pr; v

B R O T T SO )

et si 'on ajoute convenablement ces équations, par exemple les deux pre-
mieres, on aura

] a8, qur
b :
S (=30, g =(m— 3p) Apy.s
a CoT
9 A
Quand on supposera, comwe on le fera toujours, A, , , une fonction
rationnelle, homogene et entiere des coefficients a;, ,,,, en appelant ¢ le
degré de cette fonction, il viendra donc

dA
p & L dL nh-—m
ra — (— 3 —i«p) A,

sy d(lA o
3

a,
[J' A:/*;'Jda)yJ 3

2ha
dA, | <
Z PrqsT B <’19 m—{-q\ A[)’q’r7
/

dA
prgr __ (RO —m
. v R ( 3 +r> Apg.rs
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(w2} )
équations dont I'une évidemment rentre toujours dans les autres. En dési-
gnant par

&%y %o %
Lt gt B et
SW LIRS by [Fg Ve LR

fo

un terme quelconque de A, 4 ;, ces équations montrent que 1'on doit avoir

Gy hy + Gady +.o. 0 d =B 4P,

I

Oy Moy = Ol flg oo O A s +q,
Oy V) - OaVy . QY =T+ T

ou

¢’est-a-dire que dans chaque terme de A, , -, la somme des produits obte-
nus en multipliant chaque premier indice par I'exposant correspondant est
constante et égale & » + p; de méme pour les seconds, les troisiémes in-

¢ : no—m e : ¢
dices. On voit, en outre, que —5— doit étre un nombre entier.

L analyse précédente etant évidemment applicable, sans modification, au
cas d’un nombre quelconque de variables, on peut résumer ainsi qu’il suit
ce qui concerne jusqu’ici la constitution et le calcul des covariants d'une
forme f & » variables x, y,..., %, ¢-

Si Ay, q,r,...,s, cTEprésente le coefficient général d’un covariant F relatif a la
forme donnée f, un terme quelconque de A, .., étant écrit de la manicre

suivante :

AN LR

Dolitegh 5 b s

2 sy i .
Ao 27T ou plus simplement, b
g g --96 70

ou certaines lignes horizontales sont généralement plusieurs fois répétées en
tout ou en partie, la somme des indices de la premiére colonne verticale est
constante et égale @ -+ p, celle des seconds indices constante et égale

A @+ q,... celle des derniers indices constante et égale &=+ £, pour tous
: e A n—m
les termes de A, ... .. Le nombrew, qui doit étre entier, a pour valeur ———

2
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(12)
n étant toujours l'ordre de f, m celui du covariant F, » le nombre des va-
riables et ¢ le degré de A, , ..., par rapport aux coefficients de f, dont il dé-

pend uniquement.
Tous les coefficients de F peuvent se déduire de I'un quelconque d’entre

eux, et particuliérement du premier Ag o,o,... lequel est déterminé par les

% —1 équations :

Gfr,, Am,o, 0,... — 0,

®u, “ Am,o, 0,... =0,

@/J.,) Am, 0,0,... — Oy
et 'on a

s B g
®).f'r ®).5” o8 ®)/¢ Am, 03,0 g6

A =
Part it m.m—1...p~+1

J’ajouterai ici quelques remarques. Et d’abord, pour ce qui est de la sup-
pression de I'équation ©77" A, | =o et des analogues, elle résulte, si 'on
veut, de ce que les substitutions d’homogénéité étant nécessairement com-
prises dans les substitutions élémentaires convenablement superposées, les
équations qu’elles fournissent ne peuvent étre que des transformées de celles
obtenues par ces derniéres substitutions, équations dont le nombre est » —1,
en adoptant I'ordre opératoire 0.5, @55y Oy ... 0,4, Oy Or aucune de ces
derniéres opérations ne peut, sauf nouvelles considérations, étre supprimée,
sans quoi il se produirait une interruption entre deux séries consécutives
d’indices, ce qui reviendraiti la supposition inadmissible que les substitu-
tions n’affectent point une au moins des variables, 7,....Donc avec I'ordre
opératoire adopté, et sous les conditions d’homogénéité quant aux indices,
les équations ’

m—1 g, m—-1
6)«/1. Am, O)iesh it 0, E))w Am, 0jeee

= TE
pourront étre rejetées comme superflues. D’ailleurs, sous ces mémes condi-
tions d’homogénéité, il est visible que I'opération @,,, par exemple, ou I'in-
verse @,, conduiront entre les coefficients indéterminés de A, ,,... identi-
quement aux mémes équations. Enfin je rappellerai la remarque que jai
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(13)
faite dans le temps, a propos des invariants, et qui consiste simplement &
faire ressortir effet de I'opération ©,,,, par exemple, effet qui est écrit dans
I'équation
o—1
Ay pr a}"'l»l""‘l’

o
0,,a; ,=oka

A

et qui, une fois bien senti, permet de mettre de coté toutes les formules pré-
cédentes, et réduit le calcul des covariants a un simple exercice arithmétique.

5. Pour éclaircir ceci par un exemple et en méme temps pour montrer
la disposition et les simplifications que I'on peut, dans les cas plus compli-
qués, introduire dans le calcul, je vais chercher le covariant cubique et du
troisiéme ordre, pour la forme ternaire du troisieme ordre. On a donc ici
x=3, n=3,m=3, § =3, elpar suite = = 2. Etsi, par exemple, on veut
déterminer directement le coefficient moyen de F, 4 cause de 'égalité entre

. 7. . . , /(]
les sommes des trois séries d’indices, cette somme commune etant @ + = on

prendra
3,0,0 3,0,0 0,3,0 0,0,3 2,1,0 2,0,1
Ay, 1= 0,30 + o, 0,2,1 4 oy 2,0,1 - olog 2,1,0 + doy 1,0,2 + foy 1,2,0
0,0,3 0,1,2 1,0,2 1,2,0 0,2, ©,1,2
2,1.0 2,0,1 1,2,0 1,1,1

-+ fog 0,1,2 - oy 0,2,1 + fog 1,0,2 = Jog 1,1,1-

il 1,1,I T,1,I 11,1

Maintenant en écrivantque 03,4, ,,, =0, ©3. Ay, =0, etc., on aura les
équations propres a déterminer do, oy ... Mais il est manifeste, par la symétrie,
que les termes de A, ,, qui se déduisent les uns des autres par la simple
permutation des cplonnes d’indices doivent avoir un coefficient égal de
méme signe ou de signe contraire. Pour I'entiére détermination de ces
coefficients, il suffira évidemment alors d’une seule opération 02, a laquelle
on joindra ici 05, @3, A,,1,1=0, €t I'on trouvera

300 300 o030 003 210 201
6 A,,, =030 — o021 — 201 — 210+ 3. 102 + 3. 120
003 o12 102 120 021 012

201 210 120 111

— 2.021 — 2,012 — 2.102+ 2. 111"

InI IIl I1Ix III

On aura ensuite, en se rappelant que © opere généralement sur les in-

24:
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(14)

dices des A, , . comme sur ceux des a,,,,,

210 210 o030 003 120 It 030 201
3Aosy =30),A,,,,=030 — o021 —2. 111 — 120 4-2.102 + 111 + 201 — 021,
003 012 102 i20 021 021 o12 021
210 210 012 o030 111
Avpo =518 Ay = 012 — 021 — 130 — 111 4 2,320
030 021 120 111 021

Les terimes répoﬁdant A toutes les combinaisons des indices p, ¢, r étant
formés, les autres s’en déduiront en faisant les mémes permutations entre
ces indices et les colonnes correspondantes de I'expression du terme consi-
déré. Ainsi, par exemple, de A, ;4 on déduira tout de suite Ay o0, Ao,o,s, €t
de Ay, on déduira A, o, Ay oy Ao2s Aoi,2y Ao, et lon auraici:

201 201 003 030 102 111 003 210
1
~ A2 =003 —012 — 2. 111 — 102 - 2. 120 + 111 -+ 210 — 012>
030 - o021 120 102, 012 or2 o021 012
. L R . . .

Mais, dans d’autres cas, on devra avoir égard au changement de signe qui
pourra suivre la permutation. En général on a la regle suivante, dont il
faudrait chercher I'origine dans ce qui sera dit aux §§IVet V:

1°. Dans 'expression d’un coefficient déterminé A, , . . . ou deux ou
plusieurs indices sont égaux, le terme

R R Mol o s Ty Aoty ¥y o ool oo Gy Th
hgbsVs-. o fhn.v.CaTy

Ao fhig Vg sia sl oo Tyl .
seraaccompagné de = .

o

B B T

suivant que @ sera pair ou kmpair. v
2°. De méme, suivant la parité ou l'imparité de =, un coefficient A,, ,,
déduitde A, , . par la permutation des colonnes de méme rang que les in-
dices permutés, sera affecté du méme signe ou d’un signe contraire dans les
deux termes correspondants.
Bien que tous les termes puissent étre déduits d’'un quelconque d’entre
eux A, ,...siPon voulait déterminer directement celui-ci, comme on I'afait
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dans Vexemplé précédent, il subsisterdit généralement des arbitraires, dont
la réduction définitive serait moins simple que celle que fournit la déter-
mination immédiate du coefficientt principal.
Si, comme second exemple, on suppose

v=4, n=3, =4, m=4,

on trouvera

'WM\/ 'VI\I;“'\‘/\ ,%W AAA WA ARARAN
3000 3000 3000 2100 2100 2100 2100
12 120
Ayooo = 00 __ 00+2_1110_~2100+2100+2'201o__220107
1020 1011 1101 1020 1011 1002 1101
1002 1011 1011 1002 1011 1110 1011

ol le signe w.. indique qu’il faut sous-entendre tous les termes distincts dé-
duits de la permutation des colonnes qu’il affecte. Dans la détermination
effective de ce coefficient principal, on voit certaines équations fournies par
'opération ©,, rentrer les unes dans les autres et dans celles que produit

l'opération @, : et cette circonstanée, favorable & I’existence des covariants,

devient un obstacle extrémement sérieux quand il s'agit de la délicate
question des covariants irréductibles dont il sera dit un mot dans le dernier

paragraphe.

II.
Des covariants relatifs a plusieurs formes données.

6. L’analyse du précédent paragraphe s'étend évidemment au cas ou les
coefficients A, . de F dépendent de ceux de plusieurs formes données
i f'serrs JO. En sorte que, si I'on dénote par

G)G()LM) l,Opéra[ion OA/" -+ @AI,LI -+ ... + @)}(i) M(i’)’

on aura, par exemple,

C) Apyt = PApt gty

o{dp)

d’olt 'on déduira les mémes conséquences que précédemment, en substi-
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tuant partout la nouvelle opération © 4 'ancienne. En faisant pareillement

¢, Sy i Sl bt
=Y Ja, — =2 Wi whmaies el
; V. Z“».._ Aigta-es da;w-,,_,’ \S% T Dty da,)',u.’v’...’
‘et posant, pour abréger,’

-»»V‘;wz Voo Norbaen o VA“’,

( Va()) —Va-(,u.)) 4 AP‘I---‘ = (P S q) qu...n

on aura

d’ou I'on conclum, en supposant A,, . homogéne et du degré 6,¢,...,0@
; par mpport aux coefﬁments respectlfs a5 @y 5e-deff’

Va(A)A st — (5’ +P)Apg.e

D P S A S A I B S

__n9+n’9'—|—....-J-n(f)e(i)._.m

k4

--d01t etre un ‘nombre entier. Dés lors un terme quelconque de qu .« étant
'ecrlt de la maniére: sulvante 5

Kigthy 50 Ty
bpfteiiaity
Aoty e T
Fa T
’ ’ & 14 :
Ao usmi
¥ f v X
gy iy
’ Ve o
Nyl + - Ty,
-
®
)‘(ll)f"(il)' . .‘L'<;)
L5, 0) (0
‘)‘2)1“'2 ci- kg

NOINO) ()
(O] p«a(') +T (1)
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la somme de tous les premiers indices devra étre constante et égalea = + p,
celle des seconds égale a = + ¢, etc....

Soit, par exemple,

x=3, n=2, #n=1, =2 (=2 m=o.

Ce que I'on a dit dans le numéro précédent relativement a I'égalité des
coefficients des termes permutés subsistant toujours, I'une quelconque des
opérations @, , fera connaitre les trois arbitraires qui restaient indéternii-

nées, et 'on aura pour l'invariant cherché

anAAAA AnA A AR AnrAAn
N e (evavvY Vv wavy

200 200 ° 110 110
020 ol11 110 101
® —2. @ — +2. ®,
001 010 001 o010
001 001 ocr 001

ou le double signes:, placé sur un terme, indique que les permutations se
font par colonnes totales. Cet invariant revient au déterminant connu

A300 Ay10 %104 bioo
Q140 Q020 Ao14 Sy e

Qo1 Uorq Aonz Doy

])100 bom /)001 o

qui, égalé a zéro, exprime la condition de contact d'une droite avec une
conique. Et 'on trouverait un invariant quaternaire, aussi connu, pour
exprimer le contact d’un plan avec une surface du second ordre.

7. Je reprends la forme unique /, et je suppose que

)’llu'l' Ty
2 Ay Py e0e 7T,

a

dgtgTy

représente, abstraction faite d’un factenr numérigue, un terme quelconque
du coefficient principal A 0. -- de F. Si, prenant pour 4,, )2y, Aj une solu-
3
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tion déterminée de I'équation

0 —
M+dg . 4dy= ’3_7_'”—4— m,

on considere tous les termes possibles pour lesquels
Pat e 0 == dy ot F T =0 — Ay, ey, Mgt Tg= R — Xy,

et aussi

nl—m nh—m

{J-|+P~2+--.-+ {Lg: ‘77"‘7 T, -+ 72 Ao i +Te:

le groupe de termes que I'on obtiendra de la sorte devra s’annuler par une
quelconque des opérations © qui n’affectent point A. D’ailleurs les coeffi-
cients a qui ont leur premier indice différent peuvent étre considérés, quant
a cette annulation, comme se rapportant 2 des formes distinctes d’ordres
respectifs n — ), n — X,,.... Or si 'on cherche dans cette hypothése I'inva-
riant de ces 6 formes, linéaire par rapport aux coefficients de chacune
d’elles, on aura par ce qui précéde

n——)‘+n—‘A,+-...+n——)\9

. = bl
2 — 1
c’est-a-dire
nl — m
no — — m
7 * nb—m
& = == =%;
% —1 ¥

et comme les mémes choses ont lieu évidemment si plusieurs des indices
X1y Agy..., by, Viennent 2 coincider, ce qui est le cas ordinaire, il en résulte que
la détermination du coefficient principal d’un covariant, relatif 4 une forme
unique, revient d’abord a celle d’invariants du méme degré ou de degrés
moindres pour des formes de méme ordre ou d’ordres moindres, mais ren-
fermant toujours une variable de moins. Et réciproquement la détermina-
tion directe du coefficient principal entraine celle de certains de ces derniers
invariants ; ainsi, par exemple, de Iexpression A, qui se trouve a la fin
du § 1", résulte Iinvariant du troisiéme degre

AN
200 200 110
020 — 011 + 2.101
002 oIl orr
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pour la forme ternaire du second ordre, et Pinvariant du quatriéme degré
relatif 3 deux formes ternaires, I'une du premier, I'autre du second ordre,
que nous venons tout 4 'heure de considérer.
Maintenant si I'on se figure écrits, chacun sur une ligne horizontale, les
divers groupes de termes qui répondent respectivement a chacune des so-
lutions distinctes de I'équation

)\;+)\2+...+>\0:5+1n’

I'opération 8,,; qui doit annuler I’ensemble de ces groupes établira, entre les
coefficients indéterminés qui restent dans chacun d’eux, les relations nou-
velles et définitives auxquelles ils doivent satisfaire pour que Apyyq..., $0it le
coefficient principalde F. Et comme, sous lacondition d’égalité, dans chaque
groupe, des coefficients des termes permutés, les diverses opérations © qui
n’affectent point 2, donnent lieu pour chaque groupe absolumentaux mémes
équations (ces équations changent.haturellement d’un groupe a l'autre),
il s’ensuit que sous la condition d’égalité mentionnée, les deux opéra-
tions @,, et ©,;:seront nécessaires et parfaitement suffisantes pour l'entiere
détermination du coefficient principal. Dans le cas des invariants, I'une de
ces opérations sera évidemment suffisante. Telle est la plus grande réduc-
tion qu’il m’a paru possible de faire dans le calcul des covariants.

Les mémes conséquences s’étendent, ainsi que les remarques du n°b,
aux covariants relatifs 4 plusieurs formes données que I’on vient de consi-

dérer dans le n° 6.
i1l

Des covariants dans le cas de plusieurs groupes indépendants de

wariables et dans celui de plusieurs groupes correspondants.

8. Si on considére plusieurs formes homogenes dépendant des groupes
respectifs des variables (xy... w), @'y’ ..o ), (x"y".. "), ... etqu’apres les avoir
multipliées ensemble, on remplace par une lettre unique a,, . ... la partie
littérale de chaque terme du produit, on aura une forme j dans laquelle les
divers groupes de variables pourront étre soumis a des substitutions li-
néaires tout a fait indépendantes. En désignant par A, q"... le eoefficient

¥
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général d'une forme F dépendante des mémes groupes de variables, on
pourra demander les conditions que ce coefficient doit remplir pour que F
soit un covariant de f, par rapport a chacun des groupes en particulier.
Alors en faisant

: d
S e T de, oo et
s Aoy A el
d
o ’ B s e
91'#' = E )\ a),;...,l’—faf'-'+""‘da) NN :
. Afs oy AR50

le ' s’étendant a tous les coefficients de f sans exception, on aura

@)/L qu...,p’q".. =P Ap-—-r,q—*—h.,,p’q’...
LA

Al g 1)
#pgaenp'q — P AI”]"')P’—X)q”‘*“U"'

CHTR ORI g RS OO R R

et comme les opérations @,,,..., ©yu5-.. sont indépendantes les unes des
autres & cause de I'indépendance des substitutions qui les font naitre, et
pourront conséquemment étre interverties & volonté, on fera dépendre tout
de suite la détermination des divers coefficients du covariant de la connais-
sance de 'un d’eux, et par exemple du coefficient principal qui sera déter-
miné lui-méme par des équations telles que

G)/m Amoo...,m’oo... = 0, 6/1.' y' Amoo...,m’oo.“ = 0,...

Ensuite si n, n', n’,... désignent I'ordre respectif de f relativement aux
groupes (xy... u), (.ac’ J'--.9'),... composés respectivement de x, «/, «’,...,
variables, et que @ soit le degré de A,.. ... parrapport & 'ensemble des coef-
ficients de f; on aura ;

dA p

S G : _

2)\ a’)lu...,).’/u.'... d{l) A Tr (‘(5 =i p) AP...,}/... 9
dAp...,p'. 5

2 )\,“;«... yAls da)\...,)/... == (wl e p,)Ap...,p’...
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, no—m
9] A = ——— 3

doivent étre des nombres entiers. Un terme quelconque de A, . €crit de
la maniére suivante : ‘

’ 4

ki By oovy . DgByruinia
’ 3 4

Ra iy sy Agfhge-e s

(4 r
R (B oo g Mg wwatye

devra donc donner

)\,+)\2+...+)\9:6+'p; )\'1_}_)\'2_}__*_)\;:5/_'_[);-’
M.+{~L2+‘..+{L9:G+q; V"t+f*;++{*'e=w’+q',

oLy e et el e e e iy o e A I e L L R S R T B T S

Soit par exemple

ey 2 212 2 / 2 .2
f=az3,x L'+ 2 Aggy X2XY A Aag0a BT 2844 20 xyx'?
+ 4ag .1:}"1")"-—!— 24y,,02 xf)‘”lz == 002,20]’2«1’,2
2 ' o A0
+ 2 442,41 ) x]” Qo022 Y ) -

Pour déterminer I'invariant quadratique, on formera le tableau

20,20 20 I1 20,02 11,20 I1,11
’ 5 st £ ? T R o
02,02 02,11 02,20 11,02 11,11

iy
et 'on aura, par 0,,
2 b + Joy = 0O, 2 &, +~ 24, =0, 2 fo, + Sy =03

par Oy,

2 4 &, = 0, do, + 2y =0, 2+ 2%, =0.
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L’invariant sera donc

)
30,20 @g2,02 + Q30,02 Ugan0 + 2, 1, — 280,44 Aogy — 20,0044 00

Soit pour second exemple

=3 = m=y M =g W3 M= 00,

On aura

A ___ 200,30 200,21

Fa 94 — =0 2

130520 200,12 200,21

e I i 110,30 200,30 200,21
£ ,2 S 3 J == _— 2. )
SO0 B R O0RER T Ren0 fH T U g, 10 110,21

6 Aszo,0 = 2 @).,u. Asy0,20 = etc.,

200,30 200,21

2 A, — 0, A — o, oy
ot AR TAR0E0 T eae 00 200, 12

8 Asio1 = 2 6).@ Aso0,11 = etc.

9. Si l'on suppose que A, ., dépend des coefficients de plusicurs
formes données ..., renfermant les mémes groupes indépendants de
v 1 /9 2/ 2 p
variables en représentant par a,, .. . @3, et oo €€, les. coefficients

généraux relatifs 4 chacune de ces fonctions, et posant

@G(A)_ ) = 8)‘/“ == 61)1/‘ = dog

il
on aura
— A

P—T1yG=1...,p .0

: ,
P App—ig+.

ce qui conduira aux mémes conclusions que précédemment, en substituant
partout la nouvelle opération © a I'ancienne. On trouve de méme qu’un
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terme quelconquede A, ., . doit présenter la composition suivante :

g B e Rodc ki v
ShEC el
A Py e )\9' p.; o
Q@

Ay - -31)\’[ 4[Jv,1 st
T RET R L
'k,e dl.le...)‘}\:g T
®
aki afly ooy 2hy 2[*; ceegen
e Sl S TRRAR S el

AR il il (T
2)‘,0 21“",0"'727‘;6 2k e
e

4

T+p,5+q.., 5 +p,w +q .

ou chaque colonne verticale donne pour somme le nombre @ + p,..., qui
est placé au-dessous. Les nombres entiers =, #',.., ont pour expression

n04-n04+.m04 ... —m

z

g4 8408+ .. —m
= ~

72”04 0”0 4-,n" 0 4-... — m”
o — 7

ct dans ces expressions les z désignent le nombre de variables de chaque
groupe respectif (x ... u), (2'y"...¢),...

n, n', n’...ordresde fpar rapportaux variables dechacun de ces groupes,

el s e e o f »
gt fa rdeg f »
m, m', m’... » deF »

et quelques-uns de ces ordres peuvent étre zéro.
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6 degré de F par rapport aux coefficients de £,

.6 » de - f s

20 2 de . f ;
~ 40. 11 est enfin un dernier point de vue sous lequel on peut géuéraliser
 lanotion des covariants sPrenons, pour fixer les idées, une seule fonction f
& plusieurs groupes de variables (&, 7, Z,..., 2 ) s Wiy Bineney Wiy
(510 s Baviity By )j.» telloment associés qu’ils soient modifiés simultanément
_ par des substitutions homologues, c’est-a-dire ayant les mémes coefficients.
La forme F étant censée dépendre de ces mémes groupes, son coefficient
général sera représenté par

Ayiy seceluide f para, o
P1g1---4 A fayeneTy
Psfaeeely Dalinseimy

© SiTon fait dans f la substitution

F=yAex, Y=Yt EXy Y=+ EXy...

o gL = Xm0,
&= =, i— &,
: : : (%) o :
le coefficienta, , ., deviendra a; , ., h-+1 désignant le nombre de groupes
v A . Ay

de variables. On peut supposer que ces snbstitutions se font I'une apres
Vautre. Aprés la premiére on aura, comme au § I,

giiin =ar - lea L el b =
R TS Al A—1,p+1... 1.2 A—2,u+2.., 4
,)l/’fl"" Apyeen Ay fhyeen PITHTS
apres la deuxiéme
Akl

i r ’ 1 (A DEELy e
~a)~/L.:. = Q). ot )‘1 Ea)\//,... o7 .2 € a)/u .

Dy fhyene Dty A—1, 1. A==2,p0,+2...

tsees cecencs ¥ ITERER]

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 VI 5-4



(25)

De la
d 4 n ‘ d * d !
E(“w...)_,—— A W waiey aAﬂ...>+)\aE;l—E(aA,L.;. >
Nifyese A—Lp—+1... Ay d DI T SIS
A — d 4
i 1()“ l) 52___ (a).,u‘... ) ISR
1.2 de A —2,pm, 420 ..
n ’ ’ ¥
= A ... =5 )\a)‘———l,,u.ﬁ—x... 4 Ky ) it oo
I—Lu, 1. .. Tt o 5 A —T,um 0. ..
el 8
—}—)\———I‘.Z—E a)_,’/,__,_lh. —‘l"' o @b
# —2,p 2. ..
‘ D, " ”
= >\l a)y.... +)\a/\—1, pTeas
P P T ol P Aty

Aprés la troisiéme substitution, on aurait d’une maniere analogue

d m " " "

o a)tp.... ‘:)\2'61)‘/1.... +)\I‘a)p.... +)"a).—-1,,u.+l‘..
i o —tp—+T1.., 2 )
PR dg—Typg+T1. .. Agftg. .- Nnlaee

et ainsi de suite pour un nombre quelconque de substitutions élémentaires
affectant la premiére série x, x,, &,... de variables correspondantes. La
méme chose ayant lieu pour le coefficient ‘A, ; ., si Pon fait

Prdie
Pz - -
o \ ) :
—a()i,ui)_zu )}'a)—l,p—-i—l..."’i—,)‘l'a):pﬂ.. St Q“{\/A... + ... da) 2
%1/‘1'“ A=l e Afrye s ik
A pns Ainses DI B e A
on aura
ea().i,ml.) qu,.. = pAp—I,q—i—l... -+ P qu... +P2qu... + ..
- plql"' plql"' - pl—[’ql+l"' Iqul"'
Paqse- - - Paly- <+ Pae- > : Pa=Tya5iul =

Dans le cas présent il n’est pas possible de faire dépendre la détermination

des divers coefficients de F de celle du coefficient principal, ¢’est-a-dire de
celui qui dans F se trouve multiplié par x” 2 23 ..., m,my, My, étant
respectivement’ordre de F par rapport aux groupes (e ta)y (247 4o ) oo
1l n'y a d’exception bien entendu que pour le cas des invariants. Comme
'opération @:(, ;) diminue d’une unitéla somme des indices de la premiere

4
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colonne de A, , . ., c’est-a-dire p + p, + p, + ..., ce coefficient devra sa-

tisfaire aux équations

PHpit. . oHp T LS00 Gl
IO qu ) ec(‘ri 4;) Ap g...— 0,
Piqs- - P19y

Mais il est clair que les coefficients A n’étant pas indépendants entre eux,
il ne sera pas nécessaire de les déterminer tous séparément. Il m’a paru que
celui dans lequel les indices de chaque groupe tendaient vers I'égalité pou-
vait suffire, moyennant des éliminations ultérieures et linéaires, a la déter-
mination de tous les autres, comme on peut le vérifier dans des hypothéses
particuliéres. Mais je n’ai pas entrevu de formule générale propre a marquer
immédiatement cette dépendance.

Dans le cas de deux groupes binaires, on peut, par exemple, déduire tous
les coefficients de Ay, ; car si 'on désigne, pour abréger I'écriture, par

om,

P et Q les deux opérations 0, Q,w), on aura

PlAn o =m...(m—q+ 1) Amgiq

om, 0, my,
QP Ao =my...(imy—p + 1)A,0
o7t Boin=—P)5

ce qui donnera deux séries de coefficients. Ensuite, en sous-entendant A, ,
om,

quand on ne I'écrit pas sous le dernier signe opératoire a droite,

QP — mAmo -+ mimn, Am——[, T

om, 1,m—r,
5.GE L Uy C 00 E B0 5 e Wl ts i

PQP= (m+im)P+m,.m.m—1...m—ihp_; ;i\

1,m—1,

ce qui fait connaitre une autre série de coefficients. On a de méme, en ayant
égard aux équations précédentes,

P=osmQ+m.m,.m,—1.A,_,,;
K >

2, m,—2

PQ*P=2mPQ+2.m—1.QP—2m.m,—1.A,,o+m.m— 1.m, I — £ A S
e, 2,m,—2,

& e e L ler e e LR e UL et IR Cetrs el e HETE S T e e ke sse e el s e e e e
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d’ou Y'on déduit la série de coefficients Ap,—i,; . On trouverait d'une ma-
2, m,—2

niére analogue les séries
Am—.i,i, Am__.i,i, PR
3,m—3 4ym,—4
11. En désignant par ©;, I'opération ordinaire définie au § I, il est aisé
de voir que Popération O, ) donne lieu aux relations symboliques sui-
vantes :
& oy = (03,9, .+ 0, pEe )

k ’
(61‘“ A ®1‘"1V1+ @F2"a+ it .)k((a)‘l"—*— @)1 /“1+ @)s /"-2+ % .)J’

8. i

pourvu qu’apres le développement des puissances des seconds membres les
exposants marquent la répétition des opérations qu’ils affectent, et que ces
opérations partielles se succedent dans Pordre ou elles se présentent quand
on multiplie, de la maniére ordinaire, le développement du dernier facteur
a droite par celui du précédent, et ainsi du reste. Seulement, dans le déve-
loppement définitif, on pourra évidemment intervertir dans un terme quel-
conque les opérations © qui portent sur des indices appartenanta desgroupes
différents. On pourrait déduire de 12 la constitution indiciale des covariants,
mais on y arrive beaucoup plus vite et plus simplement par la substitution
homogénique

W= B, ey ==&y

I I

]’:;]’7 e — é‘.?"n---’
qui conduit, comme dans les paragraphes précédents, a des équations telles
que

+h—p\ dAlr;q;- /[+p —q
2 -+ A= a/,u. —of SR qu...
a =y — P Ay feyeee d“),u.... = Pa=——1q2 p,q,
Eod Ay peee e e

d’ou I'on déduit, en désignant par ¢ le degré de A, ... par rapport aux coef-

Dhees
ficients a, ...,
]
e g po
+ M ajp.... ___l_;_ oI A -+ p1 qu..‘
2 -+ X )‘ll‘x"'da)w‘__‘ N i ~+ p2 Pras-
-+ . T Ay e \, =iy
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ou 7
“+n -+ m
-+ 7, () e -+ m,
-+ n, —+ m,
ey chEt
o ==
%

doit étre un nombre entier. Dans cette derniére valeur, n, n,, n,,..., indi-
quent 'ordre de f par rapport aux groupes respectifs (x, y,.i., &),
(4 745+--s uy),... renfermant chacun » variables. m, m,, M,,..., sont les
quantités analogues relatives a ¥,

De la résulte que le coefficient

a,,.. dre.L
e : ; ; Ay
ot etant représenté par
I et Ay -
un terme quelconque de A, , . présentera Ia composition suivante :
P4 P
Py ~
1 4 &
el
14 1
X g
! r
A, e
14 "
AL uls,
" "
)N
4 ”
L

)\(G)H(&)m
6 0
R

0 0
ADu®. .

@ py iy,

+P4 -+ g,
= S
+p}z +(/h‘
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Par exemple, si
x=2, n=2, n=2, =2, m=o, m=o,

on aura cet invariant, avec trois coefficients indéterminés,

/120 20 02 20 11 20 02 1)
20 Ir 11 11 20 02 20 11(
Ao R e S e A
02 11 11 02 11 11 11 11
02 02 20 1t 02 11 11 115
[ |20 20 02 20 11 |20 02 II
02 Ii 1t I 20 02. 20 It
+ A, SE L e e s e
02 1I 1T 02 Ir II 11 11
20 02 20 I 02 '11 11 I
| 20 ‘oz 20 02 20 It 20 02 L
02 {20 ln 11 11 20 02 20 11(
+ oy + — 2. = Ol TR e e O e O A of
20 02 It 11 02 |11 1I Il 11
02 20 02 20 11 loz 11 '11 11)

On aurait aussi cet invariant du premier degré, qu’'on peut généraliser
pour deux groupes binaires du méme ordre 7,
20 102 11

= = %
02 20 181

Lorsqu’on suppose que A g ... dépend des coefficients d’autres fonctions,
qul""

J>2fs-..» analogues af,en désignant par @,(‘)il,,,i),...,les opérations analogues

a0, et relatives aux coefficients de ces nouvelles formes et posant
A ]

O, () = Qe 0) + O ) + -

tout ce qui a éte dit dans ce numéro et dans le précédent subsiste en
remplacant partout @, (;, . par @cy(s, -

Un terme quelconque de A, ... doit alors satisfaire aux additions arithmé-
Pyzee
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tiques

........

0 e o

n 14
iy, afly s

|>L(‘0), ‘P'(le). o

.........

s+p, ®-+q, g

-+ P + G

+. -

+ Py + ¢,

ou

/+n -+ V ~+ m —+ m
e S T e e e
-+ n, ~+= 7 -+ m, + n,
o e
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Enfin si F renfermait plusieurs systémes de groupes correspondants, ces
systémes étant indépendants les uns des autres, le coefficient général de cette
forme étant représenté par (et ceux de f supposée d’abord unique, dune
maniére analogue)

5P g
Pigis P 4Pl g
........ S ieamsacl svnmeaxe

on poserait

; ¢
O b :Z A& g : S ol
& (M 0y i Ll W AR e L day ., ..;xp..

te) . ..;)((l")-—l,/l.(l’f)—f_]’.u 5 )‘x/“\"';}‘,l“‘""'

Aepit s T e T R R )

AN G
O, ()} 1) Ay sp =P Apg.s o ki + piAp.. T ~+ ...
Pl"-;Pll‘" Pidrees P9, oo PisPoaslyguaslic
..... = ot Sannotf Saosasss £ oo one
etc.

Le terme A, ., .. présenterait une composition analogue a celle du pre-
Proess Poee

..... ;.....'

mier tableau du présent numéro, ou il suffirait d’écrire horizontalement les
séries indépendantes d’indices etles

+n +m C /RN + m'

+n |0 —+m +n',)6—— +
o - .. Al
:___t'__.___—-—_':#, o — -~ / - > 5600
* E ks

3

devraient étre des nombres entiers, %, #',..., désignant respectivement le
nombre de variables qui entrent dans chacun des groupes de chaque sys-
téme indépendant

3 BT il o R
Xy Yae Uy A S

B 7 ! !

X5, Phao o Uy, Ty Voo Ve
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Et si on supposait définitivement que dans A, p'... entrent les coeffi-
Proei P

cients de plusieurs formes analogues 4 f, il suffirait de substituer dans les
équations précédentes les opérations @, ()" ,,... & celles qui y figurent
et d’introduire horizontalement les diverses séries verticales d’indices dans
le deuxiéme tableau du présent numéro. Les divers nombres = se dédui-
raient de celui qui se rapporte 2 ce méme tableau, en accentuant toutes les
lettres, a ’exception des 0. ‘

Voila finalement la constitution générale d’'un covariant. On pourrait la
rendre plus complexe, en soumettant a de certaines liaisons soit les diverses
formes f, ,f, »f,... soit les divers systémes de groupes qui concourent a
leur formation; mais la notion des covariants, arrétée au point ot nous en
sommes, laisse encore un champ assez vaste a de futures méditations.

Iv.

Deux théorémes tres-généraux. — Conséquences pour le calcul des

covariants.

12. Voici un théoréme qui parait presque évident de lui-méme si I’on fait
un instant attention que les diverses opérations ® modifient suivant la méme
loi les indices des coefficients d’'un covariant, et ceux des coefficients des
formes auxquelles se rapporte ce covariant. On peut I'énoncer de la ma-
niére suivante:

I. Si F, F,, Fy,... désignent des covariants relatifs & un systéme de
formes f, . f, 2 f5--+, tout covariant & relatif au systémede formesF, F,, F,,...,
considérées comme indépendantes, sera aussi un covariant du systéme
Bl

Supposons, pour simplifier I'écriture, qu’il s’agisse de formes ternaires &
unseul groupe de variables, et soit &4, le coefficient général de &; on aura
par hypothese

Oupg) Mopar = P Mp—r,qi1, -

Mais Apqe étant de la forme

= it e &5
Jopqr — Z < et Ap,/, cus AP;‘I;"x"')’
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on a

; ap qur AP;I,q—H,r"' A;:'h"x"'
@c()/;c) J'qur = Z e%

o—

I
-+ a'P‘ pt/l‘ "Aplqll'lApl_])’]l"*‘]?r' T T
a cause que l'on suppose

O.0p) Apgr. = P Ap—1,g41, 5 €LC.

N

’ oo = (ALY A o 1 g
Or I'opération @, ) produit précisément ce méme résultat. On a donc

Oc(3s) Jopar = Ou(pg) dopgr = P slop—r1,q+1,07

ce qui fait voir que ¢ est un covariant de f, , f; o f;..-

On verrait par un procédé analogue que si deux covariants appartiennent
4 un méme systeme donné ( f, 1Jrafse. ), et que les coefficients de I'un
soient des fonctions rationnelles et entiéres de ceux de l'autre, le premier
sera un covariant de celui-ci considéré comme une forme mdependante.

La méme analyse conduit encore 4 ce résultat :

IL. SiF, F,, F,,..., représentent une suite de covariants relatifs a un sys-
teme (f; 4 fy ofr s fse-r) 5 SLF, T/, F”;..., représentent une suite de covariants
relatifs & un autre systeme ( f”, f”,...), indépendant ou dépendant du pre-
mier, et ainsi de suite, tout covariant § relatif au systéme (F,F,,..., F',F’,...),
censé composé de formes tout  fait indépendantes, sera aussi un covariant
du-systeme (f, i fy o fsr s 50 5 )

Cette proposition, qui est une extension de la premiére, et qui s’applique
évidemment aux covariants envisagés sous le point de vue le plus général,
parait fondamentale dans la théorie des formes, et susceptible de nom-
breuses conséquences, soit pour leur classification, soit pour leur calcul. 11
en résulte tout de suite pour ce dernier objet que toute formule propre a
faire connaitre un covariant pour un syst¢eme donné de formes est apte par
cela méme 4 donner généralement une infinité de covariants poar ce méme
systéme, et pour une infinité d’autres systémes. 1l s’agit donc de trouver de
pareilles formules, ce qui n’offre pas de difficulté, et comme les covariants
des formes ternaires, quaternaires, etc., peuvent finalement étre censés dé-
duits de covariants relatifs aux formes binaires, d’aprés ce qui a été dit au

5
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n°7, il convient de considérer en premier lieu ces dernieres formes qui
d’ailleurs sont naturellement plus faciles a traiter.

13. Considérons deux formes binaires f et f d’ordres n, n’, et soit F un
covariant de ces deux formes, d’ordre m, linéaire par rapport aux coeffi-
cients de chacune d’elles séparément, et du second degré pour leur en-
semble. En faisant

n+n —m
2

2

on verra tout de suite, par l'opération @,, , 0, que le coefficient princi-
pal de F a nécessairement pour expression .

3 4 glg—1)a : 8
— N0 fock s n—I,1 _ n- 2,2 i = 8,8,
(g> Ao —0 R ga, > 1= 12 et ( vl) e
n'—g,g n'—g-1,g—1 n'—g+2,6—2 T

. . Ja - . m
Si les deux formes coincident et se réduisent 4 f, on aurag=n— —etg

devra étre un nombre pair, sans quoi les termes de A, également dis-
tants des extrémes, s'entre-détruiraient mutuellement. Ainsi la forme bi-

= . n . :
naire f, d’ordre pair n, admet - covariants (et pas davantage) du second

degré et d’ordres respectifs

0 B B0 T Ty 0 B 1

en y comprenant le carré de la forme elle-méme ; et les formes d’ordre im-
74T
2

pair 7 admettent (et pas davantage) covariants du second degré et

d’ordres
2, 6,10, 14,..., 2 1,

y compris toujours le carré de la forme.

Maintenant si 'on prend pour f la forme donnée f, et pour {' un quel-
conque de ses covariants du second degré, on obtiendra en vertu du théo-
reme I, et en donnant a m des valeurs convenables dans la formule (g), une
suite de covariants du troisieme degré pour la forme primitive f. L’associa-
tion, dans la méme formule, de la forme f a chacun de ses covariants du
troisieme degré fera naitre une suite de covariants du quatriéme degré, que
Uon pourra reproduire en partie en associant deux & deux dans la méme

~
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formule tous les covariants du second degré. On pourra continuer de la
sorte 3 l'infini en associant la forme primitive & chacun de ses covariants
d’un méme degré, ce qui donnera lieu & une suite de covariants du degré
immédiatement supérieur. Mais on pourra parvenir a des covariants de ce
dernier degré en associant deux covariants dont la somme des degrés soit
égale au degré que I'on veut obtenir. 1l est clair que les covariants d’'un
méme degré auxquels on arrive de ces diverses maniéres, ne seront pas
généralement tous distincts entre eux ; et je ne me préoccupe pas présen-
tement de cette délicate question. Quoi qu’il en soit, on voit que cette for-
mule (g) peut servir non-seulement au calcul des covariants, mais révéler
aussi leur existence. Je vais I'appliquer, pour en faire saisir la véritable
portée, aux formes du 2°, 3%, 4° et 5° ordre, dont I'étude approfondie a été
I'objet des remarquables travaux de MM. Cayley,Sylvester et Hermite. Mais
auparavant je ferai observer que ce dernier géometre est arrivé (Journal de
Crelle, tome LII) par une voie différente & une auntre association de cova-
riants qui lui a fourni tous les covariants des formes binaires du 2°, 3¢ et
4° ordre, mais qui, pour la forme du 5¢ ordre, a nécessité le concours de
trés-ingénieuses et nouvelles considérations, consignées dans le dernier vo-
lume du Journal de Cambrige et Dublin que je n’ai pas présentement sous
les yeux ( Théorie des formes homogénes a dewsx indéterminées). L'auteur est
arrivé entre autres choses, dans le premier des journaux mentionnés, a cette
proposition remarquable, que je me contente d’indiquer :

f étant la forme donnée, k un quelconque de ses covariants, tout cova-
riant de f, quel qu'’il soit, ou au moins son produit par une puissance en-
tiere de k, sera une fonction rationnelle et entiere des covariants asso-
ciés a h.

N’ayant pas entrevu pour le moment d’extension possible de cette pro-
position aux formes ternaires,..., ctmon butayant été primitivement le cal-
cul général des formes, je me borne 4 cettesimple indication sous la réserve
de revenir un jour, autant que mes loisirs pourront me le permettre, sur
I'importante et tres-difficile question de la classification générale des co-
variants. '

A%4. La forme binaire du second ordre

AyoX® +2a,, XY + do, 7t

. . . r a
admet I'unique invariant du second degré *' — a"‘-
0,2 sl

>
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Or, comme on vient de le voir, les formes impaires admettent toutes un
cotariant du second degré et du second ordre. En désignant par Agos AyisAoas
les coefficients de ce covariant, de facon que '

(n—1)(n—2)
T2

(r=1)(n—h),

Aso=ana,—(n—1)a, Qs+ Gy g me v - Oy By

2 A, =a,d,— (n—2)@n @+ k
n—1)(n—2)(n—6)
il )(1.2‘3)( alia =T
Aa,zz; Ap_y Ay — (n e 1) dpes By Hgeey

ot j'ai supprimé les seconds indices, comme je le ferai maintes fois ; on
aura, d’apres le théoreme I, )

Fe A,zo Ao2 I A%,n

pour V'expression générale de I'un des invariants du quatrieme degré, relatifs
aux formes impaires. On obtiendra, quel que soit 7, une suite de covariants
du quatriéme -degré en prenant les covariants du second degré de chacun
des covariants du second degré de la forme proposée.

- La forme du 3¢ ordre

a,x® +3a,xy + 3a, xy* + ayy?,

admettant I'unique covariant du second ordre et du second degré (en ex- .
cluant le carré de la forme) désigné par son coefficient principal

g L
—_— ;]
2,0 a, -

‘en supposant dans la formule (g)

343—m
SRR

> ot ’ Lok 9 \ A
dp==a,, a,=B,, dou g= -

et observant que P'on doit avoir généralement n’ > n — m, afin que n — g,
et< n+m

~
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n’ — g soient positifs, on ne pourra prendre que m = 3 et m = 5. La seconde

hypothése donnant A;,, = ;‘* , correspond au produit de la forme propo-
2,0 1

3

sée par son covariant du second degré, et peut étre ici exclue.. On a donc
I'unique covariant du troisiéme degre et du troisiéme ordre désigné par son
coefficient principal :

as,0 ay,

Cyii— =
4k Bll B?G

3 5

Ce covariant admettant lui-méme, quand on le considere comme une forme
indépendante, un covariant du second degré et du second ordre, donne lieu
par cela méme & un covariant du second ordre et du sixiéme degré pour la
forme primitive, etc., et la question de savoir généralement . quels sont les
covariants fondamentaux ou irréductibles, ¢ est-a-dire ceux dont les autres
peuvent étre considérés comme des fonctions rationnelles et entieres, con-
stitue un probléme difficile, dont M. Cayley a donné une belle solution
dans ses Recherches sur la partition des nombres (Mémoire cité).

On voit par la formule (g) que deux formes f et f' ne peuvent avoir d'in-
variant du second degré que dans le cas ou elles sont de méme ordre. Or,
les formes d’ordre 4i étant les seules qui admettent un covariant du second
degré et d’ordre 4 i, sont aussi les seules qui puissent avoir un invariant
cubique dont on a une expression générale en prenant dans (g) f pour la
forme proposée f, { pour son covariant d’ordre 41, du second degré, et sup-
posant m = o. Ce covariant d’ordre 4 i donnant, par la méme formule,
dont il suffit de prendre ici la moitié des termes,

a, o[l 21.21—1 T, a,;
e At oD
as; [£2TEN] 1.2 A2 azi

H

on aura pour l'invariant cubique des formes d’ordre 4 ¢

An\0 Ap—i,1
18 = " —n (T
Co'l Cl,n'—‘ ?

7

ce qui rentre dans une formule trouvée différemment par M. Brioschi.
On reconnaitra aisément par la formule (g) qu’il n’existe point de cova-
riant cubique et du premier ordre pour la forme générale £

.
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La forme du 5¢ ordre

f=a,x*+5a,x'y + ... +a,7°,

admettant trois covariants du second degré, d’ordres 2, 6, 10, y compris le
carré de la forme, l'invariant quadratique de chacun de ces covariants
donne lieu 4 I'unique invariant biquadratique de la forme primitive, lequel
se présente ainsi sous trois aspects différents. Ces trois covariants étant dési-
gnés respectivement par leur coefficient principal G, C2;, C3) ;, en pre-
nant dans (g) an= a;, ay = C*), m = 3,5,7, on obtient le covariant
cubique et du 3° ordre C¥)), le covariant cubique du 5¢ordre C{%),, et le
covariant cubique du 7°ordre C{?,, quin’est autre que le produit de /" par
(C2) a® + ...). Si Von associe dans (g) f et C?), on retrouve, pour
m = 3,5, les covariants C’;, C{%), et, pour m = g, un nouveau covariant
cubique C{*}. Les covariants quadratiques de (C{*, 2° + ...) produisent
trois covariants biquadratiques de f, C{*), C{*), C§t), dont le dernier n’est
pas irréductible, et peut étre rejeté. On les obtiendrait, comme on I'a dit
généralement, en associant f 4 ses covariants cubiques, ce qui produiraiten
outre (C{#), x® + ...). L’association dans (g) de f et de (C{) x* + ...),
produit pour m = 1 un covariant linéaire et du 5° degré C%) a + C&; y,
lequel associé a son tour a f dans la méme formule, donne pour m = 4 un
covariant du sixiéme degré et du 4° ordre,

as a,
~(8) . ((3) (s)
(‘M 7 Co,‘ P Cx,o g

dont Iinvariant quadratique
(6) ((6) (6) (6) (6) (6)
CM Com T Cs,i Cl,s +3 Cz,z Cz,z 2
et I'invariant cubique

(6) ~(6) ~(6) (8) ((8) ((6) ) {
CA,Q Cz,a ch + 2 CS,l Cz,z Cn,s iy C(s C“) C(G) 7 C(s) C(G) C(G) s Cifz) C;fi Ci,si 2

4,0 1,3 1,3 054 3,4 3,1

représentent respectivement l'invariant du douziéme degré, et le célebre
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invariant du dix-huitiéeme degré de M. Hermite, relatifs & la forme du
5¢ ordre.

On pourrait aller plus loin soit pour la forme du 5° ordre, soit pour d’au-
tres formes ; mais j’ai voulu montrer simplement I'usage de la formule (g),
combinée avec le théoreme I. On peut en déduire d’autres conséquences
en la combinant avec le théoreme II.

15. Silon prend effectivement pour {' un covariant relatif & deux formes
indépendantes f*), f®, fourni précisément par cette méme formule, en sorte

; n, +n,—n’ Teae Y
que, en faisant g, = ‘——2—’—— sous les conditions n, > n, — n’, on ait
et<n, +1n
(1) AGB)
al’ = anl,o o dnl—l,l -_'!_ Dyl
DGR 81 NO) ’
ny,—g1,8: n,—g,+1,8,—1I

on aura, en vertu du théoréme TI, un covariant du troisicme degré relatif
au systeme ( f, fV, £#), et linéaire par rapport aux coefficients de chacune
de ces formes. On obtiendra ainsi une nouvelle formule dans laquelle on
pourra prendre pour f, "), f®», des covariants relatifs 4 une, & deux, oua
trois nouvelles formes indépendantes données précisément par ces mémes
formules, et toujours du premier degré par rapport aux coefficients de ces
nouvelles formes, et 'on obtiendra en continuant ainsi une suite indéfinie
de nouvelles formules, propres chacune & en produire d’autres.

Supposons actuellement que A, o Teprésente le coefficient principal d’un
covariant du degré (@ + 1) par rapport aux coefficients de (6 -+ 1) formes
f,fm,..., f©@ et du premier degré par rapport aux coefficients individuels de
chacune de ces formes. En mettant en évidence les coefficients de l'une des

formes f, il est permis d’écrire

an,o al’l——!,l g(g i I)an——z,z o an_—g_*_[’g_-( I & an—g,g
f&m,o:X — < == T2 X —....__g ) +X ?
h,g Sh1,g—T h+a2,0—2 n'—1,1 n',0
S n—+n'—m \ E i ke
ol g=-———>h=n"—g,etou n’ est un nombre tel, quelesinégalités
2 ) b}

n’ < n-+ m,n >n—m soient satisfaites quels que soient les nombres
donnés n etm, ce qui est toujours possible. On a par hypothése, en écrivant

partout © ,; pour 0, ),
@)‘u Am,o =t

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 VI 5-4



( 4o )

c’est-a-dire

th—-l—l,g—l = ®IJ,.\Xh,g 5 (g L 1) X!H—z,g——:) === ®/1.). Xh+r,,g—17
(g il 2) Xb+3,g—3 = QFAXh—.'—a,g—z,..., Xn',n = ®‘u.) Xn’-1,|7 ®/¢)\X'n’,o =0,

' ou bien
gXbtrg—1 =0uXng 8(8—1) Xpjag o= ®/z) Xugs
g(g —1)(g— 2) Xh+3,g—3 = @I?l) Xh,g,...’ ; g--.2.7 Xn’——l,I' == ®,a). Xﬁ,g;

il -
@g Xh,g 0.

Or ces équations sont premsement celles que 'on trouveralt sl l on cherchalt
le covariant de degré 0

Xpo "+ 10" Xy, 2™ 4 ...,

pour les formes ), f*,..., {0 et que I'on prit pour point“de‘dépar"t" le
coefficient X,v_, .. Et comme ce coefficient satisfait d’ailleurs évidemment
aux conditions d’homogénéité quant aux indices, il en résulte que Pon peut
prendre dans la formule (g), ay,0 = Xy, €t que, partant, cette formule est
apte a reproduire de proche en proche tous les covariants relatifs & tant de
formes indépendantes que I'on voudra, ces covariants contenant toujours
linéairement les coefficients de chacune des formes et leur ensemble au de-
gré ¢ + 1, nombre de ces mémes formes. En observera que, G de51gnant la
somime des seconds indices d’un terme de A, ,, on doit avoir

n—+n—+... +n—m
9
2

e Gi—
et par suite

N =mn; +n,+ ... + ng;

et comme m < n-n, + ...+ ng c'est-a-dire m < n’ 4+ n; 12 condition
nécessaire n’ > m — n se trouve bien satisfaite. On remarquera aussi que si
An,0y An—1,1, -+, €taient supposés, dans A, 0> représenter les coefficients suc-
cessifs d’'un covariant d’ordre n et de degré ¢’ pour plusieurs formes f, /...

dont un nombre quelconque, peuvent coincider, X, o s Xy y 1.0y devraient
représenter les coefficients successifs d'un autre-covariant d’ordre n’ et de
degré §”= 6 + 1 — ¢’ pour d’autres formes indépendantes des premieres et
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dont plusieurs pourraient coincider, 6 + 1 étant le degré de Ay, , pour Ven-
semble des coefficients de toutes les formes. -

' “Le coefficient principal A6 d’un covariant relatif a i formes f,, fw"-vﬁ’
dont les coefficients entrent respectivement au degré 6,,0,,..., 0;, dans ce
covariant, peut étre censé déduit d’un covariant de méme ordre et relatif a
(6, + 0y + ... +6;) formes indépendantes dont les cocfficients entrent
linéairement dans ce covariant; 8, de ces formes étant de L'ordre de f,, 0, de
de f;, etc. Le nombre d’arbitraires qui entrent dans le nouveau coefficient
principal A, , étant évidemment plus grand que dans A, ,, on peut donc
dire que A,, , peut étre produit par la formule (g) étendue an nouveau sys-
téme, et ou l'on introduit aprés coup la coincidence des 0, formes de
méme ordre, des 0, autres formes de me¢me ordre, etc. Maisla coincidence
de certains groupes de coefficients établissant des liaisons nouvelles, il peut
arriver alors que A, , soit identiquement nul, ce qui signifiera naturelle-
ment que le covariant supposé n’existe pas. C'est ce qui a lieu par exemple
lorsque, en se bornant & deux formes, on suppose dans (g) m = o, f=f = f,
et . un nombre impair.

Dans le cas particulier de § + 1 formes de méme ordre, si§ d’entre elles
coincident, I'une f demeurant indépendante, X, o, Xy —,,..., devront étre
les coefticients successifs d’'un covariant de’degré ¢ et d’ordre n’ pour les
6 formes coincidentes. Ft sil’on suppose apres coup que f coincide encore
avec les autres formes f, onarrive, d’aprés ce qui vient d’étre dit, a cette
conclusion :

Que tout covariant, de degré @ + 1, relatif & une forme binaire f, peut
étre déduit’ d’un covariant de degré inférieur d’une unité, et cela par
I'association directe dans la formule (g) de la forme f a ce dernier
covariant.

"On a vu plusieurs exemples de cette déduction dans le numéro précédent,
mais il restait 4 faire voir qu’elle ne laissait échapper aucun covariant.

On peut dire plus généralement que tous les covariants relatifs & tant de
formes binaires que I'on voudra, peuvent étre déduits de 'association di-
recte et successive dans la formule (g) de chacune des formes  leurs cova-
riants de degré inférieur d’une unité.

16. Voici deux exemples trés-simples propres a éclairer les faits établis
dans le numéro qui précede. 11 s’agit d’abord du systeme de covariants

irréductibles pour deux formes du second ordre donnés tout de suite par
' 6
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la formule (g) ‘
ay x* 4+ 2a,xy + a, y?,
b, x* + 2b, xy + b, y*.

Covariants quadratiques;

(1) [ @ by — 2a, b, + a, b,

(2) a, 4y — a, a,,

(3) b2 bo > bi bh

(4) (as by — a, by) x* + (ay by — a,b,) xy + (a, by — a, b)) 2.

Les invariants (2) et (3) résultent de (1), quand on fait coincider la
deuxiéme forme avec la premiére, ou vice versd ; (4)s évanouit par la méme
ccoincidence. La résultante des deux formes proposées étant, d’apres les
belles recherches de M. Faa de Bruno sur I'élimination, un invariant bi-
quadratique et séparément quadratique pour les deux formes, ne pourra
étre que le carré de (1) ajouté au produit de (2) et (3) par une indéter-
minée. Cette résultante devant s’évanouir quand les deux formes coinci-
dent, I'indéterminée sera égale & — 4, et 'on aura pour ladite résultante
connue

(@2 by — 2a,b,+ ay b,)* — 4 (a,a, — aya,) (by by — b,b,).
Soient en second lieu deux formes du 3¢ ordre

a; x® + 3a2x2j+3a4.7cj2+a0]3,
by x* + 3 b, 2* y + 3 b, xy® + b, y°.

Covariants quad’ratiques.

(1) As";‘) =asb,—3a,b, +3a,b, — a,b, pour b =a

! ()
AQ:Dl :a3b4 o 2”262+a’ 63

A 5 b 5 ; pour b=a et a=
; N —a —. . —a “+a.,bh
(2) 2 i 3 Yo 209 1 Y 0“3 e a/(2,> et (2”>.

A("l):d2bo—2a1bl+aobz )

052
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Covariants quadratiques (suite).

(250) 2
A =asa, — a;
2,0) __
(2') Af,l =aza, — a,a,

(2,0) —
0,2

a,a, — a3

A(oﬂ) e b3 b‘ o bg

7 7 2,0
(27)
i
.f,o‘) =ay b, — a, b,

2A§,‘:l) =5 bl — a, bs
(3) 6A§";‘):'agbo+3azb, 8, b ag by pour b =
2 AfY

st
A = a, b, — a, b,

0,4

a, b, — a, b,

I

Covariants cubiques.

(21) ___ A (20) (2,0) (2,0)
A o Az,o bl =202 A1,1 b2 =i Ao,z b3

1,0

() __ A0 (2.9) g e SGans o.
A — APy —a A Dby A b,
oy \ .
(&) A" = (changer les a en b, pour b =
2 (12) et vice versd. oy s
A '

0 (2,0)
Agf;‘) == Aii,u bz g Al,l bs
pour b=a
on a le covariant cubique
A : (2.0) k(s if A ur
FAG) = A b+ AYY D, — 2 Alshp, cor'mu,re]atlfauneforme
unique.

. y (2,0) (2,0)
3A§,211) =5 2A(2 2 bl i AI,I b2 o Ao,so b3

2°0

(5)
(@31) I (2,0) (2,0)
Au,s FE Al,l bo i A;,'z bi

AS;?) = don
(5 g
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Je crois peuvoir me dispenser ici d’écrire les covariants biquadratiques,
et aussi la résultante que T'on peut déduire de diverses maniéres de ces der-
niers covariants et des précédents, en s’appuyant sur le théoréme I, et qui
renferme nécessairement trois coefficients indéterminés, que les opérations
® ne peuvent faire disparaitre, et qu'il faut déterminer par des considéra-
tions particuliéres, inhérentes 4 la théorie de 1’élimination. Il en serait de
méme pour deux formes du 4° ordre, c’est-a-dire que dans ce cas il existe
douze invariants du huitiéme degré et du quatriéme par rapport & chaque
forme, linéairement indépendants, de facon que la résultante renferme
nécessairement douze indéterminées sur le compte desquelles les opéra-
tions ® et I'égalité des coefficients quidistants des extrémes ne peuvent rien
apprendre, etc. :

Il est presque inutile de faire observer que la représentation d’un cova-
riant au moyen des coefficients de covariants plus simples est généralement
préférable a la représentation immédiate par les coefficients de la forme, et
qu’en adoptant le premier mode, la déduction des coefficients successifs
d’un covariant de 'un d’entre eux suit toujours les lois ordinaires, comme
on le voit par exemple sur le covariant trés-simple (5).

V.

D’une certaine extension aux formes ternaires, quaternaires,... de

quelques résultats du précédent paragraphe.

17. 1l est facile de se convaincre, et 'on pourra entrevoir par ce qui suit
qu'en excluant les puissances successives jusqu'a la (x — 1)%m jnclusive- |
ment, d'une forme "4 % indéterminées, le plus faible degré que puissent
admettre les covariants relatifs a4 cette forme, est précisément » : et une
chose analogue a lieu pour le systéme de plusieurs formes indépendantes.
Considérons donc, pour procéder par ordre, trois formes ternaires f, f',
d’ordre n, n’, n”, et cherchons les covariants du troisiéme degré pourlen-
semble de ces formes, et du premier pour chacune en particulier. Si 'on
fait

_n+n~+n"—m
= 3 4
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le premier terme du coefficient principal A, ., sera sous les conditions
n—g>o,n"—g > o,
ﬂn,o,o

;
An'—g,g,0
. " i
dn”»—g,n,g-

L’opération @,, qu’il faut toujours entendre pour ©,(,,), a woins qu’on

ne prévienne du contraire, devant annuler 'ensemble X, , des termes
qui ont a, , , pour facteur, on aura

h=g
: )
sy rgg—1...(g—h+1) .
Keo o0 Xm 3 (mipEAStalobrd
heso, an”»g,h,gwh

en sorte que X peut étre considéré comme l'invariant quadratique de deux
formes binaires indépendantes, ce qui rentre dans une remarque faite pré-
cédemment. Maintenant si 'on représente A, , , par

o]

(=Ti)

iy ol Buciip Rooyt = Bn i e Kyt b Bty g0 Xppa F oon
m,0,0 —

¢
Ay X

i—0
on devra avoir

O} Xi,o == 1)

3

l Xi,o == ®”/* Xi—_x,u
(l = I) Xi—x,l = - 8-,:‘@ Xi——z,‘z’

(X) | (l —_— ‘2) X-i_.g,‘z = ®ylu, Xi-—-3,37

2 Xz,i—z R ®y,u, Xr,i——n

\ X == - ®y‘u’ Xo,i7 !

I,i—I
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d’ou
il = = ®vp. X‘O,ir
X L @),
2,i—2 o vy Xo,n
Xy e X
i Loghomy 0 Y
Xi>i—i B ('— ])’I.2. -j®{‘/l' Xo,i;
I
i 3
Xl,o —('_I) 1.2 .i®”",X°’i’
et aussi

i+1 i e
®”I’< Xo,i = 0, ®//.v Xo,i = o.

La considération de deux termes consécutifs de Am o, répondant i deux
valeurs successives de 7, iet i + 1,

Ap—i—1,i+41,0 Xo,i+1 -+ An_ijio Xo,i;

donne ensuite
(l+ l) Xo,i—-{-—l = - ®/J,A Xo,i;
d’out
XO,I == G)/J.) X—7
2 X, = — O Xo,1,

3 XQ,?’ S e ®,u‘) X0,27
et par suite
m X
[ ¢ i e
Xo"'—( ! o
On a donc
(]
X
e i i YR pd
Xl»l"]"'( ]) jlil 2
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et finalement

i—=—n ]-—l

(]l) m,0,0 — Z 2 — I H—j 'n~;',i—j,j @J,;p @fu)_ X.

i=o0 j=o0
1l reste a vérifier que

"
O Xo =0, .t 0,,X,, ou @,, X, = o.

Cela suit tout de suite de la remarque déja faite et que I'on peut vérifier, si

I’on veut, sur une fonction des coefficients généralement, savoir que deux

opérations ®, qui ont un indice de méme rang commun, peuvent étre inter-

verties. 1l résulte de cette remarque que

0, X0y =10, 0,x="6},0,X=0,

0,%,=""e, 0,x="e,0,x=0.

Pour trois formes du second ordre, par exemple, en supposant m=o0, ona
cet invariant cubique

o) s(9) 5(6)
Aog,0,0 = Asgo 2200 Ar10
7 1
Agp0 — 2. A0y1 + 2. al()l
"
Aoo2 Aor1 Aor1

ou par le signe s jentends 'ensemble des termes qui se déduisent de celui
que ce signe affecte par les permutations des indices qui ne troublent pas
dans chaque colonne la somme des mémes indices. J’indique par un numéro
placé a coté de ce signe le nombre des termes déduits. Si I’on faisait coin-
cider les trois formes, on retrouverait I'invariant cubique relatif a la forme
ternaire du second ordre : et si 'on prend pour f le carré d'une forme du
premier ordre, et pour f', f” deux formes identiques du second, on repro-
duira Pinvariant biquadratique pour une forme du premier ordre et une du
deuxiéme, dont il a été question au n° 6.
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Pour trois formes indépendantes du 3¢ ordre, on a

(6) (6) (6) (6)
R N x R
4300 4300 Ar10 Au10

Aoos = A3 + 3 - 12 A T 6.a, %(3) + 3. 800 5 )

o . ” " B "
A503 Ag21 ) Ag1a dy02 5

out le signe » indique la permutation des colonnes avec changement de signe
a chaque déplacement, et le méme signe placé verticalement indique avec
changement de signe les différents termes que I'on peut déduire de ceux
qu’engendre le premier signe, par le transport vertical des lignes horizon-
tales les unes dans les autres. Le n° (6) du deuxiéme terme, par exemple,
indique que l'on peut déduire 6 termes de celui qui est écrit par la
simple permutation des colonnes, et le (3) affecté au second signe signi-
fie que chacun de ces termes peut eu produire 3 par le transport des lignes.
En sorte que le nombre total des termes de I'invariant est

6+18 +18 413 =54

Si deux des formes coincident, cet invariant est identiquement nul.

Si généralement on fait coincider les deux formes f’, {, le nombre des
termes de X sera dédoublé. Etsi 'on suppose aprés que f coincide avec les
deux autres formes, la formule précédente répondra aux covariants cubi-
ques d'une forme ternaire d’ordre 7. Mais on peut dans ce cas introduire
immédiatement la coincidence des trois formes, pourva que dans 'applica-
tion successive des opérations @, quand un terme se présentera dans Ap o
avec I'exposant 2 ou 3, on ait soin de diviser le coefficient du terme dont il
s’agit par son exposant; on rendra ainsi le calcul & peu prés trois fois moins
long, et I'on pourra 'abréger encore généralement par des considérations
de symétrie. On aura ainsi par exemple cet invariant cubique relatif a la
forme ternaire du 4°ordre

(3) (3) - (6) (3) (3)

AnamAn ARRAN . And AANAAR AAARA
4oo 4oo 4oo0 310 220 310
ofo — 4 . 031 + 3 .022 — 12 112 + 12,112 H 12 121
004 o13 022 022 112 013

(2)

310 220 121

-+ 4 o031 4+ 6 202 — 12.112)
103 022 211
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et cet invariant cubique pom' la forme du 6° ordre

(3) (3) (3) (3) (2)
600 600 6oo oo 510 510
060 — 6 .051 + 15 of2 — 10 033+ 30 .015+ 6 o051
006 o1 024 033 141 105
(6) (6) (6) (3) (6) (6)
WA i o b T )
—60.132 — 30 . 114 + 60 . 123 4 go .222 + 120.132 — 60 . 213
024 042 033 024 114 033
(6) (2) (3) (3) (3)
20 T50 A1 41 fir 330
— 9o .123 + 15 . 204 — 180.222 — 9o . 141 + 60 . 132 + 180 .123
123 042 033 114 123 213
(3) (2)
303 31 Wi B 222
+ 20.330 + 180. 222 — 300.213 — go-. 222
033 123 132 222

18. La valeur de g étant dans le cas de trois formes coincidentes, c’est-

a-dire dans le cas de la forme unique f, g =n — % etX étantnulsin—g

- : e . : e
est impair, on voit que la forme ternaire d’ordre pair 7 admet et - seule-

ment covariants cubiques d’ordre
o; G5ty a8yrs, 250

y compris le cube de la forme; et la forme ternaire d’ordre impair 7 admet

n—+1 741
et
2

seulement covariants cubiques d’ordre

Dy s 1853 Ty iy SO

y compris le cube de la forme.
En prenant pour f, {’, {” dans la formule (%) le carré de la forme don-
née f, on obtiendra, en vertu du théoréme I, n covariants du sixieme degré

-
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et d’ordre
o, 6, 12, 18,..., 6n

dont certains pourront étre le carré de covariants cubiques ou le produit de
covariants biquadratiques par le carré de la forme, etc. En particulier, on
peut dire qu’au delx du second ordre toutes les formes ternaires admettent
un invariant irréductible du sixieme degré qui joue a leur égard le méme
role que Finvariant biquadratique pour les formes binaires.

Si I'on prend pour f dans la formule (%) un covariant cubique relatif &
trois formes indépendantes ou coincidentes f,, f,, f, et donné par cette méme
formule, on obtiendra une nouvelle formule propre a produire une suite
de covariants du cinquiéme degré pour cinq formes indépendantes que I’on
pourra ensuite faire coincider en tout ou en partie. Et I'on pourra conti-
nuer ainsi a I'infini en prenant pour une, deux, trois,... des nouvelles
formes, soit dans les formules (&), soit dans celles qu’on en déduit, des cova-
riants fournis par une quelconque de ces mémes formules. Mais on voit se
produire ici des lacunes dans les degrés des covariants dérivés, et par
exemple on ne voit pas surgir les covariants du quatriéme degré. Il est vrai
que dans la formule primitive (%) on aurait pu prendre d’abord pour f le
produit de deux formes f,, f,, ce qui aurait fourni une suite de covariants
biquadratiques : mais tous les covariants biquadratiques n’auraient pas été
reproduits. C’est ce qui arrive, par exemple, pour fa forme ternaire du
troisieme ordre qui admet un invariant biquadratique. Or si Fon se reporte
aux calculs du numéro précédent et qu’on suppose que Ay o o, représente
maintenant le coefficient principal d’'un covariant relatif 4 tant de formes
qu’on voudra, les coefficients de I'une des formes, f, étant seuls astreints a
entrer linéairement dans oo o/l pourra écrire ce coefficient principal
sous la forme qu’on lui a donnée dans le numéro cité, et U'on trouvera entre
les X; ; les mémes équations (X) (*) qui font tout dépendre de la premiére
fonction X, laquelle, devant s’annuler par ©,, et ©,,, pourra étre considérée
dans tous les cas comme un invariant relatif 3 des Jormes binaires, le degré
de cet invariant étant inférieur d’une unité 4 celui de Am,o,0- En appelant
f,, f,,... les formes dont X est supposée renfermer les coefficients aux degrés
respectifs §,, 0,,..., on aura pour la somme commune des seconds et des troi-

an < q. 5 n-4n6 -+ n,0 co. —m
siémes indices de I'expression de Aw,o,0, g= il s ;’ 5 : celle

{(*) Pages. 45, 46.
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des premiers indices de 1’expression de X sera donc
g+m—n ou 0,0, +nb,+... —2g=g.

1l faudra donc sous ces conditions faciles & interpréter chercher tous les
invariants binaires X, et chacun d’eux donnera dans (&) un covariant ter-
naire d’un degré supérieur d’'une unité. On pourra faire coincider ensuite
f avec une quelconque des autres formes. Cette coincidence diminuant géné-
ralement le nombre des arbitraires, il en résulte qu’on peut par ce moyen
reproduire de proche en proche tous les covariants ternaires relatifs a tant
de formes que I'on voudra.

Pour éclaircir ce qui précéde par un exemple, considérons la forme ter-
naire du cinquiéme ordre et cherchons ses covariants biquadratiques du
second ordre. On a ici

g:l—::& g—+m—5=3.

On peut faire ces trois hypothéses, pour la série des premiers indices de

2 I
X, o, 1, 1, en sorte que X peut étre considéré comme un invariant binaire
o 0 I

et cubique, soit pour deux formes binaires, I'une du second ordre et I'autre
du cinquiéme, les coefficients de celle-ci entrant dans X au carré, soit pour
trois _formes binaires d’ordre 3, 4, 5, soit enfin pour une forme binaire
unique du quatriéme ordre. On trouve pour ces trois hypotheses :

320 320 320 311 311 311
X = of1 — 4.032 + 3. 023 — 050 + 3. 041 — 2. 032,
005 o14 023 o005 o1f 023
230 230 230 230 22&( 221 asr . 221 221
2X = 131 — 3.'122 4+ 3. 113 — 104 — 140+ 131 4+ 3. 122 — 5. 113 + 2. 104,
005 o14 023 032 o005 o1} 023 032 of1
140 140 131 122
2 X = 122 — 113 4+ 2.122 — 122,
104 113 113 122

En substituant successivement chacune de ces expressions dans (%) ety
supposantn =5, on aura donc trois covariants du quatrieme degré et du
second ordre, linéairement indépendants, relatifs 4 deux formes du cin-
quiéme ordre, les coefficients de I'une f entrant au premier degré dans ces

7

Document numeérisé par a Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 VI 5-4



(52)
covariants, et ceux de f au troisieme. Et en supposant ensuite f = f; on aura
tous les covariants biquadratiques et du second ordre, relatifs & une forme

unique du cinquiéme ordre.
En suivant les indications précédentes, on peut trouver diverses formules

assez générales; je noterai seulement la suivante qui se rapporte & I'invariant
biquadratique de quatre formes f; f,, /5, f, du méme ordre n =3 7/, et que
I'on obtient en prenant pour X dans (%)

k—zn
1)
X 2 n2n—k!<®;p,Z
k=o
g
ou
h=an'
/ 7 r
2k p2nt.on'— .. 5on ——iz—i—l (z)
Z=3 (=i 2t 0

(3)
Ao, h, 3n'—h

et 'on pourra faire coincider deux, trois ou les quatre formes. On voit par
14 que toute forme ternaire d’ ordre 37’ admet un invariant unique biqua-
dratique. Je rappellerai encore que la coincidence des formes permet pres-

que toujours de resserrer leslimites des 2, quand on introduit dés 'abord

cette coincidence, ce qui est plus expéditif, pourvu que I'on ait soin de divi-
ser par U'exposant le coefficient de chaque terme & mesure qu’il se présente
et que I'on s’arréte quand tous les termes distzincts, ou plutdt les types dis-

tincts sont ainsi reproduits.
19. La généralisation de proche en proche des résultats précédents
n’offre actuellement aucune difficulté. On aura ainsi pour les formes qua-

ternaires une formule analogtie & (%), savoir

iI=n =i h—j
Y-k

— I} L3 5
Mmoo =3 B B ST tusicynionn 0 0, 61, X,

1=—=0} W]=0 h—0

ou X peut étre considéré comme un invariant ternaire dans le sens précé-
demment indiqué. On en conclut en particulier qu’une forme quaternaire f

d’ordre pair 7 admet - ; et - Z seulement covariants biquadratiques d’ordre

08 LG Gy
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y compris la quatriéme puissance de la forme ; et qu'une forme f d’ordre

n—1 etn—{—l

impair 7 admet seulement covariants biquadratiques d’ordre
q

B 195 0551 ¥y

y compris la quatriéme puissance de la forme. Ge sont 12 les covariants du
plus faible degré en excluant les puissances 1, 2, 3 de la forme. Rien ne
serait plus simple que d’écrire la formule analogue pour le cas de » varia-
bles, ce qui me parait parfaitement inutile ; elle donnerait lieu a des consé-
quences de méme nature que celles des précédents numéros, et I'on en con-

. - & . n n
clurait en particulier qu'une forme »™ d’ordre pair n admet p et ~ seule-

ment covariants de degré », d’ordre

O DS Wi n TUK S

n—+1 n—+1I
2

et seulement covariants

qu’une forme d’ordre impair n admet
de degré », et d’ordre

HUB o 5 Ak,

y compris la puissance » de la forme; que ce sontla les covariants du plus
faible degré, en excluant les puissances successives de la forme jusqu'a
#» — 1 inclusivement.

Je bornerai 1a présentement le développement des conséquences imme-
diates des théorémes T,1I, aidés des formules (%): les questions diverses qui
se présenteraient spontanément, et par exemple celles de savoir de combien
de maniéres tous les covariants d’un degrédonné peuvent étre produits par
une association convenable de covariants de degrés inférieurs, etc., condui-
sent 4 une nature de recherches principalement arithmétiques qui demandent
une analyse plus pure, si je puis m’exprimer ainsi, et dont on trouve de
remarquables exemples dans les ingénieux travaux de MM. Hermite et
Sylvester.

Je laisse aussi de coté ce qui concerne les formes a groupes de variables
indépendants ou correspondants, et je passe au dernier paragraphe.
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V1.

Du nombre de termes d’un covariant et de la loi de réciprocité de
M. Sylvester.

20. En partant de cette observation que Popération différentielle qui doit
annuler le coefficient principal d’un covariant relatif 2 une forme binaire s
diminue d’une unité la somme des indices (/e poids d’aprés I'auteur) de
chaque terme de ce coefficient (il faut entendre qu’on a supprimé les pre-
miers indices de chaque lettre), M. Cayley, dans ses profondes recherches
sur la partition des nombres, est arrivé 4 une ingénieuse solution du pro-
bleme qui a pour objet la détermination du nombre de covariants, d’un-
degré donné, relatifs & une forme unique f. 11 suffisait, en effet, pour ré-

soudre ce probléme de connaitre le nombre de termes de poids constant
nd —m

g =

» et de degré 6 qui concourent  I'expression la plus générale du

coefficient principal du covariant. Ce nombre étant representépar N (n, 6, g),
la différence N(n, 0, g) — N(n, 6, g—1) indiquait alors le nombre d’arbi-
traires qui restaient apreés I’annulation du coefficient principal par effet
de I'opération mentionnée, c’est-a-dire le nombre de covariants, linéaire-
ment indépendants, d’'un degré et d’un ordre déterminés. Ici se présentait
naturellement ce probléme d’Euler (De partitione num.) :

De combien de maniéres peut-on former un nombre donné g, par I'addi-
tion de 6 nombres pris dans la suite o, 1, 2,..., 2, ces nombres pouvant
étre pris avec répétition ? _

Le nombre requis est, comme on sait, le coefficient de #x¢ dans le dé-
veloppement ascendant de

U=

10 I (r— uxt),

=10

II désignant a l'ordinaire un produit de 7+ 1 facteurs. En supposant ce
développement de la forme

I +P,u+P2u2+,..+Pau6+...
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et changeant u en ux, on trouve tout de suite, avec Euler,

1P (1= 2P s (1 27T
(1—a) (1 —a?).. (1 —2")

P@z(

bl

en sorte que N(n, 0, g) est donné par le coefficient de ¢ dans le quotient
fini de cette division. Cette expression P; restant évidemment la meme
quand on échange 'une dans I'autre les lettres n et 6, M. Cayley en a con-
clu, en passant, la démonstration Ia plus simple que 'on puisse donner de
I'importanteloi de M. Sylvester, loi que M. Hermite a démontrée le premier
par d’autres considérations et dont il a tiré un trés-grand parti dans son
beau Mémoire sur les formes & deux indéterminées. Elle est comprise
comme on voit dans cet énonce :

A tout covariant de degré 0 et d’ordre m relatif a une Jorme binaire
dordre n, correspond un covariant de degré n et d’ordre m pour la Jorme
binaire d’ordre 0.

En suivant le point de vue de M. Cayley et s’appuyant sur la constitution
des covariants établie au commencement, on peut étendre les résultats pré-
cédents au cas de plusieurs formes binaires. Le nombre de termes qui en-
trent dans V'expression la plus générale d’'un coefficient quelconque A, ,
d’un covariant relatif 2 % -+ 1 formes binaires f, fi, fa,..., fa, est évidem-
ment donné par la réponse a cette question :

De combien de manieres peut-on former un nombre donné g < ici

n0 4+ n0, 4 n,0,—m st g0
g= - 3 s +q> par I'addition, avec ou sans répétition, de 6

nombres pris dans la série o, 1, 2,..., 7; plus 9, nombres pris dans la série
0, 1, 2,..-y 13- plus G, nombres pris dans la série o, 1, 2,..., 7;,?
I} est facile de voir, avec un peu d’attention, que le nombre requis de

partitions est donné par le coefficient de u’ wl... ulk x¢, dans le dévelop-

pement ascendant de Ia fonction
i=n ] By =1} i/‘:nk
1D I (1 —ux’) x [ (1—u,xh) <. < I (1— 1, x'),

i=o i =0 ih:0

ou bien par le coefficient de x¢ dans le quotient fini oule développement
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ascendant de

—=n : l,=—n . i,':n, ;
/ 1 — x0-+i EEG L S A — 20,
() H(—T—>x n<mi._><...><n Lt
i=1 . e i, =i e o =t I — x4,

L’opération 0,(,; étant seule suffisante, comme on I'a vu, pour l'en-
tiere détermination du coefficient principal Ay, ., et son effet se réduisant
encore a diminuer d’'une unité le poids de chaque terme de Ay, o, le nombre
d’arbitraires que renfermera A, sera égal i

N(n, ny,..., 1456, 0,,...,0,,8) — N(n, n,,..., n,, GuVinisyOng —
ou

nl 4+ n0 ...+ 1,0, —m 5
o :
e 2

Tel sera donc aussi le nombre de covariants linéairemeat indépendants de
I'ordre et des degrés donnés. En particulier pour I'invariant relatif 4 deux
formes f'et f,, et contenant au degré n, les coefficients de la premiére, au
degré n les coefficients de la seconde, le nombre de termes est donné par
le coefficient de a™, dans

i=n (I__xn1+i>2
m.({————) ;

=l 11—z
la différence entre le coefficient de a™ et celui de 2™~ dans ce produit
dévelbppé représente donc le nombre des invariants linéairement indépen-
dants de l'espece dont il s’agit.

Dans le cas, aussi particulier, ou les %z + 1 formes sont toutes du méme
ordre n, et ou leurs coefficients entrent respectivement au premier degré
dans I'expression du covariant, la fonction qui fait connaitre le nombre des
termes devient

" I — i\ At

]

Si dans la différence N (n, n,,...,g) — N (nyny,..., g — 1), on donne a m,
lorsque K =n6 + ... + 7,0, est pair, les valeurs o, 2, dp00. K, et que
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I'on ajoute les résultats, on obtiendra

N <n, Tt G E))

2
pour le nombre total des covariants de degré (0, 0,,..., 9,). Et si K est im-
pair, ce nombre sera

N <n, Ty AL s I%>
De ce que I'expression () conserve la méme valeur quand un nombre
quelconque de @ sont échangés avec les n correspondants, il en résulte cet
énoncé tres-varié de la loi de réciprocité :
A tout covariant d’ordre m, relatif a 4 -- 1 formes f, f,,..., f, d’ordre res-
pectif n, n,,..., n;, et qui renferme les coefficients de ces formes au degré

0,6,,..., 0, respectivement, correspond un covariant de méme ordre m pour
h + 1 formes d’ordre

0 Was U By Pl s Ty
et qui renferme les coefficients respectifs de ces formes au degré

Ry Wys Payess in Dsns Opmamons Fis

L’extension a plusieurs formes binaires des développements ultérieurs de
M. Cayley, dans ses Recherches sur la partition des nombres, et les consé-
quences qui en découlent pour le nombre de covariants irréductibles,
ménerait ici trop loin, et m’a paru devoir étre réservée pour une autre
occasion.

21. Les formes homogeénes a plus de deux indéterminées exigent des con-
sidérations différentes pour ce qui concerne la détermination du nombre de
covariants, d’'un degré donné, linéairement indépendants, c’est-a-dire que
la connaissance du nombre de termes d’un covariant n’est pas ici suffisante.
On a vu que, sous la condition des permutations et de I’homogénéité indi-
ciale, les deux opérations @,;, ©,, étaient parfaitement suffisantes pour
la détermination du coefficient principal, quel que soit le nombre des va-
riables ; mais on a vu aussi que par 'effet de ©,; des équations fournies
par ©,, étaient de nouveau reproduites, et la question de savoir combien
d’équations reparaissent de la sorte, semble exiger un examen minutieux
auquel je ne me suis pas encore livré.

3

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 VI 5 -4



(58)

Néanmoins il m’a paru au moins curieux de connaitre la fonction qui
par son développement pouvait fournir le nombre des termes qui doivent
entrer dans la composition d’un coefficient quelconque d’un covariant. En
considérant d’abord une forme unique & x variables, la détermination de
ce nombre de termes revient 4 la solution du probléme suivant qui présente
assez d’intérét par lui-méme, et dont voici, si I'on veut, I'énoncé :

On écrit, 'une au-dessous de l'autre, § lignes horizontales renfermant
chacune x nombres, pris dans la série o, 1, 2,..., 7 avec ou sans répétition,
sous la condition que la somme des nombres inscrits dans chaque ligne ho-
rizontale soit toujours égale a 7, et que la somme des nombres inscrits dans
chaque colonne verticale soit constante et égale respectivement 4 des nom-
bres donnés a, b, c,..., [. On demande le nombre de rectangles distincts
que 'on peut ainsi former? La permutation de deux lignes horizontalés ne
constitue pas deux rectangles distincts.

Comme on a nécessairement @+ b -+ ¢ ...+ =n0 et que la puissance 6

d’une forme homogéne f d’ordre n & » variables est un covariant de cette

. il I
forme, dontle coefficient principal est Ay o, o,... = Ap,o,0,... : comme, d’autre

part, le coefficient A3, ,..,1 du covariant renferme tous les termes possibles
soumis 4 la composition précédente ; la question ci-dessus revient, si on le
préfére, a celle de savoir combien renferme de termes le coefficient de
x®y’...v* dans la puissance 6 d’une forme d’'ordre 7 4 » indéterminées. Or si
on désigne par « une indéterminée quelconque, qui ne fait pas partie
des x variables &, 7,..., ¢ de f, et que I'on fasse directement le produit
des ¢ développements

2 > 9
T L AR I TR ) L N

2 2 q‘q 2 ) A s
S Za PR N R ) o S S iy s MO ULy AT

I R T Sl PR, B el o B S S

ol A+ +...+ 7, =n et ou q désigne le nombre de solutions de cette
derniére équation, c’est-a-dire le nombre de termes de f> ensorte que

_(rt+1)(e+2).. .. (rt+a—1)
T 1.2...(x—1) )

on reconnaitra facilement que le terme général du coefficient de u? est de
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la forme

oy by oy Dyt “q)‘q ff.glﬂ.l"‘fﬁ.zl':a._‘""'._f‘/e'q/‘q B 05171+5gf~;+--~+iq'~'7’

X

ou

Ryt O e Oy =0y00y B gt g=0.

Conséquemment le nombre de rectangles cherché est égal au coefficient
de % ok ¢'.uf dans le développement ascendant de

I

U= 3 Sy
N(x—az"y*. .. .u)

le produit renfermant les ¢ facteurs qui proviennent des solutions de
A+ p+.tT=n

Si 'on désigne par =, ce que devient f, quand tous les coefficients, y
compris le facteur polynomial, s’y trouvent remplacés par Vunité, et
Xty ... o7 par 2 yir ... ¢", on aura

: u? u?
logU=m,u+@,. 5+t a5+

et en supposant U de la forme

U=1+4+u . .u+ut®+...+ugu’ +...,
il en résultera

OQus =, Ug—_; + ®ally_o +...+Ty— U, + Tyg.

On peut donner diverses formes & uy, et, par exemple, en passant de
log U 2 la fonction U; mais cette expression nouvelle, impliquant en elle-
méme la partition effective du nombre §, ne parait pas propre a conduire a
une expression analytigue du coefficient de x* y*...¢*. 1l en serait de méme
si ’'on présentait u, sous la forme d’un déterminant.

Le tableau polyrectangulaire du § IT donne lieu 4 un probleme de parti-
tion de nombres facile 4 énoncer, et que I'on doit résoudre lorsqu’on se
propose de connaitre le nombre de termes qui peuvent figurer dans un coef-
ficient déterminé d’un covariant relatif & plusieurs formes f, f,,..., f;. Ce

8.
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probleme est ramené, comme ci-dessus, a celui de savoir combien il entre
de termes dans un coefficient de rang déterminé du produit /0 /..., f9:; et

par des considérations analogues aux précédentes, on verra que ce nombre
de termes est égal au coefficient de xy°... v ... uli dans le dévelop-

pement ascendant de

U=t —x? yr...o7.4).10, (1 —Xhytetw). (1 —axd yri., VT u;),

chaque produit se rapportant aux solutions des équations respectives
)\—.l—‘u'—i—...—i—-rzn, My 4.+, =My M4+ 41=n,

Ce méme nombre sera donc, si 'on veut, le coefficient de ol e
dans ugu,... uy, uy, désignant pour la forme f, ce que u, désignait préce-
demment pour /. Quant aux nombres «, b,...,1, ils vérifient la relation

a—!—b—i—...—!—l:n@—l—n,@,—i—..,+n,~9,~.

Dans le cas d'une forme fa groupes indépendants devariables, considéré
au § I, le nombre de termes qui peuvent figurer dans un coefficient déter-
miné d’un covariant, est donné par la solution d’un nouveau probléme de
partition que je me dispense d’énoncer et qui peut étre ramené a la déter-
mination du coefficient général d’une fonction particuliere que I'on formera
de la maniére suivante. La forme f étant censée déduite, ainsi qu'on I’a dit,
du produit de (% + 1) formes ordinaires, f, f’,..., f®, si 'on désigne par
®,@,...,5", ce que deviennent ces formes respectivement lorsque I'on y
remplace chaque coefficient, y compris le facteur polynomial, par 'unité,
le produit = %'... 5™ donnera tous les termes distincts que doit renfer-
mer f. Si I'on multiplie séparément chacun de ces termes par la méme indé-
terminée u, et que 'on retranche chacun de ces produits de I'unité, le pro-
duit de l'inverse de ces binémes sera la fonction cherchée. La fonction
dont il s’agit étant désignée par U, si I'on appelle =, ce que devient = lors-
que chaque variable &, y,..., est remplacée par x*, y°,..., et de méme %’ ce
que devient @’ lorsque &/, ”,..., sont remplacés par &%, y°,..., etc.; on
aura cette loi de formation plus symétrique

: 9
’ h ! hy W u
logU=m,%... w(i).u+w2a32...zzs<2>;+...+wgw'g...m(5").—9-+..‘.
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et le nombre requis de termes sera donné par le coefficient de
a b 1a’ o (myal .l g
LN O L gl o ey

dans le développement ascendant de U. Lorsque tous les groupes (xy...),
('y’...), sont binaires, on a, en remplacant les y par 1,

y Clignel, ol J:/‘”""‘ D w(lz)n“')—i-x
lOgU: L R T
ez 22(n+1) 1 — 2+ u?
+ (R PEE o ey 3

Si Von fait entrer dans le covariant les coefficients de plusieurs formes a
* groupes indépendants de variables, la fonction & développer s’obtiendra en
prenant le produit d’autant de fonctions analogues a U qu’il y a de formes
données. Ces fonctions se déduiront de U par le changement successif de 2
en d’autres indéterminées uy,, uy,),..., etdes n, 7/,...,enn,, By,..., ny,n,,...,
ou si I'on désigne par u, le coefficient de ¢ dans le développement de U,
le nombre cherché de termes sera donné par le coefficient de

k4

: b a b (R)ak (k)"
s R e SR s

ta

dans wg ug, ..., us. :

Enfin, s’il s’agit d’'une forme & groupes correspondants de variables, il
suffit de supposer dans ce que I'on vient de voir pour une forme unique a
groupes indépendants que tous ces groupes coincident; on a alors, par
exemple, pour une forme binaire, :

Lol plec plobl g gkl e xz(n—t—x) e x?(nl-i—l} u?

. o U

1—x i— 1—x 1 — x? 11— 2 2

log =

et généralement en désignant par @, |3, .3,..., @ lesi + 1 formes ordinaires
et correspondantes réduites 4 avoir pour coefficients I'unité (y compris les
facteurs polynémiaux), et qui par leur produit sont censées donner tous les
termes de f, on aura

uZ
logU =, &, 2&,... ®+7,3 52 R R AR
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Sil entre dans fplusieurs systémes de groupes correspondants, indépendants
entre eux, on a

logU ==, &, .0... &, X B AT s B I e K B

N ' ubf
-+ @y Fg... ;B9 X By ﬂs,g.--.,"ﬁ’é P& B4 3 Sty

et si finalement il s’agit d’un covariant relatif 3 plusicurs formes analogues
. s & : s s

a cette derniére f, en appelant =) le coefficient # dans la derniére fonc-

tion U, on aura  chercher le coefficient général du produit

B(6) B(,) B(6,)+ -1

B9,)5- -, désighant pour les nouvelles formes ce que () désigne potir f.

Voila donc les fonctions génératrices du nombre de termes que peut con-
tenir le coefficient général d’un covariant, dans les différents cas examinés.
A Yexception peut-étre des groupes binaires, la transformation purement
algebrique des problemes arithmétiques qui se sont offerts dés I’abord, ne
parait pas avancer considérablement la véritable solution. Elle semble seu-
lement, dans I'état actuel de la science des développements, pouvoir préter
quelques points de repére i une étude intime et directe de ces questions, qui
ne sont pas dépourvues d’'un certain intérét, et sur lesquelles j’espére reve-
nir un jour, ainsi que sur la loi de réciprocité qui jouit & mes yeux d’une
extréme généralité.

Vu et approuvé,
Le 5 février 1858,
Le Doven pE 1A Facurtt pes Sciences ,

MILNE EDWARDS.
Permis dimprimer,

Le 5 février 1858,

Le Vice-Recteur pE 1’AcApimie pE Paris,

CAYX.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 VI 5-4



THESE DE MECANIQUE.

SUR DIVERS PROBLEMES PARTICULIERS RELATIFS AU MOUVEMENT.

e —

1.

Sur un probleme de M. Binet.

1. Dans le tome II du Journal de M. Liouville, M. Binet a donné une b Sl
élégante extension analytique au probleme du monvement d’un point maté- 5
riel soumis 4 P'action d’une force centrale fonction de la distance. La mé- it
thode de I’éminent et regrettable géométre peut étre étendue, sous un cer-
tain point de vue, 4 un systéme plus complexe d’équations de la forme du
suirvant

d*x d*x d*x
g m— = R.x, m, —d-ﬂ—' = Bl 2, —dt"" — IR
dy dy oy RO
(1) | m— = R.y, G =R, 7. |y, 2 = ¥, sosss
dp d*v, d*v
a\ m pr = R.y, m,jﬂT = I o oo \lﬂ,,‘w’-z — R

ou le nombre des variables (x; y; ... v;) peut changer arbitrairement d’un
groupe vertical a I'autre. Mais an lieu de considérer le carré du rayon
vecteur comme la somme des carrés des coordonnées correspondantes, je
prendrai

G \/3‘57"'7 Prn = \/?m

%, 4,,...,désignant des formes homogénes du second ordre, de facon que

N 7 AN Y e
§=aax®+ bby* +...4+ hho* + 2abxy +..., F =a,a,x}+...,

-
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. ' s 2 !
et on doit observer que les coefficients aa, bb,..., ab,... sont symboliques
et sont censés représenter des constantes quelconques tout a fait indépen-
dantes. Si I'on pose

A 25 A~
If = aaxx’+z\bj)f’+...+ hhov' + ab{xy' + yx') +...,

: o ) 4 Wil ZyLeo
et qu'on désigne par §M) ce que devient § par la substitution (x,y,“ ,>’

4

£% coincidera avec §) par la méme substitution et avec § par la substitu-
_r/ ’

14
tion inverse <x§{;) En admettant actuellement que les accents indi-

quent les dérivées par rappbrt a ¢, on aura

AN 2N
d’p aaxx”+...—|—/z/wv”—l--/c;b (yx" +xy” ) +... Fgo—£¢:
dr? p o Ps i

d*p

Or, si l'on désigne par S, avec M. Lamé, la caractéristique d’une somme
symétrique, il est facile de vérifier I'identité

o \
/ S (221 bb — t/l\b2) (xy" — ya')?
: % £ 17 ’ / i
G0 fgr + 2Saa bb (xz — zx') (xy — yx!)
‘ o AN
+ 28abac (xy — yx') (za’ — x2')
AN .
~+2Sabed[(x)y' —ya') (uz' — zu') + (wy’ — yu' )(x2 — zx')],

dont le second membre se réduit ici 4 une constante (qu’on verra étre égale
a 1) en vertu des équations des aires. En substituant dés lors dans 'expres-

; d? 5 , ; 3
sion de dtf les valeurs de x” y”... ¢ fournies par les équations (1), on obtien-

dra la premiére du groupe suivant, les autres ayant une origine analogue,

d?p m

m —o- = B.g -+ =

d’p, m,

(2) S i
d'p o

B m
,\ My = R,p,+ g
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Les deux premiéres équations (1) et (2) donnent

d*x dip x
&7 e e
ou _ ‘
diiatd e x
&\" &%) T T

et en posant, d’apres M. Binet,

dt = p*do

(ce qui west autre chose au fond que I'équation polaire des aires), on
aura : o

¢ d q;2

d’ou et des analogues on déduit

%:Asingo—;—A’cosgo, ?:A, sing, + A'| cos ¢,,
L= Bsi : n— i B, cos
(3) e B sing + B’ cos g, 5 B, sing, + B, i e
;-: Hsing + H’ coso, %:H,singo,—l—ﬂ'1 COS @y 5
ou

dt = ptdo = p2do, =... :pfdgo,,.

Quant aux arbitraires A, A’, B, B,..., elles devront, dans chaque groupe
vertical, vérifier les trois relations suivantes, qui résultent de la reconstitu-
tion de p? ou g§; au moyen des valeurs (39,

G Do, e,
Fla, B )=
S5 E B =,

—
-

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 VI 5-4




(66)
et dont les premiers membres représentent ce que deviennent § et £§ par
les substitutions

T O iR
AB .. H)’ (A’B’...H’)

En vertu de ces relations, le premier membre de I'identité dont on a fait
précédemment usage devient égal a I'unité par les mémes substitutions, et
comme le second membre est toujours une constante C, il faut que cette
constante soit aussi égale a Punité.

Lorsque R, Ry,..., R, seront des fonctions de g, g,,..., pn, €t de tsilon
veut, 'intégration du systéme (1) sera ramenée a celle du systéme (2). Si Rp,
R,py.-.» Ryp, sont les dérivées partielles par rapport a p,p,,..., p, d'une
méme fonction & dépendante uniquement de ces variables, en posant

Ve l('ﬁz m, m,,)

2 (5 P. ‘On

les équations (2) pourront s’écrire ¢
d?p dU
T
de® dp
w1
Vde T dp,
dzpn dU

my '&1_2 dp,,

et I'on aura I’équation des forces vives

dp? dpn U t
m—s + ...+ m, - = 2 U + constante,

.

qui suffit, dans le cas d’un seul groupe vertical (1) pour ramener le pro-
bléme aux quadratures.

Comme les équations des aires permettent d’exprimer les variables
(x, y,..., v) d'un méme groupe en fonctions linéaires de deux d’entre elles,
il serait resulte de la une méthode de réduction intégrale, peut-étre plus
naturelle, mais sans contredit moins symétrique que celle dont le principe
est dii & M. Binet.
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2. Supposons que les formes §; se réduisent a des sommes de carrés, en
sorte que

Fem b b gy et W B e o R e o ele

et admetions qu’il existe entre les rayons vecteurs p, p,,... une équation de
" condition

Y40, Biyers) = ©.

Si 'on désigne par ) une indéterminée, 'application de la méthode ordi-
naire de la mécanique conduira au systéme (1) ou I'on aura fait

dF
R:)\Q‘P, B1:>\

On arrivera au systéme (2) ou il suffira de faire la méme substitution, et les
2, ¥i,-- seront fournis par le groupe (3). Le systeme (2) donnera lieu &
I'équation des forces vives si F' ne contient pas ¢.

Je noterai comme cas particulier le mouvement de deux points matériels
liés par un fil flexible et inextensible passant par un anneau fixe infiniment
étroit : I’équation de condition est alors

p+p=a

a désignant la longueur constante du fil, et 'on a 'équation des forces vives

rndp2-|—7n i ot o
dr el e g e e
ou
dz
CORTIR e EUTE G PR T
dt 3 (a—p)

Si I'on prenait
ptpr=a, p-+ 0y=40ay..., P+ pp=0aq

en supposant toujours qu'il n’existe point de forces extérieures, on aurait

9.
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semblablement

m n, mny

(m~+m, + .. +m”>dﬁ'—K’—§7_m—“' e
ce qui dépend des fonctions ultra-elliptiques. Les p; étant censés ne conte-
nir que trois coordonnées, le mouvement de chaque point matériel s’effec-
tuera dans un plan : on peut donc réaliser ce mouvement en placant sur
un plan horizontal les corps m, m,,..., m, et fixant au premier d’entre
eux n fils a,, a,,..., a, qui passant, réunis, dans un anneau infiniment
étroit, situé dans le plan, vont ensuite se fixer respectivement aux autres

COIPS Myy.. g My
5. Sil'on adjoint aux groupes verticaux (1) de nouvelles équations de

la forme

d’w dF . d*w,
mg?—)\%—l—w, m, —— 7 )\;i;l—%—W

en supposant qu’on ait I'équation de condition

F(P> Lasere s Wy Wiy.ooy =0,

et toujours

/ 1F
p:\/x2—.i—)/'2+...+v2,..., R— )\(——~ s

intégration du systéme primitif sera ramenée & celle du systéme (2) com-
biné avec les équations nouvellement introduites. Ceci comprend comme
cas particulier la généralisation analytique du probleme relatif au mouve-
ment d’un point matériel sur une surface de révolution : il suffit de supposer

F=p—f(w)=090, m=um,

w désignant la coordonnée perpendiculaire 2 p et W ne dépendant que
de w. On a alors

dw?
dz2+mdﬁ_ de ——7

ce qui donne p ou w par une quadrature, et x, ¥,... « sont encore fournis
par les formules (3).
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(69 )
Le probleme serait encore ramené visiblement aux quadratures si I'on
prenait dans le systéme (1)

po=f(W), pr=JiW). pa=ta(W),

by by s
R:-s R,:——l,"- R,,:f—,
0 o1 o
et qu'a ce systeme fat adjointe I'unique équation
a i " : ;
m -d—;; =2 (W)=hfi (W)= . =N S (w)+W (W fonction de wseul)

obtenue toujours, ainsi que les autres formules (1), par 'application des

principes habituels de la Mécanique rationnelle. On aurait I'équation des

Jforces vives qui serait ici suffisante : les groupes (3) fourniraient encore les

(8 Fiose Ok -
Par exemple, si 'on suppose

.

p=a—w, fi=a —W,., fa=0r— W, W = g = constante,

et qu'on réduise a deux les coordonnées qui entrent dans les p;, on pourra
considérer les équations ci-dessus jointes a (1) comme se rapportant au
mouvement d’un systeme de points matériels pesants dont Pun m est
attaché a plusieurs fils qui, restant toujours confondus verticalement, tra-
versent un anneau fixe infiniment étroit et vont ensuite aboutir aux corps
m, m,,..., n, assujettis & se mouvoir sur le plan horizontal qui contient
P’anneau et détruit leur pesanteur. :

On remarquera qu’en se bornant au corps m, supposant m = m et con-
sidérant w comme la coordonnée verticale de m, les équations du probléme
qui vient d’étre énoncé répondraient au mouvement d'un point matériel
pesant sur le cone droit p + w =a. Or il est trés-facile de voir que cette
diversité dans l'interprétation mécanique se rencontre surtout lorsque 'on
généralise certaines formes géométriques, comme dans le probleme de
M. Binet; de facon que la question reste toujours purement mécanique, et
que 'on peut lui appliquer directement, si on le juge a propos, les équa-
tions de Lagrange ou celles de Poisson.

4. Supposons y
§F=ax®+ by*+ ...+ ho?
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et considérons le systeme d’équations

d’ x

— = (Aa+g)x,

([ly__ N
= = b+g)y;

d* o
dr

Sil'on suppose que § demeure constante pendant tout le mouvement, en
différentiant deux fois de suite son expression, on aura

axx”’ +byy’ + ... + hov" + ax’® 4- by + ... + hv'? = o,
ou, d’apres les valeurs actuelles de x”, y”,..., ¢,

Ap* +ax® +by? + ...+ hv? + gJ=o,

pPP=a*x*+ b yi 4 ... 4 B2 yR,

En différentiant de nouveau et supposant g constante (on pourrait supposer

g fonction de p J, on aura, d’aprés les mémes valeurs x” ... o”,

d.hp*+2d.p*=o,
d’ou

C désignant une constante. Par suite on aura cette intégrale premiére
9-1—19:’2—1-6’2—'— hv? 4+ o F =
o a Y2+ + A+ g =0,

qui, jointe a I'équation des forces vives, reproduit pour le cas de trois va-
riables et par I'introduction du merveilleux systeme des coordonnées ellip-
tiques, les intégrales du mouvement d'un point matériel attiré ou repoussé
sur un ellipsoide par une force proportionnelle a4 sa distance au centre, et
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(71) .
dirigée vers ce centre, intégrales obtenues depuis longtemps par M. Liou-
ville, dans son brillant Mémoire sur quelques cas particuliers, etc. (voir
Journal de Mathématiques, tome XII), et qui pour g =0 redonnent 1’élé-
gante équation des lignes géodésiques que MM. Chasles et Liouville ont
établie par des considérations purement géométriques. Au reste, I'intégrale
ci-dessus correspond directement, quand g = o0, ala généralisation analy-
tique d’un théoréme de Joachimsthal.

Dans les numéros précédents, les intégrales nouvelles étaient toutes de
méme forme (le type de I'équation des aires pour un point matériel ), ce qui
permettait de pousser plus loin I'intégration ; ici ¢’est une intégrale unique
(et aussi celle des forces vives) qui se trouve généralisée dans son expres-
sion, et I'intégration compléte du systeme reste tres-éloignée de son terme.

1I1.
Sur Uélimination des noeuds.

La plupart des problémes ordinaires de mécanique dont la solution est
connue totalement ou en partie, peuvent se préter a une certaine extension
analytique qui repose principalement sur la généralisation de I'expression
de la distance de deux points, du cosinus del'angle de deux directions, etc.,
ot sur lintroduction des formes générales quadratiques. Le probleme des
trois corps pourrait en fournir un nouvel exemple. Mais ce probléme parais-
sant destiné A attendre trés-longtemps une entiere solution, je préfere mon-
trer comment par une analyse trés-6lémentaire on peut arriver a I'élimina-
tion des nceuds pour trois véritables corps ou platdt deux corps circulant

autour d’un troisieme.

x. v. z, m, coordonnées et masse du 1¢ corps
s ) 9 ) 9

Xyy Jas Bas My » 2° corps,
/ fonction de Iattraction vers le centre fixe,
F » de m et m,.
En posant
. (o} L o - o] @
o=k y=mny &=l
m \Vm \Vm

@, o X Ty
Xy — 77— E.n Vi = —_\/-—‘flh Zy = _‘_‘/—-C:n
m, m, m,
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(72)
de facon que =, =, soient les distances, divisées par \m, ym,, du centre
fixe aux deux autres corps, et &, ... les cosinus de direction de ces mémes
distances : en supposant en outre écrites les six équations ordinaires du
mouvement, et multipliant les trois premiéres par x, ¥, z, les trois secondes
par x,, 7, z,, on a d’abord

: . /m,
bl RS {5’2 +n?+0?+ f (f:) -+ m,F(r)} = '"’-J_m' F(rw, o,
7 m

[T =gt () —mP ] + 'Q{n’fv()w,

Vm
ou 1 désigne la distance de m a m,, et ou

’ =’é§.+hm+5§.~
Enfin si 'on pose
V=U—35?%—5,2

U désignant la fonction des forces, y compris la constante additionnelle, on
aura 'équation des forces vives et les trois des aires, dont le groupe est
complété par les différentielles de

~

Efbplab iy, Bl el — 1

et qui forment le tableau suivant :

w2<€'2+n'2+:'2)+w2<a;2'+n +§1%) =
W”(E" ng') + (’émi n.’c’) ¢
C%l‘_%g)—*"aﬂ( & gi):CI?

=t (98 — 0n') + & (nw =
&8+’ 5L
%4&1“:'77477,1"—{1‘:,1

=2

I

or la premiére idée que fait naitre I'inspection de ce tableau, c’est Iisole-
ment des dérivés £, v’,..., qu’on peut, si 'on veut, effectuer comme il suit :

Les trois secondes équations (2), multipliées par &, u, & et ajoutées,
donnent

(Wza = ‘:714)‘5,1 Sie (CE,I == €€1)W,1 =t (?Sm = ni.)l'i =
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ou

p=cg+c'n+c'E

Gl s 5 ’ . ’ p
et, en éliminant successivement de cette équation &, ', &, au moyen de la
sixiéme (2), il vient

S(C—chp)n"—(n—m 9)8, = I:;E?
(3) (E—&9)%, — (§— Gip)E =55
((n —09)E, — (E—Ei0), ='—;£{=
d’ou
(E—E 0 (B +ni+E) =0 —9")E7 + (?;n.-n/ e (1—52)

Si I'on résout les quatre secondes (2) par rapport a &, n’, & résplution
qui se fait par la combinaison ¢'S — ¢ 7, il vient

26’—5?(¢E.~—~<P )+ —cm,
o'y =l — Y+ ¢ §— "¢,
52C,:51 (q)§| "'(10;1)_*'6 Y)—‘C ‘;,

G'=gE im0,
et de la, en posant
A==c(En, —nE,) +C"<.C§1 — &8, )+ " (n&) — L)y
on déduit
o (82 + 0+ ) =t + o1 9* (§) + 0 +EF) + 251 A+ (T —en)?

+(CE—c"E P+ (¢ n— '8 —2539[(c' L —cn)E, +(cE— O, +("n—cE)F |

10
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D’ailleurs des équations (3) on déduit aussi

(E—&0)y=(1 —¢*)&, +;’%(m§—n§4)
(E—&p)[(cE—cn)E + (cE— ), +(c"n — GEN ]
= — A8, + 5 [ni(e'n — cE) =L, (cE — '7)]

/
Par ces valeurs, z* (&2 + 2 + &%) ne contiendra que la dérivée &, et, en
ayant égard & I'expression ci-dessus de =4 (£2 + /2 +{'2), I'équation des
forces vives deviendra

(E—Eg)aV
o’ - w]

= (1 —¢")E7 +2[p(n& —n8,) +mvE—E0p)]E, + A,

ou l'on a posé

X

Y= o
s’ + o’

et ou A désigne un terme indépendantde €, . La résolution de cette équation
donnera la premiére du groupe suivant, les autres s’en déduisant par de
simples changements de lettres,

(r—¢")wi& =p (8, —&n) + (e R—w)(§ —&.9),
(1 —e%)min, =p (58 — &) + (56, R —a2) (1 —n,9),
(b =0t =p (& —n&)+ (o7, R —a) (¢ =Z49).
(r =¥ ul g =pi(Eny —ng,)+ (e, & +5) (& —&v),
(1 —¢%)@* 0’ =p, (&, — L&) + (53, & + &%) (n, — 1),
\(t —¢M)@* &' =p, (n&, —&n,)+ (o3, & + o) £, — o),

R désignant le radical quise présente dans la résolution dont il s’agit.

Si par une considération intuitive ou quelconque on etit écrit directement
ces équations, il serait facile de constater & posteriori qu’elles vérifient toutes
les conditions (2). En désignant toujours, avec M. Lamé, par S la caracté-
ristique d'une somme symétrique ( 7héorie de I'élasticité), et ayant égard aux
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identités
Sé& (‘054—;’7).)—0» SE, (7)5 "—5;7)4)—- o,
S =o, SE (& —é& )=o,
on voit tout de suite que les deux derniéres (2) sont satisfaites. Puis en
yant égard aux identités telles que la suivante (que 'on vérifie, sil'on veut,

a ’
par la substitution directe des valeurs de p, p,, 1)
16 — Mk, ) = (ggl = ‘:‘54)]

P [W&(
+ pi[E(EC, — &) — n (8ny — )]+ A (0 & — nE,)
— (S&. )] =c(1 —¢*),

= ¢S (&n, — 1§, )? = c[SE*.S&}

on reconnait tout de suite que, les équations des aires sont vérifiées. On
2 i

remarquera que ces dernieres identités pouvant s’écrire

P(E—8:9)+pi (& —&p) + A(&ny —n&,) = ¢ (1 —9?)
p(n—m0)+ pi(n—np) + A (L& — &) = ¢ (1 —¢?)
(E —&i9) + pi (8 — Ep) + A(n8, — &ny) = " (1 — 9?),

en les multipliant par ¢, ¢/, ¢’, et ajoutant, on aura
1 — ¢?).

pPPHpi—a2ppo+ 2= (c+c?+ ")

(5)

On a enfin
’ ? 9
==+ Vel +’R’—a2mm, VR

@} (B + 0 +¢

IT% _SUF

(1—¢%)
+8? ) == +vie? + 5l R+ 278, VR

2

a

I — 0?2 E'2+Y//2
¥

et la vérification nécessaire et définitive de 1’équation des forces vives donne

pour déterminer &

(7) (2 + =3) (&° + vﬂ—i——i—%—l—;—(x-—cp?)V.
Maintenant les deux groupes: (4 ), multipliés respectivement par ¢”, ¢
10!
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et séparément ajoutés, donnent .

(1= 9% pi= ph+ (w8 — 524) (p — p,9),
(1—9%) & p' = — pd+ (35, & + %) (p, — p9).

(8)

i/

Les mémes équations fournissent

2 29 [ 2 :
55 [SEE, + S,
¢ est-a-dire

5250 =6, v+ 52) K,

ou
sl P
(9) e
On peut noter aussi la relation
o o2 et s SAPPE e gy o T Nl i En T
=385 = s (=) (a2

déduite des mémes équations.
Actuellement les valeurs (6) étant introduites dans (1), X ou v remplacé

partout par sa valeur déduite de (5), & par sa valeur (9), on aura les trois
équations (7)et (8) toutes du premier ordre en ¢, p, p,, @, 7,, &', @, les-
quelles jointes a (1) reviennent, si 'on veut, a un systéme de sept équations
différentielles du premier ordre; mais le temps n’ftntrant dans ces équations
que par sa différentielle, en éliminant celle-ci on aura ramené la question
a I'intégration de six équations différentielles du premier ordre entre six va-
riables et & une quadrature. Enfin les équations primitives donneront la der-
niére intégrale par une quadrature en vertu du principe du dernier multi-
plicateur. Il est facile de voir que ceci coincide, quant au nombre des inté-
grations, avec les conclusions du fameux Mémoire de Jacobi, et avec celles
que M. Bertrand a présentées sur le méme sujet dans son remarquable Mé-
moire sur Uintégration des équations différentielles de la mécanique (Journal
de M. Liouville, t. XVII). On sait I'élégante transformation que M. Bour a
fait subir dans ces derniers temps aux équations de M. Bertrand, et quelle
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liaison il a établie entre le probléeme plan etle probléme a trois dimensions.
Un rapprochement, en apparence plus éloigné, pourrait peut-étre mettre
sur le chemin de la découverte de quelque nouvelle intégrale : je veux par-
ler du mouvement de deux points matériels obligés de se mouvoir sur deux
sphéres concentriques et uniquement soumis a leur action mutuelle, sup-
posée une fonction de la distance. Tel serait, par exemple, le mouvement
de deux pendules électriques, soustraits 4 Paction de la pesanteur et ayant
le méme point de suspension. Pour avoir les équations relatives a ce pro-
bléme, il n’y a évidemment qu’a faire abstraction des deux équations (1), et
a supposer dans tout ce qui précéde =, =, constants, et conséquemment
&', @, égaux a zéro. La question est alors ramenée a l'intégration de deux
équations différentielles du premier ordre entre deux variables. Mais leur
réduction définitive aux quadratures m’a paru présenter encore de grandes
difficultés. Bien que la constance des rayons vecteurs change profondément
la nature du nouveau probléme, et sans aucun doute celle des fonctions
qui doivent figurer dans la solution finale du probléme des trois corps, il
existe entre eux certainement des liens de parenté qui pourraient permettre
d’étendre au second quelques résultats obtenus pour le premier. Mais il
s’agirait d’abord d’obtenir lesdits résultats. e

I1I.

Simple application des fonctions elliptiques .

Jindiquerai ici une certaine application des fonctions elliptiques a la-
quelle donne lieu le probleme signalé au n° 3 du §I. Ce probleme, qui
revient au fond A celui d’une force centrale d’intensité constante, pouvant
étre physiquement réalisé, je supposerai comme dans le numéro cité qu’il-
s'agit de deux points matériels pesants dont le premier m est posé sur
un plan horizontal et est tiré vers lorigine des coordonnées par un fil de
longueur constante fixé par son autre extrémité au second corps m,, qui
ne peut quitter 'axe vertical des z, En désignant par p, le rayon iitial
de m, et supposant la vitesse initiale v, = \/%b perpéndiculaire A 0o, ON AUTE
par les considérations ordinaires, '

hdt = ${iflP
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ou, pour abréger,

= = Vo e 7

Le mobile oscillant entre les deux cercles (p,) et (p,), si 'on suppose, ce qui
est toujours permis,

Po > Pisy
d’oti la condition évidente

2

my
\ g > —,
{_30
on pourra prendre
p = pocCos® ¢ + p,sin® o,

eten posant

fr o Po—pr oy Veotp  _ p—p
Pa+92, P' >\ 2 po S Po 4

on aura

H-t’_ f? (1——esin’cp)a’<p
e

u_f
\/1 —_ Psm’

u
u—= p.t-+—sf sin® ¢ du.
0o

Sil’on fait

il viendra donc

En désignant par K la valeur de « pour ¢ = g, par K’ ce que dévient cette

valeur lorsque 4 est remplacé par k' — VI— k%, et posant

T
gre=e—3k G art > sinpde

T U ﬂK'/
2 h, s
v —— 9
K 0 y/l— Psim?
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on aura par les formules des Fundamenta (page133)

(e Ce—

en? [sin2z  sin4ax sin 6.«
2K~ 2#K

Sin 2./ Sings = Sin6k @ 777

—h

ou Sin % représente le sinus hyperbolique 6——2———, qui s’introduit de lui-

méme, ainsi que les autres lignes hyperboliques, lors du développement en

séries des fonctions elliptiques (Fundamenta, pages 84 et suiv.), et qu’il

conviendrait peut-étre de faire reparaitre dans la plupart des formules subsé-

quentes. :
Quant & 'angle polaire «, il sera donné par la formule

ok B8 it dy
S, R = R )
BPoJo ([‘—ssin’:p)\/l——/rzsin’ap
i

et par des transformations identiques a celles qu’a employées M. Voizot
(Journal de M. Liouville, tome XVII) relativement au pendule, et que je
m’abstiendrai conséquemment de développer, on aura pour cet angle une
expression de la forme

W= X+ @,

= désignant une fonction périodique de x.

On a donc, par des formules convergentes et tres-symétriques, les expres-
sions de Z, 9, p et © au moyen de la variable intermédiaire u. Mais la ques-
tion de renverser les suites pour exprimer directement les coordonnées en
fonctions du temps ou la solution de la question analogue au probleme de
Képler ne laisse pas de présenter quelques obstacles, en ce qui concerne du
moins une formation satisfaisante des termes généraux des développements.

Au reste, on peut mesurer la périodicité et se proposer le probléme de I'in-
version par lintroduction directe de la variable ¢. Si I'on développe effec-

I

tivement le radical (1 — A%sin*¢) *, on aura en série convergente

m=uob

pe= [ [ - BT (e k) s Jar
: |

/
m=1I

=g+ 3;B;sin 2j¢.
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™ . .
Pour gi== : il viendra donc

et par suite généralement

2T if A 3
t:—;r—go+;2j]3j.51n2]go.

Toutes les fois que ¢ augmente de Z, ¢t augmente de T; conséquemment

- P =Pl = &Sl qo) est une fonction perlodlque du temps, dont I'indice de
perlodlclte est 2T.
On a aussi

by dy =
Do —=6p+ 2 D;sin 2
PpoJo (1—esin?g) \/1_.1f251nq, ¢ A7) ]¢>

et par suite

WA

Y

dy

— e
#puJo (1 —esin?g)y1 — A*sin’y

VA

o):—zﬁg.qp + 2;D;sin 2j ¢,

Vm—i—m. \/P.——bz
Hf‘o po—t+ f2

Apres chaque intervalle de temps T, » augmente donc de Q, et les axes
de la trajectoire sont doués d’'un mouvement direct ou rétrograde, suivant

ou

que cette derniere quantité est plus grande ou plus petite que g, double cir-

constance qui peut avoir lieu selon la grandeur relative des arbitraires du
probleme.
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iv..
“Sur un cas particulier du mouvement d’un corps pesant.

Linsuffisance des faits acquis dans 1’étude générale des fonctionsinverses
oblige 2 des développements au moins indirects dans bon nombre d’appli-
cations mathématiques. Je viens d’en signaler un exemple relativement assez
simple : Le mouvement de la toupie en présente un autre un peu plus com-
plexe. Je suppose que I'on ait sous les yeux le tome II de la Mécanique de
Poisson, 2° édition, chapitre VI, page 207, et particuliérement la page 2 16. En
conservant toutes les notations de I'auteur, sauf quel’on changeiciZen —/,
6 enn — 6, de facon que 6 désigne pour nous I'angle que fait'avec la partie
inférieure de la verticale la ligne GK qui va du centre de gravité G ala
pointe K de la toupie, on a les équations suivantes

A sin% @ % +Cncosf =1,

: dA? d 6 o d 6* :
2 T b 2 2H —
A sin%0 7 + A = + M y?sin®0 s 2M,gycose_ h,

pdt =sinfsing dy +cospdb,
qdt = sinf cospdy — sinp db,
ndt = do + cosf d i,

x = ax,+ ysinf@sin g,

y =y, + ysinf cos ¢,

" zyj == j.tosl,

ou les coordonnées horizontales x,, 5, de G sont des fonctions linéaires du
temps que 'on peut, si 'on veut, supprimer. Je ferai remarquer que ces
équations ne se rapportent pas spécialement a la toupie, et qu’elles répon-
dent généralement au mouvement d’un solide de révolution pesant, dont un
point de I'axe de figure est astreint a rester dans un plan horizontal. En
sorte que les limites analytiques possibles de z = cos 0 sont + 1 et — 1.
Mais ses limites physiques seront généralement plus resserrées, comme pour

la toupie placée au-dessus d'un plan matériel horizontal, ou soutenue au-
11
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dessous d’'un pareil plan par une action magnétique qu’il exercerait sur la
pointe.
Si l'on fait

A:QMg'ya’ C:QMg'yC, k:zngk'} l:zMg'yl"

les deux premieres équations pourront s’écrire

{ d
a sm’@% 4+ encost = I',

/i

g pd g do >
2 L 2 = =
a sin Gdﬂ;+(a+2gsm 6> < T cos0 i,

d’ou, en posant

dz? ‘ ! )
('—* 6222) madtaz (I— z?) (h/’-— Z) e T

Le second membre étant nécessairement positif, comme le premier, pour la
valeur initiale z, de z, ce méme second membre, devenant visiblement
négatif pour z=z=1 et & oo pour z=== o, admet trois racines réelles

¢ >1, o compriseentre z,et+1, [3 entrez, et —1.

On a donc
+yVi—ezds

VE—3)(a—3)(z—8)

mdt —

etle probléme ne parait pas, contrairement a ce qu’avance Poisson au com-
mencement de la page 217 loc. cit., pouvoir se réduire aux fonctions ellip-
tiques.

I’axe de révolution de la toupie ne pouvant devenir horizontal, il faudra
que f3 soit positif. Or o et ¢ étant positifs, le produit des trois racines
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li5 A 3 X o : 2 ;
— — I devra étre lui-méme positif. Mais cette condition ne sera pas physi-

quement suffisante en général, cest-a-dire que, a cause de la largeur du
solide et pour que sa surface ne touche pas le plan horizontal, le second

v T : dz? A ; . :
membre de l'équation ci-dessus en o devra étre negatlf pour une certaine
limite donnée b de z comprise entre o et a.

Soit fait actuellement

z=f + (« — B)sin’ ®,

en sorte que le centre de gravite G remonte de la limite inférieure yf3 a la

Sial e . T
limite supérieure ya., lorsque = varie deoa L% En posant

i

m\/-;?—-p et “‘—@_)\2, g(e—B) __ 2 9(“"3):v2

o =0 1—ef o i 1 +¢f

et faisant commencer ¢ avec @, on aura

(~3
m't ::f P dw.
(o}

Poes \/I—y.’sin’m' \/l—i—-vzsin’m'.
3 y1—2\sin’s

ou on a fait

Les nombres ), (., v étant moindres que l'unité, en développant P suivant
les puissances ascendantes de ces quantités et intégrant, on obtiendra une

»

expression de la forme
I — a0
LT i :
mt= tw -+ Eqﬁyj sin 2] @,
i-_—l
d’ou

T

‘ 2 ™
m'T :f Pdes = H. —>
o 2

[>'e}

Al 5
i

I 5 .
'Zﬁ"’!",—n—,‘ qﬁ,jSIHQ.]G?,

I M

]
tl.
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z est done une fonction pemodlque du tem'ps et la durée de la penode est 2T
Ensuite on aura

= : .rm’dt Y m'dl
dq) — _@ —t= e ’
T— sin? @ 14 ~——E sin?
B I _+_p
ou
' —cn o ' 4 cn b i
2d(1—B) T e (1B ?
par suite
‘-P e i Pdw 1 g e
— g _— "
1 o r3sm2
s 5
et I'on trouvera semblablement
& Pdw . e
nit— o=3: — ¢ -ﬂ_?ﬁ*‘_h .
e e sin?g T U
o 1 _p ‘ . i + ﬁsm o

Si donc on désigne par A et A’ les deux intégrales des seconds membres
pour = = g; et que Fon pose

V=sA-+ sA,

= P 3 At AN,
on aura, si 'on veut,
j==
- 2w rng:s
¢y = iy ek gisinzjw,
j=1
j=a
- / Z(D
o —nt—= —~w+2 ®; smz]w,

J=—1
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d’ou 'on conclut'que ¢ et ¢ augmentent respectivement de ¥ et de @+ ' T
toutes les fois que = augmente de ge out deT.

Si maintenant on pose, pour abréger,

e T =
7

Shiaae Bl e
la véritable _solution du probléme exigera que T'on fasse T'inversion de la
suite

j==
R +2 gsinajo=x+ f(w).

=l

On voit par la formule de Lagrange que I’on pourra supposer

h=x
7= +Z &psin 2 hxr = x + F (x),
h=1
et aussi
h=—x:
% :2 &, cos 2 hx,
h=0 ;

On peut par cette méme formule trouver en fonction de temps, avec telle
approximation que ’on voudra, les inconnues de la question. Mais si Ion
fait attention que le présent probleme comprend comme cas particulier le
mouvement d’'un corps solide autour de son centre de gravité, et que I'on
posséde dans ce cas des formules dont la loi des coefficients est parfaitement
connue; si I'on fait encore attention que ce méme cas particulier peut étre
traité directement par la méthode précédente qui dissimule presque entie-
‘rement la loi desdits coefficients, on sent qu’il doit exister une méthode
directe et relativement plus simple qu’il faudrait chercher dans une étude
immédiate et plus compléte des fonctions ultra-elliptiques. Le probléme
précédent serait une des premiéres applications de cette étude. Viendrait
ensuite, mais sous un point de vue un peu plus complexe, le mouvement
d’un tore sur un plan horizontal. Ce dernier probléeme, qui ne me parait
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pas sans intérét, pourrait, comme beaucoup d’autres, étre traité par un
développement indirect en série qui ne servirait qu’a constater une fois de
plus Vinsuffisance des procédés analytiques actuels. Ceci n’est au fond, et
sous une forme infiniment moins élégante, que la reproduction d’une
grande vérité énoncée naguere par M. Lamé (voir les Legons sur les fonc-

tions inverses).
Si une discussion complete de ces deux problémes présentait quelque

intérét, je pourrais y revenir dans une autre occasion.

: Vu et approuve,
\ Le 5 février 1858,

Le DoveEx pE 1A FacuLTE DEs ScIENCES,

MILNE EDWARDS.

Permis dvmprimer,
Le 5 février 1858,

Le Vice-Recreur pE r’Acapimie pE Parnis,

CAYX, 0L

o™

.

Paris. — Imprimerie de Mallei-Bachelier, rue du Jardinet, i2.
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ERRATA. -

Page 4, ligne 5, au liew de 1,2,3,...,}, lisez 1.2.3...).
o . g
Page 4, lignte derniére, au liew de A, bsez ',
Page 39, ligne 15, au lieu de données, lisez donnés.
‘ : SR D (20) (2,0)
Page 43, ligne 3, au liew de A 5 lisex 2A

3

Page 51 hgne 15, au lieu de , lisex 0
- 0

Page 61, ligne 15, au liew de ug us, ..., us, lisex ug ug,...up,

Page 72, ligne 1, au liew de divisées, lisez multipliées.
a \//IZ

Page 79, équation (1), au lieu de f </ ) fsez V7 | (—E_—)
, _ =

o

- Page 72,équation(j au lieu def( > isez “”f(/—g‘:)

s, : F(r)
Page 72, équation (v), au liew de T (r), lisex (7 :

Page 72, équation (1), au lieu de —m, lisez -+ m.

G \ . mm, mym i
Page 72, équation (1), au lie de—--—'—y#el de—— Yo s lisez —\man,.
: o] m - m,

. Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 VI 5-4



