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THÈSE D ' A M LYSE. 
—, „ . j — i — _  

S UR L A TH ÉOR I E A N A L Y T I Q U E D E S F O R M E S H OMOGÈN ES . 

Les recherches suivantes, terminées depuis déjà longtemps, ont été en-

treprises à la suite de la réception de trois remarquables M émoires (*) que 

M . Cayley a bien voulu me communiquer, et qui représentaient pour moi le 

dernier mot des faits acquis sur la théorie des formes. J'ai essayé d'étendre 

et de généraliser quelques résultats de l'auteur, et je crois en avoir établi de 

nouveaux. Si, par cas, je m'étais rencontré en certains points avec quelques 

analystes dont les écrits auraient paru dans l'intervalle, je prie les auteurs que 

j'aurais omis de citer, de vouloir bien mettre cette omission sur le compte 

de mon isolement actuel relativement aux publications qui ont trait à la 

présente théorie. 

Indépendamment des trois M émoires que je viens de mentionner, je ren-

verrai le lecteur aux éminents travaux que M M . Sylvester et Hermite ont 

publiés antérieurement dans le journal dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Cambridge et Dublin (**), et 

dans celui de M . Crelle (***). Je mentionnerai enfin un M émoire inséré 

au tome X X du Journal de M . Liouville, par la raison que l'analyse que je 

vais développer coïncide en divers points avec celle dont j'ai fait usage dans 

le M émoire dont il s'agit. 

I. 

De la constitution et du calcul des covariants d'une forme homogène 

à un nombre quelconque d'indéterminées. 

1. Soit y une fonction homogène, d'ordre ?/, des variables x, y, z que je 

supposerai au nombre de trois, pour fixer les idées, ce qui ne nuira en rien 

. (*) Voir,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA dans les Transactions philosophiques (i854, i855, i856), les Mémoires ayant 
pour titres : Memoirs upon quantics ; — Researches on the partition of numbers. 

(** ) Années 1852 et i854-
(*** ) Tome LU . 



àzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA la généralité des f o rm ules que leur symétrie p ermettra d e m o d if ier 

to ut de suite p o u r le cas d ' u n no m b re q u elc o nq u e de v ariables. Je rep ré-

senterai, suiv ant l'usage, cette fo rme p ar 

o ù X -t-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ¡1  H - v = n  et o ù X ! désigne le p ro d uit c o ntinu el i , i , 3 , . . . , X. 

So it une autre fo rme d ' o rd re m , 

d o nt les co efficientszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA kp>f) r so nt co nsid érés c o m m e des fo nctio ns des « ; > M j „  

d éterminées p ar les c o nd itio ns suiv antes, sav o ir : Q u e si l ' o n fait su b ir aux 

v ariables x, y, z, une substitutio n u nim o d nlaire q uelco nq ue, ce q u i change 

les axilhV en a'}j^^  et les APfq>r en kp>q>r, k'p>q>r ne so it autre cho se que ce 

que d ev iend rait la fo nctio n AP} q> n si Io n substituait d irectement d ans so n 

expressio n les a'- À, ̂  > au l i eu des cixilhV. Les fo rmes F q u i jo uissent de cette 

p ro p riété o nt été appelées, p ar M . Sy lvester, des covariants def. Lo rsq u e F 

est de l ' o rd re zéro , elle p rend le n o m d'invariant à cause de la p ro priété 

qu 'elle acquiert de rester id entique à elle-même q u an d o n la co mp o se avec 

les co efficients d e ^ o u avec ceux de la transfo rmée y "'. 

Po u r trad uire analy tiquem ent ces c o nd itio ns, je p rend rai , c o m m e je l ' a i 

fait à p ro p o s des invariants, la substitutio n u n im o d u lai re , et en q uelq ue 

sorte élémentaire 

x = oc, y—y-\-ix, Z — Z, 

q u i d o nnera 

d 'o ù 

D o n c en co nsid érant kpt q> r c o m m e d épend ant imméd iatement des a[t H v, 



o n aura 

c'est-à-d ire 

o ù l ' o n peut sup p rim er les accents, p u isq uezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA k'Py q,, d ép end des a'XiN, de la 

même manière que Ap> q > , des aX} ^ v , d 'après les c o nd itio ns ci-d essus éno n-

cées. D'après cela, si l ' o n désigne p ar 9; l ? l'o pératio n %Xax _,,,,-+-,,, 

o n aura 

(A) 

A / ; >zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA q,r~P A p - i, q+\ , r •> 

© v; Âpt<jtrzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — P Ap+i,q,r-i 1 

les d eu x d ernières équatio ns p ro v enant des substitutio ns 

oc = xyzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA y-=y, z — z-\-r,y 

et 

x = x+yz, y = y, z = z. 

C o m m e les tro is substitutio ns abo utissent à la substitutio n u n iq u e 

x = x'-hyz', y = y'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - f - zx'-+-  zyzf, z=z'-hYiyr, 

les équatio ns ( A ) co nserv ero nt id entiq uem ent leur fo rme q u and o n fera d ans 

y et F cette d ernière substitu tio n, et p ar co nséquent q u and o n la sup erp o -

sera tro is fo is d e suite à elle-même, ce q u i c o nd u ira év id emment à une sub -

stitutio n u nim o d u laire générale. D o n c ces équatio ns multip les ( A ) sont les 

co nd itio ns analy tiques nécessaires et suffisantes p o u r que F so it u n c o v a-

riant d e f. 

2 . O n rem arquera q ue l ' o n a 



ou bien, en ayant égard à la.première équation (A) et changeant ensuitezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp 

en pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - h r, q en q' — i , • • 

c'est-à-dire 

Si l'on eût pris pour F la fonctionzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f elle-même, on aurait eu manifestement 

En partant de cette considération que, pour une fonction donnée jf, il existe 

toujours une certaine opération différentielle effectuée sur les coefficients 

qui équivaut à x -j-> M . Cayley, dans le travail déjà cité, fait observer 

y -

qu'outre la forme donnée, il en existe une infinité d'autres en général jouis-

sant de cette équivalence d'opérations, quand on considère leurs coeffi-

cients comme des fonctions de ceux de la forme primitive. A cause de cette 

propriété commune, ces formes sont alors des covariants de celle-ci. Il est 

clair qu'en prenant pour point de départ cette propriété, on aurait pu ar-

river aux équations (A ) pourvu qu'on eût défini préalablement l 'opération 

différentielle qui doit affecter les coefficients : or cette opération peut s'ob-

tenir évidemment sur-le-champ si l'on observe que, abstraction faite du fac-

teur polynomial, x ~-  donne pour terme général 

et que, pour déduire ce même résultat de la forme/sans toucher aux va-

riableszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X., y , zi il suffit d'employer l'opération — qui supprime a \ ^ v , 

et de multiplier par laxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA—i, ^ + 1 , » : la somme 

modifiant de la même manière et individuellement chacun des coefficients, 



est p récisément l'o p ératio n d ifférentielle requise. En suiv ant cette idée d 'é-

q u iv alence , o n serait c o nd u i t à u ne très-g rand e généralisatio n, mais aussi à 

une n o n m o ins g rand e c o m p l i c atio n d e la théo rie des fo rmes. U n e fo rme 

étant d o nnée, o n p eut to u jo urs tro uv er effectivement une o pératio n effec-

tuée sur les co efficients (o n fait naturellem ent abstractio n de to ute idée 

d ' intégratio n) q u i p ro d u ise sur la f o nc tio n le même effet q uezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA xh ^— p ar 

exem p le, o u que 

o u réc ip ro quement, ayant ad o p té une o p ératio n d ifférentielle, o n p eut d ans 

une infinité d e cas tro uv er l'o p ératio n équiv alente sur les v ariab les. A i n s i , 

si l ' o n cherche c o m m ent i l faut m o d if ier les co efficients p o u r rep ro d u ire je 

sup p o se o n rem arq uera que le terme général de ^ d e v e n an t p ar 

1 o p eratio n — •> 
1 i . 2 ay  ' 

o u , en changeant X en X — 2 , a en u. + 2 , 

p o u r rep ro d u ire ce même terme p ar une o pératio n faite sur les seuls co eff i-

c ients, i l suffira d e p rend re 

Les d iverses fo nctio ns F q u i jo u iro nt d 'une p ro p riété analo gue sero nt dès 

lo rs so umises à des c o nd itio ns telles q u e 



Cette affinité d e variabilité p o urrait enco re mériter aux fo rmes F le no m d e zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
covariants o u de synvariants. M ais i c i cette so rte d 'ind ifférence aux sub-

stitutio ns linéaires q u i caractérise les co v ariants o rd inaires d isparaît, et avec 

elle en g rand e p artie l ' im p o rtance d e ces no uv elles fo nctio ns. 

5 . Je rev iens aux équatio ns ( A ) . En ap p liq uant à la p remière h fo is de 

suite l'o pératio n 0;^, ce que je désignerai p ar 0-y , o n aura, en v ertu d e cette 

même équatio n, 

et en p articu lier 

et aussi 

p uis en ap p l iq u ant k fo is de suite l'o pératio n 0 ^ , o n aura, en v ertu de la 

seco nd e, 

f o rm ule q u i , en faisant p = m , q = r —  o , d ev ient 

et fait d ép end re tous les co efficients APtq>r d u p rem ier A , „ , 0 ( 0 . C'est à u n 

résultat p areil qu'est arrivé M . Cay ley d ans le Mémo ire déjà cité, p o u r le 

cas des fo rmes b inaires d o nt i l s'est sp écialement o ccup é. Q uant à ce coef-

ficient principal A , n , 0 , 0 , i l est d éterminé lui-même p ar les équatio ns 



et l ' o n v a v o ir to ut à l 'heure que la p remière de ces équatio ns peut être sup -

primée mo y ennant d 'autres relatio ns que je vais bientô t établir. 

O n peut d éd uire tous les co efficients d u p remier d 'une manière p lus sy-

métrique en o bserv ant que 

les o pératio ns 6 ; « , 0^ p o uv ant être interv erties à v o lo nté, ce q u i a évidem-

ment l ieu q u and ces sy mbo les ont le p rem ier o u le seco nd ind ice c o m m u n. 

En v ertu de cette relatio n, o n peut écrire sy m bo liq uem ent 

o u 

le d évelo ppement de l 'exp o nentielle suiv ant les puissanceszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA àey-  et ~ s'arrè-

tant de lui-même aux termes de degré m inc lusiv em ent, à cause que, p o u r 

r-h q>m + i , 

4 . Les fo rm uleszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (A), définissant co mp lètement u n co v ariant, renferment 

im p lic item ent toutes les relatio ns p lus o u mo ins simp les auxquelles une 

p areille f o nc tio n d o it satisfaire : et i l serait aisé de faire v o ir que des équa-
dF A x" 1 d2F 

tio ns telles que QF = x - ,—•>  o u même 6 F = —  5 etc., d o nnent to ujo urs 
* dyzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i . 2 dy  2 J 

l ieu à d 'autres séries d 'équatio ns de fo rme u n p eu d ifférente. M ais je préfère 

rec o u rir aux substitutio ns. O r o n a la substitutio n u nim o d u laire x — zx , 

y = -y, que j'ap p ellerai substitutio n & homogénéité, laquelle p ar sa super-

p o sitio n ne p eut c o nd u ire , co mme celles p rim itiv em ent emplo yées, à une 

substitutio n to ut à fait g énérale, mais q u i v a néanmo ins mettre en év idence 

une pro priété caractéristique et fo nd amentale des co v ariants. Par cette 

substitutio n o n a effectivement 



d'où 

c 'est-à-d ire 

et aussi 

Par suite 

D o nc , en sup p rim ant les accents, o n a une suite d 'équatio ns telles que 

et si l ' o n ajo ute co nv enab lem ent ces équatio ns, p ar exemp le les d eux p re-

mières, o n aura 

Q u an d o n sup p o sera, c o m m e o n le fera to u jo urs, A p . q > r une f o nc tio n 

ratio nnelle , ho mo g ène et entière des co efficients en appelantzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 le 

degré de cette f o nc tio n, i l v iend ra d o nc 



équatio ns d o nt l ' une év id emment rentre to ujo urs d ans les autres. En dési-

g nant p ar 

u n terme q uelc o nq ue dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA kp,q,„ ces équatio ns mo ntrent que l ' o n d o it av o ir 

atzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA X 1 +  a 2 X 2 + . . . +  a,-Xi =  rs H - p, 

a, / x, 4- a 2 f i 2 H - • • • H - a/  f*i — -H- <!•> 

a, v 4 H - a 2 v 2 + . . . + a¿v¿ = w H- r, 

o ù 

c 'est-à-d ire que d ans chaq ue terme d e AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp,q,r > l a so mme des p ro d uits o bte-

nus en m u ltip l iant chaque p remier ind ic e p ar l 'exp o sant co rresp o nd ant est 

co nstante et égale à rs -+-  p ; de même p o u r les seco nd s, les tro isièmes in -

d ices. O n v o it, en o utre, que " m d o it être u n no m b re entier. 

L' analy se p récéd ente étant év id emment ap p licab le , sans m o d i f ic atio n , au 

cas d ' u n no m b re q u elc o nq u e d e v ariab les, o n p eut résumer ainsi q u ' i l suit 

ce q u i co ncerne ju sq u ' i c i l a co nstitutio n et le c alc u l des co v ariants d 'une 

fo rm e jà y. v ariables x,y,..., u, v. 

Si APycj}r,...,s, t rep résente le co efficient général d ' u n co v ariant F relatif à la 

fo rme d o n n é e ^ u n terme q uelc o nq ue de APìqi.„ ìtétant écrit d e la manière 

suiv ante : 

o u , p lus sim p lem ent, 

o ù certaines lignes ho riz o ntales so nt généralement p lusieurs fo is répétées en 

to ut o u en p artie, la so mme des ind ices de la première co lo nne v erticale est 

co nstante et égale zs -h p, celle des seco nd s ind ices co nstante et égale 

•A Zü-\-q,... celle des d erniers ind ices co nstante et égale àsr + / , p o u r to us 

les termes de AP})}),. ,t-  L e no mbreux, q u i d o it être entier, a p o u r v aleur —~-—•> 



nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA étant to ujo urs l ' o rd re de f, m celu i d u co v ariant F, x le no m b re des v a-

riables et Q  le degré de APi- q y t i p ar rap p o rt aux co efficients de f, d o nt i l dé-

p end uniq uem ent. 

To us les co efficients de F p euv ent se déduire de l ' u n quelco nque d 'entre 

eux, et p articulièrement d u p rem ier A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm ; 0 , o , . . . lequel est d éterminé p ar les 

x — i équatio ns : 

et l ' o n a 

J'ajo uterai i c i quelques remarques. Et d ' ab o rd , p o u r ce q u i est de la sup -

pressio n de l'équatio n 0 f f " 1 A =o et des analo gues, elle résulte, si l ' o n 

v eut, de ce que les substitutio ns d 'ho mo généité étant nécessairement c o m -

prises d ans les substitutio ns élémentaires co nv enablement superpo sées, les 

équatio ns qu'elles fo urnissent ne p euv ent être que des transfo rmées d e celles 

o btenues p ar ces dernières substitutio ns, équatio ns d o nt le no m b re est x — i , 

en ad o p tant l ' o rd re o p érato ire 0 T 5 , 0^ , 0^ , . . . 0 ^ , 0 ^ . O r aucune d e ces 

dernières o p ératio ns ne p eut, sauf no uv elles co nsid ératio ns, être supprimée, 

sans q u o i i l se p ro d u irait une interrup tio n entre d eux séries co nsécutives 

d ' ind ices, ce q u i rev iend rait à la sup p o sitio n inad missib le que les substitu -

tio ns n'affectent p o int une au m o ins des v ariables x, y, — D o nc avec l ' o rd re 

o pérato ire ad o p té, et^sous les co nd itio ns d 'ho mo généité quant aux ind ices, 

les équatio ns 

p o u rro nt être rejetées co m m e sup erflues. D 'ai l leurs, sous ces mêmes c o nd i -

tio ns d 'ho mo g énéité, i l est v isib le que l'o pératio n 0V ( W , p ar exemp le, o u l ' i n -

verse 0 ^ c o nd u iro nt entre les co efficients ind éterminés de Amj0}„. id enti -

quement aux mêmes équatio ns. Enf in je rap p ellerai la rem arque que j'ai 



faite d ans le temp s, à p ro p o s des inv ariants, et q u i co nsiste simp lement à 

faire resso rtir l'effet de l'o pératio n @ ¥ , p ar exemp le, effet q u i est écrit dans 

l'équatio n 

M aintenant en écrivant que 0' ^ A j > U izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = o , 0-^ A M # I = o , etc ., o n aura les 

équatio ns p ro p res à d éterminer JU , ' ^ . . . . M ais i l est manifeste, p ar la symétrie, 

q ue les termes d e A M > 1 q u i se d éd uisent les uns des autres p ar la simp le 

p erm utatio n des co lo nnes d ' ind ices d o iv ent av o ir u n co effic ient égal de 

même signe o u d e signe co ntraire. Po u r l'entière d éterminatio n d e ces 

co efficients, i l suff ira év id emment alo rs d 'une seule o p ératio n 0% à laquelle 

o n jo ind ra ic i 0 ; v 0 ; ^ A J ) 1 > 1 = = O , et l ' o n tro uv era 

O n aura ensuite, en se rap p elant que 0 o p ère généralement sur les i n -

et q u i , une fo is b ien senti, p ermet d e mettre d éc o te toutes les fo rmules pré-

céd entes, et réduit le calcu l des co v ariants à u n simp le exercice arithmétique. 

5 . Po u r éclaircir cec i p ar u n exemp le et en même temps p o u r mo ntrer 

la d isp o sitio n et les simp lif icatio ns que l ' o n p eut, d ans les cas p lus c o m p l i -

q ués, intro d u ire d ans le c al c u l , je vais chercher le co v ariant c u b iq u e et d u 

tro isième o rd re , p o u r la f o rm e ternaire d u tro isième o rd re . O n a d o nc i c i 

x = 3,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n = 3, m = 3, Q = 3, et p ar suite zs — i. Et si , p ar exemp le, o n v eut 

d éterminer d irectement le co eff ic ient m o y en de F, à cause d e l'égalité entre 

les so mmes des tro is séries d ' ind ices ? cette so mme c o m m u ne étant rszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - h y» o n 

p rend ra 



d ices deszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA kp>q>r c o m m e sur ceux des tf^,** 

Les termes rép o nd ant à to utes les co mbinaiso ns des ind ices / ?, qi r étant 

formés, les autres s'en d éd uiro nt en faisant les mêmes p ermutatio ns entre 

ces ind ices et les co lo nnes co rresp o nd antes de l 'exp ressio n d u terme co nsi-

d éré. A i n s i , p ar exemp le, d e Â o . g ( 0 o n d éd uira to ut d e suite A 3 ( 0 > 0 , A 0 ) 0 > 3 , et 

de A 0 i 2 , i o n d éd uira A 2 > 0 , n A 2 > 1 > 0 , A 1 > 0 > 2 , A 0 > 1 > 2 , A 1 ) 2 ) 0 , et l ' o n aura ic i : 

M ais , d ans d 'autres cas, o n d ev ra av o ir égard au chang ement de signe q u i 

p o u rra suiv re la p erm utatio n. En général o n a la règle suiv ante, d o nt i l 

faud rait chercher l ' o rig ine d ans ce q u i sera d it aux §§ IV et V : 

i ° . D ans l 'exp ressio n d ' u n co eff ic ient d éterminé AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAp,q,r,...,q,...,s,t)°ù d eux o u 

p lusieurs ind ices so nt égaux, le terme 

suiv ant que vs sera p air o u im p air. 

2 °. D e même, suiv ant la parité o u l' imparité de zs, u n co efficient À 

déduit d e A P t ? > . . . f ( p ar la p erm utatio n des co lo nnes de même rang q u e les i n -

d ices p ermutés, sera affecté d u même signe o u d 'un signe co ntraire d ans les 

d eux termes co rresp o nd ants. 

Bien que to us les termes puissent être déduits d ' u n q uelc o nq ue d 'entre 

euxzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A p^ > 7 . , . . > si l ' o n v o u lait d éterminer éiTectement c e lu i - c i , c o m m e o n l ' a fait 



d ans l ' exem p le p récèd ent, i l subsisterait généralement des arbitraires, d o nt 

la réd uctio n définitive serait m o ins sim p le que celle q ue fo urnit la d éter-

m inatio n imméd iate d u co eff ic ient p r i n c i p al . 

Si , c o m m e seco nd exem p le, o n sup p o se 

o n tro uv era 

o ù le signe ind iq u e q u ' i l faut so us-entend re to us les termes d istincts dé-

d uits de la p erm utatio n des co lo nnes q u ' i l affecte. D ans la d éterminatio n 

effective d e ce co eff ic ient p rin c ip al , o n v o it certaines équatio ns fo urnies p ar 

l'o p ératio n rentrer les unes d ans les autres et d ans celles q ue p ro d u it 

l'o pératio n : et cette c irco nstance, fav o rable à l'existence des co v ariants, 

d ev ient u n o bstacle extrêmement sérieux q u and i l s'agit de la délicate 

questio n des co v ariantszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA irréductibles d o nt i l sera d it u n m o t d ans le d ernier 

p arag rap he. 

I I . 

Des covariants relatifs à plusieurs formes données. 

6. L'analy se d u p récéd ent p aragrap he s'étend év id emment au cas où les 

co effic ients kpq t d e F d ép end ent de ceux de p lusieurs fo rmes d o nnées 

ffzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\-" >Pl)- En so rte q u e , si l ' o n d éno te p ar 

©,(V) r ° P é r a t i o n - ^ e ^ y ~ h • • • + 0Ji<'VS 

o n au ra, par exem p le, 

d 'o ù l ' o n d éd uira les mêmes co nséquences q ue p récéd emment, en substi* 



tuant p arto ut la no uv elle o pératio n 6 à l 'anc ienne. En faisant p areillement 

et p o sant, p o u r abréger, 

o nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA aura 

d 'o ù l ' o n c o nc lu ra, en sup p o sant A ^ . . . , ho mo g ène et d u degré 0, $',...,$<•*> 

p ar rap p o rt aux co efficients respectifs a a ;zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a\y...'i •••ae/?//? 

où 

d o it être u n no m b re entier. Dès lo rs u n terme q uelco nq ue d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA kpq...t étant 

écrit de la manière suivante : 



la so mme de to us les p remiers ind ices d ev ra être co nstante et égale àzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA zszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - h 

celle des seco nd s égale àffi + (/ , etc — 

So it, p ar exemp le, 

x = 3, 72 = 2 , n' —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i , #  =  2 , 6' = a, m = o. 

Ce que l ' o n a d it d ans le numéro p récéd ent relativ ement à l'égalité des 

co efficients des termes p ermutés subsistant to u jo urs, l 'une q uelco nq ue des 

o pératio ns , fera co nnaître les tro is arbitraires q u i restaient ind étermi-

nées, et l ' o n aura p o u r l ' inv ariant cherché 

o ù le d o ub le signe œ , p lacé sur u n terme, ind iq u e que les p ermutatio ns se 

fo nt p ar co lo nnes to tales. Cet inv ariant rev ient au d éterminant c o nnu 

q u i , égalé à zéro , exp rim e la c o nd itio n de co ntact d 'une d ro ite avec une 

c o niq u e . Et l ' o n tro uv erait u n inv ariant quaternaire, aussi c o nnu , p o u r 

exp rim er le co ntact d ' u n p lan avec une surface d u seco nd o rd re. 

7. Je rep rend s la fo rm e u n i q u e ^ et je suppo se que 

rep résente, abstractio n faite d ' u n facteur numérique, u n terme q uelco nq ue 

d u co efficient p rinc ip al A m 0 0 . - • de F. Si , p renant p o u r X, , X 2 , . . •, X? une so lu -



tio ti d éterminée de l'équatio 

c 'est-à-d ire 

et c o m m e les mêmes choses o nt l ieu év id emment si p lusieurs des ind ices zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

X, , X 2 , . . . > Xg, v iennent à co ïncid er, ce q u i est le cas o rd inaire , i l en résulte que 

la d éterminatio n d u co efficient p rinc ip al d ' u n co v ariant, relatif à une fo rme 

u niq u e , rev ient d ' ab o rd à celle d ' inv ariants d u m êm e degré o u d e degrés 

m o ind res p o u r des fo rmes de même o rd re o u d 'o rd res m o ind res, mais ren -

fermant to ujo urs une v ariab le de m o ins. Et réc ip ro quement la d étermina-

tio n d irecte d u co effic ient p rinc ip al entraîne celle de certains de ces d erniers 

inv ariants ; ainsi, p ar exemp le, de l 'exp ressio n A 4 0 0 o q u i se tro uv e à la fin 

d u § I e r , résulte l ' inv ariant d u tro isième d egré 

o n co nsid ère to us les termes po ssibles p o u r lesquels 

fit 4- . . . 4- t , =  n — X, , ix2 4- . . . 4 - 1 2 = n — X 2 ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA IIQ 4 - . . . 4- XQzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — n — le, 

et aussi 

le g ro up e de termes que l ' o n o btiend ra de la so rte d ev ra s'annuler p ar une 

quelco nque des o pératio ns 0 q u i n'affectent p o int X. D 'ail leurs les co ef f i-

cients a q u i o nt leur p rem ier ind ic e d ifférent p euv ent être co nsid érés, q uant 

à cette annu latio n , co m m e se rap p o rtant à des fo rmes d istinctes d 'o rd res 

respectifs n — X , , n — X 2 , . . . . O r si l ' o n cherche d ans cette hyp o thèse l ' i n v a-

riant d e ces 0 fo rmes, linéaire p ar rap p o rt aux co efficients de chacune 

d 'elles, o n aura p ar ce q u i p récèd e 



p o u r la fo rme ternaire d u seco nd o rd re , et l ' inv ariant d u quatrième degré 

relatif à d eux fo rmes ternaires, l 'une d u p rem ier, l ' autre d u seco nd o rd re , 

q ue no us veno ns to ut à l 'heure de co nsid érer. 

M aintenant si l ' o n se f ig ure écrits, c hac u n sur une lig ne ho riz o ntale , les 

d iv ers g ro up es d e termes q u i rép o nd ent resp ectiv ement à chacune des so-

lutio ns d istinctes d e l'équatio n zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Xi -f- làzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA -f- ...-+- X 5 = ar -h / «, 

l'o p ératio n 0 ^ q u i d o it annu ler l 'ensemble de ces gro up es établira, entre les 

co effic ients ind éterminés q u i restent d ans chacun d ' eu x , les relatio ns n o u -

velles et définitives auxquelles i ls d o iv ent satisfaire p o u r que A m 0 0 < so it le 

co eff ic ient p rinc ip al de F. Et c o m m e, so us lac o nd itio n d 'égalité, d ans chaque 

g ro u p e , des co efficients des termes p ermutés, les d iverses o p ératio ns 0 q u i 

n'affectent p o int X, d o nnent l ieu p o u r chaque g ro up e abso lum ent aux mêmes 

équatio ns (ces équatio ns changent naturellement d ' u n g ro up e à l 'autre) , 

i l s'ensuit que so us la c o nd itio n d 'égalité mentio nnée, les d eu x o p éra-

tio ns et ©^[sero nt nécessaires et p arfaitement suffisantes p o u r l'entière 

d éterminatio n d u co effic ient p rinc ip al . D ans le cas des inv ariants, l ' u ne de 

ces o pératio ns sera év id emment suffisante. Telle est la p lu s g rand e réd uc-

tio n q u ' i l m 'a p aru po ssible d e faire d ans le calcu l des co v ariants. 

Les mêmes co nséquences s'étend ent, ainsi que les remarques d u n° 5, 

aux co v ariants relatifs à p lusieurs fo rmes d o nnées que l ' o n v ient de co nsi-

d érer d ans le n° 6. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

11?. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Des covariants dans le cas de plusieurs groupes indépendants de 

variables et dans celui de plusieurs groupes correspondants. 

8 . Si l ' o n co nsid ère p lusieurs fo rmes ho mo g ènes d ép end ant des gro upes 

respectifs des v ariables (ocy...u), (x''y'...v'), [x" y" ... w " ) , . . . et qu'ap rès les av o ir 

multip liées ensemble, o n remp lace p ar une lettre uniq ue « ^ ...^y ... la partie 

littérale de chaque terme d u p ro d u i t, o n aura une fo rm e y d ans laquelle les 

d iv ers gro up es d e v ariables p o u rro nt être so umis à des substitutio ns l i -

néaires to ut à fait ind ép end antes. En d ésignant p ar kpq...iP> q>... le co efficient 



général d 'une fo rme F d ép end ante des mêmes gro up es de v ariables, o n 

p o u rra d em and er les c o nd itio ns que ce co efficient d o it rem p l ir p o u r que F 

so it u n co v ariant dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j\ p ar rap p o rt à c hac u n des gro upes en p articu lier. 

A lo rs en faisant 

lezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 s'étend ant à tous les co efficients de y sans excep tio n, o n aura 

et c o m m e les o pératio ns 6;.^,..., @ ;y , . . . sont ind épend antes les unes des 

autres à cause de l' ind ép end ance des substitutio ns q u i les fo nt naître, et 

p o u rro nt co nséquemment être interv erties à v o lo nté, o n fera d ép end re to ut 

de suite la d éterminatio n des d iv ers co efficients d u co v ariant de la co nnais-

sance de l ' u n d 'eux, et p ar exemp le d u co eff ic ient p rinc ip al q u i sera d éter-

miné lui-même p ar des équatio ns telles que 

Ensuite si n, n',zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n",...  d ésignent l ' o rd re resp ectif d e /  relativ ement aux 

g ro up es ( x j . . . u),  [x'  f...  v'),... co mp o sés resp ectiv ement d e x, x',zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA JC",.-->  

v ariables, et q ue Q  so it le degré de Ap„.ip,„m p ar rap p o rt à l 'ensemble des coef-

ficients àef,  o n aura 



ou zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

d o iv ent être des no mbres entiers. U n terme q u elc o nq u e de A F . . , y . . . écrit d e 

la manière suiv ante 

et l ' o n aura, p ar 0 ^ 

d ev ra d o nc d o nner 

Soit par exemp le 

Po u r d éterminer l ' inv ariant q uad ratiq ue, o n fo rm era le tableau 

2 X - h X 3 = 0 , a * , + -2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - s = O , 2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA &>% - h °*»3 — 0 ; 

p ar 0 A y 

2 ÀzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA + X , = O , ^ 4 + 2 "H = O , 2 + » — O . 



L' inv ariant sera d o nc zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

rt20,20 ^02,02 #20,02 # 0 2,20 +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 #  1 1 , i  i  ~~  2 #20,M  #02, H  ~  2 ^ H , 2 0 # H , o 2 

So it p o u r seco nd exemp le 

x = 3, n =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 , m = 4 ; x' = 2, n ' = 3,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ml = ss; 5 = i. 

O n aura 

9 . Si l ' o n suppo se que A _ ̂ . . . d épend des co efficients de p lusieurs 

fo rmes d o n n é e s^ ^ 2 / , r e n f e r m a n t les mêmes gro up es ind épend ants de 

v ariables en rep résentant p ar y,/ .,, a^p....,^zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA u'. etc ., les co efficients 

généraux relatifs à chacune d e ces fo nctio ns, et p o sant 

o n aura 

ce q u i c o nd u ira aux mêmes co nc lusio ns q ue p récéd emment, en substituant 

p arto ut la no uv elle o pératio n 0 à l 'anc ienne. O n tro uv e de même q u ' u n 



terme q u elc o nq u e dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Ap.. p'.,. d o it p résenter la c o m p o sitio n su iv ante : 

où chaque co lo nne v erticale d o nne p o u r so mme le no m b re zs •+• p,..., q u i 

est p lacé au-d esso us. Les no m bres entiers sr, © ' , . . , o n t p o u r exp ressio n 

n 0 ,« ,0 - hzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 « 2 9 -f- •zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA • • - — w 
ro — _  . , 

V. 

, / ¿'0-4- i« ' ,9 + 2n' ¡ 5 + ... — m 
JS — —— ~  

« '" 0 -f- ,6 -f- 2n" 3 -+-...— ///' 
ZS ==  3 

et d ans ces expressio ns les /  d ésignent le no m b re de v ariables de chaque 

g ro up e respectif [pcj...zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M ) , [xf j'... v'),... 

n,  n\  n". . - o rd res de j p ar rap p o rt aux v ariables de chacun de ces g ro up es, 

hn,  ,/ / '. » d e , /  » 

2n, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 27i', 2ft"-- • » d e 2 y » 

/TÎ , m ' , m"..> » de F » 

et quelques-uns de ces o rd res p euv ent être zéro . 



9zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA degré de F p ar rap p o rt aux co efficients dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f> 

0 » de J, 

$ » de 2 / ; 

1 0 . i i est enf in u n d ernier p o int d e v ue so us leq u el o n peut généraliser 

l a no tio n des co v ariants.*Preno ns, p o u r fixer les id ées, une seule f o nc tio n f 

à p lusieurs gro up es d e v ariables (je, y, z , . . - . , « ) , (a? f , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( ¿ 3 ^ 2 , ^ 2 , z 2 , . . . , t/ 2 ) j . . . tellement asso ciés q u ' i ls so ient modifiés simultanément 

p ar des substitutio ns homologues, c 'est-à-d ire ay ant les mêmes co eff ic ients. 

L a fo rm e F étant censée d ép end re d e ces mêmes g ro up es, so n co eff ic ient 

général sera représenté p ar 

q ....( c e lu i de f parzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ax  ̂ ...T 

Si l ' o n fait dans f l a substitutio n 

le c o e f f i c i e n t . . . d ev iend ra a ^ . . . , -A - t- i d ésignant le no m b re d ég ro up es 

de v ariab les. O n p eut sup p o ser que ces substitutio ns se fo nt l ' une après 

l 'autre. A près la p remière o n au ra, co m m e au § I, 

après la d euxième 



D e là 

A près la tro isième substitutio n, o n aurait d 'une manière analo gue 

et ainsi de suite p o u r u n no m b re q u elc o nq u e de substitutio ns élémentaires 

affectant la p remière sériezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA x,xt, x2,... de v ariables co rresp o nd antes. L a 

même chose ayant l ieu p o u r le co efficient A ^ si l ' o n fait 
Pi'h • • • 

D ans le cas présent i l n'est pas p o ssible d e faire d ép end re la d éterminatio n 

des d iv ers co efficients d e F de celle d u co effic ient p r i n c i p al , c 'est-à-d ire d e 

c e lu i q u i d ans F se tro uv e multip lié p ar x" 1 x'\' x" ^ . . . , m, rat, m2i..,, étant 

respectivement l ' o rd re d e F p ar rap p o rt aux gro up es [x y...zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA M) , {xiy t....ut).1~.. 

I l n 'y a d 'excep tio n b ien entend u q ue p o u r le cas des inv ariants. C o m m e 

l'o pératio n 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA< 7. ( ; f / t f ) d im inu e d 'une u n i te la so mme des ind ices d e la première 



co lo nne dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A p q . . . , c 'est-à-d ire + -4-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p2 + • ce co efficient d ev ra sa-
^ . . . 

tisfaire aux équatio ns 

M ais i l est c lair que les co efficients A n'étant pas ind épend ants entre eux, 

i l ne sera pas nécessaire de les d éterminer to us sép arément. Il m 'a p aru que 

c e lu i d ans leq u el les ind ices de chaque g ro up e tend aient vers l'égalité p o u -

vait suff ire, m o y ennant des éliminatio ns ultérieures et linéaires^ à la d éter-

m inatio n de to us les autres, c o m m e o n p eut le vérifier d ans des hypo thèses 

p articulières. M ais je n 'ai pas entrev u de f o rm ule générale p ro p re à m arq uer 

imméd iatement cette d ép end ance. 

Dans le cas d e d eux g ro up es b inaires, o n p eut, p ar exemp le, d éd uire to us 

les co efficients de A m o ; car si l ' o n d ésigne, p o u r abréger l 'écriture, p ar 
• oml 

P et Q les d eux o pératio nszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ® cr( > ; ) , o n aura 

P ? A M O —m...(mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — q H -zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i ) A M _ ? } ( 7 

oml o,mt, 

QPAmo = ra 1...( ra 1 — p+ i ) A T O O 

omi py mv—p, 
i 

ce q u i d o nnera d eux séries d e co efficients. Ensu ite , en so us-entend ant A m o , 
om , 

q u and o n ne l'écrit pas sous le d ernier signe o pérato ire à d ro ite , 

ce q u i fait co nnaître une autre série de co efficients. O n a de m êm e, en ayant 

égard aux équatio ns p récéd entes, 

Q 2 P = 2 / K Q + m .mK .mt — i  . A ^ — i ^ 
2, mi—i 



d 'o ù l ' o n déduit la série de co efficients A m _ / , ; . O n tro uv erait d 'une m a-
2, m,— 2 

nière analo gue les séries 

1 1 . En désignant p ar 0^ . l 'o p ératio n o rd inaire définie au § I, i l est aisé 

de v o i r que l'o pératio n 0 ^ . ) d o nne l i e u aux relatio ns sy m bo liq ues su i -

vantes : 

p o u rv u qu'ap rès le d év elo p p ement des puissances des seco nd s membres les 

expo sants m arq uent la répétitio n des o p ératio ns q u ' i ls affectent, et que ces 

o p ératio ns partielles se succèd ent d ans l ' o rd re o ù elles se présentent q u and 

o n m u ltip l ie , d e l a manière o rd inaire , le d évelo ppement d u d ernier facteur 

à d ro ite p ar celu i d u p récéd ent, et ainsi d u reste. Seulement, d ans le déve-

lo p p em ent définitif, o n p o u rra év id emment interv ertir d ans u n terme q uel-

c o nq ue les o pératio ns 0 q u i p o rtent sur des ind ices ap p artenant à des gro upes 

d ifférents. O n p o urrait d éd uire de là la co nstitutio n ind ic ialed es co v ariants, 

mais o n y arriv e beauco up p lus v ite et p lu s sim p lem ent p ar la substitutio n 

ho mo g énique 

q u i c o nd u it, c o m m e d ans les p aragrap hes p récéd ents, à des équatio ns telles 

que 

d 'o ù l ' o n d éd uit, en d ésignant p arzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q  le d egré d e Ap ... p ar rap p o rt aux coef-
Pi— 

ficients ax 



o u 

d o it être u n no m b re entier. Dans cette d ernière v aleur, rc,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA nK, / z 2 , . . . , i n d i -

quent l ' o rd re de / p a r rap p o rt aux gro upes respectifs (x, J, . . . , u), 

(x{ y,,..., w , ) , . . . renfermant chacun x v ariab les.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7«, / ?în m2,..., so nt les 

quantités analo gues relatives à F. 

D e là résulte que le co eff ic ient 

étant représenté par 

u n terme q uelco nq ue de kpq... p résentera la c o m p o sitio n suiv ante : 
/ M i — 



Par exem p le, si 

X = 2 , 7 2 = 2 ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Tit —  2 , 0 = 2 , III = O , » 2 , = O , 

o n aura cet inv ariant, avec tro is co efficients ind éterminés, 

O n aurait aussi cet inv ariant d u p rem ier d egré, q u ' o n peut généraliser 

p o u r d eux gro up es b inaires d u même o rd re n. 

Lo rsq u ' o n suppo se q uezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A p q . . . d épend des co efficients d 'autres fo nctio ns. 

\f>*fi" > analo g uesà j\ en d ésignant p ar 0;^ .^ .) ,. . . , les o p ératio ns analo gues 

à ®tr'i.p.) et relatives aux co efficients d e ces no uv elles fo rmes et po sant 

to ut ce q u i a été d it d ans ce numéro et dans le précéd ent subsiste en 

remp laçant p arto utzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ®«r(A iM^  p ar ®ç9(Jiijfi.)< 

U n terme q u elc o nq u e de A ^ ... d o it alo rs satisfaire aux ad d itio ns arithmé-



tiques 

ou 



En f i n si F renfermait p lusieurs systèmes d e g ro up es co rresp o nd ants, ces 

systèmes étant ind ép end ants les uns des autres, le co efficient général de cette 

f o rm e étant représenté p ar (et ceux dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f suppo sée d ' ab o rd u niq u e , d 'une 

manière analo g ue) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

\pq ...;/ /  q'...;p" q"... 

o n p o serait 

et l ' o n aurait des équatio ns telles que 

etc. 

L e termezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA kp - P'... p résenterait une c o m p o sitio n analo gue à celle d u p re-

m ier tableau d u présent num éro , o ù i l suffirait d 'écrire ho riz o ntalement les 

séries ind ép end antes d ' ind ices et les 

d ev raient être des no m bres entiers, x, x ' , . . . , d ésignant respectivement le 

no m b re de v ariables q u i entrent d ans c hac u n des gro up es de chaque sys-

tème ind ép end ant 



Et si l ' o n suppo sait définitivement que d ans A p . . . i p ' . . . entrent les co eff i-
Pl...;p't... 

cients de p lusieurs fo rmes analo gueszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA kf, i l suffirait de substituer d ans les 

équatio ns précéd entes les o p ératio ns 0 ^ )
 jPf}), • • • à celles q u i y figurent 

et d ' intro d u ire ho riz o ntalement les d iverses séries verticales d ' ind ices dans 

le d euxième tableau d u présent num éro . Les d iv ers no mbres zs se d éd ui-

raient de c e lu i q u i se rap p o rte à ce même tableau, en accentuant toutes les 

lettres, à l ' excep tio n des Q. 

Vo ilà finalement la co nstitutio n générale d ' u n co v ariant. O n p o urrait la 

rend re p lus co m p lexe, en so umettant à de certaines liaiso ns so it les d iverses 

fo rmeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA j\  Aj\zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 / 5 - s o i t les d iv ers systèmes de gro up es q u i co nco urent à 

leur f o rm atio n ; mais la no tio n des co v ariants, arrêtée au p o int o ù no us en 

so mmes, laisse enco re un cham p assez vaste à de futures méd itatio ns. 

I V . 

Deux théorèmes tres-généraux. — Conséquences pour le calcul des 

covariants. 

12. V o i c i u n théo rème q u i paraît presque év id ent de lui-même si l ' o n fait 

u n instant attentio n que les d iverses o pératio ns 0 mo d if ient suiv ant la même 

l o i les ind ices des co efficients d ' u n co v ariant, et ceux des co efficients des 

fo rmes auxquelles se rap p o rte ce co v ariant. O n peut l'éno ncer d e la m a-

nière su iv ante : 

I, Si F, F 1 ? F 2 , . . . désignent des co v ariants relatifs à u n système de 

fo rm es^ , Kf, 2 / v - 5 t o u t co v ariant § relatif au système de fo rmes F, F f , F 2 , . . . , 

co nsid érées co mme ind ép end antes, sera aussi u n co v ariant d u système 

J-> *Ji */• >• • •  

Sup p o so ns, p o u r simp lif ier l 'écriture, q u ' i l s'agisse de fo rmes ternaires à 

u n seul g ro up e de v ariab les, et so it j ^ , , le co efficient général de o n aura 

p ar hyp o thèse 

M ais o l,p q r étant de la fo rm e 



o n a 

à cause que l ' o n suppo se 

®<r(V)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ̂ -pqr.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — P Ap~i,q-hi.r 5 etc. 

O r l'o pératio n ® 0rpq) p ro d u i t p récisément ce même résultat. O n a d o nc 

©<JzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(V) tAopqr = ®s(pq) <A>pqrzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — P X p — I,q4-I,r5 

ce q u i fait v o i r que § est u n co v ariant d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf 4 / , 2 / j - - -

O n v errait p ar u n p ro céd é analo gue que si d eux co v ariants ap p artiennent 

à u n même système d o nnézyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ff% ), et que les co efficients de l ' u n 

so ient des fo nctio ns ratio nnelles et entières de ceux de l 'autre, le p rem ier 

sera u n co v ariant de c e lu i - c i co nsid éré c o m m e une fo rme ind ép end ante. 

L a "même analyse c o nd u it enco re à ce résultat : 

I L Si F, F, , F 2 r e p r é s e n t e n t une suite de co v ariants relatifs à u n sys-

tème (/ , ff, 2f sf"-) î si F' ,-F", F' " , . - . , rep résentent une suite d e co v ariants 

relatifs à u n autre système (fr,f",...), ind ép end ant o u d ép end ant d u p re-

m ier, et ainsi de suite, to ut co v ariant ^ re lati f au système ( F, F, , . . . , F' , F" , . . . ) , 

censé co mp o sé d e fo rmes to ut à fait ind ép end antes, sera aussi u n co v ariant 

d u système (f, 2f...,/',/",...). 
Cette p ro p o sitio n , q u i est une extensio n de la p remière, et q u i s'ap p lique 

év id emment aux co v ariants envisagés so us le p o int de v ue le p lus général, 

paraît fo nd amentale d ans la théo rie des fo rmes, et suscep tible de n o m -

breuses co nséquences, so it p o u r leur c lassif icatio n, so it p o u r leur c alc u l . Il 

en résulte to ut d e suite p o u r ce d ernier o bjet que to ute f o rm u le p ro p re à 

faire co nnaître u n co v ariant p o u r u n système d o nné de fo rmes est apte p ar 

cela même à d o nner généralement une infinité d e co v ariants p o u r ce même 

système, et p o u r une infinité d 'autres systèmes. I l s'agit d o nc de tro uv er de 

p areilles fo rmules, ce q u i n'o ffre pas de d ifficulté, et co m m e les co v ariants 

des fo rmes ternaires, quaternaires, etc ., p euv ent finalement être censés d é-

d u its de co v ariants relatifs aux fo rmes b inaires, d 'après ce q u i a été d it au 



n°zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 7, i l c o nv ient de co nsid érer en p rem ier l i eu ces d ernières formes q u i 

d 'ailleurs so nt naturellem ent p lus faciles à traiter. 

1 3 . Co nsid éro ns d eux fo rmes b inaires f etzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA V d 'o rd res n , n ' , et so it F u n 

co v ariant de ces d eux fo rmes, d ' o rd re m , linéaire p ar rap p o rt aux co eff i-

cients de chacune d 'elles sép arément, et d u seco nd degré p o u r leur en-

semble. En faisant 

en y co m p renant le carré de la fo rm e elle-même ; et les fo rmes d ' o rd re i m -

p air n ad mettent (et pas d avantage) co v ariants d u seco nd d egré et 

d 'o rd res 

i,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6, 10 ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i 4 v ,  2
 ni 

y c o m p ris to ujo urs le carré de la forme. 

M aintenant si l ' o n p rend p o u r f la f o rm e d o nnéezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f, et p o u r {' u n q u e l -

co nque de ses co v ariants d u seco nd d egré, o n o btiend ra en v ertu d u théo -

rème I, et en d o nnant à m des v aleurs co nv enables dans la f o rm u le ( g ) , une 

suite d e co v ariants d u tro isième d egré p o u r la fo rme p rimitiv e/ 1 L'asso c ia-

tio n , d ans la même formule, de la fo rme f à chacun de ses co v ariants d u 

tro isième d egré fera naître une suite de co v ariants d u quatrième d egré, que 

l ' o n p o u rra rep ro d u ire en partie en asso ciant d eux à d eux d ans la même 

o n v erra to ut de suite, p ar l'o pératio n 0 ^ 0 ^ , que le co efficient p r i n c i -

p al d e F a nécessairement p o u r exp ressio n 

Si les d eux fo rmes co ïncid ent et se réd uisent à o n aura gzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — n — — et g 

d ev ra être u n no m b re p air, sans q u o i les termes de A m j 0 , également d is-

tants des extrêmes, s'entre-d étruiraient m utuellem ent. A i n s i la forme b i -

naire f, d 'o rd re p air ad met ^ co v ariants (et pas d avantage) d u seco nd 

d egré et d 'o rd res respectifs 

O , 4 ,  8, 1 2 , . . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAi 



f o rm u le to us les co v ariants d u seco nd d egré. O n p o u rra co ntinuer de la 

so rte à l ' in f in i en asso ciant la fo rme p rim itiv e à c hac u n de ses co v ariants 

d ' u n même d egré, ce q u i d o nnera l ieu à une suite de co v ariants d u degré 

imméd iatement sup érieur. M ais o n p o u rra p arv enir à des co v ariants de ce 

d ernier d egré en asso ciant d eux co v ariants d o nt la so mme des degrés so it 

égale au degré q ue l ' o n v eut o b tenir. I l est c lair q ue les co v ariants d ' u n 

m êm e d egré auxquels o n arriv e d e ces d iverses manières, ne sero nt pas 

g énéralement to us d istincts entre eux ; et je ne me p réo ccup e pas présen-

tement de cette délicate q uestio n. Q u o i q u ' i l en so it, o n v o it q ue cette fo r-

m u le (g) peut serv ir no n-seulement au c alc u l des co v ariants, mais révéler 

aussi leur existence. Je v ais l ' ap p l iq u er, p o u r en faire saisir la véritable 

p o rtée, aux fo rmes d u a e , 3 e ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4 e e t 5 e o rd re , d o nt l'étud e ap p ro fo nd ie a été 

l 'o b jet des remarquables trav aux d e M M . Cay ley ,Sy lv ester et H erm ite . M ais 

aup arav ant je ferai o bserv er que ce d ernier géo mètre est arrivézyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA {Journal de 

Crelle, to me L U ) par une v o ie d ifférente à une autre association de co v a-

riants q u i l u i a f o u rni to us les co v ariants des fo rmes b inaires d uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 e , 3 e et 

4e o rd re , mais q u i , p o u r la fo rme d u 5 e o rd re , a nécessité le co nco urs de 

très-ingénieuses et no uv elles co nsid ératio ns, co nsignées d ans le d ernier v o -

lu m e d u Journal de Cambrige et Dublin que je n ' ai pas p résentement sous 

les y eu x ( Théorie desformes homogènes à deux indéterminées). L' au teu r est 

arrivé entre autres cho ses, dans le p rem ier des jo u rnau x mentio nnés, à cette 

p ro p o sitio n rem arq uab le , que je me co ntente d ' ind iq u er : 

f étant la fo rme d o nnée, h u n q uelco nq ue de ses co v ariants, to ut co v a-

riant d e^ j q uel q u ' i l so it, o u au m o ins so n p ro d u it p ar une p uissance en-

tière de h, sera une fo nc tio n ratio nnelle et entière des covariants asso-

ciés à h. 

N ' ay ant pas entrev u p o u r le m o m ent d 'extensio n p o ssible d e cette p ro -

p o sitio n aux fo rmes ternaires, . . . , e tm o n b u tay ant été p rim itiv em ent le c al -

c u l général des fo rmes, je me b o rne à cette simp le ind ic atio n so us la réserve 

de rev enir u n jo u r, autant que mes lo isirs p o u rro nt me le p ermettre, sur 

l ' im p o rtante et très-d ifficile questio n de la c lassif icatio n générale des c o -

v ariants. 
1 4 . L a fo rme b inaire d u seco nd o rd re 

#2,0 x2 •+- a. aui xy -\- a0>2 y 2 

ad met l ' u niq u e inv ariant d u seco nd d egré — 
D « 0 , 2 « 1 , 1 



O r, co m m e o n v ient de le v o i r , les fo rmes imp aires admettent toutes u n 

co v ariant d u seco nd degré et d u sec o nd o rd re . En désignant p ar A 2 0 > A , „ A « , 

les co efficients de ce co v ariant, de faço n que 

o ù j ' ai supprimé les seco nds ind ices, co m m e je le ferai maintes fo is ; o n 

au ra, d 'après le théo rème I , 

. '' :.- :•. . • TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA(4) — A A AzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 

p o ur l'exp ressio n générale de l ' u n des inv ariants d u quatrième d egré, relatifs 

aux fo rmes imp aires. O n o b tiend ra, q u e l que so it « , une suite de co v ariants 

d u quatrième degré en p renant les co variants d u seco nd degré de c hac u n 

des co v ariants d u seco nd degré de la fo rme p ro p o sée. 

L a fo rme d u 3 e o rd re 

a3x3 + 3 a2x2y  + 3 a{ xy 2 + ^oJT% 

admettant l ' u niq u e co v ariant d u seco nd o rd re et d u seco nd d egré (en ex-

c luant le carré d e la fo rme) désigné p ar so n co efficient p rinc ip al 

en suppo sant dans la fo rm ule (g) 

et o bservant que l ' o n d o it av o ir généralement n ' > n — m , afin que n — g , 

et < n -+- m 



n ' — g so ient p o sitifs, o n ne p o u rra p rend re que m = 3 et m = 5. L a seco nde 

hyp o thèse d o nnant A 3 > 0 = * 3 ? co rresp o nd au p ro d u it de la fo rme p ro p o -

sée p ar so n co v ariant d u seco nd d egré, et peut être i c i exc lue. O n a d o nc 

l ' u n iq u e co v ariant d u tro isième degré et d u tro isième o rd re désigné p ar so n 

co efficient p rinc ip al 

Ce co v ariant ad mettant lui-même, q u and o n le co nsid ère co m m e une fo rme 

ind ép end ante, u n co v ariant d u seco nd d egré et d u seco nd o rd re , d o nne l ieu 

p ar cela même à u n co v ariant d u seco nd o rd re et d u sixième degré p o ur la 

fo rm e p rim itiv e , etc ., et la questio n d e sav o ir généralement quels so nt les 

co v ariantszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fondamentaux o u irréductibles, c 'est-à-d ire ceux d o nt les autres 

p euv ent être co nsid érés co m m e des fo nctio ns ratio nnelles et entières, c o n -

stitue un p ro blème d if f ic i le , d o nt M . Cay ley a d o nné une belle so lutio n 

d ans ses Recherches sur la partition des nombres (M ém o ire c ité) . 

O n v o it p ar la fo rmule [g) que d eux fo rmes f et f ne p euv ent av o ir d ' i n -

v ariant d u seco nd degré que dans le cas o ù elles so nt de même o rd re. O r , 

les fo rmes d 'o rd re l\i étant les seules q u i admettent u n co v ariant d u seco nd 

d egré et d ' o rd rezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4  h so nt aussi les seules q u i puissent av o ir u n inv ariant 

c u b iq u e d o nt o n a une exp ressio n générale en p renant d ans ( g ) f p o u r la 

f o rm e pro po sée f f p o u r so n co v ariant d 'o rd re 4  d u seco nd d egré, et sup -

p o sant mzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA s= o . Ce co v ariant d ' o rd re 4  i d o nnant, p ar la même f o rm ule , 

d o nt i l suffit de p rend re i c i la mo itié des termes, 

o n aura p o u r l ' inv ariant cub iq ue des fo rmes d 'o rd re 4 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i 

ce q u i rentre dans une fo rm ule tro uvée d ifféremment par M . Brio schi. 

O n reco nnaîtra aisément p ar la f o rm ule (g) q u ' i l n'existe p o int de co v a-

riant cub iq ue et d u p remier o rd re p o u r la fo rme générale / . 



L a fo rme d u 5 e o rd re 

f — a5 xA + 5 # 4 x h j + .,. + a0 / 5, 

ad mettant tro is co v ariants d u seco nd d egré, d 'o rd reszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2, 6, 10, y co m p ris le 

carré de la f o rm e, l ' inv ariant q uad ratiq ue de chacun de ces co v ariants 

d o nne l ieu à l ' u niq u e inv ariant b iq uad ratiq ue d e la fo rme p rim itiv e , lequel 

se présente ainsi sous tro is aspects d ifférents. Ces tro is co v ariants étant d ési-

gnés resp ectiv ement par leur co efficient p rinc ip al C (
2

2 )
0 , C (

6
2 )

0 , C ^ 0 , en p re-

nant dans (g-)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a n = a5, a^ ' = C (
2

2 )
0 , m = 3 , 5 , 7 , o n o btient le co v ariant 

cub iq ue et d u 3 e o rd re C (
3

3 )
0 , le co v ariant c u b iq u e d u 5 e o rd re C (

5
3 )

0 , et le 

co v ariant c u b iq u e d u 7 e o rd re C v
7

3 )
0 , q u i n'est autre que le p ro d u it dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f p ar 

( C (
2

2 )
0 x 2 -+-  . . . ) . Si l ' o n associe dans [g) f et C (

6
2 )

0 , o n retro uv e, p o u r zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
m = 3 , 5 , les co v ariants C (

3
3 )

0 , C (
5

3 )
0 , et, p o u r m = 9, u n no uv eau co v ariant 

c ub iq ue C (
9

3 )
0 . Les co v ariants quad ratiques de ( C (

6
2 )

0 - h ...) p ro d uisent 

tro is co v ariants b iq uad ratiq ues de j\ C (
0

4 )
0 , C (

4
4 )

0 , C (
8

4 )
0 , d o nt le d ernier n'est 

pas irréd uctible, et peut être rejeté. O n les o btiend rait, c o m m e o n l ' a d it 

généralement, en asso ciant f à ses co v ariants cub iq ues, ce q u i p ro d u irait en 

o utre (CzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
(

6

45)  x6 + . . . ) . L'asso c iatio n d ans (g) de /  et d e ( C (
4

4 )
0 x"  + ...), 

p ro d u it p o u r m = 1 u n co v ariant linéaire et d u 5 e degré C ^ x + C ^ j', 

leq uel associé à so n to ur à f dans la même f o rm u le , d o nne p o u r m = 4  un 

co v ariant d u sixième degré et d u 4 e o rd re , 

d o nt l ' inv ariant quad ratique 

et l ' inv ariant cub iq ue 

représentent respectivement l ' inv ariant d u do uzième d egré, et le célèbre 



inv ariant d u d ix-huitième d egré de M . H erm ite , relatifs à la fo rme d u 

5 e o rd re . 

O n p o urrait aller p lus lo in so it p o u r la fo rm e d u 5* o rd re , so it p o u r d 'au-

tres f o rm es; mais j ' a i v o u l u mo ntrer simp lement l'usage de la f o rm ule ( g ) , 

c o m b inée avec le théo rème I. O n p eut en d éd uire d 'autres co nséquences 

en la c o m b inant avec le théo rème II. 

1 5 . Si l ' o n p rend effectivement p o u r f u n co v ariant relatif à d eux fo rmes 

ind épend antes f ( l ) , f ( 2 ) , f o u rn i p récisément p ar cette même f o rm u le , en sorte 

que, en faisant g , = ~t~ — — so us les c o nd itio ns n 2 > n , — n ' , o n ait 
et <zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA nt H - n ' 

o n aura, en v ertu d u théo rème TI, u n co v ariant d u tro isième degré relatif 

au système ( f , f ( 1 ) , f ( 2 ) ) , et linéaire p ar rap p o rt aux co efficients d e chacune 

de ces fo rmes. O n o b tiend ra ainsi une no uv elle f o rm u le d ans laquelle o n 

p o u rra p rend re p o u r f, f ( 4 ) , f ( 2 ) , des co v ariants relatifs à u ne , à d eux, o u à 

tro is no uv elles fo rmes ind ép end antes d o nnées p récisément p ar ces mêmes 

fo rm ules, et to ujo urs d u p rem ier d egré p ar rap p o rt aux co efficients de ces 

no uv elles fo rmes, et l ' o n o btiend ra en co ntinuant ainsi une suite indéfinie 

d e no uv elles f o rm ules, p ro p res chacune à en p ro d u ire d 'autres. 

Sup p o so ns actuellement quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A m > 0 représente le co effic ient p rinc ip al d ' u n 

co v ariant d u d egré (d -hzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i )  p ar rap p o rt aux co efficients de (9 -f- i )  fo rmes 

f, f ( l ) , . . . , f e t d u p remier degré p ar rap p o rt aux co efficients ind iv id uels d e 

chacune de ces fo rmes. En mettant en év id ence les co efficients d e l 'une des 

fo rmes f, i l est p ermis d 'écrire 

o ù gzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — n ~ *7 . n — - , h = n ' — g , et o ù n ' est un no m b re te l , que les inégalités 

n ' < n + m , n ' > n — m so ient satisfaites quels que so ient les no mbres 

d o nnés n et m , ce q u i est to ujo urs p o ssib le. O n a p ar hyp o thèse, en écrivant 

p arto ut 9 ^ p o u r @ ^ ; ) , 



c'est-à-d ire 

g X h _ 1 _ I } g _ ]zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — ® ^ X h ) g , ( g — i ) X h 4 _ 2 > g _ 2 _ ^ X h + ^ g - , , 

(g —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2)  X h _ ,_3 ) g _3 = ®^^h+a,g —2 , : . . , X n ' ; 0 = X n A _ , ) I ? ©^/ Xn', 0  ?^  ° ? 

o u b ien ' 

g XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAt n _ I j g _ I = ©^.Xh.g, g (g — i ) X h + . i ; g _ 2 = ©J ;  X l J j g , 

g ( g - I ) ( g - 2 ) x h + 3 . g - 3 = © ^ X h j g j . . . , g . . . 2 . i X n , _ I ) I = 0J ;.X h > g , 

© j r x h , g = o . . ' • 

O r ces équatio ns so nt précisément celles que l ' o n tro uv erait si l ' o n cherchait 

le c o v ariant de degrézyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 . 

XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAn ' ozyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA oc11 4- n ' X n ' , , oc7' ~ 1 - f - . . . . 

p o u r les fo rmes f ( 1 ) , f ( 2 ) , . . . , f ( ô ) , et q ue l ' o n p rit p o u r p o int de départ lé 

co eff ic ient X n ' _ g ) g . Et c o m m e ce co efficient satisfait d 'ailleurs év id emment 

aux co nd itio ns d 'ho mo généité quant aux ind ices, i l en résulte que l ' o n p eut 

p rend re d ans la f o rm ule ( g ) , a ^ o = X „ ' j 0 , et que, p artant, cette f o rm u le est 

apte à rep ro d u ire de p ro c he en p ro che to us les co variants relatifs à tant d e 

fo rmes ind ép end antes q ue l ' o n v o u d ra, ces co v ariants co ntenant to ujo urs 

linéairement les co efficients de chacune des fo rmes et leur ensemble au d e-

gré 9 4- 1, no m b re de ces mêmes fo rmes. En o bserv era q ue, G d ésignant la 

so mme des seconds ind ices d 'u n terme de A m ? 0 , o n d o it av o ir 

et p ar suite 

n ' = n< 4- n 2 4- . . . 4- n 0 ; 

et c o m m e m < n 4- n , 4- . . . 4- n e ? c 'est-à-d ire m < n ' 4- n , la c o nd itio n 

nécessaire n ' > m — n se tro uv e b ien satisfaite. O n remarquera aussi que si 

an , o? a n — n , " . , étaient suppo sés, d ans A m > 0 , rep résenter les co efficients suc -

cessifs d ' u n co v ariant d ' o rd re n et de degrézyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Q'  p o u r p lusieurs formeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAf,f'..., 

d o nt u n no m b re q uelco nq ue, p euv ent co ïncid er, X n ^ 0 , X n ' _ i , i v . - i  d ev raient 

rep résenter les co efficients successifs d 'u n autre co v ariant d ' o rd re n ' et de 

degré Q"  =  6 4- t — 6' p o u r d 'autres fo rmes ind épend antes des premières et 



d o nt p lusieurs p o urraient co ïnc id er,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 9 - h r étant le degré d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA A m o p o u r l ' en-

semble des co efficients de toutes les fo rmes. 

L e co efficient p rinc ip al d ' u n co v ariant relatif à i f o r m e s ^ , f^...^fu 

d o nt les co efficients entrent respectivement au d egrézyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0 M 02 ï- - - , 9t, dans ce 

co v ariant, p eut être censé déduit d ' u n co v ariant de même o rd re et relatif à 

dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA§4 -f- l a - h . . . -f- $i) fo rmes ind ép end antes d o nt les co efficients entrent 

linéairement dans ce c o v ariant; 9t d e ces fo rmes étant de l ' o rd re d e / , , 92 d e 

de f2, etc. Le no m bre d 'arbitraires q u i entrent d ans le no uv eau co efficient 

p rinc ip al A m 0 étant év id emment p lu s g rand que d ans A ,„ j U , o n peut d o nc 

d ire que A„ h0 peut être p ro d u it p ar la fo rm ule (g) étend ue au no uv eau sys-

tème, et o ù l ' o n intro d u it après c o u p la co ïncid ence des 9, fo rmes d e 

même o rd re , des 92 autres fo rmes d e même o rd re , etc. M ais la co ïncid ence 

d e Certains gro up es d e co efficients établissant des liaiso ns no uv elles, i l p eut 

arriv er alo rs q ue A m > 0 so it id entiquem ent n u l , ce q u i signif iera naturelle-

ment que le co v ariant suppo sé n'existe pas. C'est ce q u i a l ieu p ar exemp le 

lo rsq ue, en se bo rnant à d eux fo rmes, o n suppose d ans [g) m = o , f = f =f, 

et n u n no m b re im p air . 

D ans le cas p articu lier de 9 -h i fo rmes de même o rd re , si 9 d 'entre elles 

co ïnc id ent, l ' une f d emeurant ind ép end ante, X n . . ) 0 , X „ ' _ , d e v r o n t être 

les co efficients successifs d ' u n co v ariant d e'd eg ré 9 et d ' o rd re n ' p o u r les 

9 fo rmes co ïncid entes. Et si l ' o n suppo se après c o u p que f co ïncid e enco re 

avec les autres fo rmeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J\ o n arriv e, d 'après ce q u i v ient d 'être d it, à cette 

c o nc lu sio n : 

Q u e to ut co v ariant, de degré 9 - h i , relatif à une fo rme b inaire j\ p eut 

être d éd uit d 'un co v ariant de d egré inférieur d 'une unité, et cela p ar 

l'asso c iatio n d irecte d ans la f o rm ule (g) de la fo rme j à ce d ernier 

co v ariant. 

O n a v u p lusieurs exemples de cette déductio n d ans le numéro précéd ent, 

mais i l restait à faire v o ir qu 'elle ne laissait échap p er aucun co v ariant. 

O n peut d ire p lus généralement que to us les co v ariants relatifs à tant d e 

fo rmes b inaires que l ' o n v o u d ra, p euv ent être déduits d e l'asso ciatio n d i -

recte et successive d ans la f o rm ule (g) d e chacune des fo rmes à leurs c o v a-

riants de d egré inférieur d 'une unité. 

16 . V o i c i d eux exemples très-simples p ro p res à éclairer les faits établis 

d ans le numéro q u i p récèd e. Il s'agit d ' ab o rd d u système de co variants 

irréd uctibles p o u r d eux fo rmes d u seco nd o rd re d o nnés to ut de suite p ar 



la f o rm ulezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (g) 

i a2 x2 •+•zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 at xy  -f- a0y 2? zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

I  b2 x2zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - f - 2 bt ocy zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA #pjr
2-

Covariants quadratiques. 

(4 ) zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( # 2 ^ — # i b2) x2 -h(a2b0 — a0b2)xy-\~ (a{b0 — a0bt)y 2. 

Le s inv ariants (a) et (3 )  résultent de ( i ) , q u an d o n fait co ïnc id er la 

d euxième fo rme avec la première^, o u vice versa; (4 )  s'évano uit p ar la même 

co ïnc id ence. L a résultante des d eux fo rmes p ro p o sées étant, d 'après les 

belles recherches de M . Faà de Bru no sur l'éliminatio n, u n inv ariant b i -

q uad ratiq ue et séparément quad ratique p o u r les d eux fo rmes, ne p o u rra 

être que le carré d e ( i )  ajo uté au p ro d u it de (a) et (3 )  p ar une ind éter-

minée. Cette résultante d ev ant s'évano uir q u and les d eux fo rmes co ïnc i-

d ent, l' ind éterminée sera égale à — 4 ,  et l ' o n aura p o u r lad ite résultante 

co nnue 

(a2b0 ~ 2aibi-h a0 b2)2 —  4  [a2 a0 — at a{) (b2b0 — bt bK ). 

So ient en seco nd lieu d eux fo rmes d u 3 e o rd re 

( a3 xs -+-  3 a2 x2 y  4 -  3 ax xy 2 -+-  a0y z, 

f è 3 i 3 + 3 b2 x2 y  4 -  3 bK xy 2 -+- b0y 3. 

Covariants quadratiques. 

(>) a2 b0 —  a at bt H-  a0 b2, 

(2) a2 a@  a, a^, 

(3) ¿ 2 b0 — b, b,, 

(0 
p o u r bzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — a 

. — o . 

(») 
p o u r b — a et a — b 

o n a (a') etzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (i"). 



Covariants quadratiqueszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (suite) . zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(2") zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( » * )  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

(4) 

(4') 

Covariants cubiques. 

(changer leszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA a en b, 

et vice versa. 

(5) 

p o u r b = a 

o . 

p o u r b = a 

o . 

p o u r b 

p o u r b = a 

o n a le co v ariant cub iq ue 

c o n n u , relatif à une fo rme 

u niq u e . 

(3) 



Je cro is p o u v o ir me d ispenser i c i d 'écrire les co variants b i quad ratiques, 

et aussi la résultante que l ' o n peut déduire de d iverses manières de ces der-

niers co v ariants et des p récéd ents, en s'ap p uyant sur le théo rème I, et q u i 

renferme nécessairement tro is co efficients ind éterminés, que les o pératio ns 

© ne p euv ent faire d isparaître, et q u ' i l faut d éterminer p ar des co nsid éra-

tio ns particulières, inhérentes à la théo rie de l'éliminatio n. Il en serait de 

même p o u r d eux fo rmes d u 4 e o rd re, c 'est-à-d ire que dans ce cas i l existe 

d o uze inv ariants d u huitième degré et d u quatrième p ar rap p o rt à chaque 

fo rme, linéairement ind épend ants, de faço n que la résultante renferme 

nécessairement d o uze ind éterminées sur le co mp te d esquelles les o p éra-

tio ns & et l'égalité des co efficientszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA équidistants des extrêmes ne p euv ent rien 

ap p rend re, etc. 

I l est p resque inutile d e faire o bserver que la représentatio n d ' u n co v a-

riant au m o y en des co efficients de co variants p lus simples est généralement 

préférable à la représentatio n imméd iate p ar les co efficients d e la fo rm e, et 

q u ' en ad o p tant le p remier m o d e, la d éd uctio n des co efficients successifs 

d ' u n co v ariant de l ' u n d 'entre eux suit to ujo urs les lo is o rd inaires, c o m m e 

o n le v o it p ar exemple sur le co v ariant très-simple (5) . 

V . 

D'une certaine extension aux formes ternaires, quaternaires,... de 

quelques résultats du précédent paragraphe. 

17. Il est facile de se co nv aincre, et l ' o n p o urra entrev o ir p ar ce q u i suit 

q u 'en exc luant les puissances successives jusqu 'à la (x —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA iy èm e inc lusiv e-

ment, d 'une fo rme /  à K  ind éterminées, le p lus faible degré que puissent 

ad mettre les co v ariants relatifs à cette fo rme, est précisément x : et une 

chose analo gue a lieu p o u r le système de p lusieurs fo rmes ind ép end antes. 

Co nsid éro ns d o nc , p o u r p ro céd er p ar o rd re, tro is fo rmes ternaires f, f , f " 

d 'o rd re n , n ' , n " , et chercho ns les co variants d u tro isième degré p o u r l ' en -

semble de ces fo rmes, et d u p rem ier p o u r chacune en p articu lier. Si l ' o n 

fait 



le p remier terme d u co efficient p rinc ip al A m 0 0 , sera sous les co nd itio ns 

n ' - g > o , n "zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — g > o , 

L'o pératio n q u ' i l faut to ujo urs entend re p o ur 0 ^ , ) , à mo ins q u ' o n 

ne prévienne d u co ntraire, d ev ant annuler l'ensemble X 0 ) 0 des termes 

q u i o nt a n O ) 0 p o u r facteur, o n aura 

en sorte que X peut être co nsidéré c o m m e l ' inv ariant quad ratique de d eux 

fo rmes binaires ind épend antes, ce q u i rentre d ans une remarque faite p ré-

céd emment. M aintenant si l ' o n représente A m j 0 ; 0 p ar 

o n d ev ra av o ir 

( X ) 



d 'o ù 

et aussi 

L a co nsid ératio n de d eux termes co nsécutifs de A m ; 0 ? 0 rép o nd ant à d eux 

v aleurs successives dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i, i et i4-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1, 

d o nne ensuite 

d 'o ù 

et par, suite 

O n a d o nc 



et finalement 

{h) 

Il reste à vérifier que 

e F , X 0 , izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA •= o , et @vM X * , 0 , o u X 0 , < = o . 

Cela suit to ut d e suite de la remarque d éjà faite et q ue l ' o n p eut vérifier, si 

l ' o n v eut, sur une fo nc tio n des co efficients généralement, sav o ir que d eux 

o p ératio ns ® , q u i o nt u n ind ic e de même rang c o m m u n , p euv ent être inter-

verties. Il résulte de cette remarque q ue 

Po u r tro is fo rmes d u seco nd o rd re , p ar exemp le, en sup p o sant m — o , o n a 

cet inv ariant c ub iq ue 

o ù p ar le signe s j'entend s l 'ensemble des termes q u i se d éd uisent de c e lu i 

q ue ce signe affecte p ar les p ermutatio ns des ind ices q u i ne tro ublent pas 

d ans chaque co lo nne la so mme des mêmes ind ices. J' ind iq u e p ar u n num éro 

p lacé à cô té d e ce signe le no m b re des termes d éd uits. Si l ' o n faisait co ïn-

c id er les tro is fo rmes, o n retro uv erait l ' inv ariant c u b iq u e relatif à la fo rme 

ternaire d u seco nd o rd re : et si l ' o n p rend p o u r f le carré d 'une fo rme d u 

p rem ier o rd re , et p o u r f f " d eux fo rmes id entiques d u seco nd , o n rep ro -

d u i ra l ' inv ariant b iquad ratique p o u r une fo rme d u p remier o rd re et une d u 

d euxième, d o nt i l a été questio n au n° 6. 



Po u r tro is fo rmes ind épend antes d uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 3 e o rd re, o n a 

où le signe * ind iq ue la p ermutatio n des co lo nnes avec changement de signe 

à chaque d ép lacement, et le même signe p lacé v erticalement ind iq ue avec 

changement de signe les d ifférents termes que l ' o n peut déduire de ceux 

qu 'eng end re le p remier signe, p ar le transpo rt v ertical des lignes ho riz o n-

tales les unes dans les autres. Le n° (6) d u d euxième terme, p ar exemp le, 

ind iq ue que l ' o n peut d éd uire 6 termes de celui q u i est écrit p ar la 

simp le p erm utatio n des co lo nnes, et le (3 ) affecté au seco nd signe sig ni-

fie que c hac u n de ces termes p eut eu p ro d u ire 3 p ar le transpo rt des lignes. 

En sorte q ue le no m bre to tal des termes de l ' inv ariant est 

6 4 - 18 zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA- 1 - 18 + 12==: 54. 

Si d eux des fo rmes co ïncid ent, cet inv ariant est id entiquement n u l . 

Si généralement o n fait co ïnc id er les d eux fo rmes f , f", le no m bre des 

termes de X sera d éd o ublé. Et si l ' o n suppo se après que f co ïncid e avec les 

d eux autres fo rmes, la f o rm u le précéd ente rép o nd ra aux co v ariants c u b i -

ques d 'une fo rme ternaire d ' o rd rezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n. M ais o n p eut dans ce cas intro d u ire 

imméd iatement la co ïncid ence des tro is fo rmes, p o u rv u que dans l ' ap p l ic a-

tio n successive des o pératio ns © , q u and un terme se présentera d ans A m , 0 0 

avec l 'exp o sant 2 o u 3, o n ait so in de d iv iser le co efficient d u terme d o nt i l 

s'agit p ar so n exp o sant; o n rend ra ainsi le c alc u l à p eu près tro is fo is m o ins 

lo ng , et l ' o n p o urra l'abréger enco re généralement par des co nsid ératio ns 

de symétrie. O n aura ainsi p ar exemp le cet inv ariant c u b iq u e relatif à la 

forme ternaire d u 4 e o rd re 



et cet inv ariant cub iq ue p o u r la fo rme d uzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 e o rd re 

1 8 . L a v aleur dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g étant dans le cas de tro is fo rmes co ïncid entes, c'est-

à-d ire dans le cas de la fo rme u niq u e J, g — n — y et X étant n u l si n — g 

est im p air, o n v o it que la fo rme ternaire d ' o rd re p air n ad met ^ et - seule-

ment co v ariants cubiques d 'o rd re 

o ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6 , 12 , 18 , . . . , 3/ 2, 

y co m p ris le cube de la fo rme ; et la f o rm e ternaire d 'o rd re im p air n ad met 

—il. et * ~*~ 1 seulement co v ariants cub iques d ' o rd re 
2 2 1 y 

3, g , i 5 , 2 i , . . . , 3n, 

y  c o m p ris le cube de la fo rme. 

En p renant p o u r f, f , i"  dans la f o rm ule (h) le carré de la fo rme d o n -

née ff o n o btiend ra, en v ertu d u théo rème I, n co v ariants d u sixième d egré 



et d ' o rd re 

o ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 12 , 18 , . . . ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 6n 

d o nt certains p o urro nt être le carré de co v ariants cubiques o u le p ro d u it de 

co variants b iquad ratiques p ar le carré de la f o rm e, etc. En p artic u l ier, o n 

p eut d ire q u ' au d elà d u seco nd o rd re toutes les fo rmes ternaires ad mettent 

u n inv ariant irréd uctible d u sixième degré q u i jo ue à leur égard le même 

rô le q ue l ' inv ariant b iq uad ratiq ue p o u r les fo rmes b inaires. 

Si l ' o n p rend p o u r f dans la fo rm ulezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [h) u n co v ariant c ub iq ue relatif à 

tro is fo rmes ind épend antes o u co ïncid entes f 0 f 2 , f 3 et d o nné p ar cette même 

f o rm u le , o n o btiend ra une no uv elle fo rm ule p ro p re à p ro d u ire une suite 

de co v ariants d u cinquième degré p o u r c i n q fo rmes ind ép end antes que l ' o n 

p o u rra ensuite faire co ïncid er en to ut o u en p artie. Et l ' o n p o u rra c o nti -

nuer ainsi à l ' i n f i n i en p renant p o u r une , d eux, tro i s , . . . des no uv elles 

fo rmes, so it d ans les fo rmules [h], so it d ans celles q u ' o n en déduit, des co v a-

riants fo urnis p ar une q uelco nq ue de ces mêmes fo rmules. M ais o n v o it se 

p ro d u ire i c i des lacunes d ans les d egrés des co v ariants d érivés, et par 

exemp le o n ne v o it pas surg ir les co v ariants d u quatrième d egré. Il est v rai 

que d ans la f o rm ule p rim itiv e [h) o n aurait p u p rend re d 'ab o rd p o u r f le 

p ro d u it de d eux fo rmes f n f 2 , ce q u i aurait f o u rn i une suite de co v ariants 

b iq u ad ratiq u es: mais to us les co v ariants b iquad ratiques n'auraient pas été 

rep ro d uits. C'est ce q u i arriv e, p ar exemp le, p o u r fa fo rme ternaire d u 

tro isième o rd re q u i ad met u n inv ariant b iq u ad ratiq u e . O r si l ' o n se repo rte 

aux calculs d u numéro p récéd ent et q u ' o n suppo se que A m ; 0 , o représente 

maintenant le co efficient p rinc ip al d ' u n co v ariant relatif à tant de fo rmes 

q u ' o n v o u d ra, les co efficients de l 'une des fo rmes, f, étant seuls astreints à 

entrer linéairement dans A m > 0 , o , o n p o u rra écrire ce co efficient p rinc ip al 

sous la fo rme q u ' o n l u i a d o nnée d ans le numéro c ité, et l ' o n tro uv era entre 

les Xjti les mêmes équatio ns ( X) (*) q u i fo nt to ut d épend re de la première 

fo nc tio n X , laq uelle , d evant s'annuler p ar 0 ^ et 0V / * * p o u rra être co nsid érée 

dans to us les cas co m m e u n inv ariant relatif à des formes binaires ̂  le d egré 

de cet inv ariant étant inférieur d 'une unité à c e lu i de A m , 0 , o - En appelant 

f,, f 2 , . . . les fo rmes d o nt X est suppo sée renfermer les co efficients aux degrés 

respectifs &u d2,..., o n aura p o u r la so mme c o m m u ne des seco nd s et des tro i -

. j . p * , • i  * n +  r ^o, -4- n 2 02 + . • • — m i i siemes ind ices de 1 exp ressio n de A m , o , o , g ^ ^— : celle 

(*) Pages- 45y 46. 



des p remiers ind ices d e l'exp ressio n de X sera d o nc 

g - h m — n o u n 4 0j + n a 0 a — a g = g \ 

Il f au d ra d o nc sous ces co nd itio ns faciles à interpréter chercher to us les zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
invariants binaires X , et c hac u n d 'eux d o nnera d ans [h) u n co v ariant ter-

naire d ' u n degré supérieur d 'une unité. O n p o u rra faire co ïncid er ensuite 

f avec une quelco nque des autres fo rmes. Cette co ïncid ence d im inu ant géné-

ralement le no m b re des arbitrairesil en résulte q u ' o n peut p ar ce m o y en 

rep ro d uire de p ro che en p ro che to us les co v ariants ternaires relatifs à tant 

d éfo rm es que l ' o n v o u d ra. 

Po u r éclaircir ce q u i précèd e par u n exemp le, co nsid éro ns la fo rme ter-

naire d u cinquième o rd re et chercho ns ses co variants b iquad ratiques d u 

seco nd o rd re. O n a i c i 

g + m — 5 = 3. 

O n p eut faire ces tro is hyp o thèses, p o u r la série des p remiers ind ices de 

2 I 

X , o , i , i , en sorte que X peut être co nsid éré c o m m e u n invariant binaire 

O O I 

et cub iq ue, so it p o ur d eux fo rmes binaires, l 'une d u seco nd o rd re et l 'autre 

d u c inquième, les co efficients d e celle- c i entrant d ans X au carré, so it p o u r 

trois/ormes binaires d ' o rd re 3,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 4? 5 , so it enf in p o u r une forme binaire 

u niq u e d u quatrième o rd re . O n tro uv e p o u r ces tro is hyp o thèses : 

En substituant successiv ement chacune de ces expressio ns d ans (h) et y 

suppo sant n = 5, o n aura d o nc tro is co v ariants d u quatrième degré et d u 

seco nd o rd re, linéairement ind ép end ants, relatifs à d eux fo rmes d u c in -

quième o rd re, les co efficients de l 'une f entrant au p rem ier degré dans ces 



co v ariants, et ceux de / a u tro isième. Et en sup p o sant ensuitezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i=f, o n aura 

to us les co v ariants b iquad ratiques et d u seco nd o rd re, relatifs à une fo rme 

u niq u e d u c inquième o rd re . 

En suiv ant les ind icatio ns p récéd entes, o n p eut tro uv er d iverses fo rmules 

assez générales ; je no terai seulement la suiv ante q u i se rap p o rte à l ' inv ariant 

b iq u ad ratiq u e de quatre fo rmes f , f { } fztfs d u même o rd re n = 3nf, et que 

l ' o n o btient en p renant p o u r X d ans (h) 

o u 

et l ' o n p o u rra faire co ïnc id er d eux, tro is o u les quatre fo rmes. O n v o it par 

là que to ute fo rme ternaire d 'o rd re 3rc' ad met u n inv ariant u n iq u e b i q u a-

d ratique. Je rap p ellerai enco re que la co ïnc id ence des fo rmes p ermet pres-

que to ujo urs d e resserrer les limites des >\ q u an d o n intro d u it dès l ' ab o rd 

cette co ïnc id ence, ce q u i est p lus expéd itif, p o u rv u que l ' o n ait so in de d iv i -

ser p ar l ' exp o sant le co eff ic ient de chaque terme à mesure q u ' i l se présente 

et que l ' o n s'arrête q u and to us les termes distincts, o u p lutô t les types d is-

tincts so nt ainsi rep ro d u its. 

1 9 . L a généralisatio n de p ro che en p ro che des résultats précéd ents 

n'o f fre actuellement aucune d ifficulté. O n aura ainsi p o u r les fo rmes qua-

ternaires une fo rm ule analo gue à (/ ?), savo ir 

o ù X peut être co nsid éré c o m m e u n inv ariant ternaire dans le sens p récé-

d emment ind iqué. O n en co nc lu t en p articu lier q u 'u ne fo rme quaternaire j 

d 'o rd re p air n ad met - et - seulement co v ariants b iquad ratiques d ' o rd re 

o , 8 , 1 6 , , . . , 4 n, 



y c o m p ris la quatrième puissance d e la fo rme ; et q u 'une fo rmezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f d ' o rd re 

im p airzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n ad met —^— e t n —  1 seulement co v ariants b iquad ratiques d ' o rd re 

4, zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 1 2 , 2 0 , . . . , tzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA\n, 

y co m p ris la quatrième puissance d e la fo rme. Ce so nt là les co variants d u 

p lus faib le degré en exc luant les puissanceszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i , 2 , 3 de l a f o rm e. Rien ne 

serait p lus sim p le que d 'écrire l a f o rm u le analo gue p o u r le cas d e x v aria-

b les, ce q u i me paraît p arfaitement inu ti le ; elle d o nnerait l i e u à des co nsé-

quences de même nature que celles des p récéd ents numéro s, et l ' o n en c o n -

c lurait en p articu lier qu 'une fo rme x r e d ' o rd re p air n ad met ^ et ^ seule-

ment co v ariants de d egré x, d ' o rd re 

O , 2 X , 4  n  *  : 

q u ' u ne fo rm e d 'o rd re im p air n ad met " ~ ~ et — ~ ~ seulement co v ariants 

d e d egré x, et d ' o rd re 

y c o m p ris la puissance x de la f o rm e ; que ce so nt là les co v ariants d u p lu s 

faib le d egré, en exc luant les puissances successives de la fo rme jusqu 'à 

x — 1 inc lusiv ement. 

Je b o rnerai là présentement le d év elo p p ement des co nséquences immé-

d iates des théo rèmes T,II, aidés des fo rmuleszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA [h): les questio ns d iverses q u i 

se présenteraient sp o ntanément, et p ar exemp le celles de sav o ir de c o m b ien 

de manières to us les co v ariants d ' u n d egré d o nné p euv ent être p ro d uits p ar 

une asso ciatio n co nv enable de co v ariants de degrés inférieurs, etc ., c o nd u i -

sent à une nature de recherches p rinc ip alem ent arithmétiques q u i d emand ent 

une analyse p lus p ure , si je p uis m 'exp rim er ainsi , et d o nt o n tro uv e de 

remarquables exemples dans les ingénieux trav aux de M M . H erm ite et 

Sy lv ester. 

Je laisse aussi de cô té ce q u i co ncerne les fo rmes à gro up es de v ariables 

ind épend ants o u co rresp o nd ants, et je passe au d ernier p arag rap he. 



VI zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Du nombre de termes d'un covariant et de la loi de réciprocité de 

M. Sylvester. 

20 . En p artant de cette o bserv atio n que l'o pératio n d ifférentielle q u i d o it 

annuler le co efficient p rinc ip al d ' u n co v ariant relatif à une fo rme b inaire f, 

d im inu e d 'une unité la so mme des ind ices {le poids d 'après l 'auteur) de 

chaque terme de ce co efficient ( il faut entend re q u ' o n a supprimé les p re-

miers ind ices de chaque lettre) , M . Cay ley , dans ses p ro fo nd es recherches 

sur la p artitio n des no m bres, est arrivé à une ingénieuse so lutio n d u p ro -

b lème q u i a p o u r o bjet la d éterminatio n d u no m b re de co v ariants, d ' u n 

degré d o nné, relatifs à une fo rme uniq ue j . I l suffisait, en effet, p o u r r é -

so ud re ce p ro blème de co nnaître le no m b re de termes de p o id s co nstant 

g — " 9 m , et de degré 9 q u i co nco urent à l 'exp ressio n la p lus générale d u 

co efficient p rinc ip al d u co v ariant. Ce no m b re étant représenté p ar N (« , 9, g), 

la d ifférence N (rc , 9, g) — N (rc , 9, g —  i) ind iq u ait alo rs le no m b re d ' arb i -

traires q u i restaient après l ' annu latio n d u co efficient p rinc ip al p ar l'effet 

de l'o pératio n mentio nnée, c'est-à-d ire le no m b re de co v ariants, linéaire-

ment ind ép end ants, d ' u n degré et d ' u n o rd re d éterminés. Ic i se présentait 

naturellement ce p ro blème d ' Eu ler (Departitione num.) : 

D e c o m b ien d e manières p eut-o n fo rmer u n no m b re d o nné g , p ar l ' ad d i -

tio n d e 9 no mbres p ris d ans la suite o ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i , 2 , . . ., n, ces no mbres p o uv ant 

être p ris avec répétitio n ? 

Le no m b re requis est, c o m m e o n sait, le co effic ient d e uexs d ans le d é-
v elo p p ement ascendant de 

n  désignant à l ' o rd inaire u n p ro d u it de n+ 1 facteurs. En sup p o sant ce 
d évelo ppement d e la fo rme 



et changeantzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA u en ux, o n tro uv e to ut de suite, avec Eu le r, 

en so rte que N ( « ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0, g) est d o nné p ar le co efficient de x8 dans le quo tient 

fini d e cette d iv isio n . Cette expressio nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA VQ restant év id emment la même 

q u and o n échange l 'une d ans l'autre les lettres n et 0, M . Cay ley en a c o n-

c l u , en passant, la d émo nstratio n la p lus simp le que l ' o n puisse d o nner de 

l ' im p o rtante l o i de M . Sy lv ester, l o i que M . H ermite a d émo ntrée le p remier 

p ar d 'autres co nsid ératio ns et d o nt i l a tiré u n très-grand p arti dans so n 

beau Mémo ire sur les fo rmes à d eux ind éterminées. El le est co mp rise 

c o m m e o n v o it dans cet éno ncé : 

A tout covariant de degré Q et d'ordre m relatif à une forme binaire 

dordre n, correspond un covariant de degré n et d ordre m pour la foi me 

binaire d ordre 6. 

En suiv ant le p o int de v ue de M . Cay ley et s'ap p uy ant sur la co nstitutio n 

des co v ariants établie au co m m encem ent, o n peut étend re les résultats pré-

céd ents au cas d e p lusieurs fo rmes b inaires. L e no m b re de termes q u i e n -

trent d ans l'exp ressio n la p lus générale d ' u n co efficient quelco nque A ^ 9 

d ' u n co v ariant relatif à h 4- i fo rmes b i n a i re s / , / , , fi,- - - , fhi e s t év id em-

ment d o nné p ar la rép o nse à cette questio n : 

D e co m bien de manières p eut*o n fo rmer u n no m b re d o nné g ( i c i 

g = — — — h 7zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA J p ar 1 ad d i tio n , avec o u sans répétitio n, de 6 

no mbres p ris d ans la série o , i , 2 , . . ., n; plus Q { no mbres p ris d ans la série 

o , 1, 2 , . . ., nK ;...plus Q h no m bres p ris d ans la série o , 1 , 2 , . , . , ^? 

Il est facile d e v o ir, avec u n p eu d 'attentio n, que le no m b re requis de 

p artitio ns est d o nné p ar le co efficient de u° ulh x s.t dans le d évelo p -

p ement ascendant de la f o nc tio n 

o u b ien par le co efficient de x8 dans le quo tient fini o u le d évelo ppement 



ascend ant de 

L'o p ératio nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ®a(pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA.X) étant seule suffisante, c o m m e o n l 'a v u , p o u r l ' en-

tière d éterminatio n d u co efficient p rinc ip al A m ) 0 , et so n effet se réd uisant 

enco re à d im inu er d 'une unité le p o id s de chaque terme de A m ; 0 , le no m b re 

d 'arbitraires que renfermera A zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAm , o sera égal à 

»4wi  " h,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA S, 9, , . . . , $h,g) — N ( w , nh, 9,9^...,9h< s -  i ) . 

Te l sera d o nc aussi le no m b re de co v ariants linéairement ind ép end ants de 

l ' o rd re et des degrés d o nnés. En p articulier p o u r l ' inv ariant relatif à d eux 

f o rm es/ e t/ , , et co ntenant au degré nt les co efficients de la p remière au 

de gre n les co efficients d e la seco nd e, le no m b re d e termes est d o nné p ar 

le co efficient de xnn^  dans 

la d ifférence entre le co efficient de xnnx et c e lu i de jcnn^~K d ans ce p ro d u it 

dévelo ppé représente d o nc le no m bre des inv ariants linéairement ind ép en-

dants de l'espèce d o nt i l s'ag it 

D ans le cas, aussi p articu lier, o ù les h -f-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  fo rmes sont to utes d u même 

o rd re n, et o ù leurs co efficients entrent respectivement au p rem ier d egré 

d ans l ' exp ressio n d u co v ariant, la fo nctio n q u i fait co nnaître le no m b re des 

termes d ev ient 

Si d ans la d ifférence N (n,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA g) — N (n, nt,..., g — j) , o n d o n n e a m , 

lo rsque R = n9 + . . . 4- nh 9h est p air, les v aleurs o," a, 4, . . . , K , et que 

(n) 

o ù 



l ' o n ajoute les résultats, o n o b tiend ra 

p o u r le no m b re to tal des co v ariants de d egrézyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (9, 6,,..., 6h). Et si R est i m -

p air, ce no m bre sera 

D e ce que l'exp ressio n (zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATTzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) co nserve la même v aleur q u and u n no m b re 

q uelco nq ue de 0 sont échangés avec les n co rresp o nd ants, i l en résulte cet 

éno ncé très-varié de la l o i de récip ro cité : 

A to ut co v ariant d ' o rd re m, relatif à hzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - j - i fo rmesf,f K , . . . , f h d 'o rd re res-

p ectif n,nt,..., nh, et q u i renferme les co efficients de ces fo rmes au d egré 

6, 6tQ hrespectivement, co rresp o nd u n co v ariant de même o rd re m p o u r 

h + i fo rmes d 'o rd re 

0, 0.i, 0 2 î . . . , 0y , Tij+t, nj+2,:.., nh, 

et q u i renferme les co efficients respectifs de ces fo rmes au degré 

71, Uh, W 2 , . . . , 77j, 6j+t,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Qh-

L'extensio n à p lusieurs fo rmes b inaires des d évelo ppements ultérieurs de 

M . Cay ley , d ans ses Recherches sur la partition des nombres, et les co nsé-

quences q u i en d éco ulent p o u r le no m b re de co variants irréd uctibles, 

mènerait i c i tro p l o i n , et m'a p aru d ev o ir être réservée p o u r une autre 

o ccasio n. 

2 1 . Les fo rmes ho mo gènes à p lus de d eux ind éterminées exigent des co n-

sidératio ns d ifférentes p o u r ce q u i co ncerne la d éterminatio n d u no m bre d e 

co v ariants, d ' u n degré d o nné, linéairement ind ép end ants, c 'est-à-d ire que 

la co nnaissance d u no m b re de termes d ' u n co v ariant n'est pas i c i suffisante. 

O n a v u que, sous la co nd itio n des p ermutatio ns et de l'ho mo généité i n d i -

c íale, les d eux o pératio ns 0 ^ étaient parfaitement suffisantes p o u r 

la d éterminatio n d u co efficient p rinc ip al , quel que so it le no m b re des v a-

riables ; mais o n a v u aussi que p ar l'effet de 0^; des équatio ns fo urnies 

p ar 0 ^ étaient d e no uv eau rep ro d uites, et la questio n de sav o ir c o m bien 

d 'équatio ns reparaissent de la so rte, semble exiger u n examen m inutieux 

auquel je ne me suis pas enco re livré. 



Néanmo ins i l m 'a p aru au m o ins c urieux de co nnaître la fo nc tio n q u i 

p ar so n d évelo ppement p o uv ait f o u rnir le no m b re des termes q u i d o iv ent 

entrer d ans la co m p o sitio n d ' u n co efficient q uelco nq ue d ' u n co v ariant. En 

co nsid érant d ' ab o rd une fo rme u niq u e à x v ariables, la d éterminatio n de 

ce no m b re de termes rev ient à la so lutio n d u p ro blème suiv ant q u i présente 

assez d 'intérêt p ar lu i-même, et d o nt v o ic i , si l ' o n v eut, l 'éno ncé : 

O n écrit, l 'une au-desso us de l'autre,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA B lignes ho rizo ntales renfermant 

chacune x no m bres, p ris d ans la série o , i ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 , . . . , n avec o u sans rép étitio n, 

sous l a c o nd itio n q ue la so mme des no mbres inscrits d ans chaque ligne ho -

riz o ntale so it to ujo urs égale à /2, et q ue la so mme des no mbres inscrits d ans 

chaque co lo nne verticale so it co nstante et égale respectivement à des n o m -

bres d o nnészyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ÉZ, 6, c,...j l. O n d emand e le no m b re de rectangles d istincts 

que l ' o n peut ainsi fo rmer? L a p ermutatio n d e d eux lignes ho rizo ntales ne 

co nstitué pas d eux rectangles d istincts. 

C o m m e o n a nécessairement a-\-b-\-c-h...~\-l = nB et que la p uissance B 

d 'une fo rme ho mo gène y d 'o rd re n à x v ariables est un co v ariant de cette 

fo rm e, d o ntle co efficient p rinc ip al est A „ e ) 0 ) 0 > . . . = A f , o , o , . . . '• c o m m e , d 'autre 

part, le co efficient ka¡b,c,...,i d u co v ariant renferme to us les termes p o ssibles 

so umis à la co m p o sitio n p récéd ente ; la questio n ci-dessus rev ient, si o n le 

préfère, à celle de savo ir c o m b ien renferme de termes le co efficient d e 

xay b... v l dans la puissance B d 'une fo rme d 'o rd re n à x ind éterminées. O r si 

l ' o n désigne p ar u une ind éterminée q uelco nq ue, q u i ne fait pas p artie 

des x v ariables x, y,..., v de f7 et que To n fasse directement le p ro d u i t 

des q d évelo ppements 

1 4- xK/\.. ^. u 4- x2)> ... v 2T>u
2 + ... + x9Xy 9'a>... v 9'\u° + ... 

1 4- xK-y 1**... \f\ u 4- x^'-y 1^... ^2/ 4-...4- x91*y 9**... v*T> u9-h... 

o ù lt- + ¡Xi:4-...4-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAT/  = n et o ù q désigne le no m b re d e so lutio ns de cette 

dernière équatio n, c 'est-à-d ire le no m b re d e termes def, en sorte que 

o n reco nnaîtra facilement que le terme général d u coeffîcieiit de ud est d e 



la f o rm e 

o ù 

a , 4- a 2 + . . . +zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA aq=zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 0, . v , e4 4- e.» 4 - . . . H - ê^e-t 0. 

Co nséquemment le no m b re de rectangles cherché est égal au co efficient 

de xay b...v l.u9 dans le d évelo ppement ascend ant de 

le p ro d u it renfermant les q facteurs q u i p ro v iennent des so lutio ns de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

XzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - I -  p. 4- . . .4-zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA T = n. 

Si l ' o n désigne p arzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA zst ce que d ev ient j] q u and to us les co efficients, y 

c o m p ris le facteur p o l y n o m i al , s'y tro uv ent remplacés p ar l'unité, et 

x1zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA yv-... v r p ar xayw... vh, o n aura 

et en suppo sant U de la fo rme 

U = i 4- uf . u 4- u2 u2 4 - . . . 4- Ue u6 4- . . . , 

i l en résultera 

Que —  vst Ug—j 4- zs2 iig— 2 -+-•.- -hG>d—  i uK H - VSQ. 

O n p eut d o nner d iverses fo rmes à u$, et, p ar exemp le, en passant de 

lo g U à la fo nctio n U ; mais cette exp ressio n no uv elle, im p l iq u ant en elle-

même la p artitio n effective d u no m b re 0, ne paraît pas p ro p re à co nd uire à 

une exp ressio n analytique d u co eff ic ient de xay b...v l. Il en serait de même 

si l ' o n présentait UQ  S O U S la fo rme d ' u n d éterminant. 

Le tableau p o ly rec tang ulaire d u § II d o nne l ieu à un p ro blème de p arti-

tio n de no mbres facile à éno ncer, et que l ' o n d o it réso ud re lo rsq u ' o n se 

p ro p o se de co nnaître le no m b re de termes q u i p euv ent f ig urer dans u n coef-

f ic ient d éterminé d 'u n co v ariant relatif à p lusieurs f o rm e s f f t , . . . , f . Ce 



p ro blème est ramené, c o m m e ci-d essus, à celui d e sav o ir c o m bien i l entre 

de termes d ans u n co efficient dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA rang d éterminé d u p ro d u it / ^/ f 1***./ ?'? e t 

p ar des co nsid ératio ns analo gues aux p récéd entes, o n v erra que ce no m bre 

de termes est égal au co efficient de xay b... v l.ueuzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA6i . . .  ue.i dans le d év elo p -

p ement ascend ant de 

U == i :IT( i —x1 y*...zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ^ T.M ).IT , ( i — jç^jr/ 1*:.tfit. ut)... 11/ .— x 1 iy pi.. .v ' v i.ui), 

chaque p ro d u it se rap p o rtant aux so lutio ns des équatio ns respectives 

À + p. + . . . + TzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA = « , X, 4r  p , , 4 - . . . 4 - T , = / ï 0 . . . , X; 4 - fa 4 - . . . 4 - xt = 

Ce même no m bre sera d o nc , si l ' o n v eut, le co efficient de xay b... v l 

danszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UQI IQI...UQ., UQ désignant p o u r la f o r m e /  ce que uQ désignait p récé-

d emment p o u r f. Q uant aux no mbres a,b,...,l, ils vérifient la relatio n 

i + i + . . . + / = nô + n t 6 4 + . .. 4 - nt$i. 

Dans le cas d 'une fo rme fk g ro upes ind ép end ants de variables, co nsid éré 

au § III, le no m b re de termes q u i p euv ent figurer d ans u n co efficient déter-

miné d 'u n co v ariant, est d o nné p ar la so lutio n d ' u n no uv eau p ro b lèm e de 

p artitio n que je me d ispense d 'éno ncer et q u i p eut être ramené à la d éter-

m inatio n d u co efficient général d 'une f o nc tio n particulière que l ' o n fo rmera 

de la manière suivante. L a fo rme / é ta n t censée d éd uite, ainsi q u ' o n l ' a d it, 

d u p ro d u it de (A + i) fo rmes ordinaires,//',...,/ {h), si l ' o n désigne p ar 

zs, zs',...,zs[h), ce que d ev iennent ces fo rmes respectivement lo rsque l ' o n y 

remp lace chaque co efficient, y co m p ris le facteur p o ly no m ial , p ar l 'unité , 

le p ro d u it 73 73'... i3{h) d o nnera to us les termes d istincts que d o it renfer-

m e r /  Si l ' o n m ultip lie séparément chacun de ces termes p ar la même indé-

terminée u, et que l ' o n retranche chacun de ces p ro d u its de l'unité, le p ro -

d u it de l ' inv erse de ces b inô m es sera la fo nc tio n cherchée. L a fo nctio n 

d o nt i l s'agit étant désignée p ar U , si l ' o n appelle zss ce que d ev ient zs lo rs-

que chaque v ariab le x, y,..., est remplacée p ar xs,y s,..., et de même 73 s ce 

que d ev ient zs' lo rsque x 1 , y s o n t remplacés p ar x's,y ft,..., e tc . ; o n 

aura cette l o i d e fo rmatio n p lus symétrique 



et le no m bre requis de termes sera d o nné p ar le co efficient de zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

jçci zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA yb x'a'y'b . x^ ah y <- h^ bh.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA. . u? 

d ans le dévelo ppement ascendant dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA U.  Lo rsq u e to us les gro up es {.xy...), 

{x'f ' . . . ) , so nt binaires, o n a, en remp laçant les y  p ar i , 

Si l ' o n fait entrer dans le co v ariant les co efficients de p lusieurs fo rmes à 

gro up es ind épend ants de v ariables, la fo nc tio n à dévelo pper s'o btiend ra en 

p renant le p ro d u it d 'autant de fo nctio ns analo gues à U q u ' i l y a de fo rmes 

d o nnées. Ces fo nctio ns se d éd uiro nt "de U par le changement successif de u 

en d 'autres ind éterminées uw, u{2)}..., et des n, n',..., en ni7 n \ n 2 , n ' 2 } . . . , 

o u si l ' o n désigne p ar u0 le co efficient de u° d ans le d évelo ppement de U , 

le no m b re cherché de termes sera d o nné par le co effic ient de 

xa y b x'a y'b' . x^ ah y^ bh... 

d anszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA UQ Uet.,u^. 

En f i n , s' i l s'agit d 'une fo rme à gro up es co rresp o nd ants de v ariables, i l 

suffit de sup p o ser dans ce que l ' o n v ient de v o ir p o u r une fo rme unique à 

gro up es ind épend ants que tous ces gro upes c o ïnc id ent; o n a alo rs, p ar 

exemp le, p o u r une fo rme binaire, 

et généralement en désignant par zs, {zs, 2zs,..., izs les i -h i fo rmes o rd inaires 

et co rresp o nd antes réduites à av o ir p o u r co efficients l'unité ( y co mp ris les 

facteurs p o ly nô miaux) , et q u i par leur p ro d u it so nt censées d o nner tous les 

termes de j, o n aura 



S' il entre d ans / "p lusieurs systèmes de gro upes co rresp o nd ants, ind épend ants 
entre eux, o n a 

l o g U =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA vjt kzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBATSzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBAk 2zst... ¿5?, X vs\  izs\  2zs\... i'rs\ X . . . . X u + ... 

-h TSQ  {tSQ... TZS0 X ZSQ  TZS6- '- .i'ZSE x . . . X — + 

0 

et si finalement i l s'agit d ' u n co v ariant relatif à p lusieurs fo rmes analo gues 

à cette d ernière / , en appelant zsçp) le co effic ient u6 d ans la d ernière f o nc -

tio n U , o n aura à chercher le co efficient général d u p ro d u it 

désignant p o u r les no uv elles fo rmes ce que zsçp) désigne p o u r / . 

Vo ilà d o nc les Jonctions génératrices d u no m bre de termes que peut c o n -

tenir le co effic ient général d ' u n co v ariant, dans les d ifférents cas examinés. 

A l ' excep tio n peut-être des g ro up es b inaires, l a transfo rmatio n p urement 

algébrique des p ro blèmes arithmétiques q u i se so nt o fferts dès l ' ab o rd , ne 

paraît pas av ancer co nsid érablement la véritable so lu tio n. El le semble seu-

lement, d ans l'état actuel d e la science des d évelo ppements, p o u v o ir p rêter 

quelques p o ints de repère à une étud e intime et d irecte de ces questio ns, q u i 

ne so nt pas dépo urvues d 'un certain intérêt, et sur lesquelles j' esp ère reve-

nir u n jo u r, ainsi que sur la l o i de récipro cité q u i jo u it à mes y eu x d 'une 

extrême généralité. 

Vu et approuvé, 

Le 5 février  i858, 

L E D O Y EN D E LA FA C U L T É DES SCIEN CES , 

M I L N E ED W A R D S. 

Permis d'imprimer, 

Le 5 février  1858, 

L E V IC E- REC TEU R D E L ' A C A D ÉM IE DE PA R IS, 

C A Y X . 



THÈSE DE MÉCANIQUE. 

S UR D I V E R S P R OR LÈM E S P A R T I CU L I E R S R E L A T I F S A U M O U V E M E N T . 

I. 

Sur un problème de M. Binet. 

1. Dans le to me II d u Journal de M . Lio u v i l l e , M . Binet a d o nné une 

élégante extensio n analy tique au p ro blème d u m o uv em ent d ' u n p o int maté-

rie l so umis à l ' ac tio n d 'une fo rce centrale fonction de la d istance. La mé-

tho d e de l'éminent et regrettable géo mètre peut être étend ue, so us u n cer-

tain p o int de v ue, à u n système p lus co m p lexe d 'équatio ns de la fo rme d u 

suiv ant 

o ù le no m bre des variables {xtji... v t) peut chang er arbitrairement d ' u n 

g ro up e v ertical à l 'autre. M ais au l ieu de co nsid érer le carré d u rayon 

vecteur co mme la so mme des carrés des co o rd o nnées co rresp o nd antes, je 

p rend rai 

(1) 

§, désignant des fo rmes ho mo gènes d u seco nd o rd re, de façon que 



et l ' o n d o it o bserv er q ue les co effic ientszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA aa, bb,...} ab,... so nt sy m bo lique* 

et so nt censés rep résenter des co nstantes q u elc o nq u es to ut à fait ind épen-

d antes. Si l ' o n po se 

££ — aaxx'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - f - bbjj' - f - . . . + hhvv' -\- ab \xy' + J"^') + .• •, 

et q u ' o n désigne p ar § { K ) ce q ue d ev ient § p ar la substitutio n i ^ ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ,' '  ¿y 

iEiF co ïnc id era avec ¿f ( 1 ) p ar la m êm e substitutio n et avec § p ar la substitu -

tio n inv erse ( • En ad mettant actuellement que les accents i n d i -
\X J . . . P J 

quent les d érivées p ar rap p o rt à t, o n aura 

O r , si l ' o n d ésigne p ar S, avec M . Lam é , ïa caractéristique d 'une so mme 

sy métrique, i l est facile de vérifier l' id entité 

d o nt le seco nd m em b re se réd uit i c i à une co nstante (qu 'o n v erra être égale 

à i) en v ertu des équatio ns des aires. En substituant dès lo rs d ans l'exp res-
d2 ù 

sio n de - ~ les v aleurs de x" y" ... v"  f o urnies p ar les équatio ns ( i ) , o n o b tien-

d ra la p remière d u g ro up e su iv ant, les autres ay ant une o rig ine analo g ue, 

(1) 



Les d eux premières équatio nszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( i )  et ( 2 )  d o nnent 

o u 

et en p o sant, d 'après M . Binet, 

dt = p2 dq> 

(ce q u i n'est autre cho se au f o nd q ue l'équatio n p o laire des aires), o n 

au ra 

d 'o ù et des analo gues o n déduit 

(3) 

o ù 

dt = p2dy = p2
td(pt=... = p%d<pn. 

Q u an t aux arb itraires A , A ' , B, B' , . . . , elles d ev ro nt, d ans chaq ue g ro up e 

v ertic al , vérifier les tro is relatio ns suiv antes, q u i résultent de la reco nstitu -

tio n de pf o u ̂  au m o y en des v aleurszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (3), 

$(k, B ...) = 1, 

ef(A ', B ' ; . . ) ~zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA I , 

/ / ( A , A ' , B, B' . . ; ) = o , 



et d o nt les p remiers membres représentent ce que d ev iennent § et jFjf p ar 

les substitutio ns 

En v ertu de ces relatio ns, le p remier m em bre de l'identité d o nt o n a fait 

p récéd emment usage d ev ient égal à l'unité par les mêmes substitutio ns, et 

co m m e le seco nd m em bre est to ujo urs une co nstante C , i l faut que cette 

co nstante so it aussi égale à l 'unité. 

Lo rsq u e R, R n . . . , R„  sero nt des fo nctio ns dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ¡9,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA piy..., p„, et d e t si l ' o n 

v eut, l' intégratio n d u système ( i) sera ramenée à celle d u système ( 2 ) . Si R p , 

R, / 5 t , . . . ., R„ p„  so nt les dérivées p artielles p ar rap p o rt à p , p , , . . . , pn d 'une 

même fo nc tio n Si d ép end ante u niq u em ent de ces v ariab les, en p o sant 

les équatio ns ( 2 )  p o u rro nt s'écrire 

et l ' o n aura l'équatio n des jorces vives 

q u i suff it, d ans le cas d ' u n seul g ro up e v erticalzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (1) p o u r ramener le p ro -

b lèm e aux quad ratures. 

C o m m e les équatio ns des aires permettent d ' exp rim er les v ariables 

(x, JV . . , v) d ' u n même g ro up e en fo nctio ns linéaires de d eux d 'entre elles, 

il serait résulté de là une métho d e de réd uctio n intégrale, peut-être p lu s 

naturelle , mais sans co ntred it m o ins symétrique que celle d o nt le p rinc ip e 

est d û à M . Binet. 

+• co nstante, 



2 . Sup p o so ns que les fo rmes $ t se réd uisent à des so mmes d e carrés, en 

so rte que 

§  — x2 - h y 2 + ... + v 2, § { — oc\ +j\  - t- . . . - h i>î, e t c . . 

et ad metto ns q u ' i l existe entre les ray o ns v ecteurs p , p,,... une équatio n de 

c o nd i tio n 

F{ p , p , , . . . ) = o . 

Si l ' o n désigne p ar X une ind éterminée, l ' ap p lic atio n d e la métho d e o rd i -

naire d e la mécanique c o nd u ira au système ( i) o ù l ' o n aura fait 

O n arriv era au systèmezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 2 )  o ù i l suf f ira d e faire la même substitutio n, et les 

xt, fi,... sero nt f o urnis p ar le g ro up e (3) . L e système ( 2 )  d o nnera l ieu à 

l'équatio n des forces vives si F ne co ntient pas t. 

Je no terai c o m m e cas p artic u l ier le m o uv em ent de d eux p o ints matériels 

liés p ar u n fil flexible et inextensib le passant p ar u n anneau fixe inf inim ent 

étro it : l'équatio n de c o nd i tio n est alo rs 

P +  p . = « , 

a d ésignant la lo ng u eu r co nstante d u fil, et l ' o n a l 'équatio n des fo rces v ives 

o u 

Si l ' o n p renait 

p + P< = a<, p2 =  «a?---* p -+- pn —  am 

• 

en sup p o sant to u jo urs q u ' i l n'existe p o int d e fo rces extérieures, o n aurait 



semblablement 

ce q u i d ép end des fo nctio ns u ltra-e l l ip tiq ues. LeszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA pt étant censés ne co nte-

n i r que tro is co o rd o nnées, le m o uv em ent de chaq ue p o int matériel s'effec-

tuera d ans u n p lan : o n p eut d o nc réaliser ce m o uv em ent en p laçant sur 

u n p lan ho riz o ntal les co rp s m, mn..., mn et f ixant au p rem ier d 'entre 

eux n fils a2,..., an q u i passant, réunis, d ans u n anneau inf inim ent 

étro it, situé d ans le p lan , v o nt ensuite se fixer resp ectiv ement aux autres 

co rp s m{,...y mn. 

3 . Si l ' o n ad jo int aux g ro up es v erticaux ( i) de no uv elles équatio ns de 

la fo rme 

en sup p o sant q u ' o n ait l'équatio n de c o nd i tio n 

F(p, w . l v . . , t) = o , 

et to ujo urs 

l' intégratio n d u système p rim iti f sera ramenée à celle d u systèmezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 2 )  c o m -

b iné avec les équatio ns no uv ellem ent intro d uites. C ec i c o m p rend c o m m e 

cas p artic u l ier la généralisatio n analy tique d u p ro blème relatif au m o u v e-

ment d ' u n p o int matériel sur une surface de révo lutio n : i l suffit d e sup p o ser 

F = p —f(w) = 0 , m = / / / , 

w  d ésignant la coordonnée perpendiculaire à p et W ne d ép end ant que 

de w. O n a alo rs 

ce q u i d o nne p o u w  p ar une q uad rature , e t x , u sont enco re fo urnis 

p ar les fo rmules (3) . 



L e p ro blème serait enco re ramené v isib lem ent aux quad ratures si l ' o n 

p renait d ans le système (i) 

et qu 'à ce système fût ad jo inte l ' u niq u e équatio n 

( W f o nc tio n de w seul) 

o btenue to u jo urs, ainsi q ue les autres fo rm ules ( i ) , p ar l ' ap p l ic atio n des 

p rinc ip es habituels de la M écanique ratio nnelle . O n auraitzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Y équation des 

forces vives q u i serait i c i suffisante : les g ro up es (3) f o urniraient enco re les 

Par exem p le, si l ' o n sup p o se 

p = a — w , f = at—  w , . . . , pn = an — w, W = g == co nstante, 

et q u ' o n réduise à d eux les co o rd o nnées q u i entrent d ans les pt, o n p o u rra 

co nsid érer les équatio ns ci-d essus jo intes à ( i) c o m m e se rap p o rtant au 

m o uv em ent d ' u n système de p o ints matériels pesants d o nt l ' u n m est 

attaché à p lusieurs f ils q u i , restant to u jo urs co nfo nd us v erticalement, tra-

v ersent u n anneau fixe inf inim ent étro it et v o nt ensuite ab o u tir aux co rp s 

/ 72, m , m n assujettis à se m o u v o i r sur le p lan ho riz o ntal q u i co ntient 

l ' anneau et d étruit leur p esanteur. 

O n rem arquera qu 'en se b o rnant au co rp s m , sup p o sant m = m et c o n -

sid érant w  c o m m e la co o rd o nnée v erticale de m , les équatio ns d u p ro blème 

q u i v ient d 'être éno ncé rép o nd raient au m o uv em ent d 'u n p o int matériel 

pesant sur le cô ne d ro it p - h w — à. O r i l est très-facile d e v o i r que cette 

d iversité d ans l' interprétatio n m écaniq ue se renco ntre surto ut lo rsque l ' o n 

généralise certaines fo rmes géo métriques, c o m m e d ans le p ro blème d e 

M . Binet ; de faço n que la questio n reste to ujo urs p urem ent mécanique, et 

q ue l ' o n peut l u i ap p l iq u er d irectement, si o n le juge à propos_, les équa-

tio ns de Lag rang e o u celles d e Po isso n . 

4 . Sup p o so ns 
§  = ax* -h bj2 -f- . . . -+-  kv 2, 



et co nsid éro ns le système d 'équatio ns 

Si l ' o n sup p o se que § d emeure co nstante p end ant to ut le m o uv em ent, eu 

d if ferentiate d eux fo is de suite so n exp ressio n, o n aura 

axx" -+-  byy"  -h ... - h hvv"  •+-  ax'2 + by'2 +•...-+• hv'2 = o , 

o u , d 'ap rès les v aleurs actuelles d e x" ,y" ,..., v" , 

Xp2 -+- ax'2 - h by'2 -+-... - h hv'2 + g l = o . 

o ù 

p 2 = a2 x2 - h b2 y 2 -\- ... -+-  h2 v 2. 

En d ifférentiant de no uv eau et suppo sant g co nstante ( o n p o urrait sup p o ser 

g f o nc tio n d e p), o n aura, d 'après les mêmes v aleurs . r " y"  ... v'\ 

d .1 p2 -\- k d. p2 = o , 

d 'o ù 

C d ésignant une co nstante. Par suite o n aura cette intégrale p remière 

q u i , jo inte à l 'équatio n des fo rces v iv es, rep ro d u it p o u r le cas d e tro is v a-

riables et p ar l ' in tro d u c tio n d u m erv ei l leux système des co o rd o nnées e l l ip -

tiques, les intégrales d u m o uv em ent d ' u n p o int matériel attiré o u repo ussé 

sur u n ellipso ïd e p ar une fo rce p ro p o rtio nnelle à sa d istance au centre, et 



d irigée vers ce centre, intégrales o btenues d ep uis lo ng tem p s p ar M . L i o u -

v i l l e , d ans so n b ri l lant Mémo irezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA sur quelques cas particuliers, etc. ( v o ir 

Journal de Mathématiques , to me X II ) , et q u i p o u r g —  o red o nnent l'élé-

gante équatio n d es lignes géo d ésiques q u e M M . Ghasles et L i o u v i l l e o nt 

établie p ar des co nsid ératio ns p urem ent g éo métriques. A u reste, l' intégrale 

ci-dessus c o rresp o nd d irectement, q u an d g = o, à la généralisatio n analy -

tiq ue d ' u n théo rème de Jo ac him sthal . 

D ans les numéro s p récéd ents, les intégrales nouvelles étaient toutes de 

m êm e fo rme (le ty p e d e l 'équatio n des aires p o u r u n p o int m atériel) , ce q u i 

p ermettait de p o usser p lus l o in l' intégratio n ; i c i c'est une intégrale uniq ue 

(et aussi celle des fo rces v iv es) q u i se tro uv e généralisée d ans so n exp res-

sio n , et l' intégratio n co m p lète d u système reste très-élo ignée de so n terme. 

IL 

Sur l'élimination des nœuds. 

L a p lup art des p ro blèmes o rd inaires d e mécanique d o nt la so lu tio n est 

c o nnu e to talement o u en p artie , p euv ent se p rêter à une certaine extensio n 

analy tiq ue q u i repo se p rinc ip alem ent su r la généralisatio n d e l'exp ressio n 

•de la d istance d e d eux p o ints, d u co sinus d e l 'ang le d e d eu x d irec tio ns, etc ., 

et sur l ' in tro d u c tio n des fo rmes générales q uad ratiq ues. Le p ro b lèm e des 

tro is co rp s p o u rrait en f o u rn ir u n no u v e l exemp le. M ais ce p ro b lèm e p arais-

sant d estiné à attend re très- lo ngtemp s une entière so lu tio n , je préfère m o n-

trer c o m m ent p ar une analyse très-élémentaire o n p eut arriv er à Y élimina-

tion des nœuds p o u r tro is véritables c o rp s o u p lutô t d eux co rp s c ircu lant 

auto ur d ' u n tro isième. 

oc, y, 3, m, co o rd o nnées et masse d u i e r c o rp s, 

^ J M 2 ) » ^ • 2 < i c o rp s, 

/  f o nc tio n d e l 'attractio n v ers le centre fixe, 

F w d e m et mK. 

En p o sant 



de faço n q uezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA zs, s?, so ient les d istances, d iv isées p ar \jm, s/mt, d u centre 

fixe au x d eu x autres co rp s, et £, y j. . . les co sinus de d irec tio n d e ces mêmes 

d istances : en sup p o sant en o utre écrites les six équatio ns o rd inaires d u 

m o u v em ent, et m u ltip l iant les tro is p remières p ar x , y, z, les tro is seco nd es 

p ar oci, y<, z,, o n a d ' ab o rd 

( 0 

o ù /• désigne la d istance de m à mK, et o ù 

Enf in si l ' o n pose 

U d ésignant la f o nc tio n des fo rces, y c o m p ris la co nstante ad d itio nne l le , o n 

aura l'équatio n des fo rces v iv es et les tro is des aires, d o nt le g ro up e est 

co mp lété p ar les d ifférentielles d e 

et q u i f o rm ent le tab leau suiv ant : 

(2) 

o r la p remière idée que fait naître l ' insp ec tio n de ce tab leau, c'est l ' iso le-

ment des dérivés y j ' , . . . , q u ' o n peut, si l ' o n v eut, effectuer c o m m e i l suit : 

Les tro is seco nd es équatio nszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 2 ) , multip liées p ar Ç, yj,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA \ et ajo utées, 

d o nnent 



o ù 

et, en éliminant successivement de cette équatio n £ t , r / nzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Çt au m o y en d e l à 

sixièmezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 2 ) , i l v ient 

(3) 

d 'o ù 

Si l ' o n réso ut les quatre seco ndes ( 2 )  p ar rap p o rt à vj', Ç'., réso lutio n 

q u i se fait p ar la c o m b inaiso n c'Ç — cv?, i l v ient 

o ù 

<|i  =  f Ç t - f - vjvj' t  -+- t , 

et d e là, en po sant 

o n déduit 



Bai l l e u rs des équatio ns (3) o n d éd uit aussi 

( | - ^ ) ^ = ( i - ? a ) r , + ^ ( > î i Ç - * 2 Ç i ) 

o ù l ' o n a po sé 

et o ù A désigne u n terme ind ép end ant de f , . L a réso lutio n de cette équatio n 

d o nnera la p remière d u g ro up e su iv ant, les autres s'en d éd uisant p ar de 

simp les changements de lettres, 

(4) 

^ d ésignant le rad ic al q u i se p résente d ans la réso lutio n d o nt i l s'agit. 

Si p ar une co nsid ératio n intu itiv e o u q u e lc o nq u e o n eût écrit d irectement 

ces équatio ns, i l serait facile d e co nstaterzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA à posteriori qu 'elles vérifient to utes 

les c o nd itio nszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( 2 ) . En d ésignant to u jo urs, avec M . Lam é, p ar Si a caracté-

ristique d 'une so m m e symétrique (Théorie de Vélasticité), et ayant égard aux 

Par ces v aleurs, OT4(£'2 + y/ 2 - h £ ' 2 ) ne c o ntiend ra q ue la d érivée , et, en 

ayant égard à l 'exp ressio n c i-d essus de sr* (|'f - hzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA n'f + Q), l ' équatio n des 

fo rces v ives d ev iend ra 



id entités 

o n v o it to ut d e suite que les d eux d ernièreszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (i)  so nt satisfaites. Pu is en 

ay ant égard aux id entités telles que la suiv ante (que l ' o n vérifie, si l ' o n v eut, 

p ar la substitutio n d irecte des v aleurs d ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA p, p,, X) 

o n reco nnaît to ut de suite que, les équatio ns des aires so nt vérifiées. O n 

rem arq u era que ces d ernières id entités p o u v ant s'écrire 

en les m u ltip l iant p ar c, c', c" , et ajo utant, o n aura 

( 5 ) p2 -t-pi-  * PP* ? •+• = {c* + c'* c" 2)zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA ( i  - <p2). 

O n a enf in 

( 6 ) 

et la vérificatio n nécessaire et d ef initiv e d e l'équatio n des fo rces v ives d o nne 

p o u r d éterminer Si. 

( 7) 

M aintenant les deux, g ro up es ( 4 ) , multip liés resp ectiv ement p ar c'\ c', c, 



et sép arément ajo utés, d o nnent 

( 8 ) 
( i  —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA <p2)zs2p\ = pi-h ( C T , â\ — erj v) (pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — p{ ©), 

( i  — 9 2 ) rx*p' = — p ,X + (© w 1 ( a - f- s> 2v) (/?, — 

Les mêmes équatio ns fo urnissent 

c 'est-à-d ire 

O U 

( 9 ) 

O n p eut no ter aussi la re latio n 

d éd uite des mêmes équatio ns. 

A c tu el lem ent les v aleurs (6 ) étant intro d u ites d ans ( i ) , X o u v remp lacé 

p arto ut p ar sa v aleur d éd uite d e ( 5 ) , ' # l p ar sa v aleu r ( 9 ) , o n aura les tro is 

équatio ns ( 7) et ( 8 ) to utes d u p rem ier o rd re en <p, p, pn sr, 5 h zs', zs'i, les-

quelles jo intes à (1)  rev iennent, si l ' o n v eut, à u n système de sept équatio ns 

d ifférentielles d u p rem ier o rd re ; mais le temps n'entrant d ans ces équatio ns 

q ue p ar sa d ifférentielle, en éliminant c e l le - c i o n aura ramené la questio n 

à l' intégratio n d e six équatio ns d ifférentielles d u p rem ier o rd re entre six v a-

riables et à une q u ad ratu re . En f i n les équatio ns p rim itiv es d o nnero nt la der-

nière intégrale p ar une q uad rature en v ertu d u p rinc ip e d u d ernier m u lti -

p licateur. Il est facile de v o i r q ue cec i co ïnc id e, q uant au no m b re des inté-

g ratio ns, avec les co nc lusio ns d u fameux M émo ire de Jac o b i , et avec celles 

que M . Bertrand a p résentées sur le même sujet d ans so n rem arq uab le Mé-

m o ire sur Vintégration des équations différentielles de la mécanique (Jo urnal, 

d e M . L i o u v i l l e , t. X V I I ) . O n sait l'élégante transfo rm atio n que M . Bo u r a 

fait sub ir d ans ces d erniers temps aux équatio ns de M . Bertrand , et q uelle 



l iaiso n i l a établie entre le p ro b lèm ezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA plan et le p ro b lèm e à tro is d im ensio ns. 

U n rap p ro c hem ent, en ap p arence p lu s élo igné, p o u rrait peut-être mettre 

sur le c hem in d e la d éco uv erte de q u e lq u e no u v el le intégrale : je v eux p ar-

ler d u m o uv em ent d e d eux p o ints matériels o bligés d e se m o u v o i r sur d eux 

sp hères co ncentriques et u niq u em ent so um is à leu r ac tio n m u tu el le , sup -

p o sée une f o nc tio n d e la d istance. T e l serait, p ar exem p le , le m o u v em ent 

d e d eu x p end ules élec triques, so ustraits à l ' ac tio n d e la p esanteur et ay ant 

le m êm e p o int d e susp ensio n. Po u r av o ir les équatio ns relativ es à ce p ro -

b lèm e , i l n ' y a év id emment qu 'à faire abstractio n d es d eu x équatio ns ( i ) , et 

à sup p o ser d ans to ut ce q u i p récèd e rs, zst co nstants, et co nséq uem m ent 

sr', zs\ égaux à z éro . L a questio n est alo rs ram enée à l' intégratio n de d eu x 

équatio ns d ifférentielles d u p rem ier o rd re ent^e d eux v ariab les. M ais leu r 

réd uctio n définitive aux quad ratures m ' a p aru p résenter enco re d e grand es 

d ifficultés. Bien q ue la co nstance d es ray o ns v ecteurs chang e p ro fo nd ément 

la nature d u no u v eau p ro b lèm e, et sans au c u n d o ute Celle des fo nc tio ns 

q u i d o iv ent figurer d ans la so lu tio n finale d u p ro b lèm e d es tro is co rp s, i l 

existe entre eux certainement des liens d e p arenté q u i p o urraient p ermettre 

d 'étend re au seco nd quelques résultats o btenus p o u r le p rem ier. M ais i l 

s'ag irait d ' ab o rd d 'o btenir lesd its résultats. 

III. 

Simple application des fonctions elliptiques. 

J' ind iq u e rai i c i une certaine ap p lic atio n des fo nctio ns ellip tiques à l a -

q u el le d o nne l i e u le p ro b lèm e signalé au n° 3 d u § I. Ce p ro b lèm e, q u i 

rev ient au f o n d à c e lu i d 'une fo rce centrale d ' intensité co nstante, p o u v ant 

être p hy siq uem ent réalisé, je sup p o serai c o m m e d ans le num éro cité q u ' i l 

s'agit d e d eu x p o ints matériels pesants d o nt le p rem ier m est po sé sur 

u n p lan ho riz o ntal et est tiré vers l ' o rig ine des co o rd o nnées p ar un fil d e 

lo ng u eu r co nstante fixé p ar so n autre extrémité au seco nd co rp s m{, q u i 

ne p eut q u itter l 'axe v ertical des zK En d ésignant p ar p0 le ray o n in i tial 

de m, et sup p o sant la vitesse initiale v 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA sji  gh p erp end ic u laire à p 0 , o n aura 

p ar les co nsid ératio ns o rd inaires, 



o u , p o u r abrég er, 

o n aura 

Si l ' o n fait 

Le m o b i le o sc il lant entre les d eu x cercleszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA (p0) et (pt), si l ' o n sup p o se, ce q u i 

est to ujo urs p erm is, 

Po > pu 

d 'o ù la c o nd i ti o n év id ente 

o n p o u rra p rend re 

p == p 0 c o s 2 <p p, s i n 2 ©, 

et en p o sant 

i l v iend ra d o nc 

En d ésignant p ar K la v aleur d e u p o u r <p = * p ar K ' ce que d év ient cette 

v aleur lo rsq ue k est remp lacé p ar h' == sjT^~k\ et p o sant 



o n aura p ar les f o rm ules deszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Fundamenta (pagezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 133) 

o ù Sin h rep résente le sinus hy p e rb o l iq u e — - — , q u i s ' intro d u it d e l u i -

m êm e, ainsi q ue les autres lignes hy p erb o l iq u es, lo rs d u d év elo p p ement en 

séries des fo nctio ns ellip tiques (Fundamenta, pageszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 8 4 et su iv . ) , et q u ' i l 

c o nv iend rait peut-être d éfaire rep araître d ans la p lu p art des f o rm ules subsé-

quentes. 

Q u ant à l 'ang le p o laire w , i l sera d o nné p ar la f o rm u le 

et p ar des transfo rmatio ns id entiques à celles q u ' a emp lo y ées M . V o iz o t 

{Journal de M . L i o u v i l l e , to me XVII.) relativ ement au p end u le , et que je 

m 'abstiend rai co nséq uem m ent d e d év elo p p er, o n aura p o u r cet angle une 

exp ressio n de la fo rme 

zs d ésignant une f o nc tio n p ério d ique d e oc. 

O n a d o nc , p ar des fo rm ules co nv ergentes et très-sy métriques, les expres-

sio ns d e t, <p, p et w au m o y e n d e la v ariab le interméd iaire u. M ais la ques-

tio n d e renv erser les suites p o u r exp rim er d irectement les co o rd o nnées en 

fo nctio ns d u temps o u la so lu tio n de la questio n analo g ue au p ro blème de 

Ke p le r ne laisse pas de p résenter q uelq ues o bstacles, en ce q u i co ncerne d u 

m o ins une f o rm atio n satisfaisante des termes généraux des d év elo p p ements. 

A u reste, o n p eut mesurer la p ério d icité et se p ro p o ser le p ro b lèm e d e l ' i n -

v ersio n p ar l ' in tro d u c tio n d irecte de la v ariab le <p. Si l ' o n d évelo ppe effec-

tiv ement le rad ic al ( izyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — A , 2sin 2<p) 2 , o n aura en série co nv ergente 



Po u r © = - , i l v iend ra d o nc 
' o. ' 

et p ar suite généralement 

To utes les fo is que <p aug mente de ^, t augmente de T ; co nséquem m ent 

p =p0(i — s s i n 2 © ) e s t une f o nc tio n p ério d ique d u temp s, d o nt l ' ind ic e de 

p ério d icité estzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 T. 

O n a aussi 

et par suite 

o ù 

A près chaq ue interv alle d e temps T, w aug mente d o nc de ù, et les axes 

d e.la trajecto ire so nt d o ues d ' u n m o uv em ent d irec t o u rétro grad e, suiv ant 

que cette d ernière quantité est p lus g rand e o u p lus petite q ue - , d o u b le c ir-

co nstance q u i peut av o ir l i eu selo n la g rand eur relativ e des arb itraires d u 

p ro b lème. 



Sur un cas particulier du mouvement d'un corps pesant. 

L' insuf f isance des faits acquis d ans l'étud e générale des fo nc tio ns inverses 

o b l ig e à des d év elo p p ements au m o ins ind irec ts d ans b o n n o m b re d ' ap p l i -

catio ns mathématiques. Je v iens d 'en sig naler u n exem p le relativ ement assez 

sim p le : Le m o uv em ent de la to up ie en p résente u n autre u n p e u p lus c o m -

p lexe . Je sup p o se que l ' o n ait sous les y eu x le to m e II de l a Mécanique d e 

Po isso n ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 e éd itio n, chap itre V I , page 20 7, et p articulièrement la page 216 . En 

co nserv ant toutes les no tatio ns de l ' au teu r, sauf q ue l ' o n chang e i c i Z enzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — Z, 

6 enzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 71 — 0, de faço n que 6 désigne p o u r no us l 'ang le que f àï iav ec la p artie 

inférieure d e l a v erticale l a lig ne G R q u i v a d u centre d e grav ité G à la 

p o inte K de la to up ie , o n a les équatio ns suivantes 

o ù les co o rd o nnées ho riz o ntalesx h , y K d e G so nt d es fo nc tio ns linéaires d u 

temp s que l ' o n p eut, si l ' o n v eut, su p p rim er. Je ferai rem arq uer que ces 

équatio ns ne se rap p o rtent pas sp écialement à la to up ie , et qu 'elles rép o n-

d ent généralement au m o uv em ent d ' u n so lid e de rév o lutio n p esant, d o nt u n 

p o int d e l'axe de figure est astreint à rester d ans u n p lan ho riz o ntal . En 

so rte que les limites analy tiques p o ssibles de z = cosô so nt -+- 1 et — 1. 

M ais ses limites p hy siques sero nt généralement p lu s resserrées, c o m m e p o u r 

l a to up ie p lacée au-d essus d ' u n p lan matériel ho riz o ntal , o u so utenue au -



desso us d ' u n p areil p lan p ar une actio n mag nétique q u ' i l exercerait sur la 

p o inte . 

Si l ' o n fait 

A—iMgya, C=iMgyc, & = a M g y % ' , l=iMgyl', 

les d eu x p remières équatio ns p o u rro nt s'écrire 

d 'o ù , en p o sant 

et p ar l'éliminatio n imméd iate d e ^ > o n d éd uit 

L e seco nd m em b re étant nécessairement p o sitif , c o m m e le p rem ier, p o u r la 

v aleur initiale z0 d e z , ce m êm e seco nd m em b re , d ev enant v isib lement 

négatif p o u r z = ± : i et rh oo p o u r z = ± eo , ad met tro is racines réelles 

dzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA > i , a c o m p rise entre z0 et + 1 , jS entre z0 etzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA — i . 

O n a d o nc 

et le p ro b lèm e ne paraît p as, co ntrairem ent à ce qu 'av ance Po isso n au c o m -

mencement d e la pagezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 17 loc. cit., p o u v o ir se réd uire aux fo nctio ns e l l ip -

tiques. 

L ' ax e d e rév o lutio n de l a to up ie ne p o u v ant d ev enir ho ri z o ntal , i l faud ra 

que |3 so it p o sitif . O r a et â étant p o sitifs, le p ro d u i t des tro is racines 



— — h'zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA d ev ra être lu i-m êm e p o sitif . M ai s cette c o nd i tio n ne sera pas p h y s i -

q u em ent suffisante en g énéral, c 'est-à-d ire q u e , à cause d e la largeur d u 

so lid e et p o u r q ue sa surface ne to uc he pas le p l an ho ri z o ntal , le seco nd 

m em b re d e l'équatio n c i-d essus en — d ev ra être nég atif p o u r une certaine 

l im ite d o nnée b d e z c o m p rise entre o et a. 

So it fait actuellement 

z —  /3 -h (a — |3) s i n 2 sr, 

en so rte q ue le centre d e grav ité G rem o nte d e l a l im ite inférieure yfi à la 

l im ite sup érieure ya, lo rsq ue sr v arie d e o à —• En p o sant 

et faisant c o m m enc er t avec sr, o n au ra 

o ù l ' o n a fait 

Les no m b res X, jx, v étant m o ind res q u e l 'unité, en d év elo p p ant P suiv ant 

les puissances ascend antes d e ces quantités et intégrant, o n o b tiend ra une 

exp ressio n de la fo rme 

d 'o ù 



zzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA est d o nc une f o nc tio n p ério d ique d u temps et la d urée de la p ério d e «%t i T. 

Ensu ite o n aura 

o ù 

p ar suite 

et l ' o n tro uv era sem blab lem ent 

o ù 

Si d o nc o n désigne p ar A et A ' les d eux intégrales des seco nd s membres 

p o u rzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Z5 =zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - 5 et que l-o n po se 

W = s A  •+• s'A', zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

— $ =  Î A  - s'A', 

o n aura, si l ' o n v eut, 



d 'o ù l ' o n c o nc lu t que etzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA f aug mentent resp ectiv ement de ¥ et <le $•+- n" V 

to utes les fo is que zs aug mente d e ̂  o u t d e T. 

Si maintenant o n p o se, p o u r abrég er, 

la v éritable so lu tio n d u p ro b lèm e exig era que l ' o n fasse l ' inv ersio n de la 

suite 

O n v o it p ar la f o rm u le de Lag rang e q ue l ' o n p o u rra sup p o ser 

m = xzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA - hzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 C'h sinzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i  hx — x + ¥ (x), 

h=i 

et aussi 

h—x>. 

Z —  ^ § h C O SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA 2 /?.%", 

7z=o 

O n p eut p ar cette même fo rm ule tro uv er en f o nc tio n de temp s, avec telle 

ap p ro x im atio n q u e l ' o n v o u d ra , les inc o nnu es d e la q u estio n . M ais si l ' o n 

fait attentio n q u e le p résent p ro b lème c o m p re n d c o m m e cas p articu lier le 

m o u v em ent d ' u n co rp s so lid e auto ur d e so n centre de grav ité, et que l ' o n 

p o ssèd e d ans ce cas des fo rmules d o nt la l o i des co efficients est p arfaitement 

c o n n u e ; si l ' o n fait enco re attentio n q u e ce même cas p artic u l ier p eut être 

traité d irectement p ar la métho d e p récéd ente q u i d issim ule p resque entiè-

rem ent la l o i d esd its co eff ic ients, o n sent q u ' i l d o it exister une métho d e 

d irecte et relativ ement p lus simp le q u ' i l faud rait chercher d ans une étud e 

imméd iate et p lu s co mp lète des fo nc tio ns u ltra- e l l ip tiq u es. L e p ro b lème 

p récéd ent serait une des premières ap p licatio ns d e cette étud e. V iend rai t 

ensuite, mais so us u n p o int d e v ue u n p e u p lus c o m p lexe , le m o uv em ent 

d ' u n to re sur u n p lan ho riz o ntal . Ce d ernier p ro b lèm e, q u i ne me paraît 



pas sans intérêt, p o u rrai t, c o m m e b eau c o u p d 'autres, être traité p ar u n 

d év elo p p em ent ind ire c t en série q u i ne serv irait q u 'à co nstater une fo is d e 

p lu s l ' insu f f isance des p ro c éd és analy tiq ues actuels. C e c i n'est au f o n d , et 

so us u ne f o rm e in f in im e nt m o in s élég ante, q u e la re p ro d u c ti o n d ' u ne 

g rand e v érité éno nc ée nag uère p ar M . Lam é ( v o i r leszyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA Leçons sur les fonc-

tions inverses). 

Si une d isc u ssio n co m p lète d e ces d e u x p ro b lèm es p résentait q u e lq u e 

intérêt, je p o u rrais y rev en ir d ans une au tre o c c asio n . 

Vu et approuvé, 

Le 5 février  i858, 

L E D O Y E N D E L A F A C U L T É D E S S C I E N C E S , 

M I L N E E D W A R D S . 

Permis d'imprimer, 

Le 5 février  i858, 

L E V I C E - R E C T E U R D E L ' A C A D É M I E D E P A R I S , 

C A Y X 

Paris. •- Imprimerie de Màllet-Bacbelier , rue du Jardinet ? 12. 



E R R A T A , 

P a ge 4 , l i g n e 5 ,zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA au lieu de i , 2 , 3 , . . . , X, lisez i . a . 3 . . v X . 

P a ge 4 , l i g r î e d e r n i è r e , au lieu de A ^ , , lisez A ' M / . 

P a ge 3 9 , l i g n e i 5 , au lieu de d o n n é e s, lisez d o n n é s. 

'V . (2.0) _ ( 2,0) 

P a ge 4 3 , l i g n e 3 , au lieu de A •> lisez 2 A  u * 

3 

P a ge 5 Ï, l i g n e 1^ au lieu de ^ lisez ?o? 
0 

P a ge 6 1, l i g n e i 5 , au lieu de u$ i fy . , lisez uç u$-..t.u$h 

P a ge 7 2 , l i g n e 1, a u lieu d e d i v i s é e s, lisez m u l t i p l i é e s . 

P a ge 7 2 , é q u a t i o n  ( 1), au lieu dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA fi^=z\  lisezlH j ( - p )• . 

P a ge 7 2 , é q u a t i o n  ( 1) , au lieu dezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/(-pV Usez {^1 f(Y 

P a ge 7 2 , é q u a t i o n  au lieu de F ( r ) , lisez—-t-

P a ge 7 2 , é q u a t i o n  ( 1), AU fa<  de — m , & e z +  m. 

P a ge 7 2 , é q u a t i o n  ( i zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA) , a i i  / «ei/  rfe  — c f e + ^ ï ' ? / / ¿6^  - sjmm 

SzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA/m \hn. 


