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OSCILLATIONS

DES CORPS FLOTTANTS.

J me proposc de traiter d’'une maniere générale le probléme des oscillations
des corps {lottants. Dans la premiére partie de ce travail (celle qui fait le sujet
de cette these) je ferai abstraction dn mouvement communiqué au liquide ; et
dans une seconde partie , je considérerai le mouvement simultané da liquide ct
du corps flottant.

Je formerai d’abord les équations différentielles du mouvement, soit par rap-
port aux oscillations du centre de gravité, soit par rapport a la rotation du mo-
bile autour de ce centre. Pour les intégrer, je distinguerai deux cas généraux,
et par le choix des variables je les rendrai linéaires dans chacun de ces deux
cas.

Comme application et vérification de la solution générale, j'en déduirai les
cas particuliers que I'on trouve dans les Traités de Mécanique ; j'examinerai , en
outre, un cas particulicr trés étendu , ot les diverses circonstances da probléme
s’analyseront avec beaucoup de simplicité, en employant, comme M. Poisson a
bien voulu me Vindiquer, le principe des aires et 'équation des forces vives.

2.° EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT.

Par le centre de gravit¢ G du corps, je meéne trois axes rectangulaires Gz,
Gy, Gz, fixes dans le corps et mobiles avec Iui dans I'espace. Gz, sera perpen-
diculaire & I'ancien plan de {lottaison, et les deux autres auront d’abord des di-
rections arbitraires. Je prends, en oulre, trois autres axes rectangulaives Az Ay
A:, dont l'axe Az soit dirigd suivant la pesanteur, et ait son origine sur la sur-

face libre du licquide.
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D’aprés les principes généraux de la dynamique, le mouvement du cenire de
gravité da corps flottant sera déterminé par les équations
d, / dn

ot 2’ y' 2’ sont les coordonnées du centre de gravité du corps, M sa masse, Ve
volume primitivement immergé , V 4 U e volume immergé au bout du temps ¢,
o la densité du fluide, et g la pesanteur.
Dans létat d’équilibre , on avait M=V ; par conséquent, les équations pré-
cédentes deviennent
&z dy d 2 gU

ar = % T % v

On voit par 1a que le mouvement du centre de gravité suivant une droite ho-

rizontale quelconque est uniforme et indépendant, soit de son mouvement
suivant la verticale, soit de la rotation du corps autour de son centre de gra-
vité. Pour cette raison , nous n’aurons ¢gard dans la suite qu’d I'équation

a2 gU
=5

Les équations du mouvement de rotation autour du ceatre de gravité sont :

2) R_—:/Z;v,Y‘—-—y, X,)dm, Q:/tz,X,—:r,Zf) dm, P:/(y.Z,——z‘Y,) dm

En posanl pour abréger :

(3) P;:(/‘(;r,(/1 —.p.)dm, Q:/(zl;J,—m,r,) dm, P:_——/.(r,yl——z]q,)' din

ct en désignant par X, dm, Y, dm, Z,dm les trois composantes paralicles aux
axes Gz, Gy, Gz, de la force motrice de Pélément dm et pac p.dt g¢.dt
r dt les aceroissements de vitesse que cet élément regoif réellement suivant les

mémes axes.

Les forces qui sollicitent les divers points du mobile sont de plusicurs es-
peces. D'abord , la pesanteur en sollicite tous les points. Mais, comme la résul-
tante de la pesanteur passe par le centre de gravité du corps, elle ne peut pas
influer sur le mouvement de rotation aulour de cc point, et nous en ferons abs-
traction. Les points situés sur la partie de la surface qui est immergée sont, en
outre, soumis & une pression normale, ct qui provient de la poussée du fluide.
Sile fluide ne participait pas au mouvement du corps, cette pression serait con-
nue en grandeur pour chaque point de la surface du corps. Lorsqu’on voudra
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avoir ¢gard au mouvement du fluide, cette pression sera une uantité inconnue
qui entrera 4 Ja fois dans les ¢quations relatives au flaide et dans celles qui se
rapportent au corps flottant, et on ne pourra la déterminer qu’en résolvant
simultanément ces équations. Pour simplifier, nous supposerons que la poussée
du fluide est Ja méme que s'il était en repos. Or, dans ce cas, on ne changera
pas Veffet produit en faisant abstraction de la poussée du fluide, et en appli-
quant a chaque ¢lément du volume immergé une force ¢gale au poids du fluide
qu'il déplace et dirigée en sens contraire de la pesanteur. Par cette substitation,
on a l'avantage de pouvoir faire abstraction de la nature de la surface du corps.
p étaut la densité du fluide ct dv le volume de I'élément du corps dont la masse
est dm, la force motrice que nous venous de supposer appliquée & cet élément,
sera en grandeur gpdv; on aura donc pour teus les points du volume immergdé
Xdm=—pga'dv Y, dm=—pgb*dv L .dm =—=—ggc"dv, ot a* b" ¢ dé-
signent les cosinus des angles que l'axe Az fait avec les trois axes mobiles
Gz, Gy, Gz,

Enhin, siYon considére une molécule quelconque de fluide situce ala surface
du corps, on verra qu’en général elle n’aura pas la méme vitesse que le point du
solide gu’elle touche; il résultera de cette différence de vitesse un frotlement
qui, en général, influera sur le mouvement du corps flottant. 1l faudrait com-
prendre ce {rottement dans les diverses forces qui sollicitent le mobile, mais nous
en ferons abstraction, et les seules forces que nous considérevons sont celles
dont nous avons déjia douné la grandeur. D’aprés cela, on aura pour les équa-
tions (2) :

Re==—g b"ﬁ:l dv mu"/‘y,dv . Q=—rg|]a" /:,(lv ———c"’/x, dv

. o .

P=—yg [c” /35([0—/)’1/2‘ dv

ct I'on n’étendra ces intégrales qu’an volume iminergé au bout du temps ¢.

Puisque le corps ¢tait primitivement en équilibre , son centre de gravité ct le
centre de poussée se trouvaient sur une méme verticale et par conséquent sur
I'axe G z,. Soit £ la distance de ce centre de poussée au point G ; £ sera une
quantit¢ positive ou négalive suivant que ce centre scra sur la partic posilive ou
la partie négative de l'axe Gz,. Cela posé, au bout du temps ¢ le volume im-
mergé est V4 U. Il est clair, d’apreés la propriété des cenfres de gravité, quien
¢lendant les intégrales seulement au volume V, on aura:

/1, dv=0 '/‘;"z{r: /:,(Il‘:: + Vi
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Pour étendre les intégrales aux-éléments du volume variable U, je décomposc
la base de I'ancien plan de flottaison en ses ¢léments, et sur chacun d’eux jé-
léve un cylindre droit et terminé au niveau da fluide. En désignaut par ) I'élé-
ment superficiel , et par & la longueur du cylindre, nous étendrons d’abord les
intégrales aux divers éléments de Fun de ces cylindres dont le volume est Zd),
et ensuite a tous ces cylindres. Remarquons maintenant que tous les ¢léments
de ce cylindre ontle méme z, et lc méme y , puisqu'il est paralléle a axe G 2.

'/x,dv:: '/‘a:,fdl

donc on aura:

On peut donner & £ une forme commode pour achever ecs intégrales, Je méne
par le centre de gravité C de l'ancien plan de flottaison an plan paralltle a la
surface fluide, et je désigne par ¢ la distance variable de ces deux surfaces.
«£§ étant les coordonnées de ce centre parallélement aux axes Gz, Gy, G z,,
on aura par les formules ordinaires de la transformation des coordonndes :

=2 - a"a b B "3
De méme z étant la distance de I'élément 3 a la surface du fluide , on aura :
z2=2+4-a"z, 0"y "3

Cet élément ayant, par rapport aux axes fixes dans I'intérieur du corps, les
coordonnées z,, ¢, en retranchant ces deux équations, on tire :

(L’i) Z:f:+ “” (a:l—_-a) +b” (yx -—,6)

Si inaintenant nous remarquons que la distance = est la projection de la di-
stance &, et que langle de projection est le supplément de celui dont le cosinus

est ¢”, on aurn:

"
——C

=z==z-ia' (g, —) 4 " (y,—B)

U

done

-.c'/'/'ﬁ:c,dl: c./'x,d‘» -ka'f,/‘zr;dx—aa”/ﬂ—“:d“-t'—b",/al'.fld‘f»*ﬁb” x,di
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En désignant par m ta surface de I'ancien plan de flottaison, et étendant ces
intégrales a tous les élcments de ce plan, il viendra:

_c"./a:lgd;_::m {u;"}-a” (Eﬁ"”‘g)‘{'b”{cwatj)‘s

— ¢ [y zdi=m f;:+b"(F-ﬁ‘)+a”(G—“(f)}

ou l'on a fait pour abréger:
mE:/w,’d;_ m F:—-—/y,’d‘/ mG:/a:lyx,{;.

Si sur I'ancien plan de flottaison on éléve un cylindre perpendiculaire a ce plan
et aboutissant & la surface du fluide, on aura dans ce cylindre tous les ¢léments
auxquels les intégrales précédentes ont é1é étendues. 11 ne fallait ¢tendre ces
intégrales qu'a la partie de ce cylindre interceptée par le corps flottant ; mais il
est facile de voir qu’en étendant les intégrales au cylindre entier, on commet une
crreur négligeable, En effet, le volume du cylindre pe dificre du volume U que
par des parties latérales qui sont du troisieme ordre, et nous négligerons dans
tout ce qui suivra méme les quantités du second ordre.

Nous n’avons pas calculé l’intégra]e/:z,dv, parce qa'il est facile de voir qu'elle
est infiniment petite et qu'on ne doit ¢n faire usage dans les valeurs de R, 1, Q,
qu'aprés Pavoir multiplide paraet 47, quisoutaussi des quantités infiniment peti-
tesdans le cas des oscillations tres petites; on sait, en eflet, que a"==— Sin0 Sin v
6" =—SingCosy, ou 4 désigne 'angle tres petit que Paxe Gz, fait avec la
verticale. Pour montrer que/},‘a’v étendu aux éléments du volume U est infini-
ment petit, on pourrait en calculer la valeur comme on I'a fait dans les intégrales
/x‘dv /yl dv. Mais il est plus simple de remarquer que /z, dv est égal au moment
du volume U par rapport au plan G x,y,. Or, ce moment est égal au produvit de U
par la distance du centre de gravité de U au plan z, Gy ,. Gette distance peut &tre
quelconque , mais le volume U étant infiniment petit, ce produit le sera aussi,
et par suite l’intégmlel/z,dv.

Au moyen des intégrales relatives aux volumes V et U que nous venons de
trouver, les valeurs de R QP deviendront, en négligeant les quantités du se-

cond ordre :

R=o

Py | VRO gt 5 () 4 @ (G =up)}]
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Si 'on congoit qu'on ait mené par le centre de gravité C de lancien plan de
flottaison deux droites paralieles aux axes Gz, Gy,, et qu'on désigne les mo-

ments d’inertie de ce plan, par rapport a ces deux droites, par mH*, mK*, on
aura :

E—H 1w FeKg

Donc E —«’=H*, et F-—pg*==K’. Alors les expressions précédentes pourront
s'éerire ainsi :

R=o0

Vi
0:—— o o ¢ _ a — i ;"‘“V.ﬁ I
) ) pgMm ¢+ { H + ~ |a (¢ g)b

. Vi
P= pgm ] ¢+ .K’:t—n—: b" - (G—ep)a”

Telle est la transformation que nous nous proposious de faire subir aax se-
conds membvres des équations (2). On voit qu'on y a tout exprimé au moyen des
variables @ "6 " quidoivent resler infiniment petites tant que les oscillations du
mobile lc seront aassi.

On fera subir aisément au second membre de Uéquation (1) une transforma-
tion analogue. En eflet, pour déterminer le volume U, je projette Vancien plan
de flottaison m sur la surface tibre du fluide. Le cylindre projetant pourra &lire
pris pour le volume U, parce qu’il n’en diflere que par des parties latérales qui
sont du troisi¢me ordre. Pour évaluer le volume de ce cylindre, je décompose
la base m en ses ¢léments 43, et je projetle chacun d’cux sur le plan actucl de
flottaison. La base du cylindre projetant sera d*Cos? et sa hauteur z; son vo-
lumne sera donc zd > Cos 9, et il faudra calculer zd) Cos?, et étendre cette inlé-
grale & tous les ¢éléments de la base m. Or, en vertu de (4) on a:

/'uncos.o: Coso/ ¢ a' (@, —a) 40" (y,—p) |d>

ca"b" étant les mémes pour tous les éléments, sortent du signe [, et il en est
de mémede«, f Sionremarqueque [z, di=um /y,dl_—_(im, le volnme U de-
viendra U=m ¢ Cos?0. Mais jusqu’ici nous avons négligé les quantités du second
ordre; il ne serait pas plus rigoureux de conserver Cos? que de le réduire &
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I'unité. Nous prendrons donc U==m¢; ce qui sera plas commode ; et I'équation
(1) deviendra :

dr z am
g -2 ___ 8%
(6) dt? vV ©

Occupons-nous maintenant de transformer les premiers membres des équa-
tions (5) (6). La nature de ces premiers membres est dunnée par les équations
(3). Or, si on désigne par pgr les composantes rectangulaires de la vitesse de
rotation du mobile autour des axes Gz, Gy, G z,, on sait, par la théorie géné-
rale du mouvement de rotation d’un corps solide autour d'un point, que les
fonctions désignées dans (3) par p,q,r, peuvent &tre exprimées en founction de

pyr etde z,y,2, et qu'on a les expressions:

pdt=2,dq—y, dr+ (py,—q®.) gdt - (pz.—rz,)rdt
q'dt=z,dr —z, dp-} {qz,—ry,) rdt | ( gz, —pq,) pdt
r, dt=y,dp —z,dg+ (re,—pz,) pdt - (ry, — gz, ) qdt

Si on porte ces valeurs de p,q,r, dans les valeurs de RQT fournies par les
¢qualions (3), et que pour abréger on pose :

A____'/-(J’,’+z,")dm, B=‘/(2L"<~{-x,“)dm, C——T_/'(D':n‘i" 27) dm,
AI:/y’ z, dm B/:T/.Z, x, dm C!-_f_/)’* 2, din

el que ces intégrales soient élendues & toute la masse du mobile, 1& équations

(5) deviendront :

¢ B A g G () (B A) py—A e

B g B () (A G Ay

() g ot (a2 22) (G —p))
j

AL e B G A () (G B) g — B g
\ = cgm {ﬁ‘é-% b"( Kkt l;ni) +a" (G “—Mﬁ)}

2
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Je remarque maintenant que, par la théorie du nouvement de rotation autour
d’un point , on ales équations .

pdt=cdb + ' db'-+¢"db" ,~—rdt=adb -+ o' db’+ a" db" ,0="0d b0 b db'-}- b" db"

ou a,b,c, désignent les cosinus des angles que 'axe fixe Az fait avec les axes
mobiles Gz, Gy Gz, a’b'c’les cosinus des angles que I'axe fixe Ay fait avec
les m&mes axes mobiles, et a” 6"¢" ceux que Vaxe Az fait avec eux. Multi-
pliant ces équations par ¢”a’ 4", et remarquant que on a:

c"’—%—a”’—{—b"’zl CC'“—F(IQ”—{—[)/)”:O C,C”*l— a’a”mi— [)/b”:l)

on aura, en les ajoutant :
I "
' p=r— - a'"r
p=—
De mé&me , multipliant par 6 "¢ "a” les équations :
rdt=bda+ b'da'+ b"da",— qdt =cda | ¢’ da’-\- ¢" da", 0 =ada +-a'da’ - a" da*

qui sont aussi fournies par l]a méme théorie, et les ajoutant, on aura:

v dd i,
¢ g=— it —+ by

S5i on remarque maintenant que 6" et a” sont des quantités infiniment petites,
et que ¢"=—~Cos0 ou differe de l'unité par une quantité du second ordre, les
quantités p et ¢ seront infiniment petites comme a" et 6, et on aura pour leur
expression , au moyen de a¢” et 6" :

db’ , da”
dt

pe=————a"r g= —b"r.
Si on substitue ces valeurs de p, ¢ dans les équations (7), on verra que tous

les termes deviennent infiniment petits par cela méme, cxcepté, dans la pre-

. . dr
miére équation, le terme C TS

dr
dans la secondec, les termes A’ y + B
t
. , dr )
dans la troisiéme, les termes B . — A
dt
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Or, la premiére ¢quation ayant tous ses termes infiniment petits, il faudra que

dr . I dr oL
C—- le soit aussi, ¢t 4 causc de la nature de C il faudra que 7 soit inliniment pe-
(

tit. Les deux autres équations exigeront que B'r* et A'7* soient aussi infiniment
petits. Or, cela peut arriver de deux maniéres, ou bien la forme du corps est
telle que B'=0 A’=no0. C’est ce qui aura lieu si l'axe Gz, est 'un des trois axes
principanx du centre de gravité, ou sécarte trés peu de P'un d'eux. Alors »
pourra rester quelconque, de grandeur finic ou infiniment petite. Mais si la
forme du corps ne rend pas A’ et B infiniment petits ou nuls, alors » sera néces-
sairement infiniment petit. Nous aurons donc a distinguer deux cas dans la so-
lution du probléme.

Dans le premier cas, r est de grandeur finie et ne difféere d’une constante {

, e ) . . dr | . .
que d’une quantité infiniment petite, puisque - doit &tre tres pelit. Alors onaura
dbll (ia"
p=— Z;_la” (/:-E——lb”. Comme les axes Ga, Gy, sont restés arbi-
a

traires, nous pourrons les choisir de maniére a rendre €' infiniment petit. It sul-
fira pour cela que ces axes different trés peu des deux autres axes principaux du
centre de gravite. Alors les ¢quations du mouvement du corps, en y compre-

nant celle qui esl relative au mouvement da centre de gravité, se réduiront i :

d'¢ dra’ o & b i Tam
—_— — i . =0
der ar de ' ¥
da’ db"
S PR —_— _F 4" _ FAY o —— I
(8) B(“2 T G Ea¢" - Fb" 4- Le=DB'{
d? 1)1/ l,'!.’
A =D L PB4 Vo= A

ot Fon a posé, pour abréger, L=—=;gme L'=pgmg D=/{C—DB—A)
F=pgm(G—<«p) E=l(C—A)Jrg(mH £ Vh) E'=(C—DB)
- pg (mK£ V)

Pour déduive de (6) la premicre é¢quation (8), il suflit de remarquer que =

désignant la distance au niveau du liquide du point ot 'axe G z, perce lancien

. N . , ; 7 A S
plan de flottaison , on a. par une formule déji trouvée, 2=t —ua'—F 5" Mais
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2'=#Cos04- 2. On aura donc, en réduisant Cosg 4 I'unité :

d 2 d*z d*z d*a’ dx b

= - — —# de

dtr  de ~  dr dt

Considérons maintenant le second cas général. A’ et B’ sont quelconques et r

dbll dall
- , et les équations du mouve-

infiniment petits, alors on a p=—=— P TEE Al

ment se réduisent A

d¢ db" & ogm
i b S A
dr , dlbl/ /d:all

" Cat¥ =

9 dﬁ /4 d:b// dr V/l
dt,‘}—cl A 'Tit——FPé'mg“'c-,Fﬂ" (Hi-_t m)+b"(G“ wp) =0
d*b” ,d?a” dr { V( , V/L) -
clz“+c-21§_ Booedrpgmfe (R — |- af V(G—ep )}:

La solution compléte du probléme revient donc maintenant a intégrer simuli-
tanément les équations (8) ou bien les équations (g), selon I'un ou l'autre des
deux cas que nous avons distingués. Or, on voit que I'un ou lautre de ces sys-
temes n’est composé que d’¢quations linéaires a coéflicients constants ; on pourra
donc les intégrer par les méthodes connues. L’avanlage d’avoir des équations
linéaires tient, comme on voit, a4 P'emploi des variables a’, 4", ¢.

En intégrant les équations {8), on verra trés simplement que la condition

’

générale pour que a” 6" ¢ restent trés petites est que I'équation
(Vu-—+gm) [(Bu—]-E) (A 1£+E/)+D21¢—F2]_§.

+Png[ *(Au+tE)—2¢gFu—-p (Bu-|-E ]No

n’admetie pour u que des valeurs négatives et inégales. Pour le méme but, on
voit aussi trés simplement que dans lintégration des équations (6) I'équation

=(Vu—gm) [(ng’_K//Vu) (gmP—K'Vu)— (ng—LVU)’] 4
+ g Vu [” (gmP'—K'Vu)—228(gmQ—LVu)4 ¢ (gmP—K'Vu) }

ne doit admettre pour u que des valeurs positives et inégales. On a farl
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dans celte ¢quation, pour abréger : CMA'=BC— A" CMK'= AC — B"
MLC=CC' - A'B' mP=mH*+ Vi. mP'=mK* -+ Vi Q=G —«p.

Pour déterminer completement la position du corps flottant au hout du temps
¢, il suflit de connaitre la position de son centre de gravité qui sera donnée par
la valeur de ¢, et en outre les angles 9¢¥. Le premier de ces angles indique Vin-
clinaison de l'axe Gz, par rapport i la verticale. Le troisiéme est I'angle que fait
avec une droite mende par G paralitlement i 'axe des z l'intersection du plan
Gz,y, avec un plan horizontal passant par le point G, enfin l'angle 7 est celui

que la méme intersection fait avee P'axe Gz,. Or, on a ¢"=— Sing Sin»y .,
b" —=—28in9Cosy; d'ol on tive :

o

v, 2 4 "
p = l/a b Tang b=

Lnfin la formule » d¢ ==dy - Cosgd{ fournic par la théorie des mouvements
de rotation, se réduit A db=rdt —dv, ct fera connaitre ¥ aumoyen de r et de 4.

PREMIERE APPLICATION.

Supposons que le corps tlottant ait un plan de symétrie, et que dans Pétat
d’équilibre ce plan de symétrie soit vertical. Nous prendrons ce plan pour celui
des z,Gx,, et comme il doit conlenir le centre de gravité de I'ancien plan de
flottaison , on aura A'==0C"=o0 p=o0, ct les équations (9) deviendront :

d*r dva” gm
_(it—— T v 7 °
B-d—;t-z;— — —5—:——~-{-~-Fgm ; aﬁ*i—(l"(li?i——}:—,iﬁ—)}:()
A—(—[;—[:j— -+ B —%-+pgb” (mRK*+£Vi)=o0
1 I 0"
¢ ;; + B _("(17'20

¢qualions faciles & Intégrer, et qu'on trouve dans divers Traités de méeanique,
Si le corps avail deux plans de symétrie verlicaux cl perpendiculaires entre
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eux, en les prenant pour les plansdes 2,2z, et 2,y,, on aura: v=o0g=o0 U'==0
A’'=o0B’=o0, et les équations précédentes deviendront :

dig gm
de - v
2
B -idi;——{- pe (mH £ Vh)d =0
2 hU
A dd[; +eg(mK+VAh)b =0
Cdr=o0

ct les variables sc trouvent séparées, et les oscillations se déterminent dans ce
cas indépendamment les unes des autres.

Les applications que nous venons de fairc des formules (g) ont eu pour but
de les vérifier. Nous allons maintenant traiter un cas des formules (1) ot le
mouvement de rotation du mobile aura une vitesse quelconque.

DEUXIEME APPLICATION.

Examinons le cas ot le solide est de révolution, et supposons que Vaxe de
révolation soit vertical dans V'état d’¢quilibre. Le centre de gravité de Vancien
plan de flottaison se trouvant sur 'axe du mobile, on aura z==0 f==0, ct le mou-

vement du centre de gravité sera donné par

d*¢ om

¢quation qu’on peut ¢tablir facilement d'une manicre directe , ou qu’on peut deé-
duire de (8).

Le mouvement du centre de gravité sera donc indépendant du mouvement de
rotation, ct ses oscillations seront les mémes que celles d’'un pendule simple dont

v

la longucur est —.
m
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Les ¢quations (7) du mouvement de rotation se rédaivont i

Cdr=vo
(10! Adg+ (A—C rpdi —=—Pa" dt
Adp-- (C—A)rqgdt = Pb" de.

car, quel que soit le systtme des axes Gar, Gy,, on aura: A'=B'=C'=o0
G=o0, B=A,H=K, et l'on a fait pour abréger: P=p,g (mH*+ Vi)

Ces équations pourraient &tre intégrées en employant Panalyse générale des
problémes précédents. Mais il vaudra mieux avoir recours au principe des aires et
a I'équation des forces vives.

Les forces qui sollicitent les divers points du mobile étant verlicales, il en ré-
sulte que le moment des quantités de mouvement que possedent les divers
points du mobile est constant autour d’un axe vertical pendant toute la durée du
mouvement. Il est le méme que si le centre de gravité du mobile ¢tait en repos,
et que l'axe vertical autour duquel on compte le moment passait par ce centre.
Or, par la théoric du mouvement de rotation autour d’un point lixe. ce¢ mo-
ment est égal a

Cre"+Bgb" 4+ Apa”.

Puisqu’il est constant, en désignant par / une constante arbitraire, remar-
quant que A==B dans le cas particulier que nous traitons , que » est égal a une

constunte quelconque n, et que Yon a a'=—Sin%8iny, H"=—=Sin0 Cosy.

¢"=-—Cos i, le principe des moments fournira 'équation :

(11) CnCost— A (pSintSiny—+¢SintCosy) ——{

On déduirait I'équation (11) des deux derniéres équations (10) en les multipliant
par b"a”, et ayant égard i ce que la théorie du mouvement de rotation donne
de'=(a"g—b"p)di,db"=(cp'—a" r)dt, da" = (0"r—c"q)dt.

Le principe des forces vives étant applicable & cette espece de mouvement, on
aura:

/u’dm +gp[me’ + (mv* 4+ Vh) 9} == constantc, comme on peut le voir
dans le Traité de mécanique de M. Poisson. u désigne la vilesse d’un point quel-
conque du corps dont la masse est dm, el my* est le moment d'inertie de
Fancien plan de flottaison, par rappprt & une droite ui passe dans ce plan par
son centre de gravité, moment qui est le méme quelle que soit cetie dvoite.
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puisque le solide esl supposé de révolution. Nous avons désigné précédemment
par P la quantité my*+ VA On sait que la force vive absolue d’un corps
/u’ dm est égale A la force vive qu’a ce corps dans son mouvement relatif autour
de son centre de gravité, augmentee du produit de la masse du corps par le
carré de la vitesse du centre de gravité. Si donc nous désignons par u’ la vitesse
d’un point du corps autour de son centre de gravité , el que nous remarquions

que ce cenlre de gravité a pour vitesse — , nous aurons :

(/

(/u dm= /u dm--M ( )z

d’aprés 'équation relative an mouvement du centre de gravité, et qui cst ;

azz
M — m == 0
T —+gr

- dy
on aura, c¢n maltipliaat par 2 —, et intégrant
' dt’ °

de |
Y ( d: ) + geme = constante, done en{h}/u’ wdm=Hh —pg (my+Vh)e

ou /&’ désigne une constante arbitraire.

Or, d’aprés la théorie du mouvement de rotation autour d’un point fixe , on a
/Q”(lm:Ap’-l— B¢® + Cr’; il viendra done, en remarquant que A=B, cten
comprenant dans A’ la constante C»*,

(2) A(p* +q*y =K —pg(mi" £ Vh)o
On peut aussi déduire ceite équation des deux dernitres équations {10). Mul-
tiplions-les par ¢, p, et ajoutons-les, il viendra :
A(pdp+ qdg)=Pdt(¢Sin?Siny —pSins Cosy)

Par la théorie du mouvement de rotation autour d’'un point fixe, on a:

"pdt:Sin 6Sinody+ Coseds
(13) § ¢gdt =Sin ¢Cospd¥—Cos ¢al
rdt =dv + Cosnd¥
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ot # est le supplément de I’angle que I'axe Gz, fait avec Az. On tire de la:

dt (pSiné Cosy— ¢ Sin 68in¢) =Sinsds.

L’équation précédente deviendra donc, en intégrant:
A(p*+q*)=—2P /Sin0d6=2PC059 - constante.

1
Or, Cosg= t—— 0 etP=pg ‘my + Vh);

donc cette équation coincidera avec (18).

L’avantage du principe des forces vives et du principe des aires est de nous
avoir fourni deux intégrales premiéres (11) (12). Et pour achever la solution
du probléme, il ne nous reste plus qu’a éliminer p et ¢ entre (11) (12) (13) et
aintégrer de nouveau. Mais avant de faire I'élimination , nous déterminerons les
constantes arbitraires n, {, &', qui entrent dans ces équations.

Nous supposerons qu’aprés avoir enfoncé le corps dans le liquide, ouapres I'en
avoir retir¢ d’une quantité trés petite, on ait incliné I'axe du solide d’'une quantité
trés petite que nous désignerons par «. Le plan qui passe par 'axe Gz, , et par
la verticale du centre de gravité pourra &tre pris pour le plan des zAy, 2,Gy,,
puisque le solide étant de révolution autour de G z,, tous les axes passant par G
et perpendiculaires 2 Gz, sont des axes principaux du mobile. Si par le point K
ol I'axe Gz, perce I'ancien plan de flottaison, on meéne un plan paralléle a la
sarface du liquide, ces deux plans se couperont suivant une certaine droite que
je désignerai par NKN’, et qui a l'origine du mouvement sera, d’aprés ce que
nous venons de dire, perpendiculaire au plan vertical zGy; et si nous menons
par le point K des droites paralleles aux demi-axes positifs Gz, et Az, 4 Porigine
du mouvement ces deux paralleles K&, et Kz coincideront et se confondront
avec l'intersection NKN'. Je supposerai que NK soit la partie de I'intersection
qui coincide avec Kz, ou K ; d’aprés la nature des angles ¢ et ¥, il est évident
qu’a lorigine du mouvement ils seront nuls. Ces différentes suppositions n’al-
térent en rien la généralité des conditions relatives au mouvement initial. Comme
les oscillations du centre de gravité et le mouvement de rotation autour de ce
centre se déterminent indépendamment les uns des autres, nous pourrons, sans
altérer la généralité des conditions initiales, supposer que le mobile n’a recu
qu'un mouvement de rotation autour de son centre de gravité. De quelque ma-
niére que ce mouvement de rotation ait été produit, par des frottements ou
par des percussions, il est évident que les quantités de mouvement imprimées

3
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au mobile devront &tre connues. Mais, d'apris le principe de d’Alembert, les
quantités de mouvement que les divers points du mobile auront réellement &
lorigine du temps étant prises en sens contraire de leur direction, devront leur
faire équilibre. Cette condition d’équitibre fera connaitre en grandeur le mo-
ment principal autour du centre de gravité des quantités de mouvement de tous
les points du corps, elle fera en oulre connaitre la direction de son axe. Cela
posé, je décompose ce moment principal suivant trois axes rectangulaires prin-
cipaux : l'axe Gz,, une droite perpendiculaire 3 Gz, dans le plan vertical qui
passe par Gz, et une autre droite perpendiculaire A la fois 4 ces deux
axes; il est ¢vident, d’apres les conditions initiales que nous avons prises , que
ces trois axes principaux ne seront autre chose que Gz, Gz, Gy,. Je désigne
par L, M, N, ces trois composantes. Le moment autour de I'axe principal Gz,
étant d’ailleurs Cr, on aura L=Cn; ce qui fera connaitre la valeur de n.

{ désignant Ie moment des quantités de mouvement autour de 'axe vertical
qui passe par le centre de gravité, on aura, d'aprés la composition des mo-
ments :

{=LCos« —MSin«.

En remarquant que les moments L. MN font avec Vaxe vertical des angles
«'y o'+ 90° 9o0° Enfin jc remarque que le moment principal des quantités
initiales de mouvement est :

VITIM N

On sait d'ailleurs qu’au bout d’'un temps quelconque le moment principal des
(uantités de mouvement autour du centre de gravité est :

C:rf-Brg" 4+ A,
En vertu de I'équation (12), on aura:

P By A p =0 (K g (mr £V R) ) A

En remarquant que B=A et r ==n. Or, a I'origine du mouvcment, on aura
pour ce moment principal :

P T — g e £ VYA
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Donc, a causc que L*=DB*»:, il viendra pour déterminer 4" :

M? - N-

K=pg (m,+Vh o L x
!

Pour plus de simplicit¢ , nour supposerons que le mobile n’a recu d’impulsion
qu’autour de son axe de figure ; alors on aura M==N==0, ct par suitc :

{ =CnCoss =-—c¢nCos«
K =pg(mv7 Lt Vh)a

Cela posé , les équations (11) (12) deviennent, en négligeant les puissances
de « et de ¢ supéricures a la deuxiéme :

Cn

A (pSinsSin, + ¢8ing Cosy)= (0" —u)
A(p-tg) =eg(mr Vi) («—"0)

Les ¢quations (13) nous permettent d’éliminer p et ¢, car on en lre:

g S zad‘f . dv
P =" T ar
Qs e ¥ dv
»5in % Sin ¢ <~ ¢ Sin% Gos g ==Sin »9 T
Les ¢quations précédentes deviendront done :
o K
P L PR
dt 2A
(14) . di d o Pg(?)zr,’i\’/z)( S
E3 . —— U, e—
dt de A

Cette seconde équation montre que sim7* 4= Vhest unc quantité positive,
0 restera plus petit que « pendant tout le mouvement, et par conséquent I'équi-
tibre d’'otr le corps a été tiré était stable. Les équations (11) représenteront
donc complitement le mouvenient du corps.

: d¥ Lo -
Pour les intégrer, y'¢limine d'abord — - entre ces deux ¢quations, [ ¢levant
dt
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la premiére au carré, multipliant par ¢* la seconde et les retranchant Fune de
Yautre, il vient :

o de p& (my* £ VA) on
Py I 3 g 3 2 L
o o [ T, 2o |

. de , pg(my +Vh) cn ont
6* —{&’—19 7 —_— ¢
(ID) ou 4t ( ) [( A + [].Az ) b 4A‘ o :l

Nous avoas déja vu que la quantité m,*4- V4 devait &tre positive dans le cas
de I'équilibre stable, et que par suite on avait ¢ < «. Mais il est facile de voir
par 'équation précédente que ¢ ne peut pas, en général, étre nul, pour que le
second membre ne devienne pas négatif; 5 ne peut pas méme décroitre au-des-

sous de la limite :

Cna
VG -4 Apg (my* £ Vh)

Cette limite serait nulle dans le cas de n=0, c¢’est-a-dire dans le cas ol le
mobile n’aurait pas recu une vitesse primitive de rotation. Dans ce cas, I'équa-

tion devient :

Je m'y’ + V/l

§ —— (a’—e’) Pg( . )
dt A

En la différenciant, on trouve :

46 _e8(my £ Vh),
det A

équation qui coincide avec celle qu'on trouve relativement a ce cas dans le Traité
de Mécanique de M. Poisson.
: . . my*+Vh 1 . .
Je poserai , pour abréger, L—&:——)= > ou { désigne la longueur du
&
pendule simple qui fait des oscillations de méme amplitude et de méme duree
que celles du corps flottant autour de son centre de gravité dans le cas de

n=20. En faisant, en outre :
nﬂ ﬁ?g

o m——

4 A {
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ot 5 désigne unc ligne | 'équation (15) devient :
{ o o) »

4o 4
v =t | () e

Séparant les variables , jaurai :

VL +od!
’ V= {(14-£)r— &) ]

-#)  (16)

cten intégrant 0’ =« —

b
<5
=
o~
~|
—
—
.

d'ott I'on voit que g est une fonction périodique du temps, et que si T désigne
le temps qu’elie met a passer de sa plus petite valeur & sa plus grande, ou aura:

1 {
T ——
V )

2 & i8
. ) Cen* { . C N . . ot
Comme §° == A e on voit que si N=o, la durée des demi-oscillations sera
4a°8

A
plmy £Vh)
ce qui doit &tre, et que 2 n’étant pas nul, les oscillatious de la normale a 'an-
cien plan de flottaison seront d’autant plus rapides que % sera plus grand.

Pour déterminer l'angle ¢, je porte la valeur précédente de ¢ dans la premicre

l« méme que celle d’'une pendule simple dont la longueur est { ou

dquation (1) et il vient s
Cn o
¥ — (1+57%)
dy Cn 2A

TR

| -5 Sin* ¢ 1/i°;— (1L p)

au bien , & cause que

o

91/% (l“i' :37)

dy — l/;g’;_*

-1/[
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en intégrant ct supposant comme nous lavons déja dit y==o0 pour t=0 on
aura :

5 Tang ¢ l/g(l‘f‘ﬁ’)

; —
==—arc Tang = Ve + gt V_%
1

K désignant un nombre entier, ou

1 {
Sionfaitt = K —n= —_—,
= Ve

: , 1 {
bien t==KT, en remarquant que déja nous avons posé¢ T= — |/ I
2 §

Nous aurons pour Tang ¢ V Cith +ﬁ) les valeurs

0O 00 0~ .. ..
en falsant successivement

K=o 1 2 3 .. ...

, fTang KT
ct alors on aura pour arc Tang = ———=—
Vitp
! 3
o _ % ® T M - e .
2 2
et par suite
1 3 p
—_— Tk —_—
2 F ! i 2 3

Y=o,

—— T

gy s T,

———] 3 T T e T, e
‘/l+ﬁz 2 V1+ﬁ1 "/l_{_p: 2
Donc l'angle que nous désignons par ¢ croitra de la méme quantité

1
—_ =P
2 1

V1+ﬁﬂ_ —-2—

pendant les intervalles de temps successifs ‘I
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Quant & la valeur de ¢ clle sera donnde par Véquation ndt =dy - d § d’ou

I'on tire

en r¢duisant a zéro la constante arbitraire, puisqu’on doit avoir en méme temps

p==0 ¢=—=0 (= 0.

Vu et approuvé par le Doyen de la Faculté des Sciences de 1’Académie de

Paris.

Baron THENARD.
17 Mars 1839.
Permis d’imprimer :

L’Inspecteur-Général des Etudes, chargé de I'Administration
de 'Académie de Paris.

ROUSSELLE.
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D’UNE

THESE DASTRONOMIE

SUR LE FLUX DE LA MER.
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i.” Equations différentielles du mouvement d'une masse fluide qui tourne
autour d’un axe.

2.” Simplifications qu’elles subissent dans le cas des oscillations trés petites.

3.° Application au mouvement de la mer, en la supposant dérangde de V'étar
d’équilibre par I'action de forces trés petites.

4.° Cas ou ces forces proviennent de Vattraction du soleil et de la lune.

5.° Intégration des équations différentielles, lorsque la terre est supposée

sans mouvement de rotation et la mer d'une profondeur constante. Expression
générale de la hauteur de la mer et de ses mouvements dans cette hypothese.

6.” L’équilibre de la mer n’est alors stable que forsque sa densité est moin-
dre que la moyenne densité de la terre.

Vu ct approuvé par le Doyen de la Faculté des Sciences de V'Académie de Paris.

Baron THENARD.
17 Mars 1839.

Permis d’imprimer :

L'lnspectenr-Général des Eludes, chargé de 'Administration de I'Académic de Paris,

ROUSSELLE.
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