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THESE DE MECANIQUE CELESTE.

ESSAI SUR LA THEORIE ANALYTIQUE DES SATELLITES

DE JUPITER.

CHAPITRE PREMIER.

DEVELOPPEMENT DES DIVERSES FONCTIONS PERTURBATRICES.

1. Lorsqu’on veut déterminer les mouvements des satellites de Jupiter autour
de leur planete, il n’est pas permis de confondre les attractions exercées par cet
astre avec celles d’'un point de méme masse placé en son centre de gravité : car,
d’une part, les dimensions de Jupiter sont comparables aux distances qui le séparent

de ses satellites, et, d’autre part, I'aplatissement de son globe dépasse % Le
potentiel de 'attraction de Jupiter sur un satellite ne pourra donc pas étre con—

fondu avec la quantité f—,‘!, / désignant Pattraction mutuelle de deux unités de

masse & l'unité de distance, M la masse de Jupiter et 7 la distance du centre de
gravité du satellite a celui de la planéte; et, par conséquent, le mouvement
du satellite ne se ferait pas suivant les lois de Képler, quand méme il serait
seul en présence de sa plantte. Laplace a déduit de sa Théorie des aitractions

o s , . M e
des spheroides, qu’on peut représenter ce potentiel par L:——i—f\‘, en posant

V= f—: (—,:,— — sin*’d), et en désignant par d la déclinaison du satellite rapportée a
I’équateur de Jupiter, et par K une constante {égale au produit de la masse de
Jupiter par le carré du rayon de son équateur et par I'cxees de son aplatissement
sur la moitié du rapport de la force centrifuge a la pesanteur sur cet équateur).
Pour obtenir le mouvement elliptique du satellite, on néglige tout a la fois la

quantité V et les actions exercées par les autrez corps que Jupiter; mais pour
I.
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obtenir son véritable mouvement, il faut ajouter cette correction V aux aulres
fonctions perturbatrices partielles. La fonction perturbatrice totale sera done, pour
chaque satellite, la somme de cinq parties se rapportant respectivement anx actions
des trois autres satellites, & Paction du Soleil et & l'aplatissement de Jupiter : car
les seuls astres dont I'influence soit sensible sont le Soleil, a cause de sa masse, et
les satellites autres que celui dont il s’agit, & cause de leur proximité.

Bailly entreprit le premier de déterminer par I'analyse les principales inégalités
du mouvement des satellites, mais son travail est tres-défectueux : car il se con-
tenta d’appliquer a chacun d’eux isolément la théorie de la Lune de Clairaut, sans
teniv compte de leurs actions mutuelles et de I'aplatissement de Jupiter. A peu
pres a la méme époque, Lagrange aborda le probleme dans toute sa difficulté, et
son Mémoire, qui est un chef-d’ceuvre d’analyse, fut couronné par PAcadémie des
Sciences en 1766 ; cependant son travail était encore bien incomplet au point de
vue astronomique, comme il 'annongait lui-méme en lui donnant cette épigraphe :
Multum adhuc restat operts. Cest 3 Laplace qu’on doit 'explication de toutes les
particularités que présentent les mouvements de ces astres. Ses premieres recher—
ches a ce sujet ont été publiées dans les Mémoires de I’Académie des Sciences
pour 17845 mais c’est dans les Memoires pour 1783 et pour 1739 que se trouve
'exposition complete de la théorie des quatre satellites, telle, & peu pres, qu’elle
a été reproduite plus tard dans le tome IV de la Mecanigue celeste.

Depuis cette époque, la méthode dite de la variation des constantes a rendu beau-
coup plus facile et plus régulier le calcul des perturbations, en méme temps qu’elle
a permis de simplifier notablement 'exposition de la science. Il peut donc étre
utile de reprendre, par cette méthode, la recherche des inégalités principales du
mouvement des satellites, ainsi que la démonstration des lois établies par Laplace :
tel est le but que je me suis proposé dans ce travail, en me bornant toutefois a la
partie analytique.

2. Dans ce qui suit, nous désignerons par des lettres sans accent les quantités qui
se rapportent au premier satellite, et par les mémes lettres affectées de 1, 2, 3
accents les quantités analogues relatives au 2°, au 3¢ et 4° : les mémes quantités
relatives au Soleil seront représentées par les grandes letires correspondantes.
Nous rapporterons les mouvements & un plan fixe passant par le centre de gravité
de Jupiter : ce plan fixe sera arbitraire; nous le supposerons seulement assez voi-
sin de I'équateur de la plankte, comme serait, par exemple, le plan dans lequel
s'est trouvée, i une époque déterminée, I'orbite que Jupiter décrit autour du
Soleil.

Désignons par r et 7' les rayons vecteurs menés du centre de Jupiter aux centres
de gravité du premier et du second satellite, et par s le cosinus de Pangle com-
pris entre ces rayons : les fonctions perturbatrices R, et Ry g correspondantes
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aux actions du second satellite sur le premier et du premier sur le second auront
pour expressions

_! rs -
Roy=(rt4+r">—arr's) * — A Roo=(r+r"—am's) > ——

1o] -
-~
DY

72 2
2

De simples changements dans les accents donneraient les autres fonctions per-
turbatrices

Rin, Ress BRows Rasms Reos Rews Resyr Reo, Rew, Raes

provenant, comme les deux premieres, des actions mutuelles des satellites.

Les fonetions perfurbatrices dues aux actions du Soleil sur chacun des satellites,
fonetions que nous désignerons par Ry, Rii» Regr R,y s'obtiendront aussi par
des formules pareilles : ainsi on aura

R =(r+&—orfs) *— %3

Vol =

2
S

Enfin, pour la correction d’aplatissement, nous adopterons la formule de

Laplace
. K /1 o,
V= F <§ — SIn d> .

D’apres cela, si 'on désigne par Q, O/, Q”, Q" les fonctions perturbatrices totales
qu’il faut considérer pour les quatre satellites, on aura

Q = fm' R,y + fin” R~ fin” Ry + R0+ fV,
O = fm Ry o5+ f" Ry oy + f" Ry + [OCR o+ V7,

Nous allons développer successivement chacune des parties dont se composent
ces fonetions : dans ces développements, nous conserverons les inclinaisons des
orbites sur le plan fixe, au licu d’y introduire leurs inclinaisons mutuelles.

3. Les valeurs qu'il faudra prendre pour les diverses fonctions Ry 1), Rio,2)» Rio s,
Rii,005--+» qui correspondent aux actions mutuelles des satellites, se déduiront de
formules générales que nous allons d’abord donner.

On trouve dans le tome I°* des Annales de I’Observatoire (p. 268 et 272) le
tableau des termes dont se composent les fonctions R, et R, 4, borné au second
ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons; mais comme il entre dans
ces développements 'inclinaison relative des orbites au lieu de leurs inclinaisons
sur le plan fixe, nous n’en pourrons déduire que les termes indépendants des incli-
naisons. Quant aux termes qui en dépendent, le calcul en est assez court, et on
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pourrait, du reste, les obtenir au moyen des formules données par M. Le Verrier
dans la Connaissance des Temps pour 1844.
Désignons, suivant I'usage, para, ¢, ¢, », ¢, 6 les éléments elliptiques, et par /
la longitude moyenne; posons de plus, suivant les notations employées dans les
Annales de I’ Observatoire,

t
—y I . .
(@' + a'*— 2aa’ cosf) ’:;ZAWCOSI(E,

3
T2

1 . .
o' (@'~ a'*— 2aa’ cosP) > = S 2B cosif,
le signe = s’étendant 2 toutes les valeurs entieres de ¢, positives, nulle et néga-
nives; et enfin
I , drAL)

0 _
Ay = 1.2.3...pa dar

La valeur complete de R,,.), bornée aux secondes puissances des excentricités et
des inclinaisons, sera donnée par les deux formules suivantes :

Premiere partie.

.
(,.:_’_,,'2_2','\’5) 2

' y ? 2 T ; i) . .
:[_;_A(z,_i_e —28 (—2le()+x\(,)+A(z/)](‘OS(IZ/——I[)

-+ g (__21‘A<i)-—A(‘i)> cos [l —(i—1)l—w]

’

+%[(21+1)A(l)+ A(’] cos{(i+1)l'—il—w']
%[ Gir—5i)AD 1 (fi—2) A9 427 | cos [il! — (i — 2) I — 2w
+‘%€'[(—-2iz—i)A<‘>+(-2i_x)Ai‘”—A“/]cos[mﬂ1 i) = — ]
%[ Git 4 git-4)AD 4 (4i+6)AY + 28] cos [(i2) ' — il — 20"

| S ? © . .
—_ BG—1) 2 T I
+.B |~ ( sin —|—sm22>cos(zl il)
+ sintZ cos [t/ — (i — 2)l— 28] +sin* £ cos [il/ — (i —2) [ —20']
—l—ésincpsincp’{cos(il'—il—— 9’+9)*005[1'1’-'(1‘——2)1—9'—5];2’
expression dans laquelle 7 doit recevoir toutes les valeurs entieres, positives et

négatives, zéro compris.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(7)

Deuxiéme partie.

a - 2 /2
_ﬁ:f‘_[<—x+e —:e )cos(l’—l)——ee’cos(zl’——zl—w’—i—m)

+§ecos(l’-—m)-—inecos(l’—zl—}—zzs)——ze'cos(zl’-—l~w')

2
———%Cos(l’—}—l—zm)——%e’cos(!’———31—}—21;5)—1—3ee'cos(2l’—m’—m}
e'? 2n

——?cos(l’—{—l—zm’)——rg’ 6’2005(31’-——1—213’)]

r N
& [—<sin=§ -+ sin? %) cos{l! — )+ sin? c—';- cos{l'++1—20)+ sinz% cos({'~41—2§")

a’?
-+ %sinq:singo’[cos(l’-—l——e’-a— 0)—cos (' 4+ {—06 — 9)]]-
La valeur de R, o), au méme degré d’approximation, sera de méme fournie par
les formules suivantes.

Premiére partie.

W)=

(r*r'2—aprr's) 2,
la méme que dans R,).

Deuxiéme partie.

! ’ 2 /2
—'Tf:%[<—x+e ":e )cos(l’—-—l)—ee’ cos(2l! —2l—wn'+w)
. .3, 1
— 2ec0s8(l' — 24 w) + e cos(l—m’)——;e’ cos(2l' — l—w')

2
——g—cos(l’—i—l—-zm)——-ﬂezcos ! —3l+42w)+ 3ee' cos(2]l—w' —w
8 8 )

/2

——%— cos(l'—i—l-——zm’)——% 6'2005(31'—1—26')]

!

——%[—(sinzg—l— sin’%) cos{{'—1)+ sin“%cos(!’—}—l——a@)—k—sin’% cos(l/+4-1—26")

2

+§ sing sincla’[cos(l’——l——e’ﬁ—6)——cos(l’+l——6'——6)]]-

4. Pour les fonctions Ry, ), Riy.0,... qui proviennent de action du Soleil, nous
emploierons un autre mode de développement, celui dont on fait usage dans la
théorie de la Lune. Développons, par la formule de Newton, le second membre de
Iexpression

rs

1
Riy=(r+ &K —~2rf8) 2.._@,
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en négligeant, 2 I'exemple de Laplace, la quatrieme puissance du rapport ‘%

<méme pour le quatrieme satellite, ce rapport n’atteint pas L) La fonction R

400
L. 1 38— . . N
se réduira aux deux termes At m dont le premier est inutile & conserver

puisqu'il ne contient que les éléments du Soleil. On aura donc simplement

2 &3

Si, dans cetle expression, on remplace les quantités s, r, & par leurs valeurs en
fonction des éléments du satellite m et du Soleil, il vient, en se bornant aux
secondes puissances des excentricités et des inclinaisons, et mettant ¢ et ® au lieu
de sing et sin®, le développement suivant que nous empruntons & un Mémoire
de M. Puiseux sur les principales inégalités du mouvement de la Lune (Arnales
scientifiques de I'Ecole Normale supérieure, t. 1, p. 49) :

@

Ron= 5

L 3 3 21 .
[Z +Zcos(2{—21) +ZCcos(J;——II)—|— §¢cos(3{—zl-—ﬂ)

3. § X
—gecos(g—2l+M)— e cos(l—w)——%ecos(z{—l—w)

3
+Zecos(z£—31+uy)+%Cz—l—gC’COS(Z(,—ZH)

51 15 3
+§-ucos(4Q—-2l-—zH)— gdcos(zf\—zl)—|—ge’—§ezc05(2l——zm'}
3, p 15 15 .
+Ze cos(2f — 4L+ 25)—§e2 cos(z{—z[)—}—g e cos{2L—om)

3. .
—3 el cos(L-+1—M—w)+ T elcos(L— I+ TT—w)

21 6
+3 ebcos(3{—3l—ﬂ+w)—-—~3— elcos(3L —1—1—w)

8

3 . , 3
—gevcos(J\—Sl—t—H—!—m)——Ze{lcos({—l—II+z3)

3., 3, . 3 3
—59—g¥ cos(z{——zl)—f—gq’cos(zl-—26)+§q’cos(zf\—29)

3 3 3
—g@—-g@%os(z{——zl)+§<1)2cos(zl——z®)+%(I)’cos(z{uz(-)}

3

+-4-qo@cos(@——ﬁ)—i—z-Q(Dcos(zf——zl——@—f—é)
—-% v® cos(z.{:—(—)—@)——%q@b cos(zl—@—-@)]-

On obtiendrait R, ;) en remplacant dans la formule précédente les éléments du
satellite m par ceux du satellite 7/, et ainsi de suite.
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5. Il nous reste & développer la fonction V = E (i — sin2d>-
rs\3

Si I'on désigne par o I'inclinaison de I'équateur de Jupiter sur le plan fixe et par
360° — ¢ la longitude de son neeud descendant, par X la latitude du satellite m,
par ¢ sa longitude vraie et par ¢, sa longitude projetée, on a les formules

sind = sin & cosw + sinw cosAsin(¢, - ¢), sinA=sin(v-—6)sinae,
d’olr ‘

sind =sin(v—0)sing cosw -+ sinw sin( v, + ¢ ) yr—sin* (v — G} sin?p.

Les angles ¢ et  étant tres—petits et les longitudes ¢ et ¢, ne différant que par
des termes du second ordre au moins par rapport a ¢, la valeur de sin d peut se
réduire, en ne négligeant que des termes du troisitme ordre au moins en ¢ et o, a
I'expression simple

sind = ¢ sin{v—0)+ wsin(v-+ ).

Par suite, la valeur de V pourra s’écrire

V:,ITE %—[m sin(¢—8)+ wsin(¢ + &)
En y mettant pour r et ¢ leurs expressions en fonction des éléments du satellite et
se bornant au second ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons, on
obtient le développement

- K1
VZ[-L; 3 +ecos(l—m)

4+ 1 [ee+3e*cos{2l—2m)— ¢* — w*— 20w cos (b -+ 6) + ¢* cos(2{ —20)

wrcos(2l-+2d)+ 29w cos (2l + ¢ —0)] (

Pour obtenir les fonetions V/, V7, V", il suffit de remplacer dans V les éléments
du satellite m par ceux des satellites m', m”, m".

6. Les formules générales des n° 3, %, 5 nous fourniront tous les termes des
diverses fonctions perturbatrices qu’il faudra employer pour obtenir les inégalités
des éléments : ces termes ne seront d’ailleurs pas les mémes, selon qu’il s’agira de
tel ou tel élément d’un méme satellite. Nous prendrons pour régle de ne conserver
dans chaque formule que des termes comparables, et nous nous bornerons en
conséquence aux termes de I'ordre le moins élevé par rapport aux excentricités et
aux inclinaisons, en y joignant les termes de I'ordre suivant qui auront un petit
diviseur ou un grand coefficient, s'il y a lieu. D’apres les données de 1’observation,
les moyens mouvements des trois premiers satellites sont & peu pres comme les

2
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| S S , s o1 . .
nombres 1, - & il en résulte que les termes auxquels 'intégration pourra faire

acquérir de petits diviseurs seront ceux qui contiendront I'un des angles 2/ — /,
2" — I’ ou de leurs multiples. Il n’y a pas lieu de considérer les termes en 44" — /,
parce qu’ils seraient au moins du troisitme ordre par rapport aux excentricités et
aux inclinaisons; et quant au quatrieme satellite, son moyen mouvement n’a pas
de rapport simple avec ceux des trois premiers. D’autre part, les termes provenant
de V contiennent le coefficient K sans aucune masse : ils peuvent donc avoir des
valeurs relativement considérables. Voici, d’apres Laplace, les valeurs approchées
des éléments dont I'ordre de grandeur importe 4 considérer :

Excentricites :

"

e et ¢ sont insensibles, ¢”=o0,001342, €”=0,007277,
V' Annuaire du Bureau des Longitudes donne :
& —=0,0482388.
Moyens mouvements diurnes en parties du rayon :
r=3,551548, n' =1,769323, n”"=0,8782082, n” =0,376 4876;
et d’apres I’ Annuaire :
9% = 0,001 450 22,
d’ou
n—2an'=20,012902, n'—2n"=0,012906.
Inclinaisons en parties du rayon (le plan fixe étant 'orbite de Jupiter en i750; :
© =0,05392, o =0,05363, o =o0,05249, " =0,04682, ©=0,05304.
Masses (celle de Jupiter étant prise pour unité) :
m=—0,000017, m =o0,00023, m"=o0,000088, m’==0,000042, M = 1050,
Valeur de la constante K (en prenant pour unité de distance le rayon de I'équateur

de Jupiter) :

K =o0,0219013.
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CHAPITRE 1I.

INEGALITES PERIOPIQUES DU PREMIER ORDRE PAR RAPPORT AUX MASSES,

7. Nous allons déterminer, en premier lieu, les inégalités périodigues des é1é-
ments elliptiques et de la longitude moyenne pour chacun des satellites, en nous
bornant aux premieres puissances des masses, et nous en déduirons les pertur-
bations des coordonnées jovicentriques. Quand il s’agit des planétes, les éléments
elliptiques variant peu, on integre les équations qui expriment leurs variations en
regardant ces éléments comme constants dans les seconds membres. Mais, dans le
cas des satellites, cette premiere approximation serait insuffisante, car I'observa-
tion constate un déplacement assez rapide des nceuds et des périjoves (plus de
+2 degrés par an pour le neeud du second satellite). Il conviendra donc ici, suivant
la marche indiquée par Poisson pour le cas analogue de la théorie de la Lune, de
remplacer, dans les seconds membres, ceux des éléments qui changent au hout
d’un temps assez court par leurs parties constantes augmentées de leurs inéga-
lités séculaires : nous poserons, en conséquence, = = @, + af, § =0, + f3¢,
&' =@, + &'t,... Les quantités «, f, &, ..., sont, comme on le sait, les parties
do db do
dr’de’ i
pressions completes (n° 27 et 33). Pour le moment, il nous suffira d’observer que
les termes de ces expressions qui dépendent des dimensions de Jupiter sont de
beaucoup les plus considérables, en sorte qu’on a & trés—peu pres

non périodiques des valeurs de .-: on en trouvera plus loin les ex-

Kn Kn , Kn'
= p=———s o= F—

A== —> = s 7y
v a‘u a‘u

parmi les termes qu’on néglige, les seuls qui aient encore une valeur sensible sont
ceux qui proviennent de Paction du Soleil.

Cette modification de la méthode générale n’aura d’autre effet que de changer
un peu les dénominateurs introduits par 'intégration dans celles des inégalités
dont 'argument contient I'une des quantités =, 6, @',...; par exemple, en intégrant
le terme Msin{2/ — / — =), on obtiendra

M

— ————cos(2l'—{—®m) auliea de — -—F——
« an'—n

P cos(2l' —l—w).

Si I'on observe que la quantité « est précisément égale a la différence qui existe

entre n et la quantité que Laplace désigne par N, on verra que cette maniére

d’opérer revient a celle de Laplace, en ce qui concerne les inégalités du rayon
2.
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vecteur et de la longitude. Malgré cela, les formules que nous obtiendrons ainsi ne
seront pour nous qu’'une premiére approximation, et nous les remplacerons au
chapitre VI par des expressions plus exactes mais aussi plus compliquées, dont
quelques—unes se trouvent aussi dans Laplace. Nous ferons de méme pour les lati-
tudes, mais ce seront les formules du chapitre VI et non celles du chapitre II qui
coincideront avec celles de Laplace.

I. Inégalités des grands axes.

8. Occupons-nous d’abord du premier satellite. La variation du grand axe est
donnée par la formule

da 2 dQ
dt 7 na de
Considérons en premier lieu dans Q la partie /' R,,,, : nous devrons y prendre
ies termes d’ordre zéro et les termes du premier ordre qui contiennent 2/ — /.
Nous prendrons donc

R =~ A cos( il — il)— ai cos(l' —1)

| =

/3

+Aecos(2l —1—wm) + <B—-—

?) ¢ cos(al — I —o'),

en posant, pour abréger,

Dans les fonctions R 5 et Ry 3 nous n’aurons & prendre que les termes d’ordre
7éro, ce qui donnera

T o a "
Rp,y = = A® cos{il"—il)— e cos{{"—1),

R s 1 - 5 o ., a m
= = Al cos(il”"—ily— s cos(l"— 1),

2y

A® et A® désignant ce que devient le coefticient A quand on y remplace @' par a”
Ou a”.'.

De méme Ia fonetion R, se réduira a

3a?
Re,n = W cos{2 —a2l).

Enfin, 2 cause de la grandeur du coefficient K qui n’est multiplié par aucune
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masse, nous prendrons

K
V=—ecos(!l—w).
a

D’apres cela, en posant i = 1 -+ m, et éliminant la constante / au moyen de la
relation fp. = n*a®, nous trouverons pour exprimer la variation du grand axe la
formule

ma n i . . . ol -
da=— ; a A cos(il' —il)— - cos (I'—1)
pw n—nj a "
nzlla n [~ . . . . 2a2 , -
- v aA®cos(il”—il)— 7 cos (I — l)_]
pon'—nl
m" a n . . . o2 -
'—__I—zT’—n aAld) COS(Z[’//_._ ll)—(w,—cos(lm———l)
I —nj_ : )
3 I 4 n

2m'a n
— [ ; alAecos(2l —l—w)
2 on —n —a
n 2a? )
20 — n—a a’ )
2K n
— ecos(l — w).
[l[t n—uo

9. Pour le second satellite on devra prendre
Rew == + A® cos (il — il )— & cos(1— I')
(o) = 3 pr

+ Aecos(2l' —1—w)+ <B——a—z
2a

>e’cos(2l’—1—m’),

4

Ry = é A cos(il” — il')— 2= cos(1” — 1)

4
a 2

73

4+ Aecos(2l”" —l —w' )4 (B’— 2_(1_) e’ cos(2/ — ' —w"),

\

Y. . . . a .
Resy = 3 A cos(il" —il')— i cos({”—1");
Ry, se déduit de R,y en ajoutant un accent & chaque lettre; nous désignons par
A'® ce que devient A® gquand on y change a et @’ respectivement en a’ et a’, et
q y 8

par A’ et B’ les expressions — ; (LA 4+ A/, %(3A'<') -+ A"). De méme R,
se déduit de R, par 'addition d’un accent, et A'® désigne ce que devient A®
quand on change a et @’ respectivement en a’ et @”. Quant aux fonctions Ry, ;, et V',

elles ne different de Ry, ot V que par la substitution des éléments du second
satellite a ceux du premier.
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On aura par conséquent

ma _n ; o 2a'
da = — —; Py La’A(” cos(il — il')— - cos(l——l’)]
[J' — -
ml/ ! = ) . . Za,z
— ,a' _;i__; [alAl(l) cos (ll”———ll')—— ?,; cos(ll/_ l')]
v r"—n
m"a n . o oa'? ,
- Py P [a’A’W cos(il” —il')— i cos{l” — 1)
3 3]1_ a" n’ ,
— - — ——— cos(2L—2!
2 V‘, Jtﬁg(,—-n’ ( ~ )
4 ’
y dma [——,—n———a’Aecos(zl’——l*_m)
I 2n —n—ao
n’ alz , -
Ry — <“'B— ) eostal = 1—a) |
am’ad n
- 7 [ G - LN e cos(2l” — U — ')
& 2n"—n' —ao
n' 2a’? )
R — <a’B’__ 7 > e”cos(zl"—[’__w”)]
2K n

p’,‘;; "7:;; e COS( UV—ow' ).

Pour le troisieme satellite on devra prendre

"

Ry = = A cos(il — il") — 2 cos(1—1"),

T, . . a’
Ran= ;A’(') cos(i'—il")— pr cos(l'— 1)

A

a
+ A€ cos(2l"—1U'—w') + (B’— ?—a—,—1> e"cos(2l" —l'—5w"),

"

1 . . . a ,
R = 5 A" eos(il" —il")— — cos(1"—1").

7z
a 2

Rpay; et R,y se déduisent respectivement de R, et Ry, par I'addition d’un
accent. On aura par suite

3 a” . ma” nl/

.o . . 2al/;

T ——— [a"A<‘)cos(11—— i) — ——cos(l— l")] :
g n—n a .
et deux lignes pareilles provenant de Re.,,) et Ry,

puis deux termes provenant de Ry, et V”;

4 4ma” [ n”

"

P ;a"ANe cos(2l"— 1 — @)

Zn”e—.—n’—a

n

U 4 a“z e 4 4 ’
T (Vi) eostal — =) |
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On devra prendre enfin pour le quatrieme satellite

"w

R(a,o) = —'2-1.\‘([) COS( ll——-- l'l/”) _ [;._2 cos (l . lm)’

v

I . . a
R(J.l) = ";‘ A/(‘) COS( ll’ — ll”’).—- al_z COS( l' . lm),

"

1 s . . a
R = = A% cos(il” — il") — 7, cos(1"— 1),

ce qui donnera pour la variation de son grand axe la formule

m a/!/ n/l/

o . . a”?
0a = — —— — [a”’A<‘>cos( il—il") — — cos({— l’”):l,
v’ n—n a
et deux lignes pareilles provenant de R,y et Rp,o;

puis deux termes provenant de R, ) et V”.

II. Inégalités des longitudes moyennes.

10. Si l'on pose p :fndt, la longitude moyenne du satellite 72 a pour expres-

sion [ =g + ¢, et les variations de chacune des parties p et ¢ sont données par les
formules

o]
dp 3dQ de 2 dQ eVi—e 40 "85 49

dtt—  a@de’ dt  nada na’(1—|—\/1-——e*)d_‘f na:J,ngﬁE'

La seconde formule peut étre simplifiée : en effet, les termes de I'ordre le moins
élevé dans le second membre seront, pour la premiere partie, de 'ordre zéro; pour
la deuxiéme, du premier ordre; pour la troisieme, du second ordre. On peut done
négliger la troisieme partie et ne conserver dans la deuxiéme que les termes con-
tenant K et ceux auxquels I'intégration fera acquérir un petit diviseur. On peut en

e . e . dQ . ..
outre réduire a Py le coefficient de ——- 1l vient ainsi pour la seconde formule

de
de__ 240 e d0
dt ™ na da aona’ de’

et les valeurs & prendre pour les diverses parties de @ seront les mémes que dans
2
le § I; seulement nous prendrons en outre dans R, le terme %—jﬁ ceos(L — 1)

qui donnera pour I’élément ¢ une inégalité 4 longue période dont le coefficient n’est
pas négligeable.
Le méme raisonnement s’applique sans modification & chacun des trois autres
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satellites. On formera ainsi le tableau suivant pour les inégalités des longitudes
moyennes :

Premier satellite.

3m n M " . . 2a?
s om [ n L A sin( il — il — 2% i (1 —
dp =~ m (n’—n) [z aAlWsin(il’ —il) o sin(/ l)]
-et deux lignes pareilles contenant m” et m”.
UL L
+35 v B \%—n sin(2£ —21)

3K

adpn—a

3m 7
-+ e [(___n__) aAesin(2l ——w)

2 2n —n—o
+ <——’3—> <aB—2‘,f> e sin(20' —l—z,—,')J-
20— n—o a-

2

[ll aAY sin(il! — il)— 2% sin (1 — 1)]

esin(/—w)

et deux lignes pareilies contenant m” et m”;

3N a® n . N 3N a n ., .
_;[sz——%_nsm(z{_—zl)— (,_ c/{‘)35—(;65111(1\——11)

+ﬁl_ [——L———e <aé— 2a’-d—A> sin(2l' — I — &)
2 da

n L, dBE 2@ , ,
—_—— 2¢e (a Ja _F> sin(2!/ —l—w)]'

on —n—ao

L’inégalité d’argument £ — IT a pour période une année de Jupiter : elle est
analogue a I'équation annuelle de la longitude moyenne dans la théorie de la Lune.
De méme les inégalités d’argument 2¢ — 2/ sont analogues 2 la variation. 1l serait
facile de retrouver aussi I'analogue de V'évection : il suffirait pour cela de prendre

9 a’ . . , .
dans R, le terme ——fve cos(2{ — [ — =). Mais les termes qui en résulteraient

dans dp et d& seraient négligeables a coté des précédents, parce que e est beaucoup
plus petite que &, et que le diviseur 29t — 7 — « est, en valeur absolue, beau-
coup plus grand que 9. Et en effet, aprés avoir calculé I'expression analytique de

cette Inégalité, Laplace reconnait, lors de la réduction en nombres, qu'elle est
négligeable.

Document numérisé par la Biblioth&que Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(17)

Second satellite.

. . 2 72
so =31 ( " ) [li @ AOsin(il — il')— %sin(!—l’ )]

2 [J_’ n—n'
et deux lignes pareilles contenant m” et m”

puis deux termes en I et K comme dans dp

_6_r_n [(—,—n——)za’Ae sin(2!' — |l —w)
on |

v —n—a
+ <—,—n—7>1 (a’B— a_2> e sin(zl’—l———m’)]
on' —n—ao 2a

3m” n' 2
+—,—[(-”—ﬁ> aAesin(20"—1l' —w')
v 2n —n' —a

n' 2 ’y
-+ <‘—’—“W> (a’B’_ za(;z ) e” sin (2l”—“['——m”)].

on"—n — J

2

1 . . /2
5e = 2 -—nﬁ[_ll.(a’A(’)—i—a’A(,’)) sin (il — il’) — Zf‘ sin(l—l’)]

n' I Do, . 2d'?
e [Ta’A’l( ) sin(l” —il’)— 7 sm(l”—l’)]

pon”—n' i

"

et une ligne, analogue a la précédente, contenant m
puis deux lignes en I et un terme en K, comme dans d¢
m n' dA
+ = ——————2ead” —sin(2l'—l—w
[ da' ( )

! an' —n—o

y.

n (1, ,dB  3a%\ . Y
+ — e (;aB——za ZZZT+4717>SIH(2[ { m)]

dd
’ ! 12
n ye” <a’2 dB 24
;

dd @

4 7 1 d !
+ 2 [,,;, e <a’ %—2@1’7 —A> sin(2!”" —1l' — ')

> Sin(zlll___ll — wl/):l.

2 —n' — o

Troisieme satellite.

3m n” =y (D) e . 2a”?
6‘DI/:5U—”.<]L_———II/;> [;‘ a”A Sln(ll—ll”)—7sln(1'——l”)
et deux lignes pareilles contenant m' et m”
— deux termes en U et K
6m/’ n” 2 .
—— | | —=———— ) a"A e sin(2l"— ' — %)
. on”—n —u«
" 2 2
n 4 1/ I a 4 /4 4
—_—— ) e"{ad" B — — ) sin(2l”" — ' — .
+ <2n”—n’——o¢”> ( 2a’2> ( ")
3
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W [—li.( ”A“’+a”A<,"))sin(iz_-iz")—z—;fsin(z_z”)]

I

-+ une ligne pareille contenant m/

m” n’ 1 D . . 2a”
—r—— | 7 @ Al sin(il” —il")— 2 sin (17 — 1)
a

" "
H n —n 2

—+ deux termes en JIU et un-terme en K

m' n’ dA’
+— |- ——— _2¢e'a” sin(2{" —l — &'
{,L,, 2n// nl a/ da/l ( )
n” f dB 3 a”
” "R ” s " ’ 2% B
2_——‘_—71,” w d,,e (;aB—za’W—i—Z;l,—2 Sll'l(2l —l —w )

Quatriéme satellite.

"y

=31 < n ) [li @K sin (il — it") — 25— sin(1— 1* )]

—+ deux lignes pareilles contenant m’ et m”

~+ deux termes en U et K.

O = — [—- = (@R - @7 KY) sin (il— il") — 2 sin(1— 17 )]

—+ deux lignes pareilles contenant m’ et m”

-+~ deux termes en U et un terme en K.

1. Inégalités des excentricités et des longitudes des périjoves.

11. Les formules générales

de___\/l——e’_l_dQ. 1 — & edQ
dt — na e;l?’—nw(l—l—\/l—-e’) de’
t ?
dw _ Ji—e 1dQ §5 4o
dt — “nat ede  ppyi—edy

peuvent étre ici beaucoup simplifiées. Les termes de 'ordre le moins élevé dans

; : dQ . . . .

I'expression é 7o sont de I'ordre zéro, et parmi ces termes il en est qui acquerront de
petits diviseurs, tandis que dans I’expression e‘-ld—% les termes sont au moins du pre-
mier ordre : on peut donc négliger la seconde partie de %- Il en est de méme pour

1 ) . a9g - . . .
(d—’f : car P'expression é% contient des termes d’ordre — 1 qui acquerront de petits
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diviseurs, tandis que dans tang%‘% tous les termes sont au moins du second

ordre. Il est permis en outre de réduire a I'unité le radical 1 — e*, et il nous
restera les deux formules simples

de 1 1dQ do i 1dQ

At~ nateds’ di T naie de’
En méme temps la fonction Q pourra se réduire aux termes du premier ordre dont

le coefficient est considérable ou dans lesquels I'intégration introduira un petit
diviseur : on prendra done

K
Ron=Aecos{2l' —l—w), Run=Ruy=Roy=o0, V= P ecos(l—wm);

ce qui donnera, pour le premier satellite, les inégalités

, .
Se:ﬁ—,—n——aAcos(zl’wl—w)+—I}~ cos(l—m),
v a2an —n—a a‘pn—
m n . K .
edw = — ————aAsin (2 —l—g)+ —- sin ({ — =),
p 2n’ —n—a aun—a

12. Remarque. — Silon pose

esinw=—~Ah, ecosw==F,
on aura
de dk

e cos dw -+ sin
= — nw—, —
© dt’ di

dt dt

. dw de
= — ESlnG)'—,t-—I—COSw——'
&

dt’

et comme 'on a

de man | , Kn .
A= Asm(zl——l—uy)——msm(l—m),
dw  m'an. , Kr
€ a5 = ACOS(Z[——[——ZD')—!—ale'COS(l———-GS),
il viendra
dh  m'an , Kn dk m' an . , Kn .
o= Acos(2l—l)+mcosl, = ” Asm(zl—l)—aT[J'sml.

On voit que les seconds membres ne contiennent plus aucune trace de la quan-
tité = (cette circonstance tient au coefficient 1 de la lettre = dans les arguments
des termes conservés, ceux-ci étant exclusivement du premier degré par rapport
aux excentricités); et, par suite, on aura, sans faire aucune hypothese sur cet
élément,

ma n K ma n

K
N Lt ’ 3 J— L —_— .
dh = ~ an—n nA:.m(le —[)+—--“’HSlnl, ok = o am—n nAcos(zl 1)+a2ucosl

i

3.
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Mais on a
de=sinwdh+ coswdk, edm=coswdh—sinwdk,

et, par suite, il viendra pour d'e et edw les valeurs

Se:'i~,—n—~ aAcos(zl’——l—m)—{——lf—cos(l——m),
wan —n a*p.

N m' n . K .

e0w = — ———— gl sin(2l' —l—w) 4+ ——sin({—w),
pw oan —n atp

dans lesquelles n’entre pas la correction «. Ces nouvelles formules seront plus
exactes que les précédentes, et on voit méme qu’elles n’auront 4 subir aucune
modification tant qu’on ne voudra pas tenir compte, dans les seconds membres,
des variations des éléments a, n, ¢. Cette remarque est importante i cause du role

que vont jouer, dans ce qui suit, les inégalités de e et de = :
d’ailleurs a chacun des satellites.
13. Pour le second satellite, on prendra de méme

a

2a?

B(l,o) - <B'—
R —_ R J— V! — K ’ l’ !
(1,3) == 0, (1.5 = 0, = 5 e cos{l'—w'),
ce qui donnera les inégalités

- (a’B-— “'z> cos(2l'—1—w')

oe = —
7 7
Yo2n 2a

m” n'
7

w en”—n'

. 14 a?
ey =— ——— (a'B— 2_a_5> sin(2/' —l—w)

+ — ——— d A’sin (20" — l’—w’)—l—tL sin({’

v 2n"—n ay!

Pour le troisieme, on prendra

R0 = Rpes) =Ry =0,

s

> e cos(2l! —Il—w'), Ryny=A'€ cos(2l"—

K
a'Al cos(2l" — ' — ') 4 —— cos (!’
a‘u

elle s’applique

' —o'),

— ),

—w

R, y= <B—- 2‘;,2) e’ cos(2l"— 1l —w"), V'= ;K— e’ cos(l"—w"),

73

d’ou
ml n// 7y K
Y o—_ "R __ " ' 4 [~

de 7 o — 7\ @ B —-——a,2> cos(2l" — ' —w )+Wcos(1 ®"),
h \ H-
m' n” a” K

ellaw/l _ a//BI___ - . ” _ ’ _ 7 o . ” —_—r //\

Y — 5o ) Sin (21 U/ — &)+ e sin (I =" ).
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Enfin, pour le quatritme, la fonction perturbatrice se réduira & V”, d’olt résul-
teront les inégalités
K K
ae/// —_— COS ( l/// — w”/ ), el// 6EI// e ( ;i’.l ( lll/ - wl{/ ).

" ey Hn
" " .

14. Les formules qui précedent donnent seulement les termes principaux des
inégalités de I'excentricité et de la longitude du périjove; apres ceux-la, il y en a
encore beaucoup d’autres qui, bien que moins importants, auront des valeurs assez
considérables, si on les compare aux inégalités des autres éléments, et que, pour
cette raison, nous ne devons pas négliger : ils sont, comme les précédents, d’ordre
zéro par rapport aux excentricités, mais ne présentent pas de faibles diviseurs.

Si, dans la fonction R ,), nous prenons les termes

[ . i i crr . 3 a 1 a ; \
——;[mA“—{—A(,)] cos[il —(z———x)l——w]—{—;a;,zecos(l’—m)——;Eecos(l —ol+w

(dont le premier comprend le terme Aecos(2/'— /— =) emplové plus haut), il
viendra, pour le premier satellite, les inégalités nouvelles

!

m n I ; ; .
de=— — i~ [2iaA? +aAV] cos[il' — (i —1){—®]

7 zn’—(l—I)nz[ la -+ 1:| [ ( ) ]

m n 3 a m n 1 a?

ME22L cos(l!—m)— B 12 cos(l'— 2l ,

w n 2a’ ( @) v n—an2a” ( + o)
edw=... (il n’y a qu’a changer le cosinus en sinus).

Les fonctions R,y et Ry,s) donneront aussi des termes pareils, qu’on obtiendra
en remplacant les éléments du second satellite par ceux du troisieme ou du qua-
trieme.

De méme enfin les termes de Ry, , qui contiennent la premiere puissance de ¢
donneront les inégalités

. I a? I 9 3 n .
0 —— —| —— J— —_ —_—— —_—— —

" UV[ 2cos(l w) T m—s cos(2L—1 w)+42.)t> 371005(2& 5[+ZU)J7
e0m=.......... NI e e e e e e e e e e

On aura des formules analogues pour chacun des trois autres satellites.

1V. [négalités des rayons wecteurs et des longitudes.

15. Les formules du mouvement elliptique donnent pour lerayon vecteur I'ex-
pression

r:a[r-—ecos(l-m)—&—éez—ée’cos(al—zm)—i—...],
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et par suite les inégalités de cette coordonnée se déduiront de celles des éléments
par la formule

dr=2da—a[decos(l—w)+ edwsin(l—w)]+ae [Slsin(l——m)——a—agcos(l——m)]
-+ aede —ae[decos(2l—2w)+ edwsin(2{—2w)] + etc.

Or, d’apres les valeurs données plus haut, da contient des termes d’ordre zéro
avec des termes du premier ordre que leur coefficient rend comparables aux pré-
cédents; de et edw contiennent des termes d’ordre zéro, et si I’on se borne & ceux
des n® 12 et 13, ils sont beaucoup plus considérables que les termes de da; edl
et eda ne contiennent que des termes du premier ordre au moins, et ceux-ci
n’ont pas de petits diviseurs; enfin, ed'e et e*dw ne contiennent que des termes du
premier ordre au moins, mais pouvant présenter de petits diviseurs ou le coeffi-
cient K. La partie principale des inégalités du rayon vecteur s’obtiendra donc par
la formule

or=—aldecos(l—w)+edwsin(l—w})],

dans laquelle on mettira pour de et edw les valeurs des n® 12 et 13.

Les termes les plus importants apres ceux-la s’obtiendront en mettant dans la
méme formule les valeurs du n® 14, et en substituant en outre les inégalités des
n® 8, 9, 12 et 13 dans la formule suivante :

dr=da-+aede—ae[decos(2l—2w)+ edwsin(2/— 2w)].

On obtiendra ainsi, pour les inégalités principales des rayons vecteurs, les expres-
sions suivantes :

. m'a n K
1% satellite. ... or —=— ———aAcos(2l —2l)— —;
p. 2’ —n ap.
( ma’ n' a’*
or' =— —— (l'B—-—) cos(l'—1
. li ‘ v 2n'—n 2a?, ( )
2¢ satellite. ... ' o K
’ — —— ——— ad Acos (20" — 2l') — ——:
p! 2n”—n a'u
. ’n/ al/ nll ang K
€ A g — " - TR W LA LA .
3¢ satellite.... or"— ——H” P a’ B o cos (! ) a”[/,”'
4 satellite. ... or"—= — K
a/ll nr

Le dernier terme de ces formules montre que 'aplatissement de Jupiter a pour
effet de raccourcir tous les rayons vecteurs des satellites d'une longueur constante
pour chacun d’eux et inversement proportionnelle i sa distance moyenne.

Au reste, ce n'est pas la fonction V seulement qui amenera dans d7 une partie
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constante : outre celle que contient da, il en proviendra de chacune des autres
fonctions perturbatrices Ry1), Rio,2)» Rio,s) €t Rio ), €L pour les obtenir il suffira de
prendre dans les formules du n°® 14 les termes d’argument / — =.
16. La longitude jovicentrique ne se distingue pas de la longitude vraie, tant
qu’on ne conserve pas les termes qui dépendent des carrés des inclinaisons, et par
suite elle sera donnée par la formule (7)

v=1-+2e sin(l—z;s)—i—%e’sin(zl-—zw)—i— cees
d’ot 'on déduit
dv=27l+2[desin(l—w)—edwcos(! —w)] + 2edlcos({—wm)

+§e[&esin(:l——zw)——eamcos(zl-—2m)]+ge’Slcos(zl—gm)+.

Or, il entre dans ¢/ des termes d’ordre zéro avec des termes du premier ordre
ayant la méme importance; dans de et edw, des termes d’ordre zéro, dont les prin-
cipaux contiennent un petit diviseur ou le coefficient K; dans ed/, des termes du
premier ordre au moins, et ceux—ci n’ont pas de petit diviseur; dans ede et e*d,
des termes du premier ordre comparables a ceux de &/; enfin, dans e*d'/, des termes
du second ordre au moins.

En conséquence, les inégalités principales de la longitude s’obtiendront par la
formule

dv=2[desin({— ) —edwcos(l—w)],

dans laquelle on mettra pour d'¢ et edw les valeurs des n°* 12 et 13; les plus impor-
tantes apres celles-la s’obtiendront en substituant dans la méme formule les valeurs
du n° 1%, et en mettant en outre celles des n® 10, 12, 13 dans la formule

8.0:61+§e[6esin(2l——213)—6613005(21—213)].

D’apres cela, on aura pour les inégalités principales des longitudes les expres-
slons suivantes :

. am’  n .
1 satellite. 6y — — —— ——— aAssin(2!'—2/);
w o 2n—mn

n ’

. am n ary . 2m r ;
2¢ satellite. 6¢ =—"—- —— | d'B——)sin(l'—{)— ———a' A’sin(2 I"—2l'};
¢ 2n/—n 2a* v 2n"—n’

(*) Le premier terme ——; 9*sin(2f — 20) de la réduction a Pécliptique donnerait dans dv les termes
4

— icp[&p sin{2/ — 26) — 900 cos(2/ — 28) 4+ 987 cos {2/ — 26)] qui seraient au moins du second ordre.
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) . . Py mt n//
3¢ satellite. 6v" —= — A —w <a"B’ —

7

>s‘m(l”—l’);

2a’

4¢ satellite. ov"—=o.

Remarque 1. — Les formules que nous venons d’obtenir pour les inégalités prin-
cipales des rayons vecteurs et des longitudes sont presque identiques a celles que
donne Laplace (Mécanique céleste, liv. VIII, n° 4); I'identité serait plus complete si
nous avions fait usage des valeurs trouvées au n° 11 pour de et edw, mais nous
aurions ainsi moins d’exactitude. Les expressions qui précedent n’auront & subir’
aucune modification ultérieure, et les corrections qu’ameneront des valeurs plus
exactes de ¢ et de = porteront exclusivement sur les parties da et &'/

Nos formules different de celles de Laplace surtout dans les dénominateurs, mais
cette différence est tres-importante; car, si I'on fait usage des nombres de la

’ . ' . I . 1 1 I
Mécanique céleste, cela revient 3 augmenter respectivement de z»> de — et de —
5 20 100

de leur*valeur les coefficients qu’on y trouve pour dr et d¢, pour dr’ et d¢', pour
or” et d¢". (Voir la Note relative aux valeurs numériques, p. 87.)

Remarque II. — L’observation a fait reconnaitre qu’il existe toujours entre les
longitudes moyennes des trois premiers satellites la relation / — 3/ + 20" = o, et
que leurs moyens mouvements sont liés aussi par la relation » — 3n' + 2n” = o.
On en déduit

2" —o2l/=180"+1'"—1 et 2n"—n' =2n" —n;

il en résulte que les deux prineipales inégalités périodiques qui affectent le rayon
vecteur et la longitude du second satellite peuvent chacune se réunir en un seul
terme, savoir :

a n a’
pour le rayon vecteur.. — ——— [m”a’A’—— m (a’B—— ~>] cos(l'—1),
won'—n 2 »

a!
’ 19
i, h,n———— [m”a’A’— m (a’B—— i—)] sin (! —{).
g 2n'—n 2a* )
Remarque I1I. — Au moyen des valeurs données plus haut pour dv, dv', ",
et de la remarque précédente, on peut reconnaitre que la période de ces trois iné-

galités est la méme dans les éclipses des trois premiers satellites.
Ces valeurs sont de la forme

pour la longitude. .....

ov={(l1)sin(20' —2l), 0v' =(I[)sin(l'—1), ov" = (Il1)sin("—1).

Au lieu de rapporter les longitudes & une ligne fixe, nous pouvons les rapporter
a un axe mobile, car la position de cet axe disparait dans les trois arguments
20" — 20, I'— 1, I”—I'. Choisissons pour cet axe le rayon vecteur mené de Jupiter
au Soleil, ‘et supposons qu’a P'origine du temps les deux premiers satellites aient
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été simultanément en conjonction, d’oll e = o, ¢ == o; A cause de la relation, qui
a toujours lieu, nt — 3n't + 2n"t + ¢ — 3¢ -+ 2¢”" = 180°, on devra avoir ¢’ = go°.
Les formules pourront s’écrire

do=:(I)sin{en't —ant), &v'==(Il}sin(n't—nt), 8¢’ = (IIL)sin(e’ 4+ n"t-—n't).

Posons

n—oan =n —on" —un,
d’ol
2N —2nz=—{n-+o), —n=—(0n4+), B—n=—(nR" +n)

les formules deviendront

dv=—(I)sin(nt+wt), ov'=—(Il)sin(n't-+nt), o¢v ==(HI)sin(e" —n"t—aot)
= (II)sin{e" +n"t + wt).

Quand le premier satellite est en conjonction, n¢ est nul ou multiple de 360°,
donc alors d¢ = — (1) sinwz; quand il est en epposition, nt est un multiple impair
de 180°, donc d¢ = + (I)sinwt. On voit de méme, pour le second et le troisicme
satellite, que les inégalités principales de leurs longitudes, & I'époque de leurs
éclipses, sont exprimées par les formules

0v === (Il)sinw?, 8¢ === (Ill)sinw 2.
Ainsi ces trois inégalités, quand on les considere seulement dans les éclipses,
, A A ’oe 27 , ;.
dépendent du méme angle wz et ontla méme période —- Pour évaluer cette période,
® O]

il faut dans @ = n — 2’ remplacer n et »’ par les moyens mouvementis syno-
diques, ou bien, désignant toujours par r, r’, 9 les moyens mouvements sidéraux,
prendre w =n — ot — 2(7' — ot.) = n — 22’ + %. En faisant usage des nombres
du n° 6, on trouve cette période égale & 437,79, comme l'avaient reconnu
Bradley et Wargentin.

Remarque 1V. — L’équation annuelle de la longitude est renfermée dans le
terme &/ de ¢,¢ : pour obtenir celle du rayoil vecteur, il faudra prendre dans
Ry, les termes d’arguments £ + / — IT — % et £ — / — IT + =, et substituer dans
dr les valeurs correspondantes de de et edw. Il viendra ainsi, en négligeant 5% a
coté de n,

\

Ccos (L — M.

LY
Qr—

301 @
2

R

A cette méme approximation, il n’en résulte aucun terme nouveau pour la lon-
gitude.

Remarque V. — Pour nous borner aux inégalités du premier ordre par rapport
aux masses, nous avons négligé dans les valeurs de d'r et dv les termes de la seconde

7 ¥
L
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dimension par rapport aux perturbations des éléments : cependant, a cause de la
grandeur numérique des coefficients dans de et edw, il y aura lieu de faire une
exception pour les termes contenant les carrés et le produit de ces deux quantités.
Il sera commode, pour le calcul de ces termes, de remplacer les variables e et =
par les variables & et £ : les valeurs de r et ¢ deviendront alors

r—=a I——/lSil’ll——]fCOSl—l—é(/ﬁ%—/ﬂ)—-;[(/ﬂ—-—/L’)COSZZ—F‘ 2hksin2l}+4-. .. f,
v="+a(ksinl—h cosl)—{—% [F2—h2)sinal— 2 hk cosal]+. ...

Les termes que nous voulons conserver actuellement seront donnés par les
formules

Ar:g(slzz—i—élfﬁ) [(8/{ dh?)cos2!{+20hcksin2al],

~

Av=—[{dk*—dh*)sinel—2d8hdk cosal].

£ O W

Pour le premier satellite, les perturbations principales des éléments A et £ sont

S P K o ,. K
o/z._—g(l)sm(zl——l)—{—az‘u f olt_—;(l)cos(zl—l)+[tlu

ce qui donnera

Ar=g(Ip—g (1} cos(47 — 4,

5
Au:—é-(l)ﬂsin(4l'—4l)+7
4

K . , .
5 (I)aT;sm(zl — 2.

Les mémes formules appliquées a chacun des autres satellites donneront, en
faisant usage des valeurs du n° 13 :

A= (T — g () cos(a ' —al),

2¢ satellite. . .. ¢

5 I
‘Av’:———.(ll)Zsin(zl’——2l)+;(ll) K sin({ — 1.
' 10 4 2y
\Ar” © T — 8 (HIY cos(2l” —21'),
3¢ satellite. . .. | .
(Ao”—-—un) *sin(20 — 21’} + ;(m) o sin (17— 1)
\ ;
4e satellite.... Ar"=o, Av"=o0

Les termes qui précedent dépendant du carré de la force perturbatrice, il
importe d’observer qu’on n’en obtiendrait pas de semblables si I'on calculait les
perturbations du second ordre des coordonnées, au moyen des perturbations du
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méme ordre des éléments. On obtiendrait des termes tout a fait pareils si, pour

passer au second ordre par rapport aux masses, on devait introduire dans les

valeurs de Z—f, Z—f les inégalités A, &% : mais cela n’aura pas lieu ici, A et £

n’entrant pas dans les seconds membres.
On trouve une partie des inégalités ci-dessus dans la Mecanigue céleste (liv. VIII,
n° 18).

V. Inégalités des inclinaisons et des longitudes des nceuds.

17. Les formules générales sont

o]
de 1 1 do M8 de 4O\ do_  x 1 de
dt - naz¢1_ezsin@ do na2vl_e? d€ dw,, [lt—na?¢l_eisinq) dq).

. , . cp s , . d
mais elles peuvent étre simplifiées. En effet, 'expression L9 onnera des
sing db

termes du premier ordre au moins, et parmi ceux-ci il en est qui acquerront de
petits diviseurs ou dont le coefficient est déja considérable, et qu’on peut prendre

. N . . dQ .
par conséquent a I'exclusion des autres; I’expression tang—zi - donnera aussi des
termes du premier ordre au moins, mais sans petit diviseur; enfin 1'expression

tang 242 e contient que des termes du second ordre au moins. On peut donec
2dw

réduire (% 4 sa premiere partie, et il viendra, en remplacant 1 —¢* par 1 el
sing par ¢, les deux formules simples

do 1142 d9_ 1 1dQ

di T natodf’ dit T nwodg

Par les mémes motifs, la fonction Q se réduira aux termes du second ordre par
rapport aux inclinaisons, ayant un grand coefficient ou susceptibles d’acquérir un
petit diviseur.

On prendra donc

R,y = g B [¢* cos (41 —2l—206) —a0¢ cos (41 —2(— & — 9)],

R,y =0, Ry, =o, R(M):g% [¢2cos(20—20)—20Pcos(2L—0O—10)],
V:ég[cp’cos(zl—ze)—i—zq;w cos(2l+ 4 —06)1.
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I viendra ainsi pour les inégalités périodiques de I'inclinaison et du neeud, rela-
tivement au premier satellite,

,——-ﬂi (3} —.____..n 7 r_ _—
do = 8aB [2)1,_71_59005(41 2l—20)

a2n

__4n,__2n_.6—_@/(?’005(41’_2[_91__9)]

3oL @& n -
g?ﬁ} [D’G.—SCPCOS(?JQ—Z@)-—‘M(D cos (2. — (-)._9)]

K n . an
(lz[J. [77——@(9605(2[—29)+2n—(3

066 = ... (il n’y a qu’a changer les cosinus en sinus dans la valeur de do).

—+

N -

mcos(zl—{—q;——e)];

Pour le second satellite, on aura de méme & prendre :

Rio ———éB@) [¢cos(4l!—2l—28")— o200 cos(4I —2l—b§ —0G)],
Re,o :éB’ta) [¢2cos(48/—2l —26")—29' 0" cos(41' — 2l — 6" —5')7,

R(I,3) —= 0,

quant aux fonctions Ry, , et V', elles ne different de Ry ) et V que par la substitu-
tion des éléments du second satellite & ceux du premier.
On obtiendra ainsi :

!
9o’ = :—;éa’B(G) [;n’——nn-—ﬁ’ o cos{fl'—20l—20")
an '
R T rr—C— ﬁfgcos(4l’—2l——9'—9) l
-+ %éa’B’W [MT’%T———@’ o' cos(41" —al —26")

i
, 9" oS (41— 2l — §" — 6" !

a2n'
4,1’//_2nl_pl/_ﬁ

-+ deux lignes en U et K comme dans dg.

¢’ 09’ se déduit de d¢’ en changeant les cosinus en sinus.
Pour le troisieme satellite, on devra prendre

Reny =0, Rey=o,

R,y = éB’O) [0 Cos (41" — 2l —26") — 29" ¢" cOS (41" —21' — 6" — G,
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et pour R, et V” des valeurs analogues a Ry, et V; cela donnera les inégalités
. m' n”
OQDI,: U._,;/ é‘ a”B,(S) [le” —n — 6” CP” COS(4I”"_ 21/'_— 29”)
an’
4nll__2’7//__ ﬁl/___ @I
4~ deux lignes en U et K.

o' 005(41”—21’—6”_6’)]

¢” 09" se déduit de d9” en remplacant les cosinus par des sinus.

Enfin, pour le quatrieme satellite, les inégalités d'y” et ©”05" se réduisent aux
termes en 9t et en K, du moins quand on se borne aux principales.

Dans les formules qui précedent, les nombres 3, £,..., sont ceux qui ont été
définis au n° 6 : le nombre analogue qui se rapporterait au Soleil, ¢’est-a-dire la
variation séculaire du nceud de Vorbite de Jupiter, estnégligeable a coté de 3, £,. . .,
et en conséquence nous ne I’avons pas fait figurer, non plus que la variation sécu-
laire du neeud de son équateur.

V1. Inégalités des latitudes.

18. La latitude est donnée, dans le mouvement elliptique, par la formule
sini = sing sin(¢ — @), qui se réduit, en négligeant le carré de Pinclinaison,
ai=ogsin(¢— ). On en déduit

dA=dosin(v—0)—odf cos{v—0)+ gdvcos(v—@).

Il est permis de confondre sin(¢y — §) et cos(v — 4) avee sin({—0) et cos({ — G},
qui n’en different que par des termes de I'ordre des excentricités : on ne néglige
ainsi dans oA que des termes de la seconde dimension par rapport aux excentri-
cités et aux inclinaisons. Il viendra alors

dA=2dosin{/—0)—wdbcos({—9§)+odvcos({l—8),

et on peut reconnaitre que les trois parties dont se compose cette valeur renferment
des termes du méme ordre de grandeur. En se bornant aux valeurs principales
de d'p, 00 et dv, on trouve pour le premier satellite :

61:—% éaB(U [m"njgsm(y'—au——e)
2n L r____ _— I’
— T ¥ Sin (41— 31 9)J
IO @ n . , 2n ) -
—3 ?1_3[———~%_@cpsm(z{——l—-G)—~———2%_‘651n(2ﬁ—l—0)J
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1 K n an
— @ n__ﬁmsm 9)—!—2”_@&)605(!—}—4))]
m n

¢ 2n’—n

aAo[sin(2l' —1—8) -+ sin (21’ — 31+ 0)].

On aura de méme pour le second :

!
61’:-%% ’B(*)[ﬁ@’sin(f‘:l’-—ﬂ——@')
an' . ,
_4n,_2n_g,_§€psm(3l——2[—-9)]
r
—F_T'éa,B’(s)[—_————, _ n,_ﬁ,cp’sin(ﬂ”—?’l’—@')

2/n v ' ?1/ sin (41”—31’—6”)]

T e = —6
-+ deux lignes en O et K

4+ n —m” "A'—m (ad'B @ V—1—9 (—&.
7 —n a a'B—— o' [sin(2l'—{—§")—sin

On remarquera ici, comme pour les longitudes et les rayons vecteurs, que les
inégalités contenues dans les deux premieres parties de ¢’ ne dépendent en réalité
que du méme argument : on a en effet 4/ — 30’ = 30" — 21+ 360°.

Pour le troisieme satellite on aura :

m' 1 n”
0N = — 7 8‘ a’"B'®) [zn"—n'— S// C?” Siﬂ(3l” —al — 6”)
an” . .
T e == @,'g’ sin (30" — zl’——e’)]
~+ deux lignes en NV et K
ml nll a//g ) . B
— s (B — > ¢ [sin(al" — ' —6") —sin ([’ —6")].

24

Enfin, pour le quatrieme satellite, 01" se réduit aux termes en o et K.

Les formules qui précedent constituent pour le calcul des latitudes une premiere
approximation, analogue 4 celle qu’on a obtenue pour les rayons vecteurs et les
longitudes, mais elles sont moins exactes que celles des n*15 et 16; en effet, tous
leurs termes (excepté ceux de la derniere ligne dans chaque formule) devront étre
rectifiés quand on aura obtenu des valeurs plus approchées de g et 0, et c’est ce que
nous ferons au chapitre V1. Sous leur forme actuelle, ces inégalités ont 'avantage
de ne présenter qu'un petit nombre de termes.

Laplace n’obtient pas cette premicre approximation, et il donne immédiatement
(liv. VIII, n° 11) les formules analogues & celles que nous trouverons plus loin.

et 0 W
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CHAPITRE III.

RELATIONS ENTRE LES LONGITUDES MOYENNES ET LES MOYENS MOUVEMENTS
DES TROIS PREMIERS SATELLITES. — LIBRATION.

19. L’observation établit avec une précision tres-remarquable les deux théorémes
suivants : 1°le moyen mouvement du premier satellite, plus deux fois celui du troi-
sieme, est égal i trois fois celui du second; 2° la longitude moyenne du premier,
moins trois fois celle du second, plus deux fois celle du troisitme, est égale &
180 degrés.

Laplace a trouvé dans les actions mutuelles des satellites la raison de ces deux
théoremes : il en a donné une premiére démonstration dans les Memoires de I’ Aca-
denue des Sciences pour 1784, puis une autre un peu différente dans les Mémoires
pour 1788. Ces deux démonstrations ont été reproduites dans la Mécanique céleste
(liv. I et Yiv. VIII) : celle que nous allons développer s'appuie également sur les
mémes considérations.

Dans le mouvement elliptique le moyen mouvement est la quantité », mais dans
de
dt
constante : désignons-le par n,. Les deux théoremes & démontrer sont exprimés par
les formules

le mouvement troublé il est représenté par la quantité n -+ —- réduite 2 sa partie

no—3n, +2n, =0, nit—3n,i4-2nt4c— 3¢ 4 2" = 180°.

La différence étant assez faible entre n et n,, la quantité n— 3n'+ 2n” sera
extrémement petite, et on concoit que les inégalités les plus importantes des longi-
tudes moyennes seront celles ol entrera le diviseur (n — 3n’ + 27")2, bien qu’elles
solent du second ordre par rapport aux masses. Pour déterminer ces inégalités, on
peut, dans la longitude moyenne /= p + ¢, négliger la partie ¢ qui n’aménerait
en diviseur que la premiere puissance de n— 37’ + 22" en conséquence on prendra

dzl 3 dQ ' c o
—— = — ——=, et on ne considérera dans le
de? a de

second membre que les termes dépendants de I'angle L =/ — 37 + 2{" ou de ses
multiples. La fonction © ne contient aucun terme pareil, mais il en apparaitra si
Pon y remplace les quantités @, L e,...,a, l',..., par a + da, [+ &/, e + de,.. .,
a+da,l'+3dl,..., da, d/, ete., étant les inégalités trouvées an chapitre II; et
pour les obtenir il suffira de combiner convenablement les termes de Q avec ceux
des inégalités da, d/, ete.

pour le premier satellite la formule
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20. On obtiendra dans Q, et par suite dans Lfi—?’ des termes en L, en prenant les
termes de Q qui sont d’ordre zéro par rapport aux excentricités et aux inclinaisons,
et dont les arguments sont de la forme /' — @/ ou #/” — i, et y associant des termes
d’argument kl” — kl" ouw k" — El ou kl' — % choisis convenablement dans les valeurs
de da, ¢1,..., etc.

Considérons d’abord les termes d’ordre zéro dans Ry, et prenons
1 i . .
R,y = EA“) cos(il’ —il)

’ 2a .
(en convenant de renfermer — — dans le coefficient A‘”) .
\

On aura pour cette partie

d:l 3ifm
dee = T 2

~ ADsin(il' — il).
a .

Premier cas. — L argument que I"on combine avec il' — il est de la_forme ki’ — kl'.
On doit avoir £ = = 27, mais il suffira de prendre 2= + 2: et de doubler le
résultat. Les inégalités du premier satellite ne contiennent aucun angle de la forme
kl” — kI’ : nous n’avons donc a considérer que les accroissements da’ et &', Dési~

gnons par AZ[P I’aceroissement de I'expression quand on y change a' et ' en

a + da et !’ + &', il viendra, en différentiant par d,

d:l _ 3ifm [dAY ) , o
Aon=—r [ T Sa' sin(il' —il)+isl' A cos(il'— )]
ou bien, pour n’avoir que des dérivées relatives i a,

A &2 3ifm

i gy . i <
&) ® : ’ : s g7 oA (D) 7 .
dlﬁ— s [(A 4+ AW) P sin{il'—il)—i3l' A" cos(il ——zl)J-

Les valeurs 4 prendre pour da’ et &’ sont

da’ m’a n' ; . .
—a_':_TnT——n'Al(z) COS(2Z[”—2IZ’),
. m’a n 3 ; 1 ; . . .
0l = o (Z — A 3 A(“’”) sin (240" —2il');
en les substituant et ne conservant que I'angle ¢L, il vient, apres avoir doublé le
second membre pour tenir compte de la valeur £ = — 27,
d?l 3ifm' m"a'  n’ ; ; . 3 : _
a s __ () &) (28) (21) (2i) (i) o s
A=+ T [(A 4+ A9 A/ _<Zn L G DL >A ]smzL,
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ou bien

( A d_zl P _3_[ ad' mm’  w ALY (E n A b Ar('zi)>
. ) dt? 2 v " —n'| " 4 n'—n' 2
(r)
( — (A9 A%) A'fzii'] siniL.
Second cas. — L’argumen que l’on combine avec ' — 1l est k" — *[. — On doit
avoir £ =3¢, k= = a¢, ctil n’y a & considérer que les inégalités d'a et ¢4 Dans

la valeur d[ . . PP
a valeur de 73 ettons 37 au lieu de ¢; 1l vient

dzl__ gifm' 1 s o .
Tap= FA sin(3:' — 31},

et en la différentiant par d,

A—

di: = 2 @

“ i .
9I.ﬁni[(_2w A7) 2 sin (i — 3it) — 3131 A% cos (310 —311) |

Les valeurs a prendre pour da et ¢/ sont, en prenant £ = + 21,

da m’a n <o . .
= ——— A" cos (24" —2.1l),
a p n’—n

0] — m'a n (’3 n
A7) 7
p n'—n\4n —n

< (i T . (y . .- .
ACY— EA‘(“)> sin(2:1" — 214l),

et il viendra ainsi (aprés avoir doublé)

@l —— Sﬂ an? l—n’m” -————’ AP ( 2409 -+ A(Si))
' di: 2 pton’—n . '
{2) ¢ ' 3 N
. n .y 1 .o ..
( ot 3.‘\“‘) <7 )ﬂ A(“)‘—‘ -2' Al(u')J sini L.
dn"—

Si 'on considere ensuite les termes d’ordre zéro de Ry, On trouvera encore
deux formules analogues aux formules (1) et (2), et qui réunies a celle-ci donne-

\ dz! . . .
ront la valeur complete de A 77 bornée aux termes en L qui peuvent provenir

des termes d’ordre zéro de Q : car les autres parties de Q ne donnent rien.

21. On peut obtenir aussi des termes en L en prenant dans Q les termes du
premier ordre par rapport aux excentricités. Dans la fonction Ry ), par exemple,
les arguments des termes du premier ordre sont de la forme ¢({' — ) =1’ : pour
produire Pangle L, il faudra dans da, 2/, de,...,da’,8/,..., prendre des arguments
de la forme & (1" — I’y = 1" ou k(1" — 1) = {"; car la somme algébrique des coeffi-
cients étant nulle dans 'expression L =/ — 3/ + 2/”, on ne peut combiner, pour

former cet angle, que des arguments dans lesquels la somme algébrique des coeffi-

5
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cients soit la méme en valeur absolue. Mais les termes qu’on obtiendra ainsi n’au-
ront pas tous la méme importance, et pour se borner aux plus considérables, on
prendra, parmi les diverses parties de da, ¢4,..., da, ..., etc., dont les arguments
seraient convenables, celles-Ia seulement qui présentent de petits diviseurs (*;. Or
les termes d’argument £({” — [) = 1" ne peuvent avoir de petit diviseur, et parmi
les termes d’argument £(/” — ') =", les seuls qui en présentent sont ceux
en 2{” — /'. Ces derniers ne se trouvent pas dans les inégalités du premier satel-
lite : il suffit donc de faire varier les éléments du second, ce qui donne

N am”a n'
ol — — Vi ~ - ,A’e,COS(Zl”——[,——-‘m')
2 2 —n' — o
n' 24
G+ B = ) & cos (2" — ' —w") |5
oan” —n — " a”

N N Im”a n 2 ]
o0l =3dp = @ [( ,) Aesin(2l"—1U' — &)

o 2n” —n' — o

n’ 2 a ,
-+ (——f——;\ <B’-————e sin(20/ —1{ —m”‘;]:
on — i —a a

m’a’ n'
0 = —— —5—— A'cos(2l' — ' — %),
u 2n"—n
m’a n )
ein = —— ———— Alsin{2l/ — ' —&").
v 2n’—n ’

L’angle 2/'—1 étant le seul qui, par sa combinaison avec 2{" — /', puisse
donner L, nous prendrons simplement

Ron=Accos(2l' —l—w)+ <B——t—>e cos(2l' ——w'),

et par suite

d_’l . 3Im’
de:

'I:Aesin(zl’——l——m) <B—— —,f> ¢ sin(2l' ——r'; i

On peut encore simplifier, en observant qu'on peut se borner a faire varier
dans cette formule les éléments ¢’ et z'. En effet, si nous faisons varier seulement
e et », 1l viendra

d*l 3m
A - = f— ] —_ —_—
T U KB = >[6e sin(2l' —l—w')—e'dn’ vos(2l — | — &'

I

expression qui est de I'ordre zéro par rapport aux excentricités.

(") Il n'y a pas lieu & prendre dans da. d4..., 84',... les termes contenant le coefficient K. parce qu'iis
ne contiennent pas la longitude 7.
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Si I'on fait varier aussi les quantités @’ et 7/, il faudra a cette expression ajouter
celle-ci :

L d?l 3m
d:—

dB

az’ [——esm (2l -1l —w )+<da

+4[f> € sin(2l — [—m')] od’

——i;}lan2 [Aecos(zl’—l—w)+ <B————~) ecos(2l —l—ow )J 280,

La seconde ligne de cette expression est plus importante que la premiere, parce
que dans d7' le diviseur 27" — n’ — &’ ou 2n” — n’ — & entre au carré, tandis que
dans da’ il n’entre qu’a la premiere puissance : en confondant ¢/’ avec dp’ on a
déja négligé des quantités de méme ordre que da’. Or, dans cette seconde ligne,
outre le facteur e ou ¢ qui est en évidence, il entre un facteur €' ou ¢” introduit
par 8/'. Les termes de la seconde expression contiennent donc tous un facteur tel

—————» tandis que dans la premiere il entre seulement le facteur
(2n"—n'—a'p I

=" On peut donc se borner & faire varier ¢’ et ©'.

En résumé, pour obtenir dans les termes les plus importants parmi ceux qui
proviennent des termes du premler ordre de Ry,,), on peut réduire Ry ,, au terme

unique <B — —> ¢ cos(2l' — [ — "), et y faire varier seulement les éléments ¢
el &,

Le méme raisonnement fait voir qu’il n’y a rien a prendre parmi les termes du
premier ordre de Ry, En effet, les arguments de ces termes sont de la forme
/1" —1) =", et pour produire I'angle L il faudrait les combiner avec d’autres de
la forme % ({"—1') =1" ou k(!'— [) = I’ convenablement choisis dans les valeurs
de da, &, ete. Or il n’y a de petits diviseurs que pour les termes dont 'argument
est 20" — {’ ou 2/’ — I, et aucun de ces deux arguments combiné avec ¢ (// — {) = 1"

e peut donner / — 3/ 4 27",

Si I'on prenait dans Ry, et R, les termes du premier ordre autres que ceux
en 20" — /et 20" — [', ils conduiraient aussi, par les variations des éléments e, =,
¢,..., a des termes indépendants des excentricités, mais ne présentant pas de
petits diviseurs, ce qui permet de les négliger.

Quant aux autres parties de la fonction Q, elles ne peuvent donner aucun terme
en L; en effet, dans Ry 3, Rp, €t V il n’entre que les éléments du premier satel-
lite avec ceux du quatritme et ceux du Soleil : il n’y aurait donc A faire varier que
les quantités @, /, e,...; or les variations de ces quantités ne coniiennent pas a la
fois I’ et /” dans leurs arguments.

Finalement, les seuls termes en L qu’il y ait lieu de considérer parmi ceux qui
5.
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proviennent des termes du premier ordre de Q, seront donnés, pour le premier
satellite, par la formule

d:l  3m'm” n 20\
A—m= — aa'n® —; - A" | B— =) sinkL.
det: L an”"—n a'*

22. Sinous comparons la formule précédente aux formules (1) et (2) du n° 20,
nous verrons qu'on peut se borner a la considérer seule. En effet, les termes des
formules (1) et (2) ne contiennent pas de petit diviseur : ils sont du méme ordre
d’importance que ceux qui proviendraient des termes du premier ordre négligés
dans R, et Ry ;-

Par des raisonnements seinblables, on reconnaitra que pour obtenir les princi-
pales inégalités de la longitude moyenne du second satellite, parmi celles qui dépen-
dent de ’angle L, il suffit de prendre celles qui proviennent des termes du premier
ordre que contiennent les deux fonctions Ry, ) et R, »;, en se bornant aux deux argu-
ments 2/’ — [ et 2/” — ['. Quand on considere les termes en 2/" — / que présente
R0, il faut y associer, pour produire I'angle L, des inégalités dépendantes de
I'angle 20" — I, et de méme aux termes en 2/” — !’ de R, ;) on ne peut associer
que des termes en 2" — 7 : donc dans les deux cas il n’y aura lieu de faire varier
que les éléments du second satellite, et on verra, comme plus haut, qu'il suffit
de faire varier les deux éléments ¢’ et &’. On prendra ainst

Riioy = <B—— %) e cos(2l —1—w')
avec les variations correspondantes
se' = '"[j“ e N cos (2" — ' — ),
¢ dn’ = ’":,“/ ;”__n Asin(20" —I'— o),

el

Runy=Aéecos(2l"—1l' — o)
avec les variations correspondantes

ma' n' a'
66':—,-—,—— B—-——2 COS(21/———I-—-—ZD'I),
¢ o2n—n 24

. ma’ n' a . .

e o — —— e B— sin(2!' —I1l—w':

7 7 )
uwo2n —n a,

et 1l viendra

sin L,

dr[' v I !
Al _b6mm” n N
(A TR " [
di U 20" — 1 2a?

s

3 mm” n' a
-— a'tn A’ (B—— > > sin L.

2 a2a

w
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Enfin, pour le troisieme satellite, il suffira d’avoir égard aux termes de R, ,,
dont Pargument est 20" — I’ et d’y faire varier encore les éléments ¢’ et &' du second
satellite. On prendra en conséquence

Royn=Aé€cos(2l"—1'—w’)
¢t les variations

ma’ n' a .
b = —F ——— {B——} cos(2!' — I —%"},
wo2n —n 2a* '

ma' n

! !

. a .

e'dn = — ——— (B——;) sin(2l! —l—g'),
vl an—n\ 2a?,

et on aura la formule

’

d:1" 6mm’ n o .
A =—F—ada'n"—— A |[B— —}sinL,
A D 2R — N 2a°

Remarque. — 1l importe d’observer que les inégalités principales du second
ordre des longitudes moyennes se déterminent au moyen des seules inégalités de’
et dz’, lesquelles, suivant la remarque du n° 12, sont aussi exactes que si les péri-
joves se déplacaient peu.

23. Les formules trouvées aux n® 21 et 22 vont nous servir & démontrer les
deux théoremes du n° 19. En ne considérant dans chaque longitude moyenne que
les inégalités ol entrera le diviseur (n — 3n' + 2n"), on aura

’

dl  3m'm” n 2a\ .
e ad’'n? A (B— —7 ) sin L,

dai? vy on"—n'"
d2l gmm” n a
di? = 72 a’*n ;_n// ni A" {B— P Sin L,
" _
4
7 6mm’ n' a .
-—{F = — aa’'n” ;17—;2- A" (B — Py Sin L,
ol -

en confondant les quantités 2n” — n' et 27" — n; on en déduit

d2L _3 af n A [(B— i’) (m'm” +9 mm” 4 mm’)

dt: p 2n”—n' 2.a? a Joaz a’?
a 2a\ m'm"} |
-+ T T - sin L.
24 a at

Si l'on calcule, au moyen des nombres que donne Laplace, le coefticient de
sinL. dans cette équation, on trouve qu’il est positif et approximativement égal
a4 0,000007 783. Désignons-le par «* : 'angle L devra satisfaire & I'équation

approchée

a0 = a’sin L.
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Une premiere intégration donne, en traitant « comme une constante absolue,

dL\?
(E) =C—2a%cosL,

C étant une constante qui dépend des circonstances initiales.
Pour que cette nouvelle équation soit possible, il faut que le second membre soit

positif, et par suite que l'on ait cosL < 2%'2

1°Si on a = > 1, la condition sera toujours remplie, et il n’en résulte pas de
limites pour I'angle L, qui pourra alors croitre indéfiniment.
. C C
o] ? J— 9
2°Sil'ona T <1 et > —1, posons —; = cosw, et prenons pour » le plus

petit angle positif qui réponde a cette valeur; on aura toujours cosL < cosw; par
suite, angle L, abstraction faite, s’il y a lieu, des circonférences entiéres positives
ou négatives qu’il peut contenir, devra toujours avoir sa valeur absolue comprise
entre o et 27 — w, et ne pourra qu’osciller autour de la demi-circonférence.

. C - . .
E’hypothese — < — 1 n’est pas admissible, car il n'y aurait aucune valeur

réelle possible pour I'angle L. Nous allons reconnaitre que la premiere hypothese
doit aussi étre rejetée, comme incompatible avec les observations.
Supposons en effet qu'on ait C > 24>. On tire de 'équation

dL

dt=" — ——___;
yU—2a?cosL

posons L =n *+ , le signe de « étant celui du radical, il viendra

dx

dt::'
VC4-2a2cosx

Le temps que mettra I’angle a & croitre depuis zéro jusqu’a = sera donné par la
g >

formule

TE
2 dx
t_.f < —
¢L+2a cosz J, Ve

w3

puisque cosx est positif dans U'intervalle de @ =0 2 x = =; ce temps est done

NI*I

moindre que - En prenant o = 0,000 007 783, on trouve approximativement

2a\2

e

= = 4oo jours.
2042
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Ainsi, en supposant qu’on eut C > 24°, 'angle « n’emploierait pas deux années
pour arriver au quart de la circonférence : or cet angle a toujours paru nul ou
trés—petit. La seule hypothese admissible est donc la seconde, et par suite I'angle L
ne peut quosciller de part et d’autre de la demi-circonférence, qui est par con-
séquent sa valeur moyenne, abstraction faite des quantités périodiques.

La valeur moyenne de L est

Ryt — 3R, 4+ 20t +e— 3¢+ 2¢”;
on a done
net — 3\ t+2nt+c—3e +2¢" =7,

ce qui démontre le second théoreme. Le premier en résulte immédiatement : car
I'égalité précédente, ayant lieu pour une époque quelconque, se partage dans les

deux suivantes :
£e—3¢' 4-2¢"=mn, n—3n,+ 2n,=o.

Les deux théoremes n’ont lieu qu'entre les valeurs moyennes des diverses quan~
tités, en sorte qu'a une époque quelconque les expressions /— 30+ 20’,
n—3n + 2n” ne sont pas égales respectivement aux nombres 7w et o: mais
elles n’en different que par des termes périodiques, qui les font osciller autour de
ces valeurs moyennes. Il n’est donc pas nécessaire qu’a 'origine du mouvement on
ait eu rigoureusement les deux relations

{—3l'+2l"=xn, n—3n +2n"=o0;

ce qui aurait exigé pour les trois premiers satellites des positions relatives tres—
particulieres. Il faut pourtant que ces relations aient été assez approchées, afin
que, par suite des attractions mutuelles de ces trois corps, elles aient pu s’établir
rigoureusement entre les valeurs moyennes. Ainsi qu’on I'a vu plus haut, les con-
ditions que doivent remplir les valeurs des éléments & I’époque, quelle qu’elle soit,
que P'on prend pour origine du temps, sont exprimées par les deux inégalités
C < 2¢®, C>— 20% Orl'équation

dL\: \
<dt) =C—2a2cosL

donne, pour ¢t = o,
dL\*
—_— = C— 2 S —_— ! ”
<dt>t=o C—2atcos (e —3e' + 2¢")

la condition C < 2¢® revient donc a

dL52 3 21 ’ I/
<—l—{7/’:o<4a’sm 5 {e—3e' +2¢"),
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. . - dL ;
et, par suite, 1l faut que la valeur initiale de 77" yue Pon peut confondre avec

celle de » — 3n' 4 2n”, ait été primitivement comprise entre les limites
. 1 . 1 "
—!—2a5111;(s—3a’+25”) et ——2:zsm:(e——3£’+2a’).

La condition C > — 24 n’ajoute rien a la précédente.

On a vu, aun® 16, que les deux principales inégalités périodiques du second
satellite, provenant des actions du premier et du troisieme, se réunissent en un
seul terme, en vertu de la relation qui lie les longitudes; si cette relation résultai
seulement de I'observation, on ne serait pas en droit d'affirmer que ces deux iné-
zalités ne se séparcront jamais dans la suite des sigcles, et on devrait les distinguer
dans les Tables : il était donc tres-intéressant, pour la théorie du second satellite,
«de reconnaitre qu’elle n’est pas accidentelle et temporaire, mais la conséquence
«"une loi.

Les théoremes ont lieu encore lorsque I'on considere les longitudes moyennes
sviodiques, car la position de origine des longitudes disparait dans I'équation

| — 3l 42!"=~.

I vésulte de la que les trois premiers satellites ne peuvent jamais étre éclipsés a la
fois, et que dans les éclipses simultanées du second et du troisieme, le premier est
en conjonction et peut, par conséquent, produire une éclipse de Soleil pour
- Jupiter.
24. L’équation

dx

[gt - '—_"'_‘—‘—.____.,.
VU420 cosa

détermine Pamplitude a de Poscillation de I'angle L autour de =; 'angle « étant

. . . . . x
toujours tres-petit, suivant les observations, on peut remplacer cosx par 1 — —

ce «ui donnera P'équation
di — dx
\ C Aot gyt

?

s R oo CH 2z . . .
Désignons par D* la constante arbitraire ——- et par E une autre arbitraire, il

viendra
x=Dsin (2t + Ej,
et, par sulte, on aura

L= r=£Dsin(at + E},

en se borrant & considérer I'inégalité qui provient des termes du second ordre par
rapport aux masses.
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La période de cette inégalité est Edif = 2256 jours ou un peu plus de six ans;

quant aux deux arbitraires D, E, elles remplacent celles que suppriment les deux
équations
e—3¢+2¢"=mn, n—3n,+2n,=o,

ce (iui rétablit le nombre de constantes exigé par les équations différentielles.

al dU dxl”

1 1 donn ° -
Reprenons maintenant les valeurs de 73 g g données au n° 23 ; les iné

galités qu’elles fournissent seraient les plus considérables parmi celles qui affectent
les longitudes moyennes, si elles se présentaient en effet avec le dénominateur
(n— 3n’"+ 2n”)*. Mais on vient de voir que L = = + Dsin (az + E), D pouvant
étre positif ou négatif; on aura par suite

sinL =—sin [Dsin(at+ E}],

quantité que 'on peut confondre avec — Dsin («z + E). D’apres cela, si’on pose,

pour abréger,
! ’ !
p=32S "y <B—-“—>,

¢ an’—n' 2a*

et qu'on néglige la petite différence des deux quantltes — Z—a, il viendra pour

les longitudes moyennes des trois premiers satellites les 1negahtes

m’' m” PD 3mm” Q . amm’ PD

pr —aTsm(at—i-E), ol =— pir in(at+E), ¢l'= ——z—sm(at—I—E).

ol—=

a’?

Laplace désigne sous le nom de lLbratior I'inégalité IT;gsin (et + E), qui se répartit

ainsi entre les trois premiers satellites suivant un rapport dépendant & la fois de
leurs masses et de leurs distances & Jupiter. Cette inégalité est problablement in-
sensible, car toutes les recherches qu’a faites Delambre pour la déméler dans les
observations ont été infructueuses. Il faut en conclure que les mouvements primi-
tifs des trois premiers satellites ont fort approché de satisfaire aux deux égalités

l—3l'+2l"=7n, n—3n+2n"=—o0:

C
on a, en effet, D? = _‘E_“, et pour que D soit tres-petit, il faut que C soit presque

0 \ , : o C \ ,
égal 2 — 24?; par conséquent I'angle @ défini par cosw = 5o Sera trés-rapproché

de la demi-circonférence, et on a vu que I'angle L doit en étre encore plus voisin.
25. Les théoremes qui lient les moyens mouvements et les longitudes moyennes

des trois premiers satellites résultent uniquement, comme on I'a vu, des attrac-
6
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tions mutuelles de ces astres : il importe done de s’assurer que les actions étran-
geres ne viendront pas en troubler Pexactitude, et qu’ils continuent de subsister
malgré les altérations qu’elles pourraient produire dans les moyens mouvements.
Considérons, en effet, une inégalité & treés-longue période qui affecte les longitudes
moyennes, et ‘qui soit due & une cause quelconque, connue ou inconnue, comme
les variations séculaires de D'orbite et de I'équateur de Jupiter, ou la résistance
d’'un milieu trés-rare : solent Asin (it + o), Msin (i 4 0), A’sin (it + o} les
termes qui en résulteront dans les trois longitudes moyennes. Au lieu de 'équation

2

, d*L .
approchée ——= = 4*sinL, nous prendrons

é_lj = xrsink— i1 (A— 32 + 227 )sin (it + o),

PE
en conservant dans le second membre les termes d’argument iz + o, malgré la
petitesse de leurs coefficients, puisque par hypothese ces termes deviennent sen-
sibles, par I'intégration, dans les valeurs des longitudes moyennes; ce sont d’ailleurs
les seuls qu’il nous soit utile d’introduire au second membre, mais on n’augmen-
terait pas la difficulté d’intégration en y ajoutant tous ceux qu’on néglige. Si I'on
pose L = 7 + x et que I'on confonde sinx avec x, il vient

d*x

dt

St 1 (A—3W 4+ 24")sin (it 4+ 0) =0,

ct cetie équation donnera, si I'on y regarde les divers coefficients comme des
constantes absolues,
. . e N
x==Dsin(zl+ E)+ T—,().—3)\’—{—zn”)sm(zt—‘r—o).
Y
Le premier terme de cette valeur est celui dont on a déja tenu compte, et quant

l2
le rend

au second, qui donnerait une espece d’équation séculaire, le facteur -
q e

négligeable, parce que le nombre ¢ est tres-petit et beaucoup plus petit que «.
Ainsi la partie de « qui provient de la cause perturbatrice considérée est tout a fait
insensible, et, par suite, les théoremes subsistent.

Pour qu’il en soil ainsi, malgré les altérations que cette cause produit dans fe
moyen mouvement de chaque satellite, il faut que les inégalités qui en résultent
soient telles, que celle du premier, augmentée de deux fois celle du troisieme, soit
égale a trois fois celle du second. Ce rapport n’existe pas entre les termes
Asin (it +o0), ¥sin (@ +o0), X'sin (¢t + 0), que fournit la premiere approxima—
tion, mais la libration des satellites modifie d’une maniere remarquable ces inéga-

d:

lités, et les amene A satisfaire i cette loi. Prenons en effet dans la valeur de T
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d:l m'm”

les termes en sinL calculés plus haut, savoir : = TPSiHL; I'angle

&

L =1{0— 30+ 20" contient dans son expression des termes en i+ o, les-

quels, par subslitution, feront apparaitre de nouveau cet argument dans I

Pour obtenir ces nouveaux termes, il suffira de remplacer L par la valeur
1? e . i? e e

7+ 5 (A—=3¥+2X")sin (it + 0}, ou sinL par -—72_—%()\—3)\’—!‘2).’)sm(zt—i—o)‘

I en résultera dans / I'inégalité

m'm” 1 o - iy e
g Piz_az(lw&/.’vq‘—z?.)sm(zl—‘.-o),

laquelle n’est pas négligeable, parce que le dénominateur :2 — #* se réduit sensi~
blement & — «?, quantité dont la valeur absolue est du méme ordre de grandeur

m'm”

a

que le facteur P <si 'on fait usage des nombres de Laplace, on trouve que

/

m’ m”

a2

I'expression

I . I I
P — est comprise entre 3 et —>-
o 4

<

En opérant de méme pour le second et le troisicme satellite, et ajoutant les
termes nouveaux aux termes primitifs, on trouve que les inégalités dont il s’agit
sont données finalement par les formules

R m'm” }h—33 =227\ . .
01:<1+ e P g >511](1t+0),
<, R Smm” _ 3 —3¥ 420"\ . .

ol'= (/! —— P = - ) sin(it+o0),

P
N . amm' 7} — 3k .
ol = {2+ — P — ) sin(i + o).
a’t 1 — ot /

On en tire
14 2 AN

8l — 381" 4 200" = (7.— 31/ 4+ 23") (1 + ) sin (it +0);

h oty

, se réduit & zéro si I'on peuat négliger ¢*

92

a coté de o°.

or le facteur 1 +

11—
Ainsi, par les actions mutuelles des trois premiers satellites, les inégalités & longues
périodes de leurs longitudes moyennes se coordonnent de maniere & satisfaire &
I’équation qui régit les moyens mouvements, avec unc exactitude d’autant plus
grande que la période est plus longue.

On devra donc tenir compte de cette remarquable modification dans le calcul
des inégalités de cette espece, et en particulier dans le calcul des équations sccu-
laires des satellites. Si la période n’est pas tres-longue, les inégalités approcheront
moins de satisfaire & la relation précédente, mais la correction pourra cependant

étre encore tres-sensible, et pour qu’il y ait lieu de Vappliquer, il suffit que le
6.
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nombre ¢2 soit au moins du méme ordre de petitesse que o2, c’est-a-dire que la
période soit d’au moins six ans.
L’éguation annuelle est dans ce cas, puisqu’elle a pour période une année de

. - , o 39U a3 n . \
Jupiter. Elle a été trouvée au n° 10 sous la forme —— 7{73—@851“ (g — 1),
ce qui donne

. 30M & n 3908
h=— . RS T
On aura donc
A— 3N 22 = — 39T <i_§, + i>,
n n n

et, par suile, les équations annuelles des longitudes deviendront

’ " 7

R AN m’'m 1 I 3 2 )
6l=—3E]| - — P — —— =+ — | |sin(—1;
| n a N*—a*\n n n 7
N R 3mm” I [ 1 3 2 i
o/ =—3,0] 5 ———P o[- — 5+ 5 ) |sin{ —10,
n a I — ' \ nn n n ~ /
. IR oamm’ 1 1 3 2 . .
ar=—3e| L 22 L (13 2\ G e,
| n a N'—a*r\n n n"J L

Ces expressions se simplifient un peu si, outre la relation n — 3n'+ 20" = o,
on admet les deux suivantes, qui sont beaucoup moins exactes, n = 2n’, n’ = 2n".
Cest ce que fait Laplace.

CHAPITRE 1V.

INEGALITES SECULAIRES ET A LONGUES PERIODES DES EXCENTRICITES
ET DES LONGITUDES DES PERIJOVES.

26. Dans I’étude du mouvement des planétes, les formules qui donnent le déve-
loppement de leurs inégalités séculaires suivant les puissances du temps peuvent
suffire aux besoins de I’Astronomie; et ¢’est seulement pour démontrer la stabilité
du systeme solaire que 'on a recours 4 une intégration plus exacte des équations
différentielles qui déterminent ces inégalités. Mais des formules analogues seraient
trop peu approchées pour le monde de Jupiter; car la promptitude des révolutions
y rend sensibles au bout de peu d’années les altérations dans la forme et la posi-
tion des orbites, qui ne se développent que par la suite des siecles dans le systeme
planétaire. Nous devrons, en conséquence, dans les équations que nous obtien—
drons, regarder les éléments comme variables aussi bien dans les seconds membres
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que dans les premiers, et nous aurons ainsi a intégrer un systeme d’équations
différentielles simultanées.
Dans la théorie des inégalités séculaires des planétes, on se borne 4 considérer
les termes des fonctions perturbatrices qui sont explicitement indépendants du
temps. Supposons que la variation complete de I'élément p soit donnée par la for-

mule % = A + B, la partie A ne contenant que les éléments, et la partie B étant

toute périodique : on aura rigoureusement

p=const.+ [ Adt+ | Bdt.

En général, pour de tres—grandes valeurs de ¢, tandis que la partiefA dt peut

prendre de grandes valeurs, la partie fB dt ne donnera jamais qu’une quantité
assez petite; ce qui permet de la négliger et de poser en conséquence, pour la

recherche des inégalités séculaires, I'équation % = A. Mais cela ne sera plus

ermis si la partie | B d¢ acquiert par 'intégration de petits diviseurs, ou si cer—
p g )

tains termes de B présentent de grands coefficients.

En conséquence, nous devrons conserver dans nos équations, outre les termes
non periodiques, les termes périodiques dépendants des angles 21’ — 1, 21" — I’ ou de
leurs multiples, ceux qui contiennent la longitude £ du Soleil sans combinaison avec
une longitude de satellite, et enfin ceux qui contiennent le coefficient K, méme lorsqu’tl
y enire une longitude de satellite. De cette maniere, nos équations donneront en
méme temps les inégalités séculaires et les inégalités a longues périodes.

Quand on se borne aux termes du second ordre par rapport aux excentricités et
aux inclinaisons, les fonctions perturbatrices ne contiennent aucun mélange des
quantités e, » avec les quantités ¢ et : il en résulte que les équations différen—
tielles qui déterminent la forme et la position des orbites se partagent en deux
groupes distincts et indépendants, se rapportant, le premier aux excentricités et
aux longitudes des périjoves, et le second aux inclinaisons et aux longitudes des
nceuds. Nous nous occuperons successivement de chacun de ces deux groupes dans
ce chapitre et dans le suivant.

27. Les formules générales qui expriment les variations des éléments e et =
peuvent encore, si I’on veut ne retenir que des termes comparables, se réduire aux

suivantes :
de 1 dQ  dw 1 dQ

dt " natedw’ dt  na'e de’

en conséquence, les seuls termes utiles de la fonction Q@ seront donnés, pour le
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premier satellite, par les expressions suivantes :

R,y = i—eﬁ (A 4+ AD) + % ee' cos(w—o' ) (AT — AV — AV ) A e cos(al/—1 —w),

ou plutédt, en faisant usage des relations qui lient les coefficients A¥ et B®,

RW)_—:%B(U ez_%Bmee'cosua—w')—l—Aecos(zl’—l—m);
Ris) = = B 2 — - BO) ee” cos (w—w");
8 4
Ry = 1, Bme — % B ee” cos(w— w”);
3 a*e? 15a%e?
R(o,,)_—:g — tE cos{2f —2w);
K K
V= e’ —ecos(l—wm).
24° a?

On aura, par conséquent, les deux équations

z—;; = __m’pﬂz BZ) e sin(o—wn')— m;an ¥ e sin(w—w")— m”;:zn B—[;z e’ sin(m—w")
. -
_man sin(2l! —l—w)— 345 é)l”;an %: esin(2f —a25) — g—ggsin(l——m):
m' an B "an B m”an BOW 2
G R i s )
— m;fm BZ e cos(mw—a' ) — Qz;an B%) e cos(w—m”)— ml;an Egl ¢"cos{w — @)
m'an 15 Man a* ‘ Kn

Acos(2l! —l—w)+ — ecos(zf;—zm)—kmcos(l——m).

PRI A

Posons, pour abréger,

mla, B(l) ” B(,) w B(;)
(O,I): lT (0,2):&[{2}__4_, (0,3)_—:lnuanT,
’ () ” R (2] w Iy ()
lo, ]_myanB4 , 0’2]:m:n B4 , [0’3] myan 154 ,
2 . 3
(0)=Knm [o]=2Wna.
ap. 4 p &

et au lieu des variables e, », ¢, ©’,..., introduisons les variables A, &, A, ¥,...,
liées aux anciennes par les équations

h—=esinw, k=ecosw, h=¢sinw’, k' =¢ cosw’, elc.
On aura les formules

dh de de  dk

. de dw
— = SnNw + COSw.e —— —— == ~— — 8i e —
di di i’ dr COS® dt sinw. e a7’
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de dw
et, par suite, en remplagant - e —= par leurs expressions,

dt
[g; o, 1)+(o,2)+(0,3)+(0)—t—[0]%I;’——[o,t]/r’——[o,z] k" —Tlo0,31 k"
m’an .
Acos(2l'— 1)+ {o)cosl~+ 5[0} (kcos2{+ hsinag),
(1) I
%;-:—g<o,1>+<o,z>+<o,3>+<o>+[o]}h+[o,n1/z'+£o,z] W'+ [0,3]

m'an

Asin(2l/—1)— (o)sinl—5[o](ksin2f —hcos2.g ).

[y

Pour le second satellite, les diverses parties de la fonction perturbatrice seront

F2RN

) ecos(a2l'— | —w');

Rowy= z B e’? -—-%B(” ee cos(w—w' )+ <B —_— :

g 2
1 I
Ry = gB'm e — ZB,M e’ cos(w' — ')+ Ae cos(2l"—1U' —w');

U/

1 - I .. ,
Ru,a;:gB’(‘)e’?— ZB’“) ee’ cos(n —w");

Ry et V/ se déduisent de R,y et 'V en remplacant les éléments du pre-
mier satellite par ceux du second.

Si P'on pose de méme

ma’' n’ B m”a'n’ B'Y m’a'n’ B

(‘,0)—“;,—77 (1»2):—7’“ 7 (1,3) = Py i
. ma' ' B® m”a' n’ B m'a'n’ B
0 i s PP B LCCLLSE AR, i Y UL A
w4 v ¥4
. Kn’ 3 n a
0= ag =75~
'l 4 vk

on aura les deux équations

L di . 5
| ((T;::;(1,0)—}—(1,2)—;—(l,3)-}—(1)+[1]:/z"—-[l,o]/f——[l,z]lt”—-[l,?)j/z”'
x _s_ﬂ_‘fT'i (B———a—,,> cos(20 — 1) + man Acos(2l”— 1" 4 (1)cos !’
[ 2a
< +5[1](h cos2 8+ I sina ),
(2) ¢ |
Ik .
S = (1,0) 4+ (1,2) -+ (1,3) + () [ A+ [0 ) A [, 47+ [1,3 ] 4
_man (B———)sm(gl’—l\——m an Alsin(2l”"—1")— (v)sinl’
v 2@ ! v
— 5[t} (A'sin2£ - A’ cosaf ).
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Pour le troisieme satellite, on devra prendre

R(.0) identique a Ry, sauf le changement de e en ¢” et vice versd,

Ry, identique a Ry, sauf un accent ajouté a chaque lettre,

1 1,
Ry = 3 B7() "1 — Z B¢ e"e” cos(w” — m”);

et en posant de méme

n’la n’/ B( [) ,n, al/ n// B,(\ ) ’n/// a// ’l/, B”( |>
(2,0)= —5— i (2")=T i’ {2,3)= G
n’la” n,/ B(z) m, a// nl/ B,(2> " /4 14 ”(2)
[2,0]= 2827 (5 =22r BT [, =AY
¥4 2 4 v 4
Kn” 3 Ain”
(2):_//-2-—/77 [] 7 T _3’
a’p. 4 [ZAE®

on obtiendra les deux équations

"

O (2,0)+ (2,1) + (2,3) + (2) + [2]] K —[2,0] b — [3,1] K — [2,3] k"
N +£n—-z,,—n <B’—§%> cos{20"—1')+(2) cosl"+ 5[2] (k" cos2.0 + A" sin2 £ ),
h l///
-(d—it-:—{(2,0)—}—(2,1)—{—(2,3)—{—(2)—|—[2]}/l”—}—-[2,0]/t+[2,1]/L’+[2,3]/)w
__md'n <B’__;%>sm( 21" —1')—(2)sinl”"—5[2] (h”sin2 £ — A" cos2 £ ).

Enfin pour le quatrieme satellite on devra prendre

v

R, identique a Re,s;, sauf le changement de e en €” et vice versd,
Ra,n » Ry, » ¢ ene” »

Re,o » Rezoys » e’ en e” »

et si 'on pose

ma” n" B(,) m' a" n" BIU} m’a"n” B”(
(3’0)'_’ [ T’ (3)1)_# ’ (3’2):'_//!-' ?
2 2 4 2 4
[3,0] — ma”[n/// E, [3 I] mlal”n"lvBl(j;‘ [3 l)] ’)l” /s /// B’/(Z)
‘U. 4 s ——_HI/, 4 b 3o — T 4 ?
(3) Knll/ g 3 gl'L' ’l’” Il”/:\
a”"p []:Z_m‘-‘ﬂ
22 A
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on aura les deux équations

% = {(3,0)+(3,1)+(3,2)—1—(3)’+[3]}k"'—[3,o]lf-—[3,1]lff_[3,2]1w
y +(3)cosl” +5[3] (k" cos2£ + I"sin2 ),
4)

d_;f:—3(3’°)+(3”)+<3,2)+(3>+[3]2/t"’+[3,o]h+[3,x]h'+[3,2]hv

—(3)sinl” —5[3] (k" sin2£ — h" cosa L ).

28. Les équations (1), (2), (3), (4) forment un systeme de huit équations dif-
férentielles simultanées, dont I'intégration fournira des valeurs tres-approchées
des quantités A, £, #,... et par suite des excentricités et des longitudes des péri-
joves. On peut, dans ces équations, regarder les grands axes, et par suite les coef-
ficients (0,1), [0,1], (0), [0], etc., comme des constantes absolues : en effet, les
grands axes n’ont que des inégalités périodiques. 11 est vrai que quelques-unes de
ces inégalités dépendent des angles 2/'—/ et 2/”—/’, et comme nous conservons
dans nos équationsles termes qui contiennent ces angles, on pourrait croire que les
coefficients (o,1), [0,1], elc., devraient étre remplacés par une partie constante,
plus une pariie dépendant des mémes angles; mais cette derniere peut étre négligée,
car elle contiendrait deux masses et une excentricité, tandis gue les termes comme

m'an

A cos(2l"—1), par exemple, ne contiennent qu'une seule masse et sont indé-

pendants des excentricités.

Pour la méme raison, on peut ne pas tenir compte des inégalités des longitudes
moyennes et prendre par exemple / = nt + ¢, n et & étant des constantes absolues :
les termes proportionnels au temps qu’amenerait la partie ¢ peuvent étre supposés
renfermés dans nt, et les inégalités qui dépendent des angles 20" —/, 20" — /', £
ajouteraient aux termes primitifs d’autres termes contenant une masse et une
excentricité de plus.

Pour obtenir les intégrales completes du systeme des huit équations différen-
tielles simultanées, nous commencerons par négliger dans chacune d’elles les
termes affectés de sinus ou de cosinus, ce qui les rendra linéaires; ayant trouvé
les intégrales du systeme d'équations linéaires obtenu, nous ferons varier les
constantes arbitraires amenées par I'intégration et nous obtiendrons ainsi les inté-
grales des équations différentielles completes. Mais il ne faut voir dans cette marche
qu’un procédé d’analyse et non une méthode d’approximation, car on peut obser-

ver que parmi les termes d’abord négligés il en est de plus importants que ceux
P g

mp(m Acos(2/'—/) est du premier ordre

que I'on conserve : par exemple, le terme

par rapport aux masses et d’ordre zéro par rapport aux exccntricités, tandis que

7
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les termes comme (o0,1) 4 sont du premier ordre a la fois par rapport aux masses et

aux excentricités.

Nous aurons done & intégrer d’abord le systeme d’équations linéaires simul-

tanées
%{-é:_(0,1)—|—-(0,?)+(0,3)+(0)—{-—[0]}/:‘—[0,1]/;’—[0,2]/z”——[o,?)]lz‘”',
(7/:%:{(1,0)4—(!,2)—&—(1,3)—1—(1) —+~[I]%/1”——[1,u]/y-—[u,z] i — (1,31 47,
j—jf—”::(2,0)+(2y1)+(2,3)+(2)—i—[Zle’”—[z,ojlf—[2,1] i —[2,3]47,
(5) <%:§(3:0)+(3:‘)+(\3;2)+(3)+[-3]}/z”/———[3,0]/{-—[3,!]]1/-—[3,2]/[”,'
%:—5((0’1)+(072)+<0,3)+(0)+[0]}/1—{—[0,1]/l'+[0,2]/l,"—{——[0,3}/1”',
:Zl’:—",(1,0)—%—(!,2)—%—(‘1,3)-&—(1)—%— I {lz ol {2+ [,3147,

....................................................................

Ces équations sont celles qu'on obtiendrait si I'on cherchait seulement les iné-

galités séculaires.
29. Pour intégrer les équations (5), posons, suivant la méthode connue,

h=Msin(gt+8), K =»Wsin(gt+3), I =MNsin(gt+p5), " =MN"sin(gt+ 5},
kF=Mcos{gt+58), K =DMcos(gt+p8), «oviviiiiivr.iis P

ces valeurs donnent une solution, si les indéterminées M, M, M”, M” et g satisfont

aux quatre équations

\ {g— (0,1) —(0,2) —(0,3) —(0) — [0]{ M+ [0,1] W'
‘ [10 %h‘———(l0)-—(1,2)——([,3)-—(I)— I

( [2,0 \I—i—h,x]\l'—i—, —(z,o)f(z y—{
(301N [3,] W+ [3,2]W + | g—(3,0) -

+[0,2]M” + [0,3]M" = o,
Vo [n2] M7 [1,3] M7 = o,
— () []‘ M+ [2,3]M" =o,

)
;oM + 3,1)—(3,2)—(3)—[3] M"=o,

Uangle @ restant tout & fait arbitraire.

Ces quatre équations ne contenant que les rapports des quantités M, M', M", M",

auront pour résultante I'équation du quatrieme degré en g,

0.1)=-(0,2)—(0,3)— (0)—[o] [o, 1] [0,2] [0.3]
[1.0] = (1.0)—{1,2)—(1,3)—(1)—[1] [1,2} [1,3]
[2,0] [2,,] g—(2,0)—(2,1)—{2,3)— (2) —[2] [2,3]
[3,0] [3.1] [3,2] g—13,0)—(3,1)—(3.2)—:3;—[3]

Cette équation a toutes ses racines réelles et inégales, comme cela arrive pour
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I’équation analogue que présente la théorie des inégalités séculaires des planetes :
on peut en effet répéter sur cette équation les diverses démonstrations que I'on
connait de cette propriété, en observant que les coefficients sont liés entre eux par
les relations

mna[o,1] = m’' W' a*[1,0], mnaelo,2]=m"n"a"{2,0], elc.

Soient g, gy, g»» &5 les quatre racines. Portons dans les équations (6) la valeur de
la premiere racine, nous obtiendrons trois équations distinctes déterminant les
rapports de trois des quantités M, M’, M”, M” a la quatrieme qui reste arbitraire.
Si nous convenons, par exemple, de prendre M pour constante arbitraire, les autres

coefficients M/, M”, M” seront déterminés en fonction de M, et on aura

M ="M, M'=i"M, M =NM,

NN

2, ¥, )" étant des nombres connus et dépendants du nombre g.
Une premiere solution des équations (5) nous sera donnée par les valeurs

h=Msin(gi+3), M =NMsin(gi+5) h" =1 Msin(gt+3), A"=72"Msin(gt+
h=Mcos(gt+8), F=VMeos(gt+B), ..o viiiriin. e ,

dans lesquelles il entre les deux arbitraires M et f2.

Si nous portons de méme la racine g, dans les équations (6), en désignant par
M,, M,, M}, M} les valeurs nouvelles des coefficients et prenant M, pour arbitraire,
on aura, pour déterminer les autres, des formules telles que

M, =¥ M, M =M, M =M,

i

les nombres ¥, X, A7 étant connus et dépendants du nombre g,; et il en résultera
une seconde solution des équations (5} avec deux nouvelles arbitraires, M, et 3, .

/l:’i\IlSill (gxt-*—ﬁx), /L’:XlMlSin t—*—.),}, h”—-/ \I Sln t—f—@l/y Il”’—_/”,\] Sln( x[+|6|)
F=Mcos{git+8.), F=2 M coS( G LBl et

De méme, chacune des racines g» et g, fournira une solution avec deux nouvelles
constantes que nous désignerons par M,, 8, et M, f3.

En conséquence, on aura pour intégrale générale du systeme (5) 'ensemble des
formules

[ fi= Msin(gt+5)+ 3dMsin(g é-+p5)+ AhLsin(g! +5,)+ M,sin( g+ 5.},

W =71 Msin(gt+3) + i/, M, sin (g 1+ B,) + ¥,M,sin (g +3:) + Mesin (g t+8s),
h"=73"Msin(gt+8)+ WﬁM, sm(g.t—{—,S.)—f—/”\’[zsm(g;t-ir—t@z)—&—)”’\Iﬁln(gst—!—ﬁw),

(7) { W'=¥"Msin(gt+p)+ ¥ M,sin(g.t+ 8.+ 25Msin (g. 1+ Ba) + XMesin(go L+ 5s);
k= Mcos(gt+B)+ M,cos( g -1—61)—5— M.cos( gut—+Po) + Mscos(gut-),

h' = ¥Mecos (gt +f)+ ¥ M, cos(g.t +B,) -+ ¥, Micos(gat+3:) + X, M; cos(gst +5:),
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30. Si dans les formules (7) on fait varier les quantités M, M,, M,, M,, £, £,,
f,» Bs, ces mémes formules pourront représenter I'intégrale générale du systeme
des équations (1), (2), (3) et (4). Pour plus de commodité nous changerons les
constantes des formules (7) en d’autres équivalentes qui rendront les caleuls plus
symétriques.

Posons

MsinB=1C, Mssin3=0C, Msin3,=0C, MsinB=0¢,,
McosB=D, MccosB =D, M.cosB:=D, Mecosf,—=1;;

les constantes C, D, C,, D,, etc., sont celles dont nous chercherons les variations.
Les formules (7) deviennent

I =(Ccosgt + Dsingt)+ (C,cosg. t +Dsing. ¢)
~+ (C.cosgat -+ D.sing,t) +(C; cos g, ¢ + D; sing. 1),
k' =¥ (Ccosgt+Dsingt)+ ¥ (C cosg t+Dsing ) +...,
h=13"(Ccosgt4+Dsingt)+ 2, (Cicosg t +D,singt)+...;
(8) h"=17"(Ccosgt + Dsingt)+ X7 (C,cosgit + D sing t)+...;
f =(—Csingt +Dcosgt)+ (—Cising.t + D, cosgit)

+ (—Cising. ¢t +-D,cos g t) + (—Cssingt +Dscos g £),
k' =¥X(—Csingt +Dcosgt) + ¥, (—C,sing t + D, cosgit)+ .. .,

1h
57;:3(0,1)—{—(0,2)-}—...} k—[o,11h'—[o0,2]1 k" —[0,3] k" +H,
dh, 5 ’ ” " ’
Wzt(1,0)+(|,2)+...= F—{yolk—[1,214"—[,3]k"+ W,
d/l”___ A ' 1% ”
—r _{(2,0)4—(2,1)—}—. otk — {20k —[2,0]h —[2,3] "+ H",
, d////
(9) =130 (3, 1) | W — [3,0]k —[3,1]h'—[3,2] k" + H;
dk
= {(0,!)—{—(0,2) h—+lo,1 ]+ [0,2] " +[0,3] "+ K
- (Il w’y aura pas confusion avec Ia constante K de V, celle-ci ne

figurant plus explicitement.)
Portons dans les équations (g) les valeurs (8) en regardant comme variables les

quantités G, D, C,, etc., et négligeons les termes qui se détruisent en vertu des équa-
tions (6) appliquées successivement 2 chacune des racines g, g,, &2, g2 DOUS
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dC dD . .
obtiendrons entre les dérivées la,t - +5 les équations

4G t+dD ingt) 4 de, co t dD, ‘
T cos g dts g T Sgt+—— 77 sin g ¢

Posons, pour un instant, afin d’abréger I'écriture,

{ dC dp dcC, dD, .
\ xr = -(—l—tcosgt+7t-51ngt, Xy = ——CoSg {4 —- singit,. ..,

dt dt

{11) . dc o dD L e dc, 1 9D b
3_———(7{sm +-‘7—C05g i=— it sing !+ ar cosgit,. . ¢

les équations (o) se partagent dans les deux groupes

r+ x4+ x4+ x,=M=H, y=+ n+ 1+ =K,
N+ Nz +Nz+Na=H, Vy+lr+Xr+ir==~K,
W N x ya N =W Wy ¥y Nyt K =K,
W T AN A WA Ny =H" Wy Ny Moy 2 =K.

N (chos t-l—%]—)Sant)—l-l <dd(1:t‘ g.t+~—~smg.t> 4.

dG . dD “dG, |, dD,
<———Jt- smgt-*——([—tcosgt —+ ——m—5111g1t+77005g1t>+...

g aC gt an gl ¥ _ 4G sing,t an, <
A (—msmb +dt cosgt )+ 4, —dr ing.t -+ ar COSb.t>—f—---

..............................................................

Dans ces deux systemes d’équations les coefficients des inconnuessont les mémes:

st donc on tire du premier les valeurs

x = PH -+ P'H 4 P~ H" +P” H/”,
=P H+ P" B + Pul H” + P:;r H”,

on tirera de méme du second
y —_— PK + PY K/ + Pll KI/ + Plil KI?/
]‘l: P K + P' K/ P” K/' Pl// Km

..........................

les nombres P, P',... étant les mémes. Mais des formules (11) on tire

C ) dD . ]
n= z cosgt — ysingt, Tx singt + ycosgt,...;
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on aura donc pour déterminer les valeurs variables des quantités C, D,..., les
équations

E(lli;:P<Hcosgt—KSingt)—l—P’(H’cosgt——K'singt)_*_‘..’
éb . I L

(12) o7 = P(Hsingt 4+ Keosgt)+ P’ (H'singt + K'cosgt) +.. .,
%’_7(;::pl(HCOSgIt.——KSing‘t)_‘*_P’l(H,COSg]t—‘Klsil)glt)—i.—.'.’

I I TIPS f s e i e e e et e e e, S ae i ew

1 ne reste qu’a appliquer ces formules, en y remplacant H, K, I',..., par leurs
valeurs.

Quant aux nombres P, P,..., nous pouvons les regarder comme connus par la
résolution des équations entre x, @,, @3, #;. On peut du reste en avoir facilement
Pexpression au moyen des relations connues, de la forme

mna* MM, + m' ' * MM, + m”" n” > M" M| 4+ m” 0" ¢*M" W = o,
ou
mna’ + nl’ n/arz }‘r 7\'1 + ”l” n” a//-; )_// )\//‘ + ’n/// nm aw-z }\"/ )":’ — 0.
Si I'on multiplie respectivement par mna®, m'n’' a*}, m"n"a? ¥, m"n"a"* )"
fes équations du premier groupe et qu'on les ajoute, 1l vient

{mna*4-m'n' a* N4 m"n" a” V>4 m”" n” a”? X" x + (mna* +~m'n’ @ ¥ ¥, + .. e+ ...

=mnaH4+m'nd*NH +~ m"n" a3’ B 4+~ m"n"a" 1" ",
équation qui se réduit a

- mnaz H _+_ ml nl alz )\! Hr + ml/ nl/ a//g )\// H// _|_ m’” n’m am: };/// H/I'
mn@ +m' ' d* ¥4+ m"n"a"r i = mn" @ )"

On aura donc

mna? m'n a*y

— !

—_— . PN Te i
muat +-m'n' @4+ ..

— . ) ,
mua—+=m'n'a? i ...

On trouverait pareillement les valeurs de P,, P',,..., en multipliant les équations
par mna*, m'n’ a*),, m'n’a”),, m"n"a")| et les ajoutant; et ainsi de
suite.

31. Appliquons maintenant les formules (12). Les quantités désignées par
H, K, H',... sont respectivement, en observant qu’on peut remplacer cos (20"— ')
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et sin (20" — ') par — cos (20 — () et —sin (2l — (),

m’an

H= Acos(2l'— 1)+ (o) cosl+ 5[o] (kcosay + hsinag ),
[J.
K= AR A sin (2l'—1)— (o) sinl—5[o] (ksinaf — hcosal ),
!1.
H = ”_fi [m KB— ;—t;> — m”A’] cos(2f’ — 1)+ (1)cosl’ + 5{1](h'cos2:’ + h'sinay ),
|22 a
K’ = -——CL—,n[m /\B— i> — m”[\’] sin(20'— I)— (1) sinl' — 5[} (F sinaf— A cosa ),
u 2 : '
il — _maen (B’ — 2(;,2) cos(20'— 1) 4 (2)cosl” + 5[ 2] (A" cos2f + A’ sin2f ),
23
K= + w <B' = ,2> sin (20 — I)—(2)sin["—3[2](/,”sinaf —A"cosal’ ),
. 2d -
H = (3)cosl” 4= 5[3](h"cos2 + h"sinag ),
K7=— —(3)sinl” —5[3](A”sin2 — A" cosay ).

1l faut introduire dans ces quantités les valeurs de la premiere approximation.
Pour opérer rigoureusement, il faudrait, dans H, K,..., remplacer £, &, I',..., par
les valeurs (8), et cela dans toutes les quantités qui peuvent en dépendre, savoir,
dans les grands axes, qui entrent dans tous les coefficients, et dans les longitudes
moyennes; mais il est clair que chaque terme ne ferait ainsi que s’accroitre de
quantités négligeables. On peut donc se contenter de remplacer 4, £, /',..., dans
les termes ol ils entrent explicitement, ¢’est-a-dire dans les termes dépendants de £ .

Observons d’ailleurs que les termes des valeurs de H, K, ..., qui dépendent de
I'angle £ sont beaucoup moins importants que les autres, d’abord parce qu'ils
contiennent un facteur de 'ordre des excentricités, et ensuite parce que les coefti-
cients [o], [1],..., sont assez petits. Si I'on prend les nombres de Laplace, on a
(en secondes centésimales)

[o]=103",27, [1]=207",29, [2]=417",63, [3]=974",19,
tandis que 'on a

(0)=1553878",76, (1)=109003",20, (2)=21264",89, (3)=2946",95.

1l serait donc permis, dans une premiere approximation, de négliger les termes
en 4_ (Laplace ne les fait pas intervenir pour compléter ses équations) : ¢'est ce que
nous ferons d’abord. Pour en tenir compte ensuite, il sera suffisamment exact,
aprés y avoir introduit les valeurs de %, &, //,..., d'intégrer par quadratures en
considérant les éléments comme cousiants dans les seconds membres des for-
mules (12).
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Quand on néglige les termes en L, I'intégration des équations (12) se raméene
rigoureusement & de simples quadratures. Si I'on effectue les substitutions et
qu’'on integre ensuite, on trouve que les constantes C, D, C,,..., doivent étre rem-
placées respectivement par les expressions

[ 7 ' ’ ’ [P/ AN 14
m an an a m'a’n a
P A+P——|m[(B——)—m"A | —-P —— | B — —
MI 2“1 u// .

-\C—i—*"‘ :
P 2’ —n—g

I

sin(20'— {—gt)

8 —8 n—g v —

m'an ’n’ a ma’n” [ ”

p A+P m(B-—— —m"A" | —P” B’—L
Do \ 2a? ) 74 2’ ,
| an —n—g cos(2l!— { — gt)

, +Pp (OJOSin(l H_P’ () sin (I'— )+P”Ll—sm(l”—gt)—}—l”"’—ﬂ—sin(l”’—gt),
g &

i n—g V' —g n'-—g n'—g

o

[ m' a ’ i [N ”
P, nA P —r—[m(B-—ﬁ—z)—m"A']—{—P" o a/n (B'__a_>
C e - 2a’, A 24"

2n —n—g

!
) +P (o) cos(/ ut)—+—P’ ) — cos({'—gt)+P” /Ez) cos(l"— gt)+P” (3) cos (1" —gt),
o

sin(ol'—{—g.¢)

(1)

.._..gl

———
+
=

2L sin(l—g.t)+ P, —
—gl n

m

- w (2) w (3} »
sm(l—g.t)—}—P‘n,, —sin({"—g.t)+P" sm([ —gl),
ol

et ainsi de suite. La valeur de C, se déduit de celle de C en remplacant seulement
P, P, P, P" et g par P,, P, P, P} et g, : on déduirait de méme D, de D, ete.

Ces valeurs doivent étre sul)stltuees dans les formules (8). Pour abréger, dési-
gnons par E le coefficient commun de sin(2/' —/— gt) et de cos(20'—/—g¢) dans
CetD, par E, le coefficient commun de sin (20—~ g,¢) et de cos(2l'—{—g,¢)
dans C, et D,, etc., et de méme par ¥ celui de sin (/— gt) dans C, par I’ celui de
sin (I'— gt), ete., par F, celui de sin (/—g,?) dans C,, etc. On trouvera ainsi
qu’en faisant abstraction des termes en £, les intégrales des équations (9) seront
représentées par les formules (8) ou les formules {7), les valeurs A, 7',.., &, K/, ...,
étant accrues des quantités respectives

|6h =(E +E, +E, +E,) sin(2l'—!)+(F +F, -+F, +Fsinl
+(F'+F 4+ F,4-F)sinl'+ (F" 4+ F, + F,4-F )sin "4 (F"+F" + F,+F%) sin{”,
oW =(EX +E ¥ +E.2,+E ) sin(2l'—1) 4 (F¥ +F.% 4+F,X,--F. %) sin{+.. .,
SR = (EV +E X, +EX,+E1)sin(20'—1) + (F1"+F, 1 +F.24-F, 2 ) sinl+. . .,
4 LN = (EY BN+ BB sin (2 — 1)+ (F R+ F 0+ F 0+ F, 1) sin 4. .. ;
r =(E +E +E, +E) cos(2l'—l)+(F +F, +F, +F) cosl+...,
Sk :(E)\’—i—Elk’.—i—E,).’,—i—Ea).’)cos(zl’ A4 (F¥ 4+F X +F,0,+F.2,)cosl+...,
Ok" = (EX' +EX +E 1+ E 1) cos(2l' = 1)+ (FA+F, ¥ 4+ F, 1, + F, 1" ) cos 4. . ,
K" = (EXN"+E 2+ E2 [+ E2) cos(2l'— 1)+ (FU'+F 0+ F,X—+F, 2" cos 4. . . ;
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Le calcul des termes dépendants de £ se fera de la méme manigre.
Si 'on pose, pour simplifier les formules,

1

2

Q =5}P [o] + P'¥ [1] +P"¥"[>]+ P"¥"[3]

2)(;'—25’
Q. =5{P[o]+ P'¥ [1]+P¥ 2] 4 P"¥[3]} ;;L,__I:_—g
Q=51 P [o] + P [1] -+ PR 2]+ PR3]} et
Q=5{P [o] + P2, [1]+ P"%,[a] -+ P"X[3] ] ;r_{,_;—g;
Qf:5gP.[o]+P'17.'[:]+P’2l”[2]~l—P’i’%”’[3]}m;Tl:‘é;’

I
=
2906 — 28

Q, =5} P.[o] P, [1]-+ PN [2] -+ PY2I[3]]

et ainsi de suite, 'indice de Q étant le méme que celui des quantités %, et 'accent
de Q le méme que 'indice des quantités P, on trouvera que les valeurs de 2, £,
F,... données par les formules (7) ou (8) devront étre augmentées encore des

quantités respectives

h=(Q+ Q' + Q"+ Q")[— Ccos(2£ —gt)+Dsin(20 — gt)]
+(Q+ Q4+ Q+0Q))[—Cicos(2£ — g t)+Disin(2f — git)]

Sk =(Q+Q +0Q"4+Q")[C sin(z(_——gt)—l—Dcos(zf\——gt)]
(Q+Q, +Q+QV)[Cisin(2f —gl) 4D, cos{2£ —git)]

les constantes C et D étant les mémes que dans les formules (8).
Ou bien, si I'on veut revenir aux constantes M, 3, M,,... des formules (7), on

aura les nouvelles formules

(Q+Q + Q1+ Q7)Misin(2f — git—8,)

(Q:+ Q,+ Q4+ Q7 )M, sin(2 £ — gyt — B, ).
(Q4+Q,+QT+- QX Mysin(2f —git+ B+ ...
(Q

(

Il

;0 h=(Q+Q +Q"+Q")M sin(2{ —gt — ) +

| +(Q 4+ Q,+ Q'+ QU)M, sin (28 — gt — () +
k' =(Q + Q' Q"+ Q)X Msin(2£ — gt — )

S =(Q 4+ Q' 4 Q" Q") ' Msin(2.0 — gt — B) + (Qu +Q, -+ Q4+ Q") X My sin(2.0 — gt — B,) 5. . .

(15); 6/1’”—(Q 4+Q + Q"+ Q)" Msin(2f —gt —B)+ (Q 4+ Q + Q'+ Q) ¥/ Misin(2£ — gt + B} +. ...
F=(Q+Q +Q"4+Q")Mcos(2£ — gt — 3)+(Qi+Q,+ Q'+ Q7) M, cos(2f — gt —8,)

4+ (Q+ Q.+ Q)+ Q7)) Mocos(2£ — got —B:) +(Qu+ Q, + Q'+ QF ) My cos(2 L — gyt — 5,

6 F=(Q+Q+Q+Q")¥Mcos(2£ —gt—8)+ (Q+Q+ Q-+ Q1) ¥, Micos(2{ — gt —Bij+....

...........................................................................................

I

+
+
+

~+
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Les formules {15), jointes aux formules (7) et {14), donneront les valeurs com—
pletes des quantités A, £, A'..... En les substituant dans les expressions

—a(kcosl+hsinl), 2(ksin{—hcosi),

on obtiendra les termes des rayons vecteurs et des longitudes qui dépendent des

variations séculaires des ¢léments. Les valeurs (7) donneront pour le premier
satellite

or=-—aMcos{l —gl—@B)—aM, cos(l—gt—L)—...,
dv= 2Msin({—gt—Q)-+oM sin(l—gi—5)+. ..,

et des formules analogues pour les trois autres. Ces inégalités sont celles qu’on
trouve dans Laplace (liv. VIII, n° 6); mais il y aura peut-étre lieu & tenir compte
aussi des formules (14} et (15}

32. Lorsqu’on fait qbqlmcnon des termes donnés par les formules (15}, la de
termination des constantes M, M,. ..., 2, £,.... peut se faire par le moyen connu;
elle est moins simple lorsqu’on y a égard, mais il v’y a Qautre difficulté que Ia
longueur des calculs.

Si 'on ne voulait pas tenir compte des termes en { qui entrent dans les équa-
tions différentielles, il ne serait pas néeessaire de recourir & Ia variation des con-
stantes pour en obtenir les intégrales completes. 1l suffirait pour cela de poser

fr==Psin(2l'—1)-+-Qsin{+ Rsinl’ + 8sini” +Tsin "+ Msin(gt+ 3,
A== Prsin(2l — 1)+~ Q' sin{ + R’ sin{’ 48 sin " -+ T" sin{” + M’ sin(gf -

'UD

h=Pcos(2i — )= Qcosl-+Recosl' +-Scosi” +Tcos!” + Mcos(gt+ 5},
En substituant ces valeurs dans les équations (1), (2), (3), (4) privées de leurs
termes en L, et égalant & zéro les coefficients des mémes sinus ou cosinus, il

viendrait les systemes d’équations suivants entre les divers coefficients :

m' an
\ . N R . R - b LT o a2l p— A
‘ {._,,,f_,_n_(o,,)_.J\O,.Zl__::o,g}ﬂ-(o)_—‘m“{;’—;—Lo,]iP’—t—-_o,z] P =-10,3] P == L

01D o (1,0 — (1,3 (1,3)— {1} — [x]| P2 [1,2] B + [1,3] P

P 1 =4 r/z [m <B—— i > —~m"A'J:
a . 24

. : . wa a
i_z,o]P—&—[z,1]["+{271’—n—(2,0)— coo—(2) = [2]{P"+[2,3]P"= e 9 v KB — 2a,g>7

{3,0]P+{3,1]?’+[3,2}?”—5—i2n’—n——(3,o)——(3,1)—(3,2)—(3)*[3]2?”':0,
= (0,1)—(0,2) —(0,3) (0] — [0]} Q+ [0,1] &' 4 [0,2] Q" +[0,3]Q" == o},
0] Q-+ in—(0)—(1,2)—(1,3)— (1} — 1] { Q' + [1,2] Q"+ [1 ,3]1Q" =0,

| 12,01 Q-+ 21 Q' (210) — (2,1) — (2,3) — (2)— [2} [ Q"+ [3] Q" =,
3,010+ [3,1] Q' +(3,2]Q" + | n—(3,0) —

A

Ty

Q) )
(3,11 —(3,2)— (3)—[3] | Q" =o.

Viennent ensuite trois groupes pareils 2 (Q), et qui s’en déduisent en y rempla-
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cant n, Q successivement par n’, R, par n”, S, par »”, T pour les premiers membres :
quant aux seconds membres, ils sont nuls, excepté pour la seconde équation du
premier groupe ot 'on aura (1), pour la troisieme équation du second groupe ot
Pon aura (2), et pour la quatrieme équation du dernier groupe ou 'on aura (3).

Enfin, entre les coefficients M, M’,... on aura les équations (6) du n° 29, d’olr
I"on déduira encore les termes contenus dans les formules (7).

Les cinq autres systemes d’équations détermineront en fonction de quantités
toutes connues, et sans laisser d’arbitraires, les coefficients P, Q, R, S, T, P,....
Les premiers membres de ces équations étant les mémes dans tous les systemes,
sauf I'échange des quantités 2n' — n, n, n’, n”, n", il en résultera des simplifica-
tions pour le calcul des coefficients.

Sil'on pose généralement

s —{0,1) —...—(0)— [0] {o,1] [0,2] [0,3]
[1,0 z2—(1,0)—...— (1) —[1] [1,2] [1,3]-
[2,0] {2,1] z —(2,0) —...— (2} —[2] [2,3]
[3,0 13,1] [3,2] z—(3,0)—...—(3)—{3]

I’équation qui détermine g, g, g, g, sera f(z) = o; les valeurs de P, P, P”, P”
auront pour dénominateur commun f (27 — nr), celles de Q, Q’, Q”, Q" auront
S (n) et ainsi de suite. On voit donc qu’a part le cas tres-peu probable oit 'une
des racines g, g, &2 85 serait égale 4 'un des nombres 2n' — n, n, n’, n’, n”, les
coefficients P, P/,..., Q, Q',..., R, R’,... s’obtiendront sans impossibilité ni indé-
termination.

CHAPITRE V.

INEGALITES SECULAIRES ET A LONGUES PERIODES DES INCLINAISONS ET DES LONGITUDES
DES NOEUDS.

33. Les formules générales qui expriment les variations des éléments = et §
peuvent, comme dans la recherche des inégalités périodiques, se réduire aux sui-
vantes :

I
T nat

1
dt na o db

Par suite, les termes utiles des diverses fonctions perturbatrices, en se bornant
8.
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au second ordre par rapport aux inclinaisons, seront donnés par les expressiens
suivantes :

Premier satellite.
Rioy :——é B [0*— 200" cos(§— 0')]
éB“)[qo cos (41 —2l—20)— 200 cos(41' — 2l— 8 —0')],
R :—é—BW [¢*— 200" cos(6—6")],

I{(o,s) = — é B(‘) l_(?’——- 2{?6?"" COS( 6 —g" )],

R(O,E)Z—% - [o* ——00<I>cos(9~®)]+ga [o*cos(2f —20)—20Pcos(2f — {1 —@,.
. 1K K .
\':-Z;F[cp’—}—zqwcosw—}—f?)}—*—-273]_9’(:05( l—28)+429wcos(zl+Lb—5).

Second satellite.
R = — g B L9 — 206" cos(6 — )]
-+ 5 BO (¢ cos(41' — 21— 26) — 299" cos(41'— 21— — 1)
Roo = — 5 B0 [¢"— 20'¢" cos(' — 6")]
g BO[e" cos(§1" — 20— 20 ) — 299" cos( 41— 20/ — &' — 6" ],
Risy=— ;—5 B (o — 206" cos(§'—§")],

Ri,s et V' se déduisent de R,y et V en remplacant les éléments du premier saicllite par
ceux du second.

Troisiéme satellite.

I N r” -
Reoy = — g B [¢" — 200" cos(§ —5")

B

I
R(m):—gB’(l)[' " —29¢'¢" cos(§'— 6)]
1 (3 23 " 7 4 4 t
+ g B [e" cos(41— 2l —26") — 200" cos (417 — 21' — & —57)],

I
R(:,a) —_— g Bl/(l) [(?";__ 299// " COS( 6" 9’”)],

R et V7 se déduisent de R, et V par de simples additions d’accents.
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Quatrieme satellite.

R =— g B [ — 206" cos(§ — 5)],
R(s.:) e -é B’(l) [(P///? 2¢ O”’COS(G 9"’)],

R(J )y = — g Bﬂ(.) [ ///z _ 2()0 ?/// COS( 6"—— 9///)],
Ry et V7 se déduisent de R,y et V par des additions d’accents.

En effectuant les calculs on trouve pour le premier satellite les deux équations

(%‘f = (0,1) ¢’ sin(H— ") +(0,2) 6" sin(§ —6”) + (0,3) &" sin{H — 5"}

+[o]®sin(8—0O)—(o)wsin(V+6)
m’ an B®)
e & [
—[o][osin{2f —20)—®Psin(20 —6—0)]
—(o)[¢sin(2l—20) + wsin{2{+—86)],

osin({l'— 2l—28)— ¢'sin(4' —al— 0 —9"1]

d
9%:—-%(0,1)—%(0,2) +(0,3) + [0]’@

+(o,1)q>’cos(9——9’)+(o,2)<p c0s(0—08")+(0,3)9" cos{§— 5"
+[0]®cos(0—0O)—(o)wcos(d+ 9)

m’an B®

e [ocos(4l/—2l—28)—0'cos(4l' —2{—0—§)]

‘*‘[01[({’005(2{——29)—@005( L—0—0)]
[?005(21——2 )+ weos(2l+d—8)],

les coefficients (o,1), (0,2),..., (0),..., [0],... ayant la méme valeur que dans le
chapitre IV.

Remplacons les variables ¢, 0, ¢/,... par les variables p, ¢, p/,... liées aux pre-
mieres par les relations

g”:"" sinf, p'=¢'sin¢,..., '\d—le—fsmm_(pd cosd,. ..,
i dout ¢

d
(q:cpcos@, ¢ =d¢' cosh,..., ( {%Z:i: cosG-—-god sin§

Posons également

Psin@ =&, Pcos®=23, wsind=pv, —acosy=g".

Au moyen des valeurs de ¢ T ? et de o %g on formera aisément les valeurs de % d et
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dq dcp d9
» et de méme au moyen des valeurs qu'on trouvera pour et ~i on for—
dt dr
dp’ . dq
ul s
mera - et — et ainsi de suite.
Si Pon pose encore
m’an B¢ ma'n’ n' B(“
0,1 — ) =
7 [10] = T
m’ a’n B/ m’a’n’ a’n" B’
[ =2er 2, o ="ar 2,

on obtiendra entre les variables p, ¢, p/,... les huit équatlons différentielles

- d
'i %:—{(o’,)+(0’2)+(0’3)+(0)+[0]}q+(°”>ql+(°’2)q”+(0’3)qlll+(0)q"’+[0]Q
| ““‘[0][(‘I'Q)COSMQ—!—([)—(P)Sinz{]q—[(q_.q')903(4['_21)+(p_py)sin(“,__zl”
~+-(0)[(g—g'™)cos2l+(p —p)sinal],
%2—{("0)+(I’2)+(',3)+(1)+[']fq'+(1,o)q+(x,.o.)q"—i—(x,3)q"’+(x)q”+[I]”’{
+[11[(q'—R)cos 2L +(p'— @) sin 20 ]+ [10][(¢' — g) cos(41 —20)++(p'— p) sin(§/'—21)]
+ [ L2 |[(¢'—q")cos(41"—al') 4 (p'— p”"}sin(41"—20')] + (1) [(¢'—q*") cos 20+ (p’— p™*) sin21']
l 1"
= 1(20)H (51 (23) 4 (2) +[2]}¢" + (20)g +(2,)¢ +(23)¢" + ()¢ + [2]2
+[2][lg"—R) cos2 L+ (p"— @)sin2L [+ [(g"—q') cos(41"—21')+(p"—p')sin( 41" — ',
+(2)[(9”—11"’)ceszl”+(,,~_va)sinzl”]’
In"” v
L =—1(3,0)--(3,1)+(3,2) +(3)-+[3] | ¢" -+ (3,0} g + (3,1)¢' +(3,2) ¢" + (3) ¢ +[3]2
| +[3][(g"—2)cos2f +(p”—R)sinaf |+ (3)[(¢"— q")cosz{”’—i—(p’”——p") sin21"],
| dq

7t = 100,04 (0,2) (0,3)+ (o) +[0]| p— (0,1)p' —(0,2)p" —(0,3)p" — (0] p"—[0] @

—lo}l{g—R)sinaf —(p—@)cos2g | —[01 ][(g—¢)sin(§'—2l)—(p—p') cos (41 — 2!
—(0)[{g —¢q")sin2l—(p—p™)cosal],

ll
T =110) 4 (12) + (1,3) -+ (1) [} pr —(5,0) p—(1,2) p" — (1,3)p" — (1) p" — [1] @

—[1][(¢ —2 )sina —(p'—®)cos2£ ] —[1,0 |[(¢'—q)sin(4I'— 21)— (p'—p) cos(41' — 21,
-[(q’——q”)sin(4l”——2l’) (p'—p”) cos(41"—21")|—(1) [(¢'—¢q"") sin2l' —(p'— p*) cos 2!’

dq” { 2,0

o= +(23)+(2) 4+ [2]] " —(2,0)p—(2,0) p — (2,3) p — (2)p"" — [2] &

_[2][ sz{ (p’ )COSz,Q]__.[(ql/__q ) sin( (17—l )— (P”"—p')COS(4l”———2l’
——( )[(q —qlv)51n2l” (p”___ ”)COSZZ”],

"

' d
L =1 (3,0) (3,1 (3,2) +(3) - [3] pr— (3,0) p— (3,1)p/ —(3,2)p" — (3)p"—[3]@

—3]l(g"—R)sin2L —(p"—)cos2 0 ] —(3)[(¢"—g'")sin2l" —(p"— p*7) cosal”].
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Dans ces huit équations différentielles il entre douze variables, savoir: P pPsps
PP, ® 4,4, ¢ q", g7, L5 mais les quantités ® et 2 peuvent étre regardées
comme connues par la théorie de Jupiter, et elles ne dépendent pas sensiblement
de l'attraction des satellites. Le nombre des inconnues se trouve ainsi réduit 2 10,
et nous allons obtenir entre ces inconnues deux nouvelles équations, savoir les
équations qui régissent la précession des équinoxes de Jupiter et la nutation de
son équateur par rapport au plan fixe.

34. Désignons toujours par » I'inclinaison de I'équateur de Jupiter sur le plan
fixe, et par — ¢ la longitude de son nceud descendant; désignons en outre par i la
vitesse de rotation, par A, B, C les trois moments d’inertie principaux relatifs au
centre de gravité, C étant celui qui se rapporte a I'axe de rotation, et par U une
fonction perturbatrice dont nous donnerons plus bas I'expression. Les équations
que nous cherchons seront données par les formules de Poisson

do 1 dU dy 1 dU
dt T iCsinmdy’ dt — T iCsinmdo

Ces formules ont été établies par Poisson de deux manieres différentes dans deux
Mémoires sur le mouvement de la Terre autour de son centre de gravité (Journal
de I'Ecole Polytechnique, XV¢ Cahier; Mémoires de I’ Académie des Sciences, 1. ViI);
elles ont ét¢ démontrées de nouveau par M. Serret dans son Mémoire relatif  Ia
méme question (Annales de I’ Observatoire impérial de Paris, t. V).

Ces équations ne sont qu'approchées, mais on y néglige seulement des termes a
tres-courte période (comme la durée de la rotation de Jupiter ou ses parties ali-
quotes), ainsi que des quantités qui sont de 'ordre du carré des forces perturba—
trices. Les forces perturbatrices du mouvement de rotation de Jupiter sont les
attractions des satellites et du Soleil, et U désigne la fonction de ces forces.

Soient m la masse de 1’un des astres perturbateurs; &, », ¢ ses coordonnées par
rapport i trois axes rectangulaires fixes O&, O», O menés par le centre de gravité
de Jupiter et dont les deux premiers O%, Oy soient situés dans le plan fixe, O
étant dirigé vers le point d’oli se comptent les longitudes; &,, v,, §, les coor-
données du méme astre m par rapport aux axes principaux d’inertie de Jupiter.

La partie de U qui provient de I'astre m pourra (SerrsT, p. 257-259 et p. 303)
étre mise sous la forme

U_—:_%fg(zc_A_B). <:_t> (:’_),

r étant, comme toujours, le rayon vecteur de m, et a sa distance moyenne.
Nous allons développer la valeur de U en y introduisant les éléments elliptiques
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de m. On a, par les formules de la transformation des coordonnées,
L= (§siny +qcosy)sinem + 4 cosw.
Mais si ¢, et A sont la longitude et la latitude jovicentriques de m, on a
f=rcoshkcosv,, 7n=rcosisiny, {=rsini,
d’otr

4 . . -
T_’ == cosksin(¢,+ ¢ )sinw + sin coso.

D’autre part, en désignant par v, p, ¢ la longitude vraie, I'inclinaison et la lon-
gitude du nceud pour astre 72, on a les formules

cos) cos(v,—6)=cos(v—0), cosksin{v,—6)=sin(v—19)coso,

- sinA=sin{v—0)sing;

si I'on ajoute les deux premieres, multipliées respectivement par sin(6 + ¢ et
cos (9 + ¢), il vient

cosAsin(v, 4+ ¢)=cos(v—G)sin(6 4 ¢)+sin(v—0)cos(f + ) coso

=sin{v4-¢)—2sin(v— 0 cos{f + ¢)sin? C‘—Z
On aura donc, en substituant,

g =sin(v 4 q:)sinw+sin(a—e)sincPCOSm——zsin(v—6)cos(6+cp)sinmsin2-§-

Observons que I'angle w est du méme ordre de grandeur que I'angle ¢; en nous
bornant aux termes qui dépendent des carrés ou du produit de ces quantités, nous
obtiendrons

2
<%‘> ———ésin’m[r —cos(2v—+ 2np)]+%sin<p sinzw [cos(y+8)—cos(2v+¢—6}];
formule dans laquelle nous avons supprimé le terme sin®(v — 6)sin®¢, qui ne
contient ni ¢ ni w. Dans cette formule nous remplacerons la longitude vraie ¢ par
la longitude moyenne /, car tous les termes étant déja du second ordre par rapport
aux inclinaisons, on peut y négliger les excentricités : il viendra en conséquence

L\ __ 1.
<7> :;Sln’o)[l—COS(2[+2<.11)]—i-—:{Sin(pSian[COS(k{l+9)—COS(21+&{;~-—6)].
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/ 3
Pour la méme raison le facteur (?) » qui a pour valeur
[r4+ecos({—w)+ecos(2]l—2m)+ ... =14 3ecos{l—w)+ ...,

peut étre réduit simplement & 'unité. On aura donc enfin

3fm

=3 (2€ — A —B)[—sin*o— ¢ sinaw cos (Y + 0)

+sinfo cos(2l+2¢)+osinawcos(2/+ b —0)]

pour la partie de la fonction des forces perturbatrices qui provient de P'action de
I"astre 7. 1l faudra ajouter au second membre, pour avoir la valeur complete de U,
autant de groupes pareils au précédent qu'il y a de corps perturbateurs. 1l y
aura donc un groupe pour chaque satellite et un groupe pour le Soleil, car ce
sont les seuls astres influents, le dernier i cause de sa masse et les premiers a cause
de leur proximité. Mais puisque nous cherchons seulement les inégalités a longues
périodes, les termes dont I'argument contient 2/ ne devront étre conservés que pour
le Soleil.

En substituant dans les formules de Poisson les valeurs de %I—‘;, g%> nous obtien-

drous les deux équations

do 2C—A—B) SV .
= 31 i7C {”395111(9+d;) 'fscpsm(é—!—\{u

14 "

m ” m w
—!—a—,,Jcp sin(6” -+ 4) + a”’3o 7 sin (6" + )

-+ D—E [Psin(@ + ¢)—wsin(2f +2¢)—Psin(2 +¢—0)}»

dy_3f(2C—A—B){/m w B9 o .
AT i(T‘)(Zﬁ*‘E‘*‘""“:@) cpcos 6+¢)+ ¢ "cos(8' -+ )
+%§ o” cos(6” 4+ )+ 73,,5 o” cos(6” + )
le[@cos(@)-&—y)—mcos(ag—&—m @cos(z&+¢—®)]€-
Mais on a
dy
d——mgs;n—v nqu———i—cosy L0
(!m—d(?)—si— 0541d — sin . mdq’

0
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dw d
si dans ces formules on remplace —7 et © = par les valeurs précédentes, et si l'on

pose, pour abréger,

—A—B)m _3f(2C—A—B)mw _ 3f(2C—A-—B)IN
O‘“ ’4zc o W= iic o O=""g

on obtiendra les deux équations

id
~1) @ (_\)_*_@_i_@ O>(jw+ q+oq+ ‘1”"“0 ///+O
{ +{D (g —22)cosaf + (p—D)sin2£],

dlv

’:j)t "“(m_*_r’_*"o—i"/)“}'“ v qf)_m})—@lﬁﬂ @pm_qu

— O llg"—)sina g —(p~ — @) cosa ]

(2}

35. Les équations (2) sont tout a fait de méme forme que les équations (1), et
elles forment avec ces derniéres un systeme de dix équations différentielles simul-
tanées entre les dix variables p, p', p”, p", P%, ¢, ¢'» ¢"» ¢", ¢, ausquelles on peut
appliquer la méthode du chapitre IV.

Commencons par négliger dans ces équations les termes périodiques et les
termes en ® el Q : il viendra le systeme d’équations linéaires

f,’,’ — }(0,1) +(0,2) +(0,3) 4 (0) +[0]} g -+ (0,1) ¢’ +(0,2) 4" +(0,3) ¢" + (0} ¢,
;‘—le'}=—i<"°>+<u2>+<u3>+(r>+m§q'+<l,o)q+( 2)¢"+(1,3)¢" + (1) g,
%:—%<2’°>+<2’1>+<2:3)+<2>+[z]%q”+<z,o>q+(z,r>q'+<~ 3)q" +1(2) g,
o %:—%(3’0)“‘(3")‘*‘(3!2)+(3)+[3]}(1"'—*—(3,0)(1—1*(3,')(/'+(3,2)q”—i—(3)q“‘,
fi§;”:_(@+@+®+®+®>qw+ Vg+ g+ +3)q";
dq

...............................
....................................

Ces équations, augmentées des termes [0]9, [0]€,..., sont celles qu'on obtien—
drait si 'on cherchait seulement les inégalités séculaires.
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L'intégrale de ce systeme sera donnée par les formules

| p= Nsin(bt+y)+ Nesin(bt+7y)
J +Nysin(bot 4+3.)+  Nysin(bst+7,) 4+  Nesin(bt+7,),
P = o'Nsin(bt + y)+ « Nisin{b;t + )

o, Nysin (bof 4y, ) + o Nasin{ byt + v, ) + o Ny sin{ bt + y,),

,p":x"Nsin(bt—%—y)-}—a'}’N, sin(bit+y)+ ...+ oV Nysin{b,t + v,);
g= Ncos(bt+y)+ Nicos(bt+y)+ ...+ Nicos(bt+7,),
g = aNecos(bt+y)+ o, Nicos(bit +y.)+ ...+ &, Nocos(bt +*),

..............................................................

E’- g =a"Necos(bt + )+ "N, cos( bt +7,) 4. .. +ay¥ N;cos{ bt + v4).

Dans ces formules, N, N,, N,, N3y, Ni, 7, 745 72 73> 7. sont dix constantes arbi-
traires; b, b,, b,, by, b, sont les racines de 1’équation du cinquieme degré en b
qu’on obtient en éliminant N, N’, N, N”, N entre les équations

— b+ (0,1)+(0,2)+ (o, 3)—!—(0)+[0];N—{-—(o N + (0,2)N” 4+ (0,3)N" 4 (0) NV == o,

(1,0)N =} b+ (1,0) 4 (1,2) + (1,3) + (1) + [N 4 (1,2) N+ (1,3)N" + (1) N" = o,
(5) (2,0)\+(2,1)\’ 104 (2,0) 4 (2,1)4(2,3) 4 (2) + [2] | N+ (2,3)N" 4 (2) NV =0,
(3,0)N (3,1)N' + (3,2) N"— | b+ (3,0) + (3,1) + (3,2) + (3 + [3] | N" 4+ (3) Nrv = o,

e~ .+ el

ON+DON+@QN+ON — b+ O+ O +@ +@ + Q| N"=o.

Cette équation du cinquieme degré est d’ailleurs

—{b-+(0,1) 4.4 [0} (0,1) (0,2) (0,3) (0)
| (1,0) ——{b+(r,o)+...+[l]= (1,2) (1,3) (1)
(6) ! (2,0) (2,1 -—ib—{—(z,o)—l—-...—l—[z]'( (2,3) (2)
; (3,0) (3,1) (3,2) — ) b+(3,0)+...+[3]] (3)

N/ N// N” Nv
N’ N N N Qwou
déduit des équations (5) en y substituant la premiere valeur de &; de méme les
nombres &, o', &}, « sont les valeurs des mémes rapports relatives i la racine b,,

Les nombres o', a”, ", «*" sont les valeurs des rapports

et de méme pour les trois autres racines.

L’équation (6) n’a pas de racine nulle : cette différence avec I'équation ana-
logue qu’on rencontre dans la théorie des planetes tient & la présence des nombres
[o], [1], [2], [3], (&) dans les éléments principaux du déterminant. Mais il est
facile de reconnaitre qu’elle a aussi toutes ses racines réelles : car les coefficients

9.
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sont liés entre eux par les relations

mna’(o,1)=m'n’ a'*(1,0), mna*{o,2)=m"n"a"(2,0....,

o 4icC
mna (O)——K m@,. PR
36. Les formules (4) pourront représenter les intégrales des équations com-
pletes (1) et (2), si Pon convient d’y faire varier les quantités N, N,, N;, Ny, N,,

7s 15 Y20 Y35 Y- Pour cela nous suivrons absolument la méme marche que dans les
n® 30 et 31.

Posons
mnda*
__ ,
mnat+m'n' ot ... m' " a"r " Tt
, m'n' a* o
= bl )
mna* +-m' ' a*a’t - .. - ot

M EAY
jJusqu’a

Jotv
- 9
mna*+—mn a*ot ...+ v

IV _—

iy , 4iC o , .
J désignant le rapport K S0—A—B) désignons de méme par I,, I,..., I,

I,,... les mémes expressions ou I'on a seulement remplacé les quantités « respec—
tivement par les quantités «,, s,... qui se rapportent aux autres racines de 1'équa-
tion (6). Pour obtenir les intégrales des équations (1) et (2), il faudra ajouter aux
valeurs de p, ¢, p/,..., données par les formules (4), des termes de cinq especes dif-
férentes, provenant des cing especes de termes négligés d’abord.

1° Termes complémentaires provenant de [0]2, [1]2,..., [0]®@, [1]4,..., etc.
—Les quantités ¢ et 2 seront données par la théorie de Jupiter sous la forme

®—=Z28sin(st+¢a), 2=28cos(st+ o);

en effectuant les caleuls, on trouve qu’il faut ajouter au terme Nsin (bt + ) de p
I'expression

)

s—0b

o]+ V[ + 1 [2]+1"[3]+ " (D2

sin (st + &},
et au terme N cos (bt -+ ) de g 'expression analogue

{1[0] +I'[l]+...}23'—:_s_—5cos{st+7};

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



{ 69 )
de méme aux termes N, sin (b, ¢ + 7,), N, cos (b, ¢ + 7,) les expressions

o] 4- ¥ [1]+...+ Iy ({2

S .
Fp—s sin{st+ ¢},

{L{o] + ¥ []+...}2 cos (st + o},

S
s—b
et de méme aussi pour chacune des trois autres parties.

Avant les accroissements des divers termes de p, on aura ceux des termes de p’
en les multipliant respectivement par o, «, o), &y et o ; et ainsi de suite pour
chacune des autres variables.

2° Termes compleémentaires provenant de 3 cos2 ¢, ®sin2¢, 9sin2¢ et Reos2.
— Il faut ajouter au terme Nsin {bt + ) de p 'expression

— o]+ T[]+ ..+ IV |2 sin(20 —st—g),

296 —s—b

et au terme N cos (bt + ) de g 'expression

P < ]
——{I[o]+1’[1]+...§2mcos(z{——sl—c);

et pareillement aux termes Nysin (b, ¢t + 7,), N, cos (b, t + 7, ) les expressions

S

— e sin (2.0 — sl — ¢
o5 sin(2L )

LIRS AN ESNES eI
— Lo} +...12 ——TS—,cos(z.fi——st—a);
296 —s5— 0,
et aiusi de suite.
3° Termes complementaires provenant de qcos2 £, psin2g , ¢'¢0s2 ,..., gsinag,
pcos2yp, ete. — Il faut ajouler au terme Nsin (bt + 7) de p 'expression

] N +], -,r _:_ I// '// “I lr ‘/n 3 va v (s
_i(_l‘,‘,ig] H 2]+ a3+ e Nsin {2 — bt

7)

296 —2b
o]+ T 1]+ 2] +... .
~+ o] 291[,1—b—0;;'. ! Nisin(2f — bt — 7))
[lo]+ 1, 1] +1 o) [2]4. .. . B}
-+ [ ]—_—‘—2—5@[%[) 12:—] stlﬂ('l.‘\——‘bzt‘—Yz)‘*‘-u

qui est composée de cinq termes; et de méme aw terme N cos (b —+ ) de ¢, I'ex—
pression
Hol+ 1o [i] + 1o [2] 4.
- 296 —2b
1[0] +1d\ [1] +
290 — b —0,

~Ncos(2L — &t —)

INceos (2 — bt —y ). .
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De méme au terme N, sin (b, ¢ + 7, il faut ajouter la quantité

Lio]+ T & [1]+ 1 a"[2]+. ..

Nsin(2f —bt—v)

29— b, —b
Lo+ V1] + 1 & [2]+... o
+ o] 214[)@]_2,)[ ] Nisin{(2f — b, ¢t —7.)
I'[O]—*-l'l “,z 1 "'—‘l’: Ol,f, 2| ... .
+ 2;)(,[11,‘_1,;[ ] N.sin(28 — bt —7y,) -+

et ainsi de suite.
4° Termes complémentaires provenant de cos (41 — 21) et sin (4 — 2!). —
A cause de la relation
41— 21" = 360° + 41' — 21,

les termes en 41" — 20’ des équations différentielles se réunissent 2 ceux en
Al — 2l
1l faut ajouter au terme Nsin (bt +- ) de p U'expression

(1[o]— V] (¢ — o)+ (v ] — v (2] (# — )

4n' —-—2n—2b

U=V E) () (=1 (2] ()

4n' —an—b-—Db,

-+ ([—I’)(I—alz)_l_([/_‘l”)(J _'72/

fn' —an—b—0>,

Nsin(4'—ol—bt—vy)

N,sin (§l/—2l-—bit—7.)

Nisin(§l/—2l—b.t—7y.)

formée de cinq termes, et au terme Ncos (bt +7) de g la méme expression en y
remplagant seulement les sinus par les cosinus; de méme, au terme N, sin (by2+7,)
il faut ajouter

[| ] ‘_I’, i o ’ 9 | —- " 9 r___ .'//w
( )(l ,4)-}—(1' I‘>(“ *) Nsin(4l’——21——bt—-‘/)

fn'—on—b—">

L[og]—T — ! —1
+( I)(I ‘7 l [E l -) \Sln 4[’——z,——bt-/:

4n—2n 2. b,

O T i) (= e+ (1, (52— 14 [0 (o4 — )

4n'—on—b —b,

7Sin(41/———21‘—‘b2t——'/7)

et ainsi de suite.
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50 Termes complémentaires dus a I'aplatissement. — 11 faut ajouter au terme
Nsin (bt + ) de p I'expression

I(O)[f_—N Sm(2l—bt‘—/)—i—%\'lsin(zl-—blt——yl)
—i—ﬁl_;ba—__—,—‘{ sin(2l—b.t — )+ I_bA:-bN sin(2l—b,t—1,)
nfjb“i 5 Nisin (20— b, t——/,):
4—1'(1)[-:'1_’:; Nsin (20’ — bl — ) + ;%V Sin (20— byt —71) + .

7"1”(5’-)[%Nsin(zl”—-bt——y) _”.__—_ﬁmxjsm( 20" — b t— )+

2n oan” —b— b,

_{__1117(3)[0/”_-5( NSin(Zlm'_‘bt—"/) .u_._\ Sln( [”"—"_blt—‘Yl)"*_‘..

2n 20 an”—b— b,

formée de quatre lignes dont chacune contient cing termes; et au terme Ncos (bz+7)
de g, la méme expression en y changeant les cosinus en sinus.
De méme, au terme N, sin (b, ¢ + 7,) il faut ajouter la quantité

I,(o)[»—]——:a—'v— N sin{2f{— bt — ) —;——I—_—@« N.sin(2{— b, t—7.)

an—>b,— b an— 20,
#%’N,sin( 2l-—b, t——y)—i—qn_—bafj\ sin(2l— byt —7.)
znl_—_——b%EN;sin(zl——b‘t—y‘ﬂ
41, (1) —;;'T_—::-v_—BN sin (20" —bt—y) -+ ;a:;%—:—%é:N,sin(zl’ ——b‘t——',q)—}—...:
+T1,(2) ‘Mct_—bjibN sin (20" — bt —y) +Hlein(zl”—b,t'——'/')—l—...;
+17(3) _Q—:%I\ sin (20" — bt —y) +%§%N‘Sin(2l’”~ bit—y)+ »

et ainsi de suite.

37. Les formules (4), complétées par les termes précédents, donnent les valeurs
des variables p, ¢, p’,..., et font connaitre tout ensemble la position des plans
des orbites des satellites et celle de I'équateur de Jupiter par rapport au plan fixe.
On en déduira aisément les latitudes des satellites par rapport au méme plan fixe,

au moyen de la formule
sinA =sin{v— 6)sin o,

qui donne, en négligeant le carré de I'inclinaison,
A=osin(v—§),

ou bien
A=¢sinv —pcosv.
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Si dans cette formule on remplace p et ¢ par les valeurs (4), on obtient pour le
premier satellite
2 =Nsin(¢—bt—y)+Nsin(¢ —bt — 7). ..

et des expressions semblables pour les trois autres. Ces valeurs sont analogues &
celles que donne Laplace (liv. VIII, n° 10), et elles fourniront sans doute les
termes principaux des latitudes, parmi ceux qui ne dépendent que des variations
séculaires des éléments; toutefois il faudra recourir aux valeurs numériques pour
savoir s'il est permis de négliger les termes tres-nombreux quameéneront les
expressions du n° 36, et dont Laplace ne tient aucun compte.

Il importe, dans la question des éclipses, d’obtenir les latitudes des satellites
au-dessus de 'orbite vraie de Jupiter. La position de cette orbite par rapport au
plan fixe est déterminée, pour I'époque ¢, par les variables € et 2 qui font con-
naitre les angles © et @; celle de 'équateur vrai le sera par p™ et ¢*" qui donneront
» et ¢, et 'intersection de ces deux plans déterminera ’équinoxe vrai. Si nous
désignons par L et A la longitude et la latitude rapportées a I'orbite variable de
Jupiter, la longitude étant comptée a partir de I’équinoxe vrai, ces nouvelles coor-
données seront exprimées au moyen des anciennes ¢, et A, ainsi que des quantités
®, O, o, ¢, par les deux formules suivantes, ot I'on néglige encore les carrés des
inclinaisons :

L=v¢,+ Y+ Ptlangd cos(¢, —0O)—Psin(O+ L) cotm,

A=2—®sin(v,—0O).
(Annales de I'Observatoire, t. 11, p. 155.)

On peut suivre une marche différente et obtenir les quantités L et A sauns passer
par les intermédiaires p, ¢, ¢, 0, ¢, X
Considérons la sphere céleste jovicentrique, et soient CB, CA, BA, Y'Y” les traces

respectives, sur cette sphere, du plan fixe, de I'orbite de Jupiter a I'instant consi-
déré, de orbite du satellite m et de I'équateur de Jupiter au méme instant.
Soit Y P'origine des longitudes sur le plan fixe : on aura

CY=0, BY=96, angleC=®, angle ABC=180"— o.
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Désignons par 7 U'inclinaison BAC de I'orbite de m sur Porbite de Jupiter, et
par 7 la longitude dans U'orbite du neeud A de Porbite de 2 sur I'orbite de Jupiter,
en sorte que t se compose des angles YC =0 et CA, non situés dans le méme
plan. Le triangle ABC donnera

sing cos(§ — O ) =cosysin® + siny cos ® cos(= — 0O},

sing sin (9 — 0 )= sinysin(~ — ©),
ou bien, en négligeant les carrés des inclinaisons,
9e05(§—~0)=0+ycos(~-—06), osin(f—0)=ysin{z—0),

et par suite les deux formules

¢ sin§ =P sin ©® 4~y sinv,
vcosf =Pcos + ycos~.

Les quantités ysint, 7 cost sont de méme espece que o sinfd et ¢ cos@; il faut
seulement observer que la longitude t se compte comme toutes les autres a partir
du point fixe Y, et non a partir de I'équinoxe vrai Y.

Si nous posons

ysint=wx, ycosTt=y,
il viendra
p=9C4+z, ¢g=24y.

Posons de méme pour le second satellite

y'sint' =z, y'cost =y’
et de méme pour les deux autres; enfin, appelons , U'inclinaison de I'équateur
vrai sur Porbite actuelle, et — ¢, la longitude du neeud descendant de cet équa-
teur sur cette orbite, comptée aussi a partir du point fixe Y, en sorte qu’on ai
v, = CY” — CY, et posons

¥ =mnsind, 7" =—0c05Y.
On aura pareillement

]),: (J?_j'_x” q/ — 2_]‘__.7/, - pr\': (/A;;)_{__'xn" ,/1\': Q_;_ﬁ.:\'_

D’apres cela, si dans les équations (1) et (2) on remplace p, ¢, p', ..., par ces

P 3 ., N
valeurs, et si I'on observe que %, dd—% sont des quantités qu’on peut supposer
connues et de la forme 3S cos(st + o), — 25 sin (s¢ + <), on obtiendra entre les

10
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nouvelles variables @, &', @”,..., ¥, ¥, y",..., les dix équations différentielles
simultanées qui suivent :

%‘;:——{(0,1)4‘(0;2)4- <O’3)+(0)+[0]}f+(o7l)]"+(0,2)_7'”‘*”(0,3)}"”,4—(0)}""
___ZSCOS(st-l—O')-i—[O](]‘0052)1'+xsin2£')+ [(J"—J")005(41'—-21)—l—(x——x’)sin({;l’——glﬁ
+ (o) [(y—yr)cos2l+ (wr—z*)sin2l]; '
1o’ |
—% :~z(I’O)+(!’2)+(l’3)+(‘)+[11%.7J+(lyo)}/'+(l,z)]‘”—|—(l,3))"m+(l)]""
—28 COS(SI—FG')—“‘[I](I}’" 0052(+x’sin2{)_|_ [(:y"—)")005(41,——21)4—()}"—&‘) Sin(4['———')/i]
+[12] (' —r")cos(41"—2l' )+ (&' —x") sin (1" — 21"}
() [(y'—yv)cosal’ + (x'— 2V )sin2l’];
l " ,
((‘Z - 5((270)+(2rl)+(2:3)+(2)+[2]%f +(2,0)]‘+(2,I)J"+(2,3)‘7-”’_1_(2)]1n
: — Z8cos(st+o)+[2](y"cos2 2 sinal JH-[ 21 |[(y"—y") cos(41"—2l’ )+(x"—a' )sin (41" —2l")]
(/) 5 +(?)[(]”—_}" )Coszl”—i—(x”—-x”)sinzl”];
d m )
S = 1300+ (30 +(3,2)+ (3) -+ [B]{y"+ (3,0)r 4 (3,1) "+ (3,2) 5"+ (3)
—28cos(st+ o)+ [3]{y"cos2 L +x"sinal )+ (3)[(y"—y ) cos2l”+ (&"—2'7)sin 21" |;
CZ.Z‘”

= O+ O+O+O+Olr+Or+Or+@r+&
— 38 cos(st+ 7))+ () (ycos2L 4 2" sina g );

%2 L(o.1)+(0,2) - (0,3)+ (o) + [0] {#—(0,1) 2 —(0,2) #"—(0,3) 2" — (0] ="
+ 28 sin (st+0)—[o](ysin2 —x cos2.0 ) — [0, ] [(3—y') sin (41'—2l)—(x—2') cos(§ '—21]]
— (o) [(y —y*)sin2l— (x—a*") cos2!];
({V/—
e

Ces équations sont absolument de la méme forme que les équations (1) et (2) et
elles s’integrent de méme : il y aura une petite simplification résultant de 'absence
des termes complémentaires de la seconde espece.

Apres avoir obtenu les valeurs de x, y, a/,..., on obtiendra les latitudes cher-
chées par la formule

sin A =sin(v—z)siny,

v désignant la longitude vraie, formée des trois parties YC + CA -+ Am situées
dans trois plans différents. Cette formule donne, aux quantités pres du second
ordre,

A =ypsinv—x cosv.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(75)

Quant aux longitudes L, on les obtiendra par la formule
tang (L — =) =tang(v — ) cosy,

ou bien par 'une des formules qu’on peut en déduire, angle L étant compté ici
a partir du point fixe Y. Pour rapporter cet angle a 'équinoxe vrai Y7, il suffira
d’y ajouter la quantité

CY’ —CY =4 —®sin(® -+ ) cotn.

e D DD

CHAPITRE VI.

VALEURS NOUVELLES DES INEGALITES PERIODIQUES. — EQUATIONS SECULAIRES
DES LONGITUDES MOYENNES.

38. Un certain nombre des inégalités périodiques caleulées au chapitre II n’of-
frent pas une exactitude suffisante, parce qu'on s’est contenté, pour les obtenir,
de corriger les longitudes des noeuds et des périjoves de leurs variations séculaires.
Nous allons revenir sur ces inégalités pour les rectifier, en faisant usage des valeurs
plus exactes obtenues dans les chapitres IV et V pour les éléments e, =, ¢, 6, ou,
ce qui revient au méme, pour les variables %, £, p, ¢ que nous leur avons substituées.

On sait qu’il n’y a rien & modifier anx inégalités trouvées pour les exeentricités
et les longitudes des périjoves, et par suite rien dans les termes principaux des
rayons vecteurs et des longitudes vraies : dans les valeurs de ces deux coordon-
nées, les modifications ne porteront done que sur les deux parties d’importance
secondaire da et d/. Dans les latitudes, au contraire, tout devra étre retouché, sauf
ce qui provient de od'v cos (v — §).

D’apres cela nous aurons a corriger, parmi les inégalités des grands axes et des
longitudes moyennes, celles qui dépendent des excentricités, et, parmi les inéga-
lités des inclinaisons et des longitudes des nceeuds, celles qui dépendent des incli-
naisons, ¢’est-a-dire toutes celles que nous avons conservées. Occupons-nous
«’abord des premieres.

39. Le premier terme a rectifier dans d'a est celui qui dépend de Pangle 2/ — /-
on I'a obtenu en prenant dans la fonction R, ,, la partie

Aecos(2l! — I —w) 4 (B——‘:“T“> ¢ cos(2l — I —g').
En y introduisant les variables A, &, #', k', cette partie devient

Rpoy= [Alf+ (B— ~—> k ] cos(2l' — 1)+ [Alz+ <B— ——) h] sin(2!’' —1,

10.
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\

et par suile, en ne considérant que ces termes, on aura

’

da _ wg[Ak+ <B—2—‘—‘>/] sin(20' — 1) — {_Alz—l— (B~

dt . a'

a

°f‘> /1,'] cos(al/—1)-

\

Dans cette formule nous remplacerons 4, £, 2/, #, par les valeurs du chapitre IV;
si nous prenons seulement les premiers termes de ces valeurs, savoir :

h=Msin(gt+43), k=>%cos{gt+5), fL;——‘}.’N[Sin(gt—I—ﬁ), I'=¥Mcos(gt+ 5,

1l viendra

tut i@ .
@@ __2moen [A—|—(B—2a> /.'] Msin(al — - gt—35),
A\ -

dt - . a’?
et par suite 'inégalité

. e
gt —5).

4 y 2

, . a2« 7 2t . .

(1) o —=— - ah+{aB—— | ¥ {Mcos(2l'—!
1~ 2 —R— g a -

En considérant ensuite les seconds termes des mémes valeurs, savoir ceux qui
se rapportent a la racine g,, on aura pareillement 'inégalité

St = — 2t a ; " [aA—}~ (aB—%—j) 7‘.’1] M, cos(2l/'—1—gt—B,).
L2 — R — 8 a

Chacune des racines g, et g, donnera aussi un terme pareil. Mais ce ne sont pas
les seuls qu’on puisse obtenir : chacun des termes que présentent les formules
“14) et (15) du chapitre IV (excepté ceux d’argument 2/ —7) fournira une nou-
velle inégalité, tout aussi facile a caleuler. Observons seulement que dans ces der-
nitres inégalités le diviseur serait notablement différent de an' — n et cesserait
d’étre petit, tandis que dans les quatre premieres le diviseur se réduit sensiblement
a 2n' — n, A cause de la petitesse des racines g, g,, g2, 8- Nous pourrons done
nous borner aux quatre inégalités de espece (r).

On trouvera de la méme maniere, pour le second satellite, que les termes de d«’
qui dépendent de 20" — [ ¢t 21" — I’ doivent étre remplacés par les suivants :

N 477?([/ n' . a’?
da’ = ———Vd A4+ {adB—— ) ¥ |Mcos(al — — gt —
oen—n—g 2a? ( 5 2)
am”a ' r 2a’7)
—_— ALY PR T Y ; V4 ’ o o
WA g La AV aB e % ] M cos(2l"— 1 — gt — 5},

qu'on peut grouper dans le terme unique

2d n' { " ) a’ o 2a
—_—_— 2717 57 " r FS7 Y.
U —n g? a A+ aB-2a2> A]—!—m [a A’ +<nB —“a”2>/'J

R Mcos(2l —I-— gt —3).

da —
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De méme, pour le troisieme satellite, I'inégalit¢ du grand axe qui dépend de
angle 2/” — I sera remplacée par celle-ci :

” @'

[a” AW+ (a” B — ;—) 7.”] Mcos(2l” —1U'—gt—175).

e 117
I a n
Sar="*

v oa2p’—n'—g

1z
8 a

Les deux dernieres formules sont relatives 4 la racine g, et i chacune d’elles il
faut en ajouter trois autres se rapportant respectivement aux racines g,, g gs-
Il nous reste arectifier, parmi les inégalités des grands axes, celles qui contiennent
le coefficient K. Celle qui se rapporte au premier satellite a été fournie par le terme

L4 .

K . -
—ecos(l—w) de Vs ce terme peut s'éerire %(la cosl + hsinl), et, enle considé-
[

2

rant seul, on a la formule

da 2Kn
de — a

{(fecosi—Irsind).

Si dans cette formule on remplace 4 et £ par les premiers termes de leurs valeurs,
savoir, M sin(gtz +- 8), Mcos(gt + ), il vient

da 2K, .
=T o Msin(l—gt—05);
d’ott I'inégalité
sKn ,
(2) da= —— Meos{l—gt—25).

av(n—g

A cette inégalité il faut en joindre trois autres toutes pareilles, se rapportant res-
pectivement aux trois autres racines g, g», g,. Mais on ne peut pas se borner Ia;
car ee qui rend importantes ces inégalités, ce n’est pas un petit diviseur, mais bien
le coefficient K : nous ne sommes donc pas autorisés & ne pas tenir compte des
termes d’arguments 20’ — I, I',..., 20— gt— f,..., que présentent les valeurs
completes de % et £ (les termes en [/ ne donneraient rien). Par exemple, si nous

prencns
h=asin (20 —1), k=L cos(20'—1),

il en résultera I'inégalité
2Kn

N
0a = — ————————
au(a2n’—amn)

Aocosiael—al).

Lorsqu’on réduira en nombres les formules, les valeurs numériques des coeffi-
cients permettront de décider quelles sont celles de ces inégalités qu'on devra con-
server, et on en trouvera aisément I'expression analytique.

Ce que nous venons de dire pour le premier satellite s’appliquera sans modifica-
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tion & chacun des trois autres, en mettant simplement les éléments de ceux~ci &
la place des éléments du premier.

40. Dans la longitude moyenne du premier satellite, il entre des termes en
al' — [ de deux provenances différentes; mais ceux que fournit la partie ¢ sont
beaucoup moins considérables, car ils n’ont pour diviseur que la premiere puis-
sance de 2n' —n, tandis que ceux qui proviennent de p ont pour diviseur
{an -— np. La formule qui donne ces derniers peut s’écrire

[A/z—}— <B——3,£:> /z’] cos(-zl’———l)——[Alf-}— <B~3g> lz’] sin(zl’—zl)}v.
a , a’ |

dp  3man?

de

Si 'on y met les valeurs

h =Msin(gt+ 8), fk=Mcos(gt+ 8),
I =¥Msin(gt+8), k' =¥Mcos(gt+ 8),

on obtiendra par 'intégration I'inégalité

\3} 69____3"1 —n___ [aA—'r— (aB——i—%) )’] BI sin(z['——l~gi—f),.

o (20 —n—g)

Il est clair que chacune des racines g,, g,, g, donnera une inégalité pareille, et
ici encore, comme dans le cas des grands axes, on pourra n’en pas considérer
d’autres.

On trouvera de méme, pour le second satellite, que les termes de dp’ qui dépen-
dent de 2/ — [ et 2" — {’ doivent étre remplacés par les suivants:

6m n't a’
69’:__/"_7————3 a'A—!—— aIB'—'{ P
v o(2n—n-—g) 24

>7.’] Msin(2l/—1— gt —pB),
3m” n' R 1 N ,
- A 4 aB—a,’2 # | Msin(20"—1'— gt —5),

v G —n—g)

qu’on peut réunir dans le terme unique

3 ’y 73 - v a'i\ L
dp/ = — — *,—n—sz m [a’A—l— <a’B—— ¢ > ).']—}— m” [a'A’).’ - (a’B'—Q—fl,.—> /.”J%
gl2n’ —n—gp| 2a® a”

X Msin(2l'—1—gt—B).

De méme aussi, pour le troisitme satellite, le terme en 2/”— !’ obtenu dans dp”
devra étre remplacé par le suivant

1"y

; [a"A’ y <a”B’— 2"——> 7] Msin(20"—U'— gt —B),

om’ n’
- ” " T -
g’ (2n"—n'—g ’:

30” ==
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la derniere formule devant, ainsi que la précédente, étre considérée comme qua-
druple.

Ces inégalités sont celles que donne Laplace (liv. VIII, n° 7), & part la confusion

qu’il fait entre les quantltes — et 2%, et de méme entre les quantités — ¢ et 27

a”’
confusion qui revient & supposer n=2an',n =an’.

On rectifierait de la méme maniere les termes provenant de la partie «.

Il nous reste 2 modifier, parmi les inégalités des longitudes moyennes, celles qui
contiennent le coefficient K. Pour le premier satellite, celle qui vient de la partie p
sera donnée par la formule

2

dJ: ﬂ<—n—(/zcosl—ll sin/).

dt auv
Si 'on y substitue les premiers termes des valeurs de % et £, on obtiendra I'iné-
galité

N 3Kn? , -

(4) =" n—gyars NS n{l—gt—p)
et chacune des racines g,, g,, g en donnera une pareille. Il faudra joindre en
outre a ces inégalités celles que donne la méme formule quand on y introduit les
autres termes des valeurs de A et de £. Par exemple, les termes & sin (20— /),
b cos (2/'— [} donnent

3Kn?

(2n —271) a7

0p = — A sin (2l —21).

On peut observer que les termes ¥ sin/, ¥ cos/ ne donneraient rien.

Mais on n’aura pas encore ainsi toutes les inégalités de la longitude moyenne
qui contiennent le coefficient K; il faudra prendre aussi celles qui proviennent

de ¢, car elles ont ici la méme importance que les autres. On les obtiendra par la

formule

de 13 Kn . .
a2 a (hsinl+-Fk cosl).

Si on met dans cette formule les valeurs 2 = M sin (gt + ), £ = M cos (gz + ),
on obtiendra I'inégalité

13 Kn
5 86:——————’\Ism {—gt—
o 2 (n—gja ( °
toute pareille a I'inégalité (4), et qui doit aussi, comme elle, étre accompagnée de
trois autres analogues relatives aux racines g,, g., &;.

Les autres termes des.valeurs de /4 et de £ donuneront encore d’autres inégalités,
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et il faudrait les valeurs numériques des coefficients pour savoir celles qu’on peut
négliger.

Si dans les formules précédentes on remplace les éléments du premier satellite
sucessivement par ceux du second, du troisieme et du quatrieme, on obtiendra,
pour chacun de ces satellites, les inégalités de la longitude moyenne dépendantes
du coefficient K.

Ces inégalités n’ont pas leurs analogues dans les formules de Laplace. Par
contre, Laplace obtient (liv. VIII, n° 8) une inégalité analogne & V'évection de la
théorie de la Lune; mais plus loin (n°® 22), dans la réduction en nombres, il
reconnait qu’elle est insensible pour les deux premiers satellites. Au reste, ainsi
que nous P'avons dit au n° 10, il serait tres-facile d’obtenir cette inégalité, comme
aussi de la rectifier. On P'obtiendrait dans p et dans ¢ au moyen du terme en
2L — [ —1II de R, mais elle n’a pas plus d’importance que celle qui proviendrait
du terme en 2 — 37+ =, et elle en a moins que celles qui résulteraient, pour
I'élément ¢, des termes en { — 2/ -+ II et 3¢ — 2/ — II. Les deux premiers de ces
termes introduisent dans d¢, au moyen des valeurs du n° 1%, des inégalités pré-
sentant l'argument de la variazion et plus considérables que les précédentes,
parce qu’elles sont indépendantes des excentricités.

41. Nous allons revenir maintenant sur les inégalités des inclinaisons et des
longitudes des nceuds, pour en conclure des valeurs plus exactes des latitudes.

Comme dans le chapitre V, nous substituerons aux éléments ¢ et § les auxiliaires
p et ¢; au moyen des formules
dg do

dg
= —L c0s9-——0 — sinb
d L TR

dp dg db
Y ;ﬁsmé—i-o T cos 4, o7

d 1
on obtiendra, en y remplacant EB et ¢ -7 pav les valeurs obtenues précedemment,

les différentielles des nouvelles vamables.
On avrive au méme résultat en introduisant les variables p, ¢, p/, ... dans les
fonctions perturbatrices, et employant les deux formules

dp_ 1 A5 dg 1 dQ
dt — na*dq’ dt T natdp’

que Pon déduit aisément des formules adoptées

de 1 dQ do _ 1« dQ
dt nato d6’ dt — nate df

Par I'un ou l'autre de ces deux moyens, on obtiendra pour e premier satellite,
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en ne prenant d’abord que la fonction R, ,;, les deux formules

dp _m'ani . , , o , \
T ZB(>[(q——q)cos(4l——2l)-§—(p—p)sm(4l~—21;],

dq manzx VoS (A oY — ) & —
—JZ_TZBJ[(]) peos(4ll—al)—(q—q')sin(41I'—2l)].

Remplagons dans les seconds membres les variables p, g, p', ¢' 'abord par les

premiers termes de leurs valeurs,

p=Nsin{bt+7y), g=Ncos(bt+y).
p=a'Nsin(bt +7v), ¢=o'Ncos(bt-+v);

nous obtiendrons, apres 'intégration, les deux inégalités

so_ma  m T
op= u hw—an—b% (1— o/ )Nsin (§/—201—bt —y),
6q:?‘1—a—n—’B(”(I—-o:’)Ncos(dl’—zl—bt—y),

w4 —2n—0b4

On pourrait en déduire d9 et 909 au moyen des formules
do=sinGdp—+cosfdq, ocl=cosfop—sinbdq,

et en conclure les inégalités correspondantes de la latitude par la formule

82 =30 sin({— ) — @df cos{{—0).

Il sera plus simple de transformer cette derniere en y remplacant dy et ¢d¢ :

obtient ainsi 07 exprimé directement en fonction de ép et d'¢ par la formule
Oh=—dpcosl+dqsinl.

En l'appliquant, on aura I'inégalité

1
) 07 == — — D (f—co Y Nsin(4l — — bt —9v),
{6) o7 9 4n,_2“_b4aB3 (1r—a') Nsin(40'—31 7)

on

relative 4 la racine b, et chacune des quatre autres racines b,, b,, b;, b, en don-

nerait une pareille.

Pour le second satellite, on trouvera de méme, provenant des actions du premier

et du troisieme, les inégalités

on = ;%3‘4—;,-:{;—12-—_—[)'%a’nli)(l~“’)NSil](3l’—2[—bt—7)

= ,—%——Z)%(L’B'W (& —a" ) Nsin(41"— 30— bt — ),

oqn
It
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qu’on peut réunir dans la suivante, 2 cause de 41" — 30’ = 360° + 3/ — 2/,

¥ n

0 = - o
G fn'—oan —

3 [mdB® (1— o' )—m"a B (o — ") ] Nsin(3l'— 2l — bt — 7).
De méme aussi I'action du second produira dans la latitude du troisitme l'iné-
galité

”

m’ n I . .
+—a" B (a0 —a”)Nsin (31" —20'— bt — ),

N=
n fr'—on'— b4

laquelle, ainsi que la précédente, doit étre regardée comme quintuple.

Ces résultats sont, & part la forme des coefficients, ceux que donne Laplace
(liv. VI, n° 11). Mais 1l n’est pas probable qu’on puisse se borner la, et ne tenir
aucun compte des autres termes de p et g. Si nous prenons en effet les termes

p==2sin(st+¢), ¢=2Ccos(si-+ ),
p'=2¢ 'sin(st+a), g ==& cos(si+ ),

. dp d .
et que nous les portions dans les seconds membres de 7’;, E(tl’ nous obtiendrons les
inégalités
N ma n | I . N
op = - B (e —2)sin(fl!—2l—st—g), dg=...,

w 4n—on—s4
et par suite

m’ n 1
) o—m o e —e')si ' 3] of —
ok H 4n,_zn__s4aB(3 ( ysin(40—31—st—a),
mégalité qui parait aussi importante que celle de la formule (6), parce que le divi-
seur 4n’' — 2n — s differe peu de 4n' — 2n, et qui ne peut étre négligée que si
les coefficients © et €’ sont trop petits. Les valeurs numériques déeideront Ia
question.
42. Considérons maintenant les inégalités des latitudes dues a I'action du Soleil.

On aura pour le premier satellite

d 3 a’n .

Elt)_:Zj ey [(g—2)cos2g+(p—®F)sin2g ],

d 3N a’n -

=f == e llg—)sinag—(p—2)cos2g ]

Dans les parentheses des seconds membres, ne prenons d’abord que les termes
p

—Rcos2f —®sin2af, —9Isin2f +%Pcos2fl,
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et posons, comme au chapitre V,

®=28sin(st+ o), 2 =2Z28cos(s{+c);

nous obtiendrons les inégalités

n 3N a* ¢ n .
;I):——ZTEZET;—SS&D(ZQ—St——G), 6(1':~—.--,
ot 'inégalité
3N ad n

——4 7 :té mssin(2fi—[—-‘5t——’i>,

composée d’autant de termes qu’'il y en a dans les valeurs de ® et 2 . Prenons
maintenant dans les mémes parentheses les autres termes

qeos2f 4-psin2f, g¢sin2f —pcos2;
si nous y remplacons p et ¢ par les valeurs
p=Nsin(bt+7y), ¢=Ncos(bt+7y),

nous obtiendrons les inégalités

[y 33]@(13 n .o .
= AL —p s P —Dbt—), Sg=...,
: P10 oy p N sin(aL—bl—y), 9g
et par suite
3N a3 n

(8) HN=— o

4 p thﬁ-——_—szian——!——blﬁy}.

La formule (8), ainsi que la formule (7), dépend de 'angle 2 £ — [ qui est P'ar-
gument de Vcvection : celles que trouve Laplace (au n° 11) dépendent aussi du
méme angle.

La formule (8) doit étre accompagnée de quatre autres qui s’en déduisent en
changeant les quantités relatives & la racine b, dans les quantités qui se rapportent
aux racines b,, by, b, b,. Il y aura peut-étre lieu, en outre, a tenir compte des
autres termes des valeurs de p et ¢ : 'expression des inégalités qui en résulteront
s'obtiendra aisément.

Les inégalités produites par I’action du Soleil dans les latitudes du second, du
troisieme et du quatrieme satellite s’obtiendront par les mémes formules, en y
mettant simplement les éléments de ces satellites au lieu de ceux du premier.

43. Il nous reste a étudier les perturbations qui sont dues a l'aplatissement du
globe de Jupiter. Elles sont données par les formules

d K )
%’: a"':j_ [(q,—‘!]")COSZ[‘*‘(P—P")szZ],

d K ) ~.
<T(tl :—E_Z [(g—q7)sin2l—(p—p)cosal].

1.
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Si 'on porte dans ces formules les valeurs suivantes, relatives a la racine b.

p=Nsin(bt+7y), ¢g=Ncos(bt+7),
pY=2"Nsin(bt +y), ¢*=a"Ncos(bt+7y),

on obtiendra les inégalités

op — Kn 1IN <} .
OP—m;li:b)(I—y )NS]H(ZZ——I)[——/},
Gq*——L\(x———a”);\icos(zl——bt-—y),

T @u(an—0b)

d’ou Pon conelut la suivante :

kn

_m(’_‘“")) sin({—bt—y);

et on en obtiendra une pareille pour chacune des quatre racines b,, b,, by, b,.
Les inégalités (g) correspondent a peu pres a celles que trouve Laplace (n° 11:
en tenant compte des déplacements de I'équateur et de orbite de Jupiter. On en

. , d .
obtiendra d’autres en portant dans ﬁ et Z—? les autres termes de p ct ¢, etil faudra

encore les valeurs numériques pour décider siirement quelles sont celles que Pon
doit considérer.

Ce qui précede se rapporte au premier satellite, mais s’applique sans modifica-
tion a chacun des trois autres.

Les formules des n° 41, 42, 43 donneront les inégalités des latitudes. en vy
ajoutant celles que fournit le terme od'v cos({— §) telles quon les a obtenues au
n° 18, savoir :
pour le premier satellite,

m’ n

—:;z,——_——)—;a.&"o[sin('zl’—l—6)+sin(2l’—3l+6}];

pour le second,

1 n’ B / @i\
"o V__ / - o~ M ", I__‘ - 14 —— 1 { —_ R
~ [m adA'—m (a B 2a=)J olsin{2l' —{—8)—sin{l—. ;,,

v on —

pour le troisieme,

” "

m' n

/ a
— T ( a’' B —
®o2nT—n |\ 2a'?

> o [sin(2l" — ' — 6" ) —sin(l' — 6" )].

44%. Nous indiquerons, pour terminer ce travail, le calcul des équations séculaires
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des satellites. Les inégalités & longues périodes des longitudes moyennes pro-
viennent a la fois de la partie p et de la partie ¢ de la formule /= p + ¢ : mais,
ainsi qu’on V'a vu, celles que fournit la partie ¢ sont négligeables & coté des autres.
Au contraire les inégalités séculaires ne peuvent provenir que de la partie ¢ : en
d*»  3dQ

effet, la formule =
’ OTIURe “7 at de

ne contient que des termes périodiques. Pour obte~-

. C L. de .. T
nir les inégalités cherchées, il faut prendre dans - les termes explicitement indé-

pendants da temps et qui sont du second ordre par rapport aux excentricités et aux
inclinaisons; les termes non périodiques d’ordre zéro ne produiraient par I'intégra-
tion que des termes proportionnels au temps : or les équations séculaires sont des
inégalités qu’on peut représenter approximativement par des termes proportion-
nels au carré du temps. On concoit d’ailleurs que les termes du second ordre non
périodiques fourniront, a la seconde approximation, des inégalités de cette espece :
car si dans les formules

e=n 4k, e cos(wm—o )=l +kl',.. .,
Q*=p'4-q° oo cos(§—4)=pp +qq,. ..,

on remplace les quantités %, £, &',..., p, ¢, p',..., par les valeurs des chapitres IV
et V, le second membre de chacune d’elles prendra la forme

Fy+Feos(ft+a)+Ficos(fit +oa )+ ...,

Fo, F, Foooooy /i fiseos 2, ay,..., désignant des nombres connus, et les nombres
S fis..., étant tres-petits ; en raison de cette derniere circonstance, on aura approxi-
mativement

cos(ft+ao)=cosa— ft.sina, cos(fit-+ o )=cosa, —fit.sina,...,

. de . .
et par suite il entrera dans — des termes proportionnels au temps, d’ou résulte-

ront dans la longitude des termes proportionnels au carré du temps. Il n’est du
reste pas nécessaire de donner aux équations séculaires la forme Lz*; il est méme
plus exact de les obtenir sous la forme de sinus d’angles qui croissent proportion-
nellement au temps, mais avec une grande lenteur.

Lorsqu’on ne veut conserver que les termes du second ordre par rapport aux

.., e e . . de -
excentricités et aux inclinaisons, la formule qui donne - peut s'écrire

de 2 dQ e dQ o dQ

dt —  nada  2nade ’ 2na’ do
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Supposons qu’'il s'agisse du premier satellite, et ne considérons d’abord que
I'action qu’il éprouve du second : nous devrons prendre

¥ 1 , ,
Ry =g B [e7+e?—¢'— ¢ +20¢  cos(§ — §')] — 7 B ee’ cos(m—w),
4

. , de
et il en résultera dans 7 les termes

m an B¥ N
——ee’ cos(w—w'}
L!,

ae

de manBY , ,
= —4—[6 et — ot — ¢ 290 cos(0 —07)] 4+ —

. .
—{—;(o,ﬂ[ezmq’—i—gy cos(9—9’)]—-é[o,l]‘ee’cos(m——-m’).

L'action des satellites m” et m” produira des termes analogues.
La fonction perturbatrice relative & I'action du Soleil sera

3 &

Risy = 5T e +8—6'— @+ 20D cos(0—B)],

et 1l en résultera les termes

e . .
%Z:—z[o][e’—i—b’——qﬁ—@’+2Q‘I)COS(9—-®)J

. de
et fournira dans d—; les termes

7
e
~=3{0)[e? —0 — 0"

= — 200 cos(Y +6)]

—A~—I-(o)e’——é(0)[9’—;—90»005(dg—+—9)].

. .. . N de
Eu réunissant toutes ees expressions on aura la valeur complete de -

Dans cette valeur on remplacera les quantités e?, €2, e¢ cos(w — @' ),..., ¢7, 9™,
¢’ cos(§ — 6'),..., par leurs développements indiqués plus baut, et on négligera
les termes constants qui ne donneraient par U'intégration que des termes propor-
tionnels au temps. Cela fait, il ne restera plus qu’a intégrer, et on aura ainsi I'équa-
tion séculaire du satellite . Celles des autres satellites s’obtiendraient absolument
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de méme. Le nombre des termes dont se composera I'équation séculaire de chaque
satellite sera assez considérable : quand on en viendra & la réduction en nombres,
il pourra étre de beaucoup diminué, mais il serait difficile de prévoir des a présent
quelssont ceux qu’on pourra négliger, et de donner la formule des plus importants.

NOTE.

VALEURS NUMERIQUES DES TERMES PRINCIPAUX DES LONGITUDES.

On a vu au n° 16 que les termes principaux des longitudes des trois premiers
satellites sont donnés respectivement par les formules

(I)sin (20'—21), (H)sin(l'—1), (Hl)sin (" —1),

dans lesquelles on a posé, pour abréger,

m’ n m  n 2 ()
(1 ::—y———-—~,2aA:———~~———;(4aA )+ aAl )
vR—2n p. n—oan
n' m” m a
M= — —2ad A"+ — (2B ——
n—oaon u " a

! m” 2 * ‘ a’.z‘
__n [J_ (oA a A7)+ <3a’ A A — ?7)]

Tn—on |

3
m o’ a” m’ n”’ , a”
(M= — - <2a”B'—-—~— == A3 A ar A — .

u” n—oan” a v’ n'—on a?

s1 1’on fait usage des nombres donnés par Laplace, on trouve pour ces coefficients
les valeurs suivantes, exprimées en secondes eentésimales,

(1)==—6052",7, (II)=12635",4, (III)= 808”,65.
Mais il faut observer que ces termes ne sont pas les seuls qui dépendent des mémes

arguments. Pour le premier satellite, la partie ¢/ de dv amenera les deux termes

im  on 2) . .
- ——-«—«,aA(,)sm(zl’——zl),
24 n—n

%% <ﬁ,—:-’_-71>’aA<’> sin (20" — 21),

dont les coefficients ont pour valeurs numériques 10”,056 et 8”,457. En outre,

lorsqu’on mettra dans Vexpression

2[desin({l—w)—edw cos (I —w)]
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les valeurs trouvées au n° 1% pour de et edw, on obtiendra, en faisant ¢ = — 2,
I'inégalité nouvelle

m' n

2) (o, ., .
T (—4aA® AT ysin (20 — 21,

dont le coefficient est égal & 2”, 504. Enfin, parmi les termes du second ordre par
rapport aux masses obtenus au n° 16, on trouve le suivant

-

. . .
azuSIH(zl —alj,

¢

5
Z(I)

dont le coefficient est égal 2 — 5", 102. D’apres cela, I'inégalité d’argument 2/'— 2/
dans la longitude du premier satellite aura pour expression

dv=-—16036",8sin {2l —2/).

On verra de la méme maniere qu’il entre dans la longitude du second satellite
les termes suivants.

1° Termesen sin{l'— [} :

m n' /i a'? .
—3 7 (n——n’) <; a A" — e dont la valeur numérique est  50”,267,
m n P A () LAy 2a’t y
_?n o a A 4 a AL -{—-—CE— » » -75 ,']53,
mn' 1y 3a?
- <__ a A(‘) 4+ al:\(l)_}_ — » » 127,266,
5 K
’4- (II) m » 2 4”, 208.
2° Termesen sin (20— 20') :
3 m” n' LTS .
Y (n*—:;_ a A dont la valeur numérique est 37,69,
I . ¢
tm” 0 ¢
roar(2)
2—;-7‘ lI.'—il”aAl » » 31”,76,
n’ ' s AT pAri) e
w oen” =3 —4d A - a AT » » 9", 46.

Par suite, V'inégalité d’argument /' —/, dans la longitude du second satellite, aura
pour expression
d¢' = 12567" sin (I' —1).
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Pour le troisieme satellite, on trouvera de méme les termessuivantsen sin {/"—/') :

m' n” 2/ a’y
{t . ’
—3— (;7*7> <: A" A — T) dont la valeur numérique est 37¢", 32,
v v : ’ .
m' n’ / 0 o 2d’ .
—_—— (L”A,(/—f-(l/’A“'—f———) » » —4g2”, 51
v’ n—n k ! a’ 492,01,
m' n” : y o 3a™ N
ad ;;,’ (_‘ a//Ar(l, + ((//A/I(l + » » 59/ , I&:,
1 A -
5 K v
7(1]]) e » » 0”’,1058;
+ g

et par suite l'inégalité d’argument " — 7, qui affecte sa longitude, aura pour
expression
8¢ = 84" 75 sin (/" —1").
Au lieu des coefficients
—6036”,8, 12561” et 754,75,

Laplace donne
—5050”,5g, 11920”7,67 et 808”,20;

et ces derniers nombres sont ceux dont Delambre a fait usage.

Vu et approuvé.
Le 17 février 1865.

. Doven pE LA Facurtt pes Sciences,

MILNE EDWARDS.

Permis d’imprimer.
Le 17 février 1865.

Lz Vice-RecrEur pE L’Acaptmie pE Paris,

A. MOURIER.

I2
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THESE I’ANALYSE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

1° Intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre de forme
quelconque, le nombre des variables indépendantes étant quelconque.

2° Des équations aux dérivées partielles du deuxieme ordre et & deux variables
indépendantes qui peuvent s’intégrer par la méthode de Monge.

Vu et approuveé,
Le 17 février 1865,
Le Dovex pE 1A Facurrt pEs Sciences,

MILNE EDWARDS.
Permis dimprimer, RS

Le 17 février 1865.

Le Vice-Recreur pE L’Acaptme pe Paris, T

A. MOURIER., 5

PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS , SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER,
Rue de Seine-Saint-Germain, 1o, prés Plnstitut.
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