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THESE D’ASTRONGMIE.

SUR LES

VARIATIONS SECULAIRES

DES ELEMENTS DES PLANETES.

§ L.
1. Les trois équations différentielles du mouvement d’une pla-

néte autour du centre du Soleil, supposé fixe, peuvent étre présen-
tées sous cette forme

d*x

(1) =
0

iz’ de . B a dr? - R T4

wr dR dv  wy dR dz puz dR
—5+- — = — =

x, ¥, z sont les coordonnées de la planete rapportées au centre du
Soleil ; r est la distance de ces deux corps, et i la somme de leurs
masses, de sorte qu’en désignant par m la masse de la planéte et par
M celle du Soleil, on a p. =M + m.

De plus, si 'on représente par m, , m,, etc., les masses des autres
planétes, par ., ¥, %, les coordonnées de nry, par x,, y,, z, celles
de m,, etc., et par r,, r,, etc., les distances de ces différentes pla-
netes au centre du Soleil, on a

1 ZZ 4 Yy 331]
— e —+ ele.
[\/(-rx— zP + ()P +(m—3p “i -
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On peut d’ailleurs rempiacer les équations (1) par nn systéme.de
six équations différentielles dn premier ordre, savoir :

dz oAy, dz
" 5 a T w T T
r3i
( de  wxr AR &' py dR ds’  ps 4 dR
de 777 3 T dzn de T 8 T &y de Tt dz’

2. Pour déduire de ces équations différentielles les lois du mouve-
ment, on les intégre d’abord en négligeant la quantité R; on a en-
suite égard i celte qnantité au moyen de la méthode de la variation
des constantes arbitraires,

Désignons généralement par «, b, ¢, etc., les six constantes arbi-
traires qui résultent de I'intégration des équations (1) quand on ne
tient pas compte de la quantité R. Les valeurs de x, 5, z sont alors
des fonctions connues de ¢ et de ces constantes. Pour que ces valears
satisfassent aux équations quand on cesse de négliger la quantité R,
il suffit de concevoir que les constantes a, b, c, etc., deviennent
elles-mémes des fonctions de la variable indépendante z, et de dé-
terminer convenablement ces nouvelles fonctions. Comme on a d’ail-
leurs six incounues, et seulement trois ¢quations 4 vérifier, on peut
se donmer trois autres conditions arbitrairement; celles qu’il con-
vient le mieux de choisir sont que les valeurs des dérivées %:,
v s N \

g g en fonction de ¢ et de a, b, ¢, ctc., conscrvent la méme forme
(que dans e cas ot les derniéres quantités sont constantes; c’est-it-
dire que les dérivées de ar, y, 2, prises en ayant égard seulement i
Ja variation des constantes arbitraires a, b, ¢, etc., soient nulles. De
cette maniére, on a, pour déterminer ces quantités a, b, ¢, etc., de- .
venues variables, les six équations qui suivent :

dr da dx db dx de
= - - c¢te. = o,

%ﬁm+ﬂﬁ‘%m'
ey da dy b v de

-+ - = ele. oo,

;/(A ot

da ar U w
( dz du dz db ldz de

4= eles= 0,

de i twmw Vde ar
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dx’ da 4 da’ db dz’ de et dR
— — _ — — ete. = —
da dr db dt + de dt dr’
. dy’ da dy’ db dy’ de dR
A -~ — e —_— te,. = —
) da dt + db de de dt ek dy’
dz da ds' b dz’ de ot _dR
da dt db de de dt e =

-t

3. En regardant tour i tour x, y, z, &', y', 2’ comme fonc-
tions de a, b, ¢, etc., et réciproquement, on obtient aisément ces

relations

da da da dy da dz da di'

_— — -+ — — — 4+ = 5 +elc. =1,
dr da dy da dz da dz' du

da dv da oy :

-— —_— —_—— g = )
dr (/b+(if db et : @
da de da dy

- s ol -1 ST v aee. o0,

dzr dr (_l_)—‘ de

etc.

On en a de semblables pour chacun des autres éléments b, ¢, ete.;
et au moyen de ces diverses relations, on tire sans difficulté des équa-

tions (4) et (5)

da  da dR da R da dR
7 i R v e A
b db dR db dR db dR
e R e i il o Byl B el
de dz’ dr dy’ oy dz" d=

de: de dR de dR de dR
dr dr' dr dy’ dy t @

ete.

On peut daillenrs établir directement ces derniéres équations.

4. 1 leurs de da b de ef t ét 5 ¢
. cs valeurs L —, —. euvent ety b4 B e
ses valeu 7 70 o 8., peuvent étre présentées sous

une aatre forme, en y mettant, au lien des dérivies particlles de la
fonction R rvelatives & 2, , =, les expressions de ces dérivées au
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moyen de celles de la méme fonction relatives aux quantités @, b,
¢, etc., considérées comme des fonctions de x, ¥, z. On a

dR dR da dR db dR de

e A T AT @A T

On a aussi, puisque R ne contient pas x’, y’, 7,

dea+dea+dea*
d7 dz = dy' dy = di' dz

Si I’on retranche le premier membre de la derniére égalité de la va-

dR dR dR

leur ci-dessus de , apres avoir remplacé W & par leurs

. 1o 9B dR , ,
expressions au moyen de — , —, etc., et que on transforme d’une

- db  de
maniére analogue les valeurs de = 7 €tc., en posant

(a,b) = da db da db da db da db da db da db
[7 =

dr d’ dz' dz -+ dy dy’  dy’ dy tE @ dz' dz’

et en représentant de méme par les symboles (a, ¢), (b, c), etc.,
les autres expressions de la méme forme, on trouve

- da le dR
7{;:—((1 b) — (a, )—— — etc.,
db dR . dR
— = — b, — ek

(6) @ ga Bz et

d
—c-:—l'c,a)(—lgl~—cl))£1}—ctc
de d > db ’

| etc.

Ces dernieres formules ont un avantage important qut consiste en
ce que, apres la substitution des valeurs en «, b, ¢, etc. et 1, que l'on

doit mettre pour x, y, z, x’, ¥', =/, et qui sont celles qui résultent

i mouvement elliptique de la planéte, les coefficients représentés
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7
par (a, b), (a, ¢), etc., se réduisent a de simples fonctions de «, 5.
c, etc., sans £.

Par l'intégration des équations (1) ou (3),
compte de la quantité R, on obtient les équations suivantes

vy

en ne tenaut pits

(7) »y& —zy' =G, 22" — az’ = (C/, zy’ — ya’ = s

x/z —+ J,/z - zlz — 2H -+ 2_#',
r

8)
Kdr

(9) f G 25},,
\/ H—o+
(Io) t — T — - r“, S
K2 20
')H - -
(1) K = ¢ + C" 4+ ¢

L’équation du plan de 'orbite est

(12) Cx + Cy + C"z2 = o.

En nommant 4 I’angle compris entre la trace de ce plan sur le plan
xy et Paxe des x, et ¢ son inclinaison sur le plan a7, on a

{r3) tang 0 = — (%,
I/ H = -,
(19) cos y = &

Enfin on a, entre les coordonnées rectilignes x, ¥, z, et les coordon-
nées polaires r et ¢ de la planéte dans son orbite, la relation

=2y 4 3,

{15)
et en outre, en supposant, pour plus de simplicité, que les angles v
el g soient comptés & partir du neeud,

Zcosd -+ ysinfg = rcose,

z = rsinvsing,
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ou, ce qui revient au méme, d’apresles équations (13), (14)et (1 1),

(16) Kz = r sinoy/C4C?
Cy—Cx
(17) reosy == ——— Ny

Dans ces formules, les six constantes arbitraires sont C, C/, C’,
H, getrt; mais on peut également prendre pour ces six constantes,
H, K, 6, ¢, g etr.

6. Concevons maintenant que I'on représente par S et T deux
fonctions quelconques des variables x, 7, z et des variables cor-
respondantes &', y’, 2'; et soit généralement

6, 1) {541 _dSAT_ dSAT ST asar_dsdr
dzdz' di'dx  dydy! dy'dy ' dzdi  di dz
1l est facile de voir que la fonction différentielle alternée (S, T)
jouira des propriétés ci-apres :
1°. Si Pon échange entre elles les deux quantités S et T, cette
fonction ne fera que changer de signe ou, en d’autres termes, on

aura
(T, 8) = -— (S, T);

2°. Sil'ona T =S, cette fonction sera identiquement nulle, ou,
en d’autres termes,

(S, 8) == o;

3°. Si I'une des deux fonctions S ou T ne contient aucune des
variables x', y’, z' correspondantes a celles des variablesx, 7, z
qui sont contenues dans I'autre fonction T ou S, on aura

8, T) =

4°. 8i T est fonction de quantités L, M, N, etc. , qui soient elles-
mémes des fonctions des variables x, y, z, &', ', Z, on aura

daT dT
iL —- etc.

(5, T) = (8, L) — N

+ (S, M) o=
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7. Au moyen des principes qui viennent d’étre énoncés, on
trouve

(H, K) = o, (H, 8) = o, (H, 9) = o, (K,6)=o0, (K,¢)=o,

I AY
(@ 9) :—EH—?—’ (B, g)=o, (H’T):!’ X, gi=—r1, (K, 7)=o,

(6, g =0, (8,7)=o, (‘?;g):_' s {9 7)=0, (g, 7)=o0.

1

Ktangg
On exécute les calculs qui conduisent a ces résultats, en considérant

H comme une fonction de x/, y’, 2 et r, d’apres Péquation (8);
K comme une fonction de C, ¢/, C”, d’aprés I'équation (b 1);

¢ comme une fonction de C et C/, d’aprés I'équation (13);
comme une fonction de C” et K, d’aprés I'équation (14);
comme une fonction de H, K, r et v, d’aprés I'équation (g);
comme une fonction de H, K et r, d’apres I'équation (103

¥y -6

¢ comme une fonction de C, €/, K, ret z, d’apres I'équation (16);

r comme une fonctionde x, y, z,d’aprés 'équation (15);

C, C’, C" comme des fonctions de x, y, z, 2, ', z, d’apres les
équations (7).

Les formules ci-dessus subsistent d’ailleurs également, soit que
Von regarde dans les équations (g) et (10}, r, comme représentant
une valeur donnée de r, ou comme représentant le rayon vecteur
du périhélie, auquel cas la constante arbitraire g est la distance
angulaire du périhélie au neeud.

8. Ces formules, combinées avec les formules {6), donnent

dd__ dR dK _dR 8 1 dR

)@ E &g @ Ky dy

‘ i (lq;__ 1 dR I dR (Ig_ dR 1 dR dr dR
(W‘_Ksinqd_sq}_ Ktangy dg’ dr  dK Ktangedy’ d¢ O

9. Soient actuellement % la longitude du péribélie, a le demi
grand axe, e l'excentricité, ¢ la longitude de I'époque, et = le
moyen mouvement de la planete. Ces nouvelles quantités seron:

2
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liées aux précédentes par les relations

, K= pa(y —~eY,

n= \/ﬁ‘.
a’

Au moyen de ces relations, on peut transformer les formules (18)
en y introduisant, au lieu des quatre constantes arbitraires H, K,
g et 7, les quantités @, e, m et ¢; on obtient ainsi les six équations
stmvantes :

(19)

¢ —=uw-—nr,

da 2 dR

&= ande’

de (Lh—yi=ee}W1—ecdR  yi—edR
= a‘en de ~ alen dw’
do 1 dR

e g \/T.:-c?sincp dy’

(20) {ay 1 dR 1 —cosg (zZR R
e g \/l—c‘-‘ sin g db a*n \/;?e;sinf? drs * d: >’
ds Vi— & dR 1—cose dR
dr aen  de ' gipy\[y—cising 99’

e Vi—e dR  2dR t—coss  JdR
R e R ~

a aen de  anda = 2, V/’— ¢sino dy

§ 11

10. Les forces perturbatrices étant proportionnelles aux masses
m,, m,, etc., qui sont des quantités trés-petites, les perturbations
produites par ces forces seront aussi trés-petites; et si, pour une pre-
miere approximation, on néglige les termes qui seraient de 'ordre
ces carrés des masses, on pourra, aprés avoir substitué¢ dans R les
valeurs elliptiques des coordonnées x, v, z, x, y,, z,, etc., rem-
placer dans les seconds membres des équations (20) les quantités « .
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e, @, 9, 9 et ¢ par leurs parties constantes; on obtiendra alors les
parties variables de ces quantités par de simples intigrations.

D’un autre coté, la fonction perturbatrice R, 4 cause de la peti-
tesse cles excentricités et des inclinaisons, peut étre développée en
une suite de termes qui ne contiennent le temps £ (ue par des sinus
et cosinus d’angles proportionnels 4 7, et dépendants des Jongitudes
moyennes de la plancte troublée et de la planéte troublante. Dans
les valeurs différenticlles des éléments a, ¢, =, ¢ et 0, qui déter-
minent la forme et la position de lorbite, les termes de R en sinus
et cosinus ne donnent que de pareils termes; et les variations sécu-
laires de ces éléments, au degré d’approximation que nous venons
d’indiquer, dépendent uni¢ement des termes de R, dans lesquels ¢
n’entre point.

Dans la valeur dela différentielle oz, qui contient la dérivée partielle

dR . . s .
P les termes de R en sinus et cosinus donnent, par la différentia-

tion des termes multipliés par ¢ en dehors des signes sinus et cosinus;
mais il est inutile d’avoir égard a ces termes, parce qu’ils se détrui-
sent avec d’autres dans I'expression de la longitude moyenne. En

effet, I quantit¢ c dans le développement de R, élant toujours jointe
. dR dR . dR -
ant,ona— =-—,dou — ndt= ('}, en marquant par la ca-
de d.ut ds
ractéristique ' une différentielle relative & ¢, prise en ne faisant va-
rier £ qu'antant qu’il est multiplié par 7. Au moyen de cette formule,
N , . PN . 2 s
la premicére ¢quation (20) devient dda = — d’R; d’un autre coté,
arn

. v
pmsque 17 = et on a

3 o 3n 3
dn == — — fodt = — —da, ou dn = — —d'R,

o «” 2a arn

d’out Von conclura par I'intégration la valeur de 2 pour le mouve-
ment troublé. Mais si 'on représente parV la longitude moyenne,
on anra

Vo= nt + ¢, dont dV =z ndt 4~ win + de;,

o
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AR L.
le terme — = “= d¢ de de donnera, par la variation de a dans .
ar. da
2 dRd. 3 3
— 222 e, ou 2 td'R; et le terme £dn donnera — — td'R.
an de da a*n a'n

1l suit de la qu’on pourra regarder 2 comme constant dans la diffe-
rentiation de R par rapport 4 a, et 'on aura simplement, pour
Pexpression de la longitude moyenne dans le mouvement troublé,
V = fndt +- . De cette maniére, l'expression de d¢ ne renfermera
aucun terme contenant £ en dehors des signes sinus et cosinus.

11. Les termes en ¢ sous les signes sinus et cosinus dans le déve-
loppement deR, ne pouvant se détruire, i cause de 'incommensura-
bilité des moyens mouvements, on a, en ne considérant que la par-
tie de R indépendante de ¢, ({l{—I: = o0; par conséquent, da — o0; ce
qui fait voir que le demi grand axe, et par conséquent aussi le
mmoyen mouvement sont constants par rapport aux variations sé-
culaires, du moins tant qu’on ne tient compte que des premiéres
puissances des masses perturbatrices. On sait d’ailleurs que Poisson
a prouvé que l'invariabilité des grands axes subsiste encore quand
on tient compte des carrés et des produits deux a deux des masses.

12. Lorsqu’on néglige, dans le développement de la fonction
perturbatrice R, les puissances des excentricités et des inclinaisons
supérieures au carré, en considérant seulement deux planétes m
et m,, et en désignant par F la partie du développement indépen-
dante des positions de ces deux planctes dans leurs orbites, on a

;i F ({t’+ al) (a,val) —+ 3a (il‘(z_r_,—(_zi,_)_’

my (@i —a')
(21) 3aa,{a,a;) | 4 (sin- ¢ R 1 sift o st 0. €05 (6 9)._
Sy 8(a® —ar) e* e —4 | sIn ;+31r1 o —~+ 2 511 v SIN ¢, c0s (6,-—

| " 3 [rza.{_(cz, ay) _,_2(“1 -+ a?)(a, (Z,L] < ee, cos (my — w).
\ 2@ —a) '

Les quantités qu’on représente ici par (¢, a,) et (a, a,)’ sont les
coefficients des deux premiers termes de la fonction

[

iy — 2aa, cosh 4+ a?)?,
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développée en une série de cosinus des multiples successifs de
Pangle .
Comme les éléments des deux planétes m et in, entrent de la méme

. . F ces V1 .
maniére dans Uexpression de —, ceite quantité détermine les per-

'
turbations de chacune des deux planétes dues 4 action de I'autre.

13. Au degré d’approximation auquel nous nous arrétons, on
réduit les équations différentielles des variations a la forme linéaire
en introduisant, au lieu des variables e, =, o et §, relatives & chaque
planéte, d’autres variables 2, I, p, q liées aux précédentes par les
relations

h = esinwg, { = ¢ cosw,

22 .
( ! P — tangosinf, g = tange cosf.

La formule (21) se change alors dans la suivante

F  (a* + a?)(a,a,) + 3aa; (a, ;)

;x - (gz _nz):
3aa,(a,a, . .
(23) “8‘(_(_—) [F o 02 o 81 4 53— (o= 2 — (70— 4]

3[12(1 ((1 a)(—f— (al_}.)a )((l a; )J(]z/l, -+ [[x)_

AY

D’un autre cdté, les équations (20) donnent, par la méme transfor-

mation,
dh 1 dR al 1 dR
dt  an dl’ dt andk’
2
( 4) 1 dR dy 1 dR
Ldt T atndy’ de T an rl/;

Pour I'exécution des calculs qui conduisent a ces derniéres équa-
tions, on peut omettre, dans les équations {20), les termes qui ont en

. dR . L .
tacteur —, puisque cette dérivée partielle est nulle par rapport aux

variations séculaires; on peut également omettre, dans les valeurs
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«R (ZR

des différentielles d et dw, les termes qui ont en facteurs —— et -
9

attendu qu’il ne résulterait de ces termes dans les valeurs de dfz,
dl, dp, dq, que des termes de plus de deux dimensions par rapport
ah,l,p,q.

14. La lettre R, dans les équations {24), ne représente plus que

la somme des quantités telles que F, par rapport & chacune des pla-
netes m, , My, My, etc. Pour la symétrie des formules, posons

[ (a* +a?)a, a) + 3aa, {(a, a;)’
=
' o Jaa, (a, a;)’ s , . . , \
(28) L = zmm, T8 — @y (oot —(po—p) — (0. — 901},
" 3[aa(a, H;)(a _ﬂ:z—; W a,ar)’ ](/I/z, et

la somme £ s’étendant & toutes les combinaisons deux 4 deux des
planétes. On pourra remplacerles dérivées de R dans les équations
(24) par celles de L, divisées par m; en méme temps, pour appliquer
ces équations aux diverses autres planétes m,, m,, etc., il suffira d’af-
fecter les lettres 4, I, p, ¢, ainsi que a, petm, successivement des
indices 1, 2, 3, etc. On aura ainsi le systéeme d’équations linéaires
ci-apres, dans lesquelles, 4 cause de a’n* = p, je mets Vet

au lieu de a®n:

! dh 1 dL dl 1 dL
@ e A & T T e A
G L 1o
dr mypa dg’  dr T mvpa dp’
(26, iodhy 1 diL ol 1 dL
A Ve, A1 ATy Va d”
dp. 1 dL dy, 1 dL
dt -m‘\/y..a, dq.’ e mx\/_uTa,’T’x’
etc.
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15. On conclut des éqnations (26)

dL dL dL dL
Tl—/:d/l_{_ﬁdl_o’ %(lj)+%(17:0,
dL dL dL d L

el o = 2y 2y, =
dh, dhi + di, b ¢ dp, Pt dq, “t ’
etc.

Donc, puisque L est une fonction des variables £, 1, p, ¢, etc., qui ne
contient pas explicitement ¢, et que d’ailleurs a, «,, etc., sont cons-
tantes par rapport aux variations séculaires, on a dL = o, et par
conséquent L = constante.

Ces considérations démontrent seulement 'invariabilité de la
fonction L pour le cas ou les variations séculaires des éléments sont
déterminées en négligeant les puissances des excentricités et des in-
clinaisons supérieures au carré; mais, a I'aide des équations (20, on
peut s’assurer que cette invariabilité subsiste encore quand on a
égard A toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons. En
effet, en supposant la fonction R réduite a sa partie indépendante des

. . dR .
longitudes moyennes des planétes, on a = o, donc aussi da =o,

de
et
dR dR dR dR

(R = — de 4 — db — d — du;

‘ de e @+ do ‘@ + de ¥
or cette différentielle totale est nulle en vertu des équations (20..
Les équations (26) donnent encore, en considérant seulement

celles qui contiennent %, £, h,, 1, etc.,

m \./‘071 (hdh ~ ldl) - m, \/;l_(/—, (hodh, + 1,dl,) + ete.

dL dL iy dL dL
dil T dh = e, T dn,

~ f ~+ ele.

L.c second membre de cette équation est nul, d’apreés la valeur
de la fonction de L; par suite, en intégrant, et se rappelant que
IF 412 =e*, h? + 12 = e}, etc., il vient

{'27} m \-/{m ¢ 4+ m, \-"y.,(/, ey -+ cte. = const.
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On obtient de méme, relativement aux inclinaisons, I'équation

(28) m ypa tang*e + m, \/y,a, tang’p; —+ etc. == const.

16. Je passe maintenant i V'intégration des équations (26), sans
m’arréter aux autres relations qu’on peut encore en déduire indé-
pendamment de I’intégration , et qui se rapportent aux mouvements
des périhélies et des nceuds, et aux longitudes ¢, ¢, , ¢, etc., des

P b 7 “hy 2 b
différentes planétes, 4 1’époque prise pour origine du temps.
) P 5
Soient

3m, aa, (12)”&)/ 1
— 7 ar X === (0, 1
panleel s Lmo )
_ dman (e a)vl@aife,a)]. ot

2(a} — a*) \/'—

et représentons de méme par les symboles (0,2), [0z |, (1,2),

, etc., les expressions qui se déduisent des précédentes quand
ony remplace les quantités relatives & la masse m, ou 4 la masse m,
par celles qm se rapportent aux autres masses, Les equatlons des
variations des excentricités et des périhélies seront

; dh
T= o)+ (o) 43l =[]t — L —ete.,
di

;[7:""(<I,0)+(0>2)+"']1‘ + fy hy - ete.,
dh,
(29) = [(1,0)+ (1,2) + e — [0 ] £ — [z ]t — ete,

dl .
Z;':-—[(l,O)—{—(l,ﬁ)—f—...]/q—{— }1 -+ /ez—i—etc.,
etc.

Les coefficients (0,1), (1,0),..., y [073,..., qui ne dépen-
dent que des masses des planetes, et des grands axes de leurs or-
bites, sont d’ailleurs liés deux 4 deux par des relations telles que
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celles-ci :

( m\/;:_z; (0,1) = m, \/m(l,o),

(30) m\/;;z m; \rm 3

\ ete.

On integre les équations (29) en posant

% = Msin(gt 4 6), { = Mecos(gt -+ 6),
Iy =Msin(gt + 6), ! = Mcos(gt + 6),
etc.

La substitution de ces valeurs dans les équations différentielles
conduit aux équations

{g — [(0:’) + (0:2) _"’"']}M + I Oy 1 |Mx - r—‘r';_ll\l, +...= o,
(B¢ {g — [(1,0) + (1,2) +- 1M+ [ e M + [0 10, +...= o,

etc.

On élimine entre ces équations les rapports de tous les coefficients
M, M,, M,, etc., horsun, acelui-ci, par exemple les rapports de
M,, M,, etc., a2 M; on obtient ainsi une équation en g dont le degré
est égal a celui des corps m, m,, m,, etc. Soient g, g, g, etc., les
racines de cette équation; pour chacune d’elles on obtiendra une
solution particuliére des équations différentielles, et en faisant la
somme de ces solutions particuliéres, on aura les intégrales géné-
rales qui seront de cette forme :

h = Msin{gt + 6) + M'sin(g’c + €) + M’ sin(g”r + 6”) - et.

{ = Mecos (gt + 6) -+ M cos(g’t 4+ €) 4 M’ cos(g"t + &) + etc.

(32) { h, = M,sin(gz + 6) -+ M'sin{g’¢t 4+ €) + DM'sin (s"¢ + €”) + etc.
L, = Mcos(gt + 6) 4 M cos(g’t + &) + Micos(g’t + €”) + etc,
ete.

A7. Dans ces intégrales générales, les constantes arhbitraires sont
8, &,6,..., et M, M', M", etc. On les déterminera au moyen des
valenrs initiales des quantités i, 1, A, , [, , ete.

-t
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On pourrait résoudre directement les équations de condition
entre les constantes arbitraires et les valeurs initiales de %, Z, %,
l,, etc. Mais on peut éliminer trés-simplement toutes les inconnues
hors deux, au moyen des relations qui existent entre les différents
systemes de solutions des équations (31). Ces relations sont les sui-
vantes :

MI\I’/M\/ya + MM m,\/p.m + DLM.m, \/y.aw -+ etc. = o,

_-\'Il\-'l”m\/;m + MMmypa, + MM m, \/p,az -+ etc. = o,
ete.

Sil'on fait dans les équations (32) ¢ = o, et qu'on y mette en meme
temps pour %, I, %, ,, etc., leurs valeurs initiales, que nous con-
tinuerons & désigner par les mémes lettres, on en conclura facile-
ment, i 'aide des derniéres relations,

(33) r = DMsiné, d — DMcos§,

en l)OS‘dllt

— N AL
n = m/{\/ua “+ mhyp.a, %—II—' A mh, \/y. A, — A + etc.,
— — M M,
d = ull\/"uﬂ ~+ mliypma, 11\-l' Ayl paa, i —+ ete.,
= (M,\? M
D= m \,% -+ m, vu.(l( <%) —- \/ptl( >—|—e[c

Les équations (33) feront connaitre les valeurs des constantes M et
§, et 'on aura de la méme maniere les valeurs des auntres constantes.

18. La forme des intégrales (32) changerait si 'équation en g avait
des racines égales ou des racines imaginaires; les valears de 4, /,
h,, 1,, etc., contiendraient des termes ayant le temps en facteur ouen
exposant. Mais 'équation (27) prouve que les excentricités sont as-
sujetties & des limites qu’elles ne peuvent dépasser; les valeurs des
(uantités 2, (, etc., ne peuvent donc pas renfermer de terines sus-
ceptibles de croitre indéfiniment avec le temps, ce qui suffit pour

établir que Véquation en g a toutes ses racines réelles et inégales.
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Cette proposition a d’ailleurs été prouvée directement par M. Cau-
chy et par M. Sturm.

Toutefois cette seule considération ne suffit pas pour démontrer
la stabilité du systeme planétaire par rapport aux excentricités; car
Iéquation (27) fait voir seulement que, si les excentricités sont
toutes tres-petites i une certaine épocue, celles des grosses masses
resteront toujours trés-petites; mais celles des petites masses pour-
raient croitre, méme au deli de 'unité, comme Lagrange lavait
fait remarcuer, sans que ’équation dont il s’agit cessat d’étre vérifice.

Pour démontrer 'invariabilité de la forme presque circulaire des
orbites , il faut recourir aux intégrales générales. Celles ¢i donnent

et = M: 4 M 4+ M” -+ cte. + 2MM cosf(g — g')t + € — %)
+ oMM7cos((g — g"t + & — &7] 4 etc.

Cette derniére équation fait voir que la valeur de e sera toujours
moindre que la somme M -+ M + M’ + etc., les coefficients
M, M, M”, etc., étant tous pris positivement; il suffira donc de
calculer ces coeflicients par rapport 2 chaque planéte, pour avoir
des limites que les excentricités ne pourront jamais dépasser.

19. Le procédé le pius simple, pour former 'équation en g, est
celui qui a ¢té indiqué dans les Additions a la Connaissance des
Temps pour 1843, et qui est fondé sur la considération des fone-
tions symétriques.

Ecrivons les équations (31) sous cette forme
((_g ~ a}M + M+ AL + et = o,

aM + (g — V)M, + /M. 4 ete. = o,

a”M 4 "M, + (g — ¢")M, +etc.= o,
ele.

Si P'on formait par la régle commue le dénominateur commun D
des valeurs qu’on tirerait de ces équations pour les indétermindes
M, M,, M,, etc., dans le cas ot les seconds membres des équations
seraient des quantités connues différentes de zéro, I'équation en g
qu’il s’agit d’obtenir serait D = o. X
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Cela posé, le dénominateur D contiendra le produit
& —ag—0) @ — )

De plus, chacun des produits qui composeront ce dénominateur
devant renfermer toutes les lettres a, b, ¢,..., et tous les indices
" ..., il ne pourras’y trouver deux coefficients compris dans
une méme ligne horizontale ou dans une méme colonne verticale
des équations (34). D’onr il suit que, si n est le nombre des équa-
tions, V'existence de # — 1 facteurs eng dans un produit entrai-
nera nécessairement 'existence du 7", Par conséquent le produit
ci-dessus, composé des n facteurs en g, et gui donnera dans I'é-
quation D = o le terme g”, sera aussi le seul dans lequel g sera
affecté de 'exposant 2 — 1. Le coefficient de cette puissance de g
est donc ¢gal a
— (a 4+ b + " 4.0

ou, en d’autres termes, la somme des racines de I'équation est

égale 4 la somme des coefficients qui affectent respectivement
e dh, dh.

AR TREPTE etc.
Différentions actuellement les équations (29) et remplagons dans
di di, dl,
A’ de’ A’
de h, Iy, etc.; nous obtiendrons ainsi des équations qui peuvent

£, 1, Lyy.... dans les expressions de

les seconds membres etc., par leurs valeurs en fonction

ctre représentées par
d*h
dr
d*h,
de?

42, _
der

= — Al + Bk + Ch, +...,

= A — B 4+ Clhy +...,

A"h 4+ B"h, — C"h, -+,
etc.

Les valeurs de %, A, , h,,... devront satisfaire & ces équatipns; or, si
on les y substitue, ainsi que leurs dérivées secondes, on obtiendra
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les conditions suivantes :

‘g2 — A) M + BM, 4 CM, + = o,
AM A4 (@ —B)M, +C M, + ... = o,
A'M + B"M, + (> — C")M, +~ ... = o,

ete.

Ces conditions, qui peuvent remplacer les conditions {34), n’en dif-
ferent sous le rapport de la forme qu’en ce qu’elles contiennent le
carré de g, au lieu de la premicre puissance. Donc, en leur appli-
quant le raisonnement précédent, on conclura que la somme des
carrés des racines est égale & A + B 4+ C" ..., Cest-a-dire a4 la
somme des coefficicnts qui affectent respectivement 7, 4, &, , cte.,
d*h dxh, d2h,

— -, —, etc., cette s star
7 ! ar etc., cette somme etant

dans les dérivées secondes
prise en signe contraire.

On obtiendra de méme la somme des troisiemes, des quatriémes.. .
puissances, des racines, au moyen des dérivées troisiemes, qua-
triemes, ... de &, %, , etc.; on en déduira ensuite les coefficients de
I'équation par la méthode connue.

29. Les ¢quations dilférentielles des mouvements des inclinaisons
et des nocuds sont de Ja méme forme que celles des excentricités et
des périhélies; elles s’intégrent de la méme maniére et elles donnent
lien & des remarques tout 4 fait analogues 2 celles qui viennent ’étre
développées.

21. 1l reste encore a considérer la variation de la quantité z. Or
la derniére des formules (20) donne, en négligeant les troisiémes
puissances des quantités 2, Z, p, q,

dt —  an da a2acn

174 2 fdR 1 J dR 5 ldR , dR dR

@ TP T )
Il faudra mettre dans cette formule, & la place de R, la somme de Ja
fonction F du n° I3 et d’une suite d’autres fonctions semblables .

pour les autres planétes troublantes m, , m, , etc.; ou, ce qui revient
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au méme, on devra remplacer les dérivées de R par celles de la fonc-

. ., . de
tion L divisées par m: de cette maniere la valeur de 7 sera

+i{—+p5-+q

de 2 dL X dL  dL _ dL _ dL
YR T dp '

dt  man da ' 2ma'n dq

Dans cette derniére formule, la différentiation relative a @ n’affectera
que les coefficients de la fonction L dépendants des demi grands axes
aet a,, a,, etc., et comme les valeurs de %, [, p, ¢ sont exprimées
par des suites de sinus et de cosinus, la valeur de dk sera intégrable.
Les termes constants donneront des termes proportionnels & ¢ qui se
confondront avec le moyen mouvement, et les termes en sinus et
cosinus donneront des termes de la méme nature, dont I’ensemble
exprimera la variation séculaire.

On aura des formules semblables pour la variation des autres
quantités ¢, , ¢,, etc.

Vu el approuré,
Le Dovex pE pa Facurrt,
J. DUMAS.
Permis dimprimer,
1 INsPECTEGR GENERAL DES BTUDES,

chargé de Uadministration de I Académie
de Paris,

ROUSSELLES.
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THESE DE MECANIQUE.

PROGRAMME.

SUR LIS

EQUATIONS DE L'EQUILIBRE
T DEN MOUVEMENTS NOLECCLAIRES DES CORPS SOLIDES ELASTIQURS,

1 4 7. Equations différentielles de I’équilibre et du mouvement
d’un systéme de molécules qui agissent les unes sur les autres par
des forces d’attraction ou de répulsion mutuelles. Equation de la
propagation du son dans un milieu élastique indéfini, dont P'élasti-
cité est la méme dans tous les sens.

8 a 13. Evaluation des tensions ou pressions qui ont lieu en un
point quelconque du systéme contre trois plans paralléles aux plans
coordonnés. Equatious de I'équilibre déduites de la considération de
ces pressions. Formules qui font connaitre la grandear et la direc-
tion de la tension ou pression exercée contre un plan quelconque.
Equations relatives aux points de la surface.

16 et 17. Conditions qui doivent étre vérifiées dans ’état natu-
rel du systeme, et dans le cas ou, les forces accélératrices ¢tant
nulles, les points de la surface sont soumis 4 une pression normale et
constante.
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18. Formules qui font connaitre la dilatation ou condensation
linéaire suivant une direction quelconque, et la dilatation ou con-
densation du volume.

19 a1 26. Equations de Péquilibre et du mouvement des plaques
et des lames élastiques.

Vu et approuwvd,

I.e Doven pE 1o Facunré.
J. DUMAS.
Permis & imprumer,

1’ INSPECTEUR GENERAL DEs ETuDEs,
chargé de Uadministration de ! Académie
de Paris,
ROUSSELLES.
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