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P R E M I И R E  T H И S E . 

CONTRIBUTION  A  L'ЙTUDE 

DES 

ЙQUATIONS  DIFFЙRENTIELLES  LINЙAIRES  HOMOGИNES 

INTEGRABLES  ALGЙBRIQUEMENT. 

INTRODUCTION. 

Le  problиme  de  l'intйgration  algйbrique  des  йquations  diffйrentielles 

linйaires  paraоt  avoir  йtй  abordй  pour  la  premiиre  fois  par  J.  Liouville. 

Aprиs avoir  donnй,  dans un Mйmoire  bien  connu  ( 1 ),  une  mйthode  rйgu

liиre  pour  trouver,  s'il  en  existe,  les intйgrales  rationnelles  d'une  йquation 

diffйrentielle  linйaire  а  coefficients  rationnels,  Liouville  s'est  proposй  ( 2 ) 

de  reconnaоtre  si l'йquation  linйaire  et homogиne  du  deuxiиme  ordre 

(1)  J .  LIOUVILLE, Sur la détermination des intégrales dont la valeur est algébrique 

{Journal de l'École Polytechnique,  2 2 e  cahier;  i 8 3 3 ) . 

( 2 )  J .  LIOUVILLE, Mémoire sur l'intégration d'une classe d'équations différentielles du 

second ordre en quantités finies explicites {Journal de Mathématiques,  i r e  sйrie,  t.  IV, 

p.  433 ;  1839) . 

B.  1 



oщ P est une  fonction  rationnelle  cle x,  admet  comme intйgrales  les  racines 

d'une  йquation  algйbrique 

(a) 

de degrй connu  e n j ;  son procйdй  permet  de limiter  le degrй  en x  de cette 

derniиre  йquation,  et  cela  en  recherchant  les  intйgrales  rationnelles  de 

certaines  йquations  diffйrentielles  linйaires  dont  l'ordre  dйpend  prйcisй

ment  du  degrй  de  l'йquation  (2 )  en y.  La  mкme  marche  peut  d'ailleurs 

кtre  appliquйe  aux  йquations  linйaires  d'ordre  supйrieur  au  second,  а 

coefficients  rationnels. 

Toutefois  la  question  restait  entiиre,  puisque  Liouville  n'avait  pas 

limitй  le  degrй  en y  de  l'йquation  (a) .  Elle  fut  rйsolue  complиtement 

en  1862,  en  ce  qui  concerne  l'йquation  du  deuxiиme  ordre  (1),  par  le 

P.  Pйpin  ( ')  dans un  Mйmoire  remarquable,  bien  que  peu  connu. 

Voici  la  conclusion  du  P.  Pйpin  : 

«  Si  l'intйgrale  gйnйrale  de  l'йquation  (1)  est  algйbrique,  elle  est  de  la 

forme cy H cyt,  les  intйgrales  particuliиres f * y {  йtant  : 

»  Soit  dйterminйes  par  les  йquations 

A et B  dйsignant  deux  fonctions  rationnelles  de la  variable x; 

»  Soit  des racines  d'une  mкme йquation  trinфme 

»  Soit  enfin  des  racines  d'une  йquation  а coefficients  rationnels 

( i )  P .  T H .  P Й P I X , Mémoire sur l'intégration sous forme finie de l'équation différen-

tielle du second ordre à coefficients rationnels  (1862) (Annali di Matematica,  i r e  sйrie, 

t.  V,  p.  185224;  i 8 6 3 ) . 



dans  laquelle m  et  a  sont  pris  dans  l'un  des  trois  systиmes 

m  =  4 , ¡L — 6, 

m =  6, [L =  8, 

772 =  I 2  ,  № =  i o. 

»  Quant  а la fonction  н =    qui  vйrifie  l'йquation  diffйrentielle 

—  H  Ј2 =  P 

elle  est  toujours  algйbrique  lorsqu'elle  peut  s'exprimer  sous  forme  finie; 
elle est  ou  rationnelle,  ou  racine  d'une  йquation  algйbrique  du  2 e ,  du  4 e? 
du  6 e ou du  12 e degrй.  » 

A  la  vйritй,  quelques  erreurs  de  calcul  s'йtaient  glissйes  а  la  fin  de  ce 

travail;  l'auteur  йtablit  bien  l'existence  d'une  limite  pour  le  degrй  de 

l'йquation vйrifiйe par  la dйrivйe logarithmique t,  mais l'йvaluation  de cette 

limite est inexacte. Ainsi  le cas m =  i 2,  <x =  i o avait йchappй  au  P.  Pйpin. 

La  rectification  (')  date de mars  1878 ; elle fut  consйcutive  а  un  Mйmoire 

de  M.  Fuchs  citй plus  loin. 

La  premiиre  йtude  que prйsente  ensuite  la  littйrature  de notre  question 

est  relative  а  un  cas  particulier,  а  l'йquation  diffйrentielle  du  deuxiиme 

ordre  vйrifiйe  par  la  sйrie  hypergйomйtrique  de  Gauss.  M.  Schwarz  ( 2 ) 

(1872) ,  prenant  pour  point  de dйpart  la  thйorie  de la reprйsentation  con

forme  de Riemann,  dйtermine tous les cas oщ  cette  йquation  admet  des  in

tйgrales  algйbriques. 

En  1875, M.  Fuchs  rattache l'йtude  des  йquations  (1) integrables  algй

briquement  а la thйorie  des formes  ( 3 ) .  Dйsignant  par yK  e t j 2  deux  intй

( * )  P .  T H .  P Ј P I N , Sur les equations dlfferentlelles du second ordre {Annali dl Mate-

matlca, i e  serie,  t.  I X ,  p .  J ;  mars  1878) . 

( 2 )  A .  S C I I W A B Z , lieber diejenigen Fälle, In denen die Gaussische Reihe  F ( « ,  Я,  y ; x~) 

eine algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt (ßorchardt's Journal für 

Mathematik,  Band  75 ,  S .  2 g 2  3 3 5 ) . 

( 3 )  L .  F U C H S , Ueber die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche 

algebraische Integrale besitzen, und eine neue Anwendung der Invariantentheorie 

[ßorchardt's Journal,  Band.  8 1 , S.  9 7  1 4 7 ) . 



grales particuliиres  de  l'йquation  (i)  supposйe  integrable  algйbriquement, 
il  йtablit,  а  l'aide  de  considйrations  fondйes  sur  les  propriйtйs  des  cova
riante,  qu'il  existe  une  fonction  entiиre  et  homogиne  F ( j ( ) / , ) ,  qu'il 
appelle forme principale (Primform),  d'un  degrй  N  non  supйrieur  а  12, 
et  qui  est racine  d'une  йquation  binфme,  d'ordre  L,  ayant  pour  second 
membre  une  fonction  rationnelle  de  la  variable x.  Ce  gйomиtre  dresse  la 
liste  de  ces  formes  primaires  pour  les  diverses  valeurs  acceptables  de  JN, 
avec  les  valeurs  correspondantes  de Y indice  L.  Toute  forme  F ( j n  J 2 ) , 
d'ordre  N,  vйrifiant  une  йquation  diffйrentielle  linйaire  et  homogиne,  а 
coefficients  rationnels  dйduits  de  P ( , r )  et de N, d'ordre  (N H 1), dйjа  con
struite  par  Liouville,  le  problиme de  reconnaоtre  si l'йquation  (1)  est  inte
grable  algйbriquement  est  ramenй  а  rechercher  si  cette  йquation  d'ordre 
( N +  п)  est  satisfaite  par  la  racine  L 1 ( m e  d'une  fonction  rationnelle.  Cette 
derniиre question  peut  кtre  rйsolue  par  les  procйdйs  que  donne  Liouville 
dans  le  second  des  Mйmoires  citйs.  On  est  conduit  а  reconnaоtre  si  un 
systиme  d'йquations  linйaires  a  des  solutions  finies,  et  M.  Fuchs  montre 
mкme  qu'on  peut  parvenir  а  ce  systиme  sans  passer  par  l'йquation  diffй
rentielle  d'ordre  (N   j   j ) . 

Le  Mйmoire  de  M.  Fuchs  conduit  presque  aussitфt  M. Klein  ( 1 )  а  une 
mйthode beaucoup  plus  simple.  Le savant professeur  de  Gњttingue  com
mence  par  former  toutes  les  йquations  diffйrentielles  du  second  ordre, 
linйaires et  homogиnes,  а coefficients  rationnels,  dont  l'intйgrale  gйnйrale 
est algйbrique,  utilisant  а cet  effet  le  lien  qui  unit  ce problиme  а  l'йnumй
ration  des  groupes  d'ordre  fini  contenus  dans  le  groupe  linйaire  а  deux 
variables.  Un  contour  fermй  du  plan  de  la  variable x  transforme  en  effet 
les intйgrales  distinctesy { ,y2  de l'йquation  (1) en  a j ,  f fiy.2 et yyt  o r 2 , 
oc,  p,  y,  0 йtant  des  constantes  dont  le  dйterminant  n'est  pas  nul,  et  le 
groupe  des  substitutions 

I / o <*fi  H  ftTi  1 Wt  +  §T>  I ' 

( ' )  F .  K L E I N , Ueber lineare Differentialgleichungen (Sitzungsberichte der physika-

lisch-medicinischen Socielat zu Erlangen,  26.  Juni  1876; Mathematische Annalen, 

Band  XI,  S.  115).  Ce  trиs  court  Mйmoire  a й lй  traduit  dans  le Bulletin des Sciences mathé-

matiques  (1877) . 



relatives  aux  divers  contours  fermйs  du  plan  de x,  ne  contiendra  qu'un 
nombre fini  de substitutions  si l'intйgrale  gйnйrale est  algйbrique. 

La  dйtermination  des  groupes  linйaires  d'ordre  fini  а  deux  variables, 
ainsi  que  celle  des  formes  invariantes  correspondantes,  avaient  йtй  faites 
antйrieurement  par  M.  Klein  ( ( ) .  Voici  comment  il en tire parti.  Le quo
tient  Y] de deux intйgrales particuliиresyK,  j 2 ,  indйpendantes,  de  l'йquation 
а  coefficients  rationnels 

(3) 

satisfait  а  l'йquation  diffйrentielle  du  troisiиme  ordre  dйjа  formйe  par 
M.  Schwarz 

Н4 ) 

Soit  F ( j 1 , y 2 )  ou  $(r,)  une  fonction  fondamentale  invariante  du  groupe 
fini de l'йquation  proposйe,  supposйe  integrable  algйbriquement,  c'estа
dire  une  fonction  homogиne  d e / , ,  j 2 ,  de  degrй  zйro,  laissйe  invariante 
par  les  substitutions  du  groupe.  $(T]) ,  invariante  pour  tous  les  contours 
fermйs  du  plan de la  variable x}  sera  une  fonction  rationnelle  de x.  Rйci
proquement,  posons 

* ( r . )   . R ( * ) , 

R(#)  йtant  une  fonction  rationnelle  arbitraire  de x;  M.  Klein  exprime  YЎ 
en fonction  de K(x)  et,  par  substitution  dans la  relation  (4 ),  il est  conduit 
а l'une  des  formes  suivantes pourp 6 : 

(S) 

C1)  F .  K L E I N , Ueber binäre Formen mit linearen Transformationen in sich selbst 
{Sitzungsberichte der Erlanger Gesellschaf t,  Juli  1 8 7 4 ; Math. Annalen,  Band  IX  S  M 
i 8  5 ) .  '  4 4 ' 



il,  (x, v йtant  respectivement  йgaux а 

ii entier  arbitraire ; 

pK  йtant  astreint  simplement  а  ce  que ejp*d*  soit une  fonction  algйbrique, 

tous  les  types  d'йquations  (3)  integrables  algйbriquement  se  trouvent 

construits. 
L'intйgrale  gйnйrale  d'une  telle  йquation  est  dйfinie  par  les  relations 

et 

oc et  (3 йtant  deux  constantes  arbitraires;  elle  sera  fournie  par  l'йlimina

tion  de П] entre  les  йquations 

et 

Le  problиme  inverse  reste  а  traiter  : Une équation différentielle  (3) 

étant donnée, reconnaître si son intégrale complète est algébrique,  ou 

encore  : Déterminer la fonction  R(x) qui lui correspond.  Dans  la  Note 

analysйe,  M.  Klein  rйserve  ce  point,  qu'il  a traitй  deux  ans plus  tard  ( ' ) , 

en avril  1877. 
Ce  second  Mйmoire  contient,  avec  quelques  complйments  relatifs  aux 

( J )  F .  K L E I N , Ueber lineare Differentialgleichungen {Math. Annalen,  Band  X Н I , 

S.  167) . 



( J )  F .  BRIOSCHI, La théorie des formes dans V intégration des équations différentielles 

du deuxième ordre {Math. Annalen,  Band  XI,  S.  4 o i ; Atti dell' Istituto Lombardo di 

Scienze e Lettere,  dйcembre  1876) . 

( 2 )  G.  JORDAN, Mémoire sur les équations différentielles linéaires à intégrale algé-

brique {Borehardt's Journal,  Band  8 4 ,  S.  8 9 ; Comptes rendus des séances de l'Aca-

démie des Sciences,  18761877) . 

( 3 )  P .  GOUDAN, Ueber endlich Gruppen linearer Transformationen einer Veränderli-
chen {Math. Annalen,  Band  XI,  S.  23 ) . 

(4) Voir  а  ce  sujet  le  §  2  de  la  premiиre  Partie  de  ce  travail. 

fonctions  invariantes,  la dйtermination  du  degrй  maximum  des  termes  de 
la  fonction  rationnelle  R(J?) relative  а  une  йquation  (3)  donnйe,  et  cela 
en utilisant  seulement  les  termes  du  deuxiиme  degrй  de  la  dйcomposition 
en  йlйments  simples de la fonction  rationnelle 

Dиs  lors,  la  mйthode  des  coefficients  indйterminйs  permet  de  trouver  la 
fonction  R ( # ) , qui  vйrifie  l'une  des  йquations  (5) .  Le  procйdй  est  mкme 
appliquй а un  exemple  numйrique. 

Dans  l'intervalle  de  la  publication  de  ces  deux  Mйmoires,  M.  Brios
chi  ( 1 )  forme  les  йquations  (5)  du  premier  travail  de  M.  Klein,  en  par
tant  directement  des  formes  fondamentales  invariantes,  au  lieu  d'avoir 
recours,  comme  M. Klein,  а  certains  rйsultats  du  beau  Mйmoire  citй  de 
M.  Schwarz;  il  calcule  aussi  la valeur  de  R(a?) pour  la  plupart  des  cas 
d'intйgrabilitй  algйbrique  de  l'йquation  hypergйomйtrique,  donnйs par  le 
Tableau  de M.  Schwarz. 

Avec un grand  Mйmoire de M.  Camille  Jordan  ( 2 ) ,  publiй en  1878,  ap
paraоt  la premiиre  extension  des vues de  M. Klein aux  йquations  diffйren
tielles  linйaires  et  homogиnes  d'ordre  supйrieur  au  second.  Aprиs  avoir 
retrouvй,  avec les  seules  ressources  de  la  thйorie  des  substitutions,  l'йnu
mйration  des groupes  linйaires  а  deux  variables  d'ordre  fini,  йnumйration 
obtenue  par  M. Klein  а l'aide de  la Gйomйtrie non  euclidienne et  confirmйe 
parGordan  ( 3 )  а l'aide  de la  thйorie  des formes, M. C. Jordan  fait  la  mкme 
йnumйration  pour  les  groupes  linйaires  а  trois  variables  (*).  Il  йtablit,  en 



outre  que les groupes d'ordre fini contenus dans le groupe linéaire à n va-

riables appartiennent à un nombre de types limité,  et obtient  le  thйorиme 

fondamental  suivant  : 

Si une équation différentielle linéaire d'ordre p a toutes ses intégrales 

algébriques, ces intégrales s'exprimeront linéairement par les racines 

d'équations binômes, dont les seconds membres sont des fonctions ration-

nelles de la variable et des racines d'une équation auxiliaire à coeffi-

cients rationnels. 

Le degré de cette équation auxiliaire est inférieur à une limite fixe, 

qui ne dépend que de la valeur numérique de p. 

A partir  de ce moment,  les  travaux  relatifs  а  la  question  qui  nous  oc

cupe apportent  surtout  des  perfectionnements  de  dйtail  aux  rйsultats  ac

quis. 

M.  Fuchs  (1 ),  d'abord,  dont  le Tableau  des  formes  primaires  avait  йtй 

rйduit  par M. Klein,  obtient  d'une  maniиre  plus  simple  les conclusions  de 

son  Mйmoire  citй,  qu'il  complиte  et  prйcise.  Par  exemple,  pour  le  cas 

m  =  6, [L •=  8  du  Tableau  du  P.  Pйpin,  M.  Fuchs  met  l'йquation  intй

grale sous  la  forme 

ou. l'on  a  posй 

C  est  une constante,  et 

( i )  L .  F U C H S , Ueber die linearen Differentialgleichungen zweiten Ordnung, welche 

algebraische Integrale besitzen  (zweite  Abhandlung) (Borchardt's Journal,  Band  85 , 

S.  i  2 5 ;  1878). 



O C .  J O R D A N , Sur la détermination des groupes d'ordre finì contenus dans le groupe 

linéaire (Atti della reale Accademia di Napoli,  vol .  V i l i ,  n°  1 1 ,  1879) . 

( 2 )  E .  G O U R S A T , Sur Véquation différentielle linéaire qui admet pour Intégrale la 

série hyper géométrique (Annales de l'École Normale,  2 e  sйrie,  supplйment  au  t.  X, 

1881). 

( 3 )  P .  T H .  P Й P I N , Méthode pour obtenir les Intégrales algébriques des équations 

différentielles linéaires du second ordre (Atti dell' Accademia Pontificia de' Nuovi 

Lincei,  tomo  XXXIV,  p.  243388;  juin  1881). 
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est la racine carrйe  d'une  fonction  rationnelle  de 0,  vйrifiant  une  йquation 
diffйrentielle  linйaire du  septiиme ordre,  dйduite  de la proposйe  (1). 

Tous  les  cas sont amenйs  а  ce point,  et  l'auteur  donne  des  indications 
pour  simplifier,  autant que possible,  la recherche de  X(#) . 

M. Jordan  ( ')  complиte  en  1879  s o n  prйcйdent  travail  en  dйterminant 
une limite supйrieure  du  nombre  des  types  auxquels  peuvent  appartenir 
les groupes  d'ordre  fini  contenus  dans  le  groupe  linйaire  а n  variables;  il 
rectifie  une lйgиre erreur  qui  lui avait fait  omettre,  dans  l'йnumйration  des 
groupes  ternaires,  un groupe  dont  M. Klein avait  antйrieurement  dйmon
trй  l'existence;  enfin  il amorce  la dйtermination  des  groupes  quaternaires. 

M.  Goursat  ( 2 )  retrouve  les  rйsultats  de  M.  Schwarz  relatifs  aux  cas 
d'intйgrabilitй  algйbrique  de  l'йquation  hypergйomйtrique  du  second 
ordre,  en  formant  directement  les  substitutions  du  groupe  de  cette  йqua
tion et en exprimant  que  ce  groupe  est d'ordre  fini,  а  l'aide  d'une  reprй
sentation  gйomйtrique remarquablement  simple. 

Enfin  le P.  Pйpin  ( 3 )  donne,  а  la  mкme  йpoque,  un  long  travail  d'en
semble sur l'intйgration  algйbrique  de l'йquation  (1). Aprиs  avoir,  dans  la 
premiиre  Partie,  repris  les  rйsultats du  Mйmoire  rectifiй  de  1862, en  sim
plifiant  les dйmonstrations  par  l'emploi  de la thйorie  des  fonctions,  il con
sacre la seconde  Partie  а  l'exposй  d'une  mйthode  pratique  pour  dйtermi
ner  effectivement  les  intйgrales  algйbriques  lorsqu'elles  existent.  Cette 
Partie se distingue par  la briиvetй avec laquelle  tous  les  calculs  nйcessaires 
sont conduits jusqu'au  bout,  d'abord  pour  obtenir  les  conditions  d'exis
tence  d'intйgrales  algйbriques  relatives  а  P,  et  ensuite,  quand  elles  sont 
remplies,  pour  dйterminer  les coefficients  de  l'йquation  algйbrique.  Dans 
tous  les  cas,  des  exemples  dйtaillйs  servent  а  йclaircir  la  mйthode  em



( ' )  L .  A U T O N N E , Recherches sur les intégrales algébriques des équations différentielles 

linéaires à coefficients rationnels (Journal de l'École Polytechnique,  5 I E cahier,  p .  g 3 ; 

1881) . 

( 2 )  L .  Fucus, Ueber lineare homogene Differentialgleichungen zwischen deren Inte-

gralen homogene Relationen höheren als ersten Grades bestehen (Acta mathematica, 

t.  I ,  p .  3 2 i ) . 

L U D W I G  S C H L E S I N G E R , Diss.,  Berlin,  1887. 

G .  W A L L E N B E R G , Anwendung der Theorie der Differentialinvarianten auf die Unter-

suchung der algebraischen Integrirbarkeit der linearen homogenen Differentialglei-

chungen (J.für Math.,  B .  C X I I Н ,  i 8 g 4 ) . 

E .  P I C A R D , Traité d'Analyse,  t.  I I I ,  p .  55o  et  suivantes. 

( 3 )  E .  G O U R S A T , Sur les transformations rationnelles des équations linéaires (Annales 

de l'Ecole Normale,  3 e  sйrie,  t.  I I ,  i 8 8 5 ) . 

ployйe,  qui  consiste  d'ailleurs  dans l'emploi  de  l'йquation  rйsolvante  а  la
quelle  satisfait  le  produit  j ( j ,  de  deux  intйgrales  distinctes  de  l'йqua
tion  (1).  Enfin,  une  intйressante  application  est  faite,  dans  la  troisiиme 
Partie,  а la recherche  des fonctions  algйbriques  dйveloppables  en sйrie  hy
pergйomйtrique ;  les  rйsultats  concordent  avec  ceux  trouvйs  par 
M.  Schwarz. 

Ce travail,  а dйfaut  de la prioritй,  a le mйrite de  se  suffire  а  luimкme  et 
de  n'invoquer  que  les  principes  йlйmentaires de  la  thйorie  des  fonctions. 

Citons encore  la  thиse  de  M. Autonne  ( ')  (1881) ,  qui  йtudie  les  pro
priйtйs entraоnйes par  l'existence des n  relations  linйaires а coefficients  con
stants,  liant les m  racines  d'une  йquation  irrйductible, dont p=(m — n) 

racines forment  un  systиme fondamental  d'intйgrales  d'une  йquation  diffй
rentielle  linйaire  d'ordre p;  un  Mйmoire  de  M.  Fuchs  ( 2 )  conduisant  au 
rйsultat  suivant  : s'il  existe une  relation  algйbrique et  homogиne,  de  degrй 
supйrieur  а  deux,  entre  trois  intйgrales  formant  un  systиme  fondamental 
d'une  йquation  linйaire  du  troisiиme  ordre,  а  coefficients  rationnels,  dont 
les  points  singuliers  sont  rйguliers  et  а  exposants  commensurables,  cette 
йquation  s'intиgre  algйbriquement  (ce  thйorиme,  cpie  MM.  Schlesinger  et 
Wallenberg  ont  gйnйralisй,  M.  Picard  l'йtablit  dans  son  Cours  de  Ja ma
niиre  la  plus naturelle  en  le  rattachant  а  la  thйorie  des  groupes  de  trans
formations);  un  Mйmoire  de  M. Goursat  ( 3 ) ,  oщ ce gйomиtre  relie  l'йtude 
des  intйgrales algйbriques de l'йquation  du  second  ordre  а  la  transforma
tion  de  cette  йquation  en  une  йquation  hypergйomйtrique  par  le  change



ment  de variable  et  de  fonction 

#  =  <p(i), 

A ce propos,  il convient  de signaler  que  Halphen  avait donnй  les  con
ditions nйcessaires et suffisantes  pour  qu'un  tel changement  de variable  et 
de  fonction  puisse  rйduire  une  йquation  diffйrentielle  linйaire  donnйe, а 
coefficients  rationnels,  а une  autre  йquation  dont  l'intйgrale  gйnйrale  soit 
rationnelle  ( < ) . 

La  plupart  de ces  travaux  remarquables  ne  concernent  que  l'йquation 
du  second ordre,  A l'йgard  des  йquations  d'ordre  supйrieur  au  second,  le 
plus  beau  rйsultat  est  le  thйorиme  de M.  Jordan;  mais le  savant  gйomиtre 
laisse de cфtй la  question  de  former  les йquations diffйrentielles  qui  corres
pondent  а  un  groupe  linйaire  d'ordre  fini.  M.  H.  Poincarй  ( 2 ) ,  attirant 
l'attention  sur  ce  point,  йnonce  en  i883  le rйsultat  suivant,  qu'il  dйduit 
de  sa  thйorie  des  fonctions  fuchsiennes,  en  faisant  correspondre  а  tout 
groupe fini T,  et cela d'une  infinitй  de maniиres, un  groupe  fuchsien  G au
quel r  est mйriйdriquement  isomorphe  : 

A tout groupe (Tordre fini correspond une infinité d équations diffé-

rentielles linéaires et homogènes, à coefficients rationnels, dont les inté-

grales sont algébriques, et Von peut même choisir arbitrairement les points 

singuliers. 

Restreignonsnous  au  cas  oщ  l'intйgrale  gйnйrale  dйpend  linйairement 
de  trois constantes  arbitraires.  Deux  questions  se  posent  naturellement: 

i 0  Former  toutes les йquations du  troisiиme  ordre 

(I)  J w  H 3ay"-h  3 & j ' + cy —  o, 

( 1  )  G .  H .  H A L P H E N , Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires 

aux formes integrables (Mémoires présentés par divers savants à l'Académie des 

Sciences,  t.  XXVIII,  i 8 8 3 ) . 

( 2 )  H .  P O I N C A R Й , Sur l'intégration algébrique des équations différentielles linéaires 

(Comptes rendus,  t.  XGVII,  p .  9 8 4 ;  i 8 8 3 ) . 



а  coefficients  rationnels  en x,  et  tous  les systиmes  complиtement  inte

grables 

(II)  (Notations  de  Monge. ) 

а  coefficients  rationnels  en x  et y,  dont  l'intйgrale  gйnйrale  est  algй

brique. 

i°  Etant  donnйe  une  йquation  de  la  forme  (I ) ,  ou  bien  un  systиme  de 

la  forme  (II),  reconnaоtre  si son  intйgrale  gйnйrale  est  algйbrique. 

Pour  rйsoudre  la  premiиre  question,  M.  Painlevй  ( 1 )  a  indiquй  une 

mйthode  qui  gйnйralise  celle  de  M.  Klein,  et  oщ  interviennent  certains 

invariants,  analogues  а  l'invariant  schwarzien  et dйjа  rencontrйs,  dans  le 

cas  du  systиme  (II),  par  MM. Goursat  et  Liouville  ( 2 ) ,  ainsi  que  certains 

systиmes  diffйrentiels  (Ј) ,  extensions  de  l'йquation  de  Kummer,  ces  in

variants  et  ces  systиmes  йtant  attachйs  а  chaque  groupe  linйaire  d'ordre 

fini.  Mais le  calcul  explicite  de  ces invariants  et de  ces  systиmes  (S)  prй

sentait  des  difficultйs  sйrieuses,  qu'on  pouvait  craindre  inextricables.  Je 

suis  parvenu  а les surmonter  dans  le  cas  du  groupe  de  liesse. 

Pour  rйsoudre  la  seconde question,  M.  Painlevй  a donnй  une  mйthode 

toute diffйrente  dont  je  dйveloppe  l'application,  et  il  a  indiquй  en  mкme 

temps  qu'on  pourrait  chercher  а  employer  dans  ce  but  la  premiиre 

mйthode,  ce  qui  constituerait  alors  une  gйnйralisation  complиte  de  la 

mйthode  exposйe  par  M.  Klein  dans  le  cas  de  l'йquation  linйaire  du 

second  ordre. 

Toute  la  difficultй,  dans  cette  mйthode,  consiste  а  dйterminer  une 

limite  supйrieure  du  degrй  de  certaines  fractions  rationnelles  qui  doivent 

(* )  P .  P A I N L E V Й (Comptes rendus) : 

i ° Sur les équations linéaires simultanées aux dérivées partielles ;  3 i  mai  1887, 

t.  CIV. 

2 0 Sur les équations différentielles linéaires du troisième ordre;  27  juin  1887,  t.  CIV. 

3° Sur les équations différentielles linéaires;  4  juil let  1887,  t.  CV. 

( 2 )  On  donnera,  dans  le  courant  du  travail,  des  indications  а  ce  sujet. 



кtre intйgrales  d'un  systиme diffйrentiel  (S).  Je  suis parvenu  а  dйterminer 
cette  limite  par  un  procйdй  qui  peut  кtre  йtendu  а  un  groupe  linйaire 
quelconque. 

Les  deux  questions  posйes  plus  haut  font  respectivement  l'objet  de  la 
seconde  et de  la  troisiиme  Partie  de ce  Mйmoire,  la premiиre Partie  йtant 
consacrйe  а  la  formation  des  invariants  dont je  viens de  parler. 

Comme je me  limite  au  cas du  groupe  de  Hesse,  il  n'y  a pas  а  songer  а 
faire  d'application  ni  а  l'йquation  hypergйomйtrique  du  troisiиme  ordre 
de  MM.  Pochammer  et  Goursat,  ni  au  systиme d'йquations  aux  dйrivйes 
partielles  simultanйes  que  vйrifie  la  fonction  hypergйomйtrique  de  deux 
variables  de  M. Appell,  le groupe  de  l'un  et de  l'autre  dйrivant  de  moins 
de  substitutions  fondamentales  que  le groupe  de  Hesse. 

Dans  un  dernier  Chapitre,  j 'ai  seulement  dйveloppй  une  indication  de 
M.  Painlevй  sur  l'йquivalence,  au  point  de  vue  de  l'intйgration,  entre 
certains  systиmes  diffйrentiels,  extensions  de  l'йquation  de  M.  Schwarz, 
qui  interviennent  dans  ce  travail,  et  d'autres  systиmes  diffйrentiels  qui 
gйnйralisent  l'йquation  de Riccati. 



P R E M I И R E  P A R T I E . 

§  4 

I N V A R I A N T S  D I F F Й R E N T I E L S  D E  M M .  G O U R S A T  E T  P A I N L E V Й . 

1 .  Considйrons  un  groupe  fini (CL)  de  substitutions  linйaires  а  deux 

variables  non  homogиnes u,  p,  et les  deux  fonctions  fondamentales  inva

riantes  qui  lui  correspondent 

( 0 

Si,  pour  un  systиme  de valeurs  (,r, y),  les  valeurs  (U,  V)  vйrifient  les 

йquations  ( о ) ,  toutes  les  autres  solutions [u, v)  de  ces  йquations  s'ob

tiennent  en  opйrant  sur  les  valeurs  (U,  V)  toutes  les  substitutions  du 

groupe (a,). 

Cela  posй,  dйrivons,  par  rapport  а x  et  а j ,  les deux  membres  de  cha

cune  des  relations  de  substitution 

(a ) 

(3) 

en  poussant  la  dйrivation  jusqu'au  second  ordre  inclusivement;  nous  for

merons  ainsi  douze  йquations linйaires  et  homogиnes  en a, b, c, a', br, cr, 

af/, b,;, cv,  et  si  nous  йliminons ces  constantes,  il  restera  quatre  йquations 

portant  sur  les  dйrivйes  partielles  premiиres  et  secondes  de «  et  c  d'une 

part,  de  U  et  V  d'autre  part.  Nous  allons  effectuer  cette  йlimination  et 

construire  ces quatre  йquations. 



La  dйrivation  de  la relation  (2)  donne 

Rйsolvons par  rapport  а d  et V  les deux  premiиres  йquations  formйes, 
en  posant,  d'une  maniиre gйnйrale, 

Remplaзons d  et b'  par  ces  valeurs  dans  les  derniиres  йquations;  il 
vient,  aprиs  rйductions  : 

( 4 ) 

(5) 

(6) 

A  ce systиme  de  trois  йquations  linйaires  et  homogиnes  en a, c,  il y 
a  lieu  d'en  adjoindre  un  second  qu'on  obtiendrait  en  traitant  l'йqua
tion  (3)  comme  on  a  traitй  l'йquation  (2)  :  il se dйduit  du  prйcйdent  en 
changeant u  en  ^ 



Il  s'agit  d'йliminer  «, b et c entre  les  six  йquations  formйes;  or a, b, c 

n'interviennent  que  par  les  expressions 

L'йlimination  de l  entre  l'йquation  (4 ) et  sa correspondante  de  l'autre 

systиme donne  pour  rйsultat 

ou,  en  dйveloppant  le second  membre, 

(7) 

L'йlimination  de Y]  entre  l 'йquation  (6)  et son homologue  conduirait  de 

mкme  а 

(8) 

L'йlimination  de  \  et  de  % entre  les  йquations  (4)  et  (5)  fournit  la 

relation 



ou,  en rйduisant  le  second  membre, 

(9) 

La  permutation  de x  et y  dans  cette  йquation  complиte  le  systиme 
d'йquations  que  nous  nous  proposions de  former 

(10) 

La  maniиre  dont  se  prйsentent  les quatre  йquations  (7 ) ,  ( 8 ) ,  (9 )  et 
(10) ,  met  en  йvidence  l'existence  de  quatre  fonctions  diffйrentielles  qui 
restent  invariantes par  les substitutions  du  groupe  (a)  ( ' ) . 

Nous  dйsignerons ces invariants  par  I,  J,  M et  N,  en  posant 

( . 2 ) 

oщ 

( . 3 ) 

(*)  Ces  invariants,  extension  au  cas  de  deux  variables  de  l'invariant  schwarzien 

—  f  — J  j  ont  йtй  considйrйs  а  deux  points  de  vue  par  M.  E.  G O U R S A T (Comptes ren-

dus,  16  mai  1887  : Sur un système d"1 équations aux dérivées partielles),  et  par  M.  P . 

P A I X L E V Й (Comptes rendus,  3 i  mai  1887  : Sur les équations linéaires simultanées aux dé-

rivées partielles).  Ce  qui  prйcиde  n'est  que  le  dйveloppement  de  la  premiиre  partie  de  la 

Note  de  M.  Painlevй . 
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J  et  N  se  dйduisent  respectivement  de  I  et  de  M  en  permutant  а  la  fois 

{u, v) et  j ) . 

2.  La  mйthode  qui  a  fourni  ces  invariants  peut  кtre  gйnйralisйe;  elle 
permettra,  par  exemple,  de  former  les invariants  diffйrentiels  relatifs  aux 
groupes  linйaires  finis  quaternaires,  ou  а  trois variables non  homogиnes. 

Prenons  en  effet  un  tel groupe  ((3) et ses trois  fonctions  fondamentales 
invariantes 

(•4) 

Si,  pour  un  systиme  de valeurs  (x,  j , z),  les  valeurs  (T,  U,  V)  vйri
fient  les  йquations  (i 4 ) 5  toutes  les autres solutions  (Ј, u, v)  de  ces  йqua
tions s'obtiendront  en  opйrant  sur  (T,  U,  V)  toutes  les  substitutions  du 
groupe  (Ў3). 

Dйrivons  jusqu'au  second  ordre  inclusivement  les  relations  de  substi
tution 

( .5) 

Dйrivons d'abord  la premiиre  de  ces  relations  successivement  par  rap
port  а x,  а j  et  а z.  Il  vient 

On  dйduit  de lа 



D(ep,  / )  йtant  le dйterminant  fonctionnel  de  cp, ty, % par  rapport  а x, 

y, z.  Dйrivons  la mкme premiиre  relation  par  rapport  а x  deux  fois,  puis 
par  rapport  а x  et  а j ,  en  remplaзant  aprиs  la  differentiation a', b'', c  par 
les  valeurs  qu'on  vient  d'obtenir.  Aprиs  des  simplifications  immйdiates, 
on  obtient  les rйsultats suivants  : 

Nous  poserons 

Les  йquations  cidessus  s'йcrivent 



et 

On  obtiendrait  d'une  maniиre  toute  semblable  quatre  йquations  ana

logues,  qui  s'en  dйduisent  d'ailleurs  aisйment 

En  traitant  de mкme  les  deux autres relations  de  substitution,  on  serait 

conduit  а  deux  autres  groupes de six йquations,  ce  qui nous  donnerait  en 

tout  dixhuit  йquations  entre lesquelles  on  va  йliminer  Ј, r\, З. Les  quinze 

йquations  finales dйfiniront  quinze  invariants  diffйrentiels  que  nous  allons 

former. 

D'aprиs  la  mйthode  gйnйrale  de  Sophus  Lie  ( ' ) ,  faisons  l'йlimination 

de  faзon  que  l'une  des йquations contienne,  par  exemple, ^xdy * ^exc^u" 

sion  des  autres.  Il  suffira  d'йliminer  з et  %  entre  les  trois  йquations  dйve

loppйes  cidessus,  et  cela  se  fera  en  multipliant  la  premiиre  par  f з ) t 

( 1 ) S O P H U S  L I E , Theorie der Transformationsgruppen.  Erster  Abschni t t ;  Kap.  X X V  : 

Differentialinvarianten,  §  1 3 1 ,  S .  549;  Kap.  X I I I : Invarianten,  §  5 8 , S S . 2 i 5  und  218. 



la  seconde  par  —  ^ ~dy  la  troisiиme  par  (  ,  et  en  ajoutant  membre 

а  membre. 

Il  vient 



Le  rapport  de  deux  quelconques  des  coefficients  de  cette  йquation 

(coefficients  oщ  figurent  les  dйrivйes  de  T  et  de  U)  ne  changeant  pas 

par  une  substitution  linйaire,  on  obtient  ainsi  sept  invariants. 

La  considйration  des  йquations  analogues  (avec  les  dйrivations  rela

tives  а y  et z,  а z et x)  en  fournirait  huit  autres. 

Voici  le  Tableau  de  ces quinze  invariants,  au  facteur  rj(T  U  V )  P r ^ s ' 

en  convenant  de n'йcrire qu'une  colonne  de chaque  dйterminant,  les deux 

autres  s'en  dйduisant  en remplaзant  T  par  U  et V  : 

( : )  Ces  invariants  ont  йtй  indiquйs  par  M.  Painlevй,  dans  la  Communication  du  3 i  mai 

1887;  une  lйgиre  erreur  de  calcul,  signalйe  d'ailleurs  au  dйbut  d'une  Note  du  27  juin  1887, 

a  seulement  faussй  les  expressions  des  six  invariants  а  double  dйterminant. 



Mais,  laissant  de  cфtй  cette  gйnйralisation,  revenons  au  cas  de  deux 
variables. 

3 .  Considйrons  maintenant x  et y  comme  fonctions  de u  et  de v,  et 
formons  les  expressions  explicites  des  invariants  I,  J,  M, N  en  fonction 
de u  et  de  les  fonctions  rationnelles f(u, v)  et g(u, v)йtant  d'ailleurs 
connues. 

Posons 

et  dйrivons  les  йquations  (i)  par  rapport  а x  et  а j ;  il  vient 

Ces  quatre  йquations  donnent 

Dйrivons par rapport  а x  les йquations  de gauche  de  ce  systиme.  Nous 
obtenons 

L'invariant  I  prend  par  suite  la forme  demandйe 

( ' G ) 



L'expression  de  J  se  dйduira  de  celle  de  I  en  permutant g  et f. 

La  dйrivation  des  mкmes  йquations  par  rapport  а y  donne 

Il  en  rйsulte  immйdiatement  pour  M l'expression  suivante  : 

Mais  on  a  йvidemment 

en sorte  que  l'expression  de  M prend  la  forme  dйfinitive 

(17)  j 

On  aura  N par  la  permutation  de g  et  de f. 

On  est  ainsi  а mкme  de  calculer  les  fonctions  I,  J,  M, N rationnelles en 
u  et v  :  ces  fonctions  ne  changent  pas  par  les  substitutions  du  groupe 
considйrй  (oc)  et sont  par suite des  fonctions  rationnelles de x  et  de y. 

Pour  dйterminer  ces fonctions  de x  et  de y,  il faut,  bien  entendu,  prй
ciser  ce  groupe  (oc). 



( ' )  I L  V A L E N T I N E R , De endelige Transformations-Gruppers Tiieori  (avec  un  rйsumй  en 
franзais).  (Extrai t  des Mémoires de V Académie Royale de Copenhague ;  6°  sйrie,  classe 
des  Sciences  : Vol.  V,  n ° 2 ;  1889.) 

M.  Valentiner  ne  cite  nulle  part  les  travaux  de  M.  Jordan  qu'il  paraоt  ignorer;  tout  en 
dйcouvrant  un  nouveau  groupe,  il  omet  le  groupe  de  l i esse  dont  l'intйrкt  gйomйtrique  йtait 
connu  depuis  longtemps. 

( 2 )  S.  K A N T O R , Sur les groupes finis de collinéations (Journal de M. Fuchs,  t.  CXVI, 
p.  171  ;  189G). 

B .  4 

§  2. 

L E  G R O U P E  D E  I I E S S E  E T  S E S  F O N C T I O N S  F O N D A M E N T A L E S  I N V A R I A N T E S . 

1 .  L'йnumйration  des  groupes  d'ordre  fini  contenus  dans  le  groupe 
linйaire а  trois  variables  homogиnes  a  йtй  faite  par  M.  C.  Jordan  dans 
deux Mйmoires citйs  dans l'Introduction,  et,  pins  rйcemment,  d'une  ma
niиre  tout  а  fait  indйpendante,  par  M.  H.  Valentiner  ( ' ) .  Les  rйsultats 
analytiques  de  ces travaux  ont  reзu  de  M. Kantor  ( 2 )  une  interprйtation 
gйomйtrique. 

On peut  classer  ces  groupes  de  la  maniиre  suivante  : 

I.  Groupes qui se dйduisent  des groupes  а deux variables,  et qui  trans
forment  en  euxmкmes  un  point  et  une  droite  extйrieure.  (Type  n°  1  de 
M.  Jordan,  se  subdivisant  en  cinq.) 

II.  Groupes  monфmes,  ou  а  triangle  fondamental,  qui  laissent  inva
riables  les cфtйs d'un  triangle.  (Types  n o s  2  et 5  de  M.  Jordan. ) 

III.  Groupe  G 6 0  (comprenant  60  substitutions),  isomorphe  avec  le 
groupe  de  l'icosaиdre  et  transformant  une  conique  en  ellemкme.  (Type 
n° 4 de M.  Jordan.) 

IV.  Groupe G 3 0  transformant  en ellemкme  la cubique  harmonique. 

V.  Groupe  G 7 2  transformant  la  cubique  harmonique  en sa  hessienne. 



VI.  Groupe hessien  G 2 1 6 ,  jouissant de la propriйtй,  signalйe par  Hesse, 

de  laisser  inaltйrйs les systиmes de trois droites passant  par  les neuf  points 

d'inflexion  d'une  cubique  plane,  (Types n o s  ї5, 6,  7  de M.  Jordan.) 

VII.  Groupe  de  M.  Klein  G 1 0 8 ,  dйcouvert  par  M.  Klein  ( ')  dans 

l'йtude  de  la  transformation  du  septiиme  ordre  des  fonctions  elliptiques, 

et  laissant  invariante  la  quartique 

w3 a -+- u3 v h v3 w = o. 

VIII.  Groupe  de  M.  Valentiner  G 3 G 0 ,  transformant  en  ellemкme  la 

sextique 

io u3i>3 + gcv(w5)  p 5 )  — 45 u2v*w2  — i35w*itv  f 2 7 « ; C  =  o. 

Ce  groupe  et  le  prйcйdent  prйsentent  maintes  analogies  :  ainsi  leurs 

fonctions  invariantes  se forment  d'une  maniиre  identique. 

Les  trois  derniers  groupes  sont  particuliиrement  intйressants;  nous 

nous  limiterons  toutefois  dans ce travail  а l'un  d'eux,  celui  de  Hesse. 

2.  Le  groupe  de  Hesse  comprend  216  substitutions  dйrivйes  des 

5  substitutions  fondamentales  suivantes  : 

oщ 

On  reconnaоt  d'abord,  eu  йgard aux  substitutions  S,,  S 2 ,  S 8 ,  que  tout 

invariant  relatif  du  groupe  (on  entend  par  lа  une  forme  se  reproduisant 

( X )  F .  K L E I N , Mathematische Annalen,  Band  X I V ,  S .  1445 Band  X V ,  S .  265. 



а  un  facteur  numйrique prиs)  est  une  fonction  entiиre  des  expressions 

Les  substitutions  S 4  et  S 5  laissent  K  invariant  relatif  et  transforment 
G,  T ,  p de  la  maniиre  suivante  : 

Un  calcul  facile montre que  les  fonctions  de  cr, T, p qui sont  des  inva
riants  relatifs pour  ces substitutions,  en  se bornant  aux  moindres  degrйs, 
sont 

Entre  ces  formes,  on a les  identitйs 

(0 

Il  est  aisй  d'йtablir  que  tout  invariant  relatif  du  groupe  de  Hesse  est 

exprimable par  une  fonction  entiиre de A,  K,  B,  C et  D (' ). 

(1) Voir  II.  M A S C H K E , Aufstellung des vollen Formensystems eurer quaternären 

Gruppe von  5 i 8 4 o linearen Substitutionen (Math. Annalen,  Band  XXXIII ,  S.  326; 

1889).  Le  procйdй  de  dйmonstration  avait  йtй  indiquй  par  M . Klein,  а  propos  du  groupe  G 1 G 8 , 

clans  son  cours  inйdit  de  l'hiver  18861887,  а  Gцtt ingue (Aufgewühlte Kapitel der Al-

gebra,  Vorlesung  XII) . 



Les  invariants  absolus  ou  fonctions  fondamentales  invariantes  du 
groupe  sont  les  quotients  d'invariants  relatifs,  de  mкme  degrй,  que  les 
substitutions  reproduisent  au même  facteur  numйrique  prиs. 

Les  substitutions  S 0  S 2 ,  S 3  reproduisent  identiquement  les  invariants 
relatifs  A,B,  C,  D  et  changent  K  de  signe.  QuantаS / (et  S 5 ,  elles  donnent 
les  rйsultats  suivants  : 

Nous  sommes  ainsi  conduits  aux  fonctions  fondamentales  invariantes 

Moyennant  ce  choix,  les  identitйs (i)  prennent  la  forme  remarquable 

On  observera  que le nombre des solutions du  systиme  (2) en u, w,  si 

l'on  suppose x et y  donnйs,  est  1 2 x  18 =  216. 

§  5 . 

INVARIANTS  DIFFЙRENTIELS  RELATIFS  AU  G R O U P E  D E  H E S S E . 

Reprenons  maintenant  les  formules  (16)  et  (17)  du  §  1 ,  et  dйvelop



ponsles dans  le cas  du  groupe  de Hesse.  Nous  aurons а y  faire 

w est йgal  а  l'unitй,  mais  nous  le  conserverons  pour  l'homogйnйitй  et  la 
symйtrie. 

Observant  que  e, w  ne  figurent  dans  A,  B,  D que par  leurs  cubes, 
nous  poserons 

On a alors 

I.  —  CALCUL  DE  А. 

Dйsignons  par  [cp, <L] le  dйterminant  fonctionnel  de  cp, à  par  rapport 
aux  variables  U, V.  On a  d'abord 

ou 

Or,  d'une part  : 

D'autre  part  : 

Un  calcul  trиs  simple  donne 



Par  suite, 

Formons  la  derniиre  parenthиse.  Il  vient  aisйment 

ou 

Ainsi 

On en  conclut 

ou 

ou  enfin 

IL  —  FORMES  DE  I,  J,  M,  N. 

L'introduction  des  variables  U,  V  et  W ,  ainsi  que  l'application  du 
thйorиme  d'Euler  aux  fonctions  homogиnes de degrй zйro /et g,  permet
tent  d'йcrire  comme  suit  les  expressions de  I  et  de  M : 



En  permutant f et g,  on  aurait  les valeurs  de  J  et  N. 
La  dйrivation  des expressions de f  et g  donne  les  relations 

Les  q u a n t i t й s / ; , / 2 , / 3 , / M , / ; 2 , / 2 2 , gn g2, g^ g]n gi2i g22  sont  des 



polynфmes  en  U,  V,  W.  Leur  introduction  permet  de  mettre  nos  inva
riants  sous  les formes  suivantes  : 

Nous  dйsignerons  par  [ I ] ,  —3 [M),  — 3 [N] ,  [J]  les  grandes  paren

thиses  des  seconds  membres  des expressions  cidessus  :  elles  reprйsentent 

des formes  entiиres en  U,  V,  W .  En  remplaзant  A2 par  sa valeur,  il vient  : 

Les  invariants  I,  M,  N,  J,  rationnels  en x  et y,  sont  exprimables 
rationnellement  en fonction  de A, B, D.  Les  identitйs  cidessus  entraоnent, 
par  suite,  que  [ I ] ,  [M],  [N] ,  [J]  sont  divisibles par  W  (T 3 — cr3)  et  sont 
exprimables,  а  ce facteur  prиs,  par  des polynфmes  en  A,  B, D,  de  degrйs 
en  U,  V,  W  respectivement  йgaux  а  18,  16, i¿\ et  12. 

Nous  poserons donc  : 

i° 

avec 



Les  solutions  entiиres  de  cette йquation  sont  contenues dans  le  Tableau 
suivant  : 

Termes  correspondants . 

En  se  reportant  а l'expression  de  [ I ] ,  on  reconnaоt  que, pour  A =  o, 

[ I ]  doit  contenir D 3  en  facteur  et,  pour  D =  o,  A 3  en  facteur.  Les  termes 

en  DB 3 et  B 4 A  disparaissent  donc  de cette  liste,  et  I  a  la  forme  suivante  : 

2° 

avec 

Les solutions  entiиres de cette йquation  sont renfermйes  dans  le Tableau 

suivant  : 
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Termes  correspondants . 

Comme  plus  haut,  on  reconnaоt  que,  pour  A =  o,  [M]  doit  contenir 

D 2 B  en  facteur;  d'oщ  la  disparition  du  terme  en  B ' ,  et  M prend  la  forme 

3° 

avec 

Les solutions entiиres de cette  йquation  sont  renfermйes  dans  le Tableau 
suivant  : 

Termes  correspondants . 



La  forme  de N  est  donc la  suivante  : 

4° 

avec 

Les solutions  entiиres de cette йquation  sont  contenues  dans  le  Tableau 
suivant  : 

Termes  correspondants. 

Le  terme  en D 2  disparait de cette  liste  parce  que,  pour  A =  o,  [J]  doit 

admettre  B 3  en  facteur.  De  lа  la  forme  de  J  : 

III.  —  CALCUL  DES  COEFFICIENTS  DE  I,  M,  N ,  J . 

Le  calcul  des  invariants  1, M , N ,  J  est  ainsi  rйduit  а  la  dйtermination 

de  3 3  coefficients  numйriques,  qui  peuvent  кtre  йvaluйs  par  deux  mй

thodes,  l'une  qu'on  va dйvelopper,  l'autre  qu'on  indiquera  comme moyen 

de  vйrification. 

Les  identitйs  qui  dйfinissent  les polynфmes  [ I ] ,  [ M ] ,  [ N ] ,  [ J ] ont  lieu 



quels  que  soient  U,  V,  W .  Elles  resteront  identitйs  en  V  et  VV si  l'on  y 

fait  U =  o. 

Posons 

et  dйsignons  par (ft)  la valeur def  pour  U =  o. 

On  a les  identitйs 

( 0 

Nous  sommes  donc  conduit  а  calculer  les  expressions (ft)  et  Il 

suffit  pour  cela  de  se  reporter  а  la  dйfinition  de  ces  expressions  et  aux 

valeurs  de  A,  B et D.  On obtient  successivement 

ou,  en  simplifiant, 

De  mкme 



ou,  en  simplifiant, 

( 3 ) 

i° Calcul de  [ 1 ] . 
L'identitй 

a  lieu  quels que  soient A 0  et  cr0.  Elle exige  que  l'on  ait 

c'estаdire  que  l'expression  de  [I]  ne  contienne  pas  de  termes en  DA f i, 

B 2 A 5 ,  BA7  et  A 9 . 

Si  donc  on  pose 

on  a  identiquement 

Les  valeurs  de a, d,  (c  f f)  et e sont  ainsi  connues  et l'on  peut  йcrire 

L'expression  de  I  est,  par  suite,  dйterminйe  а  la  constante  y  prиs, 
puisque 



Pour  achever  cette  dйtermination,  nous  ferons  dans  les  deux  membres 

de  l'identitй  qui dйfinit  [I]  : 

Par  suite 

et  l'on  a d'une  part 

Un  calcul  йlйmentaire  montre  qu'alors 

et 

On  a donc  d'autre  part 

et,  par  comparaison,  il vient y =  — 4 ; d'oщ  <p =  2. 

Ainsi 

2 0 Calcul de  [M]. 

L'identitй 

ou 



a  lieu  quels  que  soient CT0 et  A0  ; elle  entraоne 

c'estаdire  que  l'expression  de  [M]  ne  doit  pas  contenir  de  termes  en 
DA% BA" et  A 8 . 

Posant  alors 

on  a  identiquement 

On  en  conclut  que 

avec 

On  achиvera  le  calcul  en  faisant  dans  les  deux  membres  de  l'identitй 
qui  dйfinit  [M] 

E = : V  =  i ;  W  =  —  2 ; 

comme prйcйdemment,  on  a,  d'une  part, 

Mais  on  trouve 

en  sorte  que  l'on  a,  d'autre  part, 



Par  suite  et  [M]  a  pour  valeur 

3° Calcul de  [N] , 

L'identitй 

ou 

vraie  quels que  soient  cr0 et A 0 ,  entraоne 

c'estŕdire  que l'expression  de  [N]  ne doit pas contenir de termes en  BA5 

et  A 7 . 

Posons 

et nous  aurons  identiquement 

On  dйduit  de lŕ  que 

avec 

Le  calcul  se  terminera  encore  en  faisant  dans  les  deux  membres  de 



l'identitй  qui dйfinit  [IN]  : 

U =  V =  i  et  W  =  — 2. 

On  a,  d'une  part, 

et,  d'autre  part, 

Par  suite 

Ainsi 

4° Calcul de  [ I I , 

L'identitй 

ou 

entraоne  l'inйgalitй 

l'expression  de  [J]  ne  doit  donc  pas  contenir  de  terme  en  A 6 . 

Posant alors 

nous  aurons  l'identitй 
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Tous  les coefficients  sont,  dans ce cas, dйterminйs  : 

IV.  —  EXPRESSIONS  DE  I,  J ,  M ,  N. 

Voici  le rйsumй  des rйsultats  obtenus  : 

Remplaзons  dans  les  seconds membres B pai  et  D  par  et 

nous aurons  les expressions  demandйes  de I,  M , N, J  : 

Remarque.  —  Nous  йtablirons,  dans  le g  II  de  la  seconde  Partie,  les 

relations  diffйrentielles  suivantes  entre  les fonctions  I,  M , N,  J de x et 



de y : 

On  peut  tirer  parti  de  ces  relations  pour  dйterminer  les  coefficients 

de  I,  M,  N, J,  une  fois  connue  la  forme  de  ces  fonctions.  L'introduction 

simultanйe  de  ces  33 coefficients,  dont  Ў 0 sont  nuls,  rend  le  calcul  bien 

plus  compliquй  que  par  le  procйdй  exposй.  Cependant  ces relations  four

nissent un moyen de vйrification  des rйsultats  trouvйs. 



DEUXIИME  P A R T I E . 

G Й N Й R A L I T Й S  S U R  U N  S Y S T И M E  D ' Й Q U A T I O N S  S I M U L T A N Й E S 

A U X  D Й R I V Й E S  P A R T I E L L E S  D U  S E C O N D  O R D R E  ( A ) . 

1 .  Considйrons  le systиme  de  trois  йquations  linйaires  simultanйes  aux 
dйrivйes  partielles  du  second  ordre  : 

(A) 

oi lp, q,  r , s, t  dйsignent,  suivant  la  notation  de Monge,  les  dйrivйes  par
tielles  de  la  fonction z  par  rapport  а x  et  а y,  et  oщ a, b, c  sont  des 
fonctions  rationnelles  des variables x et y. 

Pour  que  ce  systиme admette  des solutions communes,  il faut  et il  suffоt 
que  les  conditions 

et 

soient  remplies  identiquement.  Nous  reviendrons plus loin  sur  ces condi
tions  d'intйgrabilitй. 

Ces  conditions vйrifiйes,  le  systиme  (A)  admettra  trois  solutions  linйai
rement  indйpendantes,  s o i t z n z2, z3,  et  toute  solution  de  ce systиme  sera 
une fonction  linйaire  de zn z2,  z, 

/, m, n  йtant des constantes  arbitraires  ('  ). 

(J) Voir  A P P E L L , Journal de Mathématiques pures et appliquées  de  Liouvil le .  t.  V I I I , 

p .  62  et  suiv.  ;  1882. 



2.  Dйsignons  par  D le  dйterminant 

non nul  par hypothиse.  Il  satisfait  а la relation 

En  effet,  d'une  part, le systиme (A) йquivaut au systиme d'йquations  aux 

diffйrentielles  totales 

et,  d'autre  part, 

Le  premier dйterminant  est nul ;  le second  est  йgal  а  ( a l dx  + bK dy)D, 

et le troisiиme  а (b2dx  + c2dy)D;  d'oщ  rйsulte  immйdiatement  l'йquation 

йcrite.  Ainsi 

Posons  maintenant 



On  a  йvidemment 

ou 

d'oщ  enfin 

Le  rapprochement  des  deux  expressions  obtenues  de  D  conduit  а  la 
relation  importante 

(0 

3 .  Si,  dans  le  systиme  (A),  on  remplace z  par uZ  ou  cZ,  le  systиme 
fourni  par  ce  changement  de  fonction  devra  admettre  une intйgrale com
mune avec le systиme donnй  (A). 

Faisons d'une  maniиre gйnйrale  le  changement  de  fonction 

et  dйsignons  par  P,  Q,  R,  S,  T  les  dйrivйes  de  Z  par  rapport  а x 



et ày.  On  a 

Le  systиme  proposй  devient 

En  exprimant  que  ce  systиme admet  une  solution  commune  avec  (A), 

on  obtient  l'йquation  suivante vйrifiйe  par  les fonctions u et 9 : 

Dйveloppйe,  cette йquation  s'йcrit 



Si  l'on  dйsigne  par  a  et  Ў3 deux  constantes  arbitraires,  oużf fiv  devra 
aussi  vйrifier  cette  derniиre  йquation;  que  l'on  remplace  II  par clu-\-  Ў3p 

dans cette  йquation  et  qu'on  annule  les coefficients  de a 3 ,  a 2(3,  <x(32 et Ў33, 
et  l'on  obtiendra  le  systиme suivant  de quatre  йquations  aux dйrivйes  par
tielles  du  second  ordre,  auquel  satisfont  les  fonctions u et v : 

Multiplions  ces йquations  respectivement  par 

d'une  part,  par 

d'autre  part,  etc.,  et  ajoutons  membre  а  membre.  Nous  obtiendrons, 

aprиs  des simplifications  immйdiates,  le systиme suivant  йquivalent  au pro

posй,  et  linйaire  par  rapport  а  chacune  des  fonctions u  et v  sйparй



ment ( 1 )  : 

(B) 

Etant  donnй le systиme (B), il est йvidemment  vйrifiй  par les fonctions 

ou 

( J )  Ce  systиme  a йtй construit  par  M.  Goursat  dans  la  Communicat ion  citйe  page  17,  et 

dont  cet  alinйa  est le  dйve loppement .  M.  Goursat  dйmontre  diffйremment  le  point  suivant  : 

r» , . / r ) N , , , . d%u d2u d2v d2v P . , du du dv dv 
«  Des  йquations  (13)  on  dйdu i t   ,   — >  •  — e n  fonction  d e — ,  —, — ,  —, 

dx1 dy'1 dx- dy- dx dy dx dy 
d2u d2v 11, . n  1 du dv du dv . , 

— 1 - — Î — )  pourvu  que le  dйterminant  fonctionnel  ^  R— ne  soit  pas  nul,  et 
. dx dy dx dy dx dy dy dx 1 

il  est bien  aisй  de prouver  que ce  dйterminant  ne  peut  кtre  nul  ident iquement . 

»  Si  l'on difďerentie  ensuite  les  quatre  йquations  ( B )  par  rapport  а x  et  а y,  on  dйduira 

d^ u d^ u d* v ds v 
des  nouvelles  йquations  les dйrivйes  partielles  ————,   R — R  ;  — ; — ; > ——— en  fonction 

1 dx'1 dy dx dy1 dy dx"1 dy2 dx 
des  prйcйdentes,  et  l'on  pourra  former  un  systиme  de huit  йquations  aux diffйrentielles  to

-w  1  ,  ,  T  . du du d-u dv dv d2v 
taies  du  premier  ordre,  ou les  inconnues  seront u, v, ---•> —  ,   — — 5  — j  —,  ——— • 

L dx dy dx dy dx dy dx dy 
»  Si  les  condit ions  d'intйgrabilitй  sont  satisfaites  ident iquement ,  l'intйgrale  gйnйrale  con

tiendra huit  constantes  arbitraires.  Mais  nous  savons a priori  que les  fonctions u  et v  dй

pendent  de huit  constantes  arbitraires.  Il  est  donc  nйcessaire  que  ces  conditions  d'intйgra

bi l i tй  soient  satisfaites  ident iquement ,  et  l'on  aura,  par  consйquent ,  l' intйgrale  gйnйrale 

de  (B)  en  posant 

les c  йtant  des constantes  arbitraires.  » 
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les c йtant  des  constantes arbitraires.  Je  dis que,  rйciproquement,  c'est  le 

systиme  le  plus gйnйral  dont  l'intйgrale  gйnйrale ait  cette  forme. 

En  effet,  si l'on  se  reporte  aux calculs dйveloppйs  dans le § 1 de  la  pre

miиre  Partie,  on  reconnaоt  que  le  rйsultat  de  l'йlimination  des constantes c 

entre  les  йquations  intйgrales,  et  des  fonctions u  et v  entre les  йquations 

obtenues  et  le  systиme  (B),  fournit  prйcisйment  le  systиme  (B)  luimкme, 

oщ u  et v sont  remplacйs  par  U et  V. 

4.  Revenons  sur  les conditions  d'intйgrabilitй  du  systиme,  qui  sont 

Aprиs  remplacement  de r, s  et t  par  leurs  expressions  tirйes  du  sys

tиme donnй,  on  a  deux  йquations  linйaires  et  homogиnes  en/?, q, z.  Elles 

doivent  кtre identiques  en /?, q, z,  puisqu'elles  doivent  admettre  une  infi

nitй de  solutions ne diffйrant  pas seulement  par  un  facteur  constant.  De lа 

les  six  relations  diffйrentielles  suivantes  entre  les  coefficients  du  sys

tиme  (A),  conditions nйcessaires et  suffisantes  d'intйgrabilitй  : 



De la premiиre  et de la  cinquiиme  de  ces  relations,  on dйduit  par  addi
tion 

en  sorte que (a{   j  b2)  et (b{   f c2)  sont  les dйrivйes  partielles  d'une  mкme 
fonction  <p(#j y).  Ce rйsultat  pouvait  d'ailleurs  se dйduire  de  l'expression 
obtenue  pour  D. 

Ces relations  se mettent  sous  la forme  suivante  : 

Les  cinq  premiиres  expriment bt, b2, b3, a3, c3  en  fonction  de at9 a2, 

cn c2  et  de  cp,  et  les  deux  autres  sont  deux  йquations  aux  dйrivйes  par
tielles  du  second  ordre  liant  ces  derniиres  quantitйs. 

оо.  Nous  allons  utiliser  ces  relations  pour  mettre  le  systиme  (A)  sous 
une  forme  canonique  due а M.  R.  Liouville  ( ' ) . 

(*)  R O G E R  L I O U V I L L E , Sur quelques équations différentielles non linéaires (Journal de 

l'Ecole Polytechnique,  L V I I E  cahier,  p .  189)  et Sur les Invariants de certaines équations 

différentielles et sur leurs applications (Ibid.,  L V I I I C  cahier,  p . n). 



Si l'on  fait  le  changement  de  fonction 

qui  n'altиre pas u  et  c, le systиme  transformй  en  Z, de  mкme forme  que  le 
systиme  (A)  et  dont  nous  dйsignerons  les  йlйments  par  des  majuscules, 
admettra pour  intйgrales 

par  suite,  on aura,  pour  ce  systиme,  D =  const,  ou  cp =  const.  Soit 

Les conditions d'intйgrabilitй,  vйrifiйes  pour  le nouveau systиme  comme 

pour  l'ancien,  et clans  lesquelles  <p  est  une  constante,  donneront 

Les  quatre  fonctions  oc, [J,  y,  o sont  liйes  par  les  deux  relations  que 
nous  supposerons  vйrifiйes  identiquement 



et  le  systиme prendra  la forme  de M.  Liouville 

(A,) 

6.  M.  Liouville  est  arrivй  а ce type  par  une  voie  diffйrente,  а  propos 

de  la  dйtermination  des  йquations  diffйrentielles  ordinaires  du  second 

ordre  dont  l'intйgrale  gйnйrale  a  la  forme 

( 0 
c\,  c 2 ,  6 3  йtant  des constantes  arbitraires  et zt,  z 2 ,  ~3  des fonctions  de x  et 

de y. 

A  chaque  systиme  (A)  correspond  une  telle  йquation,  obtenue  en  fai

sant z =  o,  et,  par  suite, 

une  йlimination  immйdiate  la  fournit,  а savoir 

ou 

(G) 

Rйciproquement,  l'йquation  (C)  йtant  donnйe,  les  coefficients  йtant 

liйs  par  les conditions  indiquйes  cidessus,  une  infinitй  de  systиmes  sem

blables  а  (A)  lui  correspondent,  ayant  pour  intйgrale  gйnйrale  le  pre

mier membre de  ( i )  lorsqu'on  y laisse x  et y  indйpendants. 

Ce  lien  permettra  d'йtendre  aux  йquations  (C)  de  M.  Liouville  les 

solutions  des problиmes  qu'on  traitera  relativement  aux  systиmes  (A). 



u  — 

FORMATION  D E S  SYSTИMES  ( A )  INTEGRABLES  A L G Й B R I Q U E M E N T . 

1 .  Nous  nous  proposons  de former tous les systèmes (A) à coeffi-

cients rationnels et dont l'intégrale générale est algébrique. 

Nous  commencerons  par  indiquer  un  systиme  particulier  rйpondant  а 

la  question. 

Soient 

les deux fonctions  fondamentales  invariantes  relatives а un  groupe  linйaire 
fini  ( a ) . 

Considйrons  les  trois  expressions 

comme  fonctions  de x  et  de y.  On  peut  former  un  systиme  du  type  (A) 

auquel  satisfassent  ces  trois  fonctions.  Nous  allons  en  calculer  les  coeffi

cients. 

Tout  d'abord,  а  cause  de  la  relation 

on  a 

en  sorte  que  le  systиme  se  prйsentera  sous  la  forme  canonique,  et  le  dй
terminant  des  йquations  linйaires qui  feront  connaоtre soit  les a,  soit  les b, 

sera  йgal  а  l'unitй. 



Si l'on  se  reporte  pour  les  notations  au  §  I  de  la  premiиre  Partie,  on 

obtient  immйdiatement  les  coefficients cl et  7  de  la  premiиre  йquation  du 

systиme  (A)  : 

ou 

ou,  enfin, 

de  mкme 

ou 

ou,  enfin, 

On  trouverait  de  mкme 

Les  conditions  d'intйgrabilitй  йtant  nйcessairement  vйrifiйes,  les  fonc



tions  I,  M,  N,  J  de x  et  de y,  que  nous  avons  formйes  dans  le  cas  du 

groupe  de Hesse  (p.  4 2) satisfont  identiquement  aux  deux  relations 

dйjа  signalйes  page 4 3 . 

Ainsi le système 

oit  I,  J,  M,  N  Н O / ? Н les fonctions formées d'autre part, est integrable 

algébriquement ; son intégrale générale est la famille de surfaces de degré 

216  X  3 =  6 4 8 , définies par les équations 

A,  B,  C,  K,  D йtant  les  fonctions  de u  et  de v dйfinies  au §  II  de  la  pre

miиre Partie  1),  et  oc, (3, y  trois constantes  arbitraires

2.  Considйrons  maintenant  un  systиme  (A)  dont  les variables soient  з, 

7)  et dont  l'intйgrale  gйnйrale  soit  algйbrique.  Si  l'on  fait  dйcrire  aux  va

riables  Ç et  П I ,  respectivement  dans  leurs  plans,  des contours  fermйs  quel

conques,  les  intйgrales  distinctes z{, z2l z3  se  changeront  en  fonctions 

linйaires  d e s , , z2,  z 3 ,  et  а  tous  les  contours  fermйs  des  deux  plans  cor



respondra  un  groupe  de  substitutions  linйaires  qui  sera  d'ordre  fini, 
puisque,  pour  des  valeurs  donnйes  de  з  et  T , , z  ne  peut  prendre  qu'un 
nombre  fini  de valeurs.  Ce groupe  est  dit  le groupe du système [A)  ; sup
posons  que  ce  soit  le groupe  de Hesse. 

Les fonctions  fondamentales  invariantes f(u, v), g{u,  du  groupe  de 

Hesse,  dans  lesquelles  on  remplace u  et v  par  ^ e t — ;  conserveront  la 

mкme  valeur  si  l'on  fait  dйcrire  а  з  et  а  T,  des  contours  fermйs  quel

conques;  par  suite,  ce seront  des  fonctions  rationnelles  de $ et  T , ,  soit 

Il  rйsulte  de  lа,  et  de  la  double  expression  de  D  donnйe  pages  4 5  4 6 , 

que le système [A) le plus général, intégrable algébriquement et dont le 

groupe est celui de Hesse, se déduira du système  (A 2 ) précédent, par le 

changement de variables et de fonction 

P,  Q  et y étant trois fonctions rationnelles arbitraires de  з et de  r n et n 

un entier quelconque. 

5 .  On  peut,  d'ailleurs,  obtenir  ce  systиme  sous  forme  explicite  sans 

passer  par  l'intermйdiaire  de  (A 2 ) . 

Les  fonctions u  et v de  % et  Y]  vйrifient  le  systиme  (B)  de quatre  йqua

tions  aux  dйrivйes  partielles  de  M.  Goursat  (p.  49)? oщ x et y  sont  rem

placйs  par  |  et  '/j.  Exprimons  dans  ce  systиme u  et v en  fonction  de 

P ( i  n )  et  Q(Ј,  „ ) . 
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Des  dйrivations  immйdiates  donnent 

avec  des  formules  analogues  relatives  ŕ ç.  On  en dйduit  : 



Ces relations,  jointes  а  la  suivante, 

transforment  le  systиme  (B) en  celuici 

OŮ 

Si  le systиme  (A) est integrable algйbriquement,  le systиme  (B,)  est  vй
rifiй  par  deux  fonctions  rationnelles  P(з,  TЎ)  et  Q(з,  r,).  Inversement,  si 
l'on  se  donne  arbitrairement  les  deux  fonctions  rationnelles  P  et  Q,  les 
relations  (B,)  permettent  de  calculer  les  coefficients  du  systиme  (A)  le 
plus  gйnйral  integrable  algйbriquement.  Ainsi, on obtiendra le système 

(!)  Cf.  P A I N L E V Й , Comptes rendus,  3 i  mai  1887. 



canonique  (A,) le plus général integrable algébriquement {groupe de 

Hesse) en prenant pour valeurs de  y,  3 a,  3 (3 et  8  /e^ seconds membres 

des relations  (B, ). 

4.  J'ajouterai  une  remarque  relative  а  la  structure  du  systиme  (B,)  : 

on  pouvait  prйvoir a priori  que  P et Q ne  figureraient  dans  les  йquations 

de ce systиme  que  par  les  fonctions  I,  J,  M, N  de P  et  Q. 

Ce  systиme  n'est  autre  que  celui  vйrifiй  par  les  fonctions  P(з ,  et 

Q(з,  71 ) permettant  de  passer  du  systиme  (A 2 )  au  systиme 

(A) 

par  le changement  de variables  et  de  fonction 

A  chacun  des  systиmes  (A 2 )  et  (A)  correspond  un  systиme vйrifiй  par 

les  quotients  deux  а  deux  de  trois  intйgrales  linйairement  distinctes,  а 

savoir  : 

et 

Or  les  valeurs  de (u,  c)  et  (U,  V)  provenant  des  intйgrales  associйes 

par  la derniиre  relation  (a)  sont  йgales;  et,  comme  l'intйgrale  gйnйrale  de 

chacun  des systиmes  (ű 2 )  et  (0)  se  dйduit  d'une  intйgrale  particuliиre  par 

une transformation  homographique  а  coefficients  constants,  on  peut  dire 

qu'а  toute  intйgrale u{xìy)ì  j )  de  (Q 2)  correspond  une  intйgrale 



LT(з,7]),  V(S,7j)  de  (ű ) ,  telle  que 

a? et j  йtant  liйs а  ? et а 7) par  les  relations 

Si donc  on fait  dans  le  systиme  ( ű a )  le  changement  de  variables  dйfini 

parles  relations  (Ў3),  P  et  Q  йtant  convenablement  choisis,  on  doit  re

tomber  sur  le systиme  (O).  Or,  choisissons  arbitrairement  P  et  Q;  les 

fonctions  U,  V  de  з, rt  vйrifieront  un  systиme  (Q')  dont  les  coefficients 

seront  connus  а  l'aide  de  I,  J,  M,  N  et  des  dйrivйes  ^ ? ~ j  ^^j 

••••>  P ° u r  exprimer  que  (Q)  et  (Q')  coпncident,  on  n'a  qu'а 

identifier  les  seconds  membres  de  (Q)  et  de  (LY)  (supposйs  rйsolus  par 

rapport  aux invariants diffйrentiels)  et  l'on  obtient le systиme  (B, ). 

Le  systиme  (B,)  ne  renfermera  donc  que  les  combinaisons  I,  J,  M,  N 

deP(з ,  Tj)  et  de  Q(з,  T,) et,  en  outre,  les  dйrivйes  premiиres  et  secondes 

d e P ( $ , T 1 ) e t d e Q ( З , r ( ) . 

L'ЙQUATION  D I F F Й R E N T I E L L E  L I N Й A I R E  D U  T R O I S I И M E  O R D R E 

ET  LES  I N V A R I A N T S  D E  M.  P A I N L E V Й . 

1 .  Considйrons  l'йquation  diffйrentielle  linйaire  et  homogиne  du  troi

siиme  ordre 

(D) 



dont  les  coefficients  a,  Ј, c  soient  des  fonctions  rationnelles  de  la  va
riable x. 

Soient jrt, f2, y 3  trois  intйgrales  linйairement  distinctes;  posons 

les fonctions  U(«x)  et V(x)  vйrifient  un  systиme  de  deux  йquations  diffй

rentielles du  quatriиme  ordre  qu'on  va  former. 

Construisons  le  systиme 

( 0 

dont l'intйgrale  gйnйrale  est 

( 3 ) 

U  et  V  йtant  les  fonctions  de x  dйfinies  plus  haut.  Il  suffit  pour  cela 
d'йcrire  les  йquations  (3)  sous la  forme 

et  de  diffйrentier  chaque  йquation  quatre fois.  On obtiendra  l'йquation  (i) 

en  йliminant  les  constantes a, b,  c, d, br, c, ci , b", c!f  entre  les  neuf 

premiиres  йquations  formйes,  et  l'йquation  (2)  en  traitant  de  mкme  les 

huit  premiиres  йquations  et la  dixiиme.  Le dernier  rйsultat,  par  exemple, 



est 

Dйveloppons  les  deux  premiиres  colonnes;  aprиs  une  simplification 

immйdiate,  il  vient 

Nous poserons  dorйnavant 

Une double combinaison  des  deux  premiиres  colonnes,  aprиs  multipli

cation  par  — Y  et  U'  d'une  part,  par V" et  — U" d'autre  part,  transforme 



ainsi l'йquation  prйcйdente  : 

Le  dйterminant  premier  membre  se  dйcompose  bien  simplement  en 
trois autres,  aprиs suppression  d'un  facteur d : 

I° 

ou  en dйveloppant,  par rapport  aux  йlйments de la premiиre  colonne, 

(*) 

2 ° 



ou en dйveloppant  de mкme  : 

(P) 

3° 

Le terme en pxv est 

(y) 

Abstraction  faite  de ce terme,  ce dйterminant  se  dйveloppe  par  rapport 

aux йlйments de la premiиre  colonne  : 



Le premier  dйterminant  dйveloppй  donne  les termes 

(S) 

Les deux  autres  fournissent  les  termes 

c'estŕdire 

Si l'on  remarque que l'on  a  identiquement 

les  termes  surlignйs se  dйtruisent,  et ceux qui restent  se groupent  ainsi  : 

Rйunissant  les  divers  termes  calculйs,  on  obtient  enfin  l'йquation  de



mandйe,  qui  s'йcrit,  aprиs quelques  simplifications  йvidentes  : 

(0 

On  formerait  de mкme  l'йquation  (2 ) , qui  se  dйduirait  d'ailleurs  de  la 

prйcйdente  en permutant u et v. 

2.  Je dis  que les coefficients  qui figurent  dans ces йquations, 

et  qui  dйpendent  de  U',  V',  U", V",  I T ,  V",  I T ,  V™  restent invariants 

pour  toute  substitution  linйaire effectuйe  sur  U(#)  et  V(ar). 

En  effet,  quand  je remplace  U et V  respectivement  par 

l'intйgrale  gйnйrale u(x), v(x)  ne  change  pas;  on  a  donc  le  mкme  sys

tиme  (1), ( 2 ) ,  et,  par  suite,  les mкmes  йquations  (1), ( 2 ) ,  car le système 

(1),  (2 ) est résolu par rapport à uďy et  p i v .  Donc les coefficients  I , ,  I 2  sont 

les mкmes  fonctions  de x,  c'estаdire  que  ce  sont  des invariants 

3 .  Il  est  facile  de  montrer  que  les  coefficients  I , ,  I 2 ,  . . .  de  ces  йqua

tions  doivent a priori  se  rйduire  а deux nécessairement distincts. 

En effet,  si  trois  de  ces  coefficients  invariants,  oc, Ў3, y,  йtaient  distincts 

[autrement  dit,  si  l'on  n'avait  pas  entre eux une  relation 

(i)  Cela  rйsultait  d'ailleurs  de  la  thйorie  gйnйrale  de  Sophus  Lie (voir,  page  20,  l'indica

tion  bibl iographique). 



les  йgalitйs 

oщ  oc,  (3, y  sont exprimйs en fonction  de u  et  p,  et  a n  j3 J 5  y,  en  fonction 

de  U et V,  donneraient  pour  żż, p un  systиme  de  fonctions  dйpendant au 

plus  de  sept  constantes  arbitraires  [U  et  V  йtant  des  fonctions  donnйes 

de a?]. 

D'autre  part,  si  tous  les coefficients  йtaient  fonctions  d'un  seul  d'entre 

eux,  oc par  exemple,  le  systиme  ( i ) ,  (2)  ne  changerait  pas  quand,  а  U 

et V,  on  substituerait  U,  et  V 1 5  tels  que 

Or,  U, V йtant donnés,  on pourra  prendre V 4 arbitrairement  et  choisir  U, 

vйrifiant  cette  derniиre  йgalitй.  Les  relations  (3),  oщ  l'on  remplacera U 

par  U,,  V  par  V n  donneront  encore  l'intйgrale  du  systиme  (1),  ( 2 ) , 

intйgrale  qui  dйpendrait  ainsi  d'une  fonction  arbitraire  V 0  ce  qui  est 

absurde. 

Si oc et  Ў3 sont  deux  invariants  distincts,  les  йgalitйs 

йquivalent  au  systиme  (1), (2) . 

4 .  Revenons  а  l'йquation  diffйrentielle  proposйe  (D).  Lorsqu'on  fait 

dйcrire  а  la  variable x  un contour  fermй  quelconque,  les  quotients 

se transforment  en quotients de fonctions  linйaires de  U et de Y ;  les  fonc

tions I,  et  I 2  restent  donc  invariantes.  Elles  dйpendent  par  suite  unique

ment des coefficients a, b, c de l'йquation  donnйe  ( 1 ) . 

f 1 )  Ces  invariants,  tout  а  fait  analogues  а  la  fonction  invariante  de  M.  Schwarz,  sont  dus 



Pour  en faire  le calcul  il  suffit  d'йliminer yt, y\, y\, y", f"  entre  les  six 

йquations homogиnes  suivantes  : 

La seconde  et  la troisiиme s'йcrivent,  en tenant  compte de la premiиre  : 

Deux  combinaisons  linйaires,  ayant  pour  multiplicateurs,  l'une  \ r / 

et  — U", l'autre  V  et  — U',  donnent 

(4) 

(5) 

La  cinquiиme  et  la  sixiиme  йquation s'йcrivent,  en  tenant  compte de la 

quatriиme  : 

а  M.  Painlevй,  qui  les  a  signalйs  trиs  succinctement  dans  une  Note Sur les équations diffé-

rentielles linéaires du troisième ordre,  insйrйe  aux Comptes rendus  du  27  janvier  1887. 

Ce  paragraphe  est  le  dйveloppement  du  dйbut  de  cette  Note. 



Les mкmes combinaisons  fournissent  les йquations  йquivalentes  : 

(C) 

Faisons  enfin  disparaоtre/™  de  cette  derniиre,  en  tenant  compte  de  la 

proposйe ;  il vient 

( 7 ) 

L'йlimination  dej'^  entre  (4)  et  (6)  donne 

y' 
et  celle  de —  entre  ( 5 )  et  cette  derniиre  conduit  а 

Cette  relation peut  s'йcrire 

c'estаdire 

Йliminons  de mкme y\  entre  (4 )  et ( 7 ) 

puis y1 entre l'йquation  obtenue et  (5) 

Cette relation  peut  s'йcrire 



ou,  en tenant  compte  de la valeur obtenue plus  haut  pour  a 2   4   — b, 

c'estаdire  enfin 

o.  Ainsi  les rapports  des  intйgrales  de  l'йquation  (D)  vйrifient  le  sys

tиme  suivant  : 

On peut  n'y  faire  figurer  que 

car on  a 

Le systиme prend  ainsi  la  forme 

E) 

On dйsignera  les deux йquations de  ce systиme  respectivement  par  (E') 

et  (ET). 

6.  On terminera ce paragraphe  par deux  remarques  qui seront  utilisйes 

dans la troisiиme  Partie. 
Reprenons d'abord  l'йquation  (5)  du  n°  4 



multiplions  les  deux  membres  par  y 2 :  elle  s'йcrit  : 

ou,  par  une  intйgration  immйdiate, 

Ainsi 

Si l'on  fait  dans  (D)  le changement  de  fonction 

on ne change pas les valeurs de  U(x)  et V (x)  ; on ramиne  l'йquation  pro

posйe  (D)  а  une  forme  analogue dans laquelle  le  coefficient  de Yff  est  nul, 

et  l'on  obtient 

(F) 

7 .  En  second  lieu,  si l'on  йlimine D entre  les йquations  (E), on  obtient 

une йquation  du troisiиme ordre en d; en  posant 

il  vient  une  йquation  du  deuxiиme  ordre  en  З, analogue  а  l'йquation  de 

Riccati,  et  qui  n'est  autre  que  l'йquation  vйrifiйe  par  la  dйrivйe  loga

rithmique  car  la  relation  du  numйro  prйcйdent 

donne 

En dйrivant  l'йquation  (E'),  multipliйe  par  3, et  en  ajoutant  l'йquation 



obtenue  membre  а membre  avec  (E"),  on  йlimine  D' : 

L'йlimination  de D entre  cette йquation  et  (E')  est immйdiate : 

En  introduisant  З, on  obtient 

On  tirera  parti  plus  loin  de  cette  йquation. 

§  4 * 

FORMATION  DE  L'ЙQUATION  GЙNЙRALE  LINЙAIRE  D U  TROISIИME  ORDRE 

INTEGRABLE  ALGЙBRIQUEMENT. 

1 .  Nous  nous  proposons  de former toutes les équations différentielles 

linéaires et homogènes du troisième ordre  (D) à coefficients rationnels 

integrables algébriquement. 

A  cet  effet,  considйrons  l'йquation  (D)  et  le  systиme  (E)  corres

pondant. 

Si  l'intйgrale  gйnйrale  de  (D)  est  algйbrique,  il  en  est  de  mкme  de 

l'intйgrale  de  (E).  Il  en  rйsulte,  d'aprиs  l'expression  de yK  donnйe 

page  72,  que e~Sadx  est  algйbrique,  c'estаdire  que a  est  une  fonction 

rationnelle  а pфles  simples  et  а  rйsidus  commensurables. 

Rйciproquement,  si  cette  condition  est  satisfaite  et  que  l'intйgrale  du 

systиme  (E) soit algйbrique, l'йquation (D) sera integrable algйbriquement. 
B.  10 



Cela  posй,  si  l'intйgrale  de  (E)  est  algйbrique,  les  diverses  valeurs 
de U(x)  et  de  (V(a?),  qui  correspondent  а  une  valeur  donnйe  de x, 

forment  un  groupe  fini  (ce)  de  substitutions  linйaires.  Si  l'on  remplace, 
dans  les deux  fonctions  fondamentales  invariantes  qui correspondent  а ce 
groupe,  les  variables  parles  fonctions  U(,r)  et V(x),  on  obtiendra  donc 
deux  fonctions  rationnelles  de x.  Soit 

(0 

P  et  Q  йtant  deux  fonctions  rationnelles  de x.  Remplaзons  dans  le 

systиme  (E)  U et V  en  fonction  de  P  et  Q;  nous  obtiendrons  deux  йqua

tions  (E^ ) et  (E")  oщ  figurent  les dйrivйes  de P et  de Q jusqu'au  quatriиme 

ordre  inclusivement,  et dont  les coefficients  sont des  fonctions  rationnelles 

des  dйrivйes  de f(U,  V)  et  de  g"(U,  V),  par  suite  des  fonctions  ration

nelles  de  U  et  de V,  qui  ne  changent  pas par  les  substitutions  du  groupe 

(oc), et s'expriment, par suite, rationnellement en fonction de  P et de Q. 

2.  Nous allons former  ces йquations  (E, ). 

Nous  adopterons,  d'accord  avec  la  premiиre  Partie,  les  notations  sui
vantes  : 

A +  ^B =  3M ;  A, +  aB, =  3N. 

I,  J,  M,  N  sont  les quatre  fonctions  de P  et  de  Q  obtenues  en  rempla
зant x  et j ,  dans les  formules  de  la  p .  4 s ,  par  P et  Q. 

Les  relations  cidessus,  rйsolues  par  rapport  aux  dйrivйes  secondes, 



peuvent  s'йcrire  : 

5 .  U et  V  interviennent  dans  le  systиme  (E)  par  les  expressions 

et  par  leurs dйrivйes;  nous allons  donc former  ces quantitйs.  On  a  d'abord 

(3) 

Une  seconde  dйrivation  donne 

ou,  en  remplaзant  les  dйrivйes secondes  par  leurs valeurs ( 2 ) , 

ou  enfin 

Nous sommes conduit  а poser 

( 4 ) 



Il  vient  ainsi 

(5) 

On dйduit  d'abord  de  (3 ) et  (5) 

ou 

(6) 

Continuons  la dйrivation  sur  les  formules  (5) 

Posons 

( 7 ) 

et  nous  aurons 

(8) 

On  obtient,  comme  plus haut,  ŕ l'aide  de  (5)  et  (8) 



ou,  en  dйveloppant, 

Or 

et,  comme  on  trouve  bien  simplement 

il  vient 

la  relation  qui  dйfinit  D prend  la  forme 

4.  Posons 

Ce  sont  des  quantitйs  qu'on  sait  exprimer  en  fonction  de  P,  Q  et  de 

leurs dйrivйes ; l'expression  dйveloppйe de Ў3 sera donnйe plus  loin.  Substi

tuons  dans  l'йcruation  (E'),  qu'on  peut  йcrire 

les  valeurs  de 5  e t  de ™ obtenues,  c'estаdire 



Il  vient 

5 .  Nous  sommes amenйs  а former  le groupe  de  termes 

A cet  effet,  reportonsnous  aux  relations  (2) et exprimons  que  l'on  a 

il  vient,  en  remplaзant  les  dйrivйes  secondes  qui  s'introduisent  par  leurs 

valeurs  (2) 

Soit 

cette  relation;  en  considйrant  de  mкme  les  dйrivйes  de  V,  on  serait 
conduit  а 

Comme  V n'est  pas nul  identiquement,  ces  relations  entraоnent 

c'estаdire 



On  obtiendrait  d'une  maniиre toute  semblable les  relations 

Ajoutons  membre а membre les premiиres йquations de chaque  systиme, 

il  vient 

Cela  posй,  formons G' 

Tirons ^5 et  des  secondes  йquations  des  systиmes  cidessus,  et leur 

somme de la  derniиre  йquation  obtenue 

TTn orniinpmpnt  FAOILC des termes  conduit  а L'exoression  cherchйe 

Nous dйsignerons  le second  membre,  йvaluй  en fonction  de P et de Q, 

par H. L'йquation  (E') 

( ,o) 



prend  la  forme 

oщ 

6.  Passons а l'йquation  (E")  que j'йcris,  en  observant  que 

Rappelons que  l'on  a 

d'oщ 

L'йquation  (E / r)  prend  donc la  forme 



ou,  en  isolant  les  termes  dйjа  exprimйs en fonction  de P et  Q, 

En  tenant  compte  de la  relation 

la derniиre  parenthиse du  premier  membre  s'йcrit 

Posons 

Nous  verrons  tout  а  l'heure  que  H,  est  exprimable  en  fonction  de  P 

et  Q.  Dиs  lors l'йquation  (E*)  cherchйe  est 

(El) 

7.  Il  reste  а  faire  le  calcul  de H,.  Si Ton tient  compte  des  valeurs  des 

dйrivйes de B et B, calculйes au  n° 5 ,  on obtient  d'abord 



ou 

( '0 

Je  dis  que  H,  est  йgal  au  second  membre  changй  de  signe.  Cela  re

vient а dire  que 

est  identiquement  nul.  Le  coefficient  de  B dans  cette  expression  est 

ou 

et,  en  dйveloppant  la  parenthиse,  on  trouve  immйdiatement  qu'elle  est 
identiquement  nulle.  Le  coefficient  de  B,  est  semblablement  nul,  et  le 
rйsultat  annoncй  est  justifiй. 

8.  Ainsi  l'йquation  (E'|) s'йcrit,  en  posant 

( 1 2 ) 

et  par  suite 



Remplaзons  0  par  sa  valeur  et  Ў3 en fonction  de  a  ;  il  vient 

Si l'on  met  en йvidence,  dans le premier  membre,  les  termes 

les termes  restant,  par  suite de la destruction  de deux  termes en I^CLO!2\ 

contiennent  tous  en facteur  9 oc2, et l'йquation  (E")  prend  la forme  remar

quable 

La  valeur  de  А.  subit  d'abord  des  rйductions  йvidentes 

( i3) 

9.  En  rйsumй,  le  systиme  ( E, ) 



s'obtient  en remplaзant,  dans  le  systиme  (E), d par  oc, D par  A et  D'  par 

quant  а A i }  elle est  dйfinie  par  l'йgalitй  ( i3)  oщ  H,  H,  et 1  doivent  кtre 
remplacйs  par  leurs  valeurs  dйduites  des  йgalitйs  (10),  ( n ) ,  (12) ;  les 
termes du quatriиme  ordre  sont 

provenant  de  A'. 

1 0 .  Si  l'йquation  D est  integrable  algйbriquement,  le systиme  (E,)  est 
vйrifiй par  deux  fonctions  rationnelles  P(a?) et Q(#) .  Inversement,  si  l'on 
se  donne  arbitrairement  les  deux  fonctions  rationnelles  P (# )  et  Q ( # ) , 
les  relations  (E/)  permettent  de  calculer  les  coefficients  de  l'йquation 
linйaire  du  troisiиme  ordre  ( D J  la  plus  gйnйrale  integrable  algйbrique
ment.  On  a 



$  et  g  йtant  deux  fonctions  que  nous  savons  former,  au  moins  dans  le 

cas du  groupe  de Hesse. Nous  limitant  а ce cas,  le  type  gйnйral  des  йqua

tions  (B)  integrables algйbriquement  est 

a  йtant  une  fonction  rationnelle  arbitraire  а  pфles  simples  et  а  rйsidus 
commensurables. 

1 1 .  Il  йtait  possible  de  prйvoir a priori  que  les  fonctions  P  et  Q  ne 

figureraient  dans le  systиme  (E,)  obtenu  au  n° 9,  que  par  l'intermйdiaire 

des  fonctions  I,  J,  M, N de  P  et  Q,  et  de  leurs  dйrivйes  premiиres  et  se

condes. 

Le  systиme  (E, ) rйsulte  du  changement  de  fonctions 

dans  le  systиme  (E).  Posons 

les  fonctions v de  X,  Y  dйfinies  par 

vйrifient  le  systиme 

Les  relations 



entraоnent  cette consйquence  crue u et v  sont  liйes  а  U et  V  par  des rela

tions  homographiques  а  coefficients  constants;  et  comme  а  l'intйgrale 

(U,  V),  il  est  loisible  d'en  substituer  une  autre  provenant  d'une  trans

formation  homographique  effectuйe  sur  U  et  V,  il  en rйsulte  qu'on  peut 

associer  les  intйgrales  des  systиmes  (E)  et  (Q)  de maniиre  que 

X  et  Y йtant  liйes  а x  par  les  relations 

Si donc on  fait  dans  le systиme (0)  le changement  de  variables 

oщ  P  et  Q  sont  deux  fonctions  de x  choisies  arbitrairement, u et v  de

viennent  des  fonctions  U  et  V  de x,  qui  vйrifient  un  systиme  (E) (voir 

p.  71) ,  soit  (Ј ) ,  car  l'intйgrale  gйnйrale  U(#) , Y (x)  se  dйduit  d'une 

intйgrale  particuliиre par  la  transformation  homographique  la  plus  gйnй

rale.  Pour  former  ce  systиme  (Ј)  en partant  de  ( Q ) ,  il  suffit  d'йcrire 

et  de  mкme  pour  V,  en  allant  jusqu'aux  dйrivйes  quatriиmes,  et  d'йli

miner  les  dйrivйes  ^rr  k—?  ••  •> 3 ^ 7  entre  ces  relations  et  le  sys

dX. d\\ d Y 4  * 

tиme  (0)  diffйrentiй  deux  fois. 
On  obtient  donc  de  cette  faзon  un  systиme  (Ј)  dont  les  seconds 

membres  sont  connus  en  fonction  des  coefficients  de  (0)  dйrivйs  deux 

fois  (exprimйs  en X, Y)  et  de  P', Q',  .  .  . ,  P ( I V ),  Q ( I V ). 

D'autre  part,  а notre  йquation  diffйrentielle  linйaire  et  homogиne  du 

troisiиme  ordre donnée,  correspond  un  systиme  (E)  connu,  et pour  que 



( E )  et  (Ј)  coпncident,  il faut  et  il  suffit  que  les  seconds  membres  de ( E ) 

et  de  (Ј)  coпncident;  d'oщ  deux  relations ( E , ) 

A et B йtant  connus  en  fonction  des quantitйs  I,  J,  M,  N,  de  leurs  dйri

vйes premiиres  et secondes et de P',  Q',  .  .  . ,  P ( I Y ) ,  Q ( I V ). 

Pour  que l'йquation  du  troisiиme  ordre  soit  integrable  algйbriquement, 

il  faut  et  il  suffоt  que  le  systиme  ( E , )  admette  une  intйgrale  particuliиre 

X  =  P(#) ,  Y =  Q(a?)  rationnelle en x  (la  condition  relative  а a  йtant 

supposйe  remplie). 

Il est  donc bien  йvident  ainsi  que  les quantitйs  I,  J,  M, N  et  leurs dйri

vйes interviennent  seules. 



TROISIИME  PARTIE. 

§ i . 
RECONNAITRE  SI  UNE  ЙQUATION  DIFFЙRENTIELLE  LINЙAIRE 

DU  TROISIИME  ORDRE  E S T  INTЙGRARLE  ALGЙRRIQUEMENT. 

1 .  Considйrons  l'йquation  diffйrentielle  linйaire  du  troisiиme  ordre  а 

coefficients  rationnels 

(D) 

proposonsnous  de reconnaître si son intégrale générale est algébrique, 

et, dans le cas oit elle l'est,  de la déterminer. 

L'йquation  (D)  doit  d'abord  avoir  ses  intйgrales  rйguliиres  aux  envi

rons de  tout  point  singulier,  le point  oc compris;  par  suite 

Il  faut,  en  outre,  comme  on  l'a  vu  p .  ?3,  que e~Sadx  soit  algйbrique, 

c'estаdire  que  les coefficients Xt  soient  commensurables. 

Ces  conditions vйrifiйes,  le changement  de  fonction 



ramиne l'йquation  (D)  а la  forme 

(D') 

oщ 

2.  EXTENSION  DES  THЙORИMES  DU  P .  PЙPIN. 

Soient  Y n  Y 2 ,  Y 3  trois  intйgrales  linйairement  distinctes  de  (D'); 

posant 

on  a (v\.no.  . formule  FĚ 

Les  diverses  dйterminations  de  U  et  V  forment  un  groupe  linйaire 

fini (oc)  dont  je dйsigne par  N  le  nombre  d'opйrations.  On  peut  supposer 

U  et  V  choisis de telle  sorte  que  le noyau  du  groupe  (oc) soit  ramenй  а sa 

forme canonique  ( 1 ) ; les diverses substitutions de ce faisceau  s'obtiendront 

en  multipliant  U  et  V  par  les  puissances  d'une  racine  primitive  d'une 

йquation  binфme  telle  que 

Le  nombre  [/.  est  dit Xindice  du  groupe  (oc);  c'est  un  diviseur  de 

l'ordre  N  du  groupe 

On  connaоt,  d'aprиs  les  travaux  citйs  de  M.  Jordan,  les nombres  N  et [h 

relatifs а  chaque  groupe  fini. 

Les  diverses  valeurs  de  U ' V " — l ^ ' V  relatives  aux  substitutions  du 

noyau  sont  racines  d'une  йquation  binфme  de  degrй  ka,  ou  celles  de  Y, 

( i ) Voir  C.  J O R D A N , Atti della R. Accademia di Napoli,  vol.  V i l i ,  n°  l i ,  p.  i 5 . Voir 

aussi  les  Mйmoires  йnumйrйs  p.  25. 

B.  1 2 



d'une  йquation  binфme  de degrй  3ku..  L'йquation algйbrique  qui dйfinit  Y, 
sera  donc  de  degrй  3N  ou  3 a / 2 ,  et  ne  contiendra  que  les  puissances 
de  Y 3 ! \  c'estаdire  qu'elle  sera  de  la  forme 

les  coefficients p  йtant des fonctions  rationnelles  de x. 

On est ainsi conduit  а йnoncer  les thйorиmes suivants,  extension de  ceux 
du P.  Pйpin  rappelйs  dans  l'Introduction  : 

Si l'équation  (D') a son intégrale générale algébrique, cette intégrale 

est de la forme 

Y,,  Y 2 ,  Y 3 étant trois racines, linéairement distinctes, de l'équation 

(H) 

les nombres  DTo et n ayant pour valeurs l'un des systèmes contenus dans le 

Tableau suivant : 

1 
2 

3 

Й 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Indication  du  groupe. 

Groupe  de  M.  Valentiner 

Groupe  de  M.  Klein 

Groupe  de  Hesse 

Groupe  de  la  cubique  harmonique  et 

de  sa  hessienne 

Groupe  de  la  cubique  harmonique 

Groupe  icosaйdrique  ternaire 

Groupe  tйtraйdrique  binaire 

Groupe  octaйdrique  » 

Groupe  icosaйdrique  » 

Drdre  N. 

36o 

168 

2 l 6 

72 

36 

60 

12 

•4 
& 

3 [X 

Indice  [i. 

3 

7 
3 

3 

3 

5 

3 

4 
5 

Indйterminй. 

9 
21 

9 

9 

9 
i 5 

9 
12 

i 5 

3 [j. 

n. 

120 

24 

72 

12 

2 4 

12 

4 
6 

12 

3 

Je  laisse  en  dehors  de  cette  йnumйration  les  groupes  monфmes,  ana
logues  aux  groupes  cycliques,  pour  lesquels  les  intйgrales  particuliиres 
Y f ,  Y 2 ,  Y 3  sont  des  racines  d'йquations  binфmes  : 

°щ  ?<> ?2>  ? s  s o n t  des  fonctions  rationnelles  de x. 



3 .  MЙTHODE  DE  J .  LIOUVILLE, 

Le  problиme  est  ramenй  а  reconnaоtre  si  l'йquation  (D')  admet  pour 

intйgrales les racines de l'йquation  (H) , 8Ko et n йtant donnйs  (par  exemple 

pour  le  groupe  de Hesse  qui  nous occupe,  e)T> =  g  et n =  72) et  les coef

ficients pk  йtant  des  fonctions  rationnelles  supposйes  rйduites  а  leur  plus 

simple  expression.  La  mйthode  des  coefficients  indйterminйs  permettrait 

de  vйrifier  s'il  en  est  ainsi,  а  l'aide  de  calculs  purement  algйbriques,  sous 

condition  de  connaоtre  une  limite  supйrieure  du  degrй  des  fractions ph 

en x. 

Soient  j n y2, .  .  . k  solutions  de  (H)  diffйrant  entre  elles  autre

ment  que  par  un  facteur  constant  ( ' ) ;  formons  l'йquation  diffйrentielle  а 

laquelle satisfait  le  produit 

ou,  ce  qui  revient  au  mкme,  l'йquation  diffйrentielle  linйaire  qui  admet 

pour  intйgrale  la  fonction 

Cette  йquation  est  d'ordre 

elle  a  pour  points  singuliers  ceux  de  l'йquation  (D)  donnйe,  et  elle  doit 

кtre vйrifiйe  par  la  fonction 

On  cherchera  donc  Н 2 )  les  intйgrales  de  l'йquation  diffйrentielle  en  ZA, 

l1  ) fu J*» • • • ' y'k  forment,  selon  l'expression  de  M.  Fuchs ,  un système réduit  de  racines. 

( 2 )  J .  L I O U V I L L E , Journal de l'École Polytechnique,  cahier  X X I I ,  p.  i 5 4  et  suivantes. 

A  propos  de  la  formation  de  l'йquation  diffйrentielle  en Zk, voir  aussi  le  Mйmoire Sur les 

équations différentielles linéaires  de  M.  P .  A P P E L L (Annales de l'École Normale supé-

rieure;  1881). 



de la  forme 

R( lz)  et  S(#)  йtant  des  polynфmes. S(x)  ne  peut  admettre  pour  racines 

que  les  points  singuliers  de  (D');  la  formation  des  йquations  fondamen

tales dйterminantes  de l'йquation  en ZA, relatives а ces points, fait  connaоtre 

l'ordre  maximum  de ces racines,  et par  suite le degrй maximum  c de  S(#) . 

La  considйration  du  point  co donne  une  limite  supйrieure  p  du  degrй 

de  R ( # ) ;  soit,  en  effet, 1  l'ordre  maximum  du point  oo  pour  l'йquation 

donnйe  (D');  l'ordre  d'infinitude  de pk(x),  ou  de  pour x  =  oo,  doit 

кtre infйrieur  а DXfn — &)А,  et par  suite 

Le  degrй  des  termes  des  fractions  rationnelles pk(x)  йtant  ainsi  limitй, 
la  question  est achevйe. 

Cependant,  d'une  part,  ces  limitations  de  degrй  sont  trиs  pйnibles,  а 

cause  de la  formation  des  йquations  diffйrentielles  successives  en  ZA,  dont 

l'ordre,  pour  le groupe  de Hesse,  atteint ^  — — =  2 7 0 1 . 

D'autre  part,  cette  mйthode  est  inapplicable  au  cas  des  groupes  ana
logues  aux  groupes  du  diиdre  (cas  n°  1 0 ) ,  le  nombre n  pouvant  alors 
dйpasser  toute  limite. 

4.  MЙTHODE  DE  M.  PAINLEVЙ. 

La  mйthode  suivante,  due  а M.  Painlevй  ( ' ) ,  rйsout  le  problиme  de  la 
maniиre  la plus brиve, et sans laisser de cas d'exception.  Elle peut en outre 
кtre йtendue au cas oщ  les  coefficients  de l'йquation  (D) donnйe sont  algй
briques. 

Si (H)  est  intйgrale  de l'йquation  (D'),  j D b  est une  fonction  algйbrique 

C1)  P   P A I N L E V Й , Sur les équations différentielles linéaires (Comptes rendus,  t.  C V ; 

4  juil let  1887). 



susceptible de prendre n  valeurs,  et il en est  йvidemment  de mкme de 

De  plus,  l'intйgrale  gйnйrale  йtant  algйbrique, u  n'aura  que  des  pфles 

simples,  а rйsidus commensurables  (le  pointco  compris). 

Recherchons  s'il en  est ainsi.  Soit 

(H,) 

la  relation  qui  dйfinirait u.  Supposons  qu'on  sache  limiter  le degrй  en x 

des  coefficients  P n ,  P n _,,  . .  . ,  P 0 .  La  mйthode  des  coefficients  indйter

minйs  permet  alors  de  reconnaоtre  si  l'йquation  diffйrentielle  du  second 
Y' 

ordre,  analogue  а  l'йquation  de Riccati,  vйrifiйe  par  la fonction u = — et 

dйjа  rencontrй  p.  78  : 

est  vйrifiйe  par  une  relation  de  la  forme  (H,) ;  elle  fait  de  plus  connaоtre 

cette relation  quand  elle  existe.  L'intйgration  de  l'йquation  (D)  est  alors 

ramenйe  а  la  quadrature 

o%>(x)  dйsignant  une  fonction  algйbrique  connue  de x,  а n valeurs,  et  le 

problиme  revient  а  reconnaоtre  si  la  diffйrentielle  algйbrique Â> (x) dx 

s'intиgre  par  un seul logarithme.  C'est  le problиme  d'Abel. 

Revenons  donc а  la limitation  du  degrй de  P r e, P,^, ,  .  .  . ,  P , ,  P 0  en x. 

Si  l'on  dйtermine une  limite supйrieure  du  degrй  de  P r t  en x,  P„_,, 

P„_ 2,  .  . . ,  P , ,  P 0  seront  de  degrйs  infйrieurs  а  (TS f n). 

Soit,  en  effet,  M  le  degrй  maximum  des  polynфmes  P.  Changeons 

dans  l'йquation  (H, ) x  en ^ ;  l'йquation  obtenue,  mise sous forme  entiиre, 

s'йcrit 



oc, йtant  le  degrй  de  P f(#),  l'un  des  exposants  M — CLi  йtant  nul  et  les 

polynфmes  Q  n'admettant  pas  X  en  facteur.  Comme un u2, . . ., un  sont 

infinis  d'ordre un au  plus  pour  X == o,  leur  produit  sera  infini  d'ordre n 

au plus,  la somme de  leurs produits (n — i)  ŕ (n — i ) d'ordre (n — i)  au 

plus,  et ainsi  de suite.  Donc 

Ainsi  la question  est  rйduite  ŕ  la  recherche  d'une  limite  supйrieure  du 

degrй  en x  du  polynфme  P n (# ) .  Considйrons  pour  cela  le  produit  de n 

valeurs  distinctes  (ne diffйrant  pas  seulement  par  un  facteur  constant)  de 

c'estŕdire 

en  dйsignant  par ^  le termep n  indйpendant  de y  dans  l'йquation  (H). 

Les  zйros  de "Pn(x)  sont  : 

i°  Ou  bien  des  points x = a  singuliers  de  l'йquation  donnйe,  points 

en nombre  connu m ; 

'2° Ou bien  des points  tels que x  — b,  annulant Q(a?)  et йtant  des zйros 

entiers ŕey{, y2,  . . .  ou ya  [car,  si x  = b n'est  pas  un  point  singulier 

de  l'йquation  proposйe  (D'),  les intйgrales  sont  holomorphes  dans le  do

maine  du  point  a? s s  I ] , 

Cherchons  une  limite  supйrieure  M  du  nombre  des  points b.  A  cet 

effet,  remarquons  que les zйros  de R(#)  sont  des points  singuliers x = a, 

et  l'on  sait  calculer  leur  ordre  maximum;  si  donc  on  йcrit  le  produit 

^ , J Î R  . | J «  sous  la  forme 



oщ  les  exposants  oc et  oc' sont  fractionnaires  positifs,  et  les  exposants [3 

entiers  positifs,  on  connaоt  une  limite  supйrieure  de  Soc'.  De  plus,  on 

sait  l'ordre  maximum r  de  chacune  des  intйgrales y{, y2, . .,, ya  pour 

 = X  — o ;  leur  produit  йtant  d'ordre  infйrieur  ou  au  plus  йgal  а nr, 

on  a  l'inйgalitй 

et, a fortiori, 

La  connaissance  de  Soc' et  de r,  qui  rйsulte  de  la  formation  des  йqua

tions  dйterminantes  fondamentales  de  l'йquation  (D')  pour  ses  divers 

points  singuliers,  le point oo compris,  fait  connaоtre  une  limite  supйrieure 

de  SjS  et,  par  suite,  une  limite  supйrieure  M  du  nombre  des  points 

x — b. 

Il  en  rйsulte que le  degrй de Pn(a?)  est  au  plus  йgal а 

m (M  + m), 

puisque  les  pфles de uA,u2, . . ., un  sont  du  premier  ordre. 

Le  problиme  proposй  est  donc  bien  ramenй  а  de  simples  calculs  algй

briques. 

i>.  EXTENSION  DE  LA  MЙTHODE  DE  M.  KLEIN  RELATIVE  A L'ЙQUATION  DU 

SECOND  ORDRE. 

Un  troisiиme  procйdй,  dont  l'indication  est  aussi  due  а  M .  Painlevй, 

gйnйralise  йlйgamment  la  mйthode  de  M. Klein  signalйe  dans  l'Introduc

tion.  Il  consiste  а reconnaître s'il existe un système de fonctions ration-

nelles  P(.x')  et  Q(#) vérifiant le système d'équations différentielles simul-

tanées du quatrième ordre  ( E 4 ) formé dans le § 4 de la seconde Partie. 

Pour  que  l'intйgrale  de  (D)  soit  algйbrique,  il  faut  et  il suffit,  en  effet, 

comme  on  l'a  vu  (la  condition  relative  а a  йtant  supposйe vйrifiйe),  que 

l'intйgrale  du  systиme  ( E ) soit  algйbrique,  autrement  dit  que,  pour  un 

groupe  fini  (oc),  les  йquations  ( E , ) admettent  un  systиme  d'intйgrales 



P,  Q rationnelles.  Nous  allons  reconnaоtre  s'il  en  est  ainsi pour  le  groupe 

de Hesse. 

Ces  fonctions  une  fois  connues,  l'intйgrale  gйnйrale  de  l'йquation  (D) 

sera  dйfinie  par  les  йquations 

f  et g  йtant  les  fonctions  invariantes  fondamentales  du  groupe  de  Hesse, 

et  a,  (3, y  des  constantes arbitraires.  O f , on a vu  que 

et 

La  dйtermination  de l'intйgrale  gйnйrale  est  donc un  problиme  d'йlimi

nation  qui  n'offre  que  des  difficultйs  algйbriques  :  on a а йliminer  U et V 

entre  les  йquations 

a,, $i9  y,  йtant  les  constantes  d'intйgration;  A, B, C, D,  K  les  fonctions 

dйfinies  au  §  2  de  la  premiиre  Partie,  oщ  l'on  remplace u,  c, w  par 

U,  V,  i . 

La  recherche  des  fonctions  P  et  Q  pourra  se  faire  par  la  mйthode  des 

coefficients  indйterminйs,  а  l'aide  d'opйrations  algйbriques,  dиs  que  l'on 

aura  trouvй  une  limite  supйrieure  du  degrй  en x  des termes des  fonctions 

P  et  Q.  Si  les  йquations  de  conditions  fournies  par  l'identification  prй

sentent  quelque  impossibilitй,  c'est  que  le  systиme  (E,)  n'admettra  pas 

d'intйgrales  rationnelles pour  le groupe  de Hesse. 



La question est ainsi réduite à la limitation des degrés de  P et de  Q. 

C'est  lа  la  difficultй  qu'il  s'agit  de  lever. 

6.  L'йquation  (D)  ayant  toutes  ces  intйgrales  algйbriques,  les  racines 
des  йquations  dйterminantes  fondamentales  relatives  aux  points  singu
liers  oc, et au  point  oo devront  toutes  кtre rationnelles et distinctes  Il 
nous  sera  permis  de  supposer,  pour  plus  de  simplicitй,  que  le  point 
x — co  est  un  point  ordinaire;  car,  s'il  en  йtait  autrement,  il  suffirait 
de  poser 

x  = iů F

co йtant un point  quelconque non  singulier. 
Pour  le  point  OC;,  l'йquation  dйterminante  est 

(0 

Si l'on  fait x —  =• dans  l'йquation  (D),  le  point  X =  o  doit  кtre  un 

point  ordinaire,  ce  qui  entraоne  entre  les  coefficients  les  relations 

La  somme  des  racines  de  l'йquation  ( i )  est  :  3 ( i  —«&,.), et,  par  suite, 
la  somme  des  racines  des  йquations  dйterminantes  relatives  а  tous  les 
points singuliers,  en nombre m,  est 

7.  L'introduction  des  racines  des  йquations  dйterminantes  permet  de 
donner  au  premier  des  invariants  de  M.  Painlevй  une  forme  dont  on 
tirera  parti  plus loin. On a 

(*) Voir,  par  exemple,  J .  T A N N E R Y ,  Thиse,  3 e  Partie (Annales de l'École Normale,  1870). 
( 2 )  C'est  un  cas  particulier  d'un  rйsultat  bien  connu. Voir  C.  J O R D A N , Cours d'Analyse 

de l'École Polytechnique,  t.  III,  p.  206  ( 2 e  йdit ion) . 

B  i3 



Or 

D'oщ 

Les termes quadratiques  de  la dйcomposition  en йlйments simples de la 

fonction  rationnelle  3 (V -\-a!— b)  ont,  par  suite,  pour  expression 

c'est  l'extension  de la forme donnйe par M. Klein  а l'invariant  schwarzien. 

Les termes cubiques  relatifs au  second  invariant 

s'expriment  d'une  maniиre un peu plus compliquйe  en fonction  des  mкmes 

racines;  mais je n'aurai  pas а les  utiliser. 

8.  Si, dans  une  intйgrale  de  (D), 

on pose x = y  sera  une fonction  homogиne de degrй zйro de xK  et ~x2. 

Faisons le  changement  de  fonction 

oщ  les  exposants  c n  .  .  . , am  sont  des  nombres  rationnels;  il (xt, x2)  sera 

une fonction  homogиne  de degrй 



Soit r"! la plus petite  racine  de l'йquation  (T), 

Si l'on  prend  o, — r'n  la fonction  il,  relative  а  une intйgrale  quelconque 

admettra  les facteurs [m{ — a,^ 2 )  avec les exposants r\—  r"', r. — r". ou  o. 

Ces  exposants  sont  positifs  ou  nuls,  et  en  aucun  point  la  fonction  II  ne 

deviendra  infinie.  C'est  ce  que  M.  Klein  appelle  une forme transcendante 

entière  de x{  et x2.  Toutes  les formes  II  ont pour  degrй 

ou 

en  tenant  compte de  la relation  donnйe  а la fin du  n°  6. 

La  dйcomposition  en  йlйments  simples  de  la  fonction 3(b — a! — a2), 

dont je suppose  calculйs les termes  quadratiques 

permet  de dйterminer  une  limite  supйrieure  de Ta.  On  a en  effet 

et,  par  suite, 

ou 

9.  Cela posй,  considйrons  les relations 



oщ 

P,  et P 2 ,  et Q 2  sont  supposйs sans  facteurs  communs.  Soient II,,  I I 2 , 
IT3  les  formes  entiиres  (sans  infinis  а  distance  finie)  correspondant  aux 
intйgrales yK,  j 2 , y3.  Elles sont d'un  mкme degrй d'homogйnйitй  calculй 
plus haut.  On a 

Rendons homogиnes  les relations cidessus en remplaзant x  par — ; il  vient 

d'abord 

B(LT2,  I I 3 ,  ITJ  et  A 2 ( I I 2 ,  I I 3 ,  II,)  sont  du  douziиme  degrй  en  II, ,  IT2, IT3 

et  sont  proportionnels  aux  polynфmes V (xKi x2)  et  P' (xt, x2).  Mais  II, 

I I 2 ,  II 3 йtant des formes  entiиres de x{, x%,  B(II 2 , LT3, II,)  et A 2 (LT2, IT3, II,) 

en sont aussi,  et  ces derniиres sont  nйcessairement  des  formes  rationnelles 

d e ^  et x2.  De mкme que II,, I I 2 , IT3, elles sont  sans infinis а distance  finie. 

Il  s'ensuit  qu'elles  sont non  seulement  proportionnelles,  mais  bien  iden

tiques  aux  polynфmes ~Pt(x)  et  P2(a?)  rendus  homogиnes, J?'fxn x2) 

et  P 2 (.x
1,, x2 ) . 

La considйration  du  degrй d'homogйnйitй  montre alors que le degré des 

polynômes  P est 1 

De  mкme, le degré des polynômes  Q est  i8fа. 

Une  limite supйrieure  cle chacun  de  ces  degrйs  se  dйduit  de  la  dйcom

position  de  l'invariant  de  M.  Painlevй,  а  savoir  • 

Si  l'йquation  est  donnйe  numйriquement,  comme  les  racines  des  йqua

tions  dйterminantes  sont  commensurables,  on  sait  les  calculer  et  il  y  a 

alors  avantage  а  prendre la  valeur  exacte  de  :  — SrJ. 

En  rйsumй,  quelque  mйthode  qu'on  adopte  entre  les  deux  derniиres, 



les calculs seront  sans aucun  doute  trиs compliquйs  : on a seulement  voulu 

montrer  que  le  problиme est  susceptible  d'une  solution  complиte. 

§  2

RECONNAITRE  SI  UN  S Y S T И M E  D'ЙQUATIONS  A U X  D Й R I V Й E S  P A R T I E L L E S  ( A ) 

E S T I N T Ë G R A R L E  ALGЙBRIQUEMENT. 

1 .  Un  systиme  (A)  d'йquations  linйaires simultanйes  aux dйrivйes  par

tielles  du  second  ordre,  а  coefficients  rationnels,  йtant  donnй,  il  s'agit 

de reconnaître si son intégrale générale est algébrique  et  de la former 

dans  le  cas  de  l'affirmative. 

Il  faut  d'abord  que 

soit  algйbrique,  et  alors  nйcessairement  de  la  forme  ^F(a?,JR"), Y (oc, y) 

йtant  une  fonction  rationnelle  de x  et  de j ,  et p  un  entier. 

Je  suppose  cette  condition  vйrifiйe,  et  le  systиme  ramenй  а  sa  forme 

canonique.  On  s'assure  en  outre  que  les  relations  d'intйgrabilitй  sont 

identiquement  satisfaites. 

2 .  Йtudions  maintenant  la  nature  des  intйgrales  du  systиme  (A)  dans 

le  voisinage  d'une  ligne  singuliиre 

f(m,y)  йtant  un  facteur  irrйductible  figurant  dans  les dйnominateurs  des 
coefficients a, b, c.  Cette  question  a  fait  l'objet  de  plusieurs  Mйmoires  de 
M.  Horn  ( 4 )  et  d'une  courte  Note  de  M.  Fuchs  ( 2 ) .  Je  me  bornerai  aux 

( * )  J .  H O R N ,  I ° Ueber ein System linearer partieller Differentialgleichungen (Acta 

Mathematlca,  t.  XII,  p.  n 3 ) . 

2° Lieber System linearer Differentialgleichungen mit mehreren Veränderlichen 

(Habilitationsschrift der Universität Freiburg  i.  B .  1890). 

U n  extrait  de  cette  Thиse,  oů  l'auteur  йtend  au  systиme  ( A )  la  thйorie  devenue  classique 

de  M.  Fuchs ,  a  йtй  publiй  dans  le  Tome  XVI  des Acta Mathematlca,  p.  3373^7. 

( 2 )  L .  F U C H S , Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin,  1892, 

S.  i 5 ~ . 



indications  indispensables  pour  la  suite,  renvoyant  а  ces  travaux  pour 
plus  de  dйtails. 

Des  deux  premiиres  йquations  du  systиme  (A) ,  oщ  l'on  a  par  hypo
thиse 

ai-t-b2 = o, bt ~\- c2 — 

on  dйduit  l'йquation  du  troisiиme  ordre 

(U) 

qui dйfinit z  comme fonction  de x  seul, y  йtant  considйrй  comme  constant. 

Soit y0  une  ordonnйe  quelconque  ne  passant  pas  par  un  point  singu

lier  de  la  courbe  cp =  o,  ni  par  un  point  commun  а cette courbe  et а  une 

autre  ligne  singuliиre,  ni par  un point  oщ  la  tangente  soit  parallиle  а Ox. 

Soit  « ; ( j 0 )  une  racine  de  l'йquation y(x,y0)  =  o ;  si  l'intйgrale  du  sys

tиme  (A)  est algйbrique,  il  en  est  de  mкme pour  l'йquation  (U)  en x,  et, 

par  suite,  cette  derniиre  a  ses  intйgrales  rйguliиres  dans  le  domaine  du 

point  flf(/0).  C'est  dire  que cette йquation  (U) est de  la  forme 

M 4 , M 2 , M 3  n'йtant  pas  infinies  pour x = at.  De  plus,  les  racines  de 

l'йquation  dйterminante  fondamentale  relative  au  point x = at 

(V) 

sont  commensurables  et  distinctes.  Mais  le  groupe  de  l'йquation  (U) 

coпncidant  avec  celui  du  systиme  (A) ,  ses  substitutions  sont  indйpen

dantes  de y;  par  suite,  les  racines  de  l'йquation  dйterminante  (V)  sont 

indйpendantes dey0  :  ses  coefficients,  qui  sont  des  fonctions  rationnelles 



du  point  de  la  courbe  algйbrique  9 — 0,  ont  donc  une  valeur  indйpen

dante dey0. 

En  outre,  <p(#, j )  йtant  irrйductible,  l'йquation  (V)  a  les  mкmes  ra

cines,  quelle  que  soit  la  dйtermination  « , ( j 0 )  choisie.  On  conclut  de  lа 

que si l'on  dйsigne par  r', rf/, r'" les  racines de  l'йquation  (V),  dites expo-

sants de la courbe singulière  cp =  o,  le  systиme  donnй  (A)  admet  un 

systиme  fondamental  d'intйgrales  de  la  forme 

c7', 'Q1'  йtant  des  fonctions  uniformes  et  finies  dans  le  domaine  des 

points  de  la  courbe  cp  — o. 

M.  Horn  a  йtabli  que  cette  circonstance  ne  pouvait  se  prйsenter  que 

dans  le  cas  oщ  le  systиme  (A)  est  de  la  forme 

les nouveaux  coefficients  ne  devenant  pas  infinis  pour  les  points  de  la 

courbe  cp —  o,  et A,,  A 2 ,  B , ,  B 2 , C,,  G2  n'йtant  pas  tous divisibles  par cp. 

On s'assurera  que  le systиme donnй  prйsente cette  forme  ( ' ) . 

Pour  que  les  intйgrales  de  l'йquation  (U)  soient  rйguliиres  aux  envi

rons  de  la  courbe  singuliиre  cp =  o,  il  faut  et il suffit  que  ses  coefficients 

successifs  contiennent  au  plus  en  dйnominateur  cp, cp2 et  cp3.  Le  premier 

rйalise sűrement  cette  condition;  quant aux  deux  autres,  si  on  les  exprime 

en  fonction  des  coefficients  A,,  .  .  . ,  B 3 ,  ils  conduisent  aux  identitйs  de 

( ] )  Nous  dйduirons  de  lа  une  remarque  relative  au  systиme  particulier  ( Ŕ 2 )  formй 

p .  56  ;  l'un  au  moins  des  coefficients  de z,  а  savoir  : 

se  rйduit  au  quot ient  par (x-\-y + 1)  (4,^  +  27 y 2 )  d'un  polynôme  du  second  degrй 

en x  et y. 



condition 

e t Ą ( ^ , j )  dйsignant  deux  fonctions  rationnelles  qui  ne  contien

nent  pas  cp(#, f)  en  dйnominateur.  On  vйrifiera  si  ces  conditions  sonl 

satisfaites,  et  en  mкme  temps  on  aura  les  coefficients  de  l'йquation  dй

terminante 

relative а la courbe  cp =  o  : en  effet,  oc est l'exposant  de la puissance  de cp, 

qui  est  en  facteur  dans  le  dйnominateur  de a2;  quant  а  |3  et  y,  ce  sont 

les valeurs que prennent,  pour  un  point  quelconque  de la courbe  cp =  o, 

les  expressions 

J'ai  dйjа  dit que  les racines  de  cette  йquation  doivent  кtre  commensu

rables et  distinctes. 

Dans  le § 1 2 de  la  thиse  citйe  tout  а l'heure,  M.  Horn  indique  un  pro

cйdй  pour  former  directement  l'йquation  dйterminante  sans  passer  par 

l'йquation  du  troisiиme  ordre  (U)  ; mais il nйcessite  des calculs  plus  longs 

que  la marche  exposйe  cidessus. 

Bien  entendu,  si  cp =  o  йtait  indйpendant  de x,  on  aurait  recours  а 

l'йquation  linйaire  du  troisiиme  ordre  dйfinissant z  comme  fonction  d e / 

seul, x  йtant  regardй  comme  constant. 

3 .  Aprиs  s'кtre  assurй  de  la  rйgularitй  des  intйgrales  dans le  domaine 

des  points des lignes  singuliиres  et  de la  condition  imposйe  aux  exposants 

de  ces  lignes,  on  abordera  le  problиme  proposй  par  Tune  des  trois  mй

thodes  exposйes  dans le  Chapitre  prйcйdent. 

Quelle  sera  d'abord  la  forme  en z de l'йquation  intйgrale? 



Soient z{,  ZJ, z3  trois  intйgrales  linйairement  distinctes  de  (A);  posant 

on  a  (page 46) 

Par  un  raisonnement  absolument  identique  а  celui  qui  a  йtй  employй  а 

propos  de  l'йquation  linйaire  du  troisiиme  ordre,  on  arrive  au  rйsultat 

suivant  : 

Si le système (A A a son intégrale générale algébrique, cette intégrale 

est de la forme 

z n z 2 , z3 étant trois racines, de rapports dépendants de x et y, de Téqua-

fin ri 

les nombres  DTO et n étant pris parmi les systèmes donnés page  90 , et les 

fonctions qA, . . ., qn étant rationnelles en x et y. 

On  saura  dиs  lors  reconnaоtre,  par  la  mйthode  des  coefficients  indйter

minйs,  si  le  systиme  donnй  a  son  intйgrale  gйnйrale algйbrique  et  corres

pondant  а un  groupe  linйaire  fini  donnй,  dиs que le degrй  en x  et eny  des 

coefficients q  sera  limitй. 

En  considйrant  successivement x  et y  comme  constantes,  on  pourra 

limiter ces degrйs par l'application  de  la mйthode  de Liouville  а  l'йquation 

linйaire  du  troisiиme  ordre  (U)  et а  l'йquation  analogue  relative  а y. 

On  pourra  aussi  traiter  ces  йquations  par  la  mйthode  de M.  Painlevй ; 

mais  les  calculs  seront  moins  longs  et  plus  symйtriques  en  employant  le 

procйdй  suivant,  extension  de celui  de  M.  Klein. 

4 .  Pour que  l'intйgrale  gйnйrale  du  systиme  (A)  soit algйbrique,  il  faut 

et il suffоt  que, pour  un groupe fini (a), le systиme (B, ) formй  pages 5q,  oщ. 

l'on  remplace  ż ; e t 7 Ў  par x et y,  admette un  systиme  d'intйgrales VÇx,y) et 

Q(#, y)  rationnelles. 
B.  ! 4 



On  vйrifiera  s'il  en  est  ainsi  dans  le  cas du  groupe  de  Hesse,  en  suivant 

la  mкme  marche  que  pour  l'йquation  linйaire  du  troisiиme  ordre. 

Introduisons  les  variables  homogиnes xn x2, x3  en  posant 

Une  intйgrale  quelconque  du  systиme  (A)  : 

est  une  fonction  homogиne  de x{, x2, x3,  de degrй  zйro. 
Soit 

l'йquation  homogиne  irrйductible  d'une  courbe  singuliиre  du  systиme 

( ї = 1 , 2 ,  .  .  . , m),  de  degrй pr  Faisons  le  changement  de  fonction  : 

p,,  .  . . , pm  йtant  des  nombres  commensurables; Ii(xn xZJ x3)  sera  une 
fonction  homogиne  de  degrй 

Dйsignons  par r'., r"., r".  les racines  de  l'йquation  dйterminante  relative 

а  la  courbe  c p =  o,  supposйes  rangйes  par ordre  de grandeur  dйcroissante 

Si  l'on  prend 

les fonctions  11 x2, x3),  qui correspondent  aux  diverses intйgrales  du 

systиme  (A),  resteront  finies  pour  toutes  les  valeurs  finies  de x n x2, x3. 

Cela  posй,  soient  I I n  LT2, U3  les  fonctions  II  relatives  aux  intйgrales 



z\i zs  considйrйes  plus  haut.  Les  relations  homogиnes 

v  P  O 

oщ  et  sont  les expressions  rendues homogиne s de P e tQ,  permettent 

d'йvaluer  le degrй  des termes  de  P  et  Q.  En  effet, 

sont  des  formes  du  douziиme  degrй  en  II n  IT2,  I I 3 ,  respectivement  pro

portionnelles  а  P,  et  P 2  ;  aprиs  substitution  des  valeurs  de  II, ,  LT2,  f l 3 , 

elles  deviennent  des  fonctions  nйcessairement  rationnelles  de xn m27 xs 

et sans infinis,  donc  sans dйnominateurs;  elles  coпncident,  par  suite,  avec 

les polynфmes P,  et P 2  et l'on  a  pour  degrй  de  ces  polynфmes 

Le degrй  des  polynфmes  et  Q 2  est 

o.  Le  degrй  des  fonctions  P  et  Q  йtant  connu,  la mйthode  des  coeffi

cients indйterminйs,  appliquйe  au  systиme  (B,),  dйterminera  ces  fonctions 

P ( # , y)  etQ(,x',y).  Lorsqu'on  les  aura  obtenues,  l'intйgrale  gйnйrale  du 

systиme  (A)  sera  dйfinie  par  les  йquations 

CL,  (B,  y  йtant  les  constantes  d'intйgration  et  A,  B,  G,  D,  K  les  fonctions 

connues  de u  et v (w =  i ) . 

11 resterait  а йliminer u et v entre  ces trois  relations. 



§  3 . 

Si  l'on  pose 

cette  йquation  se  transforme  en  une  йquation  linйaire  et  homogиne  du 

second  ordre 

dont  le  rapport t  de  deux intйgrales  vйrifie  l'йquation  de  Schwarz 

(3) 

M. Painlevй a dйmontrй ( ')  que les trois йquations  ( i ) , ( a ) , ( 3 )  sont  rigou

reusement  йquivalentes  au  point  de  vue  de  l'intйgration  :  quand  on  sait 

intйgrer  l'une,  on  sait  aussi  intйgrer  les  deux  autres. 

Cette propriйtй est susceptible  d'une  double gйnйralisation que M. Pain

levй  a bien  voulu  me signaler  et qui  se rattache de trиs prиs aux  questions 

traitйes  dans ce  Travail. 

2.  Il  s'agira  d'abord  des  systиmes  diffйrentiels  ordinaires  dont  l'intй

( 1  )  P .  P A I N L E V Й , Leçons sur la théorie analytique des équations différentielles,  professйes 

а  Stockholm  (1896) ;  p .  23o  et  p .  2Cj3o. 

Й Q U I V A L E N C E  D E  CERTAINS  S Y S T И M E S  AU  P O I N T  D E  V U E  DE  L'INTЙGRATION. 

I .  Considйrons  l'йquation  de  Riccati  qu'un  changement  linйaire  de 

fonction  ramиne  а  la forme  canonique 



grale  gйnйrale  est  de la  forme 

CL et  Ў3 йtant deux constantes arbitraires,  les fonctions fy  cp,  йtant donnйes. 

La formation  d'un  tel systиme  s'effectuera  en  йliminant CL et  [3 entre  les 

йquations  intйgrales  et  les  йquations  qui  s'en  dйduisent  par  dйrivation. 

On obtient  ainsi  d'abord 

ou  bien en  dйveloppant 

йquation  de  la  forme 

(i) 

On  obtiendrait,  par  un  calcul  tout  semblable,  la  seconde  йquation  du 

systиme  sous  la  forme 

(i) 

Le  systиme  (I)  dйpend  de  huit  fonctions  de x.  Par  un  changement 



linйaire  de  fonctions 

dont  les coefficients  sont  des fonctions  de x  convenablement  choisies,  on 
peut  ramener  ce  systиme  а  la forme  canonique 

c'est  ce systиme qui  gйnйralise  l'йquation  de  Riccati  ( i ) . 

Un calcul  sans difficultй  donne,  entre  les six fonctions  qui  interviennent 
dans  la rйduction,  les  relations  suivantes 

(4) 

(5) 

(6 ) 

(?) 

( 8 ) 

(9 ) 

Ce  systиme  dйfinit  linйairement  les  six  fonctions  inconnues.  D'abord  (5) 
conduit  а  poser 

Les  relations  (4)  et  (7)  donnent  alors 

En  ajoutant  membre  а  membre  les  йquations  ( 7 )  et  ( 9 ) ,  et  la  relation 



rйsultant  delа  dйrivation  de  (4)?  il  vient 

Cette  йquation,  associйe  а (4) ,  donne 

Enfin,  pour  calculer v et v,,  retranchons  membre  а  membre  les  йqua

tions  (7 )  et  ( 9 ) ; nous aurons  d'une  part 

ou 

d'autre  part,  ajoutons  membre  а  membre  l'йquation  (8), divisйe  par  cp et 

la  relation  obtenue  en  dйrivant  l'йquation  prйcйdente;  il  vient 

v et  v,  sont  dйterminйs  par  ces  йquations  linйaires,  dont  le  dйterminant 

est  • 
o 
i 

Revenons  au systиme  canonique  (ż11), qu'on  peut  йcrire 

Si  l'on  pose 



la premiиre йquation  est vйrifiйe  identiquement,  et  la  seconde  devient 

З0Зaj C3 йtant trois  solutions  de  cette  йquation  linйaire  et  homogиne  du 
, troisiиme  ordre,  l'intйgrale gйnйrale  de  cette  йquation  sera  delа  forme 

/ 7 2 , n, p  йtant  trois  constantes,  et  l'intйgrale  gйnйrale  du  systиme  («R), 

dont la forme  est  connue a priori,  sera 

( . 0 ) 

Si  maintenant  on  pose 

les fonctions u(x)  et v{x)  vйrifient  le systиme 

(s) 

oщ 

systиme dйjа  formй  page  7 i ,  et qui gйnйralise l'йquation  de Schwarz. 

5 .  Je dis qu'il y a йquivalence, au point  de  vue de l'intйgration  entre le 

systиme  de  Riccati  (ż51),  l'йquation  linйaire  et  homogиne  du  troisiиme 

ordre  et  le systиme (<§). 

Il  est d'abord  йvident que  l'intйgration  de  l'йquation  fait  connaоtre 

l'intйgrale  gйnйrale  des  systиmes  (ż11) et  (Ў8). 

D'autre part, 'Çt,  З2,  З3  йtant  trois solutions linйairement  indйpendantes 



de  (З  )j  les expressions 

sont  trois  solutions particuliиres du  systиme (Si),  dont  l'intйgrale  gйnйrale 
peut  alors  s'йcrire 

( » 0 

Mais,  puisque  l'йquation (J^)  manque  de  terme  en 'Çf/, 'Çif Z2,  Ј3  vйri

fient  la  relation 

ou 

ou  encore 

( . 2 ) 

Soit 

B.  i5 



les йquations  ( i  i )  et  (12)  donnent 

ou 

Comme  ^ ? ( )  \ / ^ c ? 2 ,
  s o n t  encore  des  intйgrales  de 

l'йquation  (.f  ),  on voit qu'а quatre  intйgrales (Y 1 , Z f ) ,  ( Y a , Z a ) ,  (Y 3 ,  Z,), 
(Y 4 ,  Z 4)  du  systиme  (ż11) correspondent  les  intйgrales  de  l'йquation  (i^) 

dont  les  rapports  font  connaоtre  une  solution du  systиme  (S) 

D'ailleurs  la connaissance  d'une  intйgrale  particuliиre u(x), v(x)  de  ce 

systиme  (J>) entraоne  celle  de l'intйgrale  gйnйrale;  il  suffоt  d'effectuer  sur 

u et v une  transformation  homographique  а coefficients  constants. 

Il  rйsulte  de  lа  que  l'intйgration  du  systиme  (Ht)  entraоne  celle  de 

l'йquation  (*P ) et du systиme  (S). 

Enfin,  connaissant  une  solution  particuliиre u(x), v(x)  du  systиme (<§), 

on  a,  d'une  part,  trois  solutions  particuliиres  de  l'йquation  ( j P  )  ('voir 

p .  72) 



et  d'autre  part  la  solution  gйnйrale  du  systиme (Si),  d'aprиs  les  rela

tions  ( 1 0 ) . 
L'йquivalence  annoncйe est donc complиtement  йtablie. 

4.  Cette  gйnйralisation  peut  кtre  faite  d'une maniиre  diffйrente. 
Nous  allons  considйrer  maintenant  les  systиmes  complets  d'йquations 

aux dйrivйes partielles  du  premier  ordre  dont  l'intйgrale  gйnйrale  est de la 

forme 

a  et  Ў3 йtant deux constantes  arbitraires. 
On  obtiendra  d'abord  la  forme  de  ces  systиmes  en  йliminant CL  et  p 

entre  ces  йquations  intйgrales  et  celles  qui  s'en  dйduisent  en  dйrivant  par 

rapport  а x  et  а y.  Un  calcul  trиs  analogue  а  celui  donnй  plus  haut 

fournit  comme  rйsultat 

(A.) 

les  conditions  d'intйgrabilitй  йtant  identiquement  satisfaites,  ce  qui  ne 
laisse  subsister  que  huit  fonctions  arbitraires. 

Nous  allons  ramener  ce  systиme,  nouvelle  extension  de  l'йquation  de 
Riccati,  а  une  forme  canonique  remarquable.  En  posant 



oщ  X,  fx, X n  fx,  sont choisis  de  maniиre  а vйrifier  les  conditions 

on  fait d'abord  prendre  au  systиme  la  forme 

Posons  ensuite 

avec  les  conditions 

et  nous obtiendrons  la  forme  nouvelle 

Dйtaillons  maintenant  les  conditions  d'intйgrabilitй  cpie  nous  avons 



laissйes de  cфtй  tout а l'heure.  En  exprimant  que  l'on  a  identiquement 

on est conduit  а  йcrire qu'un  polynфme  du second  degrй  en XD et t?  est nul 

identiquement;  le coefficient  du  terme  en  l? 2  est nul identiquement,  et  les 

autres  termes donnent  les cinq  relations 

L'identitй 

redonne  les  deux  premiиres  relations  prйcйdentes,  et  fournit  les  sui

vantes 

On  dйduit  de ces  relations 

et  un  changement  bien  simple  de  notation  nous  donnera  la  forme  cano



nique que  nous avions  en  vue 

(ái,)  ; 

les fonctions  oc, [3, y,  S йtant  liйes par  deux  relations qui  coпncident  avec 
celles  dйjа  donnйes  page 52. 

Si  l'on  pose 

les  quatre  йquations cidessus  se  rйduisent  а  trois, 

les  conditions  d'intйgrabilitй  йtant  vйrifiйes,  et  le  dйterminant  D  relatif  а 

un  systиme  fondamental  d'intйgrales  йtant  constant. 

Si  9 o  ЗAI  9 s sont  trois  intйgrales  du  systиme  (=P  linйairement  in

dйpendantes,  l'intйgrale  du  systиme  ( ż R . < ) ,  intйgrale  dont  la  forme  est 

connue,  est 

( i 3 ) 

En  posant 



on  obtient  le  systиme  de  quatre  йquations  aux  dйrivйes  partielles  du 
second  ordre 

oщ 

extension  de l'йquation  de  Schwarz. 

5 .  Il y a йquivalence, dans  le sens  indiquй plus haut,  entre  les  systиmes 
(Зj)  e t  (^i)>  e t  ^ a  dйmonstration  de  cette  йquivalence  est  calquйe 

sur  la  prйcйdente. 

La  connaissance  d'une  intйgrale  particuliиre u{x, y), y)  du  sys
tиme (8i  ) faisant  avoir  l'intйgrale gйnйrale  de  ce systиme par  une  transfor
mation  homographique  а coefficients  constants,  il  est  йvident  que  l'intй
gration  du  systиme  (Зj)  fournit  l'intйgrale  gйnйrale  des  systиmes  ( < R , ) 
et  ( S , ) . 

D'autre  part,  les solutions  particuliиres  du  systиme  ( < R < ) 

eu  йgard  а  la  relation 



donnent  la  relation 

comme  l'intйgrale  gйnйrale  du  systиme  (żR, )  s'йcrit 

ces  trois  йquations  montrent  que  la  connaissance  de  quatre  intйgrales  du 
systиme  (ż11,)  :  ( O t , t ? , ) ,  ( D 2 ,  x? f),  ( D „  X ? , ) ,  ( D 4 ,  X ? 4 )  entraоne  celle  des 
intйgrales  particuliиres  distinctes  (•Ј 

en  posant 

De plus,  une  intйgrale  particuliиre  du  systиme  (3,)  est 

Enfin,  si  l'on  connaоt  une  solution  particuliиre  du  systиme  (<§,),  soit 

u(x, y), v(x,jr),  puisque  le  dйterminant  D,  relatif  а  un  systиme  fonda

mental  de  (i^,)  est  constant,  on  a  les  trois  intйgrales  particuliиres  du 



systиme  4 ) 

et  les  formules  (j 3)  donnent,  par  suite,  l'intйgrale  gйnйrale  du  sys

tиme  ($l 2 ) . 
L'йquivalence  est  donc  complиtement  йtablie, 

6.  En particulier,  si l'intйgrale gйnйrale d'un des systиmes prйcйdents  est 

algйbrique,  il  en  sera  de  mкme  de  l'intйgrale  des  deux  autres  systиmes. 

Par  suite,  comme  on  sait  reconnaоtre  si l'йquation  linйaire  (=f  )  [ou  le sys

tиme  complet  ( f  ,)]  a son  intйgrale  gйnйrale  algйbrique,  ses  coefficients 

йtant  supposйs  rationnels,  on  est,  par  le  fait,  а  mкme  de  s'assurer,  dans 

la mкme  hypothиse,  si  les  systиmes  (żR)  et (S)  [ou  et  (<•>,)] sont  in

tegrables  algйbriquement. 



CONCLUSION. 

Cette  йtude  a  mis  en  йvidence  le  rфle  essentiel  que  jouent,  dans  le 

double  problиme  qu'on  y a  traitй,  les invariants  I,  j ,  M,  N de MM.  Pain

levй et Goursat.  C'est  а leur  calcul  que se ramиnent les solutions  indiquйes, 

solutions  qui  subsistent  quel  que  soit  le  groupe  linйaire fini  considйrй. 

Ce  calcul  est  beaucoup  plus  compliquй  pour  le  groupe  de  M.  Klein 

que  pour  celui  de  Hesse;  il  devient  presque  rebutant  pour  celui  de 

M.  Valentiner.  Je  me  propose cependant  de  l'effectuer,  au  moins  dans  le 

cas du  groupe  de M. Klein  pour  lequel  j'ai dйjа  obtenu  la forme  des  inva

riants. 

La considйration  des quinze invariants du  second  ordre  de M.  Painlevй, 

signalйs  page  22 ,  permettrait  de  traiter  les  mкmes  problиmes  pour  un 

systиme  de six  йquations  linйaires,  homogиnes,  simultanйes  aux  dйrivйes 

partielles  du  second  ordre  а  trois  variables.  Mais  l'йnumйration  des 

groupes  quaternaires  linйaires,  d'ordre  fini,  n'est  pas  faite,  et  les  formes 

invariantes  ne sont  connues  que pour  le  groupe  de  5i  8/|o  substitutions 

de  M.  Witting,  groupe  liй  а  celui  de  Hesse  :  lа  encore  les  calculs  sont 

extrкmement  pйnibles. 

Vu et approuvé : 

Paris,  le  i3  mai  1897, 

L E  D O Y E N  D E  L A  F A C U L T Й  D E S  S C I E N C E S , 

G .  D A R B O U X . 

Vu et permis d'imprimer : 

Par is ,  le  i3  mai  1897, 

LE  VICERECTECR  DE  L'ACADЙMIE  DE  PARIS , 

G R Й A R D . 
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