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CONTRIBUTION A L’ETUDE

RQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES

INTEGRABLES ALGEBRIQUEMENT.

INTRODUCTION.

e probléme de I'intégration algébrique des équations différentielles
linéaires parait avoir été abordé pour la premiere fois par J. Liouville.
Aprés avoir donné, dans un Mémoire bien connu ('), une méthode régu-
licre pour trouver, s’il en existe, les intégrales rationnelles d’une équation
différentielle linéaire a coefficients rationnels, Liouville s’est proposé (*)
de reconnaitre si I’équation linéaire et homogene du deuxieme ordre

d*y v
(l> e :Pya

(1) J. Liovvitie, Sur la détermination des intégrales dont la valeur est algébrique
(Journal de I’Ecole Polytechnique, 22° cahier; 1833).

(2) J. LiouvitLe, Mémoire sur Uintégration d’une classe d’équations différentielles du
second ordre en quantités finies explicites (Journal de Mathématiques, 1+ série, t. 1V,
p. 433; 1839).

B. T

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 37/3 -4



2, A. BOULANGER.

ot1 P est une fonction rationnelle de ., admet comme intégrales les racines

d’une équation algébrique

(2) | Sy, ) =o,

de degré connu en y ; son procédé permet de limiter le degré en x de cette
derniére équation, et cela en recherchant les intégrales rationnelles de
certaines équations différentielles linéaires dont 'ordre dépend précisé-
ment du degré de I'équation (2) en y. La méme marche peut d’ailleurs
étre appliquée aux équations linéaires d’ordre supérieur au second, a
coefficients rationnels.

Toutefois la question restait entiere, puisque Liouville n’avait pas
limité le degré en y de I'équation (2). Elle fut résolue completement
en 1862, en ce qui concerne I’équation du deuxi¢me ordre (1), par le
P. Pépin (') dans un Mémoire remarquable, bien que peu connu.

Voici la conclusion du P. Pépin :

« SiI'intégrale générale de I'équation (1) est algébrique, elle est de la
forme ¢y -+ c'y,, les intégrales particulieres y, y, étant :

» Soit déterminées par les équations

m ]%
Y = A, S ::,;J

A et B désignant deux fonctions rationnelles de la variable x;
» Soit des racines d’'une méme équation trinome
y Pyt p.=0;
» Soit enfin des racines d’une équation a coefficients rationnels

A » J(m—1)p. (t—2). —_
Y= p F Py e P =0

(1) P. Tu. Pkpr, Mémoire sur Uintégration sous forme finie de Uéquation différen-
tielle du second ordre & coefficients rationnels (1862) (Annali di Matematica, 1™ série,
t. V, p. 185-224; 1863).
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 3

dans laquelle m et w sont pris dans I'un des trois systemes

]n':_[l’ {L:6’
:6, ‘U‘.:8’
m:IQ, l’L—IO.

N . d . s e y 7 . [ L4 .
» Quant ala fonction ¢ :;7 d——‘Z; qui vérifie I’ équation différentielle

dt o

g N P,

elle est toujours algébrique lorsqu’elle peut s’exprimer sous forme finie;
elle est ou rationnelle, ou racine d’une équation algébrique du 2¢, du 4°,
du 6° ou du 12° degré. »

A la vérité, quelques erreurs de calcul s’étaient glissées a la fin de ce
travail; auteur établit bien I'existence d’une limite pour le degré de
I’équation vérifiée par la dérivée logarithmique ¢, mais I’évaluation de cette
limite estinexacte. Ainsile cas m =12, . = 10 avait échappé au P. Pépin.
La rectification (') date de mars 1878 ; elle fut consécutive & un Mémoire
de M. Fuchs cité plus loin.

La premiere étude que présente ensuite la littérature de notre question
est relative a un cas particulier, a I’équation différentielle du deuxieme
ordre vérifiée par la série hypergéométrique de Gauss. M. Schwarz (*)
(1872), prenant pour point de départ la théorie de la représentation con-
forme de Riemann, détermine tous les cas ou cette équation admet des in-
tégrales algébriques.

En 1875, M. Fuchs rattachel’étude des équations (1) intégrables algé-
briquement a la théorie des formes (*). Désignant par y, ety, deux inté-

(1) P. Tu. Periy, Sur les équations différentielles du second ordre (Annali di Mate-
matica, 2¢ série, t. IX, p. 1; mars 1878).

() A. Scawarz, Ueber diejenigen Fille, in denen die Gaussische Reihe F(«, 8, ¢, x)
eine algebraische Function thres vierten Elementes darstellt (Borchardt's Journal fiir
Mathematik, Band 75, S. 292-335).

(®) L. Fucns, Ueber die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche
algebraische Integrale besitzen, und eine neue Anwendung der Invariantentheorie
(Borchardt's Journal, Band. 81, S. 97-147).
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4 A. BOULANGER.

grales particulieres de I’équation (1) supposée intégrable algébriquement.
il établit, a 'aide de considérations fondées sur les propriétés des cova-
riants, qu'il existe une fonction entiére et homogene F(y,, y,), qu'il
appelle forme principale (Primform), d’un degré N non supérieur a 12,
et qui est racine d'une équation binéme, d’ordre L, ayant pour second
membre une fonction rationnelle de la variable x. Ce géometre dresse la
liste de ces formes primaires pour les diverses valeurs acceptables de N,
avec les valeurs correspondantes de l'indice L. Toute forme F(y,,»,),
d’ordre N, vérifiant une équation différentielle linéaire et homogene, a
coefficients rationnels déduits de P(x) et de N, d’ordre (N ~+ 1), déja con-
struite par Liouville, le probleme de reconnaitre si |'équation (1) est inté-
grable algébriquement est ramené a rechercher si cette équation d’ordre
(N — 1) est satisfaite par la racine Li*m¢ d’une fonction rationnelle. Cette
derniére question peut étre résolue par les procédés que donne Liouville
dans le second des Mémoires cités. On est conduit a reconnaitre si un
systéme d’équations linéaires a des solutions finies, et M. Fuchs montre
méme qu’on peut parvenir a ce systéme sans passer par I'équation diffé-
rentielle d’ordre (N +1).

Le Mémoire de M. Fuchs conduit presque aussitot M. Klein (') a une
méthode beaucoup plus simple. Le savant professeur de Geettingue com-
mence par former toutes les équations différentielles du second ordre,
linéaires et homogénes, A coefficients rationnels, dont I'intégrale générale
est algébrique, utilisant a cet effet le lien qui unit ce probleme a I'énumé-
ration des groupes d’ordre fini contenus dans le groupe linéaire a deux
variables. Un contour fermé du plan de la variable x transforme en effet
les intégrales distinctes y,, v, de I'équation (1) en ey, + Ly, et Yy, -+ 8y,,
o, 3, 7, 0 étant des constantes dont le déterminant n’est pas nul, et le

|

groupe des substitutions

?

‘ Yio Ve Y ‘8}”2, £ h e 8y2

(*) F. Kiriy, Ueber lineare Differentialgleichungen (Sitsungsberichte der physika-
lisch-medicinischen Societit zu Erlangen, 26. Juni 1876; Mathematische Annalen,
Band XI, S. 115). Ce trés court Mémoire a été traduit dans le Bulletin des Sciences mathé-

matiques (1877).
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EfQUATIONS DIFFE,RENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 9]

relatives aux divers contours fermés du plan de @, ne contiendra qu’un
nombre fini de substitutions si l'intégrale générale est algébrique.

La détermination des groupes linéaires d’ordre fini 3 deux variables,
ainsi que celle des formes invariantes correspondantes, avaient été faites
antérieurement par M. Klein ("). Voici comment il en tire parti. Le quo-
tientn de deuxi’ntégrales particulieres y,, y,,indépendantes, de I"équation
a coefficients rationnels
(3) P py=o,
satisfait a I'équation différentielle du troisiéme ordre déja formée par
M. Schwarz

7 3 7" 2 I s dpu
(4) i (F) =A%

Soit F(y,, y,) ou @(+) une fonction fondamentale invariante du groupe
fini de I'équation proposée, supposée intégrable algébriquement, ¢’est-i-
dire une fonction homogene de y,, Ja, de degré zéro, laissée invariante
par les substitutions du groupe. ¢ (), invariante pour tous les contours
fermés du plan de la variable 2, sera une fonction rationnelle de x. Réci-

proquem ent, posons

¢(n) =R (),

R(x) étant une fonction rationnelle arbitraire de x; M. Klein exprime 7,
en fonction de R(x) et, par substitution dans la relation (4), il est conduit

al’une des formes suivantes pour p, :

f T 1 dp,»i_‘_l R" § R 2 n®—1 R\ 2
Po=3P 5@ Tl w e \w) |t '
(7 €tant un entier arbitraire);
I 1 dp, 1 [ R” SR/
Po=3l i ae oW T aw
R2[1—)2 1 — y2 W2— u? vz g
7,[ Re T TRy T ”_'Ii(l—RT]

%
cr
ML

]

(") F. KiewN, Ueber bindre Formen mit linearen Transformationen in sich selbst
(Sitzungsberichte der Erlanger Gesellschaft, Juli 1874 ; Math. Annalen, Band IX, S. 44 ;
1875).
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6 A. BOULANGER.

<X, 1, v étant respectivement égaux a

I 1 1 . . .

=5 =y o n entier arbitraire ;
1 1 T

5 4 ))7 o )

T T I

37 4; S’

w| =
&
(S ]
o
N |~
\_/
S

p, étant astreint simplement a ce que eJ?4% s0it une fonction algébrique,

tous les types d’équations (3) intégrables algébriquement se trouvent

construits. .
I’intégrale générale d’une telle équation est définie par les relations

B(1) —R()
et
7‘/ — gd"f‘ _ll“),_g_)j e—‘/‘p‘dr?
B
o. et 3 étant deux constantes arbitraires; elle sera fournie par I’élimina-
tion de 7 entre les équations
B(r) = R(x)
et
do o '
(an+ ) 5 = »° R/ (x)er.

Le probléme inverse reste a traiter : Une équation différentielle (3)
étant donnée, reconnaitre st son intégrale complete est algébrique, ou
encore : Déterminer la fonction R(x) qui lut correspond. Dans la Note
analysée, M. Klein réserve ce point, qu'il a traité deux ans plus tard ('),
enavril 1877.

Ce second Mémoire contient, avec quelques compléments relatifs aux

(*) F. Kiews, Ueber lineare Differentialgleichungen (Math. Annalen, Band XII,
S. 167).
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINFAIRES HOMOGENES. ”

fonctions invariantes, la détermination du degré maximum des termes de
la fonction rationnelle R(x) relative a une équation (3) donnée, et cela
en utilisant seulement les termes du deuxiéme degré de la décomposition

en éléments simples de la fonction rationnelle

| G dp,
2/?0—5/%“ dx.

Des lors, la méthode des coefficients indéterminés permet de trouver la
fonction R (), qui vérifie I'une des équations (5). Le procédé est méme
appliqué a un exemple numérique.

Dans I'intervalle de la publication de ces deux Mémoires, M. Brios-
chi (") forme les équations (5) du premier travail de M. Klein, en par-
tant directement des formes fondamentales invariantes, au lien d’avoir
recours, comme M. Klein, & certains résultats du beaun Mémoire cité de
M. Schwarz; il calcule aussi la valeur de R(x) pour la plupart des cas
d’intégrabilité algébrique de I’équation hypergéométrique, donnés par le
Tableau de M. Schwarz.

Avec un grand Mémoire de M. Camille Jordan (*), publié en 1878, ap-
parait la premiére extension des vues de M. Klein aux équations différen-
tielles linéaires et homogeénes d’ordre supérieur au second. Apres avoir
retrouvé, avec les seules ressources de la théorie des substitutions, 1'énu-
mération des groupes linéaires & deux variables d’ordre fini, énumération
obtenue par M. Klein al’aide de la Géométrie non-euclidienne et confirmée
par Gordan (*) a I’aide de la théorie des formes, M. C. Jordan fait la méme
énumération pour les groupes linéaires a trois variables (). Il établit, en

(1) F. Brioscut, La théorie des formes dans U'intégration des équations différentielles
du deuxieme ordre (Math. Annalen, Band XI, S. hor; Atti dell’ Istituto Lombardo di
Scienze e Lettere, décembre 1876).

(2) C. Joroax, Mémoire sur les équations différentielles linéaires a intégrale alge-
brique (Borchardt's Journal, Band 8k, S. 8g; Comptes rendus des séances de I’ Aca-
démie des Sciences, 1876-1877).

(*) P. Gorosx, Ueber endlich Gruppen linearer Transformationen einer Veranderli-
chen (Math. Annalen, Band XI, S. 23).

(*) Voir a ce sujet le § 2 de la premiére Partie de ce travail.
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3 A. BOULANGER.

outre que les groupes d’ordre fini contenus dans le groupe linéaire a nva-
riables appartiennent a un nombre de types limité, et obtient le théoréeme

fondamental suivant :

St une équation différentielle linéaire d’ordre p a toutes ses intégrales
algébriques, ces intégrales s exprimeront linéairement par les racines
d’équations bindmes, dont les seconds membres sont des fonctions ration-
nelles de la variable et des racines d’une équation auxiliaire a coeffi-
cients rationnels.

Le degré de cette équation auxiliaire est inférieur a une limite fixe,

qui ne dépcizd que de la valeur numérique de p.

A partir de ce moment, les travaux relatifs a la question (ui nous oc-
cupe apportent surtout des perfectionnements de détail aux résultats ac-
quis.

M. Fuchs ('), d’abord, dont le Tableau des formes primaires avait été
réduit par M. Klein, obtient d’une manicre plus simple les conclusions de
son Mémoire cité, qu’il compleéte et précise. Par exemple, pour le cas
m =6, n.=8 du Tableau du P. Pépin, M. Fuchs met I’équation inté-

grale sous la forme

't — 20X,y 470X} y** — [(25X] 4+ 10308X") y**
+5(13X* — 38392 X)X, y'* —16(X] + 78X") X[y 4+ 256 X" =0,
oul’on a posé

X, (%) = CX* () Kf“(’_d’;@y o leX(n) BGP];

C est une constante, et

X(SL‘) ==y )’ﬁz(y: +- ;7_:)

(1) L. Fucns, Ueber die linearen Differentialgleichungen sweiten Ordnung, welche
algebraische Integrale besitzen (zweite Abhandlung) (Borchardt's Journal, Band 85,
S. 1-25; 1878).
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEFAIRES HOMOGHNES. 9

est la racine carrée d’une fonction rationnelle de x, vérifiant une équation
différentielle linéaire du septieme ordre, déduite de la proposée (1).

Tous les cas sont amenés a ce point, et ’auteur donne des indications
pour simplifier, autant que possible, la recherche de X(x).

M. Jordan (') compléte en 1879 son précédent travail en déterminant
une limite supérieure du nombre des types auxquels peuvent appartenir
les groupes d’ordre fini contenus dans le groupe linéaire & 7 variables; il
rectifie une légere erreur qui lui avait fait omettre, dans I'énumération des
groupes ternaires, un groupe dont M. Klein avait antérieurement démon-
tré I'existence ; enfin il amorce la détermination des groupes quaternaires.

M. Goursat (*) retrouve les résultats de M. Schwarz relatifs aux cas
d’intégrabilit¢ algébrique de I'équation hypergéométrique du second
ordre, en formant directement les substitutions du groupe de cette équa-
tion et en exprimant que ce groupe est d’ordre fini, a 'aide d’une repré-
sentation géométrique remarquablement simple.

Enfin le P. Pépin (*) donne, 4 la méme époque, un long travail d’en-
semble sur l'intégration algébrique de I'équation (1). Apres avoir, dans la
premicere Partie, repris les résultats du Mémoire rectifié de 1862, en sim-
plifiant les démonstrations par I’emploi de la théorie des fonctions, il con-
sacre la seconde Partie a 'exposé d’une méthode pratique pour détermi-
ner effectivement les intégrales algébriques lorsqu’elles existent. Cette
Partie se distingue par la brieveté avec laquelle tous les calculs nécessaires
sont conduits jusqu’au bout, d’abord pour obtenir les conditions d’exis-
tence d’intégrales algébriques relatives & P, et ensuite, quand elles sont
remplies, pour déterminer les coefficients de 1'équation algébrique. Dans
tous les cas, des exemples détaillés servent a éclaircir la méthode em-

(') G. JoroaN, Sur la détermination des groupes d’ordre fini contenusdans le groupe
linéaire (Atti della reale Accademia di Napoli, vol. VIII, n° 11, 1879).

(*) E. Goursar, Sur Uéquation différentielle linéaire qui admet pour intégrale la
série hypergéométrique (Annales de I’Ecole Normale, 2° série, supplément au t. X,
1881).

(*) P. Tu. PirIN, Méthode pour obtenir les intégrales algébriques des équations
différentielles linéaires du second ordre (Atti dell’ Accademia Pontificia de’ Nuovi
Lincet, tomo XXXIV, p. 243-388; juin 1881).

B. 2
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10 A. BOULANGER.

ployée, qui consiste d’ailleurs dans I'emploi de I'équation résolvante a la-
quelle satisfait le produit y,y, de deux intégrales distinctes de I'équa-
tion (1). Enfin, une intéressante application est faite, dans la troisieme
Partie,  la recherche des fonctions algébriques développables en série hy-
pergéométrique; les résultats concordent avec ceux trouvés par
M. Schwarz.

Ce travail, a défaut de la priorité, a le mérite de se suffire a lui-méme et
de n’invoquer que les principes élémentaires de la théorie des fonctions.

Citons encore la thése de M. Autonne (') (1881), qui étudie les pro-
priétés entrainées par I'existence des ~ relations linéaires a coefficients con-
stants, liant les /m racines d’une équation irréductible, dont p = (m — n)
racines forment un systéme fondamental d’intégrales d’une équation diffé-
rentielle linéaire d’ordre p; un Mémoire de M. Fuchs (*) conduisant au
résultat suivant : s’il existe une relation algébrique et homogéne, de degré
supérieur & deux, entre trois intégrales formant un systeme fondamental
d’une équation linéaire du troisicme ordre, a coefficients rationnels, dont
les points singuliers sont réguliers et & exposants commensurables, cette
équation s’intégre algébriquement (ce théoreme, que MM. Schlesinger et
Wallenberg ont généralisé, M. Picard I'établit dans son Cours de la ma-
niére la plus naturelle en le rattachant a la théorie des groupes de trans-
formations ); un Mémoire de M. Goursat (°), ou ce géometre relie I’étude
des intégrales algébriques de I'équation du second ordre a la transforma-
tion de cette équation en une équation hypergéométrique par le change-

(%) L. Auronne, Recherches sur les intégrales algébriques des équations différentielles
linéaires a coefficients rationnels (Journal de I'Ecole Polytechnique, 51° cahier, p. 93;
1881).

(2) L. Fucus, Ueber lineare homogene Differentialgleichungen swischen deren Inte-
gralen homogene Relationen hoheren als ersten Grades bestehen (Acta mathematica,
to-I; pa 32100

Lupwic ScHLESINGER, Diss., Berlin, 1887.

G. WALLENBERG, Anwendung der Theorie der Differentialinvarianten auf die Unter-
suchung der algebraischen Integrirbarkeit der linearen homogenen Differentialglei-
chungen (J. fiir Math., B. CXIII, 1894).

E. Picarp, Traité d’Analyse, t. 111, p. 550 et suivantes.

(*) E. Goursat, Sur les transformations rationnelles des équations linéaires (Annales
de U’Ecole Normale, 3° série, t. 11, 1885).
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 11

ment de variable et de fonction

o= ¢(t),
z=yw(t).

A ce propos, il convient de signaler que Halphen avait donné les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour qu’un tel changement de variable et
de fonction puisse réduire une équation différentielle linéaire donnée, 4
coefficients rationnels, 4 une autre équation dont I’intégrale générale soit
rationnelle (*).

La plupart de ces travaux remarquables ne concernent que 1’équation
du second ordre. A I'égard des équations d’ordre supérieur au second, le
plus beau résultat est le théoréme de M. Jordan; mais le savant géométre
laisse de c6té la question de former les équations différentielles qui corres-
pondent & un groupe linéaire d’ordre fini. M. H. Poincaré (*), attirant
I'attention sur ce point, énonce en 1883 le résultat suivant, qu’il déduit
de sa théorie des fonctions fuchsiennes, en faisant correspondre a tout
groupe fini I', et cela d’une infinité de maniéres, un groupe fuchsien G au-
quel I' est mériédriquement isomorphe :

A tout groupe d’ordre fini correspond une infinité d’équations diffé-
rentielles linéaires et homogénes, & coefficients rationnels, dont les inté-
grales sont algébriques, et I’ on peut méme choisir arbitrairement les points

singuliers.

Restreignons-nous au cas ou l'intégrale générale dépend linéairement
de trois constantes arbitraires. Deux questions se posent naturellement :
1° Former toutes les équations du troisiéme ordre

(D) y" + 3ay"+ 38y +cy =o,

(') G.-H. Hareuex, Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires
aux formes intégrables (Mémoires présentés par divers savants a I’ Académie des
Sciences, t. XXVIII, 1883).

(*) H. Poixcart, Sur Uintégration algébrique des équations différentielles linéaires

(Comptes rendus, t. XCVII, p. 984; 1883).
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12 A. BOULANGER.

A coefficients rationnels en x, et tous les systémes completement inté-
grables

r= ap + bg + cz,
(II) (Notations de Monge.) { s=d'p + b'q+ 'z,

t=a"p+b'qg+ 'z,

4 coefficients rationnels en x et y, dont I'intégrale générale est algé-
brique.

2° Etant donnée une équation de la forme (I), ou bien un systeme de
la forme (I1), reconnaitre si son intégrale générale est algébrique.

Pour résoudre la premiére question, M. Painlevé (') a indiqué une
méthode qui généralise celle de M. Klein, et ol interviennent certains
invariants, analogues A I'invariant schwarzien et déja rencontrés, dans le
cas du systéme (11), par MM. Goursat et Liouville (*), ainsi que certains
systemes différentiels (X), extensions de I'équation de Kummer, ces in-
variants et ces systémes étant attachés a chaque groupe linéaire d’ordre
fini. Mais le calcul explicite de ces invariants et de ces systémes (X) pré-
sentait des difficultés sérieuses, qu’on pouvait craindre inextricables. Je
suis parvenu a les surmonter dans le cas du groupe de Hesse.

Pour résoudre la seconde question, M. Painlevé a donné une méthode
toute différente dont je développe I'application, et il a indiqué en méme
temps qu'on pourrait chercher a employer dans ce but la premiere
méthode, ce qui constituerait alors une généralisation complete de la
méthode exposée par M. Klein dans le cas de I'équation linéaire du
second ordre.

Toute la difficulté, dans cette méthode, consiste a déterminer une
limite supérieure du degré de certaines fractions rationnelles qui doivent

(1) P. Paweeve (Comptes rendus) :

1o Sur les équations linéaires simultanées aux dérivées partielles; 31 mai 1887,
t. CIV.

2° Sur les équations différentielles linéaires du troisiéme ordre; 27 juin 1887, t. CIV.

3o Sur les équations différentielles linéaires; 4 juillet 1887, t. GV.

(2) On donnera, dans le courant du travail, des indications a ce sujet.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINFAIRES HOMOGENES. 13

étre intégrales d’un systeme différentiel (). Je suis parvenu a déterminer
cette limite par un procédé qui peut étre étendu i un groupe linéaire
quelconque.

Les deux questions posées plus haut font respectivement I'objet de la
seconde et de la troisieme Partie de ce Mémoire, la premiere Partie étant
consacrée a la formation des invariants dont je viens de parler.

Comme je me limite au cas du groupe de Hesse, il n'y a pas a songer a
faire d’application ni a I'équation hypergéométrique du troisiéme ordre
de MM. Pochammer et Goursat, ni au systeme d’équations aux dérivées
partielles simultanées que vérifie la fonction hypergéométrique de deux
variables de M. Appell, le groupe de 'un et de ’autre dérivant de moins
de substitutions fondamentales que le groupe de Hesse.

Dans un dernier Chapitre, j’ai seulement développé une indication de
M. Painlevé sur I'équivalence, au point de vue de l'intégration, entre
certains systemes différentiels, extensions de I'équation de M. Schwarz,
qui interviennent dans ce travail, et d’autres systemes différentiels qui
généralisent 1'équation de Riccati.
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14 A. BOULANGER.

PREMIERE PARTIE.

§ 1.

INVARIANTS DIFFERENTIELS DE MM. GOURSAT ET PAINLEVE.

1. Considérons un groupe fini (&) de substitutions linéaires a deux

variables non homogenes u, ¢, etles deux fonctions fondamentales inva-

riantes qui lui correspondent

®—=fla,v),

(1) y =g (u, 0).

Si, pour un systeme de valeurs (x, ¥), les valeurs (U, V) vérifient les
équations (1), toutes les autres solutions (u,v) de ces équations s’ob-
tiennent en opérant sur les valeurs (U, V) toutes les substitutions du
groupe (o).

Cela posé, dérivons, par rapport a x et ay, les deux membres de cha-

cune des relations de substitution

(2) w(aU+ bV +c)=adU+ BN -+,

(3) p(aU+bV4c)=a"U+ "'V + ¢,

en poussant la dérivation jusqu’au second ordre inclusivement ; nous for-

insi d : ions linéai h ¢ b b, ¢
merons ainsi douze equations lineaires et homogenes en a, 0,¢,a, 0, C,
a’, b, ", et si nous éliminons ces constantes, il restera quatre équations
portant sur les dérivées partielles premieres et secondes de « et v d'une
part, de U et V d’autre part. Nous allons effectuer cette élimination et

construire ces quatre équations.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 37/3 -4



15

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES.

La dérivation de la relation (2) donne

d(uU) d(uV) Ju  , 0U ; OV
B s g i e
d(uU) d(uV) o du ;00U ; 0V
(l——*'i'-—b——()y —+-C @ = 5)7 ’+"b @7
d2<ltU) d"(uV) 2u _ ,0°U v
P TE o T g bdz’
02(uU) ()‘-’(uV) d2u ; 02U .0 02V
a ~+ b +-¢ =g s
dzdy oz dy oz dy oz dy oz dy
()Q(uU) *(uV) ] Pu ;09U o 92V
. Tl T s =d 0n

Résolvons par rapport a @’ et ' les deux premieres équations formées,

en posant, d’une maniére générale,

(9] = @@_@W

Remplagons @’ et &' par ces valeurs dans les derniéres équations; il
vient, apres réductions :
2 u 2 oU  ,9V\odu] 02U
(® O V55 + oy (0 + 25 %] = 6 V5 + @ DY,
{2 1 oU du dU du
(5)5(U’V)?dxdy—1_aU+bV—|—c[< oz +bdx> +< +by> ]E
| 2V
| =ML Ly,

6) (0,5 + srivrs(af + b5 o] = V)50 o (4, 1) 2T,

dy? aU—+ 0V +¢ dy

A ce systeme de trois équations linéaires et homogénes en a, oy, 1%
a lien d’en adjoindre un second qu’on obtiendrait en traitant I'équa-
tion (3) comme on a traité 1'équation (2) : il se déduit du précédent en

changeant « en .
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16 A. BOULANGER.

Il s’agit d’éliminer a, b et ¢ entre les six équations formées; or a, b, c

n’interviennent que par les expressions

oU de
—aU+06V+c
ou A%
a~——+b—
i e
G aU+0bV +c

AN

I’ élimination de £ entre 1’équation (4 ) et sa correspondante de l'autre

systeme donne pour résultat

?u 9 029 0 02U dy 0
(U,V)( gy, _z> s j[(lé,v).d;x i, V)ﬁ]

ou, en développant le second membre,

02u v 02¢ du 02U oV 02V JdU

(7) 0x 0z  0x® Ox 0z 0r  Ox? cTE
(u,9) (U,Vv)

[’ élimination de 7 entre I'équation (6) et son homologue conduirait de

méme a
02u dv 0%2¢ du 02U oV 02V dU

(8) WEdy 9oy __ 0t dy 0t Uy
(u, ) (U, V)

I.’élimination de £ et de 7 entre les équations (4) et (5) fournit la

relation

. dy %u du 0%y dy 0%*u die 0%
(U, V) [@ e e el R (a T R d—xdy>]
02U de du 02V dv du
et [(u,V)@ = (Vav)gy] cial [(“a U5 —(VaU)—'J

2 U do du 02V dy du
gy [(u, Vi (v,V)—d—i] +agy [(u,U)gg — (v, U)-(ﬁ],
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINFAIRES HOMOGENES. 17

ou, en réduisant le second membre,

[ 0%u dy d2¢ du dy 0®u du 0%¢
“““““ G
| (u, v)‘
o SO 00 T
022 0y 0x2 Jy “\ 0z dxdy dz 0z dy
T ) (U, V)

La permutation de x et y dans cette équation complete le systeme
d’équations que nous nous proposions de former

d2¢ du d2u dy . ()_u 02¢ dv d*u
dz__ dy* “\dy dzdy — Jy dxdy

( (1, 9)
10
) 2V oU 02U oV 9 oU 92V oV 02U
_ 02 oz 9 dx ' T \dy dzdy oz dzdy

(U, V)

La maniére dont se présentent les quatre équations (7), (8), (9) et
(10), met en évidence I'existence de quatre fonctions différentielles qui
restent invariantes par les substitutions du groupe (a.) (*).

Nous désignerons ces invariants par I, J, Met N, en posant

__0%udy 02 ¢ du

2N LI N LI T L i
Lrgh Y = =
02 u ()@ 0%¢ Ju " 02u dy d2¢ Jdu
(12) SN a‘;—o—ﬁafﬁ(azaﬁzf—(m;;ﬁ)’
ou
3 gy 01553_0 _(_)K()u_
(I ) —5.;0‘)/—de7

(') Ges invariants, extension au cas de deux variables de Dinvariant schwarzien

/4 N\ 2
v) 3 At bl 1 -
— = <——> > ont été considérés a deux points de vue par M. E, Goursat (Comptes ren-

,n/ D) .n/
dus, 16 mai 1887 : Sur un systéme d’équations auz dérivées partielles), et par M, P.
Paweeve (Comptes rendus, 31 mai 1887 : Sur les équations linéaires simultanées aux deé-
rivées partielles). Ce qui préceéde n’est que le développement de la premiere partie de Ia
Note de M. Painlevé.

B. 3
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18 A. BOULANGER.

J et N se déduisent respectivement de I et de M en permutant a la fois
(w, v) et (x,7).

2. La méthode qui a fourni ces invariants peut étre généralisée; elle
permettra, par exemple, de former les invariants différentiels relatifs aux
groupes linéaires finis quaternaires, ou a trois variables non homogenes.

Prenons en effet un tel groupe (3) et ses trois fonctions fondamentales

invariantes

[a== v},
(14) ¥y =gt u,9),
g ==l u,v),

Si, pour un systeme de valeurs (x, y, z), les valeurs (T, U, V) véri-

fient les équations (14), toutes les autres solutions (¢, «, v) de ces équa-
tions s’obtiendront en opérant sur (T, U, V) toutes les substitutions du

groupe (3).

Dérivons jusqu’au second ordre inclusivement les relations de substi-
tution
a(tT) +b(tU)+c(tV)+dt = T+ U+ V+d,
(15) {a(@T)+buU)+cuV)+du=a"T+b"U+"V+d,
a(¢T)+b(vU)+c(vV)+dvo = a" T+ 0"U~+ "V d”.
Dérivons d’abord la premiere de ces relations successivement par rap-

porta x, ayetaz. Il vient

(aT+ bU 4 oV 4 d) 5 = (o' — at) 5= + (/— b1) 2 4 (¢ — ct) o,
: e B i B0y
(aT+ 6U + ¢V + d) i = (a —at)a}; + (b —bt)Wﬂ— (¢ —‘t)gy’

2 &l

(aT+bU+oVr-d) § = (' — at) 31+ (0' = o) 5]+ (¢ —e0) -
On déduit de la

14 D > T’ E
a :a,t.;_])((,if[{ji%(aT—l— bU~+cV+d),

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 37/3 -4



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 19

D(o, ¢, 7) étant le déterminant foncticnnel de ¢, &, 7 par rapport a x,
¥ %. Dérivons la méme premiére relation par rapport a x deux fois, puis
par rapport a x et ay, en remplacant apres la différentiation «’, 2', ¢’ par
les valeurs qu’on vient d’obtenir. Apres des simplifications immeédiates,

on obtient les résultats suivants :

JT oV
2< —+b cd )dx
( 02t 02T
~—D T,U,V — D, U. ¥
aT 4+ b6U+cV+d ox? (1, U, )"'_oxz ( )

)

BB G Rk, Ty s DT

T oU 9V ot BT L T .
<a55+bd—x+c%>5}+<“—+b@—|— dy)
02¢ \

D(T,U,V D t, U,V
_aT4+bU+cV+4-d dxdy ( ) d (7 ? )
by D(T,U,V)

D(T e D(T U, t)
Nous poserons
(wI‘+bU+oV—1—d)E.—:<a R e R )D(T u,v),
aT oU oV
(aT-;—bU—]—cV»f—d)v]:<a@+b@+c@~>D(T,U,V),

g7l g 9 £
(@T +bU +cV-+d) L= (da—f—bd—g—l— 0-0‘;7>D("1,U,V)-

Les équations ci-dessus s’écrivent

02¢ 02T 02U 02V
0 . [0 -Ox* - gt
ot JdT o0U 09V
ot dz dx dzx Oz

oz ot JdT oU oV

Jdt JT 1A
3 0z )z iz
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20 A. BOULANGER.

et

02¢ 02T 02U 02V
dxdy Odxdy dzdy dxdy

Jat oT oU oV
w OF = ot 49 dx dx 0z dx
Gt ] e =D}
Toy T oz o0 0T  oU 9V
e e
ot oT oU oV
0z 0z 0z 05

On obtiendrait d'une maniére toute semblable quatre équations ana-

logues, qui s’en déduisent d’ailleurs aisément

92¢ T 02U 2V

dy* 9 Iyt 3

o oT JU oV
2% = =—1(0),
e T o T Al t

dyy dy dy Iy

o T 9U oV

05 0z 0z z

...........................

En traitant de méme les deux autres relations de substitution, on serait
conduit & deux autres groupes de six équations, ce qui nous donnerait en
tout dix-huit équations entre lesquelles on va éliminer &, 1, {. Les qquinze
équations finales définiront quinze invariants différentiels que nous allons
former.

D’aprés la méthode générale de Sophus Lie ('), faisons I'élimination
de facon que I'une des équations contienne, par exemple, ;«—t; a I'exclu-

z dy

sion des autres. Il suffira d’éliminer ¢ et ' entre les trois équations déve-

loppées ci-dessus, et cela se fera en multipliant la premicre par <@/>:

(Y)Sornus L, Zheorie der Transformationsgruppen. Erster Abschnitt; Kap. XXV :
Differentialinvarianten, § 131, S. 549; Kap. X1Il: Invarianten, § 58, SS. 215 und 218.
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ot Jt v i ot \ 2 .
la seconde par — —— -, la troisiéme par (-— ) et en ajoutant membre
dx dy ;

a4 membre.

Il vient
0%t [ 0t\2 dt dt 0%¢ 2t [(0t\2
% &) —% 5~ 5 () [pm0Y)
[| 2T 02U 02V 2T 02U 92V
0z* dx® Ox* 0zdy Odzdy Oxdy
0t for\2]| T OU 9V | dT U 9V
dz\dy) \| 9y dy o | 2| 9z 9z oz
’ oT  0U oV ar  9U 9V
\| 95 9z 0z At P T
2T 02U ()‘-’V’ *T 02U 02V
Oz 0x*  Ox? dy? dy* dy*
N3 | 9T 90U oV ’ dt\*| 9T U oV
R ol S S R Rl S o e AR e
oT  oU 9V oT  oU oV
2T 02U o2V T 02U oV:
0z 0x*  0x? dy* dy?  dy?
ot ((925 2| 0T 0U 9V | 9t (a\2| 0T U 9V
T 0z \dy oz Odr dxr | 0dz\dz) | dz Odzr Oz
oT U oV oT  oU oV
a ay oy oy oy
| 2T U o2V | 2T U 2V
dyr dyT iy | dzdy Odzdy Odxdy
de (de\2]| OT oU 9V = Dok TR i
oy \oz oz Ox Oz REI Tt (e
T 9oU oV oT 9T  oT
z 0z 0z 0z 0z 0z
2T 92U o2V
dxdy dxdy Jdxdy
3 dt 9t dt | IT ou A% T
dxdyds| 9z . ox dm |
oT  9oU 9V
dy dy Iy

dx
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29, A. BOULANGER.

Le rapport de deux quelconques des coefficients de cette équation
(coefficients ou figurent les dérivées de T et de U) ne changeant pas
par une substitution linéaire, on obtient ainsi sept invariants.

La considération des équations analogues (avec les dérivations rela-
tives &y et z, & z et &) en fournirait huit autres.

I

Voici le Tableau de ces quinze invariants, au facteur D(T, U, V) pres,

en convenant de n’écrire qu'une colonne de chaque déterminant, les deux
autres s’en déduisant en remplacant T par U et V :

02T 02T 02T
0z dy dy 0z 0z0x
oT oT JoT
'(E ) '(E 2 —d; )
o o1 or
dy 05 oz
0°T daT | 02T 02T 02T | 92T
0x? oz? Ox? dzdy ox? 0z ds
or JT JaT JoT oT E JaT
oz |’ oz |’ ay | T2z | o | T oy |
JaT JaT T oT JaT JaT
dy 03 0z | 03 0z ox
0°T T 02T | 02T 02T RN
dy? dy? dy? ox dy dy? 0z 03
JT JaT LoT - oT JoT aT
0}/‘ ) d}/ ) T S Tz =0 5—}; ’
JT JT JaT JoT JoT JoT
1z Jdx d0x d_y_ oz 0z
02T 02T 02T 02T 02T 02T |
032 z? 022 J50x 0z° 0xdy )
JoT oT oT JaT oT oT
0z |’ 9z |’ oz | 2| % | oz | T2 dx
T oT oT JT JaT oT
dx oy oy dy dy 05

(*) Ces invariants ont été indiqués par M. Painlevé, dans la Communication du 31 mai
1887; une légére erreur de calcul, signalée d’ailleurs au début d’une Note du 27 juin 188y,
a seulement faussé les expressions des six invariants a double déterminant.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 2.3

Mais, laissant de coté cette généralisation, revenons au cas de deux
variables.

3. Considérons maintenant x et y comme fonctions de « et de ¢, et
formons les expressions explicites des invariants I, J, M, N en fonction
de u« et de v, les fonctions rationnelles f(u,¢) et g(u,v)étant d’ailleurs
connues.

Posons

et dérivons les équations (1) par rapport & @ et ay; il vient

oy dJ_" du of dv __0g du dg dv
' =940z T 9 0z’ = udz * 0 0z’
__Of du ()f oy __0g du dg dy

“wgy T wey "Towo T

Ces quatre équations donnent

du __ g u of
dx dp’ 5;/ PR T
(k . og do of
ox — odu dy ou

Dérivons par rapport a x les équations de gauche de ce systéme. Nous

obtenons
Az ?u 0*g dg  d%g dg JA dg
dz* 0udy dp 0 du Oz v’
peOe 0 0z 0% 0z 08 0g
dz? du? dy dudy du dx du

L’invariant I prend par suite la forme demandée

o 0%g (0g\? d*g dg 2g 0%g (02?2
(16> [4*= u? <()v> I dudy du dp -+ dp? <07> :
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24 A. BOULANGER.

L’expression de J se déduira de celle de I en permutant g et /.

La dérivation des mémes équations par rapport a ) donne

s u _ Pg ()f 0*g df  0A dg
0xdy — dude dy ()v~ du dy o0’
e BRI LG L L e
dxdy ~  dudy du  du? dv dy d

Il en résulte immédiatement pour M I’expression suivante :

0A dg 04 dg
dv du  Oudy

_g[(Red_ v 0\ (Pg05 g 96\ U],
du> dy dudy du ) dy dv2 du dude dv ) du

Mais on a évidemment

IMA® =

% du  dude o 2 9ude dude T w2
Sie [ PR AL, O O e e eI
du? dy dudy du ) dv de? du dude dv ) du :

en sorte que I’expression de M prend la forme définitive

— 3MA*= ()/<‘)"> ny 0f0g0°+df<() )

0A dg dAog .02 f< > . 0f dgdg 02 f <0_g>‘-‘
()u dy

g du? \ dv dude du dv dv2 \ du
(17) . et |
()“7 d() () d() d ()-(1 ()0 2 o () d
+2[( g ) s 8 g) f],

du? dy dudy ()u dy 0u? du dudy dy

On aura N par la permutation de g et de /.

On est ainsi a méme de calculer les fonctions I, J, M, N rationnelles en
wet ¢ : ces fonctions ne changent pas par les substitutions du groupe
considéré (o) et sont par suite des fonctions rationnelles de « et de y.

Pour déterminer ces fonctions de « et de y, il faut, bien entendu, pré-

ciser ce groupe (e)-
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 9

Ot

§ 2.

LE GROUPE DE HESSE ET SES FONCTIONS FONDAMENTALES INVARIANTES.

1. L’énumération des groupes d’ordre fini contenus dans le groupe
linéaire & trois variables homogeénes a été faite par M. C. Jordan dans
deux Mémoires cités dans1'Introduction, et, plus récemment, d’une ma-
niére tout a fait indépendante, par M. H. Valentiner ("). Les résultats
analytiques de ces travaux ont recu de M. Kantor (*) une interprétation
géométrique.

On peut classer ces groupes de la maniére suivante :

L. Groupes qui se déduisent des groupes & deux variables, et qui trans-
forment en eux-mémes un point et une droite extéricure. (Typen® 1 de
M. Jordan, se subdivisant en c¢inq.)

II. Groupes mondmes, ou & triangle fondamental, qui laissent inva-
riables les cotés d’un triangle. (Types n® 2 et 3 de M. Jordan. )

L. Groupe G,, (comprenant 6o substitutions), isomorphe avec le

groupe de l'icosaédre et transformant une conique en elle-méme. (Type
n° 4 de M. Jordan.)

IV. Groupe G,, transformant en elle-méme la cubique harmonique.

V. Groupe G,, transformant la cubique harmonique en sa hessienne.

() H. VaLentizer, De endelige Transformations-Gruppers Theori (avec un résumé en
francais). (Extrait des Mémoires de I’ Académic Royale de Copenhague; 6¢ série, classe
des Sciences : Vol. V, n° 2; 1889.)

M. Valentiner ne cite nulle part les travaux de M. Jordan qu’il parait ignorer; tout en
découvrant un nouveau groupe, il omet le groupe de Hesse dont D'intérét géomdétrique était
connu depuis longtemps.

(*) S. Kantor, Sur les groupes finis de collinéations (Journal de M. Fuchs, t. CXVI,
p. 171; 1896).

B.

=
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26 A. BOULANGER.

VI. Groupe hessien G jouissant de la propriété, signalée par Hesse
p 2167 ] P ? g p 2
de laisser inaltérés les systémes de trois droites passant par les neuf points
d’inflexion d’une cubique plane. (Types n® 3, 6, 7 de M. Jordan.
y y O,

VII. Groupe de M. Klein G, ,, découvert par M. Klein (') dans
I'étude de la transformation du septieme ordre des fonctions elliptiques,

et laissant invariante la quartique
wiu -+ vy +viw =o.

VIII. Groupe de M. Valentiner G,,,, transformant en elle-m¢me la
sextique

10 ¢* 4+ gw(w® + 0*) — 45 u*v*w® — 135w up + 27w’ = o.

Ce groupe et le précédent présentent maintes analogies : ainsi leurs
fonctions invariantes se forment d’une maniére identique.

Les trois derniers groupes sont particulicrement intéressants; nous
nous limiterons toutefois dans ce travail a I'un d’eux, celui de Hesse.

2. Le groupe de Hesse comprend 216 substitutions dérivées des

5 substitutions fondamentales suivantes :

Sye | S| S Si- S;.
W=v|lu|l v | u|u+ v +w,
o —=w|w| ev |ev |u—+ cv + 2w,
W =uwu|v|w|ew | u-+ o4+ cw,
ou
g =€ 3 3

On reconnait d’abord, eu égard aux substitutions S,, S,, S,, que tout
invariant relatif du groupe (on entend par la une forme se reproduisant

(M) F. Kuewy, Mathematische Annalen, Band X1V, S. 144; Band XV, S. 265.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 27

a un facteur numérique prés) est une fonction entiére des expressions

¢ =u® 4+ 0® 4+ w?,

== S R,

p =+ 0w wiud,
K=(u—){ —w®) (@ —u’)

Les substitutions S, et S, laissent K invariant relatif et transforment
g, T, ¢ de la maniére suivante :

SA. SS-

d—qa 3(f<7 +27T),

T =¢e1| 3(e —1),

¢ =p¢ |3(c®+o0T+1)— 27p.

Un caleul facile montre que les fonctions de o, T, ¢ quisont des inva-
riants relatifs pour ces substitutions, en se bornant aux moindres degrés,

sont
A=0c¢"—12p,

B=g(c’+ 87°),
C= 47— ),

D=0’ — 2067 — 8z°.

|

Entre ces formes, on a les identités

B? —%—03:[)2,

(1) AP L SAB L S D A3,

Il est aisé d’établir que tout invariant relatif du groupe de Hesse est
exprimable par une fonction entiére de A, K, B, Cet D (').

(*) Voir H. Mascuke, Aufstellung des vollen Formensystems einer quaterndiren
Gruppe wvon 51840 linearen Substitutionen (Math. Annalen, Band XXXIII, S. 326;
1889). Le procédé de démonstration avait été indiqué par M. Klein, & propos du groupe Gy,
dans son cours inédit de I'hiver 1886-1887, a Goéttingue (Aufgewdhlte Kapitel der Al-
gebra, Vorlesung XII).
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28 A. BOULANGER.

Les invariants absolas ou fonctions fondamentales invariantes du
groupe sont les quotients d’invariants relatifs, de méme degré, que les
substitutions reproduisent au méme facteur numérique pres.

Les substitutions S,, S,, S, reproduisent identiquement les invariants
relatifs A, B, G, D et changent K de signe. Quant 4 S,et S,, elles donnent

les résultats suivants :
S,. S

A=A | —a7A,

B=3B | a7 B,
C' =eC| 427 C,

e

D = S D.

Nous sommes ainsi conduits aux fonctions fondamentales invariantes

3B

R

<2) 2D
e

Moyennant ce choix, les identités (1) prennent la forme remarquable

432K* = (x +y +1)A°,
108 C* = (4a® + 27y°)A’.

On observera que le nombre des solutions du systeme (2) en u, ¢, w, si
I’on suppose x ety donnés, est 12 >< 18 = 216.

§ 3.

INVARIANTS DIFFERENTIELS RELATIFS AU GROUPE DE HESSE.

Reprenons maintenant les formules (16) et (17) du § 1, et dévelop-
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEFAIRES HOMOGENES. 29

pons-les dans le cas du groupe de Hesse. Nous aurons  y faire

f=—30 =%

w est égal a l'unité, mais nous le conserverons pour I’homogénéité et la
symétrie.
Observant que u, ¢, w ne figurent dans A, B, D que par leurs cubes,

nous pOSGI‘OI]S
763:U, ()3:‘.V, WSZW.

On a alors

e=U+V+W; 0=1"=27UVW; p=UV+VW--WU.

I. — Carcur pE A.

Désignons par [¢, ¢] le déterminant fonctionnel de ¢, ¢ par rapport
aux variables U, V. On a d’abord

w'A=1"[/, g]
w?A°A—67*{2B[A, D]+ 3D[B,A] — A[B,D]}.

ou

Or, d’une part :

ds db 0 ds
[B,D]=—27(U—V)W.128(c® —1°)°.

B, D] — 27(U_V)W<()BOD dBdD)J

D’autre part :

| __OA[ 1 dD OB]  OA[ oD B
2B[A, D] +3D[B, A] =55 [>B 5 —3D ] —5v]2B o — 3D 55|
Un calcul tres simple donne
aD B o A R
2]3?0_——3])(—)0—_:3 > 647 (6° —1%)2,
2B %) — 3D % = — 6ho(s® — 7).

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 37/3 -4



30 A, BOULANGER.

Par suite,

2B[A, D] +3D|[B, A]
e 3 ave | \ 0A ()Az
=64 > 27 W(c® — 7°) E(SV—G)UJﬁ—(SU—G)VEVS-
Formons la derniere parenthese. Il vient aisément

2(U—-V)[bc* —65(U~+V)4+18UV]
ou A
— 12K —2A(U—-V).
Ainsi
2B[A,D]+3D[B,A]
=—27(U—V)W.128(c°—17*)?A— 12 X 64 < 27 W (¢* — 7*)*K.

On en conclut

W A'A=—61".12.64.27W (¢* — 7°)2K,
ou ‘
A'A=—2".3"w(CK,

ou enfin

A= 2'.3" (w45 + 1) (42° + 279°) “A—C

II. — Formes oe I, J, M, N.

L’introduction des variables U, V et W, ainsi que 'application du
théoréme d’Euler aux fonctions homogenes de degré zéro fet g, permet-
tent d’écrire comme suit les expressions de I et de M :

ey o a0 \av a0V aU ov + v

r G L i) L
suv |70\ aUoV aU av T ave <()TJ>
PAR o s L o |89 g g (dfdg | df dg\ | g df Og
— 3MA* = agu ~1’2[0U20v0v 00UV WW+5*‘0L>+(T\F2()_T°
0g\* df dg \* of dg dg Of
Rl [U<W> 0V"‘V<ov> o0~ 2W 555y ow
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En permutant f et g, on aurait les

31

valeurs de J et N.

La dérivation des expressions de /et g donne les relations

%A3 %:-A%’é dU =73

§A == A B— =/

IR Y AT
RS TV A% L RV
LR ()f AldA()f dAﬂ/f]

3 UV oU oV ' 9V 9U ‘

A [ En —ar,
PR STt By

h s —a =g,

MR =AR Dy =a

T RN T
g a3
LALLM s
bt S can [ 0 0

U A AN L
F A% di/’"‘““As Zég%
_ AP0 BB

Les quantltesf.,/;a/gaf“,/mfm Sis 817 88y 113 8123 S22 SODL des
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39 A. BOULANGER.

polynomes en U, V, W. Leur introduction permet de mettre nos inva-
riants sous les formes suivantes :

[A* A" =2°.3%ur [3UV (g,,8]— 28,88+ 88) — 2Wg,2.8,],
| BUVLAvg =2 g - filg ‘
—3MA*A' =2%.3"up -3 Bas S i 2J‘;<g.,g2~gmg4>];y
+2[Ugl i+ Ve fi—2Wg.g. /]
(BUV g/ — 280/ St 8anS )
—3NAAY=2.3"u H g Ui L) = 2388 = Fonl i)l
o | UF eV g2 VWL gl 5
INA'=3%uw [BUV ([, /i— 2/ fit+Sor ) — 2 WSS S ]
Nous désignerons par [1], —3[M), — 3[N], [J] les grandes paren-

theses des seconds membres des expressions ci-dessus : elles représentent

des formes enti¢res en U, V, W. En remplacant A* par sa valeur, il vient :

(a5 1) (42" + 279" ) W( — o) A'l =2=.3[1],

» AF M 57457 [M],
» A'N= 973, [N],
» AtJ =9"%3 [JJ

Les invariants I, M, N, J, rationnels en x et y, sont exprimables
rationnellement en fonction de A, B, D. Les identités ci-dessus entrainent,
par suite, que [1], [M], [N], [J] sont divisibles par W (t* — ¢*) et sont
exprimables, a ce facteur pres, par des polynomes en A, B, D, de degrés
en U, V, W respectivement égaux a 18, 16, 14 et 12.

Nous poserons donc : '

1° [[]=W(r’—o") ¥ LgA"BAD’

avec |
w28+ 3c=9.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 33

Les solutions entieres de cette équation sont contenues dans le Tableau

suivant :

Termes correspondants.
&=—5 = %=0 D " A*
6= == i =1 D*BA yraeA®
60=2 B=o =3 D*A® A
6 == I B—=15 % =0 DB? »
Ge=1 i % == 2 DB2A* yat A
0=1 =1 =4 DBA'’ yx A°
&= =0 o5 == DA® y A°
B—o B—4 %=1 B'A )
S B—3 o= 3 B’ A 20 A
¢=o0 =3 =t B*A® 2 A°
G=—10 Be=1 =2 17 BA’ x A°
6=10 B=o % =g A’ A®

En se reportant a I'expression de [I], on reconnait que, pour A =o,
[I] doit contenir D® en facteur et, pour D = o0, A® en facteur. Les termes
en DB® et B'A disparaissent donc de cette liste, et I a la forme suivante :

[— [Pl +lyrel+ 2+ |y [+ |yl 4+ |y [+ e | e 2]+ 1]
(z 4y +1)(42° + 279%)

2° [M] =W (t"—a") 3 M,q,A*BPD?

avec ,
o+ 2+ 36 =8.

Les solutions entieres de cette équation sont renfermées dans le Tableau

suivant :
B. 5
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A. BOULANGER.

Termes correspondants.

f—=1 %L=0 D*B
B=o & — o D2A?
D=t &==1 DB*A
B=4 o DBA®
E=o %—5 DA’
B=4 =0 B’
=t %= 2 B A*
6 =2 a—4 B2A*
Be=1 o=>06 BA®
G=o0 o =8 A®

y* A
yxrA®
yo AP
¥ A
»

x®A®
B AS
x AP

AS

Comme plus haut, on reconnait que, pour A = o, [M| doit contenir

D*B en facteur; d’ou la disparition du terme en B*, et M prend la forme

avec

l2a] 2| + a2 |+ x|+ |y
(z +y-+1) (428 + 27 y?)

[N]=W (3 —05*) ¥ Ny A*BPD’

o N
%+ 20+ 30=7.

yl-mletl+ 2+ o]+

Les solutions entiéres de cette équation sont renfermées dans le Tableau

sulvant :

oz

]

Oz O7

|

o7 Oz O7 O/

(a4

I

|

I

I

|

oS <

Ll

Termes correspon dants.

.-

G5 % =5 [ D*A

="t %=o0 DB

B=1 o= 2 DBA*
f=o == /i DA*

i(fj:.—::)) oL=1 BsA

=9 &= 3 B*A®
i(ﬁ::l o=>5 BA®

B=» 8= AT
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 3

I.a forme de N est donc la suivante :

N — P l+lye? | +lyel+ly|+12° |+ |22 + 2| +]1]
(x 4y +1)(42°+277°)

4° J]=W(r'—o") ¥ LuA*BD?

avec
o+ 2f + 38 =6.

Les solutions entieres de cette équation sont contenues dans le Tableau

suivant :
Termes correspondants.

8= 2 {5:0 k= D* »

& =11 B=1 =1 DBA yax A
0=1 ") — 0 =y DA® N A
G—o B9 o =0 - B? a’ A’
4 =0 B=2 o= 2 B2 A® x*A*
6=l B = 1 == 4§ BA* x A
= B=10 %— 6 A A’

Le terme en D* disparait de cette liste parce que, pour A = o, [J] doit
admettre B® en facteur. De la la forme de J :

7 —|—[1[

J— lrzl+lyl+let |+ 22+
(2 +y 1) (42 + 2792)

IIT. — Carcur pes corrricients pe I, M, N, J.

Le calcul des invariants I, M, N, J est ainsi réduit a la détermination
de 33 coefficients numériques, qui peuvent étre évalués par deux meé-
thodes, I'une qu’on va développer, 'autre qu’on indiquera comme moyen

de vérification.

Les identités qui définissent les polynomes [I], [M ], [N], [J] ontlieu
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36 A. BOULANGER.

quels que soient U, V, W. Elles resteront identités en V et W si l'ony
fait U = o.
Posons

c,—=V -+ W et A, =(V+W)?—12VW,

et désignons par ( /;) la valeur de f; pour U= o.
On a les identités

| 5o
| E Iarga A‘oc @4—6 3__ ((r’

)
»«3\7\72 M, A% P2 = a(g,)
—3W Y Ny Alalf "= a(f))

2 Ju A= (/)

(82)(8s

[2W(g,) (/i) — V(g.) (/D]
[2W (/) (&) — V() (8]
(/2) (/3)-

(1)

Nous sommes donc conduit & calculer les expressions (f;) et (g,)- 1l
suffit pour cela de se reporter a la définition de ces expressions et aux

valeurs de A, B et D. On obtient successivement

(f))=1206.(—100,) — A [40,+ 18¢,(a. — A,)],
(fa)=206.[26,— 12 W |— A (40,),
(fo)=120,[20,—12V | — A,(4a?),

ou, en simplifiant,

H

26,[100)+ 110, A, —9Al],
— 246 [W—V |W,
-—240‘[ — W] V.

/i

LSS

|

(/1)
(2) ( (J2)=
(/s)

o —

/s

|

De méme

(
(
(8

=A,[66) —453) (0. —A,)] — 30, [—100,]
6A,6,— 30 (20,—12 W),
6

Aol — 35 (26,— 12V ),

I

c
SF

UQ

I

)
2)
)

i
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 37
ou, en simplifiant,
LN 3 4 2 2
(g,)=230,[100, — 130, A, +15A’],

(3) (g2) =360, [W—V |W,
(g,) =366 V—-W]V.

1° Calcul de [I].
L’identité
2 Ly AfoiBrott? — 9 5 3 < %20';3(\7— W) VW (i106] — 136, A+ 15A2),

2 IaﬂaAzGap+68+3 —— 2 376" [20 + A ][106) — 130, -+15A] ||o) — A,]

0
a lieu quels que soient A, et ¢,. Elle exige que I'on ait
48 -+-68+3213,

c’est-a-dire que 1’expression de [1] ne contienne pas de termes en DA",
B2A®, BA" et A°.

Si donc on pose

[1] = W (3 — 6°) [aD* + bD*BA
+ ¢D?*A® 4 dDB*A* + ¢DBA* + /B A? |,
on aidentiquement
ac,+ ba A, +do AL+ (c+ f) o Al - eA,
=—2°.3"[20,— A,0,— A’][100, —13A,0, +15A"].

Les valeurs de a, b, d, (¢ + [f') et e sont ainsi connues et I'on peut écrire

[I]=—2".3°W (7’ —¢*)[20D°— 36D*BA + yD*A’
: + 33DB*A* — 15DBA* + ¢B*A*].

I’expression de I est, par suite, déterminée a la constante Yy pres,

puisque
Y+ @=—2i

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 37/3 -4



38 A. BOULANGER.

Pour achever cette détermination, nous ferons dans les deux membres

de 'identité qui définit [IJ :

U:V:I, W:——z.
Par suite

et I'on a d’une part

Un calcul élémentaire meontre qu’alors

o o7 Q8
g ==, = g,==—13".3
et
gu—28'12+g-zz=28-39-

On a done d’autre part
[I] = 4 9%%,3% -~ _—;gf[fﬂ(g“—— 2E s Fan) _1_45'4]7

et, par comparaison, il vient y = — /4; d'ou ¢ = 2.
Ainsi

[I]=—7.3". W (7* —¢*)[20D* — 36D*BA — {D*A’
+ 33DB*A* — 15DBA* + 2B*A°|.

2° Calcul de |[M].
1.’identité
- 32 M, AlgtPribes — of 35 (W V)*¥Wa,'[100,— 8o A+ 7 Al

ou

% 4 [B3+68+3
E 1\’[0(5(,,1%100'0l
. 5 Q2 Al 2_ 2_ N 4__»2 ?_72]
=—2"3%!"(263+ A,) (o, —A,)[100, — 5o, A, + 7A]
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 39

a lien quels que soient o, et A ; elle entraine

4 +66+3%11,

c’est-a-dire que I'expression de [MJ ne doit pas contenir de termes en
DA’, BA®et A®.

Posant alors

[M] =W (7"—06*)[aD*B + 5D*A* -+ cDB*A
+ dDBA® 4 ¢B*A* + fB*A'],

on a identiquement

8 6 £ 4 2 2 3 d A

as, +co A+ (b+e)o Al + do, A, + fA;
— 4 92/, 4 2 A2 4 9 A2
=—2".3"(20,—0,A,— A]) (100, — 53,A,+ 7A2).

On en conclut que

[M_] =—2".3"W(1t*—¢*) [20D2B + BD*A* — 20DB2A
— o DBA’ + ¢B*A* — 7 B2A*],
avec ,
16+ A 9.

On achevera le calcul en faisant dans les deux membres de 'identité
qui définit [M]
eV W——a:

comme précédemment, on a, d’une part,

[M] = e
Mais on trouve

fi=/i=/=2".3,

e 7 8

g, =g,=— 2".3%,

fii— 2 ra+ fa=o,
é’u*‘%"m‘i“é’ez—zs 397

en sorte que 'on a, d’autre part,

II\I] G - 2{?”./; [-érl 1 28,12—!— gf_);g —F_ 28'1J _— 223 . 32’ ;
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4o A. BOULANGER.

Par suite =+ 8, ¢=1 et [M] a pour valeur

[M]=—2".3"W(1*—¢°)[20D*B + 8D*A* _
— 20DB*A — 2DBA’ + B*A*— 7B*A" .
3° Calcul de [N].

1.’identité

0

— 32 N AlotPt = o7 3 (V_W)*VWoq [100, +3a A — A
ou

& AB+68+3 ___ o5 9/ 2 o G2 " 340°A — A°
E N, Ao =2°.30,(0,—A,)(20,+A,) (100, + 30, A,— A ),

0 0
vraie quels que soient ¢, et A, entraine
4B +68-+379g,

¢’est-a-dire que |'expression de [N] ne doit pas contenir de termes en BA®
et A”.
Posons

[N]=W(x'— ") [aD*A + 6DB* + cDBA*
+ dDA* 4 eB’A + [B*A° ,‘7

et nous aurons identiquement

bo'+ (a+e)o A 4 co Al + for A+ dA|
=2°.3 (20, —a,A—A’) (oo, +~30 A, — A,

On déduit de la que

[NJ —=2°.3W(7* —¢c*) ['ocDQA —+20DB?
— 15DBA* + DA+ eB*A — 2 B*A° |

avec
%+ e=—1/.

Le calcul se terminera encore en faisant dans les deux membres de
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 41
I'identité qui définit [N] :
=3, et W= —2.

On a, d’une part,

[N]J=+2'"".3" (e — 2),
et, d’autre part,

[N]:.{._jf[g“_ 2g,2+g22+4g,] ——_—__}_220.318.

Par suite ,
: a=4 et e—=——8.
Ainsi
[N]=2".3W(1*—0c’)[4D*A + 20DB*

—15DBA® - DA* — 8B°A — 2B*A%].
4° Calcul de [J].
L’identité
2,5 As 0,0 = 9%3% (V—W)*VW /100, +110,A,— 9gA?]

ou
» =2'0,(20,+ A,) (0, + A,)[100,+110.A, —gA’]

entraine l'inégalité

43 +60+327;

'expression de [J] ne doit donc pas contenir de terme en A°.
Posant alors

[J] =W(7*—c*)[aDBA + 6DA’ 4 ¢B® + dB*A* + ¢BA"],
nous aurons I'identité

¢+ a6t A+ do A’ + ba Al 4+ cA|
= 26<263_ GiAo_ Az)(IOG;‘,“F 2 lo“:;Ao_ 9A§>'
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42 A. BOULANGER.

Tous les coefficients sont, dans ce cas, déterminés :

[J]=2°W (7 —¢*)[12DBA — 2 DA’ + 20B* — 39 B*A* + g BA*].

IV. — Expressions bk I, J, M, N.

Voici le résumé des résultats obtenus :
(@—+y -+ 1)(h* + 277°) A']
=—23 [20D3~— 36D*BA —4D?*A*+ 33DB2A2— 15DBA + 2B3A3],

(x+y+1)(4a®+27y*)A*M
=—3[20D’B + 8D?A* — 20DB*A — 2aDBA’ + B’A*— 7B*A"],

(x+y+1)(4x*+27y*)A'N
= 3[4D2A—|— 20DB* — 15DBA®*+ DA*— 8B*A — 2B2A3],

(#+y+1)(42° - 27)°)A%J
= 3[12DBA — aDA’ + 20B°* — 39B*A*+ 9gBA"].

yA3

Az
Remplacons dans les seconds membres B par — £3— et D par~—; et
nous aurons les expressions demandées de I, M, N, J :
N 43— g9y —1622y* — 135y + 54y —135xy
i 18(2 +y +1)(42°+27y*) ’
M — 23+ 30Xy + 43z Y+ 2122 — gy — S4y7
9(# +y +1)(42° +27y%) ’
N — 1623 + 6oy — 122>+ 1352y + 542+ any
e 18(z +y +1)(42° 4 279*) ’
PEe — 202 —11qx* — S4xy — 812 — 2y
) 9(z+y+1)(42°+27y)
Remarque. — Nous établirons, dans le § II de la seconde Partie, les

relations différentielles suivantes entre les fonctions 1, M, N, J de x et
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 43

dey :
01 #2M 2N (M2 + IN) , 0 (N 1 o(J2T)
W_2dxdy—0x2 3 ady +M5§<1\—1—2>~—T %
92J 2N oM (N2 IM) L0 /M 1 o(12])
W 2myy —gr 0 TN @<W>—T =

On peut tirer parti de ces relations pour déterminer les coefficients
de I, M, N, J, une fois connue la forme de ces fonctions. L’introduction
simultanée de ces 33 coefficients, dont 10 sont nuls, rend le calcul bien
plus compliqué que par le procédé exposé. Cependant ces relations four-
nissent un moyen de vérification des résultats trouvés.
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44 A. BOULANGER.

DEUXIEME PARTIE.

§ 1.

GENERALITES SUR UN SYSTEME D'EQUATIONS SIMULTANEES
AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE (A).

1. Considérons le systéme de trois équations linéaires simultanées aux
dérivées partielles du second ordre :

7

r=a,p—+a,q-+a,z,
(A) s=b,p+b,q+ b,z,
l=c,p+c,q+c,z,

oup, q,r, s, t désignent, suivant la notation de Monge, les dérivées par-
tielles de la fonction z par rapport 4 « et a y, et ol @, b, ¢ sont des
fonctions rationnelles des variables x et y.

Pour que ce systeme admette des solutions communes, il faut et il suffit

que les conditions
o s ds ot

0y oz dy oz
soient remplies identiquement. Nous reviendrons plus loin sur ces condi-
tions d’intégrabilité.
Ces conditions vérifiées, le systéme (A) admettra trois solutions linéai-
rement indépendantes, soit z,, z,, z,, et toute solution de ce systeme sera
une fonction linéaire de z,, z,, z,

2z =1z, + mz, 4 nz,,

[, m, n étant des constantes arbitraires (').

(*) Voir AepeLr, Journal de Mathématiques pures et appliquées de Liouville, t. VIII,
p. 62 et suiv.; 1882.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 45

2. Désignons par D le déterminant

zl Z2 'Z3
Pl p2 Ps
‘ q, qd: 9s

non nul par hypothese. Il satisfait a la relation
dlogD = (a, + b,)dx +- (c,+ b,)dy.

En effet, d’une part, le systéme (A) équivaut au systeme d’équations aux

diflérentielles totales

dz = pdx + qdy,
dp = (a,p + ayq + a,3)dw ~+ (b,p + b,q + b,z)dy,
dg = (b,p+ b,q + b,z)dx + (c,p +c,q + c,z)dy,

et, d'autre part,

dz; ' Z; 2;

dD=| p; | + | dp; | + | p:
|

q: q; ‘ dg;

Le premier déterminant est nul; le second est égal a (a,dx + b,dy)D,
et le troisiéme a (b,dx -+ ¢,dy)D; d’ou résulte immeédiatement I’ équation
écrite. Ainsi

D — flutbadurierbidy

Posons maintenant

et ==

n l&q
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46 A. BOULANGER.

On a évidemment

PP
D=|z 2 =z |z3,5,
9 92 9s
%1 B2 %3
ou
I 0 0
Z) du 5y dy
Pi P2 Pr Ps__ P %3, O0r 53 Oz
s| — T T —— | 3 :
D=wz |z 2 & 5% &5 =uwsz ;
1 5 Ou 5y Oy
92 D 9D 3y Oy a3 Oy
Zy Lo 2y 3 1
d’ou enfin

Le rapprochement des deux expressions obtenues de D conduit i la
relation importante

1

(I) g, (’% f(ﬂ‘+bg)[l.l'+(05+b1)dy <du dv du dV) 5
=8 .

3. Si, dans le systéme (A), on remplace z par «Z ou ¢Z, le systéme
fourni par ce changement de fonction devra admettre une intégrale com.
mune avec le systeme donné (A).

Faisons d’une maniére générale le changement de fonction
z=1l(x,y),Z,

et désignons par P, Q, R, S, T les dérivées de Z p.ar rapport a x
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etay. Ona
oIl

q_QH+Zﬂ,

F—=RIL+aPo 7220,
;:SH+(P +QM>

4 _—:TH—f—aQa;—f-Zb?-

Le systéme proposé devient

2 OII
T

sz{a_%%ﬂp+[.

=

R:[a, —

a,Q+|a,+

. 0H]Q—|—[b3—|—%l<b,g——g+b .

. 021l
drdy
oIl oIl
a, a; —+ a, 537 -

2()),.

ol o o
C,P—-l—[c2 = ]Q+[c 4+ = (c,%—l—c —

20y

47

)
)
e

Fn exprimant que ce systeme admet une solution commune avec (A),

on obtient I'équation suivante vérifiée par les fonctions et ¢ :

on on ()_[I
25.; (o) a,d—i—l—ah’y
o1 ol b 0ll b d_II
dy oz ' ox 2y
20[1 O_H_ on

o 0—3; c, i ~+-C

Developpée, cette équation s’écrit

0211 /ol 2~2 021 o1 o1l 0211 /oIl 2
oz \ay 9zdy 0w oy | 9yt \ox
oIl I\ 2 011

= () +(a—20) () 5 +(a
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48 A. BOULANGER.

Si I'on désigne par o et 3 deux constantes arbitraires, .z -+ ¢ devra
aussi vérifier cette derniére équation; que I'on remplace II par au + B¢
dans cette équation et qu’on annule les coefficients de a.?, a3, af3® et 2%,
et 'on obtiendra le systéme suivant de quatre équations aux dérivées par-
tielles du second ordre, auquel satisfont les fonctions « et o :

2w du\?2 5 02u 0_u§£¢+()2q du )\ 2
wi\y) " mou o T o\

o, () 28 (25 o380 () B ()’

u (o2 2(_920u dy 02u dy do
w\oy) T2%idy o T 2oy oz oy
u d_v 2 d‘-’vd_udv 02¢ [ Odu oo dud_a
b \az) Y20z 2moylozay T oy ow

o Ou(dv\2 do dy du dv
3.5 (5) + o205 () + 25 5 2]

: du [ do \ 2 du [0v\ 2 dy du dy
+3ag(5) +@—20)[F(5) 2% 5 o)

Multiplions ces équations respectivement par
% 3 d_v AR du [do \ 2 du 3
o)’ wy\o)’ T ao\y)’ —<@> 4

d’une part, par
U3 2 de du\2 dy du dv Jdu
o) \oy) v 2% 0|
e gg 2()_u 2015 do dy du\2du
) T’y woa) —\5) w

d’autre part, etc., et ajoutons membre 4 membre. Nous obtiendrons,
apres des simplifications immédiates, le systeme suivant équivalent au pro-
posé, et lindaire par rapport & chacune des fonctions « et o séparé-
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINKAIRES HOMOGENES. 49

ment (') :

(000 oudte _(duwde oo o

dy dy? dy dyz = dz dy Oz ;);)

du d*¢  do u Ju 0*¢  do u \\ L b du dv do du
0z Oz 0yF o e oty vl Bl C R - F et >

dy 02u du 02y dy J2u du 0%¢ du dv de du
@@**@3}5+‘2<— %——*‘) ("'4“252)<f~ - ',——\7

Etant donné le systeme (B), il est évidemment vérifié par les fonctions

" ’ ” D T
[]: C4~1+C —l—cs,«z'; V::C;,e|+c(‘,-g'—f—(,3~%3;
Cq~4+0)~'7+0‘}u'; Cy 3+ CoBs 1+ C3533
ou
. Ciu+td vj—c, ciu—+cye + ¢,
.'___.C-*—'——— == e
c,u—)—cov—i—c@ Cy U Ca¢ - C3

(1) Ce systéme a été construit par M. Goursat dans la Communication citée page 17, et
dont cet alinéa est le développement. M. Goursat démontre différemment le point suivant :

() u 0? u d%¢ 0% 0u du dy dv

« Des équations (B) on dcdult Y T g en fonction de 5 97 0 5

d*u L ourvu que le déterminant fonctionnel g—t ()—V —_ Qﬁ & ne soit pas nul, et
oz gy’ dzay P 1 oz dy _ dy 0z P

il est bien aisé de prouver que ce déterminant ne peut étre nul identiquement.
» Sil'on différentie ensuite les quatre équations (B) par rapport a « et & y, on déduira
’ g 0 . Pu Fu 0%y 0*v .
des nouvelles ¢quations les dérivées partielles 32707 9w R’ 52 5——— ¢en fonction
x*dy” dx dy*” dy dx* dy* dx
des précédentes, et I'on pourra former un systéme de Auit équations aux différentielles to-
Lu du u 0o v v
oz oy’ dzdy’ 9z’ oy’ dzdy’

» Siles conditions d'intégrabilité sont satisfaites identiquement, I'intégrale générale con-
tiendra Auit constantes arbitraires. Mais nous savons @ priori que les fonctions u et ¢ dé-
pendent de Auit constantes arbitraires. Il est donc nécessaire que ces conditions d'intégra-
bilité soient satisfaites identiquement, et 'on aura, par conséquent, I'intégrale générale
de (B) en posant '

tales du premier ordre, ol les inconnues seront u,

' "
e €51+ €y 35+ Cj s v_c’{zi—»—c;_’s.z—rc;:;‘y
€151+ Ca5y+ C333 €18yt CaGy—t €33,

les ¢ étant des constantes arbitraires. »
B.

|
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50 A. BOULANGER.

les ¢ étant des constantes arbitraires. Je dis que, réciproquement, c’est le
systeme le plus général dont I'intégrale générale ait cette forme.

En effet, si I'on se reporte aux calculs développés dansle § 1 de la pre-
miere Partie, on reconnait que le résultat de 1’élimination des constantes c
entre les équations intégrales, et des fonctions u et ¢ entre les équations
obtenues et le systeme (B), fournit précisément le systeme (B) lui-méme,
ou u et ¢ sont remplacés par U et V.

A. Revenons sur les conditions d’intégrabilité du systeme, qui sont

da

da, Lo da,
a,s—}—a2t—|—a3q+p—d7 +QW+Z

9
20 dby ab
:b,r—]—bg—}—l@p--}—paz‘ el —[—zd—;;

ab 0b, b
b5 -t b2t—{—bgq—e—p5;' —i—q—d?‘—}—z@;

:(r,r—i—023-{—(33119—{—119(())ﬂ —{—q%%—z%
X x X

Apres remplacement de r, s et ¢ par leurs expressions tirées du sys-
teme donné, on a deux équations linéaires et homogenes en p, ¢, z. Elles
doivent étre identiques en p, ¢, z, puisqu’elles doivent admettre une infi-
nité de solutions ne différant pas seulement par un facteur constant. De la
les six relations différentielles suivantes entre les coefficients du sys-
teme (A), conditions nécessaires et suffisantes d’intégrabilité :

’ da 0b
@y, + 5 =bb, =+ by + 5
das 9 00,
a, bz+ A, Cy == @y —- *0; — (Lzb1 — 192 —+ et

d ab
o, b, a6, 0‘7 = a,b,+ b,b, + 35

2 db dc
b‘—}—bgc,—y—@-f':a,c,—{—b,%—{— e ot
0b, des

bibz—;—bs—f—azar‘,cﬁ%— 0.277
20 de
| b,b,~+ b,c,+ d—;=0301+5302—l— 0;~
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De la premiere et de la cinquieme de ces relations, on déduit par addi-
tion
0(ay+by)  0(bi+c»)

—_— J

dy Jx

en sorte que (a, + b,) et (b, + ¢,) sont les dérivées partielles d’une méme
fonction ¢(x, y). Ce résultat pouvait d’ailleurs se déduire de I’expression
obtenue pour D.

Ces relations se mettent sous la forme suivante :

do
b4:@—027

0o
b"zﬁ ay,
B e i, il € —}—ga_' des o o 220
g — Uy Ly 1 0o dy o 1()}/—{—02% ()x()y’

2 dbg ()a2
ag—-dgb4——(l|b2—l—bz——a2(/2+.EZT___W)
/ 2 b de

03_b2c‘—b'02+b1“a104+@i ?7;:’

oa; 0b, , da, 00, 20, de, das dby\
ke S O e R e B e

db, dc; da, 0b, b, de, _ [Oas aby\
ol Ol Sl Bl e SRR e S

Les cinq premieres expriment b,, b,, b,, a,, ¢, en fonction de «,, a,,
¢,5 ¢, et de 9, et les deux autres sont deux équations aux dérivées par-
tielles du second ordre liant ces derniéres quantités.

1.

5. Nous allons utiliser ces relations pour mettre le systeme (A) sous
une forme canonique due a M. R. Liouville (*).

(') Rocer LiovviLe, Sur quelques équations différentielles non linéaires (Journal de
UEcole Polytechnique, LVII® cahier, p. 189) et Sur les inpariants de certaines équations
différentielles et sur leurs applications (1bid., LVIIIe cahier, p. 7).
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59, A. BOULANGER.

Sil’on fait le changement de fonction
1
] 3 b)) da--(b +c )dy
Z_chﬁaﬁ_-_ (10_1}7

qui n’altere pas u et o, le systeme transformé en Z, de méme forme que le
systeme (A) et dont nous désignerons les éléments par des majuscules,

admettra pour intégrales

1
o du dy du do\ *
2,=C(G %5 o)
L,— ul,,
e ol .

par suite, on aura, pour ce systétme, D = const. on ¢ == const. Soit

A, =, A2:——"",

SRR S e

Les conditions d'intégrabilité, vérifiées pour le nouveau systéme comme
pour l'ancien, et dans lesquelles ¢ est une constante, donneront

B,=—¢, B=""1a,
By = y8—all i 3; + g;;
A= 2(a*+By) — 5 + 5L,
C,=2(p*+ ma)—g 13 g;

. ~N .7 .
Les quatre fonctions a, {2, 7, ¢ sont liées par les deux relations que

nous supposerons vérifiées identiquement

[ 02~ 9% a 92 o 0(a*—+ BYy) Jd /B> I ()(.,52>
i ‘ e A \ | 3 _l__ =k | ARSI
s H: 2oy x0T oy * oz (7.2 S Tom O
023 28 P d(Brad) . @ (&) 1 0(8y)
et P i U At i a7l o {2 e R By [ .
? dx® = dx dy dy2 9 dx : rJ dy <p:) Y Iy =10,
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et le systeme prendra la forme de M. Liouville

P aQ-r

, R w08
| T=—0P+£Q+ [2(@2+0’“°)“‘—‘+.0—x]z'

t |

LR ocP—-~{Q+[ (o® —+ By ﬂ%+o_ﬁ]z
k

da 03] -
(A,) (S - 18— af3 —{——7+—‘J]L,

dx

M. Liouville est arrivé a ce type par une voie différente, a propos
de la détermination des équations différentielles ordinaires du second
ordre dont I'intégrale générale a la forme

(1) 2,3, —F €48y €43, = O,

¢, ¢,, ¢, étant des constantes arbitraires et z,, z,, 3, des fonctions de x et

de y.

A chaque systeme (A) correspond une telle équation, obtenue en fai-
sant z = o, et, par suite,
p--qy=o,
r-+asy +ty? +qy’ =

une élimination immédiate la fournit, a savoir

¥ — ey —(2b, — e,y +(2b,—a,)y +a, =

ou
(C> ‘ ,)/J/ ~+— o/ 01;)/3 = 30‘[92.}/'/2 —+ 30?{933/" I D’Lu _

Réciproquement, I’équation (C) étant donnée, les coefficients ot étant
liés par les conditions indiquées ci-dessus, une infinité de systemes sem-
blables 2 (A) lui correspondent, ayant pour intégrale générale le pre-
mier membre de (1) lorsqu’on y laisse « et y indépendants.

Ce lien permettra d’étendre aux équations (G) de M. Liouville les

solutions des problémes qu’on traitera relativement aux systemes (A).
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§ 2.

FORMATION DES SYSTEMES (A) INTEGRABLES ALGEBRIQUEMENT.

1. Nous nous proposons de former tous les systémes (A) & cocffi-
cients rationnels et dont Uintégrale générale est algébrique.

Nous commencerons par indiquer un systéme particulier répondant &
la question.

Soient
w=f(1,9), Jy =g(u,v)

les deux fonctions fondamentales invariantes relatives 4 un groupe linéaire
fini (o).

Considérons les trois expressions

comme fonctions de «x et de y. On peut former un systeme du type (A)
auquel satisfassent ces trois fonctions. Nous allons en calculer les coeffi-
cients.

Tout d’abord, a cause de la relation

du dv du d¢ af dg af dg\ _ I
<()x()y_()y()x du oo - dpdm) T °

on a

D_— - du do du dv\
oz o)==

en sorte que le systeme se présentera sous la forme canonique, et le dé-
terminant des équations linéaires qui feront connaitre soit les a, soit les b,
sera égal a I'unité.
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Sil'on se reporte pour les notations au § I de la premiere Partie, on
obtient immédiatement les coefficients o. et ¥ de la premiére équation du
systeme (A) :

Rab U Ny
dx? dy |
| 2 (uzs) Od(uz) 3
a. FPT d'}/‘ uz,
()2(0714) d(vzy) 0
0z? dy !
At 02ugv 02¢ du 2_2% %(k_gl_é_d_v
=2 \Gmoy " oray) T2 \wmay T Wy ox
ou
; d02u dy 0%p du ov
W“—3Gﬁ@'ﬁ@@ﬁ PP
3VO(.'—"02U dy 22¢ du ﬁu‘_ﬁ_ 029 gli
= oy ooy o 2\ozay 9z T dmiy 9z )’

ou, enfin,

o= Mz
de méme
el N
Jdz dx? d
il d(uz) 0*(uz) YL 029 % @0_0
e g s dx? Uz, | =2, \ 922 9z dx? dz
(v5y) 0‘-’(95.)_ Y
0z 0z g
ou

02u do 02¢ du

V=02 3z~ 0 0z’
ou, enfin,
On trouverait de méme
BN,
& =1.

Les conditions d’intégrabilité étant nécessairement vérifies, les fonc-
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56 A. BOULANGER.

tionsI, M, N, J de x et de y, que nous avons formées dans le cas du
groupe de Hesse (p. 42) satisfont identiquement aux deux relations

el M N g o(M24IN) W 0 /N Lo
o ooy T TP g W) T T 4
0N M g o(NIM) | 0 (M Po(RY)
dz* T oxdy  dy* Tz U T g \N2) T oy ’
déja signalées page 43.
Ainsi le systeme
i r . oM Jl]
r= Mp— Ig +~2<1\12—1- IN)—()—x-T |
] - ON
(A,) s=—Np—Mg-+ | 1] —MN + + z,
. - dN PR
= Ip +Ng - _2(N ~+ JM) — o oz |®

o 1, J, M, N sont les fonctions formées d’autre part, est intégrable
algébriquement ; son intégrale générale estla famille de surfaces de degré
216 >< 3 =648, définies par les équations

A2x+ 3B = 0,
A’y —aD=o,
Az — (au+Bo+7) CK=o,

A, B, G, K, D étant les fonctions de « et de ¢ définies an § II de la pre-
micre Partie (w =1), et a, {3, Y trois constantes arbitraires.

2. Considérons maintenant un systéme (A ) dont les variables soient &,
1 et dont I'intégrale générale soit algébrique. Si I'on fait décrire aux va-
riables & et 1, respectivement dans leurs plans, des contours fermés quel-
conques, les intégrales distinctes z,, z,, 3, se changeront en fonctions
linéaires de z,, z,, z,, et a tous les contours fermés des deux plans cor-
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 5

respondra un groupe de substitutions linéaires qui sera d’ordre fini,
puisque, pour des valeurs données de £ et 71, z ne peut prendre qu’un
nombre fini de valeurs. Ce groupe est dit le groupe du systeme (A); sup-
posons que ce soit le groupe de Hesse.

Les fonctions fondamentales invariantes /(«, ¢), g(«, ¢) du groupe de

A

2

et=—, conserveront la
° 4 ~q

méme valeur si on fait déerire 2 £ et & = des contours fermés quel-

Hesse, dans lesquelles on remplace « et ¢ par

n

conques; par suite, ce seront des fonctions rationnelles de ¢ et m, soit

S, 0)=P(E ),  g(u,0)=Q(&, ).

Il résulte de la, et de la double expression de D donnée pages 45-46,
que le systéme (A) le plus général, intégrable algébriquement et dont le
groupe est celut de Hesse, se déduira du systeme (A,) précédent, par le
changement de variables et de fonction

z=P(& "),
r=0Q(& %),
z = V(& 1) %

P, Q et y, étant trois fonctions rationnelles arbitraires de Eet den, et n

un entier quelconque.

5. On peut, d’ailleurs, obtenir ce systeme sous forme explicite sans
passer par l'intermédiaire de (A,).

Les fonctions « et ¢ de & et 7 vérifient le systeme (B) de quatre équa-
tions aux dérivées partielles de M. Goursat (p. 49), ou x et ) sont rem-
placés par £ et n. Exprimons dans ce systtme u et ¢ en fonction de
P<£7 T‘) et Q(E,, 'r,).

B. 8
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Des dérivations immédiates dorninent

du _ du P du 0Q
0E — 0z 9 T 9y o’
du _ Jdu 0P du 9Q)
w—%%"@ﬁ’
0w du 0%P o Ou 02Q | d*u /0P , 9*u 0P 9Q r)“ u
08 T oz oE T oy e T omm \aE 2 dzdy 95 OE T
Pu _ du PP 0w 92Q | 0:u 0P P
0E0n ~ dz 0 oy, dy 0Edn ' dx* 0F o4
O2u_ (0P IQ P IQ 22w P 9Q
ozoy\oE oy Vo ot ) T o7 E 9y
Pu % Q-’_P ?ﬁ 22Q 02w [0P\?2 . 0%u JP 0Q d2u
g2 T 9z 0nr T dy o " 022 \on ) T2 0zay on on T o

avec des formules analogues relatives a ¢. On en déduit :

d*u dy 0%¢ du
B T E %
2P 0Q - 092Q ot du dy dv du
= <(f0—5—79?— 7)§><dr dy oz 0_)/)
OP\3 [ 02w do 2o du
'*(ﬁ) Lmnﬁ“aEa]
OP\2 9Q [ 02w dp 0%p Jdu ) R?u 0dv d%¢ Jdu
+(?>ﬁﬁﬁ@fﬁﬁ@ Gmw}—ﬂ@ﬂ
oP /0Q\2[ 020 Jdu du do - 02¢ Jdu d*u
O (af) [oyz oz gprox T2 <5§o}a}_i)xoy Jy
0Q 020 du Qu do
— (%) (755 %)
d?u do 0%¢ Jdu 0*u dv v du
0&2 dgn  0F Iy (dEdnb—q_mT>
__|9*P0Q 2Q oP g 2P 0Q 02Q 0P du dy dv du
=|Fn - Gan—arx) (e
()P) OP [ 02w oo 0%¢ du
S (0" on [()J, dz  Ox? “a—c:l '
L [(9PN20Q PP 0QI[02ude v du Du I
[<()5> o T2 o os“axzﬁj_d?z@ 2(%9}—
dQ\ 2 oP 0Q 0Q oP'| [ 9%¢ du 02w Jdv 029 du
.A._J_2 _____,_____L_z e
[(()t> on 0% 0 0% J[dy-’ dx oy dw <(Lc())/ dy

e

0Q\20Q 20 du u de]
%) ol oy — o )

.........................................
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 59

Ces relations, jointes a la suivante,

(du v dv 0u> <()P 2Q JoP 0Q> _Oude du dv

0z dy 0w dy J\OE 9n 94 9 ) " OB On  On ok

transforment le systeme (B) en celui-ci

| 2?@_02_3913_1_(% I(Pp, Q)+3<E %M(P Q)

: L 082 OF 0 9E 08
? .._;,52<(§ N(P, Q) — —dQ) J(P,Q)
2P 9Q  02Q oP 2P 9Q  02Q dP
\d&- dn 0B om [d&dq 0E T 9Eon ()E]
I
04*252: A_1[ )

TR [ B 72 O
_3[<?_Q>2?P+2§d$ig] \(P,Q)— ( )dQJ’P Q)\

(B,) - ) )
yﬁi—%%uz@%%~an
cgmzb,zg—i) -3<g§>2%‘§1(1ﬁ,@—3 (5 ) Q gggpdd(g M(P,Q),
I v Vo
sor (B ino (2 e |
( |

+32(R)NE,Q + (5) I®,Q)]

P 9Q P dQ (M.

Si le systeme (A ) est intégrable algébriquement, le systeme (B, ) est vé-
rifié par deux fonctions rationnelles P(.,, n) et Q(‘, 7). Inversement, si
'on se donne arbitrairement les deux fonctions rationnelles P et Q, les
relations (B,) permettent de calculer les coefficients du systeme (A) le
plus général intégrable algébriquement. Ainsi, on obtiendra le systeme

(1) Cf. PaiNueve, Comptes rendus, 31 mal 1887.
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60 A. BOULANGER.
canonique (A,) le plus général intégrable algébriquement (groupe de
Hesse) en prenant pour wvaleurs de v, 3a., 32 et © les seconds membres

des relations (B,).

A. Jajouterai une remarque relative a la structure du systeme (B,) :
on pouvait prévoir a priori que P et Q ne figureraient dans les équations
de ce systeme que par les fonctions I, J, M, N de P et Q.

Ce systéme n’est autre que celui vérifié par les fonctions P(&, 1) et
Q(&, n) permettant de passer du systéme (A,) au systéme

027 ; 07, 07
(4) 3?&?:“«<5>“">os+“m+“sz’

par le changement de variables et de fonction
() m:P(g, n), V:Q(57 n)s Z:W(E-? n)Z.

A chacun des systémes (A,) et (A) correspond un systeme verifié par
les quotients deux a deux de trois intégrales linéairement distinctes, a

savolr :

[ 0%u dv %0 du du dy du dy
(Q,) dx? dx 0z dxr — dx dy ~ dy ox
et

S 22U dV 02V U <0U ov ou dV)
i \ ,

(&)

................................

Or les valeurs de (i, ¢) et (U, V) provenant des intégrales associées
par la derniere relation (o) sont égales; et, comme I'intégrale générale de
chacun des systemes (£2,) et (Q) se déduit d’une intégrale particuliére par
une transformation homographique a coefficients constants, on peut dire
qu’a toute intégrale u(x,y), v(x,y) de (L,) correspond une intégrale

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 37/3 -4



FQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 61

U(%, 1), V(£ 1) de (Q), telle que

w(x,y)=U(
o(x,5) ==V (

FRA ALY

s M

o)

M),
)

0y

x et y étant liés a Eetan par les relations
©) z=P& ), y=Q( ).

Si done on fait dans le systéme (Q,) le changement de variables défini
par les relations (@), P et Q étant convenablement choisis, on doit re-
tomber sur le systeme (Q). Or, choisissons arbitrairement P et Q; les

fonctions U, V de &, n vérifieront un systéme (Q") dont les coefficients

T , . , 0P oP 0?P
seront connus a 'aide de I, J, M, N et des dérivées E o’ o

%%—; e %7)% Pour exprimer que (Q) et (Q) coincident, on n’a qu’a
identifier les seconds membres de (Q) et de (&) (supposés résolus par
rapport aux invariants différentiels) et 'on obtient le systeme (B, ).

Le systeme (B,) ne renfermera donc que les combinaisons I, J, M, N
deP(&, 1) et de Q(%,n) et, en outre, les dérivées premieres et secondes

de P(&,n) etde Q(&,n).

§ 5.

L’EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE DU TROISIEME ORDRE
ET LES INVARIANTS DE M. PAINLEVE.

1. Considérons I'équation différentielle linéaire et homogeéne du troi-

sieme ordre

(D) "+ 3ay” + 3by’'+cy = o,

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 37/3 -4



62 A. BOULANGER.

dont les coeflicients a, &, ¢ soient des fonctions rationnelles de la va-
riable .
Soient y,, ¥,, ¥, trois intégrales linéairement distinctes; posons

U =22, V — 8.
Y ,71?

les fonctions U(a) et V() vérifient un systeme de deux équations diffé-
rentielles du quatrieéme ordre qu’on va former.
Construisons le systeme

(l) uM— R (u///’ u//7 u/, u, V”/, V”, 0/7 V),

(2) =R, (", ", W, u, ", 0, 0),
dont I'intégrale générale est

EL,U +— bV ¢
aU+bV-+e¢
a'"U—+ 0"V 4 ¢
aU+bV+ec’

Ul — 2

(3)

I

U et V étant les fonctions de x définies plus haut. Il suffit pour cela
d’écrireles équations (3) sous la forme

a(uU)+b(uV)+cu—dU—VV-—¢ =o,
(l( VU) -~ b( pV) S _aI/U___ 'V — s 0,

et de différentier chaque équation quatre fois. On obtiendra I'équation (1)
en éliminant les constantes «, b, ¢, o, b/, ¢/, a’, ", ¢" entre les neuf
premiéres équations formées, et 1'équation (2) en traitant de méme les
huit premiéres équations et la dixieme. Le dernier résultat, par exemple,
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est
| (uUY (VY o U V o o
L (WUY (@VY & U N o o
(U)" (uV)”’ 7 U" V" o o
| wUY (V) ¢ o o U \'A
LUy V)Y ¢ o o UV
Uy (VY " o o U" V"
| (U bV & o o U™V

Développons les deux premiéres colonnes; apres une simplification

immédiate, il vient

0 0 « U V o ol
9 LL/ U, 9, l(/ ‘V’ l&” U// V// - 5
3U' W+ 30"/ 3V/i 4+ 3V"d & U V' o o
£ o / o o U V
20’ U DY AN o o o U’ v’
3U"Y —+ 3U"¢ 3V 4 3V " o o ur v

‘ /i- U,()”/ T 6Ul/ V” _+_ [I_U,” ‘)l 4\7/ ‘)ll/ _|__ G V// ‘)I/ .1'_ L/].V”/ V, OIV o o UIV Vl\'

Nous poserons dorénavant

v vV v v
d =] 9 ({‘ — \ 5 ({2 == 5

l Ul/ V// 1 Ul// Vl// | J UIV VIV

E U’ v’ 1 U v : l ur v
(13 S m|? d* = s d5 - v (T 1V

o v vy v v

Une double combinaison des deux premicres colonnes, apres multipli-
cation par — V' et U’ d’une part, par V” et — U” d’autre part, transforme
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64 A. BOULANGER.

ainsi I'équation précédente :

o 0 o b e R 0
0 adiu A N 2 0
3 dl&l 3 dlt” u/// [] " V/// o o
0 0 e S AL PR T Dy
0 ady TP T = - AR e R
3 dv/ 3 (] V” ()/// o o U/// V///
6dy" + 4d,v 4du” —4d,y v o o UV V¥

Le déterminant premier membre se décompose bien simplement en
trois autres, apres suppression d’un facteur d :

o u U V o 0
e A R o
lb’ Il”l U/// V/// 0 0

1° 19d,¢ : ; :
o ¢ o) o) U Vv

o ¢V o o U V

’ .
¢ ‘)/// o o U /4 VT n

ou en développant, par rapport aux éléments de la premiére colonne,

o
(o) 12dd, [ (V" — o'V )d, — (v'u" — " u)d],
IS DR T T )
o/ " U” V' o 0
. , 3.7 4" U" V' o o
D) 4d,v , ) ,
0 v o G L R
ap o Lm o R Y
3 ()// ‘)/// ) 0 U/// V'///
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ou en développant de méme :

(B)

30

(1)

—8d2v [(v’u”-—

3d

o
0
74
0
0

V,

9 V”

Le terme en ¢" est

o w UV
2“’ ul/ U// 'V//

E;lt” 1607 [JhV "]h?

o % o 0
Sl S 0
3 V” vﬁV o 0
T el e,

9gd* (Vi —u'v" ) u

/ £ LY
aux ¢léments de la premiere colonne :

6¢"d

o

2t

3 LL”

/
u

/
l&l

{
lb/l

U/

[.”

[Jm
(0]

(0}

'\]/

V//

‘]m
(8]
(o)

o

0 o)

6] o)

o 0 it
+3u

U/ Vl

[J” \]”

l; /A '\[hV
~=89'd

(6]

(0}
'[Jl
U//
Ul//
va

v
°

0
au
0
2y
E}(}”

A

L4y

au

3u”

’
2¢

1/

4v

o

(&

(0}
VvV’
A4
v
AVAM

I2dd' o [(v'u,”_—— u’v’/) d3 = (V”/ll,” e ‘)I/u///> d]
) d, 4+ (V" — u")d],

u U
lL” IJ”
TR
4 )
/4 o
o o
g
lt” '[J”
ltﬂv IJL”
' o
/7 0
oo

‘]/
VI/

(0]

V/

V//
'\]hV
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(0}
U
u”
ur
uv

Abstraction faite de ce terme, ce déterminant se développe par rapport

o

‘fl

‘7”
'\]07
‘flv

‘/I
V//
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Le premier déterminant développé donne les termes

v’ dd, [(u/v" —'u")d, — (" — ' u")d]

b)
( ) + Isulldz [(ull‘)/_ V”llr,> dJ—f— ([tll‘)l//__ V”lb”/) (l].

Les deux autres fournissent les termes

o v U V| e BRI o
P a¢ ¢ U V” Sk 20 W U V’ I
° 3 V” ()’// U/// 'V/// — & 3 u// ZL”, U/// 'V/// l
4" o UY V¥ 49" o UY V¥ |
o ¢ U V 3 o o U V
9 V/ ‘)// U// V// o ‘)/ U/ V/
-+ de' o o' o U V' —3 dd3 4 il A § LA v ’
49" o UY V¥ A e LS T

c'est-a-dire
3d W' [—4v"d +40""d (200" —30") dy— 4" d, + 30" d,—20"d,]
—3d* V' [—4V"u"d4-40"V"d, + (20" " — 30" )d, — 49" d, -3V W d, — 20 d, |
+ 3dd, v |[— 4" W' d+40""d +a (V" — V' )d, +ov'u' d, —2v"d,]
— 3dd,v + 49 0"d —av?%d, —4v"ud +2v'd'd,].
Sil’on remarque que I'on a identiquement
dds — d, d4 —+ d2d3 = 0,
les termes surlignés se détruisent, et ceux qui restent se groupent ainsi :

f 19 V”/(l2 [(V,ld”/—- lbl()w) d A (LLIV”/— (),u”/> dq ,
/ //7 /4 /)

( 9V d*d,(V"d —d")— g d*d, (V" —
+6d%d, ' (" — ") —6/dd,d,(v" i/ — ).

N
™
LS

Réunissant les divers termes calculés, on obtient enfin I'équation de-
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’ .« 97 . < . e . 7 e
mandée, qui s’éerit, apres quelques simplifications évidentes :

d3 [9VIV(V, // u/‘)//) 19 V”/(V,LL L{, V”’) i 8 ()//(v// u/// Il/” v’”)]
(1) - d(6dd, — 4d:~+ 3dd,) [2 («/¢" —u")— 3" (W —u"))
- (84) + 9d*d,— 6dd,d,— 24dd,d,)v' (s ' —'u")=o.

On formerait de méme I'équation (2), qui se déduirait d’ailleurs de la
précédente en permutant et ¢.

Je dis que les coefficients qui figurent dans ces équations,

43— 3d(dy+ 2dy)

I,= i
6dd, (dy-+ 4ds) — 8} — gd?ds
I2 di

et qui dépendent de U, v/, U”, v, 0", V", U", V" restent invariants
pour toute substitution linéaire effectuée sur U(x) et V(x).
En effet, quand je remplace U et V respectivement par

a,\ U+ b,V+c,

a,U a’jU—i—b’(V—@—c’;_V
CL|U+b|V—’(—C|

ClaU“‘l—[)‘V—I—C]—— 17

£ i,

Pintégrale générale u(x), ¢(x) ne change pas; on a donc le méme sys-
téme (1), (2), et, par suite, les mémes équations (1), (2), car le systeme
(1), (2) est résolu par rapport a u” et v". Done les coefficients 1,, I, sont
les mémes fonctions de @, c’est-a-dire que ce sont des invariants (*)-

5. 1l est facile de montrer que les coefficients I, I, . .. de ces équa-
tions doivent a priori se réduire a deux nécessairement distincts.

En effet, si trois de ces coefficients invariants, o, G, v, étaient distincts
[autrement dit, si I'on n’avait pas entre eux une relation

F(a, £, v)=o0],

(1) Cela résultait d’ailleurs de la théorie générale de Sophus Lie (voir, page 20, Pindica-
tion bibliographique).
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68 A. BOULANGER.
les égalités
%=, B:BH T="1>

ou o, {3, y sont exprimés en fonction de u et ¢, et a,, 8,, 7, en fonction
de Uet V, donneraient pour «, v un systétme de fonctions dépendantau
plus de sept constantes arbitraires | U et V étant des fonctions données
de x].

D’autre part, si tous les coefficients étaient fonctions d'un seul d’entre
eux, o par exemple, le systeme (1), (2) ne changerait pas quand, a U
et V, on substituerait U, et V,, tels que

a[U%,..., U, V",...,V]=a[U",...,U, V",...,V,].

Or, U, V étant donnés, on pourra prendre V, arbitrairement et choisir U,
vérifiant cette derniere égalité. Les relations (3), ou 1’on remplacera U
par U,, V par V,, donneront encore I'intégrale du systéme (1), (2),
intégrale qui dépendrait ainsi d’une fonction arbitraire V,, ce qui est
absurde.

Si o et {3 sont deux invariants distincts, les égalités

&= 0,, L= Bl
équivalent au systeme (1), (2).

4. Revenons a I'équation différentielle proposée (D). Lorsqu’on fait
décrire a la variable x un contour fermé quelconque, les quotients

U(x) = 5— V(z)= i_

se transforment en quotients de fonctions linéaires de U et de V ; les fone-
tions I, et I, restent donc invariantes. Elles dépendent par suite unique-

ment des coefficients a, b, ¢ de 1'équation donnée (').

(') Ces invariants, tout & fait analogues 4 la fonction invariante de M. Schwarz, sont dus
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Pour en faire le calcul il suffit d’éliminer y,, ¥, »", 5., " entre les six
équations homogenes suivantes :
¥+ 3ay, + 3by, +cy,=o,
(Uy,)" + 3a(Uy,) +3b(Uy,)+ cUy,=o,
(Vy )"+ 3a(Vy,)+ 36(Vy,)+cVy,=o,
Y+ 3ay + 3(d +b)y -+ (30 + )y, + cy,=o0,
(Uy, )"+ 3a(Uy,)" + 3(a’+ b)(Uy,) + (38 +¢)(Uy, Y+ Uy, =o,
(Vy)"+3a(Vy,)"+3(a + 8)(Vy ) + (38 +c)(Vy,) +¢'Vy,=o.
La seconde et la troisiéme s’écrivent, en tenant compte de la premiere :
3Uy! +-3(U" + 2aU')y, + (U"+ 3aU"+ 360" )y, = o,
3Vy| -+ 3(V'+2aV)y,+ (V" +3aV'+36V))y,=o.

Deux combinaisons linéaires, ayant pour multiplicateurs, I'une A%
et — U”, autre V' et — U’, donnent

(4) 3dy,+ 6ady, + (3bd —d,)y,= o,
(5) 3dy + [3ad-+d,|y, = o.

La cinquiéme et la sixiéme équation s’écrivent, en tenant compte de la

quatrieme :
4U'y" 4+ 3(2U" + 3aU")y" + [4U" + 9aU" + 6(a'+0)U']y,
+ [Ut 320" + 3(d +- U4 (30 +¢)U' |y, = o,

GV'y" 4+ 3(a V' + 3aV)y + [4V"+ gaV’+ 6(d+b6)V']y,
[V 3a V" 4 3(d/ + ) V' + (3 -+ o) V]y, =o.

a M. Painlevé, quiles a signalés trés succinctement dans une Note Sur les équations diffé-
rentielles linéaires du troisiéme ordre, insérée aux Comptes rendus du 27 janvier 1887.
Ce paragraphe est le développement du début de cette Note.
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[Les mémes combinaisons fournissent les équations équivalentes :

[ 6dy, + [4d,+ 9ad]y, +[d,~+ 3ad,+ 3(d' + b)d]y, = o,
(6) ¢ 4dy,+gady,+|[—4d,+ 6(a'+ b)d]y,
+ [—d,—3ad,+ (38 + ¢)d]y, =o.

Faisons enfin disparaitre y| de cette derniére, en tenant compte de la

proposée; il vient
(7) 3ady,+|[4d,—6(d'—b)d]y,+ [d,+ 3ad,— 3(8' — c)d]y,=o.
L’élimination de ' entre (4) et (6) donne
[4d, — 3ad]y, + [2d, + d, + 3ad, + 3(d' — b)d]y, = o,
et celle de %—1 entre (5) et cette derniere conduit a
|4d,— 3ad][d,+ 3ad|— 3d[ad, +d,+ 3ad,+ 3(d'— b)d]| =o.
Cette relation peut s’écrire

d*[9a* + 9(d — b)] = 4d* — 3d(d, + 2d,),

¢’est-a-dire
I,=9[a’+ad —b].

Eliminons de méme " entre (4) et (7)
[4d,— 6(d'— b+ a*)d ]|y, + [d,+ fad,— 3(6' — ¢ + ab)d]y,= o,
puis-J—’—’l entre I’équation obtenue et (5)

T

[4d,— 6(d— b+ a*)d][3ad +d,]
— 3d[d, + had,— 3(b' — ¢+ ab)d] = o.

Cette relation peut s’écrire

bd,d,— 3dd,— 6(a*+d — b)dd,= g [2a(a*+ ) — 3ab — V' -+ c],
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ou, en tenant compte de la valeur obtenue plus haut pour a*—+- a — b,
ahdd,d,— gd*d,+ 6dd,d,— 8d’ = a7d*[2a(a*+a)— 3ab — b'+c|,
¢’est-a-dire enfin

I, =27[2a(a*+a') — 3ab— b +c].

3. Ainsi les rapports des intégrales de I'équation (D) vérifient le sys-

teme suivant :

3d(d,+ ad,) — 4d’ + 9[a’ + o' — b]d* = o,
6dd,(d,+ hd,) — 8d' — gd*d,
+27[— 2a(a*+a') + 3ab+b'—c]d’=o.

On peut n’y faire figurer que
(i — U/v// o Ul/ V/ et D — d o U//'Vl//__ UI// V// 9

car on a

d,:d’; d2:d”—D; d,‘:Dl.

Le systéme prend ainsi la forme

D) (@Y ird)
E 6d/(d"+ 3D) D d'\s
&) LD 9 5 —8(%)

\

= a7[2a(a®*+a') — 3ab—b'+c].

On désignera les deux équations de ce systéme respectivement par (E)
et (E7).

6. On terminera ce paragraphe par deux remarques (ui seront utilisees
dans la troisieme Partie.
Reprenons d’abord 1’équation (5) du n° 4

3dy + (3ad +d)y,=o;
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multiplions les deux membres par y*; elle s’écrit :
(7d) +3ayld =o
ou, par une intégration immeédiate,

sfadz _ oonst.

yide
Ainsi
1

y, = C_fadx(U/V//__ U//V/) 5.

SiI’on fait dans (D) le changement de fonction

= Ye—fadx,
on ne change pas les valeurs de U(.x) et V(x); on ramene I'équation pro-
posée (D) & une forme analogue danslaquelle le coefficient de Y” est nul,

et I'on obtient

1

(F) Y‘:C/(U/V”———U”V,) 3

7. En second lieu, sil’on élimine D entre les équations (E), on obtient
une équation du troisicme ordre en d ; en posant

il vient une équation du deuxieme ordre en s analogue a I’équation de
Riccati, et qui n’est autre que I’équation vérifiée par la dérivée loga-

. . Y/ . Ié ’ 7
rithmique ; car la relation du numéro précédent

Y'!d = const.
donne
Y’ I

d/
?[.

=<
wl

En dérivant I'équation (E"), multipliée par 3, et en ajoutant I'équation
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obtenue membre i membre avec (E”), on élimine D :

A" d'd" I'D AR ‘
9——27 5 +9 f;i—._,— + 16 (%l> — 9724’ — o’ — 3ab + c]=o.

[’élimination de D entre cette équation et (E") est immédiate :

2

1 o d'd" ) AN 3
0T 364 8 (1)

!
— 27 %((ﬁ +d —b)—a7[2a* —a’—3ab -+¢] = o.

Fn introduisant {, on obtient
(G) ¢ =300+ — 30(a*+d' —b)+ (na’*—a"—3ab + e) = 0.

On tirera parti plus loin de cette équation.

S A

FORMATION DE L'EQUATION GENERALE LINEAIRE DU TROISIEME ORDRE
INTEGRABLE ALGEBRIQUEMENT.

1. Nous nous proposons de former toutes les équations différentielles
linéaires et homogénes du troisieme ordre (D) & coefficients rationnels
intégrables algébriquement.

A cet effet, considérons I'équation (D) et le systeme (E) corres-
pondant. '

Si I'intégrale générale de (D) est algébrique, il en est de méme de
lintégrale de (E). Tl en résulte, d’aprés V'expression de y, donnée
page 72, que e est algébrique, ¢est-a-dire que a est une fonction
rationnelle a poles simples et a résidus commensurables.

Réciproquement, si cette condition est satisfaite et que I'intégrale du
systeme (E) soit algébrique, I'équation (D) sera intégrable algébriquement.

B. 10
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Cela posé, si I'intégrale de (E) est algébrique, les diverses valeurs
de U(x) et de (V(a), qui correspondent & une valeur donnée de w,
forment un groupe fini (o) de substitutions linéaires. Si I'on remplace,
dans les deux fonctions fondamentales invariantes qui correspondent a ce
groupe, les variables par les fonctions U(x) et V (), on obtiendra done
deux fonctions rationnelles de . Soit

( (U, V) =P (),

. | £(U, V) =Q(a),

P et Q étant deux fonctions rationnelles de x. Remplagons dans le
systeme (E) U et V en fonction de P et Q; nous obtiendrons deux équa-
tions (E) et (E;) ot figurent les dérivées de P et de Q jusqu’au quatriéme
ordre inclusivement, et dont les coefficients sont des fonctions rationnelles
des dérivées de /(U, V) et de g (U, V), par suite des fonctions ration-
nelles de U et de V, qui ne changent pas par les substitutions du groupe
(@), et s’expriment, par suite, rationnellement en_fonction de P et de Q.

2. Nous allons former ces équations (E, ).
Nous adopterons, d’accord avec la premiére Partie, les notations sui-

vantes :
__0UOV 09U 9V
V=0p9Q —aqop’
[v— *U oV 0*V oU Jy— 9*V oU 0*U oV
V=90 op T ops o = 0P oQ T oQ o
02U oV 02V oU 02V U 02U oV
AV=3%mig —amay  AV=igap — og b
0*U 9\ 0*V oU : *V 90U 22U oV
By— v U By— .

oPIoQ 9P — 9PoQ 0P’ T 0PIQ 9Q ~ 9PaQ 9Q°

A+ 2B=3M; A, +a2B,=3N.

I, J, M, N sont les quatre fonctions de P et de Q obtenues en rempla-
cant & et y, dans les formules de la p. 42, par P et Q.
Les relations ci-dessus, résolues par rapport aux dérivées secondes,

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 37/3 -4



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 24

peuvent s’écrire :

02U oU U 2V A% oV

aor = Agp—lagy o = Ap—1 5

0:U oU - 0U 02V oV A%

(2) {mpag= B —Bay wao=bBwp—By
02U oU U 02V oV oV

s = tAyy e =—J 5 A5

5. U et V interviennent dans le systeme (E) par les expressions
d — U/V// ot U//vl et D e U”V”/—-' U///v//
et par leurs dérivées ; nous allons donc former ces quantités. On a d’abord

0U

SU’_ ()QQ

\_Vp
(V b P oQQ

(3)
Une seconde dérivation donne

dU 02U

i/ /2 yavV
U'=5P +()QQ/ apz b2 deQPQ+dQQ

ou, en remplacant les dérivées secondes par leurs valeurs (2),

U= Y [P" 1~ AP? — 5B, P'Q —IQ"]

dP [
+ 55 [Q/+ A, Q2 —2BP'Q —IP”]

ou enfin
/ oU / ‘ /2 /2
U = o [P+ 3MP*— JO |
+ 55 [Q/+ 3NQ? —1P*] — 2 U'[BP'-- B,Q]].
Nous sommes conduit & poser

(P — PI/+ 3MP/2__ JQ/Q,
(4) v = Q'+ 3NQ*—IP",
[ G =BP'+~B,Q.
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Il vient ainsi

. (U4 2GU = gogg + 38
[V 426V =g 55 1 5
On déduit d’abord de (3) et (5)
I U vV ! P Q|
U4 26U V”+2GV'1:V\ -

ou

(6) & =1P'— Q=P Q'—P'Q-3P'Q (NQ—MP) -+ JQ* —IP" =

Continuons la dérivation sur les formules (5)

U" + aGU" + 2 G/ U = dP [cp + (AP'—B,Q"o — (B, P+ JQ ),]
U / / ’
- 5o [+ (A, Q= BP)y — (BQ—+IP) o).
Posons

) S ¢ =o'+ 3MP o — JQ'y,
! |T =7+ 3NQy—IPg,

et nous aurons

U” 4 2 GU" - 2G'U’:Q—U[@—2G9~B,m]-+3—8[F——2G7—+—BmJ,
(8)

V’//+2GV//+2(J,V/_—

oV e o OV o
)T)[D—z(;cp—B,ocJ+(TQ[F-—2G7—1—BocJ.

On obtient, comme plus haut, a I'aide de (5) et (8)

; U” + 2GU’ V' + oGV’
| U7 26U+ 2G'U V7 2GV" + oGV’

v ¢ T
- Go—B,a I'—2Gy-+ Ba

| P— oG
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ou, en développant,
D — 2G'd—+ 2Gd -- 4G*d-— (Be +B,7)d=v (g — 1 2).

Or
dl: U\-/V + UVV,

et, comme on trouve bien simplement

Y (A—B)P+ (A, —B,) Q'=3(MP'+NQ'—G),

il vient

d'==[ao —i;' 3 (MP' - NQ'—G)a.]V;
la relation qui définit D prend la forme
2+PG{+6WkaQ}—ﬂW+G%%M+BJH
= (c?I’ — D).
4. Posons
0=243(MP+NQ) et p=¢l—72.

Ce sont des quantités qu’on sait exprimer en fonction de P, Q et de
leurs dérivées; I'expression développée de { sera donnée plus loin. Substi-
tuons dans 1’équation (E'), qu’on peut écrire

3 ;9 (d,) (dl>+9( *+a —b)=o,

D d ol
les valeurs de — et de = obtenues, c¢’est-a-dire

d d

¢ _9—_3G,
d

D_ 3

S =L 2GO + 2(G*+G') +Be+B,7.
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I vient
p
3-+30—0*'+3(Be+B,y—G—G)+9(a®+a'—b)=o.
5. Nous sommes amenés a former le groupe de termes
Bo+B,v—G*-—G'.

A cet effet, reportons-nous aux relations (2) et exprimons que 1'on a

»U _ »U |
0P20Q ~ 9PdQIQ’

il vient, en remplacant les dérivées secondes qui s’introduisent par leurs
valeurs (2)

J0A oU ol oU » 0U U ou ou
s o —ogag A [—Bar —Big)—1[—7 F+a K]
_{_0_% 0U_|_0B ()U—i—B,[ A()U_I 0U]+B[-——B ou B ()U]:(),

P oP T 0P 9Q opP 0Q tdP " 0|
Soit

1 IU A

()T)—I—nm_-o

cette relation; en considérant de méme les dérivées de V, on serait
conduit a

N ooV

Comme V n’est pas nul identiquement, ces relations entrainent

m=0, n=o,

c’est-a-dire
0A 0B,
20 TP

ol JB - ; 2
— S5+ 5p — 3IN 5 IB, — 3MB + B — o,

+1J—BB,—o,
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On obtiendrait d’une manieére toute semblable les relations

o oo

l—_ o - Sg — 3IM -+ JB — 3NB + Bl =o.

g A, B, 5y BB o,

Ajoutons membre & membre les premiéres équations de chaque systeme,

il vient .
oM ON 0B 0B,
[()(\ ]+Z(IJ"—BB'):E+'0T)'

Cela posé, formons G’
r__ 4 ” /o 0B 0B, / OBy 7o
G'=BP+B,Q + 2P+ <0_Q ) PQ - Ge Q.
r ()B
I' irons -5 Bi les secondes équations des systémes ci-dessus, et leur
dQ q ¥

somme de la derniere équation obtenue

A IB, - 3MB — B | P

G'=BP'+ B,Q'+ | 55+ 3IN—
oM 0N>]'P,0,

+ L"”‘“JMBB ) +3<0Q+0P

+ Ld“' 4+ 3JM — JB -+ 3NB, — B?] | @

Un groupement facile des termes conduit a I’expression cherchée

S G'+G*—Bo—B,y
i 3IN) P+ (375 +3 )P +3IM) Q"
| = (e am) P (33 + 3 ) PO+ (G o+ M) @
Nous désignerons le second membre, évalué en fonction de P et de Q,
par H. L’équation (E')
324 30—0"3H-+g(e*+a—b)=
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prend la forme

(E) (e -+ A) —fo* + 9ol (a’ +d —b) =

A=B+ [—H-+ 3(MP'4-NQ' ) — 3(MP'+ NQ')*]&. — 2 (MP'+ NQ')or'.

6. Passons al'équation (E”) que j’écris, en observant que

D /D) . Dd
7 \a) " &

“ed AL ‘DY

7 z+3d d _9(3>

—{~27[_—-2a (@®+d')+ 3ab + b'—c] — 0.

Rappelons que I'on a

fll__.@ 80,
D= _H—260+3(6+6);
d’ou

(l”_'/ / d
S =036+ %

DYy’ B ! ’ 7 r el
<J> ~_-:<.‘&_-H> —4G'0 — 2GO' - 6GG + 3G
L’équation (E”) prend donc la forme

(0 — 3G) [9((] +G') —6GO +66"—260°+9 3"H>J

—o[(B—1) — 266 — 266+ 666+ 36/

+a7[—2a(a* +a) +3ab + b —c] = o,
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ou, en isolant les termes déja exprimés en fonction de P et Q,
o) o)
oy [(@ —BGitg =g (3 — H> (G G’)’]
=27[2a(a*+a') —3ab— ' +c].
En tenant compte de la relation
G*+ G'=Be+B,y+H,
la derniére parenthése du premier membre s’écrit
OH— H'+ (0 — G)(B¢ +B,y) — 2G — (Bg+ B, 7).
Posons

Nous verrons tout a 'heure que H, est exprimable en fonction de P
et Q. Dés lors I'équation (E’) cherchée est

18(OH—H') +260(36'—6°) +q[@@ (ﬁ)] 4+ a7 H,

=2a7[2a(a*+a') — 3ab— b +c|. . ..

(E)

7. 1l reste a faire le calcul de H,. Si I'on tient compte des valeurs des
dérivées de B et B, calculées au n° B, on obtient d’abord

P@(0Q+3IN+3MB—IB —B)
()\I
+Qe(U+255 Ll BB>
(Be +B,y)=B¢'-+ B,y +
)P

(
4+ Py (IJ + 2N ‘M __BB )
(or

- Qy ()P—i—oJM—f—SNB fas B>
B. 11
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ou

(Be +B,y)+G(Be—+B,y) —B®—B,T
(o | =o|P )+ @ (Ui i)
+7|Q (5 + 30M) + P (U + 255+ 35) |
Je dis que H, est égal au second membre changé de signe. Cela re-

vient a dire que

s 8
O(Bg+B,v] —BO—B,T— G
est identiquement nul. Le coefficient de B dans cette expression est

0p — O _ 1Py
o )
ou

(@0 + 0Q —TP),

et, en développant la parenthése, on trouve immédiatement qu’elle est
identiquement nulle. Le coefficient de B, est semblablement nul, et le
résultat annoncé est justifié.

8. Ainsi I’équation (E)s’écrit, en posant
(12) MP’ 4+ NQ' =2,
et par suite

wt =o' 3,
A:B—HO&—I— 3(7\,———-)\2)0&-——- 27\0(/;

6[6@’—262+18(H—:~-§>] g g S G

=27|2a(a*+d') — 3ab— & +c|.
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Remplacons O par sa valeur et 3 en fonction de a; il vient
(o + 3o) [6ou(a’ + 3A) — 8e/* + 360 (H 42> — X') + 24’}
.| 3A[A+ Ha — 3(W — )+ 202]
— oL-
- | + AN +Ho/+ Hoa—3(X —2)o' — 3N —2) o+ 2 o' + 2 2o
+9a(3H, — o) = 270 [2a(a’ + &) — 3ab — &' +c].
Si 'on met en évidence, dans le premier membre, les termes

6o/ (o + 3A) — 8a”?,

les termes restant, par suite de la destruction de deux termes en afaa?,
contiennent tous en facteur go.?, et I'équation (E|) prend la forme remar-

quable
6oel (@’ -+ 3A) — 8a/* —g A, = 27a' [2a(a’ + ') — 3ab— b+ c|.
La valeur de A, subit d’abord des réductions évidentes

3 (A, =N+ a(3H,—H) — 302 =) (& — od)
I
( 4300 — XY —3(a + 3en) H- 3AN.

9. En résumé, le systeme (E,)

(" S3oc(oc”+ A) — 4a* + ga?(a* 4+ —b) = o,

" 16ao (0 +3A) —8a/*—gA, w427’ [— 2a(a’+a’) + 3ab-+V'—c]=o
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s’obtient en remplacant, dans le systeme (E), d par o, D par A et D’ par
A

1

0 =P'Q —P'Q + 3P'Q(NQ'— MP') + JQ"* — IP”;
[ —(Q"-+NQ*— 2aMP' Y — IP"?) [P’”+ gMP'P"— 3JQ'Q
4+ 3 (;‘Pl+ 3> )P's (3 o+ IJ> P2Q
_<(ﬁ_ 3MJ> PQr— <dQ+3NJ>Q ]
+ (P MP” — aNP'Q'—JQ*)| Q"+ 3 NQ/ Q' — 3TP'P”
—+—3< ARaELS >Q (%%+IJ>P’Q’2
( s+ 3N PQ— (5p+ 3MI>P’3]
oc[B(MP”-}— NQ") + (31\12 AN ‘D P2
+ 2(3MN — P Q'+ <3N — 3IN+355 jf) Q’2J;

]

A=

quant a A,, elle est définie par I'égalité (13) ou H, H, et ) doivent étre
remplacés par leurs valeurs déduites des égalités (10), (11), (12); les
termes du quatriéme ordre sont

P// va T Q// P1V7

provenant de A'.

10. Si I'équation D est intégrable algébriquement, le systéme (E, ) est
vérifié par deux fonctions rationnelles P(z) et Q (). Inversement, si 'on
se donne arbitrairement les deux fonctions rationnelles P () et Q(x),
les relations (E,) permettent de calculer les coefficients de I’équation
linéaire du troisi¢eme ordre (D,) la plus générale intégrable algébrique-
ment. On a

b L a'z___ a/ = &F(p, P,, P”, P”/, PIV, Q7 Q', Q”7 Q”/? Qw),
Ny L sa(a’+a')=G(P, P, P" P" P¥, Q,Q, Q", Q”, QM),
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F et G étant deux fonctions que nous savons former, au moins dans le
cas du groupe de Hesse. Nous limitant a ce cas, le type général des équa-
tions (B) intégrables algébriquement est

y"'+3ay"+ 3(a*+d + 9y
+[§+F +a"+a(a® +d)+3af|y=o,

a étant une fonction rationnelle arbitraire a poles simples et a résidus
commensurables.

11. Il était possible de prévoir a prior: que les fonctions P et Q ne
figureraient dans le systéme (E,) obtenu au n° 9, que par I'intermédiaire
des fonctions I, J, M, N de P et Q, et de leurs dérivées premieres et se-
condes.

Le systeme (E,) résulte du changement de fonctions

J(U, V) =P(x),
§(U, V)= Q(a),
dans le systeme (E). Posons
X=P(a), Y=Q();
les fonctions «, ¢ de X, Y définies par

S(u,v) =X,
glu,v)=Y,

vérifient le systeme

| S o — 7 % =X V)[R oy — oy ax )

.....................................

Les relations
S(U, V) =/ (u,v),
g(U,V) =g(u,v)
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entrainent cette conséquence que w et ¢ sont liées a U et V par des rela-
tions homographiques & coefficients constants; et comme a l'intégrale
(U, V), il est loisible d’en substituer une autre provenant d’une trans-
formation homographique effectuée sur U et V, il en résulte qu’on peut
associer les intégrales des systémes (E) et (Q) de maniere que

u(X,Y)=U(x),
v (X,Y)=V(x),

X et Y étant liées a  par les relations
X=P(x), Y =0Q(x).
Si donc on fait dans le systéme (Q) le changement de variables
X=P(z), Y=0Q(),

ou P et Q sont deux fonctions de x choisies arbitrairement, z et ¢ de-
viennent des fonctions U et V de x, qui vérifient un systeme (E) (woir
p- 71), soit (&), car l'intégrale générale U(x), V(x) se déduit d'une
intégrale particuliere par la transformation homographique la plus géné-
rale. Pour former ce systéeme (&) en partant de (Q), il suffit d’écrire

dU _ du

/ ou
z=xl+x ¥

et de méme pour V, en allant jusqu’aux dérivées quatriemes, et d’éli-
du d"u dy d*e
X ST 3% 3y
teme (Q) différentié deux fois.

On obtient donc de cette facon un systeme (&) dont les seconds

miner les dérivées entre ces relations et le sys-

membres sont connus en fonction des coefficients de (Q) dérivés deux
fois (exprimés en X, Y) et de P/, Q', ..., P™, Q™.

D’autre part, a notre équation différentielle linéaire et homogene du
troisieme ordre donnée, correspond un systeme (E) connu, et pour que
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(E) et (&) coincident, il faut et il suffit que les seconds membres de (E)
et de (&) coincident; d'ou deux relations (E,)

9(b—a*—d)=A,
27[2a(a’*+a’) — 3ab — &'+ c¢] =B,

A et B étant connus en fonction des quantités I, J, M, N, de leurs déri-
P Q)
v uy PP .

-

vées premiéres et secondes et de P’, Q', .
Pour que I'équation du troisieme ordre soit intégrable algébriquement,
il faut et il suffit que le systeme (E,) admette une intégrale particuliere
X =P(x), Y=Q(«x) rationnelle en x (la condition relative a « étant
supposée remplie).
Il est donc bien évident ainsi que les quantités I, J, M, N et leurs déri-
vées interviennent seules.
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TROISIEME PARTIE.

§ 1.

RECONNAITRE SI UNE EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE
DU TROISIEME ORDRE EST INTEGRABLE ALGEBRIQUEMENT.

1. Considérons I'équation différentielle linéaire du troisieme ordre a

coefficients rationnels
(D) ¥+ 3ay” + 36y +cy =o;

proposons-nous de reconnaitre si son intégrale géncrale est algébrique,
et, dans le cas ot elle lest, de la déterminer.

L’équation (D) doit d’abord avoir ses intégrales régulieres aux envi-
rons de tout point singulier, le point oo compris; par suite

i=m
Z =
3
Zz — o
=1

a

I

ll

3
.,c—ott .Z'—o(i

(. — o4) (x——oai)- & — o

—Sadx

I faut, en outre, comme on I'a va p. 73, que e soit algébrique,

c¢’est-a-dire que les coefficients cl,; soient commensurables.
Ces conditions vérifiées, le changement de fonction

),. = Ye—jadx
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ramene |'équation (D) ala forme

(D) Y7 =39V +9Y,
ou
Q=a*+d—0b et Q:——za3+a”—;—3ab—c.

9. ExTENSION DES THEOREMES DU P. PEpin.

Soient Y Y Y. trois intégrales linéairement distinctes de D)
1 2 3 g
posant

Y, = 1Y, Y,=VY,,
ona (p.72 ,formule F)
17'::: C(U/VI/__Ullvl)—l.

Les diverses déterminations de U et V forment un groupe linéaire
fini (o) dont je désigne par N le nombre d’opérations. On pent supposer
U et V choisis de telle sorte que le noyau du groupe («) soit ramené a sa
forme canonique ('); les diverses substitutions de ce faisceau s’obtiendront
en multipliant U et V par les puissances d’une racine primitive d’une

équation bin6me telle que
gf=1.

Le nombre i est dit l'indice du groupe (a.); c’est un diviseur de
I'ordre N du groupe

N =nk,

On connait, d’aprés les travaux cités de M. Jordan, les nombres N et 1.
relatifs & chaque groupe fini.
Les diverses valeurs de U'V”/ — U”V’ relatives aux substitutions du

noyau sont racines d’une équation binome de degré i, ou celles de Y,

(1) Voir C. Jorvax, Atti della R. Accademia di Napoli, vol. VIII, n° 11, p. 15. Voir
aussi les Mémoires énumérés p. 25.
B. 12
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d’une équation binéme de degré 3 .. L’équation algébrique qui définit Y,
sera donc de degré 3N ou 3wn, et ne contiendra que les puissances
de Y°*, c’est-a-dire qu’elle sera de la forme

Y31.uz_+_/)'Y3p<(rz~—i)_1.__p2Ysy.(n—2J_+_ . -_{_p”_iY3p._f_p”_____ O,

les coefficients p étant des fonctions rationnelles de .
On est ainsi conduit 4 énoncer les théorémes suivants, extension de ceux
du P. Pépin rappelés dans I'Introduction :

81 Uéquation (D) a son intégrale générale algébrique, cette intégrale
est de la forme
T = O(‘Yl -+ IBY‘z -+ YY:;’

Y,, Y,, Y, étant trois racines, linéairement distinctes, de I’équation

(H) Ygr’”—}—p,Ym’“’“”—ﬁ— o Yo +p,=o0,

7

/

les nombres 3G et n ayant pour valeurs l'un des sysiémes contenus dans le
Tableau suvant :

Neos Indication du groupe. Ordre N. Indice w. J. n
1 Groupe de M. Valentiner............. 360 3 9 120
2 Groupe de M. Klein. ................ 168 7 21 24
3 Groupe de Hesse................. ... 216 3 9 72
h Groupe de la cubique harmonique et
de sa hessienne.................... 72 3 9 12
5 Groupe de la cubique harmonique..... 36 3 9 24
6 Groupe icosaédrique ternaire....... ... 6o 5 15 12
7 Groupe tétraédrique binaire......... . 12 3 9 4
8 Groupe octaédrique % o 5 R 24 4 12 6
9 Groupe icosaédrique »  .......... 60 5 15 12
10 Groupes analogues & ceux du diédre. . . 3 Indéterminé, 3 3

Je laisse en dehors de cette énumération les groupes mondmes, ana-
logues aux groupes cycliques, pour lesquels les intégrales particuliéres
Y,, Y,, Y, sont des racines d’équations bindmes :

YVi=e.(), Yi=o,(), Yi=g,(a),

ou ¢, 9,, o, sont des fonctions rationnelles de .x.
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3. M#raooE pE J. LiouviLLe,

Le probléme est ramené & reconnaitre si I'équation (D') admet pour
intégrales les racines de I'équation (H), 9% et n étant donnés (par exemple
pour le groupe de Hesse qui nous occupe, 9% == g et n = 72) et les coef-
ficients p, étant des fonctions rationnelles supposées réduites a leur plus
simple expression. La méthode des coefficients indéterminés permettrait
de vérifier s'il en est ainsi, & I'aide de calculs purement algébriques, sous
condition de connaitre une limite supérieure du degré des fractions p,
en .

Soient y,, Vs, - - -» ¥ k solutions de (H) différant entre elles autre-
ment que par un facteur constant (*); formons I'équation différentielle a
laquelle satisfait le produit

Zk:ynym 9 Ve

ou, ce qui revient au méme, I'équation différentielle linéaire qui admet
pour intégrale la fonction

k
Zk :y' .
Cette équation est d’ordre

(k+1) (k+2).

9 )

elle a pour points singuliers ceux de I'équation (D) donnée, et elle doit

étre vérifiée par la fonction
i
1,= \/i’k(-”)-

On cherchera donc (?) les intégrales de I’équation différentielle en Z,,

(') Y1, Y2 - - -» yi forment, selon I'expression de M. Fuchs, un systéme réduit de racines.

(?) J. LiouviLe, Journal de I’Ecole Polytechnique, cahier XXIL, p. 154 et suivantes.
A propos de la formation de I’équation différentielle en Zy, voir auss’i le Mémoire Sur les
équations différentielles linéaires de M. P. AppELL (Annales de UEcole Normale supé-
rieure; 1881).
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de la forme
/)
S(z)’

R(w) et S(«) étant des polynémes. S(x) ne peut admettre pour racines
que les points singuliers de (D’); la formation des équations fondamen-
tales déterminantes de I'équation en Z,, relatives i ces points, fait connaitre
'ordre maximum de ces racines, et par suite le degré maximum o de S(x).
La considération du point « donne une limite supérieure p du degré

de R(x); soit, en effet, A I'ordre maximum du point o pour I’équation
| 2 & ) p p q

donnée (D'); I'ordre d’infinitude de p,(x), ou de g%pourx = o0, doit
étre inférieur a 9 (n — k)2, et par suite

p <o+ I(n—k)

Le degré des termes des fractions rationnelles p,(x) étant ainsi limité,
la question est achevée.

Cependant, d’une part, ces limitations de degré sont tres pénibles, a
cause de la formation des équations différentielles successives en Z,, dont

] | . 7 4
I'ordre, pour le groupe de Hesse, atteint iRV 2701.

2
D’autre part, cette méthode est inapplicable au cas des groupes ana-
logues aux groupes du diédre (cas n° 10), le nombre n pouvant alors
dépasser toute limite.

4. MErnope pE M. PaINLEVE.

La méthode suivante, due & M. Painlevé ('), résout le probléme de Ia
maniere la plus breve, et sans laisser de cas d’exception. Elle peut en outre
etre étendue au cas ou les coefficients de 'équation (D) donnée sont algé-
briques.

Si (H) est intégrale de I'équation (D), y°° est une fonction algébrique

(') P. Paweve, Sur les équations différentielles linéaires (Comptes rendus, t. GV;
4 juillet 1887).
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susceptible de prendre z valeurs, etil en est évidemment de méme de

LY ()

Y 3 Yo

9 r ’ ’ ’ 7 . 9 : = A
De plus, I'intégrale générale étant algébrique, z n’aura que des poles
simples, a résidus commensurables (le pointw compris).

Recherchons s’il en est ainsi. Soit
(H) Pu—+P, v='4+P, 07 +...+Pu+P,=o0

la relation qui définirait «. Supposons qu’on sache limiter le degré en x
des coefficients P,, P,_,, ..., P,. La méthode des coefficients indéter-

minés permet alors de reconnaitre si I'équation différentielle du second
!

by 7 ¥ S ¥ S 4 o Y
ordre, analogue & I'équation de Riccati, vérifiée par la fonction v = 5 et

déja rencontré p. 73 :
W +3ud +uw=3%+

est vérifiée par une relation de la forme (H,); elle fait de plus connaitre
cette relation quand elle existe. L'intégration de I'équation (D) est alors
ramenée a la quadrature /
YY = (),

& (x) désignant une fonction algébrique connue de x, a n valeurs, et le
probléme revient 2 reconnaitre si la différentielle algébrique b (x) dx
s'intégre par un seul logarithme. C’est le probleme d’Abel.

Revenons donc & la limitation du degréde P,,P,_,, ..., P,, P en .

Si ’on détermine une limite supérieure = du degré de P, en x, P,_,,
s> - - -5 P, P, seront de degrés inférieurs & (® +n).

Soit, en effet, M le degré maximum des polynomes P. Changeons

P

9 o I 7 . . A
dans 1"équation (H,) x en ; 1 équation obtenue, mise sous forme entiere,

s'écrit

QX)X w4 Q_ (X)X - 4+ Q (X)X =0,
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o, étant le degré de P,(x), I'un des exposants M — o, étant nul et les
polynémes Q n’admettant pas X en facteur. Comme v,, u,, . . ., %, sont
infinis d’ordre un au plus pour X = o, leur produit sera infini d’ordre
au plus, la somme de leurs produits (2 — 1) a (n —1) d’ordre (2 — 1) au

plus, et ainsi de suite. Done

Oy — O, < 72 ou Gy <=, Oy~ T2,

— %, < n—1 o, < &,+n—1I,

...........................

Ainsi la question est réduite a la recherche d’une limite supérieure du
degré en x du polynéme P,(z). Gonsidérons pour cela le produit de 7
valeurs distinctes (ne différant pas seulement par un facteur constant) de

i
f u; dz
yi == evx,

fx(u,—;—u2+...—|—un)dz . Q .'L‘)
VYoo Vo= R(z)

en désignant par gifc; le terme p,, indépendant de y dans I’équation (H).

Les zéros de P,(x) sont :
° Ou bien des points & = « singuliers de I'équation donnée, points

)
c’est-a-dire

en nombre connu m;

2° Ou bien des points tels que 2 = &, annulant Q (x) et étant des zéros
entiers de y,, ¥,, . .. ou Jy, [car, si £=> n’est pas un point singulier
de 1’équation proposée (D), les intégrales sont holomorphes dans le do-
maine du point & == b].

Cherchons une limite supérieure M du nombre des points b. A cet
effet, remarquons que les zéros de R () sont des points singuliers  =a,
et Ion sait calculer leur ordre maximum; si donc on écrit le produit
Yy Yy o+ -, Yy sous la forme

_ Mz —a)% (z—b)}
.7’4,72--~.7n>— H(x_a)w
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ol1 les exposants o et o’ sont fractionnaires positifs, et les exposants 2
entiers positifs, on connait une limite supérieure de Yo/, De plus, on
sait ’ordre maximum r de chacune des intégrales y,, y,, ..., ¥, pour

I . I . 7 s \
2= X = o0; leur produit étant d’ordre inférieur ou au plus égal a nr,

on a I'inégalité
28+ Zo—Za' < nr,

et, a fortiort,

LB < nr—+Xd.

La connaissance de X et de r, qui résulte de la formation des équa-
tions déterminantes fondamentales de I'équation (D") pour ses divers
points singuliers, le point « compris, fait connaitre une limite supérieure
de X3 et, par suite, une limite supérieure M du nombre des points
&L == b.

1l en résulte que le degré de P,(x) est au plus égal a

n(M+m),

puisque les poles de «,, #,, . . ., u, sont du premier ordre.
Le probléeme proposé est donc bien ramené a de simples calculs algé-

briques.

3. ExrtExsioN DE ra mETHODE DE M. KLEIN RELATIVE A L’EQUATION DU

SECOND ORDRE.

Un troisieme procédé, dont I'indication est aussi due & M. Painlevé,
généralise élégamment la méthode de M. Klein signalée dans I'Introduc-
tion. Il consiste & reconnaitre s’il existe un systeme de_fonctions ration-
nelles P(.x) et Q(x) vérifiant le systeme d’équations différenticlles simul-
tanées du quatriéme ordre (E,) formé dans le § 4 de la seconde Partie.

Pour que l'intégrale de (D) soit algébrique, il faut et il suffit, en effet,
comme on I'a vu (la condition relative & a étant supposde vérifiée), que
Iintégrale du systéme (E) soit algébrique, autrement dit que, pour un
groupe fini (o), les équations (E,) admettent un systeme d’intégrales
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P, Q rationnelles. Nous allons reconnaitre s’il en est ainsi pour le groupe

de Hesse.
Ces fonctions une fois connues, l'intégrale générale de I'équation (D)

sera définie par les équations

f(Ua\/) - P(JL‘),
ys(Ulvl/_ U//vl) eafadx — (O'uU "I—ﬁv—f— ]/)3’

/et g étant les fonctions invariantes fondamentales du groupe de Hesse,
et o, 3, v des constantes arbitraires. Or, on a vu que

UIV//__ U//vl — V [P/Ql/ . P”(Q/-i‘ SP/QI(NQ/ . MP/> 4 JQI:; . IP/?]

et
I AsS

V=3=— @3.eK

La détermination de I'intégrale générale est doncun probleme d’élimi-
nation qui n’offre que des difficultés algébriques : on a & éliminer U et V
entre les équations

A*P(x)+ 3B=o,
A’Q(x)— 2D =o,
7 A [P'Q —P'Q+3PQ(NQ —MP) 4+ JQ"” — IP'®] et S«
= CK (o, U+8V+7,)%,
o,, (,, 7, étant les constantes d’intégration; A, B, G, D, K les fonctions
définies au § 2 de la premiere Partie, ou l'on remplace «, ¢, w par
U,Vv,I1.

Ia recherche des fonctions P et Q pourra se faire par la méthode des
coefficients indéterminés, a 'aide d’opérations algébriques, dés que I'on
aura trouvé une limite supérieure du degré en x des termes des fonctions
P et Q. Siles équations de conditions fournies par l'identification pré-
sentent quelque impossibilité, c’est que le systeme (E,) n’admettra pas
d’intégrales rationnelles pour le groupe de Hesse.
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La question est ainst réduite a la limitation des degrés de P et de Q.

C’est la la difficulté qu’il s’agit de lever.

6. L’équation (D) ayant toutes ces intégrales algébriques, les racines
des équations déterminantes fondamentales relatives aux points singu-
liers o; et au point o devront toutes étre rationnelles et distinctes (*). 1l

nous sera permis de supposer, pour plus de simplicité, que le point
x =0 est un point ordinaire; car, s’il en était autrement, il suffirait
de poser g

;L‘:(;)mf—;{,

, . . .
w étant un point quelconque non singulier.

Pour le point o, I'équation déterminante est
(1) 7’(7‘——1)(7‘—-2)—!—3@%[7’(}”——1)——]—-31!1)L-7’—1—@‘.:O.

Sil'on fait x = % dans I’équation (D), le point X = o0 doit étre un

point ordinaire, ce qui entraine entre les coefficients les relations

E lef)l: 2’ E ‘U})i: 2,
E Ei=0, E b= 0, E =1, £ =0,
La somme des racines de I'équation (1) est : 3(1—,), et, par suite,

la somme des racines des équations déterminantes relatives & tous les
points singuliers, en nombre m, est

[5) 2
3(m—2) (?).
7. L’introduction des racines des équations déterminantes permet de
donner au premier des invariants de M. Painlevé une forme dont on
tirera parti plus loin. On a

e ml.):'.!—’lﬂ i — oo K
3(a' +a'—b) =3y ki NV

7(?&—04)2 £ — o;

(*) Voir, par exemple, J. Tannery, Thése, 3¢ Partie (Annales de I’Ecole Normale, 1875).
(*) Clest un cas particulier d’un résultat bien connu. Voir C. Joran, Cours d’Analyse
de U’Ecole Polytechnique, t. 111, p. 206 (2¢ édition).

B. 13
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Or
U4 ]
r+r"+r"=3(1—,),
4+ +r"r =2 —3h,+ 3,
r/r//r”/ —— @L.
D’ou

- (F 1" 72— g+ 3 [2— (77" + 2 r" 4 7"7)]
o 9

i (7" . 7‘”)2 + (,.I/__ I‘W)2+ (’,Jl/_ I")2 —6

—— 18 '

Les termes quadratiques de la décomposition en éléments simples de la
fonction rationnelle 3 (a* + @’ — b) ont, par suite, pour expression

(rl__ r//)g + (rl/__ ].,r//)g i (,,///_ ’,,/)2
— I B 6 &
_ Z (2 — a;)? ’

c’est 'extension de la forme donnée par M. Klein a I'invariant schwarzien.

Les termes cubiques relatifs au second invariant
[2a(a® +d)— 2ab — b +¢]

s’expriment d'une maniere un peu plus compliquée en fonction des mémes

racines; mais je n’aurai pas a les utiliser.
8. Si, dans une intégrale de (D),
y=49(x).

L |

x‘) . \ 7 ’
on pose & = _= ) sera une fonction homogene de degré zéro de x, et x,.
1

Faisons le changement de fonction
y=(2,— o, 2,) (x,— @y, ). .. (x,— w,x,) = (x,,x,),

ou les exposants a,, . . ., g, sont des nombres rationnels; II (x,, x,) sera
une fonction homogene de degré

B=—(0,+0,+...+07,).
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Soit 7, la plus petite racine de I'équation (1),
r,<r, <r.

Sil’on prend 6;:= r;,la fonction II, relative a une mtegrale quelconque
admettra les facteurs (x, — a,x,) avec les exposants r, —r, r,—r, ouo.
Ces exposants sont positifs ou nuls, et en aucun point la fonction II ne
deviendra infinie. C’est ce que M. Klein appelle une forme transcendante
entiére de x, et x,. Toutes les formes II ont pour degré

B=— 3T

S(rf— )+ 5(ri— ) — 3(m — 2)
3

ou
B =

-

en tenant compte de la relation donnée a la fin du n°® 6.
La décomposition en éléments simples de la fonction 3 (b — &' — a*),
dont je suppose calculés les termes quadratiques

permet de déterminer une limite supérieure de %. On a en effet
(r— P 4 (r—r ) 4 (1] — 1) = 6[ M, +-1],

et, par suite,

R T N ) S N ERR D

B < %2\/2(M,-—|—1)-——(m——2).

9. Cela posé, considérons les relations

ou

P,(z) _ B(U,V,1)

Py(z) A2(U,V,:)’
Qi(z) D(U,V,I)’
Q.(z)  AU,V,1)
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ou ¥ V73,

—_—

I Y

P, etP,, Q, et Q, sont supposés sans facteurs communs. Soient II,, I1,,
II, les formes enti¢res (sans infinis a distance finie) correspondant aux
intégrales y,, ,, 5. Elles sont d’un méme degré d’homogénéité = calculé

plus haut. On a

_ s _ I
U= T’ ¥ = .

Rendons homogenes les relations ci-dessus en remplacant x par %; il vient
2
d’abord
P (21,
[)/2 (xq y Lo
B (IL,, IT,, II,) et A*(II,, II,, II,) sont du douziéme degré en II,, TI,, 1T,
et sont proportionnels aux polynémes P’ (x,, ,) et P, (z,, x,). Mais II,
I1,, II, étant des formes entieres de x,, ,, B(IL,, IT,, II,) et A*(I1,, II,, IT,)

en sont aussi, et ces dernieres sont nécessairement des formes rationnelles

B(M,, Iy, )
A(1L,, I, 11, )

—
)

dex, et x,. De méme que II,, II,, I, elles sont sans infinis & distance finie.
Il s’ensuit qu’elles sont non seulement proportionnelles, mais bien iden-
tiques aux polynémes P,(x) et P,(x) rendus homogenes, P’ (x, , 2,)
e Pl s

La considération du degré d’homogénéité montre alors que le degré des
polynomes P est 12%.

De méme, le degré des polyndmes Q est 187.

Une limite supérieure de chacun de ces degrés se déduit de la décom-
position de I'invariant de M. Painlevé, a savoir *

82\/2(1\L—[—1)——12(m»~ 2%,
122\/2(1Vl,-+1)——18(m—— 2).

Si I'équation est donnée numériquement, comme les racines des équa-
tions déterminantes sont commensurables, on sait les calculer et il y a
alors avantage a prendre la valeur exacte de @ : — Xr).

En résumé, quelque méthode qu’'on adopte entre les deux dernieres,
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FQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 101

les calculs seront sans aucun doute trés compliqués : on a seulement voulu
montrer que le probleme est susceptible d’une solution complete.

§ 2.

RECONNAITRE SI UN SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES (A)
EST INTEGRABLE ALGEBRIQUEMENT.

1. Un systéme (A) d’équations linéaires simultanées aux dérivées par-
tielles du second ordre, & coefficients rationnels, étant donné, il s’agit
de reconnaitre si son intégrale générale est algébrigue et de la former
dans le cas de I'affirmative.

I1 faut d’abord que

o f(ai+bg)dx+ (b‘+cﬂ)d 7

soit algébrique, et alors nécessairement de la forme VY (2,7), T (x,)
étant une fonction rationnelle de x et de y, et p un entier.

Je suppose cette condition vérifiée, et le systeme ramené a sa forme
canonique. On s’assure en outre que les relations d’intégrabilité sont
identiquement satisfaites.

2. Etudions maintenant la nature des intégrales du systéme (A) dans
le voisinage d’une ligne singulicre
¢(x,y) =0,

o (x,y) étant un facteur irréductible figurant dans les dénominateurs des
coefficients a, b, c. Cette question a fait 'objet de plusieurs Mémoires de
M. Horn () et d’une courte Note de M. Fuchs (*). Je me bornerai aux

(*) J. Horn, 1° Ueber ein System linearer partieller Differentialgleichungen (Acta
Mathematica, t. XII, p. 113).

920 Ueber System linearer Differentialgleichungen mit mehreren Verdnderlichen
(Habilitationsschrift der Universitit Freiburg i. B. 1890).

Un extrait de cette Thése, ou Pauteur étend au systéme (A) la théorie devenue classique
de M. Fuchs, a été publié dans le Tome XVI des Acta Mathematica, p. 337-347.

(?) L. Fucas, Sitsungsberichte der Akademie der Wissenschaften su Berlin, 1892,
S. 157.
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102 A. BOULANGER.

indications indispensables pour la suite, renvoyant a ces travaux pour
plus de détails.
Des deux premieres équations du systéeme (A), ou 'on a par hypo-

these
a,-+b,—o, b, +c,=o,

on déduit I’équation du troisiéme ordre

0%z dloga, 023 B i @ g{
oxd dxz odx® Hrg i 2—a2c2+a20x as) | oz

0 [a
- [a2bs — aabz - a, or (;:)] zZ =0,

/

(U)

qui définit z comme fonction de x seul, y étant considéré comme constant.

Soit y, une ordonnée quelconque ne passant pas par un point singu-
lier de la courbe ¢ = o, ni par un point commun a cette courbe et & une
autre ligne singuli¢re, ni par un point ou la tangente soit parallele 8 O.
Soit a,(y,) une racine de I'équation ¢ (x, y,) = o; si I'intégrale du sys-
teme (A) est algébrique, il en est de méme pour Iéquation (U) en x, et,
par suite, cette derniere a ses intégrales réguliéres dans le domaine du
point a,(y,). Cest dire que cette équation (U) est de la forme

Pz Mi(zy) 22 Ma(z,y0) 02 Ma(zye) o
0z’ x — a;(y,) 0z* [z — ai(y,)]? 0z [z —ai(yo)]P” 77

M,, M,, M, n’étant pas infinies pour # =a, De plus, les racines de
Péquation déterminante fondamentale relative au point x = «,

r(r—1)(r—2)+M,[a(y,),),]- 7(r—1)

A% i
( ) +M2[ai(yo>7yo]'r"i_Ms[ai(yo)a.yoJ:0

sont commensurables et distinctes. Mais le groupe de 1'équation (U)
coincidant avec celui du systeme (A), ses substitutions sont indépen-
dantes de y; par suite, les racines de I'équation déterminante (V) sont
indépendantes de y, : ses coefficients, qui sont des fonctions rationnelles
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du point de la courbe algébrique ¢ = o, ont donc une valeur indépen-
dante de y,.

En outre, ¢(x,y) étant irréductible, I'équation (V) a les mémes ra-
cines, quelle que soit la détermination a,(y,) choisie. On conclut de Ia

", 1" les racines de I’équation (V), dites expo-

que si l’on désigne par 1’, r
sants de la courbe singuliére ¢ = o, le systéme donné (A) admet un

systeme fondamental d’intégrales de la forme

717 < ]/ ’-l/ L rlll
o7 (2,0)- 05 9" (@,0).L, ¢ ()87,
¢, 0", (" étant des fonctions uniformes et finies dans le domaine des
points de la courbe ¢ = o.
M. Horn a établi que cette circonstance ne pouvait se présenter que
dans le cas ou le systeme (A) est de la forme

o r=Ap+A,q+A,z,
o' s=B,p+ B,qg+ B,z,
o't =0C,p+C,qg + G,z

]

les nouveaux coefficients ne devenant pas infinis pour les points de la
courbe ¢ = o, et A,, A,, B,, B,, C,, G, n’étant pas tous divisibles par ¢.
On s’assurera que le systeme donné présente cette forme (').

Pour que les intégrales de 1'équation (U) soient réguliéres aux envi-
rons de la courbe singuliére ¢ = o, il faut et il suffit que ses coefficients
successifs contiennent au plus en dénominateur 9@, ¢* et ¢*. L.e premier
réalise stirement cette condition ; quant aux deux autres, si on les exprime
en fonction des coefficients A,, ..., B,, ils conduisent aux identités de

(') Nous déduirons de l1a une remarque relative au systéme particulier (A,) formé
p- 56 ; Pun au moins des coefficients de z, a savoir :

L e OM o oM ON oN 0l
2(1\1 —{—IN)A;);—!—E“}/: 1J — MN —r-d—x—‘r‘ a—};) Z(l\ +J¢\1)—@——F‘ (—);7

se réduit au quotient par (z -+ y +1) (42 +27y?) d’un polynéme du second degré
en z et y.
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condition

[A3 A (%7 <—2—;>] ¢"' +B; — A,C, = O (x,7) 9™,

d A % R h—
A, %(A_DCP "+ A,B, —AB, = ¥(x,y) 9",
P(x,y) et I'(z,y) désignant deux fonctions rationnelles qui ne contien-
nent pas ¢(x,y) en dénominateur. On vérifiera si ces conditions sont
satisfaites, et en méme temps on aura les coefficients de I'équation dé-

terminante
r(r—1)(r—a2)+ar(r—1)+fr+vy=o

relative a la courbe ¢ = o : en effet, « est 'exposant de la puissance de o,
qui est en facteur dans le dénominateur de a,; quant a § et v, ce sont
les valeurs que prennent, pour un point quelconque de la courbe ¢ = o,
les expressions

oz, y) o4 ¥(2:2)

kdcp s € do\?
(dm) <5.72>

J’ai déja dit que les racines de cette équation doivent étre commensu-

rables et distinctes.

Dans le § 12 de la these citée tout a I'heure, M. Horn indique un pro-
cédé pour former directement I'équation déterminante sans passer par
I’équation du troisieme ordre (U); mais il nécessite des calculs plus longs
que la marche exposée ci-dessus.

Bien entendu, si ¢ = o était indépendant de &, on aurait recours i
I’équation linéaire du troisieme ordre définissant z comme fonction de y
seul, @ étant regardé comme constant.

3. Apres s’étre assuré de la régularité des intégrales dans le domaine
des points des lignes singulicres et de la condition imposée aux exposants
de ces lignes, on abordera le probleme proposé par I'une des trois mé-
thodes exposées dans le Chapitre précédent.

Quelle sera d’abord la forme en z de I’équation intégrale?
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Soient z,, z,, 5, trois intégrales linéairement distinctes de (A); posant

By— U2, By == VE s

Foo (BN 0% dvAT
e dx dy dy oz

on a (page 46)

Par un raisonnement absolument identique & celui qui a été employé a
propos de 1'équation linéaire du troisiéme ordre, on arrive au résultat
sulvant :

Si le systéme (A,) a son intégrale générale algébrique, cette intégrale
est de la forme
Z =0z, + @Z2 —+ %5

z,, 34, 5, étant trois racines, de rapports dépendants de x et y, de U équa-
tion
g, P+ g, 2+ g,=0,

les nombres I et n étant pris parmi les systémes donnés page 9o, et les
fonctions ¢,, . . ., q, étant rationnelles en x et y.

On saura dés lors reconnaitre, par la méthode des coefficients indéter-
minés, si le systtme donné a son intégrale générale algébrique et corres-
pondant & un groupe linéaire fini donné, des que le degré en x et eny des
coefficients ¢ sera limité.

En considérant successivement x et ¥ comme constantes, on pourra
limiter ces degrés par I'application de la méthode de Liouville a I'équation
linéaire du troisieme ordre (U) et & I’équation analogue relative a y.

On pourra aussi traiter ces équations par la méthode de M. Painlevé;
mais les calculs seront moins longs et plus symétriques en employant le
procédé suivant, extension de celui de M. Klein.

4. Pour que l'intégrale générale du systeme (A) soit algébrique, il faut
et il suffit que, pour un groupe fini (), le systeme (B, ) formé pages 59, ou
I’on remplace £ et par x et y, admette un systeme d’intégrales P(x,y) et

Q(x, y) rationnelles.
B. 14
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On vérifiera s’il en est ainsi dans le cas du groupe de Hesse, en suivant
la m¢me marche que pour I'équation linéaire du troisiéme ordre.
Introduisons les variables homogénes «,, «,, ¥, en posant
Xy 3 Z3y

X = — =
z, ) z,

Une intégrale quelconque du systeme (A) :

o o Xa X3
Bl e
(2, )) = z,’ Z,
est une fonction homogene de x,, ,, x,, de degré zéro.
Soit
cpl.(x,, Loy .’L‘3> =0

Iéquation homogene irréductible d’une courbe singuliére du systéme
(¢=1,2, ...,m), de degré p,. Faisons le changement de fonction :

=0 (2, Ty, Xy). . Q" (2,, 2y, x,) (2,, z,, B

.
m

@i - -5 P €tant des nombres commensurables; II(x,, x,, x,) sera une
fonction homogene de degré

w=— Pips

Désignons par r, r;, r; les racines de I'équation déterminante relative
a la courbe ¢,= o, supposées rangées par ordre de grandeur décroissante

m ” Lg

¥ Py s, Fo=l T

Sil’on prend
m .
P 1. (t=1,2,...,m),

les fonctions Il(x,, x,, @, ), qui correspondent aux diverses intégrales du
systeme (A), resteront finies pour toutes les valeurs finies de x,, z,, @,.

Cela posé, soient 1I,, II,, II, les fonctions II relatives aux intégrales

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 37/3 -4



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINKAIRES HOMOGENES. 107
%, 3y, 5, considérées plus haut. Les relations homogenes

B(“z, II;, H4) . 154 (xh Zay Ty)
A2(Iy, Wy, 1)~ Py (w, @3, @)
D(H-z, HSanl) _ Q'(x"x2’x3>7
A3(Il,, Iy, I0,) — Qs (@, @2, )

Q,

P 5 s
ou 5= et 5* sont les expressions rendues homogénes de P et Q, permettent

P, 7 Q,
d’évaluer le degré des termes de P et Q. En effet,

B(IL,, II,, II,) et A*(II,, II,, II,)

sont des formes du douzieme degré en II,, II,, II,, respectivement pro-
portionnelles a P, et P,; apres substitution des valeurs de II,, II,, II,
elles deviennent des fonctions nécessairement rationnelles de x,, x,, x,
et sans infinis, donc sans dénominateurs; elles coincident, par suite, avec
les polynomes P, et P, et 'on a pour degré de ces polynémes

— 12 E Pirss

Le degré des polynémes Q, et Q, est

— 1 82 BT

5. Le degré des fonctions P et Q étant connu, la méthode des coeffi-
cients indéterminés, appliquée au systeme (B, ), déterminera ces fonctions
P(x, y)etQ(x, y). Lorsqu’on les aura obtenues, I'intégrale générale du
systeme (A) sera définie par les équations

A’P(x,y)+ 3B =o,
ASQ(x7y)_‘2D:'07 :
Abz3 — (mu ik BV + .\()3 C:K cf(“z"'be)dx"'(bf"%)d?’ —=o,
@, 3, v étant les constantes d’intégration et A, B, G, D, K les fonctions

connues de v et v (w=1).
Il resterait a éliminer « et ¢ entre ces trois relations.
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§ 5.
EQUIVALENCE DE CERTAINS SYSTEMES AU POINT DE VUE DE L’ INTEGRATION.

1. Considérons I'équation de Riccati qu'un changement linéaire de

fonction ramene a la forme canonique
(1) ¥+t +M(z) =o.
Si I'on pose

FE= =g

~

cette équation se transforme en une équation linéaire et homogéne du

second ordre
(2) 2+ M(x)z=o,

dont le rapport ¢ de deux intégrales vérifie I'équation de Schwarz

(3) %—§<Z—7>2:2M(x).

M. Painlevé a démontré (') que les trois équations (1), (2), (3) sont rigou-
reusement équivalentes au point de vue de I'intégration : quand on sait
intégrer I'une, on sait aussi intégrer les deux autres.

Cette propriété estsusceptible d’une double généralisation que M. Pain-
levé a bien voulu me signaler et qui se rattache de tres prés aux questions
traitées dans ce Travail.

2. 1l s’agira d’abord des systemes différentiels ordinaires dont l'inté-

(1) P. Pamsteve, Lecons sur la théorie analytique des équations différentielles, professées
a Stockholm (1895); p. 230 et p. 29-30.
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grale générale est de la forme

PRI AGES JAGESAC)
29, (2) 1 £92(@) + 9(@)

— api (@) + Bea(@) + 95 (2)

o et { étant deux constantes arbitraires, les fonctions f, ¢, ¢ étant données.

La formation d’un tel systeme s’effectuera en éliminant o et (3 entre les
équations intégrales et les équations qui s’en déduisent par dérivation.
On obtient ainsi d’abord

3”\04——/; VA _—_f; Y Ps '_f3
z?l'_—"I}l 292—4'2 z<193~——kp3 =0,

Yo Ay o, —f yo,+ye,—/f yo,+ 5o, —/

ou bien en développant

’ ’ ’ ’

0, P 9 ?, 9, 9 ¢, 9 9,
fi fe Lol b e 9. 9, oz
VRN % 9. 9 S S S

S % 9 9 EI Lt iy ]f/ vl
=4 J; .f; .f; — \bl 4’2 #2 Y— 1% 9P 9 Z'—{.ﬁ /:_» j; =0,
'1"4 sz ¢, ‘ P P2 P et 1 ‘;’4 "(2 ‘1”3

équation de la forme
(I ¥ +Ay*+Byz+ Cy +Dz+F =o.

On obtiendrait, par un calcul tout semblable, la seconde équation du
systeme sous la forme

(1) 7+ B2+ Ayz+ Cy+D,z+F,=o.

Le systeme (I) dépend de huit fonctions de x. Par un changement
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linéaire de fonctions
s=ANY+wZ+v,,

dont les coefficients sont des fonctions de x convenablement choisies, on
peut ramener ce systéme a la forme canonique
| Y 4-Y*—Z=o,
(CR) ) 7/
| Z - YZ + do(2)Y -+ b (x) = o0;
c’est ce systeme qui généralise I'équation de Riccati (1).
Un calcul sans difficulté donne, entre les six fonctions qui interviennent
dans la réduction, les relations suivantes

(4) AN +Bx, =1,
(5) ' Ayp +Bp, = o,
(6) ¥pm —pd 4+ v, — v, 4+ A(Cp, — G, ) + 2, (Dp, — D, 1) = o,

(7) ' — e+ 2(Cp,— Gy 2) + p, (D, — D, ) = s, — pik,,

/

Vi — v+ (Ay 4By, ) (e, — v, )

v

8
i "'V(CH‘I_Cif")‘]—V«(ij‘«_DaV‘)_"‘Fiu'a—FHU‘:O’

V‘lka T {1.:7\ =5 (AV g BV«) (7\1 b— H‘J‘)

(9) e (Ol 0, e (D D e

Ce systeme définit linéairement les six fonctions inconnues. D’abord (5)

conduit a poser
uw=Hg, ®, = — Ae.

Les relations (4) et (7) donnent alors

I

Y= %D —BC, "ABIC=D, - AB—AB"

En ajoutant membre & membre les équations (7) et (9), et la relation
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résultant de la dérivation de (4), il vient

X[A%_}—zA’—A(C—D,) _ch,]
Y [Bi 4+ 2B —B(D,—C)— zAD] —o.

Cette équation, associée a (4), donne
% = 2¢ [B’—» BD,—C) _ AD]cp,
2 2
A = jﬁ—k [A’+ é——(D‘; © BC,] ©.

1

Enfin, pour calculer v et v,, retranchons membre a membre les équa-

tions (7) et (9); nous aurons d’une part

o' +2¢(Av +Bv,) +¢(C+D,)=o,

Lo LEPS i’] =;

ou
Av—|—Bv,::——[ . -

d’autre part, ajoutons membre a membre I'équation (8), divisée par ¢ et

la relation obtenue en dérivant I’équation précédente; il vient
v(A'— AC —BC,) +v,(B'—— AD —BD,) = ¢*+ &'+ FA —F,B.
v et v, sont déterminés par ces équations linéaires, dont le déterminant

1
est —-
?

Revenons au systéme canonique (!), qu’on peut écrire

Z=Y +Y?,
(&4) 7 v/ 73
Y +3YY +Y?+ ()Y +b(x) =o.

=

Si 'on pose
C/

Na VLAY

=
|
|
N
|
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la premiére équation est vérifiée identiquement, et la seconde devient
(£) 0"+ o () 4+ (x){ = o.

£,,%,, {, étant trois solutions de cette équation linéaire et homogeéne du
_ troisiéme ordre, I'intégrale générale de cette équation sera de la forme

m{, 4 nl,+ p{,,

m, n, p étant trois constantes, et I'intégrale générale du systeme (),
dont la forme est connue a priori, sera

mf +nl +C - ml 4+ nl 4+ ¢}
(o) Y, = g = 8 7, = —! = 2.
(10) T mG 4+ nG+ Gy T ml+nl+ G

Si maintenant on pose

les fonctions u(x) et ¢v(x) vérifient le systeme

- 3(d D) a\:
—("-L,—'—'[[(-J) ~—3JL:(30):0,
DI
d

(2
()
6d/(d"+ 3D) N\ , .
e <g> + g[ (x) — 3ub ()] = o,
d=u' v — u'v,
D — lt” 0/// . [L”/ ‘)//’

. N Z8l ’ - . 7 ; ., . 9 7 . ) -
systeme déja formé page 71, et qui généralise I'équation de Schwarz.

5. Je dis quil y a équivalence, au point de vue de I'intégration entre le
systtme de Riccati (R), I'équation linéaire et homogene du troisieme
ordre (£ ) et le systeme (3).

Il est d’abord évident que I'intégration de I'équation (. ) fait connaitre
I'intégrale générale des systemes (R) et (8).

D’autre part, {,, {,, {, étant trois solutions linéairement indépendantes
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de (. ), les expressions

_ & _ S
Y=g =g
G g
Yo=g» Zs=g
Ysz%a Z3:%—;

sont trois solntions particuliéres du systeme (R ), dont I'intégrale génerale
peut alors s’écrire

\ T o mY,§+nY,4, - Y, 85 A m7 G+ nlylo—+ Z3§3.
AT = ) 5 7
mGy+ nly+ &; mG —+nls+ Gy

Mais, puisque I'équation (£ ) manque de terme en ¢, &,, C, véri-
fient la relation

_‘C-l :2 (C'3
C, Z; Cg =0,
& &5
ou (
Ca €2 C:i
¢ 8 E | =const.,
g o oGl
ou encore
1 1 1
(12) 64 1Y, Y, Y, |=const.
Z, 7, 7,
Soit
1 1 I 1 1 1
A=1Y, Y, Y, |, A=1Y, Y, Y, |,
Z, Z, 1Z, Z, 7, 17,
1 I 1 1 1 1
A= ¥, Y. ¥, | A=Y, Y, Y, |;
r3 4 Zi Z4 Zl Z2x
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les équations (11) et (12) donnent

mg, . nGsy . Cs _c (;/m
T e W W
ou
m?2 Cd A3
nCG >t A A, A,
n® ey . A}
mG 2~ A A4,

I C;;__ A; .
mnC 737 AAA,

s/m*y 3/ n? s/ 1 e
Comme \/n(}‘”’ \/ ;1—(]@2, V ?}ZZC(” sont encore des intégrales de

I'équation (£ ), onvoitqu'a quatre intégrales (Y,,Z,), (Y,,Z,), (Y,,7,),
(Y,, Z,) du systeme (R) correspondent les intégrales de I'équation (. )

P - . —
2 : y_ 8/ A ) Ay
C'_—\/A2A3A4) b2—\/ 1 sA/‘} C3—— AaAzA!;)

dont les rapports font connaitre une solution du systeme (3)

_Q: A,
u— T p— —A—a’
§3 A,

(0 =) —
CI A

D’ailleurs la connaissance d’une intégrale particuliére u(x), ¢(x) de ce
systéme (8) entraine celle de I'intégrale générale; il suffit d’effectuer sur
« et v une transformation homographique a coefficients constants.

Il résulte de la que lintégration du systéme (R) entraine celle de
I’équation () et du systeme (8).

Enfin. connaissant une solution particuliére «(x), ¢ (x) du systeme (),

) p 0 y
on a, d’'une part, trois solutions particulicres de 1'équation (. ) (voir
p- 72)
C - 7 9 “ Z — "}_‘7—7
! \/ Y —u - \/ e i ‘/ wo'— W'

JX
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FQUATIONS DIFFERENTIELLES LINKAIRES HOMOGENES. 115

et d’autre part la solution générale du systéme (R), d’apres les rela-
tions (10).
1’ équivalence annoncée est donc complétement établie.

A. Cette généralisation peut étre faite d’une maniere différente.

Nous allons considérer maintenant les systémes complets d’équations
aux dérivées partielles du premier ordre dont I'intégrale générale est dela
forme

U— afy (2, y) + gﬁ(@)”)‘*‘f%(xvy),
apy (2, y) + B2 (2, ¥) + ¢3(2,7)

v — Wulzy) + Bya(2yy) + ds(25 )
apy (2,5) + Boa (2, ) 4 93(22¥)

o et (3 étant deux constantes arbitraires.

On obtiendra d’abord la forme de ces systémes en éliminant o et {3
entre ces équations intégrales et celles qui s’en déduisent en dérivant par
rapport & x et & y. Un calcul trés analogue a celui donné plus haut
fournit comme résultat

%+AUH$UV+CU+DV+F:m

%+muuﬁﬂV+QU+uV+E:m
N +B V24-A UV+G,U+D,V+F,=o,

f%=&w+AﬂV+QU+mV+R:m

les conditions d’intégrabilité étant identiquement satisfaites, ce cui ne
laisse subsister que huit fonctions arbitraires.

Nous allons ramener ce systéme, nouvelle extension de I'équation de
Riccati, & une forme canonique remarquable. En posant

U=Xu—+pyo,

V=2xu—+p,v,
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116 A. BOULANGER.

ou A, [, A, (, sont choisis de maniére a vérifier les conditions

A 7\—!—-]3 )\' =I,
Ap+Bp=o,
AHU‘+BHU‘1 =1,

A,)\ +B47\4 = o0,

on fait d’abord prendre au systeme (!, ) la forme

du
5, TWtcecu+rdov+f=o,

du

dy»f«uv—}—c,u—;—d,v—:—_ﬁ::o,

dy
9 T ut+cutdy+ f==o0,

J
%—1—02 e u—+d, —+ f,=o.

Posons ensuite
=0+ o,

=70 4y,
avec les conditions
¢ +d,+3¢9=o,

¢, +d,+ 34 =o,
et nous obtiendrons la forme nouvelle

90
5 O 4+-C 0+® Y+ F =o,

0
5+ 09 +C,0—€ V+d,=o,

09
5+ 00 —®,0+®,0 +J,=o,

20

3 P +C, 0+ 0,9+ F,=o.

Détaillons maintenant les conditions d'intégrabilité que nous avons
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KQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES. 117

laissées de coté tout a’heure. En exprimant que I'on a identiquement

20 020
dzdy ~ dyox’

on est conduit a écrire qu’'un polynome du second degré en O et © est nul
identiquement; le coeflicient du terme en ©? est nulidentiquement, et les

autres termes donnent les cinq relations

e, + ®,=o,

e +®,=o,
| \ e 0o
—5‘9.—_:2[@ ~——@®3]—a};+@;
fJe o®
27.&’,——5’?’2:@ -4—%—3 — ®E, -+ CM®,,

5 & 0F
Q?Z@"I“j‘@"——()—);:j@{——ij ——a—é.

L’identité
20 920
dzdy ~ Ody oz

redonne les deux premiéres relations précédentes, et fournit les sui-

vantes
9 0@3 033
—5‘3:2(@&—@@3)— @ + %7
oe o® -~
25"2—31:@+ Fxﬁ——@t/&—i—@@g,
o 0F 05,
“3?2@3—*_3‘@3—’"0_;-_———'-_5?3@2_5‘@3"—_0}"

On déduit de ces relations

do I®
5‘94 :5‘92: (W—l— b—.x—g‘-®@3+@@3’

et un changement bien simple de notation nous donnera la forme cano-
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nique que nous avions en vue

10(‘) 2 N . J. o

§—j+0@+@0+w_((ys_-m@>+g_;+gi]:0,
(R4) -

99 « y , Ou 0

d@ . P \ 08 a5

EIREE M

les fonctions «, {3, v, o étant liées par deux relations qui coincident avec
celles déja données page Ha.
Si I’on pose

dl
o oy’

les quatre équations ci-dessus se réduisent a trois,

02 ¢ Ja. oy |
= g Y@*‘“W+@ﬂ“ﬁa+$J%

‘ 92 9 do T o
(£) axé}———@%—%—% | ? e+

02¢ &d N dO
=R B [ +ad) - T+ 2]

les conditions d’intégrabilité étant vérifiées, et le déterminant D relatif a
un systeme fondamental d’'intégrales étant constant.

Si 9,, 9,, ¢, sont trois intégrales du systeme (. ,), linéairement in-
dépendantes, I'intégrale du systeme (&,), intégrale dont la forme est
connue, est

L TR L m Oy %2 s
(I 3 ) O — ox ox 0z ; © dy dy ()y
g Moy + N9y ~+ Py Y mo gyt 9
En posant
2 @3

N
I
.;G I_G
<
|
B [
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on obtient le systeme de quatre équations aux dérivées partielles du
second ordre

02w dy 02¢ Ju

02y dy 02¢ du 0%u _()v 02¢ Jdu
oz iy T2\ oy ds T Wy %
02¢ du 021 0 02¢ 0 02y 0

: u de < u u V>

(3:)

ou
_ Oudy do Jdu

extension de I’équation de Schwarz.

- 8. Ilyaéquivalence, dans le sens indiqué plus hauf, entre les systémes
(R,), (L) et (3,), et la démonstration de cette équivalence est calquée
sur la précédente.

La connaissance d’une intégrale particuliére u(x, y), ¢(z, ) du sys-
teme (8,) faisant avoir I'intégrale générale de ce systéme par une transfor-
mation homographique & coefficients constants, il est évident que I'inté-
gration du systeme ({ ,) fournit U'intégrale générale des systémes (R,)
et(3,).

D’autre part, les solutions particuliéres du systéme (R,)

q 1 ():P, o 1 0"01
T YTy
1 0Jo, c 1 Jo,
O2~5:0..2?) vz:I dy’
’ 1 J9 1 Oy
= VTay
eu égard a la relation

CPI <P2 C?3

Jdo,  dpy 0oy

dx dx Jx | — const.,

do, 0_92 dog

dy dy Iy
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donnent la relation
1 1 1
?,9,9,| 0O, 0O, O, |= const.;
Y, Q. O,

comme l'intégrale générale du systéme (R, ) s’écrit

mo, 0 + 1@,y -+ 030,
(‘)4: ? L f @4:;

moy = noy —+ @s

moyQy 4+ noyVy 4+ 0303
meoy—+-nes + @3

ces trois équations montrent que la connaissance de quatre intégrales du
systeme (R,) : (O,,0,), (0,, ©,), (0, Q,), (0,, ©,) entraine celle des
intégrales particulieres distinctes (£4)s

S ) /AR Y

— 81 kg / T2 _— 3/ i
DTV ELL TV ENY STV Eas)

en posant
1 1 1| 1 I I
d=|0, 0O, D, AN=|0, 0, 0],
P, ©, 9, VY, O, U,
1 1 - I 1 1|
A=|0O, 0O, 0,/ A=|0, 0O, 0,
O, v, 0, V., 0, 0,

De plus, une intégrale particuliére du systéme (S, ) est

A, A,
U — K,‘J P = K,]:

1

Enfin, si I'on connait une solution particuliere du systeme (8, ), soit
u(x, y), v(x,y), puisque le déterminant D, relatif & un systéme fonda-
mental de ({,) est constant, on a les trois intégrales particuliéres du
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systeme ()

D == ———— Q.
7 3 d_u do dy ou’ b=
o B oy

et les formules (13) donnent, par suite, I'intégrale générale du sys-
teme (R,).
I.’équivalence est donc completement établie.

6. En particulier, sil'intégrale générale d’un des systemes précédents est
algébrique, il en sera de méme de I'intégrale des deux autres systemes.
Par suite, comme on sait reconnaitre si 1’équation linéaire (Ji) [ou le sys-
teme complet (J\L,)] a son intégrale générale algébrique, ses coefficients
étant supposés rationnels, on est, par le fait, a méme de s’assurer, dans
la méme hypothese, si les systémes (R) et (8) [ou (R,) et (8,)] sont in-
tégrables algébriquement.
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CONCLUSION.

Cette étude a mis en évidence le role essentiel que jouent, dans le
double probléme qu’on y a traité, les invariants I, J, M, N de MM. Pain-
levé et Goursat. C’est & leur calcul quese raménentles solutions indiquées,
solutions qui subsistent quel que soit le groupe linéaire fini considéré.

Ce calcul est beaucoup plus compliqué pour le groupe de M. Klein
que pour celui de Hesse; il devient presque rebutant pour celui de
M. Valentiner. Je me propose cependant de Ieffectuer, an moins dans le
cas du groupe de M. Klein pour lequel j’ai déja obtenu la forme des inva-
riants.

Ia considération des quinze invariants du second ordre de M. Painlevé,
signalés page 22, permettrait de traiter les mémes problemes pour un
systeme de six équations linéaires, homogenes, simultanées aux dérivées
partielles du second ordre a trois variables. Mais 1'énumération des
groupes quaternaires linéaires, d’ordre fini, n’est pas faite, et les formes
invariantes ne sont connues que pour le groupe de 51 840 substitutions
de M. Witting, groupe lié a celui de Hesse : 14 encore les calculs sont

extrémement pénibles.

Vu et approuvé :
Paris, le 13 mai 1897,
Le Doven pE LA FacuLth DES ScirNcES,
G. DARBOUX.
Vu et permis d’imprimer : '
Paris, le 13 mai 1897,
Lt Vice-RectEur DE L'AcapiMiE DE PaRris,

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

De I'intégration des équations

N =lf(z, y,u),
en ayant égard aux conditions aux limites; cas particulier des équations

Au=F~Fu et Au=ke“.

Vu et approuyé :
Paris, le 13 mai 1897,
Lt Dovex pE LA FacuLr DES SCIENGES,
G. DARBOUX.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 13 mai 1897,
Le Vice-RecTEUR DE L’AcADEMIE DE Panris,
GREARD.
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