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THESE D’ASTRONOMIE.

SUR LA FIGURE DE LA TERRE.

Ce Mémoire a pour objet la détermination theorique de la figure de
la Terre.

Le probléme que je me propose n'est pas nouveau, et depuis Newton,
qui en a posé les conditions, il a été le but de nombreuses recherches. Je
ne ferai pas I'historique de la question pendant le siecle dernier. On le
trouvera développé tres-complétement dans la Mccanique celeste de
Laplace.

Dans ce siécle, je connais trois Mémoires ui y onl rapport.

1°. Un premier Mémoire de Poisson (1826), dauns lequel il démontre que
I'une des équations fondamentales de Laplace, U'équation

d*v d3V vV
dz* -[[J_'- + oz}

est fausse, et ne peut s’appliquer an probléme de lu figure de la Terre.
C'est sur la rectification de cette équation qu'il base toute sa théorie de
I'électricité statique.

2°. Un second Mémoire, du méme savant (1829), ou il reprend le pro-
bleme pour lequel il avait montré que la Mécanique celeste est en défant,
et ot ille traite complétement dans le cas de ’homogénéité, et de I'action en
raison inverse du carré des distances.

3°. Un Mémoire dec Jacobi, dans lequel il montre que, outre deux ellip-
soides de révolution, il y a deux ellipsoides a trois axes inégaux satisfaisant
anx conditions d'équilibre duns le cas de 'homogénéité et de la méme loi
d’attraction. (Ce résultat, non applicable a la Terre, ne se rattache que d’une
maniéere tres-indirecte a notre sujet.)
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En résumé, le probléme a été résolu pour le cas de ’homogénéité, et de lu
loi d’action en raison inverse du carré des distances. Pour les fluides hété-
rogenes, et la méme loi d’action des masses, on a 'analyse de Laplace dans
la Mécanique céleste; mais une des équations fondamentales a été veconnue
fausse. On ne possede aucune recherche sur toute autre loi daction que
celle de Newton (*). Enfin, s'appuyant sur ce que la vitesse angulaire de
rotation de la Terre est tres-faible, ceux qui ont déja traité ce probleme
se sont toujours contentés de considérer dans tous les développements les
termes ou elle n’entre pas, et ceux ou elle entre au carré, négligeant 1ous
ceux ou elle entre avec une puissance supérieure.

Dans ce Mémoire, je cherche a combler ces lacunes, a traiter le pro-
bléme aussi généralement et aussi complétement que possible; et Jarrive a
ce résultat, que, quelle que soit la loi des densités dans 'intérieur de |z
Terre, nos mesures géodésiques actuelles, avec les limites d’errcurs qu'elles
comportent, doivent nous apprendre que la figure générale de la Terre est
celle d’un ellipsoide de révolution.

Je diviserai ce Mémoire en deux parties :

La premiere sera consacrée a la solution théorique du probléme de Ia
figure d’'une masse fluide animée d’'un- mouvement de rotation.

La seconde contiendra I'application & la figure de la Terre des formules
de la premiére partie.

PREMILERE PARTIE.

Dans cetle premiére partie, je cherche la solution du probleme de nicea-
nique suivant :

Une masse fluide conserve une figure d’équilibre invariable (je veux
dire que les positions relatives de ses différentes molécules ne changent
pas). Son mouvement est une rotation uniforme de vitesse angulaire w,
autour d’un axe fixe dans son intérieur. Les seules forces qui sollicitent

s

(*) 1l faat excepter l'attraction proportionnelle & la distance (voyez la Mécanique
de Poisson).
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ses molécules sont leurs attractions réciproques, attractions qui varient
avec la distance suivant une loi donnée f(r). On demande de déterminer
la figure d’équilibre; les lois de variation de la densité, de la pression
dans Uintérieur de la masse fluide; la gravité a sa surface, etc.

D’aprés le principe de d’Alembert, les forces d’inertie, qui sont ici les
forces centrifuges correspondant au mouvement de rotation, doivent faire
équilibre aux forces réelles, c’est-a-dire aux attractions réciprogues des
divers points du fluide. Je prends I’axe de rotation pour axe des z, et deux
autres axes rectangulaires fixes par rapport a la masse fluide.

Pour une molécule (x, y, 2) de masse dm = p dx dy dz, la force centri-
fuge aura pour composantes

X, =w?xdmn, Y,=w’ydnm, Z,=o.

Quant aux actions des autres points du fluide sur dm, elles pourront se
calculer comme il suit. Une molécule dm’'(x’, y*, 2') attire din avec une
force dmdm’ f(r) qui donne pour composantes

dmdm’f(r)xljx, dm dm’ f(r) ——J, dmdm’ f(r z_z_

Donc les composantes de la résultante suivant les axes sont

dmfffd'"'f(")x,_;m’ dmfffdm'f(")y ; mff dm' f(r) ¥ %
Posons
X :ff(")d" et V*—-—-fffcp(r)dm’;

les valeurs des composantes de la résultante pourront s’écrire

dav aVv av
‘—dfnﬂ7 —'dm:i?7 —'dmz-

Ainsi, en résumé, la masse fluide doit étre en équilibre, chaque élément dmn
étant soumis aux forces

dv . av A
X:(mx—-a-)dm, Y_<w y—E)dm, L=———dm
L’équation qui exprime cet équilibre est

dp=p [(m’x — j—:) dx + <w’y — j?v) dy — j—:dz}-
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p étant la pression au point x, y, z rapportée a Punilé de surface.
Soit

=§(x2+y’) —~V;
'équation d’équilibre peut s’écrire
dp = pdU.
Elle montre que p ne dépend que de U. On a donc
p=F(U), p=F(U)

et le liquide doit étre distribué en couches de niveau homogeénes et de pres-
sion constante U = C.

Ceci nous donne laloi des densités et des pressions dans lintérieur du
fluide. Quant a Ja gravité, elle est normale 4 la surface de niveau correspon-
dante, et a pour valeur

o — 'dU)“ dU\? dU
b_\/;l; + —Zy_ + dz

[ —

Amené a ce point, le probléme peut paraitre résolu. 1l v’en est rien
cependant. 1l faut remarquer que les équations des surfaces de niveau, les
valeurs de p, g, g, dépendent de U, et que la détermination de U, ou, cc
qui revient au meéme, de

V=fffgo(r)dm'=ff ¢ (r)p'dx’ dy' dz,

suppose la connaissance de la valeur de p en &, y et z; de sorte que U
dépend d'une équation implicite

L=%(47-—ffﬁ FF(U') d' dy' d,

et que toute la difficulté du probléme consiste précisément a tirer U de
cette équation.

Mais quelque imparfaites que soient nos formules précédentes. elles peu-
vent déja nous fournir quelques résultats importants.

Supposons d’abord que la fonction f(r) seit de la forme

j(r) :f:rnn-»-l,
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n étant entier et positif; on aura

rint?

o) =Ff 55
donc

V=fffq)(r)dm’:M’fi_szfr"‘*’dm"
=2n{}-2fff[(x—xl)z+(f =Y P4 (=P dm.

Si nous développons par la formule de Newton,

[(x - x,)z+ (.7 —]J)2+ (Z 2]'“., ZAP:%’: l‘:’)“xp.yqzr I'u]lyz"ca

et, par conséquent,

V zzx’)]q ZFAF’qlr:i‘)':“fffx’#]” z’wdm!;

V est donc une fonction algébrique entiére, de degré 2z + 2, par rapport
a x,y, z; et, par suite,
¥ 2
U= @ +y") -V

Ainsi toutes les surfaces de niveau sont des surfaces algébriques de degré
an- 2.

Ceci s'étend immeédiatement a une loi d’attraction f(r) algébrique et
entiére dont tous les termes ont des exposants impairs.

Considérons le cas particulier de Yattraction proportionnelle i la dis-
tance; on a

fO=fr, e =f5
vl [[flaz—ay+(r—ry+e—oy)dn

_f (x’+j2+z2)fffdm'—zxfffx'dm!_ijfffrdm,

E) — 2szfz’dm'+fff(x"+f”+z”)"'"'

Or le centre de gravité de la masse fluide est sur I'axe de révolution. Car
on sait que pour qu’un solide, et par conséquent un liquide de figure inva-
riable, conserve un mouvement de rotation autour d'un axe fixe dans
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son intérieur, il faut que cet axe soit un des axes principaux d’inertic
relatifs au centre de gravité.

Nous pouvons donc supposer que l'on ait pris pour origine le ceutrc
de gravité du fluide. Alors on aura

JfJzan=o, [[[ydw=o, [ffean=c

Soient
ff dm'=M et ff (2 + 5+ 2'*)dm’ = MR?,

:%m—[(x’+7’+z’+ R?),

—f—zf~£(x2+j’+z’+ R*).

il vient

U= %’(x’ + y?)

De sorte que les surfaces de niveau U= C sont des surfaces du sccond
degré de révolution autour de I'axe des z, et semblables entre elles. La
loi des densités en fonction de U est d’ailleurs arbitraire

p =¥ (U),

et on en déduit la loi des pressions

p= fF'(U)dU.

Je vais passer immédiatement 2 la loi de la nature. Il faut faire

=%
d’ ou

J'appellerai désormais V le potentiel de la masse fluide f f d—:"- Alors

S fotwyim=—7v,

et les équations d’équilibre deviennent

(1) U=2(x?+y)+fV, p=F({), p=F(U)
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Le potentiel V satisfuit & I'¢quation différentielle bien connue

DV AN &Y

de dy? + dz?

=—/nyp.
Remplacons toutes ces fonctions par leurs valeurs en U, il vient

, d*U U d°U
l\'l) = + e

— 2 - '."( N
= =20 h=f (L.

dz*
équations aux différences particlles que doit vérifier L.

Celte équation ne peut s’intégrer en laissant la fonction F quelconque.
Mais elle peut nous servir a proaver limpossibilité de certaines figures
d’équilibre.

Jusqu’ici les géometres n'ont considéré que les tigures d'équilibre dans
lesquelles toutes les couches de niveau sont des ellipsoides concentriques
et de mémes axes. Nous allons montrer que I'équilibre rigoureux est alors
impossible, si ce n'est dans le cas d’un fluide homogene. Je supposerai
seulement que toutes les surfaces de niveau soient du second degré,. et
alent un méme centre. Ce centre commun sera alors évidemment le centre
de gravité de la masse, et, d’aprés un raisonnement déja fait, devia clre
sur Paxe de révolution. On peut le supposer pris pour origine des coor-
données. Fr alors Péquation d’une surface de nivean quelconque seri

(&) Ax? + Ay 4 A2 -2 Bay +2B'xz + 287y — Tl = o,
AV A, A, B, B, B et H étant des coefticients variant d'oune couche a
I'autre, et par suite des fonctions de U.

En supposant ces coefficients remplacés dans U'équation précédente par
leurs valeurs en U, elle deviendra une relation entre U, &, y et z qui déter-
mine la valeur de U. Je représente cette équation par

n

) = o.

»U, x, 7,

A*UC d'U &0 .
— = = pour les substituer dans 1'e-
dr’’ dy? ' dz?

quation («). Différentions, par rapport a x, il vient

[l faut en tirer les valeurs de

de de dU

(7) dc - dU dr ©

. dih d*d JdUC A2 fdUN  de U

) L
’ d- doe dU dr dUF \dx dU de
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Nous aurons deux autres équations semblables & la devniére en ditféren-
tiant par rapport a ¥, et par rapport a z. Ajoutons les trois équations (d",
T ' do\? Py y e .
multiplions le tout par 75, 0 ¢t éliminons les secondes dérivées de U uu
moyen de la relation () et les premiéres dérivées de U au moyen des

équations (7). 1l vient

‘do\* [ d*¢ d*d d*d dofdd d*¢ dd d*'d dd d¥d
\ (m—; Tt a | T2l dcat T @ B a6 T dat

i) () ] e e

Cette équation (¢) doit étre vérifiée identiquement par la valeur de U tirée
de I'équation
P(U,x,y,2)=0.

Dounons donc 4 U une valeur quelconque, I'équation (€) représentera
une surface du second degré, et 'équation (&) une surface du sixiéme de-
gré, qui devra contenir tous les points de la surfuce du second degre (§).
Donc le premier membre de I'équation (¢) devra étre divisible par le pre-
mier membre de Péquation (€), et donner un quotient entier par rapport
ax,yetz.

On en conclut que les termes de I'équation (&), du sixiéme degré par rap-
port a x, y ¢t z, doivent étre divisibles par les termes du second degré de
I'équation (8). Or les termes du second degré de (&) sont :

(U, x,7,2) = Ax? + A’y + A2 + 2Baxy + 2 B'xz + 2Bz,
et les termes du sixi¢ime degré de (¢) seront représentés par
dy\3% . ,
(Jﬁ_) [20%— 4afF(U)].
Pour que le premier polynéme divise le second, il fant que
20— 4rfF{U)=o,
c'est-a-dire que la densité
T
p=F(U)= >

TS

. . Cye. o {dy\3 . -
soit constante, ou bien que x(U) divise KJ%) . Dansce dernier cas, £ (U di-
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visera méme Eﬁ car (U) est un polynéme premier en x, y et z, et devant

. R dy
diviser un produit de trois facteurs U’ il doit diviser I’'un d’eux.

d
Orona

dy _ dA g A o AT dB dB o dB
v -+ Uf F1i] U 2 g FE2 g s

Tt pour que ce polyndme soit divisible par y (U), il faut que I'on ait
dA  dA'  dA” dR  dB'  dB”

dU_dU _dU _dU__dU _ dC
A~ A

A" B B B
On en déduit, par exemple,
‘ /
dA A' & (i )
A

——————-———(IU =0 ou
A? - dU

!

Donc % est constant, puisque A et A’ ne dépendent que de U. Il en est

AII B BI BII
A’aA’ A’
fonction de U convenable, on la ramenera a la forme

de méme de — Et en divisant toute I'équation (§) par une

() Ax?*+A'y*+ A2+ 2Bxy + 2B xz+ 2B'yz — 9 (U)=o,

A, A’, A", B, B', B” étant maintenant constants.
Substituons dans I'équation (), on a

d‘p— Pray drd . d*d _ dio _ d' P . RPN
= YU ZH=O Faw=% wmaw=% = ¢
do ’ d’d)__

—r=12Ax+2By+2Bz So=2a4,

do , 1 e ’

?_2A7+2Bx+zB z, df._zA,

de 4o

=242+ 2B x + 2By, = =24A"

1l viendra donc
—4¢"(U)[(Ax+By+B'z2)*+(Ay +Bx+B"2)*+(A"5+B x+B"y)?]
+¢'(UP{2(A+ A +A")—¢'(U) [20* —4rfF(U)]} =0,
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D’apres la méme démonstration que précédemment, le premicer membre
de I’équation () doit étre divisible par le premier membre de I’équation (A)
et donner un quotient entier par rapport a x, y et z, et par suite indépen-
dant de ces trois variables, puisque les deux polynémes sont du méme
degrc.

Supposons d’abord ¢”(U) différent de o.

En ne prenant que les termes du second degré, on voit qu'on devra avoir

A'+-B'4-B* A4 B+ B A"+ DB"+B"  AB-+ A'B+ B'B”
A - A’ - A" - B
ABI+A//BI+BB// A’B”"FA”B”—{—BBI
= B — B = K

Pour déduire de ces équations des relations plus simples entre A, A/, A",
B, B, B", ’emploierai l'artifice suivant.
Soient &, v, § trois variables, et #, v, ¢ trois nouvelles variables lices aux

premieres par les relations :
u=AE+By+ B¢ v=A'n+BE+B'E, t=A"C+ D54 By
On en déduira
Au+ Bo-+Bt=(A?+B*+B'*)E+(AB+A'B+B'B")n+ (AB + BB"+ A"B'}¢
=K(AE+ By +B'E),

ou

A(u—KE)+B(v—Kn)+B(t—KZ)=o.
On prouverait identiquement de méme que I'on a

Ay —Kn)+ B(u— KE)+B" (¢ —K§)==0,
A"(t —KE) -+ Bu—KE) 4+ B"(v — Kn) = o.

Ces trois équations entre 4 — K&, v — Ky, ¢ — K¢ sont celles ni déter-
minent le centre de Ia surface

Ax? + Ay’ + A2 4+ 2Bxy + 2B x5+ 2Byz=H.

Or cette surface, qui est celle d’une de nos couches de niveau quelcon-
ques, n’a qu’un centre, l'origine des coordonnées. Donc des ¢quations pre-
cédentes on tire rigoureusement :

u—KE=o0, v~Kn=o0, t—K{=o,
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ou
(A—K)s+By+D'¢=o0,

(A’—K)y+BZ+ B =o,
(A"—XK)¢ + BZ+ By =o.

Et comme &, 5, { sont trois variables indépendantes arbitraives, on doit
avoir

A=A'=A"—=K, B=BF=B"=o0.

Dans ce cas, P'équation générale des surfaces de niveau devient

U
x4yt 4 2= Z'(T')'

Toutes les couches de niveau sont sphériques. Or je dis qu’alors I'équi-
libre est impossible. En effet, I'action de toute la masse fluide sur une de
ses molécules est, par raison de symétrie, dirigée suivant le rayon vecteur
de la molécule, ou la normale 4 la couche de niveau a laquelle elle appar-
tient. La force centrifuge n’aura cette direction que dans le plan équatorial.
Donc la résultante ne sera pas en général dirigée suivant la normale i la
surface de niveau, ce qui est une des conditions de I'équilibre. Ainsi 'hypo-
thése de ¢”(U) différent de o ne nous méne qu’a des formes impossibles.

Supposons donc enfin

¢"(U)=o.
On en tire
¢'(U)=¢,
et 'équation (i) devient
(v) C2(A+A'+A") —C2a® — 4rfF'(U))]=o.

On ne peut avoir C=o0. Car alors ¢(U) serait constant, et I'équation
générale des couches de niveau donnerait une surface unique du second
degré, ce que nous ne pouvons admettre.

Divisant par 2C?, I'équation précédente donnera

A4+ A4 A
0? — 21fF/(U) =
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d’on
. A+A4 A
- C
anf

G)

I

"0 =

Ce qui nous amene eunfin a cette couclusion rigoureuse, que le fluide doit
étre homogene.

Si on voulait poursuivre, il faudrait remarquer que I’axe de rotation doit
élre un des axes d’inertie principanx de I'ellipsoide homogeéne que forme la
masse fluide, et par conséquent un de ses axes de figure. On aurait donc
chercher quelles sont les figures ellipsoidales qui conviennent a I'équilibre
d'un fluide homogéne tournantautour d'un des axes de I'ellipsoide.

C'est le probleme que Jacobi a résolu dans toute sa généralité ; et on sait
que, outre les deux ellipsoides de révolution déja connus, il a trouvé deux
ellipsoides a trois axes inégaux satisfaisant aux conditions d'équilibre.

————

Je ne m’arréterai pas plus longtemps sur ces théorémes curieux, mais un
peu étrangers a notre sujet, et je reprendrai immeédiatement la question qui
est I'objet principal de ce travail : Trouver la figure d’équilibre du fluide
hétérogéne, les attractions variant en raison inverse du carré de la
distance. ,

Dans les développements qui vont suivre, j'emploierai constamment les
fonctions remarquables dont Laplace a tiré un si grand parti dans son étude
des attractions des sphéroides. Je crois donc a propos de rappeler en quel-
ques mols sans démonstration les propriétés de ces fonctions.

1.
Soit I'expression

I
(1+a*—aap) 2. ou p=cosp<i;

elle pourra se développer suivant les puissances croissantes de o en une
série

B~

(l+a’—2ap)- =P,+Pa+P0®+...+Pa"+...,

qui sera convergente toutes les fois que o < 1.
La valeur du coefficient P, du terme général est

P, T (A

1.2.3...n,2° dp"
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Cette valeur est plus petite que 1 tant que p* < 1 ou que g est reel. Kt si
p représente en coordonnées polaires I'angle de deux directions,

p =N T— i 1= cos(y — v/},

P, satisfera i I'équation différentielle

d\l -— L’)([Pn
L LD Fa{n+0)P, =0
du P p? dd? ' T
1.

Soit maintenant V une fonction quelconque de deux variables ¢t 4, qui
détiniront par exemple une direction dans le systéme ordinuaire des coor-
données polaires. On pourra toujours développer cette fonction en une
serie convergente

V=U,+ U, +U,+...4+U,+.

U, satisfaisant & I'équation différentielle

, dU,
d{1-— y?)-——
S hda 1 d?U
4 ———n{n-+1'U, =o.
dp. 11— di

(Je néglige quelques cas de discontinuité tres-singuliers pour lesquels cette
série peut tomber en défaut.)

La fonction V n'admet qu'un scul développement de cette torme, et la
valeur du terme géncéral de la série est

U,,::?', f f Pydu’di,

Ik

Ces fonctions U, jouissent des deux propriétés suivantes, St U, et U, sont
deux fonctions d’ovdre différent, on a

/ f U, U, du'dy =o.

Lorsque les fonctions sont du méme ordre, I'équation précedente n'a
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plus lieu, et dans le cas particulier ot une des fonctions est P,, on a

f—Hf-' PnU'n.dP-'qu'= 2’14:_! U,.

Iv.

La fonction la plus générale U, estun polynome algébrique entier, de de-

gré n par rapport a p, y1— p?cos ¢, y1-—p?sin §.
Et, réciproquement, toute fonction algébrique de degré n de ces trois
variables donne une série

Up+ U, +...+U,

se réduisant aux n -+ t premiers termes.
On conclut de ces deux propositions, que si on a plusieurs sommes

(Xo+Xi+...+Xpn), (Yo+Yi+...+Y,), (Zo+Z,+.."+2Z),
leur produit développé donnera une somme d’ordre m + n + P
U0+ U4 4k Um+n+p'

Je m’appuierai en outre sur le théoréme suivant, qui e sera de la plus
grande utilité dans la suite du calcul.

V.

De P'équation

0w =] [V maydr [ fsa (]

on conclut rigoureusement

m,{(r) = o.

Nous allons voir d’abord que =, (r) satisfait 4 une équation différentielle.
Je multiplie les deux membres par r et je différentie par rapport a r, il
vient

dl{ro, T ’ n—+ s Y Sdr!
2ranln] — [ fu )w,,(r“)dr+2n+'l‘[ L f (P )mal el

Vo
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Une seconde différentiation donne :

Clol o r ) (P S ma ) df ~ St f () mlr)

dr 2n 41 u P 241 7
n n 6
o [ F () dr = S () m 0);
d’ou
(2) rE N — (0 1) (1) — S () (1),

Mais les fonctions satisfaisant a 1'équation (1) ne sont pas les seules qui
vérifient I'équation ( 2).

Il yen a d’autres, et nous allons montrer que ces fonctions satisfont «
une équation analogue 4 (1), mais plus générale.

Je multiplie les deux membres de I'équatibn (2) par r*; j’ajoute de part

d u e s .
et d’autre le terme {7 + 1)1 [—r:l’r—(—r)—], et j'intégre entre les limites @ ot 7.
j'obtiens :

,n+|d[":inr(’)] —_ (n+ ,),az [1'75'”(’?] . m/ )57/1 )dr’——A.

Divisons par r2"*2, et faisons tout passer dans le prewmier membre :

o ‘ﬂi{%"(f).]_;_(—n— Nr e, (K] + 7n+1f (1) dr = 0
Intégrons entre les limites r et §:

- ’JI ‘[I'E'n ]+f ,{zu-]-xf I’ff )5’1 )d[ + (2ﬂ+1) I‘M'H +(; ).

Or si nous intégrons par parties, nous aurons
[ [ rym yar
= [_ Wf r'nf(r’)w,,(ﬂ)dr']f + f(—%i—f‘j-”
SO — f (e, (F)dr +- by rn-Hf(’ (1) i

( 2R l) gan+1
L €1 (r)ma (7)
T o n + 1 ; ’.In+1
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Le premier terme est une constante que je réunirai a C dans I’équation (3).
Soit B la nouvelle constante ainsi obtenue; je multiplie I'équation (3} par
r?, et je fais passer m, (r) dans le second membre. J’ai enfin

r o 6
) mit=g| [ RS Omd s [ e d |k b

Le calcul qui précéde montre que toute fonction satisfaisant a I'équa-
tion (3) satisfait a I'équation (4), et réciproquement.

Ceci nous menera immédiatement a la démonstration de notre théoreme.
Car supposons que I’équation (1) admette une solution y, = ¢ (r), diffé-
rente de o. L'équation ( 3) est une équation linéaire du second ordre; puis-
que_y, est unc intégrale particuliére, I'intégrale la plus générale pourri se
mettre sous la forme

as,,(r)=C.)r,+ng,.

72 satisfait a Péquation (2), par suite a I'équation (4). Soient A, ct B, les
valeurs des constantes qui lui correspondent. La fonction C, 3, + C,y, sa-
tisfera i I'équation (4), les constantes ayant pour valeur

A=C,A,; B=C,B,.

Dounc toute fonction =, (r) satisfaisant a I'équation {4) avec des valeurs
) . A A . .
des constantes telles, que 'on p’ait pas = %—', ne pourra étre comprise
1

dans la formule |
Ciy, + C,7s,

et, par suite, ne pourra vérifier I'équation (2). Ce qui est absurde d’apres le
calcul qui précede.

Ainsi on ne peut supposer que P'équation (1) admette une solution ou
@, (1) soit différent de ¢ : ce que nous voulions démontrer.

On déduit immédiatement de ce théoréme que 'équation

an--1

(5) o (r)= — U ,:—:,j'(r')m..(r’)dﬂ-%f".ﬁ’,;.,j'(r')z;,,(/-')m-" - F

“© =
ne peut admettre qu'une solution unique sans constante arbitraire. Car si
= et y, vérifient cette équation, y,—y,vérifie I'équation (1), et par consé-
quent est nul.
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Avant de commencer les calculs, je ferai une restriction. Je ne cherche-
rai, parmi les figures d'équilibre, que celles qui sout sphéroidales, et voici
le sens précis que je donne & cette hypothesc.

Le fluide ayant actuellement une figure d’équilibre avec sa vitesse angu-
laire w, supposons que « diminue d’une maniére continue, et tende vers o;
il prendra successivement une série de figures d’équilibre variant par degrés
insensibles, et qui tendront vers une limite. Je suppose que cette limite cor-
responde 4 la distribution du fluide en couches sphériques homogencs
(ce qui évidemment convient a I'équilibre).

D’aprés cette hypothése, voici comment je développerai la solution. Je
prendrai d’abord le fluide sous sa figure limite correspondante i o = o, ¢t je
chercherai commeunt varient dans son intérieur les quantités V, U, g, p. Puis
je supposerai que la masse prenne un mouvement de vofation graduelle-
ment croissant. Les couches de niveau sphériques se déformeront; la den-
sité, la pressionr changeront en chaque point. Je chercherai & exprimer ces
variations de V, U, p, p, suivant les puissances croissantes de la vitesse an-
gulaire w.

Je suppose la vilesse angulaire nulle, et le fluide distribué en couches
sphériques homogenes. Les équations d’équilibre (1) deviennent
pheriq q q

V:fff%”l U=/V, p=FU, p=TF (UL

L'y a une fonction qui reste arbitraire. Je prendrai pour cette fonction celle
(qui exprime la variation de la densité p avec le rayon r. Ainsi je suppose
qu'on donne p = ¢ (R) (*).

Je prends'pour origine le centre de gravité de lu masse, qui est le centre
commun de toutes les surfaces de nivean sphériques. On sait que action
d’une couche sphérique homogene sur un point extéricur est la méme que
si sa masse était réunie au centre de gravité, et que cette action est nulle sur
un point intérienr. Donc pour une molécule dm de la masse fluide, situce
sur la couche de niveau de ravon R, Pattraction de toute la masse dirigée

(*) Cette fonction est cependant assujettie i une condition, c’est que lu densit¢ aille tou-

. dp . L
jours en croissant vers le centre; ¢'est-i-dire que ¢'(R) = iy soit toujours megat.f, Sany

quoi I'équilibre serait évidemment instable.

3.
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suivant le rayon aura pour expression

—dmf 3 = f "’”f ¢ haR2dR
donc

dv R , ,
®= W FATRIAR;
o

et comme V = fff—— doit évidemment devenir nul pour R = =« , on

aura
o
V:VR—VI":—f dV:f ‘“‘f o haRAAR,
R R

On peut ramener cette intégrale double A une somme de deux mtégrides
simples. En effet

o] R R . o
v= [ —d} ()'.Z;ﬂR’z.dR':[—I—’{f p’./;nR”(/R']
4 ) E

R .
“
+ -.0. 47 R*dR.
Sy et

oz
Or la partic entre parenthéses s’annule pour R = o, car "R ALY
p p } ' A £ 4

est la masse totale du fluide qui est finie.
On a donc

R ES
=i ¢anmdrs [T grraR.
Q R

Voici la valeurde V pour tous les points de la masse et meéme pour les
points extérieurs (ce qu’il est facile de vérifier). On a, par suite,

U= fV.
Du reste, la densité p est donnée en fonction du rayon p = ¢ (R). Et pour
la pression, on aura

(lp:p.dl]:fp dV.

La pression du fluide doit étre nulle i sa surface libre. Soita le rayon de
cette surface, on aura donce

Dailleurs pour toutes les valeurs de R plus grandes que a, g est nul; o1
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peut donc étendre I'intégrale précédente jusqu’a Vinfini, et écrire

x o« R
p=s [ - pdv=s[ e [eamweaw
R R [

Telle est la solution compléte pour w == o.

—— ———

Supposons que le fluide prenne un mouvement de rotation graduelle-
ment croissant, et qu'il arrive a une figure d’équilibre avec la vitesse angu-
laire o. Les fonctions que nous voulons déterminer p, p, U, V, sont lides
par les équations

@)V:fff"T”", U=(a+ %)+ fV, p=F(U), p=1"(U).

Rapportons la masse fluide 4 un systéme de coordonnées polaires ; Faxe
polaire étant 'axe de révolution, notre axe des z actuel, et le pole étaut je
centre de gravité (ce qui est bien permis, puisque nous avons déja vi
que le centre de gravité de la masse fluide doit se trouver sur son axe de
rotation).

Les coordonnées du point x, y, z seront actuellement r, p et &. Et la
distance r des deux points x, 7, z, et x’, ', 2, aura pour expression

Vrt+rt —arr ppl+ Jr—p? V= pPcos(y— )]
Iélément de masse sera

dm' =g r*dr'dp’ dy'.

Donc

Ve e f—f—lfzr: p’r”dl’d#'dt}’ .
Jo —1 Jo \/r”—l—r’——2rr’[y‘u.’+¢l~—lu’\/r-——é”cos(-{;—-‘,b’)]

(¥’étends 'intégrale par rapport & r jusqu'a & , en convenant que g =<
pour tous les points extérieurs au fluide.)

Je décompose l'intégrale par rapport 4 ' en deux ; I'uve de o ar, Vaubye
deraom.

!
13 - r
Pour la premiere partie 1’ <r, - <1.Donc

N ’ 1 pin
r

1 [ r r 07F 1 rf -
~ — —2— = - —+Py—= ..+ P,= + .|
r[_l—i—": 2"[)_| r[P°+P"r+ 2 —
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développement convergent ol p = p. ' + Vi— pE 1 — @' cos (b — ¢

Pour la deuxiéme partie ' > r, :—;, < 1. On aura

L
? 1 r r , ™ N
- +——-2~p] = P0+P,;,+P,;,—,+...+I,,r—,n+...!-

En définitive, lavaleur de V peut s’écrire

r -+ 1 27 . ’ ,h B .
\r:j(: f_‘] fn‘ pfpmdr’dwdqu.;[[’o—a— P.;+P,;+,__+pn7+”_J
» -+ 1 an (AL % ’ s 1 r r - .

+[ I.' l gr drzlﬂd‘P;[Po+P.,—,+P,ﬁ++P,,’.7.n+]

Supposons p développé par le théoreme 1I en une série

p=0y+ 0 +dy+... +7d,...

On aura, en général,

-1 27 , , , 47‘
f f P,p dp’ dy :2ﬂ+ld",,.
—_1 o

Au moyen de cette relation, on peut dans I'équation précédente faire les
intégrations par rapport 4 p’ et ¢/, et il vient ainsi

V= N f d\ln’::: dﬂ_"’f dVn Jin—t )
o 2n+l

Supposons V développé aussi en série par le théoréme I1

V=9, 4+ 0+ ... + v, +
On a

—+1

o4
P,V dy dq,«’.

Si on substitue ici la valeur de V', et si on change I'ordre des intégrations
(ce qui ne change pas les limites puisqu’elles sont coustantes), on pourra

écrire
. go~m+l , ,
Om = Y f d, e dr+ [ (l,‘T“r/r>

-3 aw
d, représentant j [ Pnd, dp' dy.
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Or, en vertu du théoréme III, pour toute valeur de # différente de m,
Vexpression précédente est nulle, et pour n=m, on a

—+1 T , , , hr ,
I8 [ Pt dp dy = A,

Donc la valeur de ¢,, se réduit a

(2) ""‘=mi::{(j; d, ':m_: dr' + ‘q &, ’m"'d )

e r

~ Passons a U, que nous supposerons aussi développé par le théoréme 11,

U=ug+ g+ tty ... + 12, +...
On a

U=%(x2+]9)+f'v=m—2-r’(l—y’)—i—fV.

Or, prenons P,; sa valeur est (théoréme I)

d[{p*—)? a2 e
=y U — apr ) = (43— 22 =

Remplagons p par sa valeur

it 4+ T pA VT 7 cos (4 — ¢,
puis faisons p/ = 1. Il vient

3pr—
Q = (Py),,_, =+

Douc

Lr—p)=5r0-Q),

w? . . w’ . -
gr’ est une fonction Uy, 3 r? Q, est une fonction U,.

Substituons dans Véquation entre U et V, et rappelons-nous qu’une
fonction n’admet qu'un seul développement Ug+U,+U;+...+U,+....
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Nous verrons que cette équation entraine les égalités suivantes :

o= g1 A fog, W =40, uy=—37Q, + fu,,

3)
' 17 ‘_:fv:!‘ U, ::ji)“..., un:fb"....

Voict V et U développés en fonction de p au moyen des équations (2) cti3),
1l reste a substituer la valeur de U dans I'équation

o =1 (V).

Lt on aura une équation en p, d'ou il faudra tirer p. Une fois quon anr.
satisfait a cette égalité, on aura facilement p pur I'équation

et le probléme sera résolu.

Je développe la valeur de p suivaut les puissances croissantes de . Ce
développement ne contiendra que les puissances entiéres et paires de
On peut dire, pour le montrer, que si w change de signe en conservint I
méme valeur absolue, la méme figure convient encore a Véquilibre, ¢t par
suite la valeur de p ne doit pas changer, ce qui exige que g ne contienne
que des puissances entieres et paires de «.

Et d'ailleurs, si 'on n’admet pas cette preuve, on peut, dans le dévelop-
pement de p, mettre les puissances impaires et méme fractionnaires de
Les calculs se font identiquement de la méme maniére, et les raisonnements
qui suivent, montrent que les coefficients de ces termes sont nuls. Je ne
le fais pas, pour ne pas surcharger les calculs.

Soit donc le développement de p suivant les puissances croissantes de

f==Dg+ oDy + *D, ...+ 22 ), ..

On aura en général

d]_?ll“rl./"“'|f Pn(, dp dd)' Z o? 2n+|f""j P,D ”‘([{J [[,J

ou

3, = AL+ w? A} + 0 A2+ ... 4 WA
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Etla valeur de A est

Alr:l____ 211+l f P D,"(lp dq}

(4]

ce qui prouve que A, est une fonction U,.

Substitnons dans les équations (2) et (3) ces valeurs de &, ¢, d..,..., 5,....
V et U seront développés comme p en série double suivant les puissances
de w, et suivant les fonctions Ug+ U, + U, +... + U, +.... Nous irouve-
rons en général pour u, une valeur telle que

ull = Ty? -+ (1)2 T:—*— w4 T,?_*_-.__'_ m:llu'r::__’_

Et les équations (2) et (3) nous donneront, entre les termes corvespon-
dants des séries qui expriment p et U, la relation suivante :

m o 4"f "
T,,—.m_—‘;(j A _",,"-H([, +f A l )7

excepté dans les deux cas :

T, = —~+—-— fA —_dr’+f A‘l"({r’),
a - ro r" » =
T{,:—%Q,—iu%?(I A} %clr’-l.—[ Al ;dr)

T.a fonction F', qui exprime la loi qui lie les densités a la fouction L, peul
varier aussi avec la vitesse angulaire. Je développerai la fonction F(U) sui-
vant les puissances croissantes de w; et les mémes raisons que j'ai déja don-
nées pour g me feront ne conserver dans la série que les puissances enticres
et paires de .

Faurai ainsi

(4) {

F(U) =Fo(U) + 0T, (U) 4 o' I, (U) 4.4 o* I, (L) +...
[l faut substituer tous ces développements dans I'équation
o= (U},

et voir ce qu'elle devient,
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Pour simplifier ces calculs, dans lesquels 'embarras vient surtout de i
P ’

prolixité des écritures, je poserai en général

U,=Y, +YT+Y .. Y+,
e sorte que Fon a

U=ty + e, -ty +.ooi-Up+... = Uy 0* U, -+ 0* U, + ...
it "0, +... = U, U,

U’ étant la variation qu’éprouve U, par snite du mouvement de rotation .
fluide.
Pour g, nous avons déja, d’apres les notations précédentes,

=0 +d, + 0 4+ ..+t = Do+ 02D, + 0Dy 0D,

Et la valeur générale de D, est
D, =4A7+ AT+ A7+, A+

Substituons enfin dans 'équation

p=F(U),
il vient

Dy +0*Dy+ o' Dy+... + ™D, +. ..
= Py (Up+ U ) I (U - U) 4+ ' F, (Uy+ U ...+ 0* F (U, L)

Lllm ARIE SN I .
i.2.3...r71[" (L, =

" - U, el U’: 1 -
= l‘o“bt))‘*“_l [‘0(U0)+_l: TolUg) + .00 -t

n ‘,U, 7 9
+ (.)‘F’,(Uo)—%—m‘—l[” (Ug) ... +?

1 LT
@ B (Ug) e bt o B )
e R T
R
+ 0 (Uy) +. .
-+. .
4. .
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Remplagons U’ par sa valeur développée suivant les puissances de o
U=e®U,+0*'U,+... + 0 U,+...,

et égalons les coefficients des mémes puissances de o dans les deux mem-
bres. Tl nous viendra des égalités dont je vais écrire les premieres :

D, = F,(U,),
D, =U,F,(U,)+ F (U,),

() D, = U,Fy(Us) + ZLF% (U,)+ L P, (U,) + F, (U,)

1.2

. - . . . . - . .
v

Nous allons prendre successivement chacune de ces équations.

Dans la premiére équation (5), D, estla fonction a laquelle se réduit
p =D+ w?D, +o*D*+... 4+ a*"D,+....

lorsque l'on fait w =o.
Donc, d’aprés nos hypotheses, on a

Do——"q’(r,\‘w
et le développement de D, en série :
Do=AJ + Al + A+ ... +LA] ...

doit s’arréter au premier terme.
Ainsi

Al=o(r), A}=o, AL=0.... Al=0....

Alors prenons les équations (4) pour m=o. Il viendra

. A w’, 't
Yg=4nf<f A 7dr’+f Agrdr>,
[} r
Y{=o0, Yi=o0,..., YP=o0,....

Donc, dans ce cas, la valeur de U, qui se réduit &

Up== Y4+ Y0 Yo+ ...+ 00,00,
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est
U= 4nf(£q>(w)'§dr'+ fgo(ﬂ)r'drf),

valeur identique A celle que nous avons obtenue en traitant directement le
cas de w =o.

Ayant ainsi en r les valeurs de D, et de U,, nous déduirons de la premicre
équation (5),
D, = Fo (Uo),

ta forme de la fonction F,. Je supposerai cette fonction connue dans les cal-
culs suivants,

e ]

Arrivons 4 la deuxiéme équation (5),
D, = U,F’, (Uy) + F, (U,).
Remplacons D, et U, par leurs développements. Il vient

Al +AL+A A+ A L
=FUo)[ Ty + X! + T+ T+ ...+ T+ ]+ 1, (Uy)-

Fy(U,) et ¥, (U,) sont des fonctions de r seulement. Donc Péquation
précédente entraine les suivantes :

Ay =TiF,(Uo) +F (Uo); Al=T{F,;(Uo); A;=TIF(Uo);
P=TiF (Ug);e o oovvee AY=TIF (Ug); - vvvvnn...

Prenons maintenant les équations (§) pour m = 1, nous aurons en ge-
néral

. 4=f VT N R
Lf=ﬁ~;[.£l"n‘l’o (Uo)—r—,‘;,—-dl"—i—f r;r,,(uo)r,_:-__,m-j.
Il'y a deux cas d’exception: n—=o et n=2,
vy =8 [ xiwug Zdv [ iE )]
o r
_.‘_%’_i_ﬁ%f[f"F,! (U'o)gd"'"*“f F,(Uy) "'d’"]‘

T ] ® 2
ry=47 [ f TIF, (U Sdr -+ f YiF, (U,) ’;dr'] ~2q,.
0 r
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Représentons par f(1') 1a fonction

J ()= hrfror (U)),

I'équation 4 laquelle satisfait Y, rentrera dans I'équation (1) du théoreme \,
en y faisant a =o, =9 . Donc de cette équation on conclut, dapres e
théoréme V,

Y!=o.

Il n’y a d’exception que pour Y et 11,
Je pose
Ti=2! et Yi=Q,ZL.

Les équations en Z} et Z} sont :

Z3_4Tf[f ZLF (U ") - d +j ZiF (U dr ’

_t Tf[f[" "rdl+fF' I’dll
u:%quwwu -nfzw ;(n%-

Ce sont des équations en r sculement, que I'on raménera a Féquation (5)
du théoréme V, en posant

S =4afr*Fy(U,), o=o, §==.

Ces équations donneront donc pour Zj et 2} des fonctions de r compleé-
tement déterminées sans constantes arbitraires (théoréme V).
Ainsi nous avons la valeur de U,, et par suite celle de D,.

Passons 4 la troisicme équation (5) :

D, =U,F, (Uy) + &

Fo (Ug) + Ll =1 (U + FL U
Remplacons U, par sa valewr 2! + Q, Z} :

D, = U, ', (Uy) + SO (248 (Qu)2 4272 21 Q, + (£1)°]

+F (Uo [L’Q +L11,]+]‘ o)
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1! faut d’abord développer le second membre suivant la série des fonctio
du théoréme IL. Je calcule la valeur générale de P, :

d‘ L I 4 . di . ]
Po= r.z.?:.4.2‘ [(pdp‘ S 1.2.3:.4.2‘@[ps_[‘po"}_ﬁp‘_llp + |

:x.:z.;.(; [8.7.6.5p* —4.6.5.4.3p*+6.4.3.2.1] = —8-[33p—30p 43

Représentons par Q, la valeur de P, pour p'=1. Alors

p=pp + Y1 —piJT —pcos(é— &)

se réduit a p.. Donc

. (lni 2 __ K I . . '
Q= I-2-31-4-2‘ Wd;ﬁ : ]=§[35P-‘~59{J-'+ 3.

Développant (Q,)?, on aura

o 3" — 12 . 6 !
(Qr= (=) =9 —Fr+ 1=5 Q+2Q+ 1

Remplagons (Q,)? par cette expression dans I'égnation cui donne D,: sul.
stituons a D, et U, leurs valeurs

Dy=AZ+ A} +A2+ .. A ..,
Uy=T2+T24+T2+ ... +T2+ ...,
puis égalons les termes correspondants des deux membres maintenant déve-
loppés, ce qui est permis (théoreme II).

Nous aurons
‘_z - 2 1
An — Tyl FO(UO),

excepié pour n=o0, n=2, n=14.

AZ=T2F,(U,) + W[ X z132 , (z0y2 + 5z Ry Uy,
)7+ ( 2{

. o F ) i )
83="137, (U) + Q=] 2ty a2y 2y |+ By,

r) o F”‘:Uo 18
A3 =TIF, (Uy) + Q, =% Bz
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Les équations (4), pour m = 2, donnent :

T.‘.":#.é?(fo‘ I"w([l +f A e d — dr’ )

De ces équations, combinées aux précédentes, on conclura, identique-
ment comme dans le paragraphe précédent, que 'on a

T:=o,

excepté pour n=o0, n=2, n="14.
Et si on pose
2 _ 9 4 e b 3 _ (V2 7°2
To=12y, T;=QZ, T;=Q%Z},

2%, 1%, 1} seront des fonctions de r seulement, complétement délerminees,
sans constante arbitraire, et satisfaisant aux équations :

zg:i?ff[ Z3¥ (U,) = dr +[ Z2F, (U (//"]
0
/7:' A 12 2% , §
L RET e
b} r

it . B U, L \
et potr) = SO Lty + @y |+ Lz vy

23=4—’;f[f421‘”(11) d:+f ZiF,(Uy) 5 m]'
[fq;(r dl —i—f 9 (77) dr, ’

FIZ Uo ", 9 L 1 Fﬂl U")
et qo.<r-)=~—,(_2’[3(&:)~+azz,zt]—r——~£

7.
Zg=_§£[ f Z3F,(U,) 5 dr -+ / z'ﬂr«"’;,u;'.,)i',;m-']

i ”"U I 1‘
i;ff[f 2z g +f Bz el }
/0

» el -l

+

)
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On peut facilement généraliser le résuliat précédent par la méthode de
démonstration-de proche en proche.
Je veux prouver que I'on a

(6) Upo=20+27Q, +2:Q,+ ...+ Z5Q,,-

Zy, 13,2y, . . ., 2y, représentant des fonctions de rseulement, et Q,, ayant
pour valeur
( ) _adm (gt 1
7 Qn= dprm 1.2.3...2 m.2m

Je vais supposer la proposition vraie pour U, U, ..., U,,, et montrer
qu’alors elle est vraie pour U,,.

Je prends la (m —+ 1) équation (5), celle que 'on obtient en égalan:
les termes en w?*™ de ’équation p = F’ (U) développée :

(S)I;l+| Dm:UmFﬂo(Uo)"' .

U,, n’entre dans aucun autre terme du second membre, et un quelcon-
que de ces autres termes a une expression de la forme

AUY(U,° ... (U, Fi(U,),

A étant un coefficient constant, et les indices p, ¢, s, nsatisfaisant 4 la
relation
poe+qg6+ ... +sd+n=um.

[ Pour voir cette relation, il suffit de remarquer qu'un facteur U, ouF, (U,)
est toujours accompagné de w®*, et que » n’entre pas autrement dans le
développement de F' (U). |

Des lors, quand nous substituerons dans ces autres termes les valeurs de
U,, U,y ..., Upy_y, comme d’aprés les équations (6) et { 7) U, est une fonction

de p. paire et de degré 2 n, le terme du développement que nous avons con-
sidéré sera une fouction de p. paire et de degré

ape+ 298+ ... +250=2(m—n),
et il pourra élre identifié 4 une expression

BO -+ BI Q! -+ B2 Q2 - Bm—-an_—uv
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Faisons de méme pour tous les termes du second membre, remplacons
D,, et U, par leurs développements, et I'équation deviendra

(5)mes ATHAT+HAT4 . AT+ L =F (U Y+ Y0+ 10 4. Y]
+‘P0(r)+Q| ‘?c(")“*“Qz%(")”*‘ +qu’m(r)'

Q- est une fonction de I'espéce de U,, (théoréme II), puisque c'est la va-
leur de P,, pour p/=1. On voit donc que de 'équation précédente nous
conclurons (théoréme IT)

AT=TF' (U,).Yr,
excepté pour les valeurs de l'indice »

n=o, 2, 4;..., 2m,

pour lesquelles on aura

A%, =T (Uo) Y3, + Qpp (7).

D'ailleurs les équations (4) nous donnent

(‘4) Y:‘ = an _I__ (f A’”‘ Faaal ’n-—~| df' )

De cette équation combinée aux précédentes on déduira (théoréme V)

Yr= o.
Il faut excepter les indices o, 2, 4,..., 2/, pour lesquels, en posant

T = Q2

on aura

’ m m ] P+ moga e 'l re ’
&) oL ([ [ ) )

4P+l(f $p (r') ,,,+\d +f $p () = >;

et cette équation nous donnera pour Z7 une valeur unique, fonction de r.
(Je ne reprends pas les raisonnements, toujours identiquement les mémes.)
Le théoréme que nous avions en vue est donc complétement démontré.

———

5
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Voici le probléme résolu dans le cas de la loi d’action
S
f(n= ey
Les formules sont

U=Ug+ U, +e'Uj+ ... +*U,+ ...

=23+ 1), |[P+Z) o'+ ... +ZI7 e
2;Q| +121Q +Z27Q
+ 73 Q, +
+2;Q,
+ ... ‘
+Z2Qn

b

U==r(—p)+fV, p=F(U), p=F(U).

Une scule fonction reste complétement arbitraire, ¢’est
F=F,+®F, +*'F,+ ... + 0*F, + ...

Cette fonction dépend de la loi des densités qui doit étre donnée, pour
que le probleme soit complétement déterminé.

7, est une fonction de r seulement, complétement déterminée pour une
équation telle que ( 8)

Q.. est une fonction de p seulement, dont la valeur est

. 1 dm (‘,Lz__')am
Qn = 1.2.3...2m.27 d

———

Dans le cas ou I'on a une autre loi d’action, on peut, sinon démontrer
complétement, du moins faire pressentir que les résultats sont toujours
les mémes.

Soit f'(r) la loi d’action.

Posons

o (r)=[/(r)dr,
V=[ffo(r)dm

(rexprimant daos cette seconde intégrale ladistance des deux pointsx, 7, 5
et x', ¥/, 2, et I'intégrale s’étendant a tous les éléments dm’ de la masse

fluide).

et
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Les équations d’équilibre sont

U=

i€

(2% %) =V, p=F(U), p=F (U

De méme que dans le cas précédent, je ne chercherai parmi les igures
d’équilibre que celles qui sont sphéroidales. (1l est évident que la distribu-
tion par couches sphériques homogénes convient a I'équilibre pour w = o0.)

Ici )’admettrai sans démonstration que, parmi toutes les figures spheroi-
dales infiniment voisines de la figure sphérique, la seule qui convienne
I'équilibre dans le cas de & = o, est la figure sphérique {la distribution du:
fluide par couches sphériques homogenes). Cela revient i dive que sl v
plusieurs formes admissibles pour Péquilibre, elles diffcrent de quantités
finies, et qu'entre deux d'entre elles il ne peut pas v avoir de passage
insensible.

Cette proposition me paraitia peu pres évidente. Quoi qu'il en soit, je ne
la diséuterai pas. Nous allons voir bientot qu'elle équivaut au théoreme v
du cas précédent. On powrra s’en passer toutes les fois que 'on pourra
démontrer sans son secours le théoreme V, de méme ¢ue nous Favons fait
pour la loi d’action de la nature.

Je vais m’attacher a suivre le méme marche que powr /7 ry =/ . afin de
. ,

bien montrer 'identité des calculs.
Ona

‘ + % “+1 p27m
V= fff? (ridm’ = /' f f ? (\/"2 +r*— Qr'l-’}));a',w: drdy’ dy,
0 —_ o

p étant le cosinus de I'angle des denx directions 1, et p, ¢';

5

p=pp+ Vi—p2yr—p? cos (¢ —u).

«

[.a fonction de p

o (\/szl‘l"p)

peut se développer par le théoréme I1, et alors elle prendra Ja forme

o (\/7""+- rr—ary p):gu(l', r'y+ Pog, (e + o0 b Py, (1)

. 1 d [ (pr— 1]
P, ayant pour valeur —- — ~U—’L—,——)—-|-
“ 1 Lon2k dpt

9

Cr
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Supposons p développé aussi par le théoréme II,

p=0+ 0 +d+ ...+ +...
et de méme
V=vo+o,+vg4+...4+ v, +.

Substituons le tout dans V’équation précédente, et réduisons l'intégrale
du second membre aumoyen du théoréme III, il viendra

¥a== 2n+xf d"?"(nr)d"
Je développe de méme U

U=uy+u, +uy+ ...+ U+ ...
et I’équation

U=2(at+y)—V

me conduira aux suivantes :

@ 2 i)
Uy =F T — Y55 U= — 93 u.A,:—-?rQ,-—vz;
Uy = — V3 ; Uy ™= — V55 ueuur Up= — Upj....

Enfin je développe 8y, 8y, ..., Ony .. .5 %o, Uy - .y Uy, ... suivant les puis-
sances de & :
Ja = A+ 0? A+ 0 A + ...+ @ AT+
U, =Yl 4+ T + ' T2 4 ... + mTm

.oy
*?

et en substituant dans les équations précédentes, j’arrive aux équations

L 4 il © ‘m '
Y"=—2a+i£ Aron(r,r')dr,
Excepté dans les deux cas

Y= -:—-—f AYoo(ryr')dr,

Y= —5Q =& [T alelr,rydr
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Pour simplifier les écritures, représentons encore par D, L somme
D= ATk A" - AT 4 ..+ AT

et soit de méme
U, =104 T7 475 + ..o+ 10+
Développons suivant les puissances de  la fonction I,
F=F,+ & F + o' Fy,+ ...+ o*F, +.
ct en substituant toutes ces expressions dans I'équation

p=F{U),
elle deviendra

Do+ Dy +w*Dy+ ... oo + 0D, + ...
=F (U+U)+ o F (U4-UY - 4+ 0™ F (U+ U+ ..

- U/ " II” i ym ATTEN B
=[‘0(U0)+—I‘F0(1J0)-}‘l—; I‘O(Uo)+“!‘ I——-—_—.?‘.?).,.,”I‘()JKUO)—*—"'
, - - UI M , U’m——l o .
-+ &)2 FG (IJO) EaON TFU(UO)—‘— _+__w2 Tﬁ-(m—-—l) ]“-, \U‘.l—r
Ij/m——:

VT , 4
+ o r"l (UO) o +o 1.2.3...(m=2)

Pt Ui ..

[ T
W@ (Ug) 4 .
i

U’ étant la variation de U provenant de o
U=U-U,=* U+ o*Uy+ ... 4 2™ U, -+ . ..

et en substiruant cette valeur de U’, et égalant les coelficients des méme
puissances de w, nous arriverons aux équations

‘ DO = Fu (U0)7
Do == U| F'(I) (Uo) + FIL(UO)’
(5 Dy U ¥y (Uo) + CLF (o) + Lw (Ug) + K, (Us).

1.2

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(38)
Avant d’aller plus loin, j’établirai un théoreme (V').
De I'équation

an—+1i

Yr— _iLf Yo (Uy) ga(r, r') dr,

on déduit rigoureusement

Y= o.

Lu effet, si unc fonction de r, et ¢, autre que o, satisfaisait a I'équation
précédente, on aurait une figure sphéroidale infininent voisine de la figure
sphérique qui conviendrait 4 'équilibre de la masse fluide pour w =o. (e
serait la figure représentée par les équations

U=U,+ T/,
p="F,(U)=TF,(Uy) + T F (U,)

(¢ représentant un infiniment petit).
Car on voit immédiatement que les équations précédentes sont vérifiées

par ces valeurs pour w = o, en vertu de I'équation a laquelle satisfait T,
Aiunsi de I'équation proposée nous conclurons

Tr = o.

De la résulte aussi que 1’équation

[=¢]
Tr— — ;,%f T F (Uy) ga(r, ') dr' + 3 (r)
n'admet qu’une seule solution.

Car si on en suppose deux, le théoréme précédent montre que la dilfe-
rence de ces deux solutions est nulle.

Avec ce théoréme, qui est I'équivalent du théoreme V, nous pouvous
continuer les calculs identiquement comwme dans le cas que nous avons

- L rn ; r
déja traité. Le scul changement 4 faire est de remplacer——deoar. ct 5

de r a o , par la fonction ¢, {r, r’).
I.a méme suite de raisonnements nous conduira i trouver une seule {i-
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gure sphéroidale d’équilibre, représentée par les équations

U=273+Z; w4 ..+ 25 A T
+ 21 Q, + 27 Q,

+Z;Q,
+ ZnQn

Q.. est encore la fonction

_ I (1:”'(;1.'——1)”"
Qun = 1.2.3...2m.2™ dyp™ )

el Z7 est complétement déterminé par une équation telle que

By

7 = _f (ZrY FL (U ) gap (1, 17) dr’ — / 4 (1) pap 1 )l

<0

Pour appliquer ces formules il faudra, pour chaque loi d'atraction,
commencer par déterminer les fonctions ¢, (r, r'). Ce qui se fera facile-
ment, car de I'équation

1 o (ut g
AL

p (V1™ —arrp) = ¥ n(r ') gy
on déduit par le théoreme III

—+1 2T 8
f f Pag (VP + 1% —arr ') dp/ dy
-1 (4]

4

. = Lo 1 r[”'(;.a’—-l)’f’
Tamidm (ry ') 1.2.3...m.2" oy

7

ou plus simplement, en fuisant 1 =1,

1.2.3...m.2"  dy™

2 +1! 1 dm(u/r—1y" ————
on{r, r') = llihnnl f _ ; ‘ ¢ (yriert—» rl"p.’)(]y.’.

Voyons maintenant les conséquences que nous pouvons lirer des résul-
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tats précédents. Les équations des surfaces de niveau sout U = C. Comme
notre valeur de U ne contient pas ¢, nous voyons que ces surfaces de niveuu
seront de révolution autour de l'axe des z, c’est-a-dire de 'axe autour
duquel tourne la masse fluide.
Dans la valeur de U, p w'entre que par Q,, Q., - - ., Qu, ..., €t comme
; A (?

= tient que des puissances paire:
Qnm P Sy d o e contient que des puissances | s

de p,U ne change pas quand on change p. en — w. Ceci nous prouve que le
plan des xy est un plan de symétrie de la masse fluide; ou bien encore que
l'origine, qui est le centre de gravité de la masse, est un véritable centre
pour toutes les surfaces de niveau.

Etudions de plus prés ces couches de niveau. Leur section méridicune,
rapportée 4 l'axe de révolution, a pour équation U= C. Soit 7’ lc rayon
primitif de la couche que nous considérons. On aura Z) = C pour r =r".

Développons la valeur générale de r suivant les puissances de w. Aiusi
posons

P 0t g (P ) 0f (1 ) 0™ ()

et substituons dans I'équation

U=C=1Z¢,

ou nous développerons toutes les fonctions par la série de Taylor. Ln ¢ga-
lant & o les coefficients des puissances successives de w, on verra ¢videm-
ment que &, (', p.) ne peut contenir que les puissances o et 2 de p.; que ¢,
ne contiendra que les puissances o, 2, 4, et en général que §,, ne posséde que
les termes en p2, p?, R4, ..., 2. On le vérifie pour les premiéres équations,
et la démonstration de proche en proche ne présente aucunc difficulté si ou
remarque qu'il en est de méme des coefficients des diverses puissances de .
dans la valeur de U.

Remplagons les puissances de p.= cos 4 pur les cosinus des ares multiples;
comme p*? ne contient cos26, cos4f,...,cosapf, il est évident que
cos 2 pf ne paraitra pas jusqu'au terme en w?, de sorte que le coelfi-
cient de cos 2 p@ sera une somme de termes telle que

W P (r') + @R YR (P - A PP ) L
Ainsi I'équation des courbes méridiennes peut se mettre sous la forme

r=A,+Aycos 26+ A,cos {6+ ...+ Ay cosapb+ ...,
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ou, en général,
Ay =% [y (1) o i ()« o+ (0 =

Construisons une de ces courbes.

Si d’abord nous négligeons les termes en w?, 0, ... w*™, ... Javaleur
de rse réduita r=1r'. CarA,, A,,..., A,,,..., disparaissent et A, se réduit
4 son premier terme 1’. Nous aurons donc un cercle.

Si ensuite nous tenons compte des termes c¢n »*, nous AUroNs CNCOI
un terme constant venant de A,, plus un terme en cos 26 venant de A, Ce
dernier donne une correction sur chaque rayon, correction nalle a 457,
maximum en signes contraires a 0° et go°. Nous avons ainsi une courhye
que nous pouvons complétement assimiler & une ellipse. avec l‘nppl‘bxima—
tion que nous conservons.

Allous plus loin, et prenons les termes en w*. Nous aurons d'abord deas
termes venant Pun de A, Pantre de A,, qui altéreront un peu les dimen-
sions de la courbe précédente, mais sans changer sa forme ;5 puis un troi-
sieme terme venant de A,. Ce dernier, qui est en cos 40, changera la forme
de la courbe. Il donncra sur chaque rayon une correction qui, nulle &
22° 30’ et 69°30', deviendra maximum a 45°, et égale mais de signe con-
traire a4 oY et go°. Il 0’y a qu'une courbe du quatricme degré qui puisse
présenter ces particularités, avec P'approximation que nous conservons.

Et ainsi de suite. En géndral, st on va jusquau terme en «*, la courbe
de degré le plus simple qui puisse étre assimilée est une courbe de degré 2 m,
tant qu’il 0’y a pas de relations particulieres auxquelles satisfassent fes coef-
ficients.

Je bornerai ici la solution générale du probleme de mécanique propre-
ment dit, ct je passcral & Lapplication des theories précédentes 4 la figure
dela Terre.

DEUXIEME PARTIE.

Les géometres ui ont voulu soumettre au caleul la tigure des planétes,
ont faitles hypotheses suivantes :

La Terre et les planétes ont été primitivement des masses fluides, se
mouvant dans Uespace. v vertu des actions qu’ont exercées les molécules
de tous ces corps les unes sur les autres, chacune de ces masses fluides
Jini par prendre une forme d'dquilibre, ne conservant plus qu'un mous.e-

6
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ment de translation et un mouvement de rotation uniforme awtour o un
axe invariable dans son intérieur. Ce n'est que plus tard que, par suite
du refroidissement, les planétes se sont solidifices, en conservant cette
Sorme d'cyuilibre.

La question de la figure des planétes revient ainsi a déterminer cette
forme d’équilibre primitive.

Prenons la Terre, par exemple, et appliquons a cette planéte, que nous
supposons encore fluide, les équations connues du mouvement des
fluides. Il doit y avoir équilibre entre les forces réelles I, qui sollicitent les
diverses molécules de la masse fluide, et les forces d'inertie mJ, correspon-
dant aux mouvements réels de ces molécules.

Je sépare pour chaque molécule terrestre les forces réelles en deux :

1°. Larésultante F, des actions de toutes les masses extérieures.

2°. La résultante F, des actions des autres molécules terrestres.

Quant aux forces d’inertie, Je les distingtie en trois sortes :

1°. La force d’inertie mJ,, correspondant 4 la translation du centre de
gravité¢ de la Terre.

2°. La force d'inertie mJ,, correspondant aux diverses oscillations de
I'axe terrestre, telles que la précession, la nutation, etc.

3°. La force d’inertie mJ,, correspondant a la rotation uniforme de la
Terre autour de son axe.

Considérons d’abord les forces F, et mJ,. Le mouvement du centre de
gravité de la Terve est déterminé par trois équations, telles que

2P, cosz=2mJ, cos A.

Par couséquent, si les actions des masses extérieures élaient égales et paral-
leles pour les diverses molécules terrestres m, les résultantes de ces actions
I, seraient aussi égales et paralleles, et alors, en vertu de équation préce-
dente, les forces F, et mn], se détruiraient identiquement sur chaque molé-
cule. Mais  n’en cst pas rigoureusement ainsi : les forces F, varient un peu
en direction et en intensité ; et par suite les forces F, ct mJ, ne se réduisent
plus a o, mais donnent lieu a une tres-petite résultante f.

Ces forces f'sont extrémement variables, soit que I'on passe d’une molécule
a Pautre dans I'intérieur de la Terre, soit que I’on considere les positions suc-
cessives d’'une méme molécule au bout de différents temps. Ces variations
sont assez grandes pour que les composantes de f'changent de sigue, et que
cette force prenne une direction opposée a celle qu’elle avait primitivement.
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Les forces f, appliquées aux divers points du globe supposc de forme in-
variable, ne peuvent produire de translation de son centre de gravite, en
vertu de F'équation précédente, qui peut aussi s’cevive :

3 /cosa=o.

Mais elles donnent licu a divers mouvements de la Terre autour de son
centre de gravité, ou, ce qui revient au méme, i diverses oscillations de
son axe de'rotation, telles que la précession, la nutation, ctc.

Séparons donc dans f la composante f, qui sur chaque molécule corres-
pond a ces divers mouvements, et il restera une force f,, résultante de f 1
de mJ,, qui ne peat plus avoir aucune influence sur le mouvement du globe
solidifié.

Nous avons ramené les forces qui sollicitent chaque molécule i trois :
Jay Fg et ml,.

La condition bien connue de I'équilibre est, que Lu masse fluide se dispose
en couches de niveau homogenes, normales ¢n chaque point a la vésultante
de f., Fy etmly.

Les géométres qui se sont occupés de celte question ont neglige Ly
force f,, admettant que cette force trés-petite, dont la grandeur et le sens
meéme varient avec le temps, a un effet moyen nul sur chaque molécule, et
par conséquent ne peut exercer aucune influence sur la figure de Ia Terre,

Nous ferons les mémes hypotheses; ot la détermination de la figure de fa
Terre, ramenée i la considération des forces 'y el mly, rentrera dans le
probléme de mécanique traité dans la premiére partie (*

———C—

Nous allons donc prendre les résultats de la 1™ Partic et en faire
Fapplication aux diverses questions que présente la figure de la Terre.
Les formules que T'oun emploie dans les grands levers géoddsiques, sup-

(*} On peut se demander si la suppression de la force £ est bien legitime. Cette foree st
celle qui produit les mardes, et si elle a une influenee aussi sensible sur la surfuce actuelle des
niers, on peut craindre qu'elle n’ait modifi¢ d’une manicére notable la fignre de fa masse ter-
vestre encore fluide. En effet, une ¢tude plus approfondie de fa question montre que la
force £, ne se détruit pas en movenne sur chaque molecule terrestie. Son effeta di dans ot
gine augmenter Naplatissement de la Terre anx poles de o™ envirvon. Mais la yeodosie
actuelle est loin de prétendre & meltre en évidence les quantites de cot ordre, ct, par conse -

quent, nous sommes cn droit de négliger a force £ dans les caleulssuivams,
i
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posent toutes que la surface de la Terre est un ellipsoide de révolution. Nous
avons montré, vers la fin de la I'® Partie, que c’est le résultat aucquel on
parvient, en ne prenant dans U que le terme constant et le terme en v?, et
regardant les suivants comme négligeables.

Mais est-on bien en droit de négliger ces termes? Leur valeur reste-t-elle
dans les limites des erreurs probables des observations ?

Pour élucider cette question, je prendrai dans la valeur de U le terme
suivant, celui en w?, et je chercherai les changements que ce terme apporte
dans toutes les formules géodésiques. Si les observations actuelles ne sont
pas assez précises pour nous accuser ces changements, il sera prouvé que le
terme en »*, et 4 _fortiori les suivants, peuvent étre supprimés dans la valeur
de U, et qu’on doit s’en tenir aux formules qui se rapportent & Pellipsoide.

D’apreés la I'® Partie, 'équation d’une couche de niveau quelconque
dans l'intérienr de la Terre, et en particulier de la surface terrestre, est :

U=¢(,
ou
23+29 |*+Z7 |o*+...=C.
(1) +Z1Q| +ZiQ

+Z3Q-
Soit r, une valeur de r, telle que
T.a valeur du rayon vecteur de la surface précédente sera

r=ryf1+a, |w*+b, |0*+...
(2) +a,Q,| +5,0Q,
+56,Q,

les coefficients a,, a,, b,, b,, b, étant déterminés par les équations :
dZ°
roly—* + Ly =0,

rod Z°+Z‘ o,
Iav -

, dZ of o 1 1d’2° dZ) 1 dz .
’ b ——'+70(a5+§a%);d, +roa,—— o gr +§"oa4—lrl+26:0,
azs 1 d?Z8 dZ! 2 \dZ' .
4 b‘ dr +r° (2(1 a, +7a )2 dr.+roa4 ar k¥ (ao"*“a(lo)T':"*-LI:O,
,,bd 218 ..ul*Z“_._ 18 dz'+Z2_o

FHTigE ;e T oS
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Remplagons Q, et Q, par leurs valeurs exprimées en cosinus des mul-
tiples de F'angle 6 :

v odi (g —1) 2 ! 3
Qi = o5 —(3u -—l):zl--i-?'(,()s?}

o i g — 1) 1. N B g 35
et 53 g g 30pt = Bopt e B = g cona

La formule (2) deviendra

3) r=g,(1- €w’ cos 20 + yw'cos 45 +

.

Cos 8, 7 ¢tant les expressions suivantes :

Po=ToV + Ayl -+ Dolo'+ ...
im0 |
? + 74 +Zb' |
9
+64b._.
3
§=Za,+ éb.w"—k...
4 4
20
+6?;b3
R aO
. a
4 1
35
/—« (zbn_\ -

D'apres I'équation (3) I'aplatissement de la couche de nivean du pole a
'équateur est

F— 0" ooy — 2 5w}

l

= 23wt — L.
5° ?"([—'w‘!

.car nous négligeons les termes de I'ordre de »°).

Si la surface considérée était un ellipsoide de révolution aplati aux poles,
ou aurait, b étant P'axe polaire, et e 'excentricité,

r=>b(1—e? sin“@)—;
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ou
= c0529+—:3-e‘ cos[;ﬁ-—...\
4 64
et 3 .
r==ab +Z —-—I'Ee 7
9 s
+5e
Ainsi, dans I'ellipsoide, on a
e 3¢
. _-[:“—1—6-_11 —_i Pl
B’ = +e2+_—ﬂ_ 4 8 ’
1 - P
4
3
'6—./*'4 .. 3 ‘
vt = - _648 e
1+ — +
4
et, par suite,
3 ; 3.
A 2\2 — s
y© _Z(Gw) - i

Je poserai dans le cas général
gt = iE’('1—+-t‘
/ et e
et ¢, nul dans le cas de Pellipsoide, pourra servir de mesure a Pécart de ke

forme cllipsoidale pour la surface de niveau considérée.
Je remplace € et y par leurs valeurs en E et ¢; 'équation (3) devient

"‘—'—Po[l-—éﬁcos 20 + :—6E3(3+3L) cos 46 —...

Je pars de cette ¢équation de la surface de niveau, et je cherche lu valeur
du rayon de courbure du méridien au point r, 6.
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Si dans la formule

R =

je substitue la valeur précédente de r, et si je développe snivant les puis-
sances de @, j'obtiens
E

) 3 T e n O R E N ’
RZFo[_(’ + 7 /,I)ﬁ—:l',(osaé—’—éﬁ (9 + ;Jl,<(>s/|6-|—...J~

J'appellerai o la distance polaire, c’est-a-dirc I'angle de la normale a la
courbe avec I'axe polawe. On a

ds = Rdu = \dr®* + r* dg:

d'ou

Je substitue les valeurs précédentes de » ot R, et Jintegre, en remavquant
que pour §=o0 ona «¢=o0, il vient

2 ="5—Esinaf-+E (2 3t)singf—. ...
1

Sur Ja Terrve, la seule quantité que donne directement Fobservation pour
chaque point, c'est o. Exprimons donc toutes les quantités précédentes en
fonction de 2. On a ains

Ey E . )
/'-_-.pol—KIA}- ',) -, Cos20 %.l-,-,s — 3t icoshu — ... "

-

D% 3 S .. ,
R = o,’I(x-k , ) —.L~F(*n5-:»_y_—-:—71-,‘u:)——/,:)I COS Jo -~ .. ‘
' ) 2 10 !

6 =u -Esmag +-E*a2— 3t sin jo+—. ...
4

Une autre longueur sonvent employée dans les calenls géodeésiques est la
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grande normale, c'est-a-dire la normale au méridien prolongée jusqu’x
P'axe de révolution. Sa valeur est

_|+E+%E2(z— 3t)+...]

["E
rsin 6 -+ ;+§E’(l—3t)+...]cosza

(5) N =

sinx [©

+ i-l%Ez(S-— 9t)+...] cosha

. . ..

Les levers trigonométriques faits pour déterminer les dimensions de L
Terre donnent définitivement des longueurs de degrés de paralléles, ou de
degrés de méridiens, 2 des latitudes connues. Si on admet que le sphéroide
terrestre soit rigoureusement un ellipsoide de révolution (ce quon a fuit
jusqu’ici), deux de ces degrés suffisent pour calculer les constantes de son
équation, I'axe polaire b, et aplatissement L. Pour cela on prend les for-
mules relatives a I'cllipsoide

R=b(1— e’)%(l—e"cos’a)"l,

-1 -
N=b(1—¢€*) 2(1—e’cos’a) *,
e? et
E—— ;"f"‘ Z?

et on y substituc les valeurs de R ou de N que donne le lever geodesique,
a des distances polaires connues, o.

Ainsi supposons qu’on ait mesuré deux degrés de méridien a des colati-
tudes « et ¢’. Des équations

R, =b(1 -—(;‘2)%(1 — e?costa)’t,

--3
2

1
Ry =0b(1 —e’)2(1 —e*cos®a’) 2,

on tirera

I
|

3 K
R, cos’a’ —R_ cos’a
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puis
b=R_(1— 62)-%(1—- e? cos*a)%; E:?..*_ e,

4

Comme la Terre n'est pas rigoureusement un ellipsoide de révolution, ces
formules appliquées aux divers degrés de méridien que je suppose mesurés
bien exactement, ne peuvent donner pour & et E des valeurs constantes.
Ces valeurs, qu'on obtient en substituant R.. et R, tirés des équations (5),
sont

E 3. )
ba,a'=Po[I-—;+m]&”%—%E’t(cosza—i—cosza+3coszacosaa’)+...]

Ez,u'=E[1—14§Et(cosaa+cosza’)——

On emploie quelquefois une autre méthode pour calculer les constantes &
et E de Dellipsoide terrestre. Si 'on a mesuré un degré de paralléle, on le
combine avec le degré de méridien déterminé 2 la méme latitude, et pour
cela on emploie les formules

R=5b(1—e*)(1— e*cos’a) *;

wle

il L
Nsina=»5(1—e*) "(1— e*cos’a) ’sinz,
d’ou I'on tire
. N—R

¢ = N_Rcosa’

puis

— “Tr— e?cos?g). E—=C
b=R(r—e*)(1—e*cos’a)’, E=_—-+

ok

Ces formules, appliquées a la surface que nous considérons, donnerout
pour b et E les valeurs variables suivantes :

E 3 1 ’
b“=P°|:‘—Z+TGE2+T6E”(78 + 108 cos2a +gcosfa) + =8

Ea——‘E[l—%Et(G—i-gcoszr/.)—‘...]-
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Au moyen de ces formules, si nous connaissions les constantes E et ¢,
hous pourrions calculer de combien varient b, et E, pour les différentes
valeurs de a et &', et voir si ces variations suffisent 4 expliquer les discor-
dances que présentent les dimensions du méridien terrestre déduites de lu
combinaison des différents degrés de méridien et de paralléle déja mesures.

Nous ne pouvons rigoureusement déterminer E et ¢ pour la surface ter-
restre ; car ces deux constantes dépendent de la loi des densités dans I'in-
téricur de la Terre, loi de laquelle nous n’avons aucune idée, et que nous
ne pouvons espérer de connaitre jamais; mais nous pouvons cependant
assigner des limites entre lesquelles sont comprises ces deux quantités, e
voir, jusqu’a un certain point, quelles sont leurs valeurs probables.

\insi, prenons d’abord E. On a, pour une couche quelconque, dans I'in-
térieur de la Terre,

E=— 260w’ = — g’a.&)z ——gb, W

5

— %

8
+ 2a,

H
+_a|
2

Appelons ¢ le premier terme de la valeur de E, de beancoup le plus
important parce que »? est tres-petit; nous aurons

I

3
2
—;a,&),

et, par suite, en nous reportant a I'équation qui donne a,,

R,

Y/ 3
-—:—G)QZ:.
r 2

~
o

Je récris les équations qui déterminent les valeurs de 2 et 2! (premicre
partie du Mémoire ) :

Z8=Uo=4nj'[f"9 dr+fm d,]

v o

2 = 4r/ [f ZFyUn s die +J A AR ]“"g'
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Dans ces équations ¢ () est la fonction qui lie la densité aux rayons vec-
teurs, et Fo (U,) est celle qui lie la densité aux valeurs de U, ; de sorte que
l'on a

p=19(ry="Fy(U,)

Des équations precédentes on déduit

(l{) " - dZﬂ
;;—FO(Uo)-‘d_r7
2z 4ﬁf /m' p'ritdr.
dr rt

J'emploierai encore dans ces calculs une autre quantité. Ce sera la den-
sité moyenne de la sphére de rayon r. Cette densité moyenne ¢ sera définie
par I'équation

%rzr" &:frp’.[;'zzr”dr’.

En intégrant par parties le second membre, et remarquant que

P=frm(-—dp’),

on pourra mettre la valeur de ¢ sous la forme

d\=f C;(-dP')‘*'f (—dg').

Ceci posé, multiplions les deux termes de I'équation en Z} par — = %,
2

. dZ, 1 .
puis remplacons Zi, ——*» et Fi(U,), par leurs valeurs déduites des équa-

tions précédentes; nous aurons

. r&\ r d ’ r >0 , e {I 2 - ’)): :
e LR I [ (=) G [T (=) S|
[ r ' -
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. . ;. oL nfd :
équation que I'on peut écrire encore, en dmsant‘par4 ;f » et substituant

partiellement la valeur de d,

r por . w r
f r”a’—;(—dp')-i—f 'Msl,'? — dp’)
s 3o r 1 wtr

AE— ——— 1

5 rl"a ® 2é r
f ?a‘(_‘lf")"'f (—dy) 7S rd

¢’est au moyen de cette égalité que nous allons étudier la quantité e.

Si nous faisons varier r entre zéro et R, rayon de la surface, I'expression
r* ¢ prendra une série de valeurs. Soit pour r = a, a® ¢, la plus grande; et
pour r = b, b* ¢; la plus petite.

Je dis d'abord que ¢ ne peut étre négatif. Car si ¢, était négatif, pour
r = b, le second terme du premier membre serait positif ou négatif ; mais
en admettant méme qu’il fat positif, il serait certainement moindre que

b 3 R b
f(—bw);(—dp'wf (—#a). o (—dp)
3+ 4 x
5 b "),

phs R
[ H=ae [ (=am
[} b

et a fortiori moindre que g (—b%e).

Par conséquent, le premier membre dont le premier terme est négatif, et
a pour valeur b*¢;, serait négatif lui-méme, et ne pourrait étre égal au
second membre essentiellement positif pour toute valeur de r.

Ainsi ¢ reste toujours positif, r variant de zéro a R.

Des lors on voit que, pour une valeur quelconque de r, r3 ¢ est plus grand
que le second membre, c’est-a-dire que

w'r

7 amme—— ]
%wf.r-?

I
E>> —»
3

(*) Le facteur {— dp'} qui entre dans ces intégrales est toujours positif de r—=o0 4 »==R;
puisilest puide r=R a2 r=».
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c'est-a-dire la moitié du rapport de la force centrifuge de Péquatenr a la
gravité, pour lesolide primitif, cn admettantqu’il viennede prendre la vota-
tion angulaire w, et ne se soit pas encore déforme (™).
Cherchons maintenant la limite supéricure de r? ¢, et pour cela faisons
r= a dans P'égalité qui donne e. Il viendra

@ r's , .., n
r'ie ;(——(ly)+ r'te F[-,[,\
at: 1 w'a 2 3o vt
"a_'7 ./|. R a +5 a . R
z7Sads f S{—de)+ (— o)
o a
a N R at
f ateg, . — {—dp') + ale, r—”( dp')
1 wla 2 3o L - __‘3__
N @3 &
’g”f”oa f ;(—(19')4— {. {(— de”)
[} va
1 wla 2 2
<:-, a + g g,,
- %wfno,,

car @ < d,5 la densite moyenue ¢ décroit quand raugmente, de méme que

la densité p.

'*) Lagravit¢ primitive est — v L= %:f.rr}.
ir
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Ainsi on a un théoréme analogue au précédent pour toute valeur de
supérieure a a ;-et particuliérement pour r =R, c’est-a-dire pour la surface

terrestre, on aura

I R
€R > ;‘———-f‘—-—-—-s
§1rf.l’¢.38

w’R
6 < 7o
R 4 gﬂf.R.é‘R.

Maintenant je vais étudier la maniére dont ¢ varie, quand on va du centre
a la surface, c’est-a-dire quand r varie de zéro a R, et pour cela je cherche

d
la valeur de Z:.
dr

. . N )
’ 1z
L’équation en ¢ peut s’écrire, en la multipliant par -,

1 w: 3 r’ l; , @ , ’
0\5'—‘;'4 +§[f 5%(-dp)+f 5(-dp)]’
nf o r

d’ou, en différentiant,

ds da__ 3 r 775
ti;+€:z;——;f €.— (—dp');
0

d‘=£ (= dp) +f( dp'),

dé 3 [T
dr——7£ r’( dp)

oron a

. . de ., .
Substituons et tirons la valeur de 71-;7 il viendra

de 3¢ r:¢
=5 () F=dn
o

. , . 3 s de . ...
Je dis que de cette équation il résulte que = est toujours positif, et par

suite que ¢ croit toujours avec r.
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En effet, d'apres ce qui précede, e est toujours positil 5 done 7‘5 est positit,
r* ¢ s'annule évidemment pour r = o, acause de la valeur géométrigue de :
(rzest la différence de deux lignes). Si donc on part de r = o0, 1% ¢ dabord
nul devient positif, ct par conséquent croit, au moins jusqu’a ce que .t
atteint une certaine valeur a; et jusqu'a cette valeur a, d'apres Péqguation

rlrg’

— étant toujours plus peiit
ree :

., . de ..
précédente, on voit que ;. vestera posmf(
que 1 ) » et par suite ¢ ira toujours en croissant.

St donc ¢ ne va pas toujours en croissant avec r, der=o0ar=R,l A
aura une certaine valeurde r, r= bpour laquelle il atteindra un maximum,
puis pour les valeurs supérieures de r il ira en décroissant; et alors pour
r = b on aura

7=00).

ar
et pour r > b ou aura dans un certain intervalle
oz

J;' 0.

Mais faisons r = b, dans I'équation précédente; nous avons

“de 3 & b rire’\ r ,

Or ¢ ne peut étre nul; b, d, ne peuvent étre infinis. De zéro i b, on annri

<y, rr'<b.

r've . . R r . . lr
Donc 1 — e est toujours positif, de méme B L dp';. Done (7[— )’/ est
positif et ne peut ¢étre nul.
Aiusi on ne peut supposer que ¢ cesse jamais de croitre avec r.
D'un autre colé, je dis que;7 ira toujours en décroissant, 1 croissant

de Z('l‘() a R,

de . L R . .
") i ne peut passer par linfini, ni étre discont:nu, d’apres sa valenr cime que vous
"

avons ci-dessus.
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En effet on a

. . di
Et substituant la valeur de ‘—;,

g e Eaa

Et en mettant la valeur de ¢ dans la parenthése, on peut écrire :

Vs[5 S o)

quantité évidemment négative.

Ainsi, en résumé, ¢ toujours positif va en croissant avec », mais moins r.-
pidement que r?. Du reste, nous avons deux limites qui le comprennent
pour la surface terrestre.

Passons 4 Vétude de la constante ¢,

Ona
3 3
qot = 4b2w =B (14 ¢) = gE (L +1);
d’ou
12 &
(1) by= 25 (1),
Reprenous les équations en b, et a, :
R godly 8, v d'Z; 18 dZ) 2
(2) I/I._,—IT;- I 4 é—gaizwﬁ*r 35 a, —— 5 +Z2—O.
\ Z,
(3) l(l,’{("—%—Zf:u,
ar :
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et I'équation qui détermine Z3 (I* partie), que nous ¢crirons

A TR et

o

9 18 FI(U)T
[ [z e e FE 2

De I'équation (3), nous tirons

% 7:=

dZ, dZ; da, dZ; _diL
o = TG Ty T

Substituons dans (2), il viendra

, 17 L L d'Z0 18 . dZ° 18 . da, 2t
5 £2—= —pp, 50 4 Q2,098 | 10 0 dly | 10, da, dZ]
(3) 2 gy gty m Tap Al g rta o=

ce qu’on peut écrire

2 @2, 9 d[ 5,292,
6 Zi=—rhp g e

Quant aux fonctions Fj, F§ elles sont déterminées par I'équation

d'ou
o dZ; d'p  dp &I'Z,
dr dr dr  ar dr-
! 1 - £ nid _
l‘l.)([Jo)‘_('ﬁ':'7 ra(Uo)—‘ 'dZ:)"’ ’
- ("

Et par conséquent on aura

A
IJ”(U) (F‘ 9 2 s dri do
2" v . ‘2 9 wp
Z22F, (U, )+ (Zl) = b, + 3 T
[[I'
AL
18 . dp 18 ,  da, dp 9 a ds dr?
+ 35 g +§3,a drdr+35 dri T ALY dr
dr
ou encore
7o T 18 e ol - 9 d[ 5 ode
(7) /“.’FO(UO)'*‘?S(ZJ n —rb2dr+35[{—, r-a; ar |l
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Substituons ces valeurs (6) et (7) dans I'égalité (4), remplacons &, par

12 €? 2 ¢ . .. 35
. — 3 —_— T 4
sa valeur % o (r +t), et a, parsa valeur 3 =) puis multiplions pa —w

nous aurons enfin

—rddz o+ )+ 3;[1"’(5’_]
f / I &+ tl ] dr' +f [ r {_I E/a(, -+ t') ]-;(1!‘
rf d re
9 ’ . Ty ,ge,, dl"+ _ii_ g de d"l
) 3 dr’ 2 L 3|l ‘

Cette équation peut se simplifier. Intégrons par parties les deux derniers
termes du second membre; nous avons

"yod : d y
f%(;r,[r e’ f{’:l dr’ +f l—’,[l"2 e’ P] dr
o
dp" rie\’ 1 dp’ rt ®
— 12 . _ pf2 .12 R
= (31 ¢ s ’5>o ~+ <3l €% 55 "’).-

6 /" do' r' ) o 1o ,
—§f r2et l—lf;-'—,» dr’ + 3 ragr by
° rr 3., dr’ "t

Les deux premiers termes du second membre donnent une somme nulle.
Car la premiere parenthése s’annule évidemment pour r’ = o, a cause des
facteurs r’; la seconde parenthese s’annule aussi pour r' = %, a cause du
. dp’ . .
facteur d—pr’ nul dés que »* > R. Et enfin les deux parentheses prennent la
meme valeur pour 1’ =r, et se détrnisent, puisque ces deux valeurs cor-
respondant a r doivent étre prises avec des signes contraires.

Substituons donc ce résultat dans I'égalité (8) et en méme temps rempla-

a

dZ;
cons —— P'rll' sa V{llelll'
: dr

il viendra
. 4ef duf d 5
Tr“s’o“(l - f) — 1= E(r“ e?d)

) ‘ 9
W ger
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Or, d’'apres les équations qui se rapportent a ¢,
.d d(sd) d.s
8 .3 — 2 .2 3 ] -
d’_[r .0 =3r*e.d+rte. o= kT ed‘.?

:31"5’6‘—-3r’efwe'f;(—dp’.)+3r’sgfr(x—-r",:—j)rr—’: —dp").
v] o

. . , . Ry 3 .
Substituons, faisons les réductions, et multiplions par fmp Dous arriverons
T
a

‘ r’a’d‘t:-j:-;;(r’s-——r”s')’:—?(—dp’)

(10} ' . ; N . ‘
+—[f ey (- dp')—i—f "l"za""t'.%(——d‘o')].

3

Voila Péquation qui nous servira 4 étudier la constante ¢.

En la multipliant part—:?et remplacant ¢ par sa valeur, on peut la mettre

sous la forme

72 , r's , © [¢ r3\? s s r rlr\ap’s
‘ , A g.t/r‘.—;("—dp)"—.r (-Er—’a).t,r‘.(——-dp) . ﬁ (l—-;;—;) ru(——dp')
tr -—§ "yl ) ® = fre ! * '.
f—;(—dp)-i— (—dp') f—;;(—"?)-f- (—d¢")
0 r ° r

De la nous concluons, comme précédemment, que ¢r*, el par suite £, est
b} 3 H p

positif pour toute valeur der.
En effet, de zéroar, r'<r; donc

<
dera R, r’'>r; donc
El
e'r 7
o= T <
7
8..
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Par conséquent si ¢r* pouvait devenir négatif, pour la valeur de r ren-
dant zr* négatif, et maximum en valeur absolue, le second terme du pre-
mier membre de 1'égalité serait négatif, ou, en admettant méme qu'il fiit

.. . . . 1 » .
positif, il serait moindre que 3 (— tr*). Par conséquent le premier terme

donnerait son signe au premier membre de 'égalité; ce qui est absurde,
puisque le second membre est essentiellement positif.

Ainsi, pour toute valeur de r, et quelle que soit la loi des densités, ¢ > o;
ct on peut méme ajouter, d’aprés cela, que pour toute valeur de r on a

p ,.Izef zrls ,
l (l— r‘e) —;;(—dp)

s o ’
fo - (—dp)+ f’ (—4p)

Maintenant soit-« la valeur de r, qui rend tr* maximum, il sera facile de
conclure de I'égalité précédente, en y faisant r = a,

a 12 oI\ 1 p?3
r'te r
(1= Fe) Ft—ae
A ate, a

1
.[aa"_ 3 ta(l" < at ,

apl3 , »
f —,;;<—a'p)+f (—ar)
n a
a rirgi\ 2
3 f (I"F;Z> r(—dy)
a o
< .

t>

el par conséquent

De la il résulte que pour une valeur quelconque de r plus grande que a, on

dtra
a Pl \2 r 13 1\ 3
f (" azsa) P (—dyg) f (:—’ﬂ—:> 7’3 (— dp!)
o 3r Yo

a!‘"‘ ” < 2 I'r13 o
[“Gtmane [ i) [ FEa [T
Y a o} r

5 »_ Sa
ALt <
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La derniére inégalité résulte de ce qu'en passant du premier au second
cle ses membres, on augmente les deux facteurs de son numérateur, et oun
diminue son dénominateur (*).
Par conséquent, pour toute valeur de r supérieure a a, on a

r rirg?\2 ps3
f ("“ r’e) = (=)
3 o
; I‘rlg (-]
f “;(""iP')"“f (—dp)
o r

Ces deux limites de ¢ s’appliqueront tout particuliérement a la surface, et
nous en conclurons a fortiori les deux suivantes :

t <

t > o, t<§-

On peut démontrer, sur la loi des variations det, des théorémes analogues
4 ceux que nous avons démontrés pour ¢, mais beaucoup plus compliqués,
et qui ne nous méneraient & aucun résultat utile. Nous les laisserons coni-

plétement de coté.

Nous venons de déterminer le signe des constantes ¢ et ¢, et de trouver
des limites qui les comprennent certainement, quel que soit le mode de
variation de la densité dans 'intérieur de la Terre. Il nous reste i resserrer
ces limites, et 4 déterminer les valeurs probables de ces quantités pour la
surface terrestre. Et pour cela nous suivrons la marche suivante : Nous
prendrons différentes lois simples de densités ; nous déterminerons les con-

{*) Ona
d(rie)
o ' reg dr {'" rre’\ e
— e JIf — — Ji —(1."l
dr J, < ” ) P(—dp)=2 rie o (l s ) r: " )

d " » , dd 3 (/e
- = (- ! —ays = —— - o [l ').
dr[ﬁ r ( ’l.“ )+ : ( rflr )] dr r o 7 ( “ (‘ .
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stantes ¢ et ¢ correspondantes i ces lois, et nous verrons lequel de ces
résultats nous paraitra le plus conforme aux idées que I'on se fait sur la
constitution de la Terre, et aux données que l'on'possede déja sur cc
sujet.
Un des résultats principaux sur lesquels je m'appuierai, est le rapport de
su densité a la surface a sa densité moyenne. J'admettrai que ce rapport

1 . < . - . .
est—-Si Pon prend les différentes roches éruptives qui paraissent former

I'écorce solide de notre globe, on voit que leur densité varie de
2,64-2,66 (granites, porphyres, et roches analogues) a 2,95-2,96 (diorites,
mélaphyres, basaltes, etc.). Les dépots sédimentaires, d’'une moins grande
importance, parce qu’ils s’étendent sur une portion trés-faible du rayon
terrestre, ont encore une densité 2,2 a2,4; et d’ailleurs ils ne devaient pas
exister 4 cette époque de fluidité primitive, a laquelle nous considérons le
globe. D’'un autre coté, on sait que les expériences les plus dignes de to
s'accordent pour donner 4 la Terre une densit¢ moyenne de 5,0-5,4-5,5.
On voit donc que le résultat que j’indique est exact au méme point que les
expéricuces qni lui servent de base (*).

On pourrait objecter que je ne tiens pas compte de I'cau qui recouvre
une grande partie de la surface terrestre, et de 'atmosphére qui 'entoure,
Mais I'cau de la mer, répandue uniformément sur toute la surface du globe,
occuperait une épaisseur qui, d’aprés tout ce I'on sait, ne dépasserait pas
6300 métres, c’est-a-dire le milliéme du rayon terrestre. Il est donc pro-
bable que Pinfluence de la moins grande densité de cette premiére couche
ne s'étendrait pas au dela du troisieme chiffre de ¢ ou de t(**); et certes
nous ne prétendons pas trouver trois chiffres exacts pour ces quantités, par
les considérations un peu vagues qui suivent.

Quant a I'atmospheére, dont la masse équivaut i une épaisseur de 10®,33
d’eau, son influence est & fortiori tout 4 fait négligeable.

('5 Tout autre rapport plus petit pourrait encore étre admis, et avec plus de certitude;
car & la surface la densité descend brusquement jusqu’a o. Mais plus on augmente ce rapport,

. . " - 1 .
plus on resserre les limites qui comprennent ¢ et ¢; et j'ai cru que le nombre 5 pouvait étre

admis sans nuire i la rigueur.

(**) Cela se voit assez bien, et pourrait au besoin se démontrer au moyen des équations
qui déterminent ¢ et 2.
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Ainsi désormais nous admettrons que nous cherchons : et t pour un
fluide, dont la densité moyenne est double de la densité a I surface.
Cette¥galité & = 2 p peut s'écrire, en se reportant a la valeur de d.

R P 2

’ u»",'—d(")zjﬂ (=

[

l.es limites que nous avons trouvées pour ¢
|

w?

w R

~

' 5
"%wfn 3y 4 =fR 3y,

w

se rapportent, la prm‘niél'e au cas ou toute la masse serait réunie au centre.
et la deuxiéme au cas ou elle serait uniformément répartic dans tout le
volume (ainsi qu'il est facile de s’en assurer en faisant ces hypotheses
dans I'équation qui donne &). Ces deux lois sont les deux lois extremes que
I'on puisse admettre pour les densités, et les valeurs de ¢ qui leur corves-
pondent sont ¢ =1 quand la masse est réunie au centre, et t== o pour
le cas de I'homogénéité.

Dans ce qui suit, Je prends différentes lois de variations de g, et je caleule
les valeurs de e et de ¢ correspondantes. Dans la valeur de ¢, je ne consi-

2
dére que le coefficient de — R

%rfl{ N

développe pas les calculs qui ne présentent aucune difficulté en se ser-
vant des équations en ¢ et ¢, ct se rappelant qu’clles n’admettent quune
solution (*). Je me contente d’écrire les vésultats.

s que je représente par L letive v e ue

. .. . de ,
(*) Pour calculer la valeur de ¢, il faut d’abord prendre I'équation en /—c, el en tiver les
ttr

de

limites du rapport —- C'est ce rapport qui determine le mode de voriation de Ja guan-
5

¢

Loe
tité = qui entre dans la valeur de r.
.
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I.

Nous avons déja trouvé, pour le cas de la masse réunie au centre, ct

Fig. 1.

pr = 0 (fig. 1), les valeurs

v = 0,50, t=1,00.

II.

Pourles cas dep = py = _dy,de r=R jusqu'a 7 = o, et du reste de la

Fig. 2.

masse réunie au centre, cas extréme en admettant Pr = d‘R ( Ag.1);ona

I
2
v =o0,71, t=o0,60.

111,

Supposons ( fig. 3) que la densité varie comme une certaine puissance

Fig. 3.
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du rayon, nécessairement négative
n

—n R
e =Ar = pp =+

. BN . .
ce qui, €n admettant que pp = 3 Uy, DOUs conduira a poser n — 1,50, otl

frouvera
v = 0,85, t = 0,32.
1v.

Supposons ( fig. 4) que la densité varie suivant la loi simple ' = A — K,

Fig. 4.

‘J‘ K r

auquel cas la condition p, = ~dy déterminera A et K de la maniére suivante :

p:pﬁ<5—-4%)s

v = 1,00, (— 0,12

on trouvera

V.
Prenoos pour loi des densités p =A — Kr* (fig. 5), c’est-a-dire supposons

Fig. 5.

'—0’7 R r
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que vers le centre la densité ne varie plus sensiblement avecr. La condition

¢, = 2p, déterminera A etK,

et on trouve

v=1,03, t=o0,09(%).

On trouverait a tres-peu pres le méme résultat dans le cas ou on prendrait
pour loi des densités

Ce cas, déja considéré par Laplace, offre cela de remarquable que les inte-
grations peuvent se faire sous forme finie aussi bien pour ¢ que pour . Mais
les formules sont trop compliquées pour présenter de I'intérét.

VI.

Je placerai en dernier lieu le cas de ’homogeénéité ( fig. 6).

Fig. 6.

p=C
dans toute la masse. Dans ce cas, d’apres ce qui précede, on a

v= 1,25, t=o0,00.

{*) Tous ces nombres n'ont pu étre déterminés exactement. Mais la plupart sont exacts i

0,01 prés; et ceux sur lesquelsil y a le plus d'incertitude sont encore exacts 4 0,02 en plus
ou en moins.
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Voyons quel est celui de ces cas que I'on peut admettre probablement
pour la Terre. Les cas I et II sont des cas extrémes inadmissibles. L.a masse
est beaucoup trop reportée au centre.

Déja dans le cas 111, ou la densité est infinie au centre, on voit que ce
défaut subsiste encore notablement. Le cas IV suppose une variation uni-
forme de la surface au centre ; nous n'avons rien a dire ni pour, ni contre.
Le cas V suppose que la variation de la densité est nulle vers le centre. La

densité au centre y estlp , ou 1,75 d., cest-a-dire 10 environ. Cetie
J 2 R H R)

densité de 1o seulement est peu admissible quand nous voyons un certain
nombre de corps venant de 'intérieur présenter des densités notablement
plus fortes, quelquefois doubles. Le cas VI est enfin un autre cas extréme
opposé aux deux premiers, et qui certainement ne sc présente pas pour la
Terre.

Ainsi les valeurs de ¢ et de ¢, certainement comprises entre celles qui se
rapportent aux cas Il et VI, peuvent méme se resserrer avec un grand degré
de probabilité entre celles qui se rapportent aux cas IIT et V, cest-a-dire

entre
111 v=0,85, ¢=0,32,
v v=1,03, t=o0,09.

Mais une autre considération va donner une beaucoup plus grande cer-
titude 4 ces déterminations. I.’aplatissement de la Terre a été 'objet d'un
tres-grand nombre de mesures, et les procédés les plus divers se sont accor-

’ . . t N ) .

dés a lui donner une valeur de — & z— en moyenne. D'ailleurs le rapport
295~ 300
de la force centrifuge & la gravité pour la sphere terrestre primitive a été
. \ . ’ .y , . . 1 1 v .
aussi lrés-bien déterminé et fixé apres correction entre YO ct — 1 apres
2 9 ‘..5)!

cela la valeur de ¢ pour la Terre est probablement de 0,96 i 0,98 et on
peut a peu pres affirmer qu’elle est 0,97, & moins de 0,02 d'erreur.

Si nous intercalons cette valeur de ¢ au milieu de celles que nous possc-

dons déja, nous verrons par comparaison que la valeur de 7 doit ¢tre fixée o
{ = 0,10.

Et si I'on veut avoir une idée du degré de probabilite de cetie valewr de ¢,
9
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on n'a qu'a voir la simplicité de la loi qui lie ¢ et ¢, au moins pour les lois
simples de densités que nous avons choisies.
Ainsi je dresse un tableau de comparaison entre les différentes valenrs
de ¢, et celles de la fonction trés-simple 2 (¢’ — v)?,'v" étant la valeur
extréme 1,25 correspondant a £ = o.

v ¢ 2(v —w) t—z2(v — o) ‘_",'(',"_")’
0,5 1 1,125 — 0,125 — 0,125
0,71 0,60 0,583 + 0,017 + 0,03
0,85 0,32 0,320 + 0,00 “+ 0,00
1,00 0,13 0,125 — 0,005 — 0,04
1,03 0,09 0,097 — 0,007 — 0,08
1,25 0,00 0,00 0,00 0,00
| =

On voit donc que cette valeur empirique 2(¢' — ¢)? pourles cinq dernicrs
cas ne differe de la valeur réelle quede 0,01 & 0,02 au plus, et que U'errcu
relative n’atteint jamais o,1 en plus ou en moins.

Appliquée pour v = 0,97, elle donne

—_ [
t=0,157.
Ainsi je crois qu’en fixant £ pour la Terre 4 t = 0,15, on peut espcrer
ne pas différer de la vérité de plus de 0,02 en plus ou en moins; et que,

dans tous les cas, il y a une trées-grande probabilité pour que ¢ soit com-
prisentre 0,20 et o,10.

Maintenant nous pouvons évaluer l'influence de ¢ sur la figure de la
Terre, et sur les formules qui s’y rapportent.
Ainsi prenons 'équation du méridien terrestre

’=Po[l *%Ecosﬁ -+ %E"(3+3£)cos46+.. ]

Nous verrons que l'influence de ¢ se réduit en définitive & un aplatisse-
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ment de l'ellipsoide terrestre vers le parallele de 45°, ¢t que la dépression

2
totale du parallele de 45°, comparé au pole et a I'équateur, est de é E?tc,;

c'est-a-dire en appliquant les valeurs précédentes 4™,50 probablement, ¢t
dans tousles cas plus de 3 metres et moins de 6 metres. Ainsi cette influence
peut bien étre regardée comme nulle.

Si 'on prend les formules diverses que l'on emploic dans les questions
pratiques sur la figure de la Terre, celles sur lesquelles nous trouverons la
plus grande influence de ¢ seront les valeurs de laplatissement L, déduites
des comparaisons de degrés de méridien, ou de degrés de méridien et de
degrés de paralléles.

. . - 1 ’ .
Si on met I':iplatissement E sous la forme de 3 N étant un certain noni-

bre qui, d’apreés les mesures faites, est voisin de 300, nous trouverons (ue
les valeurs de N, déduites de ces comparaisons, seront :
Degrés de méridien, « et o/,

15 ,
N, =N +—Zt(c052a—l— cos aa'):

Degré de méridien ct degré de parallele z,

N, =N+ ét(G—r— g Cos 22).

~

I . . 19
L'influence de ¢ sur ces nombres ne pent jamais depasser == 2 e plus on

en moins, ¢'est-i-dire de 0,75 a 1,50, et probablement 1,125,
Or les différents nombres N_ . N déduits des mesures de degres ter-

o

,
restres présentent des différences d'un tout autre ordre, et assez fortes pony
(qu’on ne puisse connaitre Jeur valeur movenne N avec une approzximation

| rande 1.5 lus , ins. Il faut donc Ire que les ex-
plus grande que 4,5 en plus ou en molns. aut donc attendre que les ex
périences soient quatre fois plus précises et plus concordantes pour que b
valeur de ¢ puisse en sortiv et étre mise par elles en ¢vidence

Il'y a une autre quantité que 'on a mesurée avec soin sur Le surtace tee-
vestre, et dont on acherché i déduire la forme de la Terre. Clest L longueur
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du pendule 4 secondes, ou, ce qui revient au méme, la gravité qui lui est
proportionnelle.
La valeur générale de la gravité, c’est-a-dire de la résultante de toutes les
actions qui sollicitent une molécule (x, ¥,z ou r, 6, ), est

= T (T~ = [~ 2 T

. . dU P
ou bien, en développant, et remarquant que —- est négatif,

(e tm)
g-( rlr) zr,( dU)

— —

dr

, . C et s Ve s d
Le développeent limité 4 o* se réduit 4 ces deux termes, car :1—:-] est de

I'ordre de «?.
Substituons le développement de U, et il viendra

ai; dZ, 2 dz; w4 ..

8= " &% ~ ar @ T dr
dZ; d7’?

- ';1,.‘[ Ql ““‘a"r—'Qi
dZ;

— dr Qn

L@y (aq\
2 dz? 'do
27 —
dr

Dans ce qui va suivre, je ne considérerai que les points situés a la surface
de la Terre, et ceux situés au dehors (de sorte que le résultat s’applique
par exemple & Paction de la Terre sur la Lune). Alors il est facile de voir que
dans toutes les équations qui déterminent ZJ, Z!, la 'seconde intégrale de
ra o disparait, puisque (— dp’) est nul dans tout cet intervalle; et, pour
la méme raison, on peut prendre o et R pour limites fixes de la premierc
intégrale, au lien de o et r.
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Alors on a, les quantités A représentant des constantes.

zo=4 =t B ot 0
Zg:'}r—i; Zf:AF:; Zg_"i}; .......
Et de ces équations on déduit
(lZ::_E; tl-'Z‘;:x_:z.ZQ. ;[iﬁ:‘_ . Al.2.»§zo-
dr r dr o dr r 0
dz’} 9 dZ: 3 {7} 5
W=l =l =

Maintenant il faut remarquer que, dans la valeur de g, rreprésente le
rayon vecteur vrai se rapportant au point considére.

Pour pouvoir mieux établir la loi de variation de g sur une méme couchie
de niveau, et en particulier sur la surface de la Terre, je remplacerai r par
sa valeur en rg, rayon primitif correspondant & Ia couche considérée, et .
cosinus de I'angle polaire.

Cette valeur est

r:l‘OSl+ao w? + b, wh .
+ G,Q| "' b. Q.
( + 0,Q,
Alors un terme de g, tel que — “22, deviendr
ors un termc de g, tel que 2, deviendra
dZ, _ de,\ &7 2 (wl‘_ﬁ W' ..
ar = (— T Lo T\ Te % T _'Tﬂ)o’obo
A Al
—_ (—17'54)0 roach | — ( ) >o’° b, Qy
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Faisons de méme pour tous les termes de g, de maniére a ne conserver

. . dQ.\?
pour variables que r, et p.; puis remplacons Q3 et (—ﬁ> par leurs valeurs

en Q, et Q,.

3 — 2 8 2 I

dQ.\? _ 2 ay 72 6 6
(79‘) =gpi(1—p )—_ﬁQz'i';Qo"‘g'
Puis dans I'expression ainsi obtenue ramenons les diverses dérivées des
fonctions Z, Z4, Z2, Z2, Z1, aux fonctions mémes, au moyen des équations
de la page précédente.
Eliminons ces fonctions mémes, d’abord Z2, Z2, Z2, et ensuite Z%, Z! au

moyen des équations qui les lient aux quantités a,, a,, b,, b,, &, (voyez
le commencement de la II° Partie). Enfin ramenons les diverses déri-

. A dZ? . - (.
vées de 77, ainsi que Z§, 4 —, au moyen des équations de la page précé-

dente. Nous arriverons finalement (*) 4 une valeur de g ne contenant plus

. d78
que les variables p., et les constantes ry, a,, @, by, by, by, €t g, = — —
valeur qui pourra s’écrire
> — o 7o 2 __ b __.a2+_4_a2+a ﬁ_!__.l_a Do w4+
§==8of ! — d°+§°— 0] o ot 5% 0g, T 3%y

e 5 53
(o 3g) @)+ (b-smasTasag—gal)Q

35 8o
18 2 18 ro)
-+ (3 bg—gai‘f‘ 7 a, Py Q2

ou bien encore, en remplacant Q, et Q, par leurs valeurs en cos 20 et
cos 49,

g =8 1 +n [wlcos20+ gjwicosff+ . . .
+ lw? + pa? + .
+ m ot + ...

(*) Je n’ai pas voulu développer ici les calculs, parce qu’ils sont trés-longs et n’offrent
aucune difficulté.
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Et les valeurs des coefficients {, m, n, p, ¢ sont les suivantes :

3 5r 105 18 a’ ()0 rq
n=—-a, G = - by — = -+ '
(" Tr 1T 64 65" g
1 5 15 oL o 5 g
= —a, —d, — =2, p= b+ T laga, — mra, = ka2
[ 4‘14 ° 125, p= b + b § 1 5G¢ e 4(05’.
29 1 257 o . 405 5 r,
m :ab2 —z—Zb, — b, — —rat —a,a, +aj — 6550,;} — g

Je considérerai spécialement les premiers termes des coefficients de cos 2 9
etcos 4 6. Ce sont eux qui déterminent le sens, et méme a trés-peu pres Ly
grandeur des variations de g, & cause de la petilesse de w®.

Oren remplacant a, et b, par leurs valcursen ¢ et ¢,

2 12 .,
a‘:--—gi’ 62:?3 (+I
on a:
5 o'r, e
nw=- -
4 & 2
m‘——L»Q( -+ [) _lé wre
q _416: 7 9 Iﬁc gy

La premicre de ces expressions nous mene au théoréme connu que Lo
somme de la variation relative de la gravité de I'équateur au pole, et de 1
.. . A . . 5 wir,
variation relative du rayon vecteur du pole & I'équateur, est 5 I ot par
Se
conséquent est indépendante de la loi des densités dans I'intérieur de 1
Terre.

Et en effel, on a

Gpate — Gi uatenr Gy—p — Ga o Hwts,
Ll g = = —onwr==:—' —
8o 8o 2 L
P‘équmeur — prle
T =,

0

d’ou

Gpote — G(-quateur - Requnteur - Rp(ylu . 5 o'r,

& Ty 2 g

ce théoreme est rigoureux, pourvu que I'on néglige les termes en »*.
Maintenant voyons quel est I'ordre de grandeur de gw*. Pour cela. je
10
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rappellerai que
o’ 1) 1

097 = g

pour la surface terrestre. Je prendrai d’ailleurs encore ¢ = 0,15, alors on

trouvera

6,
qut= — -’Tg—ls’z — 0,0000049 ....

La variation totale que peut donuer ce terme, et qui est 2 ¢ w*, ne s’éleve
pas 4 1 centi¢me de millimétre sur la longueur du pendule & secondes, qui
cst 4 peu prés de 1 métre. Ainsi elle échappe a nos moyens actuels de
mesure.

Et on peut dire la méme chose de tous les termes en w*, qui par conse-
quent ne peuvent pas eacore étre considérés dans les formules se rappor-
tant au pendule.

L'influence de ¢ est encore plus faible, car dans ce terme g ', ou ¢ entre
avec le plus fort coefficient, il ne donne qu'un terme dont les variations

. .18 .
extremes montent a E 24, ce qui, en prenant la valeur moyenne de ¢, ot

ses deux extrémes, donne 4,5 et dans tous les cas de 3 4 6 milliémes de
millimetre.

Ainsi l'influence de ¢ ne peut étre accusée actuellement par les variations
de la longueur du pendule 4 secondes; et ce ne sera probablement pas de
sitot 5 car il faudra auparavant que I'on puisse mesurer une longueur avec
une exaclitude de 6 chiffres décimaux ; que dans la mesure d’une ligne de
s métre on puisse étre certain du chiffre des milliémes de millimétre.

Les conclusions de ce Mémoire sont bien simples. La Terre n’est pas
rigoureusement un ellipsoide de révolution. Mais aucun de nos moyens de
mesure actuels ne peut mettre en évidence son écart de la forme elliptique,
qui reste dans les limites des erreurs des observations. Ainsi on peut em-
ployer sans correction les formules relatives a D'ellipsoide pour les grands
levés géodésiques, pour les mesures de longueur de pendule....

Ces propositions ne sont pas nouvelles et sont déja généralement admises,
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quoique sans démonstration. Mais je crois que ce travail peut aussi soule-
ver d’autres questions et mettre sur la voie de résultats plus intéressants.

Toutes les conclusions précédentes supposent pour loi d'action des molé-
cules celle de la raison inverse du carré des distances. Mais est-on en droit
de 'admettre dans le probléme de la figure de la Terre ? Si, dans I'évalua-
tion des actions réciproques des molécules terrestres situées a une distance
cousidérable, on peut se regarder comme fondé a prendre la loi que les
mouvenients célestes ont si bien démontrée pour les distances des masses
planétaires, on ne I'est plus pour les petites distances. Et en effet, la phy-
sique démontre trés-nettement que pour les distances moléculaires la loi
d’action est tout autre. Si les premiéres actions sont plus nombrenses, et
ont pour elles I'avantage de la masse, les derniéres sont plus inlenses cu
vertu de la distance beaucoup plus faible. En définitive, on ne peut se pro-
noncer d’'une maniére certaine.

Ia forme elliptique ne prouve rien en faveur de la loi de la raison in-
verse du carré des distances, car elles’applique également a toutes les lois,
et est une simple cons¢quence de ce que la forme est due au mouvement de
rotation d’une masse primitivement fluide. Quant a I'aplatissement ter-
restre, les limites que nous lui avous trouvées sont assez larges pour que,
méme modifiées par le changement de la loi d’action pour les petites dis-
tances, elles comprennent la valeur que donne |'expérience.

Admettons que Deffet de cette nouvelle loi d’action soit appréciable,

que P'on doive prendre pour la fonction d'attraction non plus {3, mais

Sf . " . .
— >} . 3 W M 3 ¢ > > 'S at 1: . . ’ .
<+ 9 (ry; [q> (r) ne devenant sensible qua de petites dista ]C(.SJ, voyons

quel sera le résultat pour la figure de la Terre.

D'aprés la I*® Partie de notre travail, la surface terrestre sera encore
de révolution, ellipsoidale comme premiére approximation, du quatviemne
degré comme seconde. Les formules de la II¢ Partie, relatives aux degres
de méridien et de paralléles, & la gravité, sont encore rigoureusement
applicables. Les coefficients seuls changeront. Nous ne trouverons plus les
mémes limites pour E et pour ¢; les valeurs probables de ces quantités, et
surtout celle de ¢, déduite decelle de E, ne seront plus les mémes.

Je n’ai pas essayé de soumettre ces valeurs au calcul. On ne connait
rien de précis sur la fonction ¢ (r); et si elle est un peu compliquée, I'ana-
lyse peut devenir impuissante. Mais on congoit trés-bien qu’en choisissant
convenablement cette fonction, oun puisse, tout en laissant i E les mémes

10.
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limites théoriques, faire varier trés-notablement #, et Vamener 4 prendre
une valeur qui rende son effet sur la forme de la Terre appréciable aux
observations.

Que ¢ par exemple, au lieu d’étre 0,15 soit 1, et son effet sur la forme de
la Terre sera accusé par des variations de 7,5 en plus ou en moins, de 15
en tout, suar le nombre N dénominateur de I'aplatissement terrestre, suivant
les degrés de méridien dont on aura voulu tirer sa valeur.

Je ne prétends pas qu’ui effet semblable existe. Je n’ai aucune raison m
pour, ni contre. Mais je crois qu'il est admissible, qu’il n’est pas contraire
aux faits déja connus ; et siréellement il existe, sa constatation sera tres-
simple. Il faudra, quand on possédera un grand nombre de degrés de paral-
leles et de méridiens réunissant toutes les garanties d’exactitude, les com-
biner deux a deux pour en'déduire les valeurs de E et de N correspondantes;
puis dressant un tableau de ces nombres N, . et N, voir si dans leurs

. . . .15 ) ,

écarts de la moyenne on apergoit 'empreinte de la loi 7! (cos2e + cos2a'},
. -1 - y e . Py . .

pour N .5 et 5 t (6+gcos2a) pour N _ ; c’est-a-dire s’assurer si, en corri-

geant les écarts hu moyen de ces termes dans lesquels on aura couvenable-
ment déterminé ¢, on peut obtenir une somme de carrés de différences
trés-notablement moindre que la premiére. Si la valeur de ¢ ainsi obtenue
parait bien marquée et assez exactement déterminée par les observations, si
de plus clle différe de 0,15 d’une quantité plus grande que la somme de
toutes les erveurs probables, on aura démontré ce fait nouveau et assuré-
ment trés-remarquable que la loi de la ruison inverse du carré des distances
n'est pas rigoureuse pour les actions réciproques des molécules terrestres,
et qu’un autre terme de la loi d’action a déja une influence appréciable su
la figure de la Terre.

Vu et approuve,
Le 2 février 1858,
Le Doven oe 1A Facurrt nes Sciences,
MILNE EDWARDS.
Permis dimprimer,
Le 2 février 1858,
Lx Vice-RecTevr pE L’AcapéMie pE Parrs,

CAYX.
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THESE DE MECANIQUE.

SUR LES AXES PRINCIPAUX D'INERTIE.

On appelle moment d’inertie d’un systeme matériel ( fig. 1) par rapport

Fig. 1

A
P'L-_____‘
/ r M

B

a un axe AB, Pintégrale 2r2dm, étendue a toutes les molécules dm du
systeme, intégrale daos laquelle » est la distance MP de la molécule o
a l'axe AB.

Le rayon de gyration est la longueur p déterminée par I'équation

M étant la masse totale Sdm.

Connaissant le rayon de gyration d'un systeme matériel pour un axc
passant par son centre de gravité, il est aisé¢ de trouver celui qui se vapporte
a tout axe paralléle.

Prenons un systéme d’axes rectangulaires ( fig. 2), l'ovigine étant le centre

Fig. 2.

IKNQ ot ’

:\
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de gravité du systéme, I'axe des z étant le premier axe de moments, le plan
des xz celui des deux axes.

Soient M une molécule dm, MR sa distance au premier axe Oz, MQ sa
distance au second axe AB. Abaissons MP perpendiculaire sur le plan
des xz.

On aura dans le triangle RQM

MQ = MR -+ RQ — 2RQ x RP.

Multiplions tous les termes de I'égalité par dm, et ajoutons les égalités
semblables obtenues pour chaque molécule dm. Nous aurons

ZWi dm = 3MR dm -+ ER_Q? dm — 22RQ < RPdm.

Soient p, le rayon de gyration pour 'axe Oz, p le rayon pour I'axe AB, d L
distance OC = RQ des deux axes. L'égalité précédente peut s’écrire

Mg* =Mp; + Md? —a2dZRP.dm.

SRP.dm = S xdm

est nul, puisque le centre de gravité est a I'origine des coordonnées. Donc

on a
pr=po +d’,

formule trés-simple qui donne p, connaissant p, et d.

Voyons comment varie le rayon de gyration pour les différents axes
passant par un méme point.

Prenons pour axes coordonnés ( fig. 3) trois droites rectangulaires quel-

Fig. 3.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



{79)
conques se coupant au point considéré. Soit OA un axe de moments fai-

sant avec ces trois droites les angles «, 6, 7.
Le carré de la distance MK 4 'axe des moments AB, de la molécule

dm(x, y, z)est

c—— —_— - 7
MK =OM — OK = a% + y? +2° — (xrcosa + ycos€ + zcosy)?
= (xcosb— ycosa)?+ (xrcosy—zcosx) + (ycosy— zcos§j2

Multiplions par dm, et ajoutons toutes les égalités semblables se rappor-
tant aux diverses molécules dm ; nous aurons

— . a 2 ~ P 2y
IMK dm = cos’a2(y*+2*) dm+cos?63 (2% + x*) dm-+ cos*yE(x*+y* dm
— acosecos8Saxydm— 2cosacosyEazdm— 2cos8cosySyzdm.

Soient p le rayon de gyration pour I'axe AB; A, B, C les rayons pour
les axes coordonnés Ox, Oy et Oz. Par définition

E'Nﬁzadnz = Mg?, Sy + %) dm = MA?,
2{(z*+ x*)dm = MB?,  Z(x®+ »*)dm = MC*,

Ainsi I'égalité précédente devient

( a " . ' ; Sy dm
‘ p* = A% cos’ @ + B¥ cos®6 -+ UF cos?y — 2 —p—cosacos §

I i
( ) ' Sxzdm 05 7 O N Syzdm 08 & cos
— 2 ——— COSZL COS Y — 2 - .-— COS T CO8 /.
2 M C 7 C 14 M /

Cette exprossiou nous montre comment varie le rayon de gvration p.

lorsque les angles o, §, y changent, et que par suite I'axe des moments AB

tourne autour du point O.
Mais nous pouvons la ramener a une forme plus simple en choisissant

convenablement nos axes coordonués.
En effet, portons sur I'axe AB, a partir du point O, une longueur
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K étant une longucur fixe arbitraire. Et voyons quel est le lieu des poiuts
I(}, p, v) ainsi placés sur les différentes droites AB passant par le point O.
Ces coordonnées X, {1, v, sont liées aux angles «, 6, 7y par les relations

A=lcose, p=1Ilcos6, v=1cosy.

Remplagons dans I'équation qui donne p les quantités cosea, cos€, cosy
et p par leurs valeurs en X, ., v et {. Puis multiplions les deux membres
par 2. [ disparaitra, et il ne restera qu’'une équation entre A, p,v, qui
pourra s’écrire

A'y, B ¢ Ixy dm
1—{—’k +K,[J- +K2V —_— 2—*ﬁr)\ .
(3) =K
Ixz dm)\ I yzdm
~ 3y W — 2 Ty Y

C’est I'équation d'une surface du secand degré ayant I'origine pour centre

Cette surface est tout & fait indépendante du choix primitif des axes coor-
donnés. Car le point I a une définition géométrique, dans laquelle ces axes
coordonnés n’entrent nullement.

Supposons donc que tout d’abord nous ayons pris pour axes des .,
des y et des z les trois axes de la surface du second degré que nous venons
de trouver, P'équation (2) doit nous donner la méme surface, mais rap-
portée a ses axes. Donc on a dans ce cas

Sxydm=o0, Zxzdm=o0, Zyzdm=o,
et la valeur du rayon de gyration devient
(3) p? = A? cosa + B? cos? 6 + C? cos® .

Ainsi pour tout point O de 'espace, il existe trois axes rectangulaires pour
lesquels on a

Sxydm=o, Zxzdm=o0, Zyzdm=o.

Eten appelant A, B, C les rayons de gyration pour ces axes, le rayon de
gyration g pour un axe passant par le méme point, et faisant avec les
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premiers les angles ¢, €, v, est donné par la formule
p* = A® cos’ o + B” cos*6 + C? cos?y.

Ces axes sont appelés les axes principaux d’inertie pour le point 0.
Si on suppose

A>B>C,

la formule précédente montre que le premier de ces axes est celui qui a
le rayon de gyration maximum A parmi tous les axes passant par le
point O, et de méme que le rayon de gyration minimum correspond au
dernier de ces axes.

Supposons que pour un point de I'espace on ne connaisse pas les axes
d'inertie principaux, et qu'en prenant trois axes rectangulaires quelconques
on ait trouvé pour la valeur de p une formule telle que (1), je dis que les
directions des axes principaux d’inertie seront déterminées par I'équation

dp=o.

En effet, reportons-nous i la surface (2) correspondante. Pour cette sur-
facedusecond degré, les sommets seront déterminés parlaconditiond.l=o.
Car les sommets sont des points, et les seuls points pour lesquels le plan
tangent est perpendiculaire au rayon vecteur Ol = L Et comme on a

=5 d=-%4q,
f 1

les directions des rayons vecteurs allant aux sommets, c'est-a-dire les axes
principaux d’inertie, scront déterminées par la condition dp = o, qui équi-
vauta dl =o.

Je vais maintenant étudier de quelle maniére varient les axes d’inertie
principaux et leurs rayons de gyration, lorsque varie le point de I'espace
augquel ils se rapportent.

Je prends pour origine le centre de gravité du systeme, pour axes coor-
donnés les trois axes principaux d'inertie du centre de gravité. Soita, 4, ¢,
les coordonnées d’un point A de Vespace; prenons un axe AB passant par

ce point, et faisant avec les axes coordonnés des angles o, 8,7 (fig. 4).
!
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Appelons A, B, Cles trois rayons de gyration pour les axes coordonnes.

Fig. 4.

‘e
=
-~

Peemm——m—nsT

\\

‘c\
oo
N

Le carré du rayon de gyration p,, relatif 4 I'axe OK paralléled AB passant
par le centre de gravité, sera donné par la formule

ps =A?cos? o + B?cos® 8§ + C? cos? .

Pour avoir le carré du rayon de gyration p relatif a 'axe AB, il faut ajou-
ter le carré de la distance d des deux axes OB et AB.
Oron a

d* = 0C =O0A — AC=a® + b* + ¢* — (acoso+ b cosB —+ ccosy P
Douc, en définitive,

P=pg+d
=A2cos?n+B?cos?8+C2cos? y+a?+b*+¢? — (acosa+beosb+coos ).

o)

Je cherche les axes principaux d’inertie pour le point A, et pour cela |
suffit de déterminer les valeurs de «, 6, 7, qui rendent dp nul.
Je différentie I'équation (4), j'ai

pdp =[A*cosa — a{acosa + bcos8+ ccosy)|d.cosu

+ [B*cos8 — b(acosa + bcos & + ccosy)]d.cos €
+ [C*cosy — c{acosa + bcos 6 + ccosy)]d.cosy.

Du reste les angles «, €, 7 sont liés par la relation

cos®a + cos?6 + cos? y = 1.
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D’ou, en différentiant,

cosad.cosa + cos8d.cos€ -+ cosyd.cosy=o.

Je puis donc encore ¢erive la valeur de sdp, en lui ajoutant la derniere
équation multipliée par une indéterminée 2 :

pdp=[( A% cosa — a(acosu -+ bcos6 -+ ceosy)|d.cosn
+ [(2+ D) cos 8 — blacosa+ beos8 4+ ccosy)|d.cost

-+ [(2-- C*)ecosy — c(acosa -+ beosE - ccos )| d.cosy.

Supposons que duns cette équation ¢, €, 7 représentent les angles qui se
rapportent a un des axes principaux d’inertie, et donnons a indéterminée ).
la valeur déterminée par I'équation

(5) (L-+ A*)cosz==a(acosz + bcos§ + ceusyd.

Alors la valeur de pdp ne renfermera plus que les deux differentielles com-
plétement indépendantes . cos§ et d.cosy; et comme clle devea ¢tre nulle
quelles que soient ces différentielles, il faudra que les coefficients de . cos s
et d.cos“/ soient uuls séparément, cest-a-dire que les quantités #, & et 7
satisferont aussi aux deux équations

(0 B¥cos8=b{acosa—+ bcos 4+ ceosy),

o~
(e |
—

(A+CYcosy=clacosa—+ bcosE -+ crosy ..
Nous avons donc les trois équations (5), et I'équation de condition
(6) cos® o+ cos? € + cos?y = 1
pour déterminer les quatre quantités o, &, 7 et &, Cest le nombre d'equations
nécessaive et suffisant.

Pour indiquer la solution d'une maniere plus simple, je représente par K
la quantité

K =acoso~+ bcos€ + ccosy.

K sera une nouselle inconnne auxiliaire. Alors les equalions + 5} pourront
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s’écrire

C -
Y+C?

a b K
Py xBTS
et en substituant ces valeurs dans 'expression de K, K disparaitra et il
restera I'équation en A

a? b2 c?

(8) Sratixmtize T "

Enfin I'équation (6), quand on y fait les mémes substitutions, donne

g a’ b: o? .
(9) K‘ [()«+A’)’+()‘+B’)7+ ()_*_Cz)z]'_'l'

Aiusi, nous commencerons par déterminer X par I'équation (8); puis K
par I'’équation (g); et alors les équations (7) nous donneront &, €, y.

Mais nous allons voir que ces directions peuvent étre représentées géo-
métriquement d’une maniére assez simple.

Prenons Vellipsoide rapporté a ses axes
(10) AL A

o+ E +6“‘

Toutes les surfaces du second degré homofocales seront comprises duns
I'équation
2 J,! z)

v
EED) X+A’+X+B’+)+C’ 1.

Parmi ces surfaces homofocales, il y en a trois d’espece différente passant
par le point a, b, c, et leurs parameétres A seront donnés par I'équation
a’ 5 c

A TSR T ixc !

Ainsi la quantité ) des équations (7), (8), (9) n’est autre §u'un des trois
paramétres des surfaces du second degré homofocales a I'ellipsoide (10), et
passant par le point A.
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Quant aux directions «, €, 7, ce sont celles des normales a ces trois sur-
faces.
Car la droite déterminée par ces directions a pour équation

1.'-—(4_]-—1;_ z—r

cosv — cos€  cosy

ou, en substituant les valeurs de cos «, cos 6, cos v, tirées des équations (7),
ct multipliant par K,
r-—a y—2b e
a - b - 4
)+ A? 24 B? r+C

b

¢'est I'équation de la normale au pointa, &, ¢ a la surface (11).

On sait que les trois surfaces homofocales d’cspéce différente passant par
le point A s’y coupent mutuellement 4 angle droit suivant leurs lignes de
courbure. Les trois axes principaux d’inertie du point A sont donc les trois
normales a ces surfaces, ou les trois tangentes a leurs lignes d’intersection.

Cherchons la valeur des rayons de gyration principaux.

Nous avons trouvé pour p? I'expression générale (4). Mais elle peut se
simplifier pour les directions des axes d’inertie principanx.

En effet, reprenons les équations (5) qui sont satisfaites par les directions
de ces axes principaux. Multiplions la premicre par cos &, la deuxieme par
cos 6, la troisicme par cos 7, ct ajoutons-les. 1l vient

(12) A+ A’cos*a + B?cos?8 + C?cos?y = (acos o + bcos € + ¢ cosy)®.
Au moyen de cctte égalité, I'expression de p? se réduit a
13) dF=a+ bt — A =rt—),
» ¢tant la distance du point A au centre de gravité.

Ainsi le carré du rayon de gyration relatif & un des axes principaux d'i-
nertie AB du point A est égal au carré du rayon vecteur allant du centre de

gravité au point A, diminué du parameétre de la surface homofocule i Ja-
quelle cet axe est normal.
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Nous pourrons déduire quelques conséquences remarquables du thio-
réme précédent.
Je cherche d’abord le lieu de tous les axes principaux d’inertie paralleles
a une direction donnée (o, 6, 7).
Prenons un quelconque de ces axes, qui est axe principal d’inertie pour
le point A (a, b, ¢). 1l aura pour équations

x—a y—b z—c¢

cos«  cos6 cos-y.
D'ailleurs on a

, c
cosy =K .—- =

| a
(7) cose =K —, cos8§=K R

b
4+ A? -+ B

Substituant partiellement, on pourra écrire les équations précédentes

1. A . . . :
i disparait de ces équations, et alors, en les combinant deux a deux, o1

peut en tirer les valeurs suivantes de K,

, A?*— B2 A— (2 B:— C?
(14) K= = =

cose  cos6 cosx cosy cosE  cosg

De 1a on tire 'équation

(15) (B — C?) 4 2 (C* — A?) 4 —

oS « cos 6

cos 7 (A7 =B = o
Cette équation, ou n’entrent plus que les variables x, y, z, est I'équation
du cylindre formé par tous les axes principaux d'inertie paralleles a la direc-
tion donnée. On voit que ce cylindre se réduit a un plan passant par le
centre de gravité, et paralléle a la direction donnée. Voyons quel est dans
ce plan le lieu des points A (a, 6, ¢) auxquels ces axes principaux d'incrtie
se rapportent.

Pour cela je rappelle que K, dans les équations précédentes, représente
I'expression

acoso + bcos6 + ccosy,
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de sorte que, pour les points a, b, ¢ en (uestion, on aura

(16) acos e + hcos€ 4 ¢ cosy = —_— e = Eht
b : b :

oSz COsE cosa oSy cus i cosy

Ainsi, outre I’équation du plan précédent, nous aurons par exemple Féqua-

tion

{acosa + hcos8+ ¢ cosy) (c():a — :026> = A% — B
Supposons que de I'équation (15) on tire la valeur de z ou ¢ pour la
reporter dans la précédente, on aura I'équation de la projection de Ja courbe
cherchée sur le plan des xy. On voit que cette projection sera une hyper-
bole ayant I'origine pour centre, et pour asymptote les droites

a b

oS % cos %
. ~ .
(L Cos o + b COS e -+ ¢ COS / = 0.

Done dans V'espace on a une hyperbole située dans le plan (15 ), et domt
les asymptotes sont, 'une l'intersection du plan (15) avec le plan projetant

a b-
- = 0,
cos a cos £
c'est-a-dire 1a droite
£ ,T. N >
cosz  cosb cosy

¢t autre, Pintersection du meéme plan (15) avee le plan

X oS o -i- ¥ €OS S -+ T cosy = o.
Or ce dernier n'est autre que le plan mené par lorigine perpendicalaire-
ment a la direction donnée. Par conséquent la seconde asymptote est per-

pendiculaire a la premiére, et hyperbole que nous considérons est équi-
latére.
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Nous avons les asymptotes de 'hyperbole. Pour la définir complétement,
nous n'avons plus besoin que de connaitre son parameétre; sa valeur esi
donnée par

m*=(A*— B?)?cos?a cos?6 + (A?— C*)*cos? w cos?y + (B*— C?)* cos* §cos? 7.
I’équation de I'hyperbole dans son plan étant

xy = m?

Je fais les mémes recherches pour les axes principaux d'inertie passant
par un point donné 8 (&, n, §).
Pour un point quelconque x, y, z d’'un quelconque de ces axes, on aur
encore les équations
A'— B? A B*— C?

("[’) Kz”” J’:a-‘ z:y z

cose co$s6  cosa cosy  cos6  cosvy

fci a, 6, y représentent les angles faits par cet axe d’inertie avec les axes
coordonnés ox, oy, 0z; et par conséquent on a

cos o = - - z—4 R
V@ —Ey+(y —nf+ (s —1)
cos 6 = y_n ,
Vie— 8+ (r —n)+ (z — L}
z—8
COS'y:

Viz—B) + (- +(z =t

Substituons et multiplions par v{x — &)3 + ( — n)* + (z2— {)?, il viendri

Ky(x =&+ (y —n)+(—¢)
A— B? . A—(C2 _ B—

z y z z ¥ z

r—E Yy —n r—E& z— 1 y—n z—C
Cette équation peut encore se simplifier un peu en remarquant que

E Yy n z 4
r—¢t z—E j—n"l+y—n’ z—C~l+z—§
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Elle devient

{1 = = = =t
7) g 2 5

On en tire I'équation du lieu cherché

(18) (B*—C%) T:E:Té + (G~ AQ)._‘L + (A" — B .‘}’7 = 0.

. y—n :—1

On voit donc que les axes principaux d'inertie passant par le point 8 for-
ment un cone du second degré.
L’équation de ce cone sous forme entiere est

(BP—CHE(py —n)(z2 = &)+ {C*— A¥)n(x — &)z
(A =Bz —£) () — 1) =0,

Cette équation nous montre immdédiatement que les brois parallcles aux ases
coordonnés

x=& y=un; x=¢& s={; y=mn 27

sont trois des génératrices du cone.
Une quatrieme génératrice est la droite OS, car I'équation (18) est évi-
demment vérifiée par

Pour définir complétement ce coue, il suffit de connaitre en oatre un e
ses plans tangents. Or si, partant de I'équation

(18) F({x, 5, 5)=o0,

nons cherchons le plan tangent

d ¥ dF , ,

dr oy
m\a'—x’)-+-(—[—-y,(~7‘—f')+d—:—,\-—~,_o

pour le point &’ = o, y'= 0, z’ == 0, nous trouverons que le plan tangem
12
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suivant la génératrice OS a pour équation

2 __ % 3 __ A3)Y 2 __nay2__
(B (,)E—F((' A)n-t—(A B)C_O'

Si on la compare a I'équation (15), on voit que ce plan tangent est celui qui
contient tous les axes principaux d’inertie paralleles 4 0S.

Un résultat assez remarquable est que, lorsque le point S varie sur un
méme rayon vecteur OS, le cone (18) ne change pas de forme, et se trans-
porte parallelement & son sommet S. '

En effet, le cone (18), transporté parallélement a lui-méme de manicre que
son sommet vienne au point O, aura pour équation

:();

(B* — C?) 2+ (C* — AT+ (45— BY)

R A

et 'on voit que quand le point § se meut sur un rayon vecteur 08, c¢'est-a-
dire quand &, », ¢ varient en conservant leurs rapports, I'équation de ce der-
nier cone reste toujours la méme.

Si I'on suppose que le point § s’éloigne jusqu’a V'infini le long de la droite
08, le cone (18), toujours le méme, se transportera parallélement a OS, ct
son sommet ira a infini. A la limite, la partie qui reste a une distance finie
du point O se réduira au plan tangent constant suivant I'aréte OS. Et I'an
retrouve ainsi ce résultat, que ce plan tangent commun a tous les cOnes
ayant leurs sommets sur OS est le lieu des axes principanx d’inertic paral-
leles a OS.

Déterminons enfin le lieu des points, dont les axes d’inertie principaux
jrassent par le point S. Soit a, b, ¢ les coordonnées d’un de ces points ; elles
vérifieront d’abord les ¢quations (17) en y remplacant &, y et zpara, b et ¢

Mais en outre, comnme on a

K =acosa+ bcos€ -+ ccos,

il viendra, en multipliant par V(a — &)*+ (b — n )*+ (¢ — §)?,

Kyla —&E?+(b—nlP+ (c—(lP=ala—E)+bb—n)+c(c—n)

Donc, en substituant dans I'équation (17), les coordonnées a, b, ¢ satistont
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aux relations

ala—&)+b(b—n)rclc—=3
A — B O b
1 o — JE—
(r9) = = = :
«—% b—n a—%f o—t b—n c—¢t

Ce sont les équations de la courbe cherchée.

Ces équations se réduisent a deux. La premiere obtenue en combinant
deux quelconques des trois derniers membres de I'égalité précédente, est
Iéquation du cone du second degré (18).

La seconde, obtenue en combinant le premier membre de I'égalité (19),
avec un des trois derniers, est I'équation d’une surface du troisieme degre
qui coupe le cone précédent suivant la courbe cherchée.

Chaque génératrice du cone doit couper cette surface du troisicme degre
en trois points ; mais il est facile de voir que deux de ces points se réunis-
sent au sommet S, et cn négligeant cette solution étrangcere, on ne trouve
qu'un point sur chaque génératrice.

Ainsi prenons une génératrice faisant avec les axes coordonnes des an-
gles a, 6, 7, etappelons rla distance du point inconnu (a, b, ¢) qui se trouve
sur cette génératrice au sommet S. On a

r=yla—&?+(b—n)f+{c—C)* a—E=rcosu,
b—n:rcosé, (.‘—Z:'I'C()S‘/.

Substitnons dans 'équation (19), et négligeons les racines r = o, nous
aurons

A*— B A — (& B —
(20) r+E&coso+ncos€+ ¢ cosy—= — = = =,
- £ n ¢ ¢ 7 3
Cos x cosf cosz  €osy  Cosh cosy

ce qui nous donne bicn un point unique sur chaque géudratrice.

Ce résultat était facile a prévoir. Une droite n’est axe principal d'inertie
que pour un de ses points.

La courbe qui nous occupe, et dont nous avons les équations (19), est
extrémement complexe. Ses projections sur les plans coordonnés sont du
cinquieme degré. Comme nous 'avons vu, elle ne coupe chaque gené-
ratrice du cone qu’en un seul point. Si on la suit en faisant avec clle le tour

12..
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du cone, on voit qu’elle passe trois fois par le sommet S, et qu'elle y
pour tangentes a ses trois branches trois génératrices rectangulaires entre
elles, qui sont les trois axes principaux d’inertie se rapportant au point A.

Elle s’éloigne 4 Vinfini quand on arrive a la génératrice SO, et les deux
branches hyperboliques formées par les points situés sur les génératrices
voisines ont une asymptote dans le plan tangent au cone suivant OS, et i
une distance de OS, dont ’expression assez compliquée est

(-[ . \/(A’— B’)’ E’n’-f-(B’—C’)"n’ L+ (Cz__A:)z CE
- (Ez_,,_nv_*_cz)a

Pour donner une idée de la forme de la courbe ( fig. 5), je supposerai le
cone (18) projeté sur un plan perpendiculaire a son axe intérieur, et je
représenterai la projection de la courbe, la nappe supérieure étant en trait
plein, la nappe inféricure en trait pointillé.

Fig. 5.

S sommet du cone;

O centre de gravité;

SA, SB, SC axes principaux d’inertie au point S;
IT" asymptote.

Je passe aux conséquences que I'on peut tiver de la seconde partie de
notre théoreme, de celle qui donne V'expression des rayons de gyration
principaux

(13) pr=r*—

Prenons un point A (a, 4, ¢), et imaginons les trois surfaces homofocales.
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du second degré qui passent par ce point. Soit X' le paramétre de V'ellip-
soide, )" celui de I'hyperboloide a une nappe, }” celui de Phyperboloide &
deux nappes. Soient g', ", p" les rayons de gyration pour les axes principanx
normaux 2 ces surfaces.
‘En supposant

A2 > B>
Nous aurons
Ellipsoide ¥ 4+A%2>0, ¥ +B >0, ¥ +02>0;
Hyperboloide Aune nappe A" +A?>o0, M +B*>o0, ¥ +(C2<o;
Hyperboloide 2 deux nappes X"+ A?>o0, X +B*<o, )+ (*<o.

De 12 on déduit la série d’inégalités
(21) —NLC < -V LB — M < A2
et ajoutant r* a tous les termes
(22) PP+ C L p? < +B g <+ AL

Ainsi des trois rayons de gyration principaux, et par suite des Lrois mo-
ments d’inertie principaux, le plus petit correspond 4 I'axe normal i I'el-
lipsoide, le moyen & V'axe normal a I'hyperboloide & une nappe, le plus

grand 4 'axe normal 4 I'hyperboloide 4 deux nappes.
L’équation qui détermine la valeur de X est

a* b? - L
A TSR axe o b

Par suite I'équation qui donne les trois valeurs de g2 est

a? bz ¢!

A' A rt—p? + B’+r’—p’+ CA-rr—p

(23)

Si on la met sous forme entiére, en faisant disparaitre les dénominateurs,
en trouve que la somme des racines, qui est le coefficient du second terme

pris en signe contraire, est

Prn_'_plla +sz= (7’2-—}- A2)+(r2+B2) + (,,2 +(_:2‘_ % — ./)""— ":-.
ar® + A 4+ B 4+ (22,
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On voit qu’elle reste la méme pour tous les points de la sphere de rayon

I’expression précédente donne encore la somme des carrés des rayons de
gvration pour trois axes rectangulaires quelconques passant par le point A
Car en vertu de la formule (3) cette somme est constante ct indépendante
de la direction de ces axes, pourvu qu’ils restent rectangulaires entre eus.

Je vais chercher s’il existe des points de 'espace pour lesquels deux des
rayons de gyration principaux deviennent égaux, et ot par conséquent I'el-
lipsoide des moments d’inertie (2) soit de révolution.

Pour les points qui ont le plus petit et le moyen rayon de gyration priu-
cipal, égaux, on doit avoir

g-=e"
rr— ) =r3-),

[ N

—N=—W,

et comrne en général on a les inégalités

(21 — V<< C« -,

on aura pour les points en question
—N=C"= =)

Ainsi ces poiuts sont sur l'intersection de Pellipsoide — ) = C?, et de
I'hyperboloide & une nappe — X" = C=.

Mais ces deux surfaces limites se réduisent toutes deux au plan des @), et
nous ne voyons pas bien quelle est leur intersection.

Je prends donc d’abord deux surfaces trés-voisines, Iellipsoide
— M= P =

-

x? ¥y 2?
(9.4) (A’—C’)+e"+(B’—C’)+z" 4—5—_’.‘

et 'hyperboloide 4 une nappe — )" = C* + ¢

) Tt ]’ z? _
(25) (Az__cz)__il/, + (B’—C’)—t”’ E//; = t.

L'ellipsoide (24), qui a pour axe des z la longueur ¢, est extrémement
aplati; et a mesure que ¢ décroit, il tend a se réduire aux points du pla
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des xy compris dans l'intérieur de Iellipse

2 2
d -~ J =i

A:~C’ ‘ B’——C’

Quant a I'hyperboloide 4 une nappe (23}, qui a pour axe unaginare I:
longueur ¢, il tend, quand ¢ diminue, & se réduire aux points du phn
des xy extérieurs a l'ellipse limite

! a7

Az_C7+ B:

c=1

Par conséquent, il est bien net que intersection toujours réelle de ce
deux surfaces a pour limite I'ellipse située dans le plan des xy

r J:_ .
(26) 2=0 S—Etpoo =

C'est le lien des points cherchés.

1l est facile de trouver pour ces points les directions des axes prmerpamn
d’inertic, et les grandeurs des rayons de gyration.

Les axes du plus petit et du moyen moment d’inertic sont deux axes quel
conques rectangulaires entre eux, dauos le plan normal i Fellipse precedente
Pour tous les axes compris dans ce plan normal, le ravon de gvration est

p' = ‘.9" praed \/’I‘2 -}—_62.

L'axe du plus grand moment d'inertie est sitné dans le plandes 2y Clesl
la tangente i Vellipse (26). Son rayon de gyration est donné par U'égalite

Pr=art AT B P — g — = AT B (R

Ainsi il est constant pour tous les points de lellipse.
On trouvera de méme que les points pour lesquels le plus grand et le
moyen moment d'inertie sont égaux, sont donnés par |'égalité

— )V =B*= )",
et, par suite, qu'ils appartiennent & Fhyperbole située dans le plan des @z

IZ ;1

AoB B —C

(27) Y=o
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Pour tous ces points, le plus grand et le moyen moment d'inertie soul
deux axes quelconques rectangulaires dans le plan normal 4 I'hyperbole
précédente. Les rayons de gyration correspondants sont

pr=p"= \/m

L’axe du plus petit moment d’inertie est la tangente & '’hyperbole. Son
rayon de gyration est

¢ = VI T O,

et par suite constant pour tous les points de 'hyperbole.

L’ellipse (26) et Ihyperbole (27) sont situées dans des plans rectangu-
laires ; de plus, il est aisé de voir que les sommets de I'une sont les foyers de
'autre, et réciproquement. Ainsi ce sont les deux courbes focales conju-
guées. Comme ces deux courbes n’ont pas de point commun, il n’y a pas
de point de Pespace ou les trois moments principaux d’inertie deviennent
égaux, et ou l'ellipsoide des moments devienne une spheére.

Nous venons de voir que, pour les courbes précédentes, un des rayons
de gyration principaux reste constant. Je vais retourner la question, et cher-
cher le lieu de tous les points de l'espace pour lesquels un des rayons de
gyration principaux conserve une valeur donnée p.

La solution de ce probleme n’est pas difficile. Je n’ai qu’a prendre I'équa-
tion (23), qui me donne les valeurs des rayons de gyration principaux en
fonction de a, b, c; et a supposer que p y conservant la valeur donnée,

a, b, ¢ et r=ya®+ b* + c* varient de maniére i satisfaire toujours a cettc
équation. J'aurai ainsi I'équation de la surface cherchée. Cette équation est
donc

(28) = + z + -
By +EF A —p BB —p | By 4 O —p?

= 1.

Si nous la mettons sous forme entiére, en faisant disparaitre les dénomi-
nateurs, elle devient

(x* + g* + 2°) [27(p* — A*)+ y?(p® — B*) + 2% (p® — C)]
(29) (— x¥(p*—A%)[p* =B+ ¢ —C*|— y2(p*—B?)[ p* — A2+ p* — C?]
[=22(p* — C*)[p" — A® +p* — B®] + (p* — A?) (p* — B?) (p*— C2).
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Ce lieu est une surface du quatriéme degré, ayant les plans coordonnés
pour plans de symétrie. Ses intersections avec les plans coordonnés se dé-
composent en deux courbes du second degré, dont une est un cercle réel ou
imaginaire.

{Plan des x y, z=o0,
.2 2 __ 2 < >
x +] _F2_C’ p:—-B’+p’—A’—l'
Plan des xz, y=o,
(30) x? F
| W yt=p =D Sem =
Plan des 7z, x =o,
2 . yu 2 _
\ :rﬂ_;_b'o'_Pﬂ__A, (‘—-7_C2+P——,_B7-—-'I.

L'ellipse (26) et ’hyperbole (27) sont deux cas particuliers de ces courbes,
pour

pPP=A*+B*—C* et p*=A*+C(C'—B%
Je vais discuter la surface (29), et, pour cela, j'examinerai d’abord les cas

particuliers de
pa =A% P’-‘ — B2, Pz = (2.
Supposons p? = A?, I'équation (29) devient
(24 23] 2 (A2 —B2)+ 2" (A’ —CH) ] —(r* + 2° (A =B (A’ —(M)==0;
d’ou ou tire
]‘7 3.

A'— O A — B
-2

)fi =z
r—ctr-op

1 —
x’:()—3+z’)-

La trace sur le plan des yz est l'ellipse

¥ 2

T=0 et !

13
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Si on coupe la surface par un plan passant par I'axe des x

=789,

Péquation de la section rapportée dans son plan 4 I'axe Ox, et a I'axe per-
pendiculaire Ou, sera

(2 + u?)[(A* — B*) cos®’¢p + (A? — C*)sinp] — (A? — B?) (A? — C*) — 0.
(Vest un cercle dont le rayon R est donné par I'équation

Ricos’sp Risine
AT_C; Az_B,*-‘la

qui montre que R est le rayon vecteur correspondant OM de Pellipse quu
sert de base dans le plan des xz.

D'apres cette propriété ( fig. 6), on se représente assez bien la forme sin-

Fig 6.

guliere de cette surface. Qn voit que la portion AB de I'axe des x en faur
nécessairement partic.

Pour donner une idéede la forme de la surface le long de AB, j’ai supposc
une section faite en N normalement a2 AB. Cette section se projette en vraie
grandeur sur le plan des xz suivang la courbe OaS8.

Du reste, les portions OB et A x de 'axe des x font aussi partie de la sur-
face; car sou équation est satisfaite identiquement par ¥ = o, 2= 0, quel
que soit . Mais ces parties de I'axe des o sont tout a fait détachées du
reste de la surface, et ne se relient a rien.

Supposons actuellement p* = B?, nous avons pour équation de la surfice
a?+ yraz?) 22 (AT =B — 2?2 (B*—C%)] — (x*+ %) (A?—B*) (B* —C*) = o,

\
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eu bien encore

x? ot
!

—mo T ol
ri= (x*+ %) pot A=b

-l:.l :.’

BF—C A—B
Ou trouve encore que la surface est formée (fig. 7) par des cercles ayant

Fig. 7

O pour centre, dont le plan passe par Paxe des 7, et dont les rayons sout les
rayons vecteurs correspondants de ’hyperbole trace de Ia surface sur e
plan des xz

2

=0 e oo

La surface s'étend jusqu’a l'infini et a deux plans asymplotiques tels que
SOy. La portion Ay de I'axe des y en fait partie intégrale; el pour mieux
douner une idée de sa forme, j’ai donné la projection O a8 de la section
faite par le plan perpendiculaire en N 4 l'axe des y. Cette section montre
bien comment, dans toutes les directions, 4 mesure qu’on s'éloigne du
point O, la surface se rabproche de ses plans asymptotiques. La portion OA
de I'axe des y en fait aussi partie; car I'équation de la surface est satisfuite
pour x = o0, z = 0, quel que soit y. Mais elle reste tout a fait & part
Pour p? = (2, la surface dont I'équation devient

(@14 324 22)[22(A? — C3) + 92 (B? — CI) ]+ (2 -+ 77) (A? — C3) (B — (?) == o0,

se réduit 4 Vaxe des z:
xr=o0, y=o.
Prenons maintenant I'équation (29) en général. Pour sa discussion, je

distinguerai différents cas.
13.
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1°. Supposons p* > A®.
Dans ce cas (fig. 8), les sections de la surface par les trois plans coor-
donnés sont toutes réelles. Ce sont trois cercles et trois ellipses.

La surface est composée de deux nappes distinctes, La nappe intérieure
coupe les plans coordonnés suivant les courbes DE, DIT et EF. Pour les
points de cette nappe, c’est le plus grand rayon de gyration principal qui
est p. La nappe extérieure coupe les plans coordonnés suivant les courbes
AB, AIC et BC. Ses points ont pour rayon de gyration moyen p. Il n'y a
pas de point dans I'espace qui ait p pour plus petit rayon de gyration.

La nappe extérieure et la nappe intérieure sont complétement fermdes.
La premiére enveloppe entiérement l'autre. Elles ne se tiennent que par
quatre points tels que I, situés dans le plan des xz, ou les tangentes aux
deux nappes ne forment plus un plan, mais un coéne du second degré. Ces
* points pour lesquels p est a la fois le rayon de gyration moyen, et le rayon
de gyration maximum, appartiennent a I'hyperbole a8 que nous connais-
sons déja

x? 2

Yy =0, A’—B’_-B’-—-G’: 1.

Y'ai en outre figuré les sections des deux nappes par un plan PQR, paral-
lele au plan des xz.
Lorsque p* diminue et s'approche de A?, le cercle FE de rayon
OE = yp* — A®

diminue et tend 4 se réduire au point O. Les deux ellipses FIA et ED sapla-
tissent. A la limite, la nappe intérieure EFID se réduit a la portion OD de
I’axe des x.
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Si donc nous nous reportous a la figure qui représente la surface pour
p? = A?, nous voyons que la partie OB de I'axe des x correspond aux
points dont le plus grand rayon de gyration est A; que la surface propre-
ment dite est formée par les points dont le rayon de gyration moyen est A.
Quant a la portion Ax de I'axe des o, la suite montrera qu’elle représente
les points dont le rayon de gyration minimum est A.

2°. Supposons p* < A?, p? > B

Voyons d’abord les sections de la surface ( fig. 9) par les plans coordon-

Fig. 9

nés. Le cercle EF situé dans le plan de yz et de rayon yp?— A* devient una-
ginaire; et en méme temps les ellipses AF ¢t DE se changent cn byperboles
AV et DU.

La surface cst encore composée de deux nappes. La premicre, complé-
tement fermée, coupe les plans coordonnés suivant les courbes DIB, DC
et BC. Elle contient l2s points dont le rayon de gyration moyen est ¢.

La seconde nappe est indéfinie. Elle coupe les plans coordonnés suivant
les courbes AIU et AV (elle ne rencontre pas le plan des 3z). Elle a un cdne
du second degré asymptotique, qui a pour équation

PR = B P ) = A =
et qui coupe les plans des xy et xz suivant les droites OT et OS usymptoles

des hyperboles DU et AV. Tous les points de cette nappe ont pour rayon de
gyration minimum g.
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Ces deux nappes sont encore reliées par quatre points singuliers tels
que I, ou elles présentent toutes deux de véritables pointes. Ces points 1,
situés dans le plan des &, sont sur l'ellipse 6z dont nous avons trouve
Féquation & propos d’une autre question,

. 2
o tEleTh
Et I'on pouvait prévoir ce résultat. Car pour ces points, le rayon de gyration
moyen et le rayon de gyration minimum sont égaux, comme ayant tous les
deux pour valeur p.

La figure ci-contre montre en outre la section des deux nappes par le
plan PQR.

Si p? dimihuant encore s’'approche de B?, le cercle CD de rayon

01):\/‘02—132

diminue et tend a se réduire au point O; et en méme temps l'ellipse CB s'a-
platit, et 'hyperbole DIU se rapproche de I'axe Oy.

Ala limite, pour p*= B?, sil'on reprend la figure qui se rapporte a ce cas,
on voit que la portion OA de I’axe des ¥ représente la nappe intérieure CDIB,
et correspond aux points dont le rayon de gyration moyen est B.

Toute la surface proprement dite comprend les points dont le rayon de
gyration minimum a pour valeur B.

3°. Supposons p* < B?, p* > C2.

Le cercle CD et 'hyperbole DIU de la figure précédente deviennent ima-
ginaires  fig. 10). L'ellipse BC se change en une hyperbole BQ.

Fig. 10.
/s/

S
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La surface est formée par une seule nappe indéfinie. Elle coupe les plans
coordonnés suivant le cercle AB et les hyperboles AV et BQ. Elle a un cone
asymptotique du second degré SOR qui a pour équation

x?( 2 P2)+fﬂ(B2_ F'.!) - zﬁ({/'.’ —_— “"2) = 0.
Sa forme ressemble assez & celle d’'un hyperboloide & une nappe, quoi-
qu'elle soit loin d’en étre un.

Dans ce cas, p est le rayon de gyration minimum pour tous les points de
la surface.

8i p? diminuant tend vers C?, le cercle AB de ravon OA = yg*— C* tend i
seréduire au point O, et les hyperboles AV et BQ se rapprochent de 'axe Oz

Pour p?= C?, on voit que la surface se réduit 4 'axe Oz lui-méme.

Pour p? > C?, la surface devient entiérement imaginaire.

Nous venons de voir comment varie la surface lorsque z varie, Sil'un vou-
lait étudier de plus pres sa forme, il faudrait en faire 'épure; ot cela ne soul-
frirait pas de trop grandes difficultés en se rappelant que, comme on

pgl=r*—2

la surface peut ¢tre regardée comme le lieu des courbes, intersection des
sphéres de rayon r et des surfaces du second degré de parametre
A=r?—g%

Ces courbes se projettent sur les plans coordonnés suivant des courbes du
second degré, dont les axes s’obtiennent ais¢ment.

Yarréterai ici cette discussion, c¢t méme je ne scrais pas entre dans tous
les détails précédents ¢i la surface qui nous occupait ne nous avit offert
d'autre intérét que celui de la question qui I'avait amendée. Mas on st
qu'elle se présente dans d’autres problémes plus importants, et tout particu-
lierement dans la théorie de Fresnel sur le mouvement du ravon lumineny
dans les substances biiéfringentes. C'est ce qui w'a détermine i I'étudies
ici complétement.

Vu et approucé,
Le 2 fivrier 1858,
Le Doven pE 14 FActrrt pES Scieners.
MILNE EDWARDS.
Permis d’tmprimer,
Le 2 fevrier 1858,
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