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P R E M I И R E  THИSE. 

S U R  U N E 

EXTENSION  DU  THЙORИME  DE  PASCAL 
A  LA 

GЙOMЙTRIE  DE  L'ESPACE. 

I N T R O D U C T I O N . 

Une  surface  du  second  ordre  йtant  dйterminйe  par  neuf  points,  il 
existe  une  relation  entre  dix  points  pris  arbi t rairement  sur  une  telle 
surface.  La  recherche  de  l 'expression  gйomйtr ique  de  cette  relation  a 
йtй  proposйe  par  l 'Acadйmie  de  Bruxelles,  au  concours  de  i 8 2 5 ;  plus 
tard,  en  1837,  Chasles  a  insistй,  dans  son Aperçu historique,  sur  l 'uti
litй  que  prйsenterait  la  connaissance  de  cette  expression,  dans  la 
thйorie  des  surfaces  du  second  degrй .  Depuis  cette  йpoque,  de  nom
breuses  recherches  intйressantes  ont  йtй  faites  sur  ce  sujet ;  mais, 
malgrй  l ' importance  des  rйsultats  obtenus,  il  ne  nous  semble  pas  que 
la  question  ait  йtй  rйsolue  d 'une  maniиre  dйfinitive.  Quand  on  veut 
gйnйraliser  un  thйorиme  de  Gйomйtrie,  on  doit  tout  d'abord  se  de
mander  ce  qui  caractйrise  essentiellement  le  fait  exprimй  par  ce  thйo
rиme,  afin  de  faire  porter  la  gйnйralisation  sur  ce  caractиre  essentiel. 
Ce  premier  point  a йtй  net tement  indiquй  par Chasles;  nous  ne  pouvons 
mieux  faire  а  ce  sujet  que  de  citer  textuel lement  quelques  passages  de 
Y Aperçu historique :  « On  peut  regarder  le  thйorиme  de  Pascal  comme 
exprimant  une  relation  gйnйrale  et  constante  entre  six  points  quel
conques  d 'une  conique,  c'estаdire un de plus  qu' i l  n'en  faut  pour 



( i ) Mémoire de Géométrie pure sur les surfaces du troisième ordre {Journal de Crelle 
p .  80;  1868). 

dйterminer  cette  courbe,  ou  bien  comme  expr imant  une  propriйtй 
gйnйrale  d 'une  conique  par  rapport  а  un  triangle  tracй  arbi t ra i rement 
dans  son  p l a n . . . .  D'aprиs  cela,  on  peut  concevoir  de  deux  maniиres , 
dans  l 'espace,  l 'analogue  du  thйorиme  de  Pascal.  Ce  sera,  dans  le 
premier  cas,  une  propriйtй  gйnйrale  de dix  points  appartenant  а  une 
surface  du  second  degrй,  c'estаdire un point de plus  qu'il  n 'en  faut 
pour  dйterminer  une  telle  surface.  Dans  le  second  cas,  ce  sera  une 
propriйtй  gйnйrale  rйsultant  du  systиme  d 'une  surface  du  second  ordre 
et  d 'un  tйtraиdre  placй  d 'une  maniиre  quelconque  dans  l 'espace.  » 
{Aperçu historique,  Note  XXXII.) 

M.  Paul  Serret  a  complйtй  cette  analyse  des  diffйrentes  formes,  sous 
lesquelles  on  peut  concevoir  le  thйorиme  analogue  а  celui  de  Pascal, 
en  montrant  que  l'on  n 'aurai t  pas  ce  thйorиme  dans  une  propriйtй  de 
dix  points  d 'une  surface  du  second  ordre ,  qui  n 'aurai t  pas,  pour  une 
telle  surface,  les  mкmes  consйquences  pra t iques  que  le  thйorиme  de 
Pascal  pour  les  coniques.  Si  l'on  dйsigne  par  A  et  B  deux  des  cinq 
points  donnйs  pour  dйterminer  une  conique,  et  par  M  un  point  quel
conque  de  celte  courbe,  le  thйorиme  de  Pascal  fournit,  entre  les  deux 
droites  AM  etBM,  une  relation  gйomйtr ique  telle  que,  l 'une  des  deux 
йtant  donnйe,  l 'autre  s'en  dйduit  immйdiatement  par  une  construction, 
qui  exige  seulement  l 'emploi  de  la  rиgle .  De  mкme,  si  l 'on  dйsigne 
par  A,  B,  C  trois  des  neuf  points  donnйs  pour  dйterminer  une  qua
dr ique,  et  par  M  un  point  quelconque  de  cette  surface,  le  thйorиme 
cherchй  devra  fournir,  entre  les  trois  plans  ABM,  BCM,  CAM,  une  re
lation  gйomйtrique  telle  que ,  deux  d 'entre  eux  йtant  donnйs,  le  troi
siиme  s'en  dйduise  s implement  par  une  construction  l inйaire.  Les  plans 
variables  ABM,  BCM,  CAM  forment  ce  que  l'on  appelle trois faisceaux 

duplo-projeclifs;  les  axes  de  ces  trois  faisceaux  sont  dans  un  mкme 
plan  ABC;  de  plus,  ce  plan  appartient  а  chacun  des  faisceaux.  Dans  le 
cas  gйnйral ,  oщ  les  axes  des  faisceaux  sont  des  droites  quelconques  non 
concourantes,  M. Cremona  ( ' )  a montrй  que  le  lieu  de  M est une  surface 
du  troisiиme  ordre .  La  relation  duploprojective  est  dйfinie  analyt ique
ment ,  et  l'on  n'a  pas  pu  en  dйduire  jusqu 'а  ce  jour  un  mode  gйomй



(') Géométrie de position,  d e u x i и m e  V o l u m e ,  p .  209. 
(2) Bulletin de l'Académie de Belgique,  t .  V,  i 8 8 3 . 

tr ique  de  description  de  la  surface  du  troisiиme  ordre  par  po in t s ; 
M.  Gremona  s'en  est  seulement  servi  pour  mettre  en  йvidence  certaines 
propriйtйs  de  cette  surface.  M.  Reye  ( ' )  a  indiquй ,  il  est  vrai,  une 
construction  gйomйtr ique  de  la  surface  cubique ,  mais  la  surface  que 
l'on  obtient  par  cette  construction  a  un  point  double .  Enfin  M.  Le 
Paige  ( 2 ) ,  en  йtudiant  une  homographie  part iculiиre  analogue  а  la 
relation  duploprojective,  est  parvenu  seulement  а  ramener  la  con
struction  d 'une  surface  du  troisiиme  ordre  donnйe  par  trois  droites  non 
concourantes  et  sept  points  а  celle  d 'une  quadr ique  donnйe  par  neuf 
plans  tangents . 

Nous  avons  йtй  ainsi  conduit  а  chercher ,  au  lieu  de  la  propriйtй 
de  dix  points  d 'une  quadr ique ,  l 'expression  gйomйtr ique  de  la  relation 
qui  existe  entre  trois  droites  non  concourantes  et  hui t  points  appar
tenant  а  une  mкme  surface  du  troisiиme  ordre .  Toute  droi te ,  qui 
s 'appuie  sur  deux  droites  donnйes  de  la  surface,  ne  rencontre  plus 
cette  surface  qu 'en  un  point ;  la  relation  cherchйe  devra,  pour  кtre 
comparable  au  thйorиme  de  Pascal,  donner  une  dйtermination  gйomй
tr ique  de  ce  point ,  qui  exige  seulement  l 'emploi  de  la  rиgle.  D'autre 
part ,  M.  Cremona  a  montrй  que  toutes  les  surfaces  cubiques,  qui  ont 
en  commun  trois  droites  non  concourantes  A,  B,  C e t  six  points  pris 
arbi t rairement  dans  l 'espace,  passent  par  une  courbe  gauche  du  sixiиme 
ordre  et  du  premier  genre .  Il  y  a  seulement  exception  quand  les  trois 
droites  et  les  six  points  considйrйs  sont  associйs  et  appart iennent  а  un 
faisceau  doublement  infini  de  surfaces  du  troisiиme  ordre .  Nous  avons 
йtudiй,  en  mкme  temps  que  la  surface  cubique,  la  courbe  gauche  du 
sixiиme  ordre  considйrйe,  ainsi  que  le  groupe  de  droites  et  de  points 
associйs.  D'ailleurs  les  trois  relations  dont  nous  venons  de  par ler  com
prennent ,  comme  cas part iculiers ,  les propr iй tйsde  dix points d 'une  qua
drique,* de  neuf  points  d'une  quar t ique  gauche,  de  huit  points  associйs. 

Nous  allons  maintenant  rйsumer  ce  qui  a  йtй  fait  sur  les  surfaces  du 
second  ordre ,  en  nous  tenant  а  ce  qui  concerne  l 'extension  du  thйo
rиme  de  Pascal  а  ces  surfaces,  et  en  nous  plaзant  au  double  point  de 
vue  de  la  thйorie  et  de  la  prat ique. 



(") Examen des différentes méthodes employées en Géométrie, 1818. 
(2) Aperçu historique,  N o t e s  X X X I I  e t  X X X I I I .  — Comptes rendus,  t .  LU,  LUI  et  LIV. 

(3) Journal de Cambridge,  t .  IV, p . 26 а 44 '  t . V, p . 58 а  69, 238 а  ?43; t.  VII,  p . 10 
а  i 3 . 

{'*) Journal de Crelle,  1842 e t  i843. 
(3) Journal de Crelle,  t .  62 , p .  2 i5 . 
(6) Journal de Crelle,  t .  6 8 ,  p .  191. 
(7) Bulletin de la Société philomathique,  1868. 

Lamй  ( ' )  dйmontra,  le  premier,  que  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre  qui  passent  par  huit  points  ont  en  commun  une  quart ique 
gauche,  et  que  toutes  celles  qui  passent  par  sept  points  se  rencontrent 
en  un  huit iиme  point.  On  lui  doit  en  outre  une  construction  de  la  sur
face  du  second  ordre  donnйe  par  neuf  points. 

Chastes  ( 2 )  donna  diffйrentes  propriйtйs  de  la  cubique  gauche,  et  la 
relation  suivante  entre  douze  points  d 'une  quadrique  : quand les six 

arêtes d'un tétraèdre quelconque rencontrent une surface du second ordre 

en douze points, ces douze points sont trois à trois sur quatre plans dont 

chacun contient trois points appartenant aux trois arêtes issues d'un 

même sommet du tétraèdre ; ces quatre plans rencontrent respectivement les 

faces opposées à ces sommets suivant quatre droites, qui sont les généra-

trices d'un même mode de génération d'un hyperboloide. 

On  doit  а  Thomas  Weddlc  ( 3 )  une  propriйtй  du  groupe  de  huit 
points  associйs  et  une  construction  de  la  quadrique  donnйe  par  neuf 
points;  ce  qui  caractйrise  cette  construction,  c'est  qu'elle  exige  la 
dйtermination  de  certains  йlйments  mйtr iques. 

Nous  citerons  de  Hesse  ( 4 )  la  propriйtй  suivante  de  huit  points  as
sociйs  : Si l'on sépare huit points associés en deux groupes égaux com-

posés chacun de quatre points, les deux tétraèdres ayant pour sommets 

respectifs les points de l'un ou de Vautre groupe sont toujours conjugués à 

une même surface du second ordre. 

On  doit,  en  outre,  а  Hesse,  а  Schrцter  ( 5 )  et  а  Steiner  ( ° )  diverses 
constructions  de  la  quadrique  donnйe  par  neuf  points. 

M.  Darboux  ( T ) ,  aprиs  avoir  exposй  un  mode  de  correspondance 
d'aprиs  lequel  а  un  point  correspond  un  point  et  а  une  droite  une 
conique,  en  a  dйduit  une  construction  de  la  surface  du  second  ordre 
donnйe  par  neuf  points.  On  commence  par  dйterminer,  sur  un  plan 



(!) Journal für Mathematik,  1880. 
(2) Journal de Borchardt,  1880. 
(3) Bulletin de l'Académie de Belgique,  t. V . 

menй  par  trois  des  points  donnйs ,  la  quatr iиme  trace  de  la  quar t ique 
gauche  dйterminйe  par  ces  trois  points  et  par  cinq  des  autres  points 
donnйs .  On  peut  ainsi  obtenir  des  coniques  appar tenant  а  la  surface 
demandйe  et  en  dйduire  les  diffйrents  йlйments  de  cette  surface. 

Les  rйsultats  les  plus  importants  que  l 'on  ait  obtenus  sur  le  sujet 
qui  nous  occupe  sont  dus  а  M.  Paul  Serre t ;  nous  ne  pouvons  pas  ana
lyser  ici  son  trиs  intйressant  Livre  sur  la Géométrie de direction;  nous 
citerons  seulement  la  propr iй tй  suivante  de  dix  points  d'une  surface 
du  second  ordre  : Dix points d'une surface du second ordre étant séparés 

en deux groupes égaux, les points de chaque groupe déterminent les 

sommets de deux pentagones gauches respectivement conjugués à une 

deuxième surface du second ordre, et réciproquement.  Ce  qui  fait  l 'in
tйrкt  du  thйorиme  prйcйdent ,  c'est  qu ' i l  est  la  gйnйralisation  d 'une 
propriйtй  de  six  points  d 'une  conique .  M.  Paul  Serret  a  d 'ai l leurs 
donnй  des  thйorиmes  analogues  а  celui  que  nous  venons  de  citer,  pour 
la  quar t ique  gauche ,  pour  la  cubique  gauche  et  pour  le  groupe  de 
points  associйs,  et  il  a  pu  en  dйduire  la  solution  d'un  grand  nombre 
de  problиmes  sur  les  surfaces  du  second  ordre . 

Nous  signalerons  encore  les  rйsultats  obtenus  par  MM.  Hйger  ( ' )  et 
Hunyady  ( 2 ) ,  et  tout  par t icul iиrement  le  mode  de  construction  indiquй 
par  M.  Le  Paige  ( 3 )  pour  la  quadr ique  donnйe  par  neuf  points. 

En  rйsumй,  la  question  que  nous  nous  sommes  proposйe  n 'a  pas 
йtй  abordйe,  en  ce  qui  concerne  les  surfaces  du  troisiиme  ordre,  et  n 'a 
pas  йtй  complиtement  rйsolue  pour  celles  du  second.  Nous  allons  in
diquer  la  mйthode  que  nous  avons  suivie  et  les  rйsultats  que  nous 
avons  obtenus. 

Quand  on  cherche  а  йtendre  le  thйorиme  de Pascal  а  la  Gйomйtrie  de 
l 'espace,  on  ne  sait  tout  d 'abord  comment  aborder  cette  recherche . 
Cela  tient  а  ce  que  l'on  n'a  pas  а  dйmontrer  un  thйorиme  йnoncй,  mais 
bien  а  inventer  l 'йnoncй  mкme  de  ce  thйorиme;  et,  pour  cela,  on  n'est 
guidй  que  par  des  considйrations  assez  vagues  sur  les  analogies  que 
peuvent  prйsenter  le  plan  et  l 'espace.  Nous  allons  indiquer  par  quelle 



suite  d ' inductions  nous avons  pu  dйterminer  а  l 'avance,  sinon  l 'expres

sion  dйfinitive,  du  moins  la  forme  gйnйrale  des  rйsultats  auxquels  on 

doit  arr iver . 
Dans  le  thйorиme  de  Pascal,  ou  dans  les  thйorиmes  analogues,  on  fait 

correspondre  l inйairement  а  un  point  dйcrivant  une  conique,  soit  une 
droite  enveloppant  un  point ,  soit,  ce qui  revient  au  mкme,  un  point  dй
crivant  une  droi te .  De  mкme,  on  peut  faire  correspondre  l inйairement 
а  un  point  M,  qui  se  dйplace  sur  une  surface  du  troisiиme  ordre  S 3 ,  un 
certain  йlйment  co qui  engendre  une  forme  gйomйtr ique  2 .  Si  la  f o r m e 2 
est  dйterminйe  par n  йlйments  co,  la  condition  pour  que  le  point  M  dй
crive  une  surface  S 3  sera  ramenйe  а la  relation  entre (n-\-1)  йlйments co 
d 'une  mкme  forme  2 ;  pour  qu' i l  y  ait  а  cela  un  avantage,  il  faudra 
йvidemment  que  cette  derniиre  relation  soit  connue.  D'autre  par t , 
lorsque  le  point  M  dйcrit  une  droite  L  s 'appuyant  sur  deux  des  trois 
droites  donnйes  pour  dйterminer  S 3 ,  l 'йlйment  correspondantes  engendre 
une  deuxiиme  forme a;  par  suite,  la dйtermination  de  la  troisiиme  trace 
de  L  sur  S 3  sera  ramenйe  а  celle  de  l 'йlйment  o>,  commun  aux  deux 
formes  2  et  <r. Dиs  lors,  pour  que  le  thйorиme  obtenu  ait,  relat ivement 
aux  surfaces  du  troisiиme  ordre ,  les mкmes  consйquences  pratiques  que 
celui  de  Pascal  pour  les  coniques,  il  faudra  que  l'on  sache  dйterminer 
l inйairement  l 'йlйment  commun  aux  deux  formes  2  et  cr,  puis  revenir  de 
cet  йlйment  а  M.  On  aura  bien  alors  la  troisiиme  trace  de  L  sur  la  sur
face  S 3 ,  et  l'on  saura  construire  cette  surface  par  points.  11 reste  а  dй
terminer  la  nature  de  l 'йlйment  co  et  celle  de  la  forme  2 ,  ainsi  que  le 
mode  de  correspondance  а  йtablir  entre  M et  co. 

Tout  d 'abord,  nous  avons  pris  pour  co un  plan,  mais  ce  mode  de  cor
respondance  ne nous  a  donnй  aueun  rйsultat  s imple ;  nous  avons  alors 
choisi  pour  co une  droite.  Dans  ce  cas,  il  йtait  tout  naturel  de  prendre 
pour  S  un  complexe  du  premier  ordre  et  pour  <x un  faisceau  du  premier 
ordre .  Le  premier  problиme  а  rйsoudre  a  alors  йtй  le  suivant  : Trouver 

la relation homographique à établir entre un point  M et une droite  co de 

l'espace pour que,  M décrivant une droite quelconque qui s'appuie sur deux 

des trois droites données de la surface,  co engendre un faisceau du premier 

ordre.  Aprиs .avoir  obtenu  ce  mode  de  correspondance,  nous  avons 
cherchй  le  lieu  que  dйcrit  M  quand  on  impose  а  co d 'appartenir  а  un 
complexe  du  premier  ordre  ;  nous  avons  trouvй  que  ce  lieu  est  une  sur



CHAPITRE  I. 

E X T E N S I O N  DU  T H Й O R И M E  DE  PASCAL  A U X  S U R F A C E S  DU  TROISIИME  O R D R E . 

PROPOSITIONS  CORRЙLATIVES. 

1.  On  peut  faire  correspondre  homographiquement ,  а  un  point  dй
crivant  une  conique,  une  droite  qui  enveloppe  un  point.  Nous  allons 
dйduire  de  ce  fait  une  dйmonstration  du  thйorиme  de  Pascal;  puis,  en 
suivant  une  marche  semblable,  nous  obtiendrons  des  thйorиmes  ana
logues  а  ce  dernier  pour  les  surfaces  du  troisiиme  ordre . 

P .  /  2 

i 

face  du  troisiиme  ordre,  se  dйdoublant ,  dans  un  cas  particulier  facile 
а  caractйriser,  en  un  plan  et  une  quadr ique .  On  parvient  ainsi  а  faire 
dйpendre  la  situation  de  trois  droi tesnon  concourantes  et  de huit  points 
sur  une  mкme  surface  du  troisiиme  ordre,  et,  en  part iculier ,  celle  de 
dix  points  sur  une  surface  du  second  ordre  de  la  situation  sur  un  mкme 
complexe  du  premier  ordre ,  de  six  droites  dйduites  l inйairement  des 
points  considйrйs.  D'ail leurs,  le  mкme  mode  de  correspondance  donne 
immйdiatement  les  propriйtйs  de  neuf  points  d'une  courbe  gauche  du 
quatriиme  ordre  et  de  huit  points  associйs,  et ,  plus  gйnйralement ,  les 
propriйtйs  analogues  pour  la  courbe  gauche  du  sixiиme  ordre  et  pour 
le  groupe  de  droites  et  de  points  associйs.  On  obtient  comme  conclu
sions  :  pour  les  courbes  gauches,  cinq  droites  appartenant  а  une  mкme 
congruence  du  premier  o rdre ;  pour  les  groupes  d'йlйments  associйs, 
quatre  droites  appar tenant  а  un  mкme  systиme  de  gйnйratrices  d'un 
hyperboloпde.  Ce  sont  ces  diffйrents  thйorиmes  que  nous  prйsentons 
comme  une  extension  du  thйorиme  de  Pascal  а  la  Gйomйtrie  de  l'es
pace;  nous  montrons  qu' i ls  ont ,  pour  les  surfaces  du  troisiиme  ordre 
et  pour  celles  du  second,  les  mкmes  consйquences  pratiques  que  le 
thйorиme  de  Pascal  pour  les  coniques ;  un  grand  nombre  de  problиmes, 
jusqu' ici  non  rйsolus,  sur  ces  surfaces  et  sur  quelquesunes  de  leurs 
courbes  d'intersection  sont  ainsi  ramenйs  immйdiatement  а  des  con
structions  que  l'on  sait  exйcuter  sur  des  systиmes  de  droites. 



I.  —  Coniques. 

2.  Considйrons  dans  un  plan  deux  points  fixes  A  et  B (fig. 1),  et 
cherchons  l 'expression  analytique  gйnйrale  du  mode  de  correspon
dance  homographique  а  йtablir  entre  un  point  M et  une  droite  o>,  mo
biles  dans  ce  plan,  pour  que ,  M dйcrivant  une  droite  qui  passe  par  l'un 
des  points  A  ou  B,  oo enveloppe  un  point. 

Fi g .  t . 

Si  l'on  prend  les  points  А  et  B  pour  deux  des  sommets  du  tr iangle 
de  rйfйrence,  et  pour  troisiиme  sommet  un  point  quelconque  C du  plan, 
les  йquations  des  droites  BM et  A M  sont 

(0 

en  dйsignant  par 1  et  fj. deux  paramиtres  arbi t raires ,  qui  peuvent  кtre 
considйrйs  comme  les  coordonnйes  du  point  M. 

Pour  la  droite  to  reliйe  homographiquement  а M,  elle  est  dйterminйe 
par  deux  points  donnйs,  en  coordonnйes  tangentiel les,  par  les  йqua
tions 

( 3 ) 

(4) 

oщ  P,  Q,  R sont  des  fonctions  linйaires  et  homogиnes  des  coordon
nйes a,  6, c  d 'une  droite. 

Pour  que  co enveloppe  un  point,  quand  M  dйcrit  une  droite  quel



conque  passant  par  A ou  par  B,  il  faut  et  il  suffit  que  P  et  Q  aient  leurs 
coefficients  respectivement  proport ionnels  а  ceux  de  P,  et  de  Q, . 

D'autre  part ,  si  l'on  cherche  les  points  M tels  que  les  йquations  ( 3 ) 
et  ( 4 ) ,  modifiйes  comme  il  vient  d'кtre  dit ,  reprйsentent  le  mкme  point , 
on  trouve,  en  dehors  de AB,  un  seul  point  jouissant  de  cette  propr iй tй ; 
on  peut  prendre  ce  dernier  point  pour  le  troisiиme  sommet  G,  jusqu ' ic i 
arbi traire,  du  triangle  de  rйfйrence;  il  suffit  pour  cela  que  R  et  B, 
aient  aussi  leurs  coefficients  proport ionnels .  La  droite  co  est  alors  dй
terminйe  par  les  deux  points 

H 
On  a  d'ailleurs 

( 7 ) 

( 8 ) 

( 9 ) 

Les  trois  points  fixes  P,  Q,  R  sont  jusqu' ici  quelconques  et  assujettis 
seulement  а^ne  pas  кtre  en  ligne  droi te . 

3 .  Cherchons  maintenant  quelle  est  la  courbe  engendrйe  par M quand 
co  enveloppe  un  point  quelconque  2 r . 

Les  йquations  ( 5 )  et  ( 6 )  peuvent  s 'йcrire 

(10) 

(«0 

Le  lieu  de M a  alors  une  йquation  de  la  forme 

(12) 

Cette  йquation  reprйsente  une  conique  C 2  circonscrite  au  triangle 
ABC;  on  peut  d'ailleurs  faire  passer  cette  conique  par  deux  autres 
points  quelconques  i  et i  du  p lan;  il  suffit  pour  cela  de  prendre  comme 
point  2 ,  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  co , ,  c o 2 ;  donc, pour que 

les six points  A,  B,  C,  i , 2,  3 appartiennent ci une même conique, il faut 

et il suffit que les trois droites  co , ,  co.,,  co 3 soient concourantes. 



4.  D'autre  part ,  lorsque  M dйcrit  une  droi te  quelconque  passant  par 
l 'un  des  points  A,  B,  C,  co  enveloppe  un  po in t ;  dиs  lors  la  droite  to, 
qui  correspond  au  deuxiиme  point  de  rencontre  de  l 'une  des  droites 
considйrйes  avec  la  conique  C 2 ,  s 'obtient  immйdiatement  en  joignant 
deux  points  connus.  Par  suite,  pour  que  le  mode  de  correspondance 
considйrй  fournisse  une  dйtermination  prat ique  du  sixiиme  point  de  la 
conique  donnйe  par  cinq  points,  il  suffit  de  trouver  de  ce  mode  de  cor
respondance,  jusqu ' ic i  analyt ique,  une  dйfinition  gйomйtrique  permet
tant  d 'obtenir  co,  connaissant  M,  et  inversement  de  revenir  de  co а  M. 

Les  points  enveloppйs  par  co  lorsque  M  dйcrit  une  droite  (X)  pas
sant  par  B  ou  une  droite  ([x)  passant  par  A  ont  respectivement  pour 
йquat ions 

, ( i 3 ) 

(i4) 

Pour  dйterminer  la  droite  co,  qui  correspond  au  point  d ' intersection 
M  des  deux  droites  (X)  et  ( j j i ) ,  on  peut  prendre ,  au  lieu  des  points  ( 5 ) 
et  ( 6 ) ,  les  points  ( i 3 )  et  qui  sont  situйs  sur  les  droites  fixes  PR, 
QR,  et  dйpendent  seulement,  le  premier  de  X,  et  le  s econdйe  p.. 

Les  points  \  et  yj,  o щ les  droites  variables  ( i )  et  ( 2 )  rencontrent  les 
droites  fixes  PR  et  QR,  ont  pour  йquations 

( i 5 ) 

(16) 

Ces  йquations  montrent  que  les  points  connus  \  et  Y]  sont  reliйs 
homographiquement  aux  points  cherchйs  ( i 3 )  et  (14)  et,  par  suite, 
peuvent  servir  а  les  dй te rminer .  Pour  que  les  points  ( i 3 )  et  (14 ) 
coпncident  respectivement  avec  les  points  \  et  YJ, quels  que  soient  X 
et  p ,  il  suffit  de  poser 

(17) 
(18) 

En  tenant  compte  des  hypothиses  faites,  on  voit  que  le  point  R 
coпncide  avec  C,  et  que  les  points  P  et  Q  sont  pris  arbi t ra i rement  sur 
AB;  les  deux  droites  RP  et  RQ  peuvent  donc  кtre  menйes  arbitraire



et  cherchons  l 'expression  analytique  gйnйrale  de  la  relation  homogra

ment  par  le point  C;  nous  les dйsignerons  par  (3 et  a.  D'ailleurs,  on  peut 
toujours  dйterminer  les  paramиtres  /, lt, m, mK  de  maniиre  а  vйrifier 
les  relations  (17)  et  ( 1 8 ) .  On  obt ient  ainsi  le  thйorиme  connu  suivant  : 

THЙORИME  I  (Propr iй tй  de  six  points  d 'une  conique.)  — Si, menant 

arbitrairement deux droites  a et  (3 par le sommet  C du triangle  ABC, qui 

a pour sommets trois de ces points, on fait correspondre à tout point  M du 

plan la droite  co déterminée par les points où les droites  AM,  BM ren-

contrent respectivement les droites  a et  (3, les trois droites correspondantes 

aux derniers points de la conique sont concourantes. 

D'ailleurs,  si  l 'on  prend  pour  droites  a  et  (3 des  droites  passant  par 
deux  des  trois  derniers  points  de  la  conique,  on  obtient  le  thйorиme  de 
Pascal. 

On  sait  dйmontrer  s implement  le  thйorиme  1 ;  si nous  en  avons  donnй 
la  dйmonstrat ion  complexe  qui  prйcиde,  c'est  qu 'el le  peut,  comme 
nous  allons  le  montrer ,  кtre  t ransportйe  terme  а  terme  aux  surfaces  du 
troisiиme  ordre .  Il  apparaоt  alors  clairement  que  les  thйorиmes  ob
tenus  de  cette  maniиre  peuvent  кtre  considйrйs  comme  une  extension 
du  thйorиme  de  Pascal  а  la  gйomйtr ie  de  l 'espace. 

IL  — Surfaces  du troisiиme  ordre. 

5.  Considйrons  trois  droites  fixes  non  concourantes  A, ,  D!>, Q (fig.  2 ) , 

F i g .  2. 



phique  а  йtablir  entre  un  point  M  et  une  droite  co  de  l 'espace,  pour 
que,  M  dйcrivant  une  droite  qui  s 'appuie  sur  deux  des  trois  droites 
l,,  ifb,  ©,  co  engendre  un  faisceau  plan,  c'estаdire  tourne  autour 
d 'un  point  et  reste  dans  un  plan. 

Si  l 'on  prend  pour  trois  des  faces  du  tйtraиdre  de  rйfйrence  des  plans 
menйs  respectivement  par  les  droites  JI>, ift>,  ©  et  par  un  point  D,  les 
йquations  de  ces  droites  sont 

( ') 

('>') 

( 3 ) 

A,0,  ifb0,  © 0  dйsignant  trois  nouveaux  plans  fixes  menйs  par  les  droites 
<Â>, tл>, © et  par  un  point  E. 

Un  point  quelconque  M de  l'espace  peut  кtre  dйterminй  par  les  trois 
plans 

(4) 
( 5 ) 

( 6 ) 

oщ  X,  p., v  sont  des  paramиtres  arbi t ra i res . 
Pour  la  droite  co reliйe  homographiquement  а  M,  elle  est  dйterminйe 

par  deux  points  donnйs  en  coordonnйes  tangentielles  par  les  йqua
tions 

( 7 ) 

( 8 ) 

oщ  P,  Q,  .  .  . ,  S  sont  des  fonctions  linйaires  et  homogиnes  des  coor
donnйes  a, b, c,  d d ' u n  plan. 

Quand  M  dйcrit  une  droite  s 'appuyant  sur  JU  et  ife, % et  p.  restent 
cons tan t s ;  pour  que  co  engendre  un  faisceau  plan,  il  faut  et  il  suffit 
que  R  et  R,  aient  leurs  coefficients  proport ionnels .  On  voit  de  mкme 
que  les  coefficients  de  P  et  de  Q  doivent  кtre  respectivement  p ropor 



t ionnels  а  ceux  de  P,  et  de  Q, .  D'autre  part ,  si  l'on  cherche  les  points 
M,  tels  que  les  йquations  ( 7 )  et  ( 8 ) ,  modifiйes  comme  il  vient  d 'кtre 
dit,  reprйsentent  le  mкme  point ,  on  trouve,  en  dehors  des  droites 
JW,  ifi>,  G ,  un  seul  point  jouissant  de  cette  propriйtй  ;  on  peut  prendre 
ce  dernier  point  pour  le  sommet  D,  jusqu' ici  arbi t ra i re ,  du  tйtraиdre  de 
rйfйrence;  il  suffit  pour  cela  que  S  et  S,  aient  leurs  coefficients  pro
port ionnels .  On  est  ainsi  conduit  а  prendre  pour  co  la  droite  qui  joint 
les  deux  points 

( 9 ) 

(10) 

On  a,  d 'ail leurs, 

Les  quatre  points  fixes  donnйs  par  les  йquations  obtenues  en  йgalant 
а  zйro  les  fonctions  P ,  Q,  R,  S  sont  jusqu ' ic i  quelconques  et  assujettis 
seulement  а  ne  pas  кtre  dans  un  mкme  plan  ;  nous  dйsignerons  par  0  le 
tй t raиdre  ayant  pour  sommets  ces  points  et  par /? , q, r, s  les  faces  de 
ce  tйtraиdre,  respectivement  opposйes  aux  sommets  P,  Q,  R,  S. 

6.  On  a  йtudiй  le  complexe  engendrй  par  une  droite  reliйe  homo
graphiquement  а  un  point  de  l 'espace.  La  droite  co,  qui  joint  les  points 
T  et  T, ,  engendre  un  complexe  tйtraйdral ,  ayant  G  pour  tйtraиdre  pr in
cipal.  Le  rapport  anharmonique  des  plans  menйs  par  co  et  par  les 
points  P,  Q,  R,  S  et  celui  des  traces  de  co sur  les  plans p, q, r, s  sont 
tous  deux  йgaux  а  la  constante 

que  nous  appellerons paramétre du complexe. 

A  tout  point  M  de  l 'espace,  non  situй  sur  l 'une  des  droites «.%>, tsb,  e , 
correspond  une  droite  co  et  une  seule  ;  il  y  a  seulement  exception  pour 



les  points  D  et  E  ;  les  points  T  et  T,  sont,  pour  le  premier,  confondus 
et,  pour  le  second,  indйterminйs .  Cherchons  la  surface  engendrйe  par 
M  quand  on  impose  а  co,  qui  est  par  construction  sur  S 2 ,  d 'appartenir 
en  outre  а  un  complexe  du  premier  ordre  2 , . 

Les  йquations  des  points  T  et  T,  peuvent  s 'йcrire 

Le  lieu  de  M a  alors  une  йquation  de  la  forme 

( i 3 ) 

Cette  йquation  reprйsente  une  surface  du  troisiиme  ordre  S 3 ,  passant 
par  les  droi tes  «H»,  ift>,  ©  et  par  les  points  D  et  E.  On  peut  d'ailleurs 
faire  passer  cette  surface  par  cinq  autres  points  quelconques  i ,  2,  3 , 
4,  5 ;  il  suffit  pour  cela  de  prendre  comme  complexe  2 ,  celui  qui  est 
dй terminй  par  les  cinq  droites  co<,  co2,  co5  ;  donc, pour que les trois 

droites X,  ail, G et les huit points  D , E ,  1 ,2 ,  6 appartiennent à une 

même surface du troisième ordre, il faut que les six droites  co,,  co2,  . . . ,  co6 

appartiennent à un même complexe du premier ordre. 

Cette  condition  est  d 'ailleurs  suffisante;  en  effet,  les  six  droites  prй
cйdentes  doivent  кtre  situйes  sur  la  congruence  du  second  ordre  ( S ^ S , )  ; 
mais,  comme  elles  sont  par  construction  sur  2 2 ,  il  suffit  de  leur  im
poser  d 'appartenir  а  2 , . 

7 .  Cherchons  maintenant  si  les  rйsultats  obtenus  peuvent  avoir, 
pour  les  surfaces  du  troisiиme  ordre,  des  consйqueuces  prat iques  ana
logues  а  celles  du  thйorиme  de  Pascal  pour  les  coniques. 

Quand  M  dйcrit  une  droite  quelconque Çk,  (x)  s 'appuyant  sur  les 
deux  droites x  et  <\ft>, co engendre  un  faisceau  du  premier  ordre.  Ce  fais
ceau  a  pour  pфle  le  point 

( •4 ) 



et  pour  plan  celui  des  trois  points 

On  a  des  rйsultats  analogues  quand  M dйcrit  une  droite  ([*, v)  s'ap
puyant  sur  ifb  e t e ,  ou  une  droite  (v ,X)  s 'appuyant  sur Q  et 

Une  cubique  gauche  ©3  ayant  pour  cordes  ifb,  ©  et  passant  par 
les  points  D  et  E  a  des  йquations  de  la  forme 

(<7) 

Si M  dйcrit  une  pareille  cubique,  co engendre  un  faisceau  du  premier 

ordre ,  ayant  pour  pфle  le  point 

(,8) 

et  pour  plan  celui  des  trois  points 

On  obtient  ainsi  quatre  sйries  de faisceaux  du  premier  ordre ; tous  les 
faisceaux  d'une  mкme  sйrie  ont  leurs  pфles  dans  une  mкme  face  du  tй
traиdre  6,  de  plus  leurs  plans passent  par  le sommet  opposй  а cette  face; 
c'est  d 'ai l leurs  lа  une  propr iй tй  connue  du  complexe  tйtraйdral ,  de 
laquelle  il  rйsulte  un  mode  simple  de  gйnйration  de  ce  tй t raиdre . 

La détermination du dernier point de rencontre de la surface  S 3 avec 

V une des droites ou des cubiques considérées est ainsi ramenée à la déter-

mination de la droite commune à un complexe du premier ordre et ci un 

faisceau du premier ordre; il en résulte pour cette surface un mode pra-

tique de description par points. 

11 reste  а  trouver  du  mode  de  correspondance  йtabli  entre  M  et  co 

une  dйfinition  gйomйtr ique  permet tan t  d 'obtenir  simplement  co  con

naissant  M,  et  inversement  de  revenir  de  co  а  M. 
P .  3 



8.  En  t e n a n t c o m p t e d e c e q u e l a d r o i t e t o a p p a r t i e n t . a u  c o m p l e x e S 2 , 
il  suffit  de  trois  conditions  pour  la  dй terminer ;  cherchons  а  faire  in
tervenir  sйparйment  dans  l 'expression  de ces  conditions  les  paramиtres 
~k, [x  et  v. 

Quand  M dйcrit  un  plan  quelconque  passant  par  a,,  to  engendre  une 
congruence  du  premier  ordre  Cx ayant  pour  directrices  les  droites 

( 2 1 ) 

( 2 3 ) 

On  obtiendrai t  facilement  par  permutat ion  circulaire  les  directrices 
des  congruences  C .̂, Cv  engendrйes  par  to quand  M dйcrit  un  plan  quel
conque  passant  par  afп> ou  par  G. 

On  retrouve  ainsi  le  mode  de  gйnйration  connu  du  complexe  t й 
traйdral  par  des  congruences  du  premier  ordre .  Les  trois  congruences 
Cx,  C^,  Cv  ont  en  commun  la  droite  t o ; pour  dйterminer  cette  droite, 
il  suffit,  en  tenant  compte  de  ce  qu'el le  appart ient  а H 2 ,  de  lui  imposer 
de  rencontrer  une  directrice  de  chacune  de  ces  congruences,  par 
exemple  la  droite  ( 2 3 )  et  les  deux  suivantes,  qui  s'en  dйduisent  par 
permutation  circulaire 

( 2 5 ) 

( 2 7 ) 

On  sait  en  effet  dйterminer  s implement  la  droite  d'un  complexe  tй, 
traйdral  qui  s 'appuie  sur  trois  droites  menйes  respectivement  par  les 
sommets  et  dans  les  faces  du  tйtraиdre  principal .  Si  l'on  remarque  que 
les  droites  ( 2 3 ) ,  ( 2 5 ) ,  ( 2 7 )  passent  respectivement  par  les  points  fixes 
R,  P,  Q,  on  voit  que  la  dйterminat ion  de  to  est  ramenйe  а  celle  des 
trois  points  ( 2 4 ) ,  ( 2 6 ) ,  ( 2 8 ) ,  qui  sont  situйs  sur  les  droites  fixes  PS, 
QS,  RS,  et  dйpendent  seulement,  lй  premier  de ~k,  le  deuxiиme  de  JA, 
le  troisiиme  de  v. 

Le  point  de  rencontre  1 du  plan  variable xM  avec  la  droite  fixe  PS  a 

http://tenantcomptedecequeladroitetoappartient.au


pour  йquation 

On  obtient  facilement  par  permutat ion  circulaire  les  йquations  des 
points  y]  et  З oщ  les  plans  variables  ifcM,  ©M  sont  respectivement  ren
contrйs  par  les  droites  fixes  QS, RS.  On voit  ainsi  que  les  points  connus 
I ,  y], "C sont  reliйs  homographiquement  aux  points  cherchйs  ( 2 4 ) ,  ( 2 6 ) , 
( 2 8 ) ;  pour  que  ces  derniers  coпncident  respectivement  avec  les  pre
miers,  quels  que  soient  X,  (j. et  v,  il  suffit  de  poser 

(3o) 

( S i ) 

( 3 2 ) 

En  tenant  compte  des  hypothиses  prйcйdentes,  on  voit  que  le  point 
S  coпncide  avec D  et  que  les  points P,  Q,  R  sont  pris  arbitrairement  dans 
les  plans  .xE,  a)!>E,  ©E;  les  trois  droites  SP,  SQ,  SR  peuvent  donc  кtre 
menйes  arbi trairement  par  le  point  D ; nous  les  dйsignerons  par  a,  Ў3, y . 
D 'a i l leurs  on  peut  toujours  disposer  des  paramиtres  /,  , m, . .., nt,  de 
maniиre  а  vйrifier  les  relations  ( 3 o ) ,  ( 3 i ) ,  ( 3 2 ) .  On  obtient  ainsi  le 
thйorиme  suivant  : 

THЙORИME  II  (Propriйtй  de  trois  droites  non  concourantes  et  de 
huit  points  appartenant  а  une  mкme  surface  du  troisiиme  ordre ) .  — 
Si, menant arbitrairement par l'un des points donnés  D trois droites  a,  (3, 
y. et considérant un complexe tétraédral quelconque  2 2 , dont le tétraèdre 

principal a pour sommets  D et les traces  P,  Q,  R des droites  a,  (3, y sur les 

plans menés par les droites données X,  ail, © et par un autre des points 

donnés  E, on fait correspondre à tout point  M de V espace la droite  co de  S 2 , 
qui s'appuie sur trois droites variables avec  M, déduites les unes des autres 

par permutation circulaire, et obtenues en joignant l'un des points fixes 

P,  Q,  R а l'un de ceux où les plans  d ,M, ift>M, ©M sont rencontrés respec-



tivement par les droites fixes a,  (3, y, les six droites correspondantes aux 

derniers points de la surface appartiennent ci un même complexe du pre-

mier ordre. 

9.  On  peut  йviter  de  faire  intervenir  le  complexe  E 2  dans  les  con
struct ions  qui  donnent  co,  et  obtenir  cette  droite  comme  intersect ion 
de  deux  plans  connus.  Les  six  directrices  des  congruences,  auxquel les 
appar t ient  co,  passent  deux  а  deux  par  les  trois  sommets  P ,  Q,  R de  0  et 
dй te rminent  ainsi  trois  plans  qui  se  coupent  suivant  co;  on  peut  donc 
pour  dй terminer  cette  droi te  prendre  deux  de  ces  plans,  par  exemple 
les suivants  que  nous  dйsignerons  par  V  et  W  : 

PJan  V . 

Plan  W . 

On  verrait ,  comme  plus  hau t ,  que  si  l 'on  pose 

(37 

( 3 8 ) 

les  points  ( 3 3 )  et  ( 3 5 )  sont  les  points  de  rencontre  des  plans  x M ,  \feM 
avec  les  droites  fixes  PS,  QS. 

On  connaоt  ainsi  deux  points  de  chacun  des  plans  V  et  W ;  il  reste 
а  dй terminer  un  troisiиme  point  de  chacun  d 'eux .  Pour  le  t rois iиme 
point  du  plan  V,  on  peut  prendre  un  point  quelconque  de  la droite  qui 
joint  le  point  P  au  point  ( 3 4 ) ,  par  exemple  le  point  de  rencontre  de 
cette  l igne  avec  le  plan  s M ;  ce  point  a  pour  йquat ion 

( 3 9 ) 



De mкme,  pour  le  troisiиme  point  clu plan  W ,  on  peut  p rendre  le  point 
de  rencontre  du  plan  ©M  avec  la  droite  qui  jo int  le  point  Q  au  point 
( 3 6 ) . 

Ce  point  a  d 'a i l leurs  pour  йquat ion 

Mo) 

Si  l'on  pose 

( 4 0 
(42) 
( 4 3 ) 

les  deux  points  ( 3 9 )  et  (4o )  sont  respect ivement  situйs  sur  les  droites 
fixes 

(44) 

(46) 

En  tenant  compte  des  hypothиses  faites,  on  voit  que  les  troisiиmes 
points  des  plans  V  et  W  sont  ceux  oщ  le  plan  CM  est  rencontrй  par  les 
droites  fixes  ( 4 4 )  et  ( 4 6 ) ;  d 'ai l leurs  le  point  S  coпncide  avec  D,  de 
plus  les  points  P,  Q,  R  peuvent  кtre  pris  a rb i t ra i rement ,  le  premier 
sur  la  droi te  ( x 0 ,  e 0 ) ,  le  second  sur  la  droi te  (afi>0,  e 0 ) ,  enfin  le  t ro i 
siиme  dans  le  plan  s 0 .  D'autre  par t ,  on  peut  disposer  des  paramиtres  /, 
lK,  /2,  de  maniи re  а  vйrifier  les  relat ions  ( 3 7 )  et  ( 3 8 )  et  а  faire 
prendre  aux  deux  rappor ts  ,  qui  dй te rminent  les  directions  des 
d r o i t e s ( 4 4 )  et  ( 4 6 ) ,  des  valeurs  a rb i t ra i res ;  ces  deux  droites  peuvent 
donc  кtre  menйes  a rb i t ra i rement  par  le  point  D,  la  premiиre  dans  la 
face  DPR,  la  seconde  dans  la  face  DQR  du  tй t raиdre  0.  D'a i l leurs ,  si 
l'on  ne  se donne  pas  а  l 'avance  le  point  R,  les  deux  droites  ( 4 4 )  et  ( 4 6 ) 
peuvent  кtre  menйes  a rb i t ra i rement  par  le  point  D ;  nous  dйsignerons 
la  premiиre  par  a  et  la  seconde  par  Ў3.  On  obtient  ainsi  le  thйorиme 
suivant  : 

THЙORИME  III  (Propr iй tй  de  trois  droites  non  concourantes  et  de 



huit  points  appar tenant  a u n e  mкme  surface  du  troisiиme  ordre) .  — 
Si, désignant par  ift>,  3 ,  D,  E les trois droites et deux des points 
donnés, et par  P et  Q deux points pris arbitrairement sur les intersections 
respectives du plan  3 E avec les plans  J i E ,  aft>E, puis menant par  D deux 
droites quelconques  a et  (3, on fait correspondre ci tout point  M de l'espace 
la droite  to, intersection des deux plans menés respectivement par les 
points fixes  P et  Q, parles traces des droites fixes  DQ,  DP sur les plans 

juM  />#r  cfoy droites fixes  a  [3  swr  Ze  />/arc  S M,  /e.y  s^r 

droites correspondantes aux derniers points de la surface appartiennent 
à un même complexe du premier ordre. 

L'йnoncй  de  ce  dern ier  thйorиme  est  moins  symйtr ique  que  celui  du 
thйorиme  II,  mais  la  droi te  co  correspondante  au  point  M  s 'obtient 
immйdia tement ,  sans  que  l'on  soit  obligй  de  considйrer  le complexe  S 2 , 
comme  l ' intersection  de  deux  plans  donnйs  chacun  par  trois  points . 

Nous  avons  supposй  jusqu ' ic i  que  les  droi tes  «ju,  ifi>,  3  ne  se  ren
con t ren t  p a s ;  on  peut  supposer  qu 'el les  soient  concourantes  deux  а 
deux,  mais  il  faut  alors  que  leurs  points  de  rencont re  respectifs  soient 
des  poin ts  doubles  de  la  surface  S 3 .  On  obt ient  ainsi ,  а  l 'aide  des 
thйorиmes  II  et  III,  deux  йnoncйs  de  la  p ropr iй tй  de  trois  points 
doubles  et  de  hui t  points  appar tenan t  а  une  mкme  surface  du  troi
siиme  o rd re . 

Nous  allons  montrer  main tenant  que  le  mode  de  correspondance 
йtudiй  donne  aussi  une  propr iй tй  de  la  courbe  gauche  du  sixiиme 
ordre ,  suivant  laquelle  se  coupent  deux  surfaces  du  troisiиme  ordre , 
qui  ont  t rois  droites  non  concourantes  c o m m u n e s . 

III.  — Courbe  gauche  du  sixiиme  ordre.  —  Groupe  de  points  et  de  droites 
associйs  suivant  le  module  trois.  — Cubique  gauche. 

10.  Il  y  a  diffйrentes  espиces  de  courbes  gauches  du  s ixiиme  o rd re ; 
nous  al lons  йtudier  la  courbe  gauche  du  sixiиme  ordre  ( S 3 ,  S' 3)  com
mune  а  toutes  les  surfaces  du  t rois iиme  o rd re ,  qui  passent  par  trois 
droites  non  concourantes X,  ifc,  3  et  par  six  points  D,  E,  i ,  2 ,  3 ,  4
Chacune  des  droites  ,i>,  tfb,  3  rencontrant  la  courbe  ( S 3 ,  S'3)  en  quatre 
points,  nous  dirons,  pour  simplifier  le  langage,  qu'el les  sont ,  pour 
cette  courbe,  des  droites  de  quadruple  appu i . 



Si  l'on  considиre  un  sept iиme  point  quelconque  5  de  la  courbe 
( S 3 , S ' 3 ) ,  toutes  les  surfaces  du  troisiиme  ordre  qui  passent  par  les 
droites x,  i&,  a  et  par  six  des  points  D,  E,  i ,  5  passent  par  le 
sept iиme;  par  sui te ,  tous  les  complexes  du  premier  o rdre ,  qui  con
t iennent  quatre  des  cinq  droites  co,,  . . . ,  co5,  cont iennent  la  c inquiиme. 
Cela  exige  que  les  cinq  droites  co,,  co3  appar t iennent  а  une  mкme 
congruence  du  premier  ordre 

Cette  condition  est  d 'a i l leurs  suffisante;  en  effet,  les  cinq  droites 
cof,  cog  appar t i ennen t  en  rйalitй  а  une  mкme  surface  rйglйe  du 
quat r iиme  ordre  ( 2 2 ,  2 , ,  S ' , ) ;  mais,  comme  elles  sont  par  construc
tion,  en  vertu  du  mode  de  cor respondance ,  sur  le  complexe  2 2 ,  il 
suffit  de  leur  imposer  d 'appar teni r  а  la  congruence  ( 2 , ,  2 ' ,) .  De  lа  rй
sulte  un  thйorиme  que  nous  йnoncerons  plus  loin. 

De  mкme,  si  les  trois  droites x»  ife, B  et  les  six  points  D,  E,  i ,  4 
sont  associйs  suivant  le  module  t rois ,  toutes  les  surfaces  du  t rois iиme 
ordre ,  qui  passent  par  ces  droi tes  et  par  cinq  de  ces  points ,  passent  par 
le  s ix iиme;  par  sui te ,  tous  les  complexes  du  premier  ordre ,  qui  con
t iennent  trois  des  quatre  droites  co,,  . . . ,  co 4,  cont iennent  la  qua t r iиme. 
Cela  exige  que  les  quatre  droites  co,,  co4  appar t iennent  а  un  mкme 
systиme  de  gйnйratr ices  d 'un  hyperboloпde .  On  dйmontrera i t  d 'a i l leurs , 
comme  plus  haut ,  que  cette  derniиre  condition  est  suffisante. 

Enfin  on  a  vu  ( § VII)  qu 'а  une  cubique  gauche  o 3 ,  passant  par  I) 
et  E  et  s 'appuyant  sur x,  ifc,  e ,  correspond  un  faisceau  du  premier 
ordre ,  dont  le  pфle  est  dans  la  face s  de  0,  et  dont  le  plan  passe  par  le 
sommet  S de  ce  tй t raиdre .  On  obtient  ainsi  les  trois  thйorиmes  suivants  : 

THЙORИMES  IV,  V,  VI  (Propr iй tйs  :  i°  des  trois  droites  de  quadrup le 
appui  et  de  sept  points  d 'une  courbe  gauche  du  sixiиme  ordre ;  2 °  de 
trois  droites  et  de  six  points  associйs;  3°  de  trois  cordes  et  de  qua t re 
points  d 'une  cubique  gauche) .  — Si, désignant par x,  S ,  D,  E les 

trois droites et deux des points donnés, et par  P et  Q deux points pris ar-

bitrairement sur les intersections respectives du plan  © E avec les plans X  E, 
a&E, puis menant par D deux droites quelconques  a et  (3, on fait corres-

pondre à tout point  M de V espace la droite  co, intersection des deux plans 

menés respectivement par les points fixes  P et Q,par les traces des droites 

fixes  DQ,  DP, sur les plans  i!l,M, xM, et par celles des droites fixes  a 
et  (3 sur le plan  G M  : 



i° Les cinq droites correspondantes aux derniers points de la courbe 

gauche appartiennent à une même congruence du premier ordre ; 

2° L,es quatre droites correspondantes aux derniers points associés ap-

partiennent à un même système de génératrices d'un hyperboloïde ; 

3° Les deux droites correspondantes aux derniers points de la cubique 

sont concourantes, de plus leur plan passe par le point  D. 

1 1 .  On  simplifie  beaucoup  les  applications  des  thйorиmes  prйcй

dents  en  choisissant  les  points  P  et  Q  et  les  droites  a  et  [3,  jusqu ' ic i 

arbi t raires ,  de  maniиre  que  les  droites  co,  et  co 2,  qui  correspondent  а 

deux  des  points  donnйs,  soient  concourantes ;  voyons  а  quelle  condi

tion  il  en  sera  ainsi. 

La  courbe  gauche  du  sixiиme  ordre  ( S 3 ,  S' 3)  peut  se  dйdoubler  en 
deux  cubiques  gauches  <|>3  et  <j/3,  ayant  toutes  deux  pour  cordes  a>,  aib, 
e ,  passant  la  premiиre  par  D,  la  seconde  par  E,  et,  de  p lus ,  se  ren
contrant,  en  deux  poin ts ;  dans  ce  cas,  la  surface  rйglйe  du  quat r iиme 
ordre  ( S 2 , S , ,  S'3)  se  dйdouble  en  deux  hyperboloпdes ,  l 'un  H  circon
scrit  au  tй t raиdre  G,  l 'autre  IF  inscrit  dans  ce  mкme  tй t raиdre ;  le  p re 
mier  correspond  а  ^ 3 ,  le  second  а  <j/3.  Cherchons  ce  qui  caractйrise, 
parmi  les  cubiques  <J/3,  celles  pour  lesquelles  les  gйnйratr ices  de  IL  de
viennent  les  tangentes  а  une  eonique. 

Toute  cubique  i|/3  a  des  йquat ions  de  la  forme 

(  ( j ) X —kv +/, 

|  ( 2 )  fx = ktv 

Les  йquat ions  des deux  points  T  et T, ,  qui  dйterminent  co,  deviennent 

alors,  pour  un  point  de <]/3, 

(3) (Ik  P  + mkx  Q  + a  R )v  4 ~ ( ( /  P  + mj\  Q  +  S)  =  o, 

(4) (ltkly kxQ  +  R)v +  (/j/ 'P + mtjxQ  +  S) =  o. 

Pour  que  co  reste,  quel  que  soit  v,  dans  un  plan  fixe,  il  faut  que  les 

quatre  points 

ik  P  + mki  Q -+- n  R — o, 

Ij  i P + m J ,  Q +  S =  •©, 
/ t / i P + mi kt  Q  + », R =  o, 

lyj  P  4  mlJl  Q t  S =  o 



soient  dans  un  mкme  plan;  on  en  dйdui t ,  pour  la  condition  cherchйe , 

( 5 ) 

Les  plans  menйs  par  la  droi te  e  et  par  les  troisiиmes  traces  de  t | / 3' 
sur  les  plans œ  et y  ont  pour  йquat ion 

( 6 ) 

( 7 ) 

La  condition  ( 5 )  signifie  que  le  rappor t  anharmonique  des  quatre 
points z,  G 0 ,  ( 6 ) ,  ( 7 ) ,  est  constant  e t йga l  au  paramиtre  du  complexe 
tй t raйdral .  D'ail leurs  on  sait  que  le  rappor t  anharmonique  des  quat re 
plans  menйs  par  quat re  points  fixes  d 'une  cubique  gauche  et  par  une 
quelconque  de  ses  cordes  est  constant ;  par  sui te ,  une  fois  la  cubique 
dйterminйe ,  ce  r appor t  ne  dйpend  que  des  points  considйrйs ;  on  peut 
donc  l 'appeler  rappor t  anharmonique  des  quatre  points  de  la  cubique . 
Cette  dйnominat ion  йtant  adoptйe ,  les  cubiques  pour  lesquelles 
l 'hyperboloпde  H 7  se  rйdui t  aux  tangentes  а  une  conique ,  sont  celles 
qui  sont  coupйes  par  les  quatre  plans z,  G 0 , oc, y  suivant  un  rappor t 
anharmonique  constant  et  йgal  au  paramиtre  de  2 2  ;  elles  forment  un 
complexe  analogue  au  complexe  tйtraйdral  de  droites.  Pour  que  les 
droites  co,,  co2  soient  concourantes ,  il  suffit  de  prendre  le  paramиtre 
de  S 2  йgal  au  rappor t  anha rmon ique  des  qua t re  plans z,  G 0 ,  ( 6 ) ,  ( 7 )  ; 
c'est  lа  une  condition  а  laquelle  il  est  toujours  facile  de  satisfaire, 
parce  que  le  paramиtre  de  S 2  reprйsente  aussi  le  rappor t  anha rmo
nique  de  quatre  plans .  On  peut  d 'ai l leurs  ne  pas  faire  intervenir  le 
complexe  S 2  dans  la  dй terminat ion  des  deux  droites  a  et  [3. 

Considйrons  les  deux  plans  V,  et  W , ,  dont  l ' intersection  est  la 
droite  co,  correspondante  au  point  1;  chacun  de  ces  plans  est  dйter
minй  par  trois  points.  Par  exemple ,  V,  est  donnй  p a r l e  point  fixe  P,  par 
la  trace  de  la  droite  fixe  DQ  sur  le  plan  (<ifi>,  1)  et  par  celle  de  la  droite 
fixe  a  sur  le  plan  G,.  Sur  ces  t rois  points ,  un  seul,  le  dernier ,  dйpend 
de  la  droi te  a,  les  deux  autres  peuvent  кtre  dй terminйs  avant  qu'on  ait 
choisi  cette  ligne  :  il  suffit  que  l'on  se  soit  donnй  les  points  P  et  Q.  Il 
en  est  de  mкme  pour  le  plan  W,  et  pour  les  plans  V 2 ,  W 2  qui  dйter
minent  co 2. 

P .  4 



Imaginons  maintenant  que  l'on  se  donne  arbi t ra i rement  le  point  de 
rencontre  Ј des  droites  co,,  co2 ;  les  quatre  plans  V,,  V 2 ,  W , ,  W 2  devant 
passer  par e,  on  connaоt  trois  points  de  chacun  d ' eux ;  on  peut  donc 
les  considйrer  comme  des  plans  connus .  On  a  alors,  pour  dйterminer 
les  droi tes  a  et  [3  la  construction  suivante  : La droite  a est celle qui, 

menée par le point  D, s'appuie sur les intersections respectives des plans 

( 3 ,  i ) ,  ( 3 ,  2 ) avec les plans  V, ,  V 2  ; de même la droite  (3 est celle qui, 

menée par le point  D, s'appuie sur les intersections respectives des plans 

( s ,  1),  ( 3 ,  2 ) avec les plans  W , ,  W 2 . 
En  choisissant,  comme  nous  venons  de  le  dire ,  les  droites  a  et  (3, les 

droites  co,,  co2  se  coupent  au  point  Ј et  dй te rminent  un  plan  que  nous 
appel lerons  u . 

On  connaоt  trois  sommets  du  tйtraиdre  ф :  ce  sont  les  points  D,  P ,  Q; 
le  quat r iиme  sommet  R  de  ce  tйtraиdre  est  le  point  de  rencontre  des 
droites  que  joignent  respect ivement  les  points  P  et  Q  aux  traces  des 
droites  a  et  p  sur  le  plan  ©E.  Pour  le  complexe  S 2 ,  il  est  dй terminй  par 
son  tй t raиdre  principal  6  et  par  l 'une  ou  l 'autre  des  droites  co,,  co 2. 

12.  Voyons  maintenant  comment  se modifient,  avec  le  choix  indiquй 
des  droites  a  et  Ў3, les  conclusions  du  thйorиme  prйcйdent . 

Pour  la  surface  du  troisiиme  ordre ,  le  complexe  2,  est  donnй  par 
un  plan  7T  et  son  pфle  Ј,  et  par  trois  droites  co 3,  co4,  co 5;  il  est  alors  trиs 
facile  de  dйterminer  relat ivement  а  ce  complexe  le  pфle  d 'un  plan 
donnй  ou,  inversement,  le  plan  qui  a  pour  pфle  un  point  donnй . 

Remarque. —  Dans  le  cas  particulier  oщ  les  quatre  points  E,  1,  2,  3 
sont  sur  une  cubique  gauche  admettant  «JU,  afо>,  3  pour  cordes,  l 'йnoncй 
du  thйorиme  III  se  simplifie  ;  on  a  la  nouvelle  conclusion  suivante  : 

Les traces des trois droites correspondantes aux derniers points de la 
surface sur le plan  u sont en ligne droite. 

Pour  la  courbe  gauche  (S 3 ,S ' 3 ) ,  la  congruence  correspondante  (2 ,  ,2' 4) 
a  pour  directrices  la  droi te  qui  joint  la  trace  des  droites  co3,  co/(  sur 
le  plan iz  et  la  droite  suivant  laquelle  se  coupe  le  plan  menй  par  les 
mкmes  droites  co3, co4  et  par  le  point  E. On  a  alors,  pour  le  thйorиme  IV, 
la  nouvelle  conclusion  suivante  : 

Les traces des droites correspondantes aux derniers points de la courbe 



sur le plan tz sont en ligne droite; de plus, les trois plans menés par ces 

mêmes droites et par le point £ se coupent suivant une droite. 

Pour  le  groupe  de  points  associйs,  l 'hyperboloпde  co,,  co.,,  co3  se  dй
double  en  deux  faisceaux  plans  : le  premier  a pour  pфle  Ј et  pour  plan  T U , 
le  second  a  pour  pфle  la  trace  de  co3  sur  TC  et  pour  plan  celui  qui  est 
dйterminй  par  la  droite  co3  et  par  le  point  Ј.  On  a  alors ,  pour  le  thйo
rиme  V ,  la  nouvelle  conclusion  suivante  : 

Les deux droites correspondantes aux derniers points associés sont aussi 

concourantes; leur point de rencontre est situé dans le plan  T C ; de plus, 

leur plan passe parle point £. 

On  peut  supposer  que  les  droites  JU» rф>, ©  soient  concourantes , 
pourvu  que  l'on  admette  en  mкme  temps  que  leurs  points  de  rencontre 
respectifs  soient  des  points  doubles  de  la  courbe  du  sixiиme  ordre .  On 
obtient  alors,  а  l 'aide  du  thйorиme  IV,  une  propriйtй  de  trois  points 
doubles  et  de  sept  points  d 'une  courbe  gauche  du  sixiиme  ordre .  On 
obtient  de  mкme  une  relation  entre  trois  points  doubles  et  six  points 
associйs  suivant  le  module  t ro i s ;  de  mкme,  enfin,  une  relation  entre 
sept  points  d 'une  cubique  gauche . 

IV.  —  Propositions  corrйlatives. 

13 .  Toutes  les  surfaces  de  la  troisiиme  classe,  qui  passent  par  t rois 
droites  non  concourantes  <JU, ail,,  ©  et  sont  tangentes  а  six  plans  sont 
inscri tes  dans  une  mкme  dйveloppable  de  la  sixiиme  classe.  Par  cha
cune  des  trois  droites x,  #>,  ©,  on  peut  mener  quatre  plans  tangents  а 
celte  dйveloppable;  nous  dirons ,  pour  simplifier  le  langage,  que  ces 
droites  sont ,  pour  la  dйveloppable  considйrйe,  des  arкtes  de  quadruple 
tangence .  En  appl iquant  aux  rйsul ta ts  obtenus  plus  hau t  la  mйthode  de 
transformation  par  polaires  rйc iproques ,  on  obtient  les  thйorиmes  sui
vants  : 

THЙORИMES  V I I ,  V I I I ,  I X ,  X  (Propr iй tйs  :  J°  de  hui t  plans  tangents  а 
une  surface  de  la  troisiиme  classe  et  de  trois  droites  non  concourantes 
de  cette  surface;  2 0  de  sept  plans  tangents  а  une  dйveloppable  de  la 



sixiиme  classe  et  des  arкtes  de  quadrup le  tangence  de  celte  surface; 
3°  de  trois  droites  et  de  six  plans  associйs;  4°  de  quatre  plans  tan
gents  а  une  dйveloppable  cubique  et  de  trois  arкtes  de  double  tangence 
de  cette  surface).  — Si, désignant par  JU,  ail,  G ,  D,  E les trois droites et 
deux des plans donnés, et par  P et  Q deux plans menés arbitrairement par 
les droites qui joignent le point  ( G ,  E ) aux points  (l>, E ) ,  (ifi>, E )  ; puis, 
traçant dans le plan  D deux droites quelconques oc et fi, on fait corres-
pondre à tout plan  M de l'espace la droite  co, qui joint les deux points de 
rencontre des plans fixes  P et  Q avec les droites, suivant lesquelles les plans 
menés par les points  (afc, M) ,  (JU, M) et par les droites fixes  (D ,  Q ) ,  (D,  P) 
coupent respectivement les plans menés parle point  ( e ,  M) et par les droites 
a et fi : 

i° Les six droites correspondantes aux derniers plans tangents à la sur-
face appartiennent à une même complexe du premier ordre. 

2° Les cinq droites correspondantes aux derniers plans tangents à la 
développable appartiennent à une même congruence du premier ordre. 

3° Les quatre droites correspondantes aux derniers plans associés ap-
partiennent à un même système de génératrices d'un hyperboloïde. 

4° Les deux droites correspondantes aux derniers plans tangents à la 
développable cubique sont concourantes; de plus, leur point de rencontre 
est situé dans le plan  D. 

On  pourrai t  d'ailleurs  dйterminer ,  comme  plus  haut ,  les  droites  a 
et fi,  de  maniиre  que  les droites  correspondantes  а deux  des  plans  donnйs 
soient  concourantes,  et  йnoncer  les  nouvelles  conclusions  qui  rйsul tent 
de  ce  choix  pour  les  deux  thйorиmes  relatifs  а  la  dйveloppable  de  la 
sixiиme  classe  et  au  groupe  de  plans  associйs;  il  suffit  pour  cela  de 
transformer  par  la  mйthode  des  polaires  rйciproques,  ce  qui  a  йtй  dit 
aux  n o s  11  et  12. 

Nous  allons  maintenant  йtudier  les  consйquences  prat iques  des  thйo
rиmes  obtenus . 



CHAPITRE  IL 

APPLICATIONS  :  D E S C R I P T I O N S  PAR  POINTS  DE  LA  SURFACE  DU  T R O I S I И M E  O R D R E 

E T  D E  LA  COURRE  GAUCHE  DU  S I X I И M E  O R D R E .  P R O R L И M E S  DIVERS. 

14.  Nous  allons  montrer  que  les  thйorиmes  obtenus  dans  le  Chapitre 
prйcйdent  permet tent  de  r amener  un  grand  nombre  de  problиmes  du 
premier  et  du  second  degrй  sur  les  surfaces  du  troisiиme  ordre ,  et  quel
quesunes  de  leurs  courbes  d ' intersection,  а  des  constructions  que 
l 'on  sait  exйcuter  sur  des  systиmes  de  droi tes .  La  rйsolution  d'un  p ro 
blиme  sur  les  surfaces  du  troisiиme  ordre  comprendra  alors  trois  par
ties  :  i°  on  effectuera,  une  fois  pour  toutes ,  certaines  constructions 
prйl iminaires  pour  transformer  le  problиme  proposй  en  un  problиme 
sur  des systиmes  de  droi tes ; i°  on  rйsoudra  ce dernier  problиme;  3°  on 
repassera  du  rйsultat  obtenu  pour  le  problиme  auxiliaire  а  la  solution 
du  problиme  proposй .  Nous  al lons  indiquer  rap idement  les  solutions 
de  plusieurs  de  ces  problиmes  auxi l ia i res . 

P R O B L И M E  I .  — Trouver la droite  to correspondante à un point donné M. 

L'йnoncй  du  thйorиme  III  montre  que  la  droi te  co est  l ' intersection 
de  deux  plans  donnйs  chacun  par  trois  points . 

P R O B L И M E  I I .  — Revenir de la droite  to au point  M. 

Les  plans  menйs  par  w et  par  les  points  fixes  Q  et  P  coupent  respec
tivement  les  droites  fixes  DP,  DQ  en  deux  points  qui  appar t iennent  le 
premier  au  plan  x M ,  le  second  au  plan  i&M;  ces  deux  plans  sont  ainsi 
dйterminйs  chacun  par  une  droite  et  un  point .  De  mкme  les  plans  menйs 
par  w et  par  les  points  fixes  Q  et  P  rencontrent  les  droites  fixes  a  et  p 
en  deux  points  qui  appar t iennent  au  plan  e M ;  un  seul  de  ces  points 
suffit  pour  dйterminer  ce  plan.  Le  point  M  est  alors  le  point  de  ren
contre  de  trois  plans  donnйs  chacun  par  une  droi te  et  un  point . 

Remarquons  que  le  plus  souvent  on  donne  dans  l 'йnoncй  du  pro



blкme  un  plan  ou  une  droi te  passant  par  le  point  cherchй  M,  on  connaоt 
alors  un  ou  deux  des  trois  plans  «A,M,  ift>M, ©M;  il  en  rйsulte  une  grande 
simplification  clans  la  construct ion  prйcйdente . 

Nous  avons  vu  que  le plan  e M  est  donnй  par  une  droite  et  par  deux 
points  :  cela  exige  que  cette  droite  et  ces  deux  points  soient  dans  un 
mкme  plan,  et  cela  a  lieu  prйcisйment  parce  que  la  droite  co appar t ient , 
par  construct ion,  au  complexe  2 2  ;  de  lа  rйsulte  pour  ce  complexe  la 
dйfinition  trиs  simple  suivante  : La droite, qui joint les traces respectives 

des droites fixes  a et fi sur les plans menés par les points  P et  Q et par une 

droite quelconque  co de  2 2 , passe par un point fixe. 

P R O B L И M E  I I I .  — Détermination des éléments du complexe tétraèdral^. 

i° Tétraèdre principale.  —  Ce  tйtraиdre  a  pour  sommets  les  points 
D,  P,  Q,  et  le  point  de  rencontre  des  droites,  qui  jo ignent  respective
ment  les  points  P  et  Q,  aux  traces  des  droites  a  et fi  sur  le  plan  ©E. 

2° Directrices d'une congruence quelconque du premier ordre apparte-

nant à  H 2 .  —  Par  la  trace  de  la  droite  ©  sur  le  plan  des  deux  droites 
a  et fi,  on  mиne,  dans  ce  plan,  une  droite  quelconque,  qui  rencont re 
les  droites  a  et fi  en  deux  points ;  en  jo ignant  respect ivement  ces  points 
aux  points  fixes  P  et  Q,  on  obtient  les  directrices  cherchйes . 

3° Cônes des droites du complexe  E 2 , qui passent par un point de l'espace. 

—  On  connaоt  quatre  gйnйratr ices  du  cфne,  ce  sont  les  droites  menйes 
du  point  donnй  aux  sommets  du  tйtraиdre  0;  on  a  une  c inquiиme  gй
nйratr ice  du  cфne  en  menant  pa r l e  point  donnй  une  droite,  qui  s 'appuie 
sur  les  deux  directrices  d 'une  descongruences  du  premier  o rd re ,  obte
nues  comme  on  vient  de  le  dire . 

4° Faisceau plan du complexe  2 2 , qui a pour pôle un point donné dans 

l'une des faces du tétraèdre principal  0. —  Ce  problиme  est  un  cas  part i 
culier  du  prйcйdent :  au  lieu  d 'un  cфne  on  obt ient  deux  faisceaux  plans ; 
le  plan  de  l 'un  des  faisceaux  est  prйcisйment  celui  de  la  face  de  G oщ  se 
trouve  le  point  donnй.  Le  plan  de  l 'autre  faisceau  passe  par  le  point 
donnй  et  par  le  sommet  de  Q opposй  а  la  face  oщ  se  trouve  le  point 
donnй :  enfin  on  a  une  droite  de  ce  plan  en  menant  par  le  point  donnй 
une  droite  qui  s 'appuie  sur  les  deux  directrices  d 'une  congruence 
quelconque  de  2 2 ,  obtenues  comme  nous  l 'avons  dit  plus  hau t . 



PROBLИME  I V .  — Détermination des éléments du complexe H{. 

Ce  complexe  est  donnй  par  un  plan  T :  et  son  pфle  Ј  et  par  les  t rois 
droites  c o 3 ,  O L > 4 ,  C O 5 ;  on  obtient  alors  facilement  les  directrices  d 'au tant 
de  congruences  du  premier  ordre  que  l'on  veut  de  ce  complexe ;  il  en 
rйsulte  une  dйterminat ion  immйdiate  du  pфle  d'un  plan  donnй,  et  in
versement  du  plan  q u i a  pour  pфle  un  point  donnй .  Nous  dйsignerons 
par dt, pi9 qn rK  les  plans  qui  ont  pour  pфles,  relat ivement  а  S , ,  les 
sommets  D,  P ,  Q,  R  du  tйtraиdre  0,  et  de  mкme  par  D , ,  P , ,  Q,,  R,  les 
pфles  des  faces d, p, q, râe  G  re la t ivement  au  mкme  complexe . 

PROBLИME V .  — Détermination des éléments de la congruence létraédrale. 

Les  deux  droites  de  la  congruence  tйtraйdrale  ( Ј 2 ,  E , ) ,  qui  passent 
par  un  point  donnй ,  sont  les  intersect ions  du  cфne  relatif  а  2 2  avec  le 
plan  relatif  а  S , .  Dans  le  cas  par t icul ier  oщ  le  point  donnй  est  si tuй 
dans  l 'une  des  faces  de  6,  l 'une  des  droites  s 'obtient  en  jo ignant  le 
point  donnй  au  pфle  de  cette  face  re la t ivement  а  6;  l ' aut re  est  l ' inter
section  des  plans  des  deux  faisceaux  relatifs,  l 'un  а  X,,  l 'autre  а  2 2 . 
D'ai l leurs  la  congruence  tйtraйdrale  comprend  les  quatre  faisceaux  du 
premier  ordre  qui  ont  pour  pфles  les  sommets  D,  P ,  Q,  R  de  0 et  pour 
plans  les  plans dK,pK, q{,  ;  elle  comprend  de  mкme  les  quatre  fai
sceaux  qui  ont  pour  plans  les  faces d, p, q, r de  G et  pour  pфles  les 
points  D , ,  P , ,  Q, ,  R, . 

PROBLИME  V I .  — Détermination de la surface tétraédrale  ( 2 2 ,  S , ,  S ' T ) . 

La  congruence  du  premier  ordre  est  dй terminйe  par  le  plan  et  son 
pфle  Ј  et  par  tes  droites  t o 3 ,  c o 4 ; on  a  alors  immйdiatement  ses  direc
t r i ce s :  l 'une  est  la  droite  qui  joint  les  traces  des  droites  t o 3 , co 4 sur  le 
plan   ,  l 'autre  est  la  droite  d ' intersection  des  plans  menйs par  le  point 
Ј et  ces  mкmes  droites  o> 3 , c o 4 . Si  maintenant  on  considиre  le  cфne  de 
H 2  qui  a  pour  sommet  un  point  pris  a rb i t ra i rement  sur  l 'une  des 
directrices,  que  nous  venons  d 'obtenir ,  les  deux  droites  de  ce  cфne  qui 
s 'appuient  sur  l 'autre  directrice  sont  deux  gйnйratr ices  de  la  surface 
tй t raйdra le .  Cette  surface  est  а  la  fois  circonscrite  au  tй traиdre  G  et  in
scrite  dans  ce  mкme  tй t raиdre .  Les gйnйratr ices  de  la  surface  tйtraйdrale 
qui  passent  par  les  sommets  D,  P ,  Q,  R s o n t  les  intersect ions  respec
tives  des plans di,pi, qK, r{,  relatifs  а  S 0  avec  les  plans d^,p\,q[, r[, 



relatifs  а  2^;  de  mкme  les gйnйratr ices  de  cette  surface,  qui  sont  situйes 
dans  les  faces d, p, q, r  de  G,  s 'obtiennent  en  jo ignant  respect ivement 
les  pфles  D , ,  P 4 ,  Q l f  R 4 ,  relatifs  а  S , ,  aux  pфles  D' 1 ?  P ' t , Q\,  R'4,  relatifs 
а  s ; . 

Surface du troisiиme ordre donnйe par trois droites non concourantes A,№,  G 
et  par  sept  points D, E,  i,  2 ,  3 , 4, 5 . 

15 .  P R O B L И M E  I.  — Trouver le dernier point de rencontre de la sur-

face avec une droite quelconque, qui s'appuie sur deux des droites données. 

On  est  ramenй  а  t rouver  sur  un  complexe  du  premier  ordre  Z , , 
donnй  par  un  plan  7c et  son  pфle  Ј et  par  trois  droites  co3,  co 4,  co5,  la 
droi te  qui  se  trouve  dans  un  plan  et  passe  par  un  point .  D 'a i l leurs ,  si 
la  droite  donnйe  L  s 'appuie ,  par  exemple,  sur  ail, et  G,  le  plan  qui  con
t ient  co est  le  plan  W ;  pour  le  point  par  lequel  passe  co,  il  est  l ' inter
section  de  ce  mкme  plan  W  avec  la  droite  q u i j o i n t  le  point  fixe  Q  а  la 
trace  de  la  droite  fixe fi  sur  le  plan  GL.  Quand  on  a  dйterminй  co, on  re
vient  de  cette  droite  а  M;  d'ailleurs  la  construction  а  effectuer  pour 
cela  est  trиs  simple,  parce  que  ce  point  est  sur  la  droite  L.  Effectivement 
le  point  M est  la  trace  de  la  droite  L  sur  le  plan  menй  par  la  droite x 

et  par  le  point  de  rencontre  de  la  droite  fixe  DQ  avec  le  plan  coP.  Il 
rйsul te  de  lа,  pour  la  surface  du  troisiиme  ordre ,  un  mode  de  descrip
tion  par  points ,  qui  exige  seulement  l 'emploi  de  la  rиgle. 

La  construction  prйcйdente  peut  кtre  beaucoup  simplifiйe  si,  tenant 
compte  de  ce  que  le  plan  variable  W  passe  toujours  par  le  point  fixe 
Q,  on  dйtermine  une  fois  pour  toutes  le  plan q{  qui  a  pour  pфle  le 
point  Q  relat ivement  au  complexe  E<. 

P R O B L И M E  II .  — Trouver le dernier point de rencontre de la surface avec 

une cubique gauche quelconque, ayant pour cordes les trois droites don-

nées et passant par deux des points donnés. 

La  cubique  considйrйe  <p  est  dйterminйe  par  ses  trois  cordes A,,  ifo,  G, 
par  les  deux  points  D  et  E,  et  par  un  point  M'  donnй  arb i t ra i rement 
dans  l 'espace.  Si  l'on  dйsigne  par  co' la  droi te  correspondante  а  M',  on 
voit  qu ' aux  points  de  cp  correspondent  les  droites  d'un  faisceau  du 
premier  ordre ,  qui  a  pour  pфle  le  point  (co', d)  et  pour  plan  le  plan 



(co',  D) .  Le  problиme  proposй  est  ainsi  ramenй  au  suivant  :  Trouver  la 
droi te  co de  Ј t ,  qui  est  situйe  dans  le  plan  (co', D)  et  passe  par  le  point 
(co', d)  de  ce  plan. 

On  peut  faire  ici  les  mкmes  remarques  que  pour  le  problиme  prй

cйdent . 

CAS  PARTICULIER.  — Déterminer la cubique  <p de manière qu'elle soit 

tangente en  D à la surface. 

Il  suffit,  pour  cela,  que  le  plan  du  faisceau  correspondant  а  9  coupe 
le  plan d  suivant  une  droite  appa r t enan t  а  2 ,  ;  on  peut  donc  prendre 
pour  plan  du  faisceau  considйrй  l 'un  quelconque  des  plans  menйs  par 
la  droite  DD, .  D'ai l leurs,  une  fois  le  plan  du  faisceau  choisi,  on  dй ter 
mine  facilement  son  pфle,  en  tenant  compte  de  ce  que  ce  faisceau 
appar t ient  au  complexe  S 2 . 

PROBLИME  III.  — Déterminer la conique suivant laquelle la surface est 

coupée par un plan quelconque passant par l'une des trois droites données. 

Soit  (p.)  le  plan  donnй ,  menй  arbi t ra i rement  par  C;  aux  diffйrents 
points  de  ce  plan  correspondent  les  droites  d 'une  congruence  du  pre 
mier  ordre ,  qui  a  pour  directr ices  les  droites  menйes  respectivement 
par  les  points  fixes  P  et  Q  et  par  les  traces  des  droites  fixes  a  et fi  sur 
le  plan  donnй  (p . ) .  Aux  P ° i n t s  de  la  conique  cherchйe  correspondent 
les  gйnйratr ices  de  l 'hyperboloпde  commun  au  complexe  2 ,  et  а  la 
congruence  dont  nous  venons  de  parler . 

En  par t icu l ie r ,  si  le  plan  p.  est  le  plan  CD,  l 'hyperboloпde  corres
pondant  se  rйdui t  au  faisceau  du  premier  ordre  qui  a  pour  plan  r  et 
pour  pфle  R,.  De  mкme ,  si  ( p )  est  le  plan  CE,  l 'hyperboloпde  corres
pondan t  se  rйdui t  au  faisceau  du  premier  ordre  qui  a  pour  pфle  R  et 
pour  plan rt. 

PROBLИME  IV.  — Plan tangent en un point quelconque de la surface. 

On  dйtermine  deux  coniques  passant  par  ce  p o i n t ;  les  tangentes  en 

ce  point  aux  deux  coniques  donnen t  le  plan  tangent  cherchй . 

PROBLИME  V.  — Déterminer la quartique gauche unicursale, intersection 

de la surface avec un hyperboloïde quelconque passant var deux des 

droites et deux des points donnés. 
P.  5 



Soit  H  un  hyperboloпde  quelconque  passant  par x_,  afc,  D,  E ;  son 

йquation  est  de  la  forme 

^  A  A' 

Si  l'on  se  reporte  aux  йquat ions  ( 9 )  et  ( 1 0 ) ,  n°  5 ,  on  voit  que  la 
droite  co,  correspondante  а  un  point  M qui  se  dйplace  sur  II,  engendre 
une  congruence  du  premier  ordre ,  dont  les  directrices  sont  les  droites 
menйes  respectivement  par  les  points  fixes  R  et  D  et  par  les  points 

' (2 )  ( / — lt)kV  H (m  —  m t ) A ' Q  = 0 , 

( 3 ) (lnt  —  / ! « ) A P  4  (miiy — triin)k'Q  =  o . 

D'autre  part ,  l 'hyperboloпde  H  est  dй terminй  par  un  point  M' ;  si 
l'on  appelle  co'  la  droite  correspondante  а  M',  la  congruence  relative 
а  H a pour  directrices  les  droites  qui  jo ignent  respectivement  les  points 
fixes  R  et  D  aux  traces  de  co'  sur  les  faces d  et r  de  0.  Aux  points  de  la 
quar t ique  cherchйe  correspondent  les  gйnйratr ices  de  l 'hyperboloпde 
commun  а  la  congruence  prйcйdente  et  au  c o m p l e x e s , . 

Remarque. —  Le  problиme  que  nous  venons  de  rйsoudre  est  un  cas 

part icul ier  de  l ' intersection  de  la  surface  S 3  avec  une  surface  rйglйe 

passant  par  deux  des  droi tes x,  IFE, S ,  et  dont  on  sait  dй terminer  les 

gйnйratr ices. 

16.  Parmi  les  problиmes  du  second  degrй ,  nous  citerons  les  sui

vants  : 

PROBLИME  V I .  — Trouver les deux derniers points de rencontre de la 

surface avec une cubique gauche quelconque, ayant pour cordes les 

droites données et passant par l'un des points donnés. 

Soit o  la  cubique  donnйe  : elle  est  dйterminйe  par  les  cordes x ,  afi>, 8 , 
par  le  point  E  de  la  surface  et  par  deux  points  M'  et  M",  donnйs  arbi
t rairement  dans  l 'espace  ;  on  sait  qu 'aux  points  d 'une  pareille  cubique 
correspondent  les  gйnйratr ices  d'un  hyperboloпde  inscrit  dans  le  tй
traиdre  G et  dйterminй  par  les  deux  droites  co' et  co". Les  deux  droites 
co  correspondantes  aux  deux  points  M  cherchйs  sont  donc  les  deux 
droites  communes  au  complexe  2 ,  et  а  l 'hyperboloпde  prйcйdent . 



CAS  PARTICULIER.  — Intersection de la surface avec une droite quel-

conque menée par l'un des points donnés. 

On  opиre  comme  clans  le  cas  de  la  cubique . 

Remarque.  —  La  construction  prйcйdente  permet  d'obtenir  par 
points  l ' intersection  de  S 3  avec  un  cфne  ayant  pour  sommet  l'un  des 
points  donnйs ,  et  dont  on  sait  dй terminer  les  gйnйratr ices .  Il  en  est  de 
mкme  pour  l ' intersection  de  S 3  avec  une  surface  quelconque  engendrйe 
par  des  cubiques ,  qui  admet tent  pour  cordes  les  droites  itb,  G  et 
passent  par  l 'un  des  points  donnйs ,  pourvu  que  l'on  sache  dйterminer 
ces  cubiques . 

Nous  citerons,  en  part icul ier ,  l ' intersection  de  la  surface  S 3  avec  un 
plan  quelconque  menй  par  l 'un  des  points  donnйs . 

PROBLИME  V I I .  — Déterminer les deux droites de la surface, qui s'ap-

puient sur deux des droites données. 

Soit  L  la  droite  cherchйe,  qui  s 'appuie  sur  JU et  G  ;  le  faisceau  F 
correspondant  а  L  doit  appar ten i r  а  la  fois  а  H 2  et  а  2 ,  ;  dйsignons  par 
X  et x  le  pфle  et  le  plan  de  ce  faisceau.  Le  faisceau  F  appar tenant  а 
et  а E 2 ,  son  pфle  X  est  situй  dans  le  plan pit  et  inversement  son  plan 
passe  par  le  point  P , ;  il  en  rйsul te  que  le  point  X  est  sur  la  droi te 
(p, pt  )  et  que  le  plan x  passe  par  la  droite  P , P , .  Tout  revient  donc  а 
t rouver  un  faisceau  F  de  S 2 ,  dont  le  pфle  soit  sur  la  droite (p, pt)  et 
dont  le  plan  passe  par  la  droi te  P P , . 

Lorsque  le  sommet  X  du  faisceau  F  de  S 2  dйcrit  la  droite 
son  plan  enveloppe  un  cфne  du  second  ordre ,  et  la  t race  de  ce  plan  sur 
le  plan p  enveloppe  une  conique  «j*  tangente  а  la  droite (p,P\)  et 
aux  trois  arкtes  de  0  situйes  dans  la  face p  ;  on  a  d'ail leurs  i m m й 
diatement  une  c inquiиme  tangente  а  cette  conique  en  considйrant 
une  position  quelconque  du  faisceau  F.  Si  maintenant  on  mиne  а  la 
conique  ^  deux  tangentes  par  le  point  P , ,  les  faisceaux  cherchйs 
ont  pour  pфles  les  points  de  rencont re  de  la  droi te (p, pt)  avec  ces 
deux  tangentes ,  et  pour  plans  ceux  qui  sont  dйterminйs  par  ces 
mкmes  tangentes  et  par  le  point  P .  On  passe  d 'ai l leurs  facilement 
des  faisceaux  obtenus  F  et  F'  aux  deux  droi tes  L  et  L'  cherchйes. 



P R O B L И M E  V I I I .  — Tracer sur la surface les deux cubiques gauches qui 

admettent pour cordes les trois droites données et passent par deux des 

points donnés  D et  E. 

A  la  cubique  cherchйe  correspond  un  faisceau  F ,  dont  le  pфle  est 
si tuй  dans  le  plan d,  et  dont  le  plan  passe  par  le  po in tD  ;  d 'ai l leurs  ce 
faisceau  F  doit  appar tenir  а  la  fois  а  S 2  et  а  2 , ;  par  suite,  pour  rй
soudre  le  problиme  proposй,  il  suffit  d 'exйcuter  re lat ivement  au  plan 
d  et  au  point  D  les  construct ions  indiquйes,  dans  le  problиme  prйcй 
dent ,  relat ivement  au  plan p  et  au  point  P . 

II.  —  Courbe  gauche  du  sixiиme  ordre  commune  а  toutes  les  surfaces 
du  troisiиme  ordre,  qui  passent  par  trois  droites  non  concourantes 
et  par  six  points  donnйs. 

1 7 .  P R O B L И M E  I X .  — Trouver les deux dernières traces de la courbe sur 

un plan quelconque mené par l'une des droites données. 

Soient  d , ,  ife,  G,  D,  E,  i ,  2,  3 ,  4  les  droites  et  les  points  qui  dй ter 
minent  la  courbe  <p.  On  construit  une  fois  pour  toutes  (n°  12)  la 
droite  \  qui  joint  les  traces  des  droites  t o 3 ,  co 4  sur  le  plan  TU ,  et  la 
droi te f]  suivant  laquelle  se  coupent  les  plans  menйs  par  ces  mфmes 
droites  et  par  le  point  Ј ;  les  droites  З et  Y] ainsi  obtenues  sont  les  di
rectrices  de  la  congruence  du  premier  ordre  correspondante  а  <p. 

Si  main tenan t  on  dйsigne  par  (v )  le  plan  sйcant  donnй,  et  supposй 
menй  arbi t ra i rement  par  G,  on  voit,  d 'aprиs  l 'йnoncй  du  thйorиme I V , 
qu 'aux  points  de  ce  plan  (v)  correspond  une  congruence  du  premier 
ordre ,  qui  a  pour  directrices  les  droites g  et h  menйes  respectivement 
par  les  points  fixes  P  et  Q  et  par  les  traces  des  droites  fixes  a  et  p  sur 
le  plan  v. On est alors ramené à trouver les deux droites  co et  to' qui 

s'appuient sur les quatre droites \, t], g et h;  les  points  cherchйs  sont 
ceux  qui  correspondent  aux  deux  droites  co et  to'. 

On  remarque  que,  sur  les  quatre  droites  Ј,  yj, g  et h,  les  deux  pre
miиres  sont  fixes,  et  que  les  deux  autres  passent  chacune  par  un  point 
fixe  et  sont  situйes  chacune  dans  un  plan  fixe  ;  c'est  ce  qui  permet 
d 'obtenir  facilement  par  points  l 'йpure  de  la  courbe <p. 



PROBLИME  X .  — Trouver les deux dernières traces de la courbe sur un 

hyperboloïde quelconque mené par deux des droites et par deux des points 

donnés. 

Nous  avons  vu  au  problиme  V  qu'а  un  hyperboloпde  quelconque  H 
passant  par X,  ife,  D,  E  correspond  une  congruence  du  premier  ordre 
dont  on  obt ient  facilement  les  directr ices .  Une  fois  ces  directrices 
dйterminйes ,  le  problиme  proposй  se  rйsout  comme  le  prйcйdent . 

Les  deux  problиmes  que  nous  venons  de  rйsoudre  donnent ,  pour  la 
courbe  gauche  du  sixiиme  ordre  considйrйe,  un  mode  de  description 
par  points ,  qui  exige  seulement  l 'emploi  de  la  rиgle  et  du  compas. 

On  obtiendrai t  de  mкme  par  points  l ' intersection  de  deux  surfaces 
du  troisiиme  ordre  ayant  trois  droites  non  concourantes  communes  et 
dй terminйes  chacune  par  sept  po in ts . 

PROBLИME  X I .  — Etant donnée une courbe gauche du sixième ordre par 

ses trois droites de quadruple appui et par six points, on demande de 

mener par un point de l'espace et par l'un des points donnés une cubique 

gauche qui s'appuie en deux points sur la courbe donnée et admette 

comme cordes les trois droites données. 

Le  problиme  proposй  admet  deux  solutions.  Si  l 'on  considиre  la 
surface  du  troisiиme  ordre  S 3  dйterminйe  par  les  trois  droites  et  les 
sept  points  donnйs ,  on  est  ramenй  а  tracer  sur  celte  surface  les  deux 
cubiques  gauches ,  qui  passent  par  les  deux  points  indiquйs  et  ad
mettent  comme  cordes  les  trois  droites  donnйes (Problème VIII).  Il  est 
d 'ai l leurs  facile  de  dй terminer  les  deux  points  oщ  chacune  des  cu
biques  s 'appuie  sur  la  courbe  du  sixiиme  ordre . 

III. — Problиmes  divers. 

1 8 .  PROBLИME  X I I .  — Détermination du dernier point associé à trois 

droites et à cinq points donnés. 

En  conservant  les  notations  adoptйes  pour  les  problиmes  prйcйdents 
et  en  dйsignant  par  co  la  droite  correspondante  au  point  cherchй  M, 
on  voit  que  co  est  dans  le  plan  Јco3  et  passe  par  la  trace  de  cette  mкme 



droite  co3  sur  le  plan  it.  Les  droites  de  2 2 ,  qui  sont  situйes  dans  le 
plan  Јco3,  enveloppent  une  conique  tangente  а  co3  et  aux  qua t re  traces 
de  ce  plan  sur  les  faces  de  0;  la  droite  co,  correspondante  au  point 
cherchй ,  est  la  sixiиme  tangente ,  que  l'on  peut  mener  а  la  conique 
considйrйe  par  le  point  (te,  co 3)  pris  sur  l 'une  des  cinq  tangentes  qui  la 
dй te rminent .  On  voit  que  la  solution  du  problиme  proposй  exige  seu
lement  l 'emploi  de  la  rиg le . 

PROBLИME  X I I I .  — Trouver les deux derniers points communs à trois 
surfaces du troisième ordre qui passent par trois droites non concourantes 
et par quatre points donnés, et sont déterminées chacune par trois autres 
points donnés. 

Si  l'on  dйsigne  par  S , ,  Z , , 21\  les  trois  complexes  du  premier  ordre 
qui  cor respondent  aux  trois  surfaces  donnйes ,  on  voit  que  ces  trois 
complexes  ont  en  commun  un  faisceau  du  p remier  ordre  et  sont  dйter
minйs  chacun  par  trois  droi tes .  L'hyperboloпde  commun  aux  com
plexes  considйrйs  se  dйdouble  alors  en  deux  faisceaux  du  premier 
ordre  :  l 'un  de  ces  faisceaux  a  pour  pфle  le  point  Ј et  pour  plan  le 
plan  u  ;  il  est  alors  facile  de  dйterminer  le  pфle  et  le  plan  du  second  de 
ces  faisceaux.  On  est  alors  ramenй  а  chercher  les  deux  droites  d e Z 2 , 
qui  sont  dans  un  plan  connu  et  passent  par  un  point  donnй  de  ce 
plan. 

19.  On  sait  rйsoudre  la  plupart  des  problиmes  sur  les  cubiques 
gauches  ;  aussi  nous  й tudierons  seulement  sur  ces  courbes  le  problиme 
suivant  : 

PROBLИME  X I V .  — Etant donnée une cubique gauche par trois cordes 
non concourantes et trois points, on demande de mener par deux nou-
veaux points donnés une cubique gauche s'appuyant en deux points 
sur la première, et admettant pour cordes les trois droites données. 

Dйsignons  par  JW»  ilо>,  G ,  E,  1, 1  les  droites  et  les  points  qui  dйter
minent  la  cubique  donnйe  9  et  par  D  et  3  les  deux  points  par  lesquels 
doit  кtre  menйe  la  cubique  cherchйe ty.  A  la  cubique  cp  correspondent 
les  droites  de  Z 2  si tuйes  dans*  le  plan  TC  et  enveloppant  une  conique. 
De  mкme,  а  la  cubique  cherchйe  correspondent  les  droites  de  2 2  qui 



passent  par  la  trace  de  co3  sur  le  plan  te.  On  sait  que  ces  droites  for
ment  un  cфne  et  l'on  a  cinq  gйnйratr ices  de  ce  cфne. 

Les  deux  droites,  suivant  lesquelles  le  cфne  considйrй  est  coupй  par 
le  plan  T C ,  sont  les  droites  correspondantes  aux  deux  points  oщ  la  cu
bique  cherchйe  s 'appuie  sur  la  cubique  donnйe . 

20 .  Nous  allons  main tenant  й tudier  quelques  cas  part icul iers  des 

problиmes  prйcйdents . 
Quand  le  point  E  est  un  point  double ,  la  surface  est  dйterminйe  par 

le  point  D  et  deux  autres  points .  Nous  verrons  plus  loin  que  la  surface 
du  troisiиme  degrй  а  point  double  se  compose  de  cubiques  gauches 
comme  le  plan  se  compose  de  droi tes .  Dans  ce  cas,  voici  comment  se 
moditie  la  conclusion  du  thйorиme  III  : Les traces des trois droites cor-

respondantes aux derniers points de la surface sur le plan  e  E sont en ligne 

droite. 

Courbe gauche du sixième degré unicursale. —  Si  l 'on  considиre  la 
courbe  suivant  laquelle  la  surface  S 3  est  coupйe  par  une  surface  du 
troisiиme  ordre  а  point  double ,  on  voit  que  cette  courbe,  admet tant 
aussi  un  point  double,  est  unicursale .  La  construction  donnйe  plus  haut 
pour  la  courbe  gauche  du  sixiиme  ordre  se simplifie  et  exige  seulement 
l 'emploi  de  la  rиgle . 

Courbe gauche unicursale du cinquième ordre.  —  Lorsque  l'un  des 
points  qui  dй terminent  la  courbe  gauche  du  sixiиme  ordre  ( S 3 ,  S'3)  se 
trouve  sur  l 'une  des  droites  menйes  par  D  et  s 'appuyant  sur  l 'une  des 
trois  droi tes  X,  ife,  e ,  cette  courbe  se  dйdouble  en  une  droite  et  une 
courbe  gauche  unicursale  du  c inquiиme  ordre .  La construction  donnйe 
pour  le  cas  gйnйral  s 'applique  encore,  mais  elle  se  simplifie  beaucoup 
et  exige  seulement  l 'emploi  de  la  rиgle . 

On  aurai t  aussi  des  cas  par t icul iers  des  problиmes  йtudiйs  en  suppo
sant  que  les  droites X,  ilп>,  e  sont  concourantes  et  en  admettant  que 
leurs  points  de  rencontre  sont  des  points  doubles  des  surfaces  considй
rйes.  Les  problиmes  part iculiers  correspondants  se  rйsolvent  comme 
dans  le  cas  gйnйral . 



IV. — Tracй  des  courbes sur  la surface du troisiиme  ordre. — Reprйsentation 
de cette  surface  sur  un  plan. 

2 1 .  On  sait  que  l'on  peut  faire  correspondre  analytiquernent  а  un 
point  d 'une  surface  du t ro i s iиme  ordre  un  point  d ' u n p l a n ( 1 ) ;  nous  allons 
indiquer  comment  cette  reprйsentation  de  la  surface  du  troisiиme  ordre 
sur  un  plan  peut  кtre  obtenue  gйomйtr iquement .  Considйrons  un  point 
quelconque  N  de  l 'espace,  par  ce  point  passent  deux  droites  co et  co'  de 
la  congruence  tй t raйdra le ;  d 'ail leurs  ces  deux  droites  s 'obt iennent  fa
cilement  comme  intersections  du  cфne  relatif  а  2 2  avec  le  plan  relatif 
а  2 , .  A  ces  deux  droites  co,  co'  correspondent  deux  points  M  et  M'  de 
S 3 .  Si  maintenant  on  imagine  que  le  point  N  dйcrit  une  courbe  quel
conque  cp de  l 'espace,  les  points  M et  M'  engendrent  une  courbe  ^  tracйe 
sur  S 3 .  A  toute  courbe  cp  que  l 'on  sait  dйcrire  dans  le  plan  ou  dans 
l 'espace  correspond  une  courbe  <\> que  l 'on  sait  tracer  sur  une  surface 
du  troisiиme  ordre .  Si  les  points  de  cp s 'obtiennent  un  par  un ,  ceux  de 
4» s 'obtiennent  par  groupes  de  deux.  Dans  le  cas  part iculier  oщ  N  est 
dans  l 'une  des  faces  de  0,  p a r c e  point  passe  seulement  une  gйnйratr ice 
co de  la  congruence  tй t raйdrale ,  et  par  suite  а  chaque  point  N  de  cette 
face  correspond  un  seul  point  M  de  S 3 .  Si  la  courbe  dйcrite  par  N  dans 
la  face  considйrйe  de  6 est  unicursale ,  la  courbe  correspondante  tracйe 
par  M  sur  S 3  est  aussi  un icursa le .  Nous  allons  йtudier  quelquesunes 
des  transformйes  planes  des  courbes  tracйes  sur  S 3 . 

Si  l'on  dйsigne  par X,  [x,  v les  coordonnйes  d 'un  point  M  pris  sur  S 3 

et  par  N  le  point  qui  lui  correspond  sur  la  face  PQR  de  0,  on  voit  que 
ce  point  N  a  pour  йquation 

(1)  ( / —  / , ) ) . P +  ( m  — ini)pQ  h (n  —  ftj)vR  =  o. 

Si  ce  point  dйcrit  une  droi te ,  le  point  M  trace  sur  S 3  une  courbe 
gauche  unicursale  du  sixiиme  ordre ,  qui  admet  pour  point  double  le 
point  E  et  qui  passe  par  le  point  D;  d 'a i l leurs ,  de  mкme  que  la  droite 
dйcrite  par  N  est  dйterminйe  par  deux  points ,  la  courbe  dйcrite  par  M 
l'est  aussi  par  deux  points ,  en  tenant  compte  des conditions  auxquel les 
elle  est  tout  d 'abord  assujettie. 

(* )  CREMONA,  M й m o i r e  c i t й . 



CHAPITRE  III. 

P R O P R I Й T Й S  DE  D I X  P O I N T S  D 'UNE  S U R F A C E  DU  SECOND  ORDRE,  DE  N E U F  P O I N T S 

D'UNE  QUARTIQUE  G A U C H E ,  DE  HUIT  POINTS  A S S O C I Й S .  —  P R O P R I Й T Й S 

C O R R Й L A T I V E S .  —  APPLICATIONS. 

22 .  Nous  avons  vu  que ,  si  les  droites  X ,  «ifc, G  sont  dans  un  mкme 
p lan ,  la  surface  du  troisiиme  ordre  S 3  donnйe  par  l 'йquation  ( i 3 ) 
( n ° 6 )  admet  pour  points  doubles  les  points  de  rencontre  A,  B,  C  de 

P.  6 

De  lа  rйsulte  un  moyen  de  t ransporter  aux  courbes  tracйes  sur  les 
surfaces  du  troisiиme  ordre  certaines  propriйtйs  descriptives  des  courbes 
planes.  Si,  par  exemple,  on  dйsigne  par tyt  les  courbes  gauches  unicur
sales  du  sixiиme  ordre  dont  nous  venons  de  parler  et  par  ^ 2  la  courbe 
dйcrite  par  M  sur  S 3  quand  N  engendre  une  conique  dans  le  plan  PQR; 
on  a  entre  six  points  d 'une  courbe  ^ 2 la  relation  suivante  : Si l'on con-
sidère l'hexagone curviligne ayant pour sommets les points de <fy2, et 
formé par des courbes les côtés opposés de cet hexagone se rencontrent 
respectivement en trois points qui appartiennent ci une même courbe tyi. 

De  mкme  le  point  N du  plan  PQS,  qui  correspond  au  point  M  de  S 3 , 
a  pour  йquation 

(2)  ( In ,  — / , « ) > P + (m/ii  — mln)tx'Q -+- (nt — n)S  =  o . 

Si  ce  point  N  dйcrit  une  droite,  le  point  M  trace  sur  S 3  une  quart ique 
gauche  unicursalc .  On  aurai t  des  rйsultats  analogues  en  faisant  corres
pondre  а  un  point  M de  S 3  un  point  N  situй  dans  l 'une  ou  l 'autre  des 
deux  derniиres  faces  du  tйtraиdre  G. 

Remarque.  —  Si l'on  n'impose  pas  au  point  M d 'appartenir  а la  surface 
S 3 , а  tout  poin tN  correspond  une  cubique  gauche  dйcrite  par  M. Dиs  lors 
а  toute  courbe  cp que  l'on  sait  dйcrire  dans  le  plan  ou  dans  l 'espace 
correspond  une  surface  S  que  l 'on  sait  construire  par  points.  Ce  qui 
caractйrise  les  surfaces  S  ainsi  obtenues,  c'est  qu 'e l les  sont  engendrйes 
par  des  cubiques  gauches  appartenant  а  un  complexe  tйtraйdral . 



peut  prendre  pour  la  face u =  o  du  tйtraиdre  de  rйfйrence.  Les  plans 
qui  donnent  le  point  M  sont  alors 

( I ) 

( 2 ) 

( 3 ) 

ces  trois  droi tes .  Si  l'on  suppose  en  outre  que  le  point  E  soit  dans  le 
plan  ABC,  la  surface  considйrйe  S 3  se  dйdouble  en  ce  plan  et  en  une 
surface  du  second  ordre  S 2  ; par  suite  les  thйorиmes  obtenus  pour  les 
surfaces  du  troisiиme  ordre  comprennent ,  comme  cas par t icul iers ,  des 
propriйtйs  que  l'on  peut  immйdia tement  йnoncer  pour  celles du  second 
ordre .  Nous  allons  reprendre  rapidement  ce  qui  a  йtй  dit  dans  les  Cha
pitres  prйcйdents,  afin  de  mont re r  les  simplifications  que  l'on  peut  ap
porter,  dans  le cas des  surfaces  du  second  ordre ,  aux  thйorиmes  obtenus 
pour  celles  du  troisiиme. 

Les  plans x0,  aJ]>0, S 0 (fig-  3 )  coпncident  avec  le  plan  ABC,  que  l 'on 

Ftg.  3. 

Pour  la  droite  co correspondante  а M,  elle  est  encore  donnйe  par  les 
deux  points 

(4) 
( 5 ) 

Les  droites  s 'appuyant  sur  deux  des  droites  fixes x,  ofe, s  deviennent 
des  droites  menйes  par  l 'un  des  points  A,  B,  C.  Pour  les  cubiques  9, 



donnйes  par  les  йquations  ( 1 7 )  (n°  7 ) ,  elles  se  rйduisent  а  des  droites 
menйes  par  D.  Quand  le  point  M  dйcrit  une  droite  menйe  a rb i t r a i r e 
ment  par  l 'un  des  quatre  points  A,  B,C,  D,  la  droite  correspondante  co 
engendre  un  faisceau  du  premier  ordre . 

De mкme,  quand  M dйcrit  un  plan  passant  par  deux  des  points  A,  B, 
C,  D,  co engendre  une  congruence  du  premier  ordre  dont  les  directrices 
sont  donnйes  par  des  йquations  ident iques  а  celles  obtenues  au  n ° 8 . 
On  obtient  ainsi ,  pour  la  propriйtй  de  dix  points  d 'une  surface  du  se
cond  ordre ,  un  йnoncй  analogue  а  celui  du  thйorиme  IL 

Voici  maintenant  comment  on  peut  simplifier  cet  йnoncй  et  lui 
donner  une  forme  symйtr ique . 

Si  l 'on  suppose  que  les  points  P,  Q,  R,  S  coпncident  avec  les  points 
A,  B,  C,  D  les  йquations  ( 4 )  et  ( 5 )  deviennent 

( 6 ) 

( 7 ) 

Pour  dйterminer  la  droite  co, il  suffоt,  en  tenant  compte  de  ce  qu 'e l le 
appart ient  au  complexe  E 2 ,  de  lui  imposer  de rencontrer  les  trois  droites 
qui  jo ignent  respectivement  les  points  A,  B,  C aux  points 

( 8 ) 

( 9 ) 
( . 0 ) 

Si  l'on  pose 

on  vйrifie  facilement  que  la  premiиre  de  ces  droites  est  la  trace  du  plan 
ACM  sur  le  plan  ABD  et  que  les  deux  autres  se  dйduisent  de  la  p r e 
miиre  en  permutan t  c irculairement  les  lettres  A, B, C. Nous  avons  ainsi 
obtenu  les  thйorиmes  suivants  : 

THЙORИMES  X I ,  X I I ,  X I I I .  [Propr iй tйs  :  i°  de  dix  points  d'une  sur
face  du  second  o rd re ;  2 0  de  neuf  points  d 'une  quar t ique  gauche ; 
3°  de  hui t  points  associйs  (p remie r  йnoncй)] .  — Si, considérant un 
complexe tèlraèdral quelconque dont le tétraèdre principal a pour som-



mets quatre des points donnes, on fait correspondre à tout point de ies-

pace la droite de ce complexe qui s'appuie sur les trois droites suivant 

lesquelles les plans menés par ce point et par les trois arêtes d'une même 

face du tétraèdre principal coupent respectivement les trois autres faces de 

ce même tétraèdre: 

I ° Les six droites correspondantes aux derniers points de la surface 

appartiennent à un même complexe du premier ordre ; 

2° Les cinq droites correspondantes aux derniers points de la courbe 

appartiennent à une même congruence du premier ordre ; 

3° Les quatre droites correspondantes aux derniers points associés ap-

partiennent à un même système de génératrices d'un hyperboloïde. 

2 3 .  On  remarquera  q u ' u n e  fois  les  dix  points  de  la  surface  disposйs 
en  deux  groupes ,  l 'un  de  qua t r e ,  l 'autre  de  six  points ,  ces  points  in
terviennent  symйt r iquement  dans  l 'йnoncй  du  thйorиme.  On  peut 
d 'ai l leurs  ne  pas  faire  in terveni r  le  complexe  tй t raйdral  dans  les  con
struct ions  qui  donnent  co,  et  obtenir  cette  droite  comme  intersection 
de  deux  plans  connus .  Il  suffit  pour  cela  de  procйder  comme  on  l'a  fait 
au  n°  9 . 

Si  l'on  pose 

(") 
f i a ) 

la  droite  co est  dй terminйe  par  deux  plans  V et  W,  donnйs  chacun  par 
une  droite  et  un  point. 

Les  droites  par  lesquelles  passent  respect ivement  les  plans  V  et  W 
sont  les  traces  des  plans  ACM,  BCM  sur  le  pian  fixe  DPQ. 

De  mкme  les  plans  V  et  W  passent  respectivement  par  les  points  oщ 
le  plan  ABM  est  rencontrй  par  les  deux  droites  fixes 

( , 3 ) 

( i 5 ) 

En  tenant  compte  des  hypothиses  faites,  on  voit  que  le  point  S 
coпncide  avec  D,  et  que  de  plus  les  points  P,  Q,  R  peuvent  кtre  pris  ar



bi t ra i i ement ,  le  premier  sur  la  droi te  AC,  le  second  sur  la  droi te  BC, 
enfin  le  troisiиme  dans  le  plan  ABC.  Le  plan  PQR  est  alors  un  plan 
que lconque  menй  par  le  po in t  D :  nous  le ^dйsignerons  par  H.  D 'au t re 
par t ,  on  peut  disposer  des  pa ramиt res  /, ...,.ni  de  maniиre  а  vйrifier 
les  relat ions  ( n )  et  ( 1 2 )  et  а  faire  prendre  aux  deux  rappor t s ,  qui 
dй te rminen t  les  di rect ions  des  droi tes  ( i 3 )  et  ( i 5 ) ,  des  valeurs  quel 
conques,  ces  deux  droi tes  peuvent  donc  кtre  menйes  a rb i t r a i rement 
par  le  point  D,  la  p remiи re  dans  la  face  DPR,  la  seconde  dans  la  face 
D Q R d u  tй t raиdre  0.  D'a i l leurs ,  si  l 'on  ne  se  donne  pas  а  l 'avance  le 
point  R,  les  deux  droi tes  ( i 3 )  et  ( I D )  peuvent  кtre  menйes  a rb i t ra i re 
ment  par  le  point  D ;  nous  dйs ignerons  ia  p remiиre  par  a  et  la  seconde 
par fi.  On  obt ient  ainsi  le  thйorиme  suivant  : 

THЙORИMES  XIV,  XV,  XVI,  XVII.  [Propr iй tйs  :  i °  de  dix  points  d 'une 
surface  du  second  o r d r e ; 20  de  neuf  points  d 'une  qua r t ique  gauche ; 
3°  de  hui t  points  associйs;  4°  de  sept  points  d 'une  cub ique  gauche 
(deuxiиme  йnoncй ) ] .  — Si, menant arbitrairement par le sommet  D du 

tétraèdre  DABC, quia pour sommets quatre de ces points, un plan fixe M 

et deux droites fixes a. et fi, on fait correspondra à tout point  M de l'es-

pace la droite  co intersection des deux plans menés respectivement par les 

traces des droites fixes  a et fi sur le plan  ABM, et par les traces des plans 

ACM,  BCM sur le plan fixe  H  : 
i° Les six droites correspondantes aux derniers points de la surface 

appartiennent à un même complexe du premier ordre; 

20 Les cinq droites correspondantes aux derniers points de la quartique 

gauche appartiennent à une même congruence du premier ordre; 

3° Les quatre droites correspondantes aux derniers points associés ap-

partiennent à un même système de génératrices d'un hyperboloïde ; 

4° Les trois plans menés par chacun des points fixes  (H  — BC)  , 
(H  — AC) et par les trois droites correspondantes aux derniers points de la 

cubique se coupent suivant une même droite. 

Les  qua t re  faces  du  tй t raиdre  0  sont  les  plans  ABC  et  II,  et  les  deux 
plans  menйs  respect ivement  par  les  droites  a  et fi  et  par  les  traces  du 
plan  H  sur  les  droi tes  AC,  BC. 

24 .  Voici  main tenan t  comment  on  peut  choisir  le  plan  H  et  les 
droites  a  et fi,  de  maniиre  que  les  droites  co<,  co2,  qui  correspondent 



а  deux  des  points  donnйs ,  soient  concourantes .  Il  suffit  pour  cela  que 
le  paramиt re  du  complexe  tйtraйdral  soit  йgal  au  rappor t  an harmo
nique  des  quatre  points  suivant  lesquels  la  droi te  i ,  2  est  rencontrйe 
par  les  faces  du  tйtraиdre  6. 

Si  l'on  appl ique  les  thйorиmes  XI ,  XII,  XIII ,  il  suffit  de  p rendre , 
pour  dй te rminer  le  complexe  S 2 ,  dont  on  connaо t  dйjа  le  tй t raиdre 
pr incipal ,  la  droite  1,  2  el lemкme.  Si,  au  contra i re ,  on  emploie  les 
thйorиmes  XIV,  XV,  XVII,  on  peut  opйrer  comme  il  a  йtй  dit  au  n°  11 
dans  le  cas  des  surfaces  du  troisiиme  o rd re .  D'ai l leurs  il  suffоt  de 
p rendre  pour  droites ce et fi  les  traces  des  plans  АCD,  BCD  sur  le  plan 
( D ,  1,2)  et  pour  plan  H  un  plan  menй  a rb i t ra i rement  par  la  droite 
qui  jo in t  le  point  D  а  la  trace  de  la  droite  1,  2  sur  le  plan  ABC. 

Voici  maintenant  comment  se  modifient,  avec  le  choix  ind iquй  des 
йlйments  a, fi  et  H,  les  conclusions  des  thйorиmes  prйcйdents .  Si  l 'on 
dйsigne  par  Ј le  point  de  rencont re  des  droites  c o 4 ,  t o 2 , et  par  TC  le  plan 
de  ces  deux  droites,  le  complexe  S,  qui  correspond  а  la  surface  du 
second  ordre  est  donnй  par  un  plan  TC  et  son  pфle  Ј,  et  par  trois 
droites  c o 3 ,  c o 4 , oo 3 .  Dans  le  cas  part iculier  oщ  les  sept  points  A,  B,  C, 
D,  1,  2,  3  sont  sur  une  cubique  gauche ,  l 'йnoncй  du  thйorиme  se  sim
plifie;  on  a  la  nouvelle  conclusion  suivante  : 

Les traces des trois droites correspondantes aux derniers points de la 

surface sur le plan  TC sont en ligne droite. 

Pour  la  quar t ique  gauche ,  on  a  la  nouvelle  conclusion  : 

Les traces des trois droites correspondantes aux derniers points de la 

courbe sur le plan  TC sont en ligne droite ; de plus, les trois plans menés 

par ces mêmes droites et par le point £ se coupent suivant une même droite. 

Pour  le  groupe  de  points  associйs,  on  a  de  mкme  : 

Les deux droites correspondantes aux derniers points associés sont aussi 

concourantes; leur point de rencontre est situé dans le plan  T C ; de plus, 

leur plan passe par le point £. 

Enfin,  pour  la  cubique  gauche ,  la  conclusion  devient  la  suivante  : 

L^a droite correspondante au dernier point de la cubique passe par le 

point £. 



Le  thйorиme  X I V est  la  gйnйral isat ion  du  thйorиme  I  йnoncй  plus 
hau t ,  et  qui  expr ime  une  propr iй tй  connue  de  six  points  d 'une  co
n ique .  D'ail leurs  nous  avons  vu  que  le  thйorиme  I  comprend  comme  cas 
par t icul ier  le  thйorиme  de  Pascal .  L 'йnoncй  de  ce  dern ier  thйorиme 
doit  sa  simplici tй  а  ce  que  les  six  points  de  la  conique  y  in terviennent 
d 'une  maniиre  symй t r ique ;  on  ne  peut  pas  obtenir  une  symйtrie  aussi 
complиte  pour  la  propr iй tй  de  dix  points  d 'une  surface  de  second 
o r d r e ;  cela  t ient  а  une  diffйrence  ent re  les  propriйtйs  des  nombres  6 
et  10.  D 'a i l leurs ,  si  l'on  compare  au  point  de  vue  prat ique  le  thйo
rиme  de  Pascal  au  thйorиme  I ,  on  voit  qu ' i l  prйsente  sur  ce  dernier 
t rиs  peu  d 'avantages,  et  que  la  dй te rmina t ion  individuelle  de  chaque 
point  de  la  conique  donnйe  par  cinq  points  est  la  mкme  par  l 'un  ou 
par  l ' au t re  de  ces  deux  thйorиmes .  Nous  croyons  donc  pouvoir  donner 
le  thйorиme  X I V comme  une  gйnйral isa t ion  du  thйorиme  de  Pascal . 
Effectivement,  au  point  de  vue  thйo r ique ,  les  conclusions  :  trois  points 
en  ligne  droi te ,  six  droites  sur  un  complexe  du  premier  ordre  sont 
comparab les ;  au  point  de  vue  p ra t ique ,  nous  allons  mont re r  que  le 
thйorиme  X I V a,  pour  les  surfaces  du  second  ordre ,  les  mкmes  consй
quences  que  celui  de  Pascal  pour  les  coniques . 

2 5 .  PROBLИME  I .  — Trouver sur une surface du second ordre  S 2 donnée 

par les neuf points  A,  B,  G,  D,  i ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 la dernière trace d'une 

droite  L menée arbitrairement par l'un des points donnés  A. 

On  est  ramenй  а  t rouver ,  sur  un  complexe  du  p remie r  ordre  2 , 
donnй  par  un  plan  T U ,  son  pфle  Ј et  trois  droi tes  co ;!,  co4,  w 3 ,  la  droi te  co 
qui  se  t rouve  dans  un  plan  P  et  passe  par  un  point p.  Nous  avons  vu 
comment  s 'obt iennent  une  fois  p o u r  toutes  les  й lйments  de  S , .  Pour 
le  plan  P ,  il  est  dй terminй  par  la  droite  ( I I —  G,  L)  et  par  le  point 
(a  — BL) ,  enfin  le  point p  est  celui  oщ  le  plan  P  est  r encon t rй  par  la 
droite  qui  jo in t  le  point  fixe  (H  — BG)  au  point  (Ў3 — BL) .  De  lа  rй
sulte  pour  la  surface  du  second  ordre  donnйe  par  neuf  points  un  mode 
de  descript ion  par  points ,  qui  exige  seu lement  l 'emploi  de  la  rиgle . 

PROBLИME  I I .  — Mener à une surface du second ordre donnée par neuf 

points  A,  B,  C,  D,  T,  2 ,  3 ,  4»  5 un plan tangent par l'un des points 

donnés  G. 



Si  l'on  associe  au  plan  ABC  un  plan  que lconque  menй  par  BC,  en 
effectuant  la  construct ion  ind iquйe  au  p rob lиme  prйcйdent ,  on  t rouve 
une  certaine  posi t ion  pour  le  t rois iиme  plan  menй  par  AC;  la  droite 
de  rencont re  de  ces  deux  dern ie rs  p lans  est  une  tangente  а  la  surface 
au  point  C.  On  peut  obteni r  de  mкme  une  deuxiиme  tangente ,  et  le 
plan  t angen t  se  trouve  dй te rminй  par  deux  dro i tes . 

Si  l 'on  veut  le  plan  t angen t  au  poin t  D,  il  suffit  de  dй te rminer  le 
pфle  D<  du  plan  ABC,  re la t ivement  а  2 ,  ;  aux  diffйrentes  droi tes  du 
plan  t angen t  cherchй  cor respondent  sur Z2  les  faisceaux  du  p remier 
o rdre ,  dont  le  plan  passe  par  D D ^ 

PROBLИME  I I I .  — Déterminer la conique suivant laquelle une surface du 

second ordre donnée par neuf points est coupée par un plan mené arbi-

trairement par deux des points donnés. 

Au  plan  sйcant  correspondent  les  gйnйrat r ices  d 'une  congruence  du 
p remier  o r d r e ;  et  aux  points  de  la  conique  cherchйe  cor respondent 
les  gйnйra t r ices  de  l 'hyperboloпde  commun  au  complexe  2 ,  et  а  la 
congruence  dont  nous  venons  de  par le r . 

Remarque.  —  Le  problиme  prйcйdent  est  un  cas  par t icul ier  de  l ' in
tersection  de  la  surface  S 2  avec  un  cфne  ayant  pour  sommet  l 'un  des 
points  donnйs .  Toutes  le>  fois  que  l 'on  saura  dй te rminer  les  gйnй
ra t r ices  de  ce  cфne,  on  ob t iendra  facilement  sa  trace  sur  la  surface  du 
second  ordre  considйrйe .  , 

PROBLИME  I V .  — Trouver les traces d'une droite quelconque  L sur une 
surface du second ordre donnée par neuf points  A,  B,  C,  D,  i ,  2,  3 ,  4»  5. 

A  la  droite  L  correspond  un  hyperbolo пde  considйrй  comme  formй 
d 'un  seul  systиme  de  gйnйra t r i ces ,  et  l'on  est  r amenй  а  dй te rminer  les 
deux  droites  communes  а  cet  hyperbolo пde  et  au  complexe  2 , . 

Remarque.  —  Le  problиme  prйcйdent  permet  d 'ob ten i r  par  points 
l ' in tersect ion  de  la  surface  du  second  ordre  avec  une  surface  rйglйe 
que lconque ,  toutes  les  fois  que  l 'on  sait  dй te rminer  les  gйnйrat r ices  de 
cette  dern iи re  surface. 

PROBLИME  V .  — Déterminer sur une surface du second ordre donnée par 
neuf points les deux génératrices qui passent par l'un des points donnés. 



On  peut  rйsoudre  ce  problиme  comme  le  p rob lиme  correspondant 
pour  la  surface  du  t rois iиme  ordre  ( p r o b l .  V I I , p .  3 7 ) . 

On  peut  aussi  dй te rminer  l ' in tersect ion  de  la  surface  avec  son  plan 
tangent  au  poin t  donnй . 

PROBLИME  V I .  — Une surface du second ordre étant donnée par neuf 
points, tracer une cubique gauche sur cette surface par cinq des points 
donnés. 

Ce  problиme  a  deux  so lu t ions ;  il  se  rйsout  d 'a i l leurs  comme  le  pro
blиme  analogue  pour  les  surfaces  du  t rois iиme  ordre  ( p r o b l .  V I I I , 

p .  3 8 ) . 

PROBLИME  V I I .  — Trouver les deux dernières traces d'une quartique 

gauche donnée par huit points  A,  B,  C,  D,  1,  2,  3 ,  4 s u r u n plein  v mené 

arbitrairement par deux de ces points  Ae п  B. 

On  dй te rmine ,  une  fois  pour  toutes ,  la  droi te  \  qui  jo in t  les  traces 
des  droites  co3  etco / (  sur  le  plan  tu,  et  la  droi te  Y]  intersect ion  des  plans 
menйs  par  ces  mкmes  droi tes  et  par  le  poin t e. 

Quand  le  point  M  se  dйplace  sur  le  plan  v,  la  droi te  cor respon
dante  00 se  dйplace  en  s 'appuyant  sur  les  deux  droi tes  4^ et DTU,  dйter
minйes  respect ivement  par  les  po in ts  fixes  (H  — BC) ,  ( H  — A C )  et  par 
les  traces  des  droites  fixes  a  et  Ў3 sur  le  plan  v. 

Les  deux  droites  00 et  o/ ,  co r respondan tes  aux  traces  cherchйes  M 
et  M',  sont  les  deux  droites  qui  s 'appuient  sur  les  qua t r e  droites rc,  y), 

On  remarque  que ,  sur  les  qua t re  droi tes  p rйcйdentes ,  les  deux  pre
miиres  sont  fixes,  et  que  les  deux  derniиres  passent  chacune  par  un 
point  fixe  et  sont  chacune  dans  un  plan  fixe;  c'est  ce  qui  permet  d 'ob
tenir  facilement  par  points  l ' йpure  de  la  qua r t i que  gauche  donnйe . 

Remarque.  —  Au  lieu  d 'к t re  donnйe  par  hu i t  po in t s ,  la  quar t ique 
gauche  peut  к t re  donnйe  comme  intersect ion  de  deux  surfaces  du 
second  ordre  circonscri tes  au  tй t raиdre  ABCD,  et  dй terminйes  chacune 
par  cinq  points .  Aux  points  de  la  qua r t ique  considйrйe  correspondent 
les  gйnйratr ices  de  la  congruence  du  premier  o rdre  commune  а  deux 
complexes  du  premier  o rdre  donnйs  chacun  par  cinq  droites. 



PROBLИME  V I I I .  — Détermination du huitième point associé aux points 

A,  B,  C,  D,  T,  2,  3 . 

On  considиre  dans  le  plan  ( E  — t o 3 ) la  conique  tangente  а  t o 3 et  aux 
qua t re  traces  de  ce mкme  plan  sur  les faces  du  tй t raиdre  0;  la  droi te  to, 
correspondante  au  hu i t i иme  point  associй,  est  la  s ixiиme  tangente  que 
l 'on  peut  mener  а  la  conique  considйrйe  par  le  poin t  (TC  —  t o 3 ) ,  pris 
sur  l 'une  des  cinq  tangentes  qui  la  dй te rminen t . 

On  voit  que  la  solution  de  ce  dernier  problиme  exige  seulement 

l 'emploi  de  la  rиgle . 

PROBLИME  I X .  — Trouver les deux derniers points communs à trois sur-

faces du second ordre qui passent par six points communs et sont déter-

minées chacune par trois autres points donnés. 

Aux  surfaces  considйrйes  correspondent  trois  complexes  du  p remier 
ordre ,  qui  ont  en  commun  le  faisceau  du  premier  ordre  ( T C ,  E ) ,  et  qui 
sont  dй te rminйs  chacun  par  trois  autres  droi tes  connues .  On  cherche 
lк  pфle  et  le  plan  du  deuxiиme  faisceau  du  premier  ordre  c o m m u n  aux 
trois  complexes  considйrйs ,  ce  qui  est  d 'a i l leurs  facile,  car  le  plan  de 
ce  faisceau  passe  par  E ,  et  son  pфle  est  situй  dans  le  plan  T C .  On  est 
alors  ramenй  а  chercher  les  deux  droi tes  du  complexe  S 2 ,  qui  sont 
situйes  dans  un  plan  connu  et  passent  par  un  point  donnй  de  ce  plan. 

Remarquons  que  le  problиme  prйcйdent  pourra i t  aussi  s 'йnoncer 
de  la  maniиre  suivante  : Trouver, sur une surface du second ordre donnée 

par neuf points, les deux dernières traces d'une quartique gauche menée 

par six des points donnés et par deux autres points pris arbitrairement 

dans l'espace.  La  rйsolution  de  ce  dern ie r  problиme  exige  l 'emploi  de 
la  rиgle  et  du  compas ,  ce  qui  est  tout  na ture l ,  puisqu ' i l  est  du  second 
degrй . 

PHOBLИME  X .  — Trouver la dernière trace d'une cubique gauche donnée 

par six points  A,  B,  G,  D,  i ,  2, sur un plan  v mené arbitrairement par 

deux de ces points  А e i  B . 

La  droi te  to,  cor respondante  au  point  M  che rchй ,  est  l ' intersect ion 
des  plans  menйs  par  le  poin t  E  et  par  les  droites  Ј  el DTL. 

Tangentes au point  C à la cubique.  —  Si  l'on  prend  pour  plan  v  le 
plan  ABC,  la  construction  prйcйdente  donne  la  tangente  au  point  C. 



PROBLИME  X I .  — Mener par un point donné  3 la droite qui s appuie en 

deux points sur la cubique gauche  A ,  B ,  C , D , i ,  2. 

La  droi te  co3  et  les  quatre  traces  du  plan  ( 1 —  co 3)  sur  les  faces  du 
tй t raиdre  0  enveloppent  une  conique  ;  les  tangentes  а  cette  conique  cor
respondent  aux  points  de  la  droi te  cherchйe . 

Déterminer les deux points où la droite s'appuie sur la cubique.  — A  la 
cubique  correspondent  les  gйnйrat r ices  d 'un  cфne  ayant  pour  sommet 
le  point  Ј et  dont  on  connaоt  cinq  gйnйra t r i ces ;  les  droi tes  correspon
dantes  aux  deux  points  cherchйs  sont  celles  suivant  lesquelles  le  plan 
(Ј  — (o 3 )  coupe  le  cфne  considйrй. 

Déterminer sur la droite considérée le conjugué harmonique du point 

donné  3 par rapport aux deux points où cette droite s'appuie sur la cu-

bique donnée.  —  La  droite  correspondante  au  point  cherchй  est  la 
deuxiиme  tangente  que  l'on  peut  mener  а  la  conique  considйrйe  plus 
haut  par  la  trace  de  a>3  su r  la  polaire  de  e. 

PROBLИME  X I I .  — Déterminer le point commun ci tous les plans polaires 

d'un point fixe donné  3 par rapport à toutes les surfaces du second ordre, 

qui passent par une cubique gauche donnée  A,  B , C,  D ,  1 ,  2. 

Ce  point  est  prйc isйment  le  conjuguй  ha rmon ique  du  point  donnй  3 , 
par  rappor t  aux  deux  points  oщ  la  droi te ,  menйe  par  ce  point  et  s 'ap
puyant  sur  la  cub ique ,  rencontre  cette  cub ique ;  il  s 'obtient  donc  comme 
nous  l 'avons  vu  au  problиme  prйcйdent . 

PROBLИME  X I I I .  — Déterminer la droite commune à tous les plans po-

laires d'un point fixe  3 par rapport aux surfaces du second ordre, qui 

passent par une cubique gauche donnée  A,  B , C,  D ,  1,  2 et par un point ly 

pris hors de cette cubique. 

On  obtient  un  premier  point  de  cette  droi te  comme  on  l'a  vu  au  pro
blиme  prйcйdent .  Si  main tenan t  on  dйsigne  par  З  la  droi te  menйe  par 
le  point  4  et  s 'appuyant  sur  la  cub ique ,  le  plan  ( 3  — Ј)  rencontre  cette 
cubique  en  un  troisiиme  point  G,  facile  а  ob ten i r ;  la  droi te  3,G  ren
contre  а  son  tour  la  droi te  \  en  un  certain  point  K;  le  conjuguй  har
monique  du  point  3 ,  par  rappor t  aux  deux  points  G  et  K,  est  un 
deuxiиme  point  de  la  droi te  cherchйe . 



PROBLИME  X I V .  — Déterminer le point commun à tous les plans polaires 
d'un point fixe  M par rapport aux surfaces du second ordre qui passent 
par sept points  A,  B,  C,  D,  i ,  2 ,  3 . 

En  considйrant  la  cubique  A,  B,  C,  D,  1, 2  et  le  point  3  pris  hors  de 
cette  cubique ,  on  obtient ,  comme  on  l'a  vu  au  problиme  prйcйdent , 
une  droite  sur  laquelle  se  t rouve  le  point  cherchй .  De  mкme,  en  con
sidйrant  la  cubique  A,  B,  C,  D,  1,  3  et  le  point  2,  on  obtient  une 
deuxiиme  droite  sur  laquelle  se  trouve  le  point  cherchй . 

PROBLИME  X V .  — Déterminer la droite commune à tous les plans polaires 
d'un point fixe  M par rapport aux surfaces du second ordre qui passent 
par huit points donnés  A,  B,  C,  D,  1,  2 ,  3 ,  4

En  associant  successivement  а  six  des  points  donnйs  les  deux  der
niers  points  donnйs ,  de  maniиre  а  obtenir  deux  groupes  dist incts  de 
sept  points ,  on  obtient ,  comme  on  l'a  vu  au  problиme  prйcйdent ,  deux 
points  de  la  droite  cherchйe . 

Remarque.  —  On  pourra i t  faire,  re la t ivement  au  tracй  des  courbes 
sur  la  surface  du  second  ordre  et  а  la  reprйsentat ion  de  cette  surface 
sur  un  plan,  des  remarques  analogues  а  celles  faites  plus  haut  pour  les 
surfaces  du  troisiиme  ordre .  A  toute  courbe  que  l 'on  sait  dйcrire  dans 
le  plan  ou  dans  l 'espace  correspond  une  courbe  que  l'on  sait  t racer  sur 
une  surface  du  second  ordre .  On  pourrai t  aussi ,  de  la  mкme  maniиre , 
t ransporter  aux  courbes  tracйes  sur  une  surface  du  second  ordre  cer
taines  propr iй tйs  descriptives  des  courbes  planes. 

Nous  allons  maintenant  terminer  cette  йtude  par  des  notes  relatives 
aux  divers  sujets  que  nous  y  avons  trai tйs.  On  obtiendrai t  d 'ai l leurs  faci
lement,  par  la  mйthode  des  polaires  rйc iproques ,  des  propriйtйs  de  dix 
plans  tangents  а  une  surface  du  second  ordre ,  de  neuf  plans  tangents 
а une  dйveloppable  de  quat r iиme  classe,  de  hui t  plans  associйs,  et  enfin 
de  sept  plans  tangents  а  une  dйveloppable  cubique . 



CHAPITRE  IY. 

I.  — Sur  une  forme  particuliиre  delа  propriйtй  de  dix  points  d'une  surface 
du  second  ordre. 

26 .  Considйrons  deux  coniques  cp et  <p' conjuguйes  au  t r iangle  d e r e 
ference  ABC :  leurs  йquat ions  sont  de  la  forme 

(O 
( 2 ) 

Si  l'on  dйsigne  par  a,  (3, y  les  coordonnйes  d'un  point  quelconque M 
du  p lan ,  les  йquat ions  des  deux  polaires  de  ce  point  par  r appor t  aux 
coniques  considйrйes  sont 

( 3 ) 

( 4 ) 

Si  main tenant  on  йcrit  que  le  poin t  (x  de  rencont re  des  droites  ( 3 ) 
et  ( 4 )  dйcrit  une  droi te ,  on  a,  pour  le  lieu  de  M,  une  йquat ion  de  la 
forme 

( 5 ) 

Le  lieu  de  M  est  donc  une  c o n i q u e ;  c'est  d 'a i l leurs  lа  un  rйsultat 
connu.  On  sait  effect ivementque,  si  [/. engendre  une  courbe  de  degrй n, 

M  dйcri t  une  courbe  de  degrй in,  circonscrite  au  t r iangle  de  rйfй
rence . 

On  peut  d 'a i l leurs  faire  passer  la  conique  ( 5 )  par  deux  points  quel
conques  о  et  2  du  p l an ;  il  suffit  pour  cela  de  p rendre ,  pour  la  droi te 
que  doit  dйcrire  [x,  celle  qui  passe  par  les  deux  points  i  e t s .  On  obtient 
ainsi  le  thйorиme  su ivan t : 

THЙORИME  (P ropr i й t й  de  six  points  d 'une  c o n i q u e ) .  — Si l'on con-
sidère deux coniques  cp et  cp', conjuguées au triangle ayant pour sommets 
trois de ces points, les deux polaires de chacun des trois autres points, 



par rapport ci o et se coupent respectivement en trois points situés en 

ligne droite. 

27.  Nous  allons  mont re r  que  la  propriйtй  prйcйdente  de  six  points 
d 'une  conique  peut  кtre  t ranspor tйe ,  dans  les  mкmes  termes,  aux  sur
faces  du  second  ordre . 

Considйrons  deux  surfaces  du  second  ordre  S  et  S',  conjuguйes  au 
tйtraиdre  de  rйfйrence;  leurs  йquat ions  sont  de  la  forme 

( 6 ) 

( 7 ) 

Si  l'on  dйsigne  par  a,  Ў3, y,  S  les  coordonnйes  d 'un  point  que lconque 
M  de  l 'espace,  les  йquat ions  des  deux  plans  polaires  de  ce  point  par 
rappor t  aux  surfaces  considйrйes  sont 

(8) 

( 9 ) 

Si  main tenan t  on  йcrit  que  la  droi te  co,  intersection  des  deux  plans 
( 8 )  et  ( 9 ) ,  appar t ient  а  un  complexe  du  premier  ordre ,  on  a  pour  le 
lieu  de  M  une  йquation  de  la  forme 

(10) 

Le  lieu  de  M  est  donc  une  surface  du  second  ordre  circonscri te  au 
tй t raиdre  de  rйfйrence.  On  peut  d 'ai l leurs  faire  passer  la  surface  (10 ) 
par  cinq  points  que lconques  1,  2,  3 ,  4»  5  de  l 'espace;  il  suffit  pour 
cela  de  p rendre ,  pour  le  complexe  sur  lequel  doit  se  dйplacer  co,  celui 
qui  est  dйterminй  par  les  cinq  droites  co, ,  c o 2 ,  c o 3 ,  co , ,  c o 5 . 

Quand  le  point  M est  quelconque  dans  l 'espace,  la  droite  co  appar t i en t 
а  un  complexe  du  second  ordre  2 2 ;  ce  complexe  est  un  complexe  tй
traйdral  qui  admet  pour  tй t raиdre  principal  le  tй t raиdre  de  rйfйrence. 
Ce  complexe  peut  кtre  dйfini  comme  le  lieu  de  la  droite  co telle  que  ses 
deux  conjuguйes  par  r appor t  aux  deux  surfaces  S et  S'  soient  concou
ran tes . 

Quand  M  dйcrit  la  surface  du  second  ordre  ( 1 0 ) ,  co  engendre  en 
rйalitй  une  congruence  du  second  o r d r e ;  mais  on  verrait  comme  plus 
haut  qu'i l  suffit  de  lui  imposer  d ' appar ten i r  a un  complexe  du  premier 



ordre .  De  lа  rйsul te  une  propr iй tй  de  dix  po in ts  d 'une  surface  du  se
cond  o rd re ,  de  laquelle  on  dйdui t  s implement  les  propr iй tйs  analogues 
pour  la  qua r t ique  gauche ,  pour  le  g roupe  de  points  associйs,  et  pour 
la  cubique  gauche ;  on  obtient  ainsi  les  thйorиmes  suivants  : 

THЙORИMES  XVIIL  XIX,  XX,  XXI.  —  ( P r o p r i й t й s :  i°  de  dix  points 
d 'une  surface  du  second  o r d r e ; 2°  de  neuf  points  d 'une  courbe  gauche 
du  qua t r iиme  o r d r e ;  3°  de  hui t  points  associйs;  4° de  sept  points  d 'une 
cubique  g a u c h e ) .  — Si l'on considère deux surfaces quelconques du se-
cond ordre  S et  S', conjuguées au tétraèdre ayant pour sommets quatre 
de ces points, les deux plans polaires de chacun des autres points, par rap-
port aux deux surfaces  S et  S', se coupent respectivement : 

i° Suivant six droites, qui appartiennent à un même complexe du pre-

mier ordre ; 

2° Suivant cinq droites, qui appartiennent à une même congruence du 

premier ordre ; 

3 ° Suivant quatre génératrices d'un même système d'un hyperbo-

loïde ; 

4° Suivant trois droites dont les traces, sur chacune des faces du té-

traèdre considéré, sont en ligne droite. 

La  mйthode  des  polaires  rйc iproques  donne  immйdia tement  les  pro
priйtйs  corrйlat ives  de  celles  que  nous  venons  d 'йnoncer . 

II.  — Sur  la  congruence  tйtraйdrale. 

28 .  A  tout  pointM  de  la  surface  du  second  ordre  S 2  correspond  une 
droite  co si tuйe  sur  la  congruence  tй t raйdrale  ( S 2 J  2,  ) ;  cette  congruence 
est  ainsi  formйe  de  droi tes  comme  la  surface  du  second  ordre  est  formйe 
de  po in t s ;  on  peut  alors ,  а  l 'aide  de  toute  propr iй tй  descriptive  de  S 2 , 
йnoncer  immйdia tement  une  propr iй tй  de  la  congruence  considйrйe. 

On  sait,  par  exemple , que  par  un  point  de  S 2 passent  deux  gйnйratr ices 
de  cette  surface,  qui  d 'ai l leurs  peuvent  кtre  rйelles  ou  imagina i res ;  de 
mкme  : Par une droite de la congruence tétraédrale on peut toujours faire 

passer deux hyperboloïdes, formés de génératrices de la congruence et 

inscrits dans le tétraèdre principal de la congruence. 



Au  double  systиme  de  gйnйra t r ices  de  la  surface  S 2  correspondent , 
sur  la  congruence  tй t raйdra le ,  deux  systиmes  d 'hyperboloпdes  inscrits 
dans  le  t й t raиdre  pr incipal  et  qui  jouissent  de  la  propr iй tй  suivante  : 
Deux hyperboloïdes inscrits dans le tétraèdre principal et de même sys-
tème n'ont jamais de droite commune ; au contraire, tout hyperboloïde 
inscrit d'un système a une droite commune avec chacun des hyperboloïdes 
inscrits de l'autre système. 

On  sait  de  mкme  que ,  par  un  point  de  la  surface  S 2 ,  on  peut  tracer 
sur  cette  surface  deux  cubiques  gauches  circonscri tes  au  tй traиdre 
ABCD;  de  mкme  : Par une droite de la congruence tétraédrale on peut 
toujours faire passer deux hyperboloïdes, formés de génératrices de la 
congruence, et circonscrits ci son tétraèdre principal.  On  obtient  ainsi  sur 
la  congruence  tйtraйdrale  deux  systиmes  d 'hyperboloпdes  circonscrits 
au  tй t raиdre  principal ,  et  pour  lesquels  on  pourrai t  йnoncer .une  p r o 
priйtй  analogue  а  celle  du  double  systиme  d 'hyperboloпdes  inscri ts . 
On  a,  en  ou t re ,  en  t ransformant  une  propr iй tй  connue  des  systиmes 
de  cubiques  et  de  droites  appar tenant  а  S 2 ,  la  propriйtй  suivante  : 
Chaque hyperboloïde inscrit d'un système a une droite commune avec 

chacun des hyperboloïdes circonscrits d'un des deux systèmes, et deux 
droites communes avec chacun des hyperboloïdes circonscrits de l'autre 
système ; et inversement. 

On  sait ,  d 'autre  part ,  que  toutes  les  gйnйrat r ices  d'un  systиme  de 
S 2  sont  rencontrйes  par  quat re  gйnйratr ices  de  l 'autre  systиme,  sui
vant  un  rappor t  anha rmon ique  c o n s t a n t ;  on  peut  alors  dйsigner  par 
rappor t  anharmonique  de  quat re  droi tes ,  appar t enan t  а  un  mкme 
systиme  de  gйnйratr ices  d 'un  hyperboloпde ,  le  rappor t  anha rmon ique 
constant  suivant  lequel  ces  qua t re  droites  coupent  une  gйnйra
trice  que lconque ,  appar tenant  а  l 'autre  systиme  de  ce  mкme  hyper 
boloпde.  Cette  dйnominat ion  йtant  adoptйe ,  on  a  la  propr iй tй  suivante 
de  la  congruence  tйtraйdrale  : Le rapport anharmonique des quatre 
droites suivant lesquelles un hyperboloïde inscrit quelconque de l'un des 
systèmes est rencontré par quatre hyperboloïdes inscrits de l'autre système 
est constant.  On  a  d 'ai l leurs  une  propriйtй  analogue  pour  les  hyper
boloпdes  circonscrits  au  tй t raиdre  pr incipal . 



III.  —  Sur  certaines  propriйtйs  de  la  cubique  gauche.  — Йtude  du  cas  oщ, 
parmi  les  йlйments  donnйs  pour  dйterminer  une  surface  du  second  ou 
du  troisiиme  ordre,  il  entre  une  cubique  gauche, 

2 9 .  Si  l 'on  cherche  le  lieu  du  point  M,  tel  que  les  plans  menйs  par 
ce  point  et  par  trois  droi tes  fixes  non  concourantes x,  APO,  G  rencon
t rent  respectivement  trois  autres  droites  fixes  a, fi,  y  suivant  trois 
points  | , f], Z, s i tuйs  en  l igne  droi te ,  on  t rouve,  pour  ce  l ieu,  une  cu
bique  gauche  <p admet tan t  pour  cordes  les  trois  droites  x ,  ift,  G .  On 
peut  d 'ai l leurs  disposer  des  droites  a, fi,  y  de  maniиre  а  faire  passer  la 
cubique o  par  trois  poin ts  D,  E ,  F  pris  a rb i t ra i rement  dans  l 'espace  ; 
il  suffit,  par  exemple ,  de  p rendre  pour  a  la  droite  menйe  par  D  et  s'ap
puyan t  sur  les  deux  droi tes  ( x E  —  G E ) ,  ( J U F — i f e F )  ;  et  de  mкme 
pour  [3  et  y  les  droi tes  dйduites  de  a  par  permuta t ion  c i rcu la i re ;  on 
obt ient  ainsi  le  thйorиme  suivant  : 

THЙORИME  XXII  (Propr iй tй  de  t rois  cordes  non  concourantes  «Jt,, 
i!i>,  G  et  de  qua t re  points  D,  E ,  F ,  M  d 'une  cubique  gauche . )  — Si 

l'on désigne par ol la droite menée par  D et s'appuyant sur les deux 

droites  (<AOE  —  G E ) ,  (jl>F  —  ift>F), et par fi et  y deux droites déduites 

circulairement de la première, les trois plans  «JUM,  i&M,  G M rencontrent 

respectivement les droites fixes ol, fi,  y suivant trois points situés en ligne 

droite. 

De  ce  thйorиme  rйsul te ,  pour  la  cubique  gauche  cp donnйe  par  trois 

cordes  non  concouran tes ,  un  mode  de  description  par  points  qui  nous 

paraо t  plus  s imple  que  ceux  ind iquйs  ju squ ' i c i . 
Imaginons ,  par  exemple ,  que  l 'on  veuille  la  dern iиre  trace  M de  la 

cubique  cp  sur  un  plan  v  menй  arb i t ra i rement  par  la  corde  G .  Par  le 
point t  oщ  le  plan  v  est  rencontrй  p a r l a  droite  fixe  y,  on  mиne  la  droite 
qui  s 'appuie  respect ivement ,  en  \  et  Y],  sur  les  deux  aut res  droites 
fixes  a  et fi.  Le  point  M  cherchй  de  la  cubique  est  le  point  de  ren
contre  des  trois  plans  v,  (JU — \),  (ofп> —  Y J ) . 

30 .  Si  main tenant  on  cherche  le  lieu  du  point  M,  tel  que  le  plan 
( Ј ,  y], '()  enveloppe  un  point ,  on  trouve  une  surface  du  troisiиme  ordre 
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S 3  passant  par  les  droi tes  x ,  ift>,  G  et  par  la  cubique  <p.  On  peut  d'ail
leurs  faire  passer  cette  surface  par  trois  points  i ,  2 ,  3  pris  arbi t ra i re
ment  dans  l ' espace ;  il  suffit  pour  cela  de  choisir,  pour  le  point enve
loppe  considйrй ,  le  poin t  de  rencontre  des  plans  correspondants  aux 
points  1, 1,  3 .  On  a  alors  le  thйorиme  suivant  : 

THЙORИME  X X I I I  (Relation  entre  les  й lйments  suivants  d 'une  surface 
du  troisiиme  ordre  :  i °  trois  droi tes  non  concourantes  x ,  ilb,  G ; 
2 0  une  cubique  gauche  cp admet tan t  X ,  tf!>, G  pour  cordes  et  dйter
minйe  par  trois  points  D,  Л,  F ;  3°  quat re  points  1,  2,  3 ,  4 )   — Si, 

désignant par  a la droite menée par  D et s'appuyant sur les deux droites 

( x E  —  GE),  ( X F — afl)F), et par fi et  y deux droites déduites circulaire-

ment de la première, on fait correspondre à tout point  M de l'espace- le 

plan  P mené par les traces respectives des droites fixes  a, fi,  y sur les plans 

xM,  1&M,  G M, les quatre plans correspondants aux derniers points de la 

surface se rencontrent en un même point. 

APPLICATIONS. 

PROBLИME  I .  — Déterminer, sur la surface  S 3 , la dernière trace d'une 

droite auelconque  L s'appuyant sur deux droites données  X ,  irt>. 

Dйsignons  par  Ј  le  point  de  rencontre  des  trois  plans  P , ,  P 2 ,  P 3 , 
point  qui  d 'ai l leurs  se  dй te rmine  une  fois  pour  toutes.  Les  plans  x L , 
ofbL  rencont ren t  respect ivement  les  droites  a  et fi  en  deux  points  que 
nous  appel lerons  \  et r\.  Si  l'on  dйsigne  par  '(  la  trace  de  la  droite  fixe 
y  sur  le  p lau  Јy)Ј,  le  point  cherchй  M  de  la  surface  est  la  trace  de  la 
droite  L  sur  le  plan  CЗ. 

PROBLИME  I I .  — Trouver les deux droites de la surface, qui s'appuient 
sur deux des droites données,  X et  oil>par exemple. 

Dйsignons  par  L et  L'  les  deux  droi tes  cherchйes .  Si  l 'on  exйcutait 
sur  ces  deux  droites  les  construct ions  indiquйes  au  problиme  prйcй
dent ,  on  devrait  t rouver  que  le  plan  G C  qui  dйtermine  M,  est  indй
t e r m i n й ;  cela  exige  que  le  point Z, luimкme  soit  indй te rminй .  Il  faut 
alors,  ou  que  les  trois  points  Ј,  y j , Ј  soient  en  ligne  droi te ,  ou  que  le 
plan  Јy]Ј passe  par  la  droi te  y.  Si  donc  on  mиne  par  Ј  la  droi te  qui 
s 'appuie  en  \  et  Y] sur  les  deux  droites  a  et fi,  les  plans x\,  i ibrj  se  cou



pent  suivant  une  droite  L  appar tenant  а  S 3 .  De  mкme,  si  l 'on  dйsigne 
par  \ '  et  Y]'  les  traces  des  droi tes  a  et fi  sur  le  plan  Јy,  les  plans  j f e З * , 

itп>Y]'se  coupent  aussi  su ivant  une  droite  1 /de  la  surface.  Les  deux 
droites  ainsi  obtenues  L  et  L'  sont  les  droites  cherchйes .  La  recherche 
des  droites  L  et  L'  est  un  problиme  du  second  degrй ,  si  l 'on  a  pu  le 
rйsoudre  ici  avec  la  rиgle  s e u l e m e n t ;  cela  t ient  а  ce  que ,  dans  le  cas 
й tud iй ,  les  deux  droi tes  L  et  L'  jouissent  de  propriйtйs  distinctes  et 
sont  en  que lque  sorte  sйparйes ;  effectivement  L ' r encon t r e  en  un  point 
la  cubique  donnйe  cp,  tandis  que  L  ne  rencont re  pas  cette  cubique. 

PROBLИME  Iiп.  — Mener par deux points donnés  i et i une cubique 

gauche qui admette pour corde les trois droites a,  ift>, G et qui s'ap-

puie en deux points sur la cubique donnée  cp. 

Toutes  les  surfaces  du  t rois iиme  ordre ,  qui  passent  par  les  droites 
a,  Dо>, B,  par  la  cubique  cp  et  par  les  points  i  et  2,  passent  aussi  par  la 
cubique  ^ ;  par  sui te ,  lorsqu 'un  point  M  dйcrit  la  cubique  ^ ,  le  plan  P 
correspondant  а  ce  point  tourne  autour  de  la  droite  (P<  —  P 2 ) . 

3 1 .  Dans  le  cas  oщ  les  trois  droites a,  ift>,  e  se  coupent  deux  а  deux 
en  trois  points  A,  B,  C,  la  cubique  gauche  cp passe  par  ces  trois  points , 
de  plus  la  surface  S 3  admet  ces  mкmes  points  comme  points  doub les ; 
on  obtient  a insi ,  а  l 'aide  des  thйorиmes  prйcйdents ,  des  thйorиmes  que 
l'on  peut  йnoncer  immйdia tement .  Il  en  rйsul te  une  dйterminat ion 
trиs  simple  de  la  cubique  gauche  donnйe  par  six  points . 

Si  l 'on  suppose ,  en  ou t re ,  que  le  point  Ј  soit  dans  le  plan  ABC,  la 
surface  S 3  se  dйdouble ,  elle  se  compose  de  ce  plan  ABC  et  d 'une  sur
face  du  second  ordre  S 2  dй te rminйe  par  la  cubique  cp  et  par  les  deux 
points  1 et  2  pris  hors  de  cette  cub ique .  On  obtient  ainsi  le  thйorиme 
suivant  : 

THЙORИME  XXIV  (Relation  ent re  une  cubique  cp, dй terminйe  par  six 
points  A,  B,  C,  D,  E,  F,  et  trois  points  quelconques  1,  2 ,  3 ,  apparte
nan t  а  une  mкme  surface  du  second  o r d r e ) .  — Si, désignant par et la 
droite menée par  D et s'appuyant sur les droites  EB et  FC, et par fi et  y 
deux droites déduites circulairement de la première, on fait corres-
pondre à tout point  M de l'espace le plan  P mené par les traces res-
pectives des droites fixes  a, fi,  y sur les plans  BCM,  CAM,  ABM, le plan 



ABC et les trois plans correspondants aux derniers points de la surface 

se rencontrent en un même point. 

Les  consйquences  pra t iques  du  thйorиme  prйcйdent  sont  analogues 
а  celles  du  thйorиme  XXIII  ;  nous  ne  les  dйvelopperons  pas.  Remar
quons  de  plus  que  l'on  obt iendrai t  immйdia tement ,  par  la  mйthode 
des  polaires  rйc iproques ,  les  proposi t ions  corrйlatives  des  thйorиmes 
prйcйdents . 

IV.  — Extension  de certaines  propriйtйs  descriptives  des  surfaces  du  second 
ordre  а celles  du troisiиme  ordre.  — En particulier,  pфles  et  polaires  re
lativement  aux  surfaces  du  troisiиme  ordre. 

32 .  Imaginons  que  l'on  considиre  en  mкme  temps  les  deux  systиmes 
de  coordonnйes  reprйsentйs  par  les fig. 2  et  3  ;  une  mкme  йquat ion , 
in terprй tйe  s imul tanйment  dans  ces  deux  systиmes,  reprйsente  deux 
surfaces  diffйrentes;  il  est  facile,  connaissant  une  propr iй tй  de  l 'une  de 
ces  surfaces,  d 'йnoncer  immйdia tement  la  propriйtй  correspondante 
pour  l 'autre  ;  cette  r emarque  va  nous  permet t re  d 'й tendre  aux  surfaces 
du  troisiиme  ordre  cer taines  propriйtйs  descriptives  dйmontrйes  pour 
celles  du  second. 

Toute  йquat ion  en  \o.v,  qui  reprйsente ,  dans  le  second  systиme  de 
coordonnйes ,  une  surface  du  second  ordre  S 2  circonscrite  au  tй t raиdre 
ABCD,  reprйsente ,  dans  le  premier ,  une  surface  du  troisiиme  ordre 
S 3 ,  qui  passe  par  les  trois  droites x,  itл>,  G  et  par  les  deux  points  D 
et  E. 

De  mкme  а  toute  droi te  L  du  second  systиme  correspond,  dans  le 
premier ,  une  cubique  cp ,  qui  admet  pour  cordes  les  droi tes X,  iib,  G  et 
passe  par  le  point  E.  La  droi te  L  et  la  cubique  cp  sont  toutes  deux  dй
terminйes  par  deux  p o i n t s ;  si  L  passe  par  le  point  D  du  second  sys
tиme,  cp  passe  aussi  par  ce  point  dans  le  premier . 

A  tout  plan  P  du  second  systиme  correspond,  dans  le  premier ,  une 
surface  par t icul iиre  du  troisiиme  ordre  a*,  qui  passe  p a r l e s  droi tes  x , 
ni ,  G,  et  admet  le  point  E  pour  point  double .  Une  surface  a*  quelconque 
est  dй te rminйe ,  comme  un  plan,  par  trois  poin ts .  Deux  surfaces  cr1  se 
coupent  suivant  une  cubique  cp ,  et  trois  de  ces  surfaces  se  rencont ren t 



en  un  point .  Une  surface  cr" est  engendrйe  par  des  cubiques  cp  comme 
le  plan  est  engendrй  par  des  droi tes . 

Au  double  systиme  de  gйnйratr ices  de  la  surface  S 2  correspond,  sur 
S ; $,  un  double  systиme  de  cubiques  cp.  Deux  cubiques  cp du  mкme  sys
tиme  n 'ont  aucun  point  c o m m u n ,  une  cubique  que lconque  cp d 'un  sys
tиme  rencontre  en  un  point  toutes  les  cubiques  cp de  l 'autre  systиme. 
Il  est  d 'ai l leurs  en tendu  que  l'on  ne  compte  pas,  dans  ce  qui  prйcиde, 
le  point  E  commun  а  toutes  les  cubiques  cp. De  p lus ,  si  l 'on  adopte  la 
dйnomina t ion  ind iquйe  plus  hau t  pour  le  rappor t  anharmonique  dй 
qua t re  points  pris  sur  une  cubique ,  on  a  la  proposi t ion  suivante  : 
Toutes les cubiques  c? d'un système sont rencontrées dans le même rap-

port anharmonique par quatre cubiques  cp de l'autre système. 

Aux  coniques  tracйes  sur  S 2  co r responden t  sur  S 3  des  courbes  gau
ches  unicursa lиs  du  sixiиme  o rd re ,  admet tan t  pour  point  double  le 
point  E.  Toute  surface  cr  coupe  S 3  suivant  une  parei l le  courbe ,  que 
nous  dйsignerons  par  <]/.  Toute  courbe  ^  est  dй te rminйe  par  trois 
points .  Aux  plans  tangents  а  S 2  cor respondent  des  surfaces  cr  qui  cou
pent  S 3  su ivant  deux  cubiques  gauches  cp appa r t enan t ,  l 'une  а  un 
sys tиme,  l ' aut re  а l ' au t re  systиme. 

Si  l'on  considиre  qua t re  surfaces  cr passant  par  une  mкme  cubique  cp, 
une  autre  cubique  cp  que lconque  est  r encon t rйe  par  ces  quat re  sur
faces  suivant  un  rappor t  anha rmonique  constant ,  que  l'on  peut  prendre 
pour  expression  du  rappor t  anha rmon ique  des  qua t re  surfaces  consi
dйrйes . 

Si  l'on  considиre  sur  deux  cubiques  cp,  non  concourantes ,  deux 
systиmes  de  points  h o m o g r a p h i q u e s ,  la  cubique  cp,  qui  joint  deux 
points  homologues  des  deux  systиmes,  engendre  une  surface  du  troi
siиme  ordre .  Les  deux  cubiques  fixes  appar t i ennen t  а l 'un  des  systиmes 
de  la  surface  et  la  cub ique  mobile  а  l ' au t re . 

Si  l'on  considиre  sur  une  surface  S 3  deux  cubiques  cp  d 'un  mкme 
systиme,  les  deux  rappor t s  anha rmon iques  des  qua t re  surfaces  cr me
nйes  par  ces  deux  cubiques  et  par  qua t r e  points  de  la  surface  sont 
йgaux .  En  d 'autres  t e rmes ,  si  l'on  considиre  deux  faisceaux  homogra
phiques  de  surfaces  cr,  la  cubique  cp, intersection  de  deux  surfaces  ho
mologues,  engendre  une  surface  du  troisiиme  o rd re . 

Une  cubique  cp r encont re  gйnйra lement  la  surface  S 3 ,  abstract ion  faite 



du  point  E  en  deux  points .  Si  l'on  considиre  des  cubiques  cp  menйes 
par  un  mкme  point  M de  l 'espace,  le  lieu  du  conjuguй  ha rmon ique  de 
M,  pris  sur  une  cubique  cp par  rappor t  aux  deux  derniers  points  de  r e n 
contre de  cette  cubique  avec  S 3 ,  est  une  surface  T q u e  nous  appel lerons 
surface polaire  de  M;  inversement  nous  d i rons  que  le  point  M  est 
le  pфle  de  cette  surface  cr. On  a,  relativement  а un  point  et  а  sa  surface 
polaire ,  les  propriйtйs  suivantes  : 

• Quand un point  M se meut sur une surface <j, la surface  cr polaire de  M 
tourne autour d'un point fixe, qui est le pôle de la première. 

Réciproquement, quand une surface  cr tourne autour d'un point fixe, son 

pôle décrit la surface  cr polaire de ce point. 

Quand un point  M décrit une cubique  cp, la surface  cr polaire de ce point 

tourne autour d'une deuxième cubique  cp' et inversement. Les cubiques  cp 
et  cp' sont dites  conjuguйes. 

Si l'on considère quatre surfaces  cr formant un tétraèdre curviligne, et 

tel que chaque sommet de ce tétraèdre ait pour surface polaire la surface 

cr qui lui est opposée, on dit que le tétraèdre ainsi obtenu est conjugué à 

la surface  S 3 . On a pour une surface  S 3 et pour un tétraèdre conjugué des 

propriétés analogues à celles que présentent une surface du second ordre 

et un tétraèdre conjugué à cette surface. 

L,e complexe des cubiques  cp, qui sont rencontrées suivant un rapport 

anharmonique constant par les faces d'un tétraèdre curviligne formé de 

surfaces  cr, a des propriétés analogues à celles du complexe tétraédral de 

droites. 

V.  —  Sur  une  propriйtй  gйnйrale  des  fonctions  algйbriques,  et  la  mйthode 
qui  en  rйsulte  pour  trouver  une  relation  entre  n  +1  йlйments  apparte
nant  а une  mкme  forme  gйomйtrique  dйterminйe  par n  d'entre  eux. 

3 3 .  Imaginons  qu 'un  йlйment  gйomйtr ique  dйpende  de p  coordon
nйes x, y, z, w,  si  l 'on  donne  entre  les  coordonnйes  de  cet  йlй
ment  une  relation 

( i ) ¥(œ,  j ,  . . . , w) = o, 

l 'й lйment  considйrй  engendre  une  certaine  forme  gйomйt r ique ,  que 



nous  appellerons connexe;  si  l ' йquat ion  ( i )  est  du  degrй n,  nous  di
rons  que  le  connexe  est  du  degrй n,  et  nous  le  reprйsenterons  par Em. 

Si  le  connexe  S r t  est  dй terminй  par  N  йlйments  M,  il  existe  une  rela
tion  entre  N  +  i  й lйments  de  ce  connexe ;  nous  nous  proposons  d ' indi
quer  comment  on  peut  obtenir  cette  re la t ion,  dans  le  cas  oщ  l 'йquation 
du  connexe  est  a lgйbr ique . 

Dйsignons  par  S<  le  connexe  du  premier  ordre  а p  variables,  donnй 
par  une  йquation  du  premier  degrй  entre  ces  var iables;  ce  connexe  est 
dй terminй  par p  й lйments  M ;  il  se  compose  de  ces  й lйments  M,  de  la 
mкme  maniиre  qu 'un  plan  se  compos»  de  points .  En  gйnйra l , p  con
nexes  2 ,  se  coupent  suivant  un  йlйment  M  et  un  seul. 

En  rйsumй,  d 'une  par t ,  il  existe  une  relation  entre  N  +1  йlйments  M 
appar tenant  а  un  mкme  connexe  Z„;  d 'autre  par t ,  il  existe  aussi  une 
relation  entre p  4  i  connexes 2 , ,  qui  ont  un  йlйment  M commun  ;  nous 
nous  proposons  de  ramener  la  premiиre  de  ces  relat ions  а  la  seconde. 

Pour  cela  dйsignons  par  F,  =  o ,  F 2  =  o,  F ; ! =  o,  . . . ,  F ^  =  o  les 
йquat ions  de p  4  i connexes  d 'ordre n kp  var iables ,  qui  ont  en  commun 
N —p  й lйments  M. 

Dйsignons  de  mкme  par  cp, =  o,  cp2 =  o,  cp3 =  o,  c p / ) + 1  =  o  les 
йquat ions  de p  4  1  connexes  du  premier  ordre  а p  var iables ,  n 'ayant 
aucun  йlйment  commun,  ce  qui  est  d 'ai l leurs  le  cas  gйnйra l . 

Enfin  reprйsentons  par x ,y', z , . . . , w'  les  coordonnйes  d'un  йlй
ment  quelconque  M',  et  par  F',,  F' 2 ,  F ' 3 ,  F ' + ,  ce  que  deviennent  les 
fonctions  F , ,  F 2 ,  F 3 ,  F p + _, ,  quand  on  y  remplace  les  variables 
x, y, z, . . . , w  par  les  coordonnйes  de  l 'йlйment  M'. 

On  peut  faire  correspondre  а  tout  й lйment  M'  de  l 'espace  le  connexe 
du  premier  ordre  а p  variables  to,  donnй  par  l 'йquation 

(i)  F;  cp t4F' 2cp 2 + Y'p+l  9 ^ ,  ==  o. 

Si  maintenant  on  imagine  que  le  connexe  to  soit  assujetti  а  com
prendre  un  йlйment  fixe  M 0 ,  dont  les  coordonnйes  sont x0,y0,  • • • >  **>o» 
le  lieu  de  l 'й lйment  M'  cor respondant  а  co  est  un  connexe  donnй  par 
l 'йquation 

(  2 )  f;  9?  4   f;  ? «  4  . . .  4   f ; + 1  =  o, 

oщ  cp",  cp"» •••>  reprйsentent  ce  que  deviennent  les  fonctions  cp i , 



cp2>  • • •,  cp^+i »  quand  on  y  remplace  les  var iables oc, y, . . . , w  par  les 
coordonnйes  de  l 'йlйment  fixe  M 0 . 

L 'йquation (2)  reprйsente  un  connexe  d 'ordre n,a p  variables Zn, 

comprenant  les  N  — p  й lйments  communs  aux  connexes  reprйsentйs 
par  les  йquat ions 

On  peut  d 'a i l leurs  faire  passer  le  c o n n e x e ^  par p  autres  й lйments 
M,  pr is  a rb i t ra i rement  dans  l 'espace;  il  suffit  pour  cela  de  p rendre 
pour  l 'йlйment  M 0  celui  qui  est  commun  aux p  connexes  du  premier 
ordre ,  correspondants  aux p  derniers  й lйments  considйrйs .  On  obtient 
ainsi  le  thйorиme  su ivan t : 

THЙORИME  (P ropr iй tй  de  N  + 1  й lйments  appar tenant  а  un  mкme 
connexe  d 'ordre n  dй te rminй  par  N  de  ces  й lйments ) .  — Si, dési-

gnant par¥t  =  o,  F 2  =  o,  . . . ,  F ^ ,  =  o les équations de p  4  1 connexes 

quelconques d'ordre n comprenant  N  — p des éléments considérés, et par 

cp, =  o,  cp2 =  o, s..,  c p ^ ,  =  o les équations de p  4  1 connexes du pre-

mier ordre non concourants, on fait correspondre à tout élément  M de 

l'espace le connexe  co donné par Véquation 

où  F , , F 2 , ...,Y'p¥K représentent ce que deviennent les j'onctions  F\ ,F.>, 
Yp+i, quand on y remplace les variables x, y, . . ., w par les coordon-

nées de cet élément  M ; les p  H  r connexes du premier ordre, correspon-

dants aux derniers éléments de Hn, sont concourants. 

Nous  remarquerons  que  le  thйorиme  prйcйdent  expr ime  une  pro
priйtй  gйnйrale  de  la  fonction  a lgйbr ique  d 'ordre n,  а p  va r i ab le ;  si 
l'on  y  considиre  l 'й lйment  M,  et  les  connexes I>n  et  S , ,  c'est  seulement 
pour  en  faciliter  l 'йnoncй. 

Tous  les  connexes  d 'ordre n, kp  variables,  qui  ont  en  commun  N  — 1 
йlйments  M,  comprennent  une  congruence  premiиre  ( S w , Hn)  dй terminйe 
par  ces  N  —  1  йlйments .  Le  mode  de  correspondance  que  nous  venons 
d ' indiquer  donne  une  propr iй tй  de  N  йlйments  d 'une  pareille  con
g ruence ;  on  obt ient  comme  conc lus ion : les p connexes du premier-

ordre, correspondants aux derniers éléments de la congruence, ont en 



commun une congruence (p  — 2)ieme du premier ordre.  Nous  dйsignons 
d'ail leurs  par  congruence (p  — 2 ) ' l и m e  du  premier  ordre  l 'ensemble  des 
йlйments  M  communs  а p  — I  connexes  du  premier  ordre .  Une  pareille 
congruence  se  compose  d 'й lйments  M,  comme  une  droite  se  compose 
de  points . 

Il  reste  maintenant  а  faire  voir  comment  on  peut  donner  du  mode 
de  correspondance  indiquй  entre  M  et  TO  une  dйfinition  gйomйt r ique . 
Les  deux  connexes  F,  == o,  F 2  =  o  ont  en  commun  une  congruence 
premiиre  ( F , , F a ) ;  cette  congruence  et  l 'й lйment  M  dйterminent  un 
connexe  d 'ordre n  et  un  seu l ;  quand  M  dйcrit  un  pareil  connexe,  co 
passe  par  un  й lйment  fixe.  En  associant  ainsi  l 'un  quelconque  des  con
nexes  F,  =  o,  F 2  =  o,  . .  . , Fpht =  o  avec  les p  au t res ,  on  obtient p 

йlйments  appar tenant  а  CO.  Le  connexe  CO  du  premier  ordre  а p  varia
bles  est  alors  dй te rminй  pa r / ?  й lйments  connus ,  de  la  mкme  maniиre 
qu 'une  droi te ,  c'estаdire  un  connexe  du  premier  ordre  а  deux  varia
bles,  est  dй terminйe  par  deux  poin ts . 

Nous  nous  proposons  d 'й tudier ,  dans  un  prochain  Mйmoire,  а  l 'aide 
du  thйorиme  prйcйdent ,  les  propr iй tйs  descriptives  des  connexes . 

Vu et approuvé : 
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SECONDE  THИSE. 

PROPOSITIONS  DONNЙES  PAR  LA  FACULTЙ. 

Les  йquat ions  aux  dйrivйes  partielles  du  second  ordre  а  deux  va

riables  indйpendantes  : 
r°  Les  йquations  l inйaires r, s, t  et rt  — s- ; 
2 0  Les  йquat ions  complи tement  l inйaires. 
Dйfinition  des  invar iants .  Mйthode  de  Laplace.  Йtude  des  cas  dans 

lesquels  la  suite  de  Laplace  se  t e rmine  dans  un  seul  sens  ou  dans  les 
l l ы l l  v  c o  n  c 

Vu et approuvй : 

P a r i s ,  le  2  f й v r i e r  1888. 
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