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§ 2. — Il n'existe, pour les corps magnétiques, qu'une seule solution au problème de l'aimantation par influence. Elle correspond à une aimantation stable
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CHAPITRE PREMIER. 
PREMIÈRES DÉFINITIONS. 

§ 1. — Pôles magnétiques (')• 

Si l'on fait agir l'une sur l'autre deux aiguilles aimantées très 

minces, A B , A'B', on observe que le mouvement pris par l'ai

guille A B peut toujours être attribué à quatre forces : deux sonl 

appliquées au point A et dirigées suivant les droites A'A, B'A; 

(1) Les premières idées neltes sur les actions mutuelles des aimants sont dues 
;i Tobias Mayer [Theoria magnelica (Gœlling. gel. /Inz., 1760)] et à ./Epinus 
[Examen theoriœ magneticœ a Tob. Mayero propositœ (Novi Commentarii 
Academiœ PetropolUanœ, t. XII, p. 3J5; 17GG)]. 

» . — II. 



deux autres sont appliquées au point B et dirigées suivant les 

droites A'B, B'B. Les extrémités des aiguilles auxquelles sont ap

pliquées ces forces portent le n o m de pôles magnétiques des 

aiguilles. 

Supposons que A, A' soient, pour nos deux aiguilles, les pôles 

qui, à Paris, se dirigent vers le nord, et B, B' les pôles qui se 

dirigent vers le sud. O n dit que les pôles A, A' renferment du 

magnétisme austral et les pôles B, B' du magnétisme boréal. 

O n observe que l'action de A' sur A et l'action de B' sur B sont 

toujours répulsives, tandis que l'action de B'sur A et l'action de A' 

sur B sont toujours attractives; d'où la loi : 

Les pôles magnétiques de même nom se repoussent ; les pôles 

magnétiques de noms contraires s'attirent. 

L'action qu'un pôle magnétique, A', par exemple, exerce sur 

un autre pôle magnétique, A, par exemple, est égale et de sens 

contraire à l'action que le pôle magnétique A exerce sur le pôle A'. 

Les actions mutuelles des pôles magnétiques sont soumises à 

la loi de Végalité entre Vaction et la réaction. 

Lorsque plusieurs aiguilles aimantées A'B', A"B", ... agissent 

simultanément sur une m ê m e aiguille A B , les forces qui sollicitent 

cette dernière s'obtiennent en composant entre elles les forces qui 

la solliciteraient si elle subissait séparément l'action de l'aiguille 

A'B', puis de l'aiguille A"B", .... 

L'action qu'un pôle magnétique A'exerce sur un autre pôle ma

gnétique A dépend de la distance r qui sépare ces deux pôles ; elle 

décroît lorsque cette distance augmente. Tobie Mayer avait déjà 

soupçonné que cette action devait varier comme l'inverse du carré 

de la dislance Coulomb (') et, plus tard, Hansteen (2) ont dé

montré expérimentalement l'exactitude de cette proposition. Leurs 

expériences laissent beaucoup à désirer. Nous verrons, au prochain 

Chapitre, comment Gauss a établi cette loi avec une admirable 

précision. Provisoirement, nous laisserons indéterminée la fonction 

( ' ) COULOMB, Second Mémoire sur l'Électricité et le Magnétisme, où l'on 
détermine suivant quelles loix le fluide magnétique, ainsi que le fluide élec
trique, agissent, soit par répulsion, soit par attraction {Mémoires de l'Aca
démie royale des Sciences pour 1785, p. 5̂ 8). 

( 2 ) HANSTEEN, Lettre à M. OErsted, professeur à l'Université de Copenhague 
{Journal de Physique de Delamétherie, t. LXXV, p. 4*8; 1812). 



de la distance qui régit l'action mutuelle de deux pôles magné

tiques. 

Si, sur le pôle austral A d'une aiguille aimantée A B , nous faisons 

agir successivement, à la m ê m e distance R, les pôles de m ê m e n o m 

«, a', a", ... de diverses aiguilles ab, a'b1, a"b", ... et les pôles 

de nom contraire b, b', b", ... de ces mêmes aiguilles, nous obser

verons que les actions exercées sont différentes. Nous représente

rons par F, F', F", . . . , / , / ' , f", ... ces actions, les actions répul

sives F, F', F", .. . étant comptées positivement, et les actions 

attractives f, f , étant comptées négativement. 

Lorsque le pôle austral A et la distance R ont été choisis une 

fois pour toutes, ces actions F, F', F", ..., /, /', /", ... caracté

risent les pôles a, a", ..., b, b'yb", .... O n donne à ces actions 

le n o m de masses magnétiques ou de quantités de fluide ma

gnétique que renferment les pôles considérés. 

D'après cette définition, une masse magnétique australe est 

positive; une masse magnétique boréale est. négative. 

O n voit aussi, d'après cette définition, qu'un pôle de masse 

magnétique (m + m1) équivaut à la juxtaposition d'un pôle de 

masse magnétique m et d'un pôle de masse magnétique m'. U n 

pôle de masse magnétique o équivaut à l'absence de pôle magné

tique. 

L'expérience montre que les masses magnétiques de signes 

contraires, placées aux deux pôles d'une même aiguille, sont 

égales en valeur absolue. 

•Prenons les pôles <z, a', «", . . . , b, b', b", ... ; plaçons-les succes

sivement à une m ê m e distance /• d'un m ê m e pôle quelconque P. 

Le pôle P subira des actions 4>, <!>', <ï>", ..., o, <p', tp", L'expé

rience montre que l'on a 

Les actions que divers pôles d'aimants exercent, aune même 

distance, sur un pôle quelconque, sont proportionnelles aux 

masses magnétiques que renferment ces pôles. 

Il est facile de tirer de là la conclusion suivante : 

Soient P et P' deux pôles magnétiques ; soient m et m'les masses 



magnétiques qui se trouvent en ces deux pôles; soit T l'action que 

ces deux pôles exercent l'un sur l'autre à la distance r, cette action 

étant comptée positivement lorsqu'elle est répulsive et négative

ment lorsqu'elle est attractive. O n pourra écrire 

/ ' ( 7 ' ) étant une fonction de la distance r, qui est la m ê m e pour 

tous les pôles d'aimants, qui est positive pour toute valeur de /•, 

qui décroît lorsque /• augmente. 

La fonction /'('") dépend du choix du pôle étalon A et de la 

distance R; si l'on remplace ce pôle et cette distance par un autre 

pôle et une autre distance, on augmente ou on diminue f (r) dans 

un certain rapport indépendant de /•. 

Le choix du pôle A et de la distance R est arbitraire; le plus 

commode est le suivant : pour distance R, on prend l'unité de 

longueur; on choisit le pôle A, de façon qu'un pôle identique A', 

séparé du pôle A par l'unité de longueur, exerce sur le pôle A une 

action répulsive égale à l'unité de force. 

D'après cette définition, on voit que la masse magnétique du 

pôle A' est égale à l'unité. Il en est de m ê m e de la masse magné

tique du pôle A. La masse magnétique du pôle étalon A est 

l'unité de masse magnétique ; elle est définie par cette pro

priété : deux masses magnétiques égales à l'unité, séparées 

par une longueur égale à l'unité, exercent l ' u n e sur l'autre 

une action répulsive égale à l'unité de force. 

O n voit sans peine que cette définition équivaut à la condition 

suivante : la fonction f (r) devient égale à l'unité lorsque la 

distance r est prise égale à V unité de longueur. 

§ 2. — Des éléments magnétiques. Action d'un aimant sur un pôle, 

Ce qui précède ne s'applique qu'aux actions mutuelles des ai

guilles aimantées qui sont très longues et très minces. Voici 

comment on peut étendre les considérations exposées au précé

dent paragraphe à l'étude des aimants quelconques (f ). 

(') Cette extension est due à Coulomb [Septième Mémoire sur l'Électricité 
et le Magnétisme : du Magnétisme. Art. XXX (Mémoires de l'Académie des 
Sciences, pour 1780,, p. 488)]. 



Prenons un corps aimanté de forme quelconque et décou

pons-le en éléments de volume. Nous admettrons que chacun de ces 

éléments de volume agit sur un pôle d'aimant extérieur à l'ai

mant comme s'il renfermait une certaine magnétique m, positive 

ou australe;, placée en un de ses points a et une masse magnétique 

(— m) égale à la précédente, de signe contraire et placée en un 

point b très voisin de a; en d'autres termes, nous regarderons les 

actions de cet élément c o m m e identiques aux actions d'une petite 

aiguille aimantée placée selon ba. Les définitions et les proposi

tions données dans ce qui précède pour les aiguilles aimantées 

s'étendront maintenant aisément aux actions exercées par un ai

mant quelconque sur un pôle magnétique qui lui est extérieur. 

Considérons un élément magnétique dv ou ba, et cherchons 

son action (1 ) sur la masse magnétique M placée en A. 

La masse m, située en a, exerce sur la masse M une action 

/• désignant la distance a A et la force F étant dirigée suivant a A. 

La masse (— m), située en b, exerce sur la masse M une ac

tion 

r' désignant la distance b A, et la force F' étant dirigée suivant b A. 

Si l'on déplace l'un par rapport à l'autre le pôle A et l'élément, 

les forces précédentes et les actions égales et directement oppo

sées que le pôle A exerce sur l'élément effectuent un travail 

Soit :p(r) une fonction quelconque de r, telle que 

nous aurons 

Désignons par l la direction ba; par dl la longueur ba; nous 

aurons 

( 1 ) Tout ce qui suit est du à Poisson [Mémoire sur la Théorie du magnétisme 
(Mémoires de l'Académie des Sciences, t. V, p. 2^7> i8a'|)]. 



et, par conséquent, 

Les actions mutuelles cl un élément magnétique et d un pôle 

d'aimant admettent un potentiel qui et pour valeur 

Les actions mutuelles d'un aimant quelconque et d'un pôle 

d'aimant admettent un potentiel, qui s'obtient en faisant la somme 

des potentiels de chacun des éléments magnétiques sur le pôle. 

Posons 

le signe ! indiquant une sommation qui s'étend à tous les élé

ments magnétiques qui composent un aimant. La fonction 1$, dé

finie par cette égalité, est ce qu'on n o m m e la fonction poten

tielle magnétique de l'aimant au point A. 

Le potentiel mutuel de l'aimant et d'une masse magnétique M , 

placée au point A, a alors pour valeur 

(3 ) n = M Ç . 

O n voit qu'un élément magnétique ne figure, dans l'expression 

de la fonction potentielle, que par la direction / et la valeur du 

produit mdl. 

La direction / ou ba est ce que l'on n o m m e la direction de l'ai

mantation en un point de l'élément. 

Le produit mdl est ce que l'on n o m m e le moment magnétique 

de l'élément. 

Soit dv le volume de l'élément, et posons 

m dl -— 3ÏL dv. 

3KJ est une quantité qui a, en tout point de l'aimant, une va

leur finie, et que nous nommerons l' intensi té d'aimantation en 

un point. 

O n voit, par ce qui précède, que les actions mutuelles d'un 

aimant et d'un pôle extérieur à cet aimant sont complètement 

définies lorsque l'on connaît la grandeur et la direction de 

l ' a i m a n t a t i o n en tout point de l'aimant. 



Sur la ligne /, dans la direction de cette ligne, portons une lon

gueur égale à 311. Soient X, il!>, S les projections de cette gran

deur sur trois axes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy, Oz. 

Ces trois quantités X, 1)1-., G sont les trois composantes de l'ai

mantation en un point de l'élément dv. 

La connaissance de ces trois quantités en tout point d'un ai

mant suffit à définir l'action de cet aimant sur tout pôle extérieur, 

car l'intensité de l'aimantation est alors donnée en tout point par 

l'égalité 
i 

et la direction de l'aimantation est définie par 

Ces relations permettent de donner une forme commode à la 

fonction potentielle magnétique définie par l'égalité ( 2 ) . 

O n a, en effet, 
mdl = Sïidv, 

cos(/', /) = cos(r, x) cos(7, x) -+- cos(/-, JK) c o s ( 7 , - + - cos(/ - , z) cos (l, z). 

Soient ce, y , z les coordonnées du point A, et \, r b £ les coor

données d'un point de l'élément dv. O n aura 

Si donc, c o m m e nous l'avons déjà fait, on définit la fonction 

» (/•) par l'égalité 

la fonction potentielle magnétique au point A aura pour expres

sion 

Dans la suite de cet Ouvrage, nous rencontrerons constamment 

des expressions de la forme 

/ 1 et f.x se déduisant de fel gs et g2 de g'par permutation tournante. 



Pour abréger les formules, nous représenterons une semblable 

expression par 

Moyennant cette notation, la formule précédente devient 

D'après la formule (3), on voit qu'une masse magnétique M , 

placée au point (%, y, Z) extérieur à l'aimant, subit, de la part de 

cet aimant, une action dont les composantes sont 

En effet, si l'on donne au pôle A un déplacement dont les com

posantes soient Sx, ày, 8z, sans déplacer l'aimant, les actions 

mutuelles de l'aimant et du pôle devront effectuer un travail 

Mais, d'après l'expression du potentiel mutuel de l'aimant et du 

pôle que donne la formule (3), ce travail doit aussi avoir pour 

valeur 

ce qui démontre l'exactitude des formules (6). 

§ 3. — Potentiel mutuel de deux aimants. 

Ayant le potentiel d'un aimant sur un pôle magnétique, nous 

pouvons trouver le potentiel d'un aimant sur un autre élément 

magnétique. 

Soient A et B les pôles de ce dernier; soit L la direction de 

son axe magnétique; soit dh la distance B A . Le point A a pour 

coordonnées œ, y, z, et le point B 



Les deux pôles A et B renferment des masses ma

gnétiques M et — M . 

Soit dv1 un élément de volume de l'aimant; soient (x1, y', z1) un 

point de cet élément; A-', il!/, ©' les composantes de l'aimanta

tion en ce point; /• la distance de ce point au point A ; /-

( la dis

tance de ce point au point B. 

D'après les égalités (3) et (5), l'aimant et le pôle A ont un 

potentiel mutuel 

D e m ê m e , l'aimant et le pôle B ont un potentiel mutuel 

Mais on a 

dv étant le volume de l'élément et 3ÏL son aimantation. 

Le potentiel mutuel de l'aimant v' et de l'élément dv a donc 

pour valeur 

Cette expression peut se transformer de diverses façons. O n a 

ce qui peut encore s'écrire, d'après l'égalité (5), en désignant par 

ty' (x, y , z) la fonction potentielle de l'aimant v' au point (x,y, z), 

O n a, d'ailleurs, 

et 



en sorte que l'égalité (7) peut s'écrire 

O n voit aussi, d'après les calculs précédents, que l'on peut écrire 

Ces formules trouvées, on obtient aisément, par sommation, le 

potentiel des actions mutuelles d'un aimant v et d'un autre ai

mant v'. D'après la formule (8), ce potentiel peut s'écrire 

Il est évident, par raison de symétrie, que l'on peut aussi bien 

l'écrire 

La forme symétrique de ce potentiel est en évidence dans l'expres

sion que l'on obtient en partant de la formule (9) 

Cette dernière formule renferme les lois des forces qui s'exercent 

entre deux aimants de forme quelconque. Elle nous montre que 

toutes ces lois peuvent être regardées c o m m e les conséquences de 

la définition suivante, que nous conserverons désormais à l'exclu

sion de toute autre, c o m m e définition des aimants : 

Un aimant est défini par la connaissance d1 une certaine 

grandeur géométrique, l ' a i m a n t a t i o n , affectée à chacun des 

points de sa masse. 



Les actions mutuelles de deux aimants rigides admettent un 

potentiel donné par l'une quelconque des trois formules équi

valentes (10), (10 bis) et (i i) ; <?(r) est une fonction de r, dont 

la forme sera déterminée ultérieurement. 

Tout ce qui précède cette définition doit être regardé comme 

une simple introduction à cette définition. 

g 4. — Forces qui agissent sur un aimant rigide. 

Un aimant rigide v est soumis à l'action d'un certain nombre 

d'autres aimants. Les actions qu'il subit peuvent toujours se ré

duire à une force (X, Y, Z) appliquée en un certain point O de 

l'aimant, et à un couple (L, M , N ) . O n peut aisément calculer 

cette force et ce couple lorsqu'on connaît la fonction potentielle 

magnétique "Q' des aimants agissants. 

Prenons le point O pour origine des coordonnées et nous trou

verons, en faisant usage du principe des vitesses virtuelles et de 

la formule (10), 

Ces formules permettront, en toutes circonstances, de trouver 

le mouvement d'un aimant rigide soumis à l'action d'aimants don

nés et de forces étrangères données. 



g 5. — Actions d'aimants éloignés. Moment magnétique. 

Nous terminerons ce Chapitre par deux propositions relatives à 

l'action d'un aimant très éloigné sur un pôle d'aimant et aux actions 

mutuelles de deux aimants très éloignés. Ces propositions nous 

seront utiles au Chapitre suivant. 

Le potentiel d'un aimant sur un pôle d'aimant M est donné par 

les formules (3) et (o). Supposons le pôle d'aimant M extrême

ment éloigné de l'aimant. Soit o la distance d'un point O (£, 7 ] , Ç), 

intérieur à l'aimant, au pôle M . Le terme principal du potentiel 

sera 

Posons 

La formule précédente pourra s'écrire 

Si l'on compare cette formule à la formule (î), on arrive à la 

proposition suivante : 

Pour calculer les actions mutuelles d'un aimant et d'un 

pôle d'aimant très éloignés V un de l'autre, on peut remplacer 

l'aimant par un élément magnétique situé en un de ses points 

et dont le moment magnétique serait la grandeur géométrique 

(A, B, C ) , définie par les égalités (13). 

La direction de la grandeur géométrique (A, B, C ) porte le n o m 

d'axe magnétique de l'aimant; sa grandeur est le moment ma

gnétique de l ' a i m a n t . 

Le potentiel mutuel de deux aimants est donné par l'égalité (i i). 

Supposons ces deux aimants très éloignés. Soit p la distance d'un 

point O (£, 7), Ç) du premier à un point 0 ' ( ^ ' , V , Ç') du second. 

Définissons encore A, B, C par les égalités (i3) et posons de 

m ê m e 



Le terme principal du potentiel mutuel des deux aimants sera 

L'action mutuelle de deux aimants très éloignés est la même 

que l'action de deux éléments magnétiques dont chacun serait 

situé à l'intérieur d'un de ces aimants et aurait même mo

ment magnétique et même direction d'axe magnétique que cet 

aimant. 



C H A P I T R E II 

DÉTERMINATION DE LA LOI DES ACTIONS MAGNÉTIQUES 
ET DE L'INTENSITÉ DU MAGNÉTISME TERRESTRE. 

§ 1. — Définition des éléments du magnétisme terrestre. 

La Terre agit sur les aimants ; les premières idées nettes sur ces 

actions sont dues à Coulomb ('), qui en a résumé les lois de la 

manière suivante : 

L'action F, que la terre exerce à un instant donné sur un 

pôle magnétique de masse m, placé en un point donné, est une 

grandeur géométrique donnée par l'égalité 

F = mT, 

T étant une grandeur géométrique entièrement définie à 

chaque instant et en chaque point du globe. 

La direction de la grandeur géométrique Test ce que l'on n o m m e 

la direction de l'action magnétique terrestre; la valeur de T est 

l ' i n t e n s i t é du magnétisme terrestre. 

L'angle que la direction T fait avec le plan horizontal du lieu 

est ce que l'on n o m m e l' i n c l i n a i s o n magnétique; l'inclinaison ma

gnétique est comptée positivement lorsque la direction T perce le 

plan horizontal de haut en bas; l'inclinaison magnétique est po

sitive dans les régions que nous habitons. 

( 1 ) COULOMB, Recherches sur la meilleure manière de fabriquer les aiguilles 
aimantées, de les suspendre, de s'assurer qu'elles sont dans le véritable méri
dien magnétique, enfin de rendre raison de leurs variations diurnes régu
lières (Mémoires des Savants étrangers, t. IX, p. 165; 1780). On trouvera une 
bibliographie très complète des écrits relatifs au magnétisme terrestre dans 
Verdet : Leçons sur le magnétisme terrestre (Œuvres de Verdel, t. IV). 



L e d e m i - p l a n m e n é p a r la v e r t i c a l e d u l i e u d ' o b s e r v a t i o n e t la 

d i r e c t i o n d e la f o r c e m a g n é t i q u e t e r r e s t r e , e t le d e m i - p l a n c o n 

s t i t u é p a r la p o r t i o n d u m é r i d i e n g é o g r a p h i q u e s i t u é e a u n o r d d e 

la v e r t i c a l e , f o r m e n t u n d i è d r e q u i p o r t e le n o m d e déclinaison 

magnétique. Si l e p r e m i e r d e m i - p l a n e s t à l ' o r i e n t d u m é r i d i e n 

g é o g r a p h i q u e , la d é c l i n a i s o n e s t c o m p t é e p o s i t i v e m e n t . D a n s les 

r é g i o n s q u e n o u s h a b i t o n s , à n o t r e é p o q u e , la d é c l i n a i s o n e s t o c 

c i d e n t a l e , c ' e s t - à - d i r e n é g a t i v e . 

S o i t O u n l i e u d ' o b s e r v a t i o n . M e n o n s en ce p o i n t u n s y s t è m e 

d ' a x e s r e c t a n g u l a i r e s c o n s t i t u é d e la m a n i è r e s u i v a n t e : 

L ' a x e d e s x e s t t a n g e n t à la m é r i d i e n n e d u l i e u e t d i r i g é ve r s Je 

n o r d ; l ' axe d e s y e s t t a n g e n t a u p a r a l l è l e d u l i eu e t d i r i g é v e r s 

l ' e s t ; l ' axe des z e s t v e r t i c a l e t d i r i g é v e r s le h a u t . S o i e n t X , Y , Z 

les c o m p o s a n t e s , s u i v a n t c e s t r o i s a x e s , d e l ' a c t i o n m a g n é t i q u e 

t e r r e s t r e . N o u s a u r o n s , e n d é s i g n a n t p a r i l ' i n c l i n a i s o n e t p a r o 

la d é c l i n a i s o n , 

A — T COS l COS b, 

Y = T cosisino, 

Z — — T sin t. 

S o i t I I la p r o j e c t i o n de la g r a n d e u r T s u r le p l a n h o r i z o n t a l . 

Nous a u r o n s 
H — Tcosi 

e t l es f o r m u l e s p r é c é d e n t e s p o u r r o n t s ' é c r i r e 

(1) 

X H cos S, 

Y — H sin o, 

Z = — H tang i. 

L a q u a n t i t é H es t ce q u e l ' o n n o m m e la composante horizon

tale de l'action magnétique terrestre. 

A la lo i p r é c é d e n t e , q u i r é s u m e les o b s e r v a t i o n s fa i tes a u s u j e t 

d e l ' a c t i o n q u e la t e r r e e x e r c e s u r u n a i m a n t , o n p e u t s u b s t i t u e r 

la s u i v a n t e , q u i r e v i e n t a u m ê m e l o r s q u ' i l s ' a g i t s e u l e m e n t d e 

c a l c u l e r l es fo r ce s p a r l e s q u e l l e s la t e r r e s o l l i c i t e u n a i m a n t , m a i s 

q u i p e u t s ' é t e n d r e à l ' é t u d e d ' a u t r e s p h é n o m è n e s : 

La terre se comporte, en chaque point O qui lui est exté-



rieur, comme un aimant dont la fonction potentielle magné

tique V vérifie en ce point O les égalités suivantes : 

H, i, o étant trois quantités qui ont une valeur donnée à chaque 

instant et en chaque point du globe et que l'on nomme les 

éléments du magnétisme terrestre en ce point. 

Ces éléments une fois connus, il est facile d exprimer les lois 

de l'action de la terre sur un aimant quelconque. Nous suppose

rons cet aimant assez petit par rapport aux dimensions de la terre 

pour que l'on puisse regarder les quantités H, i, o c o m m e des 

constantes au voisinage du lieu d'observation. Alors, les trois 

premières égalités (12) du Chapitre précédent, jointes aux for

mules (2), donneront pour composantes de la force appliquée à 

l'aimant 

L'action de la terre sur un aimant quelconque se réduit à 

un couple. 

O n sait comment Coulomb a vérifié celte proposition par l'ex

périence. 

Les trois dernières formules (12) du Chapitre précédent, jointes 

aux égalités ( 2 ) , donnent, pour expressions des composantes de 

ce couple, 

ou bien, en désignant par A, B, C les composantes du moment 



magnétique de l'aimant suivant les trois axes Ox, Oy, Oz, 

À = — H (B tangs -4- C sin o ), 

\x= H (G cos o n - À t a n g j ) , 

-i — H ( A s i n o —13 cosS). 

(3) 

Ces formules servent à la détermination des trois éléments du 

magnétisme terrestre. La détermination de la déclinaison et de 

l'inclinaison se fait au moyen des boussoles ; nous n'étudierons 

pas ici ces instruments, sur lesquels les traités classiques ren

ferment des détails suffisants. Nous nous occuperons seulement 

de la détermination de H. 

Soit M le moment magnétique d'un aimant. La détermination 

de H s'obtient en déterminant successivement, pour ce m ê m e ai-

M 

mant, les deux quantités M H et g • O n obtient ainsi, non seule

ment la valeur de l'intensité horizontale du magnétisme terrestre, 

mais encore la valeur du moment magnétique de l'aimant. 

Nous allons exposer les méthodes qui permettent de déterminer 

successivement, pour un m ê m e aimant, les deux quantités M H 
et 

§ 2. — Détermination de MIL 

Coulomb (') a montré le premier comment on pouvait, pour un 

aimant donné, déterminer le produit de son moment magnétique M 

par la composante horizontale du magnétisme terrestre H ; il a 

employé, dans ce but, deux méthodes : l'une fondée sur les lois 

de la torsion, l'autre sur les lois des petites oscillations. Cette 

dernière a reçu de Gauss de grands perfectionnements qui la 

rendent extrêmement précise; nous allons l'exposer sous la l'orme 

que Gauss lui a donnée ( 2). 

Considérons un aimant suspendu à un paquet de fils de cocon 

de telle façon que son axe magnétique soit horizontal. Supposons 

cet aimant très peu dévié de sa position d'équilibre et abandonné 

( ' ) COULOMB, Septième Mémoire sur l'électricité et le magnétisme : Du ma
gnétisme, art. II (Mémoires de l'Académie des Science, p. 45ô; 1789). 

( 1 ) GAUSS, Intensitas vis magneticœ terrestris ad mensuram absolutam re-
vocata (Çommentationes de Gœttingue, t. VIII; i84t. — GAUSS, Wérke, Bd. V, 
p. 81). 
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à lui-même. Il exécutera, de part et d'autre de sa position d'é

quilibre, des oscillations isochrones. Soit t la durée des oscilla

tions, K le moment d'inertie de l'appareil oscillant, OTLrfoj le 

moment du couple qui tend à ramener l'aiguille à sa position 

d'équilibre lorsqu'elle en est déviée d'un angle c/co; nous aurons, 

d'après la théorie du pendule composé, 

La quantité 31TL est la somme de deux termes : l'un provient de 

l'action du magnétisme terrestre, l'autre provient de la torsion 

des fils de cocon. 

Si les fds étaient sans torsion, l'axe magnétique de l'aimant se 

placerait suivant la direction crv {fig. i) de la méridienne magné-

Fig. .. 

tique, à l'est de la méridienne géographique et faisant avec elle un 

angle S égal à la déclinaison. 

Si le magnétisme terrestre n'agissait pas, l'axe magnétique 

prendrait, sous l'action de la torsion des fils, une direction O T 

faisant un angle v avec la méridienne magnétique. 

Soumis à ces deux actions, l'axe magnétique prend une orien

tation O A intermédiaire entre les deux précédentes ; soit a 

l'angle v O A qu'il fait avec la méridienne magnétique. 



Dans ces conditions, on a 

A = M C O S ( M H - 8 ) , B = M s in( i t -b 8). 

Le couple, dû à l'action du magnétisme terrestre, qui agit sur 

l'aiguille, a pour composante suivant la verticale, d'après la der

nière égalité (3), 
v — — MH sin u. 

L'angle de torsion est (c — u) et le couple de torsion a pour mo

ment par rapport à l'axe de suspension 

0(e — u), 

f) étant une quantité positive qui dépend de la nature du fil, de 

son état hygrométrique (influence que l'on élimine par des sub

stances desséchantes), enfin de la charge que porte le paquet de 

fils. 

Le couple qui agit sur l'aimant a pour moment, par rapporta 

l'axe de suspension, 
B(<; — u.\ — !HH sin ;/._ 

La valeur w que prend l'angle u lorsque l'équilibre est établi est 

donc donnée par l'égalité 

(5) Mil sinu> = 6(t> — co). 

C'est cette égalité qui servait à Coulomb dans la détermination 

de M H par la balance de torsion. 

Si l'on donne à u une valeur (o -)-• d<x>) voisine de celle qui 

convient à l'équilibre, le moment par rapport à l'axe de suspension 

du couple qui agit sur l'aimant prendra la valeur 

— (MH COSOJ -t- 8) dw. 

Nous avons donc, d'après la définition de 311, 

(6) 3\l> = MHcosw-i-O. 

Le moment de torsion du fil de cocon est très faible par rapport 

au moment du couple dû au magnétisme terrestre; G est très petit 

par rapport à M H ; donc, d'après l'égalité (5), l'angle w est très 

petit en valeur absolue; on peut, en négligeant les quantités 



de l'ordre de w 2, remplacer sin w par w et cos w par i. Posons 
alors 

et l'égalité (5) deviendra 

tandis que l'égalité (6) deviendra 

Cette valeur, reportée dans l'égalité (4 ), donne 

L'équation (o bis) va nous permettre de déterminer la valeur du 
coefficient n. 

O n ne connaît, en général, aucune des trois directions o-v, BA, 
O T ; on ne connaît donc ni a>, ni v; mais une disposition spéciale 
permet de faire varier l'angle de torsion d'une quantité connue. 
A cet effet, les fils de cocons sont encastrés, à leur partie infé

rieure, au centre d'un cercle divisé {fig- 2), tandis que l'étrier 

Fig. 3 . 

qui soutient l'aimant est invariablement lié à une alidade mobile 
sur ce cercle. En faisant tourner le cercle d'un angle V de gauche 



à droi te , on augmente d 'une quant i té connue V l'angle inconnu i>. 

L'aiguille est déviée vers l'est d 'un angle Q, très exactement obser

vable par la méthode de Poggendorff. Le nouvel angle w est donc 

(co + O), et le nouvel angle v, (p + V ) . On a alors 

ce qui, comparé à l 'égalité (5 bis), donne 

La quanti té n est alors donnée en fonction de quanti tés mesu

rables. 

Au lieu de faire une seule fois varier l 'angle v, on lui donne un 

grand nombre de variations, de manière à prendre la moyenne 

des déterminat ions obtenues pour n. Il est alors nécessaire, l 'ex

périence durant très longtemps , de tenir compte des variations 

subies pendant ce temps par la déclinaison te r res t re . On t ient 

compte de ces variations au moyen d'un second apparei l semblable 

au précédent . Il s'agit d'évaluer un terme correctif fort pe t i t ; on 

peut , dans la lecture des indications du second appareil , négliger 

la torsion des fils, qui ne ferait qu 'appor te r une per turba t ion très 

petite par rappor t à la valeur déjà très peti te de ce t e rme . 

Si l 'on désigne par d la quanti té dont on a augmenté la déclinai

son pendan t que v a augmenté de V, on aura 

ce qui, jo in t à l 'égalité (5 bis), donne 

Si, de même , S -f- d', S -f- d", . . . r eprésenten t les valeurs prises 

par la déclinaison aux instants où l 'on a donné à v les valeurs 

v + V , v -f- V", . . . , on aura 



Il suffira de prendre la moyenne des quantités 

pour avoir une détermination très exacte de la valeur de n. 

Dans une de ses expériences, Gauss a trouvé 

Le facteur • qui figure dans l'égalité (6 bis), diffère donc 

de l'unité de plus de 0,001. Il était bien nécessaire de tenir 

compte de ce facteur dans une méthode aussi précise que celle de 

Gauss. 

L'importance de cette correction, due à la torsion des fils de 

cocon, s'explique par ce fait que les paquets de fils de cocon em

ployés par Gauss, ayant à porter des aimants qui pesaient jusqu'à 

2.5 livres, renfermaient parfois 60 fils. 

Nous verrons tout à l'heure qu'au cours d'une m ê m e expérience 

on a à faire varier le poids supporté par les fils de cocon; 6 et, par 

conséquent, n dépendent de ce poids. Ainsi, dans une expérience 

de Gauss, n s'est trouvé égal à 497,4? Je poids de l'aiguille étant 

de 496 S 1) 2 e t égal à 4 24,8 lorsque l'aiguille portait une charge ad

ditionnelle qui élevait son poids à 710 8 r, 8. Ces variations de n sont 

loin d'être négligeables. Il faudra donc déterminer la valeur de n 

pour chacune des charges que doit, au cours des expériences, por

ter le fil de cocon. 

Nous regardons n c o m m e indépendant de la température et du 

temps; cela n'est pas tout à fait exact. 6 dépend de la température, 

H du temps, M de la température et du temps. Mais les variations 

qui en résultent pour n sont si faibles qu'elles n'altèrent pas sen

siblement la valeur du facteur 

La quantité n étant déterminée, l'équation (6 bis) nous donnera 

M H lorsque nous aurons déterminé t et K. 

La détermination de t ne souffre aucune difficulté. 

O n détermine la durée d'un grand nombre d'oscillations. C o m m e , 

pour se mettre à l'abri des causes d'erreiir provenant des cou

rants d'air, on prend des barreaux extrêmement massifs, les oscil

lations sont très lentes. O n se trouve amené ainsi à déterminer un 



temps considérable, ce que l'on peut faire avec une erreur relative 

très petite. 

Ainsi, dans une des expériences citées par Gauss, la durée de 

l'observation a été de i o 3 i o , 6 secondes. L'erreur commise par un 

observateur exercé sur la détermination d'un intervalle de temps 

ne dépasse pas certainement 0,2 secondes. La durée de l'observa

tion est donc déterminée à 0,00002 près, et il en est de m ê m e de 

la durée t de l'oscillation. Si, de plus, au lieu de se contenter d'une 

seule observation, on déduit les résultats cherchés de la moyenne 

d'un grand nombre d'observations, les erreurs sur l'évaluation de 

la durée d'oscillation, qui sont des erreurs purement fortuites, 

s'atténueront encore dans une notable proportion. 

Reste à déterminer K. 

L'appareil étant de forme compliquée, et l'homogénéité des 

diverses pièces dont il se compose étant douteuse, on ne peut 

songer, pour déterminer K, à employer les méthodes analytiques 

qui servent au calcul des moments d'inertie. Gauss a donné une 

méthode expérimentale très ingénieuse, qui permet d'évaluer K 

avec toute la précision désirable. 

A cet effet, l'étrier qui porte l'aimant {fig. 3 ) présente, au-

dessus de l'aimant, une chape dans laquelle peut glisser une règle 

de bois. 

Cette règle porte, à sa face supérieure, des pointes très déliées 

dont la distance au fil de suspension est marquée avec grand 

Fig. 3. 



soin. Sur ces pointes, on peut, par des anses, suspendre des 

poids. O n place des poids sensiblement égaux à des distances 

sensiblement égales du fil de suspension, de manière que la règle 

de bois reste rigoureusement horizontale. Cherchons le nouveau 

moment d'inertie K| de l'appareil. 

Soit G le moment d'inertie inconnu de la barre de bois seule ; 

soient Q et Q' les moments d'inertie des poids P et P' par rap

port à des axes verticaux passant par leurs centres de gravité res

pectifs et, par conséquent, par les petites pointes de suspension; 

soient r (, r\ les distances de ces pointes au fil de suspension. Le 

nouveau moment d'inertie sera 

Suspendons les poids à des distances r 2 et r'., des fds de sus

pension; l'appareil prendra un nouveau moment d'inertie 

A u x trois cas que nous venons de considérer, correspondront 

des durées d'oscillations t, t t , t%, et l'on aura 

n1 est la valeur que prend n lorsque les fils de cocon portent non 

seulement l'aimant, mais encore la règle de bois et les poids ad

ditionnels. 

Ces trois équations, fournies par trois observations, nous don

neront les trois inconnues K, (C + Q + Q') et M H . Si m ê m e on 

ne veut connaître que M H , on pourra regarder (K + C + Q + Q') 

comme une seule inconnue et se contenter des deux dernières 

équations. 

A u lieu de deux ou trois observations, on en fait un grand 

nombre; chacune d'elles fournit une équation, et, de ce grand 

nombre d'équations, on déduit la valeur des inconnues par la 

méthode des moindres carrés. Mais, chaque observation isolée 

étant très longue, l'ensemble de toutes ces observations dure un 

temps très considérable; il est nécessaire de tenir compte des va-



riations que subit M H , soit par suite des variations que H éprouve 

avec le temps, soit par suite des variations très petites que peu

vent produire sur M les faibles changements de température de 

l'observatoire. Nous allons nous proposer de corriger les obser

vations de manière à obtenir la valeur moyenne de M H pendant 

la première expérience. 

Pendant la seconde expérience, M est devenu Mi et H est de

venu H , . L'équation relative à cette seconde expérience doit 

donc s'écrire 

U n second appareil, analogue au premier, soumis sensiblement 

aux mêmes variations de température que le premier, est placé à 

une distance suffisante du premier pour ne pas exercer sur lui 

d'influence notable. O n le fait osciller pendant qu'on effectue 

sur le premier la première expérience. Soient v la valeur de n qui 

convient au second magnétomètre; % le moment d'inertie de 

l'appareil oscillant; m la valeur moyenne du moment magnétique 

de l'aimant qu'il porte pendant la durée de la première expé

rience; H la valeur moyenne de la composante horizontale du 

magnétisme terrestre pendant le m ê m e temps; T la durée d'oscil

lation. O n a 

O n fait encore osciller ce second magnétomètre pendant que 

Ton effectue sur le premier la seconde expérience ; m et H ayant 

pris les nouvelles valeurs m, et H ( , T prend la nouvelle valeur T ( 

et l'on a 
2 /̂ 

Les deux aimants ayant été soumis sensiblement aux mêmes 

variations de température, on peut admettre que l'on a sensible

ment 

et, par conséquent, 



L'équation relative à la seconde expérience devra donc s'écrire 

Si ~, Ti, t 2 ) • • • sont les durées d'oscillation du second magnéto

mètre aux époques où l'on effectue sur le premier la première, la 

deuxième, la troisième expérience, ..., la valeur moyenne de M H 

pendant la première de ces expériences s'obtiendra en appliquant 

la méthode des moindres carrés aux équations 

où les inconnues sont K, (C + Q + Q') et M H . 

O n obtiendra ainsi M H avec une extrême précision. 

Pour déterminer le rappor on peut, au lieu de faire os

ciller le second aimant, observer l'effort qu'il faut exercer, au 

moyen d'une suspension bifilaire, pour le maintenir dans une po

sition invariable. Cette disposition constitue le magnétomètre, 

bifilaire de Gauss ('), que nous ne décrirons pas ici. 

§ 3. — Détermination de 

Poisson ( 2) a indiqué la méthode qui permet de déterminer, 

pour un barreau aimanté, le rapport du moment magnétique à la 

composante horizontale du magnétisme terrestre : elle consiste à 

( 1 ) GAUSS, Ueber ein neues, zunächst zur unmittelbaren Beobachtung der 
Veränderungen in der Intensität des horizontalen Theils des Erdmagnetis-
mus bestimmtes Instrument (GAUSS et WEBER, Besultate aus den Beobach-
tungen. des magnetischen Vereins, p. 1 ; 1837. — GAUSS, Werke, V, p. 357). — 
GAUSS, Zur Bestimmung der Constanten des Bifilarmagnetometers (ibid., 
p. 1; 1840. — GAUSS, Werke, t. V, p. 404) 

( ' ) POISSON, Second Mémoire sur la Théorie du Magnétisme (Mémoire de 
l'Académie des Sciences, t. V, p. 52o; 1824). 



observer la position d'équilibre d'une aiguille, mobile dans un 
plan horizontal, d'abord sous l'action de la terre seule, puis sous 
l'action simultanée de la terre et du barreau. La méthode indiquée 
par Poisson supposait connue la forme de la fonction f {r) qui 
entre dans l'expression de la loi des actions magnétiques. Gauss 
a modifié cette méthode de telle façon que, non seulement elle 
n'exige plus la connaissance de la fonction /(/'), mais encore 
qu'elle contribue à la détermination de cette fonction. 

Une aiguille, dont l'axe magnétique est horizontal, est sus
pendue à un fil de cocon; si le fil était sans torsion, l'axe magné
tique de cette aiguille se placerait suivant la méridienne ma
gnétique O V {fig- 4)- Grâce à la torsion du fil, si le magnétisme 

terrestre n'existait pas, l'axe magnétique viendrait se placer sui
vant la direction O T . En réalité, sous l'action simultanée du ma
gnétisme terrestre et de la torsion du fil, l'axe magnétique se 
place dans la direction BA. Soient v l'angle v O T , w l'angle v O A , 



m le moment magnétique de l'aiguille. Nous aurons, d après 

l'égalité (5), 
m i l sinw = 0 ( P — <o). 

Sur le prolongement de la ligne A B , à une grande distance du 

point O, nous plaçons un barreau aimanté de moment M , de telle 

façon que son axe magnétique ab soit horizontal et normal à BA. 

L'aimant A B se trouve alors dévié ; il vient en A'B'; soit X l'angle 

AOA'. Nous allons chercher la valeur de cet angle ~k ou plutôt de 

la limite vers laquelle tend cet angle lorsque les deux aimants 

sont extrêmement éloignés. Nous savons que, pour trouver cette 

limite, il est permis de remplacer les deux aimants par deux élé

ments magnétiques ayant m ê m e direction d'axe et m ê m e moment 

magnétique que les deux aimants; on peut supposer que l'un de 

ces éléments, A B , ait son milieu en O et que l'autre, ab, ait son 

milieu P sur la direction BA. 

Exprimons que l'aiguille aimantée mobile est en équilibre lors

que son axe magnétique est dirigé suivant B'A' et que, par con

séquent, les actions auxquelles elle est alors soumise ont un mo

ment nul par rapport à l'axe de suspension. 

Le magnétisme terrestre exerce une action dont le moment, p ai-

rapport à l'axe de supension, a pour valeur 

— ma sin(co -h À . 

Le couple de torsion w, par rapport au m ê m e axe, un moment 

0 ( e —10 — X ) . 

Le pôle a de l'élément ab renferme une quantité Q de fluide 

austral. Il exerce sur le pôle A de l'élément A B , qui renferme une 

quantité q du m ê m e fluide, une action répulsive dirigée suivant 

a Psi et ayant pour valeur 

Le pôle b exerce sur le m ê m e pôle A' une action attractive, 

dirigée suivant A'b et qui a pour valeur 

Le point A' diffère infiniment peu du point A. O n peut regarder 

ces deux forces c o m m e ayant sensiblement m ê m e grandeur et m ê m e 



direction que si le point A' était en A. O n a alors 

2 l étant la longueur de l'élément ab et /* la distance PA. Posons 

Les deux forces considérées auraient une résultante normale à A B , 

dirigée vers l'est, et ayant pour valeur 

Le moment de cette force par rapport à l'axe de suspension, au 

moment où son point d'application est venu en A', a pour valeur 

L'action de l'élément ab sur le pôle B est, de m ê m e , une force 

normale à A B dirigée vers l'ouest. Si ;•' désigne la distance P B et 

si l'on pose 
1 

cette force aura pour valeur 

et lorsque le point d'application de cette force viendra en B'; son 

moment par rapport à l'axe de suspension prendra la valeur 

Soit R la distance O P ; la somme des deux moments précé

dents peut s'écrire, en négligeant les infiniment petits d'ordre 

supérieur, 

Mais on a 

Le moment précédent devient 



La condition d'équilibre de notre aiguille A B est la suivante : 

O h peut l'écrire 

Mais les angles w et X sont très petits; on peut remplacer sin w cosX 

par sinto en négligeant les infiniment petits du troisième ordre, et 

c o m m e 

la condition précédente devient 

cos w sin l peut être remplacé, en négligeant les infiniment petits 

du troisième ordre, par sin X; peut être, au m ê m e degré d'ap

proximation, remplacé par Osin[A. Si l'on pose 

l'égalité précédente deviendra 

Telle est la formule qui donne la valeur limite de tang X lorsque 

les deux aimants sont infiniment éloignes. 

Supposons que la fonction f(R) puisse, au moins pour les 

valeurs de R supérieures à une certaine limite, se développer 

en une série uniformément convergente ordonnée suivant les 

puissances entières et négatives de R, 

L'équation précédente deviendra 

Supposons les deux aimants situés à distance finie ; soit R la 

distance du centre de figure de l'aimant ab à l'axe de suspension. 



L'angle À aura une valeur liée à R par la relation 

B, C, . . . étant des coefficients dont la forme importe peu. 

Imaginons maintenant une seconde expérience, analogue à la 

précédente; l'aimant ab est encore à une grande distance du 

point O ; son axe magnétique est toujours normal à A B , mais, de 

plus, l'aimant lui-même est placé sur la normale à A B {fig. 5). 

L'aiguille sera, dans ce cas, déviée vers l'est d'un angle À'. O n 

verra aisément que la condition d'équilibre de l'aiguille est, dans 

ce cas, 

ce qui, toute simplification faite, peut s'écrire de la manière sui

vante 

ou encore 

Telle est la formule qui donne la limite vers laquelle tend tan g)/ 

lorsque l'on éloigne infiniment les deux aimants. En vertu de l'hy-



pothèse exprimée par la formule (8), on peut l'écrire 

Si l'on prend deux aimants situés à distance finie, l'angle V aura 

une valeur liée à la distance R du milieu des deux aimants par une 

relation de la forme 

Dans une expérience où R était toujours égal ou supérieur à 

quatre fois la longueur de l'aimant ab, Gauss a trouvé que tang l 

et tang V pouvaient être représentés par les deux formules 

La comparaison de ces résultats de l'expérience nous donne 

Or la comparaison des formules (9) et (10) donne 

L'expérience de Gauss démontre donc que l'on a 

Ainsi donc, si nous voulons que/(R) soit développable en série 

uniformément convergente, ordonnée suivant les puissances néga

tives de R, cette série sera forcément de la forme 

en d'autres termes, pour les distances très grandes de r, la 

fonction f(r) varie en raison inverse du carré de la distance. 

Cette vérité, établie par Gauss d'une manière très précise, vient 

à l'appui de l'hypothèse à laquelle Coulomb avait été amené par 

ses expériences; cette hypothèse, que nous admettrons désormais, 



est la suivante : la fonction /(/') est, pour toute valeur de r, 

proportionnelle à ^ • 

Par définition, la fonction /(r) doit prendre la valeur i en m ê m e 

temps que r•; on a donc 

Ce résultat obtenu, nous pouvons déterminer 

et(1) deviennent, en effet, 

Les formules (9] 

Or on pourra, par l'expérience, déterminer avec une grande ap

proximation les coefficients du premier terme des séries qui re

présentent tang l et tang ),'. N pouvant être déterminé par la mé

thode que nous avons indiquée au § 2 , on pourra obtenir la valeur 

du rapport pour 1 aimant ab. 

Sachant, pour un m ê m e aimant, déterminer M H et on pourra 

connaître le moment magnétique M de l'aimant et la composante 

horizontale H du magnétisme terrestre. 

Nous avons réduit, dans ce qui précède, l'exposé de la méthode 

de Gauss à ses points essentiels. Bien des détails pourraient être 

ajoutés. 

Nous avons supposé, dans la détermination de M H , que les os

cillations de l'aimant étaient infiniment petites. Ces oscillations 

peuvent avoir une amplitude assez grande pour qu'il y ait lieu d'en 

tenir compte dans l'expression de leur durée; on pourra le faire 

par des méthodes que Gauss a indiquées ('). 

Il est nécessaire de connaître la direction de l'axe magnétique 

de l'aimant dont on détermine le moment magnétique. Gold-

( ' ) GAUSS, Anleitung zur Beslimmung der Schwingungsdauer einer Magnet-
nadel (Resultate aus den Beobachtungen des magiietischen Vereins, 1837, 
p. 58. — GAUSS, Werke, Bd. V, p. 37/j ). 

D. - II. 3 



schmidt (') a montré comment, sur cet aimant, on pouvait placer 

un miroir dont la normale coïncidât avec l'axe magnétique de l'ai

mant. 

Enfin, il y a lieu de tenir compte de phénomènes d'induction 

magnétique, pour l'étude desquels nous renverrons aux Mémoires 

de M . Mascart ( 2). 

( ' ) GOLDSCHMIDT, Auszug aus sechsjâhrigen tâglichen Beobachtungen der 
magnetischen Declination zu Goettingen (Ibid., 1839, p. 102). 

( 2 ) MASCART, Recherches sur le magnétisme (Annales de Chimie et de Phy
sique, 6e série, t. XVIII, p. 1; 1889). — Sur la mesure du champ magnétique 
terrestre (Ibid., t. XIX, p. 289; 1890). 



C H A P I T R E I I I . 

LA FONCTION POTENTIELLE MAGNÉTIQUE ET LE POTENTIEL. 
MAGNÉTIQUE. 

§ 1. — La fonction potentielle magnétique à l'extérieur d'un aimant. 

Nous avons vu [Chapitre I, égalité (5)] que, si dv est un élé

ment de volume, de coordonnées E, 7 ) , Ç, intérieur à un aimant; 

si Jl», ill), S sont, en un point de cet élément, les composantes de 

l'aimantation, on donne le n o m de fonction potentielle magné

tique de cet aimant, en un point (x, y , z) qui lui est extérieur, à 

la fonction 

La fonction »(/') elle-même est définie de la manière suivante 

[Chapitre I, égalité (4)] 

Nous avons admis que l'on avait [Chapitre II, égalité (12)] 

Nous pouvons donc prendre 

et définir la fonction potentielle magnétique en un point [x, y , z) 

extérieur à un aimant par l'égalité 

Il est évident qu'à l'extérieur de l'aimant cette fonction est 



uniforme, finie et continue ainsi que ses dérivées partielles de 

tous les ordres par rapport aux variables x, y , z. A l'infini, elle 

se comporte c o m m e une fonction potentielle électrostatique. 

Si, au point (x, y , z), se trouvait une quantité de fluide ma

gnétique austral égale à l'unité, cette masse magnétique subirait, 

de la part de l'aimant, une action dont les composantes X , Y, Z 

seraient données par les égalités [Chapitre I, égalité ( 6 ) ] 

L'expression ( i ) est susceptible d'une transformation très re

marquable. Une intégration permet de l'écrire 

dS étant un élément de la surface qui limite l'aimant et N,- la nor

male à cet élément vers l'intérieur de l'aimant. 

L'égalité (3) peut s'interpréter de la manière suivante : 

Imaginons un fluide fictif, susceptible de se distribuer en des 

volumes ou sur des surfaces à la manière du fluide électrique. 

Supposons que l'on distribue de ce fluide à l'intérieur d'un ai

mant, de manière qu'il ait au point (£, 7 ] , une densité solide 

et que l'on distribue aussi de ce fluide à la surface de l'aimant 

avec une densité superficielle 

D'après la formule (3), la fonction (x, y , z) sera la fonction 

potentielle de cette distribution fictive. 

Imaginons que ce fluide fictif agisse sur les fluides magnétiques 

c o m m e agissent les fluides magnétiques eux-mêmes, et le résultat 

exprimé par l'égalité (3) pourra s'énoncer en disant que l'aimant 

exerce sur toute masse magnétique extérieure la même action 

que la distribution fictive définie par les égalités (4) et (5). 

La fonction potentielle magnétique de l'aimant étant iden

tique à la fonction potentielle ordinaire de cette distribution fic

tive, on voit de suite, par les propriétés de la fonction potentielle 



ordinaire, que l'on a, en tout point extérieur à l'aimant 

La fonction potentielle magnétique est harmonique en tout 

point extérieur à l'aimant. 

§ 2. — La fonction potentielle magnétique à l'intérieur d'un aimant. 

Nous venons d'indiquer quelles sont les propriétés fondamen

tales de la fonction potentielle magnétique d'un aimant en un 

point {x, y , -s) extérieur à cet aimant. Considérons maintenant 

un point {x, y , z) intérieur à l'aimant, et voyons dans quelle me

sure on peut lui étendre les propositions précédentes. 

Pour les points (£, Y), Ç) infiniment voisins du point (x, y , z), 

la quantité i devient infinie. O n peut donc se demander si l'in

tégrale 

conserve un sens. 

Entourons le point (£, rj, Ç) d'une petite surface convexe o\ 

Soit 

l'intégrale s'étendant à tous les éléments du du volume u com

pris entre les surfaces c et S. La question qu'il s'agit d'examiner 

est la suivante : l'intégrale J tend-elle vers une limite déterminée 

lorsque la surface cr se resserre autour du point {x, y , z), de ma

nière à revenir s'évanouir en ce point par une série quelconque 

de formes? 

La quantité j étant finie pour tous les points (£, 7|, Ç) du vo

lume u, on peut toujours, au moyen d'une intégration par par

ties, amener la quantité J à la forme 

Cette transformation faite, contractons la surface o-. 



Le premier terme de J demeure invariable. 

Désignons par dw l'angle sous lequel, du point (x,y, z), on 

voit l'élément du: le second terme de J peut s'écrire 

l'intégration s'étendant à la sphère de rayon i ayant pour centre 

le point y , s). Or, la surface <r étant convexe, la quantité 

cos (N,-, 7') est positive pour tout élément <iw et ne peut devenir 

nulle en aucun d'eux. Lorsque la surface <r se contracte pour ve

nir s'évanouir au point (x,y, z), r tend vers o. Il en est donc 

de m ê m e du second terme de J. 

Le troisième terme de J représente la fonction potentielle ordi

naire au point (x, y , z) du fluide fictif distribué en tout point du 

volume u avec la densité p donnée par l'égalité (4). D'après les 

propriétés de la fonction potentielle ordinaire, lorsque la surface a 

vient s'évanouir au point (x,y, s), ce troisième terme tend vers 

une limite parfaitement déterminée qui est 

l'intégrale s'étendant au volume entier de l'aimant. 

De là les conséquences suivantes : 

i ° Lorsque la surface u vient s'évanouir au point (x,y,z) d'une 

manière quelconque, la quantité J tend vers une limite finie et 

entièrement déterminée. Il en résulte que l'intégrale 

garde un sens lorsque le point {x, y , z) est intérieur à l'aimant 

ou se trouve à sa surface. C'est une fonction t? (x, y , z) des 

coordonnées x, y , z de ce point, fonction à laquelle nous con

serverons le n o m de fonction potentielle magnétique de l'ai

mant au point [x, y , z). 

a 0 O n peut, quelle que soit dans l'espace la position du point 

(x, y , z), écrire l'égalité 



que nous savions déjà être exacte dans le cas où le point {x, y , z) 

est extérieur à l'aimant. 

La fonction potentielle magnétique d'un aimant en un point 

quelconque est donc la somme des fonctions potentielles ordi

naires au m ê m e point de deux distributions fictives : l'une a pour 

densité solide, en tout point intérieur à l'aimant, la quantité p 

définie par l'égalité (4); l'autre a pour densité superficielle, en 

tout point de la surface de l'aimant, la quantité u définie par l'é

galité (5). 

Les propriétés connues de la fonction potentielle ordinaire 

fournissent alors autant de propriétés de la fonction potentielle 

magnétique. Enumérons ces propriétés : 

i ° Si la quantité p a une valeur finie en tout point intérieur a 

l'aimant, la fonction Ç (x, y , z) est continue et admet des déri

vées partielles du premier ordre par rapport à x, y , z, en tout 

point intérieur à l'aimant. Ces dérivées ont pour expression 

2° Si la quantité p admet en tout point intérieur à l'aimant des 

dérivées partielles du premier ordre qui soient finies, la fonction 

potentielle magnétique "<? (x, y , z) admet, en tout point intérieur 

à l'aimant, des dérivées partielles du second ordre qui sont finies, 

et ces dérivées vérifient la condition suivante 

3" La fonction <? varie d'une manière continue, m ê m e à la tra

versée de la surface S, si la densité o- est finie; mais ses dérivées 

partielles subissent une brusque variation au passage de cette sur

face; suivant une direction tangente à la surface S, la dérivée par

tielle du premier ordre de la fonction t? n'éprouve aucune dis

continuité à la traversée de la surface S ; mais il n'en est pas de 



m ê m e pour la dérivée suivant la normale à la surface S. Soient 

N;, N e les deux directions de la normale en un point à cette sur

face ; on aura 

4° Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que les quan-

tiés <A>,ift, 8- variaient d'une manière continue d'un point à l'autre 

de l'aimant; il peut arriver que ces quantités soient discontinues 

le long- d'une certaine surface ; cette surface devra alors porter 

une distribution de fluide fictif qui aura pour densité 

X,, oit), ©) étant les valeurs de X, S d'un côté de la surface 

de discontinuité; X», T)ï>2j ©2 les valeurs des mêmes quantités de 

l'autre côté de la surface; N ( , N 2 les deux directions de la nor

male à cette surface. 

A u x divers points de cette surface, on aura 

5° Si l'on place, en un point (x, y , z) intérieur à l'aimant, une 

quantité de fluide magnétique égale à l'unité, la distribution fic

tive définie par les égalités (4) et (5) exercera sur cette masse 

une action parfaitement déterminée, dont les composantes X , 

Y, Z seront données par les formules 

Peut-on énoncer cette proposition, ainsi qu'on serait tenté de 

le faire, de la manière suivante : Un aimant exerce sur une 

masse magnétique égale à l'unité placée en un point inté

rieur (x, y , z) une action parfaitement déterminée, dont les 

composantes sont données par les formules ( i i ) ? 

Nous allons voir que cette expression : action d'un aimant 

sur une masse magnétique concentrée en un point qui lui est 

intérieur, ne peut avoir aucun sens si l'on admet que la loi donnée 

par Coulomb et Gauss pour les actions mutuelles des particules 

magnétiques demeure exacte, m ê m e pour les particules au contact. 



L'aimant est limité par une surface S; entourons le point 

M(x,y,z) intérieur à cet aimant par une petite surface con

vexe a-. Désignons par A l'aimant donné, dont le volume est et 

par B l'aimant, de volume w, compris entre les surfaces S et <r. 

Soit V {x, y , z) la fonction potentielle au point M de l'aimant B ; 

soient S, H, Z les composantes de l'action que cet aimant B 

exerce sur une masse magnétique égale à l'unité placée au point M . 

Le point M n'appartenant pas au volume occupé par l'aimant B, 

on a 

D'après les égalités (7), la première de ces deux égalités peut 

s'écrire 

Les quantités H et Z sont susceptibles de s'exprimer d'une 

manière analogue. 

Supposons que l'on contracte la surface a- autour du point M 

de manière qu'elle vienne s'évanouir au point M . La quantité 

précédente varie. Si elle tendait vers une limite dont la valeur 

fût indépendante de la série des formes par lesquelles la surface cr 

a passé pour venir s'évanouir au point M , nous pourrions dire 

que cette limite représente la composante parallèle à Ox de l'ac

tion exercée au. point M par l'aimant A. Mais nous allons voir 

qu'il n'en est pas ainsi. 

Examinons séparémeut les trois termes dont se compose S. 

Le premier terme ne varie pas lorsque la surface cr varie. 

L'existence déjà prouvée de l'intégrale 

équivaut à ce fait que, lorsque la surface a- vient s'évanouir au 

point M , la quantité 



tend vers une limite finie, indépendante de la série des formes 

par lesquelles a passé la surface cr. 

Mais il n'en est plus de m ê m e du second terme de E, 

Nous allons démontrer que, si l'on contracte la surface cr de ma

nière qu'elle vienne s'évanouir au point M par une série de formes 

homothétiques les unes des autres par rapport au point M , la 

quantité précédente tend vers une limite déterminée, mais que la 

valeur de cette limite dépend de la forme initiale de la surface cr. 

Prenons, en effet, une des surfaces par lesquelles passe cr en se 

contractant. Pour cette surface, on a 

x, [i, y étant les composantes de l'aimantation au point (a;, y , z). 

Lorsque la surlace cr se contracte, tend vers une limite finie; 

(-A> — a), (ift>—(3), ( 3 — y ) tendent vers o. Le second terme 

de / tend donc vers o. 

D'autre part, on a 

Si l'on remarque alors que, pour deux surfaces cr homothétiques 

l'une de l'autre par rapport au point M , les quantités 



ont la m ê m e valeur, on verra sans peine que l'on a 

les trois sommations s'étendant à la surface cr initiale. 

Pour prouver ce que nous avons avancé, il suffit de montrer 

que, pour deux formes initiales différentes de la surface cr, la 

quantité 

n'a pas en général la m ê m e valeur. 

Supposons que la forme initiale de la surface cr soit celle d'un 

cylindre dont les génératrices sont parallèles à l'axe des x(/ig.6). 

Soient B et B'les deux bases. Pour la surface latérale, on a, en 

tout point, 
cos(N ;-, x) = o ; 

pour la base B, on a, en tout point, N, étant la normale extérieure 

à la surface cr, 
cos(N/, x) = i ; 



pour la base B , on a, en tout point, 

Donc, pour notre cylindre, on a 

Désignons par OJ l'angle sous lequel la base B est vue du 

point M , et par w' l'angle sous lequel la base B' est vue du m ê m e 

point. Il est aisé de voir que l'égalité précédente peut s'écrire 

O n voit bien alors que cette quantité dépend de la forme du cy

lindre et de la position du point M dans ce cylindre. 

Ainsi l'expression : action d'un aimant sur une masse ma

gnétique concentrée en un point qui lui est intérieur n'a aucun 

sens. C'est une proposition capitale dans l'étude du magnétisme; 

beaucoup d'erreurs ont été commises par les auteurs qui l'ont mé

connue. 

La plupart des propositions démontrées dans ce qui précède sont 

dues à Poisson ('), bien que les travaux de Poisson sur ces ques

tions renferment quelques inexactitudes (-). 

§ 3. — Du potentiel magnétique. 

D'après ce que nous avons vu au Chapitre I, et d'après la déter

mination de la fonction »(/*) obtenue au début de ce Chapitre, le 

potentiel des actions magnétiques mutuelles de deux aimants A, A' 

( ' ) POISSON (Bulletin de la Société Philomathique, décembre I8I3). — Mé
moire sur la théorie du Magnétisme, lu à l'Académie des Sciences, le 2 février 
1824 (Mémoires de l'Académie des Sciences, années 1821 et 1822, t. V, p. 247)-

(') Voir, au sujet des inexactitudes commises par Poisson, notre Étude histo
rique sur l'aimantation par influence (Annales de la Faculté des Sciences de 
Toulouse, t. II, 1887). 



est susceptible de deux expressions distinctes. O n peut l'écrire 

[Chap. I , égalité (11)l 

chacune des intégrations s étendant a 1 un des deux aimants. O n 

peut aussi, en désignant par © la fonction potentielle magnétique 

de l'aimant A, par O' la fonction potentielle magnétique de l'ai

mant A', donner à $ l'une des deux formes équivalentes [Chap. 1, 

égalités (10) et (10 bis)] 

De ces égalités, on déduit 

Soit T? la fonction potentielle magnétique de l'ensemble des deux 

aimants; nous aurons 

Considérons la fonction y définie par l'égalité 

En vertu des égalités ( i 3 ) et ( i 4 ) , on voit que l'on peut écrire 

Or, si l'on déplace l'aimant A sans changer sa forme ni son aiman

tation, la quantité dv gardera évidemment une valeur 

invariable; de m ê m e , si l'on déplace l'aimant A' sans changer sa 



forme ni son aimantation, la quantité dv' gardera une 

valeur invariable, S i donc on déplace 1 un par rapport à 1 autre 

les deux aimants sans changer leur forme ni leur aimantation, on 

aura l'égalité 

qui permet d'énoncer le théorème suivant : 

Lorsqu'on déplace l'un par rapport à l'autre deux aimants 

dont on maintient constantes la forme et l'aimantation, les 

actions mutuelles de ces deux aimants effectuent un travail 

égal, au signe près, à la variation que ce déplacement fait 

subir à la quantité définie par l'égalité 

Nous donnerons désormais à cette quantité $ le n o m de poten

tiel magnétique du système des deux aimants. Cette définition 

s'étend évidemment à un système formé d'un nombre quelconque 

d'aimants. 

Soit S la surface qui limite le volume v de l'aimant A ; soit N/ la 

normale à cette surface vers l'intérieur de l'aimant; soit S' la sur

face qui limite le volume v' de l'aimant A'; soit N; la normale à 

cette surface vers l'intérieur de l'aimant. Posons 

Les égalités (7) nous permettront d'écrire 

/• désignant, dans ces diverses intégrales, les distances respectives 

du point {x,y, z) aux éléments dSt, dS\, dv,, dv\. Nous aurons, 

de m ê m e , 

D'ailleurs, les propriétés de la fonction potentielle ordinaire nous 



permettent d'écrire 

lia réunissant ces divers résultats, on voit que l'égalité ( 1 0 ) peul 

s'écrire 

Une intégration par parties permettra de remplacer cette égalité 

par la suivante 

Cette égalité (16) nous démontre une importante proposition qui 

complète celle que nous avions démontrée au § 1 . 

Distribuons du fluide fictif, tant à l'intérieur des deux ai

mants A et A' qu'à leur surface, suivant les lois i n d i q u é e s par 

les égalités (4 bis) et (5 bis); imaginons que deux quantités q, 

q' de fluide fictif, séparées par une distance r, exercent l'une 

sur l'autre une action répulsive ayant pour v a l e u r • Le 



potentiel des actions mutuelles de ces charges fictives sera pré

cisément égal au potentiel magnétique du système. 

Ainsi, il est permis de substituer à des aimants la distribution 

fictive définie par les égalités (4 bis) et (5 bis), non seulement 

lorsqu'on veut calculer les actions que ces aimants exercent sur un 

pôle magnétique extérieur, mais encore lorsque l'on veut calculer 

les actions qu'ils exercent les uns sur les autres. 

L'égalité (16) donne à af une forme analogue à celle d'un poten

tiel électrostatique. Les propriétés connues du potentiel électro

statique vont nous permettre de donner une nouvelle forme à cette 

expression de ;y. Remarquons que la distribution fictive dont JT est 

le potentiel a pour fonction potentielle ordinaire la fonction po

tentielle magnétique "Q, et nous pourrons écrire [ Livre I, Chap. IX, 

égalité (9)] : 

l'intégration s'étendant à tout l'espace. 

Cette égalité (17) nous montre que est essentiellement positif; 

à moins que l'on n'ait dans tout l'espace 

C o m m e , d'ailleurs, la fonction 1? est continue dans tout l'espace et 

égale à o à l'infini, ces égalités exigeraient que l'on eût, dans tout 

l'espace, 

Le potentiel magnétique d'un système aimanté est positif, à 

moins que la fonction potentielle magnétique ne soit égale ào 

dans tout l'espace. 

La fonction potentielle magnétique sera évidemment égale à o 

dans tout l'espace si le système n'est pas aimanté; mais il n'est 

pas nécessaire que le système ne présente aucune aimantation 

pour que la fonction potentielle magnétique soit égale à o dans 

tout l'espace. D'après l'égalité (3) elles propriétés connues de la 

fonction potentielle ordinaire, il est nécessaire et suffisant, pour 

qu'il en soit ainsi, que les composantes de l'aimantation vérifient 



en tout point intérieur à chacun des aimants l'égalité 

et, en tout point de la surface de chacun de ces aimants, l'égalité 

Or il est facile de trouver pour X, il!), 3 des valeurs différentes 

de o qui vérifient ces égalités; les valeurs de X, tlï>, © qui véri

fient ces égalités représentent les composantes de la vitesse en tous 

les points d'une masse fluide incompressible qui occuperait le vo

lume invariable de l'aimant; une semblable masse n'est pas néces

sairement au repos : il n'est donc pas nécessaire que X, Db, 3 soient 

identiquement nuls. 

La formule (17) fait intervenir la quantité 

Cette quantité se présentera fréquemment dans nos calculs. Il 

sera donc commode d'adopter, pour la représenter, un symbole 

unique. Dorénavant, nous poserons 

Moyennant cette notation ('), l'égalité (17) pourra s'écrire 

En tout point extérieur aux aimants, la quantité II? a une signi

fication très simple; elle représente le carré de la valeur ab

solue de la force exercée par les aimants sur une quantité de 

fluide austral égale à l ' u n i t é placée en ce point. 

L'égali té 

(') Lamé employait, au lieu du symbole II?, le symbole ( A , ^ ) 5 . 

D. - IL /, 



o.ù A représente une constante arbitraire, définit dans 1 espace 

une famille de surfaces. Nous donnerons à ces surfaces, que nous 

aurons souvent à considérer, le n o m de surfaces isodynamiques. 

Une charge magnétique, parcourant les divers points d'une sur

face isodynamique extérieure aux aimants, subit de la part de ces 

aimants une force dont la valeur absolue ne varie pas. 



C H A P I T R E I V . 

LES DISTRIBUTIONS FICTIVES ÉQUIVALENTES A UN AIMANT 

§ 1. — Les distributions fictives équivalentes à un aimant. 

Ayant un aimant, limité par une surface S, imaginons qu'à 

l'intérieur de cet aimant, ou bien sur la surface S elle-même, on 

distribue un certain fluide fictif jouissant des propriétés sui

vantes : 

i ° Une quantité q de fluide fictif, située à une distance /' d'une 

quantité M de fluide magnétique, exerce sur ce dernier une force 

répulsive qui a pour valeur 

et réciproquement. 

2° Deux quantités q et q1 de fluide fictif, situées à la distance /• 

l'une de l'autre, exercent l'une sur l'autre une action répulsive 

Soit 

la fonction potentielle ordinaire de ce fluide fictif. 

Supposons que nous ayons pu, à la surface de l'aimant ou à 

son intérieur, distribuer du fluide fictif de manière que la fonction 

potentielle ordinaire du fluide fictif soit, en tout point extérieur 

à l'aimant, égale à la fonction potentielle magnétique de l'ai

mant. Nous dirons que nous avons obtenu une distribution fic

tive équivalente à l'aimant. 

La distribution définie par les égalités (4) et (5) du Chapitre 



précédent nous offre un exemple de distribution fictive équiva

lente à l'aimant. 

Cette dernière distribution fictive possède cette propriété, que 

sa fonction potentielle ordinaire est égale à la fonction potentielle 

magnétique de l'aimant, non seulement dans le champ extérieur 

à l'aimant, mais encore en tout point intérieur à l'aimant. Elle 

est d'ailleurs la seule, parmi les distributions fictives, qui possède 

cette dernière propriété, car il est évident que deux distributions 

fictives qui ont, dans tout l'espace, la m ê m e fonction potentielle 

ordinaire sont identiques. 

Ainsi, en général, lorsqu'on aura trouvé une distribution fic

tive équivalente à un aimant, la fonction potentielle ordinaire de 

cette distribution, identique à la fonction potentielle de l'aimant 

en tout point situé à l'extérieur de l'aimant ou à sa surface, en 

différera aux points situés à l'intérieur de l'aimant. 

Une distribution fictive équivalente à un aimant exerce la 

même action que l'aimant sur tout pôle magnétique extérieur 

à cet aimant. 

A cette proposition, qui résulte immédiatement de la défini

tion d'une distribution fictive équivalente à un aimant, nous ajou

terons la suivante, qui est un peu plus cachée, et que nous avons 

déjà démontrée au Chapitre précédent pour la distribution fictive 

particulière que nous y avons étudiée : 

Les actions mutuelles de deux aimants sont les mêmes que 

celles de deux distributions fictives, respectivement équiva

lentes à ces deux aimants. 

Soient A et A'deux aimants; soient O et XD' leurs fonctions 

potentielles magnétiques. Le potentiel magnétique de ces deux 

aimants a pour valeur, d'après l'égalité (17) du Chapitre précé

dent, 



A" étant l'espace extérieur aux deux aimants et dv" un élément 

de cet espace. 

D'autre part, si nous considérons deux distributions fictives 

respectivement équivalentes aux deux aimants A et A'; si U et U' 

sont leurs fonctions potentielles ordinaires, le potentiel des ac

tions mutuelles des deux distributions fictives sera 

Il s'agit de prouver que, si l'on déplace les deux aimants, l'un 

par rapport à l'autre, sans altérer leur forme ni leur aimantation, 

on aura 

Or, en premier lieu, on a, dans les espaces A' et A", 

et, dans les espaces A et A", 

En second lieu, les termes 

demeurent invariables dans la modification dont il s'agit. O n a 

donc, toute réduction faite, 

Le théorème de Green permet de transformer la quantité entre 

crochets en 



Mais, en tout point de la surface S, on a 

en tout point de la surface S , on a 

tout point de l'aimant A étant extérieur à l'aimant A', on a, 

en tout point de l'aimant A, 

tout point de l'aimant A' étant extérieur à l'aimant A, on a, 

en tout point de l'aimant A', 

O n a donc 

ce qui démontre la proposition énoncée. 

Étant donné un aimant, on peut trouver une infinité de distri

butions fictives équivalentes à cet aimant. Toutes ces distributions 

présentent cette propriété : La quantité totale de fluide fictif 

qui forme une distribution équivalente à un aimant donné est 

la même pour toutes les distributions équivalentes à cet ai

mant. 

Cette proposition peut se démontrer bien aisément de la ma

nière suivante : 

Soient un aimant limité par une surface S et une distribution 

équivalente à cet aimant. Cette distribution, qui renferme une 

quantité Q de fluide fictif, a une fonction potentielle ordinaire U. 

Entourons l'aimant d'une surface fermée S' {fig- 7). Soit We la 

normale extérieure à cette surface fermée. D'après les lemmes de 

Gauss, on a 

Mais, en tout point extérieur à l'aimant, la fonction potentielle 

ordinaire de la distribution fictive est identique à la fonction po

tentielle magnétique O de l'aimant. O n a donc 

U — x) = o ; 

U'— t) ' — o: 



Cette égalité montre que, conformément à la proposition énon

cée, la quantité Q est déterminée quand l'aimant est connu; elle 

est la m ê m e pour toutes les distributions fictives équivalentes à 

un m ê m e aimant. 

Fig. 7. 

Pour calculer la quantité Q , nous pouvons, d'après le théo

rème précédent, prendre une distribution fictive quelconque équi

valente à cet aimant, par exemple la distribution fictive étudiée 

au Chapitre précédent, qui a, en tout point intérieur à l'aimant, 

une densité solide 

(I) 

et, en tout point de la surface de l'aimant, une densité superfi

cielle 

( a ) 

Pour cette distribution, on aura 

O n peut intégrer immédiatement le premier des deux termes 

qui composent Q ; on le trouve égal et de signe contraire au se

cond ; on a donc 

Q = o. 

D'où la proposition suivante : 

Toute distribution fictive équivalente à un aimant renferme 

autant de fluide fictif positif que de fluide fictif négatif. 



§ 2. — La distribution superficielle équivalente à un aimant et le 
problème dérivé de Lejeune-Dirichlet. 

La distribution fictive particulière définie par les égalités (i) 

et ( 2 ) comporte du fluide fictif distribué à l'intérieur de l'aimant 

et du fluide fictif distribué à sa surface. Dans certains cas, cette 

dernière distribution existe seule. C'est ce qui arrive, par exemple, 

si l'aimantation est uniforme. O n dit que l'aimantation d'un corps 

est uniforme lorsque l'intensité de l'aimantation a la m ê m e gran

deur et la m ê m e direction en tous les points de l'aimant. Les trois 

quantités X, t)l>, © ont alors des valeurs indépendantes de œ, f, z, 

en sorte que l'on a 

et, par conséquent, 

Dans ce cas, la distribution superficielle équivalente à l'aimant 

a pour densité 
<T = Il Jli,COS(N,-, X) \\. 

Il est aisé d'en obtenir une représentation géométrique. Don

nons à la surface S qui limite l'aimant une translation infiniment 

petite parallèle à l'aimantation uniforme (X, ili>, © ) de l'aimant. 

Soit S'la nouvelle position de la surface S. La densité superfi

cielle a- en un point de la surface S sera proportionnelle à la dis

tance de ce point à la surface S', cette distance étant comptée 

positivement lorsqu'au voisinage du point considéré la surface S' 

est extérieure à la surface S. 

D'une manière plus générale, la distribution superficielle existe 

seule toutes les fois que X, Dïj, © varient à l'intérieur de l'aimant, 

de telle sorte que l'on ait en tout point 

U n tel aimant est ce que Sir W . Thomson (1 ) n o m m e un aimant 

(') Voir Chapitre VII, § 1. 



solénoidal; lorsque nous étudierons, au Livre V I I I , la théorie, 

donnée par Poisson, de l'aimantation par influence, nous verrons 

combien est importante l'étude des aimants solénoïdaux. 

Dans le cas où l'aimant est solénoïdal, son action extérieure est 

la m ê m e que celle d'une distribution fictive purement superficielle, 

dont la densité est donnée par l'égalité (2). 

Dans tous les cas possibles, on peut trouver d'une et d'une 

seule manière une distribution fictive, entièrement répandue 

sur la surface d'un aimant et équivalente à cet aimant. Seule

ment, dans le cas où l'aimant n'est pas solénoïdal, la densité su

perficielle de cette couche fictive n'a plus la valeur donnée par 

l'égalité (2). 

La démonstration de ce théorème résulte immédiatement des 

principes posés au Livre III , Chapitre V , §§ 1 , 2 et 3 . Nous avons 

vu, en effet, que l'on pouvait, d'une et d'une seule manière, distri

buer une quantité donnée de fluide (elle est ici égale à o) sur une 

surface S, de telle manière que la fonction potentielle de ce fluide 

soit identique, à l'extérieur de la surface S, à une fonction harmo

nique donnée, qui est ici la fonction potentielle magnétique t? de 

l'aimant. 

U n aimant étant donné, comment déterminera-t-on cette distri

bution superficielle qui lui est équivalente? La réponse à cette 

question dépend de la manière dont l'aimant est donné. 

Si l'on se donne l'aimantation en chaque point de l'aimant, on 

pourra calculer la valeur de la fonction potentielle magnétique en 

tout point de l'espace extérieur à l'aimant ou de sa surface; il 

suffira alors de résoudre le problème de Dirichlet pour l'espace 

intérieur à l'aimant, et l'on connaîtra la distribution superficielle 

qui lui est équivalente, conformément aux principes qui ont été 

exposés au Livre I N , Chapitre V . 

O n opérera encore de m ê m e si, au lieu de se donner l'aimantation 

en chaque point de l'aimant, on se donne directement la fonction 

potentielle magnétique dans tout l'espace extérieur à cet aimant. 

Si l'on se donne seulement la valeur de la fonction potentielle 

magnétique aux divers points de la surface de l'aimant, on aura, 

pour déterminer la distribution superficielle qui lui est équivalente, 

à résoudre le problème de Dirichlet pour l'espace extérieur à l'ai

mant et pour l'espace intérieur à l'aimant. 



Ce n'est sous aucune de ces formes que se pose le problème à 

un physicien auquel on donne un aimant réel et auquel on demande 

de déterminer la distribution superficielle équivalente à cet ai

mant. 

Ce physicien n'a aucun moyen de déterminer la grandeur et la 

direction de l'aimantation en chaque point intérieur à l'aimant; il 

n'a, non plus, aucun moyen de déterminer la valeur de la fonction 

potentielle magnétique aux divers points du champ magnétique ou 

de la surface de l'aimant. Tout ce qu'il peut déterminer, par des 

méthodes que nous étudierons au paragraphe suivant, ce sont les 

composantes X , Y, Z de l'action que l'aimant exercerait sur un 

pôle magnétique égal à l'unité placé en un point [x, y , z) exté

rieur à l'aimant et pas trop éloigné de l'aimant. 

O n sait que ces composantes sont liées à la fonction potentielle 

magnétique par les relations 

O n voit donc que l'expérience permet seulement de déterminer 

les dérivées partielles de la fonction potentielle magnétique aux 

divers points du champ. 

Dès lors, voici sous quelle forme se présentera, pour le physi

cien, le problème qui consiste à déterminer la distribution magné

tique superficielle équivalente à un aimant. 

Ayant déterminé par l ' e x p é r i e n c e la valeur que prend, aux 

divers points extérieurs à l'aimant et infiniment voisins de sa 

surface S, la dérivée de la fonction potentielle magnétique 

suivant la normale extérieure à l'aimant, trouver la distribu

tion superficielle fictive qui équivaut à cet aimant. 

Soit U la fonction potentielle de la distribution fictive cherchée. 

Considérons l'espace extérieur à l'aimant. Dans cet espace, la 

fonction U est harmonique; à l'infini, elle se comporte comme une 

fonction potentielle; sur la surface S, prend des valeurs don-

n e e s a r C 

Nous savons (Livre II, Chap. V, § 3 ) qu'il existe une seule 

fonction U satisfaisant à ces conditions. Déterminer cette fonction, 

c'est résoudre, pour l'espace extérieur à la surface S, le problème 



auquel nous avons donné le n o m de problème dérivé de Lejeune-

Dirichlet. 

Ce problème résolu, nous connaîtrons les valeurs u que prend U 

sur la surface S. Envisageons l'espace intérieur à la surface S. La 

fonction U est harmonique dans cet espace et elle prend, sur la 

surface S, des valeurs données u. U n'existe qu'une fonction U qui 

satisfasse à ces conditions; elle s'obtiendra en résolvant, pour 

l'espace intérieur à la surface S, le problème de Lejeune-Diri-

chlet. 

La fonction U étant alors connue dans tout l'espace, la densité cr 

du fluide fictif en un point quelconque de la surface S s'obtiendra 

par la formule 

Ainsi, la détermination de la distribution superficielle équi

valente à un aimant physiquement donné exige que l'on résolve 

d'abord le problème dérivé de Lejeune-Dirichlet pour l'espace 

extérieur à l'aimant donné, puis le problème de Lejeune-Diri

chlet pour l ' e s p a c e intérieur à cet aimant. 

Quelques remarques au sujet de la solution précédente : 

i° Cette solution comporte une vérification. Une fois la densité cr 

déterminée comme nous venons de l'indiquer, on devra s'assurer 

que la distribution fictive trouvée renferme autant de fluide positif 

que de fluide négatif, c'est-à-dire que l'on a 

On aura ainsi un moyen de vérifier si les données expérimentales 

qui ont servi de point de départ aux opérations analytiques étaient 

satisfaisantes. 

2° Dans un grand nombre de questions, par exemple, dans tous 

les cas où l'aimant devant être maintenu immobile, on veut seule

ment pouvoir calculer son action sur un aimant mobile extérieur : 

il suffit de connaître la fonction p, ou, ce qui revient au m ê m e , la 

fonction U, pour l'espace extérieur à l'aimant. 11 suffit, dans ce 

cas, de résoudre le problème dérivé de Lejeune-Dirichlet pour 



l'espace extérieur à l'aimant; il est inutile de résoudre le problème 

de Lejeune-Dirichlet pour l'espace intérieur à l'aimant. 

3° Pendant très longtemps, les physiciens, et notamment Jamin, 

ont eu à l'égard de la détermination de la couche fictive équiva

lente à un aimant les idées les plus erronées. Ils prenaient simple

ment, pour expression de la densité de cette couche fictive, 

Cette expression ne pourrait être exacte, comme on le voit en la 

comparant à l'égalité (3), que si l'on avait, en tout point de la sur

face de l'aimant, 

La fonction U serait alors harmonique à l'intérieur de la surface S 

et vérifierait l'égalité ( 4 ) en tous les points de la surface S. D'après 

ce que nous avons vu (Livre II, Chap.V, § 3 ) , toutes les fonctions U 

qui satisfont à ces conditions à l'intérieur de la surface S ne diffè

rent les unes des autres, à l'intérieur de cette surface, que par une 

constante. C o m m e d'ailleurs la fonction U = o satisfait à ces con

ditions, on voit que toute fonction qui satisfait à ces conditions 

est constante à l'intérieur de la surface S et sur la surface S elle-

m ê m e . La couche fictive serait en équilibre d'elle-même sur la sur

face S. 

La couche fictive renferme autant de fluide fictif positif que de 

fluide fictif négatif; nous savons qu'une semblable couche ne 

pourrait être en équilibre d'elle-même sur la surface S sans que sa 

densité fût égale à o en tout point de cette surface. Ainsi l'hypo

thèse admise par Jamin pour la détermination de la couche fictive 

équivalente à un aimant ne serait exacte que si la densité de la 

couche fictive était, en tout point, égale à o, cas auquel l'aimant 

n'aurait aucune action sur les points extérieurs. 

§ 3. — Méthodes expérimentales pour l'étude de la distribution fictive. 

Nous 'avons vu que, pour qu'il soit possible de déterminer ana-

lytiquement la distribution superficielle fictive qui équivaut à un 

aimant, il était nécessaire, tout d'abord, de déterminer expéri-



mentalement la valeur de-rrj-aux divers points de l'aimant. Les 

méthodes qui servent à cette détermination peuvent se classer en 

deux types : 

i" La méthode de Coulomb ; 

•i" La méthode de Van Rees. 

Une autre méthode, dite méthode de l'arrachement, a été 

proposée par Jamin ('), et employée par ce physicien et par 

M. Duter. Nous verrons plus loin (Livre IX, Chap. IX, § -4) 

crue cette méthode ne peut servir à déterminer 

i" Méthode de Coulomb ( 2). — Supposons qu'une aiguille ai

mantée, fine et très longue, soit suspendue au fil de cocon de la 

balance de torsion. Elle est en équilibre sous l'action de la terre 

dans une certaine position horizontale A B (fig. 8). La torsion 

du fil a une valeur inconnue. 

Fig. S. 

O n approche l'aimant pour lequel on veut déterminer la valeur 

de ̂  en un certain point M . O n l'approche de telle manière que 

le point M soit dans le plan horizontal qui passe par AB, qu'il 

soit extrêmement voisin de l'extrémité A de l'aiguille, et que la 

ligne M A soit normale à la fois à l'aimant et à la direction A B . 

(') JAMIN, Sur la distribution, magnétique (Comptes rendus, t. LXXV, 

p. i5 72; J872). 

(*) COULOMB, Septième Mémoire sur l'électricité et le magnétisme : Du ma
gnétisme (Mémoires de l'Académie pour 1789). 



L'orientation de l'aiguille est alors modifiée; par un contrepoids 

et par une torsion convenable du fil de suspension, on ramène 

l'aiguille à sa position primitive. 

Soit 3ïo le moment magnétique que possédait l'aiguille A B 

avant l'approche de l'aimant. Soit o l'angle que la direction B A 

fait avec le méridien magnétique vers l'est. Soit w l'angle de tor

sion du fil lorsque l'aiguille est en équilibre d'elle-même en A B ; 

w est compté positivement dans le m ê m e sens que 3. A u moment 

où l'aiguille est en équilibre, on a 

G étant le coefficient d'élasticité de torsion du fil. 

L'aimant étant placé, l'aiguille ramenée en A B , soit u. la masse 

magnétique concentrée au pôle A de l'aiguille. Supposons que 

l'aimant exerce sur une masse magnétique égale à l'unité une 

force F, dont la composante suivant M A ou N„ soit F N . Suppo

sons, en outre, l'aimant placé de telle manière qu'il tende à dévier 

l'aiguille B A vers l'est. Soit a l'angle (il sera négatif) dont on a 

dû augmenter la torsion pour ramener l'aiguille en AB. Soit 2 / la 

longueur de l'aiguille A B . La nouvelle condition d'équilibre de 

l'aiguille sera, en négligeant l ' a c t i o n de Vaimant sur le pôle B, 

La distribution magnétique sur l'aiguille placée en présence de 

l'aimant n'est pas forcément la m ê m e que sur l'aiguille soumise 

seulement à l'action terrestre. Le moment magnétique Dit n'est 

pas forcément égal au moment magnétique Z^KI. 

Nous admettrons que les variations subies par l ' a i m a n t a 

tion de l ' a i g u i l l e lorsqu'on l'approche de l'aimant à étudier 

sont négligeables. Nous aurons alors 

et nos deux équations d'équilibre nous donneront 

Nous obtiendrons ainsi la composante, suivant la normale à la' 

surface de l'aimant, de l'action que l'aimant exerce sur une masse 



magnétique égale à 1 unité placée au point A ; mais, dans la défi
nition de cette action, il ne faut pas oublier que la distribu

tion sur l'aimant est celle qui se produit en présence de l'ai

guille AB. Nous admettrons que l'approche de l'aiguille AB 
ne modifie pas sensiblement la distribution magnétique sur 
l'aimant étudié. Moyennant cette nouvelle approximation, la 

force F N sera bien celle qui est produite par la distribution magné

tique que l'on veut étudier sur un pôle d'aimant égal à l'unité 

infiniment voisin de la surface de l'aimant. On aura donc bien 

ayant la même signification que dans les raisonnements qui 

précèdent. 

Ainsi, moyennant des approximations dont il est assez difficile 
d'apprécier le degré d'exactitude, la méthode de Coulomb four

nit les données expérimentales qu'il est nécessaire de connaître 

pour étudier la distribution fictive du magnétisme. 

Coulomb a aussi employé, pour mesurer la force F N, au lieu de 

la balance de torsion, une méthode fondée sur la durée des oscil

lations d'une petite aiguille en présence de l'aimant. La méthode 

peut être justifiée à peu près par les mêmes considérations que la 

précédente ; elle est soumise aux mêmes approximations. 

2° Méthode de Van Rees, modifiée par MM. Mascart et Jou-

bert. — Van Rees a eu le premier l'idée d'avoir recours aux phé

nomènes d'induction électromagnétique pour étudier la distribu

tion du magnétisme. Il a employé cette méthode, comme nous le 

verrons au Chapitre suivant, dans l'examen des aimants linéaires. 

M M . Mascart et Joubert (1) ont montré comment on pouvait mo

difier cette méthode, de manière à en faire usage pour l'étude de 

la distribution magnétique sur des aimants quelconques. 

Prenons un très petit circuit fermé, plan, d'aire Ci. Déplaçons-le 

dans le champ magnétique d'un aimant. Soit N la normale à la 

face positive de ce petit circuit. A l'instant t, ce déplacement en

gendre dans le petit circuit une force électromotrice intégrale 

(1) MASCART et JOUBERT, Leçons sur l'électricité et le magnétisme, t. II, 
p. 728; Paris, 1886. 



d' induction C, qui a pour valeur (1) [Livre X V , Chap. III , éga

lité (7) ] , 

expression qui est exacte, soit que l 'aimantation de l 'aimant ait 

varié pendant ce déplacement , soit qu'elle n 'a i t pas varié. 

Cela étant, relions par un double fil le petit circuit à un gal

vanomètre balistique (Livre XII I , Chap . V I I ) placé très loin de 

l 'aimant. Plaçons ini t ia lement (fig. 9) ce pet i t circuit très près 

Fig. 9 
. 

de l 'aimant, de manière que son plan soit parallèle au plan t an 

gent en M à la surface de l 'a imant et que la normale N à sa face 

positive coïncide avec la normale N e . Le fil n 'es t parcouru par 

aucun couran t ; l 'a imant est donc dans son état na tu re l ; la valeur 
• • • 1 /àï>\ j ! n • 1 • . dp , 
initiale ( TST ) de - r ^ est donc bien la quant i té - r r = - q u e nous voulons 

\ o N / o oN ^ àNe 

déterminer . 

Enlevons rap idement le peti t circuit pour ne l 'ar rê ter qu 'à 

une distance ex t rêmement grande de l ' a imant ; la valeur finale 

(dN) de aR est ex t rêmement pet i te . 

Le peti t circuit est à l 'é tat neut re au débu t de l 'expérience et à 

la fin. Soit E la force électromotrice dont ce circuit serait le siège 

à l ' instant t, si le courant qui le traverse était uniforme. Soit R 

(1) <5 est la constante fondamentale des actions électromagnétiques. 



la rés i s tance totale du s y s t è m e dont il fait part ie . Il r é s u l t e des 

c o n s i d é r a t i o n s qui s e r o n t e x p o s é e s au Livre X I V , Chapi tre V I I , 

que la quant i té tota le Q d'é lectr ic i té m i s e en m o u v e m e n t dans 

notre pet i t c ircu i t p e u t se ca lcu ler par la formule 

Mais on a 
E = C + C', 

C' étant la force é l e c t r o m o t r i c e intégrale que le c ircu i t induira i t 

sur l u i - m ê m e à l ' instant t, si le c o u r a n t qui le traverse était à tout 

ins tant u n i f o r m e . 

Le c ircui t é tant i n d é f o r m a b l e , le c o u r a n t qui le traverse étant 

égal à 0, au départ c o m m e à l 'arrivée, on a 

Il reste donc 

o u , d'après ce qui p r é c è d e , 

Le ga lvanomètre ba l i s t ique p e r m e t t a n t de connaî tre Q , n o u s 

pourrons connaî tre par u n e m é t h o d e qu i n est p lus s o u m i s e 

aux approximations incertaines de la méthode de Coulomb. 

D. - II. 5 



CHAPITRE V. 

LE PROBLÈME DÉRIVÉ DE LEJEUNE-DIRICHLET. 

§ 1. — L e problème dérivé de Lejeune-Dirichlet pour les cylindres. 

Nous avons vu que la dé terminat ion , d 'après les données expé

r imentales , de la dis tr ibut ion magnét ique fictive équivalente à un 

aimant plein conduisai t à résoudre , pour l 'espace extérieur à cet 

aimant, le problème dérivé de Lejeune-Dir ichle t . Ce problème 

s'énonce de la manière suivante : 

Soit S la surface de l'aimant; soit Nc la normale extérieure 
à cette surface; on demande de trouve)' une fonction V, harmo
nique dans tout l'espace extérieur à la surface S, se com
portant à l'infini comme une fonction potentielle et telle que 

prenne sur la surface S des valeurs données finies, variables 

d'une manière continue. 

Il serait désirable que l'on eût, pour résoudre ce problème, des 

méthodes aussi puissantes que celles qui ont été créées pour r é 

soudre le problème même de Dirichlet . Malheureusement , il s'en 

faut bien qu' i l en soit ainsi, et l 'on ne sait résoudre le problème 

en question que dans quelques cas assez part icul iers . 

Supposons , en p remie r lieu, que l 'aimant ait la forme d 'un cy

l indre pra t iquement très long et théor iquement i l l imité, dont les 

génératrices sont parallèles à l 'axe des z, et admettons que l 'ai

mantation de cet a imant soit la même en tout point d 'une ligne 

quelconque parallèle à l'axe des z. La fonction potentiel le magné

tique V sera alors indépendante de s. 

Soit L le contour de la section du cylindre par le plan X O Y . 



Soit N e la normale à la courbe L vers L'extérieur de l 'aire l imitée 

par cette courbe. Le problème proposé se réduira alors à celui-ci : 

Trouver une fonction V des deux variables x et y, harmo
nique en tout point de l'aire plane illimitée extérieure à la 
courbe L, se comportant à l'infini comme une fonction poten
tielle et telle que prenne, en tout point de la courbe L, des 

valeurs données, finies, variables d'une manière continue. 
Ce problème n'est autre chose que le problème dérivé de Le

jeune-Dirichlet , rédui t au cas de deux variables. 

Or, dans ce cas, si l'on sait résoudre le problème de Lejeune-
Dirichlet pour l'aire illimitée extérieure à la courbe L, on 
sait, pour la même aire, résoudre le problème dérivé de Le-
jeune-Dirichlet. 

Commençons par déterminer une fonction v(x,y), ha rmonique 

en tout point de l'aire illimitée extérieure à la courbe L, se com

portant à l'infini comme une fonction potent iel le , et p renan t en 

tout point de la courbe L une valeur constante et positive donnée a. 

On sait faire cette opération puisque , par hypothèse , l 'on sait r é 

soudre le problème de Lejeune-Dir ichle t pour la région extérieure 

à la courbe L. 

Considérons les deux familles de courbes 

v = const., 
u = const., 

les courbes de la seconde famillle étant les trajectoires o r thogo

nales des courbes de la première famille. Ces deux familles de 

courbes forment un système de coordonnées curvilignes or thogo

nales. Dans ce système, l 'élément linéaire est représenté par l 'ex

pression 
ds2 = A2du2 + B2dv2 

A et B étant deux fonctions positives de u et de v. D 'après ce qui a 

été démontré ailleurs (Livre V, Chap. V, § 2 ) , le système de 

coordonnées orthogonales dont il s'agit forme un système iso

therme, en sorte que l 'on a 

A = F(u, v)f(u), 
B = F(u, v)g(v), 

F(U, V), F(U ) , g(v) é tant trois fonctions posit ives. 



D'après les pr incipes exposés ailleurs (Livre II , Chap. VI I , § 1 ), 

l 'équation 

deviendra, dans le nouveau système de coordonnées , 

ou bien 

Prenons deux nouvelles variables a, B, liées respect ivement à u 

et v par les relations 

La fonction F ( u , v) deviendra $ ( a , B). Le carré de l 'élément l i 

néaire aura pour nouvelle expression 

(1) ds2 = O2(a, b) (da2 + dB2). 

L'équation qui exprime que la fonction V est harmonique deviendra 

s implement 

(2) 

D'ail leurs les deux familles de lignes coordonnées 

a = const., B = const. 

coïncideront respectivement avec les familles de lignes 

u = const., v = const. 
Si l'on pose 

la ligne L sera représentée par l 'équation 

a. = K. 

Ces préliminaires posés, nous remarquerons en premier lieu que , 



si la fonction V vérifie l 'équation (2), la fonction V(x, y) définie 

par 

vérifiera aussi cette même équat ion. Cette fonction est donc har

monique dans la région extérieure à la courbe L. 

Nous remarquerons en second lieu qu 'on a, en tout point de la 

courbe L, 

ou bien 

La fonction V prend donc, en tout po in t de la courbe L, des va

leurs qui peuvent être regardées comme données. 

La fonction V sera alors déterminée en résolvant le problème de 

Lejeune-Dir ichle t pour la région extérieure à la ligne L. 

Une fois la fonction V connue , on obtiendra la valeur de la 

fonction V en un point de coordonnées a, B, par la formule 

en sorte qu 'une quadrature achèvera la solution du problème. 

§ 2. — Le problème dérivé de Lejeune-Dirichlet pour la sphère. 

Dans le cas où deux variables seulement figurent dans la ques

tion, le p roblème dérivé de Lejeune-Dir ichlet se ramène , comme 

nous venons de le voir, au problème de Lejeune-Dirichlet. Cette 

réduction repose essentiellement sur la possibilité de faire figurer 

le contour de l 'aire étudiée au nombre des lignes qui composent 

un système divisant le plan en carrés infiniment peti ts . 

Une réduct ion analogue s 'opérerait dans l 'espace si la surface 

de l 'aimant pouvait faire partie d 'un système tr iplement orthogonal 

divisant l 'espace en cubes infiniment pet i ts . 

Dans quel cas la surface de l 'aimant possédera-t-elle une sem

blable propr ié té ? 



Le système classique des coordonnées rectangulaires forme un 

système divisant l 'espace en cubes infiniment pe t i t s ; ce système 

correspond au cas où l 'aimant a la forme d'une plaque théorique
ment illimitée, comprise entre deux plans parallèles. 

Dans ce cas, si l 'on suppose que l 'une des faces de la plaque 

soit formée par le p lan X O Y , l 'a imant étant situé au-dessous de 

ce plan, on commencera par dé te rminer une fonction V(x, y, z), 

harmonique dans tout l 'espace situé au-dessus du plan X O Y , se 

comportant à l'infini comme une fonction potent iel le , et p renan t 

aux divers points du plan X O Y des valeurs égales aux valeurs 

de ^~ données par l ' expér ience . Cela fait, la fonction V sera déter

minée en tout point de l 'espace considéré par la formule 

Peut-on trouver un autre système tr iplement orthogonal divisant 

l 'espace en cubes infiniment peti ts ? Si l 'on r emarque q u ' u n sem

blable système consti tuerait une représentat ion conforme du p re 

mier et si l 'on se souvient du théorème démont ré pa r Liouville 

(Livre I I , Chap . VII I , § 3 ) , on voit qu 'un semblable système doit 

se déduire du précédent par inversion. Un plan se t ransformant 

en sphère par inversion, nous arrivons à cette conclusion que la 

méthode par laquelle, dans le cas de deux variables, on r amène le 

problème dérivé de Dir ichlet au problème de Di r i ch le t , est appli

cable à l 'espace extérieur à une sphère , mais non à une autre forme 

d'espace i l l imité. Comme on sait résoudre le problème de Dir ichle t 

pour l 'espace extérieur à une sphère, on saura aussi résoudre le 

problème dérivé de Lejeune-Dirichlet pour cet espace. Voici la 

manière la plus simple et la plus pra t ique de résoudre effective -

ment ce problème : 

Marquons la s i tuat ion d 'un po in t à l ' extér ieur de la sphère par 

sa distance r au centre de la sphère , sa longi tude occidentale <ty et 

sa colatitude septentr ionale 9. 

La fonction étant h a r m o n i q u e dans l 'espace extér ieur à la 

sphère, est développable (Livre I I , Chap . V I , § 3 ) en série unifor

mémen t convergente ordonnée suivant les puissances croissantes 



de 1/r. Comme, d 'ai l leurs, celle fonction est la fonction potentiel le 

d'une masse totale égale à o de fluide fictif, le développement com

mencera par un terme en O n aura donc 

Yn (i, t) é tant une fonction de Laplace qui dépend de (2N + 1) 

coefficients. Ce sont ces coefficients qu ' i l nous faut dé terminer . 

Or, de l 'égalité précédente , on dédui t 

D 'aut re part, à la surface de la sphère , ~ p rend les valeurs 

données ^ - - . Si donc on désigne par R le rayon de la sphère, on 

devra avoir, en tout point de la sphère, 

égalité qui permet t ra facilement, d 'après les propriétés des fonc

tions Yn, de dé te rminer les coefficients de ces fonctions, et, par 

conséquent , de dé terminer V. 

C'est pa r celte mé thode que Gauss (1 ) a pu donner le dévelop

pement en série qui représente la fonction potentiel le magnét ique 

du globe terrestre en tout po in t extér ieur à la Te r r e ou situé à sa 

surface, en p renan t pour point de dépar t la dé terminat ion , en 

chaque point de la surface du globe, de la composante verticale du 

magnétisme terres t re . 

Ce développement a un grand in térê t . E n effet, si l 'on désigne 

en un point du globe par X la composante horizontale du magné

tisme terrestre dirigée vers le nord géographique , par Y la compo

sante horizontale dirigée vers l 'est, par Z la composante verticale 

(1) GAUSS, Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus (GAUSS et WEBER, 
Resultate aus den Beobachtungen des rnagnetischen Vereins im Jahre 1838. 
Leipzig, 1839. — GAUSS, Werke, Bd. V, p. 119). 



dirigée vers le zénith, on aura évidemment 

(3) 

Une fois que l'on a obtenu, par la méthode de Gauss, le déve-
loppement de V pour tout point extérieur à la Ter re ou si tué à sa 
surface, les égalités ( 3 ) permet ten t de calculer les éléments du 
magnét isme terrestre en tous les points de la surface du g lobe . 

Deux remarques au sujet de la déterminat ion de la fonction p o 
tentielle magnét ique de la Ter re : 

1° La méthode que nous venons d ' indiquer suppose que l 'on 
ait déterminé expérimentalement , en tout point de la surface du 
globe, la valeur de Z ou de ^ • Or on ne pour ra , en réali té, effec
tuer cette détermination qu 'en un nombre limité de s ta t ions . Aussi 
serait-il impossible de dé terminer tous les coefficients qui figurent 
dans le développement de V en série i l l imitée. On se contentera 
donc de représenter approximativement V par la suite l imitée 

qui dépend de 

3 + 5 +... + (2n +1) = (2 + 1)2 — 1 

coefficients inconnus ; [(n + 1)2 — 1] déterminat ions suffiront à en 
faire connaître la valeur. 

2° L 'expér ience ne détermine pas directement la valeur de la 
composante verticale Z du magnétisme terres t re , mais les valeurs 
de la composante horizontale H et de l ' inclinaison i. De ces va
leurs, on déduit la valeur de Z par la formule 

Z = — tang i. 

La méthode de Gauss donne H avec une grande précision ; mais 



les boussoles d' inclinaison étant les moins parfaits des ins t ru
ments magnét iques , Gauss s'est préoccupé de t rouver une méthode 
précise pour déterminer l ' inclinaison magnét ique. Il y est parvenu 
en employant les propr ié tés des courants induits par la terre, ainsi 
que nous le verrons au Livre X V , Chap . III , § 2 . 



CHAPITRE VI. 

L E S A I M A N T S L I N É A I R E S . 

Nous allons étudier d 'une manière spéciale, dans ce Chapitre , 

les aimants dont deux dimensions sont ext rêmement petites par 

rappor t à la troisième. Nous donnerons à ces aimants le nom ai

mants linéaires. 
Considérons un aimant dont tous les points diffèrent très peu 

d 'une ligne s ou BA (fig. 10). Sur cette ligne, considérons deux 

Fig. 10. 

points M, M', infiniment voisins, dont ds est la distance. Par ces 

points M et M' menons des sections droites dans l 'aimant. Soil w 

l'aire d 'une de ces sections droi tes . L 'é lément MM' aura pour vo

lume w ds. Si M est l ' intensité d 'aimantat ion en un point de cet 

élément, son moment magnét ique aura pour valeur Mwds. Nous 

poserons 
µ = Mw. 

Considérons un point (x, y, z) situé à une distance r de l 'élé-



ment MM'. La fonction potentiel le magnétique de l 'élément MM' 

en ce point (x, y, z) aura pour valeur [Chapi t re I, égalité (1)] 

l étant la direction de l 'aimantation de l 'élément MM'. 

Nous admettrons que l'aimant linéaire étudié est aimanté 

longitudinalement, c 'est-à-dire que la direction l de l 'aimanta

tion coïncide en chaque point M avec la direction de la tangente à 

la ligne s. Nous aurons alors 

et 

La valeur au point (x,y, z) de la fonction potentielle magné

tique de l 'aimant tout ent ier est la somme des quanti tés P relatives 

aux différents éléments MM' de l 'a imant . On a donc, en désignant 

par L la longueur de l 'a imant , 

Une intégrat ion par parties permet de transformer celte éga

lité en 

(1) 

µ0 Et µ1 étant les valeurs de µ aux points B et A, R0 et r1 étant 

les distances des points B et A au po in t (x, y, z). 

On voit, d 'après cette formule (1) , que l 'on peut remplacer l'ac

tion d 'un aimant linéaire sur un poin t extérieur par l 'action d'une 

dis t r ibut ion fictive formée : 

1° De deux masses de fluide fictif, respectivement égales à 

— µ0 et à µ1, placées aux extrémités B et A de l ' a imant ; 

2°° D 'une traînée de fluide fictif, dis t r ibuée le long de la ligne s, 

et ayant pour densité linéaire en chaque point 

(2) 



Si, en particulier , la quant i té µ est constante tout le long de la 

ligne 5 , on aura 
µ1 = µ0 = µ, A = 0 : 

la formule (1) deviendra 

L'aimant exercera les mêmes actions extérieures que deux 

quanti tés égales et de signe contraire de fluide fictif placées en ses 

deux extrémités. Un semblable aimant est dit solénoïde magné

tique. 
Nous avons vu (Chap . I ) que des aiguilles d'acier ex t rêmement 

longues se comporta ient sensiblement comme des solénoïdes ma

gnét iques . 

Coulomb et les expér imentateurs qui , après lui , se sont occu

pés de l 'é tude des aimants l inéaires que l 'on peut faire avec des 

aiguilles d'acier, ont admis implici tement dans leurs recherches 

que la quant i té µ était égale à 0 aux deux extrémités d'un aimant 

l inéaire. 

Cette hypothèse , exprimée par les égalités 

µ0 = 0, U1 = 0, 

semble en contradict ion avec ce fait, que les aiguilles d'acier très 

longues se compor tent sensiblement comme des solénoïdes ma

gnét iques . Mais nous verrons tout à l 'heure que cette contradic

tion n 'est qu 'apparen te . 

On peut donc adopter l 'hypothèse suivante : dans tes aimants 

linéaires réalisables, la quantité µ est égale à 0 aux extré
mités, quit te à vérifier ensuite expér imenta lement les conséquences 

de cette hypothèse . 

Moyennant cette hypothèse, les égalités (1) et (2) donnent 

On voit alors que l 'étude des propr ié tés de l 'aimant considéré 

revient à la dé terminat ion de la valeur que présente en chaque 

poin t la quant i té \ . 

Nous allons examiner les principes sur lesquels repose cette 

déterminat ion. 



Soit BA (fig. 11) une ligne sur laquelle le fluide fictif est d i s 

tribué avec une densité l inéaire cont inue . Soient P un point de 

cette ligne et \ la valeur de la densité linéaire en ce point . 

Fig. 11. 

1° Supposons que le point P ne soit pas une des extrémités de 

la ligne BA. Par ce point , menons une normale PN à la ligne BA. 

Sur la normale PN, p renons un point II dont la distance o au 

point P soit infiniment pet i te . P renons la ligne BA comme direc

trice d 'une surface canal dont o sera le rayon. Prenons ensuite 

sur la l igne BA, de part et d 'autre du point P, deux points M, M', 

dont la distance ds soit infiniment pet i te . Par les points M, M', 

menons deux sections droi tes de la surface canal. 

Appl iquons les lemmes de Gauss au petit cylindre limité par 

ces deux sect ions. 

Les deux bases, grâce à la petitesse de 3 , fournissent à la somme 

des composantes normales des infiniment peti ts d 'ordre supérieur . 

Sur la surface latérale, la composante normale de l 'action magné

tique peu t être regardée comme ayant en tout point la même 

valeur F N . La somme des composantes normales a donc pour 

valeur 

2Fo ds FN. 

Ces actions proviennent du fluide fictif dis t r ibué sur la ligne 

BA avec la densité X. On a donc 

2Fo dsFN = 4Fy ds 
ou 

(3) 

2° Ces considérat ions ne s 'appl iquent plus à un point P dont 



la distance à l 'une des extrémités de la ligne BA n 'est pas finie. 

En effet, au voisinage de ce poin t , F N pour ra i t n 'ê t re plus une 

fonction cont inue de s. Examinons donc directement le cas par t i 

culier où le point P coïnciderait avec une des extrémités de l'ai

mant AB, l 'extrémité B par exemple (fig. 12). 

Fig. 12. 

Par l 'extrémité B de l 'a imant BA, menons un plan P normal à 

l 'aimant. Soit BA' la ligne symétr ique de la ligne BA par r appor t 

à ce plan P . Sur la ligne BA' dis t r ibuons du fluide fictif, de ma

nière qu 'en deux points M, M', symétriques par r appor t au plan P, 

la densité linéaire \ de ce fluide fictif ait la même valeur. 

Prenons , dans le plan P , un point II situé à une distance 3 du 

point B. Soit F N la composante suivant BII de l 'action exercée au 

point II par le fluide r épandu sur la l igne BA. L'act ion exercée au 

même point par le fluide r épandu sur la ligne A 'BA aura pour 

composante , suivant BII , aN = 2FN. Or , d 'après ce qui p récède , 

on aura 

ou bien 

(4) 1 = oFN. 

Les égalités (3 ) et (4 ) conduisent à la proposi t ion suivante : 

Une ligne BA porte du fluide fictif dont la densité linéaire 
est \ au point P. Un pôle II, égal à l'unité, est situé à une dis
tance infiniment petite 0 du point P sur une normale N à la 



ligne BA menée par ce point. On mesure la composante FN sui
vant la normale N de l'action exercée au point II. Si le point P 
n'est pas une extrémité de la ligne BA, on a 

et si le point P est une extrémité de la ligne BA, on a 
1 = oF N . 

On ne peu t déterminer expérimentalement le produi t 8 F N à une 

distance infiniment petite o de la ligne s; la distance o à laquelle 

on mesure ce produi t est très pe t i t e ; toutefois, elle doit encore 

être assez grande pour que l 'on puisse, en sa présence, négliger 

les dimensions transversales de l 'aimant. On est ainsi conduit à 

modifier l 'énoncé précédent , et à le remplacer par le suivant : 

On détermine la valeur de F N à une distance de l'aimant 
très petite, quoique grande par rapport aux dimensions trans
versales de l'aimant. Si 8 est cette distance, on a 

k étant un facteur égal à l'unité pour les points dont la dis
tance à V extrémité de l'aimant est grande par rapport à S, 
variable entre 1 et 2 pour les points dont la distance à l'ex
trémité de l'aimant est de l'ordre de S et sensiblement égal à 2 
à l'extrémité de l'aimant. 

Imaginons que l'on ait représenté par la courbe afiy (fig. 13) 

la valeur du produi t i 3 F N pour chaque valeur de s. X sera r ep ré 

senté par la courbe a'j3'y', coïncidant sensiblement avec la p ré 

cédente pour les valeurs de s qui diffèrent sensiblement de 0 ou 

de L , tandis qu 'aux extrémités cette nouvelle courbe aura des 

ordonnées doubles de celles de la courbe précédente . 

Ces divers principes avaient été fort bien aperçus par Cou

lomb (1) , tandis qu'i ls ont souvent été méconnus par les phys i 

ciens qui l 'ont suivi, no tamment par Gaugain ( 2 ) . 

(1) COULOMB, Septième Mémoire sur l'électricité et le magnétisme : Du ma
gnétisme, art. XIX (Mémoires de l'Académie des Sciences pour 1789, p. 473). 

(2) GAUGAIN, Mémoire sur la distribution du magnétisme dans les électro-
aimants (Annales de Chimie et de Physique, 5e série, t. XI, p. 5; 1877). 



La d é t e r m i n a t i o n de la dens i t é l inéaire X de la d i s t r ibut ion 

fictive est r a m e n é e , d'après ce qui p r é c è d e , à la d é t e r m i n a t i o n 

de F N . 

Fig 13. 

P o u r d é t e r m i n e r F N , C o u l o m b e m p l o y a i t l es m é t h o d e s i n d i 

q u é e s au Chapi tre p r é c é d e n t p o u r u n a imant q u e l c o n q u e . D a n s l e 

cas où l 'a imant l inéa ire e s t rectiligne, i l y a grand avantage à 

subs t i tuer aux m é t h o d e s de C o u l o m b une m é t h o d e é l é g a n t e , 

f o n d é e sur les propr ié t é s de l ' i n d u c t i o n é l e c t r o m a g n é t i q u e . C e l l e 

m é t h o d e a été i m a g i n é e par V a n R e e s ( 1 ) ; e l le a é l é e n s u i t e e m 

p l o y é e par Gauga in ( 2 ) . 

U n pet i t c erc l e m é t a l l i q u e , de rayon 3, p e u t se d é p l a c e r d e 

m a n i è r e q u e s o n axe c o ï n c i d e c o n s t a m m e n t avec l 'axe B A d e 

l 'a imant . Ce cerc le e s t re l ié par un d o u b l e fil m é t a l l i q u e à u n ga l 

v a n o m è t r e b a l i s t i q u e très é l o i g n é (fig. 14). 

Ce cercle est d 'abord au r e p o s , s o n cen tre étant e n O . O n l e 

dép lace r a p i d e m e n t , de m a n i è r e à a m e n e r s o n centre en O', e t o n 

l'arrête de n o u v e a u . U n c o u r a n t d ' i n d u c t i o n de p e u de d u r é e par 

court c e c ircui t . L e c ircu i t é tant à l 'état n e u t r e au d é b u t de la 

modi f i ca t ion auss i b i e n qu'à la f in, c e c o u r a n t m e t e n m o u v e 

m e n t , en c h a q u e p o i n t du c i rcu i t , la m ê m e quant i té d ' é l e c t r i 

c i té Q , q u a n t i t é q u e mesurera l ' i m p u l s i o n d o n n é e au g a l v a n o m è t r e 

b a l i s t i q u e (voir L ivre X I I I , C h a p . V I I , § 2 ) . 

O n p e u t , p o u r ca l cu ler ce t te q u a n t i t é , r a i s o n n e r c o m m e si l e 

(1) VAN REES, Ueber die Vertheilung des Magnetismus in Magneten (Pog-
gendorff's Annalen, t. LXXIV, p. 213; 1849). 

( 2 ) GAUGAIN, loc. cit. 



courant qui a traversé le c i rcu i t avait été à tout ins tant un i forme . 

Le courant ayant une in tens i t é égale à 0 au c o m m e n c e m e n t et à 

la fin de la modi f i ca t ion , il n'y a pas l i eu de t en ir c o m p t e de l ' i n 

d u c t i o n du c ircui t sur l u i - m ê m e . L'a imant n e sub i t , au c o m m e n 

c e m e n t et à la fin de la modi f i ca t ion , l ' in f luence d 'aucun c o u r a n t ; 

Fig. 14. 

son a imantat ion es t d o n c la m ê m e dans les d e u x cas , e t l 'on p e u t , 

p o u r ca lcu ler la quant i té Q , s u p p o s e r q u e ce t te a imantat ion soit 

d e m e u r é e invar iable p e n d a n t t o u t e la durée de la modi f i ca t ion . 

O n est d o n c a m e n é à é tud ier u n p h é n o m è n e d ' induct ion produ i t 

par un a imant invariable de f o r m e , de p o s i t i o n et d 'a imantat ion 

dans u n c i rcu i t qui se d é p l a c e en d e m e u r a n t traversé par un c o u 

rant un i forme . 

Or , c o m m e n o u s le verrons p l u s l o in ( L i v r e X V , C h a p . I I I ) , 

pour déterminer, dans ce cas , le produit RQ de la quantité 
d'électricité mise en mouvement par la résistance du circuit, 
on imagine que chaque masse magnétique M de l'aimant 
exerce, sur chaque élément dl du conducteur, une force ayant 
pour grandeur 

normale au plan de l'élément de courant dl et de la masse M, 
et dirigée vers la droite de l'observateur qui, placé en l'élé
ment dl, regarderait la masse M (la direction r est comptée 
de l'élément dl vers la masse M); on calcule le travail pro
duit par cette force dans le déplacement du conducteur ; il 
est égal à — R Q . 

A p p l i q u o n s ces résultats au cas part icul ier qui nous o c c u p e . 

So i t M (fig. 15) une des m a s s e s m a g n é t i q u e s fictives d i s tr ibuées 

sur la l igne B A et dl = mm' u n é l é m e n t du c i rcu i t . L 'angle (r, dl) 
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est droit, et la force F a pour valeur 

Cette force est normale au plan M mm'. Le rayon O m ou o du 

cercle étant très petit , la direction Mm diffère très peu de la di

rection M O et le plan M m O est presque normal au plan M mm' . 

Fig. 15. 

La force en quest ion est donc située sensiblement clans le plan 

M m O ; elle est sensiblement perpendicula i re à M m . Soit 6 l'an

gle m M O , la force en question aura, sur la direction BA, une 

projection sensiblement égale à 

L'ensemble des forces agissant sur le peti t cercle a, suivant BA, 

une résultante qui a pour valeur 

le signe ^ s 'étendant à toutes les masses M qui composent l'ai

mant . Or il est facile de voir que l 'on a 

La force en quest ion peut donc s 'écrire 

Lorsqu 'on amène le centre du peti t cercle de O en O' , elle ef-



fectue un travail 

On a donc 

Cette formule permet t ra aisément de déterminer , pour chaque 
valeur de s, la valeur de S F N et, par conséquent , la valeur de X. 

Les résultats expér imentalement trouvés peuvent être r e p r é 
sentés par la formule 

(5) y = a (ks — kt-s) 

a et k é tant deux constantes qui dépenden t de la na ture de l'acier 
employé, des moyens mis en œuvre pour aimanter l 'aiguille, enfin 
du diamètre de celte aiguille. 

Les égalités 

donnen t alors 

(6) 

De cette formule on déduit , comme on devait s'y a t tendre , 

µ1 = 0. 

Cette formule est due à Biot (1). Green ( 2 ) a cherché à la j u s 

tifier théor iquement . 

Lorsque l'aiguille est très longue et très mince, X n 'a de valeurs 

sensibles que pour des valeurs de s ou de ( L — s) petites par r a p 

por t à L ; l 'aiguille se comporte alors, pour des points un peu éloi

gnés, comme deux masses magnét iques égales et de signes con

traires placées en ses deux extrémités. Cette proposi t ion, conforme 

à l 'expérience, n 'est pas, on le voit, en contradict ion avec l 'hypo

thèse exprimée par les égalités 

(7) µ0 = 0, µ0 = 0. 

(1) BIOT, Traité de Physique, t. III, p. 76; Paris, 1816. 
(2) GREEN, Essay on the application of mathematical Analysis to the theo

ries of electricity and magnetism (Nottingham, 1828). 



Cette hypothèse, exprimée par les égalités ( 7 ) , sert de fonde

ment à toutes les études expérimentales qui ont servi à établir lu 

formule ( 6 ) . Il serait évidemment intéressant de pouvoir soumettre 

la formule ( 6 ) , ou que lqu 'une de ses conséquences, à une vérifi

cation expérimentale qui ne fît pas usage des hypothèses ( 7 ) . La 

comparaison des moments magnét iques fournit cette vérification. 

D 'après la formule ( 6 ) , le moment magnét ique d 'une aiguille 

aimantée a pour valeur 

(8) 

Cette formule doit pouvoir représenter le momen t magnét ique 

d'aiguilles de longueurs différentes, ayant la même section, faites 

avec le même acier et aimantées de la même manière . 

M. Bouty (1) a soumis cette formule au contrôle de l 'expérience 

au moyen d 'une méthode ingénieuse, qui permet de t rouver très 

rapidement le rappor t des moments magnét iques de deux aiguilles 

a imantées . 

Les deux aimants BA, B 'A' sont suspendus à un même équi

page (fig. 16) de manière à être tous deux horizontaux. Ils font 

Fig. 16. 

entre eux un angle 6. Lorsque ces deux aimants sont en équi l ibre , 

la direction BA fait, vers l 'est, un angle a avec la direct ion try de 

(1) BOUTY, Études sur le magnétisme, 1RE Partie (Thèse de Doctorat, Paris, 
1874; Annales scientifiques de l'Ecole Normale supérieure, 2e série, t. IV. 
1875). 



la méridienne magnét ique . Si M et M' sont les moments ma

gnétiques des deux aimants, la condit ion d 'équil ibre sera 

M sin x = M' sin (0 — a). 

En particulier, si les deux aiguilles font entre elles un angle 

droit , cette égalité deviendra 

La détermination de l 'angle a fait connaître le rappor t des mo

ments magnétiques des deux aimants . 

Les résultats des expériences de M. Bouty concordent à peu 

près avec les nombres fournis par la formule (8 ) , 



CHAPITRE VII. 

LES DISTRIBUTIONS SOLÉNOIDALES ET LAMELLAIRES. 

§ 1. — De la distribution magnétique solénoïdale. 

Sir W . Thomson (1) a donné sur la distr ibution du magnétisme 

à l ' intér ieur des aimants quelques théorèmes qui, sans avoir l ' im

portance prat ique des proposit ions relatives à la dis t r ibut ion su

perficielle, sont cependant remarquables par leur élégance et leur 

générali té. M. Betti ( 2 ) a donné un très bel exposé des théorèmes 

de Sir W . Thomson . Le présent Chapi t re sera consacré à repro

duire cet exposé. 

Nous prendrons pour point de dépar t le théorème suivant, qui 

est dû à Jacobi : 

Si trois fonctions A, B, C sont, dans un certain espace, uni
formes, finies et continues ainsi que leurs dérivées partielles du 
premier ordre; si, de plus, elles vérifient, en tout point de cet 
espace, l'équation 

(1) 

il existe deux fonctions u, v, qui sont, dans cet espace, uni
formes, finies et continues, ainsi que leurs dérivées partielles 

(1) Sir W. THOMSON, A mathematical theory of magnetism (Proceedings of 
the Royal Society, juin 1849. — Sir W. THOMSON'S Reprint of papers on elec
trostatics and magnetism, Art. XXIV, Chap. V). 
(2) BETTI, Teorica delle forze newtoniane e sui applicazioni all' elettrosta-

tica e al magnetismo, Chap. III, § 3; Pise, 1879. 



du premier ordre, et qui sont telles que l'on ait 

(2) 

Ce théorème admis, considérons un aimant et supposons que les 

trois composantes A, B, C de l 'a imantat ion vérifient, en tout po in t 

de l 'a imant , la condition ( 1 ) . 

Soient m, n deux paramètres variables et considérons les deux 

familles de surfaces 

(3) µ = m, 

( 4 ) V = N. 

Deux de ces surfaces, l 'une de la première famille, l 'autre de la 

seconde, se coupent suivant une ligne ; par chaque point M ( x , y, z) 

du corps, il passe une de ces lignes et une seule, puisque ce point 

correspond à une seule valeur de µ et à une seule valeur de v. 

Cette ligne se déplace et se déforme d 'une manière continue 

lorsque les deux paramètres m et n changent de valeur d 'une ma

nière cont inue. 

Soient N et N' les normales menées par le point M à la surface 

µ = m 

et à la surface 
v = n 

qui passent par ce po in t ; soient a, B, y les cosinus directeurs de la 

normale N et a', B', y' les cosinus directeurs de la normale N' . 

Nous aurons 

( 5 ) 



et, de même, 

(6) 

Les égalités (2) deviennent alors 

(7) 

Ces trois équat ions, en nous mont ran t que les composantes de l 'ai

mantat ion au point M sont respectivement proport ionnel les aux 

trois quanti tés 

(BY' — Y B ' ) , ( Y A ' — A Y ' ) , (aB' — BA'), 

nous mont ren t que la direction de l 'aimantation au point M est 

normale à la fois aux deux lignes N et N' . D'où ce premier théo

rème : 

Si la condition (1) est vérifiée en tout point du corps, l'ai
mantation est en tout point tangente à l'intersection des deux 
surfaces 

µ = m, v = n 

qui passent par ce point. 

L'intensi té d 'a imantat ion au po in t M est donnée par l 'égalité 

M2 = IIµ. IIv. [(BY' — Y B ' )2 + ( Y A ' - * Y ' ) 2 + (aB'+ Ba') 2]. 

Les identi tés 

(By'— Y B ' ) 2 + ( T « ' — « Y ' ) 2 + (aB'— Ba')2 

= (a 2 -+-P 2 H-Y 2 )(a' 2 -t- P ' 2 + Y ' 2 ) — P P ' + Y Y ' ) 2 , 

aa + fi! + Y * = 1, 

a'2-h p'2+ Y ' 2 = 1 

t ransforment cette égalité en 

(8) o i t 2 = n(i.nv.[i—(a«'-t- p p ' + Y Y ' ) 2 ] -



Considérons les quatre surfaces 

µ = m, 
µ = m +Am, 

v = n, 

v = n + An. 

Elles découpent , dans le corps, un canal infiniment délié, que l'on 

peut assimiler à un aimant l inéaire. D'après le théorème précé

dent , le long de cet a imant l inéaire, l 'aimantation est longitudi

nale. 

Soit M(x, y, z) un point de la ligne 

µ = m, 

v = n. 

Par le point M, menons un plan normal à cette ligne. Ce plan 

rencontre respectivement les trois lignes 

µ = m + Am, 

v = n; 

µ = m, 
v = n + An ; 

µ = m + Am, 
v = n + An 

aux points 
P(x + HA;z-, y+\yt z + \z), 

P'(a?-H A'a?, y-\-H'y, z-t-h'z), 

P " 0 -H A"x, y -t- A"y, z -+- A"z). 

Le paral lé logramme M P P ' P " est la section droi te , au point M, du 

canal infiniment délié. Si nous désignons par Q l'aire de ce paral

lélogramme, nous aurons 

(9) Q2 = MP\MP' \ s in2-PMP' . 

On a évidemment 

D'ail leurs le plan normal au point M à l ' intersection des deux sur

faces 
µ = m, 
v = n 

est le plan NMN', dont l 'équation est 

W-YP') (X - * ) + ( y * ' - (Y-y) + - 0a') (Z - z) = o. 



Le point P étant dans ce plan, on a 

(PY ' ~ YP'M* -+- (y»'- «Y')Ar + («P' - PO** = o. 

Moyennant les égalités ( 5 ) et (6 ) , on voit que les trois égalités 

vérifiées par Ax, Ay, Az sont les suivantes : 

a Ax •+- (3' A y -+- Y ' Az = 0, 

( p Y ' - Y P ' ) ̂  + ( Y » ' - « Y > . r + ( ap' - p«' ) = °. 

ce qui donne 

et, par conséquent , 

(10) 

Soit L la ligne 
µ = m, 
v = n. 

La normale au plan LMN' é tant désignée par SL, on aura 

c o s ( 3 b , # ) = P'(ap'— ( 3 a ' ) — Y ' ( Y A ' — A Y ' ) > 

c o s ( X , r ) = Ï ' ( PY ' - Y P ' ) - « W - PA')> 

c o s ( ^ , *) = a'(Ta' - « T ' ) —P'CPY ' — Y ? ' ) -

Dès lors , en vertu de l 'égalité 

c o s 2 ( , % , » ) + c o s 2(5î,,7 ) - i - c o s 2 ( % , Z)=j, 



l'égalité (10) deviendra 

ou bien 

(11) 

On a, de même, 

(12) 

Enfin 

(13) sin2PMP'= 1 — c o s 2 N M N ' = 1 — (aa' + BB' + yy')2. 

En vertu des égalités (11 ) , ( 1 2 ) et ( 1 3 ) , l 'égalité ( 9 ) devient 

égalité qui , comparée à l'égalité (8 ) , donne 

(MO)2 = (Am.An)2. 

Le produi t 3 1 1 0 garde donc la même valeur absolue tout le long 

du canal infiniment délié considéré; ce canal consti tue ce que nous 

avons appelé, au Chapi t re précédent , un solénoïde magnétique. 
Nous arrivons donc à la proposi t ion suivante : 

Si les composantes de l'aimantation satisfont en tous les 
points d'un corps à la condition 

(1) 

il existe deux familles de surfaces découpant le corps en ca
naux infiniment déliés dont chacun est un solénoïde magné
tique. 

Sir W . Thomson a donné le nom de distribution magnétique 

solénoïdale à une dis tr ibut ion dont les composantes vérifient en 

tout point l 'égalité ( r ) . Nous avons vu ( C h a p . IV, § 2 ) qu 'une 

semblable dis tr ibut ion jouissait de propriétés remarquables . 



§ 2. — De la distribution lamellaire simple. 

Supposons maintenant qu 'en tout point d'un aimant s implement 

connexe les composantes X, B, C de l 'aimantation soient des 

fonctions uniformes finies et continues de x, y, z, et qu' i l en soit 

de même de leurs dérivées partielles du premier ordre . Supposons 

en outre que ces dérivées vérifient les condit ions 

(14) 

Dans ce cas, il existera une fonction <o(x, y, z) uniforme, finie et 

continue, telle que l'on ait 

(15) 

Considérons un paramètre variable f. La surface 

(16) Q = f 

est, ou bien une surface fermée contenue en entier à l ' intér ieur de 

l 'aimant, ou bien une aire limitée ayant son contour à la surface 

de l 'aimant. Par tout point de l 'aimant, il passe une et une seule 

de ces surfaces. Lorsque le paramètre f varie d 'une manière con

t inue, cette surface se déforme d 'une manière cont inue , de ma

nière à balayer tout l 'espace occupé par l 'a imant . 

Soit N la normale en un poin t de la surface S représentée par 

l'égalité (16), cette normale étant dirigée du côté où f va en crois

sant. Soient a, y les cosinus di recteurs de cette normale . Nous 

aurons 

(16) 

D'après ces équat ions, les quant i tés A, B, C sont, en chaque 

po in t , proport ionnel les aux quant i tés a, (3,y. D 'où ce théorème : 

L'aimantation est, en chaque point du corps, normale à la 
surface S qui passe par ce point. 



Les égalités (15) donnen t 

(17) M2= n ? . 

Menons la surface S représentée par l 'équation 

Q = f, 

puis la surface S' représentée par l 'équation 

Soit M un point de la surface S. Par ce po in t , menons une no r 

male à la surface S et l imi tons- la au point M' où elle rencont re la 

surface S'. Nous aurons 

ou bien, d 'après les égalités (16), 

Cette égalité, comparée à l 'égalité (17), donne 

M. MM'= Af. 

Le produit de l'aimantation en un point de la surface S par 
la dislance normale entre les deux surfaces S et S' a même 
valeur en tout point de la surface S. 

Nous nommerons feuillet magnétique une couche aimantée, 

comprise entre deux surfaces infiniment voisines, dont l 'aiman

tation est, en chaque poin t , normale à la couche et en raison in

verse de l 'épaisseur de la couche . Nous voyons alors que les deux 

surfaces S et S' l imitent , dans l ' a imant , un feuillet magnét ique, 

ouvert ou fermé, ce qui nous condui t au théorème suivant : 

Si les trois composantes de l'aimantation vérifient, en tout 
point, les conditions 

(14) 

il existe une famille de surfaces décomposant l'aimant en 



lamelles infiniment minces, fermées ou ouvertes, dont cha
cune est un feuillet magnétique. 

Sir W. Thomson donne le nom de distribution lamellaire 
simple à une semblable dis tr ibut ion magnét ique . 

Pour que les conditions (1) et (14) soient vérifiées en même, 

temps, il faut et il suffit qu ' i l existe une fonction cp vérifiant à la 

fois les condi t ions ( 1 5 ) et la condi t ion 

Ao = 0 ; 

donc , pour qu'une distribution soit à la fois solénoïdale et la
mellaire simple, il faut et il suffit que les trois composantes 
de l'aimantation soient en chaque point égales aux dérivées 
partielles du premier ordre d'une même fonction harmonique 
des coordonnées. 

Nous verrons au Livre suivant que , d 'après la théorie de Pois

son, un morceau de fer doux, aimanté par influence, se t rouve

rai t dans ces condit ions. 

§ 3. — De la distribution sur un aimant quelconque. 

Considérons main tenant un aimant à l ' in tér ieur duquel les 

trois quanti tés A, B, C sont assujetties seulement à être uni

formes, finies et cont inues, ainsi que leurs dérivées partielles du 

premier et du second ordre . L ' ident i té 

jo in te au théorème de Jacobi , que nous avons énoncé au début 

du § l , nous montre qu ' i l existe toujours deux fonctions µ(x, y, z), 

v(x, y, z) uniformes, finies et cont inues , ainsi que leurs dérivées 

partielles du premier ordre, telles que l'on puisse écrire 

(18) 



Ces égalités (18) peuvent encore s'écrire 

D 'après ces égalités, il doit exister une fonction » telle que 

l'on ait 

(19) 

Ces égalités (19) nous mon t r en t que toute dis tr ibut ion magné

tique peu t être regardée comme la superposi t ion de deux distri

butions : l 'une, représentée par les formules 

est une dis tr ibut ion lamellaire s imple ; l 'autre est représentée par 

les équat ions 

( 2 0 ) 

Étudions cette dernière d is t r ibut ion. 

L 'a imantat ion, dans cette seconde dis t r ibut ion, est normale en 

tout point à celle des surfaces représentées par l 'équat ion 

µ = m, 

où m est un paramètre variable, qui passe par ce point . 

L' intensité d 'aimantat ion est déterminée par l 'égalité 

(21) M2= V2.IIµ. 



Considérons la surface S, représentée par l 'équation 

µ = m, 

et la surface infiniment voisine S', représentée par l 'équat ion 

µ = m + Am. 

Ces deux surfaces l imitent une lamelle, dont l 'épaisseur MM' a 
pour valeur 

(22) 

La comparaison des égalités ( 2 1 ) et ( 2 2 ) donne 

M.MM'= | v.Am|. 

Le produi t de l 'a imantat ion par l 'épaisseur de la couche n'a pas 

une même valeur en tout point de la couche ; sa valeur est p r o 

port ionnel le , en chaque point , à la valeur de la fonction v en ce 

point. Une dis t r ibut ion formée de semblables lamelles est ce que 

Sir W . Thomson nomme une distribution lamellaire composée. 
Ainsi, toute distribution magnétique continue peut être re

gardée comme la superposition d'une distribution lamellaire 
simple et d'une distribution lamellaire composée. 

Si les composantes de l 'aimantation vérifient les condit ions (14), 

la dis t r ibut ion lamellaire simple subsiste seule. 

§ 4. — Décomposition d'une distribution quelconque en une distribution 
lamellaire simple et une distribution solénoïdale. 

Soient (x', y', z') un point quelconque du volume occupé par 

l 'a imant; A', B', C' les composantes de l 'aimantation en ce po in t ; 

r la distance du poin t (x,y, z) de l 'espace au point (x', y', z'). 

Considérons trois fonctions de x, y, z définies de la manière sui

vante 

( 2 3 ) 

les intégrat ions s 'étendant au volume entier de l 'aimant. 



Posons ensuite 

(24) 

Ces égalités (24) entraînent les identités 

( 2 5 ) 

Mais, d 'après les égalités (23 ) , on a, en tout point de l 'ai

mant , 
AF = — 4IIA, 

A G = — 4IIB, 

A H = — 4IIC. 

Les égalités (25) peuvent donc s 'écrire 

Ces nouvelles égalités démont ren t le théorème suivant : 

Toute distribution magnétique continue peut être regardée 
comme résultant de la superposition d'une distribution solé-
noïdale et d'une distribution lamellaire simple. 
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CHAPITRE VIII. 

MÉRIDIENS MAGNÉTIQUES ET PARALLÈLES MAGNÉTIQUES. 

§ 1. — Distribution de la force tangentielle à la surface 
d'un corps quelconque. 

Dans l 'é tude du magnét isme terrestre , on détermine avec grand 

soin, en chaque point de la surface du globe, la valeur de la décli

naison magnét ique et de la composante horizontale de l ' intensité 

magné t ique ; c'est dire que l 'on étudie , en chaque point de la sur 

face du globe, la grandeur et la direction de la composante tan

gentielle de la force magné t ique . 

Gauss (1) a donné , au sujet de la distr ibution de cette compo

sante tangentielle à la surface du globe, un certain nombre de 

beaux théorèmes. Parmi ces théorèmes, les uns sont généraux et 

peuvent s 'appliquer à l 'étude de la composante tangentielle de la 

force à la surface d 'un a imant quelconque . Les autres ne peuvent 

s 'appliquer qu 'à un corps de forme sphér ique , comme la terre . 

Nous allons étudier d 'abord les premiers , puis les seconds. 

Considérons donc un corps que nous supposerons s implement 

connexe et don t la surface ne présentera aucune singulari té . Soit V 

la fonction potentiel le magnét ique de ce corps. 

Cette fonction ne peut avoir la même valeur en tous les points 

de la surface du co rps , car alors la couche superficielle fictive 

qui équivaut à l 'a imant remplirai t les condi t ions de l 'équilibre 

électrostatique. Comme cette couche renferme autant de fluide 

positif que de fluide négatif, elle aurait une densité nulle en tout 

(1) C.-F. GAUSS, Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus (Resultate aus 
der Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1838, publiés par 
Gauss et Weber; Leipzig, 1839. — GAUSS, Werke, Bd. V, p. 121). 



point de la surface du corps, et l'aimant n'aurait aucune action 

aux points qui lui sont extérieurs. Nous excluons ce cas particu

lier de nos recherches. 

La fonction potentielle magnétique varie donc à la surface de 

l'aimant et ses variations admettent forcément une limite supé

rieure A et une limite inférieure B. Comme la fonction potentielle 

magnétique est une fonction continue, chacune des valeurs com

prises entre A et B, sans omettre ni la valeur A ni la valeur B, est 

prise par elle à la surface de l'aimant. 

Soit C une valeur comprise entre A et B. Les points de la surface 

de l'aimant où la fonction potentielle a des valeurs comprises 

entre A et C doivent être séparés des points où la fonction poten

tielle a une valeur comprise entre C et B par une région où la 

fonction potentielle a la valeur C. On pourra toujours, par les 

points de la surface de l'aimant où la fonction potentielle a la seule 

valeur C, faire passer au moins une ligne fermée. Il se pourra que 

ces points ne forment pas seulement cette ligne fermée, mais 

qu'encore certains d'entre eux soient isolés, ou forment des seg

ments de ligne, ou couvrent des espaces d'étendue finie. 

L'égalité 

(1) V = C 

définit donc, en général, une ligne fermée tracée à la surface de 

l'aimant; cette ligne se nomme un parallèle magnétique. 
Dans l'espace, l'égalité 

V = C 

définit une surface de niveau à laquelle la force magnétique est 

normale en chaque point. Dès lors, il est aisé de voir que la com

posante tangentielle de la force est, en chaque point du corps, 
ou nulle, ou normale au para l lè le magnétique qui passe pa r 
ce point . 
Nous donnerons le nom de méridien magnétique à toute ligne 

tracée à la surface de l'aimant et tangente en chacun de ses points 

à la composante tangentielle de la force. Le théorème précédent 

peut alors s'énoncer ainsi : 

Les méridiens magnétiques et les parallèles magnétiques 
forment, à la surface de l'aimant, deux familles de lignes 
découpant cette surface en rectangles infiniment petits. 



Donnons successivement au paramètre G les valeurs 

C, C -+• ε, G Η - 2 ε, G — ι ) ε , C + ζιε, . . . , 

ε étant une quanti té infiniment peti te. 

Au moyen de l 'équation ( 1 ) , nous tracerons à la surface de l'ai

mant des parallèles magnétiques 

PQJ P I , ?2 , · · · , P«—u Ρ /ϋ • · · 

infiniment voisins les uns des autres . 
Soit M un point du parallèle P n _ ( . Soit H la composante tangen-

tielle de l 'action magnét ique , cette action étant comptée posit ive

ment du parallèle P„_f vers le parallèle P„ . La force H est tangente 

à la méridienne magnétique du point M. Cette méridienne magné

tique rencontre en M' le parallèle P„ . On a alors, d 'après les p r o 

priétés fondamentales de la fonction potentiel le magnét ique , 

D'ai l leurs, si l 'ou se borne à considérer les infiniment pet i ts du 

premier o rdre , MiW est, en général , égal à la distance δ des deux 
parallèles infiniment voisins, P r t _ i , P«. On a donc 

( 2 ) 

La composante tangentielle de l'action magnétique est, en 

chaque point, mesurée par l'inverse de la distance de deux 

parallèles magnétiques ; elle est, en chaque point, normale au 

parallèle magnétique et dirigée dans le sens où la fonction 

potentielle magnétique décroît. 

Le long d 'un même méridien magnét ique , parcouru dans un 

sens bien déterminé; la composante tangentielle de l 'action ma

gnét ique, comptée posi t ivement dans ce sens, n 'a pas forcément 

u n signe constant ; mais, à cause de sa continuité, elle doit garder 

le même signe tout le long d'arcs continus séparés les uns des 

autres par des points où elle a la valeur o. C'est un semblable arc 

cont inu, le long duquel la composante tangentielle de l 'action ma

gnétique garde un sens invariable, que nous nommerons désor

mais un méridien magnét ique. 



Un méridien magnétique ne peut former une ligne fermée. 

Désignons , en effet, par ds l 'élément d'arc d 'un méridien magne
nt? 

t ique ; d 'après la définition précédente , la quanti té ne peu t 

changer de signe le long du même méridien. L' intégrale 

étendue à une por t ion d 'un méridien ou à ce méridien tout entier, 

ne peut donc jamais être égale à o. Or , la fonction t? é t a n t u n e fonc

tion uniforme et cont inue , l ' intégrale précédente , étendue à une 

courbe fermée quelconque , est égale à o. Un méridien ne peut 

donc se fermer de lu i -même. 

Un même méridien ne peut couper plus d'une fois un même 

parallèle. 

En effet, la fonction Φ ayant la même valeur en tous les points 

d'un même parallèle, si un méridien coupait plus d 'une fois un 

même parallèle, l ' intégrale 

étendue à un segment du méridien compris entre deux rencontres 

avec ce parallèle, serait égale à o, cont ra i rement à ce que nous ve

nons de voir. 
Ainsi, un méridien magnétique forme forcément, à la sur

face du corps, un segment limité par deux points; la fonction 

potentielle n'a pas la même valeur en ces deux points ; en ces 

deux points, la composante tangentielle de l'action magnétique 

est nulle, et, par conséquent, l'action magnétique est ou nulle, 

ou normale à la surface du corps. 

Nous nommerons pôle magnétique un po in t de la surface du 

corps où la force tangentielle est égale à zéro. Ce mot prend ici 

un sens conforme à celui qu 'on lui at t r ibue dans l 'é tude du magné

tisme terres t re , mais tou t différent de celui qu 'on lui a t t r ibue , en 

général , dans la par t ie de la Phys ique qui traite des aimants. 

Le théorème précédent nous mont re que tout méridien magné

tique par t d'un pôle pour arriver à un pôle. 

Soit Ρ un pôle magnét ique ; soit s un arc tracé sur la surface et 



passant par le pôle P . La composante de l 'action magnét ique sui
vant la tangente à l 'arc s a pour valeur 

Pour que le point Ρ soit un pôle magnét ique, il faut et il suffit 
que cette composante soit égale à ο quel que soit l 'arc s. 

Donc , pour qu un point soit un pôle magnétique à la surface 
du corps, il faut et il suffit que la dérivée de la fonction poten
tielle suivant l'arc de toute courbe tracée sur la surface et 
passant par ce point soit égale à ο en ce point. 

Dès lors, trois circonstances différentes peuvent se présenter en 

un pôle magnét ique : 

1° Il peut arriver qu 'en un pôle magnét ique la fonction po ten 

tielle magnét ique ait une valeur plus petite qu 'aux points voisins 

de la surface du corps. 

Dans ce cas, si l 'on fait usage de l 'égalité ( 2 ) pour déterminer 

la composante tangentielle de l 'action magnét ique en un point 

voisin du pôle, on trouve que cette composante est dirigée vers le 

pôle. Le pôle attire une masse de fluide austral placée à son voi

sinage et assujettie à se mouvoir à la surface du corps. Le pôle est 

un pôle nord. 

2° II peut arriver qu 'en un pôle magnét ique la fonction po ten

tielle magnét ique ait une valeur plus grande qu 'aux points voisins 

de la surface du corps. 

Dans ce cas, si l 'on fait usage de l 'égalité ( 2 ) pour déterminer 

la composante tangentielle de l 'action magné t ique en un poin t 

voisin du pôle, on trouve que cette composante tend à écarter du 

pôle son point d 'application. Le pôle repousse une masse de fluide 

austral placée à son voisinage et assujettie à se mouvoir à la sur

face du corps. Le pôle est u n pôle sud. 

3° Il peut arriver qu 'en un pôle magnét ique passent des lignes 

partageant le domaine de ce pôle en plusieurs régions, dont le 

nombre est au moins quatre ; les unes , R, R', . . . , où la fonction 

potentiel le a une valeur plus grande qu 'au pô l e ; les aut res , p, 

p' , où la fonction potentiel le a une valeur plus petite qu 'au 

pôle. Une masse de fluide austral , placée dans le domaine du pôle 

et assujettie à se mouvoir à la surface du corps , est repoussée par 



le pôle si elle se trouve dans une des régions R, R', . . . , et attirée 
par le pôle si elle se trouve dans une des régions ρ, p', . . . . Le 
pôle se compor te comme u n pôle sud pour les premières régions, 

comme un pôle nord pour les autres . Nous dirons qu'il constitue 

un pôle mixte. 

Nous savons qu' i l existe à la surface de tout corps au moins un 

point où la fonction potentiel le at teint sa valeur maxima A et un 

point où la fonction potentiel le atteint sa valeur minima Β. Il 
existe donc, à la surface de tout corps aimanté, au moins un 

pôle magnétique nord et un pôle magnétique sud. 

Si, à la surface d'un corps aimanté, il existe deux pôles de 

même nom, il existe à la surface de ce corps au moins un pôle 

mixte. 

Imaginons, par exemple, qu 'à la surface d'un corps aimanté il 

existe deux pôles sud, P et P ' . Ces deux pôles correspondent à 

deux valeurs A et A' de la fonction potentielle qui sont deux 

maxima. Supposons , pour fixer les idées, 

A i A'. 

Considérons le lieu des points pour lesquels on a 

ψ = Α ' - ε . 

On peu t toujours p rendre la quant i té ε assez pet i te pour que 
( Α ' — ε ) soit supérieur à la limite inférieure Β des valeurs de la 
fonction potentielle sur la surface. Il y aura alors, sur la surface, 
des points r épondan t à cette valeur de la fonction potentiel le . 
Parmi ces points se t rouvent tous les points d 'une certaine courbe 
fermée séparant les régions R dans lesquelles 1? a une valeur su
pér ieure à (Α '— ε) , des régions R' où t? a une valeur inférieure 

à ( Α ' — ε) . Les points P et P ' sont dans la région R. 
On pourra toujours p rendre ε assez pet i t p o u r que le d o 

maine du point P ' à l ' in tér ieur duquel est compris entre A' et 
(Α' — ε) soit plus pet i t que toute surface donnée ; assez petit , par 
conséquent , pour que ce domaine ne renferme pas le point P. 
P o u r une telle valeur de ε, la région R doit se décomposer au 
moins en deux parties l inéairement connexes : l 'une p, entourant 
le point P ' , l 'autre SI, contenant le point P à son intérieur . 

Faisons croître ε, de manière que ( Α ' — ε) tende vers B. Les 



régions ρ et Λ tendront à couvrir la surface entière du corps . Les 

contours de ces deux régions ne pou r ron t donc demeurer t o u 

jours à distance finie. Il pourra arriver que ces deux contours 

demeurent distincts jusqu 'à ce que ( Α ' — ε ) atteigne la valeur B, 
et se confondent alors dans toute leur é tendue . Dans ce cas, il y 

aurai t à la surface du corps toute une l igne fermée où Ψ aurait la 
valeur B, c 'est-à-dire tou te une ligne de pôles nord . 

Excluons ce cas exceptionnel . Les deux contours p rendron t , en 
général, des points communs lorsque (Α'— ε) p rendra une valeur 
A" supér ieure à B. Il pourra se faire que ces points communs 
forment une ligne d 'é tendue finie; mais excluons encore ce cas 
part iculier . E n général , pour la valeur A" de la fonction po ten 
tielle magnét ique, les deux contours v iendront se toucher en un 
certain n o m b r e de points isolés. Soit P" un de ces points . La ligne 

V = A", 

passant par le point P", partage le domaine de ce point en p lu 
sieurs régions. 

Les unes font part ie des régions ρ et Λ . La fonction potentielle 
y a une valeur supér ieure à A". Pour les points placés dans cette 

région, le point P" se comporte comme un pôle nord. 

Les autres font partie de la région R'. La fonction potentielle y 

a une valeur inférieure à A". Pour les points placés dans cette r é 

gion, le point P" se comporte comme un pôle sud. 

Le point P" est donc un pôle mixte, ce qui justifie la proposition 

que nous avions énoncée. 

M. Betti ( 1 ) a démontré ce beau théorème : 

Si la surface d'un corps aimanté est une surface simple

ment connexe et si le nombre des pôles magnétiques qu'elle 

porte est un nombre fini, ce nombre est pair. 

Reproduisons ici la démonstrat ion qu'i l a donnée : 

A la surface du corps se trouvent au moins un pôle nord Ν et 
un pôle sud S. Concevons, sur la surface du corps, un système de 

courbes C par tan t toutes du pôle sud S, arrivant toutes au pôle 

nord, N, dont aucune ne passe deux fois par le même point , 

(1) BETTI, Theoria delie forze Newtoniane e sui applicazioni all' elettro-

statica e al magnetisme, Ch. III, § 2 ; Pise, 1879. 



dont aucune ne rencontre une autre courbe du système en dehors 

des points S et N, et telles que par tout point de la surface du 

corps il passe une de ces courbes. Gela sera toujours possible, 

pourvu que le corps occupe un espace s implement connexe. 

Si l 'on parcour t une courbe C du point S au point N, la fonc

tion potentiel le magnét ique t? sera décroissante au début de ce 

parcours et encore décroissante à la fin. Sa dérivée suivant l 'arc 

de toute courbe tracée sur la surface étant supposée cont inue , la 

suite des valeurs qu'el le p rendra le long de ce parcours ne p r é 

sentera ni maximum ni min imum, ou bien présentera un nombre 

égal de maxima et de minima. 

Désignons par β ι , β 2 , . . . , β „ les points d 'une courbe C où la va

leur de Ψ sur cette courbe devient min imum ; par α,, a 2 , . . . , a„ les 
points , en égal nombre sur cette courbe, où la valeur de devient 

maximum. Les points β , , β 2 , ...·, βη sont supposés rangés dans 

l 'ordre où on les rencont re en allant du point S au point C. Il en 

est de même des points a, , a 2 , . . . , a„. 

Il est facile de voir qu 'en t re les points β ; _ ( et β ; se trouve tou
jou r s un et un seul des points a, le point a,; qu 'ent re les points a, 
et a i + 1 se t rouve toujours un et un seul des points β , le po in t β; . 

Prenons une de celles des courbes C pour lesquelles le nombre n 
a la plus grande valeur, et appl iquons- lu i ce que nous venons de 
dire d 'une manière générale. 

Soient di le lieu des points α,· et D ; l e lieu des points β£- lorsque 
l 'on fait varier la courbe C. Ou b ien la courbe di ne rencontre 
jamais les deux courbes D,_i et D,- entre lesquelles elle est com
pr ise ; elle forme alors une courbe fermée sur e l le-même. Ou bien 

elle rencont re une des deux courbes D,-_,, D,- et forme avec elle 

une courbe fermée. 

Il y a donc en général , sur la surface S, un certain nombre m 

de courbes d fermées; un nombre égal de courbes D fermées et un 

nombre (n — m) de courbes fermées dD, composées d 'une courbe d 

et d 'une courbe D . 

Parcourons dans un sens dé terminé une courbe fermée tracée 

sur la surface; la fonction Ί?, étant une fonction uniforme, reprend 

sa valeur après ce pa rcour s ; il en est de même de sa d é r i v é e s -

suivant l 'arc de la courbe ; cette dérivée, qui est une fonction con-



tinue de l'arc s, change donc de signe un nombre pair de fois. 

Donc , le long de toute courbe fermée tracée sur la surface du 

corps , la fonction potentiel le présente un nombre égal de maxima 

et de minima. 

La fonction 1? présente donc sur l 'une quelconque des courbes 

d, D , dO, un même nombre de maxima et de minima. 

Or , si la fonction *? est min imum en u n point b d 'une courbe d, 

ce point est u n pôle no rd . 

En effet, considérons tous les segments de courbes C qui se 

t rouvent dans le domaine du point b. Sur chacun de ces segments, 

la valeur minima de <? se trouve à la rencont re de la courbe d, et 

sur la courbe d la valeur minima de -t? se trouve au point b. 

La valeur de V au po in t b est donc plus peti te qu 'en tout lieu du 

domaine du point b. 

D'autre par t , si la fonction Φ est maxima en un point a d 'une 
courbe d, ce point est un pôle mix te . 

E n effet, la valeur de "9 au point a est évidemment croissante 

si l 'on s'éloigne du point a sur l 'une ou l 'autre des deux d i rec

tions de la courbe G qui passent par ce point , et décroissante si 

l 'on s'éloigne du point a sur l 'une ou l 'autre des deux directions 

de la courbe d qui passent pa r ce po in t . 

Tou te courbe fermée d contient donc un nombre égal de pôles 

nord et de pôles mixtes. 

De même toute courbe fermée D contient un nombre égal de 

pôle sud et de pôles mixtes . 

Envisageons maintenant une courbe fermée dD. Elle cont ient 

un certain nombre de points où la valeur de ·<? sur cette courbe 

passe par u n maximum et un nombre égal de points où elle passe 

par un min imum. 

T o u t point de cette courbe où <? est un min imum est un pôle 

nord s'il se trouve sur la por t ion d et un pôle mixte s'il se trouve 

sur la por t ion D . T o u t point de cette courbe où "<? est maximum 

est u n pôle sud s'il se trouve sur la portion D et un pôle mixte s'il 

se trouve sur la por t ion d. 

Chacune des courbes d, D , dD, con tenan t un n o m b r e de pôles 

pair ou nul , le nombre des pôles magnét iques à la surface d 'un 

corps aimanté quelconque est pair s'il est fini. C'est le théorème 

énoncé et démontré par M. Betti . 



§ 2. — D u m a g n é t i s m e t e r r e s t r e . 

Aux théorèmes généraux que nous venons d 'exposer, Gauss 

en a jo in t quelques autres qui supposent essentiel lement que 

l 'a imant ait la forme sphé r ique ; ces théorèmes s 'appliquent donc 

à l 'a imant terrestre et nous font connaître d' intéressantes propr ié

tés de la composante horizontale de l 'action magnét ique à la sur

face de la t e r re . 

Ce sont ces proposi t ions que nous allons maintenant dé 

montrer . 

La première de ces proposi t ions concerne les propr ié tés du 

polygone de Gauss. Elle découle immédia tement , comme nous 

l'allons voir, des propr ié tés les plus simples de la fonction poten

tielle magné t ique . 

Soient M 0 , M, deux points situés à la surface du globe. Suppo

sons qu 'une quanti té de fluide magné t ique égale à l 'unité passe du 

point M 0 au po in t M t par un chemin que lconque . 

Le travail accompli par les actions que le magnét isme terrestre 

exerce sur cette charge est indépendant de ce chemin . Il a pour 

valeur 

i? ( M 0 ) , i ? ( M ( ) étant les valeurs de la fonction potentiel le ma

gnét ique aux points M„, M , . 

Supposons que le chemin parcouru par la masse magnét ique 

soit le chemin M 0 M M i , situé tou t entier à la surface de la terre ; 

soit H la valeur au point M de la composante horizontale du ma

gnétisme te r res t re ; soit t l 'angle que la ligne M 0 M M , fait, en M, 

avec la mér id ienne magnét ique du po in t M; soit enfin ds u n élé

ment de longueur de la ligne M 0 M M , . Le travail produi t aura 

pour valeur 

On aura donc 

Si l 'on prend comme contour d ' intégration une courbe fermée 



quelconque tracée à la surface de la terre, on aura 

Prenons à la surface de la terre un polygone fermé, limité par 
des arcs de grand cercle et appliquons-lui l 'égalité précédente . 
Pour simplifier les calculs, supposons que ce polygone se réduise 
à un triangle M „ M | M 2 . Nous aurons alors 

Transformons l 'expression 

Supposons que le grand cercle M 0 M | fasse avec la mér id ienne 
géographique, et à l 'est de celle-ci, un angle ( ο , 1). Supposons , 
en outre , qu 'au point M de l 'arc M 0 M ( la déclinaison magné 
tique, supposée orientale, ait une valeur δ. Nous aurons alors, au 
point M, 

ce qui donne 

H et δ sont des fonctions de s; mais, si les deux stations M 0 , M, 
sont peu éloignées, on pourra approximat ivement remplacer , 
clans l ' intégrale précédente , la quant i té 

H c o s [ ( ο , i ) — 8 ] 

par la quanti té 

moyenne des valeurs que la quant i té précédente prend aux extré
mités de l 'arc M 0 M , . On aura alors 



Pour le triangle M 0 M 1 M 2 on aura 

( 3 ) 

«Si l'on connaît la valeur de la déclinaison magnétique en 

trois points du globe, modérément écartés les uns des autres, et 

la valeur de la composante horizontale du magnétisme ter

restre en deux de ces points, on peut, par cette formule, cal

culer la valeur de cette composante horizontale au troisième 

point. 

Gauss a fait l 'application de cette formule au triangle formé 

par Gœtt ingue , Milan et Paris . P renan t pour inconnue la valeur 

de H à Paris , il trouva 
H = o , 51696, 

tandis que l 'observation directe donnai t 

H = o , 5 1 8 04 . 

Une concordance aussi précise démont re l 'util i té de la formule 

que nous venons d 'établir . Elle permet t ra de déterminer la va

leur de H à une station où un observateur aura dé terminé seule

men t la déclinaison. 

Soit M un point situé à la surface de la te r re , ou extér ieur à la 

sphère terrestre. Désignons par 7* la distance de ce point au centre 

de la t e r r e ; par λ sa colatitude, comptée posit ivement dans l 'hé

misphère n o r d ; par 4^sa longitude occidentale. Les trois coor

données 7 · , λ fixent sa posit ion. La fonction potentielle ma
gnét ique en ce point est une fonction <? (;· , λ ) de ces trois 
variables. 

L'action magnét ique au point M peut se décomposer en trois 

directions rectangulaires : la première composante Ζ est supposée 

dirigée vers le centre de la t e r r e ; la seconde Y est horizontale, 

située dans le mér id ien du poin t M et dirigée vers le nord . La 

troisième X est perpendicula i re aux deux précédentes et dirigée 

vers l 'ouest . 



Nous aurons alors 

(4) 

Ces trois égalités s 'appliquent , en part icul ier , au cas où le point M 

est situé à la surface de la ter re . 11 suffit, dans ce cas, de donner 

à r la valeur R du rayon ter res t re . Dans ce cas, X et Y seront les 

composantes de la project ion H sur le plan horizontal de l'action 

magnét ique terres t re , en sorte que nous aurons 

(4 ' ) 

La déclinaison, supposée horizontale , sera donnée par la formule 

(4") 

Enfin l ' inclinaison sera donnée par la formule 

(-Γ) 

On peut donc, si l 'on connaît l 'expression de t? en fonction de r, 
λ et calculer les éléments du magnét isme terrestre en un poin t 
quelconque . Nous avons vu (Chap. V, § 2 ) comment on peut dé
terminer "C. Nous allons d 'abord indiquer quelques conséquences 
intéressantes des formules que nous venons d 'établir : 

1° Supposons que l 'on connaisse l 'expression de Y en tous les 
points de la surface terrestre , ou , en d 'autres termes, que l 'on 
sache expr imer Y en fonction de Ç_ et λ. P renons , sur un certain 
méridien, un point M correspondant à une certaine valeur de λ ; 
formons la somme des quant i tés Yc/λ pour tous les points com
pris entre le pôle nord et le po in t M, et désignons celte somme 
par Τ : 

Τ sera, comme Y, une fonction connue de . et de λ. 



Nous aurons 

ou, en nous repor tan t à l 'une des égalités ( 4 ) , 

Nous en déduisons 

ou 

Ceci a lieu en un point quelconque du méridien qui a pour longi
tude 41· Faisons tendre ce point vers le pôle nord géographique; 
Τ tendra vers o, t? vers la valeur 'Ç'o du potent ie l au pôle no rd ; 

î ( 0 n e v a r i e r a P a s - Il e n résulte que 'f (41) est une quanti té indé

pendante de 41, constante et égale à — "<?o-

La formule précédente nous donne alors 

D 'au t re par t , 

Repor tons -nous à la définition de T , et nous trouverons 

( 5 ) 

D'où ce remarquable théorème de Gauss : 

Si Von connaît en tous les points du globe la composante 

horizontale dirigée vers le nord du magnétisme terrestre, on 

connaît aussi la composante horizontale dirigée vers l'ouest, 

et, par conséquent, la composante horizontale totale. 

2° Supposons que X soit connu en tous les points du g lobe ; 

X sera alors une fonction connue de λ et de 41.· Prenons sur un 
parallèle deux points M 0 , M correspondant à des valeurs 41_0 et 41, 

de 41 et posons 



U sera, comme X , une fonction connue de i^et λ. Nous aurons 

ou bien, en vertu de l 'une des égalités (4 ) , 

De là, nous déduisons 

ou bien 

D 'au t re par t , 

La formule précédente , différentiée par rappor t à Λ, peut donc 
s'écrire 

ou, en se repor tan t à l 'expression de U et en posant 

La connaissance de X ne suffit donc pas à déterminer Y, puisque 
l 'expression de Y renferme encore une fonction indéterminée de 
la colat i tude. Mais, si l 'on connaît la valeur de X en tous les points 
du globe, et la valeur de Y en tous les points d 'une courbe passant 
par les deux pôles géographiques , la fonction ψ (λ) sera connue , 
et la formule (6 ) déterminera la valeur de Y en tous les points du 

globe. 

D 'où le théorème suivant : 

Si l'on connaît en tous les points du globe la valeur de la 
composante horizontale dirigée vers l'ouest du magnétisme 



terrestre, et si l'on connaît, en outre, en tous les points d'une 
ligne passant par les deux pôles géographiques la valeur de 
la composante horizontale dirigée vers le nord, on peut déter
miner en tous les points la valeur de cette dernière compo
sante. 

Ce théorème est encore dû à Gauss. 

D. — II. 8 



LIVRE VIII. 

L ' A I M A N T A T I O N P A R I N F L U E N C E S E L O N L A M É T H O D E 

D E P O I S S O N . 

CHAPITRE PREMIER. 

CONDITIONS DE L'ÉQUILIBRE MAGNÉTIQUE. 

!1. — L o i s f o n d a m e n t a l e s d e l ' a i m a n t a t i o n p a r i n f l u e n c e . 

Il existe des corps dont l 'aimantation varie si len tement lorsque 

l'on modifie les condit ions dans lesquelles ils se trouvent, que l'on 

est condui t à imaginer des corps dont le magnétisme serait abso

lument invariable. De semblables corps , dont les aimants réels 

s 'approchent plus ou moins sans leur être absolument identiques, 

sont ce que nous nommerons des aimants permanents. Nous 

nommerons , au contraire , corps parfaitement doux ceux dont le 

magnét isme varie avec les circonstances. Le problème de l 'ai 

mantation par influence peut alors s 'énoncer de la manière sui

vante : 

Un corps parfaitement doux étant placé en présence d'ai
mants permanents donnés, quelle sera la distribution perma
nente du magnétisme sur ce corps parfaitement doux ? 

Cette dis t r ibut ion pe rmanen te por te le nom de distribution 

d'équilibre. 

Poisson a cherché le p remier à met t re en équation le problème 



de l 'a imantat ion par influence ( 1 ) ; il s 'appuyait sur les hypothèses 

suivantes : 

Les phénomènes magnét iques doivent être expliqués par les 

propriétés de deux fluides, l 'un positif ou austral , l 'autre négatif 

ou boréal , qui agissent l 'un sur l 'autre comme agissent les fluides 

électriques. 

Un corps parfai tement doux se compose de part icules magnéti

ques extrêmement pet i tes , séparées les unes des autres par des in

tervalles non magnét iques . 

Chaque part icule magnét ique renferme des quanti tés égales des 

deux fluides, dont la dis t r ibut ion sur la part icule est l ibrement 

variable. Les fluides magnétiques ne peuvent se mouvoir au travers 

du milieu non magnét ique qui sépare les part icules . 

Sur chaque part icule, l 'équil ibre magnét ique est établi lors

qu 'une masse de fluide magnét ique égale à l 'unité, placée par la 

pensée en un point quelconque intér ieur à cette par t icule , ne 

subit aucune action de la par t des fluides magnét iques distr ibués 

soit sur cette par t icule , soit sur le reste du système. 

Pour les corps isotropes, les particules magnét iques sont sphé-

r iques . 

De ces hypothèses , par des ra isonnements qui renferment plu

sieurs inexacti tudes graves ( 2 ) , Poisson est parvenu à déduire les 

conséquences suivantes : 

Soient 

(x, y, z) un point du corps parfai tement doux i so t rope ; 

•Α., lit, 3 les composantes de l 'a imantat ion en ce po in t ; 
*<? la fonction potentiel le magnét ique en ce po in t de tout le ma

gnétisme répandu sur le système. 

On a 

( 1 ) 

(1) POISSON, Mémoire sur la théorie du Magnétisme. Lu à l'Académie des 
Sciences le 2 février 1824. — Mémoires de l'Académie des Sciences, années 1821 
et 1822, t. V, p. 247-338. 

( 2 ) Nous renvoyons, pour la critique de la théorie de Poisson, à notre Étude 
historique sur la théorie de l'aimantation par influence ( A n n a l e s de la Faculté 
des Sciences de Toulouse, t. I I ; 1888). 



k é tant un coefficient nommé coefficient d'aimantation, qui dé 

pend exclusivement de la na ture du corps parfaitement doux au 

point (x, y, z). 

D'après la théorie de Poisson, le coefficient k ne pouvait pas 

être négatif. De plus , il ne pouvait surpasser une certaine l imite. 

Ces deux condi t ions , imposées au coefficient k, se heur ten t à 

des difficultés expér imenta les . 

La valeur trouvée pour k en étudiant l 'aimantation du fer doux 

surpasse la l imite imposée à ce coefficient dans la théorie de 

Poisson. 

Les propr ié tés des corps d iamagnét iques , découvertes pa r Fa

raday en é tudiant le b i smuth , semblent exiger que le coefficient k 

ait, pour ces corps , une valeur négative. 

Les difficultés, soit analyt iques, soit expérimentales, que r en 

contre la théorie de Poisson ont condui t Sir W . Thomson ( 1 ) à 

rejeter tout l'édifice d 'hypothèses et de raisonnements pris par 

Poisson comme fondement des égalités (1), et à admettre purement 

et s implement ces équat ions à titre d 'hypothèses . Sir W . Thomson 

n ' impose au coefficient k aucune res t r ic t ion. Il peut être positif, 

et le corps doux est dit alors magnétique ou paramagnétique, 

selon que le coefficient k est grand ou pe t i t . Il peut être négatif, 

et le corps est dit alors diamagnétique. 

Nous reviendrons , au Livre IX , sur les pr incipes qui peuvent 

servir à établir les lois de l 'aimantation par influence. Pour le mo

men t , sans discuter l 'exacti tude des équat ions (1), nous allons en 

déduire une série de conséquences. On verra plus tard de quelle 

uti l i té nous seront les résultats ob tenus . 

§ 2. — M i s e e n é q u a t i o n d u p r o b l è m e d e l ' a i m a n t a t i o n p a r i n f l u e n c e . 

Poisson a mont ré comment , des équations (1), on pouvait dé

duire la mise en équat ion du problème de l 'aimantation par in

fluence, dans le cas où, le corps parfai tement doux étant homogène, 

k avait la même valeur en tous ses points . 

(1) W. THOMSON, On the theory of magnetic induction in crystalline and 
non crystalline substances (Philosophical Magazine, 4° série, t. I, p. 177-186, 
I85I. — Thomson's Reprint of papers on electrostatics and magnetism, art. 
XXX). 



Les équations (1) peuvent s'écrire sous une forme plus explicite. 
Soit Ό la fonction potentiel le magnét ique du corps parfaitement 
doux. Soit \Φ la fonction potentiel le magnét ique des aimants per
manents . Nous aurons 

•V = Ό -+- Φ 

et les égalités ( 1 ) pour ron t s'écrire 

(2) 

Les aimants permanents sont supposés ent ièrement définis. On 

peut donc regarder leur fonction potentiel le m a g n é t i q u e © comme 

connue . Les équations ( 2 ) nous mont ren t alors que , pour déter

miner l 'aimantation en chaque point du corps parfai tement doux, 

il suffit de déterminer la fonction Ό . 
Voici la transformation fondamentale sur laquelle repose la dé

terminat ion de cette fonction. 

Différentions la première égalité ( 2 ) par rappor t à x, la seconde 

par rappor t à y et ajoutons membre à membre les résultats obtenus . 

Nous trouvons 

Mais, en premier lieu, tout point (x,y, z) du corps parfaitement 

doux étant extérieur aux aimants pe rmanen t s , on a, en un tel 

point , 
Δ © = o. 

En second lieu, en tou t point du corps doux, on a [Livre VII , 
Chap . III, égalité (8)1 

( 3 ) 

L'égalité précédente se rédu i t donc à 

(4) 

Si le corps est magnét ique ou paramagnét ique , k é tant positif, il 



en est de même de ( 1 + 4 ^ k ) . Pour les corps diamagnétiques, 

d 'après la définition de Sir W . Thomson , k serait négatif ; mais, 

pour tous les corps diamagnétiques connus , k aurait une valeur 

absolue fort peti te, bien inférieure à On n 'exclura donc aucun 
4 π 

corps connu, en se res t re ignant à l 'é tude des corps qui satisfont à 
la condition suivante : 

La quantité (i -+- /yrzk) est positive. 

On voit alors que l 'égalité (4 ) peut s 'écrire 

( 5 ) \Ό = o, 

ce qui transforme l 'égalité (3 ) en 

( β ) 

D'après la définition donnée au Livre VII, Chap . IV, § 1, cette 

dernière égalité équivaut au théorème suivant : 

D'après la théorie de Poisson, l'aimantation d'un corps par
faitement doux homogène est toujours une aimantation solé
noïdale. 

D'après ce que nous avons vu au Livre VII , Chapitre VII , § 2 , 
cette distribution est aussi une distribution lamellaire simple. 

L'égalité (5 ) nous mont re que la fonction potentielle magné

tique Ό du corps parfaitement doux est harmonique en tout 
point intérieur à ce corps. 

Considérons un point de la surface du corps parfaitement doux. 
Soit Ni la normale à la surface en ce point vers l ' in tér ieur du corps 
parfai tement doux. Les égalités ( 2 ) nous donneront 

Mais, d 'autre par t , on a [Livre VI I , Chap . I I , égalité ( 9 ) ] 

On a donc, en tout point de la surface du corps parfai tement doux, 

(7 ) 



pouvant être regardé comme une quanti té connue , cette éga

lité (7) constitue une relation entre 

La fonction cherchée Ό(χ, y, z) es t , d 'après ce qui précède, 

assujettie aux conditions suivantes : 

1° Elle est cont inue clans tou t l 'espace; 

2° Elle est ha rmonique lant à l 'extérieur qu'à l ' in tér ieur du 

corps parfaitement d o u x ; 

3° Elle se comporte à l'infini comme une fonction potent ie l le ; 

4° En tout point de la surface du corps parfai tement doux, ses 

dérivées partielles du premier ordre vérifient l 'égalité ( 7 ) . 

Ces condit ions suffisent-elles à dé terminer la fonction t ? ? ] l est 

aisé de voir que deux fonctions distinctes Ό et O ' ne sauraient véri
fier à la fois toutes ces condi t ions . 

Supposons , en effet, que deux fonctions dist inctes Ό et Ό' 
vérifient à la fois ces condi t ions, et posons 

La fonction Θ serait, comme les fonctions Ό et Ό ' , harmonique 
tant à l ' in tér ieur qu'à l 'extér ieur du corps parfai tement doux . Si 

donc nous désignons par dvi un élément de volume in tér ieur au 

corps parfaitement doux et par dve un élément de volume extérieur 

au même corps, nous aurons 

( 8 ) 

Mais le théorème de Green nous donne , en désignant par S la 

surface du corps parfai tement doux, 

D 'aut re par t , les égalités 



mont ren t que l'on a, en tout point de la surface S, 

L'égali té (8) devient donc 

La quant i té ( 1 + 4 ^ ^ ) est positive. Les quanti tés 
sont cont inues en tout point , tant extér ieur qu ' in tér ieur au corps 
parfai tement doux. L'égalité précédente exige donc que l'on ait, 
en tout point tant extér ieur qu ' in té r i eu r au corps parfaitement 
doux, 

Si l 'on ajoute que , comme les fonctions Ό et Ό ' , Θ doit être 

continu dans tout l 'espace et égal à zéro à l'infini, on voit que l'on 

aura dans tout l 'espace 

ou 

La propos i t ion énoncée est donc démont rée . 

Nous voyons ainsi que les condit ions p récédemment indiquées 

suffisent à dé te rminer complè tement la solution du problème de 

l 'aimantation par influence, l 'existence de cette solution étant ad

mise . Le problème dont il s'agit admet- i l toujours une solut ion? 

C'est une quest ion que nous réserverons pour le m o m e n t ; nous 

aurons occasion de l 'examiner au Livre I X sous une forme plus 

générale . 

3. — A u t r e m a n i è r e d e m e t t r e e n é q u a t i o n l e p r o b l è m e d e 
l ' a i m a n t a t i o n p a r i n f l u e n c e . 

La mise en équation du problème de l 'aimantation, telle que 

nous venons de l ' indiquer , est due à G. Kirchhoff ( 1 ) . 

(1) G. KIRCHHOFF, Ueber den inducirten Magnetismus eines unbegrenzten 
Cylinders von weichem Eisen, § 2 (Crelle's Journal, Bd. XLVIII; 1853. — Kirch-
hoff's Abhandlungen, p. 193). 



La forme sous laquelle Poisson (1) a mis en équation le p r o 

blème de l 'aimantation par influence, forme dont ont fait usage 

non seulement Poisson, mais encore F . -E . Neumann, Lipschi tz , 

Beer et Carl Neumann , diffère légèrement de la forme précédente . 

Nous allons l ' indiquer ici . 

Soit "<? la fonction potentielle magnét ique de tout Je système, 

donnée par l'égalité 
X? = Ό -+-

Posons 
ç> = - i ? ( * ) . 

Nous aurons alors, au lieu des égalités (1), les égalités 

(9 ) 

qui nous mont ren t que l 'aimantation du corps parfai tement doux 
est dé terminée lorsqu 'on connaît la fonction cp. 

Or la fonction cp est définie par l 'égalité 

(10) 

dans laquelle figurent la fonction connue Φ et la fonction incon
nue Ό. Mais celle-ci est liée à la fonction » par une relation très 

simple. 

On sait, en effet, que l'on a, en général [Livre VI I , Chap . III, 

égalité ( 3 ) ] , 

la première sommation s 'é tendant à tous les éléments de la surface 

du corps parfai tement doux, et la seconde à tous les éléments du 

volume de ce corps. 

Dans le cas actuel, en ver tu de l 'égalité (6'), cette égalité se 

réduit à 

(1) POISSON, Mémoire sur la théorie du magnétisme, § 2, n° 20 (Mémoires de 
l'Académie des Sciences, années 1821 et 1822, t. V, p. 247). 
(2) On pourrait aussi bien chercher à déterminer la fonction X? pu la fonc-

tion. Ό que la fonction ψ. Nous n'avons choisi cette dernière que pour conformer 
nos formules à celles employées par d'autres auteurs, notamment par F.-E. Neu
mann (Vorlesungen über die Theorie des Magnetismus, namentlich über die 
Theorie der magnetischen Induction; Leipzig, 1881). 



En vertu des égalités ( 9 ) , celle dernière égalité prend la forme 

0 0 

La comparaison des égalités ( το ) et ( 1 1 ) montre que la fonc
tion co vérifie la relation 

I 

(12) 

O r nous allons prouver qu'i l ne peut exister plus d 'une fonc
tion ο vérifiant cette égalité ( 1 2 ) , en sorte que cette égalité peu t 
servir à la déterminat ion de la distr ibution du magnétisme indui t 
sur le corps parfai tement doux. 

Supposons que deux fonctions dis t inctes , es et ep', vérifient l 'é
galité ( 1 2 ) , et posons 

Nous aurons évidemment 

Cette égalité nous montre que ψ pourra i t être regardé comme la 

fonction potentielle ordinaire d 'une couche électrique distr ibuée 

sur la surface du corps doux avec une densité superficielle 

La fonction ψ serait donc harmonique tant à l ' intérieur qu'à 
l 'extérieur du corps doux ; elle serait continue dans tout l 'espace ; 
elle se comporterai t à l'infini comme une fonction potent ie l le ; 
enfin, à la surface du corps doux, ses dérivées partielles du pre 
mier ordre vérifieraient l 'égalité 

ou 

Ces condi t ions , auxquelles serait assujettie la fonction ψ sont 
celles auxquelles était assujettie la fonction Θ considérée au para
graphe précédent . La démonst ra t ion indiquée au paragraphe p r é -



cédent prouve alors que l'on a dans tout l 'espace 

ou 

C'est ce que nous nous proposions de démont re r . 

On cherchera donc à déterminer , pour tout point in tér ieur au 

corps parfai tement doux, une fonction cp vérifiant, en chacun de 

ces points , l 'égalité ( 1 2 ) . Cette fonction sera un ique . Une fois 

cette fonction déterminée , l 'égalité ( 1 2 ) permet t ra immédiatement 

de calculer la valeur de cette fonction à l 'extérieur du corps par

faitement doux. 

§ 4. — L a f o n c t i o n c a r a c t é r i s t i q u e . 

Nous avons vu (Livre II , Chap . V I ) que le problème de la dis

t r ibut ion électrique était susceptible d 'une très remarquable t rans

formation. On peu t regarder ce problème comme résolu lorsqu 'on 

sait dé te rminer une certaine fonction de Green, qui dépend exclu

sivement de la forme du conducteur étudié et non des influences 

auxquelles il est soumis. 

M. F . -E . Neumann (1) a mon t ré que le problème de l 'aimantation 

par influence était susceptible d 'une transformation analogue. La 

solution de ce problème peut être regardée comme obtenue lors 

qu 'on sait former une certaine fonction dépendant un iquement 

de la forme du corps parfai tement doux. Cette fonction, analogue 

à la fonction de Green, a reçu de F . -E . Neumann le nom de fonc

tion caractéristique. 

Soient M un point quelconque de l 'espace; φ ( M ) , © ( M ) , les 
valeurs de cp et de Φ en ce point . Soit m un point de l 'é lément 
dS. L'égalité ( 1 2 ) pourra s'écrire plus expl ic i tement 

(12 bis) 

Prenons un point M infiniment voisin de la normale v, passant 
pa r un point P de la surface S. Supposons que ce point se déplace 

(1) F . -E . NEUMANN, Vorlesungen über Theorie des Magnetismus, namentlich 
über die Theorie der magnetischen Induktion, p. 110; Leipzig, 1881. 



infiniment peu sur cette normale, vers l ' intérieur du corps doux, 
d 'une longueur chL. Ecrivons la nouvelle égalité analogue à l'éga
lité ( 1 2 bis), et re t ranchons ces deux égalités l 'une de l ' au t re . 
Nous trouverons 

Faisons tendre le point M vers le point P et nous trouverons à 
la limite 

( t 3 ) 

Toute égalité de la forme ( 1 2 bis) détermine une seule fonction 
es (M) lorsqu 'on y remplace 'W (M) par une certaine fonction p o 
tentielle. 

Prenons pour φ (M) la fonction potentielle d 'une masse égale 

à l 'unité placée au point P, c 'est-à-dire la quant i té _L_ · Soit 

G (M, P) la fonction cp (M) correspondante , fonction déterminée 
par l 'égalité 

0 4 ) 

Multiplions les deux membres de l 'égalité (14) par Mult i 

plions les deux membres de l 'égalité ( 1 3 ) par Retranchons 

membre à membre les égalités obtenues . Nous aurons 

G ( M , P ) ' 

Soit d<j un élément de la surface S entourant le point P . Mult i 
plions les deux membres de l'égalité précédente par dσ et inté
grons pour tous les éléments d? de la surface S. Nous aurons 

05) 



Mais on a évidemment 

L'égalité (15) peut donc s'écrire 

ou bien, en posant 

Or nous avons étudié au paragraphe précédent une semblable 
égalité. Nous avons vu qu'elle entraînai t , dans tout l 'espace, l 'é
galité 

F ( M ) = o. 

Nous avons donc 

quel que soit le point M. 
On déduit de là, en remplaçant s implement les symboles P , v,-, 

eld par les symboles τη, Ν,·, c/S, 

égalité qui , jo inte à l'égalité ( 1 2 bis), pe rmet d 'écrire 

Cette dernière égalité montre que , si l 'on connaît la fonction 

G (M, m) pour tous les points m de la surface du corps parfaite

ment doux et pour tous les points M de l 'espace, on sait i m m é 

diatement déterminer la fonction <p, et par tant la dis t r ibut ion 



magnétique sur un corps soumis à une influence quelconque, 
définie par la fonction ® ( M ) . 

On sait donc dé terminer la dis t r ibut ion magnét ique engendrée 
sur un corps parfai tement doux par des aimants quelconques lors
que l'on sait dé terminer la dis t r ibut ion magnét ique induite sur 
ce corps par une masse magnét ique égale à l 'unité placée en un 
point quelconque de sa surface. 



CHAPITRE II. 

CORPS QUI S'AIMANTENT UNIFORMÉMENT DANS UN CHAMP UNIFORME. 

§ 1. — A i m a n t a t i o n d ' u n e s p h è r e p l e i n e d a n s u n c h a m p m a g n é t i q u e 
u n i f o r m e . 

Nous allons appliquer les considérations générales données au 

Chapitre précédent à l 'étude de quelques cas particuliers du p r o 

blème de l 'aimantation par influence. 

Nous commencerons par étudier l 'aimantation que prend une 

sphère magnét ique pleine et homogène placée dans un champ uni

forme 

Pour déterminer cette aimantat ion, nous commencerons par 

examiner les propr ié tés d 'une sphère uniformément aimantée. 

Soient X, ilb, S les composantes de l 'aimantation de cette sphère 

et dv un é lément de volume, de coordonnées ( ς , η , ζ), appar tenant 
à cette sphère . En un point quelconque (x, y, z), la fonction 

potentielle de cette sphère a pour valeur 

ce qui peut s 'écrire, puisque la sphère est uniformément a imantée 

et que l 'on a d'ailleurs 

(1) 

(1) POISSON, Mémoire sur la théorie du magnétisme, § III (Mémoires de 
l'Académie des Sciences, années 1821 et 1822, t. V, p. 247). 



Supposons la sphère uniformément remplie d'électricité dont la 

densité serait égale à 1. Elle aurait pour fonction potentielle or

dinaire la quant i té 

et l 'égalité (1) pourra i t s 'écrire 

(2) 

Cette expression de la fonction Ό(χ, y, ζ) est exacte, non seule
ment pour une sphère uniformément aimantée, mais encore pour 

tout corps uniformément aimanté, quelle qu 'en soit la forme. 

Introduisons maintenant l 'hypothèse que le corps auquel nous 

avons affaire est une sphère . Prenons le centre de cette sphère 

pour origine des coordonnées et désignons par R son rayon. 

Si le point (.x, y, Z) est extér ieur à la sphère , nous aurons 

et, par conséquent , d 'après la formule ( 2 ) , 

( 3 ) 

Cette formule nous mont re qu'une sphère uniformément ai
mantée exerce en tout point extérieur la même action qu'un 
élément magnétique placé en son centre, ayant pour direction 
d'axe la direction de l'aimantation et dont le moment magné-
tique aurait pour composantes 

(4) 

D. — II. 9 



Si le point (x, y, s ) est intér ieur à la sphère, nous aurons 

et, par conséquent , d 'après la formule ( 2 ) , 

( 5 ) 

Cette formule va nous permet t re de résoudre le p roblème de l 'ai

mantat ion prise par une sphère magnétique homogène dans un 

champ uniforme. 

La fonction potentielle magnétique ig)(x,y,z) d 'un champ 

uniforme est une fonction linéaire des coordonnées ; so i t 

(6 ) \ty(x,y, î ) = - ( F a r + G / + H s + K ) ; 

F , G, H seront les composantes de l 'action magnét ique en un 

point quelconque du champ. 

Imaginons que nous communiquions à la sphère un e a imantat ion 

( 7 ) 

Nous aurions alors, d 'après les égalités (5 ) , ( 6 ) et ( 7 ) , 

Or , d'après ce que nous avons démontré au Chapitre précédent , 



ces dernières équations déterminent sans ambiguïté l 'aimantation 

prise par une sphère dont le coefficient d 'aimantation est k dans 

un champ dont la fonction potentielle magnét ique est φ . Cette 
aimantation est donc donnée par les égalités ( 7 ) . 

Ainsi , dans un champ uniforme, une sphère magnétique 
pleine s'aimante uniformément. L'aimantation a la même di
rection que l'action du champ et est proportionnelle à l'inten
sité du champ. 

D'après l 'égalité (3 ) , la fonction potentielle magnét ique d 'une 

sphère placée dans un champ magnétique uniforme a p o u r expres

sion, à l 'extérieur de cette sphère , 

( 8 ) 

§ 2. — A i m a n t a t i o n d 'un e l l i p s o ï d e p l e i n d a n s u n c h a m p m a g n é t i q u e 
u n i f o r m e . 

La méthode précédente s 'applique également à l ' é tude de l 'ai

mantation prise par un ellipsoïde homogène dans un champ magné

tique uniforme (<). 

Soit V (χ, y, z) la fonction potentielle ordinaire de l 'ellipsoïde 

uniformément rempli d'électricité avec la densité 1 . Prenons pour 

origine le centre de l 'ellipsoïde et, pour axes de coordonnées, les 

axes de l 'ellipsoïde. D'après ce que nous avons vu en étudiant 

l 'at traction des ellipsoïdes, on a [Livre I, Chap. VI , égalités (15)] 

L, M, Ν é tant [Livre I, Chap . VI , égalités (13)] trois constantes λ, 

(1) POISSON, Second Mémoire sur la théorie du magnétisme, § I (Mémoires 
de l'Académie des Sciences, années 1821 et 1822, t. V, p. 488)· 



α, ν pour les points intérieurs à l 'ellipsoïde et trois fonctions de 
x, y, ζ pour les points extér ieurs . 

L'égalité ( 2 ) devient alors 

(9 ) 

De celte égalité, on déduit , pour les points intér ieurs à l 'ell ip

soïde, 

(10) 

Ces résultats acquis, plaçons un ellipsoïde homogène dans un 

champ magnét ique uniforme, défini par l 'égalité (6 ) . Communi 

quons à cet ellipsoïde une aimantation uniforme ayant pour com

posantes 

( H ) 

Il est facile de voir, d 'après les égalités (6 ) et ( 1 0 ) , que cette 

aimantation vérifiera les égalités 

et représentera, par conséquent , la dis t r ibut ion magnét ique d 'équi

l ibre prise par l 'ellipsoïde. 

Ainsi , un ellipsoïde homogène, placé dans un champ magné
tique uniforme, s'aimante uniformément ; mais, en général, la 
direction de l'aimantation ne coïncide pas avec la direction 
des lignes deforce du champ. 

Les égalités ( 9 ) et (11 ) donnen t l 'expression suivante de la fonc

t ion potentielle magnét ique d'un ellipsoïde homogène placé dans 



un champ magnét ique uniforme 

(12) 

§ 3. — D é t e r m i n a t i o n d e s c o e f f i c i e n t s d ' a i m a n t a t i o n . 

Poisson (1), à qui l 'on doit la solution des problèmes précé

dents , a mont ré comment les résultats obtenus pouvaient conduire 

à la déterminat ion de la constante k. 

Supposons que l 'on place une sphère homogène faite avec la 

substance dont on veut déterminer le coefficient d 'aimantat ion 

dans un champ magnét ique uniforme connu avec précision, par 

exemple, dans le champ magnét ique terrestre . Cette sphère s'ai

mantera suivant les lois indiquées au § 1. 

Prenons pour axe des χ la mér id ienne magnétique dirigée vers 
le nord , pour axe des y une droite horizontale , normale à la p ré 
cédente et dirigée vers l 'est, pour axe des z une verticale dirigée 
vers le zénith. Soit Τ la force magné t ique te r res t re ; soit i l ' incli

naison. Nous aurons 

(13) 

Soit R le rayon de la sphère dont le centre est supposé placé à 

l 'origine des coordonnées ; soit (x, y-, z) un point extérieur à la 

sphère . Posons 

D 'après l 'égalité (8 ) , la fonction potentielle magnétique de la 

sphère au point (x, y, z) aura pour valeur 

Cette sphère exercera , sur un pôle magnét ique égal à l 'unité 

(1) POISSON, Mémoire sur la théorie du magnétisme, § III (Mémoires de l'A
cadémie des Sciences, t. V, p. 247; années 1821 et 1822). 



placé an point (x, y , z) une action dont les composantes seront 

(14) 

Un pôle magnét ique égal à l 'unité placé au point (x, y, z) su

bira une action totale dont les composantes seront 

(15) 

Ces formules nous font aisément connaître la direct ion que 

prendra une petite aiguille aimantée placée au po in t z). Si, 

par exemple, cette aiguille est mobile autour d 'un axe vertical, 

son axe magnétique s 'orientera de manière à faire avec la d i rec

tion de l 'axe des χ un angle υ, compté posi t ivement vers l 'orient , 

et l 'on aura 

ou b ien , en vertu des égalités ( 1 3 ) , et ( 1 5 ) , 

(16) 

avec 

(16 bis) 

Supposons l 'aiguille mobile dans le plan horizontal qui r en 

ferme le centre de la sphère . Nous aurons alors ζ = ο, et la for-



mule ( 1 6 ) prendra la forme beaucoup plus simple 

Soit φ l 'angle que fait avec l'axe des χ la direction OM (fig. 1 7 ) 

Fig. 17. 

jo ignant le centre de la sphère au mil ieu de l'aiguille BA. Nous 

aurons 

et la formule précédente deviendra 

( 1 7 ) 

D'après cet te formule, l 'angle υ est égal à ο lorsque la ligne qui 
jo in t le centre de la sphère au milieu de l 'aiguille est parallèle ou 

perpendiculaire au méridien magnét ique . L'angle υ passe par un 
maximum au moment où l 'angle © prend une valeur déterminée 

par l 'égalité 

( 1 8 ) 

La quant i té u., définie par l'égalité (16 bis), est positive et in-

férieurc à — - Si la dislance r est très grande par rappor t à R, \x de-



vient très pe t i t ; l 'égalité (18 ) se rédui t à 

et le maximum de υ a lieu sensiblement au moment où la ligne 

OM est bissectrice de l 'angle X O Y . 

Pour dé terminer la constante k, on observe la valeur de υ qui 

correspond à On a alors 

(19) 

Cette égalité permet t ra de dé terminer JJL , et, par tan t , d 'après 

l'égalité (16 bis), le coefficient d 'aimantat ion k. Les expériences 

faites par divers expér imenta teurs sur diverses espèces de fer 

doux ont donné pour valeur de la quan t i t é 

un nombre un peu inférieur à l 'un i té . 

§ 4. — D é t e r m i n a t i o n d e l ' i n c l i n a i s o n p a r l a m e s u r e d e d é v i a t i o n s 
h o r i z o n t a l e s . 

La formule (16 ) fournit un moyen de dé terminer l ' inclinaison 

magnét ique en observant l 'angle dont une aiguille, mobile au tour 

d 'un axe vert ical , est déviée du méridien magnét ique par une 

sphère qu 'a imante le champ magnét ique ter res t re . La formule (16 ) 

peut s'écrire 

ou bien 

On observe la valeur de l 'angle υ pour deux posit ions de l'ai
guille, symétr iques par rappor t au plan horizontal contenant le 



centre de la sphère . Si la première valeur observée, υ, est donnée 

par la formule précédente , la seconde, w, sera donnée pa r la for

mule 

Les deux formules que nous venons d 'obtenir donnen t 

On déduit de là 

(20) 

Cette formule permet t ra de dé terminer l ' inclinaison magnét ique 

en observant seulement les déviations d 'une aiguille mobile au

tour d 'un axe vertical. Nous nous contentons d ' indiquer ici le 

pr incipe de cette ingénieuse méthode , que l 'on peut compléter de 

manière à tenir compte de la longueur de l 'aiguille et de l 'aiman

tation indui te dans la sphère sous l 'influence de cette aiguille (1) . 

(1) F.-E. NEUMANN, Vorlesungen über die Theorie des Magnetismus, § 20; 
Leipzig, 1881. 



CHAPITRE III. 

SPHÈRE CREUSE DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE UNIFORME. 

§ I. — A i m a n t a t i o n d ' u n e s p h è r e c r e u s e d a n s u n c h a m p m a g n é t i q u e 
u n i f o r m e . 

Les deux exemples que nous avons examinés au Chapi t re précé

dent ont été traités directement en p renan t pour point de dépar t 

les équations qui lient les composantes de l 'aimantation en un 

point d 'un corps parfaitement doux aux dérivées partielles de la 

fonction potentielle magnétique. Une méthode aussi directe ne 

s 'applique qu 'aux corps qui p r ennen t , dans un champ uniforme, 

une aimantation uniforme ; les seuls corps connus qui possèdent 

cette propriété sont la sphère pleine et l 'ellipsoïde plein. 

Dans tous les autres cas, il sera nécessaire de prendre pour 

point de dépar t les méthodes analytiques que nous avons indiquées 

au Chapi t re I. Nous allons donner un exemple d'application de 

ces méthodes, en traitant l 'a imantat ion prise dans un champ uni

forme par une masse de fer doux comprise entre deux sphères 

concentriques. Cette aimantat ion a été déterminée par Pois

son (1). 

D 'après l 'égalité ( 1 2 ) du Chapitre I, le problème se ramène à la 

recherche d 'une fonction es uniforme, finie, cont inue dans tout 

l 'espace et vérifiant, en tout point du corps a imanté , l'égalité 

(1) 

dans laquelle Φ représente la fonction potentielle magnét ique des 

(1) POISSON, Mémoire sur La théorie du magnétisme, § III (Mémoires de 
l'Académie des Sciences, t. V, p. 347; années 1821 et 1822). 



masses agissantes. En tout point de la masse de fer doux, les com

posantes de l 'aimantation seront données [Chap . I, égalités (9)] 

par les égalités 

(2 ) 

Une remarque au sujet de l 'égalité (1 ) . La surface S, qui limite 

la couche sphér ique, se compose ici de deux surfaces distinctes 

(fig. 18) : une sphère extérieure S1, de rayon R1, et une sphère 

Fig. 18. 

intér ieure S 2 , de rayon R 2 . Soient N , la normale extérieure à la 

première sphère, et N 2 la normale extérieure à la seconde. L'é

galité (1) devra s'écrire sous la forme plus explicite 

( 3 ) 

La fonction correspondant à un champ magnét ique uniforme, 

est de la forme 

(4) 

F , G, H étant les composantes constantes de l 'action magnét ique 

en un point du champ . 

Prenons l 'origine des coordonnées au centre commun des deux 

sphères S1, S 2 . Au lieu des coordonnées cartésiennes x, y, z, 

prenons les coordonnées polaires p, 8, ψ (fig. 1 9 ) . Nous aurons 

(5) 



L'expression (4) devient alors 

(4 bis) 

Pour transformer l'égalité ( 3 ) , nous remarquerons que , si l 'on dé
signe par R < ? θ), ψ ( les coordonnées d 'un point de l 'élément dS, 

Fig. 19. 

et par R 2 , θ 2 , ψ 2 les coordonnées d 'un point de l 'é lément dS2, 

on aura 

( 6 ) 

Pour obtenir tous les éléments dS, de la sphère S1 , on devra 

faire varier 9 t de ο à 2 π et ψ) de ο à π . 
Ces formules t ransformeront l 'égalité ( 3 ) en une égalité que 

nous désignerons par ( 3 bis) et qu' i l est inutile d 'écrire. 
Nous allons chercher à vérifier cette équation ( 3 bis), qui dé

termine une seule fonction φ, par une expression de la forme 

( 7 ) 

M, Ν, P , m, n, p, Q é tant sept constantes . Si, par un choix con
venable de ces constantes, nous pouvons amener la fonction tp 
donnée par cette égalité ( 7 ) à vérifier l'égalité ( 3 bis), nous au-



rons assurément dé terminé , à l ' intér ieur du fer doux, la fonction cp 
que nous cherchons . 

L'égalité ( 7 ) nous donne 

( 8 ) 

Soit L, la grandeur géométrique qui a pour composantes 

(9 ) 

Soit L 2 la grandeur géométr ique qui a pour composantes 

( 9 bis) 

Nous aurons 

Posons 

Désignons par p l 'angle que fait un plan mené par les demi -
droites p, R1 avec un plan mené par les demi-droi tes p, L ( . Nous 
trouverons sans peine que l 'on a 



Une transformation analogue s'applique à l'intégrale 

et nous donne 

(10) 

L'égalité (3 bis) doit être vérifiée pour les points de la couche 

sphér ique . Pour ces po in t s , on a 

Rs < ρ < R i . 

On pour ra alors, en posant 

cos u = /, 

effectuer les intégrat ions qui figurent dans l'égalité '( ι ο)· On 
t rouvera 

Si l 'on se souvient que les composantes des grandeurs géomé
triques L 1 ; L 2 sont les quanti tés ( 9 ) et (g bis), on trouve 



L'égalité (3 bis) devient alors 

Cette égalité sera iden t iquement satisfaite si nous avons 

Les six premières égalités donnen t 

(II) 

et des valeurs analogues pour N , n , P , p. On trouve ainsi que la 



fonction ο a pour valeur, en tout point compris entre les deux 
sphères, 

ou bien, en coordonnées cartésiennes, 

(12) 

De là, par les égalités ( 2 ) , on déduira les composantes <A>, i)!>, © 

de l 'aimantation en tout po in t de la masse de fer doux. 

§ 2. — A c t i o n d e l a s p h è r e c r e u s e h o r s d e s a m a s s e . 

Après avoir déterminé l 'état magnét ique d 'une sphère creuse 

placée dans u n champ uniforme, proposons-nous de dé terminer 

l 'action que cette sphère exerce sur un pôle magnét ique placé hors 

de sa masse; ce pôle peut se trouver à l ' intérieur de la cavité que 

renferme la sphère creuse, ou en dehors de cette sphère . 

La fonction <p nous étant connue par l 'égalité ( 1 2 ) en tout point 

de la masse de la couche sphér ique, nous ferons usage, pour dé

terminer la valeur de cette fonction en tout po in t étranger à cette 

couche, de l 'égalité (3 ) , qui peut s'écrire 

( 1 3 ) 

Soit Ό la fonction potentiel le magnét ique de la sphère a imantée ; 

la définition de la fonction » nous donne 

ο -h \Ψ -H Ό = Ο, 

ou bien 

( 1 3 bis) 

Dans ces égalités ( 1 3 ) et ( 1 3 bis), les quanti tés et 

sont calculées en prenant pour tp l 'expression ( 1 2 ) . 



Au lieu de déterminer <p par l 'égalité ( 1 3 ) , nous déterminerons 
Ό par l'égalité ( 1 3 bis). Pour les valeurs de ρ supérieures à R 1 , 
l 'égalité ( 1 3 bis) nous définira la fonction potentielle magné t ique© 
de la couche sphérique en un point (ρ, θ, ψ) de l 'espace illimité 
situé en dehors de cette couche. Pour les valeurs de ρ inférieures 
à R 2 , l 'égalité ( 1 3 bis) nous définira la fonction potentielle ma
gnét ique Ό de la couche sphérique en un point (ρ, θ, ψ) de la 
cavité que limite cette couche. 

Posons 

(14) 

et l'égalité (12) nous donnera 

Ces égalités nous donnent 

Soit Τ l 'action magnét ique en un point du champ, action dont 
la grandeur est donnée par 

(15) 

L'égalité précédente pourra s'écrire 

Une transformation semblable à celle qui a été employée au 
D. - II. 10 



paragraphe précédent permet d'écrire 

(16) 

Pour pousser plus loin le calcul, il est nécessaire de distinguer 
les points situés dans la cavité qu'enferme la couche sphérique de 
ceux qui sont situés dans l'espace illimité. 

Si le point (ρ, θ, ψ) est situé dans l 'espace illimité, on a 

et l 'égalité (16) donne pour Ό l 'expression 

qui peut encore s'écrire, d'après les égalités (14)J 

0 7 ) 

Si le point (ρ, θ, ψ) est situé dans la cavité qu'enferme la sphère 
creuse , on a 

p < R 2 < R 1 , 

et l 'égalité (16 ) donne pour Ό l 'expression 

qui peut encore s 'écrire, d 'après les égalités ( 1 6 ) , 

(18) 



Posons, pour abréger, 

(19) 

et nos formules ( 1 7 ) et ( 1 8 ) deviendront 

ou bien, en coordonnées car tésiennes, 

(17 bis) 

(18 bis) 

Ces formules donneront , par differentiation, les composantes de 

l'action magnétique exercée par la sphère creuse en un point 

étranger à sa masse et situé soit dans l 'espace illimité qui lui est 

extérieur, soit à l ' intérieur de la cavité qu'elle renferme. 

Discutons les conséquences les plus remarquables de ces deux 

égalités (17 bis) et (18 bis). 

Nous avons vu, au Chapitre précédent , que la quant i té u. diffé

rait très peu de l 'unité pour les diverses espèces de fer doux. Si, 

comme première approximation, nous faisons u..= 1 dans l'égalité 

(17 bis), nous trouvons 

La fonction potentiel le magnét ique, dans l 'espace illimité ex

térieur à la sphère , devient indépendante du rayon R 2 de la cavité. 



Ainsi, si p. était r igoureusement égal à l 'unité, une sphère magné

tique pleine et une sphère magnét ique creuse ayant même rayon 

extérieur exerceraient la même action magnétique dans l'espace qui 

les environne. Barlow ( 1 ) , qui avait reconnu ce fait par expérience, 

l'avait interprété en admettant que les fluides magnétiques se por

tent à la surface des corps aimantés. La véritable interprétat ion 

fut donnée par Poisson ( 2 ) . 

La quant i té μ est, en réal i té , un peu inférieure à l 'uni té . Si 
nous posons 

μ = Ι — ζ, 

l 'égalité (17 bis) deviendra 

On voit sans peine que cette valeur de Oe diffère d 'autant plus 

de la valeur l imite qu'elle prend pour ζ = ο ou μ = ι que R 2 est 
plus voisin de R 1 . La sphère creuse n 'exercera donc à l 'extér ieur 

la même action que la sphère pleine que si la cavité qu'elle r e n 

ferme n 'est pas t rop grande . C 'es t , du res te , ce qu 'a observé 

Barlow. 

La formule (18 bis) nous montre que le champ engendré par 

une sphère creuse à l ' intérieur de la cavité qu'elle renferme est un 

champ uniforme dont les lignes de force ont la même direct ion, 

mais non le même sens que les l ignes de force du champ par lequel 

la sphère est aimantée. Les intensités de ces deux champs sont 

dans un rappor t constant l 'une avec l ' au t re . Ce rappor t serait égal 

à l 'unité si [Λ était égal à l 'unité ; μ différant peu de l 'unité, on voit 

que le champ engendré par la sphère creuse à l ' in tér ieur de la 

cavité qu'elle renferme a sensiblement la même intensi té que le 

champ dû aux actions magnétiques é t rangères . Une aiguille ai

mantée, suspendue à l ' in tér ieur d 'une semblable cavité, est sen

siblement astatique. 

Si nous posons 
μ = ι — ζ, 

(1) BARLOW, An essay on magnetic attractions, 2e édition Londres, 1823. 
(2) POISSON, loc. cit. 



l 'égalité (18 bis) deviendra 

On voit que l'aiguille magnét ique enfermée dans une sphère 

creuse sera d 'autant plus voisine d 'ê t re astatique que l 'épaisseur 

de la couche de fer doux qui forme la sphère sera plus grande. 



CHAPITRE IV. 

AIMANTATION DANS UN CHAMP QUELCONQUE. MÉTHODE DE BEER. 

§ 1. — A i m a n t a t i o n d a n s u n c h a m p q u e l c o n q u e . 

Nous venons d'exposer la solution, donnée par Poisson pour 

quelques cas part iculiers, du problème de l 'aimantation par in

fluence dans un champ magnét ique uniforme. A ces exemples, il 

conviendrait de jo indre l 'étude de l 'a imantat ion prise dans un 

champ uniforme par une masse comprise entre deux ellipsoïdes 

homofocaux. Cette étude a été donnée récemment par M. Green -

hill (1). 

L 'é tude de l 'aimantation dans un champ magnétique uniforme 

présente un haut intérêt , car elle donne les lois de l 'a imantat ion 

par la terre. C'est à cette étude que l 'on doit la solution d'un p r o 

blème dont l ' intérêt pra t ique est considérable, le problème de la 

régulation et de la compensat ion des compas à bord des navires. 

Ce problème, entamé par Barlow et par Poisson, a été complè te 

ment résolu par Sir W . Thomson ( 2 ) . 

Toutefois, le problème de l 'aimantation clans un champ ma

gnétique uniforme n 'est qu 'un cas très part icul ier du problème 

général de l 'aimantation par influence; il nous faut main tenant 

dire quelques mots des efforts ent repr is pour résoudre ce dernier 

dans toute son é tendue. 

Par l 'emploi des fonctions sphériques, Poisson ( 3 ) est parvenu 

(1) GREENITILL, Sur le magnétisme d'un ellipsoïde creux (Journal de Phy
sique pure et appliquée, t. X, p . 294; 1 8 8 r ) . 

( 2 ) Voir à ce sujet : A. COLLET, Traité théorique et pratique de la régulation 
et de la compensation des compas, avec ou sans relèvement ; Paris, 1886. 

( 3 ) POISSON, Mémoire sur la théorie du magnétisme, § III (Mémoires de 
l'Académie des Sciences pour 1821 -1822 , t. V, p. 247) · 



à déterminer l 'aimantation qu 'une sphère pleine ou creuse prend 

dans un champ quelconque. M. F . -E . Neumann (1) a rendu cette 

solution plus parfaite et en a fait diverses applications. 

M. F . - E . Neumann ( 2 ) a é t e n d u à un e l l i p s o ï d e d e révolution 

quelconque la méthode par laquelle Poisson avait d é t e r m i n é l 'ai

mantation prise par une sphère dans un champ magnétique quel

conque. 

Si l 'on fait croître indéfiniment le grand axe de l'ellipse méri

dienne en laissant fixe le centre et le petit axe, l 'ellipsoïde de 

révolution se transforme en un cylindre indéfini ; mais, en géné

ral , les formules de M. F . - E . Neumann perdent toute signification 

lorsque l 'excentricité de l'ellipse méridienne croît au delà de toute 

l imi te ; l 'aimantation du cylindre de révolution indéfini est donc 

un problème qui doit être traité directement . C'est ce qu'a fait 

G. Kirchhoff dans un important Mémoire que nous aurons 

plusieurs fois occasion de citer. 

Lipschitz ( 4 ) a résolu le problème de l 'aimantation prise , dans 

un champ quelconque, par un ellipsoïde à trois axes inégaux. 

Le problème de l ' induction magnétique de deux sphères sou

mises à des actions données a été traité par M. Chwolson ( 5 ) et 

M. Carl Neumann ( 6 ) . 

Les solutions de ces divers problèmes sont t rop compliquées 

pour qu'il nous soit possible de les exposer ici. Nous nous con

tenterons d ' indiquer un très beau théorème, dû à M. F . - E . Neu-

(1) F.-E. NEUMANN, Vorlesungen ûber die Theorie des Magnetismus, nament-
lich über die Theorie der magnetischen Induction; L e i p z i g , 1881. 

(2) F.-E. NEUMANN, Entivickelung der in elliptischen Coordinaten ausge-
drückten reciproken Entfernung zweier Punkte in Reihen, welche nach La-
place'schenY( n ) fortschreiten; und Anwendung dieser Reihen zur Bestimmung 
des magnetischen Zustandes eines Rotations-Ellipsoïdes welches durch ver-
theilende Kräfte erregt ist (Journal de Crelle, t . X X X V I I , p . 21 ; 1848) . 

( 3 ) G. KIRCHHOFF, Ueber den inducirten Magnetismus eines unbegrenzten 
Cylinders von weichem Eisen (Journal de Crelle, t . X L V I I I , p . 348. Kirchhoff's 
Abhandlungen, p . i g 3 ) . 

( 4 ) LIPSCHITZ, Determinatio status magnetici viribus inducentibus commoti 
in ellipsoïde {Dissertation; B e r l i n , 1853 ) . 

( S ) CHWOLSON, Ueber das Problem der magnetischen Induction auf zwei 
Kugeln {Schlomilch's Journal; J a l i r g a n g X X I V , p . 40) . 

( 6 ) CARL NEUMANN, Hydrodynamische Untersuchungen nebst einem Anhange 
ûber die Probleme der Elektrostatik und der magnetischen Induction; L e i p z i g . 

1 8 8 3 . 



mann ( 1 ) , par lequel on peut déterminer immédiatement le m o 

ment magnétique pris par un ellipsoïde quelconque sous l 'action 

d'un champ quelconque. 

Si <A>, i)î), S sont les composantes de l 'aimantation au point 

(x, y, z) d 'un corps, le moment magnétique de ce corps a pour 

composantes [Livre VII , Chap. I, égalités ( 1 3 ) ] 

Si le corps est un corps parfaitement doux aimanté par influence, 

nous avons [Livre VII I , Chap. I, égalité ( 9 ) ] 

et, par conséquent, 

(1) 

L'identi té de Green nous permet de transformer ces expres

sions. Si U et V sont deux fonctions régulières dans l'espace 

considéré, si dS est un élément de la surface qui limite cet es

pace, on a 

Faisons, dans cette égali té, 

et remarquons que la fonction φ est harmonique à l ' intérieur du 
corps aimanté, nous aurons , en désignant par H, η , ζ les coordon
nées d 'un point de l 'élément dS, 

et, par conséquent, 

( 2 ) 

( 1 ) F . -E. NEUMANN, Vorlesungen über die Theorie des Magnetismus, § 4 3 ; 
Leipzig, 1881. 



Revenons maintenant à l 'équat ion [Livre V I I I , Chap . I , éga
lité ( 1 2 ) ] 

qui a lieu en tout point y, s ) in tér ieur au corps. Dans cette 
égali té, Φ est la fonction potentiel le magnét ique des masses 

étrangères à l 'aimant, /· est la distance du point (x, y, z) au 

point (ξ, η , ζ ) de l 'élément <fS. 

De cette égalité, on déduit 

ou bien 

ce qui, par un changement dans l 'ordre des intégrat ions, peut 

s 'écrire 

Mais 

en sorte que l'égalité précédente peut s'écrire 

V étant la fonction potentielle ordinaire d 'une masse homogène 

ayant même forme que l 'a imant . 

Dans le cas où l 'a imant a la forme d 'un ellipsoïde, cette égalité 

se simplifie. Dans ce cas, en effet, on a [Livre I , Chap . V I , éga

lités (15)] 



L, M, IN étant [Livre I, Chap. VI , égalités ( 1 3 ) ] trois constantes 
λ, pi, v, pour les points intérieurs à l 'el l ipsoïde, et trois fonctions 

de x, y, z, pour les points extér ieurs . 

L'égalité précédente devient alors 

E n vertu des égalités (1) et ( 2 ) , cette égalité nous donne la pre

mière des trois relations 

( 3 ) 

Les deux dernières s 'obtiennent d 'une manière analogue. Ces 

égalités fournissent immédiatement les composantes du moment 

magnétique pris par un ellipsoïde de fer doux dans un champ 

donné. 

Dans le cas où l 'ellipsoïde se rédui t à une sphère, on a 

et les égalités précédentes deviennent 

(4) 

§ 2. — M é t h o d e d e B e e r . 

Les travaux que nous avons ment ionnés au paragraphe précé

dent n 'on t fourni la solution du problème de l 'a imantat ion par 

influence que pour un nombre de cas extrêmement restreint . 



B e e r ( 1 ) a donné une méthode qui permet de résoudre le p r o 

blème de l 'a imantat ion par influence pour tout aimant terminé 

par une surface de second rang non biétoi lée. Beer s'était contenté 

d 'énoncer son a lgor i thme. M. Carl Neumann ( 2 ) , dont les r e 

cherches sur la méthode de la moyenne ar i thmét ique ont été pro

voquées par la Note de Beer, a démontré la légitimité de l 'algo

r i thme créé par ce physicien. 

La méthode de Beer serait, dans la p lupar t des cas, rendue 

inapplicable par la longueur des calculs. Mais elle a du moins 

l 'avantage de prouver , pour une classe très é tendue de corps, 

l 'existence d 'une solution au problème de l 'aimantation par in 

fluence. 

Nous avons vu [ C h a p . I , égalité (12)] que la difficulté du pro

blème de l 'aimantation par influence consistait essentiellement à 

trouver une fonction o, vérifiant en tout point in tér ieur à l'ai

mant l 'égalité 

( 5 ) 

νφ étant la fonction potentielle qui définit le champ magnét ique . 
Au moyen de la fonction ® , formons la série de fonctions 

( 6 ) 

Si la surface qui l imite le corps magnét ique est une surface de 
second rang non biétoilée, nous savons (Livre I I , Chap . IX, § 5) 
que la série 

sera uniformément convergente . P o u r un corps magnét ique ou 

( 1 ) A. BEER, Allgemeine Methode zur Bestimmung der elektrischen und 
magnetischen Induktion (Poggendorff's Annalen, Bd. XLVIII, p. 137; 1856). — 
Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre von Magnetismus und die Elektro-
dynamik, p. 15S et suiv.; Brunswick, 1865. 

( 2 ) C. NEUMANN, Untersuchungen über das logarithmische und Newton'sche 
Potential, Ch. VI; Leipzig, 1877. 



paramagnét ique, mais non diamagnét ique, absolument quelconque, 

la quanti té 

est un nombre positif et infér ieur à 1. La série 

(7) 

sera aussi une série convergente. 

Mais, d 'après l ' ident i té de Green , on a 

Multiplions les deux membres de la première de ces égalités 

par , : les deux membres de la seconde par ( ^ ' L / . \ ; · · · 

et ajoutons-les membre à membre . Nous trouverons 

Si donc nous posons 

( 8 ) 

la fonction tp, déterminée par les égalités ( 7 ) et ( 8 ) , vérifiera l 'é

galité ( 5 ) ι t ou t point in té r ieur au corps aimanté. 
La fonct ion cp étant ainsi déterminée en tout po in t du corps 

aimanté, les composantes de l 'a imantat ion seront données par les 
égalités 

Pour les points extér ieurs au corps a imanté , la fonction γ sera 
déterminée par l 'égalité (5) 



Au lieu de déterminer la fonction cp, on pourra déterminer la 

fonction potentielle m a g n é t i q u e © du corps aimanté . La défini

tion de la fonction cp donne 

L'égalité précédente devient donc 

En vertu des égalités ( 7 ) et ( 8 ) , cet te dernière formule devient 

(9) 

La couche fictive équivalente au corps aimanté a donc pour 

densité superficielle 

(10) 

La méthode de Beer s 'applique, quelle que soit la valeur positive 

de k, à tout corps magnét ique l imité pa r une surface de second 

rang non biétoi lée. M. Carl Neumann a mont ré que , si l 'on se 

donnai t un corps magnét ique l imité par une surface quelconque, 

on pouvait assigner un nombre positif K, dépendant de la forme 

de la surface, tel que la méthode de Beer s 'applique à ce corps 

magnét ique pour toute valeur de k inférieure à K . 



LIVRE IX. 
L ' A I M A N T A T I O N P A R I N F L U E N C E 

E T LA T H E R M O D Y N A M I Q U E . 

CHAPITRE PREMIER. 

LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE D'UN SYSTÈME AIMANTÉ. 

§ 1. — D é f a u t s d e l a t h é o r i e p r é c é d e n t e . 

Nous venons d'exposer, au Livre précédent , quelques-uns des 

développements analytiques auxquels donne lieu la théorie de 

l 'aimantation par influence imaginée par Poisson. Il s'en faut bien 

que les conséquences de cette théorie soient, de tout point , d 'ac

cord avec l 'expérience. 

Prenons les équations mêmes sur lesquelles repose toute cette 

théorie [Livre VII I , Chap . I, équations ( 2 ) ] . <&,, G étant les 

composantes de l 'aimantation en un point du corps parfaitement 

doux, Φ la fonction potentielle magnét ique de ce champ, Ό la 
fonction potentielle magnét ique du corps doux, k son coefficient 
d 'aimantation, ces équations sont 

(1) 

Multiplions par une constante arbitraire λ les composantes du 



champ en chaque point , c'est-à-dire les quanti tés 

multiplions aussi par la même constante λ les composantes <A>, τ)ΐ>, Θ 
de l 'a imantat ion; cette dernière opération aura pour effet de mul

tiplier pa r λ la valeur de Ό en chaque point , et, par conséquent , 

les valeurs en chaque point de ^ ? -^p, Si donc les equa

tions (1) étaient vérifiées avant cette opérat ion, elles le sont 

encore après . Ainsi se trouve démontrée la proposi t ion suivante : 

D'après la théorie de Poisson, si un corps parfaitement doux 
de forme déterminée occupe une position déterminée dans un 
champ dont les lignes de force ont une forme déterminée, 
son aimantation varie proportionnellement à l'intensité du 
champ. 

L'expérience mont re , au contraire , que , lorsque l ' intensité du 

champ augmente au delà de toute l imite , l 'aimantation du fer doux 

tend vers u n état l imite que l 'on nomme l 'état de saturation. 

La contradiction qui existe entre la théorie de Poisson et l 'expé

rience peu t également se manifester de la manière suivante, qui 

n 'est qu 'une autre forme de la précédente . 

Supposons que l'on détermine le coefficient d 'aimantat ion k du 

fer doux par la méthode indiquée précédemment [Livre VIII , 

Chap . I I , § 3 ) . Au lieu de trouver, comme valeur de k, un nombre 

indépendant du champ magnét ique employé à l 'a imantat ion du fer 

doux, on t rouve un nombre qui varie avec ce champ et qui est 

d 'autant plus pet i t que le champ est plus in tense . 

Les équations ( 1 ) qui représentent , dans la théorie de Poisson, 

les condit ions de l 'équil ibre magnét ique , ne peuvent être conser

vées, du moins en général . G. Ri rchhof f ( 1 ) , dans une remarque 

qui termine son beau Mémoire sur l 'aimantation d 'un cylindre in

défini, a mont ré comment on pouvait modifier ces équat ions . Au 

coefficient d 'aimantat ion constant k, il a proposé de subst i tuer une 

fonction magnétisante F(3ïl>) variable avec l ' intensité 3ïl- de l'ai-

( 1 ) KIRCHHOFF, Ueber den inducirten Magnetismus eines unbegrenzten Cylin
ders von weichem Eisen. Anhang (Crellés Journal, Bd. XLVIII, p. 348; 1854- — 
Kirchhoff's gesammelte Abhandlungen, p . 217). 



mantat ion. Les égalités (1 ) sont alors remplacées par les sui 

vantes : 

2) 

Le corps est magnétique ou paramagnét ique si la fonction F(3ÎL) 
est positive ; diamagnét ique, si la fonction F(31L) est négative. 

G. Kirchhoff a montré comment on pouvait , une fois ce point 

de départ donné, réduire le" problème de l 'aimantation par influence 

à l ' intégration d 'une équation aux dérivées partielles. Nous exami

nerons cette réduction dans un Chapitre ul térieur, et nous verrons 

que les équations données par G. Kirchhoff ne sont plus, comme 

les équations de Poisson, en désaccord avec l 'expérience. 

Les équations (2 ) sont introduites d'emblée par G. Kirchhoff 

comme une hypothèse première que ne justifie aucune considéra

tion prél iminaire ; or elles sont assez complexes pour que cette 

hypothèse , que rien ne prépare , rebute quelque peu l 'esprit. 

D'autre part , il est fort difficile d 'en t rouver des vérifications 

expérimentales qui ne soient pas très indirectes et dé tournées . Il 

serait donc désirable de déduire les équations ( 2 ) de quelques 

hypothèses plus s imples; c'est ce que la Thermodynamique ( 1 ) va 

nous permet t re de faire; elle nous fournira, en out re , l 'explication 

d 'un grand nombre de phénomènes qui se relient directement ou 

indirectement à l 'étude de l 'aimantation par influence. Nous allons 

donc, en nous aidant de la Thermodynamique , reprendre l 'étude 

des systèmes aimantés à par t i r de ses premiers pr incipes. 

§ 2. — L e p o t e n t i e l t h e r m o d y n a m i q u e i n t e r n e d 'un s y s t è m e a i m a n t é . 

Un corps aimanté est défini par la connaissance de la valeur et 

de la direction que prend, en chaque point de ce corps, une cer-

(1) P. DUHEM, Théorie nouvelle de l'aimantation par influence, fondée sur 
la Thermodynamique (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. II, 
1888) . 
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taine grandeur géométrique que l 'on nomml l'intensité cl'aiman
tation en ce point. 

Considérons un système de corps isotropes ou non qui peuvent 

être électrisés et aimantés et proposons-nous de déterminer la 

forme du potentiel thermodynamique interne de ce système, p o 

tentiel que nous désignerons par la lettre if. 

Nous avons obtenu [Livre IV, Chap . I I , égalité ( 1 5 ) ] l 'expres

sion de ce potentiel en supposant l ' intensité d 'aimantation égale 

à ο en tout point . Nous avons t rouvé que l 'on avait, dans ce cas, 

Ε étant l 'équivalent mécanique de la chaleur ; 

Y l 'énergie interne du système désélectrisé et désaiman 

Σ l 'entropie du système dans les mêmes conditions ; 

Τ la température absolue ; 
W le potentiel électrostatique ; 
q la charge qui se trouve en un po in t ; 

Θ une quantité qui dépend de la nature que le système désaimanté 

présente autour de ce point ; enfin le s i g n e ^ indiquant une som

mation qui s'étend à toutes les charges du système. 

L'expression du potentiel thermodynamique interne d'un sys -

tème aimanté quelconque doit, d'après ce que nous venons de dire, 

être de la forme suivante 

(1) 

§ étant une certaine quant i té qui se réduit à ο si l ' intensité d'ai
mantation devient égaie à ο en tout point . C'est la forme de cette 
quanti té §' qu' i l s'agit de déterminer . 

Divisons le système en un nombre illimité η d 'éléments infini

ment pet i ts , de forme quelconque, que nous désignerons par dv{, 

dv*, ..., dvn. Eloignons infiniment les uns des autres ces divers 

éléments. Le système étant dans cet état, le potentiel thermody

namique in terne pour ra être pris égal à la somme des potentiels 

thermodynamiques internes de chacun des éléments dv{, dv2, ..., 

dv,i considérés isolément. Si nous désignons ces derniers po ten-



tiels par 5 ^ , S'Î, · • ·, nous aurons, lorsque le système est dans 

cet état , 

(2) 

Soient Dit , , OTU, 3ÏLn les valeurs de l ' intensité d 'aimanta

tion en un point des éléments dv{, dv2, dvn. Nous pourrons 

écrire 

3) 

cp,, ©o, . . . , ©„, ne dépendant pas de 311-,, 3I t 2 , . . ·, JR/«, tandis que 

ift devient égal à ο en même temps que DU/,, ί ' 2 en même temps 

que 3TU, · · ·, en même temps que 3Ï0„. 

Or la déterminat ion du potentiel thermodynamique d'un sys

tème non aimanté repose sur cette hypothèse (Livre IV, Chap. I I , 

§ 1) que , dans l 'état considéré du système, 

Les égalités ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) , jointes à cette dernière égalité, mon

trent donc que , lorsque les divers éléments du système sont infi

n iment éloignés les uns des autres , on a 

On a donc, en général, 

(4) 

S'" dépendant de la disposition des divers éléments du système les 

uns par rappor t aux autres et devenant égal à ο quand tout le 
système est désaimanté. 

Nous pourrons toujours écrire, au moins d 'une manière , 

(5) 

f\ devenant égal à ο en même temps que Dït x , i\ en même temps 

que D1L2; ·• - ι $'n en même temps que 31L„. Nous supposerons que , 

parmi les diverses formes que l 'on peu t donner à une semblable 

égali té, il en est une vérifiant une hypothèse que nous allons 

énoncer. 



Pour la commodité du langage, dans l 'énoncé de cette hypo

thèse, nous nommerons la quanti té §\ potentiel magnétique du 

système sur l'élément dv,, la quanti té S'\ potentiel magnét ique 

du système sur l 'élément dv2, 

Imaginons que , sur l 'élément dv\, nous placions des quanti tés 

positives ou négatives μ,, μ' (, μ", . . . d'un fluide fictif (fluide 
magnétique), de manière que les conditions suivantes soient 

vérifiées : 
i° O n a 

2° Si (tz,y, z), (x',y, z'), (x",y", s"), . . . sont les positions 
des masses u ( , ικ'η μ", on a 

«.l>4, ift>4, ©4 étant les composantes de l 'aimantation Dit, en un 

point de l 'é lément dvt. 

Une semblable distr ibution de fluide fictif p rendra le nom de 

distribution équivalente à l 'élément magnét ique dv,. 

Il est facile de trouver une distr ibution équivalente à l 'élé

ment dVf. Prenons deux points M 1 , M' ( , situés à l ' intérieur de 

cet élément, et tels que la direction M, M1 coïncide avec la d i rec

tion lf de l 'aimantation en un point de l 'élément dv,. Plaçons au 

point M, une masse — p.( et au point M ' 1 u n e masse ( λ , , la gran
deur μ, étant définie par l'égalité 

(6) 

Nous aurons une distribution magnét ique équivalente à l ' é l é 

ment dv\. On peut imaginer une infinité d'autres distr ibutions 

équivalentes. 

Ces définitions posées, arrivons à l 'énoncé de l 'hypothèse qui 

nous occupe. 

Soit une distribution quelconque équivalente à l'élément dvt, 
formée par des masses p. (, p.',, JJ." , . . . concentrées aux points M,, 
Μ',, W{, ... de cet élément. Le potentiel magnétique du système 



sur cet élément peut s'écrire 
(7) 

ψι dépendant seulement : 
i° De la masse p.( ; 
2° De l'état du système formé par les éléments dv2, ..., dvn ; 
3° De la situation du point M., par rapport à ce système. 
Les quantités <b\, ψ", ... dépendent des variables correspon

dantes. 

Cette hypothèse conduit tout d 'abord au théorème suivant : 

La quantité ψ, est proportionnelle à p.,. 

Ce théorème se démontre sans peine en remarquant que , si, dans 

une distr ibution équivalente à l 'é lément dv,, deux masses p. ( , p.'̂  
sont situées en deux points M 1 , M'1 dont la distance est infini

ment petite pa r rappor t aux dimensions de de1, on obtiendra une 

nouvelle distr ibution équivalente à l 'é lément dv1 en supprimant ces 

deux masses et en les remplaçant pa r une masse unique (p , f -+- p.',) 
placée au point M1. 

On peut donc écrire 

( 8 ) 

dépendant seulement du système des éléments dv2, • • · , dvn, 

et de la posi t ion du point M1 par rappor t à ce système. t ? t est ce 

que nous nommerons la fonction potentielle magnétique du 

système au point M 1 . 

Supposons que nous considérions la distr ibution fictive par t i 

culière à laquelle se rappor te l 'égalité ( 6 ) . Le point M, a pour 

coordonnées x,, y,, z, ; le point M'1 a pour coordonnées 

Au point M, , la fonction potentielle magnétique du système des 

éléments dv2, · · ·, dvn a pour valeur 

Au point Μ' 1, elle a pour valeur 



D'ail leurs, les égalités (7) et (8) donnent 

ou bien, en vertu de la dernière égalité, 

(9 ) 

Occupons -nous maintenant de la détermination de la fonc

tion 

A l'égard de cette fonction, nous ferons les hypothèses sui

vantes : 

I° La fonction peut s'écrire de la manière suivante 

dépendant uniquement des paramètres qui définissent 

Vêlement dv2 et sa situation par rapport à M, ; 

2° Soit une distribution fictive quelconque, équivalente à 

Vêlement dv2. Elle est formée par des masses , ... de 

fluide magnétique concentrées en des points M 2 , M' 2, M' 2, ..... 

On peut écrire 

( I I ) 

χ12 dépendant uniquement de la masse et de la situation 
respective des deux points M1, M 2 . 

Par une démonstrat ion analogue à celle qui nous a servi à éta
blir l 'égalité (8 ) , nous prouverons que χ12 est propor t ionnel à 
D'ail leurs, la situation respective des deux points M1, M 2 dépend 
uniquement de leur distance r12. On aura donc une égalité de la 
forme 

(12) 

Parmi les distributions fictives équivalentes à l 'é lément dv2, 
considérons-en une analogue à celle à laquelle l 'égalité (6) se rap-

Si l 'on lient compte de l'égalité (6 ) , on trouve 

( I 0 ) 



por te . Le point M 2 a pour coordonnées x2, y2, z2 ; le point M'2 a 

pour coordonnées 

Si donc on a 

on aura 

Or les égalités ( I I ) et ( 1 2 ) donnent 

ou bien, en vertu de la dernière égalité, 

Comme d'ailleurs, d'après l 'égalité (6) 

on a 

(13) 

les égalités ( 1 0 ) et ( 1 3 ) donnent 

(14) 

Les égalités ( 5 ) , ( 9 ) et ( 1 4 ) ne laissent plus à déterminer, dans 

l 'expression de la quanti té F", que la fonction (r). 

Lorsque l 'on déplace les uns par' rappor t aux autres les divers 

éléments dv1, dv2, ..., dvn du système, sans changer la forme, 

l 'aimantation ni l 'état de chacun d 'eux, chacune des quanti tés 

F'2, . . . , F''n demeure invariable. Dans une semblable modification, 

la variation de la quant i té § se rédui t à la variation de la quan

tité F". Dès lors, le principe des déplacements sans changements 

d'état nous conduit sans peine au théorème suivant : 

Les forces qui s'exercent dans un système aimanté inva-



riable d'état et d'aimantation s'obtiennent en adjoignant 
aux forces qui agiraient dans le système non aimanté un 
groupe de forces ayant pour potentiel la quantité F" définie 
par les égalités ( 5 ) , (9) et (14)· 

Soient , en particulier, deux, aimants A 1 , A 2 dont chacun est 

invariable de forme, d'état et d 'aimantation, mais qui peuvent se 

déplacer l 'un par rappor t à l 'autre . 

Soient 

dv1 un élément de volume de l 'aimant A1 ; 

(χ1, y1, z1 ) un point de cet élément ; 
dv2 un élément de volume de l 'aimant A 2 ; 
( x 2 , y2, z2) un point de cet é lément ; 

la fonction potentielle magnétique de l 'aimant A, ; 
la fonction potentielle magnétique de l 'aimant A2. 

Il est aisé de voir que la partie variable de F" se rédui t à 

en sorte que cette quanti té peut servir de potentiel aux actions 
mutuelles des deux aimants. 

On a d'ailleurs ident iquement 

en sorte que le potentiel mutuel des deux aimants A 1 , A 2 peut 
prendre l 'une des deux formes équivalentes 

C'est le résultat auquel nous sommes parvenus, par une tout 
autre méthode, au Livre VII , Chapitre I, égalités ( 1 0 ) et ( 1 0 bis). 
On pourra i t donc replacer ici tous les développements déduits de 
cette égalité et qui consti tuent le Livre VII tout entier. En par t i 
culier, les expériences de Gauss , exposées au Livre VII , Cha
pitre II , nous conduisent à prendre 



L'égalité (14) nous mont re alors que la fonction potentielle 
magnét ique (x, y, z) au point (x,y, z) p o u r r a s'écrire 

(15) 

(ξ, η , ζ ) étant un point de l 'élément dv, ( A , B, ) l 'a imantation 

en ce point et la sommation s 'é tendant à tous les éléments de 

volume du système. Elle sera ident ique à la fonction potentiel le 

magnétique étudiée au Livre VI I , Chapi t re I I I . 

Les égalités (5 ) et (9 ) donneront 

(16) 

(χ,y, z) étant un point de l 'é lément dv et ( A , B, ) l 'a imanta

tion en ce po in t ; l ' intégrat ion s 'étend à tout le système. Cette 

fonction F" ne diffère pas du potentiel magnét ique défini et 

étudié au Livre VIT, Chapi t re I I I . Dorénavant , nous remplacerons 

le symbole F" par le symbole . 

Les résultats que nous venons d 'obteni r suffisent, comme nous 

l 'avons déjà fait remarquer tout à l 'heure, pour qu' i l soit possible 

de reprendre tous les développements qui forment le Livre VII ; 

mais, pour pousser plus loin, il nous faut déterminer la forme des 

quanti tés F'1, F'2, . . . , F'N. 

F1 dépend de tous les paramètres qui définissent l 'é lément dv1 

considéré isolement. Cet élément, dans le cas le plus général , n 'est 

pas i so t rope; les diverses directions que l 'on y peut tracer se d is 

t inguent les unes des au t res ; supposons-les rapportées à un cer

tain t r ièdre de référence invariablement lié à la substance de l 'élé

ment , le trièdre des axes principaux de dilatation. 

L'élément dv1 est défini par 

I° Son volume dv1 ; 

2° La forme de sa surface et son orientation par rappor t an>; 

axes d'élasticité; 

3 ° Un certain nombre de paramètres , . . . (sa densi té , sa 

tempéra ture , par exemple), qui fixent son état physique et chimique ; 

4 ° Les composantes A1, B1, D1 de l 'a imantat ion suivant les 

trois axes pr incipaux de dilatation ; 

5 ° L'état d'électrisation ; 



Relativement à cette dernière classe de paramètres , nous admet

trons, comme nous l 'avons déjà fait dans l 'étude de l 'électricité 

que, pour définir l 'état de l 'élément dv1, il suffit de connaître la 

charge totale q1 d'électricité qu'i l por te , sans avoir besoin de con

naître la distr ibution de cette charge. 

Cette hypothèse faite, nous allons démontrer en premier lieu 

que la quanti té F'1 est proport ionnel le à dv1 et qu'elle ne dépend 

pas de la forme de la surface qui limite l 'élément ni de son or ien

tation par rappor t aux axes de coordonnées . 

Comme la distr ibution de la charge q1 que porte l 'élément dv1 

n'influe pas sur la valeur de F'1, nous pouvons, pour démontrer la 

proposi t ion précédente , supposer celte charge distr ibuée unifor

mément à l ' in tér ieur de l 'élément dv1 avec une densité solide p 1 . 

Choisissons une fois pour toutes un cube-type, dont les dimen

sions soient infiniment petites par rappor t à celles des éléments 

dv1, dv2, · · · , dvn. Divisons l 'é lément dv1 en cubes égaux au cube 

type, ayant tous leurs arêtes parallèles aux axes principaux de d i 

latation. 

L 'é lément dv1 renfermera un nombre illimité k de semblables 

cubes . Soient dV1, D V 2 , . . . , dVk ces cubes. Soient f'1, f'2, · · · , f'k 

ce que deviennent, pour ces divers cubes, les quantités analogues 

à F'1. La fonction potentiel le magnét ique de l 'élément dv1 tout 

entier a pour valeur u en un point ( x , y, z) de l 'élément dV. Il 

est évident, d 'après la définition de F'1, que l'on aura 

la sommation s 'étendant à tous les éléments secondaires dV en 

lesquels l 'é lément dv1 a été décomposé. 

Mais, d 'après ce qui a été démontré au Livre VII , Chapitre I I I , 

la quanti té 

sera infiniment petite par rappor t à dv1. Si donc on ne garde dans 

l 'expression de F'1 que les termes de l 'ordre de dv1, on aura 

ou bien encore, nos k petits cubes étant ident iques entre eux, 



k est évidemment proport ionnel à dv, ; f1 ne dépend ni de dv1 

ni de la forme de la surface qui limite cet élément. La proposi t ion 
énoncée est donc démontrée . 

Nous poserons 

( I 7 ) F'1=Y1 dv1 

Nous allons prouver maintenant que λ, ne dépend pas de la 

charge électrique q, que por te l 'élément dv,. 

La quanti té F'1 et, par conséquent , la quanti té y ne dépendent 

pas de la distr ibution qu'affecte cette charge q1 sur l 'élément dv1. 

Divisons cet élément dv1 en deux autres, dv2, dv3, ayant l 'un et 

l 'autre pour volume dv1 /2. Supposons que la charge q1, se trouve 

tout entière dans l 'élément dv2 et que l 'élément dv3 ne renferme 

aucune charge. 

Nous aurons évidemment 

F1=F'2 + F'3 

ou 
y1 dvi = λ 2 dv2-4- λ 3 dv3. 

ce qui, à cause de l'égalité 

peut s'écrire 
2 λ1 = λ 2 -+- λ 3 . 

Or λ 2 ne diffère pas de λ 1 , car tous les paramètres dont dépend 

la quanti té λ ont la même valeur pour l 'élément dv, et pour l 'élé

ment dv2. On a donc 
y1 = λ 3 , 

ce qui nous enseigne que la quanti té λ a la même valeur pour l 'é

lément dv, qui renferme la charge q, et pour l 'élément dv3 qui ne 

renferme aucune charge. Ainsi , comme nous l 'avions annoncé , la 

quanti té λ, ne dépend pas de la charge q1 distr ibuée sur l 'é lé

ment dv1. 

Nous pourrons donc , met tan t en évidence les paramètres dont 

dépend λ 1 , écrire 
λ ι = G ( Λ 1 , B1 E1, α1 β , , . . . ) 

et, par conséquent, en vertu de l 'égalité ( I 7 ) , 

( I 8 ) F'1= G(A, B, E, a1, β 1 . . . . ) dv1. 



Cette égalité ( I8) , jointe aux égalités (I), (4) et ( I6 ) , détermine 
la forme du potentiel thermodynamique interne d 'un système 
électrisé et aimanté. Cette forme est la suivante 

(I9) 

F désigne le potentiel magnét ique. L ' intégrat ion s'étend à tous les 

aimants. On doit se souvenir que la quanti té G ne dépend pas des 

charges électriques distribuées sur les aimants . 

§ 3. — C o r p s h é m i m o r p h e s , h o l o m o r p h e s , i s o t r o p e s . 

La fonction G(A, B, C ) , dans l 'expression de laquelle nous 
sous-entendrons les paramètres α, β, . . . , doit devenir égale à ο 
lorsque l 'aimantation devient égale à o, c 'est-à-dire lorsque l'on a 

B = o, B = υ , <£ = o. 

On peut donc écrire 

(20) 

λ, u., ν étant trois constantes, et les quantités Opq ne croissant pas 
au delà de toute limite lorsque A, B, C t endent vers o. 

Mais cette forme générale de G A, B, C ) subit , dans la p lu
part des cas intéressants , de notables simplifications. Elle ne 
demeure exprimée par l 'égalité ( 2 0 ) que pour les substances pour 
lesquelles on peut dist inguer, en chaque point , une direction de 
la direction opposée. Si un cristal est formé d 'une pareille sub
stance, il sera dépourvu de centre . Il présentera cette hémiédrie 
particulière que présentent la tourmaline, la calamine, . . . et que 
nous nommerons l'hémimorphie ( 1 ) . C'est donc seulement pour les 
substances hémimorphes que la fonction G(A,B,C) sera don

née par la formule ( 2 0 ) . 

( ' ) Nous entendons ici par hémimorphie toute hémiédrie qui prive le cristal 
de centre; les cristallographes donnent en général à ce mot une signification 
plus restreinte. 



Prenons maintenant une substance holomorphe, c 'est-à-dire 

une substance telle qu 'en chaque point une direction et la direction 

opposée soient équivalentes. Si une pareille substance forme un 

cristal, ce cristal aura un centre . Ce cas est, au point de vue du 

géomètre, un cas part icul ier ; mais presque toutes les substances 

connues ren t ren t dans ce cas part iculier . 

La fonction G (A, B, E) ne devra pas changer si l'on remplace 

l 'aimantation par une aimantation égale, mais orientée en sens 

contraire, c'est-à-dire si l 'on remplace respectivement A, B, C 
par — A, — B, — C Cette condit ion exige que l 'on ait 

λ = ο, μ = ο, ν = o , 

en sorte que , pour les substances holomorphes , G(A,B, C) est 
donné par la formule suivante : 

( 2 I ) 

Parmi les substances holomorphes se trouvent les substances 

isotropes qui , tout en formant, au point de vue géométrique, un 

cas extrêmement part iculier , forment, dans la nature , la classe de 

corps la plus nombreuse . Pour de semblables substances, toutes 

les directions sont équivalentes. La fonction G(A, B, C) ne doit 

pas varier si l 'on fait varier A, B, C, sans faire varier la quanti té 

O n doit donc avoir, d 'après l 'égalité ( 2 I ) , 

(22) G(A, ,B,C) = M2<p(M,), 

p(M) ne croissant pas au delà de toute limite lorsque M tend 

vers o. Pour abréger, nous écrirons s implement 

(23) M , 2 ( M ) = F ( M ) . 

Dès lors , d'après les égalités ( I 9 ) , (22) et ( 2 3 ) , le potent ie l t he r 

modynamique interne d 'un système dont tous les corps aimantés 

sont isotropes s'écrira 

(24) 

La fonction F(M) dépend non seulement de l ' intensité d 'aiman-



tation M, mais encore des paramètres α, β, . . . qui fixent l 'état 
physique et chimique de l 'élément dv, mais non des charges élec
triques distribuées sur les aimants. 

Le présent Livre sera consacré à l 'étude des corps aimantés iso
tropes. Nous aborderons, au Livre suivant, l 'étude des cristaux 
aimantés. 



CHAPITRE IL 

LES ÉQUATIONS DE L'ÉQUILIBRE MAGNÉTIQUE. 

§ i . — É q u a t i o n s f o n d a m e n t a l e s d e l ' a i m a n t a t i o n p a r i n f l u e n c e . 

Nous allons, dans ce Chapi t re , chercher à dé te rminer la gran

deur et la direction de l 'aimantation en chaque po in t d 'un corps 

dénué de force coercitive, ou parfaitement doux, soumis à 
l 'action d'aimants permanents. Commençons par définir ces deux 

mots d 'une manière précise. 

Considérons un système renfermant un corps susceptible de 

s 'aimanter et cherchons à quelles condit ions le travail non com

pensé, effectué dans une modification i so thermique virtuelle quel

conque de ce système, sera nu l ou négatif; pa rmi ces condi t ions , 

qui sont les condit ions d 'équil ibre fournies par la The rmodyna

mique, nous en trouverons qui expr iment la proposi t ion suivante : 

L'aimantation a, en chaque point du corps considéré, une certaine 

grandeur et une certaine direct ion. Si, en chaque point du corps, 

l 'aimantation a cette direction et cette grandeur , cette a imantat ion 

ne peut plus subir aucune var ia t ion; l 'équi l ibre magnét ique est 

absolument établi . 

Mais, un corps étant placé dans certaines condi t ions , il pourra 

se faire que l 'équil ibre magnét ique ne s'établisse sur ce corps 

qu 'au bout d 'un temps plus ou moins l ong ; il pour ra se faire que, 

pour certains corps, ce temps soit ex t rêmement long, en sorte 

que, pendan t un temps appréciable, l 'a imantation de pareils corps 

demeure sensiblement indépendante des conditions dans lesquelles 



ils sont placés. On est condui t ainsi à définir deux formes limites 

de corps magnét iques . 

Nous dirons qu 'un corps est parfaitement doux ou qu' i l est 

dénué de force coercitive, si, en toute circonstance, l 'a imanta

tion en chacun des points de ce corps prend , au bou t d 'un temps 

très court , la grandeur et la direction indiquées par la T h e r m o 

dynamique. 

Au contraire , nous dirons qu 'un aimant est permanent si l 'ai

mantat ion en chaque point conserve une grandeur et une d i rec

tion invariables en quelque circonstance que cet aimant se trouve 

placé. 

Les aimants permanents et les corps parfaitement doux forment 

les deux limites extrêmes de la série des corps magnét iques . Il va 

sans dire que tous les corps magnét iques que nous présente la na

ture viennent se ranger entre ces deux l imites, sans jamais réaliser 

complètement ni l 'une ni l 'autre d 'entre elles. Néanmoins , ces 

deux limites correspondent aux seuls cas dont l 'é tude théor ique 

puisse être faite complè tement ; nous pouvons étudier complè te

ment les aimants permanents parce que leur état magnét ique peut 

être censé donné arbi t rairement , et les corps parfai tement doux 

parce que cet état est défini à chaque instant par les proposit ions 

de la T h e r m o d y n a m i q u e . 

Envisageons un système formé d'aimants permanents et de 

corps dénués de force coercitive. 

En un point ( χ 1 , γ 1 z1) de ces derniers , l 'aimantation a pour 
composantes Ai, B1, S 1 . On peut imaginer que, sans changer la 
position, le volume, la forme, 1'électrisation, l 'état physique ou 

chimique des divers corps qui const i tuent le système, on fasse, au 

sein d 'un élément dv1, varier A1, B1, E1, de quant i tés infiniment 

petites arbitraires 0A1, SB1, Se,. L 'équi l ibre sera établi sur le 

corps parfaitement doux , si cette variation isothermique n ' en 

t ra îne, pour le système, aucun travail non compensé . 

Tous les corps du système demeurant invariables de volume, de 

forme et de posit ion, les forces extérieures appliquées au système 

n'effectuent aucun travail. Le travail non compensé effectué se 

rédui t alors à la variation changée de signe du potentiel t he rmo

dynamique in te rne . 

Ce dernier est fourni par l 'égalité (24) du Chapi tre p récédent ; 



il a pour valeur, en conservant les notat ions de ce Chapitre , 

( 0 

Cherchons la variation subie par cette quanti té lorsque, au sein 
de l 'élément A1, B1, e,, S , varient respect ivement de δ<Α,(, Stlb,, 
SE1), tous les autres paramètres qui fixent l 'état du système de 

meuran t invariables. 

La quanti té 

ne subit, dans ces condit ions, aucune variation. 

Soient dv1, dv2, dvn les éléments en lesquels le système 

est décomposé; soit la fonction potentielle magnét ique au 

po in t (χ1, y1, s1) de l 'élément dv, ; soit v2 la fonction potentielle 

magnét ique au point (x2, y2, z2) de l 'é lément dv.2, .... 

D'après l'égalité ( I6 ) du Chapitre précédent , on a 

On a donc 

Mais on peut écrire les égalités suivantes 

D. II. 



Ces égalités donnent 

On en déduit 

L'égalité ( a ) devient alors 

( 3 ) 

Enfin on a 

Mais l 'égalité 

donne 

en sorte que l'on peut écrire 

(4) 



Les égalités ( I ) , ( 3 ) , (4) conduisent à l'égalité 

Cette quanti té EF doit être égale à o quelles que soient les varia

tions SA|, EB, SEt. Si donc on pose 

( 5 ) 

on devra avoir, en tous les poin ts d 'une masse dénuée de force 

coercitive et soumise à l 'aimantation 

( G ) 

Ces équations sont les équations fondamentales de l 'équilibre 

magné t ique ; elles ont la forme admise, à t i tre d 'hypothèse, par 

G. Kirchhoff ( C h a p . I, § 1 ) . Avant de leur faire subir aucune 

transformation, nous allons en déduire quelques remarques im

por tantes . 

Ces équations donnen t 

ce qui signifie que l'aimantation en un point d'une masse iso

trope dénuée de force coercitive et la grandeur géométrique 

dont les composantes sont 

sont dirigées suivant la même droite. Cet te proposi t ion se re

trouve dans toutes les théories de l ' induct ion magnét ique p r o p o 

sées depuis Poisson; elle est une conséquence plus ou moins 

immédiate des hypothèses sur lesquelles reposent ces théories . 



Les équations (6) donnent encore 

(7) 

Le rapport de la grandeur géométrique précédente CL l'in

tensité d'aimantation dépend de l'intensité d'aimantation et 

de la nature de la substance. 

Cette conséquence est conforme aux hypothèses faites par 

G. Kirchhoff sur l 'aimantation par influence ; toutes les théories 

de l ' a imanta t ion , autres que celles de G. Kirchhoff, conduisent à 

regarder le rappor t p récédent comme indépendant de l ' intensité 

d 'a imantat ion; nous avons. vu que , par là, ces théories se met

taient en désaccord avec l ' expér ience . 

Le coefficient F ( M , α, B, . . . ) po r t e , comme nous l 'avons déjà 

dit , le nom de fonction magnétisante. 

Si la fonction magnétisante est positive, l 'axe magnét ique et la 

grandeur géométr ique dont les composantes sont 

sont orientés en sens contraire ; le corps est dit alors magnétique 

si la fonction magnét isante est grande, et paramagnétique si la 

fonction magnétisante est pe t i te . 

Si , au contraire , la fonction magnét isante était négative, l 'axe 

magnét ique et la grandeur géométr ique dont les composantes 

sont seraient dirigés dans le même sens, le corps serait 

dit diamagnétique. 

§ 2. — L e p r o b l è m e d e l ' i n d u c t i o n m a g n é t i q u e s e r a m è n e 
à la d é t e r m i n a t i o n d e l a f o n c t i o n Φ (χ, y, z). 

Nous allons maintenant examiner comment , en supposant con
nue la forme de la fonction magnét isante F ( M , a, B, . . . ) , on pour

rait met t re en équat ion le problème de l ' induct ion magnét ique . 

La méthode à suivre a été indiquée par G. Kirchhoff ( 1 ) . 

( ' ) G. KIRCHHOFF, Ueber den Magnetismus eines unbegrenzten Cylinders von 
weichem Eisen (Crelle's Journal, t. X L V I I I , p . 348; 185q. — Kirchhoff's ge-
sammelte Abhandlungen, p . 1 9 3 ) . 



Posons, comme nous en sommes convenus Livre VII, Chap . ΙΠ, 
égalité ( I9 ) 

L'égalité ( 7 ) peut s'écrire 

(7 bis) 

Si la fonction F est connue , cette équation ( 7 bis) pourra se ré
soudre par rappor t à M, et donnera 

( 8 ) 

Posons maintenant 

(9 ) 

Nous voyons que , toutes les fois que la fonction F a une forme 
connue, la forme de la fonction λ est déterminée. 

Moyennant les égalités (8 ) et ( 9 ) , les égalités (6) deviennent 

( 1 0 ) 

Ces égalités mont ren t que , lorsqu'on connaît la forme de la 
fonction magnétisante, il suffit de connaître la fonction O 
pour pouvoir déterminer les composantes de l'aimantation en 
chaque point du corps parfaitement doux. 

Nous avons remarqué , il y a un instant que , lorsqu 'on connais
sait la forme de la fonction magnétisante F ( M , α, β, . . . ) , on con
naissait la forme de la fonction λ (Π'Φ, α, β, . . . ) ; r éc iproquement , 
si l'on connaît la forme de la fonction Y (II, a., β, . . . ) , on peut 
déterminer la forme de la fonction magnétisante Y (M·, α, β , . . . ) . 

En effet, les équat ions ( I 0 ) pe rmet ten t d'écrire 

Si l 'on connaît la forme de la fonction λ, on peu t résoudre 



cette équation par rappor t à Π'Φ, ce qui donne 

Il est alors facile de voir que l 'on a 

( 1 2 ) 

ce qui démontre la proposi t ion énoncée. L ' importance de cette 
proposition réciproque apparaîtra dans u n Chapi t re ul tér ieur . 

§ 3. — É q u a t i o n a u x d é r i v é e s p a r t i e l l e s à l a q u e l l e sa t i s fa i t 
l a f o n c t i o n O (x,y, z). 

Nous avons vu que la fonction O ( x , y, z) satisfaisait, en tous 
les points de l 'espace non situés sur la surface de séparation de 
deux corps magnétiques différents, ou d'un corps magnét ique et 
d 'un milieu non magnét ique, à l ' équat ion suivante [Livre VII , 
Chap. I I I , égalité ( 8 ) ] , 

( I 3 ) 

De là, on peut déduire la forme de l 'équation aux dérivées par
tielles du second ordre à laquelle satisfait O en tous les points de 
l 'espace, sauf aux divers points des surfaces l imites . 

I° Dans la part ie de l'espace non occupée par les mil ieux ma
gnétiques, l 'équation précédente se rédu i t à l 'équation de La -
place 

(I4) AO= o. 

2° A l ' intérieur des aimants permanents , l 'aimantation en chaque 
point est censée c o n n u e ; en sorte que le second membre de l 'é
quat ion ( I 3 ) est une fonction connue de x, y, z. Si nous dési
gnons cette fonction par — 4πp x, y, z), la fonction t ? vérifiera, 

en tout point in tér ieur aux aimants permanents , l 'équation aux 

dérivées partielles du second ordre 

I5) 

3° Envisageons maintenant un point intér ieur à l 'un des corps 

parfaitement doux. En ce point , les composantes A1, ub, 3 de l'ai

mantat ion sont données par les égalités ( I o ) . La première de ces 



égalités, différentiée par rappor t à x, donne 

les termes de la seconde ligne disparaissant d 'eux-mêmes lorsque 
la substance est homogène . 

Mais on a 

Remplaçons par cette valeur dans l 'expression de ; for

mons de même ; ajoutons ces trois quanti tés en tenant 

compte de la relation ( I 0 ) , et nous aurons 

( I 6 ) 

Si l 'on se souvient de la signification de II O, on voit que l 'on 
a ainsi une équation aux dérivées partielles du second ordre , de 
forme connue lorsqu 'on connaît la fonction λ ( Π φ , α, β, . . . ) , que 
doit vérifier la fonction O en tout point pris à l ' intérieur d 'un 
corps parfaitement doux. 

Les équations ( I 4 ) > et ( I6 ) représentent donc les équations 
aux dérivées partielles du second ordre que la fonction t? doit 
vérifier dans les diverses régions de l 'espace séparées les unes des 
autres par les surfaces limites. 

§ 4. — C o n d i t i o n s a u x l i m i t e s a u x q u e l l e s sa t i s fa i t l a f o n c t i o n Q(x,y,Z). 

Cherchons à quelles condit ions satisfait la fonction Q ( χ , y , z ) 
en un point de l 'une des surfaces l imites. 



Supposons qu 'une surface sépare deux milieux, dont l 'un , au 
moins , soit magnét ique. Soient , en un poin t de cette surface, 
N1 la normale dirigée vers l ' in tér ieur du premier milieu et N 2 la 
normale dirigée vers l'extérieur du second milieu. Soient A1, B1 

E1 et Λ2, B2, ©2 les composantes de l'aimantation au sein de 
chacun des deux milieux et au voisinage de ce point . Nous aurons 
[Livre VII , Chap . I I I , égalité ( 9 ) ] 

0.7) 

Les surfaces que l 'on peut avoir à considérer sont de cinq espèces 

différentes : 

I° Surface de séparation d 'un aimant pe rmanen t et d 'un milieu 

non magnét ique ; 

2° Surface de séparation de deux aimants pe rmanen t s ; 

3° Surface de séparation d 'un corps parfai tement doux et d 'un 

milieu non magnét ique ; 

4° Surface de séparation de deux substances dénuées de force 

coercitive; 

5° Surface de séparation d 'une substance dénuée de force coer

citive et d 'un aimant permanent . 

I° A la surface de séparation d'un aimant permanent et 
d'un milieu non magnétique, voyons ce que devient la rela

t ion ( I 7 ) . Supposons que l ' indice 1 se rappor te à l 'a imant et 

l ' indice 2 au milieu. Remplaçons les symboles par les 

symboles, plus souvent usités en pareil cas , et • A l ' inté

rieur du milieu non magnét ique, nous avons 

A 2 = 0 , B 2 = 0 , © 2 =0 , 

tandis qu 'à l ' intérieur de l 'a imant les quanti tés X1, B1, ©1 sont 

censées connues d'avance. La relation ( I 7 ) devient donc 

(I8) 

s(x, y, z) étant une fonction dont la valeur se déduit immédiate -

ment des données du problème. 

2° De même, à la surf ace de séparation de deux aimants, la 



relation ( I 7 ) devient 

(I9) 

s1 (x, y, z), s2(x, y, z) é tant deux fonctions dont la valeur se dé

duit immédiatement des données du prob lème. 

3° A la surface de séparation d'une substance dénuée de 

force coercitive et d'un milieu non magnétique, examinons ce 

que devient la relation ( I 7 ) . Supposons que l ' indice 1 se rappor te à 

la substance magnét ique et l ' indice 2 au milieu non magnét ique. 

Remplaçons les symboles N 1 , N 2 par les symboles N i , N e . 

A l ' in tér ieur du milieu non magnét ique , nous avons 

A2 = o, B 2 = o , S 2 = o . 

Au contraire, à l ' intérieur de la substance dénuée de force coer

citive, A 1 , B1, ©, sont donnés par les égalités ( I0) . L'égalité (17) 

devient donc 

(20) 

4° De même, à la surface de séparation de deux substances 

dénuées de force coercitive, la relation ( I 7 ) devient 

(21) 

5° Enfin, à la surface de séparation d'un aimant perma

nent 1 et d'un corps dénué de force coercitive 2 , la relat ion (17) 

devient 

(22) 

s1 (x,γ, z) é tant une fonction dont la valeur se déduit immédia te

ment des données du prob lème. 

Si nous ajoutons qu 'à l'infini on doit avoir 

(23) 

nous aurons énoncé toutes les conditions aux limites qui achèvent 

de déterminer le problème de l 'aimantation par influence. 



§ S. — A p p r o x i m a t i o n d e P o i s s o n . 

Nous avons vu [ C h a p . I, égalité ( 2 3 ) ] que l'on avait 

p ( M ) ne croissant pas au delà de toute limite lorsque M, tend 
vers o. Pour les petites valeurs de M, nous pouvons écrire 

(24) 

L'égalité ( δ ) du présent Chapitre 

devient alors 

Pour les petites valeurs de l'aimantation, la fonction ma
gnétisante prend une valeur finie, indépendante de l'intensité 
d'aimantation. 

Les égalités (6 ) deviennent alors 

(25) 

Ces égalités concordent avec les conditions d 'équil ibre données 
par la théorie de Poisson [Livre V I I I , Chap . I , égalités ( i ) ] , pourvu 
que l 'on prenne pour coefficient d 'aimantation la quant i té 

(26) 

Ainsi l 'aimantation des corps faiblement aimantés est 
donnée par la théorie de Poisson. 

Les égalités (24) et ( 2 6 ) m o n t r e n t , en out re , que , toutes les fois 



que la théorie de Poisson est applicable, on a 

( 2 7 ) 

Cette remarque sera pour nous d 'un fréquent usage. 

Moyennant cette r emarque , l 'expression (I) du potentiel ther

modynamique interne d'un système qui renferme des aimants de

vient 

(2 ) 

Celte expression du potentiel thermodynamique in terne est équi

valente à celle qui a été souvent introdui te dans les recherches 

sur les propriétés des aimants par des auteurs qui n 'en ont ordi

nairement pas défini la nature et justifié l 'origine ( 1 ). 

( ' ) J . STEFAN, Ueber die Gesetze der elektrodynamischen Induction (Sitz-
ungsberichle der Akad. der Wissenschaften zu Wien, LXIV. 2E Abtheil, p.I93; 
I87I); Zur Theorie der magnetischen Kräfle (Ibid., LXIX, 2e Abtheil , p. I 6 5 ; 
I874 ) ; Ueber die Gesetze der magnetischen und elektrischen Kràfte in magne
tischen und dielektrischen Medien, und ihre Beziehung zur Theorie des 
Lichtes (ibid., LXX, 1° Abtheil, p. 589; I870). — W. THOMSON, General problem 
of magnetic induction (Reprint of papers on electrostatic and magnetism, 
nOS 700 et seqq., I872, 2E édition, p. 549). — Voir aussi les écrits de MM. Ε. Betli, 
ICorlcweg, von Helmholtz, Boltzmann, Adler, G. Kirchhoff, Carl Neumann et Ε. 
Beltrami. 



CHAPITRE III. 

LE PROBLÈME DE L'AIMANTATION PAR INFLUENCE ADMET UNE 

ET UNE SEULE SOLUTION. 

§ 1. — E x i s t e n c e d ' u n e s o l u t i o n . 

Nous avons vu, au § 1 du Chapitre précédent , que le problème 

de l 'aimantation par influence se ramenai t à celui-ci : Trouver une 

distribution magnétique qui rende minimum la quantité 

(0 

l 'intégration s'étendant à toutes les substances magnétiques. 

Existe-t-il toujours une semblable dis t r ibut ion? C'est la ques

tion que nous nous proposons d 'examiner. 

Nous avons [Livre VII , Chap . I I I , égalité (I7 bis)], 

l ' intégration s 'étendant à tou t l 'espace. L'égalité (I) peu t donc 

s'écrire 

(2 ) 

les deux premières intégrales s 'é tendant à tous les éléments dv{ 

du volume des aimants permanents , la troisième intégrale s 'éten

dant à tous les éléments dv3 de l 'espace occupé par le milieu non 



magnét ique, la quat r ième, enfin, s'élenclant à tous les éléments dv2 

du volume des corps parfai tement doux. 

La première intégrale a une valeur indépendante de la distr i 

but ion qu'affecte le magnétisme sur les corps parfaitement doux. 

Quelles que soient les variations de celte dis t r ibut ion, elle garde 

une valeur constante C. 

La deuxième et la troisième intégrale ont une valeur qui ne peut 

jamais devenir négative, quelle que soit la dis t r ibut ion du magné

tisme sur les corps parfai tement d o u x . 

De l'égalité ( δ ) du Chapi t re I I , qui définit F (M, α, B. ,on 
déduit 

(3) 

Par conséquent , la quantité F(M, α, β, . . . ) est toujours positive 
pour les corps magnétiques et toujours négative pour les corps 
diamagné tiques. 

Cette circonstance ne nous permet pas de prévoir le signe que 

prend , pour un corps diamagnét ique, la quatr ième intégrale figu

ran t dans l 'égalité ( 2 ) ; mais, pour les corps magnét iques , nous 

pouvons affirmer qu'el le n 'est jamais négative, et, de p lus , qu'elle 

n 'est égale à o que si l 'a imantat ion est égale à o en tou t poin t . 

Par conséquent , dans le cas où toutes les substances dénuées de 

force coercitive que renferme le système sont des corps magné

tiques, l 'égalité (2 ) revient à la suivante 

F'--= C + P , 

C étant une quant i té indépendante de la dis tr ibut ion que le ma

gnétisme affecte sur les substances dénuées de force coercitive, et 

Ρ une quant i té qui ne peut jamais être négative, quelle que soit 

cette dis tr ibut ion. 

Cette égalité nous prouve que la quant i té F' est une quanti té 

dont les variations sont l imitées infér ieurement . 

De là, pouvons-nous conclure qu' i l existe au moins une distri

but ion magnét ique correspondant à une valeur de F' plus petite 

que toutes les autres , et, par conséquent , à un état d 'équil ibre 

stable? En le faisant, nous ne ferions que suivre la voie tracée par 

Gauss pour démont re r qu ' i l existe un état d 'équil ibre électrique 



sur les corps conducteurs (Livre II , Chap . II , § 2 ; Livre I I I , 

Chap . V , § 2 ) . Mais nous savons que cette déduct ion présente un 

défaut de r igueur ; car, de ce que les variations d 'une quanti té 

sont limitées inférieurement, il ne résulte pas que cette quanti té 

présente un min imum. C'est donc sous une réserve semblable à 

celle qui pèse sur le pr incipe de Dirichlet que nous énoncerons la 

proposit ion suivante : 

Des corps magnétiques quelconques étant soumis à l'action 

d'aimants quelconques, on peut trouver sur ces corps au moins 

une distribution magnétique qui satisfait aux lois de l 'a iman-

tation par influence et qui demeure stable si l'on maintient 

invariables la position, la forme et l'état des divers corps du 

système. 

§ 2 . - I I n ' e x i s t e , p o u r l e s c o r p s m a g n é t i q u e s , q u ' u n e s e u l e s o l u t i o n 
a u p r o b l è m e d e l ' a i m a n t a t i o n p a r i n f l u e n c e . — E l l e c o r r e s p o n d à 
u n e a i m a n t a t i o n s t a b l e . 

Les équations du problème de l 'a imantat ion par influence 

expr iment s implement l 'égalité à o de la variation première subie 

par le potent ie l thermodynamique interne F lo r sque , en chaque 

poin t des substances dénuées de force coercitive que renferme le 

système, on fait varier les composantes A, B, E de l 'aimantation 

de quanti tés arbitraires SA, SB, SE. Cette égalité à o de la varia

tion première de § peut-elle avoir lieu pour plusieurs d is t r ibu

tions magnét iques dist inctes? Lorsqu'el le a lieu, la fonction § est-

elle min imum, de telle façon que la dis t r ibut ion magnét ique soit 

stable? Telles sont les questions que nous allons maintenant exa

miner . 

La solution de ces questions découle de l 'étude de la variation 

seconde de F, dont nous allons d 'abord former l 'expression. 

Supposons que , en chaque point (x,y,z) des masses dénuées 

de force coercitive que renferme le système, les composantes X, 

B, 3 de l 'aimantation varient de SA, SB, SE, et posons 

SA = a St, 

SB) = b ot, 

SE = c Et, 



a, b, c étant trois fonctions finies de x, y, z, et Et une quanti té 

infiniment petite indépendante de x,y, z. 

F éprouve une variation première qui peu t s 'écrire 

(4) 

Si l 'aimantation avait varié seulement dans l 'é lément dv1) f aurait 

subi une variation S,Y; si elle avait varié seulement dans l 'élé

ment dv2, Y aurait subi une variation S2, Y , . . . et l 'on a 

(5) 

dv1, dv2, ... , dvn étant les éléments en lesquels se décomposent 
les masses dénuées de force coercitive. 

L'égalité 

dans laquelle la première intégration s 'étend à tous les corps 

dénués de force coercitive et la seconde à tous les aimants per 

manents , nous donne 

dv1, dv'2, .... dv p sont les éléments en lesquels sont décomposés 

les aimants pe rmanen t s ; δ, désigne toujours une variation obtenue 
en changeant seulement de δΑ1 SB1, SE1 les composantes de 
l 'aimantation dans l 'é lément dv1. 

Mais des calculs analogues à ceux qu i , au Chapi t re précédent , 
ont servi à établir l 'égalité ( 3 ) , nous prouveront : 



I° Que l 'on a 

2° Que l'on a 

Le second membre de cette dernière égalité peut encore s 'écrire, 

en se souvenant que 

L 'ensemble de ces calculs transforme l'égalité (6 ) en 

S2

 y, ...., S

n F ont des expressions analogues. Nous pourrons donc 



remplacer l'égalité ( 5 ) par la suivante 

Supposons que , sur le corps parfai tement doux, on distribue 
une aimantation dont les composantes au point ( x , y , S ) aient des 
valeurs a, b, c. Soit Ω la fonction potentielle magnét ique de 
cette dis tr ibut ion, fonction définie par l 'égalité 

On voit sans peine que l'égalité précédente peut s 'écrire 

D'aut re part , on a 

ou bien, en vertu de l 'égalité [Chapi t re Π, égalité (5)] 

On peut donc, en vertu des égalités (4 ) , ( 8 ) et ( 9 ) , écrire 

D . — II I3 



Donnons de nouveau à A, B, © les variations 

et cherchons la variation δ2F subie par SF. 
Nous aurons 

et 

Cette dernière égalité peut s'écrire, en désignant par du un élé

ment quelconque de l'espace extérieur au corps parfaitement 

doux 

D'ailleurs 

Mais l 'égalité 

nous donne, en premier l ieu, 

et, en second lieu, 

ou b ien , en posant 

et en tenant compte de l'égalité ( I 4 ) , 



L'égalité devient donc 

Les égalités ( I 0 ) , (I I), ( I2 ) et (I 5) donnent alors 

Cette expression peut encore se t ransformer. 

L'égalité ( I 4 ) nous donne 

ou bien 

Dès lors, l 'égalité ( I6 ) peut s'écrire 

Discutons le signe de cette quant i té δ 2 F , en nous bornant au cas 
des corps magnétiques. 

Le terme qui commence le second membre de l'égalité ( I8) est 

assurément positif ou n u l ; il ne peu t jamais être négatif. 

Pour les corps magnét iques , la quanti té F ( M , α, β, . . . ) est 
posi t ive; en général, cette quanti té décroît lorsque M augmente ; 
on est alors assuré que la quant i té S2F, donnée soit par l 'éga-



lité ( I6 ) , soit par l 'égalité ( I8 ) , est positive, à moins que l 'on n 'a i t , 
en tout point , 

Pour certains corps magnét iques tels que le fer doux, F ( M , α, B, . . .) 
croît avec M pour les faibles valeurs de M ; mais les accroisse

ments de cette quanti té ne sont pas extrêmement grands, et, comme 

M a en même temps de petites valeurs, la quanti té 

a une valeur beaucoup plus faible que 

en sorte que § 2 F est encore positif. 

On peut donc dire que , pour tous les corps magnétiques con

nus, δ2F est toujours positif. 
De là cette première conséquence : 

Si des corps magnétiques sont placés en présence d'aimants 

permanents, toute distribution magnétique répandue sur ces 

corps, conformément aux lois indiquées au Chapitre précé

dent, correspond à un état d'équilibre stable. 

De plus , S2

F é tant toujours fini et positif, on voit qu ' i l ne peut 

exister deux distr ibutions magnétiques distinctes telles que 

SF = o. 

Donc, sur de semblables corps magnétiques, il ne peut exister 

plus d'une distribution d'équilibre. 



CHAPITRE IV. 

QUELQUES THÉOREMES SUR L'AIMANTATION DES CORPS 

MAGNÉTIQUES. 

§ t. — L e s c o r p s p a r f a i t e m e n t d o u x n e p r é s e n t e n t p a s d e m a g n é t i s m e 
r é m a n e n t . 

Avant d 'aborder l 'étude des corps diamagnétiques, nous allons 

déduire , pour les corps magnét iques , quelques conséquences des 

proposit ions précédentes, et par t icul ièrement de la dernière : H 

n'existe qu'une seule distribution magnétique convenant à l'é

quilibre sur un corps magnétique parfaitement doux soumis à 

l'action d'aimants permanents. 

Soient Ίξξ) la fonction potentiel le magnétique qui définit le champ 
dans lequel le corps est placé et Ό la fonction potentielle magné
tique de l 'aimantation distr ibuée sur ce corps. Les équations de 
l 'équil ibre magnét ique seront les suivantes : 

Supposons, en part icul ier , le corps parfaitement doux placé 
dans un champ magnétique dont l ' intensité soit nulle en tout point . 
Nous aurons ident iquement 



et les équations précédentes deviendront 

Oz 

Observons maintenant : 
I° Que l a fonction Ό devient ident iquement nulle si l 'on a, en 

tout point , 
A = ο, B = 0, S = o ; 

2 ° Que la fonction F ( M ) ne croît pas au delà de toute limite 
lorsque M tend vers o. 

Nous verrons alors que les équations précédentes sont satisfaites 
si l 'on a 

A = o, B= o, Θ = o. 

Comme il existe une seule dis tr ibut ion magnét ique satisfaisant à 

ces équat ions , cette d is t r ibut ion est connue . 

Ainsi : un corps magnétique parfaitement doux étant placé 

dans un champ magnétique dont l ' in tensi té est nulle en tout 

point ne présente aucune aimantation. En d 'autres termes, un 

corps magnétique parfaitement doux ne présente pas de ma

gnétisme rémanent. 

§ 2 — C o r p s q u i s ' a i m a n t e n t u n i f o r m é m e n t d a n s u n c h a m p u n i f o r m e . 

Il est d 'une grande impor tance , pour l 'étude de l 'aimantation 

par influence, de connaître la fonction 

F ( M , a, B , . . . ) 

ou, ce qui revient au même (Chap. I l , § 2 ) , la fonction 

λ ( Π · φ , a, β, . . . ) . 

Nous allons voir ici sur quels principes on en peut fonder la 
déterminat ion. 

Prenons un corps homogène , auquel correspond une fonction 

magnétisante F ( M ) . Plaçons-le dans un champ magnétique où il 



s'aimante uniformément . L ' intensi té d 'aimantat ion a alors une va
leur M indépendante de x, y, z. 

Les composantes Α, B, 3 de l 'aimantation vérifient les éga

lités 

F ( M ) est, comme M, une quant i té indépendante de x, y, z. O r 

ces équations ne sont autre chose que les équations qui défi

nissent la distr ibution d 'équil ibre prise, dans Je champ considéré, 

par un corps de même forme que celui que l'on étudie et ayant 

un coefficient d 'aimantation constant k, dont la valeur serait p ré 

cisément égale à F ( M ) . Si l 'on se souvient que ces dernières équa

tions dé terminent une dis tr ibut ion unique , on arrive au théorème 

suivant : 

Si un corps homogène, possédant une fonction magnétisante 

déterminée F ( M ) , s'aimante uniformément dans un champ 

déterminé, de manière que son aimantation ait en chaque point 

l'intensité M, un corps de même forme, placé dans le même 

champ et ayant un coefficient d'aimantation constant k, donné 

par l'égalité 

k = F ( M ) , 

s'aimantera de la même manière. 

A ce théorème correspond une réc iproque , bien importante 

pour l 'objet de nos recherches . Cette réc iproque , qui se démontre 

comme le théorème précédent , s 'énonce ainsi : 

Imaginons un champ magnétique et un corps magnétique 

qui, dans ce champ, s'aimante uniformément, quelle que soit 

la valeur k du coefficient d'aimantation constant qu'on lui 

attribue. L'intensité d'aimantation M qu'il prend alors est liée 

à k par la relation 

(I) M=O(k) 

Si l'on attribue à ce corps une fonction magnétisante quel-



conque F ( 3 1 o ) , variable avec l'intensité d'aimantation, ils'ai-

mante encore Uniformément, et son aimantation est la même 

que s'il avait un coefficient d'aimantation constant défini par 

l'égalité 

( 2 ) F [<]/(*)] — k = o. 

Une sphère, un el l ipsoïde, placés dans un champ magnétique 

uniforme, s'aimantent uniformément quel que soit leur coefficient 

d'aimantation. Le théorème précédent peut donc s'appliquer à ces 

corps. 

Proposons-nous , par exemple , de trouver l'aimantation prise 

par un ellipsoïde dont la fonction magnétisante est F ( 3 1 t ) dans 

un champ magnétique uniforme, dont la fonction potentielle est 

( 3 ) ig> = —Fa? — G J K — Hz— K, 

F, G, H , K étant quatre constantes. 

Si l 'ellipsoïde a un coefficient d'aimantation k, les composantes 

de l'aimantation sont données par les égalités [Livre VI I I , Chap. II , 

égalités ( I I ) ] , 

1, p., v étant trois constantes qui dépendent de la forme de l 'el l ip

soïde. On déduit de là 

La fonction t|i (k) est donc définie ici par l'égalité 

( 4 ) 

et l 'on a 

( 5 ) 



avec 

(5 bis) 

Les équations ( 5 ) et (5 bis) nous détermineront l'aimantation 

de l 'ellipsoïde lorsqu 'on connaîtra la forme de la fonct ion F(31 l^) . 

En effet, l'égalité (5 bis), résolue par rapport à £)ÏL, nous fera con

naître en fonct ion de F , G , H la valeur de l'intensité d'aimanta

tion prise par l 'e l l ipsoïde. Cette valeur de 3ÎC une fois connue , on 

calculera la valeur correspondante de F ( 3 T L ) , et les égalités (5) 

feront alors connaître les composantes de l'aimantation en chaque 

point . 

Le volume de l 'ellipsoïde sera 

a, b, c étant les trois demi-axes. Les composantes du moment 

magnétique auront alors pour valeur 

( 6 ) 

En un point extérieur à l 'e l l ipsoïde, la fonct ion potentielle ma

gnétique de ce corps aura pour expression. [L ivre VII I , Chap. II, 

égalité ( 9 ) ] , 

L , M , N étant trois fonctions de y , z. 

Pour une sphère de rayon R, on a 

a = b = c = R, 



Les égalités précédentes deviennent donc 

Cette dernière égalité permet de mont re r que la méthode indi 

quée au Livre VII I , Chapi t re II , § 4 , pour dé te rminer l ' inclinaison 

magnét ique par les déviations qu 'une sphère de fer doux fait su-

bir à une aiguille de décl inaison, demeure légi t ime, même si l'on 

admet que le fer doux, au lieu de présenter un coefficient d 'ai

mantat ion constant , présente une fonction magnétisante variable 

avec l ' intensité d 'a imantat ion. Il faut seulement , pour que cette 

méthode donne des résultats exacts , que la sphère soit homogène 

et, condi t ion plus difficile à réaliser, que le fer qui la const i tue 

soit parfai tement doux. 



Cette formule permet encore , par la méthode indiquée au 

Livre VII I , Chapi t re II , § 3 , de dé te rminer la valeur part icul ière 

que prend F ( M ) pour une sphère de fer doux placée dans le champ 

magnét ique terrestre ; cette valeur une fois connue , l 'égalité (8 bis) 

fournit la valeur cor respondante de la variable M. 

§ 3. — D é t e r m i n a t i o n d e l a f o n c t i o n m a g n é t i s a n t e . — S a t u r a t i o n . 

La méthode précédente ne fait connaî t re qu 'une valeur part icu

lière de la fonction F ( M ) , tandis qu ' i l serait d 'un hau t intérêt de 

connaî t re les valeurs de cette fonction pour un grand nombre de 

valeurs de la variable. On peu t y parvenir de la manière suivante : 

Un ellipsoïde est soumis à l 'action d 'un champ uni forme, d ' in

tensité variable F , dirigée suivant son grand axe. Cet ellipsoïde 

prend un moment magnét ique , dirigé aussi suivant son grand axe, 

et dont la g randeur est déterminée par la première des égalités ( g ) . 

La mesure de ce moment magnét ique fait connaî t re F ( M ) ; la 

valeur correspondante de M est donnée par l 'égalité (8 bis). 

Des mesures de ce genre ont été effectuées par W . W e b e r ( 1 ) . 

Un barreau cyl indrique, que l 'on peut assimiler à un ellipsoïde 

très allongé, est placé à l ' in tér ieur d 'une spirale parcourue par un 

courant qui engendre un champ uni forme (2); l 'appareil agit sur 

un magnétomètre soumis à l 'action d 'une seconde spirale qui com

pense l'effet de la première . 

Des expériences de W . W e b e r , G. Kirchhoff ( 3 ) a dédui t les 

valeurs de F ' ( M ) en fonction de M, ou plutôt les valeurs de 

λ(Π O) en fonction de ( I I O ) - . Voici les résultats de ce calcul, en 
unités C . G . S . On a posé, pour abréger , 

u = Io4(II O)1/2. 

( 1 ) W . WEBER, Elektrodynamische Maasbestimmungen, p. 5 2 9 . 
(2) Voir Livre XV, Chapitre VII, § 1. 
( 3 ) G. KIRCHHOFF, Ueber den inducirlen Magnetismus eines unbegrenzten 

Cylinders von weichem Eisen ( J o u r n a l de Crelle, Bd. XLVIII, p. 348; 1854· — 
Kirchhoff's Abhandlungen, p. 2 2 I ) . 



NOS. 

1 
2 

3 

4 

5 

6 

7 

u. 

301 

823 

1184 
1 5 12 

1 7 7 3 

2080 

2 3 9 7 

1(u). 

— 2 3 ,5 

- 1 3 , 5 

— 1 0 , 2 

- 8,4 
- 7 ,4 
- 6 ,4 
- 5 , 7 

N o s . 

8 

9 
10 

11 

12 
13 

14 

u. 

2484 
1 9 7 5 

1583 

1297 

9 6 7 

6 1 2 

296 

•K(u). 

— 5 , 6 

— 6 , 7 

— 8 , r 

— 9 , 5 

— 1 2 , 0 

— ' ( ' , 9 
- 2 5 , 0 

Pour le champ magnét ique terrestre, on aurait 

u = 1 , 7 8 . 

O n voit , par les résultats expér imentaux que nous venons de 

rapporter , que X(IJt?) décroî t rapidement en valeur absolue 

lorsque l i t? croit au delà de toutes l imites . D 'après G . Kirchhoff , 

on peut écrire 

(11) 

la fonction p(I l t?) tendant vers une limite finie et posi t ive P 

lorsque l i t? croît au delà de toute l imi te . 

S ' i l en est ainsi, on peut démontrer la proposi t ion suivante : 

Si une masse de fer doux de forme quelconque est placée 

dans un champ magnétique dont l ' in tens i té croit au delà de 

toute limite, l'intensité de cette aimantation tend vers une 

limite P qui dépend exclusivement de la nature du fer doux; 

de plus, la direction limite de l ' a i m a n t a t i o n coïncide avec la 

direction du champ. 

Dans ces condi t ions , la masse de fer d o u x est dite saturée. 

Les équations de l ' équi l ibre magnét ique sont, en effet, 

Soient t) la fonction potent iel le magnét ique de la masse de fer 

doux et t$f> la fonction potent ie l le magnét ique du champ . D 'après 



l 'égalité ( 1 1 ) , les égalités précédentes pourront s 'écrire 

( 1 3 ) 

Posons 

(13) 

Imaginons que l 'une au moins des quantités croisse 

au delà de toute l imi te , mais que chacune des trois quantités a, 

[3, y tende vers une limite finie. L ' in tens i té du champ croîtra au 

delà de toute l imite , mais sa direction l imite sera dé te rminée ; ses 

cosinus directeurs seront les l imites a, b, c des quanti tés a, (3, y 

définies pa r l e s égali tés ( 1 3 ) . 

Il est facile de voir que, si l 'on suppose infinie l 'une au moins 

des quantités les égalités ( 1 2 ) seront vérifiées en 

posant 

(14) 

ce qui démontrera la proposi t ion énoncée . 

E n effet, <A,, i)l>, 3 tendant , d 'après ces égali tés ( 1 4 ) , v e r s des 

limites finies, il en sera de même de ^ > ^ ; la quantité H y 

croîtra au delà de toute l imi te , et son rappor t à Ilig) tendra vers 

l 'uni té ; enfin p(WQ) tendra vers P . Les égalités (12 ) seront donc 

vérif iées. 

l imites finies, il en sera de même de la quantité UK> 

croîtra au delà de toute l imi te , et son rappor t à I I t e n d r a vers 

l 'uni té ; enfin p(WQ) tendra vers P . Les égalités (12 ) seront donc 

vérif iées. 



Ce théorème qu i , comme tous ceux qui ont été développés dans 

ce Chapi t re , est dû à G . Kirchhoff , expl ique le phénomène de la 

saturation que nous avions rencontré au début de ce L iv re I X 

comme une grave object ion à la théorie de Poisson . 

Nous venons de voir que, pour les grandes valeurs de la 
fonction X ( I 1 Q ) relative au fer doux tend vers o comme 

pour les faibles valeurs de cette quant i té a, au contraire, 

une valeur absolue croissante. L o r d Rayle igh ( 1 ) a trouvé que, pour 

ces faibles valeurs de la fonction X ( I I O ) , relative à un fer 

de Suède recui t , pouvai t être représentée par une expression de la 

forme 

M . Paul Janet ( 2 ) a t rouvé, par une méthode différente, pour 

un autre fer doux , 

Ces résultats montrent que la fonction F ( 3 Ï L ) croit tout d 'abord 

avec 3 1 1 , lorsque 3 Ï L part de o, passe par un max imum, puis dé 

croît et tend vers o comme lorsque 31L tend vers B . 

R é c e m m e n t , M . E . Bel t rami a proposé , pour la fonction 

À ( I I Q ) relative aux grandes valeurs de UÛ, la forme suivante : 

P étant l ' intensité d 'aimantat ion max ima et K une constante . Cet te 

fo rmule , d 'après les calculs de M . P . P i z e t t i , représente très 

exactement les résultats des expér iences de W . W e b e r , si l 'on 

y fait 
P = 13135 , 2 ± 2 o 3 , g , K = 2 9 , o 3 6 g ± o , 5 5 . 

( 1 ) Lord R A Y L E I G H , Philos. Magazine, t. X X I I I , p. 2 2 5 ; 1887. 

( 2 ) Paul J A N E T , Étude théorique et expérimentale sur l'aimantation trans
versale des conducteurs magnétiques, p. 83. 

( 3 ) EUGENIO B E L T R A M I , Considerazioni sulla teoria matematica del magne-
lismo (Memorie délia Reale Accademia delle Scienze dell' Istitulo di Bolo
gna, série V, t. I ; 1891) . 



CHAPITRE V. 

É Q U I L I B R E E T M O U V E M E N T D ' U N E M A S S E M A G N É T I Q U E E N P R É S E N C E 

D ' A I M A N T S P E R M A N E N T S . 

§ 1. — Équations générales du mouvement d'un corps parfaitement 
doux. 

Considérons un système formé par des aimants permanents , que 

nous désignerons par l ' indice 1, et par un corps parfaitement doux 

que nous désignerons par l ' indice 2 . Proposons-nous de déter

miner les lois du mouvement du corps 2 , ou, en d'autres termes, 

de chercher les forces qui agissent sur le corps 2 . 

Ce corps 2 peut être que lconque : solide ou fluide, compres 

sible ou n o n ; il est seulement assujetti à por ter à chaque instant 

la dis tr ibut ion magnét ique qui convient à l ' équi l ibre ; en sorte 

qu'à chaque instant, on doit avoir, en tout point ( x 2 , y2, z2) du 

corps 2 , 

(11) 

<? étant la fonction potent iel le magnét ique de tout le système. 

Cela étant, cherchons quelles forces extér ieures il faut appl i 

quer au corps 2 pour le maintenir en équ i l ib re ; les forces qui 

agissent sur le corps 2 seront les forces capables de faire équ i 

l ibre à celles-là. S i nous savons déterminer les premières , nous 

connaîtrons par cela même les dernières . 

Soit § le potent ie l thermodynamique interne du sys tème; soit 

otf la variation qu ' i l éprouve lorsque l 'on impr ime aux divers 



points du corps 2 un petit déplacement , accompagné de peti tes 

variations d 'aimantat ion telles que les équations ( 1 ) demeurent v é 

rifiées. 

Soi t S E le travail effectué, dans le déplacement considéré , par 

les forces extér ieures appl iquées au corps 2 . S i ces forces main

tiennent le corps 2 en équi l ibre , la modification infiniment petite 

que nous venons de considérer sera réversible , et l 'on aura 

L e s forces extérieures qu ' i l faut appl iquer au corps 2 pour le 

maintenir en équi l ibre effectuent, dans tout déplacement vir tuel 

du corps parfai tement doux , un travail égal à la variation totale 

de S. Ces forces sont destinées à faire équi l ibre aux forces qui 

agissent sur le corps 2 . Les forces qui agissent sur le corps par

faitement doux 2 ont donc pour potentielle potentiel thermo

dynamique interne du système. 

Parmi ces forces, celles que l 'on peut regarder comme d'origine 

magné t ique auront pour potent iel la quantité 

( 2 ) 

L'a imanta t ion des aimants permanents ne subissant aucune var ia

t ion, la quanti té 

demeure invariable durant les déplacements que l 'on peut imposer 

au corps 2 . 

Soien t T ) ( la fonction potentiel le magnét ique du corps 1 et t 9 2 

la fonction potent ie l le magnét ique du corps 2 . Nous aurons 

L e terme 

ne varie pas dans les déplacements et déformations imposés au 

corps 2 . 

Si l 'on remarque alors que l 'on peut retrancher du potent ie l 

des forces qui agissent sur le corps 2 les termes que les déplace-



merits et déformations du corps 2 laissent invariables, on voi t que 

l 'on pourra remplacer l 'expression (2 ) de ce potentiel par l ' expres

sion 

( 3 ) 

Dans le cas où le corps 2 s 'aimante conformément à la théorie de 

Poisson, on a, en désignant par k2 son coefficient d 'aimantation 

[ C h a p . II , égalité (27 ) ] , 

et l 'égalité précédente devient ( 1 ) 

( 4 ) 

Cet te expression même peut se transformer. 

O n a, en effet, 

D 'a i l leurs , si le corps 2 s 'aimante conformément à la théorie de 

Poisson, les égalités (1) deviennent 

O n a donc 

et l 'égalité (4 ) devient 

( 5 ) 

O r , si le corps 2 était un corps r igide et si l 'aimantation qu'il porte 

était supposée permanente , les actions mutuel les des deux aimants 

( 1 ) G O T T L I E B A D L E R , Ueber die Energie magnetisch polarisirter Körper, nebst 
Anwendung der bezixglichen Formeln auf Quincke's Methode zur Bestim-
mung der Magnetisirungszahl (Sitzungsber. der Akad. der Wissenschaften 
zu Wien. X C I I , 2e A b t h . ; 1885. - Wiedemann's Annalen. B d . X X V I I I , p . 509 ; 
1886). 
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1 et 2 auraient pour potent ie l [L iv re V I I , Chap . I, égalité (10) ] , 

la quantité 

( 6 ) 

L a comparaison des égali tés ( 5 ) et (6 ) 

( 7 ) 

Lorsqu'un corps parfaitement doux, placé en présence d'un 

aimant permanent, s'aimante conformément à la théorie de 

Poisson, le potentiel des actions magnétiques qu'il subit à un 

instant donné est la moitié du potentiel des actions mutuelles 

qui s'exerceraient à cet instant entre les deux corps, si le corps 

doux était, à cet instant, transformé en un aimant permanent 

et indéformable. 

Cette proposi t ion est due à M . J. Stefan ( 1 ) . E l le n 'est exacte 

que pour les corps qui s 'aimantent conformément à la théorie de 

Poisson. 

Revenons au cas où le corps 2 est un corps parfai tement doux 

que l conque ; l 'égali té (3 ) peut s 'écrire 

ou b ien , en ver tu des égalités ( 1 ) , 

(8) 

D 'après une transformation connue [ L i v r e V I I , C h a p . III , éga

lité (17 bis)], nous aurons 

(9 ) 

l ' intégration qui figure au second membre s 'étendant à tout l ' e s 

pace. 

( 1 ) J . S T E F A N , Ueber die Gesetze der elektrodynamischen Induction (Sitzungs-
berichte der Akademie der Wissenschaften zu Wien, L X I V , 2e Abth. , p. 193 ; 

1871) . 



Posons 

( 1 0 ) 

et l 'égalité ( 8 ) deviendra 

(11) 

L a fonction ^ ( D l l - o ) , définie par l 'égalité ( 1 o ) , se représentera 

souvent dans nos ca lcu ls ; indiquons-en br ièvement les propriétés. 

Si l 'on se souvient que l'on a [ C h a p . II , égalité ( 5 ) ] , 

on voit que l 'on peut encore écrire 

(12) 

ou bien, en désignant par pt2 une certaine valeur de 3ÏU comprise 

entre o et 31l 2, 

(13) 

1° Considérons en premier l ieu les corps diamagnétiques. 

Pour ces corps, la fonction F 2 ( T U ) est négat ive . S i sa valeur a b 

solue est indépendante de 31l 2, décroît lorsque 31l2 croît , ou croît 

faiblement avec 3TC2, on sera assuré que la valeur absolue de 

F 2(Oil 's) est inférieure à la valeur absolue de 2 F 2 ( u . 2 ) . O n aura 

donc 

(14) ^ ( X 2 ) < o . 

Ains i , pour un corps diamagnétique dont la fonction ma

gnétisante est, en valeur absolue, indépendante de 3TL, faible

ment croissante avec 31L2, ou décroissante lorsque 3\l>2 croit, 

la fonction 1 F 2 ( 3 1 l 2 ) est négative. 

2° Considérons en second lieu les corps magnétiques. Pour 

ces corps, la fonction F 2(DTl' 2) est posi t ive. O n voit alors sans 

peine que, pour un corps magnétique dont la fonction magné

tisante est indépendante de 3T02, faiblement croissante avec 3Tl2, 



ou décroissante lorsque 31u> croit, la fonction ^ ( a i l j ) est posi

tive : 

(15) ^ 2 ( 3 1 I 2 ) > o . 

Nous pouvons admettre l 'hypothèse suivante, dont nous ferons un 

fréquent usage : 

Pour tous les corps magnétiques, la fonction W(S)h) est po

sitive. 

Dans le cas où l 'approximat ion de Poisson peut être acceptée , 

la fonction magnétisante F 2 ( 3 Ï L 2 ) peut être remplacée par un coef

ficient d'aimantation k2, indépendant de 3 T t 2 . L 'égal i té (3 ) donne 

alors 

(16) 

E n comparant cette égalité à l 'égalité ( 2 7 ) du Chapitre II , on voit 

que l 'on a, dans ce cas, 

( 1 7 ) 

Moyennant les renseignements que nous venons d'obtenir sur 

la fonction W 2 ( 3 1 L 2 ) , l 'égalité (11) nous donne la proposit ion sui

vante : 

La fonction S" est toujours négative pour un corps magné

tique (mais non diamagnétique) quelconque, placé à distance 

finie d'aimants permanents quelconques. 

Si le corps magnétique parfaitement doux 2 est situé à une d i s 

tance infiniment grande des aimants permanents 1, il n'est plus 

aimanté, et le second membre de l 'égali té ( 1 1 ) est égal à o. La 

quantité S" prend donc sa plus grande valeur lorsque le corps par

faitement doux magnétique est infiniment é loigné de tout aimant 

permanent . 

S i l 'on observe maintenant que , d'après les propriétés du p o 

tentiel thermodynamique interne, les forces magnétiques qui 

agissent sur le corps doux tendent toujours à le déplacer de ma

nière que la quantité §" passe d 'une valeur plus grande à une va

leur moindre, on voit que l 'on arrive à la loi suivante : 

Un corps magnétique parfaitement doux, placé à une dis-



tance très grande d'aimants permanents, tend toujours à 

s'approcher de ces aimants. 

Cette proposit ion justifie le nom de substances attirables à 

l'aimant, souvent donné aux substances magnét iques parfaitement 

douces . 

L 'éga l i t é (16) montre que , dans le cas où le corps magnétique 

s 'aimante d'après la théorie de Poisson, l 'égali té ( 1 1 ) peut s'écrire 

( 1 8 ) 

Cet te forme a été souvent employée par les auteurs qui ont traité 

du magnét isme. 

Revenons à l 'égalité (2) qui donne, dans le cas le plus général , 

l 'expression du potentiel § ' des actions magnét iques qui agissent 

sur le corps parfaitement doux 2 . 

Lorsqu 'on donne au corps parfaitement doux 2 un déplacement 

infiniment petit compatible avec les liaisons auxquel les il est assu

je t t i , les composantes Xo, i)V>2, ©2 de l 'aimantation en chacun de 

ses points subissent des variat ions S-Joo, S\)V>2, S 3 2 , de telle sorte 

que les égalités (1) cont inuent d'être satisfaites. Ces variations de 

posi t ion, de forme et d'aimantation du corps 2 entraînent une v a 

riation totale S j ' de la fonction S'1. 

Cette variation peut être regardée comme la somme de deux 

autres. 

Imaginons que l 'on impr ime au corps 2 le déplacement et la 

déformation que l 'on veut étudier, mais que chaque point , en se 

déplaçant , entraîne son aimantation sans que ce l le -c i change de 

grandeur ni d'orientation par rapport aux axes de coordonnées . 

L a quantité § ' subirait une variat ion S ( S'. 

Supposons d'autre part que , laissant le corps 2 immobi le , on 

fasse varier en chaque poin t les composantes J U 2 , iJb2, ©2 de l ' a i 

mantation de §0^2, Subs, §£-2- L a quantité § ' subirait une variation 

§2^'• O n aura évidemment 

( 1 9 ) 

Mais on a, en reproduisant les raisonnements exposés au C h a 

pitre II , 



ou bien, d'après les égalités ( 1 ) , 

S 2 3
r ' = o. 

L'égal i té ( 8 ) devient donc 

( 2 0 ) 

Lorsqu'un corps parfaitement doux se déforme et se déplace 

dans un champ magnétique, les forces magnétiques qui lui 

sont appliquées effectuent un travail égal au signe près à la 

variation que subirait la quantité S'1 si chaque particule du 

corps 2 entraînait son aimantation sans en changer ni la gran

deur ni la direction. 

A u lieu de supposer que, dans la première modification, l 'a i 

mantation de chaque point est entraînée en gardant une grandeur 

invariable et une direction invariable dans l 'espace, on pourrai t 

supposer que l 'aimantation en chaque point est entraînée en gar

dant une grandeur invariable et une orientation invariable par rap

port à trois axes liés à la particule matérielle dont ce point fait 

partie. L a proposi t ion précédente demeurerai t exacte . 

La nouvel le forme que prend la proposit ion précédente s 'ap

pl ique aisément au cas où le corps 2 est un solide indéformable. 

L e déplacement de ce corps résulte d 'une translation dont les 

composantes parallèles aux axes sont 0,2;, ùy, os, et de trois rota

tions b\, Su., ov, autour des trois axes de coordonnées . 

Dès lors, on déduit aisément de la proposit ion précédente l 'é

gali té 

(21) 

Cet te express ion de o$' redonne, pour expression des actions ma

gnétiques qui agissent sur le corps 2 , les expressions données 

par les égalités ( 1 2 ) du L ivre V I I , Chapitre I. 



§ 2. — Instabilité de l'équilibre d'un corps magnétique en présence 
d'aimants permanents. 

L 'égal i té (21) va nous permettre de répondre d'une manière 

ent ièrement générale à une question posée par les recherches de 

Sir W . T h o m s o n ( 1 ) et résolue par lui pour un corps très petit et 

très peu magnét ique. Cet te question est la suivante : Une masse 

magnétique indéformable et dénuée de force coercit ive, placée en 

présence d'aimants permanents , est soumise à des forces ex té 

rieures qui se réduisent : 

1° A une pression normale et uniforme en tout point de sa sur

face ; 

2° A une force constante en grandeur et en direction appliquée 

à chacun de ses éléments . 

C ' e s t sensiblement le cas pour une masse placée dans l 'air et 

soumise à l 'action de la pesanteur. 

Cet te masse p rend une posit ion d'équilibre déterminée par les 

considérat ions développées au paragraphe précédent . Cet te posi

tion d 'équil ibre est-elle stable? 

L e s forces extérieures admettent un potentiel W . L e système 

admet alors un potentiel* thermodynamique total cp qui est la 

somme du potentiel thermodynamique interne § et du potentiel 

W des forces extérieures 
o = i + w . 

S i , pour toutes les modifications vir tuel les qui laissent invariables 

la forme et l 'état phys ique et chimique des diverses parties du 

système, o subit une variat ion posi t ive, le système est en état d 'é 

qui l ibre stable. L a variation première de <p est ident iquement nulle, 

puisque nous supposons réalisées les condit ions d 'équil ibre é tu 

diées au paragraphe précédent , qui, toutes, découlent de l 'égali té 

8-f •— 3 S = o 

ou 
8f + 8 W = o. 

( 1 ) S i r W . THOMSON, Remarks on the forces experienced by inductively ma
gnetized ferromagnetic or diamagnetic non-crystalline substances (Philoso
phical Magazine, t. X X X V I I , p . 241; 185o. — Reprint of papers on electrostatics 
and magnetism, 2° É d i t i o n , p . 514). 



Nous sommes donc amené à chercher si la variat ion seconde de o 

o 2 o = 8 s c f - t - 82 W 

est posi t ive. 

Nous commencerons par rechercher si 0 - 0 est positif, non pas 

pour tout déplacement vir tuel du corps dénué de force coerci t ive, 

mais seulement pour toute translation virtuelle ; dans ces con

ditions, il n 'est pas difficile de voir que 

8 * W = o, 

et que la quest ion se ramène à chercher si S 2îf est toujours positif. 

S i les seules forces intérieures au système sont les-forces magné

t iques, nous aurons 

( 2 2 ) 82,f = 8*# ' . 

En ver tu de l 'égalité ( 2 1 ) , nous avons 

Imaginons que l 'on impr ime au corps 2 une seconde fois la 

translation ( S x , $y, os ) . Dés ignons par B 'A- 2 , o'uï>2, 8 ' 3 2 'es var ia

tions que , d'après les égalités ( 1 ) , une semblable translation fait 

éprouver à <A,2, xfb2, ® 2 , en observant que ces variations sont des 

fonctions de hx, SJK, S S et ne doivent pas être confondues avec les 

variations arbitraires que nous représenterons par Sjl>2, S\)b2, 8 s 2 . 

L 'égal i té précédente nous donnera 

( 2 3 ) 



Cette express ion de 8 2 # ' peut se transformer. 

PÀ'I O J ill) o j 3 o doivent , à chaque instant, vérifier les égali tés (1 ) ; 

cette condi t ion peut encore , si l 'on se reporte à la méthode suivie 

pour établir les égalités (1) , s 'énoncer de la manière suivante : 

On a à tout instant , quels que soient S„l> 2 , SiJbo, 3 3 2 , 

Ce t te condition doit être vérifiée lorsque Je corps 2 occupe sa 

position initiale avec son aimantation ini t ia le ; elle doit encore 

être vérifiée après que l 'on a fait subir au corps 2 la trans

lation ( S x , Sy, Sz) et à l 'a imantat ion ( X « , il'<>2, 3 2 ) la variation 

(B'cAoa, S ' i l b 2 , S ' 3 2 ) . L e premier membre de cette égalité éprouve 

donc, lorsqu 'on impose cette translation au corps 2 et cette varia

tion à l 'aimantation qu ' i l porte, une variation qui doi t être égale 

à o, quels que soient S-JL2, o\Jb2, 3 3 2 . 

O n doit donc avoir, quels que soient SjUo, Si)L 2 , S 3 2 , 

(24) 

Cette égal i té , devant avoir l ieu quels que soient S j ^ o , 5t)!)2, S 3 2 , 

aura l ieu encore si l 'on pose 

8JU2 = B'<JU2, 8ilî)i= 8'iP„2, S 3 , = 8 ' 3 2 . 

L a forme qu 'e l le prend par cette substi tut ion, comparée à l 'éga-



lité (23 ) , donne 

(25) 

Cet te forme de ù-S' se prête à une interprétat ion très s imple . 

Supposons que , sans jamais faire varier l ' a i m a n t a t i o n en 

chaque point, nous impr imions deux fois de suite au corps dénué 

de force coerci t ive 2 la translation (ox, oy, 83); il en résulterai t 

pour 3' une variation seconde 8 2

rf' représentée par les termes ( 1 ) , 

( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) , (6 ) . 

Supposons d'autre part que, sans jamais déplacer le corps 2 , 

nous imprimions deux fois de suite à son aimantation en chaque 

poin t la var iat ion (8'oiUo, o'ilba, o '© 2 ) . Il en résulterait pour S1 une 

variation seconde 3! 2 f ' , et l 'ensemble des termes (7), (8), (9) a pré

cisément pour valeur, d'après les calculs faits au Chapi t re III , 

(— 8! , 2 f') . O n a donc 

ou b ien , en vertu de l 'égal i té ( 2 2 ) , 

( 2 6 ) 

Examinons en premier l ieu la quanti té 8 2 ^ ' représentée, comme 

nous l 'avons vu , par les termes ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) , ( 6 ) . Cet te 

( I 

( 2 ) 

( 3 ) 

( 4 ) 

( 5 ) 

( 6 ) 

( 7 ) 

( 8 ) 

(9) 



expression est une forme homogène et du second degré de òx, òy, 

òs. La somme des coefficients de òx2, ò y 2 , òz2 peut s 'écrire 

Mais , en tout point du corps 2 , on a 

et, par conséquent , 

La somme des coefficients de òx2, ò y 2 , ò z 2 , dans la quanti té ò2, $1, 

est donc égale à o ; par conséquent , ou b ien la quantité ò 2 3 ' est 

ident iquement nul le , ou bien il existe des translations pour l e s 

quelles elle est négat ive . Dans tous les cas, on peut affirmer qu 'el le 

ne saurait être posit ive pour toute translation. 

S i l 'aimantation prise par le corps 2 est une aimantation stable, 

la quantité S' éprouvera une variation seconde cer tainement pos i 

tive lorsqu 'on donnera deux fois de suite la variat ion S j U 2 , Sil!i 2, 

3 S o à l 'aimantation en un poin t du corps 2 , et cela quels que soient 

Ô 0 A 0 2 ) SiCdo, S s 2 , pourvu qu' i ls ne soient pas ident iquement nuls . 

Gela aura l ieu en part icul ier si l 'on fait 

à moins que 3'cl>2, 3'tf!>2, 3 ' 3 2 ne soient ident iquement nuls . 

La quantité o2§' est donc posi t ive, à moins que l 'on n'ait , en tout 

point du corps 2 , 

D'après l 'égalité (24 ) , ces dernières égalités ne peuvent avoir 

l ieu, à moins que l 'on n'ait, en tout point du corps 2 , 

c'est-à-dire à moins que le champ dans lequel le corps 2 est placé 

ne soit uniforme. Dans ce cas, les deux quantités t)~t$'', 3' 2

2#' sont 



ident iquement nulles , et il en est de même des variations de tous 

les ordres de 3'. 

Nous arrivons ainsi aux conclusions suivantes : 

1° Si le champ magnétique dans lequel le corps se trouve 

placé est uniforme, l'équilibre du corps est indifférent. 

2° Si le champ magnétique dans lequel le corps se trouve 

placé n'est pas uniforme et si V aimantation prise par ce corps 

est stable pour la position qu'il occupe, il existe certainement 

des translations pour lesquelles o 2 3 est négatif, et l'équilibre 

du corps est instable. 

Nous avons vu que, sur tous les corps magnét iques connus , 

placés dans une posi t ion déterminée , l 'aimantation prend une dis

tr ibution s table; l 'équi l ibre d'un corps magnét ique , indifférent 

dans un champ uniforme, est instable dans un champ non un i 

forme. 



CHAPITRE VI. 

I M P O S S I B I L I T É D E S C O R P S D I A M A G N É T I Q U E S . 

Nous avons laissé de côté , dans les t rois Chapitres précédents , 

les corps diamagnét iques, c'est-à-dire les corps pour lesquels la 

fonction F ( 3 Ï 0 ) serait négat ive; revenons maintenant à l 'étude de 

ces corps . 

U n corps parfaitement doux immobile étant placé en présence 

d'aimants permanents , la variation seconde du potent iel the rmo

dynamique interne du système a pour expression [ C h a p . I l l , éga

lité (16) ] , 

les diverses lettres que renferme cette formule gardant la significa

tion qui leur a été donnée au Chapi t re III . 

Supposons que le corps soit un corps diamagnét ique ; sa fonc

tion magnétisante F ( 3 T U ) est alors.une quantité négat ive. 

Supposons , en outre, que ce coefficient ait une très petite va

leur absolue. 

Les équations de l 'équil ibre magnét ique 



montrent que la valeur de 3TL est une quantité très petite du même 

ordre que F ( 3 1 L , a, j3, . . . ) . 

Les quantités 

sont des quantités finies. 

L a quantité 

est une quantité négative dont la valeur absolue, très grande, est 

de l 'ordre de 

S i la fonction F(DTl) varie peu , de telle sorte que la quanti té 

soit négl igeable devant la quanti té F ( O T L - ) , la quantité 

sera négl igeable devant la quantité J. S i n 'est pas nég l i 

geable devant F(3ÏC), il n 'en sera plus de même . 

Si la va leur absolue de F(DTL) décroît lorsque Dît croit , J' est 

très grand et négatif. J' est très grand et posit if si la valeur abso

lue de F (31b) croît avec 311. 

D o n c , pour un corps d i a m a g n é t i q u e dont la fonction ma

gnétisante a une valeur absolue toujours très petite, qui de

meure constante, croit très faiblement ou décroît lorsque 

V aimantation croît, S2£p est toujours négatif. § peut admettre 

un maximum et un seul, mais ne peut admettre de mini

mum. 

Sans avoir à se préoccuper du sens de la variat ion de F (3TL) , 

on peut arriver à une conclusion intéressante, quoique moins 

complète que la précédente . 

O n peut toujours imposer à l 'aimantation du corps parfaitement 

doux une variation telle que l 'on ait en tout point 

m = o. 

S i l 'on se souvient , en effet, que m est défini par l 'égali té 



on voi t qu ' i l suffira, pour parvenir au bu t que nous venons d ' in

diquer , de faire varier en tout poin t l 'orientation de l 'aimantation 

sans en faire varier l ' intensi té . 

Pour une semblable variat ion, on aura 

J'= o. 

O n peut donc énoncer la proposi t ion suivante : 

Un corps diamagnétique, dont la fonction magnétisante a 

une valeur absolue très petite, étant pris dans un état d'ai

mantation quelconque, on peut toujours imposer à cette ai

mantation une variation telle que la quantité S 2 If soit néga

tive. S ne peut donc, pour un semblable corps, présenter de 

minimum. 

L e s proposi t ions que nous venons de démontrer conduisent à la 

conclusion que voici : 

Sur un corps diamagnétique dont la fonction magnétisante 

a une valeur toujours très petite, il ne peut pas exister de dis

tribution magnétique correspondant à un équilibre stable. 

Cette conclus ion doi t encore demeurer vraie pour un corps dia

magnét ique dont la fonction magnétisante n 'est pas très petite ; 

c 'est ce que nous allons démontrer , en nous servant des propriétés 

de la fonction ^ ( D l o ) , établies au § 1 du Chapi t re V . 

Considérons un système fo rmé par des aimants permanents , 

que nous désignerons par l ' indice 1 et par un corps dénué de force 

coerci t ive que nous désignerons par l ' indice 2 . 

L e potent ie l thermodynamique interne de ce système peut 

s 'écr ire , en désignant par i£P ( la fonction potent iel le magnét ique 

des aimants permanents 1 en un point de ces a imants ; par ig>2 la 

fonct ion potentiel le de ces aimants en un point du corps 2 ; par 

t ) 2 la fonction potentiel le du corps 2 en un poin t de ce corps , et 

en supposant le système non électr isé 

Cet te express ion est généra le ; elle est exacte , en part iculier , si la 



distribution magnétique sur le corps 2 est une distr ibution d'équi

l ibre. 

Considérons le corps diamagnétique et les aimants dans une 

certaine posi t ion, et supposons que l 'on ait t rouvé, sur le corps 

diamagnétique, une certaine distr ibution d 'équi l ibre stable c o r 

respondant à une valeur minima & 0 du potent ie l thermodynamique 

interne ; puis , supposons que , les corps étant placés dans la même 

posi t ion, on donne à toutes les part icules de la masse 2 la même 

aimantation, sauf à la part icule 

que l 'on supposera non aimantée. L e potent ie l thermodynamique 

interne du système prendra alors une nouvel le valeur § h , et l 'on 

aura 

les quantités qui figurent au second membre ayant toutes les va

leurs qu 'el les ont dans l 'état d 'équi l ibre considéré. O r , dans cet 

état d 'équi l ibre , on a 

D e ces égalités on dédui t 

et, par conséquent , 

ou bien, d'après l 'égalité (1) du Chapi t re précédent , 

S i le corps 2 est un corps diamagnét ique dont la fonction m a g n é 

tisante est indépendante de 3 1 1 , croit faiblement en valeur absolue 

avec 3 1 1 , ou décroît en valeur absolue lorsque D)h croît , on aura. 



d'après l ' inégalité (4 ) du Chapi t re précédent , 

O n voi t , d 'après cela, que, si, pour un des corps diamagné-

liques vérifiant les restrictions précédentes, on considérait une 

distribution magnétique d'équilibre correspondant à un mi

nimum du potentiel thermodynamique, on pourrait toujours 

trouver une distribution dans laquelle le potentiel thermodyna

mique aurait une valeur moindre que dans l'état considéré. 

Il est, d'après cela, très vraisemblable que, pour de semblables 

corps , il n 'exis te aucun min imum du potent iel thermodynamique 

interne, proposi t ion que nous savons être vraie lorsque la fonc

tion magnétisante est très pet i te . 

Mais voici une démonstration entièrement générale de ce fait 

que, sur un système dont une por t ion que lconque est d iamagné

tique, le potent iel thermodynamique ne peut jamais présenter de 

min imum. 

So i t dv un élément de volume pris dans une région d iamagné

t ique. Faisons tourner l 'aimantation de cet élément de volume, 

de telle façon que ses composantes JU, il!>, © varient de S j U , 8ift>, 

o 3 , sans que l 'a imantat ion OU, change de grandeur. Nous aurons 

(1) 

et 

D e cette dernière égali té, on dédui t 

ou bien, en ver tu des condit ions d 'équi l ibre , 

D . - I I . 



Mais l 'égalité (1) donne 

et l 'on a, par conséquent , 

S i F ( 3 1 1 ) est négatif, il en est de même de d2f . Ains i , si, dans 

un système, une région, si petite soit-elle, est diamagnétique, 

il ne peut y avoir sur ce système d'équilibre magnétique stable. 

Nous pouvons donc énoncer, sans rectr ic t ion, la proposit ion 

suivante : 

Les principes de la. Thermodynamique ne permettent pas 

qu'il existe de corps diamagnétiques, c'est-à-dire de corps dont 

la fonction magnétisante soit négative. 

Indiquons br ièvement ici les recherches qui ont condui t les 

phys ic iens à cette proposi t ion. 

Nous avons donné ( ' ) , dès 1887, l 'expression de 5 2 # , mais sans 

remarquer que cette quantité devait être néga t ive pour les corps 

diamagnétiques. Plus tard ( 2 ) , nous avons remarqué que , si l 'on 

supposait l 'équi l ibre établi sur un système renfermant des corps 

diamagnétiques, on pouvai t toujours définir un état du même sys

tème correspondant à une valeur moindre du potent iel thermody

namique interne. Mais , au lieu d'en conclure l ' impossibi l i té d'une 

aimantation stable sur les corps diamagnét iques , nous en avons 

s implement conclu qu' i l ne pouvai t y avoir , sur ces corps , un état 

d 'équil ibre unique, conclusion qui nous semblai t conforme à cer 

taines expér iences de M . Joubin , dont i l sera quest ion au Cha

pitre V I I I , § 3 . C 'es t cette conclusion que nous exposions dans 

notre Théorie nouvelle de l'aimantation par influence, fondée 

sur la Thermodynamique (3). 

Peu après, M . Parker ( 4 ) a reconnu qu ' i l y avait contradict ion 

( ' ) P . D U H E M , Sur l'aimantation par influence (Comptes rendus, t. CV, 

p. 798; 31 octobre 1 8 8 7 ) . 

C) P . D U H E M , Sur l'aimantation des corps diamagnétiques (Comptes rendus, 
t. C V I , p. 736; 12 mars 1 8 8 8 ) . 

(J) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. I I ; 1888. 
( 4 ) JOHN P A R K E R , On diamagnetism and concentration of energy (Philoso

phical Magazine, 5° série, t. X X V I I , p. 403; mai 1 8 8 9 ) . 



entre l 'existence des corps diamagnétiques et le principe de Car-

not -Claus ius ; mais, au l ieu d'en conclure l ' impossibili té des corps 

diamagnét iques , M . Parker a proposé de modifier le principe de 

Carno t -Claus ius . 

C 'es t alors que nous avons développé ( ' ) les considérations que 

l 'on vient de lire. 

A u moment où nous publi ions ces considérations, nous n'avions 

pas connaissance d'une Note remarquable ( 2 ) que M . E . Beltrami 

avait publ iée peu de temps avant le Mémoire de M . Parker . 

Dans cette Note , M . E . Beltrami démontre que, pour un sys

tème ent ièrement diamagnét ique, la quantité 

qui représente, en adoptant l 'approximat ion de Poisson, la partie 

magnét ique du potentiel thermodynamique interne ( M . E . B e l 

trami dit l'énergie) est négat ive. « Ce résultat, ajoute M . E . 

Bel t rami , en entraîne un autre, qui n'est pas moins invraisem

blable . O n sait que, si, à la distr ibution magnét ique induite dans 

un corps par des actions magnétiques externes, données et inva

riables, on superpose une autre distr ibution magnétique que l 

conque, le potentiel de tout le système augmente d'une quantité 

qui est s implement égale au potentiel de la distr ibution super

posée à la distr ibution induite . Il résulte de là, en tenant compte 

du résultat précédent , que, si le corps induit est paramagnétique, 

le potentiel augmente quand cesse l 'équi l ibre d ' induction, mais 

au contraire que, si le corps est diamagnét ique, le potentiel d i 

minue. Dans le premier cas donc, le potentiel total serait min i 

mum dans l 'état d ' équi l ibre ; dans le second, au contraire, il serait 

max imum, en sorte que l 'équi l ibre d ' induction magnét ique serait 

instable. » 

( ' ) P . D U H E M , Sur l'impossibilité des corps diamagnétiques (Comptes ren
dus, t. C V I I I , p . 1042; 20 m a i 1889 ) . — Des corps diamagnétiques (Travaux 
et Mémoires des Facultés de Lille, M é m o i r e n° 2; 1889 ) . 

( ' ) E . B E L T R A M I , Note fisico-matematiche, lettera al prof. Ernesto Cesàro 
(Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. I I I ; séance du 10 m a r s 
1889) . 



CHAPITRE VII. 

A I M A N T A T I O N D 'UN C O R P S M A G N É T I Q U E A U S E I N D ' U N M I L I E U 

M A G N É T I Q U E . 

§ 1. — Historique. 

L a Thermodynamique conduit à rejeter l 'exis tence des corps 

diamagnétiques, tout comme la théorie de l 'aimantation par i n 

fluence imaginée par Poisson . Mais , tandis que l ' incompatibi l i té 

des corps diamagnétiques avec la théorie de Poisson avait s imple

ment amené la plupart des physic iens à rejeter les hypothèses sur 

lesquelles repose la théorie de Poisson, leur incompatibi l i té avec 

les principes de la Thermodynamique doit forcément amener à re

je ter leur exis tence, à moins que l 'on ne veuil le rejeter les axiomes 

de Clausius et de T h o m s o n , c 'est-à-dire admettre la possibil i té de 

créer, avec des corps diamagnét iques, des instruments capables 

de produire un mouvement perpétuel . 

Il ne peut donc pas exister de corps diamagnétiques propre

ment dits, c'est-à-dire de corps dont la fonct ion magnétisante soit 

négat ive. 

Cependant la nature nous présente des corps, le b ismuth par 

exemple , dont la fonction magnétisante paraît être négat ive. C o m 

ment doit-on interpréter l 'existence de semblables corps? 

L a réponse à cette question semble avoir été donnée par 

Edmond Becquere l ( ' ) . 

D 'après Edmond Becquerel , tous les corps sont magné t iques ; 

mais ils sont tous plongés dans un milieu éthéré qui est également 

magnét ique; ils semblent alors être magnétiques ou diamagné-

( ' ) EDMOND B E C Q U E R E L , De l'action du magnétisme sur tous les corps 
( Comptes rendus, s éance du 21 m a i 1849. — Annales de Chimie et de Physique, 
3e sé r ie , t. X X V I I I , p . 283 ; 1850) . 



tiques selon qu' i ls sont en réalité pins ou moins magnét iques que 

le mil ieu dans lequel ils sont p longés . V o i c i en quels termes 

M. Edmond Becquere l énonce cel te hypothèse : 

« Un corps placé à distance d 'un centre magnét ique est attiré 

vers ce centre avec une force égale à la différence qui existe entre 

le magnét isme spécifique de ce corps et celui du mi l ieu dans l e 

quel il se trouve p longé . O u , en d'autres termes, l'action du ma

gnétisme sur un corps est la différence des actions exercées 

sur ce corps et sur le milieu ambiant déplacé. » 

M . Becquere l ajoute : 

« O n peut rendre compte de ce pr incipe à l 'aide d'une démon

stration analogue à celle qui est en usage pour prouver le pr incipe 

d ' A r c h i m è d e . 

» So i t A un centre magnét ique placé au mil ieu d 'un espace 

rempli d 'un fluide attirable à l 'aimant. Dans cette posi t ion, il se 

produira un certain état d 'équi l ibre , d'après lequel chaque point 

de ce fluide sera en repos , et il n ' y aura qu 'un accroissement de 

pression à mesure que l 'on s 'approchera de A , pression exercée 

par le milieu qui sert à transmettre les actions magnét iques . 

D 'après cela, si l 'on considère une masse isolée M de ce fluide, 

cette masse sera attirée vers A avec une force que l 'on peut re 

présenter par f; or, puisqu ' i l y a équi l ibre en tous les points du 

milieu lorsque le fluide environne A , il est donc nécessaire que 

l 'action du centre magnét ique A sur le fluide environnant M donne 

une résultante égale à f et dirigée en sens inverse : cela équivaut 

à une répuls ion égale à — f. Supposons maintenant que l 'on sub

stitue à la masse M une autre substance de même vo lume ; la force 

attractive de M vers A sera plus grande ou plus petite que / , sui

vant que cette substance sera plus ou moins magnét ique que le 

mi l ieu . Représentons cette force par F ; la force en vertu de l a 

quel le la masse se portera vers le centre A sera donc ( F — f), la 

répuls ion •— f existant aussi b ien dans ce cas que précédemment . » 

P l ü c k e r ( ' ) , en étudiant en même temps qu 'Edmond B e c q u e -

(15 J. P L Ü C K E R , Ueber den Einfluss der Umgebung eines Kôrpers auf die 
Anziehung oder Abstossung, die er durch einen Magnet erfährt (Poggen-
dorff's Annalen der Physik und Chemie, t. L X X V I I , p . 578 ; 1 8 4 9 ) . 



rel les actions magnétiques exercées sur un corps p longé dans 

un l iquide magnétique ou diamagnét ique, arrive à une idée ana

logue . V o i c i , en effet, la proposi t ion qu ' i l énonce : 

« L'attraction exercée sur un corps magnét ique, que l 'on plonge 

dans un fluide magnét ique ou diamagnét ique, augmente ou di

minue d'une quantité précisément égale à la répuls ion d iamagné

tique ou à l 'attraction magnétique qui serait exercée sur le fluide 

dont il vient occuper la p lace . A u contraire, la répuls ion exercée 

sur un corps diamagnét ique que l'on plonge dans le même l iquide 

augmente ou diminue d'une quantité égale à l 'a t tract ion m a g n é 

tique ou à la répulsion diamagnét ique qui serait exercée sur le 

fluide dont il v ient occuper la p lace . » 

Mais Plücker , en énonçant cette loi pour l 'action d'un l iquide 

sur un corps magnétique ou diamagnétique qu ' i l ba igne , se refuse 

à considérer l 'éther comme susceptible d 'exercer de pareilles ac

tions, et à expl iquer ainsi le diamagnét isme. Il ne veut pas faire 

entrer en l igne de compte dans ses théories des forces appliquées 

à un agent impondérable , et qui n 'ont point jusqu ' i c i d 'ana

logue . 

Nous allons étudier les phénomènes que présente un corps ma

gnétique plongé dans un milieu magné t ique ; les proposi t ions 

auxquelles nous parviendrons nous montreront qu 'en admettant 

l 'existence d'un milieu impondérable répandu dans tout l 'espace 

et susceptible de s 'aimanter, il est possible d 'expl iquer toutes les 

propriétés des corps, comme le b i smuth , auxquels on avait d 'a

bord attribué une fonction magnétisante négat ive . 

Dans le présentChapi t re , nous nous contenterons d'établir les lois 

de l 'a imantat ion d'un corps magnét ique plongé dans un mil ieu 

magnét ique et soumis à l 'act ion d'aimants permanents . Nous étu

dierons ul tér ieurement les forces auxquelles un semblable corps 

est soumis. 

§ 2. — Aimantation d'un corps parfaitement doux plongé dans un 
milieu parfaitement doux. 

Imaginons que des aimants permanents , désignés par l ' indice 1 , 

et un corps parfaitement doux, désigné par l ' indice 2 , soient plon-



gés dans un mil ieu magnét ique s 'étendant assez loin pour qu 'on 

puisse le regarder comme indéfini, que nous désignerons par l ' in

dice 3. 

Nous supposerons, dans le présent L iv re , que ce fluide soit 

homogène, incompressible et. parfaitement doux. Nous exami 

nerons, dans un autre Chapi t re , s'il y a lieu d 'étudier des fluides 

non parfaitement doux. Q u a n t à l 'aimantation des fluides non 

compress ib les , nous l 'é tudierons au L iv re XTI . 

L e fluide étudié pourra être un fluide pondérab le ; il pourra 

être aussi le fluide impondérable dont l 'existence est invoquée par 

M . Edmond Becquere l pour expl iquer les propriétés des corps 

diamagnét iques en apparence . 

S i nous dés ignons par la fonction potentiel le magnét ique du 

système, et si nous conservons les notat ions toujours employées 

dans les Chapi tres précédents, le potent iel thermodynamique in

terne du système que nous considérons aura pour valeur 

L a dernière intégrale s 'étend à un domaine i l l imité . Nous ad

mettrons néanmoins qu 'en toutes circonstances les quantités t? 

et DXL3 s 'annulent à l ' infini, de telle sorte que cette intégrale con

serve une valeur l imi tée . 

E n raisonnant sur cette express ion selon la méthode indiquée 

au Chapi t re II, nous établ irons les conditions d 'équil ibre magné 

tique sur le système. S i nous posons 

ces condit ions d 'équi l ibre s 'expr imeront de la manière suivante : 

E n tous les points du corps parfaitement doux, nous aurons 

E n tous les points du mi l ieu , nous aurons 



Une méthode analogue à celle que nous avons suivie au Cha

pitre permettra de ramener la détermination de A , 2 , i l ! i 2 , S 2 , 

Jl->3, i l ! i 3 , S 3 à l ' intégration d 'équat ions aux dérivées partiel les. 

Cette déterminat ion se fera en employant deux certaines fonc

tions X2 ( n ) , ^ 3 ( I i i ? ) , qui ne sont autre chose que les expres

sions de — F 2 (31L 2 ) , — F 3 ( U . 3 ) , en fonction de IIT?. 

Il est inuti le de donner ici la forme de l 'équation aux dérivées 

partielles que vérifie la fonction 1? (x, y, z) en chacune des trois 

régions I , 2 , 3. Il nous suffira d ' indiquer la forme des condit ions 

aux limites qu'el le vérifie sur chacune des surfaces qui dél imitent 

ces régions . 

Sur la surface de séparation des régions 1 et 3 on a 

(1) 

s(x, y, z) étant une fonction connue par les données du p r o 

blème, en vertu de l 'égalité 

Sur la surface de séparation des régions 2 et 3 on a 

( a ) 

On démontrerai t sans pe ine , par la méthode suivie au Cha

pi t re I I I , que ces équations dé te rminent une et une seule fonc

t ion ••<? et que l 'aimantation définie par cette fonction est une 

a imantat ion stable, pourvu que les fonctions magnétisantes du 

corps 2 et du milieu 3 soient positives et vérifient les condit ions 

accessoires indiquées au Chapitre III . 

Plaçons-nous dans le cas part icul ier où le corps magnét ique et 

le milieu qui l ' en tourent s 'a imantent tous deux conformément à la 

théorie de Poisson. Dans ce cas, on a 

k2, k3 étant deux coefficients d 'aimantat ion constants . 

Soient O, , t ) 2 , TJ3 les fonctions potentiel les magnét iques des 

trois régions aimantées 1 , 2 et 3. Nous aurons 



La fonction t)1 étant connue par les données du problème, il 

nous suffit de déterminer la fonction 

Cet te fonction est harmonique en chacune des trois régions 1 , 2 

et 3. Su r la surface de séparation des régions 1 et 3 elle vérifie 

l 'égali té 

( 3 ) 

Sur la surface de séparation des rég ions 2 et 3 elle vérifie l 'égali té 

(4) 

D'après Maxwel l ( 1 ) et É . Math ieu ( 2 ) , cette fonct ion T£P est 

ident ique à la fonction potentiel le magnét ique d 'une masse o c c u 

pant la place du corps 3, p longée dans un mil ieu non magnét ique , 

et dont le coefficient d 'aimantation k serait donné par l 'égalité 

O r cela ne serait exact , comme on le voi t aisément, que si l ' é 

quat ion (3) était remplacée par l 'équat ion 

La proposi t ion de Maxwel l et de É . Mathieu ne peut donc être 

conservée. 

Les équations de l 'équi l ibre magnét ique sur le système peuvent 

s 'écrire 

( 1 ) MAXWELL, Traité d'électricité et de magnétisme, t. I I , p . 59 de la t r a d u c 
t i o n f rança i se . 

( 2 ) E . MATHIEU, Théorie du potentiel et ses applications à l'Électrostatique 
et au Magnétisme; 2° P a r t i e , Électrostatique et Magnétisme, p . 163; P a r i s , 
1886. 



Supposons , comme nous le ferons souvent dans les applica

tions, que le corps 2 et le milieu 3 soient peu magné t iques ; les 

deux fonctions F 2 (3TL 2 ) et F 3(3VC 3) seront alors très peti tes. Il 

est aisé de voir, dans ce cas, que, si l 'on néglige les quanti tés de 

l 'ordre de [ F 2 ( 3 ) t 2 ) ] 2 , [ F 3 (01L<3)]-, F 2 (31U) F 3 (31L 3), on pourra 

remplacer les égalités précédentes par celles-ci 

Ces égalités conduisent à la proposi t ion suivante : 

Dans an milieu peu magnétique sont plongés des aimants 

permanents et un corps peu magnétique dénué de force coer-

citive; le corps parfaitement doux prend l ' a i m a n t a t i o n qu'il 

prendrait sous l ' influence des aimants permanents, si le mi

lieu oit il est plongé n 'étai t pas magnétique ; le milieu prend 

l ' a i m a n t a t i o n qu'il prendrait sous l ' inf luence des aimants 

permanents, s'il ne renfermait aucun corps autre que ces ai

mants. 

Cette proposi t ion est contenue implici tement dans celles qu 'ont 

énoncées Edmond Becquerel et Plucker . 



CHAPITRE VIII. 

P R E S S I O N D ' U N F L U I D E I N C O M P R E S S I B L E A I M A N T É . 

S I . Comment, dans un fluide incompressible aimanté, se disposent 
les divers éléments magnétiques. 

Nous avons montré , au Chapitre précédent , suivant quelles lois 

s 'aimantait un système qui renferme un corps magnét ique dénué 

de force coerci t ive entouré par un fluide également dénué de force 

coerc i t ive . 

Nous devons maintenant rechercher quelles actions un sem

blable fluide exerce sur le corps qui y est p l o n g é ; c 'est , en effet, 

l 'étude de ces forces qui do i t , d 'après les idées de M . Edmond 

Becquere l , nous fournir l ' expl icat ion des phénomènes présentés 

par les corps soi-disant d iamagnét iques ; nous avons donc à con

stituer l 'hydrosta t ique des fluides aimantés dénués de force coer 

c i t ive . 

Ce problème, à son tour, peut être é tendu : nous pouvons 

chercher à const i tuer d 'une manière générale l 'hydrostat ique des 

fluides aimantés, que ces fluides soient ou non dénués de force 

coerc i t ive ; mais le sens même qu ' i l convient d'attribuer à cet 

énoncé ainsi général isé nécessite quelques explicat ions qui équ i 

valent à la définition de ces mots fluide aimanté. 

Nous dirons qu 'un corps aimanté est fluide s'il est possible de 

lui imprimer toutes les déformations vir tuel les qui n 'al tèrent pas 

le volume de ses différentes part icules , et dans lesquel les l ' a iman

tation de chaque part icule demeure invariablement liée à la ma

tière qui forme cette part icule . 

Il se peut que les modifications vir tuel les ainsi définies ne soient 

pas les seules que le fluide puisse présenter : par exemple , si le 

fluide est compress ib le , on pourra lui imprimer des déformations 



qui altèrent le vo lume de ses différentes part ies; mais, lorsqu 'on 

veut définir les modifications virtuelles que le fluide peut présenter, 

en outre de celles qui entrent dans la définition générale du fluide 

aimanté, on se trouve en présence de plusieurs systèmes de défini

tions, dont chacun caractérise un fluide doué de propriétés diffé-

rentes. A ins i l 'on peut convenir que, dans les modifications v i r 

tuelles où le volume d'une part icule varie, le moment magnét ique 

de cette part icule demeure invariable, en sorte que l 'aimantation 

en chaque point diminue dans le même rapport que la densi té ; on 

peut supposer, au contraire, que l 'aimantation en chaque poin t 

demeure invariable en grandeur , en sorte que le moment m a g n é 

tique d'une part icule qui se dilate augmente dans le même rapport 

que le vo lume de cette par t icule . 

O n voi t donc que , tandis qu 'une définition unique se présente 

à l 'espri t lorsqu ' i l s 'agit de fixer la notion générale de fluide 

aimanté, on aperçoit plusieurs manières de définir d'une manière 

générale le fluide compressible aimanté, sans qu 'aucun moti f pré

pondérant puisse faire préférer une de ces définitions à l 'autre. 

Cet te ambiguï té cesse lorsqu 'on veut traiter des fluides ai

mantés dénués de force coercitive; dans la définition de ces 

fluides, on est convenu de ne plus imposer aucune restriction aux 

variations vir tuel les de la densité et de l 'aimantation. 

La définition des fluides compressibles dénués de force coe rc i 

tive étant complè tement donnée, on pourra faire l 'étude complète 

de ces f luides; on ne pourra pas é tudier les propriétés des fluides 

compressibles non dénués de force coerci t ive tant qu 'on n'aura 

pas convenu de choisir entre les différentes définitions que l'on 

peut donner de ces co rps ; mais on peut étudier , et c 'est ce que 

nous allons fa i re , les propriétés communes à tous les fluides 

aimantés, puisque l 'on a fixé les caractères que l 'on regardera 

comme communs à tous ces corps . 

Cet te étude n 'est pas inuti le : outre l ' intérêt logique qu 'e l le pré

sente, elle a une importance p ra t ique ; nous verrons, en effet, que 

tous les phénomènes présentés par les corps diamagnétiques s 'ex

p l iquent en admettant, avec E d m . Becquere l , l 'exis tence dans tout 

l 'espace d'un fluide aimanté. Mais il serait impossible de repré

senter quelques-uns de ces phénomènes si l 'on voulait que ce fluide 

fût dénué de force coerci t ive. 



Imaginons qu 'un système renferme un fluide a imanté ; soient A , 

ail), 3 les composantes de l 'a imantat ion au point (x, y, z) de ce 

f luide; soit dv le vo lume d'un élément de ce fluide tracé autour 

du point (x,y, z). C e t é lément est soumis à des forces étrangères 

au magnét isme ayant pour composantes 

p étant la densité du f luide en un point de l 'é lément dv, et X , Y, 

Z étant certaines fonctions de (x, y, s ) . 

Supposons tout d 'abord que l 'é lément dv ait la forme d'une 

sphère infiniment petite, ayant pour centre le point (x,y,z); 

imaginons que cette petite sphère, entraînant avec elle son a i 

mantat ion, éprouve une rotation infiniment petite autour de son 

centre. 

Dans un semblable déplacement , les forces étrangères au magné

tisme n'effectuent aucun travail. Si donc le fluide est en équil ibre 

stable, on aura, pour tout déplacement virtuel de ce genre , 

(1) 

et 

(2) 

La rotation de notre petite sphère fait varier de o l>, 3il!>, o 3 les 

composantes de l 'aimantation au point (x,y,z). O n a donc , en 

désignant par \? la fonct ion potentiel le magnétique de tout le sys

tème, 

Mais les quantités ò1,, o;i!>, o 3 ne sont pas que lconques . L a 

petite sphère entraîne son aimantation dont la grandeur ne varie 

pas, ce qui donne 

ou 

( 3 ) 

O n a donc 

( 4 ) 

et, moyennant la relation ( 3 ) , cette quanti té doit devenir égale à o . 



D'après un principe connu du calcul des variations, il faut et il 

suffit, pour qu ' i l en soit ainsi, que l'on puisse trouver une fonc

tion h(x, y, z ) telle que l 'on ait, en tout point du fluide, 

quels que soient 6,1,, oil!), oZ, ce qui exige qu' i l existe une fonc

tion §(x, y, z) telle que l 'on ait, en tout point du fluide. 

( 5 ) 

Un fluide aimanté ne peut être en repos si l'aimantation 

n'est, en chaque point, tangente à la ligne de force. 

D e l 'égalité ( 4 ) , on déduit 

ou b ien , en vertu des égalités ( 5 ) , 

D 'a i l leurs , l 'égal i té (3 ) donne 

ce qui permet d 'écrire 

et transforme l ' inégali té ( a ) en 

( 6 ) 

La fonction §(x,y,z) est forcément positive. 



Ce résultat met de suite en évidence une proposition i m p o r 

tante. Les égalités (5 ) donnent 

( 7 ) 

chacune de ces deux intégrat ions s 'étendant au volume entier du 

fluide. 

Supposons que le système soit dépourvu de tout aimant perma

nent et ne renferme d'autre corps magnét ique que le fluide. Dans 

ce cas, la quantité représente le potentiel m a g n é 

tique du système et est essent ie l lement posi t ive , à moins que l 'ai

mantation ne soit nulle en tout point . 11 en est de même, en ver tu 

de l ' inégali té ( 6 ) , de la quanti té 

donc imposs ib le , à moins que l 'aimantation ne soit égale à o en 

tout point ; d 'où le théorème suivant : 

Un fluide magnétique quelconque, soustrait à l'action d'ai

mants, ne peut être en repos si l ' a i m a n t a t i o n n'est, en tout 

point, égale à o. 

Ces premiers théorèmes ob tenus , nous allons nous poser la 

quest ion suivante : 

A l ' intér ieur d'un fluide a imanté , nous traçons une surface 

fermée S . Les divers éléments du fluide que renferme cette sur

face sont soumis à certaines forces données , étrangères au magné

tisme; ces forces qui subsisteraient si l 'on réduisait à o l 'aimanta

tion en chaque point de ses é léments , sont d 'or igine intérieure à 

la masse fluide qu 'enferme la surface S ou d 'or igine extér ieure . 

Soient 

( 8 ) 

les composantes de la force extér ieure de ce genre appl iquée à 

l ' é lément dv de densité p. 

L e s corps aimantés extérieurs au fluide que renferme la sur

face S exercent aussi des forces sur les divers éléments intér ieurs 

à cette surface. 

S i ^(x, y, z) est la fonction potentiel le magnét ique de ces 

corps aimantés extér ieurs à la surface S en un point (x, y, z) 

de l 'é lément dv intérieur à la surface S ; si JU , il!>, ® sont les com-



posantes de l 'aimantation au point (x, y, z), dans toute modifica

tion où chaque élément dv se déplacera en entraînant avec lui son 

aimantation, les forces dont il s 'agit effectueront un travail élé

mentaire qui a pour valeur 

( 9 ) 

l ' intégrat ion s 'étendant à tout le volume qu'enferme la surface S . 

Imaginons que , sans rien modifier aux forces extérieures qui 

viennent d'être énumérées, on supprime les obstacles que la p ré 

sence de corps extérieurs à la surface S oppose aux déformations 

du fluide que cette surface renferme. Sera- t - i l possible de ma in 

tenir en équil ibre le fluide, supposé incompressible, que renferme 

la surface S, au moyen de forces convenablement choisies , appl i 

quées aux divers éléments de la surface S ? 

Pour résoudre cette quest ion, qui constitue le problème fonda

mental de l 'hydrostatique pour les fluides aimantés, nous suivrons 

une méthode analogue à celle que M . J. M o u t i e r ( ' ) a employée 

pour étudier le problème classique de l 'Hydrosta t ique. 

Sur la surface S (fig- 20), considérons deux éléments que l -

F i g . 20. 

conques A B ou dS, et A ' B ' ou dS'. L e premier est soumis à une 

force O P ou P dS, le second à une force O ' P ' ou P ' d S ' . 

( ' ) J. M o u T i E R , Cours de Physique, t. I . — P . D U H E M , Sur les principes 
fondamentaux de l'Hydrostatique (Annales de la Faculté des Sciences de 
Toulouse, t. I V ; 1890) . 



D e l 'élément dS à l 'é lément dS, t raçons, à l ' intérieur du fluide, 

un canal infiniment délié de forme quelconque A F G H A ' , et p ro 

longeons ce canal d'une petite longueur au delà de A ' B ' . 

Par des sections ab, a'b1, an bn, divisons ce canal en tran

ches infiniment petites, ayant toutes le même volume w. Formons 

une dernière tranche de même volume co dans la partie du canal 

qui dépasse A ' B ' . Nous aurons ainsi 

v o l . A B af t = v o l . ab a'b'= . . . = v o l . an—1 A ' B ' = v o l . A ' B ' a(3 = C D . 

Imaginons que l 'on impose au fluide enfermé dans la surface S 

la modification virtuelle suivante : 

L e fluide qui se trouve dans la tranche an_1 bn_1 A ' B ' vient 

occuper la tranche A ' B ' x j î ; le fluide qui occupe la tranche p ré 

cédente vient occuper le volume laissé l i b r e , et ainsi de suite, 

jusqu 'au fluide de la tranche AB ab qui vient occuper la 

tranche aba1 b1. 

Chaque tranche fluide, en se déplaçant , entraîne avec elle son 

aimantat ion. O n peut supposer que chaque particule fluide, en se 

déplaçant , n 'éprouve aucune rotat ion. L 'a imantat ion entraînée 

par chacune d'elles conservera alors non seulement une grandeur 

invariable , mais encore une orientat ion invariable dans l 'espace. 

L a modification virtuelle ainsi conçue est compatible avec les 

liaisons imposées au sys tème; elle peut être effectuée en sens in 

verse : il faut donc, pour l 'équi l ibre du fluide, qu 'e l le n 'entraîne 

aucun travail non compensé , ou, en d'autres termes, que l 'on ait 

(10) 

SîF étant la variation que cette modification fait éprouver ' au 

potent iel thermodynamique interne du fluide que renferme la 

surface S, et d(Se le travail effectué par les forces extérieures 

appl iquées à ce fluide. 

Ces forces sont de trois sortes : 

1° Les forces P appl iquées à la surface S . Soient 

N la normale intérieure en un point de l 'é lément dS ; 

N ' l a normale intérieure en un point de l 'é lément dS1 ; 

e la distance normale des deux surfaces A B , ab; 

D . — 11. 16 



e' la distance normale des deux surfaces A ' B ' , x, |3; 

D la direction A a; 

D ' la direction A ' x . 

Ce travail aura pour valeur 

Mais on a 

z dS = t'dS'= co, 

c o s ( P , D ) = c o s ( P , N ) c o s (N, D ) +- s i n ( P , N ) s i n ( N , D ) c o s N , 

c o s ( P ' , D ' ) = c o s ( P ' , N ' ) c o s ( N ' , D ' ) + s i n ( P ' , N ' ) s i n ( N ' , D ' ) c o s N'. 

Le travail précédent s'écrira donc 

( 1 1 ) 

2 " Les forces dont les composantes sont données par les e x 

pressions ( 8 ) ; leur travail aura pour valeur 

( 1 2 ) 

3° Les forces magnétiques extér ieures ; leur travail aura pour 

valeur, d'après l 'égalité ( 9 ) , 

(13) 

Le travail extérieur d(Se a pour valeur 

(14) 

Évaluons maintenant la variation o-f subie par le potentiel ther

modynamique interne du fluide enfermé dans la surface S. 



Si ce fluide n'est pas électrisé,"^ a pour valeur 

les diverses lettres qui figurent dans cette formule ayant la s igni

fication que nous leur attribuons ordinai rement ; on a donc 

(15) 

1° L e déplacement considéré est un déplacement sans change

ment d'état. La quanti té 

représente donc le travail effectué par les forces étrangères au 

magnétisme et qui sont intérieures au fluide enfermé par la sur

face S. 

La force de ce genre qui agit sur l 'é lément dv a pour c o m p o 

santes 

O n aura donc 

( 1 6 ) 

20 La grandeur de l 'aimantation de chaque part icule , son v o 

lume, sa nature, demeurant invariables dans la modification con

sidérée, on a 

( 1 7 ) 

3° Reste à évaluer la quanti té S^J. 

S i tD est la fonction potentielle magnét ique de l 'aimantation dis

tribuée à l ' intérieur de la surface S, nous aurons 

Pour trouver la variation subie par cette quantité, nous décom

poserons en trois phases la modification considérée : 

( A ) . Nous supprimons l 'é lément ABab : ij subit une variat ion 

( 1 8 ) 



désignant la valeur que prend cette quantité en un point 

de l 'é lément dS. 

( B ) . Nous ajoutons au système l 'é lément A ' B ' a p : Sf subit une 

variation 

(9) 

( C ) . Nous remplaçons chacune des tranches du filet infiniment 

délié par la tranche précédente . Supposons que le fluide ne pré

sente, dans la région que traverse le filet, aucune surface de dis

continuité; que l 'aimantation varie d 'une manière continue tout 

le long de la l igne A F G H A ' . L a tranche en un point de laquel le , 

avant cette opérat ion, l 'aimantation avait pour composantes X , 

Ul>, 3 présente, après cette opération, une aimantation dont les 

composantes sont 

dx, dy, dz étant les composantes du déplacement d'un point de 

la tranche considérée. Cet te troisième modification impose à § 

une variation 

( 2 0 ) 

Nous aurons 

(21) 

Les égalités ( 1 1 ) à ( 2 1 ) nous permettraient de donner une forme 

explici te à l 'égali té ( 1 0 ) ; mais, auparavant, nous transformerons 

l 'égali té ( 13 ) au moyen d'une intégrat ion par part ies, et nous 



l 'écrirons 

(23) 

Si nous posons maintenant 

( 2 4 ) 

'C étant la fonct ion potentielle magnétique de toute l 'aimantation 

agissante, les égalités ( i i ) à (24) nous permettront de transformer 

l 'égalité (10) en 

( 2 5 ) . 

Cette égalité doit avoir l ieu quel le que soit la forme du canal infi

niment délié qui rel ie, au travers du fluide, les deux éléments dS 

et dS'. El le doit donc demeurer vraie si l 'on remplace , dans la gé

nératrice A F G H A ' de ce canal , l 'arc F G H par l 'arc F K H . Il n'est 

pas malaisé d'en conclure que la quantité sous le signe J" doit être 

la différentielle totale d 'une fonction de x, y, z, continue et uni

forme en tout poin t du fluide. 

Supposons en particulier le fluide homogène et incompressible , 

en sorte que p ait, en tout point de ce fluide, la même valeur . Sup

posons, en outre , que les forces étrangères au magnétisme admettent 

une fonction potentiel le , c'est-à-dire qu ' i l existe une fonction Q, 



continue et uniforme à l ' intérieur du fluide telle que l 'on ait 

( 2 6 ) 

Enfin, tenons compte des égalités ( 5 ) , qui doivent avoir l ieu pour 

que l 'équi l ibre soit possible . L a quantité sous le signe J pourra 

s'écrire 

ou bien, en remarquant que 

( 2 7 ) 

Pour que cette quantité soit une différentielle totale, il faut et il 

suffit que la fonction 9 (x, y, z) ne dépende pas de x, y, s, si ce 

n 'est par l ' intermédiaire de l ' intensité d'aimantation D U . 

Posons donc 

( 2 8 ) 

Les égalités ( 5 ) deviendront 

(29) 

Si nous nous souvenons que, d'après l ' inégalité ( 6 ) , la fonction 

8 ( x , y, z) et, partant, la fonction 0 ( D ï l ) est posi t ive, nous arri

vons au résultat suivant : 

Lorsqu'un fluide incompressible, homogène, aimanté, dénué 



ou non de force coercitive, est en repos, les particules magné

tiques y présentent exactement la distribution quelles présen

teraient dans un corps homogène qui aurait la même forme 

que ce fluide, serait soumis à l'action des mêmes aimants, se

rait dénué de force coercitive, et présenterait une fonction 

magnétisante convenablement choisie 0(311"). 

S i le fluide est dénué de force coerci t ive, la comparaison des 

égalités (29) avec les condit ions de l 'équi l ibre magnét ique montre 

que la fonction 0(311-) est déterminée et égale à la fonction ma

gnétisante F (311) propre au f lu ide . 

S i , au contraire, le fluide n'est pas dénué de force coerci t ive. 

rien dans ce que nous savons jusqu' ici ne nous détermine la fonc

tion 0 ( 3 1 1 ) . Nous ver rons , au § 3, l ' importance de cette remarque. 

§ 2. — Pression exercée par un fluide aimanté. 

Revenons à l 'égalité ( 2 5 ) . 

La quantité sous le signe J doit être différentielle totale d'une 

fonction de x, y, z finie, continue et uniforme à l ' intérieur du 

fluide. Dés ignons par — II (x, y, z) cette fonction. L 'égal i té (25 ) 

deviendra 

o ) 

Les directions D , D ' sont arbitraires. L 'égal i té précédente doit 

donc avoir lieu quelles que soient les quantités 

Cela exige que l 'on ait 

t a n g ( P , N ) = o . t a n g ( P ' , N')= o . 

Les forces qu'il faut appl iquer aux divers éléments de la 

surface S pour maintenir le fluide en équilibre sont donc nor

males à la surface S . 



Désignons par P dS la force normale appliquée à l 'é lément dS, 

en la comptant posi t ivement quand elle est dirigée vers l ' intérieur 

du fluide. L 'égal i té (3o) deviendra 

Désignons par 31o et 3ïl' les intensités d 'aimantation en un point 

des éléments dS et dS', tenons compte des égalités ( 5 ) et nous 

verrons sans peine que l 'égalité précédente condui t au résultat 

suivant : 

Il existe une quantité K ayant la même valeur en tout point 

de la surface S , telle que l'on ait, en tout point de cette sur

face, 

(31) 

Par une démonstration analogue à celle que nous avons indi 

quée dans notre travail Sur les Principes fondamentaux de 

l 'Hydros ta t ique et que nous ne voulons point reprendre i c i , on 

prouverait que la quantité K. doit être choisie de telle façon que 

le second membre de l 'égali té (3o) ne prenne de valeur négat ive 

en aucun point ni de la surface S , ni du fluide enfermé à l ' inté

rieur de cette surface. O n prouverai t ensuite que les condi t ions 

ainsi trouvées ne sont pas seulement nécessaires , mais suffisantes 

pour assurer l 'équil ibre du fluide aimanté en admettant qu ' i l soit 

incompressible et que l 'aimantation de chaque part icule soit inva

r iablement liée à la matière qui forme cette part icule . 

E n un point (x, y, z) intérieur au fluide, le second membre de 

l 'égalité (31) prend une valeur parfaitement déterminée qui est la 

pression au point (x,y, z). 

Prenons le cas particulier d 'un fluide incompress ible homogène . 

Dans ce cas, on a, d'après l 'égalité (28 ) , 

D 'aut re part, la quantité II doit avoir pour différentielle totale, 

d'après l 'expression ( 2 7 ) , 



O n peut donc prendre 

et l 'express ion de la pression hydrostatique à l ' i n t é r i eur d'un, 

fluide incompressible, homogène, aimanté, est la suivante : 

Si le fluide est dénué de force coerc i t ive , la quantité 0 ( 3 Ï L ) de

vient identique à la fonction magnét isante F ( 3 T l ) . Nous aurons 

alors 

Si nous posons , comme au Chapitre V , égalité ( 1 0 ) , 

nous aurons pour expression de la pression hydrostatique à 

l'intérieur d'un fluide aimanté, dénué de force coercitive, 

homogène et incompressible 

(33) 

Lorsqu 'un corps solide est p longé dans un fluide aimanté, on 

peut traiter l 'équi l ibre de ce corps solide comme s'il était affranchi 

de toute liaison à condi t ion d 'ajouter aux forces données , tant 

magnétiques qu 'é t rangères au magnét isme, qui agissent sur lui , 

des poussées normales dont la grandeur , en chaque point de la 

surface du sol ide, est donnée , suivant les cas, par l 'une des for

mules ( 3 1 ) , (32) ou ( 3 3 ) . 

§ 3. — Expériences de M. P. Joubin. 

D e s aimants permanents 1 , ayant une posit ion déterminée et 

une aimantation dé te rminée ; un corps parfaitement doux 2 , ayant 

une forme déterminée et une posi t ion déterminée, sont placés au 

sein d'un fluide il l imité 3 que nous supposons homogène et incom

pressible , mais qui peut être doué de force coerc i t ive . 



Lorsque le fluide est en repos , l 'aimantation est la même sur le 

système que s i l 'on avait substitué au fluide 3 un fluide homogène , 

incompress ible , dénué de force coerci t ive , ayant une fonction 

magnétisante convenablement choisie 0 (311 ) . 

S i le fluide 3 est dénué de force coerc i t ive , cette fonction 0 (311) 

est identique à sa fonct ion magnétisante F 3 ( 3 1 l ) ; elle dépend donc 

uniquement de la nature de ce fluide 3 . 

Il n'en est plus de même si le fluide 3 est doué de force coerc i 

t ive. Dans ce cas, la fonction 0 (311) peut dépendre non seulement 

de la nature du fluide 3, de sa forme, de sa position et de l 'aiman

tation des solides auxquels il confine, mais encore de toute la 

série des modifications qui ont amené le système à son étal ac

tuel. 

Cela posé, prenons le système dans un état déterminé ; la fonc

tion 0 ( 3 1 1 ) a une forme dé terminée ; l 'aimantation du fluide 3 et 

du solide 2 est dé terminée ; les forces qui agissent sur le solide 2 

sont déterminées. 

Faisons subir au système une série que lconque de variat ions, 

après quoi nous ramenons les aimants permanents 1 à la même 

posit ion et à la même aimantation, le corps 2 à la même posi t ion. 

S i le fluide est dénué de force coerc i t ive , le fluide et le solide 

reprendront la même aimantation qu' i ls avaient au dépar t ; les 

forces exercées sur le solide reprendront la même grandeur et la 

même direct ion. 

S i , au contraire , le fluide est doué de force coerci t ive , la n o u 

velle fonction 0 (311) pourra ne pas être ident ique à la fonction 

0 (311 ) p r imi t ive ; l 'aimantation du fluide et du solide, les forces 

exercées sur le solide ne seront pas forcément les mêmes dans 

l 'état initial et dans l 'état final. 

A i n s i , si un corps parfaitement doux, placé dans une posi

tion déterminée en présence d'aimants permanents déterminés 

de position et d'aimantation, est plongé dans un fluide illimité 

doué de force coercitive, les forces qu'il faut appliquer à ce 

solide pour le maintenir en équilibre peuvent dépendre de la 

manière dont le corps est arrivé à sa position, dont les aimants 

permanents sont arrivés à leur position et à leur aimanta

tion. 

U n seul cas fait except ion : c 'est celui où le système ne renferme 



pas d'aimants permanents . Dans ce cas, il suffira de répéter une 

démonstrat ion analogue à celle qui a été exposée au § 1 pour arriver 

à la proposi t ion suivante : 

Si un corps parfaitement doux, plongé dans un fluide doué 

deforce coercitive, est soustrait à l'action de tout aimant per

manent, il ne peut y avoir de repos dans le système s'il n'est 

pas entièrement désaimanté. 

Nous avons admis, avec M . E d m o n d Becquere l , que les p ro

priétés des corps diamagnét iques en apparence, tels que le b i s 

muth, devaient s 'expl iquer en admettant l 'exis tence d'un fluide 

impondérable , homogène , incompressible ; il suffit de supposer ce 

fluide doué de force coerci t ive pour expl iquer les expériences sui

vantes, qui sont dues à M . Paul Joubin ( ' ) : 

« U n petit barreau de bismuth, muni d 'un léger miroir, était sus

pendu par un bifilaire entre les deux pôles d'un électro-aimant . 

Sous l ' influence des forces magnét iques et du couple de la sus

pension, il prenai t une nouvel le posit ion d 'équil ibre très peu diffé

rente de la première, d'où l 'on comptai t déduire la valeur du 

champ. Mais il fut immédia tement évident que, pour ce but , la 

méthode ne valait r ien. 

» En effet, pour un même courant, c'est-à-dire pour un même 

champ, la posit ion du barreau dépendait de la suite des modifica

tions magnét iques qu 'on lui avait fait subir . S i l 'on trace une 

courbe en prenant comme abscisse l ' intensité du courant et comme 

ordonnée la déviat ion, le point figuratif se déplace sur une l igne 

droite quand on fait croître les intensités de 0 à 4o ampères; mais 

si, à partir de ce moment , on diminue graduel lement le courant, 

le point se déplace sur une autre l igne droite très inclinée par 

rapport à la précédente , de telle sorte que, lo rsqu 'on revient à 

15 ampères, la déviat ion est presque double de celle qui corres

pondait pr imit ivement au même courant . S i l 'on fait croître de 

nouveau le courant, le point figuratif se déplace sur une troisième 

droite presque parallèle à la première . 

» S i l 'on ouvre ensuite le c ircui t et si l 'on recommence l ' expé-

( ' ) P . J O U B I N , Sur la mesure des champs magnétiques par les corps dia
magnétiques (Comptes rendus, t. C V I , p . 735 ; 1888). 



r ience, on retrouve la série des déviations représentées par la pre 

mière droite. 

» Le même fait s'est produi t avec un simple miroir de verre rec

tangulaire, qui s'aimante comme le b i smuth , mais plus fa ible

ment. L 'augmenta t ion du moment magnét ique pour un même 

courant atteignait encore , dans ce cas, le quinzième de sa valeur, 

changement bien considérable pour pouvoi r être attribué à une 

variation dans la grandeur du champ. » 

§ 4. — Forma de la surface de séparation de deux fluides aimantés. 

Dans la théorie exposée aux §§ 1 et 2 , nous avons supposé que 

la surface fermée S enveloppai t un fluide cont inu. 11 nous est 

facile maintenant de déterminer les condit ions part iculières qui 

sont relatives à une surface de discontinuité séparant deux fluides 

magnét iques différents. 

La pression hydrosta t ique doit avoir, on s'en assure aisément, 

la même valeur de part et d'autre de cette surface. S i donc on dis

tingue les quantités relatives aux deux fluides par les indices 1 

et 2 , on trouve, en vertu de l 'égalité ( 3 2 ) , 

ou bien, en désignant par C 1 2 la quantité K 2 — K 1 , qui a une 

même valeur en tout point de la surface de séparation cons i 

dérée, 

(34) 

S i les deux fluides 1 et 2 sont homogènes et incompressibles , 

cette égalité devient 

( 3 5 ) 

en posant , en général , 

( 3 6 ) 

Si le fluide 1 est dénué de force coerci t ive , on devra faire 

( 3 7 ) 



et, de même, si le fluide 2 est dénué de force coercitive, on devra 

faire 

( 3 7 bis) 

Enfin, si les deux fluides s 'a imantent conformément à la théorie 

de Poisson, et si k{ et k2 sont leurs coefficients d 'a imantat ion, on 

aura [ C h a p . V, égalité (16)] 

et l 'équation (35) de la surface de séparation des deux fluides 

deviendra, en tenant compte des égalités (37) et (37 bis), 

( 3 8 ) 

Dans ce dernier cas, on a, en désignant par la fonction poten

tielle magnét ique des aimants pe rmanen ts , par €>,, t0 2 les fonc

tions potentielles magnét iques de deux fluides 

Mais, si les deux fluides sont peu magnétiques, t ) , , 10 2 sont 

négligeables devant xJJ> ; on a s implement 

et l'égalité (38) devient 

( 3 9 ) 

Cette dernière formule est due à Beer ( 1 ) . 

Faisons une application de ces égalités. 

U n tube en U (fig- 2 1 ) renferme un liquide pesant , de densité 

p 2 , dénué de force coercitive, placé dans l 'é ther magnét ique impon

dérable 1 . Il est soumis à l'action d 'un champ magnét ique de telle 

( 1 ) A. B E E R , Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre vont Magnetismus 
und die Elektrodynamik, p . 217 ( B r u n s w i c k , 1865). 



manière que sa branche B soit plus fortement aimantée que sa 

branche B ' . 

Soit H H ' un plan horizontal arbitraire. So i t z la distance d'un 

Fig. 2 1 . 

point que lconque au-dessus de ce plan. O n aura, en désignant par 

g l ' intensité de la pesanteur, 

Soi t Z la distance au plan H H ' du niveau du liquide dans la 

branche B ; soit Z ' la distance au plan H H ' du niveau du l iquide 

dans la branche B ' . 

E n un point de la surface de niveau dans la branche B , nous 

aurons 

En un point de la surface de niveau dans la branche B ' , nous 

aurons 

D ' o ù , en retranchant membre à membre , 

(4o) 

Il s 'établira donc en général , entre les deux branches , une dif

férence de niveau donnée par l 'égali té précédente . 

Supposons , en particulier, la branche B ' située dans une région 

où le champ magnét ique soit peu intense, de telle façon que , dans 

cette région, les fluides soient peu aimantés . L 'éga l i té précédente 

se réduira à 

(41) P2 g-(Z - Z') = W2(DU2) — A 1 ( K - 1 ) . 



Si la quantité 

est posi t ive, le l iquide s'élèvera plus dans la branche aimantée que 

dans l 'autre b ranche ; l ' inverse aura lieu si la quantité 

est négat ive . 

Supposons , pour un instant, que l 'é ther soit, lui aussi, dénué 

de force coerci t ive , et que les deux fluides s 'aimantent faiblement 

et suivant la théorie de Poisson. L'égali té (41) deviendra alors 

P lücker ( 1 ) a donné des expér iences qui s 'accordent avec cette 

re la t ion; Qu incke en a fait usage pour déterminer l ' excès du 

coefficient d'aimantation d'un fluide sur le coefficient d 'a imanta

tion de l 'éther. Cet te méthode perd sa valeur si , comme semblent 

le montrer les expér iences de M . Joubin, l 'éther n 'est pas dénué 

de force coerc i t ive . 

( ' ) P L Ü C K E R , Experimental Untersuchungen iiber die Wirkung der Ma-
gnete auf gasformige und trop fbare Flüssigkeiten (Poggendorff's Annalen, 
L. L X X I I I , p. 549 ; 1848) . 



CHAPITRE IX. 

A C T I O N S E X E R C É E S S U R L E S C O R P S P E U M A G N É T I Q U E S . 

§ 1. — Formule fondamentale. 

Imaginons un corps peu magnét ique p longé dans un milieu peu 
magné t ique ; supposons ces deux corps dénués de force coerc i t ive ; 
soumettons-les à l 'act ion d'aimants permanents puissants . U n 
semblable système se prête à une étude très complè te et très élé
gante , dont les pr incipes ont été indiqués par Beer ( ' ) . Nous al
lons exposer ici cette étude dont les conclus ions permet ten t l ' i n 
terprétat ion d 'un grand nombre de phénomènes phys iques . 

Que lques-unes des proposi t ions auxquel les nous allons parvenir 
peuvent s 'étendre au cas où le milieu est supposé pourvu de force 
coe rc i t ive ; mais nous ne nous arrêterons pas à discuter ce cas. 

Supposons un corps parfai tement doux 2 plongé dans un mil ieu 
i l l imité , dénué de force coerci t ive 3 et soumis à l 'act ion d'aimants 
permanents 1 . Si O , , 1%, 0 3 sont les fonctions potent ie l les ma
gnét iques des corps 1, 2, 3, le potent ie l the rmodynamique interne 
du sys tème, supposé privé d 'é lec t r ic i té , sera 

(1) 

( 1 ) BEER, Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre vom Magnetismus und 
die Elektrodynamik. Lehre vom Magnetismus, C h . V I , p . 213 ; B r u n s w i c k , 1865. 



Supposons le corps 2 et le milieu 3 très faiblement magné 

t iques ; nous pour rons , comme nous l 'avons vu à la fin du Cha

pi tre VI I , négliger, dans l 'expression de §, les termes 

Nous pourrons aussi écrire 

( 2 ) 

équations qui expriment , comme nous l 'avons vu au Chapitre VII , 

que le corps 2 et le milieu 3 s 'aimantent comme si chacun d 'eux 

existait seul en présence des aimants pe rmanen t s . 

Si nous posons alors, conformément à l 'égalité (10) du Cha

pitre V, 

l 'égalité (1) deviendra 

Supposons que l 'on déplace infiniment peu le corps 2 dans le 

milieu 3, et que l 'on fasse en même temps varier l 'aimantation du 

corps et du milieu de manière que les condit ions d 'équil ibre de

meuren t satisfaites ; supposons , d 'ai l leurs, que cette modification 

ne change rien à l'état physique et chimique des divers éléments 

du système. 

Dans ces condi t ions, les forces données , intér ieures au système 

et étrangères au magnét isme, effectuent un travail d<$i donné par 

D . - I I . 



L a quantité 

n 'éprouve aucune variat ion. O n a donc 

( 3 ) 

Cette formule très s imple est susceptible d 'une légère transfor

mation. 

Les formules ( 2 ) définissent les quanti tés X3, i f c 3 , © 3 , D1L 3, 

même pour un point (x2, y2, z2) du vo lume occupé par le corps 2 . 

Les quantités ainsi définies sont les composantes et la grandeur de 

l 'aimantation qui se produirait au point (x2, y2, z2) si, le corps 2 

étant enlevé , on le remplaçai t par un fluide de même nature que 

celui qui rempli t l 'espace 3 . 

Considérons la quantité 

El le représente la valeur que prendrai t la quantité 

étendue à tout l 'espace extér ieur aux aimants permanents si l 'on 

supposait cet espace rempli exc lus ivement par le fluide 3. Cet te 

quantité a une valeur indépendante de la posi t ion du volume 2 ; 

elle ne varie pas quand on déplace ce vo lume . O n a donc 

ce qui permet de remplacer l 'égal i té ( 3 ) par la suivante : 

(4) 

Te l l e est la formule fondamentale sur laquelle reposent les t h é o 

ries que nous allons déve lopper . 



§ 2. — Théorème d'Edmond Becquerel. 

L'éga l i t é ( 4 ) montre que le travail des actions magnét iques 

qui tendent à déplacer le corps 2 peut être regardé comme ex

primé par l 'égalité 

( 5 ) 

Si le corps 2 était placé dans la posi t ion qu ' i l occupe par rap

port aux aimants permanents , sans être entouré par le mi l ieu 3, 

les actions magnét iques tendant à déplacer ce corps correspon

draient à un travail vir tuel dont l ' express ion , t rouvée de la même 

manière, serait 

Si le vo lume 2 était rempl i par le fluide 3 et que l 'espace qui 

l 'environne fût v ide , cette masse de fluide 3 aurait, en chaque 

point , l 'aimantation désignée par 3 ï l 3 dans la formule (5). Les ac

tions magnét iques tendant à la déplacer effectueraient un travail 

vir tuel 

L 'éga l i té ( 5 ) peut donc s'écrire 

et la proposi t ion qu 'el le expr ime s 'énoncer de la manière sui

vante : 

Lorsqu'un corps faiblement magnétique est plongé dans un 

milieu éthéré faiblement magnétique, les actions magnétiques 

exercées sur le corps parfaitement doux s'obtiennent en com

posant les actions qui seraient exercées sur ce corps si le mi

lieu magnétique n'existait pas, et les actions égales et direc

tement opposées à celles qui seraient exercées sur une masse 

d'éther magnétique, remplissant le volume du corps parfaite

ment doux et supposée isolée du reste de l'éther magnétique. 

C'es t la loi énoncée presque en même temps (voir C h a p . V I I , 



§ 1 ) par E d m o n d Becquere l et par P lücke r pour un corps plongé 

dans un fluide magnét ique . 

§ 3. — Loi de Faraday. 

L'égal i té (4) prend une nouvel le forme remarquable si le corps 

et le mi l ieu , tous deux très peu magnét iques , s 'aimantent confor

mément à la théorie de Poisson . Dans ce cas , en effet, si k2 et k3 

sont les coefficients d 'aimantat ion du corps et du mi l ieu , on a 

[ C h a p . V , égalité (16)] 

Mais, d'autre part, les égalités (2), où l 'on doi t remplacer F 2 (Ofl 2) 

par k2 et F 3 ( 3 K 3 ) par k3, donnent 

O n peut donc remplacer l 'égalité (4 ) par la suivante 

(5)' 

Cette forme, démontrée par Beer dans l ' O u v r a g e que nous avons 

c i té , est r iche en conséquences . 

Supposons que les seules forces agissantes soient les forces ma

gnét iques , c'est-à-dire que d<St soit constamment égal à o, ainsi 

que le travail externe. Faisons passer le corps 2 d 'une posi t ion 

initiale 0 à une posi t ion finale 1. Le potent ie l thermodynamique 

interne du système subira un accroissement 

Supposons , en part iculier , que la posit ion 1 soit infiniment 

éloignée des aimants permanents . La valeur finale de 

sera égale à o, et nous aurons 



Comme la quantité IIV) l est essentiel lement pos i t i ve , on voit 

que cette variat ion du potentiel thermodynamique interne est du 

signe de ( k 2 — k1). S i l 'on se souvient d'ailleurs que, pour qu 'une 

modification soit possible , il faut qu 'e l le corresponde à un travail 

non compensé positif, on arrive sans peine à la proposi t ion su i 

vante : 

Si le coefficient d ' a i m a n t a t i o n d'un corps est supérieur au 

coefficient d'aimantation du milieu, ce corps, placé à une 

très grande distance d'aimants permanents et soumis aux 

seules forces magnétiques, s'approchera des aimants perma

nents ; placé à distance finie de ces aimants, il ne pourra, sous 

l ' ac t ion des seules forces magnétiques, s'en éloigner au delà 

de toute limite. 

L'inverse aura lieu si le coefficient d'aimantation du corps 

est inférieur à celui du milieu. 

La quantité 

( 6 ) 

représente la valeur m o y e n n e , en un point de l 'espace occupé par 

le corps 2 , du carré de l ' intensité du champ. C o m m e le vo lume v2 

du corps 2 ne varie pas, dans les déplacements qu 'on lui fait 

subir , l 'égal i té ( 5 ) ' peut s 'écrire 

( 7 ) 

ou bien, dans le cas où les forces magnét iques agissent seules, 

( 7 bis) 

Si le coefficient d'aimantation du corps est supérieur à celui 

du milieu, les forces magnétiques tendent à déplacer ce corps 

de manière à faire croître la valeur moyenne du carré de 

l'intensité du champ dans l'espace occupé par ce corps. Si le 

coefficient d'aimantation du corps est inférieur à celui du mi

lieu, les forces magnétiques tendent à déplacer ce corps de 

manière à faire décroître la valeur moyenne du carré de l'in

tensité du champ dans l'espace occupé par ce corps. 



Faraday avait tout d 'abord caractérisé les petits corps diama

gnét iques comme des corps repoussés p a r l e s aimants permanents , 

à l ' inverse des petits corps magnét iques qui sont attirés par les 

aimants permanents . P lus tard ( 1 ) , il proposa de prendre pour 

caractère dist inct if ce lu i -c i : un petit corps magné t ique , placé 

dans un champ magnét ique , tend à se mouvoi r des points où l ' in 

tensité du champ est plus grande à ceux où elle est plus faible ; 

l ' inverse a l ieu pour un pet i t corps diamagnét ique. Si r W . T h o m 

son ( 2 ) montra que les deux caractères s 'expl iquaient en admet

tant, pour les corps diamagnét iques , un coefficient d'aimantation 

négatif . Nous avons vu que cette expl icat ion ne pouvait être ad

mise. Mais les lois énoncées par Faraday s 'expl iquent aisément, 

comme nous venons de le voir, si l 'on admet l ' ex i s tence , dans 

tout l 'espace, d'un éther magnét ique : les corps magnétiques en 

apparence sont ceux dont le coefficient d'aimantation est su

périeur à celui du milieu; les corps diamagnétiques en appa

rence sont ceux dont le coefficient d ' a i m a n t a t i o n est inférieur 

à celui du milieu. Nous trouvons ainsi la justification de la 

théorie du diamagnétisme proposée par Edmond Becque re l . 

Supposons le volume v2 du corps 2 très pet i t ; soit (x2, y2, z2) 

un point de ce v o l u m e . L 'égal i té (7 bis) pourra s 'écrire, en dési 

gnant par &x2, oy2, oz2 les composantes du déplacement de ce 

point , 

L e s actions magnét iques tendent donc à imprimer au corps 2 le 

même mouvement qu 'une force appl iquée en un point (x2,y2, z2) 

( 1 ) F A R A D A Y , On new magnetic actions and on the magnetic action of all 
matter (continued) (Experimental researches in electricity, XXIe série, § 2418. 
— Philosophical Transactions, année 1846, p. 41 ). 

( 2 ) W . THOMSON, On the forces experienced by small spheres under magne
tic influence; and on some of the phenomena presented by diamagnetic sub
stances ( Cambridge and Dublin mathematical Journal, mai 1847. — Papers 
on electrostatics, art. XXXIII). — Remarks on the forces experienced by in
ductively magnetized ferromagnetic or diamagnetic non-crystalline sub
stances (Philosophical Magazine, octobre 185O. — Papers on electrostatics, 
art. XXXIV). 



de ce petit corps , et ayant pour composantes 

( 8 ) 

Ces expressions conduisent à un énoncé que l 'on peut , sous la 

forme suivante, étendre à un corps de volume que lconque . 

Lorsqu'un corps peu magnétique 2 est plongé dans un mi

lieu peu magnétique 3 , les actions magnétiques exercées sur 

ce corps 2 peuvent être remplacées par des forces appliquées à 

chacun de ses éléments de volume et admettant pour fonction 

potentielle en chaque point la quantité 

Ces forces admettent pour surfaces de niveau les surfaces iso

dynamiques du champ. 

C e beau théorème est dû à Beer ( 1 ) . 

§ 4. — Instabilité de l'équilibre d'un corps peu magnétique. 

Considérons un corps peu magnét ique placé dans un mil ieu peu 

magnét ique. D e u x cas sont à dist inguer : 

S i le coefficient d'aimantation du corps est supérieur à celui du 

mi l ieu , le corps est paramagnét ique en apparence, ou, pour abré

ger , paramagnétique. 

Si le coefficient d'aimantation du corps est inférieur à celui du 

mi l i eu , le corps est diamagnét ique en apparence , o u , pour 

abréger, diamagnétique. 

D'après ce qui précède, un corps paramagnét ique sera en équi 

l ibre stable si la valeur moyenne du carré de l ' intensité du champ 

dans le vo lume qu ' i l occupe est plus grande dans la posit ion prise 

( 1 ) B E E R , Loc. cit., p . 2 1 5 . 



par ce corps que dans toute posi t ion voisine qu'i l pourrait prendre 

sans rompre les liens qui l 'assujettissent. 

Un corps diamagnétique sera en équi l ibre stable si la valeur 

moyenne du carré de l ' intensité du champ dans le volume qu ' i l 

occupe est moindre dans la posit ion prise par ce corps que dans 

toute posit ion voisine qu ' i l pourrait prendre sans rompre les liens 

qui l 'assujettissent. 

Ces deux règles ont été indiquées par Sir W . T h o m s o n 

Nous avons vu qu 'un corps magnét ique que lconque , soustrait 

à l 'action de tout mil ieu et affranchi de tout l ien, ne pouvai t être 

en état d 'équi l ibre stable. Cet te proposi t ion s 'étend-elle à un corps 

paramagnétique ou diamagnétique lorsque l 'on tient compte du mi

l ieu dans lequel il est p longé? Cet te proposi t ion demeure vraie 

pour les corps paramagnét iques , mais elle ne l 'est plus pour les 

corps diamagnét iques ; c 'est ce qui résulte de la proposi t ion sui

vante : 

Si le volume v2 est susceptible d'éprouver tous les déplace

ments virtuels concevables autour de sa position actuelle, cette 

position ne peut correspondre à un maximum de la valeur 

moyenne I 2 du carré de l'intensité du champ ci l'intérieur du 

volume v2; elle peut correspondre à un minimum de la même 

quantité. 

Cette proposi t ion est due à S i r W . T h o m s o n ( 2 ) qui n 'en a pas 

publ ié la démonstra t ion; on peut la démontrer de la manière sui

vante : 

O n a 

Donnons au volume v2 une translation que lconque dont Zx, 

( 1 ) W . THOMSON, On the forces experienced by small spheres under ma
gnetic influences ; and on some phenomena presented by diamagnetic sub
stances ( Cambridge and Dublin mathematical Journal, m a y 1847. — Papers 
on electrostatics, a r t . X X X I I I ) . 

( 2 ) W . THOMSON, Remarks on the forces experienced by inductively magne
tized ferromagnetic non-crystalline substances. On the stability of small in
ductively magnetized bodies in positions of equilibrium (Philosophical Maga
zine, o c t o b r e 185o. — Papers on electrostatics, a r t . X X X I V ) . 



&y, Sz soient les composantes ; I2 éprouvera une variation 

S i nous redonnons une seconde fois au volume la même trans

lat ion, I 2 éprouvera une variat ion seconde ayant pour expression 

(9) 

avec 

( 1 0 ) 

Peut- i l se faire que la quantité S 2 I2 soit négative pour tout dépla-



cement vi r tuel , et, en part iculier , pour toute translation vi r tuel le? 

Tl faudrait pour cela, d'après l 'égalité ( 9 ) , que l 'on eût 

et, par conséquent , 

Or les égalités (10) donnent 

Mais , le volume v2 étant extérieur aux aimants permanents , on a, 

en tout point de ce volume 

et, par conséquent , 

L a quantité ( A + B + C ) se rédui t donc à une somme de carrés 

et ne peut jamais être négat ive. Il est donc bien démontré que, si 

le vo lume v2 est suscept ible d 'éprouver tous les déplacements vi r 

tuels concevables autour de sa posi t ion actuelle, cette posi t ion ne 

peut correspondre à un max imum de la valeur moyenne du carré 

de l ' intensité du champ à l ' intér ieur du volume v2. E n d'autres 

termes, un corps paramagnétique délivré de tout lien et 

soumis aux seules forces magnétiques ne peut être en équi

libre stable. Cette conclusion ne s'étend pas aux corps diama

gnétiques. 

Si le corps paramagnét ique est soumis à certaines liaisons c o n 

venablement choisies, il pourra présenter des posit ions d 'équi l ibre 

stable. La proposi t ion générale énoncée au début de ce paragraphe 

conduit sans peine au résultat suivant : 

Si deux corps, l'un paramagnétique, l'autre diamagnétique, 



de même forme, soumis aux mêmes liaisons, sont placés dans 

un même champ magnétique, leurs positions d'équilibre seront 

les mêmes; mais les positions d'équilibre stable de chacun 

d'eux seront, pour l'autre, des positions d'équilibre instable. 

§ 5. — La loi de Faraday s'étend-elle aux petits corps fortement 
magnétiques? — Critique de la méthode d'arrachement. 

U n corps paramagnét ique très peti t tend toujours à se déplacer , 

sous l 'action des forces magnét iques , des points du champ où l ' in

tensité est grande aux points où elle est plus faible. La même loi 

est-elle applicable à un corps fortement magnét ique, pourvu que 

ce corps ait un volume très pet i t? Certains physic iens semblent 

l 'avoir pensé. Il est aisé de voi r la source de leur erreur. 

Les équations de l 'équi l ibre magnét ique sur ce corps sont 

Si le mil ieu est très faiblement magnét ique , on peut négl iger les 

termes 

L e corps aimanté étant très petit , on serait tenté de négl iger aussi 

les termes O n aurait alors s implement 

et la démonstration établissant la légi t imité de la loi de Faraday 

pour les corps fortement magnét iques très petits s 'achèverai t sans 

pe ine . 

Mais il est aisé de voir qu'à l ' intérieur d'un corps aimanté très 

petit 2 les quantités 

ne sont pas négl igeables . 

O n a en effet, en désignant par N 2 , N 3 les deux direct ions de la 



normale à la surface qui limite le volume v.2, l ' équat ion suivante 

en tout point de cette surface [ L i v r e V I I , C h a p . III, égalité (9)] 

avec 

En vertu des condit ions de l 'équi l ibre magnét ique 

cette égalité devient 

ou b i en , en remarquant que k3 et 0 3 sont très petits et que 

Cet te condit ion exige que aient, en général , des 

valeurs finies à l ' intérieur du petit corps aimanté; que 

aient aussi des valeurs finies au voisinage immédiat de ce petit 

corps , ces valeurs devenant infiniment petites à une distance finie 

du peti t corps . 

La loi de Faraday ne s 'étend donc pas, en général , aux corps 

fortement magnét iques même très peti ts . 

I1 est toutefois un cas où, comme l'a montré Sir W . T h o m s o n ( 1 ) , 

cette loi s 'étend à un corps très petit , même supposé fortement 

magné t ique ; c 'est le cas où ce corps a la forme d'une sphère très 

peti te. 

( 1 ) W . THOMSON, On the forces experienced by small spheres under magnetic 
influence; and on some on the phenomena presented by diamagnetic sub
stances (Cambridge and Dublin mathematical Journal, m a i 1847) . — Papers 
on electrostatics, a r t . X X X I I I ) . 



Négl igeons , en effet, les variations que présente le champ créé 

par les aimants permanents dans la très petite étendue de cette 

sphère ; négl igeons aussi l ' influence du mi l ieu très peu magnét ique 

qui l ' en toure ; les composantes de l 'aimantation en un point de la 

sphère seront [L iv re V I I I , C h a p . II , égalités (7 ) ] 

D 'après les lo is générales qui donnent les forces qui agissent 

sur un corps aimanté [ L i v r e V I I , C h a p . I, égali tés (12 ) ] , on voit 

que les act ions magnét iques exercées sur cette peti te sphère se 

rédui ront à une force unique ayant pour composantes 

ou bien, en désignant par R le rayon de la petite sphère, 



Ces égalités, de même forme que les égalités (8 ) , justifient l 'ex

tension de la loi de Faraday à une peti te sphère fortement magné

t ique, dans la limite où le coefficient d'aimantation de cette 

petite sphère peut être regardé comme constant. 

Considérons un aimant permanent et une peti te sphère de fer 

doux placé au contact de cet aimant. L ' a iman t exercera sur cette 

pet i te sphère une act ion dont la composante suivant la normale Ne 

extér ieure à l 'aimant aura pour valeur 

Pour arracher cette petite sphère, il faudra lui appl iquer , dans la 

direction de la normale N e , une force 

E n déterminant la valeur de cette force d 'arrachement aux divers 

points de l 'aimant, on aura des nombres proport ionnels aux va

leurs de 

Jamin ( 1 ) , qu i a fait de nombreuses déterminations de ce genre, 

croyai t obtenir des nombres propor t ionnels à 

et, par conséquent , susceptibles de servir à la déterminat ion de la 

distribution fictive équivalente à l 'aimant. O n voit que la méthode 

de l ' a r r a c h e m e n t est impropre à ce bu t . 

( 1 ) JAMIN, Sur la distribution magnétique (Comptes rendus, t . L X X V , 

p . 1572; 1872) . — Sur la distribution du magnétisme (Ibid., p . 1672). 



CHAPITRE X. 

L E S S P E C T R E S M A G N É T I Q U E S . 

§ 1. — Spectres formés par des poudres faiblement magnétiques. 

Lorsqu 'on place une feuille de papier dans un champ magné 

tique et qu 'on saupoudre cette feuille de papier avec de la limaille 

de fer, les parcel les de l imail le forment des traînées qui const i tuent 

un spectre magnét ique . L a forme de ces traînées de l imaille est 

donnée par une règle très simple : que l 'on trace les lignes de ni

veau, c 'est-à-dire les intersect ions de la feuil le de papier et des 

surfaces de niveau du c h a m p ; les traînées de l imail le répandues 

sur la feuille de papier couperon t or thogonalement ces l ignes de 

n iveau . 

M . E . Colardeau ( ' ) a mont ré que , si l 'on employai t un champ 

très intense et si l 'on remplaçai t la l imail le de fer par des poudres 

médiocrement magnét iques , telles que le fer oligiste cristallisé, 

soyeux et fr iable, l ' oxyde rouge de fer, l ' oxyde des batt i tures, les 

divers oxydes de n icke l et de cobal t , les traînées qui const i tuent 

le spectre magnét ique offraient une forme différente. M . Colardeau 

pense que les traînées de poudre dessinent, dans ce cas, les l ignes 

de niveau e l les-mêmes : nous verrons que telle n 'en est pas la lo i . 

Nous commencerons par étudier ces spectres formés par des 

substances médiocrement magnét iques . 

So ien t tD, la fonct ion potent ie l le magnét ique des aimants pe r -

( 1 ) E . C O L A R D E A U , Sur les spectres magnétiques produits au moyen de sub
stances peu magnétiques (Journal de Physique, 2e série, t. V I , p. 83). 



manents , TD2 la fonction potent iel le magnét ique des grains de 

poudre , " 0 3 la fonct ion potent iel le magnét ique du mi l ieu . S i la 

poudre et le mil ieu sont peu magnét iques , les fonctions potentiel les 

1^2 et W 3 seront très peti tes par rapport à 13 1 . 

Dans ces condi t ions , une parcelle de vo lume v2 sera soumise à 

une force dont les composantes seront données par les égalités (8) 

du Chapi t re précédent : 

Supposons (k2 — k3) posi t i f et la parcelle assujettie à gl isser sur 

la feuille de papier . Il est aisé, par les formules précédentes , de 

trouver le sens de la force qui tend à la mettre en mouvement . 

T raçons , sur la feuille de papier , les lignes isodynamiques, c'est-

à-dire les intersections de la feuille de papier avec les surfaces 

isodynamiques du champ magnét ique créé par les aimants pe rma

nents. La force magnét ique tangente au papier qui tend à mouvoir 

la par t icule Vo coupe or thogonalement la l igne i sodynamique sur 

laquelle se trouve cette par t icule . S i , comme nous le supposerons , 

(k2 — k3) est positif, cas auquel la par t icule est paramagnét ique , 

cette force est dir igée du côté de la l igne i sodynamique où le 

champ a une intensité plus grande que sur cette l igne même. 

Imaginons maintenant que la feuille de papier présente un 

obstacle : soit une aspérité de la feuille de papier , soit des par t i 

cules magnét iques qu 'une cause que lconque a arrêtées. Il est clair 

que toute part icule magnét ique qui viendra buter contre cet obstacle 

en se t rouvant du côté de cet obstacle où l ' intensité du champ a la 

moindre valeur se trouvera arrêtée dans son mouvement . E l le 

formera e l l e -même un nouve l obstacle contre lequel v iendront 

buter de nouvel les part icules magné t iques ; chaque obstacle se 

t rouvera ainsi le point de départ d 'une traînée, située du côté de 

cet obstacle où l ' intensité du champ a la moindre valeur et dont la 

direction générale sera celle de la normale à la l igne isodynamique 

passant par l 'obstacle . 



A i n s i , dans un spectre formé avec une substance faiblement 

magnétique, les traînées que la poudre forme sur le papier 

coupent orthogonalement les lignes isodynamiques. 

§ 2. — Spectres formés par des poudres fortement magnétiques. 

Il est beaucoup plus difficile d 'étudier ra t ionnel lement les 

spectres formés avec une substance fortement magnét ique. Nous 

ne parviendrons à faire cette étude que dans le cas où le champ 

créé par les électro-aimants est assez intense pour que les part i

cules de l imail le soient aimantées à saturation. Nous supposerons 

en outre que , b ien que l ' intensité du champ soit très grande, les 

variat ions de cette intensité demeurent finies lorsqu 'on passe d'un 

point à l 'autre du champ, et qu 'el les sont infiniment petites dans 

un domaine dont les dimensions sont comparables à celles des 

grains de l imail le . 

L e s quantités seront, en tout po in t , négl igeables 

par rapport à Q u a n t à la fonction potentielle ma

gnét ique du mil ieu, il n ' y a pas lieu d'en tenir compte . 

L e s composantes X, S de l 'a imantat ion en un point d'une 

part icule de fer doux sont données par [Chap . I V , égalités ( 13 ) 

et ( 1 4 ) ] , 

(1) 

P étant une constante . 

So ien t ^ 2 la fonction potent ie l le magnét ique des autres parti

cules de l imai l le , et i5IP2 hn fonction potent iel le magnét ique de l 'a i 

mantat ion distr ibuée sur cette part icule , dont le volume est v2. 

Lorsque l 'on déplace cette part icule, les actions magnét iques qui lui 

sont appl iquées effectuent un travail égal au signe près à la varia-
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t ion subie par la quantité 

(2 ) 

Les égalités (1) nous donnent 

La quantité 3 ï L 2 ayant une valeur invariable, on aura 

Soient òx, òy, ÒZ les composantes de la translation de la par t i 

cule v2; SX, Su, Sv les composantes de la rota t ion. Les variations 

éprouvées par le premier et le troisième terme de l 'expression ( 2 ) 

seront en général de l 'ordre de v2Zx, P 2 8JK, t>28v. 

Il en sera de même, en général , de la variat ion subie par le se

cond terme. Tou te fo i s , il est, à ce dernier énoncé , un cas d ' ex

cept ion. Supposons la part icule v2 située à une très peti te distance 

d'une autre part icule v'2 du même ordre de grandeur . D 'après ce 

que nous avons vu au § 4 du Chapi t re précédent , les quantités 

qui ont des valeurs finies au contact immédiat de 

la part icule v'2, p rennent des valeurs très petites de l 'ordre de v2 à 

une distance finie de cel te par t icu le . D o n c , au vois inage de la 

particule v'2, les quanti tés ont des valeurs très 

grandes de l 'ordre de Ains i , en général , la variation de la quan

tité ( 2 ) est de l 'ordre des produi ts v28x, v^Zy, p 2 8v. Mais , 

dans le cas part iculier où la par t icule v2 est très voisine d'une 

autre part icule v'2, cette variat ion est de l 'ordre des quantités 

A i n s i , dans les condit ions où nous supposons placées les parti

cules de l imai l le , chacune d 'el les subit , en général , des actions 

magnétiques de l 'ordre de sa masse ; mais , lo rsque deux par-



t icules sont au vois inage l 'une de l 'autre, chacune d'elles subit 

des actions magnét iques très grandes par rapport à sa masse. Dans 

un déplacement virtuel de la particule v2, ces actions effectuent 

un travail dont le terme pr incipal peut s 'écrire, d 'après (1) et (2), 

( 3 ) 

Soi t F1 l 'act ion magnét ique exercée au poin t (x2, y2, z2) par 

les aimants permanents . Cette action a pour composantes 

Si la part icule p 2 se meut seu lement au voisinage de la parti

cule v'.,, cette force conserve une direct ion sens iblement invariable 

pour tous les points (x2, y2, z2) que l'on a à considérer . 

So i t F 2 l 'act ion magnét ique exercée au même poin t (x2, y2, z2) 

par la part icule v'2. Cet te action a pour composantes 

L 'égal i té (3) peut alors s 'écrire 

La part icule v2 devra donc, pour l ' équi l ibre , se placer au voi 

sinage de la part icule v'2, de telle façon que la quantité 

( 4 ) 

ait une valeur max imum. 

Au voisinage d'une particule de limaille de position don

née v'2, une autre particule de limaille v2 est en équilibre 

lorsque la valeur moyenne, dans le volume v2, de la compo

sante suivant les lignes de force du champ de la force ma-



gnétique engendrée par la particule v'2 a une valeur maxi

mum. 

Si la part icule v2 n 'était assujettie à aucune l i a i son , cette 

condition exigerai t qu'elle vînt se placer immédiatement au con

tact de la part icule v'2. 

Supposons , en effet, la part icule v2 située à une distance peti te, 

mais non nul le , de la part icule v'2, et soustraite d'ailleurs à toute 

l ia ison. Donnons- lu i deux fois de suite la translation ( S x , SJK, S S ) , 

qui sera possible quels que soient S x , oy, Ss . Il est aisé de voi r 

que la quantité (4) éprouvera une var iat ion seconde de la forme 

les quanti tés À , B , C , D , E , F ayant des expressions faciles à 

écrire si on les réduit à leurs termes pr inc ipaux. 

Pour que la quanti té (4 ) eût une valeur maxima, il faudrait 

que l 'on ait 

et, par conséquent , 

O r i l est aisé de voir que l 'on a 

Mais on a, en tout point du volume v2, 

et, partant, 

ce qui donne 

L a quantité (4 ) ne peut donc être min imum tant que la par t i 

cule v2 n 'est pas venue s 'accoler à la par t icule v'2. 

Lorsque la part icule v2, au lieu d'être affranchie de tout l ien, 

est assujettie à se mouvoi r à la surface du papier sur l eque l se 

forme le spectre, il devient fort difficile de donner aucun théo-



rème général sur la posi t ion d 'équi l ibre de cette part icule . Pour 

obtenir quelques résultats précis , il est nécessaire de part icula

riser le p rob lème . S i , par exemple , les deux particules v2 et v'2 ont 

la forme de deux sphères , dont l 'une, v' 2, est arrêtée, tandis que 

l 'autre, v2, se meut dans son vois inage, en cherchant la condi t ion 

pour que la quantité (4) soit max imum, on trouvera que la sphère 

v2 doit toucher la sphère v'2, et que la l igne qui jo in t le centre de 

la sphère v2 au centre de la sphère v'2 doit avoir même direction et 

même sens que la project ion de l ' intensité du champ sur le plan 

du papier . 

Cette proposi t ion fait comprendre pourquo i les part icules de 

l imail le s 'accolent les unes aux autres et dessinent des traînées 

qui coupent normalement les l ignes de niveau. 

Nous avons traité les spectres magnét iques dans deux cas e x 

trêmes : celui où la poudre employée à former le spectre est peu 

magnét ique, et celui où elle se compose de grains fortement ma

gnét iques aimantés à saturation. L e s cas intermédiaires, impos 

sibles à étudier théor iquement , peuvent donner l ieu, comme l 'a 

montré M . E . Colardeau, à des spectres complexes formés par la 

superposi t ion des deux genres de spectre que nous venons d 'é

tudier. 



CHAPITRE XI. 

C H A L E U R E T A I M A N T A T I O N . 

§ 1. — Chaleur mise en jeu dans le déplacement d'une masse 
magnétique. 

O n sait (L ivre I V , C h a p . I, p . 3 4 1 ) que l 'énergie interne U d'un 

système est liée à son potent ie l thermodynamique interne F par la 

relat ion 

(1) 

D'ai l leurs , si l 'on désigne par dQ la quantité de chaleur dégagée 

par le système dans une modification q u e l c o n q u e ; par d(Se le tra

vai l effectué par les forces ex té r ieures ; par l 'accroisse

ment de la force v ive du système, le pr incipe de l ' équivalence de 

la chaleur et du travail s 'exprime par 

Cet te égal i té , comparée à l 'égali té (1 ) , donne 

( 2 ) 

S i la modificat ion est i so thermique et réversible, on a 

et l 'égal i té précédente devient 

( 3 ) 



Faisons l 'appl icat ion de ces formules à quelques cas par t icu

liers intéressants. 

i° Un aimant permanent se meut dans un milieu non ma

gnétique sous l'action de forces extérieures et d'autres ai

mants permanents. 

Soient O la fonction potentiel le magnét ique de notre aimant et 

"Ç la fonction potent iel le magnét ique des autres aimants. L a seule 

partie variable du potentiel thermodynamique interne § est la 

quanti té 

l ' intégration s 'étendant à l 'aimant mobi le . Dans cet aimant, le ma

gnétisme sera supposé indépendant même de la température. D è s 

lors , la quanti té précédente ne dépend pas de la température ab

solue T . L 'éga l i té ( 2 ) se réduit donc ici à 

D 'a i l leurs , on a, dans les condit ions où nous sommes placés, 

dç>i étant le travail effectué par les actions des aimants perma

nents immobi les sur l 'aimant permanent mobi le . O n a donc 

égalité qu 'aurai t pu faire prévoir le pr incipe des déplacements 

sans changement d 'état . 

2 0 Un corps parfaitement doux, non plongé dans un milieu 

magnétique, est placé en présence d'aimants permanents. Des 

liens le maintiennent immobile. A un instant donné, on sup

prime les liens. Le corps se précipite vers les aimants perma

nents. Dans sa course, il rencontre un calorimètre où sa force 

vive vient s'amortir. Quelle est la quantité de chaleur cédée à 

ce calorimètre? 



Soient A l 'état initial du système et B l 'état final. 

Dans l 'état initial comme dans l 'état final, on a 

L'égalité (2) donne donc 

L 'é ta t phys ique et ch imique du fer doux étant le même dans 

l'état initial et dans l 'état final, on aura 

O n a donc 

Supposons en part iculier que la posi t ion initiale soit très é lo i 

gnée des aimants permanents , de telle sorte que l 'on ait sensible

ment 

O n aura aussi sensiblement 

O n a donc 

(4) 

Les trois premiers termes se rapportent à la posi t ion finale de 

l 'aimant. 



Nous avons vu [ C h a p . V , égali té (11)] que l 'on avait 

la première intégrale s 'étendant à tout le système et la seconde au 

fer d o u x ; la fonct ion W(3TL, T ) , définie par l 'égali té ( 1 0 ) du 

même Chapi t re , est posit ive pour les corps magnét iques . 

D 'au t re part, 

O n a donc 

( 5 ) 

Cette égalité nous montre que , si la fonction magnétisante di

minue, demeure constante, ou augmente faiblement quand la 

température croit, la chaleur dégagée surpasse la chaleur 

équivalente au travail des forces extérieures. 

Si la théorie de Poisson est appl icable au corps parfaitement 

doux cons idéré , on a 

et l 'égali té précédente devient 

(6) 

3° Un corps parfaitement doux 2 est plongé dans un milieu 

magnétique 3 . Il est soumis à l'action d'aimants permanents 1 

et de forces extérieures quelconques. Il se meut sans éprouver 

aucun frottement. On suppose que la distribution magnétique 

est, à chaque instant, sur le corps et dans le milieu, celle qui 

conviendrait à l'équilibre si l'on arrêtait le corps dans la po

sition qu'il occupe à cet instant. Quelle quantité de chaleur 

est, à chaque instant, dégagée par le système dont là tempé

rature demeure invariable? 



Si l 'on désigne par d&i le travail effectué par les forces inté

rieures pendant le temps dt, on aura 

et l 'équat ion (2 ) deviendra 

( 7 ) 

Désignons par S ^ l a variation que subirait le potentiel thermo

dynamique interne pendant le temps dt, si les paramètres qui 

fixent la posi t ion des diverses parties du système variaient seuls , 

les autres paramètres, qui fixent leur aimantat ion, leur état p h y 

sique et chimique, demeurant invariables. Dés ignons par Sô F la 

variation que subirait le potent iel thermodynamique interne du 

système si , au contraire, ces derniers paramètres variaient seuls. 

Nous aurons , d 'une part . 

et, d'autre part, le pr incipe des déplacements sans changement 

d'état nous donne 

L 'éga l i t é ( 7 ) deviendra donc 

Mais , à chaque instant, l 'état d 'aimantation du système est préci

sément celui qui convient à l ' équi l ibre . On a donc , à chaque in

stant, 

et, par conséquent , 

équat ion de même forme que l 'équat ion (3 ) qui convient à un 

phénomène réversible , b ien que la transformation considérée en 

ce moment soit réalisable et, par conséquent , non révers ible . 

L e potentiel magnét ique ne dépendant pas de la température, 

on a s implement 



D'ai l leurs 

L 'égal i té (8) devient donc 

( 9 ) 

Supposons d 'abord le milieu non magnétique. L 'égal i té (9) de 

viendra s implement 

Si les variations de la fonction magnétisante sont de même 

sens que les variations de la température, le corps dégagera de 

la chaleur quand son aimantation diminuera et en absorbera 

quand son aimantation augmentera. L'inverse aura lieu si 

les variations de la fonction magnétisante ne sont pas de même 

sens que les variations de la température. 

Supposons ensuite le corps et le mil ieu tous deux faiblement 

magnétiques et l 'aimantation de tous deux donnée par la théorie 

de Poisson . Nous aurons en premier l ieu, en désignant par k 2 ( T ) , k 3 ( T ) leurs coefficients d 'aimantation, 

Nous aurons, en outre , 

Nous aurons donc, au l ieu de l 'égali té ( 9 ) , l 'égali té 

( 1 0 ) 

Or , dans l 'ensemble de l 'espace ( v 2 + V3), la fonction V1 est har

mon ique . S i donc nous désignons par dS1 un élément de la sur

face du corps 1, par N 3 la normale à cet é lément vers l ' intérieur 



du mil ieu 3, nous aurons 

O n déduit aisément de là que , dans tout déplacement de la 

masse 2 , on a 

L 'égal i té (10) devient donc 

(11) 

Soit V le volume du corps 2 . Soi t J 2 la valeur moyenne du carré 

de l ' intensité du champ dans l 'espace occupé par le corps 2 . 

Nous aurons 

L 'égal i té ( 1 1 ) prend donc, en dernière analyse, la forme suivante 

Cet te égalité peut s 'énoncer de la manière suivante : 

Un champ magnétique, engendré par des aimants perma

nents, est rempli par un milieu peu magnétique dans lequel 

plonge un corps peu magnétique. On déplace ce corps de ma

nière que la moyenne du carré de l'intensité du champ aux 

divers points de l'espace qu'il occupe aille en croissant. Si 

l'excès du coefficient d'aimantation du corps sur le coefficient 

d'aimantation du milieu décroit quand la température croit, 

la modification entraîne un dégagement de chaleur. Elle en

traîne une absorption de chaleur si le même excès croît avec 

la température. 

L e s résultats auxquels nous venons de parveni r ont été énoncés 

en 1878 par S i r W . T h o m s o n ( 1 ) . E n 1 8 8 3 , MM. E . W a r b u r g et 

( 1 ) S i r W . THOMSON, On the thermoelastic, thermomagnetic and pyroelectric 
properties of matter, § 2 (Philosophical Magazine, 5 ° sér ie , t. V , p . 4; 1 8 7 8 ) . 



L . Hönig ( 1 ) les représentèrent par une formule qui n'est point 

exacte . La première démonstrat ion exacte a été donnée en 1889 

par M . Paul Janet ( 2 ) . 

§ 2. — Chaleur spécifique d'un corps aimanté. 

Plusieurs auteurs ( 3 ) ont étudié l ' influence que l 'a imantat ion 

exerce sur la chaleur spécifique du fer. Il est aisé d'étudier cette 

influence pour la chaleur spécifique sous volume constant. Ce l l e -

ci , en effet, est liée à l 'énergie interne par cette relation très 

simple 

ra étant la masse du corps . 

Si l 'on se reporte à l 'égal i té (1) , cette relation devient 

D 'après une transformation analogue à celle que nous avons fait 

subir à l 'égali té (4 ) , si l 'on désigne par y la chaleur spécifique du 

fer non aimanté, on a 

( 1 2 ) 

( ' ) E . W A R B U R G e t L . HÖNIG, Ueber die Wärme, welche durch periodisch 
wechselnde magnetisirende Kräfte im Eisen erzeugt wird ( Wiedemann's An-
nalen, t. X X , p . 8 4 ; 1883) . 

( 2 ) P a u l J A N E T , Sur la chaleur de combinaison du fer dans un champ ma
gnétique et sur les phénomènes thermomagnétiques (Journal de Physique, 
2 e sé r ie , t. V I I I , p . 3 1 2 ; 1889) . 

( 3 ) J . S T E F A N , Ueber die Gesetze der elektrodynamischenInduction (Sitzungs-
berichte der Akad. d. Wiss. zu Wien, L X J V , 2 8 A b t h e i l , p . 193 ; 1 8 7 1 ) . — 
A . W A S S M U T H , Ueber die specifische Wärme des stark magnetisirten Eisens und 
dos mechanische AEquivalent einer Verminderung des Magnetismus durch 
die Wärme (Sitzungsberichte der Akad. d. Wiss. zu Wien, L X X X V , 2e A b t h e i l . , 
p . 997 ; 1882) . — Ueber eine Anwendung der mechanischen Wàrme-theorie 
auf den Vorgang der Magnetisirung (Ibid., L X X X V I , 2e A b t h e i l . , p . 539, 
1882) . — Ueber die bei Magnetisirung erzeugte Wàrme (Ibid., L X X X I X , 
2° A b t h e i l , p . i o 4 ; 1884)- — J . S T E F A N , Ueber thermomagnetische Motoren 
(Wiedemann'sAnnalen, B d . X X X V I I I , p . 4 2 7 ; 1 8 8 g ) . 



D e u x cas sont à dist inguer : 

1° Veut -on calculer la vér i table chaleur spécifique du fer aimanté, 

c'est-à-dire la quantité c telle que c dT représente la chaleur qu ' i l 

faut fournir au fer pour élever sa température de dT sans modi

fier son volume ni son aimantation? L e s dérivées par rapport 

à T qui figurent en dehors des signes J sont alors de véri tables 

dérivées par t ie l les ; on a 

et, par conséquent , 

Si le corps suit la théorie de Poisson , on a 

et l 'égalité précédente devient 

(13) 

Si le corps est peu magnét ique , on a 

et l 'égali té (13) devient 

( 1 3 bis) 

2° Veu t -on , au contraire, supposer que c dT est la quantité de 

chaleur nécessaire pour élever de dT la température du fer, son 

aimantation Variant par le fait de la modification que le 

changement de température apporte au coefficient d'aiman

tation. 

Dans ce cas, les différentiations par rapport à la température 

qui figurent hors des signes J dans l 'égal i té (12 ) doivent être prises 

en tenant compte de l ' influence de T sur l 'a imantat ion. L e résultat 

devient beaucoup plus compl iqué . 



Supposons le corps faiblement magnét ique, de façon à pouvoi r 

négliger le terme 

qui est de l 'ordre da j"31L2 dv, tandis que les autres , si l 'on admet 

la théorie de Poisson, sont de l 'ordre de Remarquons en 

outre que 

et l 'égalité (12 ) deviendra 

( 1 4 ) 

Les deux valeurs de c, données par les égalités (13 bis) et (14), 

sont différentes l 'une de l 'autre; elles diffèrent d 'ail leurs de celles 

que les auteurs ont proposées . 

Quan t à l 'étude de la chaleur spécifique sous pression constante 

du fer placé dans un champ magnét ique , elle est si compliquée 

que nous ne voulons poin t l 'aborder i c i . 

Ce serait ici le l ieu de parler de l ' influence que le Magnét isme 

exerce sur les phénomènes ch imiques ; cette influence, mise en 

évidence par les expér iences de M . Ira Remsen ( 1 ) et de M . R o w 

land ( 2 ) , a donné l ieu aux recherches théoriques de M . T h . Gross ( 3 ) , 

( ' ) I ra R E M S E N , Action chimique dans un champ électrique (La Lumière 
électrique, t . IV , p . 1 2 6 ; 1881) . — H - V . J U E P I N E R , L'influence du magnétisme 
sur les métaux au point de vue électrolytique (La Lumière électrique, t . X , 
p . 4 6 9 ; 1 8 8 3 ) . 

( • ) VOIR O L I V E R J . LODGE, Sketch of the principal electrical papers read before 
Section A during the late meeting of the British Association at Manchester 1887 
(Electrical Review, 23 s e p t e m b r e 1 8 8 7 ) . 

( 3 ) T h . G R O S S , Ueber eine neue Entstehungsweise galvanischer Ströme durch 
Magnetismus (Sitzungsber. der Akad. d. Wiss. zu Wien, X C I I , 2° A b t h e i l . , 
p . 1873 ; 1885). — Ueber die Verbindungswärme des magnetisirten Eisens (Ver-
handlungen derphysikalischen Gesellschaft zu Berlin, 22 a v r i l 1887) . 



de M . Nichols de M . Paul Janet ( 2 ) . Mais nous craindrions, 

en exposant ic i la théorie de ces act ions, d 'étendre outre mesure 

les dimensions du présent V o l u m e . Nous demanderons donc au 

lecteur de se reporter aux travaux que nous venons de citer et à 

ce que nous avons dit ailleurs ( 3 ) sur ce sujet. Nous ne parlerons 

pas non plus des changements de concentrat ion que le voisinage 

d'un aimant fait éprouver à une dissolution renfermant un sel 

magnét ique. Nous avons consacré à l 'étude de cette quest ion un 

Mémoire ( 4 ) auquel nous renverrons le lecteur . 

( ' ) N ICHOLS, On the chemical beaviour of iron in the magnetic field (Silli-
mann's Journal, 3 e sér ie , t. X X X I ; 1886) . 

( 2 ) P . J A N E T , De l'influence du magnétisme sur les phénomènes chimiques 
(Journal de Physique, 2e sér ie , t. V I , p . 286; 1887) . — Sur la chaleur de com
binaison du fer dans un champ magnétique et sur les phénomènes thermoma
gnétiques (Journal de Physique, 2e

 sé r ie , t. V I I I , p . 3 1 2 ; 188g) . 

(1) Sur l'aimantation par influence, Chap i t r e V I , § 2 e t 3 (Annales de la 
Faculté des Sciences de Toulouse, t . I I , p . D . 9 8 ) . 

(4) Sur les dissolutions d'un sel magnétique (Annales de l'École Normale 
supérieure, 3" sé r ie , t. V I I I , p . 289; 1890). 



LIVRE X. 

L ' A I M A N T A T I O N DES C O R P S C R I S T A L L I S É S . 

CHAPITRE PREMIER. 

É Q U A T I O N S D E L ' É Q U I L I B R E M A G N É T I Q U E S U R L E S C O R P S 

C R I S T A L L I S É S . 

§ 1. — Historique. 

Nous avons étudié en détail le problème de l 'aimantation par 

influence des corps isotropes; nous avons maintenant à revenir au 

cas général de ce même problème, à l 'étude de l 'aimantation par 

influence des corps non isotropes que lconques , et en particulier 

des corps cristallisés. 

Poisson avait indiqué les caractères qui dist inguent l ' induction 

magnétique des corps cristallisés de l ' induct ion magnét ique des 

corps isotropes vingt- t rois ans avant qu 'un expérimentateur son

geât à vérifier ses prévisions. 

Nous avons vu (Livre V I I I , C h a p . I, § 1 ) comment Poisson était 

parvenu à mettre en équation le problème de l 'aimantation par 

influence des corps parfaitement doux en admettant l 'existence de 

particules magnét iques et en supposant en outre q u e , pour les 

corps isotropes, ces particules avaient la forme sphérique. Mais, 

pour les corps cristallisés, ces part icules peuvent avoir une forme 

différente de celle de la sphère, et il en résultera des effets diffé

rents. L e passage où Poisson prévoi t ces effets et indique la voie 

qui permettra de les découvrir mérite d'être cité. 

D . - I I . 1 9 



« L e rapport entre la somme des éléments magnét iques et le 

volume entier dans chaque corps aimanté, dit Poisson (*), n 'est 

pas la seule donnée relative à ce corps, indépendamment de sa 

forme ou de ses dimensions, d'où puisse dépendre l ' intensité des 

actions magnét iques ; la forme des éléments pourra aussi influer 

sur cette intensi té , et cette influence aura cela de part iculier 

qu'elle ne sera pas la même en des sens différents. Supposons , 

par exemple , que les éléments magnét iques sont des ell ipsoïdes 

dont les axes ont la même direction dans toute l 'é tendue d'un 

même corps et que ce corps est une sphère aimantée par influence 

dans laquelle la force coerci t ive est nu l l e ; les attractions ou les 

répulsions qu 'el le exercera au dehors seront différentes dans le 

sens des axes de ses éléments et dans tout autre sens; en sorte 

que, si l 'on fait tourner cette sphère sur e l l e - m ê m e , son action 

sur un même point changera en général en grandeur et en d i rec

t ion; mais , si les éléments magnét iques sont des sphères de dia

mètres égaux ou inégaux , ou bien s'ils s 'écartent de la forme 

sphérique, mais qu ' i ls soient disposés sans aucune régulari té dans 

l ' intér ieur d 'un corps aimanté par influence, leurs formes n'influe

ront plus sur les résultats qui dépendront seulement de la somme 

de leurs vo lumes , comparée au vo lume entier de ce corps , et qui 

seront alors les mêmes en tout sens. Ce dernier cas est celui du 

fer fo rgé , et sans doute aussi des autres corps non cristallisés 

dans lesquels on a observé le magnét i sme; mais il serait cur ieux 

de chercher si le premier cas n'a pas lieu lorsque les substances 

sont cristall isées. O n pourrai t s'en assurer par l ' expér ience , soit 

en approchant un cristal d 'une aiguille aimantée l ibrement sus

p e n d u e , soit en faisant oscil ler de petites aiguil les taillées dans 

des cristaux en toute sorte de sens et soumises à l 'act ion d'un très 

fort aimant. » 

L e problème de l ' induction magnét ique d'un corps cristallisé se 

traitera donc de la même manière, d'après Poisson, que le p r o 

blème de l ' induction magnétique d'un corps amorphe ; mais, tandis 

que, pour ce dernier , on pouvai t at tr ibuer la forme sphérique aux 

éléments magnét iques , pour le premier , on devra laisser que l -

( ' ) POISSON, Mémoire sur la théorie du magnétisme (Mémoires de l'Aca
démie des Sciences, années 1821 e t 1822, t . V ) . 



conques la forme et l 'orientat ion des éléments magnét iques , en 

supposant seulement que cette forme et cette orientation sont les 

mêmes pour tous les éléments . 

O n trouve ainsi, d'après Poisson , que , en un point (x,y,z) 

d'un corps cristallisé, les composantes A>, ifc, © de l 'aimantation 

sont liées aux dérivées partielles de la fonction potentielle magné

tique par les équations 

( 1 ) 

p, p', p", q, q', q", r, r', r" étant neuf constantes qui , dans l ' idée 

de Poisson, sont essentiel lement posit ives. 

Poisson avait d'avance indiqué la voie par laquelle on parvien

drait à découvr i r les phénomènes d ' induction magnét ique des cris

taux et les pr incipes qui serviraient à expl iquer ces expér iences . 

C 'es t seulement vingt-trois années plus tard que les expér imen

tateurs découvri rent les phénomènes dont on leur avait signalé 

l 'exis tence. 

E n 1847, P lücker ( 1 ) , ayant placé des cristaux diversement taillés 

entre les deux pôles d'un électro-aimant puissant, observa les posi

tions que prenaient ces cristaux et crut pouvoi r en conclure une 

action exercée par le magnét isme sur les axes optiques, action dif

férente du magnétisme et du diamagnétisme. V o i c i la loi expér i 

mentale par laquelle il résumait ses recherches : 

« S i l 'on place un cristal uniaxe quelconque entre les deux 

pôles d'un aimant, l 'axe est repoussé par chacun des deux pôles . 

L a force qui produit cette répulsion est indépendante de la p ro 

priété magnét ique ou d iamagnét ique de la masse du cristal ; elle 

varie plus lentement avec la distance aux pôles de l 'aimant que les 

forces magnét iques ou diamagnétiques provenant des mêmes pôles 

et agissant sur le cristal. » 

( ' ) J . P L Ü C K E R , Ueber die Abstossung der optischen Axen der Krystalle 
durch die Pole der Magnele ( Poggendorff's Annalen der Physik und Chemie, 
t. L X X I I , p . 3 1 5 ; 1 8 4 7 ) . 



E n 1848, Faraday ( 1 ) , ayant observé de son côté l 'orientation 

d'une substance cristallisée entre les pôles d'un électro-aimant, 

indique incidemment que ces phénomènes pourraient s 'expl iquer 

ce en supposant que le cristal fût un peu plus apte à l ' induction 

magnét ique , ou un peu moins apte à l ' induction diamagnétique 

dans la direction de l 'axe magnécrystal l ique que dans toute autre 

direction ». Cet te explication, à laquelle Faraday ne s'arrêta pas 

alors, était celle de Poisson. 

L e travail de Faraday contenait des résultats en désaccord avec 

ceux de P lücker . Celu i -c i , reprenant l 'étude des phénomènes qu'il 

avait découverts , publia deux Mémoires ( 2 ) dans lesquels , sans 

renoncer à sa première interprétation de ces phénomènes , il m o 

difiait légèrement la loi qu ' i l avait cru démontrer dans son p r e 

mier Mémoire , en admettant que l 'action d'un pôle d'aimant sur 

un axe optique était répulsive ou attractive selon que le cristal 

était négatif ou positif. 

Ce n 'est qu'après tous ces t r avaux , poursuivis dans une voie 

inexacte, que P lücke r ( 3 ) d'une part, K n o b l a u c h et Tynda l l ( 4 ) 

d'autre part, arrivèrent à reconnaître la véri table cause des phé 

nomènes observés, et à attribuer ces phénomènes , comme Faraday 

l 'avait indiqué, à une capacité d'aimantation des corps cristallisés 

variable suivant la direct ion. 

« T o u s ces phénomènes que j ' a i observés, dit P lücker , s ' expl i 

quent en supposant qu 'une polarité magnét ique ou diamagnétique 

(selon que la substance est magnét ique ou diamagnét ique) peut se 

( 1 ) F A B A D A Y , On the crystalline polarity of bismuth and other bodies, and 
on its relation to the magnetic form of force (Experimental Researches on 
Electricity, série XXII, art. 2588; Philosophical Transactions, p. 1-41; 1 8 4 9 ) . 

( 2 ) J . P L Ü C K E R , Ueber die neue Wirkung des Magnets auf einige Krystalle, 
die eine vorherrschende Spaltungsflâche besitzen. Einfluss des Magnetismus 
auf Krystallbildung (Poggendorff's Annalen, t. LXXVI, p. 5 7 6 ; 1849) . 

J . P L Ü C K E R , Ueber die magnetische Beziehung der positiven und negativen 
optischen Axen der Krystalle (Poggendorff's Annalen, t. LXXVII, p. 4 4 7 ; 1 8 4 9 ) . 

( 3 ) J . P L U C K E R , Ueber die Fessel'sche Wellenmaschine, den neuen Bouti-
gny'schen Versuch und das Ergebniss fortgesetzter Beobachtungen in betreff 
des Verhaltens krystallisirter Substanzen gegen den Magnetismus (Poggen
dorff's Annalen der Physik und Chemie, t. LXXVIII, p. 4 2 1 ; 1849 ) . 

( 4 ) KNOBLAUCH et T Y N D A L L , Ueber das Verhalten krystallisirten Körper 
zwischen den Polen eines Magnetes (Poggendorff's Annalen, t. LXXIX, p. 2 3 3 ; 
185o). 



développer par induct ion dans les cristaux et s'y développe plus 

ou moins aisément suivant les diverses direct ions, fait qui est lié 

aux variations de l 'élasticité de l 'éther. » 

K n o b l a u c h et Tynda l l concluaient ainsi leur Mémoire : 

« La loi de Plücker , qui attribue aux axes optiques la manière 

part icul ière dont se comportent les cristaux entre les pôles d'un 

aimant, ne peut être conservée sous sa forme primitive. 

» T o u s les phénomènes présentés par le spath d'Islande s 'ex

pl iquent en supposant que les échanti l lons magnétiques sont plus 

faiblement magnét iques dans la direction du cl ivage, et que les 

échanti l lons diamagnétiques sont plus faiblement diamagnétiques 

dans la même direct ion. » 

Les travaux ul tér ieurs de Faraday , de P lucker et Beer , de K n o 

b lauch et Tynda l l , de Hanke l , de Mat teucc i ne cessèrent de c o n 

firmer ces conc lus ions . 

L a théorie, donnée par Po isson , du magnét isme des cristaux 

avait été laissée dans l 'oubl i par les auteurs de ces recherches e x 

pér imenta les . Si r W . T h o m s o n ( 1 ) appela l 'at tention des phys i 

ciens sur cette théor ie . Après avoir rappelé les idées de Poisson 

et transcrit les égalités (1) auxquel les l ' i l lustre géomètre était par

venu, il ajoute : 

« T o u t le reste de la théorie de Poisson se borne à la consi

dération du cas des substances non cris tal l isées; dans ce cas, il 

est démontré que les coefficients p, q', r" sont égaux entre eux et 

que les autres sont égaux à zéro . Mais cela n ' indique r ien sur la 

possibi l i té d 'établir des relat ions générales entre les neuf coeffi

c ients , quel le que soit la nature de la substance. J'ai t rouvé que 

les relat ions suivantes, par lesquelles ces neuf coefficients se r é 

duisent à s ix, devaient être remplies , quelle que soit la nature de 

la substance 

( 2 ) 

( 1 ) Sir W . THOMSON, On the theory of magnetic induction in crystalline 
arid non crystalline substances (Philosophical Magazine, 4° série, t. I, p. 1 7 7 ; 
1851. — Papers on Electrostatics, art. XXX). 



» L a démonstrat ion de ces relations est fondée non point sur 

une proposit ion incertaine ou sur une hypothèse spéciale, mais sur

ce pr incipe qu 'une sphère d'une substance que lconque , placée 

dans un champ magnét ique uniforme et capable de tourner autour 

d'un axe fixe perpendiculaire aux l ignes de force, ne peut devenir 

une source inépuisable d'effet mécanique . » 

Cette démonstration a été exposée plus tard par S i r W . T h o m 

son (*). 

Cette remarque de Sir W . T h o m s o n achevai t de marquer les 

principes d'une théorie de l ' induction magnét ique des cristaux et 

d'en établir les équations fondamentales. Auss i S i r W . T h o m 

son ( 2 ) put- i l confondre dans une seule et même étude la théorie 

de l 'aimantation par influence des substances amorphes et cristal

l ines . 

Auparavant P lucker ( 3 ) avait donné des théorèmes intéressants 

sur les propriétés des cristaux faiblement magnét iques . A . Beer ( 4 ) 

avait intégré les équations différentielles du problème de l ' induc

tion magnét ique pour une sphère cristalline placée dans un champ 

uniforme. 

Malheureusement , dans le déve loppement de la théorie de l ' in

duction cristalline, il a commis certaines inexact i tudes analyt iques , 

comme l'a fait remarquer E . Mathieu. 

É . Mathieu ( 5 ) est parvenu à des équations d 'équi l ibre ana

logues à celles que l 'on déduit de la théorie de Po i s son ; mais il y 

est parvenu par une voie qu ' i l nous est impossible d'analyser briè

vement ic i . Remarquons seulement qu'el le est l iée à une hypothèse 

( ' ) S i r W . THOMSON, Démonstration d'une proposition sur l'induction ma
gnétique des cristaux (Papers on electrostatics, a r t . X X X , 1872 ) . 

( 2 ) S i r W . THOMSON, General problem of magnetic induction (Papers on 
electrostatics, a r t . X L , 1 8 7 2 ) . 

( 3 ) J . P L Ü C K E R , Ueber die Théorie des Diamagnetismus, die Erklärung des 
Ueberganges magnetischen Verhaltens in diamagnetisches und mathematische 
Begrundung der bei Krystallen beobachteten Erscheinungen (Poggendorff's 
Annalen, t. L X X X V I , p . 1; 1852) . — On the magnetic induction of crystals 
(Philosophical Transactions, 1858, p . 543) . 

( 4 ) B E E R , Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre vom Magnetismus und 
die Elektrodynamik, B r u n s w i c k , 1865. 

( 5 ) É. M A T H I E U , Théorie du potentiel et ses applications à l'Électrostatique 
et au Magnétisme. 2° Partie : Applications ; P a r i s , 1886. 



sur la manière dont les actions magnét iques s 'exercent au sein 

d'une substance cristallisée et qu 'e l le condui t à une théorie qui , 

de l 'aveu même de son auteur, ne peut subsister si les aimants qui 

agissent sur le cristal influencé ne sont pas formés de la même 

substance que le cristal. 

Nous allons voi r que les pr incipes posés au L ivre I X , Chapi t re 1 , 

fournissent a isément la mise en équation du problème de l 'aiman

tation par influence d'une substance cristalline. 

§ 2. — Surface d'induction magnétique. 

Considérons un système que , pour plus de s implici té , nous 

supposerons n 'être pas électr isé . Ce système renferme un aimant 

permanent que nous désignerons par l ' indice 1 et un cristal 

aimanté que nous désignerons par l ' indice 2 . L e potentiel thermo

dynamique interne de ce système aura pour expression [L iv re I X , 

C h a p . I , égalité (19) ] 

( 3 ) 

A, B, C étant les composantes de l 'aimantation en un point sui

vant trois direct ions rectangulaires 0£, Or , , 0£, parallèles aux 

axes d'élasticité de la substance en ce point ou à trois directions 

invar iablement liées à celles-là. 

D 'après l 'égali té ( 2 0 ) du même Chapi t re , chacune des deux 

fonctions (j (A, B, C) est de la forme suivante : 

(4) 

L e s quantités X, [JL, V dépendent seulement des paramètres a, 

j3, . . . qu i fixent, en chaque point , la nature de la substance; les 

fonctions <fpq dépendent non seulement de A, B, C, mais aussi 

de ces paramètres a, [3, . . . . Ces fonctions demeurent finies pour 



Nous aurons souvent à considérer la surface 

(5 ) 

Cette surface du second ordre, qui dépend de la nature et de 

l 'aimantation de la substance au point considéré , est ce que nous 

nommerons la surface d'induction magnétique en ce point . La 

connaissance de cette surface, pou r toute grandeur et toute direc

tion de l 'a imantat ion, est la donnée nécessaire et suffisante pour 

fixer les proprié tés magnét iques d'un mi l ieu . 

Lorsque la substance considérée est ho lomorphe , on a 

et l 'équat ion ( 5 ) représente la surface d 'aimantat ion rapportée 

à trois axes passant par son centre. 

§ 3. — Existence d'un état d'équilibre. 

L'aimantat ion sur le cristal parfai tement doux 2 sera une aiman

tation d 'équil ibre si elle fait prendre une valeur minima à la quan

tité § définie par l 'égali té ( 4 ) . O n peut , dans certains cas, prévoir 

qu ' i l existe un minimum pour la quanti té § , et, par conséquent , 

un état d 'équi l ibre stable pour le sys tème; les cas dont il s 'agit 

sont ceux où sont vérifiées les condi t ions suivantes : 

1° L a surface d ' induct ion magnét ique est, pour toute aimanta

tion du cristal 2, un el l ipsoïde réel . 

2° La substance qui forme le cristal 2 est ho lomorphe . 

E n effet, considérons l 'express ion du potentiel thermodynamique 

interne donnée par l 'égal i té ( 4 ) . Les variat ions que l 'on peut faire 

subir à l 'aimantation du cristal 2 ne peuvent faire varier les quan

tités 

La quantité af ne peut jamais être négat ive , et il en est de même , 

d'après les hypothèses faites, de la quant i té 



L'ensemble des valeurs que peut prendre la quantité f" pour 

toute aimantation possible du corps 2 est donc l imité infér ieure-

ment . Sans qu ' i l soit possible d'en conclure en toute r igueur 

l ' exis tence d'un minimum pour la quanti té § , on peut , du moins , 

p révoi r cette exis tence , qui correspond à un état d 'équi l ibre stable 

du système. 

§ 4. — Équations de l'équilibre magnétique. 

Supposons que, à l ' intér ieur de l 'é lément dv2 du cristal 2 , les 

composantes A, B, C de l 'a imantat ion suivant O ? , Or , , OÇ 

subissent des variations arbitraires S21 , S f l , S C . Si l 'équi l ibre est 

établi sur le système, la variation subie par la quantité îf sera égale 

à o. 

Les composantes A, B, ® de l 'aimantation suivant Ox, Oy, 

Os subissent des variations Sjl>, Sul>, oS . S i "9 est la fonction 

potentiel le magnét ique en un point de l 'é lément dv, on aura 

Mais on a l ' identité 

O n pourra donc écrire 

D è s lors , on voit sans peine que, en égalant à o la variat ion 

subie par la quantité § et en expr imant que cette égalité doit 

avoir l ieu quels que soient S2t , S|P, C, on obtiendra les relations 

suivantes : 

C e sont les équations fondamentales de l 'équat ion magnét ique 

sur une substance non isot rope. 

L 'égal i té (4 ) permet de transformer ces équations en les su i -



vantes : 

( 6 ) 

Posons 

(7 ) 

( 8 ) 

( 9 ) 



Les égalités (6 ) deviendront 

( 1 0 ) 

Dans le cas où la substance n'est pas hémimorphe , on a 

A = o, J. = 0 , V = O, 

et les égalités précédentes deviennent 

(11) 

Supposons que le système ne renferme pas d'aimants perma

nents. D e u x cas seront à dist inguer : 

1° Le cristal est holomorphe. — Dans ce cas, 1 , p., v étant 

égaux à o, il est facile de voir que les équations d 'équil ibre (6 ) ou 

( I I ) sont vérifiées en posant 

car, s'il n 'y a pas d 'aimants permanents , ces hypothèses entraînent 

A i n s i un cristal holomorphe parfaitement doux se désai

mante si on le soustrait à l ' ac t ion de tout aimant permanent. 

2° Le cristal est hémimorphe. — Dans ce cas, les quantités A, 

p., v ne sont plus forcément égales à o. S i l 'une au moins de ces 

quantités diffère de o, les équat ions (6 ) ne pourront plus être 

satisfaites si l 'on fait 

51 = 0, S = o , C = o. 

D o n c , en général , un cristal hémimorphe demeure aimanté 

si on le soustrait à l'action de tout aimant permanent. 

Jamais l ' expér ience n'a constaté jusqu ' i c i sur les cristaux hémi -



morphes ( ' ) , comme la tourmaline, la calamine, etc. , ce magné

tisme subsistant naturel lement , en l 'absence de tout aimant per 

manent, dont la théorie nous fait prévoir la possibi l i té . Il faut en 

conclure que, si les quantités X, p., v ne sont pas égales à o pour 

les cristaux hémimorphes connus, elles ont, du moins , de très 

petites valeurs . 

D 'après cette remarque, il serait inuti le , dans l 'étude du magné

tisme, de conserver ces coefficients X, u, v ; toutefois, nous les 

laisserons figurer dans nos formules , parce que ces mêmes for

mules nous serviront de nouveau dans l 'é tude d'un autre problème 

où les coefficients X, u, v joue ron t un rôle important . 

L e s équations ( 1 1 ) nous montrent que, dans un corps cristallisé 

ho lomorphe , la direct ion de l 'aimantation ne coïncide plus, comme 

dans un corps isotrope, avec la grandeur géométr ique dont les 

composantes sont 

§ 5. — Détermination de la distribution qui convient à l'équilibre. 

Supposons que l ' expér ience ait fait connaî tre , pour un corps 

déterminé, de structure homogène ou cont inûment var iable , la 

surface d ' induction magnét ique représentée par l 'égal i té ( 5 ) . 

Les équations 7 ) , (8) et ( 9 ) feront alors connaître T et les $ p q 

en fonction de A, B, C et des coordonnées x, y , z du point 

auquel ces quantités se rapportent . L e s quantités X, p , V pourront 

aussi s 'exprimer en fonction de x, y , z. L e s relations (10) devien

dront des relations entre x, y , z. O n 

pourra les supposer résolues en A, B, C, et écrire 

(12) 

(*) É . M a t h i e u (Théorie du potentiel, t . I I , p . 166) a i n d i q u é le p r e m i e r q u e 
les c r i s t a u x h é m i m o r p h e s p o u v a i e n t , au p o i n t de v u e du m a g n é t i s m e , se d i s t i n 

g u e r des c r i s t a u x h o l o m o r p h e s . 



O n voi t alors que , moyennant ces équations, où les fonctions 9 1 , 

S 2 , 83 sont des fonctions dont la forme est déterminée lorsqu 'on 

suppose connue la forme de la surface d ' induction magnét ique du 

cristal, la déterminat ion de la distr ibution qui convient à l ' équi 

l ibre se ramène à la déterminat ion de la fonction "<?. V o y o n s c o m 

ment cette dernière est déterminée. 

S i , dans les expressions de T et des o~pq, nous remplaçons A, 

B, C par leurs expressions ( 1 2 ) , T et les opq deviendront des 

fonctions de x, y, z, et nous pourrons poser , en gé

néral, 

(13) 

Les équat ions (10) deviendront alors 

( 1 4 ) 

Nous allons imposer à ces équat ions une dernière transforma

tion. A, B, C sont les composantes de l 'aimantation suivant trois 

axes 0£, OÏ], O'C., parallèles aux axes d'élasticité du cristal au 

point (x, y, z). So ien t , en ce point , 

a, a', a" les cosinus des angles de Ox avec O S , Or , , O Ç ; 

b, b', b" les cosinus des angles de Oy avec OE, Or , , O Ç ; 

c, c', c" les cosinus des angles de Oz avec 0£, Or , , O Ç . 

Ces neuf cosinus sont des fonctions de x, y, z, déterminées 

lorsqu 'on connaît la nature et l 'orientat ion de la substance en 

chaque point . 

So ien t A,, Dî), 3 les composantes suivant Ox, Oy, Oz de l 'a i 

mantat ion au point (x,y, z). Nous aurons 

( 1 5 ) 



Nous aurons, d'autre part, 

( 1 6 ) 

Ces égalités (16) permet tent de transformer la quantité 

en une fonction de 

Les égalités (14), (15), ( 1 6 ) donnent alors 

ou bien, en dés ignantpar Œ>pqdes fonct ions de 



faciles à former en fonction des dpq, 

(17) 

Il devient maintenant facile de former l 'équat ion aux dérivées 

partielles que vérifie la fonct ion t? en toutes les régions de l 'es

pace. 

A l ' intérieur des aimants permanents 1 , on a 

(18) 

et le second membre est une fonct ion censée connue de x, y , z. 

Dans l 'espace compris entre les aimants permanents et le corps 

cristal l isé, on a 

(19) 

Pour obtenir l 'équation aux dérivées partielles que vérifie en 

tous les points du corps 2 , différentions la première des éga l i 

tés ( 1 7 ) par rappor t à x, la seconde par rapport à y, la t rois ième 

par rapport à z, et ajoutons membre à membre les résultats o b 

tenus. 

L e second membre de l 'égalité à laquel le nous parviendrons 

sera une fonct ion de x, y, z et des dér ivées partiel les du premier 

et du second ordre de la fonct ion L e premier membre 

pourra être remplacé par 

Nous obt iendrons donc une équat ion aux dérivées partielles du 

second ordre que la fonct ion "<? devra vérifier en tout point du 

cristal . 

Pour achever de déterminer la fonction t?, il faudra imposer à 

cette fonct ion des condi t ions aux l imi tes . A l ' infini, ou b ien sur 

la surface de séparation des aimants permanents et du milieu non 



magnét ique, ces condit ions seront les mêmes que si le corps par

faitement doux était i sotrope. A la surface de séparation du corps 

parfaitement doux et du milieu non magnét ique , on aura 

ou b ien , en vertu des égalités ( 1 7 ) , 

(20) 

Ains i est défini le p rob lème que l 'on aurait en général à inté

grer pour déterminer "<? et, partant, d'après les égalités ( 1 2 ) , la 

distr ibut ion qui convien t à l 'équi l ibre . 

§ 6. — Remarque sur les corps hémimorphes homogènes. 

Dans ce qui précède, nous n 'avons rien supposé sur l ' h o m o g é 

néité ou l 'hé térogénéi té du corps é tudié . Dans le cas où la sub 

stance qui forme ce corps a, en tout point , la même consti tution 

et la même orientat ion, on peut jo indre à ce qui précède une re

marque impor tante . 

L e s axes d'élasticité 0£, Ovj , ayant la même orientat ion en 

tout poin t ( x , y, z), on peut supposer qu 'on ait pris les axes O x, 

OY, 0Z parallèles aux axes d 'élasticité. Les égalités (10) pour

ront alors s 'écrire 

D 'a i l l eurs , si le corps est homogène , \ , p , v sont indépendants 

de x, y, z. O n voit alors sans pe ine qu'un corps hémimorphe 

homogène s'aimante dans un champ donné comme s'il était 

http://hemimorph.es


holomorphe et qu'on eut superposé au champ donné un champ 

uniforme dont la fonction potentielle magnétique serait 

Cette proposi t ion ramène, clans le cas où l 'on étudie des c r i s 

taux homogènes , l 'étude générale des cr is taux hémimorphes à 

l 'étude plus part iculière des cr is taux ho lomorphes . 



CHAPITRE II. 

L A T H É O R I E D E P O I S S O N . 

§ 1. — Les deux surfaces d'induction magnétique. 

Nous avons vu que l 'é tude de l 'aimantation par influence d'une 

masse cristalline supposait la connaissance de la surface d ' induc

tion magnét ique définie par l 'égalité 

Ce t t e surface est rapportée à trois axes 0\, OY), O'Ç, dont les 

directions indiquent l 'orientation de la substance au point (x,y,z); 

ce sont, par exemple , les axes d'élasticité au point (x,y,z), ou 

trois direct ions rectangulaires invar iablement l iées aux axes d 'é las

ticité. 

L ' a p p r o x i m a t i o n de Poisson consiste à supposer que les quan

tités op9 sont, non pas des fonctions de A, B, C , mais de simples 

constantes. L a surface d ' induct ion magnét ique en un point ne 

dépend plus de l 'aimantation en ce point , mais seulement de la 

nature en ce point de la substance dont le cristal est formé. 

Supposons que le cristal ait en chaque point la même const i tu

t ion; la surface d 'aimantation sera, pour chaque po in t , la même 

surface du second ordre . 

Nous avons supposé jusqu ' i c i cette surface rapportée pour chaque 

point (x,y, z) à trois direct ions rectangulaires quelconques O ç , 

Or | , O Ç invariablement liées aux axes d'élasticité au point (x,y, z). 



Mais on peut choisir ces droites de telle manière que les termes 

en 7|Ç, Çl-, Ç/i disparaissent de l 'équat ion de la surface d ' induct ion 

magnét ique . Les trois droites rectangulaires 0£, Ov), O Ç , qu'il 

faut choisir pour cela, sont ce que nous nommerons les axes d'in

duction magnétique au point (x, y, z). 

L'équa t ion de la surface d ' induct ion magnét ique rapportée aux 

axes d ' induct ion magnét ique sera de la forme 

( 0 

S i le cristal a non seulement la même const i tut ion en chaque 

point , mais si, de p lus , il ne présente ni macle , ni groupement 

par pénétrat ion, les axes d ' induct ion magnét ique seront, en chaque 

point , orientés de la même manière par rapport aux axes Ox, Oy, 

Oz. Dans toute question où la position du cristal dans l'espace 

ne variera pas, on pourra supposer que l 'on ait pris pour axes 

fixes Ox, Oy, Oz les axes d ' induct ion magnét ique du cristal. 

P roposons -nous , par exemple , d 'étudier l 'aimantation du cristal 

en prenant pour axes de coordonnées les axes d ' induction magné

tique O ç , O-n, O Ç . Soient tD, la fonction potentielle magnét ique 

des aimants permanents 1 et O2 la fonction potentiel le de l 'a iman

tation répartie sur le cristal 2. L a partie variable du potentiel ther

modynamique interne aura pour valeur 

(2) 

En égalant à o la variation que cette quantité S' éprouve par 

suite d'un changement que lconque dans l 'aimantation, on trouve 

les égalités 

( 3 ) 



Ces relations nous mont ren t comment doit être dirigée la grandeur 

géométrique qui a pour composantes 

pour que l 'aimantation ait une direction donnée. La règle qui fixe 

la direction de la grandeur a, (3, y est la suivante : 

Par le centre Q (ftg- 22) de la surface d ' induct ion magnétique 

on mène une droite QM ayant des cosinus directeurs propor

tionnels A, B, C. Par le point Q on mène un plan P conjugué, 

dans la surface d ' induction magnét ique, à la direction Q M . Enfin 

à ce plan P et du même côté que la droite ÛM, on mène une nor 

male Q F . Les cosinus directeurs de cette droite QF sont p ropor 

tionnels à a, B, y. 

Lorsqu 'on se donne la direction de la grandeur géométrique qui 

a pour composantes a, B, y et que l 'on veut obtenir la direction de 

l 'aimantation, on peut répéter une construction en tout semblable 

à la précédente en faisant usage non plus de la surface d' induction 

magnét ique, mais de la surface inverse d'induction magnétique, 

qui a pour équation 

(4) 



D e l 'une comme de l 'autre de ces construct ions , on déduit la 

conclusion suivante : 

Pour que la grandeur géométrique dont les composantes 

sont a, B, y coïncide en direction avec V aimantation, il faut et 

il suffit que ces deux grandeurs géométriques soient dirigées 

suivant l'un des axes d'aimantation du cristal. 

Les trois quantités w1, w 2 , w3, qui sont liées par des relations 

très simples aux longueurs des axes des surfaces directe et inverse 

d ' induction magnétique portent le nom de coefficients principaux 

d'aimantation du cristal . 

§ 2. — La détermination de l'aimantation ramenée à l'intégration 
d'une équation aux dérivées partielles. 

L a fonction potentiel le magnétique TD, des aimants permanents 

est censée donnée. Dès lors, d'après les égalités ( 3 ) , la détermina

tion des composantes A, B, C de l 'aimantation se ramène à la 

détermination de la fonction 

Différentions la première des égalités (3) par rapport à £, la 

seconde par rapport à 7), la troisième par rapport à Ç, et ajoutons 

membre à membre les résultats obtenus, en observant que 

et que, en tout point du cristal, 

nous aurons 

(4) 

Te l l e est l 'équation aux dérivées partielles que la fonction © 2 

doit vérifier en tout point du cristal , tandis qu 'en tout point 

extérieur au cristal , elle vérifie l 'équation aux dérivées partielles 

( 5 ) 

L a fonction TD, est égale à o à l 'infini comme une fonction 

potent iel le ordinai re ; elle est cont inue dans tout l 'espace, même à 



la traversée de la surface qui sépare le cristal du milieu qui l ' envi 

ronne. Il n 'en est pas de même de ses dérivées partielles du p r e 

mier ordre. O n a, en effet, à cette surface, 

équation qui devient , moyennant les égalités (3 ) , 

(6) 

Ces diverses conditions ne peuvent laisser d ' indétermination 

dans l 'expression de la quantité V)2. Supposons , en effet, qu 'on 

puisse les rempli r au m o y e n de deux expressions distinctes de O , 

et soit @ la différence de ces deux fonctions © 2 . La fonction 0, 

on le voit aisément, vérifiera une équation analogue à l ' équa

tion (4) en tout point intérieur au cristal et, à l 'extér ieur , elle 

sera harmonique. S i du désigne un élément de l 'espace il l imité 

extérieur au cristal, on devra avoir 

Si dS désigne un élément de la surface qui limite le cristal , une 

intégration par parties transformera cette égalité en 

Mais , les deux expressions de la fonct ion 0 2 vérifiant l 'égali té (6) 



en tout point de la surface S , on aura, en tout point de la sur

face S , 

L 'égal i té précédente se réduira donc à 

Nous verrons tout à l 'heure qu' i l n 'y a lieu d 'étudier que les cris

taux pour lesquels les trois quantités w 2 , w3 sont posi t ives . 

L 'égal i té précédente ne peut alors avoir lieu si l 'on n'a, en tout 

point de l 'espace, 

S i l'on ajoute que la fonction 0 est cont inue dans tout l 'espace et 

égale à o à l ' infini, on voit que l 'on doit avoir , dans tout l 'espace, 

en sorte que les deux expressions de la fonction T) 2 sont iden

tiques. 

A ins i , lorsque les trois coefficients principaux d 'a iman ta t ion 

sont positifs, il ne peut exister plus d'une solution au pro

blème de l'aimantation par influence. D 'a i l leurs , ce qui a été 

dit aux §§ 3 et 6 du Chapi t re précédent nous fait prévoir que, 

dans ce cas, ce problème admet toujours une solution. 

§ 3. — Stabilité de l'équilibre magnétique. 

L a distr ibut ion magnét ique déterminée par les égalités précé

dentes correspond-elle à un état d 'équil ibre stable? 

Considérons un élément de vo lume dv2 appartenant au cristal, 

et donnons deux fois de suite aux composantes %, fH, C de l 'ai

mantation dans cet élément des variations arbitraires A, SB, S C 

Les premières variations font croître § d'une quantité 



L e s secondes variations font varier SlF de 

Si les trois quantités w 1 , w 2 , w 3 ne sont pas toutes trois posi t ives , 

il sera toujours possible de choisir les quantités 8A, oB, 8C, de 

manière que la quantité à^ér soi t négat ive. Ains i l'équilibre ma

gnétique ne peut être stable sur un cristal que si les trois coef

ficients principaux d ' a i m a n t a t i o n sont positifs. 

Réc ip roquemen t , si les trois coefficients principaux d'ai

mantation d'un cristal sont positifs, l'équilibre magnétique 

est assurément stable sur ce cristal. 

Donnons deux fois de suite à l 'aimantation en chaque point du 

cristal des variations arbitraires 8A, 8B, 8C. Posons 

dt étant une constante infiniment peti te et a, b, c des fonctions 

uniformes finies et continues de £, rj, Ç 

Supposons qu 'aux divers points du cristal on distr ibue une 

aimantation ayant pour composantes les quantités a, b, c. Soi t ù 

la fonction potentiel le magnét ique de cette aimantation. En repro

duisant les calculs faits au Livre I X , Chapi t re III, § 2, nous trou

vons sans peine que l 'on a 

S i , comme nous l 'avons supposé, les trois quantités w 1 ,w , w3 

sont posi t ives , cette quantité S 2 ,? est essentiel lement posi t ive, et 

l 'équilibre magnét ique est stable. 

A ins i , pour qu 'on puisse déterminer sur un cristal , placé dans 

des condit ions données, une distribution magnét ique correspon

dant à un équilibre stable, il faut et il suffit que les surfaces d ' in

duction magnétique soient des ellipsoïdes réels. L e cristal ne 

peut être diamagnétique dans aucune direct ion. 



CHAPITRE III. 

A C T I O N D ' U N C H A M P M A G N É T I Q U E U N I F O R M E S U R U N C O R P S 

C R I S T A L L I S É . 

§ 1. — Aimantation d'une sphère ou d'un ellipsoïde cristallins dans 
un champ magnétique uniforme. 

A . Beer (1) a montré que l 'on pouvai t aisément étendre la m é 

thode par laquelle Poisson a étudié l 'aimantation d'une sphère 

isotrope placée dans un champ magnétique uniforme au cas où la 

sphère est taillée dans une substance cristalline homogène . 

Pour résoudre ce p rob lème, nous pouvons prendre les axes de 

coordonnées parallèles aux axes p r inc ipaux d 'aimantation de la 

substance et menés par le centre de la sphère. L e s équations de 

l 'équi l ibre magnét ique seront alors [ C h a p . II , égali tés (3 ) ] , 

Supposons que le champ, uniforme, cor responde à une fonction 

potent ie l le magnét ique 

( 1 ) A . B E E R , Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre von Magnetismus 
und die Elektrodynamik. Brunswick, 1863. 



F , G , H , K étant quatre constantes. Les égalités précédentes de 

viendront 

(1 

Ces égalités déterminent sans ambiguïté %, fB, C ; or il est 

facile de voi r qu'el les seront vérifiées par une distr ibution m a g n é 

tique uniforme répandue à l ' intérieur de la sphère , et ayant en 

chaque point pour composantes , suivant les trois axes pr incipaux 

d'aimantation 

(2) 

Dans ce cas, en effet, on aura [L iv re V I I I , Chap . II , égalité (5 ) ] 

en tout poin t (Ç, r„ Ç) intérieur à la sphère cris tal l ine. 

U n e méthode analogue s 'appliquera à l 'é tude de l 'aimantation 

prise, dans un champ magnét ique uniforme, par un el l ipsoïde 

taillé dans un cristal homogène . 

Prenons pour axes de coordonnées les axes p r inc ipaux de l 'e l 

l ipsoïde , Ox, Oy, Oz, lesquels ne coïncident pas forcément avec 

les axes pr inc ipaux d'aimantation Oi j , OY| , O Ç de la substance 

cristall isée. Les neuf cosinus des angles que font les droites du 

premier trièdre avec les droites du second seront dénotés confor 

mément au Tab leau suivant : 



Dès lors , si nous désignons par A>, ilî>, © les composantes de 

l 'aimantation suivant Ox, O y , Oz, nous aurons 

ou Lien , en vertu des relations (1), 

(3) 

Cherchons s'il est possible de satisfaire à ces équations en rem

plissant l 'e l l ipsoïde par une distr ibution magnét ique uni forme. S i 

l ' e l l ipsoïde est uniformément aimanté, on aura [Livre V I I I , Chap . II, 

égal i té ( 1 0 ) ] , 

en désignant par l, m, n des constantes que nous avions désignées 

par X, u., v au L i v r e V I I I , Chapi t re I I . 



Ces dernières égalités donnent 

Il suffira donc de déterminer A>, -iiï>, 3 par les trois équat ions 

linéaires suivantes 

(4) 

A ins i , un el l ipsoïde taillé dans une substance cristalline et 

placé dans un champ magnét ique uniforme s'aimante uni formé

ment . 

§ 2. — Forces qui sollicitent une sphère cristalline dans un champ 
magnétique uniforme. 

Un corps cristallisé homogène étant placé dans un champ ma

gnét ique que lconque , le potentiel the rmodynamique interne du 

système, réduit à ceux de ses termes qui sont susceptibles de va

rier, est donné par l 'égali té ( 2 ) du Chapi t re p récédent ; cette éga

lité peut encore s 'écrire 

Mais , d'après les condit ions de l 'équi l ibre magnét ique , on a, à 



chaque instant, 

L 'égal i té précédente se rédui t donc à 

Cet te égalité est vraie, quelles que soient les particularités pré

sentées par le champ magnét ique et quelle que soit la forme du 

corps cristall isé. 

Supposons , en particulier, que le champ soit uniforme et que le 

corps soit sphér ique. La sphère s'aimantera uniformément et, en 

tout point (ij, vi, Ç) intérieur à la sphère , nous aurons 

L 'éga l i té (5) deviendra donc, en désignant par R le rayon de la 

sphère, 

ou, en remplaçant 31, JD, C par leurs valeurs ( 2 ) , 

S i l 'orientation de la sphère varie clans l 'espace, les c o m p o 

santes F , G , H de l 'action du champ suivant les axes p r inc ipaux 

d ' induct ion magnét ique du cristal subiront des variations, et la 

quantité donnée par l 'égal i té précédente , subira une varia

tion 8,f. L a quantité (— S-f) sera le travail effectué par les forces 

magnét iques auxquel les la sphère est soumise. 

Une translation vir tuel le , non accompagnée de rotation, ne fait 

pas varier la quantité § . L e s actions magnét iques que subi t une 



sphère cristalline quelconque dans un champ magnétique uniforme 

sont donc réductibles à un coup le . 

L 'express ion (6) est susceptible d'une interprétation g é o m é 

trique. 

Considérons l 'el l ipsoïde (E ' ) représenté par l 'équation 

( 7 ) 

Cet el l ipsoïde a mêmes directions d'axes que l 'ellipsoïde d ' induc

tion magnét ique. 

S i , par le centre O , on mène la grandeur géométr ique dont les 

composantes sont 

sa direction l 'encontrera cet ell ipsoïde en un point M' . Soi t p' la 

distance O M ' . So i t P ' le plan tangent en M ' à l 'e l l ipsoïde E ' . 

Soit A' la distance du centre O à ce plan P ' . On aura 

et l 'égali té (6) pourra s'écrire 

( 8 ) 

en désignant par L la grandeur géométr ique ayant pour compo

santes 

Cette formule (8 ) peut encore prendre une autre forme. Considé 

rons l 'el l ipsoïde E donné par l ' équat ion 

(9) 

C e t el l ipsoïde a encore mêmes direct ions d'axes que l 'el l ipsoïde 

d ' induct ion magnét ique . 



La droite O M ' rencontre cet el l ipsoïde en un point M ; soit p la 

distance O M ; on démontre sans peine que 

L 'éga l i té (8) peut donc s'écrire 

(10) 

Cette formule conduit immédia tement à un certain nombre de 

conséquences dans le cas où l 'on a 

Ce cas, on le sait, est présenté par toutes les substances h o l o -

morphes et aussi, du moins approximat ivement , par les substances 

hémimorphes . Dans ce cas , la quanti té L n'est autre que l ' in ten

sité même du champ; elle est donc indépendante de l 'orientation 

de la sphère ; la quantité -, varie seule avec cette orientat ion. 
P 

Si la sphère cristall ine est soumise aux seules actions magné t i 

ques , la quanti té § devra, pour l ' équi l ibre , prendre la plus petite 

valeur qui soit compat ible avec les l iaisons auxquel les la sphère 
est assujet t ie; la quantité ^ devra donc avoir la plus grande valeur 

P 
possible. 

Supposons que l 'on ait 

S i la sphère est l ibre de s 'orienter de toute manière , p 2 prendra 

3 I - H g C T l 

sa plus grande valeur ; — et p ' 2 sa plus petite valeur — 
I '4 - j W] ^ Cl! 

lorsque ces deux direct ions co ïnc ideront avec la direction de l 'axe 

pr incipal d ' induction magnét ique qui correspond au coefficient 

d 'aimantation w1 . 

Ainsi, si une sphère cristalline holomorphe libre de s'orienter 

est soumise à l'action d'un champ magnétique uniforme, elle 

s'orientera de manière que l'axe de plus grande aimantation 

de la substance soit parallèle aux lignes de force du champ. 



O n démontrerai t de même la proposi t ion suivante : 

Supposons la sphère cristalline susceptible seulement de 

tourner autour d'un axe parallèle à l'un des axes principaux 

d'aimantation et les lignes de force du champ perpendiculaires 

à cet axe. La sphère cristalline s'orientera de telle sorte que 

celui des deux autres axes d'aimantation qui correspond au 

plus grand coefficient d'aimantation prenne la direction des 

lignes de force au champ. 

Il peut arriver que l 'e l l ipsoïde d ' induct ion magnét ique soit un 

ell ipsoïde de révo lu t ion ; dans ce cas, le cristal sera uniaxe au 

point de vue du magnét isme. E n général , les raisons de symétrie 

qui obl igent un cristal à être op t iquement uniaxe obl igeront aussi 

ce cristal à être magnét iquement un iaxe . L e s cristaux opt iquement 

uniaxes et les cr is taux magnét iquement uniaxes seront donc, en 

général , les mêmes . Toute fo i s , dans certains cas par t icul iers , il 

pourra arriver que l 'e l l ipsoïde d ' induct ion magnét ique ou l ' e l l ip 

soïde d'élasticité envisagé en O p t i q u e aient une symétrie supérieure 

à celle de la structure cr is ta l l ine : l 'un pourra être de révolut ion, 

tandis que l 'autre ne le serait pas ; le cristal pourra être magnét i 

quement uniaxe et opt iquement b iaxe ou inversement . C'est ce 

qui arrive pour le sulfate de fer qui est magnét iquement un iaxe , 

quoique c l inorhombique et op t iquement biaxe ( 1 ) . 

S i un cristal uniaxe ne peut que tourner autour d 'une droite 

parallèle à l 'axe magnét ique et si les l ignes de force du champ sont 

perpendiculai res à cette droite, aucun couple ne tendra, d'après 

ce qui précède, à donner à ce cristal une orientation plutôt qu 'une 

autre. L ' équ i l ib re du cristal sera indifférent. 

Supposons , au contraire, que le cristal puisse seulement tourner 

autour d 'une droite parallèle à l 'équateur de l 'e l l ipsoïde d ' induc

tion magnét ique , les l ignes de force du champ étant perpendicu

laires à cette droite. Si l 'e l l ipsoïde d ' induction magnét ique est un 

ell ipsoïde de révolu t ion a l longé, cas auquel le cristal est magné

tiquement positif, l 'axe magnét ique du cristal se placera dans la 

direct ion des l ignes de force ; si, au contraire, l 'e l l ipsoïde d ' induc

tion magnét ique est un el l ipsoïde de révolut ion aplati , cas auque l 

(1) V. MALLAUD, Traité de Cristallographie, t. II, p. 537. 



le cristal est magnétiquement négatif, l 'axe magnét ique du 

cristal se placera perpendicula i rement à la direct ion des l ignes de 

force. 

§ 3. — Vérifications expérimentales. 

Supposons que l 'on suspende un cristal de manière qu ' i l ne 

puisse tourner qu 'autour de l 'axe 0£ et que les l ignes de force du 

champ soient normales à l 'axe de rotat ion. Soi t J l ' intensité du 

champ et t|i l 'angle que fait cette intensité avec Oi\. Nous aurons 

Supposons , en outre, que l 'on ait . 

L 'égal i té (6) deviendra 

Nous aurons donc 

L 'équi l ib re a lieu au moment où l 'axe Ot\ est dirigé suivant les 

l ignes de force du champ, c'est-à-dire au moment où l'on a 

S i l 'on écarte le cristal d 'un angle d<^ de cel te posit ion d 'équi l ibre , 

le couple qui tend à l 'y ramener a pour moment 

Le cristal, ainsi écarté de sa posi t ion d 'équi l ibre et abandonné 

à lu i -même , effectuera des oscil lat ions i sochrones , dont la durée 
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T1 sera donnée par l ' équat ion suivante : 

(11) 

K désignant le moment d ' inert ie de la sphère cristall ine par r ap

port à un axe passant par son centre . 

S i l 'on faisait osci l ler la sphère autour de l 'axe Ov), placé nor

malement aux l ignes de force du champ, on aurait une durée d'os

ci l lat ion T2 donnée par 

(11 bis) 

Enfin, si l 'on faisait oscil ler la sphère autour de l 'axe O Ç , placé 

normalement aux l ignes de force du champ, on aurait une durée 

d'oscil lation T 3 donnée par 

( u ter) 

La comparaison des égalités ( 1 1 ) , (11 bis), ( n ter) condui t à 

cette relation remarquable 

(12) 

P lücker ( 1 ) , qui a démontré cette relat ion ( 1 2 ) , l 'a soumise au 

contrôle de l ' expér ience . 

Dans un beau cristal de formiate de cuivre , il fit tai l ler une 

sphère de 1 centimètre de diamètre env i ron ; il la posa sur un petit 

anneau de mica très mince tenu par trois fils de soie, et la fit os

cil ler successivement autour de chacun des axes d'aimantation en 

comptant le nombre des oscil lat ions. Dans deux séries d 'observa

tions, l 'une faite en exci tant l 'é lectro-aimant avec six éléments 

( 1 ) J. PLÜCKER, On the magnetic induction 0f crystals (Philosophical Trans
actions, t. I I , p. 543; 1858). 



de pi le , l 'autre en excitant l 'électro-aimant avec douze éléments, 

il t rouva les nombres d'oscillations par seconde que voic i : 

Première série 

Deuxième série 

Axes de suspension. 

La première série donne 

L a deuxième série donne 

La relation (12) est donc vérifiée avec une exact i tude suffi

sante. 

Plücker a indiqué une autre relat ion suscept ible d'être vérifiée 

par l ' expér ience . 

Soient Ox, Oy, Oz (fig- 23) trois axes de coordonnées rectan

gulaires fixes. L e cristal peut tourner autour de l 'axe O z . L ' in ten

sité du champ est dir igée suivant Ox. Oz est dans le plan ÇO£. 

L e plan Ç O i ; trace sur le plan xOy une droite Os qui fait un 



angle avec Ox; cette même droite fait un angle cp avec 01;. O n 

a alors les égalités suivantes : 

S i l 'on suppose ~k = o, u. = o, v = o, l 'égali té (6) deviendra 

F = J cos<? cost y, 

G = — J s in 

H = — J s in p cos !/. 

Si l 'on fait tourner le cristal d 'an angle infiniment petit autour 

de Oz, à augmentera d'une quantité d'b égale à celle dont le cris

tal a tourné, tandis que o ne variera pas ; S éprouvera un accrois

sement 

L a condit ion d 'équil ibre s 'exprime en écrivant que 

ce qui donne 

Suivant les grandeurs des diverses quanti tés qui figurent dans 

la parenthèse, l 'équi l ibre stable a l ieu lorsque O Ç est dans le 

plan ZOX OU lorsque le plan s O Ç est perpendiculaire au plan z O x . 

S i le cristal est écarté d'un petit angle dà de sa posit ion d 'é

qui l ibre , le moment du couple qui tend à le ramener à cette posi

tion est égal en valeur absolue à 

Supposons que le cristal soit un cristal magnét iquement uniaxe et 

positif. Nous aurons alors 

w1 > w2 = w3 , 



et le moment du couple aura pour valeur 

La durée d'oscillation du cristal faiblement écarté de sa posit ion 

d 'équil ibre aura une valeur T donnée par la formule 

(13) 

Supposons en part icul ier que Olj coïncide avec Oz. Nous au

rons alors 

et la durée d'oscillation T 0 sera donnée , d 'après l 'égalité (13), 

par la formule 

On a donc 

Cette remarquable égalité a été vérifiée par Plücker au moyen 

d'une sphère taillée dans un cristal de sulfate de fer. Nous avons 

vu que cette substance était magné t iquemen t uniaxe. 

§ 4. — Action d'un champ uniforme sur un cristal faiblement magnétique 
plongé dans un milieu faiblement magnétique. 

Les divers théorèmes que nous venons de démontrer ne sup

posent r ien sur la grandeur des coefficients pr inc ipaux d'aimanta

tion du cristal. Nous allons exposer main tenant les proposit ions 

approximatives que l 'on peut établir en supposant ces coefficients 

très pet i ts . Cette théor ie , donnée par Plücker (1) en 1858, p ré 

sente deux avantages : en premier l ieu, elle peut s 'établir en sup-

(1) PLÜCKER, loC. Cit. 



posant le cristal plongé dans un mil ieu isotrope peu magnét ique , 

hypothèse qu ' i l est nécessaire de faire pour rendre compte des 

propriétés des cristaux diamagnétiques ; en second l ieu, elle per

met d 'étendre à des cristaux de forme que lconque des propriétés 

qui , dans la théorie précédente , n 'é ta ient présentées que par les 

corps sphériques. Ces deux avantages justifient le développement 

que nous allons donner à l ' exposé de cette théor ie . 

Par des raisonnements analogues à ceux qui ont été employés 

au Chapi t re V I I du Livre précédent , on prouvera sans peine que 

le cristal peu magnét ique et le mi l ieu peu magné t ique dans lequel 

i l est p longé s 'aimantent tous deux comme si chacun d 'eux e x i s 

tait seul. Les équations de l 'équi l ibre magnét ique , rapportées aux 

axes pr inc ipaux d'aimantation du cristal, seront, pour le cristal, 

(15) 

et, pour le mil ieu, 

(16) 

Si le champ est uniforme, le corps et le mi l ieu s 'aimantent tous 

deux uniformément . Dans le m i l i e u , l 'aimantation est dirigée 

comme l ' intensité du champ créé par les aimants permanents . Il 

n 'en est plus de même dans le cristal. E n reproduisant des consi

dérations analogues à celles que nous avons indiquées au C h a 

pitre II , § 1, on arrive au résultat suivant : 

Dans l 'el l ipsoïde inverse d'induction magnétique 

on mène une demi-droite D dont les cosinus directeurs soient 

proportionnels à 



par le centre de l 'e l l ipsoïde, on mène le plan conjugué à cette 

direction D , et, du côté de ce plan où se trouve la direction D , 

on lui mène une normale N . Cette normale marque la direc

tion de l'aimantation. 

La partie variable du p o t e n t i e l thermodynamique interne du 

système pourra s 'écrire, en désignant par V2 le vo lume du cristal 

et par v3 l 'espace i l l imité occupé par le mil ieu magnét ique, 

Nous aurons d'ail leurs, en vertu des égalités ( 1 6 ) , 

D e plus , en vertu d 'un théorème démontré au L ivre I X , C h a 

pitre I X , § 1 , la somme 

ne varie pas. Enfin, d'après un calcul fait au § 3 du même C h a 

pitre, on a 

Si nous conservons les notations des paragraphes précédents, nous 

aurons 

et le potentiel thermodynamique interne, réduit à ses termes 

variables , pourra s 'écrire 

Les égali tés ( 1 6 ) apportent à cette expression une dernière trans-



formation et permettent d 'écrire 

Lorsqu 'on déplace le cristal , la quanti té if subit une variation Sïf 

égale, au signe près , au travail des forces magnét iques qui agissent 

sur le cristal. 

La forme ( 1 7 ) de la quanti té S nous montre , en premier l ieu , 

que les actions magnétiques qui s 'exercent sur le cristal sont ré 

ductibles à un couple . 

L ' exp re s s ion ( 1 7 ) est suscept ible , dans le cas (qui est seul in té

ressant pour l 'étude du magnét isme) où l 'on a 

d'une interprétation géométr ique analogue à cel le que nous avons 

donnée de l 'expression (6 ) . Dans ce cas, en effet, l 'égalité ( 1 7 ) 

peut s 'écrire 

Considérons les deux surfaces du second ordre S et S ' défi

nies , la première par l 'équation 

et la seconde par l 'équat ion 

Ces deux surfaces ne sont plus forcément , comme les surfaces E 

et E ' , des el l ipsoïdes r ée l s ; ce peuvent être aussi des el l ipsoïdes 

imaginaires, ou bien encore des hyperbolo ïdes à une ou à deux 

nappes. 

Dans tous les cas qui ont été expérimentalement étudiés, les 

trois quantités 

ont offert le même signe, en sorte que, dans tous ces cas, les sur

faces S et S ' sont ou bien deux ell ipsoïdes réels, ou bien deux el l ip

soïdes imaginaires. Dans le premier cas , le cristal est dit parama-

gnét ique; dans le second cas, il est dit d iamagnét ique. 



Menons , par le centre commun O des deux surfaces S et S ' une 

demi-droi te dirigée comme l ' intensité du champ. Elle rencontre la 

première en un point réel ou imaginaire M et la seconde en un 

point réel ou imaginaire M ' . Posons 

So i t J l ' intensité du champ. Nous aurons 

formule qu ' i l sera aisé de discuter comme nous avons déjà discuté 

l 'égal i té ( 1 o ) . 

Supposons , en premier l ieu, le cristal absolument l ibre de 

s 'orienter. Il atteindra sa posi t ion d 'équi l ibre stable lorsque § 

aura pris sa valeur min imum, c 'est-à-dire lorsque ^ aura pris sa 

valeur max imum. Si l 'on a 

cette posi t ion sera atteinte au momen t où l 'axe principal d 'a iman

tation 0£ sera parallèle aux l ignes de force du champ . 

Supposons , en second l i eu , le cristal l ibre seulement de tourner 

autour de l 'un des axes p r inc ipaux d'aimantation, l ' intensité du 

champ étant d 'ai l leurs normale à cette droite autour de laquelle le 

cristal est mobi le . L e s deux autres axes cor respondront en général 

à des coefficients pr inc ipaux d 'aimantat ion d'inégale grandeur . 

Dans ce cas, celui des deux axes mobi les qui correspond au plus 

grand coefficient d 'aimantation viendra se p lacer suivant les l ignes 

de force du champ. 

Si le cristal est un iaxe au point de vue magnét ique et si l 'axe 

de révolut ion de l 'e l l ipsoïde d ' induction magnét ique coïncide avec 

l 'axe autour duquel le cr is tal peut tourner, l ' équi l ibre du cristal 

sera indifférent dans toutes les posi t ions. 

E n général , les deux surfaces S et S ' , définies par les égalités (19 ) 

et (20 ) , n 'admettent pas les mêmes direct ions de sections c i rcu

laires . Mais , dans la pra t ique, il se t rouve que les plans des sec

tions circulaires de la surface S diffèrent très peu des plans des 

sections circulaires de la surface S ' ; tout comme, en Op t ique , les 



axes de réfraction conique intérieure diffèrent peu des axes de 

réfraction conique extér ieure. 

Ce la posé, rendons le cristal mobi le autour d'une droite qui 

diffère peu de la normale aux sections circulaires de la surface S 

et de la normale aux sections circulaires de la surface S ' et suppo

sons les l ignes de force du champ normales à cette droite autour 

de laquelle le cristal peut tourner. L 'équi l ib re du cristal sera à peu 

près indifférent. 



CHAPITRE IV. 

A I M A N T A T I O N D E S C O R P S P E U D É F O R M É S . 

§ 1. — Aimantation d'un corps quelconque peu déformé. 

Nous avons vu que l 'aimantation d 'un corps parfaitement doux 

quelconque dépendait de la fonction 

étant les composantes de l 'aimantation suivant trois 

droites rectangulaires dont l 'orientation soit connue lorsqu 'on 

connaît la nature du corps au point que l 'on considère ; ce peuvent 

être, par exemple, les axes d'élasticité de la substance au point 

considéré. 

Les trois coefficients ~k, p., v et les six fonctions <p-pq(3^> fP, C ) 

changent si l 'on modifie l 'état de la substance au point considéré, 

si, par exemple , on la déforme; de là la nécessi té d 'étudier spécia

lement l 'aimantation d'un corps déformé. L e s formules auxquel les 

nous allons parvenir dans cette étude nous seront d 'un grand usage 

pour les recherches qui seront exposées aux Livres X I et X I I . 

Imaginons un corps qui , à partir d 'un certain état ini t ial , nommé 

état naturel, a subi une petite déformation. Prenons un point 

que lconque M à l ' intérieur de ce corps . Par ce point menons les 

trois droites rectangulaires M£, MY|, MÇ, qui servaient d'axes 

d'élasticité à la matière qui se t rouve en ce point avant la défor

mat ion . Supposons le corps homogène à l 'état naturel , de sorte 

que ces trois droites aient même direct ion en tout point du corps. 



L a déformation dont il s'agit a donné au point M , par rapport 

à un système de coordonnées fixe, un déplacement dont les c o m 

posantes suivant M£, M 7), M Ç sont U , V , W . O n sait alors que la 

très petite déformation subie par la substance qui se t rouve au 

point. M sera définie par la connaissance des six quantités 

(2) 

ç, Ï), Ç étant les coordonnées du point M , par rapport à un sys

tème de coordonnées 0£, Ov), O Ç dont les axes sont parallèles à 

M?, M-/i, MÇ. 
L e s trois quantités X, u., v et les six fonctions <ppq qui figurent 

dans l 'expression (1) de Ç(-3t, 15, C) seront des fonctions des six 

déformations ( 2 ) ; on pourra les regarder comme des fonctions 

l inéaires , si les six déformations sont toutes très petites. O n 

pourra, par exemple , écrire 

les sept quanti tés \ 0 , l 1 , l 2 , l3, l4, l 5 , l6 dépendant de la nature 

de la substance à l 'étal naturel. 

O n voit sans peine comment , de ce point de départ, on dédui 

rait une théorie complète de l 'aimantation des corps peu déformés. 

Nous n 'avons pas l ' intention de développer ic i cette théorie dans 

son ensemble. Nous nous bornerons à insister sur quelques ques

tions part iculièrement importantes. 

L a première de ces questions est relative aux changements que 

peuvent subir les quantités \ , u., v par l 'effet d 'une déformation. 

S i la consti tut ion de la substance à l 'état naturel est h o l o -

morphe , cas auquel un centre figure au nombre des éléments de 

symétrie de cette substance à l 'état naturel , il est aisé de voir que 

la substance faiblement déformée est encore sensiblement h o l o -

morphe . D o n c , pour une substance dont la symétrie comporte 

un centre , X est égal à o quel les que soient les six déforma-



tions ( 2 ) ; en d'autres termes, on a 

Cons idérons maintenant les substances hémimorphes , c 'est-

à-dire les substances dont la constitution n 'admet pas de centre 

de symétrie. Bien qu 'une parei l le substance, à l 'état naturel , n'ad

mette pas de centre, il peut arriver que l 'on ait, pour cette sub 

stance, 

E n effet, le système formé par l 'or ig ine des coordonnées et l 'une 

quelconque des surfaces d'aimantation représentées par l 'équation 

(3) 

doit toujours présenter une symétrie au moins égale à celle de la 

substance à laquelle il se rapporte. 

O r cette condit ion peut exiger que cette surface ait toujours 

pour centre l 'origine des coordonnées sans que, pour cela, le 

cristal ait un centre. 

Imaginons, par exemple , que la symétrie de la substance cons i 

dérée comporte un axe d'ordre quelconque , binaire, ternaire, 

quaternaire ou sénaire. 

Une rotation d 'un angle égal ou infér ieur à - autour d'une 

droite parallèle à cet axe, menée par l 'or igine des coordonnées , 

devra ramener à sa posi t ion primit ive la surface ( 3 ) . Cela exige : 

1° Q u ' u n e parallèle à l 'axe cr is tal lographique considéré, menée 

par l 'origine des coordonnées , passe par le centre de la sur

face (3 ) ; 

2 0 Q u e cette droite soit un des axes pr inc ipaux de la sur

face ( 3 ) . 

Si la substance admet un autre axe de symét r ie , on pourra 

énoncer pour ce second axe des proposi t ions ana logues , et le 

centre de la surface ( 3 ) devra coïncider avec l 'or ig ine des coor

données . I l en sera encore de même si la substance admet un plan 

de symétr ie normal au premier axe; 



Ains i , on peut avoir nécessairement pour une substance 

lors même que cette substance n'admet pas de centre; il suffit 

qu'elle possède plus d'un axe de symétrie (1), ou un axe de 

symétrie et un plan de symétrie normal à cet axe. 

Si nous prenons, par exemple , le quartz plagièdre à l 'état naturel , 

ce corps n 'admet pas de centre; mais il admet un axe de symétrie 

ternaire et un plan de symétr ie normal à cet a x e ; les trois coeffi

cients X, [x, v seront donc égaux à o pour le quartz plagièdre à 

l'état naturel . 

Les substances présentant les éléments de symétr ie que nous 

venons de considérer se rapprochent , on le voit , des substances 

holomorphes par ce fait q u e , pour les unes comme pour les 

autres, on a 

Mais une différence radicale les sépare. 

Pour une substance ho lomorphe , on a 

non seulement lorsque la substance est à l 'état nature l , mais 

encore lorsqu 'e l le a subi une légère déformat ion ; car il est aisé 

de voi r qu 'une substance qui présente , au nombre de ses é lé 

ments de symétr ie , un centre dans l 'état naturel , présente encore 

un centre lorsqu'el le a subi une déformation infiniment pet i te . 

Il n 'en est plus de même pour les substances qui , sans admettre 

de centre, admettent plusieurs axes de symétr ie , ou un axe de 

symétr ie et un plan de symétrie normal à cet axe . P o u r ces sub

stances, prises à l 'état naturel , les égalités ( 4 ) sont vérifiées, mais 

elles peuvent ne plus l 'être après une déformation infiniment petite 

altérant la symétrie pr imit ive de la substance. 

U n e remarque importante relative à ce cas est la suivante : 

Soi t M ( f ig. 24) un po in t pris à l ' in tér ieur d 'un corps qui , à 

l 'état naturel , présente un plan de symétr ie P ; M N est la normale 

(1) Voir MALLARD, Traité de Cristallographie, t. I I , p. 571. — D'après cela, 
les seuls corps où ~k, (x, v puissent différer de 0 sont les corps auxquels les cris-
tallographes allemands réservent le nom d'hémimorphes. 



à ce plan de symétr ie . Fa isons subir au corps une légère défor

mat ion . L e plan P vient en P ' , la direct ion M N en M N ' , celle-ci 

n'étant plus normale au plan P ' ; il est facile de vo i r que le 

plan P ' est, pour la substance déformée, au poin t M , un plan de 

symétrie ob l ique , la direct ion de symétr ie étant M N ' . O n en con

clut aisément que la grandeur géométr ique (~k, pi, v) n'a pas de 

composante suivant M N ' ; elle est normale à MN' . C o m m e , d'ail

leurs , la direct ion M N ' diffère infiniment peu de M N , on peut dire 

aussi que la grandeur (X, p., v) n'a pas de composante suivant M N . 

Ces diverses remarques , peu utiles dans l 'é tude du magnét isme 

où, jusqu ' i c i , l ' influence des quantités \ p., v n 'a pas été aperçue, 

ont une importance prépondérante dans l 'étude des cristaux p y r o 

électr iques et piézo-électr iques , comme on le verra au L ivre su i 

vant. 

§ 2. — Aimantation d'un corps isotrope peu déformé. 

Considérons un corps sol ide, isotrope dans l 'état naturel . Ima

ginons que ce corps éprouve une légère déformation que lconque . 

L 'é ta t de ce corps en un point est défini lorsqu 'on connaî t en ce 

point l 'orientation des axes pr inc ipaux de dilatation O X , O Y , O Z 

et les grandeurs l, l', l" des trois dilatations pr incipales . Rappor tée 

à ces axes, la surface d 'aimantat ion représentée par l 'équat ion ( 3 ) 

doit se réduire à la forme 



A , B , C étant les composantes de l 'aimantation suivant les trois 

axes pr incipaux de dilatation. 

Les quantités cp H , (A, B , G ) , 2 > 2 2 ( A , B , C ) , C D 3 3 ( A , B , C ) sont 

des fonctions de l, l', l". Si les quantités l, l" sont très pet i tes , 

on pourra admettre qu 'e l les figurent l inéairement dans les fonc

tions dont il s 'agit. Que lques considérat ions de symétrie mont re 

ront sans peine que l 'on doit avoir 

Supposons que l 'on ait 

le corps , pr imi t ivement isotrope, sera encore isotrope après la dé

formation. L a surface d'aimantation devra, dans ce cas, se réduire 

à une sphère et, en désignant par 3ïo l ' intensité d 'a imantat ion, 

avoir une équation de la forme 

O n doit donc avoir, quels que soient A , B , C , 

Faisant d 'abord l=o, on trouve 

Il reste 

O n satisfera à ces égalités si l 'on pose 

et 



S i nous prenons alors 

la surface d 'aimantat ion, rapportée aux axes pr inc ipaux de dilata

tion, aura pour équation 

( 5 ) 

Cherchons maintenant l 'équat ion de cette surface rapportée à 

des axes rectangulaires quelconques 0£, Or ] , O Ç . So ien t U , V , 

W les composantes suivant ces axes du déplacement qu 'a subi le 

point auquel se rapporte notre surface. Adop tons les notat ions 

suivantes pour les cosinus des angles des axes O ^ , OYI, O Ç avec 

les axes O X , O Y , O Z . 

Nous aurons les relations suivantes, démontrées par Cauchy , et 

dont il est fait un fréquent usage dans la théorie de l 'élasticité : 
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et l 'équation (5 ) de la surface d'aimantation deviendra 

( 6 ) 

Cette équation de la surface d 'aimantation une fois connue, il 

devient facile d 'étudier l 'aimantation d'une substance isotrope 

légèrement déformée. 

Trai tons seulement le cas qui correspond à l' approximation de 

Poisson, c'est-à-dire le cas où l 'on a 

f, h, k étant trois quantités indépendantes de l ' intensité Dlu de 

l 'aimantation. 

Nous aurons alors [ C h a p . I, égalités (6)] 

( 7 ) 

Tel les sont les équat ions qui déterminent , dans ce cas, les compo

santes %, fU, C de l 'aimantation suivant les axes O £, OYI, OÇ. 



LIVRE XI. 
L E S C O R P S D I É L E C T R I Q U E S . 

CHAPITRE PREMIER. 

P O T E N T I E L T H E R M O D Y N A M I Q U E D ' U N S Y S T È M E R E N F E R M A N T 

D E S D I É L E C T R I Q U E S . 

§ 1. — Potentiel thermodynamique d'un système qui renferme 
des corps diélectriques électrisés et polarisés. 

Après avoir exposé , clans les Livres précédents , les principales 

propriétés des aimants, nous allons revenir à l 'étude des p h é n o 

mènes électr iques et examiner les propriétés des corps diélec

triques; les calculs que nous avons eu à faire en exposant la 

théorie des corps aimantés pour ron t servir presque en entier à la 

recherche des propriétés des d ié lec t r iques . 

C 'es t , d 'ai l leurs, en imitant les représentations qui avaient été 

adoptées pour résumer les phénomènes présentés par les aimants 

que les physiciens sont parvenus à représenter aussi les phéno

mènes présentés par les corps d ié lect r iques . 

C o u l o m b avait représenté les aimants comme un assemblage de. 

petites part icules conductr ices pour les fluides magnét iques , ren

fermant chacune des quantités égales des deux fluides, séparées 

les unes des autres par un mil ieu imperméable aux fluides ma

gnét iques . Mossott i ( 1 ) imagine de la même manière que les dié-

( 1 ) MOSSOTTI, Recherches théoriques sur l'induction électrostatique envisagée 
d'après les idées de Faraday (Biblioth. universelle, Archives d'électricité, 
t. V, p. 193; 1847). — Discussione analitica sull' influenza che l'azione di un 



lectr iques sont formés de petits corps conducteurs , dont chacun 

renferme des quantités égales des deux fluides électr iques, et qui 

sont séparés les uns des autres par un milieu isolant ; Faraday (1) 

avait auparavant adopté cette opinion. 

Poisson, par une analyse qui n 'est pas exempte de défauts, a 

déduit de l 'hypothèse de Cou lomb une théorie de l 'aimantation 

par influence. Une analyse ident ique à celle de Poisson, appliquée 

à l 'hypothèse de Mossott i , condui t Clausius ( 2 ) à une théorie de 

l 'é lectr isal ion des corps diélectr iques. 

Enfin, de même que Sir W . T h o m s o n a rendu la théorie de l 'ai

mantation par influence sauve de toute hypothèse sur la nature 

des aimants, on peut , en suivant les idées de Maxwel l ( 3 ) , rendre 

la théorie des mi l ieux diélectr iques sauve de toute hypothèse sur 

la const i tut ion de ces mi l ieux . 

Dans l 'ensemble des études qui forment les six premiers Livres 

de cet Ouvrage , l 'état d 'électrisation d'un corps est regardé comme 

complètement défini lorsqu 'on connaî t la densité électr ique solide 

en tout point intérieur à ce corps et la densité électrique super

ficielle en tout point de la surface de ce corps . U n e semblable dé

finition suffit, dans un grand nombre de cas, à représenter les 

phénomènes présentés par un corps é lect r isé ; mais elle ne suffit 

pas toujours. Pour faire rentrer dans la représentat ion adoptée 

un plus grand nombre de phénomènes é lectr iques , on est amené à 

compléter cette représentat ion par l ' introduction d 'une nouvel le 

classe de paramètres. 

Dorénavant , nous admettrons que, pour connaître complè tement 

l 'état d 'électrisation d 'un système il faut connaître : 

I° En chaque point des surfaces de discontinuité qu ' i l renferme, 

la densité électrique superficielle; 

mezzo dielettrico ha sulla distribuzione dell' elettricità alla superfizie dei 
più corpi elettrici disseminati in esso (Mémoires de la Soc. ital, de Modène, 
t. XXIV, p. 49; 1850). 

( 1 ) FARADAY, Experimental researches in Electricity, série XI, § 6; nov. 1837. 
(2) R. CLAUSIUS, Sur le changement d'état intérieur qui a lieu pendant la 

charge dans la couche isolante d'un carreau de Franklin ou d'une bouteille 
de Leyde, et sur l'influence de ce changement sur les phénomènes de la dé
charge; 1866 (Théorie mécanique de la chaleur, trad. Folie, 1re édition, t. II, 
p. 86). 

( 3 ) MAXWELL, Treatise on electricity and magnetism, passim. 



2° E n chaque poin t des volumes de consti tut ion homogène ou 

variable d'une manière cont inue qui le forment : 

A . La densité électrique solide; 

B . Une grandeur géomét r ique , variable d'un point à l 'autre 

d 'une manière continue ; nous donnerons à cette grandeur géo

métr ique le nom d' induction diélectrique. 

Nous allons chercher la forme que doit présenter le potent iel 

thermodynamique interne d'un semblable sys tème; nous serons 

aidés dans cette recherche par les résultats, déjà obtenus au 

Livre I X , Chapitre I. Les premières définitions des paramètres qui 

déterminent l 'état d 'électrisation d'un système sont, en effet, en

tièrement analogues aux premières définitions des paramètres qui 

déterminent un système électrisé et a imanté ; l' induction diélec

trique remplace s implement l' intensité d'aimantation ; mais les 

hypothèses ultérieures faites sur ces deux sortes de paramètres 

établissent ensuite entre eux des différences. 

Ces différences mêmes , comme nous l 'allons voir , ne portent 

que sur un poin t . 

Q u e l 'on reprenne tout ce qui , au § 2 du Chapi t re I (L iv re I X ) , 

précède l 'égali té ( I I ) , en remplaçant seulement le mot intensité 

d'aimantation par le mot induction diélectrique et le fluide 

fictif magnétique par un fluide fictif diélectrique ; pu i s , arrivé 

à l 'hypothèse qu ' expr ime l 'égalité ( I I ) , que l 'on modifie de la ma

nière suivante l 'énoncé de cette hypothèse : 

Soit une distribution fictive équivalente à l'élément dv2. 

Elle est formée par des quantités de fluide diélectrique fictif 

p. 2, p/ 2, p.'"1 concentrées en des points M 2 , M 2 , M " , M!f'. 

L'élément dv2 porte en outre des charges électriques libres 

l4re"M), ..., p-1/' concentrées en des points M 2 " + , ) , WfK On peut 

écrire 

y£™ dépend uniquement de la masse p.!/"' et de la situation res

pective des deux points M 4 , M (

2 ""; IL EN DÉPEND DE LA MÊME MA

NIÈRE, QUE LA MASSE p.^' SOIT UNE MASSE DE FLUIDE DIÉLECTRIQUE 

FICTIF OU UNE MASSE DE FLUIDE ÉLECTRIQUE. 

E n suivant alors la marche indiquée au L ivre I X , Chapi t re 1, 



§ 2, nous trouverons que l 'on a 

puis , que l 'on peut écrire 

q, q', q(-P) étant les charges électriques réparties sur le sys

tème, et /•', 7-(PÎ les distances de ces charges à un point de 

l 'é lément dv1 

Les égalités (5 ) et (9) (loc cit.) et l 'égali té (2 ) du présent Cha

pitre ne laissent plus à déterminer, dans l 'express ion de 3", que 

la fonction <p(r); nous la déterminerons de la manière suivante : 

T o u t d 'abord nous verrons, comme au L ivre I X , Chapi t re I, § 2, 

que : 

Les forces qui s'exercent dans un système de diélectriques 

invariables d'état de polarisation diélectrique et d'électrisa

tion s'obtiennent en adjoignant aux forces qui s'exerceraient 

dans le système électrisé, mais dépourvu de polarisation dié

lectrique, un groupe de forces ayant pour potentiel la quan

tité §". 

Supposons en part iculier que le système se compose d 'un élé

ment diélectr ique dv1 polarisé, où l ' induct ion ait pou r compo

santes J U ) , ili)), ®H, et d'un autre élément dv2l où l ' induct ion 

électr ique soit égale à o, mais qui porte une charge électr ique q2. 

D'après ce qui précède, les actions mutuel les des deux éléments 

dv1, dv-> auront pour potentiel la quantité 

(3) 

Nous admettrons l 'hypothèse suivante : 

Pour obtenir les actions qu'un élément diélectrique polarisé 

exerce sur un autre élément électrisé, on peut remplacer l'é

lément diélectrique par une distribution équivalente de fluide 

fictif, puis imaginer que ce fluide fictif exerce sur le fluide 

électrique les mêmes actions que le fluide électrique lui-même. 



Si [J., u/, u.", . . . sont les charges de fluide diélectr ique fictif qui 

forment la distribution équivalente à l 'é lément dvx ; si r', r J I , ... 

sont leurs distances à un point de l 'é lément dv2, on voit que , 

d'après cette hypothèse , le potentiel des actions mutuel les des 

deux éléments dvt, dv2 pourra s'écrire 

Un raisonnement b ien faci le , et dont l 'analogue se trouve au 

L ivre I X , Chapitre I , § 2, permet de transformer cette égalité en 

la suivante 

(4) 

L a comparaison des égalités ( 3 ) et (4) donne 

D è s lors, si nous désignons par V1 la fonction potentiel le , en 

un point de l 'é lément dv1 de toutes les charges électr iques r é 

pandues sur le système; par tJ 4 la fonction potentielle diélec

trique au même point , c'est-à-dire la quantité définie par la for

mule 

( 5 ) 

on aura 

(6) 

et, par conséquent , d'après les égalités (5 ) et (9) ( loc. cit.), 

( 7 ) 

les deux intégrat ions s 'étendant au système tout entier. 

Cet te détermination de la quantité §" repose essentiel lement, 

on le voi t , sur la possibi l i té , dans le calcul des actions extérieures 

d'un é lément d ié lect r ique, de remplacer cet élément par une d is 

tribution équivalente de fluide électrique. 

L a détermination des quantités que nous avons désignées par 



S'.,, $'n se fera exactement comme au L iv re IX, Chapi t re I, 

§ 2. Nous aurons de même 

(8 ) 

3b{, C ( étant les composantes de l ' induct ion diélectr ique en 

un point de l 'é lément dv1 suivant trois droites rectangulaires inva

r iablement liées à cet é lément (par exemple ses trois axes d 'élasti

c i té) ; a ( , [3,, . . . étant des paramètres qui définissent l 'état de 

l 'é lément dv1. 

L e s égalités (J) et (4) du Livre IX, Chapitre I, et les égalités ( 7 ) 

et (8) du présent Chapi t re déterminent la forme du potentiel 

thermodynamique interne d'un système renfermant des d ié lec

triques polarisés et électr isés. Cet te forme est la suivante : 

(8) 

Cet te forme rappelle la forme du potent ie l thermodynamique i n 

terne d'un système électrisé et aimanté ; elle n 'en diffère que par 

la présence du terme 

relatif aux actions mutuel les des éléments électrisés et des é lé 

ments polarisés. L e potent iel thermodynamique interne d'un sys 

tème aimanté ne renferme aucun terme analogue, car , a priori, 

on a admis que les éléments magnét iques n 'exerçaient aucune 

action sur les éléments électrisés. 

§ 2. — Corps diélectriques et corps pyro-électriques. 

C o m m e nous l 'avons vu (L iv re IX, C h a p . I, § 3), on a, en 

général , 

(9) 

~k, p., v étant trois quantités indépendantes de %, 13, C, et les 

quantités <pP Î étant des fonctions de %, fP, C, qu i ne croissent 



pas au delà de toute limite lorsque les quantités .31, fU, C tendent 

vers o. 

Mais cette forme générale n 'est pas, en réali té, la plus fré

quen te ; nous ayons vu que , dans la grande majorité des cas, la 

symétrie de la substance exigeai t que l 'on eût 

(10) 

Lorsque , pour une substance, ces égalités (10) seront vérifiées, 

nous dirons s implement que la substance est diélectrique ; l o r s 

que, au contraire , pour une substance, l 'une au moins des trois 

quantités 1, p., v est différente de o, nous dirons que la substance 

est pyro-électrique. 

Parmi les substances s implement diélectriques se trouvent , en 

part iculier , les substances isotropes. Pour ces substances, on a 

s implement 

DTO étant l'induction diélectrique et ^(311) une fonction de cette 
induction qui est telle que le rapport 

ne croisse pas au delà de toute l imite lorsque 3TL tend vers o. 

Nous commencerons par étudier les substances s implement dié

lectr iques en insistant spécialement sur les propriétés des corps 

i so t ropes ; nous examinerons ensuite les propriétés des corps p y r o -

électr iques. 

§ 3. — Transformations du potentiel d'un système renfermant 
des diélectriques. 

Reprenons l 'égali té (8) qui donne l 'expression du potentiel 

thermodynamique interne d'un système renfermant des d ié lec

triques électrisés et polar isés . 

Nous savons [Livre I, C h a p . I X , égalité (9)] que l'on peut écrire 

(12) 

l'intégration s'étendant à tous les éléments de volume du système. 



Nous avons de même (Livre V I I , Chap . III , égalité ( 1 7 ) ] , 

Enfin un raisonnement analogue à celui qui a permis d'établir cette 

dernière formule donne 

( 1 3 ) 

(14) 

O n a donc, en vertu des égali tés ( 1 2 ) , (13) et ( I 4 ) J 

(15) 

Si l 'on adopte la notation définie au L iv re V I I , Chapi t re III , éga

lité (18 ) , le second membre peut s 'écrire 

A l o r s , en vertu de l 'égalité ( 1 5 ) , l 'égalité (8 ) devient 

(16) 

Cet te forme du potentiel thermodynamique interne nous sera d'un 

fréquent usage . 

V o i c i maintenant une autre transformation qui nous sera égale

ment uti le en plusieurs circonstances. 

Imaginons , pour simplifier, que le système renferme un seul 

corps électrisé et polar i sé ; soient 

1 l 'espace intérieur à ce co rps ; 

2 l 'espace i l l imité extér ieur ; 

S la surface du corps . 

Considérons la quantité 



Une intégration par parties permet d 'écrire 

O r on a [Livre VI1T, C h a p . III, égalités (8) et (9) ] , . 

L 'égal i té précédente devient donc 

Le théorème de Green , appl iqué à l 'espace 1, donne 

D'autre part, comme dans tout l 'espace 2, on a 

le théorème de Green donne 

( 1 7 ) 

( 1 8 ) 

( 1 9 ) 

Les égalités ( 1 7 ) , (18) , (19) donnent 

(20) 

Soient <r la densité superficielle de l 'é lectr ic i té en un point de la 

surface S et p la densité solide de l 'é lectr ici té en un point de l ' es 

pace 1 . Nous aurons 



et l 'égalité (20) deviendra 

( 2 1 ) 

Si l 'on observe que l 'on a 

( 2 2 ) 

on voit qu 'en vertu des égalités (21 ) et ( 22 ) , l 'expression (8) du 
potent iel thermodynamique interne pourra s'écrire 

( 2 3 ) 

ou, abréviat ivement, 

( 2 3 bis) 



CHAPITRE II. 

P R O P R I É T É S F O N D A M E N T A L E S D E S C O R P S D I É L E C T R I Q U E S . 

§ 1. — Équilibre électrique sur les diélectriques mauvais conducteurs. 

Uu diélectr ique est dit mauvais conducteur si toute charge 

électr ique placée en un point de ce corps est assujettie à y de

meurer indéfiniment. Cette invariabil i té des charges électr iques 

n ' empêche d'ailleurs nul lement l 'état de polarisation de ce dié

lectrique d'être variable. 

U n diélectr ique est dit parfaitement doux s'il a, à chaque 

instant, un état de polarisation qui fasse prendre la plus petite 

valeur possible au potentiel thermodynamique interne du système 

qui renferme ce dié lec t r ique . 

Il peut exister des diélectr iques qui ne soient pas parfaitement 

doux, comme il existe des corps magnétiques qui ne sont pas par

fai tement doux . Ces corps seront dits diélectriques doués de force 

coercitive. 

Proposons-nous de rechercher quel est l 'état de polarisation d'un 

diélectr ique mauvais conducteur et parfaitement doux soumis à 

l 'action de corps électrisés et doués de polarisation diélectr ique. 

Supposons , pour ne point trop compl iquer notre étude, qu ' i l 

s'agisse d'un corps isotrope que nous désignerons par l ' indice 1. 

L e potent ie l thermodynamique interne du système se compose 

de termes qui varient avec l 'état de polarisation du corps 1 et 

d'autres termes qui sont indépendants de l'état de polarisation de 

ce corps . Si l 'on efface certains de ces derniers , ce potent iel aura 

pour expression, d'après les égalités ( 1 1 ) et (16 ) du Chapi t re p ré 

cédent, 



la première intégrale s 'étendant à l 'espace tout ent ier , et la 

seconde au volume du corps 1. 

Supposons la quantité # ( 3 1 o ) positive; nous verrons tout à 

l 'heure qu ' i l en est forcément ainsi pour tous les diélectr iques. 

Alors la quantité § sera assurément posit ive pour tous les états 

de polarisation du corps 1 ; l ' ensemble des valeurs que p rend la 

quantité S pour les divers états de polarisat ion du corps 1 forme 

donc un ensemble de valeurs l imité infér ieurement ; si, par ana

logie avec ce qu'a fait Le jeune-Dir ich le t pour démontrer le p r in 

cipe auquel on a donné son nom, on admet que la quantité § pré 

sente un min imum, on arrivera à conclure que : 

Sur le diélectrique 1, soumis à l'action d'autres corps élec

trisés et polarisés, il existe au moins un état de polarisation 

correspondant à un équilibre. 

Cherchons les lois de cet état de polarisation. 

Pour ce la , reprenons l 'express ion du potent ie l the rmodyna

mique interne du système donnée par les égalités (8) et ( I I ) du 

Chapi t re I : 

Supposons que, en tout point du corps 1, les composantes X, 

i)!), G de l ' induct ion éprouvent des variat ions Sx, Sift, o 3 , et éga

lons à o la variation qui en résulte pour Sj . 

L ' ensemble de termes 

ne subira aucune variation. 

Nous aurons ensuite 



O n a donc 

Cet te quantité doit être égale à o quelles que soient les varia

tions arbitraires SJU, SiiS), § 3 . S i donc on pose 

(1) 

on voit que l 'on devra avoir , en tout point du corps 1, 

(2) 

Tel les sont les égalités qui définissent l 'état de polarisation d'un 

diélectr ique parfaitement doux . Ces égalités sont analogues à celles 

qui définissent l 'état d 'aimantation d'un corps parfaitement doux . 

El les peuvent se traiter de la même manière . 

En reprenant les démonstrat ions données au L ivre I X , Cha

pitre V I , on voit que, si la fonction F(Dfu) était négative, 

L'équilibre défini par les équations (2 ) serait instable. L a 

fonction F(3To) est donc forcément posi t ive . 

D è s lors, comme, d'après l 'équat ion ( 1 ) , on a 

(3 ) 

on voit que la fonction / ( O i t ) est, elle aussi , posi t ive pour tous 

les diélectr iques . 

E n reproduisant les démonstrat ions données au L i v r e I X , Cha

pitre III, on arriverait à la conclus ion suivante : 

Si la quantité F(DÏL) décroît lorsque 3TL augmente, demeure 

indépendante de 311, ou croit faiblement avec 31 , l'état de 

polarisation défini par les égalités ( 2 ) est unique, et il corres

pond à un équilibre stable. 

Prenons un diélectr ique soustrait à l 'act ion de tout corps élec-



trisé et ne portant lui-même aucune charge é lect r ique. Les équa

tions d 'équil ibre seront évidemment vérifiées si l 'on suppose la 

polarisat ion nulle en tout point du diélectr ique. O r un seul état 

d 'équil ibre est possible sur ce dié lect r ique. D o n c , lorsqu'un dié

lectrique parfaitement doux est placé hors d'un champ élec

trique, il ne présente aucune polarisation. 

L a classique expér ience de la boutei l le de Leyde démontable , 

due à Frank l in , montre que le verre , polarisé dans un champ 

électr ique, peut demeurer polarisé lorsqu 'on le place hors de ce 

champ. Matteucci a mis en évidence la polarisation résiduelle du 

blanc de baleine et des lames de mica. Cet te polarisation rési

duel le , analogue à l 'aimantation résiduelle d'un morceau de fer 

soustrait à l 'action d'un champ magnét ique , ne peut s 'expl iquer 

qu 'en attribuant une force coerci t ive aux diélectr iques étudiés. 

(4) 

O n donne le nom de pouvoir inducteur spécifique à la quan

tité D définie par l 'égalité 

§ 2. — Du pouvoir inducteur spécifique. 

L a fonction F ( 3 ï l ) j o u e , dans l 'étude des diélectr iques, le même 

rôle que la fonction magnétisante dans l 'étude des aimants . Nous 

lui donnerons le nom de fonction polarisante. 

Dans l 'é tude du magnét isme, il est fait grand usage de l 'approxi

mation de Poisson qui consiste à regarder la fonction magnétisante 

comme indépendante de l ' intensité d 'aimantation ; de même, ic i , il 

y a intérêt à faire l ' approximat ion qui consiste à regarder la fonc

tion polarisante comme indépendante de l 'intensité de polarisa

tion, et à la remplacer par un coefficient de polarisation con

stant k. Les équations (2 ) deviennent alors 

(5) 



C'est l 'analogue de la quantité à laquelle Sir W . T h o m s o n a donné, 

en Magnét i sme, le nom de perméabilité magnétique. 

§ 3. — Équilibre électrique sur un corps conducteur placé en présence 
de diélectriques. 

Imaginons maintenant un système renfermant un corps conduc

teur, c'est-à-dire un corps sur lequel les charges électr iques sont 

susceptibles de varier . Ce corps peut, d 'ai l leurs, présenter une 

polarisation dié lect r ique. Cherchons à quel le condit ion l 'équil ibre 

électr ique sera établi sur ce corps. 

Imaginons que l 'on modifie la distribution sur ce corps sans 

changer son état ni sa polarisation diélectr ique. D'après l ' éga

lité (23 bis) du Chapi t re précédent , les seuls termes variables du 

potentiel thermodynamique interne du système sont les termes 

I1 est facile de voir que l 'on a 

enfin un calcul souvent fait nous donne 

On a donc 

( 5 ) 

Cette quantité doit être égale à o, mais non pas quelles que 

soient les quantités $q. E n effet, la variation imposée au système 

doit laisser constante la charge électrique du conducteur . O n doit 

donc avoir 

Dès lors , d'après un théorème connu du calcul des variations, il 

D. — II. 23 



doit exister une constante G telle que la quantité 

soit égale à o quelles que soient les quantités oq. En d'autres 

termes, pour que l'équilibre électrique soit établi sur un corps 

conducteur, il faudra que l'on ait, en tous les points de ce 

corps, 

( 6 ) 

Si le corps est à la fois un corps conducteur et un diélectrique 

parfaitement d o u x , l 'équi l ibre ne sera établi sur ce corps que si 

les conditions (2) et (6 ) y sont à la fois satisfaites. 

Considérons un système formé : 

1° D ' u n ou de plusieurs corps 1, qui sont à la fois bons conduc

teurs et diélectriques parfaitement d o u x ; 

2 0 D ' u n ou de plusieurs corps 2, qui sont dié lect r iques parfai

tement doux, mais parfaitement mauvais conducteurs ; 

3° D ' u n ou de plusieurs corps 3, dont l 'état d 'électrisation et 

l 'état de polarisation sont invariables. 

On démontrera sans peine, en suivant les méthodes que nous 

avons constamment employées dans l 'é tude de l 'électricité et du 

magnét isme, que, sur un semblable système, un seul état d 'équi

libre est possible et que c'est un état d 'équi l ibre stable. 

Prenons un corps à la fois diélectrique parfaitement doux et bon 

conducteur . Les condit ions (2 ) et (6) seront, nous l 'avons dit, à 

la fois vérifiées pour ce corps . Or , d'après la condit ion ( 6 ) , on a 

Les égalités (2 ) deviennent donc 

( 7 ) 



Dans le cas où le corps est homogène , ces égalités se réduisent à 

(8) 

A i n s i , dans un corps homogène qui est à la fois bon con

ducteur et diélectrique parfaitement doux, il ne subsiste 

aucune polarisation diélectrique au moment de l'équilibre. 

O n a, à l ' intérieur de ce corps , d'après l 'égali té ( 6 ) , 

Mais, comme il n 'y a, à l ' intérieur de ce corps , aucune polarisation 

diélectr ique, on a, en tout point intérieur à ce corps, 

O n a donc aussi 

Lorsqu'un corps à la fois bon conducteur et diélectrique 

parfaitement doux est en équilibre, il n'y a pas d'électricité 

libre à son intérieur. 

O n voi t donc que tous les résultats établis au L i v r e II pour la 

distribution électr ique sur les corps homogènes qui sont bons con

ducteurs demeurent exacts , même lorsque l 'on admet la possibil i té 

d'une polarisat ion d ié lec t r ique , pour les corps à la fois bons con

ducteurs et diélectr iques parfaitement doux . Lorsque nous c o m 

plétons la théorie des phénomènes électr iques en introduisant la 

polarisation diélectr ique dans nos ra isonnements , nous ne perdons 

aucun des résultats déjà acquis . 

§ 4. — Propriétés d'un condensateur à lame isolante diélectrique. 
Mesure du pouvoir inducteur spécifique. 

Imaginons un condensateur formé de la manière suivante : une 

surface fermée S. ( f i g . 25) entoure un corps bon conducteur et 

diélectr ique parfaitement doux 1, formant armature interne. 

A l 'extér ieur de la surface S 1 , un espace 2 est v i d e ; il est l imité 

par une surface fermée S 2 , e n v e l o p p a n t s , . 

Entre la surface S 2 et une surface fermée S 3 qui l 'enveloppe est 

un espace 3 rempli par un diélectr ique parfaitement doux , mais 

parfaitement mauvais conducteur . 



A la surface S 3 succède un nouvel espace vide 4 que l imite e x 

térieurement une surface fermée S4, enveloppant la surface S 3 . 

Entre la surface S 4 et une surface fermée S 5 qui l 'enveloppe se 

trouve un espace S rempli par la même substance que l 'espace 1. 

Enfin l 'espace il l imité 6, extérieur à la surface S 5 , est un espace 

vide. 

L e corps 1 est mis en communicat ion par un fil de même sub

stance avec un corps très é lo igné , également de même substance, 

maintenu au niveau potent ie l U ( source ) . 

L e corps o est mis en communicat ion par un fil de même sub

stance avec un corps très é lo igné , également de même substance, 

maintenu au niveau potent iel o ( so l ) . 

L e corps 3 ne renferme aucune charge électr ique. D e plus, nous 

admettrons qu ' i l a un coefficient de polarisation diélectr ique k 

indépendant de l ' intensité de l ' induct ion dié lec t r ique . 

Nous nous proposons de déterminer l 'état d 'électrisation et de 

polarisation d'un semblable condensateur. 

Cet te détermination se ramène évidemment à celle des deux 

fonctions V et U. 

Ces deux fonctions sont continues dans tout l 'espace et égales 

à o à l 'infini à la manière d'une fonction potentiel le . 



La fonction V admet, dans tou t l 'espace, des dérivées partielles 

du premier ordre qui sont finies et continues sauf sur les sur 

faces S1 et S4, ; il est aisé, en effet, de voir que la surface S 5 n 'es t 

pas électr isée; il suffit, pour cela, de remplacer le diélectrique 

polarisé par une couche superficielle équivalente et d 'appliquer 

les théorèmes connus sur l ' induct ion électrostatique des conduc

teurs creux. Dans chacune des régions 1, 2 , 3 , 4, 5 , 6, la fonc

tion V est ha rmon ique . 

La fonction H) est harmonique dans chacune des régions 1, 2 , 

4 , S, 6. Elle l 'est aussi dans la région 3 . Dans cette région, en 

effet, les égalités ( 3 ) sont satisfaites. Si l 'on différentie la p r e 

mière de ces égalités par r appor t à la seconde par rappor t à y, 

la troisième par rapport à z, et si on les ajoute membre à membre 

les résultats obtenus , on trouve 

Si l 'on observe que l 'on a, dans cette région, 

on voit que l 'on a 

ou bien, puisque k ne peu t être négatif, 

A l'intérieur du conducteur 1, d 'après ce que nous avons dit 

au paragraphe précédent , V aura une valeur constante V1 et H) une 

autre valeur constante M1. De plus , comme il doit y avoir équi

l ibre entre le conducteur 1 et la source, nous aurons 

(9) 

Dans l'espace 2 , U cont inuera à avoir la valeur constante tHlt, 

car ses dérivées premières n 'éprouvent pas de discontinuité à la. 

traversée de la surface S 1 . Au con t ra i re , V aura une valeur va

riable. 

Dans l 'espace 5, V et U auront des valeurs constantes. Comme 

les dérivées partielles du p remier ordre de ces fonctions sont con

tinues sur la surface S 5 , ces fonctions auront encore les mêmes 



valeurs constantes dans l 'espace 6. O r , chacune d'elles étant égale 

à o à l 'infini, on voit que, dans les espaces 5 et 6, on a 

La fonction M a ses dérivées partielles du premier ordre conti

nues à la traversée de la surface S 4 . D o n c , dans l'espace 4 , on a 

encore 

tandis que la fonction V varie. 

Enfin, dans l'espace 3 , les deux fonctions V et 1P sont variables. 

En un point de la surface S 2 , on a 

on a aussi 

et 

L 'égal i té précédente devient donc 

(10) 

Une égalité analogue a l ieu pour tous les points de la su r 

face S 4 . 

Il nous est maintenant facile d ' indiquer la marche à suivre pour 

résoudre le p roblème proposé . 

Soi t v une fonction égale à 1 dans l 'espace 1 et sur la surface S1 ; 

à o dans les régions 5 et 6 et sur la surface S 4 ; harmonique dans 

les régions 2, 3, 4 . 

Soi t w une fonct ion égale à 1 dans les régions 1 et 2 et sur la 

surface S 2 ; à o dans les régions 4, S et 6 et sur la surface S 3 ; 

harmonique dans la rég ion 3 . 

L a détermination de ces deux fonctions s 'obtient en résolvant 

deux fois le problème de Le j eune -Di r i ch l e t . 

Quel les que soient les deux constantes U] et V 1 , les deux for

mules 

(11) 



donnent la forme générale des fonctions satisfaisant à toutes les 

condit ions que nous venons d 'énumérer, sauf aux condit ions e x 

pr imées par les égalités (9 ) et ( 1 0 ) . S i l 'on observe d'ailleurs que 

le problème doit admettre une et une seule solut ion, on voit que 

cette solution sera fournie par les égalités ( 1 1 ) , p o u r v u que l 'on 

détermine les constantes V1 et U1 de la manière suivante : 

1° O n a 

(9 bis) 

2° Prenant un point P soit sur la surface S 2 , soit sur la sur

face S 3 , on a 

(10 bis) 

Un cas intéressant est celui où le diélectr ique rempli t complè 

tement l ' intervalle des deux armatures. O n a alors, évidemment , 

Les égalités (9 bis) et (10 bis) donnent 

O n a donc, pour expression de la charge du conducteur 1, 

L a capacité du condensateur , c'est-à-dire la quantité ^ j , a pour 

valeur 

Si le diélectrique est remplacé par le vide, ce qui revient à rem

placer k par o, on obt ient un nouveau condensateur dont la capa

cité, inférieure à la précédente , a pour valeur 

O n a donc 

D étant le pouvoir inducteur spécifique du diélectr ique. 

L a solution générale se simplifie dans le cas où les surfaces S 2 , 



S 3 , S 4 sont des surfaces de niveau extérieures du conducteur 1. 

Soi t W une fonction harmonique dans tout l 'espace extér ieur à 

la surface S t , égale à o à l 'infini et à 1 sur la surface S, ; soient 

a 2 , a 3 , a.., les valeurs de cette fonction sur les surfaces S 2 , S 3 , S. ( . 

Il est facile de voir que les deux fonctions désignées dans ce qui 

précède par v et w sont ici définies par les égalités suivantes : 

(12) 

(dans les régions 2 , 3, 4 

( dans la région 3). 

En un point quelconque P de l 'une des surfaces S 2 ou S 3 , on a 

L 'égal i té (10 bis) devient donc 

Jointe à l 'égalité (9 bis), cette égali té donne 

( 1 3 ) 

Les égalités ( 1 1 ) , (12) et (13) déterminent les deux fonctions V 

et H, et, par conséquent , résolvent le p roblème que nous nous 

sommes posé. 

Cherchons la charge du conducteur 1. 

Cette charge Q aura pour va leur 

ou b ien , en ver tu des égalités ( 1 1 ) et ( 1 2 ) , 



ou enfin, en vertu des égalités (13), 

Comme 

l 'égal i té précédente devient 

La capacité du condensateur est le rapport de cette charge Q a u 

produi t e U de la constante des lois de Cou lomb par le niveau 

potent iel de la source. Si C désigne cette capaci té , on voi t que 

l 'on peut écrire 

(14) 

Faisons décroître au delà de toute l imite l 'épaisseur du d ié lec

trique ; cette capacité tendra vers une certaine l imite T qui s 'ob

tiendra en faisant dans la formule (14), a a = A 3 - O n aura donc 

C'es t la capacité du condensateur privé de lame diélectr ique. 

L a formule (14) peut alors s 'écrire 

( 1 5 ) 

Cette formule montre comment la capacité du condensateur 

varie avec l 'épaisseur de la lame dié lect r ique. S i la lame d ié lec

tr ique, d 'abord supprimée, croît j u squ ' à rempli r ent ièrement l ' in 

tervalle des deux armatures, la quantité ( a 2 — a 3 ) croî t depuis o 

jusqu ' à (1 — a.,) et la capacité du condensateur croît depuis T j u s 

qu'à la l imite 

Cavendish avait découver t , dès 1 7 7 1 , que l ' in t roduct ion d 'un 

isolant solide entre les deux plateaux d 'un condensateur augmen

tait la capacité de ce condensateur . Faraday, qui ignorai t ces r e 

cherches , publ iées seulement en 1879 par Maxwe l l , retrouva de 

son côté le même fait en 1837 . 



La formule ( 1 5 ) permet de déterminer la constante k et, par 

conséquent , le pouvoir inducteur spécifique 

Prenons, en effet, deux condensateurs ident iques , dont l 'un 

renferme une lame dié lec t r ique , tandis que l 'autre n 'en renferme 

pas. L e rapport de leur capacité peut être mesuré par diverses 

méthodes. O r ce rapport aura pour valeur, d'après la formule (15 ), 

( 1 6 ) 

C 

La mesure de — fera donc connaître k si l 'on connaî t ou, oc3, a.,. 

Supposons que les surfaces S ) 5 S 2 , S 3 , S / ( soient des sphères 

concentr iques de rayons R t , R 2 , R 3 , R/,. So i t r la distance d'un 

point de l 'espace au centre commun de ces sphères . O n aura 

et l 'égali té (16) deviendra 

( 1 7 ) 

Par cette égali té, on peut déterminer le pouvoi r inducteur spé

cifique. 

S i , comme Cavendish ou Faraday, on emploie deux condensa

teurs identiques dont l 'un est dépourvu de lame dié lec t r ique , tan

dis que, dans l 'autre, le diélectr ique rempl i t l ' intervalle des deux 

armatures, on aura, quelle que soit leur forme, ainsi que nous 

l 'avons vu plus haut, 

et alors, comme nous l 'avons vu, 

( 1 8 ) 



§ 5. — Causes d'erreur. — Expériences de Gaugain. 

La relation ( 1 7 ) permet , nous l 'avons dit, de déterminer le pou

voir inducteur spécifique des corps sol ides ; la relat ion (18) pe r 

met de déterminer le pouvoi r inducteur spécifique non seulement 

des solides, mais encore des l iquides et des g a z . 

L 'é tabl issement de ces relations est subordonné à certaines con

ditions qu ' i l n 'est pas toujours facile de réaliser dans la pra t ique, 

en sorte que la mesure des pouvoirs inducteurs spécifiques pré

sente de grandes difficultés. 

V o y o n s quelles sont ces causes d 'erreur : 

1° La théorie précédente suppose le dié lectr ique parfai tement 

mauvais conduc teur . O r , tous les corps sont plus ou moins c o n 

ducteurs . D è s lors , l 'état que nous venons de décrire ne sera pas, 

pour le système, un état d 'équi l ibre . Dans l 'état d 'équi l ibre , la 

distribution électr ique sur le système sera indépendante de la na

ture du d ié lec t r ique; elle s 'obtiendra en appliquant au dié lec

trique les lois de la dis t r ibut ion sur un corps conducteur . 

Si donc on charge un condensateur dont la lame diélectrique 

soit médiocrement conductr ice , la distr ibution électr ique et dié

lectr ique sera, au début, définie par les formules p récéden tes ; 

puis cet état se modifiera peu à peu et, au bou t d 'un temps plus 

ou moins long selon la nature du dié lec t r ique , toute polarisation 

aura disparu; la distr ibution sur le système sera la même que si 

l 'on remplaçai t le diélectr ique par un conducteur non polarisable. 

Ces considérations rendent compte des observations de G a u 

gain ( 1 ) . 

Reprenons le condensateur représenté par la fig. 25; imaginons 

encore que les surfaces S 2 , S 3 , S 4 soient des surfaces de niveau 

du conduc teur 1 ; mais supposons de plus que l 'espace 3 soit rem

pli par un corps bon conduc teur . O n verra sans peine que la 

fonction V doit être cont inue dans tout l 'espace, constante et 

égale à U à l ' intér ieur du corps 1, harmonique dans l 'espace 2 , 

( 1 ) GAUGAIN, Mémoire sur la conductibilité électrique et la capacité induc-
tive des corps isolants (Annales de Chimie et de Physique, 4* série, t. II, 
p. 276; 1864). 



constante dans l 'espace 3, harmonique dans la région 4, égale à o 

dans les régions 5 et 6. D e plus , la charge totale du conducteur 3 

est supposée égale à o. 

Ces condi t ions , on le sait, déterminent une et une seule fonc

tion V . 

Que l l e que soit la constante K , on satisfait à toutes ces condi

tions, sauf à la dernière , en posant 

Dans la région 1 

Dans la rég ion 2 

Dans la région 3 

Dans la région 4 

Dans les régions S et 6 . . 

Ces formules détermineront la fonction V si l 'on choisi t la con 

stante K de manière que la charge totale du conducteur 3 soit 

égale à o. 

O r la charge de la surface S2 est 

La charge de la surface S 3 est 

Si l 'on remarque que l 'on a 

on voit que l 'égalité 

devient 

ou bien 



O n a alors 

( 1 9 ) 

Dans la région 1 

Dans la région 2 

Dans la région 3 

Dans la région 4 

Dans les régions 5 et 6 . 

Ces formules (19 ) déterminent la distr ibution électr ique sur le 

condensateur à lame conductr ice ; elles déterminent aussi la dis

tr ibution l imite qui s 'établit au bou t d'un temps plus ou moins 

long sur le condensateur à lame dié lec t r ique . 

La charge du col lecteur est 

et, comme 

( 2 0 ) 

Dans les expér iences de Gauga in , les surfaces S 1 , S 2 , S 3 , S4 

étaient des plans para l lè les ; d 'une expér ience à l 'autre, on faisait 

varier l 'épaisseur de la lame d ié lec t r ique , c 'est-à-dire la distance 

des deux plans S 2 , S 3 . Mais la distance des plans S 1 , S 2 , d 'une 

part, et la distance des plans S 3 , S 4 , d'autre part , étaient, par l ' in

terposit ion de pastilles de gomme laque , maintenues les mêmes 

dans toutes les expér iences . D è s lors , dans toutes les expér iences , 

les deux b inômes (1 — a 2 ) et ( a 3 — - a 4 ) reprenaient les mêmes va

leurs . 

L a charge l imite Q , devait , dans ces condi t ions , être indépen

dante de l 'épaisseur du d ié lec t r ique et de sa na ture ; elle devait 

être ident ique à la charge immédia tement obtenue en remplaçant 

le mauvais conducteur par un bon conducteur . 

Les résultats obtenus par Gauga in sont conformes à ces indica

tions de la théor ie ; voici ces résultats : la charge du col lec teur est 



mesurée par le nombre d 'ét incelles obtenues en le déchargeant au 

travers de l 'é lectromètre- jauge. 

Disque interposé. 

Zinc 

Ac ide s téar ique (épa i s 

seur 6 m m ) 

Charge 
du 

Temps. collecteur. 

A u b o u t de quelques instants 21 

A u bout de quelques instants 13 

A p r è s une charge de 6 minutes 20 

A p r è s une nouvel le charge de 1om 21 

Ac ide stéarique ( épa i s 

seur 17""") 

Après une charge de quelques instants . . g 

A p r è s une nouvel le charge de 5m . . . 14 

1 1 m . . . . 14 

20 m 16 

2h 1 5 m . . . . 1 g 

2 h , 4o m 20 

G u t t a - p e r c h a ( é p a i s 

seur 6 m m ) 

Après une cha rge de quelques ins tants . . i5 

A p r è s une nouve l l e charge de 5 m . . . . 17 

1 o m . . . 21 

2 0 m . . . . 22 

Gomme laque ( é p a i s 

seur 6 m m ) 

Après une charge de quelques ins tants . . 14 

A p r è s une nouvel le charge de 5m 20 

2 0 m 22 

Soufre (épaisseur 6 m m ) . 
Après une charge de quelques ins tan ts . . 15 

A p r è s une c h a r g e de 7 h 3 o m 21 

2 0 L a difficulté que nous venons de signaler n'est pas la seule 

que présente la détermination des pouvoi rs inducteurs spécifiques. 

S i , comme dans les expér iences de Cavend i sh et de Faraday , le 

diélectr ique est en contac t avec les armatures du condensateur , 

et si, de plus , le dié lectr ique n 'es t pas parfaitement isolant, il y 

aura pénétrat ion d 'é lectr ici té dans le d ié lect r ique, contrairement 

aux condit ions supposées par la théorie précédente . 

3" Enfin la théorie p récédente suppose le d ié lec t r ique parfaite

ment doux , ce qui , comme nous l 'avons vu , n 'est loin d'être exact 

pour tous. 

§ 6. — Courant permanent dans un diélectrique. 

Si un dié lect r ique n'est pas parfai tement mauvais conduc teur , 

il peut être le siège de courants é lec t r iques . Que l l e s seront les lois 



auxquel les obéiront de semblables courants parvenus au régime 

pe rmanen t? 

Nous fonderons l 'é tabl issement de ces lois sur l 'hypothèse qui 

nous a constamment servi , aux L i v r e s V et V I , dans l 'étude de ce 

genre de ques t ions . 

Nous calculerons l ' express ion du potent ie l the rmodynamique 

interne § qu 'aurai t le système si, arrêtant à un instant donné tous 

les courants, on conservait au système son état d 'électrisation et 

de polarisat ion. 

A une charge dq placée en un point M , nous donnerons une 

translation infiniment peti te quelconque (ox, hy, Ss ) . L a quanti té S' 

subira une variation h3. Nous admettrons que l 'on a, quels que 

soient Sx, $y, Ss, 

a, ç, w étant les composantes du flux électr ique au point M et H la 

résistance électrique spécifique en ce point . 

App l iquons cette hypothèse . 

D 'après l 'expression (23 bis) du potent iel thermodynamique 

interne, nous aurons 

Notre hypothèse conduira donc aux égal i tés suivantes 

(21) 

En outre, si le diélectr ique est parfai tement doux , les égali tés ( a ) 

sont satisfaites en tout point . 

Bornons-nous à étudier un diélectr ique homogène , parfai tement 

doux , ayant un coefficient de polarisation constant. Dans ces c o n -



dit ions, les égalités ( 2 1 ) , jointes à l 'égalité 

qui expr ime que le courant est uniforme, donnent 

( 2 2 ) 

D'aut re part, les égalités ( 4 ) donnent 

ou bien, à cause de l 'égal i té , 

(23) 

k ne peut jamais être négatif ; dès lors , la comparaison des éga

lités (22 ) et (23 ) donne les deux égali tés 

(24) 

( 2 5 ) 

L'égal i té (24) nous enseigne que , dans un diélectrique homo

gène, parfaitement doux, à coefficient de polarisation con

stant, parcouru par un courant permanent, la polarisation est 

à la fois solénoïdale et lamellaire simple. 

L'éga l i t é (25) nous enseigne q u ' à l ' i n t é r i eur de ce diélectrique 

il n'y a pas d'électricité libre. 

La comparaison des égalités (6 ) et ( 21 ) donne, pour un diélec

trique homogène , 

(26) 

D'après ces condi t ions , dans un semblable diélectrique, l'in

tensité de polarisation est, en chaque point, dirigée comme le 

flux électrique ; elle lui est proportionnelle en grandeur ; le 

coefficient de proportionnalité est le produit du coefficient de 

polarisation diélectrique par la résistance spécifique. 

L e s équations que nous venons de donner supposent essentiel

lement que le régime permanent est établi ; elles ne peuvent servir, 



du moins sans justification préalable, à étudier l'état variable d'un 
condensateur à lame diélectrique. 

Nous pourrions étendre indéfiniment l'étude des corps diélec-
triques et reprendre pour eux la plupart des questions que nous 
avons traitées pour les aimants; nous ne nous y attarderons pas; 
c'est ainsi que nous laisserons au lecteur le soin d'étendre aux 
cristaux diélectriques ce que nous avons dit au sujet des cristaux 
magnétiques ( 1 ) . 

(1) Voir au sujet des propriétés diélectriques des cristaux : Jacques CURIE, 
Recherches sur le pouvoir inducteur spécifique et la conductibilité des corps 
cristallisés (Annales de Chimie et de Physique, 6e série, t. XVII, p. 385; 1889). 



CHAPITRE III. 

ATTRACTIONS DES CORPS ÉLECTRISÉS PLONGÉS DANS UN MILIEU 

DIÉLECTRIQUE. 

§ 1. — Distribution électrique sur des corps conducteurs 
plongés dans un milieu diélectrique. 

Tou t en laissant au lecteur le soin d'étendre aux corps d ié lec

triques les théories que nous avons développées en étudiant les 

corps magnétiques, il est une question que nous allons examiner 

ici en détail, parce qu 'el le donne lieu à des remarques auxquel les 

ne prêtait pas l 'étude des aimants : nous voulons parler de la 

recherche des lois auxquel les obéissent les attractions des corps 

électrisés plongés dans un milieu diélectr ique. 

Nous avons vu (L iv re I X , Chap . V I I I et I X ) que les propriétés 

des corps diamagnétiques ne pouvaient s 'expl iquer qu 'en admet

tant, clans les espaces qui nous semblent vides, l 'existence d'un 

fluide doué de propriétés magnét iques ; les expériences de 

M . P . Joubin (L iv re I X , C h a p . V I I I ) semblent même indiquer 

que ce fluide est doué de force coerc i l ive . 

Si l 'on admet l 'exis tence d'un semblable fluide doué de p ro 

priétés magnét iques , il est naturel de supposer qu'i l puisse être 

doué aussi de propriétés dié lectr iques; tous les corps électrisés 

que nous observons seraient donc plongés dans un milieu polar i -

sable. 

Alors se pose la question suivante dont l ' importance, grande 

par elle-même, augmente encore par le rôle qu 'e l le joue dans la 

discussion de certaines théories : 

Si l'on suppose que les actions mutuelles des corps électrisés 

plongés dans un milieu isolant idéal, incapable de s'électriser 

ou de se polariser, soient données par les lois de Coulomb, 



quelle perturbation apporte, aux conséquences de ces lois, la 
présence d'un milieu diélectrique dans lequel ces corps sont 
censés plongés? 

C'es t cette question que nous allons examiner dans le présent 
Chapi t re . 

Commençons par étudier les lois de la distribution électrique 
sur des corps conducteurs plongés dans un milieu diélectr ique. 

Nous désignerons par V la fonction potentielle de la distribution 
électr ique, et par W la fonction potentielle de la distribution d i 
électr ique. La condit ion d 'équil ibre sur un corps conducteur sera 
alors 

(1) 

La densité électr ique en un point de la surface de séparation du 
corps conducteur et du milieu diélectr ique a pour valeur 

C o m m e l'égalité (1) donne 

la relation précédente peut s 'écrire 

( a ) 

D'autre part, en désignant par X, ilî>, 3 les composantes de l ' in
tensité de polarisat ion, on a, en un point quelconque de la sur
face de séparation considérée, 

S i , dans cette égali té, on remplace JU, i)!>, 3 par les valeurs que 
donnent les.égalités (2) du Chapi t re précédent , on trouve 

(3) 

en sorte que l 'égalité ( 2 ) devient 

( 4 ) 



A l'intérieur du diélectrique, les fonctions D et V vérifient les 

équations aux dérivées partielles 

( 5 ) 

Les conditions (1), (3) et; ( 5 ) déterminent les deux fonctions V 

et 1) quand on se donne la nature des conducteurs et la charge sur 

chacun d ' eux ; on sait qu'a lors sont connus l'état d'électrisation 

du conducteur et l'état de polarisation du milieu diélectr ique. 

D e ces équations générales ne se dégage aucune conclusion in 

téressante; il n'en est plus de m ê m e clans le cas particulier défini 

par les hypothèses suivantes : 

1° O n néglige les variat ions que la quantité 0 présente à l ' in

térieur de tous les conducteurs , même de ceux qui nous semblent 

homogènes ; 

2° O n néglige les var ia t ions de la fonction F ( O ï l ) avec l ' inten

sité de polarisation; on la remplace par une constante k. 

Moyennant ces hypo thèses , l 'égalité ( 1 ) devient 

et l 'égalité (4) devient 

( 6 ) 

Considérons la fonction 

Cet te fonction est constante à l ' intérieur des corps conducteurs ; 

d'après les égalités (6 ) , elle vérifie l 'équation de Laplace en dehors 

des corps conducteurs ; elle représente donc la fonction potentielle 

d'une distribution qui serait en équilibre sur les corps conduc

teurs plongés dans un mil ieu non électrisable et non polarisable ; 

en un point de la surface de ces conducteurs , la densité aurait 

pour valeur 

c'est-à-dire a-, d'après l 'égalité ( 6 ) ; d'où la conclusion suivante : 

Moyennant les restrictions indiquées, l'électricité se distri

bue sur un système de corps conducteurs plongés dans un mi

lieu diélectrique comme si ce milieu était remplacé par un 

milieu non polarisable. 



Ce théorème s'étend au cas où le milieu renferme un corps 

diélectrique parfaitement doux, dépourvu de toute charge é l ec 

trique, et dont le coefficient de polarisat ion est constant. Dans ce 

cas, en effet, les fonctions V et 10 vérifient les égalités données 

dans ce qui précède; de plus , à l ' intérieur du corps diélectr ique 

considéré, on a 

et, à la surface de ce corps, 

En vertu de l 'avant-dernière égali té, cette dernière peut s'écrire 

La fonction U = ( i + \r:tk) ( V -+- 10) satisfait donc aux cond i 

tions suivantes : 

E l le est continue dans tout l 'espace ; 

El le est harmonique à l ' intérieur du corps diélectrique et dans 

l 'espace extérieur au corps diélectr ique et au corps conducteur ; 

El le est constante à l ' intérieur du corps conducteur ; 

El le vérifie, à la surface de séparation du diélectrique et du mi 

l ieu, l 'équation 

Considérons une quantité y définie par l 'égalité 

( 7 ) 

A l ' intérieur du corps diélectr ique, imaginons une polarisation 

dont les composantes aient pour valeur 

(8) 



à la surface du corps conducteur , plaçons une distribution dont la 

densité ait pour valeur 

Cette distribution, on le voi t aisément, aurait pour fonction po

tentielle, tant électrique que dié lectr ique, la fonction U ; de plus , 

elle assurerait l 'équil ibre du système supposé plongé dans un m i 

lieu idéal, non électrisable et non polar isable . 

O r la densité de la couche électr ique que le corps conducteur 

porte dans cette distribution est identique à la densité de la couche 

qu' i l porte lorsqu ' i l est p longé dans le milieu polarisable. 

Lorsque le diélectrique est p longé dans le mil ieu polarisable, ii 

prend en chaque point une polarisat ion dont les composantes ont 

pour valeur 

(9) 

Si l 'on compare ces égalités (9) aux égalités ( 8 ) , on t rouve 

ou bien, en vertu de la relat ion ( 7 ) , 

( 1 0 ) 

O n arrive ainsi à la proposi t ion suivante : 

Supposons que l'on veuille trouver la distribution des 



charges électriques et de la polarisation diélectrique sur un 

système formé de corps conducteurs et de corps diélectriques 

parfaitement doux, plongés dans un milieu diélectrique. Nous 

pouvons supprimer ce milieu diélectrique, chercher l'état d'é

quilibre des conducteurs et des corps diélectriques, en attri

buant à chacun de ceux-ci non pas son coefficient de polarisa

tion véritable, mais un coefficient fictif défini par l'égalité (7). 

On obtiendra alors, sur les corps conducteurs, la densité élec

trique cherchée et, sur les diélectriques, une polarisation dont 

il suffira de multiplier les composantes par ^, K ^ pour avoir les 

composantes de la polarisation cherchée. 

Lorsque le système renferme non plus seulement des corps bons 

conducteurs ou des corps diélectr iques parfaitement doux , mais 

encore des corps mauvais conducteurs électrisés ou des corps d i 

électr iques doués de force coerci t ive , il n 'existe plus aucune règle 

simple permettant d'en ramener l 'étude à celle d'un système 

plongé dans un milieu isolant idéal. 

§ 2. — Attractions entre corps plongés dans un milieu diélectrique. 

Considérons divers corps électrisés, dont l 'ensemble occupe un 

espace désigné par l ' indice 1 et divers corps diélectriques dont 

l 'ensemble occupe un espace désigné par l ' indice 2, p longés dans 

un milieu diélectrique qui occupe autour d 'eux l 'espace illimité 3. 

D'après l 'égalité (16) du Chapitre I, si nous supposons que tous 

les diélectr iques considérés sont isotropes, le potentiel thermody

namique interne du système aura pour expression 

Nous allons transformer cette égalité en admettant les hypothèses 

suivantes : 

1° Les corps diélectr iques sont parfaitement doux et non é lec

trisés. 



2° Leu r coefficient d ' induct ion diélectrique ne dépend pas de 

l ' intensité de la polarisation. 

Soi t k le coefficient d ' induction diélectrique du mi l i eu ; soit k' 

le coefficient d ' induct ion diélectrique des diélectr iques plongés 

dans ce mil ieu. Nous aurons 

D'ail leurs les égalités 

donnent 

Si l 'on observe que /c et k1 sont posit ifs , ces égalités donnent 

et l 'on a 

(11) 

y étant défini par l 'égalité ( 7 ) . 

A u x restrictions déjà faites pour la démonstrat ion de cette éga

lité ( 1 1 ) , ajoutons main tenant les suivantes : 

1° O n peut négl iger les variations que la quantité 0 subit d'un 

point à l 'autre d 'un même corps électrisé. 

2 0 Les corps électrisés sont bons conducteurs . 

Soient A , B , . . . , L les divers corps électrisés du système ; 

soient 0 A , 0,., . . . , 0 L les valeurs de la quantité 0 qui leur corres

pondent, valeurs invariables si l 'état de ces conducteurs ne change 

pas ; soient Q A , Q B , Q L les charges invariables de ces c o n -



ducteurs. Nous aurons 

L e second membre est évidemment invariable. La quantité ^ Q f f 

étant une constante, nous pouvons la faire disparaître de l ' expres 

sion du potentiel thermodynamique interne. 

Si tous les corps électrisés qui composent le système sont bons 

conducteurs , nous aurons, pour chacun de ces corps , 

ou bien, puisque nous négl igeons les variations de 0 , 

ce qui exige que l 'on ait, en tout point de la région 1, 

et, par conséquent , 

(12) 

Posons 

(13) 

Nous aurons 

Élevons au carré les deux membres de ces équations et ajoutons 

membre à membre les résultats ob tenus ; nous aurons 

et l 'égali té ( 1 1 ) deviendra, en tenant compte des diverses remarques 

que nous venons de faire, 

Donnons au système un déplacement infiniment pe t i t ; les forces 



intérieures effectueront un travail d&i; le potent iel thermodyna

mique interne subira une variation Sîv; comme l 'équil ibre é lec 

trique et diélectr ique est établi sur le système, on aura 

ou bien 

La quantité 

représente le travail des forces intérieures qui agiraient dans le 

système à l 'état neutre. La quantité 

(4 ) 

.représente le travail des forces électr iques. 

Considérons un système constitué de la manière suivante : 

Il est formé de conducteurs et de diélectriques ayant même 

forme et même posi t ion que dans le système précédent . 

L e mil ieu dans lequel ils sont plongés est impolar isable . 

L e coefficient d ' induction diélectr ique des diélectr iques est la 

quantité y, définie par l 'égali té ( 7 ) . 

Sur les corps conducteurs , nous distr ibuons de l 'é lectr ici té de 

la même manière que dans le système précédent . 

Sur les corps diélectr iques, les composantes de la polarisation 

sont liées aux composantes X, ifî>, S de la polarisation dans le 

système précédent par les relat ions 

( 1 0 ) 

D'après ce que nous avons vu au paragraphe précédent , un 

semblable système est en équ i l ib re ; la fonction potent iel le de la 

distribution tant é lect r ique que diélectr ique qu ' i l porte est U . 

E n raisonnant comme nous l 'avons fait dans le cas précédent , 



on trouverait que, lorsqu'on impose une certaine variation à ce 

système fictif, les forces intérieures d 'origine électr ique effectuent 

un travail 

( 1 5 ) 

La comparaison des égalités ( 1 4 ) et (15) donne cette relation 

qui entraîne la proposi t ion suivante : 

Les actions électriques qui agissent dans le système consi

déré s'obtiennent en multipliant par (\-\-^izzk) la grandeur 

des forces qui agissent dans le système fictif que nous venons 

d'étudier, sans changer la direction de ces forces. 

Ce théorème nous permet de comparer entre elles les actions 

qui s 'exercent dans un système plongé au sein d'un mi l ieu i m p o -

larisable et les actions qui s 'exercent dans le même système plongé 

au sein d 'un milieu polar isable dont k est le coefficient de po la r i 

sation. 

L a présence du mil ieu polarisable ne change pas la direct ion 

des actions qui s 'exercent entre deux conducteurs donnés portant 

des charges données ; elle mult ipl ie la grandeur de ces actions par 

Elle ne change pas la direction des actions qui s 'exercent entre un 

conducteur donné, portant une charge donnée , et un corps d ié lec

trique dont le coefficient d ' induct ion diélectr ique k' est donné ; 

elle mult ipl ie la grandeur de ces actions par 

Elle ne change pas la direct ion des actions qui s 'exercent entre 

deux corps dié lect r iques dont les coefficients d ' induct ion k' et k" 

sont donnés et qui se polar isent sous l 'act ion de conducteurs don

nés, portant des charges données ; elle mul t ip l ie la grandeur de 

ces actions par 



O n peut encore donner du théorème précédent une interpréta

tion très simple et très intéressante. 

Posons 

(17) 

En vertu des égalités ( 7 ) et ( 1 6 ) , cette dernière égali té devient 

(18) 

En vertu des égalités (16) et ( 1 7 ) , l 'égalité (14) devient 

(19) 

D'ai l leurs , en vertu des égalités ( 7 ) et ( 1 3 ) , les égalités ( 9 ) 

deviennent 

Ces égalités, jo intes aux égalités (10) et ( 1 8 ) , donnent 

( 2 0 ) 

U est, comme nous l 'avons vu , la fonction potentiel le d'une couche 

é lect r ique, de densité a-, distribuée à la surface des conducteurs , 

et d'une polarisation, de composantes A , B , C , distr ibuée sur les 

diélectr iques . 

L e s égalités (20) conduisent alors à la conclus ion suivante : 

Si le mil ieu diélectrique était supprimé, que la constante e des 

lois de C o u l o m b fût remplacée par la constante e', que le coef

ficient d ' induct ion /V des corps diélectr iques fût remplacé par le 

coefficient y ' , la dis tr ibut ion de l 'électrici té en équi l ibre sur les 

corps conducteurs ne serait pas changée, et la polarisation en un 



point d'un corps diélectrique aurait pour composantes les quan

tités A , B , G. 

Ce premier résultat ob tenu , la comparaison des égalités (15) 

et (19) condui t à ce théorème fondamental : 

Dans un milieu diélectrique dont le coefficient d'induction 

a. la valeur k, sont plongés des conducteurs portant des charges 

déterminées et des corps diélectriques ayant des coefficients de 

polarisation déterminés. La distribution électrique et diélec

trique sur ce système et les actions qui s'exercent dans ce sys

tème sont celles que l'on calculerait si, faisant abstraction de 

l'existence du milieu diélectrique, on attribuait à la con

stante s des actions électrostatiques non pas sa valeur réelle, 

mais la valeur fictive s'= ; _^ " y. ? et, à chaque corps diélec

trique, non pas son coefficient d'induction réel, mais un coef

ficient fictif égal à l'excès de son coefficient réel sur le coeffi

cient du milieu. 

Ce théorème suppose que tous les corps électrisés du système 

sont des corps bons conducteurs et que les seuls corps diélec

triques sont des corps parfaitement doux. 

Cet te dernière restr ict ion est la raison pour laquelle un théo

rème analogue ne peut pas se rencont rer dans l 'étude du magné

tisme, les systèmes étudiés ne pouvant pas se composer exc lus ive

ment de corps parfaitement doux . 

Ce théorème nous montre que , si l 'on admet que le vide est 

susceptible de se polariser , on n'est pas obl igé pour cela de rien 

changer aux lois de la distr ibut ion ou des actions é lec t r iques ; on 

a seulement à modifier la valeur de la constante fondamentale des 

lois de C o u l o m b et des coefficients d ' induct ion des corps dié lec

tr iques. 

Il résulte de là qu' i l n 'est pas possible de déterminer la valeur 

de la constante s, ni la valeur du pouvoi r inducteur k du vide, 

mais seulement la valeur de la quanti té 

La constante k a-t-elle une valeur notable? La quantité mesu

rable s' diffère-t-elle notablement de la valeur qu ' i l conviendrai t 



d'attribuer à la quantité inaccessible à l ' expér ience s? Il n'est pas 

possible de répondre d'une façon formelle à cette ques t ion . 

Il est toutefois une remarque qui rend vraisemblable l 'opinion 

suivante : le coefficient d ' induct ion du vide est une quantité ou 

nulle ou très pe t i te ; la constante s' diffère peu de s. 

Nous avons vu que le coefficient d ' induct ion apparent d'un 

diélectr ique était lié à son coefficient d ' induct ion vrai par la rela

tion 

Si k avait une valeur notable , on n 'aperçoi t aucune raison qui 

puisse empêcher y ' d 'avoir, pour certains corps , une valeur néga

tive no tab le ; de tels corps seraient, aux corps diélectr iques , ce 

que les corps diamagnét iques sont aux corps magné t iques ; ce 

seraient des corps dia-dielectriques. 

Ains i , si le vide avait un coefficient d'induction notable, on 

observerait probablement des corps dia-diélectriques dont le 

coefficient apparent d'induction aurait une valeur négative 

notable. 

O r l ' expér ience ne nous a jamais révélé l 'exis tence d 'aucun 

corps dia-diélectrique ; s'il existe de tels corps , ils doivent avoir 

un coefficient apparent de polarisat ion très faible. Ce fait s 'ac

corde bien avec l 'hypothèse que le v ide a un coefficient de polar i 

sation très faible, sans cependant démontrer l 'exact i tude de cette 

hypothèse . 

D e même, l 'absence, dans la nature , de tout corps fortement 

diamagnét ique donne à penser que le coefficient d 'aimantation du 

vide est une quanti té très pet i te ; c'est ce que nous avons constam

ment admis aux Livres précédents . 

Cet te hypothèse que le v ide n'est que faiblement diélectr ique et 

magnét ique a d 'autant plus de p r ix pour la théorie que , dans les 

expér iences de M . Paul Joubin , le vide semble doué de force 

coerci t ive magné t ique ; il est donc possible qu ' i l soit doué aussi 

de force coerci t ive d ié lec t r ique ; si ses propriétés magnét iques et 

diélectr iques étaient notables , la théorie entière de l 'é lectr ici té et 

du magnét isme serait remise en quest ion. 



CHAPITRE IV. 

LES CRISTAUX PYRO-ÉLECTRIQUES. 

§ 1. — L'état d'équilibre d'un cristal hémimorphe homogène. 

Dans les Chapi tres précédents , nous avons étudié l 'état d ' équi 

libre de corps dont la structure vérifie les condit ions exprimées 

par les égalités 

Nous allons maintenant nous affranchir de cette restriction et 

étudier des corps diélectr iques hémimorphes . Nous supposerons 

seulement , pour ne pas compl iquer nos calculs , que le cristal 

étudié soit homogène . 

Prenons pour axes de coordonnées Ox, Oj, Os les directions 

des axes d'élasticité de notre cristal . S i ce cristal est un diélec

trique parfaitement doux, en raisonnant comme nous l 'avons 

fait au Livre X , Chapitre I, § 6, nous trouverons que l 'on doit 

avoir, en tout point de ce cristal, 

(>) 

Dans cette égalité, les quantités T et & p q sont des fonctions 

de &>, oib, ©, liées aux coefficients de la surface d ' induct ion d i é 

lect r ique, comme on l 'a vu au Livre X , Chapi t re I , § 4. 

Ces coefficients satisfont à la condi t ion 



Si le cristal étudié est, en outre, bon, conducteur, on devra 

avoir, en tout point de ce cristal , suivant la démonstration donnée 

au § 2 du Chapi t re précédent , 

ou b ien , à cause de l 'homogénéi té du cristal, 

( 2 ) 

La condit ion (2) simplifie extrêmement les égalités (1), qui de

viennent 

( 3 ) 

Les quantités X, p., v ont la même valeur en tout point du cr is 

tal homogène ; les quanti tés T et ùpq sont, en tout poin t de ce 

cristal, les mêmes fonctions de JU, tfb, S . Ces équations (3 ) con

duiront donc à prendre pour Jl-, ilî>, S les mêmes valeurs en tous 

les points du cristal. D ' o ù la conclus ion suivante : 

Lorsque l'équilibre est établi sur un cristal hémimorphe et 

conducteur, il présente, dans toute sa masse, une polarisation 

diélectrique uniforme qui ne dépend que de sa nature et de sa 

température. 

Si l 'on a, dans toute la masse du cristal , 

on a aussi 

et, par conséquent , 

L ' équa t ion (2) donne alors 

d'où la conclusion suivante : 

Lorsque l'équilibre électrique est établi sur un cristal hé-



mimorphe et conducteur, il ne renferme pas d'électricité libre 

à son intérieur. 

Cherchons de quel le manière l 'é lectr ici té est distribuée à la 

surface de ce cristal . 

L a densité superficielle de l 'é lectr ici té est donnée par la for

mule 

Mais l 'égali té (2) donne 

O n peut donc écrire 

en remarquant que 

on voit que l 'on a 

(4.) 

avec 

( 5 ) 

Il est aisé de donner une interprétat ion de ces deux densités G-', 

a" définies par les égalités ( 5 ) . 

L a polarisat ion du cristal étant uniforme et, par conséquent , 

solénoïdale, on sait (Livre V I I , C h a p . I V , § 2) que l 'act ion que 

cette polarisation exerce sur les points extérieurs au cristal équi 

vaut à l 'action d'une couche superficielle ayant pour densité 

L a densité o-' est égale et de signe contraire à la précédente , en 

sorte que l 'act ion, aux points extérieurs au cristal, de la couche 

qui a cette densité, détrui t exac tement l 'act ion exercée aux mêmes 

points par la polarisat ion du cristal . 

P o u r interpréter la densité <r", nous remarquerons que la fonc

tion (11 + V ) , cont inue dans tout l 'espace, admet à l ' intér ieur du 
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cristal une valeur constante A et est harmonique à l 'extér ieur 

du cristal. Dès lors, on voit que la densité a" est celle d'une 

couche qui , en équil ibre d'elle-même sur un conducteur de même 

forme que le cristal, porterait ce conducteur au niveau poten

tiel A . 

Résumons ces conclusions : 

Un cristal hémimorphe et conducteur en équilibre porte, à 

sa surf ace, une couche électrique. 

Cette couche peut être regardée comme formée par la super

position de deux autres couches. 

La densité de la première est, en tout point, égale et de signe 

contraire à la densité de la couche fictive qui équivaut à la 

polarisation du cristal. 

La seconde est la couche qui, en équilibre d'elle-même sur 

un conducteur de même forme que le cristal, communiquerait 

à ce conducteur un niveau potentiel égal à la valeur constante 

de ( V - f - t!)) à l' intérieur du cristal. 

L'action du cristal aux points extérieurs se réduit à l'ac

tion de cette dernière ccuche. 

Supposons , en part iculier , le cristal en communicat ion avec le 

sol ; on a alors 

et la dernière couche disparaît. Si l 'on observe que tout cristal est 

plus ou moins conducteur , on arrive sans peine à la conclusion 

suivante : 

Si un cristal hémimorphe, dont la température est maintenue 

constante, est mis en communication avec le sol pendant un 

temps d'une longueur suffisante, il ne manifestera plus aucun 

signe d'électricité. 

Des deux couches en lesquelles peut se décomposer l 'électr isa-

tion du cristal , la première a une masse nu l l e ; pour que la se

conde ait une masse nulle , il faut qu 'el le ait en tout poin t une 

densité nul le . Si donc on n'a communiqué aucune charge élec

trique à un cristal, si on le maintient à température constante 

et isolé, il cessera toujours, au bout d'un temps d'une durée 

suffisante, de manifester aucune action électrique. 



T o u t ce qui précède est généra l ; adoptons maintenant , pour 

les phénomènes diélectr iques présentés par les cristaux, une hypo

thèse approximative analogue à celle que nous avons adoptée poul

ies phénomènes magnét iques et que nous avons nommée l 'approxi

mation de Poisson ( L i v r e X , C h a p . I I ) . 

Prenons pour axes de coordonnées les axes principaux d'in

duction diélectrique ; soient rof, ns2, nr3 les coefficients princi

paux d'induction diélectrique ; soient 3K, %, C les composantes 

de l ' induct ion rapportées à ces axes ; nous aurons, au l ieu des 

égalités ( 3 ) , les égali tés 

( 6 ) 

Dès lors , il est aisé de déterminer la direction de la polarisation 

du cristal. 

Prenons l 'el l ipsoïde inverse d'induction diélectrique du cr is 

tal, surface qui a pour équat ion 

Par le centre Q. de cette surface, menons un rayon vecteur dont 

les cosinus directeurs soient propor t ionnels à —"k, —u., — v . 

L'induction diélectrique du cristal est normale au plan con

jugué de cette direction. 

Si le cristal est un cristal un iaxe , et si l 'on prend pour axe 

des x l 'axe du cristal , on aura év idemment , par raison de sy

métr ie , 

et les égalités (6) deviendront 

( 7 ) 

La polarisat ion sera alors dir igée suivant l ' axe du cristal. 

§ 2. — Les phénomènes pyro-électriques. 

Pour un cristal donné , les quanti tés X, ilî>, ©, données par les 

équations ( 3 ) , sont des fonctions de la tempéra ture . Dés ignons 



par T la température absolue, et par A ( T ) , il!> ( T ) , S ( T ) les va

leurs de ces fonctions à la température T . 

Imaginons que nous prenions un cristal qui a été longtemps 

en communicat ion avec le sol et ne présente plus aucune trace 

d 'électricité. E n le gardant soigneusement isolé, portons-le à une 

certaine température T et maintenons-le très longtemps à cette 

température, de manière que l 'équi l ibre s 'établisse. L e cristal 

portera alors, à sa surface, une distr ibution électr ique dont la 

densité superficielle cr ( T ) aura pour valeur , d'après les éga 

lités (5), 

Supposons ensuite que l 'on refroidisse rapidement ce cristal, 

de manière à l 'amener à la température T 0 , et imaginons que le 

cristal soit très mauvais conducteur de l 'é lectr ic i té . La polar isa

tion interne changera aussitôt; si l 'on négl ige l ' influence polar i 

sante du champ créé à l ' intér ieur par la distribution superficielle, 

les composantes de cette polarisat ion prendront les valeurs 

Mais , au contraire, chaque élément de la surface du cristal gar

dera sensiblement, pendant un certain temps, la charge électr ique 

qu ' i l portai t à la température T . Il en résulte que la couche é lec

tr ique superficielle n 'annulera plus exactement , aux points e x t é 

rieurs au cristal, l 'action de la polarisat ion du cristal, et ce lu i -c i 

manifestera des actions électr iques qui , à la longue, finiront par 

disparaître. 

Négl igeons le léger changement de forme que subit la surface 

du cristal lorsque ce lu i -c i passe de la température T à la t empé

rature T 0 . A la température T0, on pourra regarder la couche su

perficielle comme ayant encore pour densité (au moins dans les 

premiers instants) 

tandis que la polarisation du cristal exercera les mêmes actions 

extérieures qu 'une couche électr ique ayant pour densité super

ficielle 



L e cristal exercera donc les mêmes actions électr iques exté

rieures qu 'une couche électr ique, distr ibuée à sa surface et ayant 

pour densité 

(8) 

Nous avons vu (Livre V I I , C h a p . I V , § 2) comment on peut 

obtenir, d 'une manière très simple, une image géométr ique de la 

densité S ( T , T 0 ) . 

Considérons la surface S du cris tal ; donnons-lui une transla

tion infiniment petite parallèle à la grandeur géométr ique qui a 

pour composantes 

soit S ' la nouvel le posi t ion de la surface S. 

Entre S' et S est une couche infiniment mince dont une partie 

est intérieure à la surface S, tandis que l 'autre partie lui est ex t é 

r ieure . Rempl issons ces deux parties de fluide électr ique dont la 

densité ait partout la même valeur absolue, mais soit posi t ive dans 

la première partie et négat ive dans la seconde . L a densité S ( T , T 0 ) , 

définie par l 'égalité ( 8 ) , aura en chaque point de la surface S le 

même signe que cette couche et sa grandeur sera proport ionnel le 

à l 'épaisseur de cette couche . 

Supposons , en part iculier , que le cristal soit un cristal un iaxe ; 

prenons la direct ion de l 'axe du cristal pour axe des x. Nous 

aurons 

Supposons , pour fixer les idées , que l 'on ait 

Tai l lons dans ce cristal un prisme droit , dont les arètes B B 

soient parallèles à Ox. 

D'après ce qui précède, à la température T 0 , la base B semblera 

porter du fluide négatif dont la densité sera 



La charge apparente de cette base sera, en désignant par S sa 

surface, 

La base B ' portera, en apparence, du fluide posit if en quantité 

égale. 

Les faces latérales du prisme ne sembleront pas électr isées . 

L 'expér ience a devancé depuis longtemps ces indications de la 

théor ie . 

V e r s la fin du xvIIe s iècle, les Hollandais rapportèrent de Ceylan 

une pierre curieuse que les indigènes nommaient tournamal, 

c'est-à-dire tire-cendres, à cause de la propriété qu 'el le possède 

d'attirer les cendres lorsqu 'on la je t te dans le feu. C 'es t la pierre 

qui porte aujourd 'hui , en Minéra log ie , le nom de tourmaline. 

L é m e r y en donna la première descript ion en 1 7 1 7 . En 1 7 5 6 , 

OEpinus montra que les propriétés de la tourmaline sont dues à 

un développement d 'électr ici té, et que les deux extrémités d'un 

cristal échauffé sont toujours électr isées en sens contraire, l 'une 

posi t ivement et l 'autre négat ivement . Bergmann montra plus tard 

que les électricités de signe contraire qui se dégagent aux deux 

extrémités d'une tourmaline chauffée sont toujours égales en 

quanti té . 

E n 1 7 5 9 , Canton (1 ) fit observer que l 'é lectr isat ion d'une tour

maline n 'est pas due à la température même , mais à ses variat ions. 

U n cristal de tourmaline, étant porté à une température déter

minée et ramené à l 'état neu t re , demeurera à l 'état neutre tant 

que la température ne subira aucune var ia t ion; mais il s 'é lectr i -

sera immédiatement si la température vient à changer , et les effets 

de l 'é lectr isat ion obtenus seront de sens contraires selon que l 'on 

échauffe le cristal ou qu 'on le laisse refroidir. Cet te observation 

est capi ta le ; c'est peut-être la plus importante qui ait été faite 

dans cet ordre de phénomènes dont elle marque le caractère par 

t icul ier . 

Les phénomènes pyro-électr iques ne sont pas part iculiers à la 

tourmal ine ; on les a observés , comme nous le ver rons , sur un 

grand nombre de cr is taux, mais à un degré moins élevé. 

(1) Philosophical Transactions, Vol. LI, p. 4o3. 



L a théorie des phénomènes pyro-électr iques a été ébauchée par 

Sir W . T h o m s o n ( 1 ) et plus complè tement traitée par M . Ed . 

R iecke ( 2 ) . Nous avons donné, de notre côté , une théor ie des phé 

nomènes pyro-électr iques ( 3 ) . Cet te théorie, comme nous l 'a fait 

remarquer M. Lo rbe rg , est complè tement erronée. 

§ 3. — Expériences de Gaugain. 

Nous avons vu au paragraphe précédent que la charge apparente 

portée par l 'une des bases d'un pr isme de tourmaline refroidi de 

la température T à la température T 0 a pour valeur absolue 

Cet te charge est propor t ionnel le à la section du prisme et indé

pendante de sa l o n g u e u r ; en sorte que la quantité d 'électrici té 

que peut développer une batterie de tourmalines associées par 

leurs pôles de même nom est égale à la somme des quantités que 

fourniraient les éléments séparés, et qu 'une pile de tourmalines 

superposées développe exactement la même quantité d 'électrici té 

que l 'un quelconque des éléments qui servent à la former. 

La quantité d 'électrici té que produi t une tourmaline, lorsque sa 

température s 'élève d'un nombre donné de degrés, est précisément 

la même que celle qui résulterait d 'un abaissement de tempéra

ture égal . Mais le signe des deux pôles de la tourmaline est r en 

versé. 

Ces diverses proposi t ions ont été obtenues par Gaugain ( 4 ) dans 

une étude expérimentale très soignée des phénomènes pyro-é lec

triques. 

(1) Sir W . THOMSON, On thermoelastic, thermomagnetic and pyroelectric' 
properties of matter (Philosophical Magazine, 5e série, t. V , p. 24> 1878). 

( 2 ) E D . R I E C K E , Ueber die Pyroelectricität des Turmalins (Wiedemann's 
Annalen der Physik und C hernie, t. X X V I I I , p. 4 3 ; 18S6). 

(3) Annales de l'École Normale supérieure, 3e série, t. I I I , p. 263; 18S6. 
(4) GAUGAIN, Memoire sur l'électricité des tourmalines (Annales de Chimie 

et de Physique, 3° série, t. L V I I , p. 5; 1859). 



§ i. — Cristaux naturellement et accidentellement pyro-électriques. 

Les phénomènes pyro-électr iques ne sont pas particuliers à la 

tourmal ine; on les a observés dans un grand nombre de cristaux. 

Canton avait déjà reconnu les mêmes propriétés dans la topaze et 

l 'émeraude du Brés i l ; Brard dans l ' ax in i te ; Haüy dans la boraci te , 

le mésotype, l 'oxyde de z inc , la prehni te , le sphène ; Brewster 

dans beaucoup d'autres minéraux naturels tels que le quartz et 

dans plusieurs cristaux artificiels, parmi lesquels le tartrate double 

de potasse et de soude et l 'acide tar tr ique. 

Tou te s ces recherches ont condui t à une importante corrélat ion 

entre la forme cristalline et les phénomènes pyro-é lec t r iques . 

Haüy ( 1 ) a remarqué , le premier , que les substances cris tal

lisées qui possèdent les propriétés pyro-é lec t r iques , telles que la 

tourmaline, la calamine et la boraci te , dérogent à la loi de symé

trie et sont frappées d 'hémiédr ie . Cet te observation a été ensuite 

confirmée et général isée en part icul ier par les nombreuses e x p é 

riences de Riess et Rose ( 2 ) . 

E n 1866, M . Hankel ( 3 ) publ ia une longue série de recherches 

sur la pyro-électr ic i té des cr is taux. Ces recherches conduisaient 

à cette conséquence paradoxale que l 'axe de pyro-é lec t r ic i té est 

une droite déterminée de direction et de position, tandis que, 

en Cris ta l lographie , toutes les droites sont déterminées seu le 

ment en direct ion. 

MM. Fr i ede l et J. Cur i e ( 4 ) montrèrent que les phénomènes 

singuliers observés par M . Hankel devaient s 'expl iquer par un 

échauffement i rrégulier des cr is taux étudiés, qui , en altérant la 

symétrie de la structure des cr is taux, les douait d 'une pyro-élec

tricité accidentelle. 

M M . Fr i ede l et J. Cur ie poussèrent plus loin ces r eche rches ; 

( 1 ) H A Ù Y , Traité de Minéralogie, t. I I I , p. 54. — Observations sur les pro
priétés électriques du borate magnésio-calcaire (Annales de Chimie et de 
Physique, 1e série, t. I X , p. 59; 1791). 

( 2 ) R I E S S et R O S E , Sur la pyro-électricité des minéraux (Archives d'Élec
tricité, t. I I I , p. 585) . 

(3) Voir G. W I E D E M A N N , Die Lehre von der Elektricität, I I E B d . , p. 320. 
(4) C H . F R I E D E L et J. C U R I E , Sur la pyro-électricité du quartz (Bullet in de 

la Société minéralogique de France, t. V, p. 282; 1882). 



ils montrèrent que la pyro-électr ici té accidentel le était ex t rême

ment f réquente , qu 'el le était la véri table cause d 'une foule de 

phénomènes at tr ibués à la pyro-électr ici té normale . Par tant de ce 

pr inc ipe , auquel M M . P . et J. Cur ie avaient été conduits par des 

expér iences dont nous parlerons au Chapi t re suivant, qu 'une lame 

cristalline développe une quantité d 'électr ici té proport ionnel le à 

la dilatation de la substance dans la direct ion normale à la lame 

et au cosinus de l 'angle que cette direction fait avec l 'axe d 'hé-

miédr ie , ils n 'hési tèrent pas à déclarer que la pyro-électr ici té du 

quartz, des substances cubiques , telles que la b lende et le c h l o 

rate de soude, qui présentent l 'hémiédrie tétraédrique ou la tétar-

toédrie , était purement accidentel le et due à un échauffement 

i r régul ier . E n effet, l ' expér ience montra que ces substances ne 

donnaient aucun signe d 'é lectr ici té lo r squ 'on les chauffait r é g u 

l ièrement ( 1 ) . L ' é tude de la pyro-électr ici té de la boraci te donna 

aux idées de M M . F r i e d e l et J. Cur ie une nouvel le confirmation. 

Les idées de M M . Fr i ede l et J. Cur ie ont été exposées par 

M . Mallard dans son Traité de Cristallographie ( 2 ) . M . Mallard 

en a déduit la condi t ion nécessaire pour qu 'un cristal jouisse de la 

pyro-électr ic i té normale : Le cristal ne doit pas avoir de centre 

et ne doit présenter qu'un seul axe de symétrie. 

Cet te règle est conforme à la théorie précédente . E n effet, pour 

qu 'un cristal soit pyro-é lec t r ique , i l faut que l 'on n 'ai t pas à la fois 

Si l 'on se souvient de ce qui a été dit plus haut ( L i v r e X , 

Chap . I V , § 1 ) , on est immédia tement amené à la règle de 

M . Mal lard . 

Nous avons vu qu 'une substance dont la structure admettait un 

centre à l 'état naturel avait encore un centre après une légère 

déformat ion; en sorte q u e , pour cette substance légèrement 

déformée, on a encore 

( 1 ) C H . FRIEDEL et J. CURIE, Sur la pyro-électricité du quartz (Bulletin de 
la Société minéralogique de France, t. V, p. 282 ; 1 8 8 2 ) . — Sur la pyro-élec
tricité dans la blende, le chlorate de sodium et la boracite (Ibid., t. VI, 
p. 191 ; 1883). — Sur la pyro-électricité de la topaze (Ibid., t. VIII, p. 1 1 6 ; 
1885). 

( 2 ) E . MALLARD, Traité de Cristallographie, Vol. II, p. 1 7 1 . 



Si l 'on admet qu 'un échauffement i r régul ier produi t seulement 

de peti tes déformations, on voi t qu 'un échauffement i r régul ier ne 

pourra rendre cette substance pyro-é lec t r ique . O n arrive donc 

ainsi à cette nouvel le règle : 

La pyro-électricité accidentelle ne se peut présenter que 

dans les substances hémiédriques privées de centre. 



CHAPITRE V. 

L E S C R I S T A U X P I É Z O - É L E C T R I Q U E S . 

§ 1. — Dégagement de l'électricité par la compression de substances 
cristallisées. 

M M . Pierre et Jacques Cur i e (1) ont montré que l 'on pouvai t 

obtenir un dégagement d 'électrici té sur les cristaux hémièdres non 

seulement par des variat ions de température, mais encore par des 

variations de pression. Leurs recherches sont devenues le poin t 

de départ de l 'é tude, aujourd 'hui très é tendue, des phénomènes 

piézo-électriques. Nous allons indiquer ici quelques principes 

théoriques qui permet tent d 'éclairer cel te étude. 

Considérons un cristal à l 'état naturel , et prenons pour axes 

de coordonnées trois droites rectangulaires que lconques 0£, OYI, 

OÇ. L a grandeur (1 , p., v) a, par rapport à ces trois droites, des 

composantes \ 0 , p.0> v 0 . Si le cristal est homogène , nous savons 

qu ' i l présente à son intér ieur une polarisat ion uniforme ayant 

pour composantes 

(1) 

L e cristal , mis en communica t ion avec le sol , lorsque l ' équ i 

l ibre électr ique est établi , présente à sa surface une densité 

( 1 ) P . et J. CURIE, Développement par compression de l'électricité polaire 
dans les cristaux hémièdres à faces inclinées (Bulletin de la Société de 
Minéralogie, t. I I I , p. go; 1880). 



qui masque , à l 'extér ieur , l 'effet de la polarisation interne du 

cristal. 

Faisons subir au cristal une légère déformation. Soient 

les composantes des dilatations suivant les axes O c , Ort, et 

las composantes des gl issements . L e s quantités À , u, v d'un côté, 

et les quanti tés ~ - d 'un autre côté , varieront . Nous admettrons 

l 'hypothèse simplificatrice suivante, qui semble suffisante pour 

l 'étude des phénomènes p iézo-é lec t r iques : 

Les variations des quantités A, [A, V sont grandes par rap-

port aux variations des quantités -!'^' • 

Imaginons, en ou t re , que la déformation imposée au cristal 

laisse ce cristal h o m o g è n e ; le cas où le cristal ne serait plus 

homogène conduira i t , en général , à des considérat ions trop c o m 

pliquées pour qu ' i l y ait intérêt à les développer . 

Nous aurons alors, à l ' intérieur du cristal, une polarisation uni 

forme ayant pour composantes 

( 3 ) 

Cette polarisat ion exerce la même action extér ieure qu 'une 

couche électr ique distr ibuée à la surface du cristal et ayant pour 

densité 

(4) 

Supposons que, pendant la compress ion, le cristal ait été main

tenu isolé et que sa substance soit très mauvaise conductr ice de 

l 'é lectr ic i té . Pendant les premiers moments qui suivent la com-



pression, chaque élément de la surface du cristal conserve sensi
b lement la charge qu' i l portait avant la compress ion . Si l 'on 
négl ige la faible déformation de la surface du cristal , on peut 
dire que , dans les premiers moments qui suivent la compress ion, 
cette surface porte encore une couche électr ique dont la densité 
en chaque poin t est donnée par l 'égali té ( 2 ) . 

L 'ac t ion extér ieure du cristal résultera donc de l 'act ion de la 
couche é lect r ique réelle dont la densité est donnée par l ' éga
lité ( 2 ) et de l 'action de la couche électr ique fictive dont la den
sité est donnée par l 'égali té ( 4 ) . L e cristal semblera donc r e c o u 
vert d 'une couche électr ique ayant pour densité 

( 5 ) 

Peu à peu, cette électrisation apparente se dissipera, car l ' é l ec 
tricité finira par prendre à la surface du cristal sa distr ibution 
d 'équil ibre qui masquera l'effet de la polar isat ion intér ieure. 

Nous aurons 

et des formules analogues pour u. et v. L a densité superficielle 
apparente S est alors la somme de trois termes semblables dont 
voici le p remier 



O n remarquera que les quantités X 0 , [i. 0, v 0 ne figurent pas dans 

cette express ion ; par conséquent , pour qu'une substance puisse 

présenter les phénomènes piézo-électriques, il n'est pas néces

saire qu'elle soit naturellement pyro-électrique. 

Mais, en revanche , une substance ne peut présenter les p h é n o 

mènes piézo-électr iques que si les quantités /, m, n ne sont pas 

toutes nu l les ; en d'autres termes, pour qu 'une substance puisse 

présenter les phénomènes piézo-électr iques, il faut qu 'e l le puisse 

présenter au moins la pyro-é lec t r ic i té accidentel le . D ' o ù celte 

nouvel le proposi t ion : 

Les seules substances qui puissent présenter les phénomènes 

piézo-électriques sont les substances frappées d'une hémiédrie 

qui les prive de centre. 

Nous allons étudier success ivement la piézo-électrici té d'une 

substance naturel lement pyro-é lec t r ique , la tourmaline, et la piézo-

électricité d 'une substance acc idente l lement pyro-é lec t r ique , le 

quartz . 

§ 1. — Piézo-électricité de la tourmaline. 

C'est en étudiant la tourmaline que M M . Pierre et Jacques Curie 

ont découver t les phénomènes piézo-élect r iques ( 1 ) . 

La tourmaline cristallise dans le système ternaire avec un mode 

d 'hémiédrie tel que , l ' axe ternaire et les trois plans de symétrie 

qui passent par cet axe étant conservés , le centre et les trois 

axes binaires sont suppr imés . 

Plaçons l 'axe des Ç suivant l ' axe ternaire de la tourmal ine . Si 

l 'on se souvient (L iv re X , C h a p . I V , § 1) que, après une légère 

déformation, la grandeur (X, u, v) ne peu t avoir de composante 

normale à un plan de symétr ie de la substance à l 'état naturel , si 

l 'on observe que trois plans de symétr ie passent par l 'axe ternaire 

de la tourmaline, on voi t que , dans une tourmaline, naturelle ou 

déformée, la grandeur Çk, p., v) sera dir igée suivant l 'axe ternaire. 

(1) P. et J. CURIE, Développement par compression de l'électricité polaire 
dans les cristaux hémièdres à faces inclinées (Bulletin de la Société de 
Minéralogie, t. III, p. go; 189o). 



E n d'autres termes, on aura 

(6) 

D'a i l l eu r s , l 'ell ipsoïde d ' induct ion diélectr ique sera év idem-

ment un el l ipsoïde de révolu t ion autour de l 'axe ternaire. S i l 'on 

désigne par m le coefficient pr incipal d ' induct ion diélectr ique sui

vant cette direct ion, on voit sans peine que la polarisat ion appa

rente de la tourmaline sera dirigée suivant l 'axe ternaire et aura 

pour grandeur 

Pour obtenir l 'électrisation apparente de la tourmaline, on lui 

donnera, paral lèlement à l 'axe ternaire, une translation infiniment 

peti te, propor t ionnel le à cr(v — v 0 ) , et l 'on attribuera à la densité 

superficielle en chaque point une valeur propor t ionne l le à la d i s 

tance normale en ce poin t de la surface pr imit ive de la tourmaline 

à sa surface déformée. O n donnera à cette densité le signe -+- ou 

le signe —, selon que , au point considéré , la surface déplacée sera 

extér ieure ou intér ieure à la nouvel le surface. 

L ' une des extrémités de l 'axe ternaire sera donc électrisée posi

t ivement et l 'autre négat ivement . 

S i l 'on compr ime une lame de tourmaline à faces paral lèles, on 

voit faci lement , par ce qui précède , que , pour une même or ienta

tion de la lame, la charge électr ique apparente de chaque face est 

proport ionnel le à la pression exercée à la surface de la lame et 

indépendante de l 'épaisseur de la lame. Cet te loi a été trouvée 

expér imenta lement par M M . P . et J. Cur ie . 

S i , après avoir compr imé la lame et l 'avoir ramenée à l 'état 

neutre, on la décompr ime, elle prendra une électrisation appa

rente égale en grandeur et de sens contraire à celle que la c o m 

pression lui avait fait p rendre . Ce résul tat est conforme à la fois à 

la théorie et à l ' expér ience . 



§ 3. — Piézo-électricité du quartz plagièdre. 

Nous n 'é tudierons les phénomènes piézo-électr iques du quartz 

plagièdre que dans un cas part icul ier , celui que M M . P et J. Cur ie 

ont étudié expér imenta lement . 

Nous supposerons que l 'un des axes pr inc ipaux de dilatat ion, 

O C , soit dirigé suivant l 'axe ternaire du quar tz ; qu 'un autre axe 

pr incipal de di latat ion, O'/j, soit dir igé suivant un des axes b i 

naires ; le troisième axe pr inc ipa l de dilatation est, naturel lement, 

normal aux deux autres. 

Dans ces condi t ions , les deux extrémités de l 'axe ternaire du 

quartz ne se dis t inguent l 'une de l 'autre ni avant, ni après la 

déformat ion; nous sommes donc assurés que, avant comme après 

la déformat ion, la grandeur ()>, p-, v) n 'admet aucune composante 

suivant l 'axe ternaire du quartz, ce qu ' expr ime l 'égali té 

(7) 

Pour connaître la forme des quanti tés X, a, nous ferons la 

remarque suivante : 

Supposons que la dilatation suivant O Ç ait une valeur que l 

conque mais que les dilatations suivant 01; et Or; soient 

égales entre el les, ce qu 'expr ime l 'égal i té 

Une semblable déformation conservera la symétr ie du quartz , 

en sorte que, après une telle déformation, nous aurons 

Cela exige que les quantités X, p. soient de la forme 

(8) 

Le coefficient m sera év idemment le même pour un quartz droit 



ou un quartz gauche, tandis que le coefficient / changera de signe 

avec le sens du quar tz . 

L 'e l l ipso ïde de polarisat ion diélectr ique est év idemment un 

ell ipsoïde de révolu t ion autour de l 'axe ternaire du quar tz . S i 

donc on désigne par in le coefficient d ' induct ion diélectr ique 

dans une di rec t ion que lconque normale à l 'axe du quar tz , on 

aura 

(9) 

V o i c i comment M M . P . et J. Cur ie (1 ) ont obtenu par l ' expé

r ience des résultats conformes à ceux de la théorie précédente . 

So i t A , A ! , . . . (fig. 26) la coupe hexagona le , perpendiculaire à 

l 'axe ternaire, d'un cristal de quar tz ; les diagonales telles que 

A , A', sont les axes binaires. Nous supposerons que les som

mets A , , A 2 , A 3 sont ceux qui ne portent pas les faces hémié-

driques s = ( 4 1 2 ) . On taille dans ce cristal un prisme droit, dont 

la hauteur est parallèle à l 'axe ternaire et dont la base mn ni'n' est 

(1) P. et J. CURIE, Développement par compression de l'électricité polaire 
dans les cristaux hémièdres à faces inclinées (Bulletin de la Société minéra-
logique, t. III, p. 90; 1880). — Phénomènes électriques des cristaux hémièdres 
à faces inclinées (Journal de Physique, 2 e série, t. I, p. 2 43; 1882 ). 
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un rectangle dont les côtés sont respect ivement parallèles ou per 

pendiculaires à l 'axe binaire A ( A ' r 

1° O n comprime ce pr isme paral lè lement à l 'axe ternaire. 

C o m m e l 'el l ipsoïde d'élasticité du quartz est év idemment un 

ell ipsoïde de révolut ion autour de l 'axe ternaire, cel te compres 

sion entraîne 

Les égalités (9) donnent alors 

A la suite de cette compress ion , le quartz ne se polarise pas, il 

ne présente pas d 'électr isat ion apparente . 
20 O n exerce sur les faces latérales mn, m!n, une pression nor

male et uniforme. So ien t 

S la surface latérale mn ; 

S' la surface latérale nn' ; 

P le poids compr imant . 

S i k, k' désignent deux coefficients qui dépendent de l 'élasticité 

du quar tz , on aura 

L e quartz se polar isera ; cette polarisat ion sera déterminée par 

les égalités 

(10) 

La face nn' portera une charge électr ique apparente 

L a face mm' portera une charge apparente égale et de signe c o n 

traire. L a face mn portera une charge apparente 

(11) 



L a face m'n' portera une charge apparente égale et de signe con

traire . 

D 'après les recherches de M M . P . et J. Cur i e , la face nn' ne 

manifeste, dans ces condit ions, aucune électrisation appréc iable . 

Le coefficient l est donc ou égal à o ou très petit. 

D'après les mêmes recherches , Q 2 est posi t i f ; par conséquent , 

le coefficient m est posit if . 

L 'expér ience et la théorie s 'accordent à montrer que la charge 

Q 2 est proportionnelle au poids comprimant et indépendante 

des dimensions du prisme. 

3° O n exerce sur les faces latérales mm', nn' une pression nor

male et uniforme. So i t P' le poids compr imant . O n aura 

L e quarlz se polarisera; comme l=o, d 'après les expér iences 

précédentes , cette polarisation sera déterminée par les équations 

Les bases du prisme et les faces latérales mm', nn' ne porteront 

aucune charge apparente . La face mn portera une charge appa

rente 

(12) 

Cette charge sera négative, proportionnelle au poids com

primant et au rapport de la surface latérale non comprimée 

à la surface latérale comprimée ; le coefficient de proportion

nalité a la même valeur 

pour les deux charges Q 2 et Q 2 . 

C e s résultats ont été expér imenta lement trouvés par M M . P . et 

J. C u r i e . 



M. Röntgen ( 1 ) a fait, sur la piézo-électricité du quartz , une 
série de recherches plus compliquées . Nous ne voulons pas nous 
attarder plus longtemps à cette é tude ; nous renverrons le lecteur 
curieux de nouveaux détails au Traité de Cristallographie de 
M. E. Mallard ( 2 ) et aux Mémoires de M. Röntgen. 

( 1 ) C . - W . R Ö X T S E N , Ueber die durch elektrische Kräfte erzeugte Aenderung 
der Doppelbrechung des Quarzes ( Wiedemann's Annalen, t . X V I I I , p . 213 et 
5 3 4 ; 1882) . — Ueber die thermo-, actino- und piezoelektrischen Eigenschaften 
des Quarzes (Ibid., t . X I X , p . 5 1 3 ; 1 8 8 3 ) . — Elektrische Eigenschaften des 
Quarzes (Ibid., I. X X X I X , p . 1 6 ; 1890) . 

( 2 ) M A L L A R D , Traité de Cristallographie, t. I I , p . 555 e t s u i v . 



LIVRE III . 

L E S D É F O R M A T I O N S D E S C O R P S P O L A R I S É S . 

CHAPITRE PREMIER. 

L A P R E S S I O N A L ' I N T É R I E U R D E S F L U I D E S P O L A R I S É S . 

§ 1. — Condition d'équilibre diélectrique ou magnétique d'un fluide 
compressible. 

Nous avons déjà étudié (Livre IX, Chap . VII I ) les conditions 

d 'équi l ibre d 'un fluide magnét ique quelconque, parfaitement doux 

ou non , mais supposé incompressible . Nous allons maintenant re

prendre cette é tude pour un fluide compressible quelconque, ma

gnétique ou diélectr ique, mais parfai tement doux. 

Désignant par a- le volume spécifique en un point de ce fluide, 

par dv un élément de volume de ce fluide, nous admet t rons que le 

potentiel thermodynamique interne de ce fluide à l 'état neu t re soit 

de la forme 

C'est admet t re que l 'état du fluide peu t être déterminé sans 

qu 'on ait à tenir compte de la posit ion mutuel le de ses divers é lé

m e n t s ; c'est, par conséquent , négliger dans cette étude hydrosta

tique les actions des pressions capillaires. C'est là une hypothèse 

que nous faisons non pas par nécessité, mais seulement pour abré-



ger nos ra isonnements ; on pourra i t se départ i r de cette hypothèse 

en suivant les méthodes que nous avons indiquées ailleurs ( 1 ) . 

Nous admettrons également, pour simplifier not re étude, que 

le système ne por te aucune charge é lec t r ique ; si nous ne faisions 

pas cette hypothèse, nous aurions à tenir compte des diverses 

pressions électr iques, que nous pourr ions déterminer comme 

nous l 'avons fait dans un Mémoire spécialement consacré à cette 

étude ( 2 ) . 

Nous admettrons enfin que not re fluide à l 'état neutre est sou

mis à deux sortes de forces extérieures : 

I° Des forces appliquées à ses divers éléments de volume; ces 

forces ont pour potent ie l la quanti té 

V étant une fonction de x, y, Z finie, uniforme et cont inue en 

tout, point du fluide, et dont la forme ne dépend ni de la forme ni 

de l'état du fluide; telles seraient l 'action de la pesanteur, l 'action 

de plusieurs corps fixes soumis à la loi de la gravitation univer

selle. 

2 ° Des forces appliquées aux divers éléments de la partie défor-

mable de la surface qui l imite le fluide. Un élément dS de cette 

surface suppor te une force P dS; P est la grandeur de la pres

sion en un point de l 'é lément dS ; la direct ion de la force P dS est 

la direction de la pression en u n poin t de l 'élément dS. 

Ce fluide sera ou aimanté , et alors il sera soumis à l 'action d'ai

mants ex tér ieurs ; ou polarisé dié lect r iquement , et alors il sera 

soumis à l 'action de corps électrisés ou polarisés extér ieurs ; en 

toutes circonstances, ces corps extérieurs seront supposés d'état 

invariable. 

Nous allons étudier en détail , par une méthode que nous avons 

déjà employée dans une question analogue ( 3 ) , les condit ions d'é-

( 1 ) P . D U H E M , Applications de la Thermodynamique aux phénomènes capil

laires (Annales de l'École Normale supérieure, 3° s é r i e , t. I I , p . 207; 1 8 8 5 ) . 

( 2 ) P . D U H E M , Sur la pression électrique et les phénomènes électrocapillaires. 

Ire P a r t i e : De la pression électrique (Annales de l'École Normale supérieure, 

3 e s é r i e , t . V, p . 9 7 ; 1888). 

( 3 ) P . D U H E M , Sur les dissolutions d'un sel magnétique (Annales de l'École 

Normale supérieure, 3 e s é r i e , t. V I I , p . 289; 1890). 



quilibre d 'un semblable fluide; nous devrons faire cette étude 

avec d 'autant plus de soin que nous en déduirons des conséquences 

complè tement en désaccord avec celles qui ont été introdui tes dans 

la science par Maxwell. Dans un prochain Chapi t re nous exami

nerons ces dernières et nous verrons pourquoi il est nécessaire de 

les rejeter. 

L e potentiel thermodynamique interne du système aimanté que 

nous considérons (nous par lerons sans cesse d 'a imants , mais les 

raisonnements développés et les conséquences obtenues s 'appli

queront aussi bien aux diélectriques) peut s'écrire 

Dans celte formule, est le potentiel magnétique du système. 

Les autres lettres ont la signification que nous leur avons con

s tamment at t r ibuée au cours de ce Volume . 

Ce potentiel thermodynamique interne ne figure jamais, dans 

aucune question, que par sa variat ion; il en résulte que l 'on peut , 

sans inconvénient, supprimer tous les termes qui sont assujettis à 

demeurer constants . 

Supposons le système formé du fluide parfai tement doux con

sidéré et d 'aimants permanents et invariables. 

La part ie variable de E (Y — T S ) se réduira à 

l ' intégration s 'étendant au volume ent ier du fluide parfai tement 

doux. 

La part ie variable du terme JS (<')lu) dv, où l ' intégrat ion s 'é

tend à tout le système, se réduira à l ' in tégrale 

é tendue au fluide polar isé; nous avons mis en évidence la va

riable cr dont , évidemment , la forme de la fonction F(Dïl-) dé 

pendra en général . 

Enfin, si X, ill, S sont les composantes de l 'aimantation en un 

point du fluide; si © est la fonction potentiel le magnétique au 



même po in t ; si ••<? est la fonction potentielle magnét ique des corps 

extérieurs, la part ie variable de sera 

Nous pourrons donc, en altérant seulement F d'un terme con

stant, écrire 

Si nous posons 

l 'état de polarisation du fluide dénué de force coercitive sera r e 

présenté par les équations 

§ 2 . — Condition d'équilibre mécanique du fluide polarisé. 

Cherchons à quelle condit ion le fluide considéré pour ra de

meurer immobi le . 

Pour que V équilibre soit assuré, il faut et il suffit que, dans 

toute déformation virtuelle imposée au fluide, la variation 

éprouvée par le potentiel thermodynamique du fluide soit 

égale ou supérieure au travail effectué par les forces exté

rieures. 

Si l 'on désigne par d<Se le travail effectué par les forces exté

rieures dans une modification é lémentaire , cette condition s'ex

primera ainsi 

ou 

(4) 



Dans le cas part iculier où la déformation virtuelle imposée au 

fluide est renversable, c'est-à-dire où l 'on obtient une nouvelle 

déformation virtuelle en changeant tous les signes des déplace

ments que les divers points éprouvent dans la première , le signe 

d'inégalité doit évidemment disparaître de la condit ion p récé 

dente , qui devient 

( 5 ) 

Le travail externe dSe est la somme du travail d(B'e effectué par 

les pressions que suppor te la surface du fluide et du travail d&"e des 

forces appliquées à ses divers éléments de volume : 

( 6 ) 

Nous avons, d 'ail leurs 

U, v, w étant les composantes du déplacement d 'un point de 

l 'é lément dS et l ' intégrale s 'étendant à la par t ie déformable de la 

surface qui limite le fluide. 

Le travail dt"e est la variation changée de signe du potent ie l des 

forces extér ieures , potentiel qui a pour expression 

Si u, v, w sont les composantes du déplacement du point qui 

avait pour coordonnées initiales x,y, z, nous aurons 

( 8 ) 

et, par conséquent , 

( 9 ) 

Les égalités ( 6 ) , ( 7 ) , ( 9 ) nous fournissent l 'expression complète 

de dtSe

. 

Calculons maintenant la variation subie par le potentiel ther

modynamique in te rne du fluide. 



D'après l'égalité (1), on peut écrire 

( 1 0 ) ôj? = A + B + C , 

les trois quanti tés A, B, C ayant les significations suivantes 

(11) 

Calculons successivement les trois quanti tés A, B, G. 

1° Calcul de A. — Le calcul de A est facile. D'après les éga
lités ( 8 ) , on a 

( 1 2 ) 

2° Calcul de B. — Supposons que , dans la déformation du 

fluide, chaque élément entraîne avec lui son aimantation sans que 

celle-ci change de grandeur ni de di rect ion; OÏL demeurera alors 

invariable, et, d 'après les égalités ( 8 ) , on aura s implement 

( 1 3 ) 

3° Calcul de C. — La quanti té dont G est la variation dépend 

un iquement de la forme du fluide et de l 'a imantat ion de chaque 

élément de volume. Donc , pour calculer C, on peut calculer la 

variation subie par la quanti té en question dans une série que l 

conque de modifications amenant les éléments dont il s'agit du 

même état initial au même état final que la modification consi

dérée. 

Soient 

V (fig. 27) le volume occupé par le fluide avant et après la modi

fication ; 

V1 le volume qui était rempli par le fluide avant la modification 

et ne l'est pas après ; 

V 2 le volume qui n 'étai t pas rempli par le fluide avant la modifica

tion et l 'est après. 



Il est aisé de voir q u e , en négligeant les infiniment pet i ts 

d 'ordre supérieur , la modification considérée pourra être regardée 

comme résultant des modifications suivantes : 

1° En chaque point du volume V + V 1 , on donne à <A>, 1)Î>, S 

les variations 

2 ° On supprime ce qui se trouve à l ' intér ieur du volume V 1 . 

3° On rempli t le volume V 2 par une masse de fluide aimanté 

dont l 'a imantation, en chaque point , ait sensiblement même gran

deur et même direction qu 'aux points du volume V infiniment 

voisins de celui-là. 

On a alors 

(14) C = C ' + C " + C " , 

C', C", C'" étant les quanti tés analogues à C relatives à ces trois 

modifications partielles. 

Si le volume et la forme du fluide demeurent invariables et si, 

en même temps, X , ill), S subissent des variations quelconques 

8il), §iJ!>, S 3 , on sait que la quanti té 



subit une variation 

On a donc 

( 1 5 ) 

Si l 'on désigne par dS1 l 'un des éléments de la surface S qui 

confinent au volume V 1 , on verra facilement que 

( 1 6 ) 

Ni é tant la normale à la surface S vers l ' in tér ieur de cette sur

face. 

De même, si dS2 désigne un élément de la surface S contigu au 

volume V 2 , on aura 

( 1 7 ) 

Les égalités (3) donnent 

( 1 8 ) 

D'après l 'égalité ( 2 ) , on a 

( 2 0 ) 



Les égalités (14), (16), (17), ( 1 8 ) , (19) et (20) donnent 

Une intégration par parties permet , enfin, de donner à cette 

égalité la forme suivante : 

(21) 

Nous allons maintenant écrire que , dans toute modification du 

fluide où chaque élément se déplace en gardant une aimantat ion 

invariable de grandeur et de direct ion, on a, conformément à 

l 'inégalité (4 ) et à l 'égalité (10), 

(22) 

§ 3 . — De la pression à l'intérieur d'un fluide polarisé. 

Imaginons d 'abord la modification suivante : 

A l ' intérieur du fluide on trace une surface canal infiniment 

déliée, de section w, ayant pour directr ice une courbe fermée 

A chacun des éléments du fluide compris à l ' in tér ieur de cette 

surface canal, on donne une translation §/, ayant pour tous la 

même grandeur et parallèle, pour chacun d 'eux, à la tangente au 

point infiniment voisin de la directr ice. Dans une semblable m o 

dification, le volume de chaque élément demeure invariable. On a 

donc 

en tout point du fluide. Nous supposons , en outre , que les molé 

cules fluides infiniment voisines de la surface demeurent immo-



biles, en sorte que l 'on a, en tout point de la surface S, 

u = o , v = o , w = o . 

Ces dernières égalités ont encore lieu pour tout point extérieur 

à la surface canal. En tou t point de la surface canal, on a 

Dans ces condit ions, l'égalité (7 ) donne 

l'égalité (9 ) donne 

l ' intégrale s 'étendant à la directrice de la surface canal. 

L'égalité (6) donne alors 

L'égalité ( 1 2 ) donne 
A = o . 

L'égalité (13) donne 
B = o . 

Enfin l'égalité ( 2 1 ) donne 

l ' intégration s 'étendant à la directr ice de la surface canal. 

La modification considérée étant renversable, l 'inégalité ( 2 2 ) se 

change en une égalité qui s'écrit 

Cette égalité doit avoir lieu quelle que soit la courbe fermée 

tracée à l ' in tér ieur du fluide qui sert de directrice à la surface 

canal. Il doit donc exister une fonction de x,y, z, finie, continue 



et uniforme à l ' intér ieur du fluide, dont 

soit la différentielle totale. 

Si la quanti té 

est la différentielle totale d 'une fonction uniforme, finie et cont i 

nue des coordonnées , il en sera de même de la quant i té 

du moins, si le fluide ne l'enferme aucune surface le long de la

quelle son aimantat ion ou sa densité varient d 'une manière dis

cont inue. Nous arrivons donc à la conclusion suivante : 

Il existe une fonction II, uniforme, finie et continue à l ' i n 

térieur de toute région où le fluide est continu, telle que l'on 

ait 

( 2 3 ) 

Ce premier résultat pe rmet de modifier la forme de l ' inéga

lité (22) . 
Il en résul te , en effet, que la somme du terme 

qui figure dans C d 'après l 'égalité ( 2 0 ) et du terme 

qui figure dans ( — d S e ) , d 'après les égalités (6) et ( 9 ) , peut 

s'écrire 



ou bien, par une intégrat ion par parties, 

Ce résultat , j o in t aux égalités (6 ) , ( 7 ) , ( 9 ) , (12), (13) et (21) , 

permet de donner à l ' inégalité (22) la forme suivante 

(24) 

Imaginons main tenant que le fluide éprouve une déformation 

quelconque dans laquelle chaque part icule conserve un volume 

invariable. On aura alors, en tout poin t , 

Supposons qu 'aucune cavité ne se soit creusée dans le fluide pen-

dant cette déformation. La modification considérée sera renver-

sable. On devra donc, d 'après la condit ion (4 ) , avoir dans ce cas 

l 'égalité 

(25) 

Dans cette égalité, les quanti tés u, v, w ne sont pas absolu

ment arbi t ra i res ; mais elles sont assujetties seulement à laisser 

invariable le volume limité par la surface S, ce qui s 'exprime par 

l 'égalité 

( 2 6 ) S [u c o s ( N 1 , x) + v c o s ( N 1 , y ) + w c o s ( N 1-, z)] dS = 0 . 

Dès lors , d 'après un théorème connu du calcul des variat ions, 



il doit exister une quanti té C, ayant la même valeur en tout point 

de la surface S, telle que l 'on ait 

quelles que soient les quantités u, v, w. 

En d'autres termes, on doit avoir en tout point de la surface S 

( 2 7 ) 

P c o s ( P , x) = (II — C) c o s ( N i , x), 

P c o s ( P , y) = ( I I - C ) c o s ( N i , y ) , 

P c o s ( P , z) = ( I I — C) c o s ( N i , z). 

Si la pression P n 'est pas égale à o, ces égalités donnen t 

Donc , pour V équilibre du fluide, il faut que toute pression 

qui n'est pas égale à o soit normale à l'élément de surface 

sur lequel elle agit. 

Jusqu ' ic i nous regardions la grandeur P comme une grandeur 

non susceptible de signe ; main tenant comptons posit ivement la 

pression lorsqu'elle est dirigée vers l ' intérieur du fluide et négat i 

vement dans le sens contraire . Moyennant cette convention, les 

égalités (27) deviendront 

( 2 8 ) P + II = C. 

L'excès de la pression sur la valeur de la fonction II a la 

même valeur en tout point de la surface déformable du fluide. 

Supposons maintenant que le fluide éprouve une déformation 

dans laquelle chaque élément conserve un volume invariable, en 

sorte que l 'on ait en tout po in t 

mais que le fluide se creuse de cavités. Ces cavités sont creusées 

autour des points A 1 , A 2 , A 3 , . . . . Elles ont, au début de la modi

fication, des volumes nuls , et, à la fin de la modification, des 
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volumes û1, Q 2 , Q 3 , . . . . La surface déformable S du fluide se 

compose de la surface S qui le limite extér ieurement et des sur

faces S 1 , S 2 , S 3 , . . . qui l imitent les cavités. 

Les pressions P ne sont appliquées qu'à la surface S . Il n 'y a 

pas de pression extérieure appliquée aux divers éléments des sur 

faces 2 1 , 5 2 , 2 3 , . . . . 

La fonction II est con t inue ; tous les points de la surface S1 

sont infiniment voisins du point A1 ; donc , en tout point de la 

surface S 1 , la fonction II a sensiblement la valeur II, qu'elle a au 

point A 1 . Les surfaces £ 2 , 2 3 , . . . donnent lieu à des considéra

tions analogues. 

La modification considérée n 'é tan t pas renversable, on devra, 

dans la condition ( 2 4 ) 1 conserver le signe d'inégalité, et cette con
dition deviendra 

L'égalité (28 ) , invoquée à son tour, transforme cette cond i 

tion en 

( 2 9 ) 

La normale Ni é tant la normale dirigée vers l ' in tér ieur du fluide, 

on voit que 

représente l 'accroissement subi, durant la modification considérée, 



par le volume qu'enferme la surface 2 1 . O r ce volume, nul au début 

de la modification, est égal à à la fin. On a donc 

on a de même 

D'autre par t , le volume enfermé par la surface 2 augmente de 

On a donc 

Moyennant ces égalités, la condit ion (29) devient 

Les points A 1 , A 2 , . . . sont des points quelconques situés dans 

la masse du fluide. Les volumes Q 1 , Q 2 , . . . des cavités sont des 

quant i tés nulles ou positives quelconques . L'égali té précédente 

entraîne donc cette nouvelle proposi t ion : 

La quantité (II + C) ne peut être négative en aucun point 

du fluide. 

Appl iquons ce résultat aux points de la surface même du fluide, 

en remarquant que , pour ces points , d 'après l 'égalité (28) , on a 

P = II + C , 

et nous arr iverons à la conclusion suivante : 

Pour l'équilibre du fluide, il faut que toute pression exté

rieure qui n'est pas égale à o soit dirigée vers l'intérieur du 

fluide. 

La quanti té ( I I + G ) n 'est jamais négat ive; elle est égale à la 

pression extérieure P en tout point de la surface qui l imite le 

fluide. Nous la désignerons par la let tre P et nous la nommerons 

la pression au point (x,y, z) intérieur au fluide. Nous verrons 



tout à l 'heure de quelle définition mécanique cette quant i té est 

susceptible. 

Envisageons, en dernier l ieu, une modification quelconque où le 

fluide ne se creuse pas de cavités, mais où chaque é lément subit 

une variation quelconque de volume. La modification étant r en-

versable, la condition (24) se transforme en une égalité qui peut 

s'écrire, en vertu de la relation (28 ) , 

Mais on a 

Si l 'on se souvient qu 'on a, pa r définition, 

P = II + C , 

on voit que la condition d 'équil ibre peut s 'écrire 

Or la quant i té 

est une fonction arbi traire de x, y, z ; la quant i té entre accolades 

est une fonction cont inue de x, y, z ; dès lors, on voit aisément 

que l 'égalité précédente exige que l'on ait, en tout point de la 

masse fluide, 

( 3 o ) 

Ces résultats obtenus, considérons une masse fluide polarisée 

en équi l ibre . Soit S la surface qui la l imite. Isolons-en une par-

tic A, soit (fig. 28) par une surface fermée S, tracée en entier à 

l ' intérieur de la surface S, soit (fig. 29) par une surface S for

mant une surface fermée avec une por t ion S1 de la surface S. 



Soit B ce qui reste de la masse fluide lorsqu 'on suppr ime la 

masse A. 

La masse ent ière é tant en équi l ibre , l 'a imantat ion distr ibuée 

sur la masse B a, au po in t (x, y, z) de la masse A, une fonction 

potentielle magnét ique y, 5 ) . Il est toujours possible de 

trouver des aimants qui ne soient pas en contact avec la masse A 

et qui aient aux divers points de cette masse la même fonction 

potentiel le magnét ique xg) (x, y, z) que la masse B. Nous les n o m 

merons les aimants équivalents à la masse B. 

Suppr imons la masse B. Supposons la masse A soumise : 

1° A l 'action des forces extérieures don t la fonction potentiel le 

est V ; 

2 0 A l 'action des aimants qui agissaient sur l 'ensemble des 

masses A et B ; 

3° A l 'action des aimants équivalents à la masse B. 

L 'a imantat ion d 'équil ibre de la masse A, placée dans de telles 

condit ions, sera évidemment ident ique à l 'a imantat ion que p r é 

sentait cette même masse dans le système primitif. 

Si l 'on applique à la surface S1 les pressions qu'el le supporta i t 

dans le système primitif ; à la surface S une pression normale en 

tout point à cette surface, dirigée en tout po in t vers l ' intér ieur 

du fluide A, et égale en tout point à la valeur que, dans le sys

tème primitif, la quanti té P avait en ce point , la masse de fluide A 

demeurera en équi l ibre . 

E n effet, il existera une fonction II uniforme, finie et cont inue 

à l ' intérieur du fluide A, telle que l 'égalité (23 ) soit vérifiée en 

tout point de ce fluide; ce sera la même fonction II que dans le 

système primitif. 



D'après la définition même de la quant i té P , on aura, en tout 

point de la surface qui limite la masse A, l 'égalité 

( 2 8 ) P — II = C . 

G ayant la même valeur que dans le système primitif. 

Comme la quant i té (II + C) n 'étai t négative en aucun point de 

l 'ensemble des masses A et B, elle n 'est négative en aucun point 

de la masse A. 

Enfin l 'égalité (3o ) continue à être vérifiée en tout point de la 

masse A, puisque aucune des variables qui y figurent n 'a changé de 

valeur par la suppression de la masse B. 

On voit donc que l 'application à la surface S de pressions dont 

la valeur est P en chaque point remplace la liaison qu' imposait à 

la masse A la présence de la masse B. Ainsi se trouve justifié le 

nom de pression à l'intérieur du fluide donné à la quant i té P . 

Ce qui précède mont re que ce mot a bien ici la signification que 

Lagrange lui at tr ibue dans la Mécanique analytique ( 1 ) , signifi

cation que trop peu d 'auteurs ont compr ise . 

§ 4. — Changement de volume d'un fluide polarisé. 

Lorsqu 'un fluide n 'es t pas a imanté , on a, en tout point de ce 

fluide, 

L'égalité (3o) , qui doit toujours avoir lieu en tout point de ce 

fluide, devient alors 

( 3 1 ) 

Le premier terme du premier membre est une fonction du vo

lume spécifique cr au point considéré ; cette équation est donc la 

relation qui lie le volume spécifique cr en chaque point du fluide 

non polarisé à la pression en ce po in t ; c'est l ' é q u a t i o n de com-

pressibilité du fluide non polar isé . 

( 1 ) P . D U H E M , Cours de Physique mathématique et de Cristallographie de 

la Faculté des Sciences de Lille : Hydrodynamique, Élasticité, Acoustique, 

L i v r e V , C h a p . I l l ; P a r i s , 1891 . 



Quand , au contraire, le fluide est polarisé, l 'équation de com-

pressibilité est remplacée par la relat ion (31) qui lie entre elles 

les valeurs prises, en chaque point du fluide, par le volume spé

cifique, la pression et l ' intensi té de polar isat ion. 

Ce résultat met en évidence une vérité fondamentale : c'est que , 

dans un fluide polarisé, le volume spécifique en chaque point 

ne dépend pas uniquement de la pression au même point. 

On admet en général , sans démonstra t ion, que , dans un fluide 

de tempéra ture déterminée et de na ture dé te rminée , la densité est 

liée à la pression par une relat ion qui demeure la même de que lque 

manière que la pression soit engendrée . 

Nous avons vu ( t . I, p . 355) que l 'exacti tude de cette proposi

tion était subordonnée à une condit ion. Cette condit ion est vé

rifiée ( 1 ) dans le cas part icul ier où chaque élément est défini 

exclusivement par des paramètres qui lui sont propres , cas auquel 

aucune force intér ieure n'agit dans le système. Elle est encore 

vérifiée dans le cas où les seules forces intérieures au système 

sont les forces dues à la gravitation universel le; mais elle n 'est 

pas vérifiée en général. Aussi , dans chaque cas part iculier , doit-on 

déterminer directement la loi qui définit le volume spécifique. 

Nous avons, à plusieurs reprises, indiqué la méthode qui pe r 

met de le faire; nous avons appliqué cette méthode d 'abord aux 

fluides soumis aux seules actions capillaires ( 2 ) , puis aux fluides 

qui sont soumis non seulement aux actions capillaires, mais en 

core aux actions électrostat iques ( 3 ) . 

C'est cette méthode qui nous permet maintenant de déterminer 

les lois suivant lesquelles varie le volume spécifique d'un fluide 

polarisé. 

Considérons un point d 'un fluide polarisé ; en ce point le volume 

spécifique est cr, la pression P, l ' intensité d 'a imantat ion 3TU, et l 'on 

( 1 ) P . D U H E M , Cours de Physique mathématique et de Cristallographie de 

la Faculté des Sciences de Lille : Hydrodynamique, Élasticité, Acoustique, 

t . I , p . 7 2 ; P a r i s , 1891 . 

( 3 ) P . D U H E M , Applications de la Thermodynamique aux: phénomènes ca

pillaires ( A n n a l e s de l'École Normale supérieure, 3° s é r i e , t. I I , p . 207; 

1880) . 

( 3 ) P . D U H E M , Sur la pression électrique et les phénomènes électrocapil

laires. 1re P a r t i e : De la pression électrique (Annales de l'École Normale su

périeure, 3° s é r i e , t . V, p . 9 7 ; 1888). 



a, d 'après l'égalité (31), 

Pour que le volume spécifique eût la même valeur en un point 

intér ieur au fluide non polarisé, il faudrait que la pression eût, en 

ce point , une valeur P ' qui serait, d 'après l 'égalité (31) , 

La comparaison des deux égalités que nous venons d'écrire donne 

( 3 2 ) 

Ainsi, pour obtenir le volume spécifique en chaque point d'un 

fluide aimanté, on peut faire usage de la loi de compressibilité 

du fluide non aimanté, mais à la condition d'augmenter la 

valeur de la pression à l ' i n t é r i e u r de ce fluide d'une pression 

fictive donnée par l'égalité ( 3 2 ) . 

O n sait que l 'on a 

On a donc 

D 'au t re part , on sait [Livre IX, Chap . V, équation (10)] que 

l'on a 

la quanti té W(Dlt, cr) étant positive pour tous les corps magné 

t iques . 

D 'après ces deux relat ions, l 'égalité (32) peut s 'écrire 

( 3 3 ) 

Le second membre est la somme de deux t e rmes ; le premier est 



négatif pour tous les corps magnét iques ; le signe du second n 'es t 

pas connu ; si l'on néglige la quantité deçantF(SÏL, cr) 

on pour ra négliger le second terme devant le premier . ( P ' — P ) 

sera alors cer ta inement négatif. Ainsi , pour obtenir le volume 

spécifique en un poin t d 'un fluide aimanté, on peut , dans les con

ditions que nous venons d ' indiquer , se servir de la loi de com-

pressibil i té valable pour le fluide non a imanté ; mais on doit r e m 

placer la pression qui s'exerce réel lement au point considéré pa r 

une pression fictive plus faible. On en conclut immédia tement la 

proposi t ion suivante : 

Le volume spécifique en un point d'un fluide polarisé est su

périeur au volume spécifique qu'offrirait le même fluide non 

polarisé sous une pression égale à celle qui règne en ce point. 

La loi de cette dilatation est facile à t rouver . 

Soit G le coefficient de compressibil i té du l iquide non polarisé. 

Soit s le volume spécifique du l iquide non polarisé sous la p res 

sion P. Le volume spécifique cr du l iquide polarisé sous la pression 

P est ident ique au volume spécifique que prendra i t le liquide non 

polarisé sous la pression P ' . On a donc 

cr0 é tant le volume spécifique du fluide non polarisé sous une pres

sion égale à o. 

Remplaçons ( P ' — P ) par sa valeur ( 3 3 ) , en négligeant le se

cond terme devant le premier , et nous aurons 

Adoptons l 'approximation de Poisson; soit k (cr) le coefficient 

d 'a imantat ion du fluide dont le volume spécifique est cr; nous au

rons 

et, par conséquent , 

( 3 4 ) 

La pression demeurant la même en un point d'un fluide, 



lorsque ce fluide passe de l'état neutre à l'état de polarisa

tion, il se produit en ce point une dilatation qui est : 

1° Proportionnelle au coefficient de compressibilité du 

fluide; 

2° Proportionnelle au carré de l ' in tens i té de polarisation; 

3° En raison inverse du coefficient de polarisation. 

Supposons le fluide peu magnét ique , et soit J l ' intensité du 

champ dans lequel il est placé. Nous aurons alors 

OlL = k ( a ) J 

et, par conséquent , l 'égalité (34) deviendra 

( 3 5 ) 

La dilatation considérée est alors proportionnelle : 

1° Au coefficient de compressibilité du fluide; 

2° Au coefficient d'aimantation du fluide; 

3° Au carré de l'intensité du champ. 

La dilatation des l iquides diélectriques par l'effet de la polar i 

sation a été constatée par M. Quincke et M. Röntgen . 

Un fluide soumis à une polarisation magnét ique ou diélectrique 

demeure toujours i so t rope ; on ne saurait donc expliquer par des 

déformations ici étudiées la double réfraction qui se manifeste, 

d 'après les expériences de M. Ker r , dans les diélectriques pola

risés. 



CHAPITRE II. 

L E S P R E S S I O N S A L ' I N T É R I E U R D E S S O L I D E S P O L A R I S É S . 

§ 1. — Conditions d'équilibre d'un solide primitivement isotrope, 
peu déformé et polarisé. 

Après avoir étudié les conditions d 'équil ibre d 'un fluide pola

risé, nous allons, par une voie analogue, chercher les condit ions 

d 'équil ibre d 'un solide polar isé . Mais, au lieu d 'aborder le p r o 

blème dans toute sa général i té , nous nous bornerons à considérer 

un solide qui , soustrait à toute force extér ieure et à toute action 

magnét ique, serait isotrope, et auquel des forces extérieures et 

des actions magnétiques ont imposé de très pet i tes déformations. 

Considérons tout d 'abord le solide dénué de toute polarisation 

magnét ique , mais conservant exactement l 'état qu ' i l présente dans 

le système que nous voulons é tudier . Son potent ie l the rmodyna

mique interne a, dans ces condi t ions, une valeur qui est fournie 

par la théorie de l 'élasticité. Soient 

U , V , w 

les composantes du déplacement subi, à par t i r de la posi t ion qu ' i l 

occupait dans l 'état naturel , par le point (x,y, z) du solide. Le 

potentiel thermodynamique interne du solide non polarisé aura 

pour expression ( 1 ) 

( 1 ) 

( 1 ) G . G R E E N , On the laws of reflexion and refraction of light at the 

common surface of two non crystallized media (Transactions of the Cam

bridge Philosophical Society, i 8 3 8 . — Papers of G. Green, p . 2 4 5 ) . — P . D u -

HEM, Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique. L i v r e V, C h a p . I I ; P a r i s , 1891. 



A et étant deux constantes positives qui caractérisent la nature 

du corps, et l ' in tégrat ion s 'é tendant au volume entier du corps. 

La quant i té Q dépend seulement de l 'état na ture l du corps. 

Pour obtenir le potentiel thermodynamique interne du corps 

polarisé, il faut jo indre au terme précédent deux autres termes ; 

le premier terme a pour valeur (Livre X, Chap . IV) 

(2) 

f, g, h sont trois fonctions de l ' intensité d 'aimantat ion D'IL, qui 

se réduisent à trois constantes si l'on admet l 'approximation de 

Poisson. 

Le second terme est le potent ie l magnét ique . Si l 'on désigne 

par O la fonction potent iel le magnét ique du corps considéré, et 

par "Ç la fonction potentiel le magnét ique des aimants extér ieurs , 

ce potent ie l a pour valeur 

(3) 

Nous admet t rons en out re que le système est soumis à certaines 

forces extér ieures ; les unes seront appl iquées aux divers éléments 

de volume du corps solide é t u d i é ; si p désigne la densi té en un 

point de l 'é lément dv, nous désignerons par 

pXdv, p Y dv, p Z dv 

les composantes de la force qui sollicite l 'é lément dv; les autres 

sont appl iquées à la surface S qui l imite ce sol ide ; nous désigne

rons par P D S la grandeur de la force appl iquée à l 'é lément dS. 

Donnons au solide une déformation infiniment pe t i te . Soient 

u, v, w les composantes du déplacement du point (x,y,z); les 



forces extérieures effectuent un travail qui a pour valeur 

(4) 

la première sommation s 'étendant au volume entier du solide et la 

seconde à la surface qui le l imite. 

Dans le déplacement considéré , les quanti tés U, V, W subis

sent respect ivement des variations u v, w. Le terme du potent ie l 

thermodynamique interne donné par l 'égalité ( I) subit une varia

tion 

On sait que 

O n voit donc que , dans l 'expression de A , l 'é lément sous le 

signe J de la première intégrale est de l 'ordre de 

ou de 

tandis que l 'élément sous le signe f de la seconde intégrale est de 
l 'ordre de 

ou de 



U étant supposé très petit, on peut négliger la seconde intégrale 

et écrire s implement 

( 5 ) 

On peut supposer que , dans le déplacement , chacune des masses 

élémentaires qui composent le système se déplace sans que son 

aimantation change de grandeur et de direction. Dès lors, si l 'on 

se souvient que 

on trouve que le terme (2) du potent ie l the rmodynamique in

terne éprouve, dans le déplacement considéré, la variation sui 

vante 

Par un calcul ident ique à celui qui a été fait au Chapi t re précé-



dent, on trouve que le terme (3 ) du potentiel thermodynamique 

interne subi t , dans le déplacement considéré, la variation sui 

vante 

( 7 ) 

Ni étant la normale à l 'é lément dS vers l ' in tér ieur du corps solide 

considéré. Les lois de l 'aimantation du corps [Livre X , Chap . IV, 

égalité (7)] permett ra ient de transformer celte expression ; mais 

nous lui laisserons provisoi rement cette forme. 

Pour obtenir les conditions d 'équil ibre du corps, nous écrirons 

que l 'on a, en toute transformation virtuelle du système, 

( 8 ) A + B + C — d Q c i o . 

Considérons tout d 'abord une transformation dans laquelle 

chaque élément de volume se déplace sans changer de forme. On 

a alors, en tout point , 

( 9 ) 

Dans ces condit ions, on a cer ta inement 

A = o , B = o . 

D'ai l leurs , si les quant i tés u, v, w sont des fonctions continues de 

x, y, z, le corps ne se creuse pas de cavités; la modification est 

renversable, et la condition (8) devient 

C — d(se = o 



ou bien, en vertu des égalités (4 ) et ( 7 ) , 

Cette égalité ne doit pas avoir lieu quels que soient u, v, w; 
elle doit seulement avoir lieu si u, v, w vérifient les condit ions (9), 
il doit donc exister six fonctions de x, y, z, F 1 , F 2 , F 3 ; T 1 , T 2 , 
T 3 , uniformes, finies et continues en tout point du corps consi
déré, telles que l 'on ait, quels que soient u, v, w, 

Posons 

( 1 1 ) 



les trois quanti tés N 1 , N 2 , N 3 seront , comme F 1 , F 2 , F 3 , trois 

fonctions de x, y, z, uniformes, finies et continues à l ' intér ieur du 

corps é tudié . Une intégrat ion par part ies permet t ra de transformer 

l'égalité ( 1 0 ) en la suivante : 

(12) 

Telle est l 'égalité qui doit avoir lieu quels que soient u, v, w. 

Nous allons démontrer , en premier l ieu, que le coefficient de u 

dans l ' intégrale triple est égal à o en tou t po in t in tér ieur au corps 

considéré. Supposons, en effet, que ce coefficient soit différent 

de o en un point A (fig- 3o) in tér ieur au corps. Comme ce coeffi

cient est une fonction cont inue de x,y, z, on pourra i t tracer au tour 

du point A et à l ' in tér ieur du corps un domaine 1, en tout point 

duquel ce coefficient aurait le même signe qu 'au point A. Soit 2 

ce qui reste du corps lorsqu 'on suppr ime le domaine 1. On p o u r 

rait imposer au corps une transformation telle que l 'on eût, en tout 

point de l 'espace 1, 
U > O, V = o, w = o 

et, en tout point de l 'espace 2, 

U = O, V = O, w = o. 

D . — II. 28 



Le premier membre de l'égalité (12) se réduirai t alors à 

Tous les éléments de cette intégrale auraient le même signe et, 

contrairement à l 'égalité (12) , cette intégrale ne pourrai t être 

égale à o. Ainsi se trouve démontrée la première des égalités 

( 1 3 ) 

Les deux dernières se démontrent d 'une manière analogue. 

Ces égalités permet ten t d'effacer l ' intégrale triple au premier 

membre de l 'égalité (12) ; l ' intégrale double que renferme ce pre

mier membre doit alors être égale à o quels que soient u, v, w; on 

en conclut aisément que l'on doit avoir, en tout point de la surface 

du corps, 

(14) 

P c o s ( P , x) = Ni c o s ( N i , x) + T 3 c o s ( N i , y ) + T 2 c o s ( N i - , z), 

P c o s ( P , y ) = T 3 c o s ( N i , x) + N 2 c o s ( N i , y) + T1 c o s ( N i - , z), 

P c o s ( P , z) = T 2 c o s ( N j - , c o s ( N i , y) + N 3 c o s ( N i , z). 

En vertu des égalités (13) et (14), l 'égalité (10) est iden t iquement 

satisfaite quels que soient u, p, w. La condition (8) devient donc , 

pour toute modification virtuelle renversable, 



Posons, pour abréger, 

Une intégrat ion p a r parties transformera l'égalité précédente en la 
suivante : 



Cette égalité doit avoir lieu quels que soient u, v, w. Pa r un 
raisonnement analogue à celui que nous avons appliqué à l 'éga
lité ( 1 2 ) , nous prouverons qu ' i l est nécessaire et suffisant p o u r 
cela que l 'on ait : 



1° En Lout point in tér ieur au solide polarisé, l 'égalité 

(15) 

e t d e u x a u t r e s é g a l i t é s a n a l o g u e s ; 

2° En tout point de la surface du corps considéré, l 'égalité 

( 1 6 ) 

e t d e u x a u t r e s é g a l i t é s a n a l o g u e s . 

Les égalités (13), (14), et (16) , jointes aux conditions de 
l 'équilibre magnét ique [Livre X , Chap . IV, équations ( 7 ) ] , four
nissent les condit ions qui sont nécessaires et suffisantes pour l 'é
quilibre du corps polarisé. Il nous reste à discuter les conséquences 
de ces équat ions . 

§ 2 . — Pressions à l'intérieur d'un solide primitivement isotrope, 
peu déformé et polarisé. 

Considérons un solide polarisé en équi l ibre . Il existe six fonc
tions uniformes, finies, cont inues de x, y, z, 

N1, N 2 , N3, T1 T 2 , T3, 

qui vérifient les équations (13) en tout point de ce solide et les 
équations (14) en tout point de sa surface. 

Traçons dans ce solide une surface S qui , soit seule (fig. 31). 
soit avec une port ion S1 de la surface S (fig. 32 ) , isole une par
tie A du corps solide. Désignons par B ce qui reste de ce corps 
lorsqu 'on a suppr imé la part ie A. 



Définissons, comme au Chapitre précédent , les aimants qui pour 

la partie A seraient équivalents à la partie B. 

Suppr imons la partie B sans r ien changer à l 'état de déforma

tion de la part ie A et en laissant cette part ie A soumise : 

1° A l 'act ion des forces extérieures qui agissaient sur el le ; 

2° A l 'action des aimants qui agissaient sur le solide primitif; 

3° A l 'action des aimants équivalents à la partie B. 

Il est facile de voir que l 'a imantat ion de la partie A demeure 

ce qu'elle était avant la suppression de la part ie B ; que , d 'autre 

part , les déplacements de la part ie A ne sont plus soumis aux liai

sons que leur imposait la présence de la partie B ; mais que, pour 

rétablir l 'équilibre de la part ie A, il suffit d 'appliquer à la sur

face S des pressions convenablement choisies; la grandeur et la 

direction de la pression en chaque point de la surface 2 sont don

nées par les équations 

(14) 

P c o s ( P , x) = N1 c o s ( N i , x) — T 3 COS(N I , Y) + T2 C O S ( N i , z), 

P c o s ( P , y) = T 3 c o s ( N i , x) + N2 c o s ( N i , y ) + T1 c o s ( N i , z), 

P c o s ( P , z) = T2 c o s ( N i , x) + T1 c o s ( N i , y)+ N 3 c o s ( N i , z). 

Dans ces équations, Ni représente la direct ion de la normale à 

l 'élément d£ en un point duquel on veut dé terminer la pression, 

cette normale étant orientée vers l ' in tér ieur de la par t ie A. 

La grandeur et la direction de la pression sont ainsi définies 

en tou t point du corps et pour toute or ientat ion de l 'élément 

passant par ce point , en fonction des six quanti tés 

N 1 , N2 N3, T1, T2 T , . 

Aussi dirons-nous que connaître les valeurs de ces six quanti tés 



au point (u, y, z) du corps, c'est connaître les pressions en ce 

poin t . 

Nous ne nous a t tarderons pas ici à é tudier les belles consé

quences que Cauchy et Lamé ont déduites des équations (14). On 

les trouvera exposées dans tous les Trai tés d 'Elast ici té; elles ne 

sont pas essentielles au développement de la théorie qui nous 

occupe. 

§ 3 . — Pressions fictives à l'intérieur du solide polarisé. 

Supposons que l 'on se donne l 'état d 'a imantat ion du corps et 

les valeurs que p rennen t , en tout point du corps , les six quan

tités 
N1, N2, N3, T1, T2, T3. 

La déformation du corps sera déterminée par les égalités (15) 

e t ( 1 6 ) . 

Si le corps n 'é ta i t pas aimanté, ces égalités seraient de la forme 

suivante 

( 1 5 bis) 

Ces équations et les équations analogues que l 'on en déduit par 

des permuta t ions tournantes dé terminent les déformations du so

lide non polarisé en fonction des press ions ; elles j ouen t le même 

rôle, dans l 'é tude de la déformation des solides élastiques et p r i 

mit ivement isotropes , que l 'équat ion de compressibil i té dans 

l 'étude des fluides. 

Si l 'on compare les égalités (15) et (16) aux égalités (15 bis) et 

(16 bis), on arrive aux conclusions suivantes : 

On peut, dans un solide polarisé, donner aux équations qui 



lient les déformations aux pressions la forme qu'elles on 

pour un solide non polarisé, mais à la condition de remplace 

les valeurs réelles des six quantités 

N1, N2, N 3 , T 1 , T 2 , T 3 

par des valeurs fictives 

N'1, N' 2 , N'3, T' 1 , T 2 , T3, 

liées aux premières par les relations 

(17) 

Les égalités (17) peuvent se t ransformer. Si l 'on se repor te , en 

effet, aux lois de l 'équil ibre magnét ique [Livre X , Chap. IV, 

équations ( 7 ) ] , on voit qu'on a 

Les égalités (17) deviennent donc 

( 1 8 ) 

Si l 'on se reporte à l 'expression de ty, 



et si l 'on remarque que les quanti tés 

sont très pet i tes , on peut faire subir aux équations (18) une n o u 

velle simplification et les écrire 

( 1 9 ) 

Un cas intéressant est celui où l'on regarde les deux quanti

tés h et k comme très petites devant f. Dans ce cas, si l 'on se re

porte aux équations de l 'équil ibre magnét ique [Livre X , Chap . IV , 

équations (7 ) ] , on voit qu 'une déformation du premier ordre im

posée au solide ne modifie les coefficients d 'a imantat ion que de 

quanti tés du second ordre . 

Dans ce cas, les équations (19) se réduisent à 

( 2 0 ) 

Si l 'on se repor te alors aux équations ( 1 4 ) , qui définissent la 

pression exercée sur un élément quelconque dS passant par le 

point (x,y, z), on voit que la subst i tut ion des quanti tés 

N'1, N'2 N'3 T'1 T'2 T'3 

données par les égalités (20) aux quanti tés 

N1, N 2 , N3, T1, T2, T3, 

équivaut à l 'addit ion d 'une pression fictive, normale à l 'élé

men t dS, à la pression que cet élément suppor te en réali té. Cette 

pression, indépendante de l 'orientation de l 'élément, a pour va

leur 

(21) 

Cette pression est négative, car la quanti té f est posi t ive; ~j est, 

en effet, le coefficient d 'aimantat ion du corps non déformé. 

La pression fictive additionnelle est négative en tout point 



du corps polarisé ; elle est égale au quotient du carré de l'in

tensité d'aimantation par le double du coefficient cl'aimanta

tion du corps non déformé. 

Lorsqu 'on néglige devant f les quantités h et k, et, a fortiori, 

les quanti tés 

on a 

et l 'égalité ( 2 1 ) peut encore s'écrire 

(21 bis) 

Si le corps est peu magnét ique, O est négligeable devant t?. Si l 'on 
désigne alors par I l ' intensité du champ, la formule ( 2 1 bis) de 
viendra 

(21 ter) 

La pression additionnelle a pour valeur absolue, en tout 

point de l ' é l émen t dS, le quotient du carré de l'intensité du 

champ par le double du coefficient d'aimantation du corps. 

Cette loi simple n 'est qu 'une approximat ion. 

§ 4 . — Déformations du solide polarisé. 

S i , entre les équations ( 1 3 ) et ( 1 0 ) , on élimine les six fonc
tions 

N1, N2, N3, T1, T2 T3 

on obtient les équations suivantes, qui doivent être vérifiées en 
tout point (x, y , z) du solide 

(22) 

e t d e u x a u t r e s a n a l o g u e s . 



On a, d 'ail leurs, 

Les conditions de l 'équilibre magnétique [Livre X , Chap. IV, 

égalités (7)] donnent ensuite 

D'après ces égalités et d 'autres analogues, les égalités (22) de

viendront 

( 2 3 ) 

e t d e u x a u t r e s a n a l o g u e s . 

Si l'on élimine les six quanti tés 

N 1 , N 2 , N3, T1, T 2 l T 3 



entre les équations ( 1 4 ) et (16) , en se souvenant que 

on obtient les équations suivantes, qui doivent être vérifiées en 

tout point de la surface du solide, 

e t d e u x a u t r e s a n a l o g u e s . 

(24) 

Les équations (23) représentent les équations aux dérivées par

tielles du second ordre que doivent vérifier les déplacements U, 

V, W et les équations (24) , les condit ions aux limites que ces 

mêmes déplacements vérifient. L ' intégrat ion de l 'ensemble de ces 

équations et des équations de l 'équil ibre magnét ique résoudra le 

problème général de la déformation d 'un solide polarisable placé 

dans des conditions déterminées. 

Ce problème présentera , en général , d ' insurmontables diffi

cultés. Toutefois, il est possible de le résoudre dans un cas qui, 

bien que particulier , offre un grand intérêt et je t te un grand j o u r 

sur les actions magnét iques . 

Considérons un corps qui , à l 'état na ture l , est isotrope et n 'est 

soumis à aucune force extérieure ni à aucune pression. Ce corps 

est sphér ique . On le place dans un champ magnét ique uniforme. 

Nous allons démontrer qu'il se dilate de la même manière en tous 

ses points de manière à se transformer en un ellipsoïde de révolu

tion dont l 'axe de révolution est dirigé suivant les lignes de force 

du champ. 

Prouvons, en effet, qu ' i l existe une semblable déformation sa

tisfaisant aux condit ions de l 'équil ibre magnét ique et aux équa

tions (28 ) et (24) . 

En premier l ieu, l 'ellipsoïde est homogène ; ses axes ne diffèrent 

les uns des autres que de quanti tés de l 'ordre de ~ ; ses coefficients 



principaux d'aimantation ne diffèrent aussi les uns des autres 

que de quanti tés de l 'ordre de Les quanti tés <JU, 1)I, G ne va

rient donc , d 'un point à l 'autre du corps, que de quanti tés de 

l 'ordre de > ainsi qu 'on le voit aisément. Comme on néglige 

les quanti tés de cet o rd re , l 'a imantation de not re corps devra être 

regardée comme uniforme. Par raison de symétrie elle coïncidera 

avec l'axe de révolut ion de l 'ellipsoïde qui est dirigé suivant les 

lignes de force du champ. 

Plaçons l'axe des x suivant la direction de l 'a imantat ion. Nous 

aurons alors 

(20) 

L'aimantat ion et la déformation étant uniformes, les forces ex té 

rieures étant nul les , les équat ions (23) sont iden t iquement satis

faites. Les équations (24) se rédu isen t , moyennant les équa

tions (20 ) , à 

( 2 6 ) 

On satisfera à ces équations (26) en posant 

( 2 7 ) 

Ces égalités (27) définissent la déformation de la sphère . Dans le 

cas part iculier , déjà étudié au paragraphe précédent , où l 'on n é 

glige les quantités h et k devant les quanti tés y, u. et f, on t rouve 

( 2 8 ) 



La quantité 

est le coefficient d 'aimantat ion du corps à l 'état naturel . 

La quanti té 

est le coefficient de compressibil i té cubique du corps. La for

mule (28) pe rme t alors d 'écrire 

( 2 9 ) 

Si l'on néglige les quantités h et k, une sphère magnétique, 

placée dans un champ magnétique uniforme, se dilate en 

restant semblable à elle-même. La dilatation cubique s'ob

tient en multipliant le carré de l'intensité d'aimantation par 

le coefficient de compress ib i l i té cubique du corps et en divisant 

par le double du coefficient d'aimantation. 

Si l 'on désigne par J l ' intensité du champ, on aura [Livre VII I , 
Chap . I I , égalité (7 ) ] 

et l 'égalité (29) pour ra aussi s'écrire 

( 3 o ) 

Ces résultats peuvent être étendus à un corps de forme quelconque 

placé dans un champ magnét ique uniforme, pourvu que ce corps 

soit faiblement magnétique et que l'on néglige les quanti tés h et k 

devant f. Ce corps se dilatera uniformément en tout sens, et la 

dilatation cubique aura pour valeur 

( 3 1 ) 



§ 5. — Comparaison des résultats de la théorie aux résultats 
de l'expérience. 

La théorie précédente s 'applique également aux corps diélec

triques et aux corps magnét iques . Toutefois, lorsqu 'on l 'applique 

à un corps diélectrique, on doit avoir soin de s'assurer que ce 

corps ne por te aucune charge électrique et que ses déformations 

virtuelles ne sont pas liées à des déplacements des corps electri
sés ; cette restriction ne serait pas réalisée par une lame diélec

trique à laquelle seraient collées les deux armatures d 'un conden

sateur. 

La dilatation que subit un diélectrique placé dans un champ 

électrique est connue depuis bien longtemps. L 'abbé Fon tana ( 1 ) 

avait déjà observé que le volume d'un condensateur augmente 

quand on le charge. Cette découverte était tombée dans l 'oubli 

quand le fait qu'elle avait constaté fut signalé de nouveau par 

M. Govi ( 2 ) , puis étudié successivement par M. D u t e r ( 3 ) , par 

M. Righi ( 4 ) et par M. Quincke ( 5 ) . 

Imaginons une lame diélectrique placée entre les deux plateaux 

d 'un condensateur, et non fixée à ces plateaux, condition rare

ment réalisée dans les expériences et dont l 'oubli cause peut-être 

les divergences qui existent entre leurs résultats . Si l 'on désigne 

par V et V les niveaux potentiels des deux armatures , par A leur 

distance, d 'après la formule (31) , la dilatation cubique de la lame 

diélectrique a pour valeur 

Elle est proportionnelle au carré de la différence de niveau 

( 1 ) C i t é d a n s u n e l e t t r e d e V o l t a a u p r o f e s s e u r L a n d r i a n i (Lettere inedite de 

Alessandro Volta, i m p r i m é e s à P e s a r o e n I 8 3 I , p . i5 e t s q q . ) . 

(2) G o v i , Nuovo Cimento, t . X X I e t X X I I . — Comptes rendus, t . L X X X V I I , 

p . 857 ; 1878. 

( 3 ) DUTER, De la dilatation électrique des armatures des bouteilles de Ley de 

( C o m p t e s rendus, t. L X X X V I I I , p . 1260; 1879) . 

( 4 ) Rraghi, Sur la dilatation du verre des condensateurs pendant la charge 

(Comptes rendus, t . L X X X V I I I , p . 1262 ; 1879) . 

( 5 ) QUINCKE, Ueber elektrische Ausdehnung (Monatsberichte der Akademie 

der Wiss. zu Berlin, p . 200; 1880). 



potentiel des deux armatures et en raison inverse du carré de 

leur distance. 

C'est le résultat trouvé par M. Quincke . M. Duter et M. Righi 

ont observé une dilatation proport ionnel le à l ' inverse de la simple 

distance. Dans les expériences de ces physiciens, la lame isolante 

n 'était pas indépendante des armatures , ce qui explique peut-être 

cette divergence. 



CHAPITRE III. 

L A T H É O R I E D E M A X W E L L . 

§ 1. — Historique de la théorie des pressions à l'intérieur 
des corps polarisés. 

Le premier auteur qui ait cherché à préciser la na ture des 

pressions qui s 'exercent à l ' intérieur d 'un corps polarisé est Max

well . Les proposi t ions les plus importantes de sa théorie furent 

publiées en 1861-1862 dans le Philosophical Magazine ( 1 ) et 

en 1865 dans les Philosophical Transactions ( 2 ) . Cette théorie 

fut plus tard développée dans son Traité d'Électricité et de 

Magnétisme, dont la première édition paru t en 1873 ( 3 ) . 

La théorie de Maxwell a été accueillie par les physiciens comme 

une œuvre de gén ie ; elle est regardée comme une des théories les 

plus importantes de la Physique moderne . 

Les proposi t ions qui const i tuent cette théorie peuvent se ra 

mener aux deux suivantes : 

1° Si, à l ' intér ieur d 'un milieu polarisé, solide ou fluide, on 

trace une surface séparant une part ie de ce milieu et qu 'on s u p 

pr ime les liaisons résul tant de la présence de l 'autre par t ie , on 

rétabl i ra l 'équilibre en appl iquant des pressions à cette surface. Si 

l 'on désigne par Ni la normale à cette surface en un point (x,y, z), 

cette normale étant dirigée vers l ' in tér ieur de la por t ion de corps 

qu'el le l imite, la grandeur et la direction de la pression au 

( 1 ) J . - G . M A X W E L L , On electromagnetic field. 

( 2 ) J . - C . M A X W E L L , On electromagnetic field (Philosophical Transactions of 

the royal Society of London; 1 8 6 5 ) . 

( 3 ) IRE P a r t i e , C h a p . V ; IVE P a r t i e , C h a p . X I . 
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point (x,y, z) sont données par les équations 

(1) 

P c o s ( P , x) = N1 c o s ( N i - , x) + T 3 c o s ( N i , y ) + T2 c o s ( N i , z ) , 

P c o s ( P , y ) = T 3 c o s ( N i , x) + N 2 c o s ( N i , y ) + T1 c o s ( N i , . 3 ) . 

P c o s ( P , z) = T 2 c o s ( N i , x)+ Tl c o s ( N i , y ) + N 3 c o s ( N i , z), 

équations dans lesquelles 

N 1 , N 2 , N3 T1, T2, T 3 

sont six fonctions de (x,y, z) définies par les égalités suivantes : 

(2) 

Dans ces équat ions, k est le coefficient d 'aimantation de la s u b 

stance, coefficient supposé invariable. De plus on a, suivant la 

notation que nous avons adoptée, 

2° Les déformations du milieu polarisé sont liées aux six quan
tités 

N1, N2, N 3 , T1, T 2 , T3 

par les relations établies par la théorie de l 'élasticité pour le cas 

où le milieu n'est pas polarisé. 

Pour nous imaginer plus aisément les lois qu i , d 'après Maxwell , 

régissent les pressions à l ' in tér ieur d'un solide polarisé, p renons 



l 'axe des y et l 'axe des z tangents à la surface de niveau qui passe 

par le point (x, y, z). Nous aurons alors 

et les égalités (2 ) deviendront 

T 1 = T 2 = T 3 = o. 

On voit d 'abord par les équations ( 1 ) qu 'un élément superficiel 

normal à la ligne de force qui passe en un point du corps sup

porte une pression normale qui a pour valeur en chacun de ses 

points 

tandis qu 'un élément parallèle à la ligne de force supporte une 

traction normale don t la valeur absolue en chaque point est 

égale à la valeur de la pression précédente . 

Les déformations étant liées aux pressions, au sein du milieu 

polarisé, de la même manière qu 'au sein du milieu soustrait à 

l 'action de tout champ, on voit que le corps éprouve, en chaque 

point , une contract ion dans le sens des lignes de force et une 

dilatation, égale en valeur absolue à cette contract ion, dans toute 

direction normale aux lignes de force. 

Ces pressions et tensions ne deviennent pas égales à o en même 

temps que le coefficient k. Si l 'on place dans un champ magné 

t ique un corps non susceptible de s 'aimanter, tout élément super 

ficiel pris à l ' in tér ieur de ce corps , normalement aux lignes de 

force du champ, supporte une pression normale qui a pour valeur 

en tout point 



tandis que tout élément parallèle aux lignes de force supporte une 

tension normale qui a, en tout poin t , la même valeur absolue que 

la pression p récédente . 

Maxwell avait supposé la valeur du coefficient d 'aimantat ion k 

indépendante des déformations subies par le corps . M. H . von 

Helmholtz ( 1 ) remarqua que , dans les fluides, ce coefficient devait 

être regardé comme étant , en chaque point , une fonction k(<?) 

du volume spécifique cr. I l fut alors amené à remplacer les éga

lités (2) données par Maxwell par les égalités suivantes : 

( 3 ) 

La théorie de M. H. von Helmholtz condui t à admettre que tout 

élément superficiel, tracé à l ' in tér ieur d 'un solide polarisé, sup

por te , outre la pression donnée par la théorie de Maxwell , une 

pression normale dont la valeur en chaque point , indépendante 

de l 'orientation de l 'élément, est 

Cette force disparaît si, avec Maxwell, on suppose que le coeffi

cient d 'aimantation k ne dépend pas du volume spécifique o-. 

( 1 ) H . V O N H E L M H O L T Z , Ueber die auf das Innere magnetisch oder diëlek-

trisch polarisirter Körper wirkenden Kräfte (Monatsber. der Berl. Aka-

demie, 17 f é v r i e r 1881. — Wiedeman's Annalen, t . X I I I , p . 3 8 5 ; 1881. — Helm

holtz wissenschaftliche Abhandlungen, t . I , p . 798). 



Dans le cas où le corps soumis à la polarisation est un solide 

pr imit ivement isotrope, les déformations de ce solide influent sur 

les lois de l ' a imanta t ion; k ne peut être regardé comme une con

stante, et il y a lieu de compléter les formules de Maxwell. C'est 

ce qu 'on t fait M. Lorberg ( 1 ) et G. Kirchhoff ( 2 ) . Avant eux, 

M. Korteweg ( 3 ) avait déjà montré que trois constantes distinctes 

s ' introduisent dans les formules relatives aux solides polarisés. 

Depuis , M. E . Beltrami ( 4 ) a donné des formules qui conduisent 

aisément aux résultats obtenus par M. H . von Helmholtz et par 

G. Kirchhoff. 

Pour pouvoir écrire ici les formules auxquelles ces auteurs sont 

parvenus, considérons les lois de l 'aimantation par influence sur un 

solide pr imit ivement isotrope peu déformé [Livre X , Chap. IV, 

équations (7 ) ] . Après avoir in t rodui t dans les équations qui repré

sentent ces lois les notat ions dont il est fait usage au présent Livre, 

résolvons ces équat ions par r appor t à X, ifi>, 8 . Ces équations pren

dront la forme suivante 

( 4 ) 

( 1 ) L O R B E R G , Ueber Elektrostriction (Wiedemann's Annalen der Physik und 

Chemie, t . X X I , p . 3 o o ; 1884 )-

( 2 ) G . K I R C H H O F F , Ueber die Formänderung die ein fester elastischer Kôrper 

erfährt, wenn er magnetisch oder diëlektrisch polarisirt wird (Sitzungsbe-

richte der Berl. Akad. d. Wiss., t . I , p . 1 3 7 ; 1884. — Wiedemann's Annalen, 

t. X X I V , p . , 5 2 ; 1885. — G. Kirchhoff's Abhandlungen; Nachtrag, p . 9 1 ) . — 

— Ueber einige Anwendungen der Theorie der Formänderungen welche ein 

Körper erfàhrt, wenn er magnetisch oder diëlektrisch polarisirt wird (Sit-

zungsberichte der Berl. Akad. d. Wiss., t. I I , p . 1 1 5 5 ; 1884.-— Wiedemann's 

Annalen, t . X X V , p . 6 o 1 ; 1885. — G. Kirchhoff's Abhandlungen; Nachtrag, 

p. 114) . 
( 3 ) D . - J . K O R T E W E G , Ueber die Veränderung der Form und des Volumens 

diëlektrischer Körper unter Einwirkung elektrischer Kràfte (Wiedemann's 

Annalen, t . I X , p . 48 ; 1880). 

( 4 ) E . B E L T R A M I , Sulla representazione delle forze newtoniane per mezzo 

di forze elastiche (Bendiconti del B. Instituto Lombardo, s é r i e I I , v o l . X V I ; 

s é a n c e d u 19 j u i n 1884)• 



équations dans lesquelles on aura 

( 5 ) 

K, K', K" étant trois constantes liées aux trois constantes f, h, k 

par des relations qu'i l est inuti le d'écrire ici. 

La constante K est le coefficient d 'aimantat ion du corps non dé

formé; elle est donc égale à 

Si l 'on suppose k = o, on a aussi K " = o. 

Si l 'on suppose, en out re , h = o, on trouve K ' = o. 

MM. Lorberg et G. Kirchhoff ont trouvé qu'à l ' intérieur d 'un 

solide élastique polarisé les équat ions ( 2 ) de Maxwell devaient 

être remplacées par des équations plus compliquées. Moyennant 

les notat ions que nous venons d ' in t roduire , ces équations peuvent 

s'écrire de la manière suivante : 

( 6 ) 



Ces équations se ramènent à celles de M. H. von Helmholtz , si 

l'on y fait 
K " = o 

et à celles de Maxwell, si l 'on suppose à la fois 

K " = o , K ' = o , 

c'est-à-dire 

(7) k = o , h = o . 

Cette théorie, fondée par Maxwell, développée par M. H . von 

Helmholtz, M. E . Lorberg et G. Kirchhoff, a été , nous l 'avons 

dit , adoptée par presque tous les physiciens. Elle n 'est pas, ce

pendant , sans présenter de graves causes de doute . 

Les lois connues de l 'Hydrostat ique enseignent qu ' en un point 

d 'un fluide, la pression est normale à l 'é lément mené par ce point 

et i ndépendan te , en grandeur , de l 'or ientat ion de l 'é lément. 

D'après Maxwell, il n 'en serait pas ainsi à l ' intérieur d 'un fluide 

polarisé : la pression qui s'exerce sur un élément normal aux 

lignes de force se changerait en tension pour les éléments paral 

lèles aux lignes de force. 

Cette difficulté n 'avait pas échappé à Maxwell. 

« L 'hypothèse , dit-il ( 1 ) , d 'un pareil état de tension existant 

au sein d 'un diélectrique fluide, tel que l'air ou la té rébenth ine , 

peut paraî tre , à première vue, en contradict ion avec le pr incipe 

établi, qu 'en un point d 'un fluide les pressions sont égales dans 

tous les sens. Mais, quand on établit ce principe en considérant la 

mobilité et l 'équilibre des parties du fluide, on admet précisément 

qu ' i l n 'existe dans le fluide aucune action du genre de celle que 

nous supposons se produire le long des lignes de force. L'état de 

tension que nous venons d 'é tudier est parfaitement compatible 

avec la mobili té et l 'équil ibre d 'un fluide; car nous avons vu que , 

( 1 ) J . - G I . M A X W E L L , Traité d'Électricité et de Magnétisme, t r a d u i t e n f r a n 

ç a i s p a r G. S e l i g m a n n - L u i , t. I , p . 1 7 3 . 



si une port ion du fluide n'a point de charge électr ique, elle n 'est 

soumise à aucune force résul tante due aux tensions sur la surface, 

si intenses que soient ces tensions. C'est seulement quand une 

partie du fluide est chargée que son état d 'équil ibre est t roublé 

par les tensions agissant sur sa surface, et nous savons que , dans 

ce cas, elle tend effectivement à se mouvoi r ; donc l 'état de ten

sion supposé n 'est pas incompatible avec l 'équilibre d 'un diélec

trique fluide. » 

Les difficultés de la théorie de Maxwell ont été profondément 

étudiées par M. M. Brillouin ( 1 ) et par M. E . Beltrami ( 2 ) , sans 

que ces auteurs soient parvenus à les surmonter . 

E . Mathieu ( 3 ) a démontré également que la théorie de Max

well ne pouvait s 'accorder avec les pr incipes de la théorie de 

l 'élasticité. 

Enfin, dans le bel Ouvrage qu' i l a consacré récemment à l 'ex

posé des idées de Maxwell, M. Poincaré ( 4 ) insiste de nouveau 

sur les paradoxes nombreux que soulève la théorie des actions 

élastiques au sein des diélectr iques. 

Tous les auteurs éminents que nous venons de citer, en signa

lant les nombreuses difficultés de la théorie de Maxwell, regardent 

ces difficultés comme des paradoxes qui seront un jour expliqués, 

et cont inuent à croire à la vérité de cette théor ie . Aucun ne va j u s 

qu'à regarder comme inexacte l 'expression, donnée par le phys i 

cien anglais, des pressions au sein d 'un milieu polarisé. 

C'est pour tan t là la conclusion à laquelle nous nous arrê terons . 

Nous avons repr i s , dans les deux Chapi tres précédents , l 'é tude 

des corps polarisés, solides ou fluides, en cherchant à y met t re 

( 1 ) M . B R I L L O U I N , Essai sur les lois d'élasticité d'un milieu capable de trans

mettre des actions en raison inverse du carré de la distance (Annales de 

l'École Normale supérieure, 3 e s é r i e , t. IV , p . 2 0 1 ; 1887) . 

( 2 ) E . B E L T R A M I , Sull' interpretazzione meccanica delle formole di Maxwell 

(Memorie della B. Accademia delle Scienze dell' Instituto di Bologna, s é a n c e 

d u 4 f é v r i e r 1886) . 

( 3 ) E . M A T H I E U , Théorie du potentiel. D e u x i è m e P a r t i e : Électrostatique et 

Magnétisme, p . 1 1 0 . 

( 4 ) H . P O I N C A R É , Électricité et Optique. I : Les théories de Maxwell et la 

théorie électromagnétique de la lumière, p . 88. 



une complète r igueur , à dissiper tous les doutes . Nous avons r e 

connu : 

1° Que les pressions à l ' in tér ieur d'un semblable milieu ne sont 

pas déterminées par les lois données par Maxwell , même lors 

qu 'on admet les approximat ions adoptées pa r Maxwell ; 

2 ° Que les déformations du milieu ne sont pas liées aux six 

fonctions dont dépendent les pressions par les lois qui expr iment 

cette même relation au sein d 'un solide non polarisé. 

Ainsi , pour nous , les difficultés que présente la théorie de Max

well ne sont pas des paradoxes qui doivent tôt ou tard trouver 

leur expl icat ion, mais des contradict ions qui en met ten t à nu 

l ' inexact i tude et la doivent faire rejeter . Au premier r ang de ces 

contradict ions, citons celle qui consiste à admet t re , au sein d 'un 

fluide, l 'existence d 'une pression qui n 'es t pas normale à l 'é lé

ment sur lequel elle agit, ni indépendante de l 'or ientat ion de cet 

é lément . 

L ' expé r i ence , d ' a i l l eurs , nous laisse à l'aise pour rejeter la 

théorie de Maxwell. Elle a constaté , en effet, que les corps polari

sés se dilataient dans les directions normales aux lignes de force, 

ce qui s 'accorde aussi bien avec no t re théorie qu 'avec celle de 

Maxwell ; mais elle n'a jamais constaté la contract ion dans le sens 

des lignes de force annoncée par la théorie que nous repoussons ; 

M. Quincke ( 1 ) a même cru constater qu 'un diélectr ique polarisé 

se dilatait uniformément en tout sens. Il est vrai que sa mé thode , 

comme l'a fait r emarquer M. J. Curie ( 2 ) , n 'est pas exempte de 

cr i t iques . 

Nous rejet terons donc complè tement la théorie de Maxwell , 

pour conserver uniquement la théorie, conforme aux pr incipes de 

l 'Hydrostat ique et de l 'Élast ique, que nous avons développée dans 

les deux Chapi tres précédents . 

§ 2. — Cause de l'inexactitude de la théorie de Maxwell. 

La théorie de Maxwell, tout erronée qu'elle nous paraisse, a été 

( 1 ) Q U I N C K E , Ueber electrische Ausdehnung (Monatsber. der Berl. Akad. 

der Wiss, p. 200; 1880). 

(2) Voir P O I N C A R É , Électricité et Optique, t. I , p. 296. 



adoptée et admirée par des physiciens si éminents , que nous ne 

voulons point nous contenter de cette fin de non-recevoi r ; nous 

allons exposer ici la méthode qui sert à démontrer les formules de 

cette théorie pour marquer le point précis où l 'er reur se glisse 

dans la suite des ra isonnements . L'exposé que nous allons donner 

se rapproche beaucoup de celui de M. H . von Helmholtz . Comme 

cet illustre physicien, nous nous bornerons à l 'é tude des fluides 

polarisés; les remarques que nous ferons s 'é tendraient sans peine 

aux solides. 

L'exposé que nous allons présenter ne servira pas seulement à 

mettre en évidence le point erroné de la théorie de Maxwell. Il 

aura aussi l 'avantage de nous faire connaître plusieurs formules 

in téressantes . 

Considérons un fluide magnét ique quelconque, placé sous l 'ac

tion d'aimants permanents et sur lequel l 'équilibre magnét ique est 

établi . Donnons à ce fluide une modification infiniment petite 

quelconque, consistant en un changement de forme infiniment 

peti t et en un changement d 'aimantat ion infiniment petit . Cette 

modification peut se décomposer en deux autres : 1° un chan

gement d 'a imanta t ion sans changement de fo rme; 2 ° un chan

gement de forme sans changement d 'a imanta t ion . 

Comme l 'équil ibre magnét ique est supposé établi sur le fluide, 

la première modification n 'en t ra îne aucun travail non compensé. 

Le travail non compensé effectué dans la modification totale se 

rédui t donc au travail non compensé effectué dans la seconde 

modification part iel le . Ce travail non compensé peut être regardé 

comme le travail des actions qui tendent à déformer le fluide; s'il 

est égal à o, le fluide est en équi l ibre . 

Ce travail non compensé se compose de deux par t ies . L 'une 

demeurera i t inal térée si la même modification était imposée au 

même fluide préalablement ramené à l 'état n e u t r e ; l 'autre s 'annu

lerait dans ces condit ions. Désignons cette dernière par dr et 

calculons-la. 

Si l 'on se repor te aux notat ions employées dans les Chapitres 

précédents [ C h a p . I, égalités ( I I ) et (14)] , on a 

d r = _ ( B + C ' + C " + C ' " ) 



ou bien [Chap . I, égalités (13), (15), (16), (17) ] , 

( 8 ) 

Posons 

(9) 

(10) 

et l'égalité (8 ) deviendra 

(11) 

Si l 'on se reporte aux égalités (18), (19) et (20) du Chap . I, 
on pourra écrire les égalités (9 ) et (10) sous la forme suivante 

(9 b i s ) 

(10 bis) 



Ces égalités sont générales. Supposons maintenant qu'i l s'agisse 

d 'un fluide dont le coefficient d 'aimantat ion soit, comme l'exige 

la théorie de Poisson, indépendant de l ' intensité d 'aimantat ion. 

Ce coefficient est une simple fonction /c(ff) du volume spécifique 

a- et l 'on a 

Les égalités (9 bis) et (10 bis) deviennent alors 

(9 t e r ) 

(10 ter) 

Ces égalités ont déjà été obtenues par M. H . von Helmholtz 

[loc. cit., égalités (45) ] . 

Elles pe rmet ten t d 'expr imer dx au moyen des dérivées partielles 

des deux quant i tés k (a-) et OTL 2 . A cette dernière quanti té on peut 

se proposer de subst i tuer les dérivées partielles de la fonction 

potentielle magnét ique , en par tant des égalités 

( 1 2 ) 

qui représen ten t les condit ions de l 'équil ibre magnét ique . Ces 
égalités donnent , en effet, 

relation qui , reportée dans les égalités (9 ter) et (10 ter), leur 



donne la forme suivante 

( 1 3 ) 

(14) 

Ces expressions peuvent se met l re sous une autre forme. 
Considérons l'égalité 

E n vertu des égalités (12), elle devient 

Multiplions les deux membres de cette égalité par 

nous obt iendrons l 'égalité suivante 

Moyennant cette égalité, l 'expression de X , donnée par la p re -



mière des égalités (12), devient 

( 1 5 ) 

Les expressions de Y et de Z peuvent se mettre sous une forme 

analogue. Posons 

( 3 ) 

et l'égalité (15) deviendra 

( 1 6 ) 

Les quanti tés Y et Z ont des expressions analogues. 

Le travail non compensé des actions magnét iques qui tendent à 

déformer le fluide peu t donc s'écrire, d'après les égalités (11), (13) 
et (16) , 

( 1 7 ) 



Nous avons supposé le fluide magnét ique cont inu . Nous aurions 

pu le supposer formé de deux fluides distincts, séparés par une 

surface de discontinuité S. Désignons par Ni la normale vers l ' in

térieur du premier fluide à l 'une des surfaces S ou S qui l imitent 

le volume v du premier fluide et pa r N'i la normale vers l ' in tér ieur 

du second fluide à l 'une des surfaces S' ou S qui l imitent le vo

lume v' du second fluide. 

Désignons par 
N'1 N'2, N' 3, T' 1, T' 2 ( T'3 

ce que deviennent les quanti tés 

N1, N2 N : i, T 1 , T 2 , T 3 

lorsqu 'on y remplace les quanti tés <r et k(<r) relatives au premier 

fluide par les quanti tés o-' et k (o-') relatives au second. Nous aurons, 

pour expression du travail non compensé des actions qui t endent à 

déformer les deux fluides, 

( 1 8 ) 

Cette égalité est due à M. von Helmholtz ( 1 ) . 

Imaginons , en part iculier , qu' i l s'agisse d 'un corps magnét ique 

plongé dans un milieu illimité qui est lui-même magnét ique . Là 

surface désignée par S s 'évanouit. La surface S devient la surface 

même du corps . L'intégrale relative à la surface S', rejetée à l 'in

fini, est égale à o, si, à l'infini, ( O + t ? ) se comporte comme une 

( 1 ) H . V O N H E L M H O L T Z , loc. cit. (Wiss. Abhandlnngen, t. I , p . 8 1 4 ) -



fonction potentiel le . Si nous remarquons qu 'en tout point de la 
surface S on a 

qu 'on a d'ailleurs 

on voit que l 'égalité (18) devient, dans ce cas, 

(19) 

ou bien 

( 1 9 bis) 

Il est aisé de voir que la théorie de Maxwell serait exacte si, au 
lieu de ces équat ions (19) ou (19 bis), on avait l 'équation 

(20) 



Cette équation (20) est précisément celle qu 'a proposée M. Lor-

b e r g ( 1 ) . 

Mais il est aisé de voir que les trois intégrales relatives à la sur

face S que renferme l 'équation (20) ne se réduisent pas à l ' intégrale 

relative à la surface S que renferme l 'équation (19 bis). 

Si l'on se repor te , en effet, aux égalités (3 ) , on trouve 

N1 c o s ( N i , x ) + T 3 c o s ( N i , y) + T2 c o s ( N i , z 

De même 

N1 c o s ( N ' i , x) + T ' 3 COS ( N ' i , y ) + T ' 2 c o s ( N i , z) 

On a d'ailleurs 

Nous aurons donc 

( N 1 - N ' 1 ) c o s ( N i , x ) + ( T 3 - T ' 3 ) c o s ( N i , y ) + ( T S — T ' 2 ) c o s ( N i , Z) 

Si l'on compare ce te rme, coefficient de udï, au second membre 

de l'égalité (20) , au coefficient de la même quant i té u dS au se-

( 1 ) E . L O R B E R G , Ueber Electrostriction (Wisdemann's Annalen, t . X X I , p. 3 1 4 ; 

1 8 8 4 ) . 

D . — I I . 3o 



cond membre de l'égalité (19) , on trouve que ce dernier surpasse 
le premier de 

Cette quant i té est-elle égale à o? Pour nous en rendre compte , 
supposons qu 'au point considéré la direction Ni soit celle de l'axe 
des x. Nous aurons alors 

et la quanti té précédente deviendra 

quanti té qui n 'est cer ta inement pas nulle en général . Les équa
tions (19) o u ( 1 9 bis) ne se réduisent donc pas à l 'équat ion (20), et 
la théorie de Maxwell, contre laquelle mil i tent tant d 'objections, 
repose sur une démonstrat ion inexacte, en sorte que tout conspire 
à la faire rejeter . 



CHAPITRE IV. 

L E S D É F O R M A T I O N S É L E C T R I Q U E S D E S C R I S T A U X . 

Nous serons très brefs dans l 'étude de la déformation électrique 

des cristaux. 

Cette étude n'offre pas de difficultés de principes plus grandes 

que celles que l 'on rencont re dans l 'étude de la déformation des 

corps isotropes polarisés; mais elle conduit à des formules beau

coup plus longues et beaucoup plus compliquées . C'est cette com

plication des formules que nous chercherons à éviter en indiquant 

seulement la marche du ra i sonnement qui fourni t l 'expression 

des quanti tés à déterminer , et en n 'écr ivant point cette expres

sion. 

La marche à suivre dans la formation de l 'équation d 'équil ibre 

d 'un cristal polarisé dans un champ est exactement la marche 

suivie au Chapi t re I I ; mais : 

1° L 'équat ion (I) doit être remplacée par une équation de la 

forme 

(1) 

a11 étant une forme quadra t ique quelconque des six 

déformations. 
2° D 'après ce qui a été dit au Livre X , Chap. IV, § 1, l 'ex

pression (2 ) doit être remplacée par une expression de la forme 



suivante 

(2) 

étant des fonctions linéaires des six déformat ions , et 

étant une fonction homogène et du second degré de A>, ill>, 3 . 

Dès lors, le travail externe cont inue à être donné , comme dans 

l'égalité (4) du Chapitre II, par la formule 

( 3 ) 

Mais la formule (5) du Chapi t re II prend une forme beaucoup 

plus compliquée 

(4) 

La formule (6) du Chapi t re II p rend la forme également très com

pliquée 

( 5 ) 



Enfin, la quant i té G est encore donnée par l 'égalité (7) du 

Chapitre I I ; mais , si l 'on observe que l'on a 

en vertu des condit ions de l 'équil ibre magné t ique ; si l'on pose en 

outre 

( 6 ) 

on aura 

et 

L'égali té (7 ) du Chapi t re II prend donc ici la forme suivante : 

( 7 ) 

Écrivons que 
A + B + C — d&e = o, 

après avoir transformé les expressions (4 ) et (5 ) de A et B au 



moyen d' intégrations par part ies. Nous aurons , toute réduction 
faite, 

( 8 ) 

Cette égalité doit avoir lieu quels que soient u, v, w. Par des 

ra isonnements analogues à ceux que nous avons faits au Cha

pitre II , nous t rouverons que l'on doit avoir : 

1° En tout point du milieu cristallin, trois équations dont la 

première est 

(9) 

2 ° En tout point de la surface du cristal, trois équations dont la 
première est 

(10) 

Les équations (g) sont les équat ions aux dérivées partielles du 

second ordre qui doivent être vérifiées en tout point du cristal par 

les déplacements U, V , W ; les équat ions (1o) sont les condi

tions que ces déplacements doivent vérifier aux limites du cristal. 



L'intégrat ion générale de ces équations conduirai t à la solution 

du problème suivant : Trouver la déformation que subit un cristal 

diélectr ique lorsqu 'on le place dans un champ électr ique. Nous 

n 'aborderons ce problème que dans un cas ext rêmement par t icu

lier. 

Nous supposerons que le champ soit un i forme; nous suppose

rons, en out re , que le cristal soit très faiblement diélectr ique, de 

telle sorte que , dans nos équat ions , nous ayons seulement à con

server les termes du premier degré par r appor t aux quanti tés 

U, V, W , =A», il!,, a . 

Nous supposerons enfin qu 'aucune force extér ieure n'agisse sur 

le cristal. On voit sans peine que si, dans ces condit ions, on s u p 

pose les déformations uniformes à l ' intérieur du cristal , ainsi que 

la polarisation, les équations ( 9 ) sont iden t iquement satisfaites. 

La première des équations ( 1 0 ) va devenir 

Nous avons supposé que l 'équil ibre électrique était établi sur le 

cristal ; nous avons supposé, en ou t re , que le cristal ne renfer

mait pas d'électricité l ib re ; ces deux hypothèses ne sont compa

tibles que si le cristal n 'es t pas nature l lement pyro-é lec t r ique . 

Nous devons donc poser 

l a = o , m0 = o , n 0 = o , 

en sorte que l 'équat ion précédente devient la première des équa

t ions 

(11) 

Ces trois équations seront vérifiées en tout point de la surface 



qui limite le cristal, si l'on peut égaler séparément, dans chacune 

d'elles, les coefficients de c o s ( N I , x), C O S ( N I - , J K ) , c o s ( N I , Z). On 

obtient ainsi neuf équations 

( 1 2 ) 

qui se réduisent à six; en sorte que les six déformations sont dé

terminées, en fonction de &>, ol!>, 3 , par six équations l inéaires. 

Deux cas sont à dist inguer : 

1° Le corps n'est ni pyro-électrique ni piézo-électrique. 

On a alors 
li = o , l2 = o , . . . , 

Les équations (12) deviennent 

Elles donnent 

Si donc on place dans un champ uniforme un cristal fai-

ùlement diélectrique, qui n'est ni pyro-électrique ni piézo

électrique, les déformations que ce cristal éprouve sont d'un 

ordre de petitesse plus élevé que la polarisation qu'il prend. 

En général, elles seront inaccessibles à l ' expér ience . 

2° Le corps est piézo-électrique. 

Dans ce cas, les quanti tés 

L1, L2, . . . , 

ne sont pas toutes égales à zéro. Les équations (12) déterminent 

les six déformations en fonctions linéaires et homogènes des com-



posantes de la polar isat ion; par conséquent , aussi en fonctions 

linéaires et homogènes des composantes du champ. 

Si donc on place dans un champ uniforme un cristal fai

blement diélectrique et piézo électrique, les déformations que 

ce cristal éprouve sont du même ordre de grandeur que la 

polarisation qu'il prend. 

Ces déformations varient proportionnellement à l'intensité 

du champ dans lequel le cristal est placé. Elles changent de 

sens avec le champ. 

Ces phénomènes ont été constatés par l 'expérience. 

Lorsque MM. P. et J. Curie eurent démontré la possibilité 

d 'électriser certains cristaux par la compression, M. G. L i p p -

mann ( 1 ) annonça, comme conséquence des pr incipes de la The r 

modynamique , que les dimensions de ces cristaux devaient varier 

lorsqu 'on plaçait les cristaux dans un champ électr ique. 

Peu de temps après, MM. P . et J. Curie ( 2 ) reconnaissaient 

par l 'expérience le fait annoncé par M. L ippmann : une plaque 

de quartz, taillée normalement à un axe d 'hémiédrie , et placée 

entre les deux plateaux d 'un condensateur , subit une dilatation 

ou une cont rac t ion ; la dilatation est propor t ionnel le à la diffé

rence de niveau potentiel qui existe entre les deux plateaux et en 

raison inverse de leur dis tance. 

Par des méthodes opt iques , M. Rôntgen ( 3 ) et M. K u n d t ( 4 ) 

ont vérifié le fait découvert par MM. P . et J. Cur ie . 

Nous arrêterons là l 'é tude des déformations électriques des cr is

taux. Nous avons marqué la méthode par laquelle on pourra i t 

obteni r les lois ent ièrement générales de cette déformation. La 

présente ébauche pourra i t donc servir de point de départ à une 

théorie complète et é tendue de cette classe de phénomènes . Nous 

( 1 ) G. L I P P M A N N , Principe de la conservation de l'électricité (Annales de 

Chimie et de Physique, 5" s é r i e , t. X X I V , p . 1 4 5 ; 1881) . 

( 2 ) P . e t J . C U R I E , Déformations électriques du quartz (Comptes rendus, 

t. X C V , p . 9 1 4 ; 1882). 

( 3 ) R Ö N T G E N , Ueber die durch electrische Kräfte erzeugte Aenderung der 

Doppellbrechung des Quarzes (Wiedemann's Annalen, t . X V I I I , p . 213 e t 534 ; 

1 8 8 5 ) . 

( 4 ) K U N D T , Ueber das optische Verhalten des Quarzes im elektrischen 

Felde (Wiedemann's Annalen, t. X V I I I , p . 228; 1 8 8 3 ) . 



ne développerons pas cette théorie qui allongerait outre mesure le 

présent Vo lume ; ce que nous avons dit suffit à mont re r comment 

le phénomène de la dilatation électrique des cristaux vient prendre 

place dans le tableau, parfai tement o rdonné , des phénomènes 

magnétiques et diélectr iques qui nous est tracé par la The rmody

namique. 

F I N D U T O M E D E U X I È M E . 
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