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§ 2. — Il n'existe, pour les corps magnétiques, qu'une seule solution au problème de l'aimantation par influence. Elle correspond à une aimantation stable
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CHAPITRE PREMIER.

PREMIERES DEFINITIONS.

§ 1. — Poles magnétiques ().

St Pon fait agir 'une sur Pautre deux aiguilles aimantées trés
minces, AB, A'B’, on observe que le mouvement pris par l'ai-
guille AB peul toujours étre attribué & guatre forces : deux sont
appliquées au point A et dirigées suivant les droites A’A, B'A;

(") Les premiéres idées nettes sur les actions mutuelles des aimants sont dues
& Tobias Mayer [ Theoria magnetica (Geetting. gel. Ans., 1760)] et & ALpinus
[Examen theorice magneticce a T'ob. Mayero propositez (Novi Commentarii
Academice Petropolitance, t. XII, p. 325; 1766)].

D, — 1L
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2 LIVRE VII. — LES FORCES MAGNETIQUES.

deux auatres sont appliquées au point B et dirigées suivant les
droites A’B, B'B. Les extrémités des aiguilles auxquelles sont ap-
pliquées ces forces portent le nom de pdles magnétiques des
aiguilles.

Supposons que A, A’ soient, pour nos deux aiguilles, les poles
qui, & Paris, se dirigent vers le nord, et B, B/ les poles qui se
dirigent vers le sud. On dit que les poles A, A’ renferment du
magnétisme austral et les pdles B, B du magnétisme boréal.

On observe que 'action de A’ sur A et I'action de B’ sur B sont
toujours répulsives, tandis que Paction de B’ sur A etl'action de A’
sur B sont toujours attractives; d’o la loi :

Les péles magnétiques de méme nom se repoussent ; les pdles
magnétiques de noms contraires s’attirent.

L’action qu’'un pdle magnétique, A/, par exemple, exerce sur
un autre poéle magnétique, A, par exemple, est égale et de secns
contraire a I'action que le péle magnétique A exerce surle pole A’.
Les actions mutuelles des pdles magnéliques sont soumises
la loi de Uégalité entre Iaction et la réaction.

Lorsque plusieurs aiguilles aimantées A'B/, A", ... agissent
simultanément sur une méme aiguille AB, les forces qui sollicitent
cette derniére s’obtiennent en composant enire elles les forces qui
la solliciteraient si elle subissait séparément l'action de 'aiguille
A'B/, puis de laigaille A"B, ....

L’action qu’un péle magnétique A’ exerce sur un autre péle ma-
gnétique A dépend de la distance 7 qui sépare ces deux pdles; elle
décroit lorsque cette distance augmente. Tobie Mayer avait déja
soupgonné que cette action devait varier comme I'inverse du carré
de la distance r. Coulomb (') et, plus tard, Hansteen () ont dé-
montré expérimentalement I'exactitude de cette proposition. Leurs
expériences laissent beaucoup a désirer. Nous verrons, au prochain
Chapitre, comment Gauss a établi cetle loi avec une admirable
précision. Provisoirement, nous laisserons indéterminée la fonction

(*) Couroms, Second Mémoire sur UElectricité et le Magnétisme, oa {'on
détermine suivant quelles loiz le fluide magnétigue, ainsi que le fluide élec-
trigue, agissent, soit par répulsion, soit par attraction (Mémoires de {’Aca-
démie royale des Sciences pour 1785, p. 578).

(?) HANSTEEN, Letire a M. OErsted, professeur & U’Université de Copenhague
(Journal de Physique de Delamédtherie, t. LXXV, p. 418; 1812).

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



CHAP. I. — PREMIERES DEFINITIONS. 3

de la distance qui régit Paction mutuelle de deux pdles magné-
Liques.

Si, sur le pole austral A d’une aigunille aimantée AB, nous faisons
agir successivement, a laméme distance R, les pdles de méme nom
a,dy ', ... de diverses aiguilles ab, &'/, a"0", ... et les pdles
de nom contraire b, I, 8", ... de ces mémes aiguilles, nous obser-
verons que les actions exercées sont différentes. Nous représente-
vons pav F, F', F', ..., £, f', /', ... ces actions, les actions répul-
sives I, I, F”, ... étanl comptées posilivement, et les actions
attractives f, f', /7 ... étant comptées négativement.

Lorsque le pole austral A et la distance R ont été choisis une
fois pour toutes, ces actions F, I, ¥/, ..., f, f', f", ... caracté-
visent les péles a, &', a”, ..., b, 0/,.0", .... On donne a ces actions
le nom de masses magnétigues ou de quantités de fluide ma-
gnétique que renferment les poles considérés.

D’aprés cette définition, une masse magnétique australe est
positive; une masse magnétique boréale est négative.

On voit aussi, d’aprés cette définition, qu'un péle de masse
magnétique (m + m') équivaut a la juxtaposition d'un poéle de
masse magnétique m et d’an pdle de masse magnétique m’'. Un
pole de masse magnétique o équivaut a P'absence de pole magné-
tique.

L’expérience montre que les masses magnétiques de signes
contraires, placées aux deux péles d’une méme aiguille, sont
égales en valeur absolue.

Prenonsles péles a, @', a’, ..., b, 0, ', ...; plagons-les succes-
sivement & une méme distance » d'un méme péle quelconque P.
Le pole P subira des actions ®, @, ®", ..., 0, ¢/, o', .... L'expé-
rience montre que 1'on a

P o' ) " © (? I o

F_F-,::W:—j f-, 7,'—

Les actions que divers péles d’aimants exercent, & une méme
distance, sur un péle quelconque, sont proportionnelles aux
masses magnétiques que renferment ces péles.

Il est facile de tirer de la la conclusion suivante :
Soient P et P! deux poles magnétiques; soient m et m' les masses
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K LIVRE VII. — LES FORCES MAGNETIQUES.

magnétiques qui se trouvent en ces deux péles; soit T l'action que
ces deux podles exercentl’un sur Pautre & la distance r, cetle action
étant comptée positivement lorsqu’elle est répulsive et négative-
ment lorsqu’elle est attractive. On pourra écrire

T = mm' f(r),

S (r) étant une fonction de la distance r, qui est la méme pour
tous les pbles d’aimants, qui est positive pour toute valeur de r,
qui décroit lorsque 7 augmente.

La fonction f(r) dépend du choix du pole étalon A et dela
distance R; si 'on remplace ce pdle et cette distance par un autre
pole et une autre distance, on augmente ou on diminue f(r) dans
un certain rapport indépendant de 7.

Le choix du pole A et de la distance R est arbitraire; le plus
commode est le suivant : pour distance R, on prend 'unité de
longueur; on choisit le péle A, de fagon qu’un podle identique A/,
séparé du pole A par 'unité de longueur, exerce sur le pole A une
action répulsive égale & 'unité de force.

D’apreés cette définition, on voit que la masse magnétique du
pble A’ est égale a 'unité. Il en est de méme de la masse magné-
tique du pole A. La masse magnétique du pdle étalon A est
lunité de masse magnétique; elle est définie par celte pro-
priéié : deux masses magnétiques égales & l'unité, séparées
par une longueur égale a l'unité, exercent 'une sur Uautre
une action répulsive égale & 'unité de force.

On voit sans peine que cette définition équivaut a la condition
suivante : la fonction f(r) devient égale & ['unité lorsque la
distance r est prise égale a U'unité de longueur.

§ 2. — Des éléments magnétiques. Action d’'un aimant sur un poéle.

Ce qui précede ne s'applique qu’aux actions mutuelles des ai-
guilles aimantées qui sont trés longues et trés minces. Voici
comment on peut étendre les considérations exposées au précé-
dent paragraphe 4 I’étude des aimants quelconques ().

{*) Cette extension est due & Coulomb [Septiéme Memoire sur U’Electricite
et le Magnétisme : du Magnétisme. Art. XXX (Mcmoires de ’Academie des
Sciences, pour 178q, p. 488)].
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CHAP. I. — PREMIERES DEFINITIONS. 5

Prenons un corps aimanté de forme quelconque et décou-
pons-le en éléments de volume. Nous admettrons que chacun de ces
éléments de volume agit sur un péle d’aimant extérieur é Uai-
mant comme 5’1l renfermait une certaine magnétique 2, positive
ou australe, placée en un de ses points @ et une masse magnétique
(— m) égale a la précédente, de signe contraire et placée en un
point b trés voisin de a; en d’autres termes, nous regarderons les
actions de cet élément comme identiques aux actions d’une petite
aiguille aimantée placée selon ba. Les définitions et les proposi-
tions données dans ce qui précéde pour les aiguilles aimantées
s'étendront maintenant aisément aux actions exercées par un ai-
mant quelconque sur un péle magnétique qui lui est extérieur.

Considérons un élément magnétique dv ou ba, et cherchons
son action (') sur la masse magnétique M placée en A.

La masse m, située en «, exerce sur la masse M une action

F=Mmf(r),

r désignant la distance ¢ A et la force F étant dirigée suivant «A.
La masse (— m), située en b, exerce sur la masse M une ac-
tion
F'=—Mmf(r),
r' désignant la distance bA, et la force I étant dirigée suivant HA.
Sil’on déplace I'un par rapport & autre le pdle A et I'élément,
les forces précédentes et les actions égales et directement oppo-
sées que le pdle A exerce sur I'élément effectuent un travail

A =Fdr+F'dr'=Mm[f(r)dr— f(+')dr'].
Soit o (r) une fonction quelconque de r, telle que

ﬁ@ =~—f(r)_,

dar
nous aurons

A6 =—Mm38 [o(r)—o(r)].
Désignons par / la direction ba; par dl la longueur ba; nous
aurons

)1
P=r— %%dl: r+cos (7, 1) dl

(*) Tout ce qui suit est di & Poisson [Mémoire sur la Theorie du magnetisme
(Mémoires de UAcadémie des Sciences, t. V, p. 247; 1824)].
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6 LIVRE ViI. —— LES FORCES MAGNETIQUES.
el, par conséquent,

d.

Gl

= —Mmdld [ f(r)cos(r, ).

Les actions mutuelles d’un élément magnétique et d’un pdle
d’aimant admettent un potentiel qui a pour valeur

(1) P =Mmdlf(r)cos(r,dl).

Les actions mutuelles d’un aimant quelconque et d'un pole
d’aimant admettent un potentiel, qui s’obtient en faisantla somme
des potentiels de chacun des éléments magnétiques sur le pole.

Posons

(2) '():Ef(r)cos(r,l)mdl,

le signe Z indiquant une sommation qui s’étend & tous les élé-

ments magnétiques qui composent un aimant. La fonction ©, dé-
finie par cette égalité, est ce qu'on nomme la fonction poten-
tielle magnétique de l’aimant au point A.

Le potentiel mutuel de I'aimant et d’'une masse magnétique M,
placée au point A, a alors pour valeur

(3) =M.

On voit qu’on élément magnétique ne figure, dans I'expression
de la fonction potentielle, que par la direction / et la valeur du
produit md/.

La direction { ou ba est ce que I'on nomme la direction de U’ ai-
mantation en un point de U'élément.

Le produit md/ est ce que 'on nomme le moment magnétique
de Uélément.

Soit do le volume de I’élément, et posons

mdl = I dy.

U est une quantité qui a, en tout point de l'aimant, une va-
leur finie, et que nous nommerons U'iniensité d’aimantation en
un point.

On voit, par ce qui précéde, que les actions mutuelles d’un
aimant et d’un péle extérieur ¢ cet aimant sont complétement
définies lorsque Uon connalt la grandeur et la direction de
Uaimantation en tout point de Uaimant.
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CHAP. 1. ~— PREMIERES DEFINITIONS. 7

Sur la ligne {, dans la direction de cette ligne, portons une lon-
gueur égale & M. Soient A, W, € les projections de cette gran-
deur sur trois axes de coordonnées rectangulaires Oz, Oy, Oz.
Ces trois quanlités o, Wb, € sont les trois composantes de Uai-
mantation en un point de ’élément do.

La connaissance de ces trois quantités en tout point d'un ai-
mant suffit & délinir’action de cet aimant sur tout pole extérieur,
car U'intensité de 'aimantation est alors donnée en tout point par
I'égalité

O

INC = (A2 + Ub2 - 22)

(

el la direction de I’aimantation est définie par

)
s
@

b
s cos(l,y):m, cos(l,z):D

Jo
cos(l, x) = 5T
Ces relations permettent de donner une forme commode a la
fonction potentielle magnétique définie par I’égalité (2).
On a, en effet,
mdl = ddv,

cos(r, {) = cos(r, x) cos({, &) + cos(r, ) cos(l, ¥) + cos(r, z) cos (I, z).

Soient x, ¥, = les coordonnées du point A, et &, 7, ¢ les coor-
données d’un point de ’élément dv. On aura
. or ar or
cos(r, x):—%y cos(r, y) ::—5)—/, cos(r,:-):—(g-
Si donc, comme nous 'avons déja fait, on définit la fonction
o (r) par Pégalité

(1) LD — i),

fa fonction potentielle magnétique au point A aura pour expres-
sion

vy e (020 990 L 5980
(3) Q) (xh)/,,;,)_e[[db ()E -+ U l)fl —“4 dt_ dy.

Dans la snite de cet Ouvrage, nous rencontrerons constamment
des expressions de la forme

J&+ 181+ fa 89

fret fyse déduisantde fet g et g, de gpar permutation Lournante.
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8 LIVRE VII. — LES FORCES MAGNETIQUES.

Pour abréger les formules, nous représenterons une semblable
expression par

/gl
Moyennant cetie notation, la formule précédente devient
< do(r)|
) = o = .
il R o K

D’aprés la formule (3), on voit qu'une masse magnétique M,
placée au point (2, ¥, 5) extérieur a 'aimant, subit, de la part de
cet aimant, une action dont les composanles sont

o

X=—M Tz

. PV
6 Y=—M-"",
(6) &
0@

| Z=—M-

En effet, si I'on donne au péle A un déplacement dont les com-
posantes soient dx, 8y, 8z, sans déplacer I'aimant, les actions
mutuelles de I’'aimant et du pole devront effectuer un travail

X8z + Yy +Z3s.

Mais, d’aprés l'expression du potentiel mutuel de 'aimant et du
pole que donne la formule (3), ce travail doit aussi avoir pour

valeur
0. 00, 00,
—M <ﬂox+@q}f—i—~a og> ,
ce qui démontre Pexactitude des formules (6).

§ 3. — Potentiel mutuel de deux aimants.

Ayant le potentiel d’'un aimant sur un pdle magnétique, nous
pouvons trouver le potentiel d’un aimant sur un autre élément
magnétique.

Soient A et B les poles de ce dernier; soit L la direction de
son axe magnétique; soit dL la distance BA. Le point A a pour

( . 7 d .
coordonnées z, y, z, et le point B (x —_ '(ilf dL), <y — 2}[—/ dL),
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CHAP. 1. — PREMIERES DEFINITIONS. 9

<s d‘—' a’L) Les deux pdles A et B renferment des masses ma-

gnchques M et — M.

Soit d¢' un élément de volume de 'aimant; soient (2, 3/, z/) un
point de cet élément; A/, v/, &' les composantes de I'aimanta-
tion en ce point; 7 la distance de ce point au point A; 7, la dis-
tance de ce point au point B.

D’aprés les égalités (3) et (5), I'aimant et le pdle A ont un
potentiel mutuel

w2

De méme, laimant et le péle B ont un potentiel mutuel
H,_—Mf uq,'f“(’ l
ox' i

r=r— {)[: _ dL

Mais on a

el
MdL = I dp,

dv étant le volume de 1'élément et 91U son aimantation.

Le potentiel mutuel de l'aimant ¢ et de 1’¢lément dv a donc
pour valeur
9 |
oL |

()0(1

(7) w = I dv N K

o

Cette expression peut se transformer de diverses facons. On a

d , ,dw( _ dr o ,do(l)
I - d:vf KX dv'
dy 9 1 98L7) .
+Z‘ Z); oz[\o () do

G ]t

ce qui peut encore s'écrire, d’aprés 1'égalité (3), en désignant par
V' (z, ¥, ) la fonction potentielle de 'aimant ¢’ au point (z, y, 3),

' ,00(') || de o0’
AR -1z %]
On a, d’ailleurs,
dr dy _ dz
JIL I = Jo, AN 7 b, I = e,
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io LIVRE VII. — LES FORCES MAGNETIQUES.

en sorte que l'égalité (7) peut s’écrire :

)I
o) o]0

‘d(
n voit aussi, d’aprés les calculs précédents, gue 'on peul éerire
On voit aussi, d 1 leuls § dents, que on peut

2 . 49 . 9 .
- dv%u’bf[o}ls' 2or) |y 2el) | o *0(—')] dv

oz 0z oz dy’ 205
. 2 o(r) 2 o(r) 2 o(r)
_ A O Lo o8 N
(g) " ‘ ‘llof[ 15 Gy 07 -+ b 379y 305 ] ds
. 02e(r) 02 o(r) 02 o(r) )
e fla2V) (R o !
\ ' [ b 0z 0z’ + % 0z90y' + 0z 05’ ] dv {

Ces formules trouvées, on obtient aisément, par sommation, le
potentiel des actions mutuelles d'uvn aimant ¢ et d'un autre ai-
mant ¢'. D’aprés la formule (8), ce potentiel peut s’écrire

(19) ._f

Il est évident, par raison de symétrie, que I'on peut aussi bien
Pécrire

(10 bis) Cf:‘/

La forme symétrique de ce potentiel est en évidence dans l'expres-
ston quel’on obtient en partant de la formule (g)

)/
oo l de.

dy’.

, 90
&=

'J @:/ "I— Slon/ ’0 O(I-—w ,C)‘) (Q(r)—l—u ql()-‘?(")
\ »/L o S oa W 0z 0y Y o
; Zo(r) 02 o(r) Lo 028 ()
(11) (‘ —+ b’ f))’d -+ b’ d}/ ()/ - e _—dy 05
9? o(r) Ro ( P o(r) ,
- 2 [T i oo . ’ .
‘ = SA 9705 24, FrEra P ](lvdu

Cette derniére formule renferme les lois des forces qui s’exercent
entre deux aimants de forme quelconque. Elle nous montre que
loules ces lois peuvent éire regardées comme les conséquences de
la définition suivante, que nous conserverons désormais & 'exclu-
sion de toute autre, comme définition des aimants :

Un aimant est défini par la connaissance d’une certaine
grandeur géométrique, 'aimantation, affectée a chacun des
points de sa masse.
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CHAP. I. — PREMIERES DEFINITIONS. 11

Les actions mutuelles de deux aimants rigides admettent un
potentiel donné par I’une quelconque des trois formules équi-
calentes (10), (10 bis) et (11); o(r) est une fonction de r, dont
la forme sera déterminée ultérieurement.

Tout ce qui précéde cette définition doit étre regardé comme
une simple introduction a cette définition.

2 4. — Forces qui agissent sur un aimant rigide.

Un aimant rigide ¢ est soumis a P'action d’un certain nombre
d’autres aimants. Les actions qu’l subit peuvent toujours se ré-
duire & une force (X, Y, Z) appliquée en un certain point O de
I'aimant, et 4 un couple (L, M, N). On peuat aisément calculer
cette force et ce couple lorsqu’on connait la fonction potentielle
magnétique ©’ des aimants agissants.

Prenons le point O pour origine des coordonnées et nous trou-
verons, en faisant usage du principe des vitesses virtuelles et de
la formule (10),

_ ( 020’ 02°Q’ - 02
X -.-—/<ul«, d_xz— -+ b o c)y -+ & ’>dv,

PV B o PV 4
f(JL’ayox U *Vaya,->d"/

[
8
Q
13

QU
Ve

~—[(* 5 vy e G

(] Bl B a0 -2

(= T I 1 PR O .
[T T Ve

Ces formules permettront, en toutes circonstances, de trouver
le mouvement d’un aimant rigide soumis & I'action d’aimants don-
nés et de forces étrangéres données.
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2 LIVRE VII. — LES FORCES MAGNETIQUES.

3 5. — Actions d’aimants éloignés. Moment magnétique.

Nous terminerons ce Chapitre par deux propositions relatives a
I'action d’un aimant trés éloigné sur un péle d’aimant et aux actions
mutuelles de deux aimants trés éloignés. Ces propositions nous
seront utiles au Chapitre suivant.

Le potentiel d’un aimant sur un pdle d’aimant M est donné par
les formules (3) et (5). Supposons le péle d’aimant M extréme-
ment éloigné de 'aimant. Soit p la distance d’un point O (&, 4, £),
intérienr & I'aimant, au pdle M. Le terme principal du potentiel

sera
> _ _so_(p_, w 2ele) o 99(p)
P= Mf[ Lk or + & e dy
Posons
(13) A= dp, B:fﬁbdv, C=f&dv.

La formule précédente pourra s’écrire

Mf(o)( —+B +Cdc>-

Si 'on compare cette formule a la formule (1), on arrive ala
proposition suivante :

Pour calculer les actions mutuelles d’un aimant et d’un
péle d’aimant trés éloignés I'un de I’autre, on peut remplacer
Paimant par un élément magnétique situé en un de ses points
et dont le moment magnétique serait la grandeur géométrique

(A, B, C), définie par les égalités (13).

La direction de la grandeur géométrique (A, B, C) porte le nom
d'axe magnétique de I’aimant ; sa grandeur est le moment ma-
gnétique de Uaimant.

Le potentiel matuel de deux aimants est donné par I’égalité (11).
Supposons ces deux aimants trés éloignés. Soit p la distance d’un
point O (&, 1, {) du premier 4 un point O'(¥, =/, {') du second.
Définissons encore A, B, C par les égalités (13) et posons de

méme
A! =f&b’dv’. B’:f’lﬂ)'d()’, (o4 :f@’dv’.
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GHAP. 1. — PREMIERES DEFINITIONS. 13

Le terme principal du potentiel mutuel des deux aimants sera

An Z290) A 220R) | pc 2200)

0g g’ 0 v/ ET

L nar 020(p) ;0% 9(p) ,9%0(0)
- BA' — o7 + BB Toor BC oo
c0%2e(p)  n, 92e(p) 102 9(p)
- CA < a CB e cC i

L'action mutuelle de deux aimants trés élorgnés est la méme
que Uaction de deux éléments magnétiques dont chacun serait
situé a Uintérieur d’un de ces aimants et aurait méme mo-
ment magnélique et méme direction d’axe magnétique que cet
aimant.

R ——
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CHAPITRE IL

DETERMINATION DE LA LOI DES ACTIONS MAGNETIQUIZS
ET DE L’INTENSITE DU MAGNETISME TERRESTRE.

§ 1. — Définition des éléments du magneétisme terrestre.

La Terre agit sur les aimants; les premicéres idées nettes sur ces
actions sont dues & Goulomb ('), qui en a résumé les lois de la
maniére sulvante :

L’action ¥, que la terre exerce & un instant donné sur un
pole magnétique de masse m, placé en un point donné, est une
grandeur géométrigue donnée par I'égalité

F=mT,

T étant une grandeur géoméirigue entierement définie «
chaque instant et en chaque point du globe.

La direction de la grandeur géoméirique T est ce que ’on nomme
la direction de U action magnétique terrestre; la valeur de T est
Uintensité du magnétisme terrestre.

L’angle que la direction T fait avec le plan horizontal du lieu
est ce quel’on nomme V'inclinaison magnétigue;'inclinaison ma-
gnétique est comptée positivement lorsque la direction T perce le
plan horizontal de haut en bas; I'inclinaison magnétique est po-
sitive dans les régions que nous habitons.

(') CovuLows, Recherches sur la meilleure maniére de fabriguer les aiguilles
aimantdes, de les suspendre, de Sassurer gwelles sont dans le vérilable meri-
dien magnétique, enfin de rendre raison de leurs variations diurnes régu-
lieres (Mémoires des Savants étrangers, t. IX, p. 165; 1980). On trouvera unc
bibliographie trés compléte des écrits relatifs au magnélisme terrestre dans
Verdet: Lecons sur le magnétisme terrestre (OEuvres de Verdet, t. IV).
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CHAP. Il. — INTENSITE DU MAGNETISME TERRESTRE. 15

Le demi-plan mené par la verticale du lien d’observation et la
divection de la force magnétique terrestre, et le demi-plan con-
stitué par la portion du méridien géographique située au nord de
la verticale, forment un di¢dre qui porte le nom de déclinaison
magnétique. Si le premier demi-plan est & I’orient du méridien
géographique, la déclinaison est comptée positivement. Dans Jes
régions que nous habilons, & notre époque, la déclinaison est oc-
cidentale, c’est-a-dire négative.

Soit O un lieu d’observation. Menons en ce point un systéme
d’axes rectangulaires constitué de la maniére suivante :

L’axe des z est tangent & la méridienne du lieu et dirigé versle
nord; I'axe des y est tangent an paralléle du licu et dirigé vers
’est; I'axe des 5 est vertical et dirigé vers le haut. Soient XY, Z
les composantes, suivant ces trois axes, de Paction magnétique
terrestre. Nous aurouns, en désignant par ¢ l'inclinaison et par ¢
la déclinaison,

X = Tecosicoss,
Y= Tcos¢sing,
Z = — T sint.

Soit IT la projection de la grandeur T sur le plan horizontal.

Nous aurons
H = Tcos:¢

et les formules précédentes pourront s’écrire

X = HCOSS,
(1) Y= Hsing,
Z =—Htangi.

La quantité I est ce que P'on nomme la composante horizon-
tale de Uaction magnétique terrestre.

A la loi précédente, qui résume les observations faites au sujet
de 'action que la terre exerce sur un aimant, on peuat substituer
la suivante, (ui revient au méme lorsqu’il s’agit seulement de
calculer les forces par lesquelles la terre sollicite un aimant, mais
qui peat s’étendre & I'étude d’autres phénoménes :

La terre se comporte, en chaque point O qui lui est exté-
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16 LIVRE VII. — LES FORCES MAGNETIQUES.

rieur, comme un aimant dont la fonction potentielle magné-
tique © vérifie en ce point O les égalités suivantes :

[0V o
gy T H cosg,
(2) E):—Hsina,
dy
00V .
EE = }I Langz,

H, 7, o étant trois quantités qui ont une valeur donnée & chague
instant et en chagque point du globe et que on nomme les
dléments du magnétisme terrestre en ce point.

Ces éléments une fois connus, il est facile d’exprimer les lois
de laclion de la terre sur un aimant quelconque. Nous suppose-
rons cet aimant assez petit par rapport aux dimensions de la terre
pour que l'on puisse regarder les quantités H, 7, § comme des
constanles au voisinage du lieu d’observation. Alors, les trois
premiéres égalités (12) du Chapitre précédent, jointes aux for-
mules (2), donneront pour composantes de la force appliquée a
P'aimant

If
o
=

I
“O
e

fl

o

L’action de la terre sur un aimant quelcongue se réduit a
un couple.

On sait comment Coulomb a vérifié cette proposition par I'ex-
périence.

Les trois derniéres formules (12) du Chapitre précédent, jointes
aux égalités (2), donnent, pour expressions des composantes dc

)‘:—H(tanﬁzfljadv—smo /v(l"

p= H <coso /vdV —I—Lanw/ Ql,dv)
[duflv—coso f adi«),

ou bien, en désignant par A, B, C les composantes du moment

ce couple,

v= H <sin8

o
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GHAP. 1. — INTENSITE DU MAGNETISME TERRESTRE. 17

magnétique de 'aimant suivant les trois axes Oz, Oy, Oz,

S)\:—H(Btangi—i—CsinB),
w= H(CGcosd + Atangu),

(3)
{v = H(Asind — Bcoss).

Ces formules servent a la détermination des trois éléments du
magnétisme terrestre. La détermination de la déclinaison et de
Pinclinaison se fait au moyen -des boussoles; nous n’étudierons
pas ici ces instruments, sur lesquels les traités classiques ren-
ferment des détails suffisants. Nous nous occuperons seulement
de la détermination de H.

Soit M le moment magnétique d’un aimant. La détermination
de H s’obtient en déterminant successivement, pour ce méme ai-
M
i
ment Ja valeur de l'intensité horizontale du magnétisme terrestre,

mant, les deux quantités MH et = - On obtient ainsi, non seule-

mais encore la valeur du moment magnétique de 'aimant.
Nous allons exposer les méthodes qui permettent de déterminer

successivement, pour un méme aimant, les deux quantités MH

M
tu

§ 2. — Détermination de MH.

Coulomb (') a montré le premier comment on pouvait, pour un
aimant donné, déterminer le produit de son moment magnétique M
par la composante horizontale du magnétisme terresire H; il a
employé, dans ce but, deux méthodes : I'une fondée sur les lois
de la torsion, l'antre sur les lois des petites oscillations. Cette
derniére a recu de Gauss de grands perfectionnements qui la
rendent extrémement précise; nous allons I'exposer sous la forme
que Gauss lui a donnée (?).

Considérons un aimant suspendu & un paquet de fils de cocon
de telle fagon que son axe magnétique soit horizontal. Supposons
cet aimant trés peu dévié de sa position d'équilibre et abandonné

(*) CouLous, Septiéme Mémoire sur Uélectricité et le magnetisme : Du ma-
gnetisme, art. I1 (Mémoires de I’ Académie des Science, p. 455; 178g).

(*) Gauss, Intensitas vis magneticee terrestris ad mensuram absolutam re-
vocata (Commentationes de Geettingue, t. VIII; 184t. — Gauss, Werke, Bd. V,
p- 81).

D. — IL

(M
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18 LIVRE VI[. — LES FORGES MAGNETIQUES.

a lui-méme. Il exécutera, de part et d’aulre de sa position d’é-
quilibre, des oscillations isochrones. Soit ¢ la durée des oscilla-
tions, K le moment d’inertie de l'appareil oscillant, M dw le
moment du couple qui tend a ramener aiguille & sa position
d’équilibre lorsqu’elle en est déviée d'un angle dw; nous aurons,

d’apres la théorie du pendule composé,

() ="K

La quantité it est la somme de deux termes : I'un provient de
Paction du magnétisme terrestre, I'autre provient de la torsion
des fils de cocon.

Si les fils étaient sans torsion, 'axe magnétique de ['aimant sc

placerait suivant la direction ov (fig. 1) de la méridienne magné-

Fig. 1.

tique, & P'est de la méridienne géographique et faisant avec elle un
angle & égal a la déclinaison.

Si le magnétisme terresire n’agissaiv pas, l'axe magnétique
prendrait, sous I'action de la torsion des fils, une direction OT
faisant un angle ¢ avec la méridienne magnétique.

Soumis & ces deux actions, 'axe magnéiique prend une orien-
tation OA intermédiaire entre les deux précédentes ; soit «
I'angle vOA qu’il fait avec la méridienne magnétique.
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CHAP. II. — INTENSITE DU MAGNETISME TERRESTRE. 19

Dans ces conditions, on a
A=Mcos(u+38), B=Msin(u-+3).

Le couple, di &4 'action du magnélisme terrestre, qui agit sur
’ s q
I'aiguille, a pour composante suivant la verticale, d’aprés la der-
niére égalité (3),
¢ = — MH sinz.
L’angle de torsion est (¢ — «) et le couple de torsion a pour mo-
8 !
ment par rapport & 'axe de suspension

0(p — ),

§ étant une quantité positive qui dépend de la nature du fil, de
son état hygrométrique (influence que I'on élimine par des sub-
stances desséchantes), enfin de la charge que porte le paquet de
fils.

Le couple qui agit sur 'aimant a pour moment, par rapport a

Vaxe de suspension,
6(¢v — w)— MH sinu.

La valeur © que prend I'angle « lorsque I'équilibre est établi est
donc donnée par 'égalité

(5) MH sinw = (¢ — w).

Clest cette égalité qui servait a Coulomb dans la détermination
de MH par la balance de torsion.

Si I'on donnc & « une valeur (w + dw) voisine de celle qui
convient aI’équilibre, le moment par rapport & 'axe de suspension
du couple qui agit sur Paimant prendra la valeur

—(MH cosw + 0) dw.
Nous avons donc, d’aprés la définition de IIC,
(6) INU = MH cosw + 0.

L.e moment de torsion du fil de cocon est trés faible par rapport
au moment du couple dit au magnétisme terrestre; § est trés petit
par rapport & MH; donc, d’aprés I'égalité (5), 'angle w est trés
petiL en valeur absolue; on peut, en négligeant les quantités

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



20 LIVRE VII. — LES FORCES MAGNETIQUES.

de Yordre de w?, remplacer sinw par w et cosw par 1. Posons

alors

() n= %E
et I’ égalité (5) deviendra

(5 bis) n:ozw,

tandis que égalité (6) deviendra
o = MH 2L
n
Cette valeur, reportée dans ’égalité (4 ), donne

n =K

n—+1 ¢

(6 bis) MH =

L’équation (5 &is) vanous permettre de déterminer la valeur du
coefficient n.

On ne connait, en général, aucune des trois directions sv, BA,
OT; on ne connait donc ni w, ni ¢; mais une disposition spéciale
permet de faire varier I'angle de torsion d’une quantité connue.

A cet effet, les fils de cocons sont encastrés, a leur partie infé-
rieure, au centre d’un cercle divisé (fig. 2), tandis que 'étrier

Fig. 2.

qui soutient Paimant est invariablement lié & une alidade mobile
sur ce cercle. En faisant tourner le cercle d’un angle V de gauche
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a droite, on augmente d’une quantité connue V 'angle inconnu ¢.
L’aiguille est déviée vers I'est d’un angle Q, trés exactement obser-
vable par la méthode de Poggendorff. Le nouvel angle w est donc
(w + Q), et le nouvel angle ¢, (v + V). On a alors

(¢0+V)—(w -+ Q)
n =
w4+ Q

2

ce qui, comparé a I'égalité (5 bis), donne

V—2a

= ")

La quantité n est alors donnée en fonction de quantités mesu-
rables.

Au lieu de faire une seule fois varier I'angle ¢, on lui donne un
grand nombre de variations, de maniére 4 prendre la moyenne
des déterminations obtenues pour n. Il est alors nécessaire, I'ex-~
périence durant trés longtemps, de tenir compte des variations
subies pendant ce temps par la déclinaison terrestre. On tient
compte de ces variations au moyen d'un second appareil semblable
au précédent. Il s’agit d’évaluer un terme correctif fort petit; on
peut, dans la lecture des indications du second appareil, négliger
la torsion des fils, qui ne ferait qu'apporter une perturbation trés
petite par rapport a la valeur déja trés petite de ce terme.

Sil'on désigne par d la quantité dont on a augmenté la déclinai-
son pendant que ¢ a augmenté de V, on aura

" ((’—f—V—d)—-(w—l—Q—d)’
w—+Q—d

ce qui, joint & I'égalité (5 bis), donne

V_go

[

Si, de méme, 8+ d', &+ d', ... représentent les valeurs prises
par la déclinaison aux instants ot l'on a donné & v les valeurs
p+ Vo4V . . onaura

n= v-o
o =a’
'VII — S‘zll
n= T

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



22 LIVRE VII. — LES FORCES MAGNETIQUES.

11 suffira de prendre la moyenne des quantités

V—o V- V9o

G4 U—a’ w—ar
pour avoir une détermination trés exactle de la valeur de ».
Dans une de ses expériences, Gauss a trouvé

n = 891,5.

Le facteur ———, qui figure dans I'égalité (6 bis), différe done

de l'unité de plus de o,o001. Il était bien nécessaire de tenir
compte de ce facteur dans une méthode aussi précise que celle de
Gauss.

L’importance de cette correction, due a la torsion des fils de
cocon, s'explique par ce fait que les paquets de fils de cocon em-
ployés par Gauss, ayant & porter des aimants qui pesaient jusqu’a
25 livres, renfermaient parfois 6o fils.

Nous verrons tout a ’heure qu’au cours d’'une méme expérience
on a & faire varier le poids supporté par les fils de cocon; § et, par
conséquent, n dépendent de ce poids. Ainsi, dans une expérience
de Gauss, n s’est trouvé égal a 497,4, le poids de l'aiguille étant
de 4968, 2 et égal a 424, 8 lorsque 'aiguille portait une charge ad-
ditionnelle qui élevait son poids & 71087, 8. Ces variations de n sont
loin d’étre négligeables. Il faudra donc déterminer la valeur de n
pour chacune des charges que doit, au cours des expériences, por-
ter le fil de cocon.

Nous regardons n comme indépendant de la température et du
temps; cela n’est pas tout 2 fait exact. § dépend de la température,
H du temps, M de la température et du temps. Mais les variations
qui en résultent pour n sont si faibles qu’elles n’altérent pas sen-

.

. n
siblement la valeur du facteur g

La quantité r étant déterminée, I'équation (6 bis) nous donnera
MH lorsque nous aurons déterminé ¢ et K.

La détermination de ¢ ne souffre aucune difficulté.

On détermine la durée d’un grand nombre d’oscillations. Comme,
pour se mettre a l'abri des causes d’erreur provenant des cou-
rants d’air, on prend des barreaux extrémement massifs, les oscil-
lations sont trés lentes. On se trouve amené ainsi & déterminer un
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temps considérable, ce que 'on.peut faire avec une erreur relative
tees petite.

Ainsi, dans une des expériences citées par Gauss, la durée de
Pobservation a été de 10310,0 secondes. L'erreur commise par un
observateur exercé sur la détermination d’un intervalle de temps
ne dépasse pas certainement o, 2 secondes. La durée de I'observa-
tion est donc déterminée & 0,00002 pres, et il en est de méme de
la durée ¢ de 'oscillation. Si, de plus, au lieu de se contenter d'une
seule observation, on déduit les résullats cherchés de la moyenne
d’un grand nombre d’observations, les erreurs sur I'évaluation de
la durée d’oscillation, qui sont des erreurs purement fortuites,
s’atténueront encore dans une notable proportion.

Reste & déterminer K.

L’appareil étant de forme compliquée, et I’homogénéité des
diverses pitces dont il se compose étant douleuse, on ne peut
songer, pour déterminer K, i employer les méthodes analytiques
qui servent au calcul des moments d’inertie. Gauss a donné une
méthode expérimentale trés ingénieuse, qui permet d’évaluer K
avec toute la précision désirable.

A cet effet, I'éirier qui porte l'aimant (fig. 3) présente, au-
dessus de I'aimant, une chape dans laquelle peut glisser une régle
de bois.

Cette régle porte, & sa face supérieure, des pointes trés déliées
dont la distance au fil de suspension est marquée avec grand
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soin. Sur ces pointes, on peut, par des anses, suspendre des
poids. On place des poids sensiblement égaux a des distances
sensiblement égales du fil de suspension, de maniére que la régle
de bois reste rigoureusement horizontale. Cherchons le nouveau
moment d'inertie K, de I'appareil.

Soit C le moment d’inertie inconnu de la barre de bois seule;
sotent Q et Q' les moments d’inertie des poids P et P’ par rap-
port a des axes verticaux passant par leurs centres de gravité res-
pectifs et, par conséquent, par les petites pointes de suspension;
solent 7y, 77, les distances de ces pointes au fil de suspension. Le
nouveau moment d'inertie sera

K=K+ G-+ Q-+ Q+Priy Prg.
Suspendons les poids & des distances r, et 7, des fils de sus-
pension; l'appareil prendra un nouvean moment d’inertie
Ke=K+C+Q+Q+Pri+Pria
Aux trois cas que nous venons de considérer, correspondront
des durées d’oscillations ¢, #;; ¢,, et I'on aura

MH = " T
n-4+1 2
n_ w2 [K+(C+Q+Q)+Pri+Pr?]
MH = -, 7
n—+1 lf
MH = 2 FIK+(C+Q+Q)+Pri+Pr2]
R Y IR

7/ est la valeur que prend » lorsque les fils de cocon portent non
seulement 'aimant, mais encore la régle de bois et les poids ad-
ditionnels.

Ces trois équations, fournies par trois observations, nous don-
neront les trois inconnues K, (G + Q + Q') et MH. Si méme on
ne veut connaitre que MH, on pourra regarder (K+C+ Q-+ Q')
comme une seule inconnue et se contenter des deux derniéres
équations.

Au lieu de deux ou trois observations, on en fait un grand
nombre; chacune d’elles fournit une équation, et, de ce grand
nombre d’équations, on déduit la valeur des inconnues par la
méthode des moindres carrés. Mais, chaque observation isolée
étant trés longue, I'ensemble de toutes ces observations dure un
temps trés considérable; il est nécessaire de tenir compte des va-
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riations que subit MH, soit par suite des variations que H éprouve
avec le temps, soit par suite des variations trés pelites que peu-
vent produire sur M les faibles changements de température de
I'observatoire. Nous allons nous proposer de corriger les obser-
vations de maniére & obtenir la valeur moyenne de MH pendant
la premiére expérience.

Pendant la seconde expérience, M est devenu M, et H est de-

venu H,. L’équation relative & cette seconde expérience doit
donc s’écrire

7 MH m[K+(C+Q+Q)+Pri+Pri?]

MH =
n'+1 M;H; t}

Un second appareil, analogue au premier, soumis sensiblement
aux mémes variations de température que le premier, est placé a
une distance suffisante du premier pour ne pas exercer sur ln
d’influence notable. On le fait osciller pendant qu'on effectue
sur le premier la premiére expérience. Soienty la valeur de n qui
convient au second magnétométre; 7 le moment d’inertie de
I'appareil oscillant; m la valeur moyenne du moment magnétique
de P’aimant qu'il porte pendant la durée de la premiére expé-
rience; H la valeur moyenne de la composante horizontale du
magnétisme terrestre pendant le méme temps; © la durée d’oscil-
lation. On a

mH = — %

v41 =

On fait encore osciller ce second magnétométre pendant que
I’on effectue sur le premier la seconde expérience; m et H ayant
pris les nouvelles valeurs m, et H,, © prend la nouvelle valeur <,

et'on a
v va

2
+1 Tf

mHy=
1=y

Les deux aimants ayant été soumis sensiblement aux mémes
variations de température, on peut admettre que I'on a sensible-

ment
M _ m
MI - m1’
et, par conséquent,
MH mH T3

M1H1 - 1y Hl - T2
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[’équation relative A la seconde expérience devra donc s’écrire

M — 'n ﬁWZ[I(+(C+Q+?3+PI'T+Pl‘l‘-’]'
n—+1 < i

Si 7, %, 7a, .. . sont les durées d’oscillation du second magnéto-
meétre aux époques ol I'on effectue sur le premier la premiére, la
deuxiéme, la troisiéme expérience, ..., la valeur moyenne de MH
pendant la premiére de ces expériences s’obtiendra en appliquant

la méthode des moindres carrés aux équations

MOo=-"_ "'l‘}_(,
n-+i 2

MH=. " ?‘E‘ ﬁ;[l<+(C+Q+?)+PI‘T+Pl‘l-},
n -1 T L

A — M’n’_ 36.3_ = [K+=(C+Q—+ ?')—% Pr?-+ P'ry?) .
[ o Sk t3

ot les inconnues sont K, (C + Q 4+ Q') et MH.
On obtiendra ainsi MH avec une exiréme précision.
my Hy
mH
ciller le second aimant, observer l'effort qu’il faut exercer, au
moyen d’une suspension bifilaire, pour le maintenir dans une po-

Pour déterminer le rapport

» on peut, au lieu de faire os-

sition invariable. Cette disposition constitue le magnétométre
bifilaire de Gauss ('), que nous ne décrirons pas ici.

o ge 1
§ 3. — Détermination de 2—[

Poisson (2) a indiqué la méthode qui permet de déterminer,
pour un barreau aimanté, le rapport du moment magnétique a la
composante horizontale du magnétisme terrestire : elle consiste a

(') Gauss, Ueber ein neues, sundchst sur unmittelbaren Beobachtung der
Verdinderungen in der Intensitit des horizontalen Theils des Erdmagnetis-
mus bestimmtes Instrument (Gavss et WEBER, Resultate aus den Beobacl-
tungen. des magnetischen Vereins, p. 1; 1837. — Gavss, Werke, V, p. 357). —
Gauss, Zur Bestimmung der Constanten des Bifilarmagnetometers (ibid.,
p. 1; 1840. — GaAuss, Werke, t. V, p. fo}).

() Poisson, Second Mémoire sur la Théorie du Magnétisme (Mémoire de
U’ Académie des Sciences, t. V, p. -520; 1824).
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observer la position d’équilibre d’une aiguille, mobile dans un
plan horizontal, d’abord sous I'action de la terre seule, puis sous
Paction simultanée de la terre et du barreau. La méthode indiquée
par Poisson supposait connue la forme de la fonction f(r) qui
entre dans I'expression de la loi des actions magnétiques. Gauss
a modifié cette méthode de telle facon que, non seulement elle
n’exige plus la comnaissance de la fonction f(r), mais encore
qu’elle contribue & la détermination de cetie fonction.

Une aiguille, dont 'axe magnétique est horizontal, est sus-
pendue & un fil de cocon; si le fil était sans torsion, 'axe magné-
tique de cette aiguille se placerait suivant la méridienne ma-
gnétique OV ( fig. 4). Grace 4 la torsion du fil, si le magnétisme

Fig. 4.
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terrestre n'existait pas, I'axe magnétique viendrait se placer sui-
vant la direction OT. En réalité, sous I'action simultanée du ma-
gnétisme terrestre et de la torsion du fil, 'axe magnétique se

place dans la direction BA. Soient ¢ 'angle vOT, v P'angle vOA,
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m le moment magnétique de l’aiguille. Nous aurons, d’aprés
I'égalité (3),
mHsinw =10 (v —w).

Sur le prolongement de la ligne AB, & une grande distance du
point O, nous placons un barreau aimanté de moment M, de telle
facon que son axe magnétique ab soit horizontal et normal a BA.
L’aimant AB se trouve alors dévié; il vient en A'B’; soit A I’angle
AOA’. Nous allons chercher la valeur de cet angle A ou plutét de
la limite vers laquelle tend cet angle lorsque les deux aimants
sont extrémement éloignés. Nous savons que, pour trouver cette
limite, il est permis de remplacer les deux aimants par deux élé-
ments magnétiques ayant méme direction d’axe et méme moment
magnétique que les deux aimants; on peut supposer que 'un de
ces éléments, AB, ait son milieu en O et que I'autre, @b, ait son
milien P sur la direction BA.

Exprimons que l'aiguille aimantée mobile est en équilibre lors-
que son axe magnétique est dirigé suivant B'A’ et que, par con-
séquent, les actions auxquelles elle est alors soumise ont un mo-
ment nul par rapport & I’axe de suspension.

Le magnétisme terrestre exerce une aclion dont le moment, par
rapport al'axe de supension, a pour valeur

— mHsin(w+ 2 .
Le couple de torsion w, par rapport au méme axe, un moment
0(v—w—DN).

Le pole @ de I'élément ab renferme une quantité Q de fluide
austral. Il exerce sur le pole A de I’élément AB, qui renferme une
quantité ¢ du méme fluide, une action répulsive dirigée suivant
aA’ et ayant pour valeur

qQ f(ad’).

Le péle b exerce sur le méme podle A’ une action attractive,
dirigée suivant A'b et qui a pour valeur

gQ f(BR).

Le point A’ différe infiniment peu du point A. On peut regarder
ces deux forces comme ayant sensiblement méme grandeur et méme
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direction que si le point A’ élait en A, On a alors

aA =bA = —(—l’)"

o { étant la longueur de l'élément ab et r la distance PA. Posons

1
p=(ri+ 2)2.

lLes deux forces considérées auraient une résultante normale a AB,
. e - ? n
dirigée vers I'est, et ayant pour valeuar

29Q £ (p) <

e moment de cette force par rapport a I'axe de suspension, au
moment ott son point d’application est venu en A’, a pour valeur

2qu(o)l—l OA.cosA.

L’action de I'é]Jément ab sur le pdle B est, de méme, une force
normale & AB dirigée vers ouest. Si 7 désigne la distance PB et
s1 Von pose

o =(r2+12)%,
celle force aura pour valeur

24 Q f(p') -

et lorsque le point d’application de cette force viendra en B'; son
moment par rapport a I’axe de suspension prendra la valeur

l OB N
7 OB.cosA.

29Q f(¢")

Soit R la distance OP; la somme des deux moments précé-
dents peut s’écrire, en négligeant les infiniment petits d’ordre
supérieur,

f(R)

q-AB.Q.2! cosk.

Mais on a
m=q.AB, M=0Q.20

Le moment précédent devient

F(R)
M S

m cos A.
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La condition d’équilibre de notre aiguille AB est la suivante :

mHsin(w + X )—0(¢ —w—2)—mM L(--—‘ cosh = o.

On peut U'écrire

S(R)

mHsinwcosh — (¢ —w)+ mHcoswsink +— 0 = mM T cos h.

Mais les angles w etk sont trés petits; on peut remplacer sinw cosh
par sinw en négligeant les infiniment petits du troisiéme ordre, et
comme

mHsinw —0(v—w)=o,

la condition précédente devient

f(

mHcoswsink + 0k = mM -1 - cos .

cosw sin) peut éire remplacé, en négligeant les infiniment petits
du troisi¢éme ordre, par sin)k; X peut éire, au méme degré d’ap-
proximation, remplacé par fsiny. Sil'on pose

mOH =N,
I'égalité précédente deviendra
o N _Jf(R)M
gk = NI TR W

Telle est la formule qui donne la valeur limite de tang) lorsque
les deux aimants sont infiniment éloignés.

Supposons que la fonction f(R) puisse, au moins pour les
naleurs de R supérieures & une certaine limite, se développer
en une série uniformément convergente ordonnée suivant les
puissances entieres et négatives de R,

A
o Sy = b
L’équation précédente deviendra
. N M A
lim(tangX)p=»= NooT 0 R

Supposons les deux aimants situés a distance finie; soit R la
distance du centre de figure de 'aimant b & l'axe de suspension.
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L’angle % aura une valeur liée a R par la relation

W e N M A B G
N-+1 H Re+t Rp+2 Rp+3 ’
B, C, ... étant des coefficients dont la forme importe peu.
Imaginons maintenant une seconde expérience, analogue a la
précédente; I'aimant al est encore a4 une grande distance du
point O; son axe magnétique est toujours normal & AB, mais, de
plus, Paimant loi-méme est placé sur la normale a AB (fig. 5).

Fig. 5.
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L’aiguille sera, dans ce cas, déviée vers l'est d’un angle %'. On
verra aisément que la condition d’équilibre de I'aiguille est, dans
ce cas,

fIR—1)— f(R 1)

2/

mlsin(w+N)y=0p—w—1)+Mm-* cos ',

ce qui, loute simplification faite, peut s'écrire de la maniére sui-
vante

. s . df(R

mH coswsind’+ 0sink' = — Mm —C—[(E—) cos)'.

ou encore
N df(R) M

gl == {7 AR o

Telle est la formule qui donne la limile vers laquelle tend tang)’
lorsque I'on éloigne infiniment les deux aimants. En vertu de I'hy-
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pothése exprimée par la formule (8), on peut I'écrire

N M A
N+: 5L Rt

lim(tang A" )p=w =

Si l'on prend deux aimants situés & distance finie, angle %' aura
une valeur lide a la distance R dumilieu des deux aimants par une
relation de la forme

N M A, B’ 1o

NglN = o P e e
(10) BN = NG HY Renl T Re T R

Dans une expérience ot R était toujours égal ou supérieur a
quatre fois la longueur de Vaimant ab, Gauss a trouvé que tangh
et tang ' pouvaient étre représentés par les deux formules

1 i
tangh = 0,043 435 e 0,002 449 el

1 LT
tang ' = 0,086870 B F0,002185 &5

La comparaison de ces résultats de '’expérience nous donne
. )N
lim (tini— = a.
tangA /r=o
Or la comparaison des formules (g) et (10) donne

. /tang )
lim (——"—) = p.
tang) /pR=w
L’expérience de Gauss démontre donc que I'on a
(11) P =2
Ainsi donc, si nous voulons que f(R) soit développable en série
uniformément convergente, ordonnée suivant les puissances néga-
tives de R, ceite série sera forcément de la forme
."Xn A‘ Ag
en d’autres termes, pour les distances trés grandes de r, la
Jonction f(r) varie en raison inverse du carré de la distance.
Cette vérité, établie par Gauss d’une maniére trés précise, vient

a I'appui de Phypothése a laquelle Coulomb avait été amené par
ses expériences; cette hypothése, que nous admettrons désormalis,
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est la suivante : la fonction f(r) est, pour toute valeur de r,
proportionnelle a .
r=
Par définition, la fonction f(r) doit prendre la valeur 1 en méme
temps que 7; on a donc

(12) GOEE?

; . . M
Ce résultat obtenu, nous pouvons déterminer i- Les formules (9)

et (10) deviennent, en effet,

N M B G

)\:'-— — —_— — .
A= NI HR TR TR T
anen 2N M 1B L

SAENT T HR TRTR T

Or on pourra, par 'expérience, déterminer avec une grande ap-
proximation les coefficients du premier terme des séries qui re-
présentent tang A et tang)'. N pouvant étre déterminé par la mé-
thode que nous avons indiquée au §2, on pourra obtenir la valeur

M .
du rapport 1 pour Paimant ab.

Sachant, pour un méme aimant, déterminer MH et fj’ On pourra

connaitre le moment magnétique M de I'aimant et la composante
horizontale H du magnétisme terrestre.

Nous avons réduit, dans ce qui précéde, I'exposé de la méthode
de Gauss & ses points essentiels. Bien des détails pourraient étre
ajoutés.

Nous avons supposé, dans la détermination de MH, que les os-
cillations de I'aimant étaient infiniment petites. Ces oscillations
peuvent avoir une amplitude assez grande pour qu'il y ait lieu d’en
lenir compte dans 'expression de leur durée; on pourra le faire
par des méthodes que Gauss a indiquées (*).

Il est nécessaire de connaitre la direction de 'axe magnétique
de Vaimant dont on détermine le moment magnétique. Gold-

(") Gauss, Anleitung sur Bestimmung der Schwingungsdauer einer Magnet-
nadel (Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins, 1837,
p. 58. — Gauss, Werke, Bd. V, p. 374).

D. — 1L 3
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schmidt (') a montré comment, sur cet aimant, on pouvait placer
un miroir dont la normale coincidét avec I'axe magnétique de Iai-
mant.

Enfin, il y a lieu de tenir compte de phénoménes d’induction
magnétique, pour I'étude desquels nous renverrons aux Mémoires

de M. Mascart (2).

(*) GovoscuMinT, Aussug aus sechsjihrigen tiglichen Beobachtungen der
magnetischen Declination su Goettingen (Ibid., 1839, p. 102).

(*) MascArr, Recherches sur le magnétisme (Annales de Chimie et de Phy-
sigue, 6° série, t. XVIIIL, p. 1; 1889). — Swr la mesure du champ magnétique
terrestre (Ibid., t. XIX, p. 28¢g; 1890).
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CHAP. IIl. — FONCTION POTENTIELLE MAGNETIQUE, ETC.

CHAPITRE IIL

LA FONCTION POTENTIELLE MAGNETIQUE ET LE POTENTIEL,
MAGNETIQUE.

§ 1. — La fonction potentielle magnétique 4 Pextérieur d’un aimant.

Nous avons vu [ Chapitre I, égalité (5)] que, si dv est un élé-
ment de volume, de coordonnées &, 7, {, intérieur & un aimant;
si b, ¥b, © sont, en un point de cet élément, les composantes de
Paimantation, on donne le nom de fonction potentielle magné-
tique de cet aimant, en un point (z, ¥, z) qui lul est extérieur, a

la fonction

'&‘)(x,y,:.):f!
La fonction o (r) elle-méme est définie de la maniére suivante
[ Chapitre I, égalité (4)]

do(l)
22— fr).

obf)m(l)“ do.

Nous avons admis que I'on avait [ Chapitre IT, égalité (12)]

fry= -

Nous pouvons donc prendre
1
o(r)= -

et définir la fonction potenticlle magnétique en un point (z, y, 3)
extériear & un aimant par 1'égalité

ol‘

Mo ——

0* de.

(1) V(z, ¥y, 5) = ‘]

Il est évident qu’a Pextérieur de Paimant cette fonction est
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uniforme, finie et continue ainsi que ses dérivées partielles de
tous les ordres par rapport aux variables z, y, z. A l'infini, elle
se comporte comme une fonction potentielle électrostatique.

Si, an point (z, ¥, 5), se trouvait une quantité de fluide ma-
gnétique austral égale & I'unité, cette masse magnétique subirait,
de la part de I'aimant, une action dont les composantes X, Y, Z
seraient données par les égalités [ Chapitre I, égalité (6)]

[V . oQ 0©
(2) X=—5, 1:_%, Z:_d_‘:.

L’expression (1) est susceptible d’une transformation trés re-

marquable. Une intégration permet de I'écrire

e £ 13

dS étant un élément de la surface qui limite ’aimant et N; la nor-

3) V(@ya=—§

I
~dp,
-

male a cet élément vers 'intérieur de 'aimant.
L’égalité (3) peut s’interpréter de la maniére suivante :
Imaginons un fluide fictif, susceptible de se distribuer en des
volumes ou sur des surfaces & la maniére du fluide électrique.
Supposons que l'on distribue de ce fluide a I'intérieur d’un ai-
mant, de maniére qu'il ait au point (£, 7, {) une densité solide
dols |

(4) ==

7

et que Von distribue aussi de ce fluide & la surface de l'aimant
avec une densité superficielle

(5) 6 =—|jJbecos(N; z)||.

D’aprés la formule (3), la fonction © (z, ¥, z) sera la fonction
potentielle de cette distribution fictive.

Imaginons que ce fluide fictif agisse sur les fluides magnétiques
comme agissent les fluides magnétiques eux-mémes, et le résualtat
exprimé par I'égalité (3) pourra s’énoncer en disant que {’aimant
exerce sur toute masse magnétique extérieure la méme action
que la-distribution fictive définie par les égalités (4) et (5).

La fonction potentielle magnéiique de I'aimant étant iden-
tique & la fonction potentielle ordinaire de cette distribution fic-
tive, on voit de suite, par les propriétés de la fonction potentielle
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ordinaire, que I'on a, en tout point extérieur a 'aimant
(6) AQ(z, y,5)=o0.

La fonction potentielle magnétique est harmonique en tout
point extérieur ¢ l'aimant.

§ 2. — La fonction potentielle magnétique & Pintérieur d’un aimant.

Nous venons d’indiquer quelles sont les propriétés fondamen-
tales de la fonction potentielle magnétique d’un aimant en un
point (z, y, z) extérieur 4 cet aimant. Considérons maintenant
un point (z, y, 5) intérieur 4 'aimant, et voyons dans quelle me-
sare on peut lui étendre les propositions précédentes.

Pour les points (&, 1, {) infiniment voisins du point (z, y, 3),

1 . . . v qee
la quantité = devient infinie. On peut donc se demander si I'in-

| o
. Mo 0—{ dv
conserve un sens.

Entourons le point (&, n, {) d'une petite surface convexe s.
Soit

tégrale

I
97
J = o — du

'intégrale s’étendant & tous les éléments du du volume u com-
pris entre les surfaces o et S. La question qu’il s’agit d’examiner
est la suivante : 'intégrale J tend-elle vers une limite déterminée
lorsque la surface ¢ se resserre autour du point (z, y, 5), de ma-
niére & revenir s’évanouir en ce point par une série quelconque

de formes?
La quantité ; étant finie pour tous les points (&, 7, {) du vo-

_— , .
lume #, on peut toujours, au moyen d’une intégration par par-
ties, amener la quantité J & la forme

‘/‘l dekf)

| d5
Cette transformation faite, contractons la surface o.

S ” o cos(N;, z) ‘l —— S I‘ o cos (N,
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Le premier terme de J demeure invariable.

Désignons par dw l'angle sous lequel, du point (z, y, z), on
voit ’élément ds;le second terme de J peut s’écrire

S ” Js cos( Ny, z)

al dw
cos(Ny 7))

l'intégration s’étendant & la sphére de rayon 1 ayant pour centre
le point (z, y, 5). Or, la surface ¢ étant convexe, la quantité
cos (N;, ) est positive pour tout élément dw et ne peut devenir
nulle en aucun d’eux. Lorsque la surface ¢ se contracte pour ve-
nir ‘s'évanouir au point (z, ¥, 5),  tend vers o. Il en est donc
de méme du second terme de J.

Le troisiéme terme de J représente la fonction potentielle ordi-
naire au point (x, y, z) du fluide fictif distribué en tout point du
volume w avec la densité o donnée par l'égalité (4). D’aprés les
propriétés de la fonction potentielle ordinaire, lorsque la surface &
vient s’évanouir au point (z, y, z), ce troisiéme terme tend vers
une limite parfaitement déterminée qui est

_f“ 9o

I'intégrale s’étendant au volume entier de I'aimant.
De 14 les conséquences suivantes :

] e,
s

1° Lorsque la surface ¢ vient s’évanouir au point (x, y, z) d’une
maniére quelconque, la quantité J tend vers une limite finie et
entiérement déterminée. Il en résulte que I'intégrale

oL
o — || do

o/ %
garde un sens lorsque le point (2, ¥, ) est intérieur a l'aimant
ou se trouve & sa surface. C'est une fonction © (z, y, z) des
coordonnées z, ¥, z de ce point, fonction & laquelle nous con-
serverons le nom de fonction potentielle magnétique de I’ ai-

mant aw point (x, y, z).

2° On peut, quelle que soit dans l'espace la position du point

(z, y, 3), écrire I'égalité
ds (| 0 || 1
AkiE

(3) V(z,y,3)=— ” s cos(N;, z) - dy,
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que nous savions déja étre exacte dans le cas ot le point (z, y, 3)
est extérieur & 'aimant.

La fonction potentielle magnétique d'un aimant en un point
quelconque est donc la somme des fonctions potentielles ordi-
naires au méme point de deux distributions fictives : 'une a pour
densité solide, en tout point intérieur & l'aimant, la quantité p
définie par I'égalité (4); l'autre a pour densité superficielle, en
tout point de la surface de I'aimant, la quantité ¢ définie par 1'¢-
galité (5).

Les propriétés connues de la fonction potentielle ordinaire
fournissent alors autant de propriétés de la fonction potentielle
magnétique. Enumérons ces propriétés :

1° Sila quantité p a une valeur finie en tout point intérieur a
I'aimant, la fonction © (z, y, z) est continue et admet des déri-
vées partielles du premier ordre par rapport a z, y, z, en tout
point intérieur & 'aimant. Ces dérivées ont pour expression

!ox‘) 5 7
-
%z_s thcos(N;,.z')Ha— !%do,
1 ()l
(7) 90 . 7 o I 71
37 == S || o eose @) HTC‘S Sl &
I
91 9
00 ] r O ro
2ot |2

2° Si la quantité p admet en tout point intériear & I’aimant des
dérivées partielles du premier ordre qui soient finies, la fonction
potentielle magnétique © (z, y, z) admet, en tout point intérieur
4 'aimant, des dérivées partielles du second ordre qui sont finies,
et ces dérivées vérifient la condition suivante

( oo 0Ub d@)

3y 9 s 3) =4 —_ —_
(i’) A% (.’L‘,_}, ) 4T ‘l).’l:‘+ 0), -+ rr

3° La fonction © varie d'une maniére continue, méme 3 la tra-
versée de la surface S, sila densité o est finie; mais ses dérivées
pariielles subissent une brusque variation au passage de cette sur-
face; suivant une direction tangente 4 la surface S, la dérivée par-
tielle du premier ordre de la fonction © n’éprouve aucune dis-
continuité a la traversée de la surface S; mais il n’en est pas de
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mém e pour la dérivée suivant la normale a la surface S. Soient
N;, N, les deux directions de la normale en un point a cette sur-
face; on aura

a0 00

(9) N, o, = dr il eos(Ny 2|

4° Nous avons supposé, dans lout ce qui précéde, que les quan-
ués o, b, & variaient d’'une maniére continue d’un point a 'autre
de I'aimant; il peut arriver que ces quantités soient discontinues
le long d’une certaine surface; cette surface devra alors porter
une distribution de fluide fictif qui aura pour densité

6 =— || fog cos (Nq, ) || — || oz cOs (Ng, 2) ||,

doy, Wby, € étant les valeurs de A, b, & d’un coté de la surface
de discontinuité; ous, Ubs, S, les valeurs des mémes quantités de
lautre c6té de la surface; Ny, N, les deux directions de la nor-
male & cette surface.

Aux divers points de cette surface, on aura

(10) % -+ %2 = |l oy cos( Ny, 2) || + | fog cos (Na, z) |].

5° Si I'on place, en un point (z, y, z) intérieur a 'aimant, une
quantité de fluide magnétique égale a I'unité, la distribution fic-
tive définie par les égalités (4) et (5) exercera sur cetie masse
une action parfaitement déterminée, dont les composantes X,
Y, Z seront données par les formules

00 )
(1) xz—%, Y:—%, Z—_

Peut-on énoncer cette proposition, ainsi qu’on serait tenté de
le faire, de la maniére suivante : Un aimant exerce sur une
masse magnélique égale a unité placée en un point inté-
rieur (z, v, 3) une action parfaitement déterminée, dont les
composantes sont données par les formules (11)?

Nous allons voir que cette expression : action d’un aimant
sur une masse magnétique concentrée en un point qui lul est
intérieur, ne peut avoir aucun sens sil’on admet que la loi donnée
par Coulomb et Gauss pour les actions mutuelles des particules
magnétiques demeure exacte, méme pour les particules au contact.
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L’aimant est limité par une surface S; entourons le point
M (z, y, 5) intérieur & cet aimant par une petite surface con-
vexe a. Désignons par A I'aimant donné, dont le volume est v, et
par B Paimant, de volume u, compris entre les surfaces S et s.
Soit © (z, ¥, 5) la fonction potentielle au point M de I'aimant B;
soient &, H, Z les composantes de l'action que cet aimant B
exerce sur une masse magnétique égale & I'unité placée au point M.
Le point M n’appartenant pas au volume occupé par I'aimant B,

on a

90 90 _ 00
5_4-_-——07”-, II—-———; Z— ()z

D’aprés les égalités (), la premiére de ces deux égalités peut

s’écrire
Jucos(\,,x)“_da f\

==3

Les quantités H et Z sont susceptibles de s’exprimer d’une
maniére analogue.

I

b cos(Nl,x)“d dS+S 9hs

Supposons que I'on contracte la surface ¢ autour du point M
de maniére qu’elle vienne s’évanouir au point M. La quantité
précédente varie. Si elle tendait vers une limite dont la valeur
fat indépendante de la série des formes par lesquelles la surface &
a passé pour venir s’évanouir au point M, nous pourrions dire
que cette limite représente la composante parallele &4 Oz de I'ac-
tion exercée au. point M par 'aimant A. Mais nous allons voir
qu’il n'en est pas ainsi.

Examinons séparémeut les trois termes dont se compose &

Le premier terme ne varie pas lorsque la surface & varie.

L’existence déja prouvée de U'intégrale

0!

S5 | @

équivaul & ce fait que, lorsque la surface s vient s’évanouir au

point M, la quantité
f ' “ 07'1 du

%
1
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;i‘).
tend vers une limite finie, indépendante de la série des formes
par lesquelles a passé la surface o.

Mais 1l n’en est plus de méme du second terme de E,

1
| i
. I
= o cos(N;, & H — ds.
j=§ || cos(Niy ) || 57
Nous allons démontrer que,si ’on contracte la surface ¢ de ma-
niére qu’elle vienne s’évanouir an point M par une série de formes
homothétiques les unes des autres par rapport au point M, la
quantité précédente tend vers une limite déterminée, mais que la
valeur de cette limite dépend de la forme initiale de la surface o.
Prenons, en effet, une des surfaces par lesquelles passe o en se
contractant. Pour cette surface, on a

L 1

P P
. - I r i -
J = S a cos(Ny, ») I] i do + S ” (ho — 2) cos(N;, @) H e ds,
2, B, v étant les composantes de Paimantation au point (z, y, 3).

I
ol
r . . .
Lorsque la surface & se contracte, 5 tend vers une limite finie;

(A —z), (W—P), (&—rv) tendent vers o. Le second terme

de j tend donc vers o.
D’autre part, on a

1
d- 4
r I—ux ' ( )
 — = ——— = — Cos(r,x).
oz 8 r2 ’

Sil’on remarque alors que, pour deux surfaces ¢ homothétiques
I'une de 'autre par rapport au point M, les quantités

S cos(N;, #) cos(r, z) f—;,
d
S cos (N;, ) cos(r, ) };,

S cos(N;, z)cos(r, x) f—:,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



CHAP. III. — FONCTION POTENTIELLE MAGNETIQUE, ETC. 43

ont la méme valeur, on verra sans peine que l'on a

.o f
limj = aS cos(N;, ) cos(r, z) ;—;

L d
-+ B S cos(N;, y) cos(r, z) ;g

-+ YS cos(N;, z)cos(r, z) :—T{;’

les trois sommations s’étendant 4 la surface o initiale.

Pour prouver ce que nous avons avancé, il suffit de montrer
que, pour deux formes initiales différentes de la surface o, la
quantité

S cos(Ng, @) cos(r, x) ;d—:-
n’a pas ‘en général la méme valeur.

Supposons que la forme initiale de la surface o soit celle d'un

cylindre dont les génératrices sont paralléles & I'axe des 2 (/fig.6).

Fig. 6.

Soient B et B les deux bases. Pour la surface latérale, on a, en

tout point,
cos(N;, ) = o;

poar la base B, on a, en tout point, N; étant la normale extérieure

a la surface o,
cos(N;, @) =1;
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pour la base B/, on a, en tout point,
cos(Ny, )= —1.

Donc, pour notre cylindre, on a

S cos(N;, ) cos(r, @) —(]—:J: S SM) do — S M ds.
r= B

2 2
B 7 7

Désignons par o l'angle sous lequel la base B est vue du
point M, et par o' I'angle sous lequel la base B’ est vue du méme
point. Il est aisé de voir que I'égalité précédente peut s’écrire

S cos(N;, ) cos(r, x)f—; = w + w'.

On voit bien alors que cette quantité dépend de la forme du cy-
lindre et de la position du point M dans ce cylindre.

Ainsi ’expression : action d’un aimant sur une masse ma-
gnétique concentrée en un point qui lut est intérieur n’a aucun
sens. C’est une proposition capitale dans ’étude du magnétisme;
beaucoup d’erreurs ont été commises par les auteurs qui I'ont mé-
connue.

La plupart des propositions démontrées dans ce qui précede sont
dues a Poisson ('), bien que les travaux de Poisson sur ces ques-
tions renferment quelques inexactitudes ().

§ 3. — Du potentiel magnétique.

D’aprés ce que nous avons va au Chapitre 1, et d’aprés la déter-
mination de la fonction ©(r) obtenue au début de ce Chapitre, le
potentiel des actions magnétiques mutuelles de deux aimants A, A’

(') Porssox (Bulletin de la Societé Philomathique, décembre 1813), — MHe-
moire sur la théorie du Magnétisme, lu & I"Académie des Sciences, le 2 février
182 (Mémoires de I’ Académie des Sciences, années 1821 et 1822, t. V, p. 247).

(3) Voir, au sujet des inexactitudes commises par Poisson, notre Etude histo-
riqgue sur Paimantation par influence (Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, t. II, 1887).
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est susceptible de deux expressions distinctes. On peut 'écrire

[ Chap. I, égalité (11)]

(2) e V! e e WU s S
)y 0% ¥ o

9z 03

chacune des intégrations s’étendant & I'un des deux aimants. On
peut aussi, en de51gnan.t par O la fonction potentlelle magnethue
de I'aimant A, par ©' la fonction potentielle magnétique de I'ai-
mant A, donner & ® I'une des deux formes équivalentes [ Chap. 1,
égalités (10) et (10 bis)]

l‘:f eﬁJ()—(D-”dV=f oﬁ;'()o dv'.

A & oz’

De ces égalités, on déduit

(13) 2@:/1&(& dv—+—f di)”d’
Al 0z Y

Soit © la fonction potentielle magnétique de 'ensemble des deux
aimants; nous aurons

(14) CV=0UV+70.

Considérons la fonction  définie par I'égalité

(13) 2.y f dy -+ fl

A
En vertu des égalités (13) et (14), on voit que I'on peut écrire

0V
¥ — o P i Ao ——t > l
23’—2L—}K do ()dec TII

Or, sil’on déplace 'aimant A sans changer sa forme ni son aiman-

tation, la quantitéff

A
invariable; de méme, si lon deplace I'aimant A’ sans changer sa

9
olls dl b dy'

,ov .I

U%,()l) I]d ,

./r~

Mo W :a’v gardera évidemment une valeur
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W J0’

v ox

valeur invariable. Si donc on déplace I'un par rapport a l'autre

forme ni son aimantation, la quantité

[

dy’ gardera une

les deux aimants sans changer leur forme nileur aimantation, on
aura I'égalité
8y = 3%,

qui permet d’énoncer le théoréme suivant :

Lorsquon déplace I’un par rapport & l'autre devx aimants
dont on maintient constantes la forme et ['aimantation, les
actions mutuelles de ces deux aimants effectuent un travail
égal, au signe prés, & la variation que ce déplacement fait
subir & la quantité ¥, définie par U'égalité (13).

Nous donnerons désormais a cette quantité y le nom de poten-
tiel magnétique du systéme des deux aimants. Cette définition
s'étend évidemment & un systéme formé d’un nombre quelconque
d’aimants.

Soit S la surface qui limite le volume ¢ de P'aimant A ; soit N; la
normale & cette surface vers 'intérieur de Paimant; soit $’ la sur-
face qui limite le volume ¢' de I'aimant A’; soit N;la normale &
cette surface vers 'intérieur de 'aimant. Posons

el

(4 blé‘) _()—IL'_

I

-]

-

||

(5bis) s Nyo)ll,  o'=—I|| & (N, )]

Les égalités (7) nous permettront d’écrire
t

0—
s ~
P :b ——dSI—i—SSci —d— 51—;—/91 ——dV1+f91 —(lvl,

r désignant, dans ces diverses intégrales, les distances respectives
du point (z, y, 5) aux éléments dS,, dS, dvy, dv),. Nous aurons,
de méme,

S

t I L T

I 0 - J~ 0= J~-
AV _ r ) P AR r , o,
=S, S dbfffj’l o—xf"‘“*.fA,Pl 5 -

D’ailleurs, les propriétés de la fonction potentielle ordinaire nous
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EON
~

permettent d’écrire

lKn réunissant ces divers résultats, on voit que 1'égalité (13) peut

ecrlre
0
S+ (8,58, —dS’—{—f dos [y ) v
;0 o1 ‘ p1 P4
+L Jo d—z,<Ss7dsl-rS f do,+ dv)

Une intégration par parties permettra de remplacer cette égalité
par la suivante

2 =

dy'.

—

N = ;.,[ P]P‘dvdm -+ - ff P do' dy’,

1 59y g -

—&—-2-S q dS dS; + L S S 1 asas,

(16) + ff 8 do dv SS < as'as

-+ f dS dv -+ f dS'dv
S, S.>

-t fS E dS dv' —+ fS Q(ZS’(ZV’.
aMs 7 a Mg !

Cette égalité (16) nous démontre une importante proposilion cui
compléte celle que nous avions démontrée au § 1.

Distribuons du fluide fictif, tant & Uintérieur des deux ai-
manits A et A qu’a leur surface, suivant les lois indiquées par
les égalités (4 bis) et (5bis);.imaginons que deux quantités q,
g' de fluide fictif, séparées par une distance r, exercent l’une

sur Uautre une action répulsive ayant pour valeur L. Le
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potentiel des actions mutuelles de ces charges fictives sera pré-
cisément égal au potentiel magnétique du systéme.

Ainsi, 1l est permis de substituer & des aimants la distribution
fictive définie par les égalités (4 bis) et (5 bis), non seulement
lorsqu’on veut calculer les actions que ces aimants exercent sur un
pole magnétique extérieur, mais encore lorsque I'on veut calculer
les actions qu'’ils exercent les uns sur les aulres.

L’égalité (16) donne & J une forme analogue a celle d'un poten-
tiel électrostatique. Les propriétés connues du potentiel électro-
statique vont nous permettre de donner une nouvelle forme a cette
expression de . Remarquons que la distribution fictive dont & est
le potentiel a pour fonction potentielle ordinaire la fonction po-
tentielle magnétique ©, et nous pourrons écrire [ Livre I, Chap. IX,

égalité (9)] :

_ o o\ 2 d\“))ﬂ 0O\ 2
(17) v =g (%) + (5 )+ (%) T
I'intégration s’étendant a tout l'espace.

Cette égalité (17) nous montre que Y est essentiellement positif,
a moins que Pon n’ait dans tout 'espace

0 _ 0009
w0 T =

Comme, d’ailleurs, la fonction © est continue dans tout ['espace et
égale 4 o a I'infini, ces égalités exigeraient que 1'on eit, dans tout

?
I'espace,
\‘) = 0.

Le potentiel magnétique d’un systéme aimanté est positif, a
moins que la fonction potentielle magnétique ne soit égale @ o
dans tout [’espace.

La fonction potentielle magnétique sera évidemment égale & o
dans tout l'espace si le systéme n’est pas aimanté; mais i} n’est
pas nécessaire que le systéme ne présente aucune aimantation
pour -que la fonction potentielle magnétique soit égale a o dans
tout 'espace. D’aprés I'égalité (3) et les propriétés connues de la
fonction potentielle ordinaire, il est nécessaire et sulfisant, pour
qu’il en soit ainsi, que les composantes de I'aimantation vérifient
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en toul point intérieur & chacun des aimants I'égalité

d-k ah 02

P R P

et, en toul point de la surface de chacun de ces aimants, 1’égalité
odo cos( Ny, @) -+ W cos(N;, ¥)+ S cos(N;, 5)=o.

Or 1l est facile de trouver pour -b, W, & des valeurs différentes
de o qui vérifient ces égalités; les valeurs de ., Wb, © qui véri-
fient ces égalités représentent les composantes de la vitesse en tous
les points d’une masse fluide incompressible qui occuperait le vo-
lume invariable de l’aimant; une semblable masse n’est pas néces-
sairement au repos : il n’est donc pas nécessaire que -4, Wb, & soient
identiquement nuls.
La formule (17) fait intervenir la quantité

EICACE (& 2+(d_f) 3
(E;) oy 93

Cette quantité se présentera fréquemment dans nos calculs. 1l
sera donc commode d’adopter, pour la représenter, un symbole
unique. Dorénavant, nous poserons

[0Q \2 00\ 2 00\ 2
O={ — —f —- —_— .
(8) =(%) (5) (%)
Moyennant cette nolation ('), Pégalité (1) pourra s’écrive
(17 bis) = 8_111:_ Q de.

En tout point extérieur aux aimants, la quantité ITQ a une signi-
fication trés simple; elle représente le carré de la valeur ab-
solue de la force exercée par les aimants sur une quantiié de
Sluide austral égale & Uunité placée en ce point.

L’égalité

ne =2,

(*) Lamé employait, au lieu du symbole I'Q, le symbole (A, ).
D. — 1L A
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olt A représente une constante arbitraire, définit dans I'espace
une famille de surfaces. Nous donnerons & ces surfaces, que nous
aurons souvent a considérer, le nom de surfaces isodynamigues.
Une charge magnétique, parcourant les divers points d’une suar-
face isodynamique extérieure aux aimants, subit de la part de ces
aimants une force dont la valeur absolue ne varie pas.
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CHAPITRE 1V.

LES DISTRIBUTIONS FICTIVES EQUIVALENTES A UN AIMANT.

§ 1. — Les distributions fictives équivalentes 4 un aimant.

Ayant un aimant, limité par une surface S, imaginons qu’a
Pintérieur de cet aimant, ou bien sur la surface S elle-méme, on
distribue un certain fluide ficti jouissant des propriétés sui-
vantes :

1° Une quantité ¢ de fluide fictif, située & une distance » d’une
quantité M de fluide magnétique, exerce sur ce dernier une force
répulsive qui a pour valeur

P Mg

r2
et réciproquement.
2° Deux quantités ¢ et ¢’ de fluide fictif, situées a la distance r
I'une de Pautre, exercent 'une sur I'autre une action répulsive

Soit
uv= Y14

la fonction potentielle ordinaire de ce fluide fictif.

Supposons que nous ayons pu, & la surface de I'aimant ou a
son intérieur, distribuer du fluide fictif de maniére que lafonction
potentielle ordinaire du fluide fictif soit, en tout point extériewr
& Uaimant, égale a la fonction potentielle magnétique de 1'ai-
mant. Nous dirons que nous avons obtenu une distribution fic-
tive équivalente a ’aimant.

La distribution définie par les égalités (4) et (5) da Chapitre
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précédent nous offre un exemple de distribution fictive équiva-
lente 4 I’aimant.

Cette derniére distribution fictive posséde cette propriélé, que
sa fonction potentielle ordinaire est égale a la fonction potentielle
magnétique de I’aimant, non seulement dans le champ extérieur
a I'aimant, mais encore en tout point intérieur & ’aimant. Elle
est d’ailleurs la seule, parmi les distributions fictives, qui posséde
cette derniére propriété, car il est évident que deux distributions
fictives qui ont, dans tout I'espace, la méme fonction potentielle
ordinaire sont identiques.

Ainsi, en général, lorsqu’on aura trouvé une distribution fic-
tive équivalente a2 un aimant, la fonction potentielle ordinaire de
cette distribution, identique 4 la fonction potentielle de 1'aimant
en tout point situé a 'extérieur de I'aimant ou & sa surface, en
différera aux points situés a 'intérieur de 'aimant.

Une distribution fictive équivalente & un aimant ezerce la
méme action que Uaimant sur tout pdle magnétique ex térieur
a cet aimant.

A cette proposition, qui résulte immédiatement de la défini-
tion d’une distribution fictive équivalente 4 un aimant, nous ajou-
terons la suivante, qui est un peu plas cachée, et que nous avons
déja démontrée au Chapitre précédent pour la distribution fictive
particuliére que nous y avons étudiée :

Les actions mutuelles de deux aimants sont les mémes que
celles de deux distribulions fictives, respectivement équiva-
lentes ¢ ces deux aimants.

Soient A et A’ deux aimants; soient ¥ et O leurs fonctions
potentielles magnétiques. Le potentiel magnétique de ces deux
aimants a pour valeur, d’aprés I'égalité (17) du Chapitre précé-

dent,
;j‘:-—[—<fH'Odv+fH’O’dv+fH‘(de'+fﬂ(9’dv'
87\ Jy A A’ A’

+ [1moar+ no'dv"+2f 90 90 ” do
" A or oz
00 g0 !d, f“m,,‘m,, ||dv,,>’
37 3
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A" ¢tant 'espace extérieur aux deux aimants et d¢’ un élément
de cet espace.

D’autre part, si nous considérons deux distributions fictives
respectivement équivalentes aux deux aimants A et A’; si Uet U
sont leurs fonctions potentielles ordinaires, le potentiel des ac-
tions mutuelles des deux distributions fictives sera

'-fHU’do+ /UUa’v’-&—fﬂU’du'
A A !

[(nuars fﬂU’dv”—{—' EASAC |‘dv
" | 0z Oz |
|| 9U U H '+ "—9 v J dv”>~
w1 02" 0x” |

Il s’agit de prouver que, sil’on déplace les deux aimants, Pun
par rapport & 'autre, sans altérer leur forme ni leur aimantation,

on aura
5y = oY.

Or, en premier lieu, on a, dans les espaces A’ et A”,
V=0,

et, dans les espaces A et A”,
v =U"

En second lieu, les termes

frm do, fl‘lU do, fﬂt)’dv’, [nU'dv',
A A A A

demeurent invariables dans la modification dont il s’agit. On a
done, toute réduction faite,

LI L /00 oU (_H
OJ_OY__/EOI: A i d:v) e H
oY U
+,K (dx dz ‘]d]

Le théoréme de Green permet de transformer la quantité entre
crochets en

Q.- )% dS+b (U'— U)dl\“

+f(U-—w)w'dv+/(U'—r)')wdp'.
A A
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(S
ES

Mais, en tout point de la surface S, on a
U—0V =o;
en tout point de la surface &', on a
U—10=o;

tout point de l’aimant A étant extérieur a l'aimant A/, on a,
en tout point de 'aimant A,

AO’: 0;

tout point de I'aimant A’ étant extérieur a laimant A, on a,
en tout point de 'aimant A/,

A = o.

On a donc
3y — 3Y = o,

ce qui démontre la proposition énoncée.

Etant dopné un aimant, on peut trouver une infinité de distri-
butions fictives équivalentes a cet aimant. Toutes ces distributions
présentent cette propriété : La quantité totale de fluide fictif
qui forme une distribution équivalente a un aimant donné est
la méme pour toutes les distributions équivalentes & cet ai-
mant.

Cette proposition peut se démontrer bien aisément de la ma-
niére sulvante :

Soient un aimant limité par une surface S et une distribution
équivalente a cet aimant. Cette distribution, qui renferme une
quantité Q de fluide fictif, a une fonction potentielle ordinaire U.

Entourons I'aimant d’une surface fermée S’ ( f£g. 7). Soit N, la

normale extérieure & cette surface fermée. D’aprés les lemmes de

Gauss, on a

oU .

Mais, en tout point extérieur & I'aimant, la fonction potentielle
ordinaire de la distribution fictive est identique & la fonction po-
tentielle magnétique © de I'aimant. On a donc

00 o,
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Cette égalité montre que, conformément a la proposition énon-
cée, la quantité Q est déterminée quand l'aimant est connu; elle
est la méme pour toates les distributions fictives équivalentes a
un méme aimant.

Fig. 7.

Pour calculer la quantité Q, nous pouvons, d'aprés le théo-
réme précédent, prendre une distribution fictive quelconque équi-

3

valente & cet aimant, par exemple la distribution fictive étudiée
au Chapitre précédent, qui a, en tout point intérieur a I'aimant,
une densité solide

9l

(1) P=— | oz

et, en tout point de la surface de 'aimant, une densité superfi-
cielle

(2) g =—|| o cos(N;, ) |

Pour cette distribution, on aura

Q:/npclv—l—S cdS =—(/‘ H %ti

On peut intégrer immédiatement le premier des deux termes
qui composent Q; on le trouve égal et de signe contraire au se-
cond; on a donc

dy — S [| Ao cos( Ny, 2) [ dS.

Q=o.
D’ott la proposition suivante :

Toute distribution fictive équivalente a un aimant renferme

autant de fluide fictif positif que de fluide fictif négatif.
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§ 2.— La distribution superficielle équivalente 4 un aimant et le
probléme dérivé de Lejeune-Dirichlet.

La distribution fictive particuliére définie par les égalités (1)
et (2) comporte du fluide fictif distribué & I'intérieur de Paimant
et du fluide fictif distribué 4 sa surface. Dans certains cas, cette
derniére distribution existe seule. C’est ce qui arrive, par exemple,
si 'aimantation est uniforme. On dit que 'aimantation d’un corps
est uniforme lorsque I'intensité de 'aimantation a la méme gran-
deuret la méme direction en tous les points de ’aimant. Les trois
quantités b, Wb, & ont alors des valeurs indépendantes de z, », 5,
en sorte que I'on a

oh_ o 2
dr oy ds
el, par conséquent,
0 = 0.

¥

Dans ce cas, la distribution superficielle équivalente a I'aimant

a pour densité
¢ = || Aocos(Ns @) |l

Il est aisé d’en obtenir une représentation géométrique. Don-
nons & la surface S qui limite I'aimant une translation infiniment
petite paralléle & 'aimantation uniforme (.4, W, €) de P'aimant.
Soit §'la nouvelle position de la sarface S. La densité superfi-
cielle = en un point de la surface S sera proportionnelle a la dis-
tance de ce point a la surface S, cette distance étant comptée
positivement lorsqu’au voisinage du point considéré la surface S’
est extérieure a la surface S.

D’une maniére plus générale, la distribution superficielle existe
seule toutes les fois que A, ¥, & varient & 'intérieur de 'aimant,
de telle sorte que I'on ait en tout point

ol dUh 02

— = =0

oz dy = 0s

Un tel aimant est ce que Sir W. Thomson () nomme an aimant

(*) Voir Chapitre VII, § 1.
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solénoidal; lorsque nous étudierons, au Livre VIII, la théorie,
donnée par Poisson, de 'aimantation par influence, nous verrons
combien est importante 1’étude des aimants solénoidaux.

Dans le cas ot 'aimant est solénoidal, son action extérieure est
laméme que celle d’une distribution fictive purement superficielle,
dont la densité est donnée par 'égalité (2).

Dans tous les cas possibles, on peut trouver d’une et d’une
seule maniére une distribution fictive, entiérement répandue
sur la surface d’un aimant et équivalente a cet aimant. Seule-
ment, dans le cas ott 'aimant n’est pas solénoidal, la densité su-~
perficielle de cette couche ficlive n’a plus la valeur donnée par
égalité (2).

La démonstration de ce théoréme résulte immédiatement des
principes posés au Livre III, Chapitre V, §§ 1, 2 et 3. Nous avons
vu, en effet, que I'on pouvait, d’une et d’'une seule maniére, distri-
buer une quantité donnée de fluide (elle est ici égale & o) sur une
surface S, de telle maniére que la fonction potentielle de ce fluide
soit identique, a I’extérieur de la surface S, 4 une fonction harmo-
nique donnée, qui est ici la fonction potentielle magnétique © de
Paimant.

Un aimant étant donné, comment déterminera-t-on cette distri-
bution superficielle qui lui est équivalente? La réponse & cetle
question dépend de la maniére dont 'aimant est donné.

Sil'on se donne 'aimantation en chaque point de 'aimant, on
pourra calculer Ia valeur de la fonction potentielle magnétique en
tout point de l'espace extérieur & I'aimant ou de sa surface; il
suffira alors de résoudre le probléme de Dirichlet pour I'espace
intérieur & 'aimant, et 'on connaitra la distribution superficielle
qui lai est équivalente, conformément aux principes qui ont été
exposés au Livre III, Chapitre V.

On opérera encore de méme si, au lien de se donner 'aimantation
en chaque point de 'aimant, on se donne directement la fonction
potentielle magnélique dans tout I'espace extérieur & cet aimant.

Silon se donne seulement la valeur de la fonction potentielle
magnétique aux divers points de la surface de I'aimant, on aura,
pour déterminer la distribution superficielle quilui est équivalente,
a résoudre le probléme de Dirichlet pour Pespace extérieur & l'ai-
mant et pour I'espace intérieur & aimant.
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Ce n’est sous aucune de ces formes que se pose le probléme a
un physicien auquel on donne un aimant réel et auquel on demande
de déterminer la distribution superficielle équivalente a cet ai-
mandt.

Ce physicien n’a aucun moyen de déterminer la grandeur et la
direction de I’aimantation en chaque point intérieur a I'aimant; 1l
n’a, non plus, aucun moyen de déterminer la valeur de la fonction
potentielle magnétique aux divers points du champ magnétique ou
de la surface de I'aimant. Tout ce qu’il peut déterminer, par des
méthodes que nous étudierons au paragraphe suivant, ce sont les
composantes X, Y, Z de 'action que l'aimant exercerait sur un
pole magnétique égal & 'unité placé en un point (z, y, z) exté-
rieur 4 P'aimant et pas trop éloigné de I’aimant.

On sait que ces composantes sont liées a la fonction potentielle
magnétique par les relations

X y__ 0 ,__ 90
Jx dy Jdz

On voit donc que Uexpérience permet seulement de déterminer
les dérivées partielles de la fonction potentielle magnétique aux
divers points du champ.

Dés lors, voici sous quelle forme se présentera, pour le physi-
cien, le probléme qui consiste 4 déterminer la distribution magné-
tique superficielle équivalente & un aimant.

Ayant déterminé par Uexpérience la valeur que prend, aux
divers points extérieurs & Paimant et infiniment voisins de sa

surface S, la dérivée — Y de la fonction potentielle magnétique

dN
sutvant la normale extérieure & I’almant, trouver la distribu-

tion superficielle fictive qui équivaut & cet aimant.

Soit U la fonction potentielle de la distribution fictive cherchée.
Considérons Uespace extérieur & 'aimant. Dans cet espace, la
fonction U est harmonique; & I'infini, elle se comporte comme une

end des valeurs don-

fonction potentielle; sur la surface S, );f pr

¢

nées '(—)TV_ .

Nous savons (Livre II, Chap. V, § 3) qu’il existe une seule
fonction U satisfaisant & ces conditions. Déterminer cette fonction,
c’est résoudre, pour 'espace extérieur a la surface S, le probléme
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auquel nous avons donné le nom de probleme dérivé de Lejeune-
Dirichlet.

Ce probléme résolu, nous connaitrons les valeurs « que prend U
sur la surface S. Envisageons I'espace intérieur a la surface S. La
fonction U est harmonique dans cet espace et elle prend, sar la
surface S, des valeurs données u. 1l n’existe qu’une fonction U qui
satisfasse & ces conditions; elle s’obtiendra en résolvant, pour
'espace intérieur a la surface S, le probléme de Lejeune-Diri-
chlet.

La fonction U étant alors connue dans tout Uespace, la densité e

du fluide fictif en un point quelconque de la surface S s’obtiendra

par la formule
p___L<‘)U ) 0U>

\ = N, N
[ —— L(m,
T im\ON, " oN;/’

Ainsi, la détermination de la distribution superficielle ¢qui-
valente dun aimant physiquement donné exige que l'on résolve
d’abord le probléme dérivé de Lejeune-Dirichlet pour Uespace
extérieur & U'aimant donné, puis le probléme de Lejeune-Diri-
chlet pour Uespace intérieur & cet aimant.

Quelques remarques au sujet de la solution précédente :

1° Cette solution comporte une vérification. Une fois la densité o

(3)

déterminée comme nous venons de I'indiquer, on devra s’assurer
que la distribution fictive trouvée renferme autant de fluide positif
que de fluide négatif, ¢’est-a-dire que 'on a

ScdS:o.

On avra ainsi un moyen de vérifier si les données expérimentales
quiontservi de point de départ aux opérations analytiques étaient
satisfaisantes.

2° Dans un grand nombre de questions, par exemple, dans tous
les cas oti 'aimant devant étre maintenu immobile, on veut seule-
ment pouvoir calculer son action sur un aimant mobile extérieur :
il suffit de connaitre la fonction %, ou, ce qui revient au méme, la
fonction U, pour I'espace extérieur & aimant. Il suffit, dans ce
cas, de résoudre le probléme dérivé de Lejeune-Dirichlet pour
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I'espace extérieur 4l’aimant; il est inutile de résoudre le probléme
de Lejeune-Dirichlet pour I'espace intérieur a 'aimant.

3° Pendant trés longtemps, les physiciens, et notamment Jamin,
ont eu & 1'égard de la détermination de la couche fictive équiva-
lente & un aimant les 1dées les plus erronées. Ils prenaient simple-
ment, pour expression de la densité de cetle couche fictive,

o L 99,

47 ONg

Cette expression ne pourrait étre exacte, comme on le voit en la
comparant 3 I'égalité (3), que si 'on avait, en tout point de la sur-
face de I’aimant,
(4) g{i —o.
La fonction U serait alors harmonique & I'intérieur de Ja surface S
et vérifierait 'égalité (4) en tous les points de la surface S. D’aprés
ce que nous avons vu ( Livre IT, Chap.V, § 3), toutes les fonctions U
qui satisfont & ces conditions a I'intérieur de la surface S ne diffe-
rent les unes des autres, a I'intérieur de cette surface, que par une
constante. Comme d’ailleurs la fonction U = o satisfait 4 ces con-
ditions, on voit que toute fonction qui satisfait 4 ces conditions
est constante & U'intérieur de la surface S et sur la surface S elle-
méme. La couche fictive serait en équilibre d’elle-méme sur la sur-
face S.

La couche fictive renferme autant de fluide fictif positif que de
floide fictif négatif; nous savons qu'une semblable couche ne
pourrait étre en équilibre d’elle-méme sur la surface S sans que sa
densité fit égale & o en tout point de cette surface. Ainsi 'hypo-
thése admise par Jamin pour la détermination de la couche fictive
équivalente & un aimant ne serait exacte que si la densité de la
couche fictive était, en tout point, égale & o, cas auquel 'aimant
n’aurait aucune action sur les points extérieurs.

§ 3. — Méthodes expérimentales pour I'étude de la distribution fictive.

Nous avons vu que, pour qu’il soit possible de déterminer ana-
lytiquement la distribution superficielle fictive qui équivaut a un
aimant, il était nécessaire, tout d’abord, de déterminer expéri-
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©

¢ . . . )
mentalement la valeur de SN, 2ux divers points de l'aimant. Les
c

méthodes qui servent a cette détermination peuvent se classer en
deux types :

1° La méthode de Coulomb ;

2° La méthode de Van Rees.

Une autre méthode, dite méthode de ’arrachement, a été
proposée par Jamin ('), et employée par ce physicien et par
M. Duter. Nous verrons plus loin (Livre 1X, Chap. IX, § 4)

. P . d
que cette méthode ne peut servir a déterminer =-
€

1 Méthode de Coulomb (2). — Supposons qu’ane aiguille ai-
mantée, fine et trés longue, soit suspendue au fil de cocon de la
balance de torsion. Elle est en équilibre sous I'action de la terre
dans une certaine position horizontale AB ( fig. 8). La torsion
du fil a une valeur inconnue.

e

On approche I'aimant pour lequel on veut déterminer la valeur

90 o ‘ .
de 3N, en un certain point M. On 'approche de telle maniére que

le point M soit dans le plan horizontal qui passe par AB, qu’il
soit extrémement voisin de l'extrémité A de laiguille, et que la
ligne MA soit normale 4 la fois & ’aimant et a la direction AB.

(') JayN, Sur la distribution magnétique (Comptes rendus, t. LXXV,
p. 1572; 1872).

(*) Couroms, Septiéme Mémoire sur l’é¢leciricite et le magnétisme : Du ma-
gnétisme (Memoires de U'Académie pour 1789).
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L’orientation de 'aiguille est alors modifiée; par un contrepoids
et par une torsion convenable du fil de suspension, on raméne
l'aiguille & sa position primitive.

Soit MU le moment magnétique que possédait I'aiguille AB
avant l'approche de I'aimant. Soit & I'angle que la direction BA
fait avec le méridien magnétique vers ’est. Soit w l'angle de tor-
sion du fil lorsque 'aiguille est en équilibre d’elle-méme en AB;
w est compté positivement dans le méme sens que ¢. Au moment
ou l'aiguille est en équilibre, on a

NUHsind +fw = o,

0 étant le coefficient d'élasticité de torsion du fil.

L’aimant étant placé, I'aiguille ramenée en AB, soit « la masse
magnétique concentrée au péle A de P'aiguille. Supposons que
I'aimant exerce sur une masse magnétique égale 4 l'unité une
force ', dont la composante suivant MA ou N, soit Fy. Suppo-
sons, en outre, I'aimant placé de telle maniére qu’il tende & dévier
'aiguille BA vers l'est. Soit o 'angle (il sera négatif) dont on a
dé augmenter la torsion pour ramener 'aiguille en AB. Soit 2/ la
longueur de I'aiguille AB. La nouvelle condition d’équilibre de
Vaiguille sera, en négligeant U’action de U’aimant sur le péle B,

oplHsind +~ Fypl+0(w +a) =o0.

La distribution magnétique sur I'aiguille placée en présence de
I'aimant n’est pas forcément la méme que sur l'aiguille soumise
seulement a l'action terrestre. Le moment magnétique U n’est
pas forcément égal au moment magnétique 2 p. /.

Nous admetirons que les variations subies par U'aimanta-

tion de Uaiguille lorsqu’on U"approche de {'aimant & étudier
sont négligeables. Nous aurons alors

N =apd,

et nos deux équations d’équilibre nous donneront

20
FN—I—E)T,Qa =o0.

Nous obtiendrons ainsi la composante, suivant la normale a la
surface de I'aimant, de 'action que l'aimant exerce sur une masse
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magnétique égale a U'unité placée au point A; mais, dans la défi-
pition de cette action, il ne faut pas oublier que la distribu-
tion sur l'aimant est celle qui se produit en présence de l'ai-
guille AB. Nous admetirons que Uapproche de l'aiguille AB
ne modifie pas sensiblement la distribution magnétique sur
Paimant étudié. Moyennant celte nouvelle approximation, la
force Fy sera bien celle qui est produite parla distribution magné-
tique que l'on veul étudier sur un poéle d’aimant égal & 'unité
infiniment voisin de la surface de 'aimant. On aura donc bien

oV

c

9% R . . . .
JN— ayant la méme mgmﬁcauon que dans les raisonnements qui
e

précédent.

Ainsi, moyennant des approximations dont il est assez difficile
d’apprécier le degré d’exactitude, la méthode de Coulomb four-
nit les données expérimentales qu’il est nécessaire de connaitre
pour étudier la distribution fictive du magnétisme.

Coulomb a aussi employé, pour mesurer la force Fy, au lieu de
la balance de torsion, une méthode fondée sur la durée des oscil-
lations d’une petite aiguille en présence de I'aimant. La méthode
peut étre justifiée & peu prés par les mémes considérations que la
précédente ; elle est soumise aux mémes approximations.

2° Méthode de Van Rees, modifiée par MM. Mascart et Jou-
bert. — Van Rees a eu le premier l'idée d’avoir recours aux phé-
noménes d’'induction électromagnétique pour étudier la distribu-
tion du magnétisme. 11 a employé cetie méthode, comme nous le
verrons au Chapitre suivant, dans Pexamen des aimants linéaires.
MM. Mascart et Joubert (') ont montré comment on pouvait mo-
difier cette méthode, de maniére a en faire usage pour ’étude de
la distribution magnétique sur des aimants quelconques.

Prenons un trés petit circuit fermé, plan, d’aire Q. Déplacons-le
dans le champ magnétique d’un aimant. Soit N la normale a la
face positive de ce petil circuit. A I'instant ¢, ce déplacement en-
gendre dans le petit circuit une force électromotrice intégrale

(') MascarT et JouBERT, Legons sur Udlectricité et le magnétisme, t. II,
p. 728; Paris, 1886.
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d'induction &, qui a pour valeur (1) [Livre XV, Chap. IlI, éga-
lite (7)1,

5 4 QoY
Trdt Y oN T in T @ ol

'
o=

expression qui est exacte, soit que 'aimantation de Paimant ait
varié pendant ce déplacement, soit qu’elle n’ait pas varié.

Cela étant, relions par un double fil le petit circuit & un gal-
vanométre balistique (Livre XIII, Chap. VII) placé trés loin de
I'aimant. Placons initialement ( fig. 9) ce petit circuit trés prés

Fig. 9.

-

de I'aimant, de maniére que son plan soit paralléle au plan tan-
gent en M & la surface de 'aimant et que la normale N & sa face
positive coincide avec la normale N,. Le fil n’est parcouru par
aucun courant; aimant est donc dans son état naturel; la valeur

A" a0 90
initiale r)N) de 5N est donc bien la quantlte ~que nous voulons

déterminer.
Enlevons rapidement le petit circuit pour ne ['arréter qu’a
une distance extrémement grande de l'aimant; la valeur finale

oN

Le petlt circuit est & I’état neutre au début de 'expérience et a
la fin."Soit E la force électromotrice dont ce circuit serait le siége
a I'instant ¢, si le courant qui le traverse était uniforme. Soit R

00 . .
< < ) de est extremement petite.

(') § est la constante fondamentale des actions électromagnétiques.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



CHAP. IV. — DISTRIBUTIONS EQUIVALENTES A UN AIMANT. 65

la résistance totale du systéme dont il fait partie. Il résulte des
considérations qui seront exposées au Livre XIV, Chapitre VII,
que la quantité totale Q d’électricité mise en mouvement dans
notre petit circuil peut se calculer par la formule

[}
Q:E./Efll.

'
’

Mais on a
1

e

1 1t
=C+cC

&' étant la force éleciromotrice intégrale que le circuit induirait
sur lui-méme a U'instant ¢, si le courant qui le traverse était & tout
instant uniforme.

Le circuit étant indéformable, le courant qui le traverse étant
égal 4 o, au départ comme a l'arrivée, on a

f C'dt = o.
11 reste donc

! o B Q0 Ay
Q= Rb[pdt = — = IR [<Z)N>U_ <3—N>1],

/

ou, d’aprés ce qui précéde,

G—_ 8 200
T 7 4= R oN,

Le galvanométre balistique permettant de connaitre Q, nous

v

ON,
aux approximations incertaines de la méthode de Coulomb.

pourrons connaitre par une méthode qui n’est plus soumise
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CHAPITRE V.

LE PROBLEME DERIVE DE LEJEUNE-DIRICHLET.

§ I. — Le probléme dérivé de Lejeune-Dirichlet pour les cylindres.

Nous avons vu que la détermination, d’aprés les données expé-

Iy

rimentales, de la distribution magnétique fictive équivalente & un
aimant plein conduisait & résoudre, pour l'espace extérieur & cet
aimant, le probléeme dérivé de Lejeune-Dirichlet. Ce probléeme

s’énonce de la maniére suivante :

Soit S la surface de U’aimant; soit N, la normale extéricure
a cetle surface; on demande de trouver une fonction©, harmo-
nique dans tout l’espace extérieur a la surface S, se com-
portant a U'infini comme une fonction potentielle et telle que
o0
oN,
d’une maniére continue.

prenne surla surface S des valeurs données finies, variables

Il serail désirable que I'on eiit, pour résoudre ce probléme, des
méthodes aussi puissantes que celles qui ont été créées pour ré-
soudre le probléme méme de Dirichlet. Malheureusement, il s’en
faut bien qu’il en soit ainsi, et I'on ne sait résoudre le probléme
en question que dans quelques cas assez particuliers.

Supposons, en premier liea, que 'aimant ait la forme d’un cy-
lindre pratiquement trés long et théoriquement illimité, dont les
génératrices sont paralléles a P'axe des z, et admettons que l'ai-
mantation de cet aimant soit la méme en tout point d'une ligne
quelconque paraliéle a 'axe des z. La fonction potentielle magné-
tique © sera alors indépendante de z.

Soit L le contour de la section du cylindre par le plan XOY.
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Soit N, la normale 4 la courbe L vers Uextérieur de 'aire limitée
par cette courbe. Le probléme proposé se réduira alors & celui-ci :

Trouver une fonction © des deux variables x et y, harmo-
nique en tout point de [’aire plane illimitée extérieure a la
courbe L, se comportant ¢ Uinfini comme une fonction poten-

©

. a0 .
tielle et telle que 53~ prenne, en tout point de la courbe L, des
X Ne
valeurs données, fintes, variables d’une maniére continue.

Ce probléme n’est autre chose que le probléeme dérivé de Le-
jeune-Dirichlet, réduit au cas de deux variables.

Or, dans ce cas, si ’on sait résoudre le probléme de Lejeune-
Dirichlet pour 'aire illimitée extéricure & la courbe L, on
sait, pour la méme aire, résoudre le probléme dérivé de Le-
jeune-Dirichlet.

Commencons par déterminer une fonction ¢(z, ), harmonique
en tout point de Vaire illimitée extérieure a la courbe L, se com-
portant & I'infini comme une fonction potentielle, et prenant en
tout point de la courbe L une valeur constante et positive donnée a.
On sait faire cette opération puisque, par hypothése, I'on sait ré-
soudre le probléme de Lejeune-Dirichlet pour larégion extérieure
A la courbe L.

Considérons les deux familles de courbes

¢ = const.,

u = const.,
les courbes de la seconde famillle étant les trajectoires orthogo-
nales des courbes de la premiére famille. Ces deux familles de
courbes forment un systéme de coordonnées curvilignes orthogo~
nales. Dans ce systéme, I'élément linéaire est représenté par I'ex-
pression

ds® = A?2du?—+ B2dy?,

A et B étant deux fonctions positives de « et de ¢. D’aprés ce qui a
é1é démontré ailleurs (Livre V, Chap. V, § 2), le systéme de
coordonnées orthogonales dont il s’agit forme un systéme iso-
therme, en sorte que 1'on a

A =F(u, ¢) f(u),
B=F(u,v)g(v),

F(u, ¢), f(u), g(v) étant trois fonctions positives.
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D’aprés les principes exposés ailleurs (Livee 1T, Chap. VII, § 1),

I'équation
2V 0
ozt  0y?

deviendra, dans le nouveau systéme de coordonnées,
0 A OO\ | 9 /B OO\
7u\B )T alx a0 ) =0

o o /0 5 | i e s 5 | =

Prenons deux nouvelles variables «, {3, lides respectivement & e

ou bien

et ¢ par les relations

7% = [”f(u)du,

ﬁ:/o.‘,g(v) dy.

La fonction F(u, ¢) deviendra ®(a, $). Le carré de U'élément hi-
néaire aura pour nouvelle expression

(1) ds?= ®2(a, B)(da2+ di2).
L’équation qui exprime que la fonction © est harmonique deviendra
simplement
: 2O O
(2 por —+ o = o.

D’ailleurs les deux familles de ligaes coordonnées

o = const., B = const.
coincideront respectivement avec les familles de lignes

u = const., v = const.

K:[ S(u)du,

la ligne L sera représentée par I’équation

Sil'on pose

a =K.

Ces préliminaires posés, nous remarquerons en premier lieu que,
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si la fonction © vérifie I'équation (2), la fonction ©(z, y) définie
par
oY
du

«

vérifiera aussi cette méme équation. Cette fonction est donc har-
monique dans la région extérieure a la courbe L.
Nous remarquerons en second lien qu’on a, en tout point de la
courbe L,
9O 1 o)
IN, ~ d(K, §) 97
ou bien
O = (K, B) g\j—)‘
La fonction O prend donc, en tout point de la courbe L, des va-
leurs qui peuvent étre regardées comme données.
La fonction © sera alors déterminée en résolvant le probleme de
Lejeune-Dirichlet pour la région extérieure & la ligne L.
Une fois la fonction ® connue, on obtiendra la valeur de la

fonction © en un point de coordonnées «, 3, par la formule

(z, py—/ O(x, B) da,

0

en sorle qu'une quadrature achévera la solution du probléme.

§ 2. — Le probléme dérivé de Lejeune-Dirichlet pour la sphére.

Dans le cas ot deux variables seulement figurent dans la ques-
tion, le probléme dérivé de Lejeune-Dirichlet se raméne, comme
nous venons de le voir, au probléme de Lejeune-Dirichlet. Cette
réduction repose essentiellement sur la possibilité de faire figurer
le contour de I'aire étudiée au nombre des lignes qui composent
un systéme divisant le plan en carrés infiniment petits.

Une réduaction analogue s’opérerait dans l'espace si la surface
de 'aimant pouvait faire partie d’un systéme triplement orthogonal
divisant 'espace en cubes infiniment petits.

Dans quel cas la surface de I'aimant possédera-t-elle une sem-

blable propriété ?
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Le systéme classique des coordonnées rectangulaires forme un
systéme divisant I'espace en cubes infiniment pelits; ce systéme
correspond au cas ot 'aimant a la forme d'une plague théorigque-
ment (lliimitée, comprise entre deux plans paralléles.

Dans ce cas, si I'on suppose que I'une des faces de la plaque
soit formée par le plan XOY, I'aimant élant situé au-dessous de
ce plan, on commencera par déterminer une fonction Oz, v, z),
harmonique dans tout P'espace situé au-dessus du plan XOY, se
comportant & I'infini comme une fonction potentielle, et prenant
aux divers points du plan XOY des valeurs égales aux valeurs

o9 . ) - . . . ‘ R
de 3\: données par I'expérience. Cela fait, Ia fonction © sera déter-

minée en tout point de 'espace considéré par la formule
bl .
QP =— [ Vds.

Peut-on trouver un autre systéme triplement orthogonal divisant
U'espace en cubes infiniment petits ? Si 'on remarque qu’un sem-
blable systéme constituerait une représentation conforme du pre-
mier et si 'on se souvient du théoréme démontré par Liouville
(Livre II, Chap. VIII, § 3), on voit qu’un semblable systéme doit
se déduire du précédent par inversion. Un plan se transformant
en sphére par inversion, nous arrivons a cette conclusion que la
méthode par laquelle, dans le cas de deux variables, on raméne le
probléme dérivé de Dirichlet au probléme de Dirichlet, est appli-
cable al’espace extérieur & une sphére, mais non a une autre forme
d’espace illimité. Comme on sait résoudre le probléme de Dirichlet
pour l'espace extérienr & une sphére, on saura aussi résoudre le
probléme dérivé de Lejeune-Dirichlet pour cet espace. Voici la
maniére la plus simple et la plus pratique de résoudre effective -
ment ce probléme :

Marquons la situation d’un point 4 I'extérieur de la sphére par
sa distance r au centre de la sphére, sa longitude occidentale § et
sa colatitude septentrionale §.

La fonction <, étant harmonique dans Pespace extérieur a la
sphére, est développable (Livre II, Chap. VI, § 3) en série unifor-

mément convergente ordonnée suivant les puissances croissantes
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I . . . .
de 5 Comme, d’ailleurs, cette fonction est la fonction potentielle
d’une masse totale égale 3 o de fluide fictif, le développement com-

mencera par un Lerme en O[l aura donc

3 I l 5
Vo= 4 Y, (6, L!J)%—ﬁ\.:(f}, by + Y0, 43+ ..,

rrh—l

Y, (4, ¢) étant une fonction de Laplace qui dépend de (2n -+ 1)

coefficients. Ce sont ces coefficients qu'il nous faut déterminer.
Or, de I'égalité précédente, on déduit

N
or

n -+

i1 [2. 3.,
—7[;11(0:%—1— 773\2(93 b+ 77;—1—1 Y (0, )+]

. \ A
D’autre ‘part a la surface de la sphére, dl) prend les valeurs

d\I - Si donc on désigne par R le rayon de la sphére, on

devra avoir, en tout point de la sphére,

AY

3
N, = Yl(e )+ —i a8, )+ .+

RfH—l Y"(e )+
égalité qui permettra facilement, d'aprés les propriétés des fonc-
tions Y,, de déterminer les coefficients de ces fonctions, et, par
conséquent, de déterminer Q.

Clest par cette méthode que Gauss (') a pu donner le dévelop-
pement en série qui représente la fonction potentielle magnétique
du globe terrestre en tout point extérieur & la Terre ou situé 4 sa
surface, en prenant pour point de départ la détermination, en
chaque point de la surface du globe, de la composante verticale du
magnétisme terrestre.

Ce développement a un grand intérét. En effet, si I'on désigne
en un point du globe par X la composante horizontale du magné-
lisme terrestre dirigée vers le nord géographique, par Y la compo-
sante horizontale dirigée vers l'est, par Z la composante verticale

(') Gauss, Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus (Gauss et WEBER,
Resultate aus den Beabachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1838.
Leipzig, 183g. — Gauss, Werke, Bd. V, p. 119).
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dirigée vers le zénith, on aura évidemment
(AN
R 90’
" ! 1 QY
(3) (Y= < — 5
i Rsinb o¢
( Z

X=

Une fois que Pon a obtenu, par la méthode de Gauss, le déve-
loppement de © pour tout point extérieur a la Terre ou situé 4 sa
surface, les égalités (3) permettent de calculer les éléments du
magnétisme terrestre en tous les points dela surface du globe.

Deux remarques au sujet de la détermination de la fonction po-
tenlielle magnétique de la Terre :

1° La méthode que nous venons d’indiquer suppose que I'on

ait déterminé expérimentalement, en tout point de la surface du
0Q IR T
globe, la valeur de Z ou de S Or on ne pourra, en réalité, effec-

tuer cette détermination qu’en un nombre limité de stations. Aussi
serait-il impossible de déterminer tous les coefficients qui figurent
dans le développement de © en série illimitée. On se contentera
donc de représenter approximativement ¢ par la suite limitée

; 1y 1 . L
V= Y10, B) 5 Va0, Byt s Y (8, )
qui dépend de
345+ +2n+1)=(n-+1)2—1

coefficients inconnus; [(n + 1)? — 1] déterminations suffiront a en
faire connaitre la valeur.

2° L’expérience ne détermine pas directement la valeur de la
composante verticale Z du magnétisme terrestre, mais les valeurs

de la composante horizontale H et de l'inclinaison . De ces va-
leurs, on déduit la valeur de Z par la formule

Z =— tangi.

La méthode de Gauss donne H avec une grande précision; mais
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les boussoles d’inclinaison étant les moins parfaits des instru-
ments magnétiques, Gauss s’esl préoccupé de trouver une méthode
précise pour déterminer 'inclinaison magnétique. Il y est parvenu
en employant les propriétés des courants induits par la terre, ainsi
que nous le verrons an Livre XV, Chap. III, § 2.
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~1

CHAPITRE VL.

LES ATMANTS LINEAIRES.

Nous allons étudier d'une maniére spéciale, dans ce Chapitre,
les aimants dont deux dimensions sont extrémement petites par
rapport & la troisiéme. Nous donnerons & ces aimants le nom d’ai-
mants lindaires.

Considérons un aimani dont tous les points différent trés peu
d’une ligne s ou BA ( fig. 10). Sur cette ligne, considérons deux

Fig. 10.

points M, M/, infinimenl voisins, dont ds est la distance. Par ces
points M et M’ menons des sections droites dans I'aimant. Soit @
I'aire d’une de ces sections droites. L’élément MM’ aura pour vo-
lume w ds. Si U est 'intensité d’aimantation en un point de cel
élément, son moment magnétique aura pour valeur Mt w ds. Nous
poserohs

p=Mo.

Considérons un point (2, y, 3) situé & une distance » de 1'élé-
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ment MM/, La fonction potentielle magnétique de 1'élément MM’
en ce point (2, y, 5) aura pour valeur [ Chapitre I, égalité (1)]

cos(r, )
—

P = nds

{ élant la direction de ’aimantation de ['élément MM'.

Nous admettrons que ’aimant linéaire étudié est aimanté
longitudinalement, c’esl-i-dire que la direction / de I'aimanta-
tion coincide en chaque point M avec la direction de la tangente &
Ja ligne s. Nous aurons alors

: r
cos(r, )= —%

0 L
>
B I
P=p R ds.

La valeur au point (z, y, z) de la fonction potentielle magné-
tique de I'aimant tout entier est la somme des quantités P relatives
aux différents éléments MM’ de 'aimant. On a donc, en désignant
par L la longueur de 'aimant,

1 01
V(x,y,5)= {J.—rds.
B o ds

-0

Une intégration par parties permet de lransformer cette éga-

lité en
L

. ; . 1 d

(1) K)(‘Z“.}"r;'):&‘E—&_—‘/v _“_b_lds7

r o °
o €ty étant les valeurs de p aux points B et A, ry el sy étant
les distances des points B et A au point (z, ¥, 5).

On voit, d'aprés cette formule (1), que U'on peut remplacer Pac-
tion d’un aimant linéaire sur un point extérieur par I’action d’une
distribution fictive formée :

1° De deux masses de fluide fictif, respectivement égales &
— o €t & .y, placées aux extrémités B et A de Vaimant;

2° D’une trainée de fluide fictif, distribuée le long de la ligne s,
et ayant pour densité linéaire en chaque point
dp.

(2) zzﬁa;.
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Si, en particulier, la quantité . est constante tout le long de la
ligne s, on aura
H1= o=, )\:0;

la formule (1) deviendra

L’aimant exercera les mémes actions extérieures que deux
quantités égales et de signe contraire de fluide fictif placées en ses
deux extrémités. Un semblable aimant est dit solénoide magné-
tigue.

Nous avous vu (Chap. I) que des aiguilles d’acier extrémement
longues se comportaient sensiblement comme des solénoides ma-
gnétiques.

Coulomb et les expérimentaleurs qui, aprés lui, se sont occu-
pés de I'étude des aimants linéaires que 'on peut faire avec des
aiguilles d’acier, ont admis implicitement dans leurs recherches
que la quantité p était égale & o aux deux extrémités d'un aimant
linéaire.

Cette hypothése, exprimée par les égalités

“o=0, =0,

semble en contradiction avec ce fait, que les aiguilles d’acier trés
longues se comportent sensiblement comme des solénoides ma-
gnétiques. Mais nous verrons tout a I'heure que cette contradic-
tion n’est qu’apparente.

On peut donc adopter 'hypothese suivante : dans les aimants
linéaires réalisables, la quantité p. est égale & o aux extré-
mités, quitte avérifier ensuite expérimentalement les conséquences
de cette hypothése.

Moyennant cette hypothése, les égalités (1) et (2) donnent

1.

V(z. y,3)= / %ds.

On voit alors que I'étude des propriéiés de I'aimant considéré
revient a la détermination de la valeur que présente en chaque
point la quantité A.

Nous allons examiner les principes sur lesquels repose cette
détermination.
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Soit BA ( fig. 11) une ligne sar laquelle le fluide fictif est dis-
tribué avec une densité linéaire continue. Soient P un point de
cetle ligne et ) la valeur de la densité linéaire en ce point.

Ifig. 11.

= S|

5

A

1° Supposons que le point P ne soit pas une des extrémités de
la ligne BA.. Par ce point, menons une normale PN a la ligne BA.
Sur la normale PN, prenons un point I dont la distance & au
point P soit infiniment petite. Prenons la ligne BA comme direc-
trice d’une surface canal dont & sera le rayon. Prenons ensuite
sur la ligne BA, de part et d’aatre du point P, deux points M, M/,
dont la distance ds soit infiniment petite. Par les points M, M/,
menons deux sections droites de la surface canal.

Appliquons les lemmes de Gauss au petit cylindre hmité par
ces deux seclions.

Les deux bases, grice a la petitesse de 6, fournissent a la somme
des composantes normales des infiniment petits d’ordre supérieur.
Sur la surface latérale, la composante normale de I'action magné-
tique peut éire regardée comme ayant en tout point la méme
valeur Fy. La somme des composantes normales a donc pour

valeur
oo dsFy.

Ces actions proviennent du fluide fictif distribué sur la ligne
BA avec la densité \. On a donc

218 dsFy = 47\ ds

ou

(3) )‘_—:QSFN.

2° Ces considérations ne s'appliquent plus & un point P dont
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la distance a J'une des extrémités de la ligne BA n’est pas finie.
En effet, au voisinage de ce point, I'y pourrait n’étre plus une
fonction continue de s. Examinons donc directement le cas parti-
culier ol le point P coinciderait avec une des extrémités de l'ai-
mant AB, Pextrémité B par exemple ( fig. 12).

Par ’extrémité B de 'aimant BA, menons un plan P normal &
I'aimant. Soit BA' la ligne symétrique de la ligne BA par rapport
a ce plan P. Sur la ligne BA' distribuons du fluide fictif, de ma-
niére qu’en deux points M, M, symétriques par rapport au plan P,
la densité linéaire X de ce flnide fictif ait la méme valenr.

Prenons, dans le plan P, un point II situé & une distance ¢ du
point B. Soit Fy la composante suivant BII de Paction exercée au
point II par le fluide répandu sur la ligne BA. L’action exercée au
méme point par le fluide répandu sur la ligne A’BA aura pour
composante, suivant BII, oy = 2Fy. Or, d’aprés ce qui précéde,

on aura

ou bien
(4) % = 3Fx.
Les égalités (3) et (4) conduisent & la proposition suivante :

Une ligne BA porte du fluide fictif dont la densité lindaire
est k au point P. Un péle I, égal & Uunité, est situé a une dis-
tance infiniment petite & du point P sur une normale N & la
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ligne BA menée par ce point. On mesure la composante Fy sui-
vant la normale N de Uaction exercée au point 1. Sile point P
n'est pas une extrémité de la ligne BA, on «

»= L 3Fy,

]

et st le point P est une extrémité de la ligne BA, on «
)\ = aFN‘

On ne peut déterminer expérimentalement le produit 6Fy & une
distance infiniment petite & de la ligne s; la distance ¢ 4 laquelle
on mesure ce produit est trés petite; toutefois, elle doit encore
étre assez grande pour que l'on puisse, en sa présence, négliger
les dimensions transversales de l'aimant. On est ainsi conduit &
modifier I’énoncé précédent, et a le remplacer par le suivant :

On détermine la valeur de ¥y & une distance de aimant
trés petite, quoique grande par rapport aux dimensions trans-
versales de 'aimant. Si 3 est cetle distance, on a

) = = 3Fx,
2

k étant un facteur égal a l'unité pour les points dont la dis-
tance & Uextrémité de ’aimant est grande par rapport & 8,
variable entre 1 et o pour les points dont la distance ¢ [’ex-
trémité de I’aimant est de Uordre de 3 et sensiblement égal a 2
a Uextrémité de U’aimant.

Imaginons que I'on ait représenté par la courbe afy ( fig. 13)
la valeur du produit é oFy pour chaque valeur de s. A sera repré-

senté par la courbe o'y, coincidant sensiblement avec la pré-
cédente pour les valeurs de s qui différent sensiblement de o ou
de L, tandis qu’aux extrémités cette nouvelle courbe aura des
ordonnées doubles de celles de la courbe précédente.

Ces divers principes avaient été fort bien apercus par Cou-
lomb (), tandis qu'ils ont souvent été méconnus par les physi-
ciens qui l'ont suivi, notamment par Gaugain (2).

(') CouromB, Septicme Memoire sur Délectricité et le magnétisme : Du ma-
gnétisme, art. XIX (Mémoires de UAcadémie des Sciences pour 1789, p. 473)..

(?) GaveAN, Mémoire sur la distribution du magnétisme dans les électro-
aimants (Annales de Chimie et de Physique, 5° série, t. XI, p. 5; 1877).
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La détermination de la densité lindaire & de la distribulion
fictive est ramenée, d’aprés ce qui précéde, a la détermination

de Iy.

Pour déterminer Fy, Coulomb employait les méthodes indi-
quées au Chapitre précédent pour un aimant quelconque. Dans le
cas ou l'aimant linéaire est rectiligne, il y a grand avantage &
substituer aux méthodes de Coulomb une méthode élégante,
fondée sur les propriétés de 'induction électromagnétique. Cette
méthode a été imaginée par Van Rees ('); elle a é1é ensuite em-
ployée par Gaugain (2).

Un petit cercle métallique, de rayon ¢, peut se déplacer de
maniére que son axe coincide constamment avec l'axe BA de
Paimant. Ce cercle est relié par un double fil métallique & un gal-
vanométre balistique trés éloigné ( fig. 14).

Ce cercle est d’abord au repos, son centre étant en O. On le
déplace rapidement, de maniére & amener son centre en O, et on
'arréte de nouveau. Un courant d’induction de peu de durée par-
court ce circuit. Le circait étant & I’état neutre au début de la
modification aussi bien qu’a la fin, ce courant met en mouve-
ment, en chaque point du circuit, la méme quaniité d’électri-
cité Q, quantité que mesurera 'impulsion donnée au galvanométre
balistique (voir Livre XIII, Chap. VII, § 2).

On peut, pour calcualer cette quantité, raisonner comme si le

(') VAN REeEs, Ueber die Vertheilung des Magnetismus in Magneten ( Pog-
gendorff’s Annalen, t. LXXIV, p. 213; 1849).
{?) Gavealx, loc. cit.
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courant qui a traversé le circuit avait été & tout instant uniforme.
i.e courant ayant une intensité égale a 0 au commencement et &
la fin de la modification, il n'y a pas lieu de tenir compte de I'in-
duction du circuit sur lui-méme. L’aimant ne subit, au commen-
cement et i la fin de la modification, 'influence d’aucun courant;

Fig. +}.

son aimanlation est donc la méme dans les deux cas, et 'on peut,
pour calculer la quantité Q, supposer que cette aimantation soit
demeurée invariable pendant toute la durée de la modification.
On est donc amené a étudier un phénoméne d'induction produit
par un aimant invariable de forme, de position et d’aimantation
dans un circuit qui se déplace en demeurant traversé par un cou-
rant uniforme.

Or, comme nous le verrons plus loin (Livre XV, Chap. III),
pour déterminer, dans ce cas, le produit RQ de la quantité
d’électricité mise en mouvement par la résistance du circuit,
on imagine que chaque masse magnétigue M de U'aimant
exerce, sur chaque élément dl du conducteur, une force ayant
pour grandeur '

Fe_9 um sm(]l;, dl) dl,
normale au plan de Uélément de courant dl et de la masse M,
et dirigée vers la droite de U’observateur qui, placé en 1’élé-
ment di, regarderait la masse M (la direction r est comptée
de U'élément dl vers la masse M); on calcule le travail pro-
duit par cette force dans le déplacement du conducteur; il

est égal a —RQ.

Appliquons ces résultats au cas particulier qui nous occupe.
Soit M (fig. 15) une des masses magnétiques fictives distribuées
sur la ligne BA et d/ = mm' un élément du circuit. L'angle (r, d{)
D. — 1L 6
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est droit, et la force I a pour valeur

§ M

32w

4T r2
Cette force est normale au plan Mmm/. Le rayon Om oa & du
cercle étant trés petit, la direction Mm différe wés peu de la di-
rection MO et le plan MmO est presque normal au plan Mmm'.

La force en question est donc située sensiblement dans le plan
MmOj elle est sensiblement perpendiculaire & Mnz. Soit § 1’an-
gle mMO, la force en question aura, sur la direction BA, une
projection sensiblement égale a

ER M sin

41- r2

dl.

L’ensemble des forces agissant sur le petit cercle a, suivant BA,
une résultante qui a pour valeur

] SEMsme

. ~ ), . . . .
le 51gneZs’etendant a toutes les masses M qui composent I'ai-

mant. Or il est facile de voir que 1'on a

S

La force en question peut donc s’écrire

5

= 6Fy.
2

Lorsqu’on améne le centre du petit cercle de O en O, elle ef-
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:flaf
2 Jo

Q=-2
2

fectue un travail
0

FN ds.

&

On a donc
o

/ Fy ds.
0

Cette formule permettra aisément de déterminer, pour chaque
valeur de s, la valeur de 3Fy et, par conséquent, la valeur de A.
Les résultats expérimentalement trouvés peuvent éire repré-

) o7

sentés par la formule
(5) = a (ks— k),

a et & étant deux counstantes qui dépendent de la nature de I'acier
employé, des moyens mis en ceavre pour aimanter 1’aignille, enfin
du diamétre de cette aiguille.

Les égalités

donnent alors
a

—_— s Jb— . L
lOg/{ (/(“—r‘/\. k l).

(6) p=

De ceite formule on déduit, comme on devait s’y attendre,
[+ == 0.

Cette formule est due a Biot (*). Green (2) a cherché a la jus-
tifier théoriquement.

Lorsque l'aiguille est trés longue et trés mince, k n’a de valeurs
sensibles que pour des valeurs de s ou de (L. — s) pelites par rap-
port & Li; I'aiguille se comporte alors, pour des points un peu éloi-
gnés, comme deux masses magnétiques égales et de signes con-
traires placées en ses deux extrémités. Celte proposition, conforme
a Pexpérience, n’est pas, on le voit, en contradiction avec ’hypo-
thése exprimée par les égalités

(7) o= 0, pr=0.

() Bior, Traité de Physigue, t. 11, p. 76; Paris, 1816.
(*) GREEN, Lssay on the application of mathematical Analysis to the theo-
ries of electricity and magnetism (Nottingham, 1828).
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Cette hypothése, exprimée par les égalités (7), sert de fonde-
ment & toutes les études expérimentales qui ont servi & établir la
formule (6). Il serait évidemment intéressant de pouvoir soumeltre
la formule (6), ou quelqu’une de ses conséquences, & une vérifi-
cation expérimentale quine fit pas usage des hypothéses (7). La
comparaison des moments magnétiques fournit cette vérification.

D’aprés la formule (6), le moment magnétique d’une aiguille
aimantée a pour valeur

v a 2(1— ALy
(8) N = f pds = Toa T [(l—l—/{l‘)L—i— —~—J
o oghk

logk

Cette formule doit pouvoir représenter le moment magnétique
d’aiguilles de longueurs différentes, ayant la méme section, faites
avec le méme acier et aimantées de la méme maniére.

M. Bouty (') a soumis cette formule au contrdle de I'expérience
au moyen d’une méthode ingénieuse, qui permet de trouver trés
rapidement le rapport des moments magnétiques de deux aiguilles
aimantées.

Les deux aimants BA, B'A’ sont suspendus & un méme équi-
page (fig. 16) de maniére & éire tous deux horizontaux. Ils font

Fig. 16.

entre eux un angle §. Lorsque ces deux aimants sont en équilibre,
la direction BA fait, vers l'est, un angle « avec la direction sv de

(") Boury, Etudes sur le magnétisme, 1 Partie ( Thése de Doctorat, Paris,
1874; Annales scientifiques de I'Ecole Normale supérieure, 2¢ série, t. IV,
1855).
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la méridienne magnétique. Si U et N sont les moments ma-
gnétiques des deux aimants, la condition d’équilibre sera

AN sina = IM'sin ( — =).

En particulier, si les deux aiguilles font entre elles un angle
droit, cette égalité deviendra

RYrid

JIL

tanga = - -

La détermination de I'angle o fait connaitre le rapport des mo-
ments magnétiques des deux aimants.

Les résultats des expériences de M. Bouty concordent a peu
pres avec les nombres fournis par la formule (8),
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CHAPITRE VIL

LES DISTRIBUTIONS SOLENOIDALES ET LAMELLAIRES.

§ 1. — De la distribution magnétique solénoidale.

Sir W. Thomson (') a donné sur la distribution du magnétisme
a P'intérieur des aimants quelques théorémes qui, sans avoir I'im-
portance pratique des propositions relatives & la distribution su-
perficielle, sont cependant remarquables par leur élégance et leur
généralité. M. Betti (2) a donné un trés bel exposé des théorémes
de Sir W. Thomson. Le présent Ghapitre sera consacré & repro-
duire cet exposé.

Nous prendrons pour point de départ le théoréme suivant, qui
est dit & Jacobi :

St trois fonctions &, Wb, & sont,dans un certain espace, uni-
formes, finies et continues ainsi que leurs dérivées partielles du
premier ordre; si, de plus, elles vérifient, en tout point de cet
espace, U'égquation

of o | 0
o Ty T

(1) oy 03

il existe deux fonctions p., v, qui sont, dans cet espace, uni-
Sormes, finies et continues, ainst que leurs dérivées partielles

() Sir W. TuomsoN, 4 mathematical theory of magnetism ( Proceedings of
the Royal Society, juin 184y9. — Sir W. TuomsoN’s Reprint of papers on elec-
trostatics and magnetism, Art. XXIV, Chap. V).

(*) BerTI, Teorz'qa delle forze newtoniane e sui applicazioni all’ elettrosta-
tica e al magnetismo, Chap. III, § 3; Pise, 1879.
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du premier ordre, et qui sont telles que Uon ait

=09y 0 T oy 0z

. oy 0v v dp

. h, — o 9 ST o
() = 0z dx 0z 0z’
-~ Op ov v o

e =22 -1

Ce théoréme admis, considérons un aimant et supposons que les
trois composantes -b, ¥, € de 'aimantation vérifient, en toat point
de l'aimant, la condition (1).

Soient m, n deux paramétres variables et considérons les deux
familles de surfaces

(3) w=in,

(4) v = n.

Deux de ces surfaces, lune de la premiére famille, Pautre de la
seconde, se coupent suivant une ligne; par chaque point M(z, y, z)
da corps, il passe une de ces lignes et une seule, puisque ce point
correspond & une seule valeur de | et 4 une seule valeur de v.
Cette ligne se déplace et se déforme d’une maniére continue
lorsque les deux paramétres m et n changent de valeur d’uane ma-
niére continue.

Soient N et N les normales menées par le point M 4 la surface

w=1m

et a la surface
N= 1

qul passent par ce point; soient a, 3,y les cosinus directeurs de la
normale N et o/, B/, ¥’ les cosinus directeurs de la normale N'.
Nous aurons

CE (N
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1
r/dv\2 0v\2 (()‘, VT, o
<7> +<o oz) | ¥ T
N I/ ov\?2 b\ 2 ov\ 2 dv
(b — ) = — —_— '— —
) (z) ()3 =5

(Y (2 ()T o,
_(d_x_ dy/ T\ 0z = 9z

Les égalités (2) deviennent alors

et, de méme,

o = (Tp)? (97 (B — 1B,
(7) W = () (M) (4 — 2y,
e = (mp)t (y)* (of — Br).

Ces trois équations, en nous montrant que les composantes de I'ai-

mantation au point M sont respectivement proportionnelles aux
trois quantités

(BY—vB),  (vr—ay),  (af —Ba),
nous montrent que la direction de ’aimantation au point M est

normale & la fois aux deux lignes N et IN'. Dot ce premier théo-
réme :

Si la condition (1) est vérifiée en tout point du corps, {’ai-
mantation est en tout point tangente & l’intersection des deux

surfaces
W= m, v=rn

qui passent par ce point.
L’intensité d’aimantation au point M est donnée par I’égalité
M2 = Ty T [(By'— yB')2+ (o — 2y')2 4 (aff’ + Ba')?].
Les identités
(B =18+ (yo' — 2y =+ (o' — Ba' )2
—_ (a2+ E32_|_ -{2) (!le-l— ;3’2_|_ Y’E') — (11,—{" ?’6,—" YY’ )‘Z,
a? + B2 4y =,
a2+ p'2+ «{'2 =1

transforment cette égalité en

(8) M 2= Up. My, [1— (o’ + BB -+ v¥)2].
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Considérons les quatre surfaces

Bo=m, v=mn,

p=m-+ Am, v=n-+An,

Elles découpent, dansle corps, un canal infiniment délié, que I'on
) Ps, 9
peut assimiler & un aimant linéaire. D’aprés le théoréme précé-
dent, le long de cet aimant linéaire, ’aimantation est longitudi-
L] ) ol
nale.

Soit M(z, ¥, z) un point de la ligne

p=m,
Y =n.
Par le point M, menons un plan normal a cette ligne. Ce plan
rencontre respectivement les trois lignes

= m—+ Am, { »=rm, w=m-Am,
v o= n; ( v =n—+An; v=n +An
aux points
P (z+ Az, y—+ Ay, 3+ Az),
P+ ANz, y+Ay, z-+A3),
P"(x + Az, y -+ A"y, 5+ A'z).

Le parallélogramme MPP'P’ est la section droite, au point M, du

canal infiniment délié. Si nous désignons par Q I'aire de ce paral-
lélogramme, nous aurons

(9) 02— MP .MP" .sin*PMP'.
On a évidemment
9

dx

v d dv

Azr + d; Ay—|— —P'Az= Am,

D’aillears le plan normal au point M & I'intersection des deux sur-

faces
m=m,

M=
est le plan NMN/, dont I’équation est

By — )X — @)+ (v’ — a2y ) (Y —y) + (af' — B ) (Z —z) = 0.
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Le point P étant dans ce plan, on a
(BY' —vB)AT + (ya'— ay') Ay + (af' — Po’)ds = 0.

Moyennant les égalités (5) et (6), on voit que les trois égalités
vérifiées par Az, Ay, Az sont les suivantes :

aAr+B Ay 4+ v Az = -——I—-lAm,
(Hp)?
aAdr+ B'Ay +v'Az =,

(By — BN Ax +(yo' — ay') Ay +(af' — Ba')Az = o,

Ie

ce qui donne
A= . [B(af’ — Ba'y— o' (ya'— ay )] Am ,
(Tp)? [(By — B2+ (yo' —ay' )2+ (af'— Ba')?]
PP (o Dt A LN
()2 [(By — vB" )+ (v’ — ay' )2 + (af'— Ba')?]
Az — [ (ye —ay') — B'(BY —yB)]am
(T )2 (B - B )2+ (o — ay')? -+ (' — B’ )?]

et, par conséquent,

MP” = (Az )2+ (Ay)2-+(A3)?
T T
T [y — B (yd — oy (af — B
< B (o — o) — ¥ (s’ — oy )
o (B —1#)— (s — o)
[ (e — ) — B(By — 1B (Am ).

Soit L la ligne

(10)

p=m,

Vv =n.
La normale au plan LMN' étant désignée par 9%, on aura

003(9, &)= B'(af’'— Bo') — y' (Yo' — ay'),
cos (0, y)=v'(By — vB") — &' (af' — Ba’),
cos(I, 5) =o' (y&' — ay')— B'(By'— 7§").

Dés lors, en vertu de I’égalité

082 (90, @)+ cob2 (G, ¥)-+ cos? (I, z)=1,
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I'égalité (10) deviendra

MP = L (Am)?
T [y =B (v — o) (e B T
ou bhien
(1) MP = (Am)?

My [1— (o + BBy ]2

On a, de méme,

. apt . L (An)?
() MW i G B
Eunfin
(13) sin2PMP' =1 — cos2NMN' = 1t — (ao' + Bf’ + vy')2.

En vertu des ¢égalités (11), (12) et (13), I'égalité (g) devient

(Am.An)?

@ = O Iy [1— (e’ — BB+ vy')2] ’

égalité qui, comparée a I'égalité (8), donne
(DM Q)2 = (Am.An)2.

Le produit 9L Q garde donc la méme valeur absolue tout lelong
du canal infiniment délié considéré; ce canal constitue ce que nous
avons appelé, au Chapitre précédent, un solénoide magnétique.
Nous arrivons donc a la proposition suivante :

Si les composantes de 'aimantation satisfont en tous les
points d’un corps ¢ la condition

(1) ol + b + 0
G 0% 0=

ox dy 0z ’

il existe deux familles de surfaces découpant le corps en ca-

nauz infiniment déliés dont chacun est un solénoide magné-

tigue.

Sir W. Thomson a donné le nom de distribution magnétique
solénoidale a une distribution dont les composantes vérifient en
tout point I’égalité (1). Nous avons vu (Chap. IV, § 2) qu'une
semblable distribution jouissait de propriétés remarquables.
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§ 2. — De la distribution lamellaire simple.

Supposons maintenant qu’en tout point d’un aimant simplement
connexe les composantes b, Vb, & de l'aimantation soient dcs
fonctions uniformes finies et continues de z, ¥, 3, et qu’il en soit
de méme de leurs dérivées partielles du premier ordre. Supposons
en outre que ces dérivées vérifient les conditions

Aty 02 o
Jz W =9
., 92 oo
(]-l) { % - 0z = 0,
E)e,_’lo ALY _
dy  dx

Dans ce cas, il existera une fonction o(z, y, =) uniforme, finie et
continue, telle que 'on ail

(15) A=, w=22, o=

Considérons un paramétre variable f. La surface
(16) o=s

est, ou bien une surface fermée contenue en entier a 'intérieur de
I'aimant, ou bien une aire limitée ayant son contour a la surface
de I'aimant. Par tout point de l'aimant, il passe une et une seule
de ces surfaces. Lorsque le paramétre f varie d’une maniére con-
tinue, cette surface se déforme d’une maniére continue, de ma-
niére & balayer tout I'espace occupé par I'aimant.

Soit N la normale en un point de la surface S représentée par
I'égalité (16), cette normale étant dirigée du coté ou f va en crois-
sant. Soient «, $, v les cosinus directeurs de cette normale. Nous
aurons

1=

1
2

0 1 d
(16) (To) a—-:()—(?; (H?)gg’J:g’ (Te)

v=-I.

z 0z -

D’apreés ces équations, les quantités &, ¥b, & sont, en chaque
point, proportionnelles aux quantités a, 3,v7. Dot ce théoréme :

L’aimantation est, en chaque point du corps, normale a la
surface S qui passe par ce point.
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Les égalités (15) donnent
(17) 2= Tlo.
Menons la surface S représentée par I'équation
o=
puis la surface S' représentée par I’équation
@ :f—|— Af.

Soit M un point de la surface S. Par ce point, menons une nor-
male & la surface S ct limitons-la au point M’ oii clle rencontre la
surface S'. Nous aurons
Jo do dw R >

7

Af:MM.(ﬂaA.—@p_;_()_;

ou bien, d’apreés les égalités (16),
1
(o) MM = Af.
Cette égalité, comparée & I’égalité (17), donne
M. MM = Af.

Le produit de I’aimantation en un point de la surface S par
la distance normale entre les deux surfaces S et S' a méme
valeur en touwt point de la surface S.

Nous nommerons feuillel magnétiqgue une couche aimantée,
comprise entre deux surfaces infiniment voisines, dont l'aiman-
tation est, en chaque point, normale & la couche et en raison in-
verse de I'épaisseur de la couche. Nous voyons alors que les deux
surfaces S et 8’ limitent, dans I'aimant, un feuillet magnétique,
ouvert ou fermé, ce qui nous conduit au théoréme suivant :

Si les trois composantes de l'aimantation vérifient, en tout
point, les conditions

_dlﬂ) 02 .
oz "oy =
02 0-b

(14) % m Y
oh ol
oy dw

¢l existe une famille de surfaces décomposant l’aimant en
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lamelles infiniment minces, fermées ow ouvertes, dont cha-
cune est un feuillet magnétique.

Sir W. Thomson donne le nom de distribution lamellaiire
simple a une semblable distribution magnétique.

Pour que les conditions (1) et (14) soient vérifiées en méme
temps, il faut et 1l suffit qu’il existe une fonction o vérifiant a la
fois les conditions (13) et la condition

Av = o0;

T

donc, pour qiune distribution soit a la fois solénoidale et la-
mellaire simple, il faut et il suffit que les trois composantes
de U’aimantation soient en chaque point égales auwx dérivées
partielles du premier ordre d’une méme fonction harmonique
des coordonnées.

Nous verrons au Livre suivant que, d’aprés la théorie de Pois-
son, un morceau de fer doux, aimanté par influence, sc trouve-
rait dans ces conditions.

§ 3. — De la distribution sur un aimant quelconque.

Considérons maintenant un aimant & l'intérieur duquel les
trois quantités 4, Vb, & sont assujellies seulement & étre uni-
formes, finies et continues, ainsi que leurs dérivées partielles du
premier et du second ordre. L'identité

0 /ouy 02 N J di?_ -1 - J /0N U _
w\z " ay) T oy iz T us azw—wf%

jointe au théoréme de Jacobi, que nous avons énoncé au début
du§ 1, nous monire qu’il existe toujours deux fonctions w.(z,y, 3),

v(x z) uniformes, finies el continues, ainsi que leurs dérivées
¥ ,}/’ 7 H
partielles du premier ordre, telles que 'on puisse écrire

( dgh 92 du oy o oy
\ 0z oy oy 0z 05 dy
02 0 dp ooy o ov
(8) o 95 " 9z 0z oz 95’
ole b dp v op. v
9y oz ox dy  dy ox

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



GIIAP. VII. — LES DISTRIBUTIONS SOLENOIDALES ET LAMELLAIRES. 95

Ces égalités (18) peuvent encore s'écrire
90 op - op
Ly —v Y=L (a2
o <’\L> I()l)/) 3 < ’dz)’
J /4 apy 9 [ o
ﬂ(vmlaz)M()—z"(:,lq-—I%),

d \dp _i ) o)
W(J\»—;o—x)_()x (uo—,ay)

D’aprés ces égalités, il doil exister une fonction o telle que
) l o] ? 1 l
Pon ait

/ [L_()cp \()p.

sw"wx**’ﬁ’

17k ou.

fly = L oy &

(19) ¢ afh iy /0)/,
do op

L = 1 VIR

=0 T s

Ces égalités (19) nous montrent que toule distribution magné-
8 ( 8
tique peut étre regardée comme la superposition de deux distri-
butions : 'une, représentée par les formules

-6

,  do . 0o
cL—g‘? oy

2

|

|-

®

I
Q/I Q

)

est une distribution lamellaire simple; Iautre est représentée par
les équations

J:
A= ﬁ:
(20) W =v gtL;
=y d_P‘ .

Etudions cette derniére distribution.
I’aimantation, dans ceite seconde distribution, est normale en
tout point & celle des surfaces représentées par I'équation

p=m,

olt m est un paramétre variable, qui passe par ce point.
L’intensité d’aimantation est déterminée par I'égalité

(21) IM2= 2.1l .
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Considérons la surface S, représentée par 1'équation
= m,
et la surface infiniment voisine S/, représentée par I’équation
Bo=m -~ Am.

Ces deux surfaces limitent une lamelle, dont I’épaissear MM u
pour valeur
Am

1
(Tp)?

La comparaison des égalités (21) et (22) donne

(22) MM' =

N.MM'= |¢.Am]|.

Le produit de I'aimantation par I'épaisseur de la couche n’a pas
une méme valeur en tout point de la couche; sa valeur est pro-
portionnelle, en chaque point, & la valeur de la fonction v en ce
point. Une distribution formée de semblables lamelles est ce que
Sir W, Thomson nomme ane distribution lamellaire composée.

Ainsi, toute distribution magnétique continue peut étre re-
gardée comme la superposition d’une distribution lamellaire
simple et d’une distribution lamellaire composée

Siles composantes de 'aimantation vérifient les conditions (14),
la distribution lamellaire simple subsiste seule.

§ 4. — Décomposition d’une distribution quelconque en une distribution
lamellaire simple et une distribution solénoidale.

P oAl : .

Soient {2/, _y, z') un point quelconque du volume occupé par
Iaimant; &', W', &' les composantes de I'aimantation en ce pomt
i la distance du point (z, ¥, z) de 'espace au point (2, 3/, 5').
Considérons trois fonctions de z, y, 5 définies de la maniére sui-

F= f”—l‘id'
’U"
(23) G= /
H—/—clv,
.7

les intégrations s’étendant au volume entier de I'aimant.

vante
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Posons ensuite

oG oH
(l——d—;;—@;
p_ O _OF

, =0 0%’

(24) _OF 96
C»—a—};——a-
yo OF G o
L‘Jdﬂﬂ_()‘y oz

Ces égalités (24) entrainent les identités

|
oo _0b g 0%
ay 03
da de ob
(25) £—~£‘:AG—@,
!
96 _da _ AH %Y
. Ox Oy 0

Mais, d’aprés les égalités (23), on a, en tout point de l'ai-
mant,

AF = — 4w,
AG = — 4=,
AH = — 4= &.

Les égalités (25) peuvent donc s’écrire

o (2 0B
irb=—5 — {5 %)
ob oa oc
P | | i SR S
4y = dy <0Z d‘L‘)’
oo (% o
R PR d)f)

Ces nouvelles égalités démontrent le théoréme suivant :

Toute distribution magnétique coritinue peut étre regardée
comme résultant de la superposition d’une distribution solé-
noidale et d’une distribution lamellaire simple.

D. — IL -
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CHAPITRE VIII

MERIDIENS MAGNETIQUES ET PARALLELES MAGNETIQUES.

§ 1. — Distribution de la force tangentielle 4 la surface
d'un corps quelconqgue.

Dans I'étude du magnétisme terrestre,on détermine avec grand
soin, en chaque point de la surface du globe, la valeur de la décli-
naison magnétique et de la composante horizontale de I'intensité
magnétique; c’est dire que 1'on étudie, en chaque point de la sur-
face du globe, la grandeur et la direction de la composante tan-
gentielle de la force magnétique.

Gauss (') a donné, au sujet de la distribution de cette compo-
sante tangentielle a la surface du globe, un certain nombre de
beaux théorémes. Parmi ces théorémes, les uns sont généraux et
peuvent s’appliquer & 'étude de la composante tangentielle de la
force a la surface d’un aimant quelconque. Les autres ne peuvent
s'appliquer qu’a un corps de forme sphérique, comme la terre.
Nous allons étudier d’abord les premiers, puis les seconds.

Considérons donc un corps que nous supposerons simplement
connexe et dontla surface ne présentera aucune singularité. Soit ©
la fonction potentielle magnétique de ce corps.

Cette fonction ne peut avoir la méme valeur en tous les points
de la surface du corps, car alors la couche superficielle fictive
qui équivaut & l'aimant remplirait les conditions de I'équilibre
électrostatique. Comme cette couche renferme autant de fluide
positif que de fluide négatif, elle aurait une densité nulle en tout

(*) C.-F. Gauss, Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus (Resultate aus
der Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1838, publiés par
Gauss et Weber; Leipzig, 1839. — Gauvss, Werke, Bd. V, p. 121).
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point de la surface du corps, et aimant n’aurait aucune action
aux points qui lui sont exiérieurs. Nous excluons ce cas particu~
lier de nos recherches.

La fonction potentielle magnétique varie donc a la surface de
I'aimant et ses variations admettent forcément une limite supé-
rieure A et une limite inférieure B. Comme la fonction potentielle
magnétique est une fonction continue, chacune des valeurs com-
prises entre A et B, sans omettre nila valeur A ni la valeur B, est
prise par elle a la surface de ’aimant.

Soit C une valeur comprise entre A et B. Les points de la surface
de 'aimant ou la fonction potentielle a des valeurs comprises
entre A et G doivent étre séparés des points o la fonction poten-
tielle a une valeur comprise entre G et B par une région oa la
fonction potentielle a la valeur G. On pourra toujours, par les
points de la surface de I'aimant ot la fonction potentielle ala seule
valeur G, faire passer au moins une ligne fermée. Il se pourra que
ces points ne forment pas seulement cette ligne fermée, mais
qu’encore certains d’entre eux soient isolés, ou forment des seg-
ments de ligne, ou couvrent des espaces d’étendue finie.

I égalité
(1) ©V=0C

définit donc, en général, une ligne fermée tracée a la surface de
Vaimant; cette ligne se nomme un paralléle magnéiigue.
Dans V'espace, 'égalité
V=0=C

définit une surface de niveau a laquelle la force magnétique est
normale en chaque point. Dés lors, il est aisé de voir que la com-
posante tangentielle de la force est, en chaque point du corps,
ou nulle, ou normale au paralléle magnétique qui passe par
ce point.

Nous donnerons le nom de méridien magnétique a toute ligne
tracée & la surface de I'aimant et tangente en chacun de ses points
4 la composante tangentielle de la force. Le théoréme précédent
peut alors s’énoncer ainsi :

Les méridiens magnétiques et les paralléles magnétiques
Jorment, & la surface de l’aimant, deux familles de lignes
découpant cette surface en rectangles infiniment petits.
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Donnons successivement au paramétre G les valeurs
G, C+e CG+2¢ ..., C+(n—1), C4+ne ...,

¢ étant une quantité infiniment petite.
Au moyen de I'équation (1), nous tracerons a la surface de I'ai-
mant des paralléles magnétiques

Po, Pi) Pg, ey Pll—h P", “en

infiniment voisins les uns des autres.

Soit M un point du paralléle P,_,. Soit Hla composante tangen-
tielle de 'action magnétique, cette action étant comptée positive-
ment du paralléle P,_, versle paralléle P,. La force H est tangente
4 la méridienne magnétique du point M. Cette méridienne magné-
tique rencontre en M’ le paralléle P,. On a alors, d’aprés les pro-
priétés fondamentales de la fonction potentielle magnétique,

_OM)—OM)
MM’ MM

H

D’ailleurs, si 'on se borne & considérer les infiniment petits du
premier ordre, MM’ est, en général, égal a la distance & des deux
paralléles infiniment voisios, P,_;, P,. On a donc

€

H=— .

(2) 3
La composante tangentielle de ’action magnétique est, en
chaque point, mesurée par l’inverse de la distance de deux
paralléles magnétiques; elle est, en chague point, normale au
paralléle magnétique et dirigée dans le sens ol la fonction

potentielle magnétique décroii.

Le long d’un méme méridien magnétique, parcouru dans un
sens bien déterminé; la composante tangentielle de I'action ma-
gnétique, comptée positivement dans ce sens, n’a pas forcément
un signe constant; mais, & cause de sa continuité, elle doit garder
le méme signe tout le long d’arcs continus séparés les uns des
autres par des points ol elle a la valeur 0. C’est un semblable arc
continu, le long duquel la composante tangentielle de 'action ma-
gnétique garde un sens invariable, que nous nommerons désor-
mais un méridien magnétique.
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Un méridien magnétique ne peut former une ligne fermée.
Désignons, en effet, par ds P’élément d’arc d’'un méridien magné-

tique; d’aprés la définition précédente, la ¢quantité —()—g ne peut

changer de signe le long du méme méridien. L'intégrale

a0

s ds,

étendue 4 une portion d’un méridien ou & ce méridien toul entier,
ne peut donc jamais étre égale 4 0. Or, la fonction ©© étant une fonc-
tion uniforme et continue, I'intégrale précédente, étendue a une
courbe fermée quelconque, est égale 4 o. Un méridien ne peut
donc se fermer de lui-méme.

Un méme méridien ne peut couper plus d’une fois un méme
paralléle.

En effet, la fonction © ayant la méme valeur en tous les points
d’un méme parallele, si un méridien coupait plus d’une fois un

)
ff)ids

étendue a un segment du méridien compris entre deux rencontres
avec ce paralléle, serait égale & 0. contrairement & ce que nous ve-
nons de voir.

Ainsi, un méridien magnétique forme forcément, a la sur-
Jace du corps, un segment limité par deux points; la fonction
potentielle n’a pas la méme valeur en ces deux points; en ces
deux points, la composante tangentielle de I’ action magnétique
est nulle, et, par conséquent, I’action magnétique est ou nulle,
ou normale & la surface du corps.

Nous nommerons pdle magnétigue un point de la surface du
corps ou la force tangentielle est égale A zéro. Ce mot prend ici
un sens conforme & celui qu’on lui attribue dans I'étude du magné-
tisme terrestre, mais tout différent de celui qu’on lui attribue, en
général, dans la partie de la Physique qui traite des aimants.

Le théoréme précédent nous montre que tout méridien magné-
tique part d’un péle pour arriver a un pdle.

Soit P un péle magnétique; soit s un arc tracé sur la surface et

méme paralléle, U'intégrale
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passant par le pdle P. La composante de Paction magnétique sui-

vant la tangente 4 I'arc s a pour valeur

a0
os

Pour que le point P soit un pdle magnétique, il faut et il suffit
que cette composante soit égale & o quel que soit I'arc s.

Donc, pour qu’un point soit un péle magnétique & la surface
du corps, il faut et il suffit que la dérivée de la fonction poten-
tielle suivant arc de toute courbe tracée sur la surface et
passant par ce point soit égale & o en ce point.

Dés lors, trois circonstances différentes peuvent se présenter en
un pdle magnétique :

1° Il peut arriver qu’en un pdle magnétique la fonction poten-
tielle magnétique ait une valeur plus petite qu’aux points voisins
de la surface du corps.

Dans ce cas, sil'on fait usage de I'égalité (2) pour déterminer
la composante tangentielle de I'action magnétique en un point
voisin du pdle, on trouve que cette composante est dirigée vers le
pole. Le péle attire une masse de fluide austral placée a son voi-
sinage et assujettie & se mouvoir & la surface du corps. Le pole est
un pdle nord.

2° Il peut arriver qu’en un pdle magnétique la fonction poten-
tielle magnétique ait une valeur plus grande qu’aux points voisins
de la surface du corps.

Dans ce cas, sil'on fait usage de 1'égalité (2) pour déterminer
la composante tangentielle de l'action magnétique en un point
voisin du pdle, on trouve que cette composante tend a écarter du
pole son point d’application. Le pole repousse une masse de fluide
austral placée & son voisinage et assujettie a se mouvoir a la sur-
face du corps. Le pble est un pdle sud.

3¢ Il peut arriver qu’en un pdle magnétique passent des lignes
partageant le domaine de’ ce pdle en plusienrs régions, dont le
nombre est au moins quatre; les unes, R, R/, ..., ot la fonction
potentielle a une valeur plus grande qu’au péle; les autres, g,
¢’y ..., ou la fonction potentielle a une valeur plus petite qu’aun
péle. Une masse de fluide austral, placée dans le domaine du péle
et assujettie & se mouvoir 3 la surface du corps, est repoussée par
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le péle si elle se trouve dans une des régions R, R/, ..., et attirée
par le pble si elle se trouve dans une des régions p, ¢, .... Le
pole se comporte comme un péle sud pour les premiéres régions,
comme un pdle nord pour les autres. Nous dirons quil constitue
un pdle mizte.

Nous savons qu’il existe a la surface de tout corps au moins un
point ot la fonction potentielle atteint sa valeur maxima A et un
point ol la fonction potentielle atteint sa valeur minima B. //
existe donc, & la surface de tout corps aimanté, au moins un
pole magnétique nord et un péle magnétique sud.

S%, @ la surface d’un corps aimanté, il existe deux pdles de
méme nom, il existe a la surface de ce corps au moins un péle
mixie.

Imaginons, par exemple, qu’a la surface d’'un corps aimanté il
existe deux poles sud, P et P'. Ces deux podles correspondent &
deux valeurs A et A’ de la fonction potentielle qui sont deux
maxima. Supposons, pour fixer les idées,

AZA

Considérons le lieu des points pour lesquels on a

©V=A"-:

On peut toujours prendre la quantité ¢ assez petite pour que
(A’—¢) soit supérieur a la limite inférieure B des valeurs de la
fonction potentielle sur la surface. Il y aura alors, sur la surface,
des points répondant 4 cette valeur de la fonction potentielle.
Parmi ces points se trouvent tous les points d’une certaine courbe
fermée séparant les régions R dans lesquelles © a une valeur su-
périeure & (A'—¢), des régions R’ oa 9 a uneé valeur inférieure
a (A'—¢). Les points P et P’ sont dans la région R.

On pourra toujours prendre s assez petit pour que le do-
maine du point P’ & Pintérieur duquel ¢ est compris entre A’ et
(A/ — ¢) soit plus petit que toute surface donnée; assez petil, par
conséquent, pour que ce domaine ne renferme pas le point P.
Pour une telle valeur de ¢, la région R doit se décomposer au
moins en deux parties linéairement connexes : 'une p, enlourant
le point P, 'autre &, contenant le point P & son intérieur.

Faisons croitre ¢, de maniére que (A'—¢) tende vers B. Les
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régions p et & tendront & couvrir la surface entiére du corps. Les
contours de ces deux régions ne pourront donc demeurer tou-
jours a distance finie. Il pourra arriver que ces deux contours
demeurent distincts jusqu'’a ce que (A’ —¢) atteigne la valeur B,
et se confondent alors dans toute leur étendue. Dans ce cas, ily
aurait 4 la surface du corps toute une ligne fermée ot © aurait la
valeur B, c’est-a-dire toute une ligne de péles nord.

Excluons ce cas exceptionnel. Les deux contours prendront, en
général, des points communs lorsque (A’ — ¢) prendra une valeur
A” supérieure & B. Il pourra se faire que ces points communs
forment une ligne d’étendue finie; mais excluons encore ce cas
particulier. En général, pour la valeur A” de Ja fonction poten-
tielle magnétique, les deux contours viendront se toucher en un
certain nombre de points isolés. Soit P’ un de ces points. La ligne

Y= A

passant par le point P/, partage le domaine de ce point en plu-
sieurs régions.

Les unes font partie des régions p et &. La fonction potentielle
y a une valeur supérieure 2 A”. Pour les points placés dans cette
région, le point P’ se comporte comme un pole nord.

Les autres font partie de la région R’. La fonction potentielle y
a une valeur inférieure & A”. Pour les points placés dans cette ré-
gion, le point P’ se comporte comme un péle sud.

Le point P’ est donc un pdle mixte, ce qui justifie la proposition
que nous avions énoncée.

M. Betti (') a démontré ce beau théoréme :

St la surface d’un corps aimanté est une surface simple-
ment conneze et si le nombre des pdles magnétiques qu'elle
porte est un nombre fini, ce nombre est pair.

Reproduisons ici la démonstration qu'il a donnée :

A la surface du corps se trouvent au moins un péle nord N et
un péle sud S. Concevons, sur la surface du corps, un systéme de
courbes G partant toutes du péle sud S, arrivant toutes au pdle
nord. N, dont aucune ne passe deux fois par le méme point,

(*) BerT, Theoria delle forze Newtoniane e sui applicazioni all’ elettro-
statica e al magnetismo, Ch. III, § 2; Pise, 1879.
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dont aucune ne rencontre une autre courbe du systéme en dehors
des points S et N, et telles que par tout point de la surface du
corps il passe une de ces courbes. Cela sera toujours possible,
pourvu que le corps occupe un espace simplement connexe.

Si I’on parcourt une courbe C du point S au point N, la fone-
tion potentielle magnétique © sera décroissante au début de ce
parcours et encore décroissante a la fin. Sa dérivée suivant 1'arc
de toute courbe tracée sur la surface étant supposée continue, la
suite des valeurs qu’elle prendra le long de ce parcours ne pré-
sentera ni maximum ni minimum, ou bien présentera un nombre
égal de maxima et de minima.

Désignons par 3, fa, ..., Br les points d’une courbe C ou la va-
lear de ¢ sur cette courbe devient minimum; par o, a,, ..., @, les
points, en égal nombre sur cette courbe, ot la valear de © devient
maximum. Les points 8, Ba, ..., B, sont supposés rangés dans
I'ordre ot on les rencontre en allant du point S au point C. Il en
est de méme des points oy, %y, «..vy %p,e

Il est facile de voir qu’entre les points f;_, el B; se trouve tou-
jours un et un seul des points «, le point a;; qu'entre les points a;
et a;,y se trouve toujours un et un seul des points 8, le point {,.

Prenons une de celles des courbes C pour lesquelles le nombre n
a la plus grande valeur, et appliquons-lai ce que nous venons de
dire d’une maniére générale.

Soient d; le lieu des points «; et D;le lieu des points 3; lorsque
I’on fait varier la courbe C. Ou bien la courbe d; ne rencontre
Jamais les deux courbes D;_; et D; entre lesquelles elle est com-
prise; elle forme alors une courbe fermée sur elle~-méme. Ou bien
elle rencontre une des deux courbes D;_,, D; et forme avec elle
une courbe fermée.

il y a donc en général, sur la surface S, un certain nombre m
de courbes d fermées; un nombre égal de courbes D fermées et un
nombre (n — m) de courbes fermées dD, composées d'une courbe d
et d’une courbe D.

Parcourons dans un sens déterminé une courbe fermée tracée
sur la surface; la fonction ©, étant une fonction uniforme, reprend

<

\ . A oz OF
sa valeur aprés ce parcours; il en est de méme de sa dérivée -

suivant I'arc de la courbe; cette dérivée, qui est une fonction con-
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tnue de I'arc s, change donc de signe un nombre pair de fois.
Donc, le long de toute courbe fermée tracée sur la surface du
corps, la fonction potentielle présente un nombre égal de maxima
et de minima.

La fonction © présente donc sur 'une quelconque des courbes
d, D, dD, un méme nombre de maxima et de minima.

Or, si lafonction © est minimum en un point b d'une courbe d,
ce point est un pdle nord.

En effet, considérons tous les segments de courbes C qui se
trouvent dans le domaine du point b. Sur chacun de ces segments,
la valeur minima de ‘@ se trouve & la rencontre de la courbe d, el
sur la courbe ¢ la valeur minima de ¢ se trouve au point 0.
La valeur de '© au point b est donc plus petite qu’en tout lieu du
domaine du point b.

D’autre part, si la fonction @ est maxima en un point @ d’une
courbe d, ce point est un pdle mixte.

En effet, la valeur de © au point ¢ est évidemment croissante
si l'on s’éloigne du point @ sur I'une ou 'autre des deux direc-
tions de la courbe C qui passent par ce point, et décroissante si
I'on s'éloigne du point @ sur 'une ou l'autre des deux direciions
de la courbe d qui passent par ce point.

Toute courbe fermée d contient donc un nombre égal de pdles
nord et de pdles mixtes.

De méme toute courbe fermée D contient un nombre égal de
pole sud et de poles mixtes.

Envisageons maintenant une courbe fermée dD. Elle contient
un certain nombre de points ol la valeur de ¥ sur cette courbe
passe par un maximum et un nombre égal de points o elle passe
par un minimum.

Tout point de cette courbe ot © est un minimum est un pole
nord s’il se trouve sur la portion d et un pdle mixte s’il se trouve
sur la portion D. Tout point de cette courbe ot © est maximum
est un pole sud s'il se trouve sur la portion D et un pole mixte s'il
se trouve sur la portion d.

Chacune des courbes d, D, dD, contenant un nombre de péles
pair ou nul, le nombre des péles magnétiques a la surface d’un
corps aimanté quelconque est pair s'il est fini. Clest le théoréme
énoncé et démontré par M. Betti.
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§ 2. — Du magnétisme terrestre.

Aux théorémes généraux que nous venons d’exposer, Gauss
en a joint quelques autres qui supposent essentiellement que
l'aimant ait la forme sphérique; ces théorémes s’appliquent donc
a I'aimant terrestre et nous font connaitre d’intéressantes proprié-
tés de la composante horizontale de 1'action magnétique a la sur-
face de la terre.

Ce sont ces propositions que nous allons maintenant dé-
montrer.

La premiére de ces propositions concerne les propriétés du
polygone de Gauss. Elle découle immédiatement, comme nous
'allons voir, des propriétés les plus simples de la fonction poten-
tielle magnétique.

Soient My, M, deux points situés a la surface du globe. Suppo-
sons qu'une quantité de fluide magnétique égale a I'unité passe du
point M, au point M, par un chemin quelconque.

Le travail accompli par les actions que le magnétisme terrestre
exerce sur cette charge est indépendant de ce chemin. Il a pour

valeur
V(M) — O (M),

V (M,), ©(M,) étant les valeurs de la fonction potentielle ma-
gnétique aux points M,, M,.

Supposons que le chemin parcourn par la masse magnétique
soit le chemin MyM M,, situé tout entier & la surface de la terre;
soit H la valeur au point M de la composante horizontale du ma-
gnétisme terresire ; soit £ I'angle que la ligne MMM, fait, en M,
avec la méridienne magnétique du point M; soit enfin ds un élé-
ment de longueur de la ligne My MM,. Le travail produit aura

pour valeur
M,
Hcost ds.
M,

On aura donc
M,
f Hcostds =0 (My) — QO (M;).
My

Si I'on prend comme contour d'intégration une courbe fermée
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quelconque tracée a la surface de la terre, on aura

fH costds = o.

Prenons a la surface de la terre un polygone fermé, limité par
des arcs de grand cercle et appliquons-lui P'égalité précédente.
Pour simplifier les calculs, supposons que ce polygone se réduise
a un triangle M, M, M,. Nous aurons alors

M,

f, Ms
f Hcostds+f Hcostds—f—f Hcostds = o.
b bl M,

o 1

3

Transtormons 'expression

M,

f H cos ¢ ds.
M

o

Supposons que le grand cercle My, M, fasse avec la méridienne
géographique, et a 'est de celle-ci, un angle (o, 1). Supposons,
en outre, qu'au point M de l'arc MyM, la déclinaison magné-
tique, supposée orientale, ait une valeur 3. Nous aurons alors, au
point M,

t =(0,1)—3,
ce qui donne

¥,
Hecost ds:f Heos[(o0, 1) — 2] ds.
f

M, o

H e1 ¢ sont des fonctions de s; mais, si les deax stations M,, M,
sont peuw éloignées, on pourra approximativement remplacer,
dans I'intégrale précédente, la quantité

Hcos{(o, 1) — 3]

par la quantité

;— 1 Hocos[(o0, 1) — 8] + Hycos[(0, 1) — 3],

moyenne des valeurs que la quantité précédente prend aux extré-
mités de l'arc My,M,. On aura alors

Wi M, M
f Hecostds = —2—1 iHocos[(o, 1) — 8¢] -~ Hycos[(o0, 1) — 3] %
M '

2
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Pour le triangle MyM, M, on aura

(MM, | Hycos[(o, 1) — 3] - Hicos[ (0, 1) — 3,1}
(3) + My M, | Hyeos[(1,2)— 3] + Hycos[(1,2) — 8]
I - Mo M, } Hycos[(2,0) — 8] + Hecos[(2,0) — 30’” = 0.

Si lon connait la valeur de la déclinaison magnétique en
trois points du globe, modérément écartés les uns des autres, et
la valeur de la composante horizontale du magnétisme ter-
restre en deux de ces points, on peut, par cette formule, cal-
culer la valeur de cetie composante horizontale au troisiéme
point.

Gauss a fait application de cette formule au triangle formé
par Geettingue, Milan et Paris. Prenant pour inconnue la valeur
de H & Paris, il trouva

H =o0,51696,

tandis que Uobservation directe donnait
H=o0,51804.

Une concordance aussi précise démontre 'utilité de la formule
que nous venons d’établir. Elle permettra de déterminer la va-
leur de H & une station ol un observateur aura déterminé seule-
ment la déclinaison.

Soit M un point situé & la surface de la terre, ou extérieur a la
sphére terrestre. Désignons par r la distance de ce point au centre
de la terre; par A sa colatitude, comptée positivement dans I'hé-
mispheére nord; par £ sa longitude occidentale. Les trois coor-
données r, £, A fixent sa position. La fonction potentielle ma-
gnétique en ce point est une fonction © (r, £, A) de ces trois
variables.

L’action magnétique au point M peut se décomposer en trois
directions rectangulaires : la premiére composante Z esl supposée
dirigée vers le centre de la terre; la seconde Y est horizontale,
située dans le méridien du point M et dirigée vers le nord. La
troisitme X est perpendiculaire aux deux précédentes et dirigée
vers 'ouest.
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Nous aurons alors

. 1 00
T rsind o’
1 00
(4) (Y= l_ d—)\’
_ oQ
= ="

Ces trois égalités s'appliquent, en particulier, au cas ol le point M
est situé a la surface de la terre. Il suffit, dans ce cas, de donner
a rla valeur R du rayon terrestre. Dans ce cas, X et Y seront les
composantes de la projection H sar le plan horizontal de I'action
magnétique terrestre, en sorte que nous aurons

(4" H = (X2 Y?)
La déclinaison, supposée horizontale, sera donnée par la formule

o ~
1angs = = -
'(—l ) S X

Enfin I'inclinaison sera donnée par la formule

N

(4" tangi = I
On peut donc, si 'on connait 'expression de © en fonction de r,
X et L, calculer les éléments du magnétisme tervestre en un point
quelconque. Nous avons vu (Chap. V, § 2) comment on peut dé-
terminer Q. Nous allons d’abord indiquer quelques conséquences
intéressantes des formules que nous venons d’établir :

1° Supposons que I'on connaisse I'expression de Y en tous les
points de la surface terrestre, ou, en d’autres termes, que I'on
sache exprimer Y en fonction de £ et A. Prenons, sur un certain
méridien, un point M correspondant & une certaine valeur de X;
formons la somme des quantités Y dA pour tous les points com-
pris entre le podle nord et le point M, et désignons celte somme

A
T:f Y d).
1]

T sera, comme Y, une fonction connue de £ et de 2.

par T :
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Nous aurons
JT

ou, en nous reportant a 'une des égalités (4),

IT _ 1 090
or T R oo
Nous en déduisons
d
— Y —
55 (TR —0)=o

ou
RT — ¢ = (L)

Ceci a lieu en un point quelconque du méridien qui a pour longi-
tude £. Faisons tendre ce point vers le péle nord géographique;
T tendra vers o, © vers la valeur 9, du potentiel au péle nord;
5(£ ) ne variera pas. Il en résulte que 9 (£ ) est une quantité indé-
pendante de £ , constante et égale & — Q.

La formule précédente nous donne alors

Y = ©Vo— RT.

D’autre part,
1 o0 y oOT

X:—Rsin)\ ﬁ = Sinx ;?_.E'

Reportons-nous a la définition de T, et nous trouverons

N
, , ] Y
(5) =) w?

D’oti ce remarquable théoréme de Gauss :

8t Uon connait en tous les points du globe la composante
horizontale dirigée vers le nord du magnétisme terrestre, on
connait aussi la composante horisontale dirigée vers Uouest,
et, par conséquent, la composante horizontale totale.

2° Supposons que X soit connu en tous les points du globe;
X sera alors une fonction connue de A et de £. Prenons sur un
paralléle deux points My, M correspondant & des valeurs £y et .,

de £ et posons
U =/{'Xsin7\ dag;
Lo
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U sera, comme X, une fonction connue de £ et A. Nous aurons

ou = X sin)

oL
ou bien, en vertu de 'une des égalités (4),

ou 1 t?'(‘)
o — T Roaf’
De 13, nous déduisons
9 (RU +0)=o

28
ou bien
RU O = £ ().
D’autre part,
y= 1
TR

La formule précédente, différentiée par rapport a 2, peut donc
s’écrire

oU o
R (5)- TY> — (),

\

ou, en se reportant a 'expression de U et en posant
Y=g/ 00,
Lo I
- gl X ) dr 4
Y= /J: ok (sinl X) AL
)

La connaissance de X ne suffit donc pas 4 déterminer Y, puisque
Pexpression de Y renferme encore une fonction indéterminée de
la colatitude. Mais, si 'on connait la valeur de X en tous les points
du globe, et la valeur de Y en tous les points d’une courbe passant
par les deux poéles géographiques, la fonction ¢()) sera connue,
et la formule (6) déterminera la valeur de Y en tous les points du
globe.

D’ot le théoréme suivant :

8¢ Uon connalt en tous les pownts du globe la valeur de la
composante horizontale dirigée vers l'ouest du magnétisme
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terrestre, et st I’on connalt, en outre, en tous les points d’une
ligne passant par les deux péles géographiques la valeur de
la composante horizontale dirigée vers le nord, on peut déter-
miner en tous les points la valeur de cette derniére compo-
sante.

Ce théoréme est encore dii & Gauss.

D, — 1L 8
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LIVRE VIIL

I’AIMANTATION PAR INFLUENCE SELON LA METHODE
DE POISSON.

CHAPITRE PREMIER.

CONDITIONS DE L’EQUILIBRE MAGNETIQUIC.

2 1. — Lois fondamentales de I'aimantation par influence.

Il existe des corps dont 'aimantation varie si lentement lorsque
I'on modifie les conditions dans lesquelles ils se trouvent, que I'on
est conduit & imaginer des corps dont le magnétisme serait abso-
lument invariable. De semblables corps, dont les aimants réels
s’approchent plus ou moins sans leur étre absolument identiques,
sont ce que nous nommerons des aimants permanents. Nous
nommerons, au contraire, corps parfaitement doux ceux dont le
magnétisme varie avec les circonstances. Le probléeme de 'ai-
mantation par influence peut alors s’énoncer de la maniére sui-
vante :

Un corps parfaitement doux étant placé en présence d’ai-
mants permanents donnés, quelle sera la distribution perma-
nente du magnétisme sur ce corps parfaitement doux ?

Cetle distribution permanente porte le nom de distribution
d’équilibre.
Poisson a cherché le premier 2 mettre en équation le probléme
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de 'aimantation par inflaence ('); il s’appuyait sur les hypothéses
suivantes :

Les phénoménes magnétiques doivent étre expliqués par les
propriétés de deux fluides, I'un positif ou austral, Pautre négatif
ou boréal, qui agissent I’'un'sur 'autre comme agissent les fluides
électriques.

Un corps parfaitement doux se compose de particules magnéti-
ques extrémement petites, séparées les unes des autres par des in-
tervalles non magnétiques.

Chaque particule magnétique renferme des quantités égales des
deux fluides, dont la distribution sur la particule est librement
variable. Les fluides magnétiques ne peuvent se mouvoir au travers
du milieu non magnétique qui sépare les particules.

Sur chaque particule, I’équilibre magnétique est établi lors-
qu’une masse de fluide magnétique égale a I'unité, placée par la
pensée en tn point quelconque intérieur a cette particule, ne
subit aucune action de la part des fluides magnétiques distribués
soit sur cette particule, soit sur le reste du systéme.

Pour les corps isotropes, les particules magnétiques sont sphé-
riques.

De ces hypothéses, par des raisonnenients qui renferment plu-
sieurs inexactitudes graves (?), Poisson est parvenu & déduire les
conséquences suivantes :

Solent

(2, ¥, #) un point du corps parfaitement doux isotrope;

Jo, U, & les composantes de I'aimantation en ce point;

© la fonction potentielle magnétique en ce point de tout le ma-
gnétisme répandu sur le systéme.

(1) Poisson, Memoire sur la théorie du Magnétisme. Lu & I"Académie des
Sciences le 2 février 1824, — Memoires de I’Académie des Sciences, années 1821
et 1822, t. V, p. 247-338.

(#) Nous reavoyons, pour la critique de la théorie de Poisson, & nolre Etude
historique sur la théorie de l’aimantation par influence (Annales de la Faculté
des Sciences de Toulouse, t. 11; 1888).
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k élant un coefficient nommé coefficient d’aimantation, qui dé-
pend exclusivement de la nature du corps parfaitement doux au
point (z, ¥, z).

D’aprés la théorie de Poisson, le coefficient k ne pouvait pas
étre négatif. De plus, il ne pouvait surpasser une certaine limite.

Ces deux conditions, imposées au coefficient %, se heurtent &
des difficultés expérimentales.

La valeur trouvée pour 4 en étudiant I’aimantation du fer doux
surpasse la limite imposée & ce coefficient dans la théorie de
Poisson.

Les propriétés des corps diamagnétiques, découvertes par Fa-
raday en étudiant le bismuth, semblent exiger que le coefficient &
ait, pour ces corps, une valeur négative.

Les difficultés, soit analytiques, soit expérimentales, que ren-
contre la théorie de Poisson ont conduit Sir W. Thomson (') a
rejeter tout I'édifice d’hypothéses et de raisonnements pris par
Poisson comme fondement des égalités (1), et & admettre purement
et simplement ces équations & titre d’hypothéses. Sir W. Thomson
n’impose au coefficient 4 aucune restriction. Il peut étre positif,
et le corps doux est dit alors magnétique ou paramagnétique,
selon que le coefficient & est grand ou petit. Il peut étre négatif,
et le corps est dit alors diamagnétique.

Nous reviendrons, au Livre IX, sur les principes qui peuvent
servir & établir les lois de 'aimantation par influence. Pour le mo-
ment, sans discuter 1'exactitude des équations (1), nous allons en
déduire une série de conséquences. On verra plus tard de quelle
utilité nous seront les résultats obtenus.

3 2. — Mise en équation du probléme de Paimantation par influence.

Poisson a montré comment, des équations (1), on pouvait dé-
duire la mise en équation du probléme de I'aimantation par in-
fluence, dans le cas o, le corps parfaitement doux étant homogéne,
k avait la méme valeur en tous ses points.

(') W. TuomsoN, On the theory of magnetic induction in crystalline and
non crystalline substances ( Philosophical Magasine, 4° série, t. I, p. 177-186,
185r. — Thomson’s Reprint of papers on electrostatics and magnetism, art.
XXX).
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Les équations (1) peuvent s’écrire sous une forme plus explicite.
Soit © la fonction potentielle magnétique du corps parfaitement
doux. Soit ® la fonction potentielle magnétique des aimants per-
manents. Nous aurons

V=0+P

et les égalités (1) pourront s’écrire

g mRs»:—/f(\%;;)-F%?)’

(ME):_/‘.(@Q %«ﬂ@),
( 00 | oW
O = == o .
V¥ A(()z ' z)z)

Les aimants permanents sont supposés entiérement définis. On
peut donc regarder leur fonction potentielle magnétique ® comme
connue. Les équations (2) nous montrent alors que, pour déter-

(2)

miner I’aimantation en chaque point du corps parfaitement doux,
il suffitde déterminer la fonction ©.

Voici la transformation fondamentale sur laquelle repose la dé-
termination de cetle fonction.

Différentions la premiére égalité (2) par rapport a z, la seconde
par rapport a y et ajoutons membre & membre les résultats obtenus.

Nous trouvons
o b 92

G e =— k(AD - A D).

Mais, en premier lieu, tout point (x, y, z) du corps parfaitement
doux étant extérieur aux aimants permanents, on a, en un tel
point,

AP = o.

En second lieu, en tout point du corps doux, on a [Livre VII,

Chap. IlI, égalité (8)]

. , doflo b 02"
(3) Ao_w<5;+_d; . dz),

L’égalité précédente se réduit donc
(4) (1+ 4mk)A0 =o.

Si le corps est magnétique ou paramagnétique, k étant positif, il
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en est de méme de (1+ 4=k). Pour les corps diamagnétiques,
aprés inition de Sir W. Thomson, % serait négatif; mais

d’aprés la définition de Sir W. Th , & serait uf; ,

pour tous les corps diamagnétiques connus, k aurait une valeur

absolue fort petite, bien inférieure & [— On n’exclura donc aucun

(3
corps connu, en sc restreignant a I’élude des corps qui satisfont a
la condition sulvante :

La quantité (14 4wk) est positive.

On voit alors que I'égalité (4) peut s’écrire
(5) AO = o,
ce qui transforme ’égalité (3) en

P l' 3
(6) I o 9S
Jx dy 5

D’aprés la définition donnée au Livre V1I, Chap. IV, § 1, cette

derniére égalité équivaut au théoréme suivant :

D’aprés la théorie de Poisson, I’aimantation d’un corps par-
Saitement doux homogéne est toujours une aimantation solé-
noidale.

D’aprés ce que nous avons vu au Livre VII, Chapitre VII, § 2,
cette distribution est aussi une distribution lamellaire simple.

L’égalité (5) nous montre que la fonction potentielle magné-
tigue O du corps parfaitement doux est harmonique en tout
point intérieur a ce corps.

Considérons un point de la surface du corps parfaitement doux.
Soit N; la normale a la surface en ce point vers 'intérieur du corps
parfaitement doux. Les égalités (2) nous donneront

0@
[| b cos(Ny, x)[]:~k<dV + )

Mais, d’autre part, on a [ Livre VII, Chap. II, égalité (9)]

90 20
(') +()V _44»”4%005(1\1“ .Z')”

On a donc, en tout point de la surface du corps parfaitement doux,

o0V 00 oR
7 47 T~ = 0,
() (1+ 4 /c)(w Ne—i—/;-r/f - = 0;
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oQ

m pouvant étre regarde comme une quantitc connue, celte ega-

lité (7) constitue une relation entre ddW(j et 5()1%

La fonction cherchée O(z, y, 5) est, d’aprés ce qui précéde,
assujettie aux conditions suivantes :

1° Elle est continue dans tout I'espace;

2° Elle est harmonique fant a Pextérieur qu’a l'intérieur du
corps parfaitement doux;

3° Elle se comporte & 'infini comme une fonction potentielle;

4° En toul point de la surface du corps parfaitement doux, ses
dérivées partielles du premier ordre vérifient 1'égalité (7).

Ces conditions suffisent-clles & déterminer la fonction V0?11 est
aisé de voir que deux fonctions dislinctes O et O’ ne sauraient véri-
fier & la fois toutes ces conditions.

Supposons, en effet, que deux fonctions distinctes © et O
vérifient 4 la fois ces conditions, et posons

0="01—20.

La fonction © serait, comme les fonctions O et ©', harmonique
tant & I'intérieur qu’a 'extérieur du corps parfaitement doux. Si
donc nous désignons par d¢; un élément de volume intérieur au
corps parfaitement doux et par dv, un élément de volume extérieur
au méme corps, nous aurons

(8) /Aedvc—'.—(l—%—hrlc)f,ﬁedc’[:

v/

Mais le théoréme de Green nous donne, en désignant par S Ia
surface du corps parfaitement doux,

8 00 00\ 2 00\ 2 00\?2
'/Aed()e:— d—N,—e (ZS——f[(g) ﬁ"(‘(?y') +<Iz‘> ]dvc,
00 00\2 00 \2
fAedV‘:_SJN—ldS [<0x> —i—(@) +<az> ]dv,.

D’autre part, les égalités

L 90 P

(I+4“k)dN N, + 4k = N
.

(I+47‘]€)()N —N—;—.—.mt/cm—o

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



CHAP. 1. — CONDITIONS DE L’EQUILIGRE. 121
3 ey
montrent que ’on a, en tout point de la surface S,

00 00
Ak == —_ =
(1+4r/)dNi+()NU

I’ ¢égalité (8) devient done
[ 99\ ae>2 0027
SUGE) = (G) (&) ]
, . 90\E 700\ /00N .
ﬁ—(x+‘4‘.lx){/‘[<ﬂ_> ——<@) : <05) ]dv,_o.

. o .. ., 00 00 00
La quantité (1+4-4wk) est positive. Les quantités 92 9y 9=
sont continues en tout point, tant extérieur qu’mtérieur au corps
parfaitement doux. L’égalité précédente exige donc que l'on ait,
en tout point tant extérieur (u'intérieur au corps parfailement
doux,

90 90

B _ 0 00
ox ay

0, — =
i 03

(68

Si 'on ajoute que, comme les fonctions © et ¥/, © doil étre
continu dans tout I'espace et égal & zéro & 'infini, on voit que I'on
aura dans tout I'espace

0 =0
ou
V=0

La proposition énoncée est donc démontrée.

Nous voyons ainsi que les conditions précédemment indiquées
suffisent & déterminer complétement la solution du probléme de
I'aimantation’par influence, ['existence de cette solution étant ad-
mise. Le probléme dont il s’agit admet-il toujours une solution?
C’est une question que nous réserverons pour le moment; nous
aurons occasion de 'examiner au Livre IX sous une forme plus
générale.

3. — Autre maniére de mettre en équation le probléme de
Paimantation par influence.

La mise en équation du probléme de 'aimantation, telle quec
nous venons de l'indiquer, est due & G. Kirchhoff ().

(*) G. KircHHOTF, Ueber den inducirten Magnetismus eines unbegrenzten
Cylinders von sweichem Eisen, § 2 (Crelle’s Journal, Bd. XLVIII; 1853, — Kirch-
hoff's Abhandlungen, p. 193).
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La forme sous laquelle Poisson (*) a mis en équation le pro-
bléme de Paimantalion par influence, forme dont ont fait usage
non seulement Poisson, mais encore I.-E. Neumann, Lipschitz,
Beer et Carl Neumann, différe légérement de la forme précédente.
Nous allons I'indiquer ici.

Soit © la fonction potentielle magnétique de tout le systéme,
donnée par I'égalité

Y =0-+1.
Posons
o= —" ().

Nous aurons alors, au lieu des égalités (1), les égalités

Q,l QU
W -G

0 J
(()) Ag:/{ﬁ) \u)zliz);c?: =k

qui nous montrent que Vaimantation du corps parfaitement doux
est déterminée lorsqu’on connait la fonction ¢.

Or la fonction o est définie par I'égalité
(10) o+ V4 Y=o,

dans laquelle figurent la fonction connue @ et la fonction incon-
nue 0. Mais celle-ci est liée a la fonction ¢ par une relation trés
simple.

On sait, en effet, que 'on a, en général [Livre VII, Chap. III,
égalité (3)],

O (a, 7, 2) =_Sn A cos (N;, 2) ] ‘..‘S__/H %i’

r

1
~ dp,
=

la premiére sommation s’étendant & tous les éléments de la surface
du corps parfaitement doux, et la seconde a tous les éléments du
volume de ce corps.

Dans le cas actuel, en vertu de I'égalité (6), cette égalité se
réduit a

o]
O (@, y,3) == § 1% cos (N ) | -

(') Poisson, Mémoire sur la théorie du magnetisme, § 2, n° 20 (Mémoires de
I’Académie des Sciences, années 1821 et 1822, t. V, p. 247).
. () On pourrait aussi bien chercher & déterminer la fonction ¢ ou la fonc-
tion O que la fonction . Nous n’avons choisi cette derniére que pour conformer
nos formules 4 celles employées par d’autres auteurs, notamment par F.-E. Neu-
mann (Vorlesungen tiber die Theorie des Magnetismus, namentlich iber dic
Theorie der magnetischen Induction ; Leipzig, 1881).
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En vertu des égalités (g), cetle derniére égalité prend la forme

0o dS

(11) V=—K d—Nl s

La comparaison des égalités (10) et (11) montre que la fonc-
tion ¢ vérifie la relation

do dS

D - — — =
(12) Wt+o—k N, 7

Or nous allons prouver qu’il ne peut exister plus d'une fonc-
tion o vérifiant cette égalité (12), en sorte que cette égalité peut
servir 4 la détermination de la distribution du magnétisme induit
sur le corps parfaitement doux.

Supposons que deux fonctions distincles, © el o', vérifient 1'é-
galité (12), et posons

p=0o'—0o
Nous aurons évidemment
b b dS
' t ON; 7

Cette égalité nous montre que ¢ pourrait éire regardé comme la
fonction potentielle ordinaire d’une couche électrique distribuée
sur la surface du corps doux avec une densité superficielle

oy

1*—

La fonction ¢ serait donc harmonique tant a l'intérieur qu’a
I'extériear du corps doux; elle serait continue dans tout l’espabe;
elle se comporterait & l'infini comme une fonction potentielle;
enfin, & la surface du corps doux, ses dérivées partielles du pre-
mier ordre vérifieraient I’égalité

oy L g 2t
N, dl\c T ON;
ou
. 9y oy
(1+411A)0N N, =o.

Ces conditions, auxquelles serait assujettie la fonction ¢ sont
celles auxquelles était assujettie la fonction @ considérée aun para-
graphe précédent. La démonstration indiquée au paragraphe pré-
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cédent prouve alors que I'on a dans tout I'espace

ou

C’est ce que nous nous proposions de démontrer.

On cherchera donc a déterminer, pour tout point intérieur au
corps parfaitement doux, une fonction o vérifiant, en chacun de
ces points, I'égalité (r12). Cetle fonction sera unique. Une fois
cette fonction déterminée, I’égalité (12) permetira immédiatement
de calculer la valeur de cette fonction & l'extérieur du corps par-
faitement doux.

§ 4. — La fonction caractéristique.

Nous avons va (Livre 1I, Chap. VI) que le probléme de la dis-
tribution électrique était susceptible d’une trés remarquable trans-
formation. On peutregarder ce probléme comme résolu lorsqu’on
sait déterminer une cerlaine fonction de Green, qui dépend exclu-
sivement de la forme du conducteur étudié et non des influences
auxquelles 1l est soumis.

M. F.-E. Neumann (*) a montré que le problémede I'aimantation
par influence était susceptible d’une transformation analogue. La
solution de ce probléme peut étre regardée comme obtenue lors-
qu’on sait former une certaine fonction dépendant uniquement
de la forme du corps parfaitement doux. Cette fonction, analogue
a la fonction de Green, a requ de F.-E. Neumann le nom de fonc-
tion caractéristique.

Soient M un point quelconque de Pespace; o (M), @ (M), les
valears de ¢ et de ® en ce point. Soit m un point de I'élément
dS. L’égalité (12) pourra s'écrire plus explicitement

do(m) T 48 =o.

(12 bis) K@(I\’I)-*—‘?(M)"ICS oN; WMo
12 m

Prenons un point M infiniment voisin de la normale v; passant
par un point P de la surface S. Supposons que ce point se déplace

(*) F.-E. NEuMANN, Vorlesungen iber Theorie des Magnetismus, namentlich
tber die Theorie der magnetischen Induktion, p. t10; Leipzig, 1881.
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infiniment peu sur cette normale, vers U'intérieur du corps doux,
d’une longueur dv;. Ecrivons la nouvelle égalité analogue a 'éga-
lité (12 bis), et retranchons ces deux égalités I'une de l'autre.
Nous trouverons

c)L@(_M)_F()gO(M)_]ﬁ S()clo(m) 0 ( I

dv; oy ON; O M > a5 =o.

Faisons tendre le point M vers le point P et nous trouverons a
la himite

dW(P)  Jdo(P) N do(m) 9 ( 1 > o
(13) oy T v —k TON;  ov; Pm d8 = o.

Toute égalité de la forme (12 bis) détermine une seule fonction
o (M) lorsqu’on y remplace @ (M) par une certaine fonction po-
tentielle.

Prenons pour ® (M) la fonction potentielle d’'une masse égale

a Punité placée au point P, c'est-a-dire la quantité—P_I—ﬁ- Sott
I
G (M, P) la fonction 9 (M) correspondante, fonclion déterminée

par I'égalité

(1) —TG(M P)— /SM:’:dszo
PM N;  dim

s T 0@ (P .
Muliiplions les deux membres de 'égalité (14) par K\;’('*)- Mului-
i
plions les deux membres de Pégalité (13) par P_';\I Retranchons
3

membre a membre les égalités obtenues. Nous aurons

r)k&)(P) T do(P)

PM o

/‘S[()G(m’P) dW(P) 1+ do(m) _()_<
- oN; dv; Mm oy v

G(M,P)

mP/ MP

Soit do un élément de la surface S entourant le point P. Multi-
plions les deux membres de I’égalité précédente par do et inté-
grons pour tous les éléments ds de la surface S. Nous aurons

S[em p>0wEP> as «>32P>] ds

dG(m, Py o@(P) 1 do(m) 0 1 . ] B
__/cSS[ oN; o Mm ON; d‘h< _>—M_P dSds=o.

(15)
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Mais on a évidemment
yY1oo(m) o < 1 ) 1 ds(PY 0 < i 1 .
P 2 () = asas= QA ___>_ 1S ds.
bS ON; 0 \mP/ MP ’ d; ON:\ 7P/ Mm ase
L’égalité (15) peut done s’écrire

5 >
S I:G(I\I P) Om)’(lp) 1\[ ﬁ‘:’;{)l )J do

_kS-— g[ ()@(P)_ t9e(P))
N ON: . oy B Ovi =0

ou bien, en posant

f(M):S[G(M P)o@(m ' ()Q(P)] o,

PM v

, . of(m) ¥ B
FOM) — £ ST\, = dS=o.

Or nous avons étudié au paragraphe précédent une semblable
égalité. Nous avons vu qu’elle entrainait, dans tout I'espace, 1'¢-
galité

S(M)=o.

Nous avons donc

IQ(P) 1 Jdo(P
Sleonr 52— == 250 | de =,

quel que soit le point M.
On déduit de 13, en remplacant simplement les symboles P, v,
do par les symboles m, N;, S,

Q [omm SBER L 25tm) s,

égalité qui, jointe & I'égalité (12 bis), permet d’écrire

‘)‘W”” ds =o.

W (M) + o(M) — & S G(M, m)

Ciette derniére égalité montre que, si 'on connait la fonction
G (M, m) pour tous les points m de la surface du corps parfaite-
ment doux et pour tous les points M de I'espace, on sait immé-
diatement déterminer la fonction ©, et partant la distribution
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magnétique sur un corps soumis & une influence quelconque,
définie par la fonction @ (M).

On sait donc déterminer la distribution magnétique engendrée
sur un corps parfaitement doux par des aimants quelconques lors-
que l'on sait déterminer la distribution magnétique induite sur
ce corps par une masse magnétique égale a 'unité placée en un
point quelconque de sa surface.
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CHAPITRE 1L
CORPS QUI SAIMANTENT UNIFORMEMENT DANS UN CHAMP UNIFORME.

z 1. — Aimantation d'une sphére pleine dans un champ magnétique
uniforme.

Nous allons appliquer les considérations générales données au
Chapitre précédent a U'étude de quelques cas particuliers du pro-
bléme de I'aimantation par influence.

Nous commencerons par étudier I'aimantation que prend une
sphére magnétique pleine et homogéne placée dans un champ uni-
forme ().

Pour. déterminer cette aimantalion, nous commencerons par
examiner les propriétés d’une sphére uniformément aimantée.

Solent b, Ub, & les composantes de I'aimantation de cette sphére
et dv un élément de volume, de coordonnées (&, 7, {), appartenant
a cette sphére. En un point quelconque (z, y, 3), la fonction
potentielle de cette sphére a pour valeur

s

oo
Wz, y, 5)= ; 2L 3

e/

| -

-~

1
‘ do,

uw

ce qul peut s’écrirve, puisque la sphére est uniformément aimantée
et que on a d’ailleurs

0- 0% 9l P 0- 0 -
LA .’ L__ "
T oz g dy’ R T
» »
; & 5
- T F)=—d — dv — W —dy — & —dy.
(1) O (=, ¥, ) ‘L,L P dv — b 7 dy 0z dy

(') PoissoN, Mémoire sur la théorie du magnétisme, § IIL (Mémoires de
U’Académie des Sciences, années 18ar et 1822, t. V, p. 247).
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Supposons la sphére uniformément remplie d’électricité dont la
densité serait égale & 1. Elle aurait pour fonction potentielle or-
dinaire la quantité

I
Via,y, = [ pav,
et I’égalité (1) pourrait s’écrire
ov Y A%

2 Uz F)=—odb — — VWb — —2 —.
) (7, %) ** oz ° 9y 0z

Cette expression de la fonction ©(z, y, &) est exacte, non seule-
menl pour une sphére uniformément aimantée, mais encore pour
tout corps uniformément aimanté, quelle qu’en soit la forme.

Introduisons maintenant ’hypothése que le corps auquel nous
avons affaire est une sphére. Prenons le centre de cette sphére
pour origine des coordonnées et désignons par R son rayon.

Si le point (z, y, 5) est extérieur & la sphére, nous aurons

1 = R3
V(z‘,y,z):% T
(2242 22)2
avV _ q = R3 v
3z 3 T 3™
o 3 (22 y2 + 52)2
oV i = R3 ¥
S =g 3.
dy 2 (@2 + y2+ z2)2
v __ i =R
dz ~ 3 17

(224 y2+ 3%)

et, par conséquent, d’aprés la formule (2),

L=

K =R3

(o + Vb y + 25).

3
2

(3) O(z, y, )=

(2

(22 + =)

Cette formule nous montre qu’'une sphére uniformément ai-
mantée exerce en tout point exiériewur la méme action qu’'un
élément magnétique placé en son centre, ayant pour direction
d’azxe la direction de ’aimantation et dont le moment magné-
tique aurait pour composantes

4 4 ~ 4 o

J; A = 2R3 — iR = 22 R3¢

(4) A\—-—3‘I‘R Lo, B.-_3 R3h, Ln—s R3S
D, — 11 9
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Si le point (x, ¥, 5) est intérieur a la sphére, nous aurons

V(z,y, 8)=— Fw(a?+yi+s2)+om ke,
NV _ e N4 N .
(—)—‘77 = 3 T, ()}/ = 3 1 Jz = 3 e

el, par conséquent, d’aprés la formule (2),
4
(5) "(D(x,‘y,z):"s—‘ﬁ(cilgx—a—ﬁ)b.}/%—@s).

Cette formule va nous permettre de résoudre le probleme de I'ai-
mantation prise par une sphére magnétique homogéne dans un
champ uniforme.

La fonction potentielle magnétique ©@(x, 5, 5) d’un champ
uniforme est une fonction linéaire des coordonnées; soit

(6) Wz, y, 5)=—(Fz+ Gy + Hz + K);

F, G, H seront les composantes de l'action magnétique en un

point quelconque du champ.
Imaginons que nous communiquions & la sphére une aimantation
uniforme ayant pour composantes

&:+F,
1+ 'gﬁ]{
k
¥ = G,
(7) I-l—é'ﬁ/{
3
e=—"t_wu
I—i—-{lﬁ{
3

Nous aurions alors, d’aprés les égalités (5), (6) et (7),
do=—k 2 (0 + ),
W=k % (0 + @),
e=—k 2 (0 +W).

Or, d’aprés ce que nous avons démontré au Chapitre précédent,
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ces derniéres équations déterminent sans ambiguité 'aimantation
prise par une sphére dont le coefficient d’aimantation est & dans
un champ dont la fonction potentielle magnétique est @. Cette
aimantation est donc donnée par les égalités (7).

Ainsi, dans un champ uniforme, une sphére magnétique
pleine s’aimante uniformément. L'aimantation a la méme di-
rection que {’action du champ et est proportionnelle & l'inten-
sité du champ.

D’apres égalité (3), la fonction potentielle magnétique d'une
sphére placée dans un champ magnétique uniforme a pour expres-
sion, & extérieur de cette sphére,

(8) (e, ¥, 5)= ; (Fz+ Gy + Hz).

§ 2. — Aimantation d’un ellipsoide plein dans un champ magnétigque
uniforme.

La méthode précédente s'applique également a P’étude de 'ai-
mantation prise par un ellipsoide homogéne dans un champ magné-
tique uniforme (*).

Soit V(z, y, ) la fonction potentielle ordinaire de I’ellipsoide
aniformément rempli d’électricité avec la densité 1. Prenons pour
origine le centre de Uellipsoide et, pour axes de coordonnées, les
axes de l'ellipsoide. D’aprés ce que nous avons vu en étudiant
Iattraction des ellipsoides, on a [ Livre I, Chap. VI, égalités (15)]

oV
e 2L,
ov
@ :“—ZI\I'}’,
ov
e =-—aNz,

L, M, N étant [ Livre I, Chap. VI, égalités (13)] trois constantes 2,

(*) Poisson, Second Meémoire sur la théorie du magnétisme, § 1 (Mémoires
de U’Académie des Sciences, années 1821 et 1822, t. V, p. 488).
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v, v pour les points intérieurs a 'ellipsoide et trois fonctions de
x, ¥, 5 pour les points extérieurs.
L’égalité (2) devient alors

(9) V(r, ¥, 5)=2(MoLz+ bHbMy + 2Nz).

De cette égalité, on déduit, pour les points intérieurs a 'ellip-
soide,
(IO) % = '._ZJL‘)\,
Ces résultats acquis, plagons un ellipsoide homogéne dans un

champ magnétique uniforme, défini par I'égalité (6). Communi-
quons a cet ellipsoide une aimantation uniforme ayant pour com-

posantes
/‘,
d=Toan
k
-
() v = t+2kp

A.

= —»MN.
! 1+ 2kv

I est facile de voir, d’aprés les égalités (6) et (10), que cette
aimantalion vérifiera les égalités

9,
P
W=—~rF—(0+¢),
y
e=—12 0+
0z

el représentera, par conséquent, la distribution magnétique d’équi-
libre prise par D'ellipsoide.

Ainsi, un ellipsoide homogeéne, placé dans un champ magné-
tigue uniforme, s’aimante uniformément; mais, en général, la
direction de Uaimantation ne coincide pas avec la direction
des lignes de force du champ.

Les égalités (g) et (11) donnent Pexpression suivante de la fonc-
tion potentielle magnétique d’un ellipsoide homogéne placé dans
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un champ magnétique uniforme

2kL 2 kM 2 kN Hz

12) O(z"‘y’z)=1—1—/f7\ x+l-{—/fp 1+ kv :

? 3. — Détermination des coefficients d’aimantation.

Poisson ('), & qui Pon doit la solution des problémes précé-
dents, a montré comment les résultats obtenus pouvaient conduire
a la détermination de la constante £.

Supposons que I'on place une sphére homogéne faite avec la
substance dont on veut déterminer le coefficient d’aimantation
dans un champ magnétique uniforme connu avec précision, par
exemple, dans le champ magnétique terrestre. Cette sphére s’ai-
mantera suivant les lois indiquées au § 1.

Prenons pour axe des « la méridienne magnétique dirigée vers
le nord, pour axe des y une droite horizontale, normale a la pré-
cédente et dirigée vers I'est, pour axe des z une verticale dirigée
vers le zénith. Soit T la force magnétique terrestre; soit £ I'incli-
naison. Nous aurons

F = Tecosi,
(13) G= o
H = —Tsint.

Soit R le rayon de la sphére dont le centre est supposé placé a
I'origine des coordonnées; soit (2, ¥, z) un point extérieur a la
sphére. Posons

P=gt -y 3%

D’aprés 'égalité (8), la fonction potentielle magnétique de la
sphére au point (z, ¥, z) aura pour valeur

4
37F R o
V(@ ¥, 5) = —— -I—.—;;-T(‘Z‘COSL—ZSIDL).
I+ 57k

3

Cette sphére exercera, sur un péle magnétique égal a l'unité

(') Poisson, Mémoire sur la theorie du magnétisme, § 111 (Mémoires de I'A-
cadémie des Sciences, t. V, p. 247; années 1821 et 1822).
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placé au point (x, y, 5) une action dont les composantes seront

4_»
= 1—31-//~ - Fciii_3($cosi;ssi11i)x"l,
I+f—:7\:/\‘
2
4~/
3™ [ 3(xcosi— ssint)y
(14) ‘H= 0 RIT | — 22 - .}
4 75
I+ 5wk -
2
;iTC/\”
el sinivs
7 — 3 i RsT su(n_ (zcost - sind) ]
2k L r
3

Un poéle magnétique égal a 'unité placé au point (x, 3, z) su-
I gnelq 8 p |4 3 )5
bira une action totale dont les composantes seront

sX:F+a
(15) Y = G+ H,

Ces formules nous font aisément connaitre la direction que
prendra une petite aiguille aimantée placée au point (z, ¥, 5). Si,
par exemple, cette aigunille est mobile autour d’un axe vertical,
son axe magnétique s'orienlera de maniére a faire avec la direc-
tion de I’axe des x un angle u, compté positivement vers l'orient,

et I’on aura
G+ H

tangv = 5

[l

=

ou bien, en vertu des égalités (13), (14) et (15),

(z cost—ssinl)y
Sp

r?
(16) tangv = . (wcosi—assini)x»
cosi(1— p)+3p -
avec
4
- wk
) 3 R?
(16 bis) Pom= e e
4 r
I—Q—E’E/f

Supposons 'aiguille mobile dans le plan horizontal qui ren-
ferme le centre de la sphére. Nous aurons alors 5= o, et la for-
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mule (16) prendra la forme beaucoup plus simple

31J.%
tangv = “—{I)Z.
I—p.—i—?»ur-ﬁ

Soit © Pangle que fait avec l'axe des « la direction OM ( fig. 17)

Fig. 17.

joignant le centre de la sphére au milien de l'aiguille BA. Nous
aurons

@ .
COSO = —> smw:I,
1 ’. . ]‘
et la formule précédente deviendra

3 sino coso

TN
(t—w) <I—i— -I-T{I cos <|9>

(17) tangv =

D’aprés cette formule, 'angle v est égal & o lorsque la ligne qui
joint le centre de la sphére au milieu de l'aiguille est paralléle ou
perpendiculaire au méridien magnétique. L’angle v passe par un
maximum au moment ot 'angle © prend une valeur déterminée

geePp
rz TE
par I'égalité
r—

3 20 = — .
(18) cot?o ey

La quantité ., définie par I’égalité (16 bis), est positive et in-

e , R3 .. . . .
férieurc A Si la distance 7 est trés grande par rapport & R, p de-
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vient trés petit; 'égalité (18) se réduit a
cot?o =1,
et le maximum de v alieu sensiblement au moment o la ligne

OM est bissectrice de I'angle XOY.
Pour déterminer la constante &, on observe la valeur de v qui

. T
correspond 4 ¢ = —- On a alors

5

3 )
1— + -
I
Cette égalité permettra de déterminer u, el, partant, d’aprés
te eg p ! P € P P
Pégalité (16 bis), le coefficient d’aimantation k. Les expériences

faites par divers expérimenlateurs sur diverses espéces de fer
doux ont donné pour valeur de la quantité

(19) tanguv =

un nombre un peu inférieur a I'unité.

§ 4. — Détermination de l'inclinaison par la mesure de déviations
horizontales.

La formule (16) fournit un moyen de déterminer 'inclinaison
magnétique en observant I'angle dont une aiguille, mobile autour
d’un axe vertical, est déviée du meéridien magnétique par une
sphére qu’aimante le champ magnétique terrestre. La formule (16)
peut s’écrire

3 (wcosi—zsing)y

L— @ 72 cost
tangv = - - —
. 3p. (xcosi—zsini)x
[— % ricost
ou bien
tangv 3 wxcosi—zsini
y—axtangu  1-—p r2cosi

On observe la valeur de l'angle v pour deux positions de I'ai-
guille, symétriques par rapport au plan horizontal contenant le
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centre de la sphére. Sila premiére valear observée, v, est donnée
par la formule précédente, la seconde, w, sera donnée par la for-

mule
tang w _ 3p wcosi+zsini
¥y —xtangw  1—p ricosi

Les deux formules que nous venons d’obtenir donnent

tangv N tang w 6p
= —_— ]
-— z tangv — xLang w = r?
J g e g b
tanguv tangw 6p = tang:
2 — = — —— = L.
— x langy —zlang w | — b r? S
4 3 J S |

On déduit de la

tang w tangv
. — xtang w — ztangu x
(20) tang i = v 2 4 g2,
tang w ] tangv 3

y—xtangw - Y —xtangv

Cette formule permetira de déterminer 'inclinaison magnétique
en observant seulement les déviations d'une aiguille mobile au-
tour d'un axe vertical. Nous nous contentons d'indiquer ici le
principe de cette ingénieuse méthode, que 'on peut compléter de
maniére 4 tenir compte de la longueur de I'aiguille et de I’aiman-
tation induite dans la sphére sous I'influence de cette aiguille ().

(1) F.-E. NEuMANN, Vorlesungen iiber die Theorie des Magnetismus, % 20;
Leipzig, 1881.
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CHAPITRE III.

SPHERE CREUSE DANS UN CHAMP MAGNETIQUE UNIFORME.

% 1. — Aimantation d’une sphére creuse dans un champ magnétigue
uniforme.

Les deux exemples que nous avons examinés au Chapitre précé-
dent ont été traités directement en prenant pour point de départ
les équations qui lient les composantes de I'aimantation en un
point d’un corps parfaitement doux aux dérivées particlles de la
fonction potentielle magnétique. Une méthode aussi directe ne
s'applique qu’aux corps qui prennent, dans un champ uniforme,
une aimantation uniforme; les seuls corps connus qui possédent
cette propriété sont la sphére pleine et I'ellipsoide plein.

Dans tous les autres cas, il sera nécessaire de prendre pour
point de départ les méthodes analytiques que nous avons indiquées
au Chapitre 1. Nous allons donner un exemple d’application de
ces méthodes, en traitant I'aimantation prise dans un champ uni-
forme par une masse de fer doux comprise entre deux sphérves
concentriques. Cette aimantation a été déterminée par Pois-
son (').

Daprés I'égalité (12) da Chapitre I, le probléme se raméne 4 la
recherche d’une fonction ¢ uniforme, finie, continue dans tout
Pespace et vérifiant, en Loat point du corps aimanté, ’égalité
N

- dS = o,

P —w— [ e
1) W /L JIN;

dans laquelle ® représente la fonction potentielle magnétique des

(') Poisson, Mémoire sur la théorie du magnétisme, § U1 (Mcmoires de
U’Académie des Sciences, t.V, p. 247; années 1821 et 1822),
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masses agissantes. En tout point de la masse de fer doux, les com-
posantes de l'aimantation seront données [ Chap. 1, égalités (g)]
par les égalités

0w Jdu _do

_ % (N — -,
oz’ v oy’ 0z

©

(2) o

Une remarque au sujet de I’égalité (1). La surface S, qui limite
la couche sphérique, se compose ici de deux surfaces distinctes
(fig. 18) : une sphére extérieure Sy, de rayon Ry, et une spheére

intérieure S,, de rayon R.. Soient N, la normale extérieure a la
premiére sphére, et N, la normale extérieure a la seconde. Lé-
galité (1) devra s’écrive sous la forme plus explicite

Y Jdo 1 Jo 1
3 W+ b+ k — — dS—k == — dS;=o.
) . T s, 0Ny
La fonction ®, correspondant a un champ magnétique uniforme,

est de la forme
(4) W =—(Fz+ Gy + Hz+ K),

F, G, H étant les composantes constantes de I'action magnétique
en un point du champ.

Prenons l'origine des coordonnées au centre commun des deux
sphéres S,, S;. Au lieu des coordonnées cartésiennes z, y, s,
prenons les coordonnées polaires p, 0, ¥ ( fig. 19). Nous aurons

= p sind cosl,
(5) '()v':losindgsin(),

5 ==p0cosd.
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L’expression (4) devient alors
(4 bis) ®=—p(FsinYy cosd + GsinY sind + H cosd) — K.

Pour transformer 1'égalité (3), nous remarquerons que, si 'on dé-
signe par Ry, 6,, 4, les coordonnées d'un point de Iélément dS,

Fig. 19.

afe, Y,z

)

et par R., 0., ¢, les coordonnées d’'un point de I'élément dS,,
on aura
2— 20R [cosd cosd; + sind sin; cos (0 — 6y)],
2—99Ry[cosd cosdy+ sind sindy cos (6 — 6,)],
dS; = R% sindy db, diy,
dSy = R3 sind, diy ds.

Pour obtenir tous les éléments S, de la sphére S,, on devra
faire varier §, de o 3 amwet ¢, de 0 a =

Ces formules transformeront 1'égalité (3) en une égalité que
nous désignerons par (3 bis) et qu’il est inutile d’écrire.

Nous allons chercher 4 vérifier cette équation (3 bis), qui dé-
termine une seule fonction ¢, par une expression de la forme

5 o =p (Msinycos0 -+ Nsinysinh + Pcosd)
é(m sing cosd + 2 sinY sin b + pcosd )+ Q,
M, N, P, m, n, p, Q étant sept constantes. Si, par un choix con-

venable de ces constantes, nous pouvons amener la fonction ¢
donnée par cette égalité (77) a vérifier I'égalité (3 bis), nous au-

( +
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rons assurément déterminé, & l'intérieur du fer doux, la fonction ¢
que nous cherchons.
L’égalité () nous donne

ni

do . . 2p

T = <M R3> sind cosl + <N — ——) singsin @ + (P— R?) cosd,
Jo 21 2P !

» 0——N2_<M R >smy cosG—.—<\I R3>smysm0+( Rg>cosy.

Soit L la grandeur géométrique qui a pour composantes

am an 2p
(9) VI_'B:" N—R—?’ P — Rs'

Soit L, la grandeur géométrique qui a pour composantes

. am an __2p.
Nous aurons
do 1 @ I
k s, ﬁv—I 1_[ dSl—/\ Ssem 7'—2 dbg
— KL, S cos (Ly, Ry) _ as,
™[RI+ p2— 2pR; cos(p, Ry) ]2
cos (Lo, Ry)
— kL, ds,.
.S, - dS,

* [R3+ p2—2p Ry cos(p, Ry)]?

Posons
(P)Rl):u’ (P)Ll):U'

Désignons par p I'angle que fait un plan mené par les demi-

droites o, R avec un plan mené par les demi-droites o, L,. Nous

trouverons sans peine que l'on a

L, S cos (Ly, Rp) dS,

i

S [R}+ p2—2pR cos(p, R))]2

- ERT M'/‘ (cosu cosu + sinu sinv coqp)smududp
= X P
(R}+p2—2p R cosu)’

s .

sinw cosu du
== 2k R}L; cosv f ! T
(R}+p2— 2pR  cosu)?
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Une transformation analogue s’applique a I'intégrale

. cos( Ly, Ry)
kL, Sb : ;S
[R3+ p2—2pRacos(p, Ry)]?

et nous donne

do I Q 00 ks
k . — — 5
S L=k S0 5 dss

:2ﬁ/c[ R? L, cos(p, l)f sinu cosu - du
(R} +p*—2pRycosu)?

—R2L, cos(p,L»)f sinu cosu - dui
(R} +p2—20R;ycosu)?

L’égalité (3 bis) doit étre vérifiée pour les points de la couche
sphérique. Pour ces points, on a

1{2<P<R1.

On pourra alors, en posant

cosu =/,

effectuer les intégrations qui figurent dans I'égalité (10). On

trouvera

dp 1 : do 1
k Ss, s =k § g - dsy

ik}
P

1910

L, cos(p,Lz)]-

= g'xr/r l:pLi cos (p, L) —

Si l'on se souvient que les composantes des grandeurs géomé-
triques L;, L, sont les quantités (g) et (g bis), on trouve

, do 1 0e 1
"S,DEZ‘ZS‘“]‘ 0—N2]2d57
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L’égalité (3 bis) devient alors

b on - BV (m—
e [r=3- (%) (0
on Ry\3
L2 ._<_-> (N~
[ R} P
()
—|P = 2L (= P
[ Ri <P’

0 [(M%—n—Dsindg cosf +<N +
\ e

DANS UN CHAMP UNIFORME.

%)] sin cos )

% Jsinu‘gsin@

%)] cosd

FZ—tSllluSl[l()—l—( ——gi)cosio] -Q

== p(Fsinycosh + Gsindsind + Hcosd) + K.

Cette égalité sera identiquement

satisfaite sl nous avons

_L\I(1+é4 f) —gn/cli%:
G_N<1+§ﬁk>_§ﬁ/c%,
H:P<1+ *n/c>_-§rlcﬂﬂ?,

o :—éﬁkR%M—'—m <I—§’E/{>7

0=—fziRiN =0 (x+§wk>,

0 :—g'rr/ng P+p <I—’.—-§’El€>:
Q=K.

| I+;‘1T/f
bl
"= . 1+§—/~ — s (i) 5—"’->3F7
( 3 ul\)( 3 T I.> 2(3- T m) <1{1
(1) )
I 2 kR3
m= 3 _ F
L 8 k) — (:’l-~2“}'3

\ <I+§’ﬂ?/\> <1—+—37c/\> 2 3“/l> (1{1)

et des valeurs analogues pour N,

n, P, p. On trouve ainsi que la
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fonction v a pour valeur, en tout point compris entre les deux
sphéres,

<I+—‘l ]L>|O+i'ﬂ'/ -li,?
3 P2

4 3.\ Ra\3
<1+§ /)( m) <§ﬂ> (R)
ou bien, en coordonnées cartésiennes,
£ 2 3
. ;ﬁ;l.[_._"‘_}
? (%4 2+ 5%)°

/ 4. 8 4 R,
(l + 3’ ;/\)(I—r‘g »L)""z(g n./(> :Rl>

\

(FsindcosO—+ Gsindsin®+ Heosd) 4+ K,

O =

Tl

(12) p=K+ (Fz+ Gy-+ Haz).

De la, par les égalités (2), on déduira les composantes o, 1b, €
de 'aimantation en tout point de la masse de fer doux.

2 2. — Action de la sphére creuse hors de sa masse.

Aprés avoir déterminé 1'état magnétique d’une sphére creuse
placée dans un champ uniforme, proposons-nous de déterminer
Paction que cette sphére exerce sur un pdle magnétique placé hors
de sa masse; ce pole peut se trouver a 'intérieur de la cavité que
renferme la sphére creuse, ou en dehors de cette sphére.

La fonction v nous étant connue par 'égalité (12) en tout point
de la masse de la couche sphérique, nous ferons usage, pour dé-
terminer la valeur de cette fonction en tout point étranger & cetle
couche, de I'égalité (3), qui peut s’écrire

1 /00"
(13) c;)f@—i—/lSE(a?J)P:Rl kSr2< >p P“ng_.o.

Soit O la fonction potentielle magnétique de la sphére aimantée;
la définition de la fonction » nous donne

o+®+0V=o,
ou bien

(13 bis) «t):/fsr‘_C%’) ) dsl_kS%(%’> s,
1 p=n, 2 ¥/p=Rs

Dans ces égalités (13) et (13 bis), les quantités <f;—:> et
p=R

0w , ) .
: sont calculées en prenant pour o Uexpression (12).
92/ p=R, !
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Au lien de déterminer ¢ par I'égalité (13), nous déterminerons
O par Uégalité (13 bis). Pour les valeurs de p supérieures & Ry,
I’égalité (13 bis) noas définira la fonction potentielle magnétique ©
de la couche sphérique en un point (p, 9, ¢) de 'espace illimité
situé en dehors de cette couche. Pour les valeurs de p inférieures
a R,, 1'égalité (13 bis) nous définira la fonction potentielle ma-
gnétique O de la couche sphérique en un point (p, 6, ¢) de la
cavité que limite cette couche.

Posons
8 8 R,
N 1—1—57\:/\—:—37:&(3—1)
1= 4 8 4 2 /R, \3
gy 2 Ly S BN . 2
<I+§7tl.><l L 37'/> 2<31rk> (Ri)
(14)
16
1——mk
Ay = 3 :
A 8 1 oV BV
<1 , 3.Jc><1+§7:/1>—2(§1r/l> <R_1)

et I’égalité (12) nous donnera

<d—?> = A{(Fsind cost + Gsind sinf +~ Hcosd),
()p P=R|

(%‘2) = Ay(F sind cosd + G siny sin6 -+ H cosd).
p=R:

Ces égalités nous donnent

© :lfj A, SF‘smq”:ose—i—Grsmq;smf)—f—Hcoquds1

1

__Agstim‘gcosﬁ+Gsin¢sin6+Hcos¢ as, |

Ta

Soit T Paction magnétique en un point du champ, action dont
la grandeur est donnée par
1
(15) T =(F2+ G? + H2)?,

L’égalité précédente pourra s’écrire

©=kT) A, S cos(R, T) - dS,
[R}+ p2—2pR cos(p, R)J®
cos(R. T)
— A, - dS, {.
S :

[R2+ p*— 2pRq cos(p, R)]

Une transformation semblable & celle qui a été employée au
D. — IL 10
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paragraphe précédent permet d’écrire

* sinu cosw

5 du
o (Ri+p*—2pR;cosu)?

-—R‘lA/ﬂ sini cosu
T 0 (RZ;—FP“!—QPRQCOSM)%du :

Pour pousser plus loin le calcul, il est nécessaire de distinguer
les points situés dans la cavité qu’'enferme la couche sphérique de
ceux qui sont situés dans I’espace illimité.

Si le point (p, 8, &) est situé dans I’espace illimité, on a

O =ankT cos(p, T)[ RIA,

(16)

R, < Ry << g
et I’égalité (16) donne pour O I'expression

: 5_ A,R?
0, = = kT cos(p, T)“‘*—‘R"FﬂﬁA-R2

b

[SLT RSN

qui peut encore s’écrire, d’aprés les égalités (14),

i <1+§wk>(R§—R§)
Ve= =7k

I o B s B OO

Fsinbcosd + Gsindsinh+ Hcosd
o

Si le point (p, 8, ¢) est situé dans la cavité-qu’enferme la sphére

creuse, on a
p << Ry << Ry,

et I'égalité (16) donne pour O ’expression
V= —g—-r:/cT cos(p, T)(A;— Ay)p,

qui peut encore s'écrire, d’aprés les égalités (16),

8 y/ -4—<RQ>3
4 3'41(' { 'R—; -l
'(9,':—11/( - - —
3 <1+31r/c)(1+§7'/c —2 4ok) (Re)?
3 37 '3“) (E‘,)

X (F sing cosh + Gsind sin® + H cosd)p.

(18) s
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Dy 4o
Posons, pour abréger,
g'nk

(19) P
14 —,J,—*n:/c

et nos formules (17) et (18) deviendront

w(t-+ (R} —R3) Fsindcosh 4+ Gsin¥sinf +— Hecosd

Ve = 3 2 ’
1+(¢—2(¢2<%2> e
1
3
2.2 [I—<%> ]
V= 1&; - (Fsind cosd + Gsing sinb + Hcosd)p
1—’.—9—21&‘3({‘—'—

ou bien, en coordonnées cartésiennes,

. _ w4+ p)(R}—RE) Fz+Gy-+Hsz
(17 bis) Ve = i,

3 Et
1+p—zpz<m> (x? + y% + 32)?

o= (2]

(18 bis) Vs = - oG (Fz+ Gy +~Hz).
1+p.—z;ﬂ<R—2>
1

2

Ces formules donneront, par différentiation, les composantes de
laction magnétique exercée par la sphére creuse en un point
étranger 4 sa masse et situé soit dans I'espace illimité qui lui est
extérieur, soit & l'intérieur de la cavité qu’elle renferme.

Discutons les conséquences les plus remarquables de ces deux
égalités (17 bis) et (18 bis).

Nous avons vu, au Chapitre précédent, que la quantité w diffé-
rait trés peu de l'unité pour les diverses espéces de fer doux. Si,
comme premiére approximation, nous faisons u =1 dans 1'égalité
(17 bis), nous trouvons

. R}
Ve= ————— (Fz + Gy + Hs).
(xZ +)/2 —+ zﬁ)'.‘.

La fonction polentielle magnétique, dans l’espace illimité ex-
térieur a la sphére, devient indépendante du rayon R. de la cavité.
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148 LIVRE VIII. — LA THEORIE DE POISSON.
Ainsi, si p. était rigoureusement égal 4 I'unité, une sphére magné-
tique pleine et une sphére magnétique creuse ayant méme rayon
extérieur exerceraient la méme action magnétique dans I'espace qui
les environne. Barlow ('), qui avait reconnu ce fait par expérience,
P'avait interprété en admettant que les fluides magnétiques se por-
tent & la surface des corps aimantés. La véritable interprétation
fut donnée par Poisson (2).

La quantité p est, en réalité, un peu inférieure a l'unité. Si
nous posons

P':I_t.:
I'égalité (17 bis) deviendra
R 2R3+ R3
(2?4 y2+ 52)° ! 2

On voit sans peine que cette valeur de O, différe d’autant plus
de la valeur limite qu'elle prend pour { = o ou p. =1 que R, est
plus voisin de R,. La sphére creuse n’exercera donc a I'extérieur
la méme action que la spheére pleine que sila cavité qu’elle ren~
ferme n’est pas trop grande. C’est, du reste, ce qu'a observé
Barlow.

La formule (18 bis) nous montre que le champ engendré par
une sphére creuse a 'intérieur de la cavité qu’elle renferme est un
champ uniforme dont les lignes de force ont la méme direction,
mais non le méme sens que les lignes de force du champ par lequel
la sphére est aimantée. Les intensités de ces deux champs sont
dans un rapport constant ’'une avec Pautre. Ce rapport serait égal
4 l'unité si p était égal & V'unité; p. différant peu del’unité, on voit
que le champ engendré par la sphére creuse a I'intérieur de la
cavité qu’elle renferme a sensiblement la méme intensité que le
champ dd aux actions magnétiques étrangéres. Une aiguille ai-
mantée, suspendue 4 l'intérieur d'une semblable cavité, est sen-
siblement astatique.

Si nous posons

p=1—%

{*) BArLow, An essay on magnetic attractions. 2° édition Londres, 1823.
(*) Poisson, loc. cit.
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() Jeed

On voit que l'aiguille magnétique enfermée dans une sphére
creuse sera d’autant plus voisine d’étre astatique que I’épaisseur
de la couche de fer doux qui forme la sphére sera plus grande.

Pégalité (18 bis) deviendra

Vi=(Fxz+ Gy +Hz)
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CHAPITRE 1V.

AIMANTATION DANS UN CHAMP QUELCONQUE. METHODE DE BEER.

§ 1. — Aimantation dans un champ quelconque.

Nous venons d’exposer la solution, donnée par Poisson pour
quelques cas particuliers, du probléme de 'aimantation par in-
fluence dans un champ magnétique uniforme. A ces exemples, 1l
conviendrait de joindre I'étude de I'aimantation prise dans un
champ uniforme par une masse comprise entre deux ellipsoides
homofocaux. Cette étude a été donnée récemment par M. Green-
hill ().

L’étude de aimantation dans un champ magnétique uniforme
présente un haut intérét, car elle donne les lois de ’aimantation
parla terre. C'est & cette étude que 'on doit la solution d’an pro-
bléeme dont l'intérét pratique est considérable, le probléme de la
régulation et de la compensation des compas & bord des navires.
Ce probléme, entamé par Barlow et par Poisson, a été compléte-
ment résolu par Sir W. Thomson (?).

Toutefois, le probléme de ’aimantation dans un champ ma-
gnétique uniforme n’est qu'un cas trés particulier du probléme
général de 'aimantation par influence; il nous faut maintenant
dire quelques mots des efforts entrepris pour résoudre ce dernier
dans toute son étendue.

Par 'emploi des fonctions sphéricues, Poisson (*) est parvenu

(1) GREENHILL, Sur le magnétisme d’un ellipsoide creuzr (Journal de Phy-
sique pure et appliquée, t. X, p. 204; 1881).

(*) Voir a ce sujet : A. CoLLET, Traité théorique et pratique de la régulation
et de la compensation des compas, avec ou sans relévement; Paris, 1886,

(%) PorssoN, Meémoire sur la théorie du magnétisme, § 11 (Meémoires de
UAcadémie des Sciences pour 1821-1822, t. V, p. 247).
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a déterminer I'aimantation qu'une sphére pleine ou creuse prend
dans un champ quelconque. M. F.-E. Neumann (') a rendu cette
solution plus parfaite et en a fait diverses applications.

M. F.-E. Neumann (2) a étendu a un ellipsoide de révolution
quelconque la méthode par laquelle Poisson avait déterminé I'ai-
mantation prise par une sphére dans un champ magnétique quel-
conque.

Si I'on fait croitre indéfiniment le grand axe de Vellipse méri-
dienne en laissant fixe le centre et le petit axe, Iellipsoide de
révolution se transforme en un cylindre indéfini; mais, en géné-
ral, les formules de M. F.-E. Neumann perdent toute signification
lorsque I’excentricité de 1'ellipse méridienne crojt au dela de toute
limite; Paimantation du cylindre de révolution indéfini est donc
un probléme qui doit étre traité directement. Clest ce qu’a fait
G. Kirchhoff (3) dans un important Mémoire que nous aurons
plusieurs fois occasion de citer.

Lipschitz (*) a résolu le probléme de I'aimantation prise, dans
un champ quelconque, par un ellipsoide & trois axes inégaux.

Le probléme de I'induction magnétique de deux sphéres sou-
mises & des actions données a été traité par M. Chwolson (%) et
M. Carl Neumann (¢).

Les solutions de ces divers problémes sont trop compliquées
pour qu’il nous soit possible de les exposer ici. Nous nous con-
tenterons d’indiquer un trés beau théoréme, di & M. F.-E. Neu-

(*) F.-E. NEuMANN, Vorlesungen tiber die Theorie des Magretismus, nament-
lich iiber die Theorie der magnetischen Induction; Leipzig, 1881.

() F.-E. NEuMANN, Entwickelung der in elliptischen Coordinaten ausge-
driickten reciproken Entfernung seweier Punkte in Reihen, welche nach La-
place’schen Y™ fortschreiten; und Anwendung dieser Reihen zur Bestimmung
des magnetischen Zustandes eines Rotations-Ellipsoides welches durch ver-
theilende Krifte erregt ist (Journal de Crelle, t. XXXVII, p. 21; 1848).

() G. Kircauorr, Ueber den inducirten Magnetismus eines unbegrenzten
Cylinders von weichem Eisen (Journal de Crelle, t. XLVIII, p. 348. Kirchhoff’s
Abhandiungen, p. 193).

(%) Lipscaitz, Determinatio status magnetict viribus inducentibus commoti
in ellipsoide (Dissertation; Berlin, 1853).

() Cawourson, Ueber das Problem der magnetischen Induction auf zwel
Kugeln ( Schiomilel’s Journal; Jahrgang XXIV, p. 4o).

(¢) CArL NEUMANN, Hydrodynamische Untersuchungen nebst einem Anhange
itiber die Probleme der Elektrostatik und der magnetischen Induction; Leipzig.
1883.
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mann ('), par lequel on peut déterminer immédiatemenl le mo-
ment magnétique pris par un ellipsoide quelconque sous 'action
d’un champ quelconque.

Si &, ¥b, € sont les composantes de 'aimantation au point
(z, y, ) d'un corps, le moment magnétique de ce corps a pour

composantes [ Livre VII, Chap. I, égalités (13)]

A= [ do, B:fwado, C:f@dv.

Si le corps est un corps parfaitement doux aimanté par influence,

nous avons [ Livre VIII, Chap. I, égalité (g)]

9
o=k, w2, o242
oz 03

et, par conséquent,

() A= /ff—dv, B_kj 22 o, czkfg_‘fdv.

L'identité de Green nous permet de transformer ces expres-
sions. Si U et V sont deux fonctions réguliéres dans I'espace
considéré, si dS est un élement de la surface qui limite cet es-
pace, on a

oU oV
S vava _fuoz P ” ~S g
Faitsons, dans cette égalité,
U=ua, V=0

et remarquons que la fonction ¢ est harmonique a 'intérieur du
corps aimanté, nous aurons, en désignant par &, 7, { les coordon-
nées d’'un point de I'élément dS,

do K4
f o =— Q55 ds

et, par conséquent,

(2) kngds

(*) F.-E. NEUMANN, Vorlesungen iber die Theorie des Magnetismus, § 43;
Leipzig, 1881,
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Revenons maintenant a I'équation [Livre VIII, Chap. I, éga-

1ité (12)]

1 do

r d\l a8 = o,

W g —k§2
qui a lieu en toul point (z, ¥, 5) intérieur au corps. Dans cette
égalité, ® est la fonction potentielle magnétique des masses
étrangéres a 'aimant, » est la distance du point (z, ¥, z) an
point (&, 1, ) de 'élément dS.

De cette égalité, on déduit

Ny do . Jdo r _
T T as TN, T B0

o r
f—clv f—dv ./S()Nz —dev_o,

ce qui, par un changement dans l'ordre des intégrations, peut
s'écrire

ﬂ)]
Iy " do ) 1)9( / °r
f—%d '/%dv—lt N, %dv dS =o.

\Nes

ou bien

Mais

en sorte que 1’égalité précédente peut s’écrire

fow /_dv Yo OV o
aN; O ’
V étant la fonction potentielle ordinaire d’une masse homogéne
ayant méme forme que l'aimant.
Dans le cas ot 'aimant a la forme d’un ellipsoide, cette égalité
se simplifie. Dans ce cas, en effet, on a [Livre I, Chap. VI, éga-

lités (15)]

I)Vﬁ oL a
gz
'A%
@————21‘1]7
()" T
—X;—ZN:,
(23
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L, M, N étant [ Livre I, Chap. VI, égalités (13)] trois constantes
X, @, v, pour les points intérieurs & I'ellipsoide, et trois fonctions
de z, y, 5, pour les points extérieurs.
L’égalité précédente devient alors
0w do Jdo
o+ [[Zdv—akx Gt gEds =o.
o dy f()x P 13 aN; dS = o

En vertu des égalités (1) et (2), cette égalité nous donne la pre-
miére des trois relations

_ k o
e 7ol
/o 2}
(3) B:——/— _d_}“_ v,
P —ahkp) dy
- 5
C:———-—-]—— ,(ZE‘_)d(y.
1+2kv ) 0dz

Les deux derniéres s’obtiennent d'une maniére analogue. Ces
égalités fournissent immédiatement les composantes du moment
magnétique pris par un ellipsoide de fer doux dans un champ
donné.

Dans le cas ou I'ellipsoide se réduit & une sphére, on a

)\:l')_:\/:: T,

SH RS

et les égalités précédentes deviennent

3
A:—_Zf__f(?i)dp1
I—‘-é’r«./{ oz
"3
B % [®,
(4) ( ,4_,,/@ i
I--o A
3
S S
4 0z
I+?—’TC1”

§ 2. — Méthode de Beer.

Les travaux que nous avons mentionnés au paragraphe précé-
dent n’ont fourni la solution du probléme de V'aimantation par
influence que pour un nombre de cas extrémement restreint.
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Beer (') a donné une méthode qui permet de résoudre le pro-
bléme de aimantation par influence pour tout aimant terminé
par une surface de second rang non biétoilée. Beer s’était contenté
d’énoncer son algorithme. M. Carl Neumann (2), dont les re-
cherches sur la méthode de la moyenne arithmétique ont été pro-
voquées par la Note de Beer, a démontré la légitimité de I'algo-
rithme créé par ce physicien.

La méthode de Beer serait, dans la plupart des cas, rendue
mapplicable par la longueur des calculs. Mais elle a du moins
I’avantage de prouver, pour une classe Lrés étendue de corps,
I'existence d’une solution au probléme de I’aimantation par in-
fluence.

Nous avons vu [Chap. I, égalité (12)] que la difficulté du pro-
bléme de Paimantation par influence consistait essentiellement a
trouver une fonction ¢, vérifiant en tout point intériear & 'ai-
mant I'égalité
.. do 1
(9) W+o—k aﬁ;;dS:o,

@ étant la fonction potentielle qui définit le champ magnétique.

Au moyen de la fonction @, formons la série de fonctions

| o 0
W= Se S,

(6) 0 1
W' = TI: S @'—’T\Z_ ds,

Si la surface qui limite le corps magnétique est une surface de
second rang non biétoilée, nous savons (Livre II, Chap. IX, § 5)
que la série

W+ Q4 Q'+ Q"+, ..

sera uniformément convergente. Pour un corps magnétique ou

(*) A. BEER, Allgemeine Methode zur Bestimmung der elektrischen und
magnetischen Induktion ( Poggendorff’s Annalen, Bd. XLVIII, p. 137; 1856). —
Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre von Magnetismus und die Elektro-
dynamik, p. 158 et suiv.; Brunswick, 1865.

(*) C. Neumann, Untersuchungen iiber das logarithmische und Newton'sche
Potential, Ch. VI; Leipzig, 1877.
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paramagnétique, mais non diamagnétique, absolument quelconque,

la quantité
4wk
[ Y

est un nombre positif et inférieur a 1. La série

l—- ITA r ~/|7fk >2 7 < /|’TEA’ 3 o
4= [0+ Ao e (ZE e (S ) e

sera aussi une série convergente.
Mais, d’aprés 1'identité de Green, on a

N AR
b= —w)= Q3¢ as,
. o’

7 (@' — @) = d_;‘a ! s,

d I/
4R(K ’II_ lel): dll? ;(ls
i

Multiplions les deux membres de la premiére de ces égalités

les deux membres de la seconde par (—4—M——>2;

par +4 /(’ I'*—;/'TT/\'

et ajoutons-les membre 4 membre. Nous trouverons

k dyl

!
’IT/CHJ—*_I—{—._;‘T‘/( oN; r @5 =o.

W+ v
I+ 4

Si donc nous posons

&) ey

la fonction ¢, déterminée par les égalités () et (8), vérifiera I'é-
galité (5) ~ tout point intérieur au corps aimanté.

La fonction ¢ étant ainsi déterminée en tout point du corps
aimanté, les composantes de I'aimantation seront données par les
égalités

d%:kt‘:—;‘;, ﬂb:kg—f/, e=k aﬁ
Pour les points cxtérieurs au corps aimanté, la fonction ¢ sera
déterminée par ’égalité (5)
do 1

- dS.

c?:_@-*—k ()N,‘I‘
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Au lieu de déterminer la fonction 9, on pourra déterminer la
fonction potentielle magnétique © du corps aimanté. La défini-
tion de la fonction ¢ donne

o=—(®+0)

L’égalité précédente devient done

:_kSc)Nl r

En vertu des égalités (7) et (8), cette derniére formule devient

ok 0 Gk 0@ 4k >2o@"$ 1
(9) Um:Mr/cS[-(E_'_l—e—lrn:/c 1\1+<[—i—_'i‘n?/( ON; :I;dS

La couche ficlive équivalente au corps aimanté a donc pour
densité superficielle

Lk [09_ _hzk 0@ dzk \ow'

4wk ON; | \1+4mk/) ON;

La méthode de Beer s’applique, quelle que soit la valeur positive
de %, & tout corps magnétique limité par une surface de second
rang non biétoilée. M. Carl Neumann a montré que, si l'on se
donnait un corps magnétique limité par une surface quelconque,
on pouvait assigner un nombre posiuf K, dépendant de la forme
de la surface, tel que la méthode de Beer s’applique & ce corps
magnétique pour toute valeur de & inférieure a K.
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LIVRE IX.

L’AIMANTATION PAR INFLUENCE
ET LA THERMODYNAMIQUE.

CHAPITRE PREMIER.

LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE D'UN SYSTEME AIMANTE.

§ 1. — Défauts de la théorie précédente.

Nous venons d’exposer, au Livre précédent, quelques-uns des
développements analytiques auxquels donne lieu la théorie de
Paimantation par influence imaginée par Poisson. Il s’en faut bien
que les conséquences de cette théorie soient, de tout point, d’ac-
cord avec ’expérience.

Prenons les équations mémes sur lesquelles repose toute cette
théorie [Livre VIII, Chap. I, équations (2)]. &, ¥b, & étant les
composantes de I'aimantation en un point du corps parfaitement
doux, ® la fonction potentielle magnétique de ce champ, O la
fonction potentielle magnétique du corps doux, & son coefficient
d’aimantation, ces équations sont

NEIOI
“’%:“/‘<W"‘T}Z>’
00V 0@
N T L N
(1) Wy = k<d}’ o 0},)
e (99 fl‘i‘”).
ST s Jz

Multiplions par une constante arbilraire A les composantes du
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champ en chaque point, c’est-a-dire les quantités %‘g; ?; %;
multiplions aussi par la méme constante A les composantes &, v, &
de l'aimantation; cette derniére opération aura pour effet de mul-
tiplier par X la valeur de O en chaque point, et, par conséquent,
90 00 00 g
ox’ dy’ 0z

tions (1) étaient vérifiées avant cetle opération, elles le sont
encore aprés. Ainsi se trouve démontrée la proposition suivante :

les valeurs en chaque point de donc les équa-

D’aprés lathéorie de Poisson, si un corps parfaitement doux
de forme déterminée occupe une position déterminée dans un
champ dont les lignes de force ont une. forme déterminée,
son “aimantation varie proportionnellement a ('intensité du
champ.

L’expérience montre, au contraire, que, lorsque I'intensité du
champ angmente au dela de toute limite, 'aimantation du fer doux
tend vers un état limite que I'on nomme 1'état de saturation.

La contradiction qui existe entre la théorie de Poisson et I'expé-
rience peut également se manifester de la maniére suivante, qui
n’est qu'une autre forme de la précédente.

Supposons que 'on détermine le coefficient d’aimantation & du
fer doux par la méthode indiquée précédemment [Livre VIII,
Chap. II, § 3). Au lieu de trouver, comme valeur de %, un nombre
indépendant du champ magnétique employé a I'aimantation du fer
doux, on trouve un nombre qui varie avec ce champ et qui est
d’autant plus petit que le champ est plus intense.

Les équations (1) qui représentent, dans la théorie de Poisson,
les conditions de I’équilibre magnétique, ne peuvent étre conser-
vées, du moins en général. G. Kirchhoff ('), dans une remarque
qui termine son beau Mémoire sur I'aimantation d'un cylindre in-
défini, a montré comment on pouvait modifier ces équations. Au
coefficient d’aimantation constant £, il a proposé de substituer une
Jonction magnétisante F () variable avec I'intensité oL de 1'ai-

() Kircunorr, Ueber den inducirten Magnetismus eines unbegrenszten Cylin-
ders von weichem Eisen. Anhang (Crelle’s Journal, Bd. XLVIII, p. 348; 1854. —
Kirchhoff’s gesammelte Abhandlungen, p. 217).
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mantation. Les égalités (1) sont alors remplacées par les sui-
vantes :

Jb:—l‘(é)]u)(%— %‘g)
2) = _F(:)n)(‘;i) "@)
& ——Fom) <o( @)

Le corps est magnétique ou paramagnétique sila fonction F(1)
est positive; diamagnétique, si la fonction F (910) est négative.

G. Kirchhoff a montré comment on pouvait, une fois ce point
de départ donné, réduire l¢ probléme de I’aimantation par influence
a 'intégration d’une équation aux dérivées partielles. Nous exami-
nerons cette réduction dans un Chapitre ultérieur, et nous verrons
que les équations données par G. Kirchhoff ne sont plus, comme
les équations de Poisson, en désaccord avec ’expérience.

Les équations (2) sont introduites d’emblée par G. Kirchhoff
comme une hypothése premiére que ne justifie aucune considéra-
tion préliminaire; or elles sont assez complexes pour que cetle
hypothése, que rien ne prépare, rebute quelque peu Pesprit.
D’autre part, il est fort difficile d’en trouver des vérifications
expérimentales qui ne soient pas trés indirectes et détournées. Il
serait donc désirable de déduire les équations (2) de quelques
hypothéses plus simples; c’est ce que la Thermodynamique (') va
nous permettre de faire; elle nous fournira, en outre, 'explication
d’un grand nombre de phénoménes qui se relient directement ou
indirectement & I'étude de 'aimantation parinfluence. Nous allons
donc, en nous aidant de la Thermodynamique, reprendre ’étude
des systémes aimantés a partir de ses premiers principes.

§ 2. — Le potentiel thermodynamique interne d’un systéme aimanté.

Un corps aimanté est défini par la connaissance de la valeur et
de la direction que prend, en chaque point de ce corps, une cer-

(*) P. Duney, Theorie nouvelle de l’aimantation par influence, jfondde sur
la Thermodynamique (Annales de la Faculte des Sciences de Toulouse, t.1f,
1888).

D. — IL. 11
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taine grandeur géométrique que 'on nomme 'intensité d’ aiman-
tation en ce point.

Considérons un systéme de corps isotropes ou non qui peuvent
étre électrisés et aimantés et proposons-nous de déterminer la
forme du potentiel thermodynamique interne de ce systéme, po-
tentiel que nous désignerons par la lettre §.

Nous avons obtenu [Livre IV, Chap. II, égalité (15)] Pexpres-
sion de ce potentiel en supposant 'intensité d’aimantation égale
a o en tout point. Nous avons trouvé que I’on avait, dans ce cas,

a;T?:E(l“—TZ)-;-W—i—E 0q,

E étant I'équivalent mécanique de la chaleur;

Y I'énergie interne du systéme désélectrisé et désaiman

3 Dentropie du systéme dans les mémes conditions;

T la température absolue;

W le potentiel électrostatique;

¢ la charge qui se trouve en un point;

O une quantité qui dépend de la nature que le systéme désaimanté

présente autour de ce point; enfin le signez indiquant une som-

mation qui s’étend & toutes les charges du systéme.

L’expression du potentiel thermodynamique interne d’un sys -
téme aimanté quelconque doit, d’aprés ce que nous venons de dire,
étre de la forme suivante

(1) §=E(1~_T2)+W+299+§',

F étant une certaine quantité qui se réduit a o si l'intensité d’ai-
mantation devient égale a o en tout point. C’est la forme de cette
quantité ¥ qu'il s'agit de déterminer.

Divisons le systéme en un nombre illimité » d’éléments infini-
ment petits, de forme quelconque, que nous désignerons par dv,,
dvyy «.., dv,. Bloignons infiniment les uns des autres ces divers
éléments. Le systéme étant dans cet état, le potentiel thermody-
namique interne pourra étre pris égal i la somme des potentiels
thermodynamiques internes de chacun des éléments dvy, dvs, .. .,
dy, considérés isolément. Si nous désignons ces derniers poten-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



CHAP. I. — LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE D’AIMANTS. 163

tiels par &y, &3, ..., §,, nous aurons, lorsque le systéme est dans
cet état,

(2) §:§1+j2-l_on.+jn:

Soient Uy, Mo, ..., N, les valeurs de l'intensité d’aimanta-
tion en un point des éléments doy, dv,, ..., dv,. Nous pourrons
écrire

3)
Fn= Qn-t cT;z,

®1; 2y -+, Qn, ne dépendant pas de Iy, Ny, .. ., My, tandis que
¢, devient égal & o en méme temps que I, §, en méme temps
que M, ..., ¥, en méme temps que INLy.

Or la détermination du potentie! thermodynamique d’un sys-
téme non aimanté repose sur cette hypothése (Livre IV, Chap. I,
§ 1) que, dans I'état considéré du systéme,

E(l‘—TZ)—i—\V—:—Z 0g = @1+ Gg4...4+ 0p.

Les égalités (1), (2), (3), jointes & cette derniére égalité, moan-
trent donc que, lorsque les divers éléments du systéme sont infi-
niment éloignés les uns des autres, on a

g’:ﬁ'l—l—-éf"g—}—...—i—j;;.
On a done, en général,
) F=Fl+For... 5,5

§" dépendant de la disposition des divers éléments du systéme les

uns par rapport aux autres et devenant égal & o quand tout le
systéme est désaimanté.

Nous pourrons toujours écrire, au moins d’'une maniére,
(5) §=F - Fyre .+ 5,
¥ devenant égal 2 0 en méme temps que I, &, en méme temps
que s, ..., §, en méme temps que IN,,. Nous supposerons que,
parmi les diverses formes que l'on peut donner & une semblable

égalité, il en est une vérifiant une Aypothése que nous allons
énoncer.
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Pour la commodité du langage, dans I'énoncé de cette hypo-
thése, nous nommerons la quantité §; potentiel magnétique du
systéme sur ’élément dv,, la quantité &, potentiel magnétique
du systéme sur I'élément do,,

Imaginons que, sur élément dv,, nous placions des quantités
positives ou négatives fhy, pi, iy, ... d'un fluide fictif (fluide
magnétique), de maniére que les conditions suivantes soient
vérifiées :

1° On a

M= - =0,

2° 8i (z,y, ), (£, )/, '), (£, 5", "), ... sont les positions
’

n
des masses u,, w|, &7, ..., 0ona
Wz 5 e+ w4 = by dey,
Py = w y A n] = by dey,
P13 s pfs =2 dy,

Ay, by, ©, étant les composantes de Paimantation 9T, en un
point de I’élément dy,.

Une semblable distribution de fluide fictif prendra le nom de
distribution équivalente a I'élément magnétique dy,.

Il est facile de trouver une distribution équivalente a 1'élé-
ment dv,. Prenons deux points M,, M/, situés & 'intérieur de
cet élément, et tels que la direction M, M, coincide avec la direc-
tion /, de 'aimantation en un point de I'élément dv,. Placons an
point M, une masse — .y et au point M, une masse y,, la gran-
deur p, étant définie par Iégalité

(6) 1 .1\11 I\Ili - 3]11 dVi-

Nous aurons une distribution magnétique équivalente & 1’é1é-
ment dy;. On peut imaginer une infinité d'autres distributions
équivalentes.

Ces définitions posées, arrivons & 1'énoncé de 'hypothése qui
nous occupe.

Soit une distribution quelcongque équivalente & I’élément dv,,
Jormée par des masses p.,, 1y, i, ... concentrées auz points M,
M|, M), ... de cet élément. Le potentiel magnétique du systéme
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sur cet élément peut s’écrire
):
(7) Fi=th+d+d+

b, dépendant seulement :
1° De la masse p.y;
2° De Uétat du systéeme formé par les éléments do,, ..., dvp;
3° De la situation du point M, par rapport & ce systéme.
Les quantités &, V,, ... dépendent des variables correspon-
dantes.

Cette hypothése conduit tout d’abord au théoréme suivant :
La quantité &, est proportionnelle a p.,.

Ce théoréme se démontre sans peine en remarquant que, si, dans
une distribution équivalente & I’élément dv,, deux masses py,
sont situées en deux points M,, M| dont la distance est infini-
ment petite par rapport aux dimensions de dy;, on obtiendra une
nouvelle distribution équivalente a I'élément dy, en supprimant ces
deux masses et en les remplagant par une masse unique (. —+ )
placée au point M,.

On peut donc écrire

I ;
(8) ".JIZ ;‘P-l\?h

©, dépendant seulement du systéme des éléments do,, ..., doy,,
et de la position du point M, par rapport & ce systéme. ©Q, est ce
que nous nommerons la fonction potentielle magnétique du
systéeme au point M,.

Supposons que nous considérions la distribution fictive parti~
culiére a laquelle se rapporte I'égalité (6). Le point M, a pour
coordonnées x,, ¥4, 4; le point M, a pour coordonnées

da, d ds
xﬁ-Wu N 3’ M“\I zi+ﬁlM M.

Au point M, la fonction potentielle magnétique du systéme des
éléments dvs, ..., dv, a pour valeur
= Q1(@1, 1, 51)-
Au point M), elle a pour valeur

()f)( dz'l 0‘91 d,}/l d'@ d«q

S —= O A St i/
1 “+<ax1 a; 3, dh T 9e, dl

>MIM’ .
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D’ailleurs, les égalités (7) et (8) donnent
7 1 r
= S (0 — O,
ou bien, en vertu de la derniére égalité,

o
cjl——g

1 /00y dzy | 009, dyy 00, day —
(;x—; A T Al Tzl) - My M

Si Pon tient compte de 1'égalité (6), on trouve

o 1 A A 0_\()1 A
(9) &y = 2 ('A"i ().Z’l -+ Ud[ ())/1 = <1 ()Zl d‘)l'
Occupons-nous maintenant de la détermination de la fonc-
tion ©y.
A D'égard de cette fonction, nous ferons les hypothéses sui-
vantes :

1° La fonction Q, peut s’écrire de la maniére suivante
{10) V1= 015+ V13+...+ Oy,

Vyy dépendant uniquement des paramétres qui définissent
Délément doy et sa situation par rapport & My;

2° Soit une distribution fictive quelconque, équivalente &
Délément dv,. Elle est formée par des masses p.a, Py, Wy, ... de
Auide magnétique concentrées en des points Ma, My, My, .. ..

On peut écrire

(11) V== Y12+ Yo+ Lo+ s

Y12 dépendant uniqguement de la masse p, et de la situation
respective des deux points M,, M,.

Par une démonstration analogue a celle qui nous a servi a éta-
blir I'égalité (8), nous prouverons que 7y, est proportionnel & .
D’ailleurs, la situation respective des deux points M,, M, dépend
uniquement de leur distance r,. On aura donc une égalité de la
forme

(12) Y12= L C?("iz)'

Parmi les distributions fictives équivalentes & 1'élément dp,,
considérons-en une analogue a celle & laquelle 1’égalité (6) se rap-
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porte. Le point M, a pour coordonnées s, ¥, 3; le point M), a
pour coordonnées

, clzrg

’ dys ’ 2
Ty = & ll l\lgM’z, Ye=Ys+ dlg 1\’12[\/12, By == B+ ;/Z; 1\121\’1’2
Si donc on a
MMy = 7y,
on aura
TR /()7'12 dzr:g , C)I‘w dyg ()7‘1-) du') 7
MM, = 7y = rig+ (2)3«— & o dh Y 9m dh)\laM .
Or les égalités (11) et (12) donnent
Viz= palo(r)s) —9(r2)],
ou bien, en vertu de la derniére égalité,
. do(ry) do, N 99(rs) dys | 00(ry) daz, —_—
D1 = [ dxs AL, Oy,  dl, T 0z dzg] pa- My M.

Comme d’ailleurs, d’aprés 1’égalité (6)

Mg le 1\'1/; = Q]Ll d"z,
on a

(13)  Op= Id% ‘M qﬂ,g‘)%("”) +e.,‘)‘~’“‘9‘] oy,

23 24 T 03,

les égalités (10) et (13) donnent

| o= ”Jb 280 oyt || s 220000 |
I o |7
d‘?(rin)
( +l don 221

Les égalités (5), (9) et (14) ne laissent plus & déterminer, dans
Iexpression de la quantité &, que la fonction ¢(r).

Lorsque I'on déplace les uns par rapport aux autres les divers
éléments dv,, dva, ..., dv, du systéme, sans changer la forme,
I'aimantation ni I'état de chacun d’eux, chacune des quantités &,,
§,, ..., &, demeure invariable. Dans une semblable modification,
la variation de la quantité & se réduit & la variation de la quan-
tité §’. Dés lors, le principe des déplacements sans changements
d’état nous conduit sans peine au théoréme suivant :

Les forces qui s’exercent dans un systéme aimanté inva-
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riable d’état et d’aimantation s’obtiennent en adjoignant
aux forces qui agiraient dans le systéme non aimanté un
groupe de forces ayant pour potentiel la quantité §" définie
par les égalités (5), (9) et (14).

Soient, en particulier, deux aimants A,, A, dont chacun est
invariable de forme, d’état et d’aimantation, mais qui peuvent se
déplacer 'un par rapport a I'autre.

Soient

dv; un élément de volume de 'aimant A, ;

(%1, 1, 51) un point de cet élément;

dv, un élément de volume de I'aimant A,;

(22, ¥2, %2) un point de cet élément;

¥, la fonction potentielle magnétique de ’aimant A, ;
0, la fonction potentielle magnétique de aimant A.,.

00,

90,
s oo

- ()Zb"_)

11 est aisé de voir que la partie variable de 5" se réduit &
' dVﬂ,

I.f dV1+£f )
2 Jy, 2 Jy, I

en sorte que cette quantilé peut servir de potentiel aux actions
mutuelles des deux aimants.
On a d’ailleurs identiquement

oy

002 o0,

R'()a

l oﬂm dV1 =

doq,

Az

en sorte que le potentiel mutuel des deux aimants A,, A, peut
prendre I'une des deux formes équivalentes

gt):f d91—f
Ay As

C’est le résultat auquel nous sommes parvenus, par une tout
autre méthode, au Livre VII, Chapitre I, égalités (10) et (10 bis).
On pourrait done replacer ici tous les développements déduits de
cette égalité et qui constituent le Livre VII tout entier. En parti-
culier, les expériences de Gauss, exposées au Livre VII, Cha-

00,
oxy

90,

d.z'2 dvs.

oy oy

pitre II, nous conduisent & prendre

cp(r) = ;.
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L’égalité (14) nous montre alors que la fonction potentielle
magnétique ¥ (z, ¥, 5) an point (z, y, 5) pourra s’ écrire
T

I
— ! dv,

(15) Oz, y,5) = b

(E,n, §) étant un point de 'élément dv, (4,1, €) I'aimantation
en ce point et la sommation s’étendant A tous les éléments de
volume du systéme. Elle sera identique & la fonction potentielle
magnétique étudiée au Livre VII, Chapitre III.

Les égalités (5) et (9) donneront

(16) Fr= “f{

(z,y, ) étant un point de I'élément do et (A, 1, ) 'aimanta-
tion en ce point; l'intégration s’étend a tout le systéme. Cette
fonction § ne différe pas du potentiel magnétique ¥ défini et
étudié au Livre VII, Chapitre I[I. Dorénavant, nous remplacerons
le symbole §” par le symbole 3.

Les résultats que nous venons d’oblenir suffisent, comme nous

A -—

o ”

'avons déja fait remarquer tout & 'heure, pour qu’il soit possible
de reprendre tous les développements qui forment le Livre VII;
mais, pour pousser plus loin, il nous faut déterminer la forme des
quantltes F, Ty ey &)
¥, dépend de tous les paramétres qui définissent -1'élément dv,

considéré isolément. Cet élément, dans le cas le plus général, n’est
pas isotrope; les diverses directions que 'on y peut tracer se dis-
tinguent les unes des autres; supposons-les rapportées a un cer-
tain triédre de référence invariablement lié¢ & la substance de 1’é16-
ment, le triédre des azxes principaux de dilatation.

L’élément do, est défini par

1° Son volume dy, ;

2° La forme de sa surface et son orientation par rapport aux
axes d’élasticité;

3° Un certain nombre de paramétres ay, Bi, ... (sa densité, sa
température, parexemple), qui fixent son état phySIque et chlmlque

4° Les composantes A, i”h, €, de laimantation suivant les
trois axes principaux de dilatation;

5° L’état d’électrisation;
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Relativement & cette derniére classe de paramétres, nous admet-
trons, comme nous 'avons déja fait dans l'étude de 1'électricité
que, pour définir I’état de ’élément dv,, il suffit de connaitre la
charge totale ¢, d’électricité qu'il porte, sans avoir besoin de con-
naitre la distribution de cette charge.

Cette hypothése faite, nous allons démontrer en premier lieu
que la quantité ) est proportionnelle & dp, et qu’elle ne dépend
pas de la forme de la surface qui limite I'élément ni de son orien-
tation par rapport aux axes de coordonnées.

Comme la distribution de la charge ¢, que porte I'élément dp,
n’influe pas sur la valeur de §/,
proposition précédente, supposer celte charge distribuée unifor-
mément a 'intérieur de I'élément do, avec une densité solide p;.

Choisissons une fois pour toutes un cube-type, dontles dimen-
sions soient infiniment petites par rapport a celles des éléments

nous pouvons, pour démontrer la

dyy, doa, ..., do,. Divisons ’élément de, en cubes égaux au cube
type, ayant tous leurs arétes paralltles aux axes principaux de di-
latation.

L’élément dp, renfermera un nombre illimité & de semblables
cubes. Sotent dV,, d Vs, ..., dVycescubes. Soient £, £, ..., /.
ce que deviennent, pour ces divers cubes, les quantités analogues
a ;. La fonction potentielle magnétique de 1'élément do, toul
entier a pour valeur z en un point (z, y, z) de 'élément V. 11
est évident, d’aprés la définition de ), que I'on aura

j;:f’l—:—f;—n—...—:—/}t+fl ou

Jbo IZ' d V,

la sommation s’étendant a tous les éléments secondaires dV en
lesquels I'élément do, a é1é décomposé.
Mais, d’aprés ce qui a été démontré au Livre VII, Chapitre III,

la quantité

sera infiniment petite par rapport a dv,. Si donc on ne garde dans
I'expression de &, que les termes de 'ordre de dv,, on aura

s .
Fi=S1+ Lot S
ou bien encore, nos k petits cubes étant identiques entre eux,
5';'1 = kfi.

C;lﬂ d—u

p dV

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



CHAP. 1. — LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE D’AIMANTS. 171

k est évidemment proportionnel & do,; f| ne dépend ni de dy,
ni de la forme de la surface qui limite cet élément. La proposition
énoncée est donc démontrée.

Nous poserons

(17) Fh = X do,.

Nous allons prouver maintenant que %; ne dépend pas de la
charge électrique ¢, que porte Iélément do,.

La quantité &, et, par conséquent, la quantiié &, ne dépendent
pas de la distribution qu’affecte cette charge ¢, sur I’élément do;.
Divisons cet élément dv, en deux autres, dvs, dey, ayant I'un et

) doy
Pautre pour volume —=- Supposons que la charge ¢, se trouve

tout entiére dans I'élément do, et que ’élément dv; ne renferme
aucune charge.
Nous aurons évidemment

’ ’
Y+ 35

=Y,
24,
e

=/
“1

ou
)\1 dvl = )\z CZ()Q—F )\3 61937
ce qui, & cause de 'égalité

do,
dvs = dvy= ——,
2

peut s’écrire
2dy= ha—+ Az,

Or ), ne différe pas de Xy, car tous les paramétres dont dépend
la quantité A ont la méme valeur pour I'élément dp, et pour I'élé-
ment dv,. On a donc
ce qui nous enseigne que la quantité A a la méme valeur pour I'é-
lément dv, qui renferme la charge ¢, et pour I'élément dv; qui ne
renferme aucune charge. Ainsi, comme nous l’avions annoncé, la
quantité X, ne dépend pas de la charge ¢, distribuée sur I'élé-
ment v, .

Nous pourrons donc, mettant en évidence les paramétres dont
dépend ), écrive

al =
k= G(Ry, By, €, @y, By, -2 )

et, par conséquent, en vertu de I'égalité (17),

(18) Fi=CQ(R, B, € ay, Bi. ...)dv.
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Cette égalité (18), jointe aux égalités (1), (4) et (16), détermine
la forme du potentiel thermodynamique interne d’un systéme
électrisé et aimanté. Cette forme est la suivante

(19) sr?=E(1~_Tz)+“f+zeq+gy+fg(3, B, a8 ...)ds.

&y désigne le potentiel magnétique. L'intégration s’étend a tous les
aimants. On doit se souvenir que la quantité ¢ ne dépend pas des
charges électriques distribuées sur les aimants.

§ 3. — Corps hémimorphes, holomorphes, isotropes.

La fonction §(X, 3, €), dans 'expression de laquelle nous
sous-entendrons les parameétres «, B, ..., doit devenir égale & o
lorsque 'aimantation devient égale 4 o, c’est-a-dire lorsque U'on a

A=o, B=u, € =o.
On peut donc écrire

G, B, €)=2A+ud+ve
(20) -+ C?“(ﬂ, ;5, (ﬁ)ﬁz—i— !1922(21, 53, @);32—'— ?33(3, iﬁ, Q':) €2
S 200(R, B, €) BE+ 205 (R, B, €) €A +201,(%, B, €)AD,

), 1, v étant trois constantes, et les quantités ¢,, ne croissant pas
au dela de loute limite lorsque X, B, € tendent vers o.

Mais cette forme générale de G (X, B, €) subit, dans la plu-
part des cas intéressants, de notables simplifications. Elle ne
demeure exprimée par I’égalité (20) que pour les substances pour
lesquelles on peut distinguer, en chaque point, une direction de
la direction opposée. Siun cristal est formé d’une pareille sub-
stance, il sera dépourvu de centre. Il présentera cette hémiédrie
particuliére que présentent la tourmaline, la calamine, ... et que
nous nommerons I'Aémimorphie (*). C’est donc seulement pour les
substances hémimorphes que la fonction G (X, B, &) sera don-
née par la formule (20).

(*) Nous entendons ici par hémimorphie toute hémiédrie qui prive le cristal
de centre; les cristallographes donnent en général 4 ce mot une signification
plus restreinte.
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Prenons maintenant une substance holomorphe, c’est-a-dire
une substance telle qu’en chaque point une direction et la direction
opposée soient équivalentes. Si une pareille substance forme un
cristal, ce cristal aura un centre. Ce cas est, au point de vue du
géométre, un cas particulier; mais presque toutes les substances
connues rentrent dans ce cas particulier.

La fonction G (X, 3B, @) ne devra pas changer si 'on remplace
Iaimantation par une aimantation égale, mais orientée en sens
contraire, c¢’est-a-dire si I'on remplace respectivement X, B,C
par — A, — B, — €. Cette condition exige que 'on ait

)\=O, ® =0, v =20

en sorte que, pour les substances holomorphes, G(X, B, @) est
donné par la formule suivante :

) Q(ﬂ 537 QT,) = ‘?“(5‘7 %7 QT,)S\?+ (?‘23(2(7 Pﬁ> @)iﬁ?+ ?33(217 B’ QT:)@2
A - -,
(1) 2 05(R, B, €)BE 2 051 (A, B, €)X + 2 015(X, B, €) 1B.

Parmi les substances holomorphes se trouvent les substances
isotropes qui, tout en formant, au point de vue géométrique, un
cas extrémement particulier, forment, dans la nature, la classe de
corps la plus nombreuse. Pour de semblables substances, toutes
les directions sont équivalentes. La fonction G(X, B, €) ne doit
pas varier si l’on fait varier A, B, €, sans faire varier la quantité

1

N = (A2 B2 @2)2.
On doit donc avoir, d’aprés I'égalité (21),
(22) G(X, B, €) = I o(IN),
o(M) ne croissant pas au dela de toute limite lorsque 9N tend
vers o. Pour abréger, nous écrirons simplement
(23) M2 o IMV) = F(NM).
Dés lors, d’aprés les égalités (19), (22) et (23), le potentiel ther-

modynamique interne d’un systéme dont tous les corps aimantés
sont isotropes s’écrira

(24) §=E(1~_Tz)+W+Eeg+gy+f§(:nb) .

La fonction §(91L) dépend non seulement de P'intensité d’aiman-
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tation U, mais encore des paramétres o, 3, ... qui fixent 1'état
physique et chimique de I’élément dv, mais non des charges élec-

triques distribuées sur les aimants.
Le présent Livre sera consacré a I'étude des corps aimantés iso-
tropes. Nous aborderons, au Livre suivant, 1’étude des cristaux

aimantés.
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CHAPITRE II.

LES EQUATIONS DE L’EQUILIBRE MAGNETIQUE.

3 1. — Equations fondamentales de Paimantation par influence,

Nous allons, dans ce Chapitre, chercher & déterminer la gran-
deur et la direction de 'aimantation en chaque point d'un corps
dénué de force coercitive, ou parfaitement doux, soumis a
Paction d’aimants permanents. Commencons par définir ces deux
mots d'une maniére précise.

Considérons un systéme renfermant un corps susceptible de
s'aimanter et cherchons & quelles conditions le travail non com-
pensé, effectué dans une modification isothermique virtuelle quel-
conque de ce systéme, sera nul ou négatif; parmi ces conditions,
qui sont les conditions d’équilibre fournies par la Thermodyna-
mique, nous en trouverons qui expriment la proposition suivante :
L’aimantation a, en chaque point du corps considéré, une certaine
grandeur et une certaine direction. Si, en chaque point du corps,
'aimantation a cette direction et cette grandeur, cette aimantation
ne peut plus subir aucune variation; I'équilibre magnétique est
absolument établi.

Mais, un corps étant placé dans certaines conditions, il pourra
se faire que I'équilibre magnétique ne s’établisse sur ce corps
qu'au bout d’un temps plus ou moins long; il pourra se faire que,
pour certains corps, ce temps soll extrémement long, en sorte
que, pendant un temps appréciable, I’aimantation de pareils corps
demeure sensiblement indépendante des conditions dans lesquelles
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ils sont placés. On est conduit ainsi & définir deux formes limites
de corps magnétiques.

Nous dirons qu'un corps est parfaitement doux ou qu’ilest
dénué de force coercitive, si, en toute circonstance, 'aimanta-
tion en chacun des points de ce corps prend, au bout d’un temps
trés court, la grandeur et la direction indiquées par la Thermo-
dynamigque.

Au contraire, nous dirons qu’un aimant est permanent si 1'ai-
mantation en chaque point conserve une grandeur et une direc-
tion invariables en quelque circonstance que cet aimant se trouve
placé.

Les aimants permanents et les corps parfaitement doux forment
les deux limites extrémes de la série des corps magnétiques. 1l va
sans dire que tous les corps magnétiques que nous présente la na-
ture viennent se ranger entre ces deux limites, sans jamais réaliser
complétement ni U'une ni l'autre d’entre elles. Néanmoins, ces
deux limites correspondent aux seuls cas dont I'étude théorique
puisse étre faite complétement; nous pouvons étudier compléte-
ment les aimants permanents parce que leur état magnétique peut
étre censé donné arbitrairement, el les corps parfaitement doux
parce que cet état est défini & chaque instant par les propositions
de la Thermodynamique.

Envisageons un systéme formé d’aimants permanents et de
corps dénués de force coercitive.

En un point (z,, ¥4, 5;) de ces derniers, 'aimantation a pour
composantes by, ¥by, Sy. On peut imaginer que, sans changer la
position, le volume, la forme, I'électrisation, 1’état physique ou
chimique des divers corps qui constituent le systéme, on fasse, an
sein d'un élément dv,, varier &, Vb, €, de quantités infiniment
petites arbitraires G.by, b, 62. L’équilibre sera établi sur le
corps parfaitement doux, si cette variation isothermique n’en-
traine, pour le systéme, ancun travail non compensé.

Tous les corps du systéme demeurant invariables de volume, de
forme et de position, les forces extérieures appliquées au systéme
n’effectuent aucun travail. Le travail non compensé effectué se
réduit alors a la variation changée de signe du potentiel thermo-
dynamique interne.

Ce dernier est fourni par I'égalité (24 ) du Chapitre précédent;
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il a pour valeur, en conservant les notations de ce Chapitre,

(y F= E(r~Tz)+W+Eeq+g+f3?(mL, B, ...)dv
Cherchons la variation subie par cette quantité lorsque, au sein
de 1'élément dv,, &y, ¥b(, @, varient respectivement de Sy, Sb,,
824, tous les autres paramétres qui fixent U’état du systéme de-
meurant invariables.

La quantité
E(ry —T=)+W +EO‘I

ne subit, dans ces conditions, aucune variation.

Soient dvy, dvs, ..., dvo, les éléments en lesquels le systéme
est décomposé; soit ?, la fonction potentielle magnétique aun
point (x4, ¥, 51) de Pélément de,; soit Vs la fonction potentielle
magnétique au point (Zs, ¥2, 52) de I'élément do,, .. ..

D’aprés I'égalité (16) du Chapitre précédent, on a

7O, 90, 9
¥V o= é (| u%l oz ld V1 Heﬂso d91+ .= H J{gn On dg”)
On a done
7 () ‘()
ay =t <‘?}_X 3+ Ty, o >
(2) 2\ dxy Yy
/ OV, L 00
-+ i U A8 —|dvy + u‘looo oz “d | DT d\ n dv,,>
Mais on peut écrire les égalités suivantes
4 1§ I T \
’ d J— 0 —
A d ( 2 13 ] )
_— = w9 d e C[ 3 5 3 —:' ‘e . o n
d.Z'[ 0'7"1 \ lg_ 0wy ’ L’& ds 3 d(}& + ;lD’L ()xn, d"lt / ’
v, ( | i ) O "
LU I 21 Mo 23 A 2n
0z am \ oy oz doy —+ || Moy s dvs+ Aon e dv, ),
! t 1
I J— J— 0 ——
00, 0 | P Ina I n—
T N doy = . 2\ do, - _ nn—1
oz, 9z \ oy o7, vy~ || ofos 95 v+ s ey, rr dop—y /.
D. -1 02
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Ces égalités donnent

60\“)1 =0
[)Z‘l -
1 i
\()-O'Z__ () f\fL ()E l"_‘ 0 ;(b 0;? l’
0012—%7 0~,>1()1 l‘l_‘()'—‘l?l 1;17‘— av
............................................. ,
1 T
0L 0—
£ 00, d N I'n1 _ 0 A Iin
= . 8oy P dy| = oz 0slog " dy
On en déduit
. 200 ~ 00, . 0\%, i
” blom (ll—l—’lahzoag— dps -+ —’l Ao H(l "
I Pl v
0— 0 —
__” ; d N T2 N . 9 d i Tin |l
= “4192 ()Z‘l o:4 01.2 ]I d 1 dvg—i— -+ { Aoy 51—;1' 0@191 ()x” [ (/()1 (Z(),L
| 1
, |
“ < 02 oL A i
N 9 _ r 7
= w 'J_-R1 CE i olog ().’Z‘g (ZUQ+ nRa;l ()x” (ZV,Z) ! (ZVI
i i
00 00 00,
= (E 9 .\-»1—I— ()7 01|)1+ 3, 0v1> ds)l
'égalité (2) devient alors
e 1901,
3 3y = o, || dv
) “ vz l !
Enfin on a
~ = ) oF Ny, ayy B,y - dINy o
0]«)‘(3]1/, o, B, .. dy = ¢ ;)J)Lll d )' dab: Oalog i(lvl.
Mais Pégalité
N3 =M} + W]+ 3
donne
NGy Ay O by 0IR
g IIG, Javb, My’ e Oy’
en sorte que 'on peut écrire
(.’J
N (o 1 0F(IMy, o, By, .. ) |
3 4 o) dy = —— i ? ? i oMl
(4 ofa (1L, 2,8, ... do = - . (IJL,, mll doy
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Les égalités (1), (3), (4) conduisent a 1’égalité

'

— - v . doy.
da | S‘Ll I “r

, ( (M. ar. B
8?:!1[0\)1 1 ()J(.)]L..ozl,H....)1191]8&%1

|

Cette quantité oF doit étre égale 2 o quelles ue soient les varia-
tions 3.by, oWb,, 62,. Si donc on pose
NC
IF(IT, e, B .u)
dIIL

(5) F(O, o, 8, ...) =

)

on devra avoir, en tous les points d’une masse dénuée de force
coercitive et soumise a ’aimantation

e LY

oo = — F(mb, a, {3, "')Iz‘_’

~ 00

(6) Cah = — F(I, 2, ,3,...)2)—],
O

e:_pmu%@“g%-

Ces équations sont les équations fondamentales de I'équilibre
magnétique; elles ont la forme admise, & titre d’hypothése, par
G. Kirchhoff' (Chap. I, § 1). Avant de leur faire subir aucune
transformation, nous allons en déduire quelques remarques im-
portantes.

Ces équations donnent

PAN oQ oV
or N dy
ST

03
= 23,
<

ce qui signifie que l’aimantation en un point d’une masse iso-
trope dénuée de force coercitive et la grandeur géométrique
dont les composantes sont

oQ oV oV

oz’ Gy’ 03

sont dirigées suivant la méme droite, Cette proposition se re-
trouve dans toutes les théories de I'induction magnétique propo-
sées depuis Poisson; elle est une conséquence plus ou moins
immédiate des hypothéses sur lesquelles reposent ces théories.
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Les équations (6) donnent encore

PONT  LOON?  [90\2
()~ (%) + (&
=F2(II,a, 8 ...)

(7) Az ab2t S Bk

0

Le rapport de la grandeur géométrique précédente & l'in-
tensité d’aimantation dépend de ’intensité d’ aimaniation et
de la nature de la substance.

Cette conséquence est conforme aux hypothéses faites par
G. Kirchhoff sur I'aimantation par influence; toutes les théories
de 'aimantation, autres que celles de G. Kirchhoff, conduisent a
regarder le rapport précédent comme indépendant de l'intensité
d’aimantation; nous avons vu que, par la, ces théories se met-
taient en désaccord avec 'expérience.

Le coefficient F (91T, «, B, ...) porte, comme nous l'avons déja
dit, le nom de fonction magnétisante.

Si la fonction magnétisante est positive, 'axe magnétique et la

s aQ 90 gV

grandeur géoméirique dont les composantes sont —, —, &

oz~ dy 0z

sont orientés en sens contraire ; le corps est dit alors magnétique

si la fonction magnélisante est grande, et paramagnétique si la
fonction magnétisante est petite.

Si, au contraire, la fonction magnétisante était négative, Paxe

magnétique et la grandeur géométrique dont les composantes

aQ 99 00 . s A .
sont —, ~—, —— seraient dirigés dans le méme sens, le corps serait
dz’ dy  Jz

dit diamagnétique.

§ 2. — Le probléme de Pinduction magnétique se raméne
a la détermination de la fonction Q(z, ¥, ).

Nous allons maintenant examiner comment, en supposant con-
nue la forme de la fonction magnétisante F(9; «, B, ...), on pour-
rait meltre en équation le probléme de I'induction magnétique.

La méthode a suivre a été indiquée par G. Kirchhoff (').

(*) G. Kircunorr, Ueber den Magnetismus eines unbegrensten Cylinders von
weichem Eisen (Crelle’s Journal, t. XLVIII, p. 348; 1854. — Kirchhoff’s ge-
sammelte Abhandlungen, p. 193).
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Posons,comme nous en sommes convenus [Livre VII, Chap. I,
égalité (19
D )]’ HO— C)-o>2+ E)E 2‘ ()'@)Z
T \oz 9y ] "\ oz

L’égalité (7) peut s’écrire

. I 2 .
- - - = J.
(7 625) [F(al‘u, 2 B, )] e

Si la fonction F est connue, cette équation (7 bis) pourra se ré-
soudre par rapport a I, et donnera

(8) I =5 (MY, a, B, ...).
Posons maintenant
(9) )\(D.@, % pv . ) :_F[G(Inho, o, B; "'))“: ?‘7 ‘]

Nous voyons que, toutes les fois que la fonction F aune forme
connue, la forme de la fonction ) est déterminée.
Moyennant les égalités () et (g), les égalités (6) deviennent

L o0

:\/[L) :)\(th), 2, B) "') d_x,

( )

(10) { b =2A(00, 2, §,~~-)W7

0
03

e =209, a B, ...) 5"

Ces égalités montrent que, lorsqgu’on connait la forme de la
Sonction magnétisante, il suffit de connaitre la fonction 9
pour pouvoir déterminer les composantes de I’aimantation en
chague point du corps parfaitement douzx.

Nous avons remarqué, il y a un instant que, lorsqu’on connais-
sait la forme de la fonction magnétisante F (oL, o, B, ...), on con-
naissait la forme de la fonction % (1Y, a, B, ...); réciproquement,
si L’on connaitla forme de la fonction N\(I1Q, a, B, ...), on peut
déterminer la forme dela fonction magnétisante F (L, a, 8, ...).

En effet, les équations (10) permettent d’écrire

2= 2 (I, «, B, ...) TC,

Si 'on connait la forme de la fonction A, on peut résoudre
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cette équation par rapport a 19, ce qui donne

(11) MO = o (I, 2, 8, ...).

Il est alors facile de voir que I'on a

12 FO, o, 8, ...)=X[d (M, B...0,28 ...],
b ¥ )

hy

ce qui démontre la proposition énoncée. L'importance de cetle
proposifion réciproque apparaitra dans un Chapitre ultérieur.

§ 3. — Equation aux dérivées partielles a laquelle satisfait
la fonetion ¥ (z,y,s).

Nous avons vu que la fonction © (z, y, z) satisfaisait, en tous
les points de I’espace non situés sur la surface de séparation de
deux corps magnétiques différents, ou d’un corps magnétique et
d’un milieu non magnétique, & I'équation suivante [Livre VII,
Chap. III, égalité (8)],

A Ay 92 )

<)= ‘,T — — o —_—
(13) A% 4 (c)x - oy J3

De 14, on peul déduire la forme de I'équation aux dérivées par-
tielles du second ordre a laquelle satisfait © en tous les points de
I'espace, sauf aux divers points des surfaces limites.

1° Dans la partie de ’espace non occupée par les milieux ma-
gnétiques, 'équation précédente se réduit a I'équation de La-
place
(14) AQ =o.

2° A l'intérieur des aimants permanents, 'aimantation en chaque
point est censée connue; en sorte que le second membre de I'é-
quation (13) est une fonction connue de z, y, 5. Si nous dési-
gnons cette fonction par — 4w (z, y, z), la fonction © vérifiera,
en tout point intériear aux aimants permanents, 1'équation aux
dérivées partielles du second ordre

(15) AO 4+ 4mp (2, ¥, 5) = 0.

3° Envisageons maintenant un point intérieur a 'un des corps
parfaitement doux. Eun ce point, les composantes o, v, & de 'ai-
mantation sont données par les égalités (10). La premiére de ces
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égalités, différentiée par rapport & z, donne

delo 09 oAV, 2, 8, ...) 0TQ 9V
o = MO G, IR S [\l 7y
o = Mo Bo) o PITRY. oz 0w
ONTQ, 0,8, ... da XTI, .) 08 O
-+ - + =
[k dx d'p oz oz

les termes de la seconde ligne disparaissant d’eux-mémes lorsque
8 I
la substance est homogéne.
Mais on a

0r 09z = dy Jxdy ' 03 dwds

oo <0O RY 99 20 90 920 Y

Jo
9 IQ . 0
Remplacons —0% par cette valeur dans 'expression de T for-
oW 02 . . .
mons de méme ETRP R ajoutons ces trois quantités en Lenant

compte de la relation (13), et nous aurons

JOMOO, 4,8 ..
PIEe)

(0N RO 00N 20 0020
%) () Tyﬁ<z) =

gV 90 020 IV 00 2V - 0\9 a0 0’\)]

[T—4=0 (9,2, 2, ..)]A0 —

(16) ¢

20} EE >z dr vzdw 20w ())/ ox dy
OMIQ, o, P L. )| 02 99 ())(I‘ll) a,,;,. d@ o0 X
_—— Y ——— —_ —_— .. =0,
Uzt dr dx oz oz

Silon se souvient de la signification de I, on voit que I'on
a ainsi une équation aux dérivées partielles du second ordre, de
forme connue lorsqu’on coanait la fonction X (II'Q, 2, 8, ...), que
doit vérifier la fonction @ en tout point pris a intérieur d’un
corps parfaitement doux.

Les équations (14), (15) et (16) représentent donc les équations
aux dérivées partielles du second ordre que la fonction © doit
vérifier dans les diverses régions de 'espace séparées les unes des
autres par les surfaces limites.

§ 4. — Conditions aux limites auxquelles satisfait la fonction Q(xz, y, ).

Cherchons & quelles conditions satisfait la fonction Q(z, y, =)
en un point de 'une des surfaces limites.
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Supposons qu'une surface sépare deux milieux, dont I'un, au
moins, soit magnétique. Soient, en un point de cette surface,
N, la normale dirigée vers l'intérieur du premier milieu et N; la
normale dirigée vers I'extérieur du second milieu. Soient o, W,
€y et dog, Uy, S, les composantes de 'aimantation au sein de
chacun des deux milieux et au voisinage de ce point. Nous aurons
[Livre VII, Chap. III, égalité (9)]

(17) ﬁ<§% -+ ST\\I)) = || oy cos(Ny, 2)]] -+ || fop cos(Ny, 2)||-

Les surfaces que l'on peut avoir & considérer sont de cinq espéces
différentes :

1° Surface de séparation d’un aimant permanent et d’un milieu
non magnétique;

2° Surface de séparation de deux aimanls permanents ;

3° Surface de séparation d'un corps parfaitement doux et d’un
milieu non magnétique;

4° Surface de séparation de deux substances dénuées de force
coercitive;

5° Surface de séparation d’une substance dénuée de force coer-
citive et d’'un aimant permanent.

1° A la surface de séparation d’un aimant permanent et
d’un milieu non magnétique, voyons ce que devient la rela-

tion (r7). Supposons que l'indice 1 se rapporie & 'aimant et

. . 79 9O
I'indice 2 au rmheu. Remplagons les symboles N, aN, Par les

., . J J0 T
symboles, plus souvent usités en pareil cas, aN; &t N, A Vinté-

rieur du milieu non magnétique, nous avons

QR92:0, ’U‘ag: o, @2=0,
tandis qu'a l'intérieur de 'aimant les quantités -, ¥b,, &, sont
censées connues d’avance. La relation (17) devient donc

aQ 00
J— VA T z
(18) ()NL ()Ne 47\:3( !.}/) ))

s(z, y, z) étant une fonction dont la valeur se déduit immédiate -
ment des données du probléme.
2° De méme, & la surface de séparation de deux aimants, la
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relation (37) devient

o 0o _
(19) Z)N’{—'r‘m2“4“7[31(%}’:5)%—32(% Y 3,

si(z, 5, 5), s2(z, y, 5) étant deux fonctions dont la valeur se dé-
duit immédiatement des données du probléme.

3° A la surface de séparation d’une substance dénuée de
Jorce coercitive et d’un miliew non magnétique, examinons ce
que devient larelation (17). Supposons que l'indice 1 se rapporte a
la substance magnétique et l'indice 2 au milieu non magnétique.
Remplagons les symboles Ny, N, par les symboles N;, N,.

A Pintérieur du milieu non magnétique, nous avons

Jby = 0

2 s 'lJ!)gZO, 9= 0.

Au contraire, 4 l'intérieur de la substance dénuée de force coer-
citive, oy, 1y, &, sont donnés par les égalités (10). L’égalité (17)
devient donc
a0 a0
s — n ' —

(20) [1+4=2(0Q, a, 8, "")](W’,-_‘_IN—&—O

4" De méme, & la surface de séparation de deuzx substances
dénuées de force coercitive, la relation (17) devient
00
oN,

9
(21) [14+4=2(TQ,a; By, ...)] g—% {1472 (I, 25, Bs, ...)]
Ny

5° Enfin, & la surface de séparation d’un aimant perma-
nent1 et d'un corps dénué de force coercitive 2, la relation (17)
devient

00 ¢ ov
(22) m+[1+4ﬁ7\2(1’1“\), a, 8, ...)]m:—4ﬁ31($,‘}/,5),

s1(z, y, z) étant une fonction dont la valeur se déduit immédiate-
ment des données du probléme.
Si nous ajoutons qu’a 'infini on doit avoir
'C) = 0’

(23) 00 00 oV
ox d_)/—o’ FER

nous aurons énoncé toutes les conditions aux limites qui achévent
de déterminer le probléme de I’aimantation par influence.
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§ & — Approximation de Poisson.
Nous avons vu [ Chap. I, égalité (23)] que I'on avait
F(IMT) = M2 (I ),

5 (L) ne croissant pas au dela de toule limite lorsque U tend
vers o. Pour les petites valeurs de 91U, nous pouvons écrire

(24) F(O)= 25 (o).

L’égalité (5) du présent Chapitre

FO)= — I
AT (IIL)
0T
devient alors
M Y= .
F(I)= 2000

Pour les petites valeurs de aimantation, la fonction ma-
gnétisante prend une valeur finie, indépendante de I’ intensité
d’aimantation.

Les égalités (6) deviennent alors

! I N\
o= — -,

¢ 29(0) Jx

- [ a0
(21)) (ah = — S
29(0) 0)

- 1 v
o Tm— —— — .

26{(0) 0z

Ces égalités concordent avec les conditions d’équilibre données
par la théorie de Poisson [ Livre VIII, Chap. I, égalités (1)], pourvu
(ue I'on prenne pour coefficient d’aimantation la quantité

1
29(())'

(26) k=

Ainsi Uaimantation des corps faiblement aimantés est
donnée par la théorie de Poisson.
Les égalités (24) et (26)montrent, en outre, que, toutes les fois
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que la théorie de Poisson est applicable, on a

. _ L2
P
27 F(IM )= ~—- .
( /) ( ) 2k
Cette remarque sera pour nous d'un fréquent usage.

Moyennant cette remarque, Pexpression (1) du potentiel ther-
modynamique interne d’un systéme qui renferme des aunants de-

vient
- 3 7 N N D]-Lz
(2) r‘:[h(l—TE)*’—\\—;‘Zer[_'_P) ‘*—\/‘?Tdv'

Celte expression du potentiel thermodynamique interne est équi-
valente & celle qui a été souvent Introduite dans les recherches
sur les propriétés des aimants par des auteurs qui n’en ont ordi-
nairement pas défini la nature et justifié lorigine (!).

(') J. STEFAN, Ueber die Gesetse der eleltrodynamischen Induction (Sits-
ungsberichte der Akad. der Wissenschaften su Wien, LXIV. 2° Abtheil, p.193;
1891); Zur Theorie der magnetischen Kréfte (Ibid., LXIX, 2¢ Abtheil, p. 165;
1854); Ueber die Gesetze der magnetischen und elektrischen Kriifte in magne-
tischen und dielektrischen Medien, und ihre Besziehung sur Theorie des
Lichtes (ibid., LXX, 2° Abtheil, p. 589; 1875). — W. Tuoxsox, General problem
of magnetic induction (Reprint of papers on electrostatic and magnelism,
n°s 700 et seqq., 1872, 2° édition, p. b4g). — Voir aussi les écrits de MM. E. Betli,
Korteweg, von Helmholtz, Boltzmann, Adler, G. Kirchhofl, Carl Neumann et E.
Beltrami.
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CHAPITRE III

LE PROBLEME DE L’AIMANTATION PAR INFLUENCE ADMET UNE
ET UNE SEULE SOLUTION.

§ . — Existence d’une solution.

Nous avons vu, au § 1 du Chapitre précédent, que le probléme
de I'aimantation par influence se ramenait a celui-ci: Trouver une
distribution magnétique qui rende minimum la quantité

(1) J?'::)'+f5?<3n,a, B,...)do,

Uintégration s’étendant & toutes les substances magnétiques.
Existe-t-il toujours une semblable distribution? C’est la ques-
tion que nous nous proposons d’examiner.

Nous avons [Livre VII, Chap. III, égalité (17 bis)],

N= 81— 11 due,

I'intégration s’étendant & tout 'espace. L’égalité (1) peut donc
s'écrire
3= ,s‘l(DIL o, B,...)dv,

(2) \ 3 H@dvl—.——fln)dv

1'[ VP ’
1 -+ F2 (I, 1,3,...)] dvs,

les deux premiéres intégrales s’étendant & tous les éléments dy,
da volume des aimants permanents, la troisiéme intégrale s’éten-
dant & tous les éléments dv; de V'espace occupé par le milieu non
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magnétique, la quatri¢me, enfin, s’étendant & tous les éléments dv,
du volume des corps parfaitement doux.

La premiére intégrale a une valeur indépendante de la distri-
bution qu’affecte le magnétisme sur les corps parfaitement doux.
Quelles que soient les variations de cette distribution, elle garde
une valeur constante C.

La deuxiéme et la troisi¢éme intégrale ont une valeur qui ne peat
jamais devenir négative, quelle que soit la distribution du magné-
tisme sur les corps parfaitement doux.

De I'égalité (5) du Chapitre II, qui définit F(o(, 2, 8....%, on
déduait

M
. Be
F (IR 8....)= _— .
(3) 7O, «, B ...) [ P

Par conséquent, la quantité (O, =, &, ...) est toujours positive
pour les corps magnétiques et toujours négative pour les corps
diamagnétiques.

Cette circonstance ne nous permet pas de prévoir le signe que
prend, pour un corps diamagnétique, la quatriéme intégrale figu-
rant dans P'égalité (2); mais, pour les corps magnétiques, nous
pouvons affirmer qu’elle n’est jamais négative, et, de plus, qu'elle
n’est égale & o que si l'aimantation est égale 4 o en tout point.

Par conséquent, dans le cas ol toutes les substances dénuées de
force coercilive que renferme le systéme sont des corps magné-
tiques, 'égalité (2) revient a la suivante

F=C=+DP,

C éiant une quantité indépendante de la distribution que le ma-
gnétisme affecte sur les substances dénuées de force coercitive, el
P une quantité qui ne peut jamais étre négative, quelle que soit
cette distribution.

Cette égalité nous prouve que la quantité & est une quantité
dont les variations sont limitées inférieurement.

De la, pouvons-nous conclure qu'il existe au moins une distri-
bution magnétique correspondant & une valeur de § plus petite
que toutes les autres, et, par conséquent, & un état d’équilibre
stable? En le faisant, nous ne ferions que suivre la voie tracée par
Gauss pour démontrer qu'il existe un état d’équilibre électrique
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sur les corps conducteurs (Livre II, Chap. I, § 2; Livre III,
Chap. V, § 2). Mais nous savons que cetie déduction présente un
défaut de rigueur; car, de ce que les varialions d’une quantité
sont limitées inféricurement, il ne résulte pas que cetie quantité
présente un minimum. C’est donc sous une réserve semblable a
celle qui pése sur le principe de Dirichlel que nous énoncerons la
proposition suivante :

Des corps magnétiques quelconques étant soumis & action
d’aimants quelconques, on peut trouver sur ces corps aw moins
une distribution magnétique qui satisfart aux lots de I’ aiman-
tation par influence et qui demeure stable st l’on maintient
invariables la position, la forme et l’état des divers corps du
systeme.

§ 2. — Il n’existe, pour les corps magnétiques, qu’une seule solution
au probléme de Paimantation par influence. — Elle correspond a
une aimantation stable.

Les équations du probléme de Paimantation par influence
expriment simplement I’égalité & o de la variation premiére subie
par le potentiel thermodynamique interne § lorsque, en chaque
point des substances dénuées de force coercitive que renferme le
systéme, on fait varier les composantes -t, ¥, & de I'aimantation
de quantités arbitraires 86, Sub, 62. Cette égalité & o de la varia-
tion premiére de § peut-elle avoir lieu pour plusieurs distribu-
tions magnétiques distinctes? Lorsqu’elle a lieu, la fonction & est-
elle minimum, de telle facon que la distribution magnétique soit
stable? Telles sont les questions que nous allons maintenant exa-
miner.

La solution de ces questions découle de l'étude de la variation
seconde de &, dont nous allons d’abord former I'expression.

Supposons que, en chaque point (z,y, 5) des masses dénuées
de force coercitive que renferme le systéme, les composantes o,
¥, © de 'aimantation varient de &4, Svb, 52, et posons

S = « ot,
ovh = b 54,
2 =c 81,
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a, b, c étant trois fonctions finies de z, ¥, 5, et Gt une quantité
infiniment petite indépendante de z, ), 5.
§ ¢éprouve une varialion premiére qui peut s’éerire

4) 3F =3y =- Efj(é)llﬂ,a,@, .. dy.

Si I'aimantation avait varié seulement dans 1'élément do,, ¥ aurait
subi une variation &,%; si elle avait varié seulement dans I'élé-
ment de,, ¥ aurait subi une variation 6,J, ... et 'on a

o/
Ol

(5) o =010 +

o/
w
ey
T
+
Qo
=
5

dvy, dvs, ..., dvy étant les éléments en lesquels se décomposent
les masses dénuées de force coercitive.

L'égalité
aENA Rt WA B B2

dans laquelle la premiére intégration s’étend a tous les corps
dénués de force coercitive et la seconde a tous les aimants per-
manents, nous donne

T 0\()1 N ()f)l d‘@l N >
8, %Y = - [ ——= o] 2 ol — 02 {
o1 2<dam 0\91—*—()}/1 o1+ 034 O ) @0y
I L OV L 00, ~ OV
- ; < H \31’ Ol ! “ dv [ H L) 0y — d.z‘ dVg .. H —,L)",Ol 5;::1 (ZV,I,
~ 0\ ;005 . . 00,
- “ A 815 dv'y + H ooy 8y 3 dvg—l—...—&—H o), 84 5—;—;’) “ do},\ ;
de', dvy, ..., dv, sout les éléments en lesquels sont décomposés

les aimants permanents; 8, désigne toujours une variation obtenue
en changeant seulement de 8.y, 0¥, 62, les composantes de
I'aimantation dans 1'élément dv,.

Mais des calculs analogues a ceux qui, au Chapitre précédent,
ont servi & élablir ’égalité (3), nous prouveront :
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1° Que l'on a

oV o L 00 00
J’l—'l :L]T[)‘y1 o 1+ 031 O
T o)y
=i, 61 oz dey + || Qba 01 o,
, OV L 00,
-+ || W 6y o, d«i—l—H h’olo S

2* Que l'on a

LIVRE IX. — AIMANTATION ET THERMODYNAMIQUE.

oV
(]()2—{—.. ulo,lol ()\ “
x 09},
([V’+...+Hz’tl 1‘,
2 P o,
1
) ‘)—_
p
2bop < 5-\g
"oz || 0w,
1
J o
) .
bty —1] 8:L 2
bp oy ! 0z,

, 00 oY
H ,-.l-\laldxl (ZV[—E-... + HVL),, Jj() ([(7

oL

= || b 9 By 2 deydvy +. ..+

TR0z, ] T Oy peRe e,

1
U X
, 0 ' 2 .
-+ |} -by T Lq PPy dey dv'| +

vl

dyy-de),

dey dv),.

Le second membre de cette derniére égalité peut encore s’écrire,

en se souvenant que

r)-l..,:(q 6/, a‘lﬁ)l:b,al, 831:(:1 at,
I
o — 0—
0 5 0 r
Aoy (14 dvy “+ .. Jop — || @4 dvy
0y i 0x,
f I
0 J 7 J d
1 ’ I[
A t dv —+. e a dv
' 'y t az, ! ? o), ' Y0z, dx, !

T

0~
"y
d«Z‘l

ay
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remplacer 'égalité (5) par la suivante

i

1 1 1
9 0 ()I— 0 —
N I'i» vy "
3N =38t Aoy 5 ar ——2 oy || ay =2 || doy+. ..+ || an M do,
"t 2

()1‘3

’ 1 1 1
9 0 — J— d—
"3 7'y I'apn
9 5; @y - 2! (ZVI || @y = ‘7 (l()g—f—. Lo+l an 21 d()n

Supposons que, sur le corps parfaitement doux, on distribue
une aimantation dont les composantes au point (i, y, z) alent des
valeurs @, b, ¢c. Soit Q la fonction potentielle magnétique de
cette distribution, fonction définie par I'égalité

0"
;-
0= .
(7) Q f ao ds.

On voit sans peine que l’égalité précédente peut s’écrire
00
‘n’v - /} A T2 (Z())

ﬁ -
_ a,a(:md.j.ig, RPNy

(8) A‘= a0

D’autre part, on

ou bien, en vertu de I’égalité [ Ghapitre II, égalité (5)]

on
IF (M, B, ...)
Sl
N
F(ar, o, , ...)

FON, a, B. ...) =

(9) S F(IM, e, B, ...)= 3O,

On peut donc, en vertu des égalités (4), (8) et (g), écrire

55 = fl‘(gm T

+</‘ o0 clv—l—fHJlg’d—Q,
dx

(10)
Q;LQ_A

do’) ot

D. —IL
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Donnons de nouveau & , W, € les variations

3t = a 8¢, b = b 8¢, 3C = ¢ o,
et cherchons la variation 32§
Nous aurons

(1) 6bf Y
et
8f dy = Bt/

Cette derniére égalité peut s’écrire, en désignant par du un élé-
=) ) o)
ment quelconque de l'espace extérieur au corps parfaitement

dy = g-i(fﬂﬁdv-:—fﬂ(.!du).

suble par 55,

0Q
— ||dv' =0

A’

. 00 oQ
eﬁg% a%” dv.

doux

w ]

D’ailleurs

. N N
| ret s 5 oo |

0Q
Ao 5%

' M
(13) TFOK, %8, ..

. I AN OF (I, o, B, ...))
—’_;F(:)Ib, By ..y [F(IL, @ B, .. 0dC {

821

(39102,

Mais V'égalité
M2 = A2+ yhe o &2

nous donne, en premier lieu,

Joa 4~ 1Ubd -+ @c8

(14) 3N = ST
et, en second lieu,
N a4+ b2+ c? Qo +~1hb+Ce
2 — 2__.
13291 S o i 391 B,
ou bien, en posant
3N = m 3¢

et en tenant compte de 1'égalité (14),

a%+- b2+ ¢2— m? 5
Bl

2N = t.
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L’égalité (13) devient donc

[ s Y A

| dEeer et

o OF(I, a8, ..

[ _j @ b4 o2 _”“—*ﬁmf——m}
FOI, @ 8, ) [FOK, % B, . )]

(15)

Les égalités (10), (11), (12) et (15) donnent alors

‘ 3F = ;t nQ du

f o OF O, @, B, ..)
C -+ 822 ne | _at+bte 991 m? l dv
: (811 TR« B .. FO, «, 8, -. ) Jer

Cette expression peul encore se transformer.
L’égalité (14) nous donne

IM2m2= (Joa Wb+ Se)?
= (A2 Ub2+ 22) (a2 + b2+ ¢?)
— (We—2bp2—(2a—doc)2— (b —ba)?
ou bien
(ﬂ‘oc——Sb)2+(:’Ba—e)loc)‘l—k-(u\sb—liba)?'

1> m?2=a?+ b2+ c2— _
( /) “)lu‘z

Dés lors, I'égalité (16) peut s’écrire
= o2
82§ = — </H.Qdu+fl'[£2dv>
87

‘ M
2 2
/ | o1 F(Jlu, @ B ,](“ + b24-0f)

i O FOL, 2.8, ...
Y OIIC (w e—202-H(Sa—ho)(dob—ibar|
[F(IC, @ B, .. ) Bl

Discutons le signe de cette quantité 82F, en nous bornant au cas
des corps magnétiques.

Le terme qui commence le second membre de 'égalité (18) est
assurément positif ou nul; il ne peut jamais étre négatif.

Pour les corps magnétiques, la quantité F (91, a, B, ...) est
positive; en général, cette quantité décroit lorsque U augmente ;
on est alors assuré que la quantité 32§, donnée soit par l'éga-
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Lité (16), soit par I'égalité (18), est posilive, & moins que 'on n’ait,
en tout point,
a=b=c=o.

Pour certains corps magnétiques tels que le fer doux, F (oIt o, 3, ...)
croit avec I pour les faibles valeurs de O ; mais les accroisse-
ments de cette quantité ne sont pas extrémement grands, et, comme
It a en méme temps de petites valeurs, la quantité

IF (I, a, B, ...)

I 0IL (We—C002+ (Sa— e+ (M —aha)?’
[FOOI, «, £, .1 B

a une valeur beaucoup plus faible que

A D S ] (a4 b2+ €2
PR T, « & ol + e,

en sorte que 623 est encore positif.

On peut donc dire que, pour tous les corps magnétiques con-
nus, 52§ est toujours positif.

De Ia cette premiére conséquence :

Sides corps magnétiques sont placés en présence d’aimants
permanents, toute distribution magnétique répandue sur ces
corps, conformément aux lois indiquées au Chapitre précé-
dent, correspond & un état d’équilibre stable.

De plus, 82 étant toujours fini et positif, on voit qu'il ne peut
exister deux distributions magnétiques distinctes telles que

1N

~
Q-

f = 0.

Donc, sur de semblables corps magnétiques, il ne peut exister
plus d’une distribution d’équilibre.
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CHAPITRE IV.

QUELQUES THEOREMES SUR L'AIMANTATION DES CORPS
MAGNETIQUES.

§ 1. — Les corps parfaitement doux ne présentent pas de magnétisme
rémanent.

Avant d’aborder I'étude des corps diamagnétiques, nous allons
déduire, pour les corps magnétiques, quelques conséquences des
propositions précédentes, et particuliérement de la derniére : 7/
r'existe qu'une seule distribution magnétique convenant & {'é-
quilibre sur un corps magnétique parfaitement doux soumis a
Uaction d’aimants permanents.

Soient @ la fonction potentielle magnétique qui définit le champ
dans lequel le corps est placé et O la fonction potentielle magné-
tique de I'aimantation distribuée sur ce corps. Les équations de
I'équilibre maguétique seront les suivantes :

Mo = — F(Q)]b) (()—'z —+ 527))
_ 00 IR

b — — F(S =4 DY

Wb F(IIL) <()_}/ 0f>,

_ (90 oW

S =—I"(: — =
P () <dz + o;>
Supposons, en particulier, le corps parfaitement doux placé
dans un champ magnétique dont I'intensité soit nulle en tout point.

Nous aurons identiquement

ww_. w_, o,
o~ day ~ Jdz — !
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et les équations précédentes deviendront

A =— F () ‘:);)

9
b :——F(DI"L) %;—/ »

L0V
Observons maintenant :
" 1° Que la fonction O devient identiquement nulle si 'on a, en
tout point,

H = 0, b = o, £ =o;

2° Que la fonction I'(J1L) ne croit pas au deld de Loute limite
lorsque JIL tend vers o.
Nous verrons alors que les équations précédentes sont satisfaites
sil'on a
eR:J:O, 'lJ‘n:O, e =o.

Comme il existe une seule distribution magnétique satisfaisant a
ces équations, cette distribulion est connue.

Ainsi : un corps magnétique parfaitement doux étant placé
dans un champ magnétique dont Uintensité est nulle en tout
point ne présente aucune aimantation. En d’autres termes, wn
corps magnétique parfaitement doux ne présente pas de ma-
gnétisme rémanent.

3 2. — Corps qui s’aimantent uniformément dans un champ uniforme.

Il est d'une grande importance, pour I'étude de l'aimantation
par influence, de connaitre la fonction

F(, o, B, ...)
ou, ce qui revient au méme (Chap. 11, § 2), la fonction
MO, a, By ..o

Nous allons voir ici sur quels principes on en peut fonder la
‘détermination.

Prenons un corps homogéne, auquel correspond une fonction
magnétisante F(I1U). Plagons-le dans un champ magnétique ou il
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s’aimanle uniformément. L’intensité d’aimantation a alors une va-
leur M indépendante de z, y, 5.

Les composantes &, Wb, & de l'aimantation vérifient les éga-
liLés

/0
do =— F(M) 52+%‘§>,
| L)Q g_@

¥ = F(M)<U_}/+()_}’ ’
€ =_F(M) -‘;_‘?f?d@>

F(M) est, comme M, une quantité indépendante de z, y, z. Or
ces ¢quations ne sont autre chose que les équations qui défi-
nissent Ja distribution d’équilibre prise, dans le champ considéré,
par un corps de méme forme que celui que Pon étudie et ayant
un coefficient d’aimantation constant k, dont la valear serait pré-
cisément égale a F(M). SiT'on se souvient que ces derniéres équa-
tions déterminent une distribution unique, on arrive au théoréme
suivant :

Siun corps homogéne, possédant une fonction magnétisante
déterminée F(OW), s’aimante uniformément dans un champ
déterminé, de maniére que son aimantation aiten chagque point
Uintensité M, un corps de méme forme, placé dans (e méme
champ et ayant un coefficient d’aimantation constant k, donné
par Uégalité

k=F(M),
s‘aimantera de la méme maniére.

A ce théoréme correspond une réciprogue, bien importante
;
pour l'objet de nos recherches. Cette réciproque, qui se démontre
comme le théoréme précédent, s’énonce ainsi :

Imaginons un champ magnétique et un corps magnétigue
qui, dans ce champ, s’aimante uniformément, quelle que soit
la valeur k du coefficient d’aimantation constant qu’on lui
attribue. L intensité d’aimantation N qu’dl prend alors est lice
a k par la relation

(1) N = (k).

St lon attribue & ce corps une fonction magnétisante quel-
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conque F (), variable avec U’intensité d’aimantation, ils’ai-
mante encore iniformément, et son aimantation est la méme
que s’il avait un coefficient d’aimantation constant défini par
Pégalité

(2) Fl4(£)] —4k=o.

Une sphére, un ellipsoide, placés dans un champ magnétique
uniforme, s’aimantent uniformément quel que soit leur coefficient
d’aimantation. Le théoréme précédent peut done s’appliquer & ces
corps.

Proposons-nous, par exemple, de trouver 'aimantation prise
par un ellipsoide dont la fonction magnétisante est F(9IU) dans
un champ magnétique uniforme, dont la fonction potentielle est

(3) YW=—For— Gy—Hz—K,

F, G, H, K étant quatre constantes.

Si Uellipsoide a un coefficient d’aimantation £, les composantes
de'aimantation sont données par les égalités [ Livre VII, Chap. 11,
égalités (11)], .

(9

d=ma b
| F— ('7"_‘
lUd_l—{*Z/Cp. ’
o Kk
(+2kv

X, i, v étant trois constantes qui dépendent de la forme de V'ellip-
soide. On déduit de la

M2 = Qo2+ Yh2- S2= k2 l

2 . G2 He ]
(CF2kd)2 " (14 2kp) + (1+2kv)?

La fonction ¢ (k) est donc définie ici par I'égalité

i

4) Y(ky=4k [<1+F;k1)2 T +(§2/<H)2 + (:+Ii2/w)2] ’
etl’on a
‘ b = % F,
5y Oy ;1—;——%)3—@ :
e= 715”5311%%‘) b
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avec

1o

2 ) Ge . H2 )
(4 2k FOQIO)R T 12 FOIV — [1+2vFOIU))2

(5 bis) M =FMIN)

Les équations (5) et (5 bis) nous détermineront ['aimantation
de I'ellipsoide lorsqu’on connaiira la forme de la fonction F(91U).
En effet, Pégalité (5 bis), résolue par rapport a 9L, nous fera con-
naitre en fonction de F, G, H la valeur de l'intensité d’aimanta-
tion prise par Vellipsoide. Cette valeur de 91U une fois connue, on
calculera la valeur correspondante de F(91L), et les égalités (5)
feront alors connaitre les composantes de ’aimantation en chaque
point.

Le volume de I'ellipsoide sera
_g' nabc,

@, b, ¢ étant les trois demi-axes. Les composantes du moment
magnétique auront alors pour valeur

N F(910)
A=gmabe = SFoon) B
§ F(O1L)
/I B= 31, _TAY)
(6) B=grabe vy &
4 F(91L)
C= gnabc 1+ 2v F(OIL) H.

En un point extérieur a ellipsoide, la fonction potentielle ma-
gnétique de ce corps aura pour expression [ Livre VIII, Chap. II,
égalité (9)],

} __2F(JV)LFz | 2F(IM)MGy  2F(IN)NHz
(7)) 07 8) = PR, T T ap PO T TF 59 F(OR0)’

L, M, N étant trois fonctions de =, ¥, 3.
Pour une sphére de rayon R, on a

a = b:c:R,

A= p=v =
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Les égalités précédentes deviennent done

F(IN)

l M = F

’

4
1+ g'w F(I)
F (L)

1+§‘r.F(311)

(8) G,

_ T H;

e
1+§RF(;)11)

©

F (o)
7w F (I

1
(8 bis) M = (F2=- G2-- H2)?

[SEHEEN

= F(IL)
A=_2  ReF,
= F(DIL)

(9) ( B= ————— R3G,

. R?
(10) O (z, y,z)= P 5 (Fz+ Gy + Hz).
14~ gﬁF(DlL) (224 y2+ 32)2

Cette derniére égalité permet de montrer que la méthode indi-
quée au Livre VIII, Chapitre II, § 4, pour déterminer I'inclinaison
magnétique par les déviations qu’une sphére de fer doux fait su-
bir & une aiguille de déclinaison, demeure légitime, méme si I'on
admet que le fer doux, au lien de présenter un coefficient d’ai-
manlation constant, présente une fonclion magnétisante variable
avec U'intensité d’aimantation. Il faut seulement, pour que cette
méthode donne des résultats exacts, que la sphére soit homogéne
et, condition plus difficile a réaliser, que le fer quila constitue
soit parfaitement dousx.
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Cette formule permet encore, par la méthode indiquée au
Livre VHI, Chapitre II, § 3, de déterminer la valeur particuliére
que prend F(J1U) pour une sphere de fer doux placée dans le champ
magnétique terrestre; cette valeur une fois connue, ’égalité (8 bis)
fournit la valeur correspondante de la variable o1C.

§ 3. — Détermination de la fonction magnétisante. — Saturation.

La méthode précédente ne fait connaitre qu’une valeur particu-
liere de la fonction F(01L), tandis qu'il serait d'un haut intérét de
connaitre les valeurs de cette fonction pour un grand nombre de
valeurs de la variable. On peut y parvenir de la maniére suivante:

Un ellipsoide est soumis & I'action d’un champ uniforme, d’in-
tensité variable I¥, dirigée suivant son grand axe. Cet ellipsoide
prend un moment magnétique, dirigé aussi suivant son grand axe,
et dont la grandeur est déterminée par la premiére des égalités (g).
La mesure de ce moment magnétique fait connaitre F(dU); la
valeur correspondante de J1U est donnée par I’égalité (8 bis).

Des mesures de ce genre ont été effectuées par W. Weber (1).
Un barreau cylindrique, que I'on peut assimiler 4 un ellipsoide
trés allongé, est placé a I'intérieur d’une spirale parcourue par un
courant qui engendre un champ uniforme (2); lappareil agit sur
un magnétomeétre soumis a 'action d’une seconde spirale qui com-
pense 'elfet de la premiére.

Des expériences de W. Weber, G. Kirchhoff (3) a déduit les
valeurs de I'(91U) en fonclion de IIU, ou plutét les valears de

1
A(ITV) en fonclion de (IIQ)2. Voici les résultats de ce calcul, en
unités C.G.S. On a posé, pour abréger,

1
2

uw=104(IIQ)2.

(') W. WEgBER, Elektrodynamische Maasbestimmungen, p. 529.

(%) Voir Livre XV, Chapitre VII, § 1.

(*) G. Xircunorr, Ueber den inducirten Magnetismus eines unbegrensten
Cylinders von weichem Eisen (Journal de Crelle, Bd. XLVIIIL, p. 348; 1854. —
Kirchhoff’s Abhandlungen, p. 221).
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Nes, w. Ku). Nes, w. Au)
DR 301 —a3.5 8. 2484 — 5,6
Qe 8§23 —13.,5 ¢ 1975 — 6,7
E J 1184 -—10,2 10......... 1583 — 8,1
oo 1512 — 8,4 e oo 1297 — 9,5
s T 1773 - 7,4 12......... 967  —i2,0
6....o v 2080 -— 6,4 1800 612 -—16,9
T 2397 — 5,7 ‘ | PN 296 —23,0

Pour le champ magnétique terresire, on aurait
u=r,78.

On voil, par les résullats expérimentaux gue nous venons de
rapporter, que A(II'Q) décroft rapidement en valeur absolue
lorsque IQ croit au dela de toutes limites. D’aprés G. Kirchhoff,
on peut écrire

(11) —W(O0V)=

la fonction p(IIV) tendant vers une limite finie et positive P
lorsque IIQ croit au dela de toute limite.
S’il en est ainsi, on peut démontrer la proposition suivante :

Si une masse de fer douz de forme quelconque est placée
dans un champ magnétigue dont ’intensité croit au deld de
toute limite, l’intensité de cette aimantation tend vers une
limite P qui dépend exclusivement de la nature du fer doux;
de plus, la direction limite de I’almantation coincide avec la
direction du champ.

Dans ces conditions, la masse de fer doux est dite saturde.
Les équations de I'équilibre magnétique sont, en effet,

O
A=) 2,

9
ﬂb:l(ﬂ@)%},

o

PP

e =21oY)

Soient O la fonction potentielle magnétique de la masse de fer
doux et ¥ la fonction potentielle magnétique du champ. D’aprés
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Végalité (11), les égalités précédentes pourront s’écrire

/ . 1 1) T oW
e}\o:—])(ﬂ’&)) [— l%};_kﬁ—l% ,
(M9 )2 (o) |
. 1 o0 T A2
(12) th=—p(e) [ Ty Loy
(mQ)* (re)? B
—~ . 1 201) I
(me): 77 (WO
Posons
! 0@
oz
@ =——
(T@)?
¢y
oy
(13) (=2,
(o)
0w
0z
§=—
(TI@)?
Imaci , . .09 0 RO .
maginons c[uel une au moins des quantités —, ——, —= croisse
dxr " dy " 0z

au deld de toute limite, mais que chacune des trois quantités «,
f, v tende vers une limite finie. L'intensité du champ croitra au
deld de toute Jimite, mais sa direction limite sera déterminée; ses
cosinus directeurs seront les limites a, 0, ¢ des quantités «, 3, v
définies parles égalités (13).

Il est facile de voir que, si 'on suppose infinie 'une au moins

oY o®W oW

S o’ W 05 les égalités (12) seront vérifides en

des quantité

posant
LL = Pl,
(14) W =P8,
€ =Py,

ce qui démontrera la proposition énoncée.

En effet, &, ¥, & tendant, d’aprés ces égalités (14), vers des
.. . . R 90 00 90 -
limites finies, il en sera de méme de Pral i P la quantité MY
croitra au deld de toute limite, et son rapport a Il tendra vers
lunité; enfin p(II'Q) tendra vers P. Les égalités (12) seront donc

vérifiées.
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Ce théoreme qui, comme tous ceux quiont été développés dans
ce Chapitre, est dit & G. Kirchhoff, explique le phénoméne de la
saturation que nous avions rencontré au début de ce Livre IX
comme une grave objection & la théorie de Poisson.

i
Nous venons de voir que, pour les grandes valeurs de (ITQ)2, la
[)

fonction %(IMQ) relative au fer doux tend vers o comme L
' (nQ)?

pour les faibles valeurs de (IIQ)2, cetie quantité a, au conlraire,
une valeur absolue croissante. Lord Rayleigh (') a trouvé que, pour

1 . .
ces faibles valeurs de (IIQ)2, la fonction X (IIQ), relative & un fer
de Suéde recuit, pouvait étre représentée par unc expression de la
forme
1
IO) = —[ 6,4+ 3, 12 (112)? .

M. Paul Janet (2) a trouvé, par une méthode différente, pour
un autre fer doux,

)\(HQ):—[G,S + 3,9([19)‘5]‘

Ces résultats montrent que la fonction F({9N) croit tout d’abord
avec I, lorsque IIU part de o, passe par un maximum, puis dé-

A I ~
croit et tend vers o comme SCTP lorsque 91U tend vers B.
Récemment, M. E. Beltrami (3) a proposé, pour la fonction

% (IIQ) relative aux grandes valeurs de [1Q, la forme sulvante :

PK

M) = —— —
(72) VP K0

P étantl'intensité d'aimantalion maxima et K une constante. Cette
formule, d’aprés les calculs de M. P. Pizetti, représente trés
exactement les résultats des expériences de W. Weber, si I'on

y fait
P=13135,2 £ 203,9, K = 29,0369 &= 0,55.

(*) Lord Ravreien, Philos. Magasine, t. XXIII, p. 225; 1887.

(*) Paul Janer, Etude théorigue et expérimentale sur Uaimantation trans-
versale des conducteurs magnétiques, p. 83.

(*) Eucenio BELTRAMI, Considerasioni sulla teoria matematica del magne-
tismo (Memorie della Reale Accademia delle Scienze dell’ Istituto di Bolo-
gna, série V, t. I; 18g1).
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CHAPITRE V.

EQUILIBRE ET MOUVEMENT D’UNE MASSE MAGNETIQUE EN PRESENCE
D’AIMANTS PERMANENTS.

§ 1. — Equations générales du mouvement d’'un corps parfaitement
doux.

Considérons un systéme formé par des aimants permanents, que
nous désignerons par I'indice 1, et par un corps parfaitement doux
que nous désignerons par lindice 2. Proposons-nous de déter-
miner les lois du mouvement du corps 2, ou, en d’autres termes,
de chercher les forces qui agissent sur le corps 2.

Ce corps 2 peut étre quelconque : solide ou fluide, compres-
sible on non; il est seulement assujetti a porter a chaque instant
la distribution magnétique qui convient a I’équilibre; en sorte
qu’a chaque instant, on doit avoir, en tout poinl (s, ¥s, 5») du

corps 2; ; A
i A= —F(IMy, 2, B, --7’0;2’
(1 { by =—F(IMs, «, B, "')\?}2,
Ve

(32 = F(IMy, a2, 8, >3TO

© étant la fonction potentielle magnétique de tout le systéme.

Cela étact, cherchons quelles forces exlérieures il faut appli-
quer au corps 2 pour le maintenir en équilibre; les forces qui
agissent sur le corps 2 seront les forces capables de faire équi-
libre a celles-la. St nous savons déterminer les premiéres, nous
connaitrons par cela méme les derniéres.

Soit & le potentiel thermodynamique interne du systéme; soit
65 la variation qu'il éprouve lorsque I'on imprime aux divers
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points du corps 2 un peut déplacement, accompagné de petites
variations d’aimantation telles que les équations (1) demeurent vé-
rifiées.

Soit &% le travail effectué, dans le déplacement considéré, par
les forces extérieures appliquées au corps 2. Si ces forces main-
tiennent le corps 2 en équilibre, la modification infiniment petite
que nous venons de considérer sera réversible, el l'on aura

>

\

oC — &5

= 0.

Les forces extérieures qu’il faut appliguer au corps 2 pour le
maintenir en équilibre effectuent, dans tout déplacement virtuel
du corps parfaitement doux, un travail égal & la variation totale
de §. Ces forces sont destmees a faire équilibre aux forces qui
agissent sur le corps 2. Les forces qui agissent sur le corps par-
Jaitement doux 2 ont donc pour potentiel le potentiel thermo-
dynamique interne du systéme.

Parmi ces forces, celles que ’on peut regarder comme d’origine
magnétique auront pour potentiel la quantité

(2) ;7?':§+f31(;m,)dri+ fs?z(mtg)dpg.
L’aimantation des aimants permanents ne subissant aucune varia-

fj1 (3]11) dvl

demeure invariable durant les déplacements que 1'on peutimposer

tion, la quantité

au corps 2.
Soient V¥, la fonction potentielle magnétique du corps 1 et ©,
la fonction potentielle magnétique du corps 2. Nous aurons

s fH Wt f

Le terme
0'()

ne varie pas dans les déplacements et déformations imposés au

corps 2.

00,
oz,

oo dv,.

Clvi

Si l'on remarque alors que I'on peut retrancher du potentiel
des forces qui agissent sur le corps 2 les termes que les déplace-
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ments et déformations du corps 2 laissent invariables, on voit que
I'on pourraremplacer 'expression (2) de ce potentiel par Pexpres-

sion

Dans le cas ot le corps 2 s’aimante conformément a la théorie de
Poisson, on a, en désignant par A, son coefficient d’aimantation

[Chap. I, égalité (27)],

)7
J’Lm A

A B B

dos +f°‘" (9Ns) dos.

B
r=i
Wiy

Fo(IMy) =

-

Y
>
10

et 1’égalité précédente devient (')

0 o[l [ 22

Cette expression méme peut se transformer.
On a, en effet,

dyy + —[ 3114‘3' do,.

2 5 /{2 2

W

N =k

1910

—+ b

—+

©

1wis
1909

Drailleurs, si le corps 2 s’aimante conformément & la théorie de
Poisson, les égalités (1) deviennent

()((‘)1# ©s)
g >

v%-g_ - kz dx?

Ay = — ke I(V1- V)
0y

o (0, Oy)

Sr=—h g

On a donc

L (0 + U,
R

2

A3 _
S =S

et Pégalité (4) devient

(5) ﬁ:éf“@%ﬂWm.

Or, si le corps 2 était un corps rigide et sil’aimantation qu’il porte

2

était supposée permanente, les actions mutuelles des deux aimants

(') GorrLIEB ADLER, Ueber die Energie magnetisch polarisirter Koérper,nebst
Anwendung der besiiglichen For meln awf Quincke’s Methode zur Bestim-
mung der Magnetisirungssahl (Sitzungsber. der Akad. der Wissenschaften
su Wien. XCII, 2° Abth.; ’1885. — Wiedemann's Annalen. Bd. XXVIII, p. 509 ;
1886).

D. — II. 14
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1 et 2 auraient pour potentiel [Livre VII, Chap. I, égahité (10)],
la quantité

=[]

La comparaison des égalités (5) et (6)

0'01
d.’I‘g d()g.

(7 ® =04

/

Lorsqu’un corps parfaitement douz, placé en présence d’un
aimant permanent, s aimante conformément & la théorie de
Paisson, le potentiel des actions magnétiques qu’il subit & un
instant donné est la moitié du potentiel des actions mutuelles
qui s’exerceraient a cet instant entre les deux corps, si le corps
doux était, & cet instant, transformé en un aimant permanent
et indéformable.

Cette proposition est due a M. J. Stefan (). Elle n’est exacte
que pour les corps qui s’aimantent conformément a la théorie de
Poisson.

Revenons au cas ou le corps 2 est un corps parfaitement doux
quelconque; Pégalilé (3) peut s’écrire

Sf":f[H Jbgw +§Q(DTL'2)] dvy— —I-f Mo 90, dy,,
0z, 92 0z,
ou bien, en vertu des égalités (1),
e (T o 1 0,
@ F= [T — 5| =1 [ 522 o

D’aprés une transformation connue [Livre VII, Chap. I, éga-
lité (19 bis)], nous aurons
T

I f)(f)z .
(9) ;/HJch)—xg dyy = S—T'tfnozd":

I'intégration qui figure au second membre s’étendant a tout 'es-
pace.

(*) J.SreraN, Ueber die Gesetze der elektrodynamischen Induction (Sitsungs-
berichte der Akademie der Wissenschaften zu Wien, LXIV, 2¢ Abth., p. 193;
1871).
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Posons

I3

W, ( = (1)
10) (M) = o)

— G2 (Mn),

et I’égalité (8) deviendra
(11) §r=— SL_Cfn Vqdy —furz(mug)do?.

La fonction W (dL,), définie par I’égalité (10), se représentera
souvent dans nos calculs; indiquons-en briévement les propriétés.
Si I'on se souvient que 'on a [ Chap. II, égalité (5)],

0F>(My) My

WD, T’ F2(0) =o,

on voit que I'on peut encore écrire

2 N,
(12) Wy (INy) = f My
0

o) 7, (o) e
ou bien, en désignant par p., une certaine valeur de 91U, comprise
entre o et I o,

T 1
Fo(OLy)  2F(pa)

(13) Wy, ) = [ ]:myg.

1° Considérons en premier lieu les corps diamagnétiques.
Pour ces corps, la fonction F,(d1U,) est négative. Si sa valeur ab-
solue est indépendante de 91Uy, décroit lorsque N, croit, ou croit
faiblement avec 91Uy, on sera assuré que la valeur absolue de
F3(910,) est inférieure a la valeur absolue de 2F; (). On aura
donc

(14) Wy (IM) <o

Ainsi, pour un corps diamagnétique dont la fonction ma-
gnétisante est, en valeur absolue, indépendante de M., farble-
ment croissante avec Ny, ou décroissante Zorsque N, croit,
la fonction W, (I1L,) est négative.

2° Considérons en second lieu les corps magnétiques. Pour
ces corps, la fonction Fy(91U,) est positive. On voit alors sans
peine que, pour un corps magnétique dont la fonction magné-
tisante est indépendante de Ny, faiblement croissante avec M.,
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ou décroissante lorsque 9, croit, la fonction ¥, (9,) est posi-
tive :

(15) w2(3]1'2)>0.

Nous pouvons admettre I'hypothése suivante, dont nous ferons un
fréquent usage :

Pour tous les corps magnétiques, la fonction W(dIL) est po-
sitive.

Daus le cas ot P’approximation de Poisson peut étre acceptée,
la fonction magnétisante F, (910, ) peut étre remplacée par un coef-
ficient d’aimantation k», indépendant de 91U,. L’égalité (3) donne
alors
BI[6]

(16) Wy () = 2Fs

En comparant cette égalité a ’égalité (27) da Chapitre II, on voit
que l'on a, dans ce cas,

(17) Wy (INg) = Fo(IMs).

Moyennant les renseignements que nous venons d’obtenir sur
la fonction Wy (WL, ), I'égalité (11) nous donne la proposition sui-
vante :

La fonction §' est toujours négative pour un corps magné-
tique (mais non diamagnétique) quelconque, placé a distance
finie d’aimants permanents queleongues.

Si le corps magnétique parfaitement doux 2 est situé & une dis-
tance infiniment grande des aimants permanents 1, il n’est plus
aimanté, et le second membre de 1’égalité (11) est égal & o. La
quantité § prend donc sa plus grande valeur lorsque le corps par-
faitement doux magnétique est infiniment éloigné de tout aimant
permanent.

Si 'on observe maintenant que, d’aprés les propriétés du po-
tentiel thermodynamique interne, les forces magnétiques qui
agissent sur le corps doux tendent toujours a le déplacer de ma-
niére que la quantité 5 passe d’une valeur plus grande & une va-
leur moindre, on voit que I'on arrive a la loi suivante :

Un corps magnétique parfaitement douz, placé & une dis-
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tance trés grande d’aimants permanents, tend toujours a
s’approcher de ces armants.

Cetle proposition justifie le nom de substances astirables a
I’aimant, souvent donné aux substances magnétiques parfaitement
douces.

L’égalité (16) montre que, dans le cas ot le corps magnétique
s’aimante d’aprés la théorie de Poisson, I'égalité (11) peut s’écrire
1 [ ILE

(18) s?"=_8—‘_ MO, do — |

dvs.
0 2 /Cg

Cette forme a été souvent employée par les auteurs qui ont traité
du magnétisme.

Revenons 4 I'égalité (2) qui donne, dans le cas le plus général,
I'expression du potentiel & des actions magnétiques qui agissent
sur le corps parfaitement doux 2.

Lorsqu’on donne au corps parfaitement doux 2 un déplacement
infiniment petit compatible avec les liaisons auxquelles il est assu-
jetti, les composantes o, ¥ha, €, de I'aimantation en chacun de
ses points subissent des variations 8.bs, SUbs, 02,, de telle sorte
que les égalités (1) continuent d’étre satisfaites. Ces variations de
position, de forme et d’aimantation du corps 2 entrainent une va-
riation totale 357 de la fonction §.

Cette variation peut éire regardée comme la somme de deux
autres.

Imaginons que 'on imprime au corps 2 le déplacement et la
déformation que 'on veut étudier, mais que chaque point, en se
déplacant, entraine son aimantation sans que celle-ci change de
grandeur ni d’orientation par rapport aux axes de coordonnées.
La quantité § subirait une variation 3, §'.

Supposons d’autre part que, laissant le corps 2 immobile, on
fasse varier en chaque point les composantes g, Vs, &, de P'ai-
mantation de Sdvg, Siby, 8E,. La quantité & subirait une variation
8. On aura évidemment

(19) 35 = 8,5+ 8, §".
Mais on a, en reproduisant les raisonnements exposés au Cha-

pitre II, . 901+ Os) AT |
. —fH[ o +3?(le2)] Jor |

sz
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ou bien, d’aprés les égalités (1),
3,8 = o.
L’égalité (8) devient donc
(20) 3 = 8,5

Lorsquun corps parfaitement douz se déforme et se déplace
dans un champ magnétique, les forces magnétiques qui lui
sont appliquées effectuent un travail égal au signe prés & la
variation que subirait la quantité § si chaque particule du
corps 2 entrainait son aimantation sans en changer ni la gran-
deur ni la direction.

Au lieu de supposer que, dans la premiére modification, 'ai-
mantation de chaque point est entrainée en gardant une grandeur
invariable et une direction invariable dans l'espace, on pourrait
supposer que l’aimantation en chaque point est entrainée en gar-
dant une grandeur invariable et une orientation invariable par rap-
port & trois axes liés & la particule matérielle dont ce point fait
partie. La proposition précédente demeurerait exacte.

La nouvelle forme que prend la proposition précédente s’ap-
plique aisément au cas oiz le corps 2 est un solide indéformable.

Le déplacement de ce corps résulte d’une translation dont les
composantes paralléles aux axes sont 8z, 8y, 8z, et de trois rota-
tions &), S, v, autour des trois axes de coordonnées.

Dés-lors, on déduit aisément de la proposition précédente 1é-
galité

NP I ; ()2'01 ) L C)2(91 o~ ()2'({)1
of = o f <°}L2 oz} 02 0290y R 0z, ().Zg> doy

S
o 0270, 0270, 020,
21) 4 log — ]-7— -+ Sy —— 9
(21) +o)\f[ < * Soom, +“"“dz2 O >y~
020, 020, | 20\ |
(e}‘ag m -+ 'lﬂ)g W - < m) @2] CZVQ
.

Cette expression de 85’ redonne, pour expression des actions ma-
gnéliques qui agissent sur le corps 2, les expressions données

par les égalités(12) du Livre VII, Chapitre 1.
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§ 2. — Instabilité de Péquilibre d’un corps magnétique en présence
d’aimants permanents.

L’égalité (21) va nous permetire de répondre d’une maniére
entierement générale & une question posée par les recherches de
Sir W. Thomson (') et résolue par lui pour un corps trés petit et
trés peu magnétique. Cette question est la suivante : Une masse
magnétique indéformable et dénuée de force coercitive, placée en
présence d’aimants permanents, est soumise a des forces exté-
rieures qui se réduisent :

1° A une pression normale et uniforme en tout point de sa sur-
face;

2° A une force constante en grandeur et en direction appliquée
& chacun de ses éléments.

C’est sensiblement le cas pour une masse placée dans l'air et
soumise & 'aciion de ]a pesanteur.

Celte masse prend une position d'équilibre déterminée par les
considérations développées au paragraphe précédent. Cette posi-
tion d’équilibre est-elle stable?

Les forces extérieures admettent un potentiel W. Le systéme
admet alors un potentiel’ thermodynamique total ¢ qui est la
somme du potentiel thermodynamique interne § et du potentiel
‘W des forces extérieures
Si, pour toutes les modifications virtuelles qui laissent invariables
la forme et 1'état physique et chimique des diverses parties duo
systéme, o subit une variation positive, le systéme est en état d’é-
quilibre stable. La variation premiére de ¢ estidentiquement nulle,
puisque nous supposons réalisées les conditions d’équilibre étu-
diées au paragraphe précédent, qui, toutes, découlent de I'égalité

37 —3C=o0
ou

3F + 8

2
I

(') Sir W. Taomson, Remarks on the forces experienced by inductively ma-
gnetized ferromagnetic or diamagnetic non-crystalline substances (Philoso-
phical Magasine, t. XXXVII, p. 2{1; 1850. — Reprint of papers on electrostatics
and magnetism, 2* édition, p. 514).
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Nous sommes donc amené a chercher si la variation seconde de ¢
82(‘3 oc”: . 82 W

est positive.

Nous commencerons par rechercher si 32¢ est positif, non pas
pour tout déplacement virtuel du corps dénué de force coercitive,
mais seulement pour toute translation virtuelle; dans ces con-
ditions, il n’est pas difficile de voir que

32W =o,
et que la question se raméne & chercher si 82F est toujours positif.

Si les seules forces intérieures au systéme sont lesforces magné-
tiques, nous aurons
(22) 825 = 524"

En vertu de I'égalité (21), nous avons

sin kL L O TR L o )
o = O.Z‘f(cﬂgg -Wg- - by 7 d‘}/g = e 97 02'2) d()-z

2 2 2
+8_}/./‘<:}Lg 9?0 -%—rlj):)z J [_)’ + 9 O >d92

0x4 0ys ay3 e 0ys 0%
s, 020, 20, L 020,
-+ 0~f<nﬂgg 9z, 0%, —i—'l.ﬂe)g d_}’g 95 -+ &y ()z% )dVg.

Imaginons que I'on imprime au corps 2 une seconde fois la
translation (3z, 8y, 6z). Désignons par &' &y, 8'tb,, ¢/, les varia-
tions que, d’aprés les égalités (1), une semblable translation fait
éprouver a vy, ¥hy, €5, en observant que ces variations sont des
fonctions de Sz, 3y, 3z et ne doivent pas étre confondues avec les
variations arbitraires que nous représenterons par 8bg, Sibe, 82,.
L’égalité précédente nous donnera

PN 03 '(‘)l 930, 980
f — 2 9»
S = ox/( oy Gt el - 0 ST >dv2

+28y 8z <o}l92 %0 by e,
0z, 0y 05y c)y2 03, 0ys 053

(23)
._\ 20 o, 020 920 P
-+ 0_@\[( dx% (o) c}lgo"l" 056'2 8 '\9 m Og) dV';

20, 20, | 020
+8.}/f<—2—2-6‘ c}bg‘}" W‘é‘ d ’lﬂ)g—i—' dyg 0,32 8 @2>dv2

dz@l [} 02(91 o7 , 02/(‘)1 '
-+ Szf<m Q e}bg—*— o_}’g [)32 0 'lpz)g—l— dz§ 3 82 dVg,
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Cette expression de 825 peut se transformer.

fa, Vha, Sa doivent, & chaque instant, vérifier les égalités (1);
celte condition peut encore, si 'on se reporte & la méthode suivie
pour établir les égalités (1), s’énoncer de la maniére suivante :

On 2 4 tout instant, quels que solent 8-ba, Sibs, 6.,

G0y 90y doy dF(OMa) |5y
/] d.’L‘) ()‘;1;'2 - Ny W{ °:l92d‘240.

Cette condition doit étre vérifiée lorsque le corps 2 occupe sa
position initiale avec son aimantation initiale; elle doit encore
étre vérifiée aprés que l'on a fait subir au corps 2 la trans-
lation (éz, 3}/, 8z) et & 'aimantation (Jo, ¥bs, &,) la variation
(8 dos, &'z, 6'S,). Le premier membre de cette égalité éprouve
donc, lorsqu’on impose cette translation au corps 2 et cette varia-
tion & I'aimantation qu’il porte, une variation qui doit étre égale
& 0, quels que solent Shs, Subs, 3S,.
On doit donc avoir, quels que solent Sy, Gubs, 0Ss,

2 9 9 4¢
hf(ﬂ Sdog - 20 5y, - L0 8@g>dv.2

0x 0y ¥y d:b‘g 0%y
20, 20y 20; g

-+ 8yf<d ())f Se}laz—r- ___0}/é aUbe + 0]2 PR ng) d()g
(9 @1 02'01 R 62'(91 .

+ sz 0 zs 052 Bz + 0y 02 0%, OVop -+ %g" 0vg> dos,

YA
(2'4) ) d;:
Babos 3z, ey &y || dol || dey

d 1’2(()]12) or ) -
.ft)nz dJlL (8foz 8" og 4 SUby 8" Uby + 82,8 ) e

1 1 d§(I)
:)m d;)le My~ dI,

]n oy 8s ||| dog &' ooz || oy = o

Cette égalité, devant avoir lieu quels que solent S4ua, Subs, 82y,
aura lieu encore sil'on pose

ooy = &' oy, Sby = &', 08, =8'8s.

La forme qu’elle prend par cette substitution, comparée a I'éga-
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lité (23), donne

F-) (’3@ () O 03@
25— §2 oo ! 198 ! S, ! 2
f‘ o7 v f( ? 0z} Y i, T e )
2o 4 ()3’({)1 , 0361 03(()1 )
oy '/‘(\Jbg 01’2 ()_)'; ‘”\“{lﬂ)‘_) ()‘}/é -+ 2 0)/:2)- 2 , d()g
231, ERON By
- 2 g ](Q < 2, — 3
o% f<% sl T Wi T >d”2
2331 dz j 950, | 030, Jor) 930,
2 0) OA‘/‘(U’L)‘_) 025 0}/2 ().Zg_‘_ Ubs ()‘}/;, 03, -+ <y (-)3/2 ();% Aavy
REYIRN ‘ 23709, PV Lo B30V,
205 oxf(d;a 3 0% Uoz() 2207205, T 7 0 05 dvs
Y ()3(‘)‘[ 03 ()[ - (}3(‘)1 A
-+ 202 0}‘/‘<ci199_ ().Z‘:," 97 -+ Ue)gd ()‘}/‘ -+ Uy m) CZVQ
9 ()-l—_
— ' oy o', || dvy || dvg
0z, 0:(:2 °
A Fs (s

My dIle, ) [(8"ehoy )2~ (8" Uby 2+ (3'S3)2 ] oy

l 1 dF(Oy)
{ J]Lg dt)an 3]12 dc)l-Lg

Cette forme de 62§ se préte a une interprétation trés simple.

Supposons que, sans jamals faire varier 'aimantation en
chague point, nous imprimions deux fois de suite au corps dénué
de force coercitive 2 la translation (82, 8y, 6z); il en résulterait
pour § une variation seconde &} §’ représentée par les termes (1),
(2), (3), (4), (5), (6).

Supposons d’autre part que, sans jamais déplacer le corps 2,
nous imprimions deux fois de suite & son aimantation en chaque
point la variation (&' dbs, &/vh2, 8'€,). Il en résulterait pour § une
variation seconde 32§, et I'ensemble des termes (7), (8), (g) a pré-
cisément pour Valeur d’aprés les calculs faits au Ghapitre III,

(—82§"). On a donc
RF=0F g

ou bien, en vertu de 1'égalité (22),
(26) 328 =029 — 32

Examinons en premier liea la quantité 33§ représentée, comme

nous l'avons vu, par les termes (1), (2), (3), (4), (5), (6). Cette
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expression est une forme homogéne el du second degré de oz, oy,
0z. La somme des coefficients de 3%, 8y2, 622 peut s’écrire

/(QK)’ _— AO1+ '1’)2 —)0—3014— 3 i’.\l‘h) dVg.
2

()52

Mais, en tout point du corps 2, on a

AU] =90
e¢t, par conséquent,
0 0 0
— A = O — AU = — AO=o0.
UZ‘ 01 o, d}’g ()1 o, 022 01 o

La somme des coefficients de 322, 832, 22, dans la quantité &7 &,
est donc égale a o; par conséquent, ou bien la quantité 82§ est
identiquement nulle, ou bien il existe des translations pour les-
quelles elle est négalive. Dans tous les cas, on peut affirmer qu’elle
ne saurait éire positive pour toute translation.

Si I'aimantation prise par le corps 2 est une aimantation stable,
la quantité & éprouvera une variation seconde certainement posi-
tive lorsqu’on donnera deux fois de suite la variation S, Siba,
6€, 4 'aimantation en un point du corps 2, et cela quels que soient
Oolog, OVba, 8&a, pourvu qu'ils ne solent pas identiquement nuls.
Cela aura lieu en particulier si I'on fait

2 a a n
0:)192 = OIJL)Q, Ol,u)_o_ =& U!-"b 032 =0'c

©

2

& moins que B’U{y,, &'vhe, &' €, ne soient identiquement nuls.
est donc positive, 4 moins que ’on n’ait, en tout

_:f/

La quantité ¢ o
point du corps 2,

oz
o

¢ oy = 0, 8'1hy = o, 9 =o0.

D’aprés 1'égalité (24), ces derniéres égalités ne peuvent avoir
lieu, a moins que I'on n’ait, en tout point du corps 2

20y _ »O_ 20y _

()x2 - 9y} - 033 -
2o, 20, 20O,
dys 03y © 0zy 02y dws O0ys o

c¢’est-a-dire & moins que le champ dans lequel le corps 2 est placé
ne soit uniforme. Dans ce cas, les deux quantités 8} §, 82§ sont
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220 LIVRE IX. — AIMANTATION ET THERMODYNAMIQUE.

identiquement nulles, et il en est de méme des variations de Lous
les ordres de &.
Nous arrivons ainsi aux conclusions sulvantes:

1° Si le champ magnétique dans lequel le corps se trouve
placé est uniforme, Uéquilibre du corps est indifférent.

2° St le champ magnétigue dans lequel le corps se trouve
placé nest pas uniforme et si U'aimantation prise par ce corps
est stable pour la position qu'il occupe, il existe certainement
des translations pour lesquelles 8% F est négutif, et I'équilibre
du corps est instable.

Nous avons vu que, sur tous les corps magnétiques connus,
placés dans une position déterminée, Paimantation prend une dis-
tribution stable; I'équilibre d’un corps magnétique, indifférent
dans un champ uniforme, est instable dans un champ non uni-
forme.
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CHAPITRE VI

IMPOSSIBILITE DES CORPS DIAMAGNETIQUES.

Nous avons laissé de ¢dté, dans les trois Ghapitres précédents,
les corps diamagnétiques, c’est-d-dire les corps pour lesquels la
fonction F(91U) serait négative; revenons maintenant a I’étude de
ces corps.

Un corps parfaitement doux immobile étant placé en présence
d’aimants permanents, la variation seconde du potentiel thermo-
dynamique interne du systéme a pour expression [ Chap. III, éga-

lité (16)],

N o¢2
023‘722—7:./‘1196111

-+ 0¢2 /

€.

o OFOI, 2,8, ..
M ad+ b g')]" 9oTC 2‘d
8§ T FOOR, a0, 5, .. [F(Ml,mﬁ,h.ﬂznl’ v

les diverses lettres que renferme cette formule gardant la significa-
tion qui leur a été donnée au Chapitre 1II.

Supposons que le corps soit un corps diamagnétique ; sa fonc-
tion magnétisante F(I1L) est alors.une quantité négative.

Supposons, en outre, que ce coefficient ait une trés petite va-
leur absolue.

Les équations de I’équilibre magnétique

9

Jo = — F(IIL, , 8, )3—;-
Q)
u'd:—l«‘(a]z-,a,p,...)‘;—;,
90

e = _FN, 4B, )%
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montrent que la valeur de U est une quantité trés petite du méme
ordre que F(aIL, «, 3,...).

Les quantités
I Qdu, 8%/1’[9(10

sont des quantités finies.
La quantité
a4+ b+ c?
J=f) ————d
FOR, 4,8, ..

est une quantité ne'O‘aLive dont la valeur absolue, trés grande, est

de 'ordre de ——— F(le)

Si la fonction F(91L) varie peu, de telle sorte que la quantité
AF(ON) . . . , N .
— 5 Soit négligeable devant la quantité F(0IL), la quantité
_OF (N, e, B, ...)
oM ERITE

[FOR, 4,8, P

sera négligeable devant la quantité J. Si d—l;f)ilw

geable devant F(91U), 1l n’en sera plus de méme.

Si la valeur absolue de F (o) décroit lorsque 91U croit, J' est
trés grand et négatif. J' est trés grand et positif si la valeur abso-
lue de F(010) croit avec IIt.

Donc, pour un corps diamagnétique dont la fonction ma-
gnétisante a une valeur absolue toujours trés petite, qui de-
meure constante, croit trés faiblement ou décroit lorsque
Uaimantation croit, 823 est toujours négatif. § peut admettre
un mazximum et un seul, mais ne peut admettre de mini-

J=— m?2 dy

n’est pas négli-

mum.
Sans avoir & se préoccuper du sens de la variation de F(),
on peut arriver & une conclusion intéressantle, quoique moins
compléte que la précédente.
On peut toujours imposer a 'aimantation du corps parfaitement

doux une variation telle que Ion ait en tout point
m = 0.
Sil’on se souvient, en effet, que m est défini par 1'égalité

S = m 8¢,
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on voit quil suffira, pour parvenir au but que nous venons d’in-
diquer, de faire varier en Lout point 'orientation de ’aimantation
sans en faire varier U'intensité.

Pour une semblable variation, on aura

J'=o.
On peut donc énoncer la proposition suivante :

Un corps diamagnétique, dont la fonction magnétisante a
une valeur absolue trés petite, étant pris dans un état d’ai-
mantation quelconque, on peut toujoul’s imposer & celle ai-
mantation une variation telle que la quantité 8*3 soit néga-
tive. § ne peut done, pour un semblable corps, présenter de
minimum.

Les propositions que nous venons de démontrer conduisent a la
conclusion que voici :

Sur un corps diamagnétique dont la fonction magnétisante
a une valeur toujours trés petite, il ne peut pas exister de dis-
tribution magnétique correspondant & un équilibre stable.

Cette conclusion doit encore demeurer vraie pour un corps dia-
magnétique dont la fonction magnélisante n'est pas trés petite ;
c’est ce que nous allons démontrer, en nous servant des propriétés
de la fonction W (L), établies au § 1 du Chapitre V.

Considérons un systéme formé par des aimants permanents,
que nous désignerons par I'indice 1 et par un corps dénué de force
coercitive que nous désignerons par I'indice 2.

Le potentiel thermodynamique interne de ce systéme peut
s'écrire, en désignant par @, la fonction potentielle magnétique
des aimants permanents 1 en un point de ces aimants; par ®, la
fonction potentielle de ces aimanls en un point du corps 2; par
0, la fonction potentielle du corps 2 en un point de ce corps, et
en supposant le systéme non électrisé

o,

B f 82

F=E

] dps

d()g
Jog 3

1
—i——-/
2

Cette expression est générale; elle est exacte, en particulier, si la

do +f3°1(:ml)dvl+f§2(:)11fg)dv2.
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distribution magnétique sur le corps 2 est une distribution d’équi-
libre.

Considérons le corps diamagnétique et les aimants dans une
certaine position, et supposons que l'on ait trouvé, sur le corps
diamagnétique, une certaine distribution d’équilibre stable cor-
respondant & unc valear minima Fy du potentiel thermodynamique
interne; puis, supposons que, les corps étant placés dans la méme
position, on donne & toutes les particules de la masse 2 la méme
aimantalion, sauf a la particule

das dys dz, = do,,
que l'on supposera non aimantée. Le potentiel thermodynamique

interne du systéme prendra alors une nouvelle valeur &, et I'on
aura

szl a(@,~@
o0

les quantités qui figurent au second membre ayant toutes les va-
leurs qu’elles ont dans 1'état d’équilibre considéré. Or, dans cet
état d’équilibre, on a

dy V3 ~i— oV (z.)R,z)de,

oy = — Fy( Iy )wo)

Vs We
Wby = — Ry (I, )ﬂo-dy;“;),

2
2, :_Fz(;)]zz)‘)('oi)—j%.
De ces égalités on déduit

2(Va+Wo)|| _ O3

oo 024 Fq (D1Tq)

et, par conséquent,

=

Fo—

&,
-

£ L2

— I‘I‘7 3 Lr? e —— Z 2

[J_(Jl ) Fg(:)]'cg)](v"
ou bien, d'aprés I'égalité (1) du Chapitre précédent,
jo— j1 = — lp‘g(e‘)“/g) dVQ-
Sile corps 2 est un corps diamagnétique dont la fonction magné-
tisante est indépendante de 1, croit faiblement en valear absolue
avec JIt, ou décroit en valeur absolue lorsque 91U croit, on aura,
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d’aprés I'inégalité (4) du Chapitre précédent,

jo J‘c1>0.

On voit, d’aprés cela, que, si, pour un des corps diamagné-
tigues vérifiant les restrictions précédentes, on considéract une
distribution magnétique d'équilibre correspondant & un mi-
nimum du potentiel thermodynamique, on pourrait toujours
trouver une distribution dans laguelle le potentiel thermodyna-
mique aurait une valeur moindre que dans I’état considéré.

I est, d'apres cela, trés vraisemblable que, pour de semblables
corps, il n’existe aucun minimum du potentiel thermodynamique
inlerne, proposilion que nous savons étre vraie lorsque la fonc-
tion magnétisante est trés petite.

Mais voici une démonstration entiérement générale de ce fait
que, sur un systéme dont une portion quelconque est diamagné-
tique, le potentiel thermodynamique ne peul jamais présenter de
minimum.

Soit dv un élément de volume pris dans une région diamagné-
tique. Faisons tourner l'aimantation de cet élément de volume,
de telle fagcon que ses composantes v, Vb, € varient de S, Sub,
52, sans que l'aimantation U change de grandeur. Nous aurons

(1) Q8o =W+~ =0

el

. 9 9 V]
37 = ("‘ 3+ 29 3y 4 28 ae) do.

ox oy 0z

De cette derniére égalilé, on déduit

Qad __ ()f)‘) (() ol
OJ_<H o.Ro W U0+E

ou bien, en vertu des conditions d’équilibre,

Q& =— F(IN) ;’i

o
th =— r(mb)‘zi,
O =—1T —_
e = F(D]L)d
02 — — 1 L Q9401 2528 A
s & F(J]L)UL’S o+ b 324 + ) do
D. — IL 15
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Mais I’égalité (1) donne
b 32 A b 32 - 2828 + (Bl )2+ (SWb )2+ (882 = 0

et l'on a, par conséquent,

82§ = F(J]b)[(ow{xy—l—(mi')"-i—( ey ds.

Si F(9) est négatif, il en est de méme de 32F. Ainsi, s, dans
un systéme, une région, st petite soit-elle, est diamagnétique,
il ne peut y avoir sur ce systéme d’équilibre magnétique stable.

Nous pouvons donc énoncer, sans rectriction, la proposition
suivante :

Les principes de la Thermodynamique ne permettent pas
qu'il existe de corps diamagnétiques, ¢ est-a-dire de corps dont
la fonction magnétisante soit négative.

Indiquons briévement ici les recherches qui ont conduit les
physiciens 4 cette proposition.

Nous avons donné ('), dés 1887, I’expression de §2F, mais sans
remarquer que cette quantité devait étre négative pour les corps
diamagnétiques. Plus tard (2), nous avons remarqué que, si l'on
supposait 'équilibre établi sur un syst¢me renfermant des corps
diamagnétiques, on pouvait toujours définir un état du méme sys-
téme correspondant 4 une valeur moindre du potentiel thermody-
namique interne. Mais, au lieu d’en conclure I'impossibilité d’une
aimantation stable sur les corps diamagnétiques, nous en avons
simplement conclu qu’il ne pouvait y avoir, sur ces corps, un état
d’équilibre unique, conclusion qui nous semblait conforme 4 cer-
taines expériences de M. Joubin, dont il sera question au Cha-
pitre VIII, § 3. Clest cette conclusion que nous exposions dans
notre Théorie nouvelle de I’aimantation par influence, fondée
sur la Thermodynamique (3).

Peu aprés, M. Parker (%) a reconnu qu’il y avait contradiction

(*) P. DurcM, Sur l’aimantation par influence (Comptes rendus, t. CV,
p- 798; 31 octobre 1887).

(*) P. Dunewm, Sur Uaimantation des corps diamagnétigues (Comptes rendus,
t. GVI, p. 736; 12 mars 1888).

(3) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. 11; 1888.

(%) JomN PARKER, On diamagnetism and concentration of energy (Philoso-
phical Magaszine, 5° série, t. XXVII, p. 403; mai 1889).
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entre Uexistence des corps diamagnétiques et le principe de Car-
not-Clausius ; mais, au lieu d’en conclure I'impossibilité des corps
diamagnétiques, M. Parker a proposé de modifier le principe de
Carnot-Clausius.

(’est alors que nous avons développé (') les considérations que
I’'on vient de live.

Au moment ot nous publiions ces considérations, nous n’avions
pas connaissance d’une Note remarquable (2) que M. E. Beltrami
avail publiée peu de temps avant le Mémoire de M. Parker.

Dans cette Note, M. E. Beltrami démontre que, pour un sys-
iéme entiérement diamagnétique, la quantité

¥4 /:)l@ do,

ak

qui représente, en adoptant 'approximation de Poisson, la partie
magnétique du potentiel thermodynamique interne (M. E. Bel-
trami dit [’énergie) est négative. « Ce résultat, ajoute M. E.
Beltrami, en entraine un autre, qui n’est pas moins invraisem-
blable. On sait que, si, a la distribution magnétique induite dans
un corps par des actions magnétiques externes, données et inva-
riables, on superpose une autre distribution magnétique quel-
conque, le potentiel de tout le systéme augmente d'une quantité
qui est simplement égale au potentiel de la distribution super-
posée a la distribation induite. Il vésulte de 1a, en tenant compte
du résultat précédent, que, si le corps induit est paramagnétique,
le potentiel augmente quand cesse I'équilibre d’induction, mais
au contraire que, si le corps est diamagnétique, le potentiel di-
minue. Dans le premier cas donc, le potentiel total serait mini-
mum dans I'état d’équilibre ; dans le second, au contraire, il serait
maximum, en sorte que I’équilibre d’induction magnétique serait
instable. »

(*) P. Duney, Sur Uimpossibilite des corps diamagndtiques (Comptes ren-
dus, t. CVIII, p. 1042; 20 mai 188g). — Des corps diamagnetiques { Travauzr
et Meémoires des Facultés de Lille, Mémoire n° 2; 188g).

(*) E. Berrrayt, Note fisico-matematiche, lettera al prof. Ernesto Cesaro
(Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. III; séance du 10 mars
15889 ).
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CHAPITRE VII.

AIMANTATION D’UN CORPS MAGNETIQUE AU SEIN D'UN MILIEU
MAGNETIQUE.

§ 1. — Historique.

La Thermodynamique conduit & rejeter Vexistence des corps
diamagnétiques, tout comme la théorie de I'aimantation par in-
fluence imaginée par Poisson. Mais, tandis que I'incompatibilité
des corps diamagnétiques avec la théorie de Poisson avait simple-
ment amené la plupart des physiciens a rejeter les hypothéses sur
lesquelles repose la théorie de Poisson, leur incompatibilité avec
les principes de la Thermodynamique doit forcément amener & re-
jeter leur existence, & moins que I'on ne veuille rejeter les axiomes
de Clausius et de Thomson, c¢’est-a-dire admettre la possibilité de
créer, avec des corps diamagnétiques, des instruments capables
de produire un mouvement perpétuel.

Il ne peut donc pas exister de corps diamagnéiiques propre-
ment dits, ¢’est-a-dire de corps dont la fonction magnétisante soit
négative.

Cependant la nature nous présente des corps, le bismuth par
exemple, dont la fonction magnétisante parait étre négative. Com-
ment doit-on interpréter 'existence de semblables corps?

La réponse & cetie question semble avoir été donnée par
Edmond Becquerel (*).

D’aprés Edmond Becquerel, tous les corps sont magnétiques;
mais ils sont tous plongés dans un milieu éthéré qui est également
magnétique; ils semblent alors étre magnitiques ou diamagné-

(*) EpmonDp BrcQuEREL, De l'action du magnétisme sur tous les corps
(Comptes rendus, séance du 21 mai 1849. — Annales de Chimie et de Plysique,
3e série, t. XXVIII, p. 283; 1830).
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tiques selon qu’ils sont en réalité plas ou moins magnétiques que
le milieu dans lequel ils sont plongés. Voici en quels termes
M. Edmond Becquerel énonce celte hypothése :

« Un corps placé & distance d’un centre magnétique est attiré
vers ce centre avec une force égale a la différence qui existe entre
le magnétisme spécifique de ce corps et celui du milieu dans le-
quel il se trouve plongé. Ou, en d’autres termes, {’action du ma-
gnétisme sur un corps est la différence des actions exercées
sur ce corps et sur le miliew ambiant déplacé. »

M. Becquerel ajoute :

« On peut rendre compte de ce principe a l'aide d’une démon-
stration analogue a celle qui est en usage pour prouver le principe
d’Archimeéde.

» Soit A un centre magnétique placé au milien d’un espace
rempli d'un fluide attirable a I'aimant. Dans cette position, il se
produira un certain état d’équilibre, d’aprés lequel chaque point
de ce fluide sera en repos, et il n’y aura qu'un accroissement de
pression a mesure que l'on s’approchera de A, pression exercée
par le milieu qui sert & transmettre les actions magnétiques.
D’aprés cela, si 'on considére une masse 1solée M de ce fluide,
cette masse sera attirée vers A avec une force que P'on peut re-
présenter par f; or, puisqu’il y a équilibre en tous les points du
milieu lorsque le fluide environne A, il est donc nécessaire que
Paction du centre magnétique A sur le fluide environnant M donne
une résultante égale a f et dirigée en sens inverse : cela équivaut
a une répulsion égale & — f. Supposons maintenant que l'on sub-
stitue & la masse M une autre substance de méme volume; la force
attractive de M vers A sera plus grande ou plus petite que f, sui-
vant que cette substance sera plus ou moins magnétique que le
milieu. Représentons cette force par F; la force en vertu de la-
quelle la masse se portera vers le centre A sera donc (F — f), la
répulsion — f existant aussi bien dans ce cas que précédemment. »

Pliicker ('), en étudiant en méme temps qu'Edmond Becque-

(1) J. PLickER, Ueber den Einfluss der Umgebung eines Korpers auf die
Anziehung oder Abstossung, die er durch einen Magnet erféhrt (Poggen-
dorff’s Annalen der Physik und Chemie, t. LXXVIIL, p. 578; 1849).
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rel les actions magnétiques exercées sur un corps plongé dans
un liquide magnétique ou diamagnétique, arrive & une idée ana-
logue. Voici, en effet, la proposition qu’il énonce :

« L'attraction exercée sur un corps magnélique, que I’on plonge
dans un fluide magnélique ou diamagnétique, augmente ou di-
minue d’'une quanlit¢ précisément égale a la répulsion diamagné-
tique ou a I'attraction magnétique qui serait exercée sur le fluide
dont il vient occuper la place. Au contraire, la répulsion exercée
sur un corps diamagnétique que 'on plonge dans le méme liquide
augmente ou diminue d’une quantité égale a l'attraction magné-
tique ou & Ja répulsion diamagnétique qui serail exercée sur le
fluide donl il vient occuper la place. »

Mais Pliicker, en énoncant cette loi pour I'action d'un liquide
sur un corps magnélique ou diamagnétique qu’il baigne, se refuse
a considérer I'éther comme susceptible d’exercer de pareilles ac-
tions, et a expliquer ainsi le diamagnélisme. Il ne veut pas faire
entrer en ligne de compte dans ses théories des forces appliquées
a un agent impondérable, et qui n’ont point jusqu’ici d’ana-
logue.

Nous allons étudier les phénoménes que présente un corps ma-
gnétique plongé dans un milien magnétique; les propositions
auxquelles nous parviendrons nous montreront qu’en admettant
Pexistence d'un milieu impondérable répandu dans tout 'espace
et susceptible de s’aimanter, il est possible d’expliquer toules les
propriétés des corps, comme le bismuth, auxquels on avait d’a-
bord attribué une fonction magnétisante négative.

Dans le présent Chapitre, nous nous contenteronsd’établirles lois
de I'aimantation d’un corps magnétique plongé dans un milieu
magnétique et soumis a 'action d’aimants permanents. Nous étu-
dierons ultérieurement les forces auxquelles un semblable corps
est soumis.

§ 2. — Aimantation d'un corps parfaitement doux plongé dans un
milieu parfaitement doux.

Imaginons que des aimants permanents, désignés par l'indice 1,
et un corps parfaitement doux, désigné par U'indice 2, soient plon-
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gés dans un milieu magnétique s'étendant assez loin pour qu’on
puisse le regarder comme indéfini, que nous désignerons par 'in-
dice 3.

Nous supposerons, dans le présent Livre, que ce fluide soit
homogéne, incompressible et parfaitement douz. Nous exami-~
nerons, dans un autre Chapitre, s'il y a lieu d’étudier des fluides
non parfaitement doux. Quant & I'aimantation des fluides non
compressibles, nous I'étudierons au Livre XII.

Le fluide étudié pourra étre un fluide pondérable; il pourra
étre aussi le fluide impondérable dont I'existence estinvoquée par
M. Edmond Becquerel pour expliquer les propriétés des corps
diamagnétiques en apparence.

Si nous désignons par ¢ la fonction potentielle magnétique du
systéme, et si nous conservons les notations toujours employées
dauns les Chapitres précédents, le potentiel thermodynamique in-
terne du systéme que nous considérons aura pour valeur

5?:E(1*_T2)+W+§’@q+f[,l

g e e |

La derniére intégrale s’étend & un domaine illimité. Nous ad-
metirons néanmoins qu’en toutes circonstances les quantités
et JiLy s'annulent a I'infini, de telle sorte que cette intégrale con-
serve une valeur limitée.

?
_191 ()( - g?i (D]Li)] d(«‘i

9 9
Hon 5 i "‘

A

-+ F3(IMg )] dos.

En raisonnant sur cette expression selon la méthode indiquée
au Chapitre II, nous établirons les conditions d’équilibre magné-
tique sur le systéme. Si nous posons

My ! Ny

Fy (NMg) = —2 Fi (Oly) = ———2

2 (IMa) dF,(Is) 2 (M) dF;3 (D)’
dIit, Al

ces conditions d’équilibre s’exprimeront de la maniére suivante :
En tous les points du corps parfaitement doux, nous aurons

0T o0
Jog = — Fy (91La) 2%, Wy = — Fa(r) 225 =—Fo(31u»)
En tous les points du milieu, nous aurons
9 g
Jog = — Fy (1L5) %, oy = — Fs (Ia) 3 ©, ey= —F3(3]L3)
3
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Une méthode analogue & celle que nous avons suivie au Cha-
pitre  permettra de ramener la détermination de s, by, o,
Jog, by, S5 & U'intégration d’équations aux dérivées partielles.

Cette détermination se fera en employant deux certaines fonc-
tions ks (ITV), X3 (1Y), qui ne sont autre chose que les expres-
sions de — Fs (9L,), — F3 (91Ly), en fonction de IT'Q.

Il est inutile de donner ici la forme de 'équation aux dérivées
partielles que vérifie la fonction © (z, y, z) en chacune des trois
régions 1, 2, 3. Il nous suffira d’indiquer la forme des conditions
aux limites qu’elle vérifie sur chacune des surfaces qui délimitent
ces régions.

Sur la surface de séparation des régions 1 et 3 on a
0 o [ AR T9)] ST = — s, 9),

s(x, y, 5) étant une fonction connue par les données du pro-
bléme, en vertu de I'égalité

s{z,¥,5)=—/[dbycos(Ni, z) + Ubycos(Ny, ) + S cos(Ny, 3)].
Sur la surface de séparation des régions 2 et 3 on a
) o0 oQ
2 — 4w (M)} —— +[1— s (HQ)] = =0
( ) [l 17 2( )]()NZ [, 1 3( )]dJ\g
On démontrerait sans peine, par la méthode suivie au Cha-
pitre III, que ces équations déterminent une et une seule fonc-
tion © et que l'aimantation définie par cette fonclion © est une
aimantation stable, pourvu que les fonctions magnétisantes du
corps 2 et du milien 3 soient positives el vérifient les conditions
accessoires indiquées au Chapitre III.
Plagons-nous dans le cas particulier oa le corps magnétique et
le milieu qui I'entourent s’aimantent tous deux conformément a la
théorie de Poisson. Dans ce cas, on a

Fy (DlLg) = — 2 (ITQ) = 4y,
F (9Mg) = — kg (1) = g,

ks, k3 étant deux coefficients d’aimantation constants.
Soient U, Uy, O3 les fonctions potentielles magnétiques des
trois régions aimantées 1, 2 et 3. Nous aurons

QY= Vy+ Oy+ V3.
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La fonction ©, étant connue par les données du probléme, il
nous suffit de déterminer la fonction

Iﬁ) = 'Og"F Ug.

Cette fonction est harmonique en chacune des trois régions 1, 2
et 3. Sur la surface de séparation des régions 1 et 3 elle vérifie
Pégalité

(3) oW M\)

oN, + (14 47hs) 5 N,

Sur la surface de séparation des régions 2 et 3 elle vérifie I'égalité

0w ow _

(4) (l 1—4A~/A))W +(|+4u/\3) 01\’

D’aprés Maxwell (1) et E. Mathieu (2), cette fonction ® est
identique 4 la fonction potentielle magnétique d’une masse occu-
pant la place du corps 3, plongée dans un milieu non magnétique,
et dont le coefficient d’aimantation 4 serait donné par I'égalité

14 z —/{-
gl = LT
1+ 4mky
Or cela ne serait exact, comme on le voit aisément, que sil’é-
quation (3) était remplacée par I'équation
0P 0w
oN, "o, T
La proposition de Maxwell et de E. Mathieu ne. peut donc étre
conservée.
Les équations de I'équilibre magnétique sur le systéme peuvent
s’écrire

Aoy = — Ty (JM)W

().Z'o
by = — Fy (I, )M_’
dl)/)
(9] 3 )
e, :—FQ(:)lu)—0(("+01:)‘+(3)7

(') MaxweLL, Traité d’electricité et de magnétisme, t. II, p. 59 de la traduc-
tion francaise.

(*) E. Maraieu, Théorie du potentiel et ses applications & I’ Electrostatique
et au Magnétisme; 2° Partie, E‘lectrostatique et Magnetisme, p. 163; Paris,
1886.
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0(01 —+ 1‘)-34—‘ 03)

oy = — T3 (ML) o
0 (0 -+ Vy+ O,
Wby = — F3 (Is) “%—‘—"+—i)’
3
, e 0O Wy U,
2y=--F3 (D) _(_17_‘)
~3

Supposons, comme nous le ferons souvent dans les applica-
tions, que le corps 2 et le milieu 3 soient peu magnétiques; les
deux fonctions F, (91L,) et F, () seront alors trés petites. 1
est aisé de voir, dans ce cas, que, si 'on néglige les quantités de
Pordre de [Fa (9102)]?, [F3 (91L3)]3, Fa (01,) Fy (91L,), on pourra
remplacer les égalités précédentes par celles-ci

00, oV,

oy = —Fy (Q)R_'g ,\) 0x2 ) Aoy = — F3 (I m ’
L. - F N L, — — F. 09 ———

Whs = — Fy (M) 772 y Ubs Fy (O1C3) 974 ’
o 007 00,

[ pp— . D, — < NC —_—
Qo= —Fo (o) 5=F, 2y = — Fy(OM) G

Ces égalités conduisenl & la proposition suivante :

Dans un miliew peu magnétique sont plongés des aimants
permanents et un corps peu magnetigue dénué de jorce coer-
citive; le corps parfaitement doux prend U’aimantation qu’il
prendrait sous Uinfluence des aimants permanents, si {e mi-
liew oit il est plongé n’était pas magnétique; le milieu prend
laimantation qu’il prendrait sous 'influence des aimants
permanents, s’il ne renfermait aucun corps aulre que ces ai-
mants.

Cette proposition est contenue implicitement dans celles qu’ont
énoncées Edmond Becquerel et Pliicker.
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CHAPITRE VIII.

PRESSION D'UN FLUIDE INCOMPRESSIBLE AIMANTE.

§ 1. -~ Comment, dans un fluide incompressible aimanté, se disposent
les divers éléments magnétiques.

Nous avons montré, au Chapitre précédent, suivant quelles lois
s'almantait un sysi¢me qui renferme un corps magnétique dénué
de force coercitive entouré par un fluide également dénué de force
coercitive.

Nous devons maintenant rechercher quelles aclions un sem-
blable fluide exerce sur le corps qui y est plongé; c’est, en effet,
I'étude de ces forces qui doit, d’aprés les idées de M. Edmond
Becquerel, nous fournir I'explication des phénoménes présentés
par les corps soi-disant diamagnétiques; nous avons donc a con-
stituer Phydrostatique des fluides aimantés dénués de force coer-
citive.

Ce probléme, & son lour, peut éire étendu : nous pouvons
chercher a constituer d’'une maniére générale 'hydrostatique des
fluides aimantés, que ces fluides solent ou non dénués de force
coercitive; mais le sens méme qu'il convient d’attribuer a cet
énoncé ainsi généralisé nécessite quelques explications qui équi-
valent a la définition de ces mots fluide aimanté.

Nous dirons qu’un corps aimanté est fluide s'il est possible de
tui imprimer toutes les déformations virtuelles qui n’altérent pas
le volume de ses différentes particules, et dans lesquelles I'aiman-
tation de chaque particule demeure invariablement liée & la ma-
liere qui forme cette particule.

Il se peut que les modifications virtuelles ainsi définies ne soient
pas les seules que le fluide puisse présenter : par exemple, si le
fluide est compressible, on pourra lui imprimer des déformations
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qui alterent le volume de ses différentes parties; mais, lorsqu’on
veut définir les modifications virtuelles que le fluide peut présenter,
en outre de celles qui entrent dans la définition générale du fluide
almanté, on se trouve en présence de plusieurs systémes de défini-
tions, dont chacun caractérise un fluide doué de propriétés diffv-
rentes. Ainsi on peut convenir que, dans les modifications vir-
tuelles ot le volume d’une particule varie, le moment magnétique
de cette particule demeure invariable, en sorte que I'aimantation
en chaque point diminue dans le méme rapport que la densité; on
peut supposer, au contraire, que l'aimantation en chaque point
demeure invariable en grandeur, en sorte que le moment magn¢é-
tique d'une particule qui se dilate augmente dans le méme rapport
que le volume de cette particule.

On voit donc que, tandis qu'une définition unique se présente
a lesprit Jorsqu’il s’agit de fixer la notion générale de fluide
almanté, on apercoit plusieurs maniéres de définir d’une maniére
générale le fluide compressible aimanté, sans qu’aucun motif pré-
pondérant puisse faire préférer une de ces définitions a l'autre.

Cette ambiguité cesse lorsqu’on veut traiter des fluides ai-
mantés dénués de force coercitive; dans la définition de ces
fluides, on est convenu de ne plus imposer aucune restriction aux
variations virtuelles de la densité et de Paimantation.

La définition des fluides compressibles dénués de force coerci-
tive étant complétement donnée, on ponrra faire I'étude compléte
de ces fluides; on ne pouarra pas étudier les propriéiés des fluides
compressibles non dénués de force coercitive tant qu’on n’aura
pas convenu de choisir entre les différentes définitions que l'on
peut donner de ces corps; mais on peut étudier, et c’est ce que
nous ailons faire, les propriétés communes a lous les fluides
aimantés, puisque l'on a fixé les caractéres que l'on regardera
comme communs 4 tous ces corps.

Cette étude n’est pas inutile : outre I'intérét logique qu’elle pré-
sente, elle a une importance pratique; nous verrons, en effet, que
tous les phénoménes présentés par les corps diamagnétiques s’ex-
pliquent en admettant, avec Edm. Becquerel, I'existence dans tout
I'espace d'un fluide aimanté. Mais il serait impossible de repré-
senter quelques-uns de ces phénoménes si I'on voulait que ce fluide
fit dénué de force coercitive.
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Imaginons qu'un sysi¢me renferme un fluide aimanté; soient -,
W, € les composantes de 'aimantation au point (z, y, 5) de ce
fluide; soit d¢ le volume d’un élément de ce fluide tracé autour
du point (z, y, 5). Cet élément est soumis a des forces étrangéres
au magnétisme ayant pour composantes

pXdv, 2Ydy, oZdp,

o étant la densité du fluide en un point de 1’élément dp, et X, Y,
7, étant certaines fonctions de (x, y, 3).

Supposons tout d’abord que I'élément d¢ ait la forme d’une
sphére infiniment petite, ayant pour centre le point (z,y, 3);
imaginons que celte petite sphére, entrainant avec elle son ai-
manlalion, éprouve une rotation infliniment petite autour de son
centre.

Dans un semblable déplacement, les {orces étrangéres an magné-
tisme n’eflectuent aucun travail. Si donc le fluide est en équilibre

stable, on aura, pour tout déplacement virtuel de ce genre,

(1

ct

(2)

<
-

=0

Oy

2 5

a4

.

\/

La rotation de notre petite sphére fait varier de 3\, dub, 62 les
composantes de 'aimantation au point (z,y, ). On a donc, en
désignant par © la fonction polentielle magnétique de Lout le sys-
téme,

. [ow 9O 0O 2 F ()
- dz

et — BUh - -0 = ———— G | dp.
z dy 9IIL
Mais les quanlités ¢.L, o, 62 ne sont pas quelconques. La
petite sphére entraine son aimantation dont la grandeur ne varie
pas, ce qui donne

oL =o
ou
(3) o 0o = b B - 232 = o.
On a donc
= /0O . 1Q . 90O (.
&) 37 = (TS 5+ S Ve v,
Jr oy d3

et, moyennant la relation (3), cette quantité doit devenir égale & o.
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D’aprés un principe connu du calcul des variations, il faut et il
suffit, pour qu’il en soit ainsi, que I'on puisse trouver une fonc-
tion G(z, y, z) telle que 'on ait, en tout point du fluide,

o©
l:&—O(T ¥ 3) (] a:b.
=
4 [u% 0z, y, :)3\7 J b,
-+ [v+0(T 1,~)0)\ ]02 =0,

~

quels que soient 6., owh, ¢, ce qui exige qu’il existe une fonc-
tion 0(z, y, z) telle que 'on ait, en tout point du fluide.

: 1)
\ A = —0(x, 1,:)
(5) ‘ b = — 0( =z, ¥ :)%,

Un fluide aimanté ne peut étre en repos si l'aimantation
’ 4 Y . Y 4 {7 eo
n'est, en chagque point, tangente & la ligne de force.

De V'égalité (4), on déduit

ny & ~ Q) AV
o2J = (ﬂ? 02.b - — 25 02ah + A 0?2 c) dy
d) 03

ou bien, en vertu des égalités (3),

1

R =
0(‘277.77"—)

(o 02, +— UbB2Uh - 028 ) de.

Drailleurs, 1’égalité (3) donne
32 + Wb 32U + 32 - ()2 -+ (BUh )2 (38 )2 = o,
ce qui permet d’écrire

825 ()(_x}—T)[(OJL)L{—(O“ )2—I—<8€)2] dv,

et transforme P'inégalité (2) en
(6) 0(z,y,3)>o0.

La fonction 8(x, y, z) est forcément positive.
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Ce résultat met de suite en évidence une proposition impor-
tante. Les égalités (5) donnent

O 2 /‘ ) a0 r)‘(}
oy b —— Ul -+
(7) ()(Z',)’,Z)d‘ 5 <1 1;0 )d

~

chacune de ces deux intégrations s’élendant au volume entier du
fluide.

Supposons quc le systéme soil dépourvu de tout aimant perma-

nent ¢t ne renferme d’autre corps magnétique que le fluide. Dans

< J¢

ce cas, la quantité Ao =—

ox

tique du systéme et est essenticllemenl positive, & moins que 'ai-

«

do représente le potentiel magné-

mantation ne soit nulle en tout point. 1l en est de méme, en vertu

de I'inégalité (6), de la quantité /0—(‘)];}/_—)

donc impossible, 4 moins que 'aimantation ne soit égale 4 o en

dp. L'égalité (7) est

tout point; d’ou le théoréme suivant :

Un fluide magnétique quelconque, soustrait a I’action d’ai-
mants, ne peutl étre en repos si l'aimantation n'est, en tou!
point, égale ¢ o.

Ces premiers théorémes obtenus, nous allons nous poser la
guestion suivante :

A Tintérieur d'un fluide aimanté, nous tracons une surface
fermée S. Les divers éléments du fluide que renferme cette sur-
face sont soumis & certaines forces donunées, étrangéres au magné-
tisme; ces forces qui subsisteraient si 'on réduisait & o I'aimanta-
tion en chaque point de ses éléments, sont d’origine intérieure a
la masse fluide qu’enferme la surface S ou d’origine extérieure.
Soient
(8) eXde, oYde, pLdy

les composantes de la force extérieure de ce genre appliquée a
Iélément dv de densité p.

Les corps aimantés extérieurs au fluide que renferme la sur-
face S exercent aussi des forces sur les divers élémenls intérieurs
& cette surface.

S1 @ (z,y,z) est la fonction potentielle magnélique de ces
corps aimantés extérieurs a la surface S en un point (z, y, 3)
de I'élément dv intérieur a la surface S; si &, 1b, & sont les com-
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posantes de 'aimantation au point (2, ¥, 5), dans toute modifica-
tion ot chaque élément do se déplacera en entrainant avec lui son
aimantalion, les forces dont il s’agit effeclueront un travail élé-
mentaire qui a pour valear

(9) (lS:—B/<ab%§+l‘l;%)—+e%?>dq,

©

I'intégration s’étendant 4 Lout le volume qu’enferme la surface S.

Imaginons que, sans rien modifier aux forces extériecures qu
viennent d’étre énumérdes, on supprime les obstacles que la pré-
sence de corps extérieurs a la surface S oppose aux déformations
du fluide que cette surface renferme. Sera-t-il possible de main-
tenir en équilibre le fluide, supposé incompressible, que renferme
la surface S, au moyen de forces convenablement choisies, appli-
quées aux divers éléments de la surface S?

Pour résoudre celte question, qui constitue le probléme fonda-
mental de 'hydrostatique pour les fluides aimantés, nous suivrons
une méthode analogue 4 celle que M. J. Moutier (*) a employée
pour étudier le probléme classique de ’'Hydrostatique.

Sur la surface S ( fig. 20), considérons deux éléments quel-

Fig. =20,

conques AB ou dS, et A’B’ ou dS'. Le premier est soumis 4 une
force OP ou P dS, le second & une force O'P’ ou P'dY'.

(') J. Moutier, Cours de Physique, t. I. — P. DuneM, Sur les principes
Jondamentauzx de U’Hydrostatique (Annales de la Faculteé des Sciences de
Toulouse, t. IV; 18g0).
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Del'élément dS a I'élément dS/, tragons, a V'intérieur du fluide,

un canal infiniment délié de forme quelconque AFGHA', et pro-
longeons ce canal d'une petite longueur au dela de A'B'.

Par des sections ab, a'¥', a"0, ..., divisons ce canal en tran-
ches infiniment petites, ayant toutes le méme volume ». Formons
une derniére tranche de méme volume « dans la partie du canal
qui dépasse A'B’. Nous aurons ainsi

vol.ABab =vol.aba'l/=...=vol.a, 10, | A'B'=volLA'B'aff = w.

Imaginons que 'on impose au fluide enfermé dans la surface S
la modification virtuelle suivante :

Le fluide qui se trouve dans la tranche @, b, ,A’B’ vient
occuper la tranche A'B'2(3; le fluide qui oceupe la tranche pré-
cédente vient occuper le volume laissé libre, et ainsi de suite,
jusquan fluide de la tranche ABab qui vient occuper la
tranche abda' 0.

Chaque tranche fluide, en se déplacant, entraine avec elle son
aimantation. On peut supposer que chaque particule fluide, en se
déplacant, n’éprouve aucune rotation. L’aimantation entrainée
par chacune d’elles conservera alors non seulement une grandeur
invariable, mais encore une orientation invariable dans I'espace.

La modification virtuelle ainsi concue est compatible avec les
liaisons imposées au systéme; elle peut étre effectuée en sens in-
verse : il faut done, pour I'équilibre du fluide, qu’elle n’entraine
aucun travail non compensé, ou, en d’autres termes, que ’on ait

i

(10) 80F — dE, = o,

85 étant Ja variation que cette modificalion fait éprouver' au
potentiel thermodynamique interne du fluide que renferme la
surface S, et d&. le travail effectué par les forces extérieures
appliquées a ce fluide.

Ces forces sont de trois sortes :

1° Les forces P appliquées a la surface S. Soient

N la normale intérieure en un point de I'élément dS;
N’la normale intérieure en un point de I'élément dS';
e la distance normale des deux surfaces AB, ab;
D. — 1L 16
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¢’ la distance normale des deux surfaces A’'B, «, B;
D la direction Ax;
D’ la direction Ala.

Ce travail aura pour valeur

d3'=P dS cos(P, D) — P'dS'cos(P, D) ——

s(V D) cos(V’ Dy’
Mais on a
£ dS = ¢ dS' = w,
. . N\
cos(P, D) = cos(P, N) cos(N, D) + sin(P, N) sin(N, D) cosN,

cos(P', D") = cos(P', N') cos(N', D’) = sin(P’, N') sin (N, D) cos@

Le travail précédent s’écrira donc

. AN
- 5 dS’:i [cos(P, N) =+ tang(P, N) sin(N, D) cosN ]P
1
N /')\.
( —[cos(P', N') - tang (P', N') sin (N', D') cos N']P" | w.

2° Les forces dont les composantes sont données par les ex-
pressions (8); leur travail aura pour valeur

(12) dT'= u)f o(Xde+Ydy +17dz).
AFGHA’

3° Les forces magnethues extérieures; leur travail aura pour
valeur, d’aprés I'égalité (9),

dS_—.—wf [ (%3’—‘? YA »‘)2@4-»932@)43;
FGUA

oz oy oz 0z
(3) <'b:7:g—:—’llb%?+@§;%®;> Iy
( (aZ o TV 2R )
Le travail extérieur d@, a pour valeur
(i4) dE,= dF + d¥'+ d>".

¥Evaluons maintenant la variation &% subie par le potentiel ther-
modynamique interne du fluide enfermé dans la surface S.
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&
=~
w

Si ce fluide n’est pas électrisé,’d a pour valeur

=

F=E(r— Tz)+;y+f3?(:nb)dv,
les diverses letires qui figurent dans cette formule ayant la signi-
fication que nous leur attribuons ordinairement; on a donc

(13) 35;Eg(l‘—T2)+6§+8fJ“(mL)dv.

1° Le déplacement considéré est un déplacement sans change-

ment d’état. La quantité
—E3(Yr—T3)

représente donc le travail effectué par les forces étrangéres au
magnétisme et qui sont intérieures au fluide enfermé par la sor-
face S.
La force de ce genre qui agit sur I'élément d¢ a pour compo-
santes
ofdv, onde, ofdp.

On aura donc

(16) EB(]‘——TE).—.—m/ o(f dw +n dy + { ds).
AFGHA’

2° La grandeur de l'aimantation de chaque particule, son vo-
lume, sa nature, demeurant invariables dans la modification con-
sidérée, on a

(17) afa’-(:)m) dv = o.

3° Reste a évaluer la quantité 8.
51 O est la fonction potentielle magnétique de I'aimantation dis-
tribuée  'intérieur de la surface S, nous aurons

7= o2l

Pour trouver la variation subie par cette quantité, nous décom-
poserons en Lrois phases la modification considérée :
(A). Nous supprimons I’élément ABab : ¥ subit une variation

00

(18) 81/&72— wl’a;

W,
ds
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L0V

I

S vl I désignant la valeur que prend cette quantité en un point

de ’élément dS.
(B). Nous ajoutons au systéme P’élément A’B'af : J subit une

variation

00
L iz

(19) 5T = w
as

(C). Nous remplacons chacune des tranches du filet infiniment
délié par la tranche précédente. Supposons que le fluide ne pré-
sente, dans la région que traverse le filet, aucune surface de dis-
continuité; que 'aimantation varie d’une maniére continue toul
le long de la ligne AFGHA’. La tranche en un point de laquelle,
avant cetle opération, I'aimantation avait pour composantes o\,
vh, & présente, aprés cette opération, une aimantation dont les
composantes sont

0l 0:\ 2-b
mL)*'?)—;(LU"}?}/—‘[[‘} —_ -(—)'z ds.
b ouh b
\o__ e — f— - 4
Uvh oz dx Py dy s ds,
_ 08 0, 02,
S — dr — T dy — s dsz,

dx, dy, dz étant les composantes du déplacement d’un point de
la tranche considérée. Cette troisiéme modification impose a %
une variation

90 0N 0 00 92
0w oz Oy 0% | 95 Ox

/
(20) 4 (20 0 00 o 00 02
( oz oy oy oy o0z ay) Y
d_(Dr)»JLq 0 b 00 02 d.
+ oxE+?)}E+T)Z7)—z> J

Nous aurons
(21) 83:815+625+833.

Les égalités (11) & (21) nous permettraient de donner une forme
explicite a I’égalité (10); mais, auparavant, nous transformerons
Pégalité (13) an moyen d’une intégration par parlies, et nous
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’écrirons
45 = o || 2 22 H — QL,‘Z@
( o0x ds
)
] (R iwen ewaey,
(23) AFGHA z  dx ly 0w 3 dw

(0@ oA | 0O OB | 9@ 08
oy Ty oy T dy) &
(fo@ oW 0@ o oW aO> d“

or 0z c)}f dz  dz 0z
Si nous posons maintenant
(24) Y=+ 0,

© étant la fonction potentielle magnétique de toule 'aimantation
agissante, les égalités (11) & (24) nous permettronl de transformer
Pégalité (10) en

v
[ [co%(P N) +tang(P, N) sin(N, )cosl\ P+ H A
S
)
[cos(P' N') =+ tang (P, N')sin(N', D)cos\” P’—H 2o r)i
s’
- . 00 A | 00 ovb 90 02
(23) { + ; [Q(X—!—Z)-i—ﬁw-f—b——%--i—d—_i]dx
< arGuat Y z

! RTINSO S
\ TI_P(Z‘*‘Uz'Uz'()ydz‘sdz

Cette égalité doit avoir lieu quelle que soit la forme du canal infi-
niment délié qui relie, au travers du fluide, les deux éléments dS
et dS'. Elle doit donc demeurer vraie si I’on remplace, dans la gé-

nératrice AFGHA' de ce canal, I'arc FGH par 'arc FKH. Il n’est
pas malaisé d’en conclure que la quantité sous le signe/ doit étre

la dilférentielle totale d’une fonction de z, ¥, 5, continue et uni-
forme en tout point du fluide.

Supposons en particulier le fluide homogéne et incompressible,
en sorle que p ait, en tout point de ce fluide, la méme valeur. Sup-
posons, en outre, queles forces étrangéres au magnétisme admettent
une fonction potentielle, ¢’est-a-dire qu'il existe une fonction Q,
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continue et uniforme a U'intérieur du fluide telle que 1'on ait

i o

o b — . _C

L oz’

oQ

(26) Y "——“*5‘;,:
., oL

Lt —5

Enfin, tenons compte des égalités (3), qui doivent avoir lieu pour
que I'équilibre soit possible. La quantité sous le signe/ pourra
s’écrire

C}l‘)

— e dQ — o AL d‘;«> dx

— —h 222 4 2
dx or

renmel|
6z, 7, %)

T
TN

Oals oth 0
oo —— “- _— 8 - il
%()] l‘d)/ 0}/)([)/
oA o o8\
bGr TV "E) d*]’

ou bien, en remarquant que
o A, <= Uh Al + & dS = L dIN,
HiIE
2 —p dQ— —————— dIIC.
(27) P i@ 7, 3)
Pour que cette quantité soil une différentielle totale, il faut et il
suffit que la fonction 8(z, », z) ne dépende pas de z, 7, z, si ce
n’est par U'intermédiaire de l'intensité d’aimantation IIt.
Posons done
(28) O(x, 7, 2) = 0(IN).

Les égalités (5) deviendront

JAV]

A :—O(DIL);—;;

(29) uh :—G(Q\L)(—)—(—
by 2 [)‘}/ H

o
e =—0(M) -

Si nous nous souvenons que, d’aprés 'inégalité (6), la fonction
8(z, y, ) et, partant, la [onction @ (L) est posilive, nous arri-
vons au résultat suivant :

Lorsqu’un fluide incompressible, homogéne, aimanté, dénué
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ou non de force coercitive, est en repos, les particules magné-
tiques y présentent exacltement la distribution gu’elles présen-
teraient dans un corps homogéne qui aurait la méme forme
que ce fluide, serait soumis & {’action des mémes aimants, se-
rait dénué de force coercitive, et présenterait une fonction
magnétisante convenablement choisie ©(IL).

Si le fluide est dénué de force coercitive, la comparaison des
égalités (29) avec les conditions de I'équilibre magnétique montre
que la fonclion @ (L) est délerminée et égale & la fonclion ma-
gnétisante I (21L) propre au flaide.

Si, au contraire, le fluide n’est pas dénué de force coercitive.
rien dans ce que nous savons jusqu’ici ne nous détermine la fonc-
tion @(I1L). Nous verrons, au § 3, 'importance de cette remarque.

§ 2. — Pression exercée par un fluide aimanté.

Revenons a ’égalité (25).
La quantité sous le signe/doit étre différentielle totale d’une

fonction de 2, ¥, = finle, continue et uniforme & U'intérieur du
(luide. Désignons par — Iz, ¥, 5) cette fonction. L’égalité (25)
deviendra

' o n Ty ; , 00
[cos(P, N) = tang(P, N) sin(\, D) cosJ/\}J P - clﬂ—}- +— T
: 0x |lus
o)< . -
, ; S
( — [cos(P', N') == tang (P . Ny sin(N', D) cos&\'J Pr— chg—; —1'=o.
, ; T ||as

Les directions D, D’ sont arbitraires. L’égalité précédente doit
donc avoir lieu quelles que soient les quantités

. o . ' IR ~
sin(N, D) cosN, sin(N’, D) cos v,

Cela exige que I'on ail
tang(P, N) = o, tang(P’, N') = o.

Les forces qu'il faut appliquer aux divers éléments de la
surface S pour maintenir le fluide en équilibre sont donc nor-
males & la surface S.
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Désignons par P dS la force normale appliquée a I'élément dS,
en la comptant positivement quand elle est dirigée vers 'intérienr
dn fluide. L’égalité (30) deviendra

{ 9
I T li BRAY

o7 —1I'=o.

o3

P+I

Désignons par JIL et I’ les intensités d’aimantalion en un point

00
‘ r‘,L{J a;‘

it

des éléments dS et dS', tenons compte des égalités (5) et nous
verrons sans peine que l'égalité précédente conduit au résultat
suivant :

llexiste une quantité K ayant la méme valeur en tout point
de la surface S, telle que ’on ait, en tout point de cette sur-
JSace,
T2

(31) P=K—-1l+ —
O(x, ¥, 3}

Par une démonstration analogue & celle que nous avons indi-
quée dans notre travail Sur les Principes fondamentaux de
{'Hydrostatique et que nous ne voulons point reprendre ici, on
prouverait que la quantité K doit étre choisie de telle fagon que
le second membre de Iégalité (30) ne prenne de valeur négative
en aucun point ni de la surface S, ni du fluide enfermé a I'inté-
rieur de cette surface. On prouverait ensuile que les conditions
ainsi trouvées ne sont pas seulement nécessaires, mais suffisantes
pour assurer 'équilibre du fluide aimanté en admettant qu’il soit
incompressible et que I'aimantation de chaque particule soit inva-
riablement liée & la matiére qui forme cette particule.

En un point (z, ¥, 5) intérieur au fluide, le second membre de
Pégalité (31) prend une valeur parfaitement déterminée qui est la
pression au point (x, y, z).

Prenons le cas particulier d'un fluide incompressible homogéne.
Dans ce cas, on a, d’aprés Pégalité (28),

0(z, y, 5)= 0(I ).

D’aatre part, la quantité IT doit avoir pour différentielle totale,
d'aprés Pexpression (27),

J
0dQ 4+ —— .
! 0(z, ¥, 5)

dat.
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On peut donc prendre

——— dJIL,

Mo
[ 8(o)

1= o0 +

o

ct lexpression de la pression hydrostatique & ’intérieur d’'un
fluide incompressible, homogéne, aimanté, est la suivante :

. N 9
i M2 Bl
P = K — o4 e — S 4O
(32) P=K—s2+ 500 f o (o)

Sile fluide est dénué de force coercitive, la quantité © (d1L) de-
vient identique & la fonction magnétisante F(I1L). Nous aurons
alors

Mo
[ e o) AL = F(IL).

Si nous posons, comme au Chapitre V, égalité (10),

N2 2
W(N) = mrmes — F (AT
(M= gy — 7T,
nous aurons pour expression de la pression hydrostatique
Uintérieur d’un fluide aimanté, dénué de force coercitive,
homogéne et incompressible

(33) P=K-—-p32+ W)

Lorsqu’un corps solide est plongé dans un fluide aimanté, on
peut Lraiter équilibre de ce corps solide comme s’il était affranchi
de toute liaison a condition d’ajouter aux forces données, tant
magnétiques qu’étrangéres au magnétisme, qui agissent sur lui,
des poussées normales dont la grandeur, en chaque point de la
surface du solide, est donnée, suivant les cas, par I'une des for-

mules (31), (32) ou (33).

§ 3. — Expériences de M. P. Joubin.

Des aimants permanents 1, ayant une position déterminée el
une aimantation déterminée; un corps parfaitement doux 2, ayant
une forme délerminée et une position déterminée, sont placés au
sein d’un fluide illimité 3 que nous supposons homogéne et incom-
pressible, mais qui peut étre doué de force coercitive.
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Lorsque le fluide est en repos, aimantation est la méme sur le
systéme que si I’on avait substitué au {luide 3 un fluide homogene,
incompressible, dénué de force coercitive, ayani une fonction
magnétisante convenablement choisie @ (1L).

Si le fluide 3 est dénué de force coercitive, cette fonction @ (IR)
est identique a sa fonction magnétisante Iy (91L); elle dépend donc
uniquement de la nature de ce fluide 3.

Il n’en est plus de méme si le fluide 3 est doué de force cocrci-
tive. Dans ce cas, la fonction @ (91U) peut dépendre non seulement
de Ja nature du fluide 3, de sa forme, de sa position et de I'aiman-
lation des solides auxquels il confine, mais encore de toute la
série des modifications qui ont amené le systéme & son état ac-
tuel.

Cela posé, prenons le systéme dans un état déterminé; la fonc-
tion @ (L) a une forme déterminée; 'aimantation du fluide 3 et
du solide 2 est déterminée; les forces qui agissent sur le solide 2
sont déterminées.

Faisons subir au systéme une série quelconque de variations,
aprés quol nous ramenons les aimants permanents 1 & la méme
position et & la méme aimantation, le corps 2 a la méme position.

Si le fluide est dénué de force coercitive, le fluide et le solide
reprendront la méme aimantation qu’ils avalent au départ; les
forces exercées sur le solide reprendront la méme grandeur et la
méme direction.

Si1, au contraire, le fluide est doué de force coercitive, la nou-
velle fonction ©(9IL) pourra ne pas éire identique a la fonction
O (o) primitive; aimantation du fluide et du solide, les forces
exercées sur le solide ne seront pas forcément les mémes dans
Pétat initial et dans Pétat final.

Ainsi, si un corps parfaitement doux, placé dans une posi-
tion déterminée en présence d’aimants permanents déterminés
de position et d’aimantation, est plongé dans un fluide illimité
doué de force coercitive, les forces qu’il faut appliquer a ce
solide pour le maintenir en équilibre peuvent dépendre de la
maniére dont le corps est arrivé a sa position, dont les aimants
permanents sont arrivés a leur position et ¢ leur aimanta-
tion.

Un seul cas fait exception : c’est celui ott le systéme ne renferme
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pas d’aimants permanents. Dans ce cas, il suffira de vépéter une
démonstration analogue 4 celle qui a é1é exposée au § 4 pour arriver
a la proposition suivante :

Si un corps parfaitement doux, plongé dans un fluide doué
de force coercitive, est soustrait & Uaction de tout aimant per-
manent, il ne peut y avoir de repos dans le systéme s'il n’est
pas entiérement désaimanté.

Nous avons admis, avec M. Edmond Becquerel, que les pro-
priétés des corps diamagnétiques en apparence, tels que le bis-
muth, devaient s’expliquer en admettant I'existence d’un fluide
impondérable, homogéne, incompressible ; il suffit de supposer ce
fluide doué de force coercitive péur expliquer les expériences sui-
vantes, qui sont dues & M. Paal Joubin (1):

« Un petit barreau de bismuth, muani d’un léger miroir, était sus-
pendu par un bifilaire ‘entre les deux poles d'un électro-aimant.
Sous l'influence des forces magnétiques et du couple de la sus-
pension, il prenail une nouvelle position d’équilibre trés pew difé-
rente de la premiére, d’ou 'on comptait déduire la valeur du
champ. Mais il fut immédiatement évident que, pour ce but, la
méthode ne valait rien.

» En eflet, pour un méme courant, c’est-d-dire pour un méme
champ, la position du barreau dépendait de la suite des modifica-
tions magnétiques qu’on lui avait fait subir. Si I'on trace une
courbe en prenant comme abscisse I'intensité du courant et comme
ordonnée la déviation, le point figuratif se déplace sur unc ligne
droite quand on fait croitre les intensités de o & 4o ampéres; mais
si, 4 partir de ce moment, on diminue graduellement le courant,
le point se déplace sur une autre ligne droite trés inclinée par
rapport & la précédente, de telle sorte que, lorsqu’on revient &
13 ampéres, la déviation est presque double de celle qui corres-
pondait primitivement au méme courant. Si I'on fait croitre de
nouveau le courant, le point figuratif se déplace sur une Lroisieme
droite presque paralléle a la premiére.

» S1l'on ouvre ensuite le circuit et si 'on recommence 'expé-

(') P.Joumn, Sur la mesure des champs magnéetiques par les corps dia-
magnétiques (Comptes rendus, t. CVI, p. 735; 1888).
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rience, on retrouve la série des déviations représentées par la pre-
miére droite.

» Le méme fait s’est produit avec un simple miroir de verre rec-
tangulaire, qui s’aimante comme le bismuth, mais plus faible-
ment. [’angmentation du momenl magnétique pour un méme
courant atteignait encore, dans ce cas, le quinziéme de sa valeur,

changement bien considérable pour pouvoir étre attribué a une
variation dans la grandeur du champ. »

§ 4. — Forme de la surface de séparation de deux fluides aimantés.

Dans la théorie exposée aux §§ 1 et 2, nous avons supposé que
la surface fermée S enveloppait un fluide continu. 1l nous est
facile maintenant de déterminer les conditions particuliéres qui
sont relatives a une surface de discontinuité séparant deux fluides
magnétiques différents.

La pression hydrostatique doit avoir, on s’en assure aisément,
la méme valeur de part et d’autre de cette surface. Si donc on dis-
tingue les quantités relatives aux deux fluides par les indices 1
et 2, on trouve, en vertu de l'égalité (32),

I3 I3

1{1—111—1— 0—_—1(1’, 7 Z) =Ky — I, + ——02(2,',)/, ,Z),

ou bien, en désignant par G, la quantité K,— K,, qui a une
méme valeur en tout point de la surface de séparation consi-
dérée,

. . IL? BITE )
3 I, — I — L > ] = Cja.
(34) ) ! [01(.’/5‘,_}/,5) bo (2, ¥, %) .

Si les deux fluides 1 et 2 sont homogénes et incompressibles,
cette égalilé devient

(35) pggg—plgzl—Ag(S]L'g)—l—.\1(3]L1):Cig,
en posant, en général,

: . one Mo
(36) A = 5o —[ 501 4

Si le fluide 1 est dénué de force coercitive, on devra faire

(37) A (Ig) = W (IMy);
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et, de méme, sile fluide 2 est dénué de force coercitive, on devra
faire

(37 bis) Ag (ML) = W5 (IM,).

Enfin, siles deux fluides s’aimantent conformément & la théorie
de Poisson, et s1 &, et &k, sont leurs coelficients d’aimantation, on
aura | Chap. V, égalité (16)]

Ny

W) = Tt W) =

I3
a2k,

et I'équation (35) de la sarface de séparation des deux fluides
deviendra, en tenant compte des égalités (37) et (37 bis),

. 1/ORE I
: Qy— 0y Q)= — 2 YLy,
(38) 090y — 01 )( z r )

Dans ce dernier cas, on a, en désignant par © la fonction poten-
tielle magnétique des aimants permanents, par 0,, O, les fonc-
tions potentielles magnétiques de deux fluides

I = 2 (W -+ O+ V),
I3 = A3 T(W + O+ Oy,
Mais, si les deux fluides sont peuw magnétiques, ©,, V, sont
négligeables devant ¢ ; on a simplement
ILE = kI,
I3 = kMW
et I'égalité (38) devient

ek [[O@\2 | 0@\ 0@\
o0 e BEE[E) ()~ (2]

Cette derniére formule est due a Beer ().

Faisons une application de ces égalités.

Un tube en U ( fig. 21) renferme un liquide pesant, de densité
p2, dénuéde force coercitive, placé dans I'éther magnétique impon-
dérable 1. Il est soumis a I'action d’un champ magnétique de telle

(') A. BEER, Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre vom Magnetismus
und die Elektrodynamik, p. 219 (Brunswick, 1865).
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maniére que sa branche B soit plus [ortement aimantée que sa
branche B'.

Soit HH un plan horizontal arbitraire. Soit 5 la distance d’un

H H

point quelconque au-dessus de ce plan. On aura, en désignant par
g Pintensité de la pesanteur,

Q, = o, Qy= g5,

Soit Z la distance au plan HH' du niveau du liquide dans la
branche B; soit Z/ la distance au plan HH' du niveau da liquide
dans la branche B'.

En un point de la surface de niveau dans la branche B, nous

aurons
02 82 4+ Xy (DLy) — Wy (IMy) — Cya.

En un point de la surface de niveau dans la branche B/, nous
aurons
0287 + A (L)) — Wy (IY) = Cia.
D’ou, en retranchant membre 4 membre,

(40) pr&(Z—17') = Wy(IMy) — Wy (INVy) — Ay (IMLy) + A (M),

Il s’établira donc en général, enire les deux branches, une dif-
férence de niveau donnée par I'égalité précédente.

Supposons, en particulier, la branche B’ située dans une région
ot le champ magnétique soit peu intense, de telle fagon que, dans
cette région, les fluides soient peu aimantés. L’égalité précédente
se réduira &

(4[) ng(Z—ZI)ZW;(D]‘Lz)-—A\l(e\)r&i)
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Cr

Si Ja quantité
WolNle) — A (D)
esl positive, le liquide s’élévera plus dans la branche aimantée que
dans P'autre branche; U'inverse aura lieu si la quantité
Wy (D) — A (DY)
est négative.
Supposons, pour un instant, que Péther soit, lui aussi, dénué
de force coercitive, et que les deux fluides s’aimantent faiblement
ct suivant la théorie de Poisson. L’égalité (41) deviendra alors

. _—— ko = ki [ OO\ /00N2 /00N
otz = SR () (5) (%) ]

Pliccker (') a donné des expériences qui s’accordenl avec cette
relation; Quincke en a fait usage pour déterminer I'excés du

coefficient d’aimantation d’un fluide sur le coefficient d’aimanta-
tion de I'éther. Cette métho:le perd sa valeur si, comme semblent
le montrer les expériences de M. Joubin, I’éther n'est pas dénuné
de force coercitive.

(") Pricker, Ezxperimental Untersuchungen liber die Wirkung der Ma-
gnete auf gasformige und tropfbare Fliissigkeiten (Poggendor(f’s Annalen,
L. LXXIII, p. 549; 1848).

a2 DG
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CHAPITRE IX.

ACTIONS EXERCEES SUR LES CORPS PEU MAGNETIQUES.

§ 1. — Formule fondamentale.

Imaginons un corps peu magnétique plongé dans un milieu pen
magnétique; supposons ces deux corps dénués de force coercitive;
soumettons-les & D'action d’aimants permanents puissants. Un
semblable systéme se préte & une étude Lrés complete et trés élé-
gante, dont les principes ont été indiqués par Beer (*). Nous al-
lons exposer ici cette étude dont les conclusions permettent I'in-
terprétation d’un grand nombre de phénomeénes physiques.

Quelques-unes des propositions auxquelles nous allons parvenir
peuvent s’étendre au cas ol le milieu est supposé pourvu de force
coercitive; mals nous ne nous arrélerons pas a discuter ce cas.

Sapposons un corps parfaitement doux 2 plongé dans un milieu
illimité, dénué de force coercitive 3 et soumis a I'action d’aimants
permanents 1. Si 0, V,, O, sont les fonctions potentielles ma-
gnétiques des corps 1,2, 3, le potentiel thermodynamique interne

d| P IHMW ”d‘;

Aoy 21750 f)(”

du systéme, supposé privé d’électricité, sera

m{q {ES)_H di’]+ f” 'Lw
f)("()l—%—"k“;) ’ 7+‘/‘}

+/§1A(m@1)dq+ fjg(;):Lr2>d«»v2+f5?3(:)1L3)dv3.

F=E

T Oxy

(*) BEER, Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre vom Magnetismus und
die Elektrodynamik. Lehre vom Magnetismus, Ch. VI, p. 213 ; Brunswick, 1865.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



CHAP. 1X. — CORPS PEU MAGNETIQUES. 257

Supposons le corps 2 et le milieu 3 trés faiblement magné-
tiques; nous pourrons, comme nous I'avons vu a la fin du Cha-
pitre VII, négliger, dans I’expression de §, les termes

00, 0
Oy Aog 03

f Mg - () dVg, f’ —— Id()g,
0 1
f c[l.>3 {)o dVg, “ {)3 0()3 dV3
T3
Nous pourrons aussi écrire
9
dog = — Ty (M) 5 01 Aoy = 001
(2) Wby = — T, ‘m‘ s = — Fy (L) S0 "O‘
" ()
5 =— F3 (Jly) 5 S5 =— Fy (90s) ‘39—’,
2 23

équations qui expriment, comme nous ’avons vu au Chapitre VII,
que le corps 2 et le milieu 3 s’aimantent comme si chacun d’eux
existait seul en présence des aimants permanents.

Si nous posons alors, conformément & I'égalité (10) du Cha-

pitre V,

" 107 B
Wy (INy) = mﬁ—q) J2 (M),
T2 <
Wy Ny ) = F—(Jli—) 535 (IMs),
Pégalité (1) deviendra
FoE(r—Ts)+ L f” Ay S8 0 dv1+f5?1(mu)dol

—f‘lfz(allg)dvg—fllfg(311-3)0193.

Supposons que I'on déplace infiniment peu le corps 2 dans le
milieu 3, et que I'on fasse en méme temps varier 'aimantation du
corps et du milieu de maniére que les conditions d’équilibre de-
meurent satisfaites; supposouns, d’ailleurs, que cette modification
ne change rien a I'état physique et chimique des divers éléments
du systéme.

Dans ces conditions, les forces données, intérieures au systéme
et étrangéres au magnétisme, effectuent un travail d&; donné par

dG; =— ES(T — T=).
D. — IIL 17
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1
2

n'éprouve aucune variation, On a donc

La quantité
. ION
oel 0x1

doy - f F1 (M) doy

(3) 35=—d€;—8fW2(D]L2)dv2—8f Wy (NCs) dos.

Cette formule trés simple est susceptible d’une légére transfor-
mation.

Les formules (2) définissent les quantités ooz, Wby, S5, Iy,
méme pour un point (Z., ¥2, z2) du volume occupé par le corps 2.
Les quantités ainsi définies sont les composantes et la grandeur de
Paimantation qui se produirait au point (z,, ¥», 52) si, le corps 2
étant enlevé, on le remplacait par un fluide de méme nature que
celui qui remplit I'espace 3.

Considérons la quantité

i)

lljg (D]-Lg) dVg—l— f w;g (D]Lg) dVa.
Elle représente la valeur que prendrait la quantité

flp;; (3]13) dV,

étendue a tout I'espace extérieur aux aimants permanents si I'on
supposait cet espace rempli exclusivement par le fluide 3. Cette
quantité a une valeur indépendante de la position du volume 2;
elle ne varie pas quand on déplace ce volume. On a donc

3fqr3(311.3)55934-a/wa(ama)doFo,
Vg

Va2
ce qui permet de remplacer I’égalité (3) par la suivante :

%) sz—déi—‘&f[1F2(3]b2)—11f3(3]1z3)]dv.2.

Telle est la formule fondamentale sur laquelle reposent les théo-
ries que nous allons développer.
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§ 2. — Théoréme d'Edmond Becquerel.

L’égalité (4) montre que le travail des actions magnétiques
qui tendent & déplacer le corps 2 peut éire regardé comme ex-
primé par I'égalilé
(5) dr:af[\pz(mbg)—urg(:)m)]dug.

53

Sile corps 2 était placé dans la position qu’il occupe par rap-
port aux aimants permanents, sans étre entouré par le milieu 3,
les actions magnétiques tendant a déplacer ce corps correspon-
draient & un travail virtuel dont I'expression, trouvée de la méme
maniére, serait

dra=3 [ W2 (9y) o
9

Si le volume 2 était rempli par le fluide 3 et que l'espace qui
Penvironne fit vide, cette masse de fluide 3 aurait, en chaque
point, I'aimantation désignée par 9iL; dans la formule (5). Les ac-
tions magnétiques tendant & la déplacer effectueraient un travail
virtuel

dey== 8 fws (IMNy) dos.

1y
L’égalité (5) peut donc s’écrire
d7 = dry— dry

et la proposition qu’elle exprime s’énoncer de la maniére sui-
vante :

Lorsqu’un corps faiblement magnétique est plongé dans un
milieu éthéré faiblement magnétique, les actions magnétiques
exercées sur le corps parfaitement douzx s’obtiennent en com-
posant les actions qui seraient exercées sur ce corps si le mi-
lieuw magnétique n’existait pas, et les actions égales et direc-
tement opposées & celles qui seraient exercées sur une masse
d’éther magnétique, remplissant le volume du corps parfaite-
ment doux et supposée isolée du reste de 1’éther magnétique.

Cest laloi énoncée presque en méme lemps (voir Chap. VII,
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§ 1) par Edmond Becquerel et par Plicker pour un corps plongé
dans un fluide magnétique.

§ 3. — Loi de Faraday.

L’égalité (4) prend une nouvelle forme remarquable si le corps
et le milieu, tous deux trés peu magnétiques, s’aimantent confor-
mément & la théorie de Poisson. Dans ce cas, en effet, si &y et ky
sont les coefficients d’aimantation du corps et du milieu, on a

[Chap. V, égalité (16)]
o3 om 3

W (M) = s W () = S5
ko T3

Mais, d’aatre part, les égalités (2), ot 'on doit remplacer F, (91Ly)
par k, et F3 (91L3) par k3, donnent

On peut donc remplacer I'égalité (4) par la suivante
R . ko — K
(5) 5F = — g — 2510 [11-01 oy,
o

Cette forme, démontrée par Beer dans I’Ouvrage que nous avons
cité, est riche en conséquences.

Supposons que les seules forces agissantes soient les forces ma-
gnétiques, c’est-a-dire que d@; soit constamment égal & o, ainsi
que le travail externe. Faisons passer le corps 2 d’une position
initiale 0 & une position finale 1. Le potentiel thermodynamique
interne du systéme subira un accroissement

< — k. 1
:‘7‘90—51:—]{2 ks [fH'OidVg] .
2 0

Supposons, en particulier, que la position 1 soit infiniment
éloignée des aimants permanents. La valeur finale de

fH '(91 dVg

sera égale 4 v, et nous aurons

8%—531: kg—;_——/c—a-[fn(‘)idV2] .
0
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Comme la quantité IO, est essentiellement positive, on voit
que cette variation du potentiel thermodynamique interne est du
signe de (k;— k). Sil'on se souvient d’ailleurs que, pour qu’une
modification soit possible, il faut qu’elle corresponde & un travail
non compensé positif, on arrive sans peine 4 la proposition sui-
vante :

Si le coeficient d’aimantation d’un corps est supérieur au
coefficient d’aimantation du milieu, ce corps, placé a une
trés grande distance d’aimants permanents et soumis aux
seules forces magnétiques, s'approchera des aimants perma-
nents; placé & distance finie de ces atmants, il ne pourra, sous
Caction des seules forces magnétiques, s'en éloigner au dela
de toute limite.

Linverse aura lieu si le coefficient d’aimantation du corps
est inférieur a celui du milieu.

La quantité

(6) IP= V—‘ 00 des

3

représente la valeur moyenne, en un point de I'espace occupé par
le corps 2, du carré de I'intensité du champ. Comme le volume ¢,
du corps 2 ne varie pas, dans les déplacements qu’on lui fait
subir, I'égalité (5) peut s’écrire

(7) Sﬁz—da—/"—zz—k%ai?

ou bien, dans le cas ol les forces magnétiques agissent seules,

ky— k3
_—0

2 812,
2

%,

(7 bis) 3F =

Sile coefficient d’aimantation du corps est supérieur & celut
du milieu, les forces magnétiques tendent & déplacer ce corps
de maniére & faire croitre la valeur moyenne du carré de
Uintensité du champ dans Uespace occupé par ce corps. St le
coefficient d’aimantation du corps est inférieur a celut du mi-
lieu, les forces magnétiques tendent & déplacer ce corps de
maniére a faire décroitre la valeur moyenne du carré de ’in-
tensité du champ dans U’espace occupé par ce corps.
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Faraday avait tout d’abord caractérisé les petits corps diama-
gnétiques comme des corps repoussés par les aimants permanents,
a inverse des pelits corps magnétiques qui sont atlirés par les
aimants permanents. Plus tard ('), il proposa de prendre pour
caractére distinctif celui-ci : un petit corps magnétique, placé
dans un champ magnétique, tend a se mouvoir des points ot !'in-
tensité du champ est plus grande & ceux ou elle est plus faible;
Pinverse a lien pour un petit corps diamagnétique. Sir W. Thom-
son (2) montra que les deux caractéres s’expliquaient en admet-
tant, pour les corps diamagnétiques, un coefficient d’aimantation
négatif. Nous avons vu que cette explicalion ne pouvait étre ad-
mise. Mais les lois énoncées par Faraday s’expliquent aisément,
comme nous venons de le voir, si l'on admet 'existence, dans
tout 'espace, d'un éther magnétique : les corps magnétigues en
apparence sont ceux dont le coefficient d’aimantation est su-
périeur a celut du miliew; les corps diamagnétiques en appa-
rence sont ceux dont le coefficient d’aimantation est inférieur
a celut du miliew. Nous trouvons ainsi la justification de la
théorie du diamagnétisme proposée par Edmond Becquerel.

Supposons le volume ¢, du corps 2 trés petit; soit (Zs, ¥z, 52)
un point de ce volume. L’égalité (7 bis) pourra s'écrire, en dési-
gnant par 6z, 6y, 05, les composantes du déplacement de ce
point,

0z, dys

a
0
2

o
8

W
+

N ]('2—/(‘3 <0H(K)1
J = 0

7
(=%
=
S

iy
7
QU
=
S
oz
‘N
~—

Les actions magnétiques tendent donc & imprimer au corps 2 le
méme mouvement qu’une force appliquée en un point (s, ¥, 51)

(') FARADAY, On new magnetic actions and on the magnetic action of all
matter (continued) (Ezxperimental researches in electricity, XXI° série, § 2418.
— Philosophical Transactions, année 1846, p. 41).

(*) W. TuonsoN, On the forces experienced by small spheres under magne-
tic influence; and on some of the phenomena presented by diamagnetic sub-
stances ( Cambridge and Dublin mathematical Journal, mai 1847. — Papers
on electrostatics, art. XXXIII). — Remarks on the forces experienced by in-
ductively magnetized ferromagnetic or diamagnetic non-crystalline sub-
stances ( Philosophical Magazine, octobre 1850, — Papers on electrostatics,
art. XXXIV).
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de ce petit corps, et ayant pour composantes

_ k— I 01O,

X2 2 dz‘g 99,
_ ky— ks 01O,

(8) Y, = Y 372 Y2y
. /Cg-—/fg ()H’O1

bh=—"F" 73 ™

Ces expressions conduisent & un énoncé que I'on peut, sous la
forme suivante, étendre a un corps de volume quelconque.

Lorsqu’un corps peu magnétigue 2 est plongé dans un mi-
lieu peu magnétique 3, les actions magnétiques exercées sur
ce corps 2 peuvent étre remplacées par des forces appliguées a
chacun de ses éléments de volume et admettant pour fonction
potentielle en chague point la quantité

_ bl (900, (900 (00T
2 oz /) "\ dy 0z
Ces forces admettent pour surfaces de niveau les surfaces iso-
dynamiques du champ.

Ce beau théoréme est dt & Beer (*).

§ 4. — Instabilité de Péquilibre d’un corps peu magnétique.

Considérons un corps peu magnétique placé dans un milieu peu
magnétique. Deux cas sont & distinguer :

Si Ie coefficient d’aimantation du corps est supérieur 4 celui du
milieu, le corps est paramagnétique en apparence, ou, pour abré-
ger, paramagnétigue.

Sile coefficient d’aimantation du corps est inférieur & celui du
milieu, le corps est diamagnétique en apparence, ou, pour
abréger, diamagnétique.

D’aprés ce qui précéde, un corps paramagnétique sera en équi-
libre stable si la valeur moyenne du carré de l'intensité du champ
dans le volume qu'il occupe est plus grande dans }a position prise

(1) BEER, loc. cit., p. 215.
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par ce corps que dans toute position voisine qu’il pourrait prendre
sans rompre les liens qui l'assujettissent.

Un corps diamagnétique sera en équilibre stable si la valeur
moyenne du carré de l'intensité du champ dans le volume qu'il
occupe est moindre dans la position prise par ce corps que dans
loute position voisine qu'il pourrait prendre sans rompre les liens
qui assujettissent.

Ces deux régles ont éié indiquées par Sir W. Thomson (*).

Nous avons va qu’'un corps magnétique quelconque, soustrait
a l'action de tout milieu et affranchi de tout lien, ne pouvait étre
en état d’équilibre stable. Cette proposition s’étend-elle & un corps
paramagnétique ou diamagnétique lorsque 'on tient compte du mi-
lien dans lequel il est plongé? Cette proposition demeure vraie
pour les corps paramagnétiques, mais elle ne Iest plus pour les
corps diamagnétiques; c’est ce qui résulte de la proposition sui-
vante :

St le volume vy est susceptible d’éprouver tous les déplace-
ments virtuels concevables autour de sa position actuelle, cetie
position ne peut correspondre & un maximum de la valeur
moyenne 1* du carré de ’intensité du champ & ’intérieur du
volume v4; elle peut correspondre & un minimum de la méme
quantité.

Cette proposition est due & Sir W. Thomson (2) qui n’en a pas
publié la démonstration; on peut la démontrer de la maniére sui-

5 1 (901 2 d@i 2 ().({)1 2
e 1@+ (52) + (52) ]

Donnons au volume v, une ¢ranslatior. quelconque dont 8z,

vante :

Ona

(') W. THomsoN, On the forces experienced by small spheres under ma-
gnetic influences; and on some phenomena presented by diamagnetic sub-
stances (Cambridge and Dublin mathematical Journal, may 184;. — Papers
on electrostatics, art. XXXIII).

(*) W. TuousoN, Remarks on the forces experienced by inductively magne-
tized ferromagnetic non-crystalline substances. On the stability of small in-
ductively magnetized bodies in positions of equilibrium (Philosophical Maga-
zine, octobre 1850, — Papers on electrostatics, art. XXXIV),
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3y, 0z soient les composantes; I2 éprouvera une variation

= 2 op (00 20 00 20, 00 PO
~ o ozs Oz} 0ys Oys 0z 033 ()_Zz 0 3

X3 c)ih 221, 20, 0204 . (& 027 do
Y 0zs 0x90¥s dys 0y} " 0ag 0z oy 2

g (20 PO 00, 20 00, 200
- dxy 03 03, 0yy dys 03, = 03y 02} 2

Si nous redonnons une seconde fois au volume ¢, la méme trans-
lation, I? éprouvera une variation seconde ayant pour expression

(9) o2I2= VE <A 32+ B3y2+4Cds2+2D 3y 8z +2E 328z 4-2F 3w 8y>

———

"(021‘)1 ‘2+ 0270 )24— 02701 \2’
|\ oz} Oys 0T, 0z4 0z J

avec
<‘d‘01 BV 00 B3Y, 900, 03V, ) é
-+ : . dvs,

i A :f
\d—xz ox3 - -duyg }))/2 oz} - ()—Zg_ 034 023

p=fil(ma) (52~ (55) ]

{ L\ 92 9y dy3 035 0y

0(‘)1 03'.(‘)1 dl‘)i 03'01 , dt)l (’3'(‘)1
<bfx_2 0xs 0y3 dys Oy | 0z 03 Qy;§>

. [/ 0209, \2 0219, \? 02\ 2

¢ _/‘3 _<f)1‘2‘752> - (d)’z dz2> - < 033 ) ]

(0'@1 30, 00, 0370, 00, 03@1>$di)
2y

E 0z, dzg 9dys 0Oys 053 d_z? b_zg_

% dvﬂv

(10)

\[ 020, 0270 N 20, /0201 2020,
| 023 dyy Ozy 03y 0ys 0%, K oy3 + 052
<d(‘)1 03(‘)1 d(‘)] ()3,(‘)1 , 001 (’3'01 > E do

0z 0250y 035 Oys Oy3 03y = 05y 05 0)a

=
i

[ 02709, 927, 921, /020, Y,
| 0y3 053 0yp 0 0z, 07y <—02§_ 0z} >]
<a_o, 0379, 00, B0, 90, 080, >2dw
0%y 02305, = Oys 025 0)s 03y 0%, 053 02, »

=
]

[P0, B0, 020 (80 PV,
| | 0%y 035 03,0y 0xy 03 \ 0%} oy3
<0O1 03@1 0.01 03(91 dl‘)i 03’01 >

Oz 0zE dys + 0y Oy dzs + 92y 0m, 0y 055 9.

Peut-il se faire que la quantité 321* soit négative pour tout dépla-
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cement virtuel, et, en particulier, pour toute translation virtuelle?
1l faudrait pour cela, d’aprés I'égalité (9), que I'on et

A <o, B <o, C<o

et, par conséquent,
A+B-C<o.

Or les égalités (10) donnent
[ ON 001\ 0, 00, 0'01 00,
A+ = Sy L T
"B f[dx’ 01‘2) © s —\<0/2 7S A<f) z>] e
. 02\ 2 (02@1 2 021, \ 2
_f[< 0} > T\ 93 > +< o~\

s __(),Z_.QL 2;2 027, 2+2 020, \? dv
0wy 05y ) 055 0Ts dzq dys >

Mais, le volume ¢, étant extérieur aux aimants permanents, on a,

en tout point de ce volume

A'OIIO
et, par conséquent,
00N _ 9 .
A c)x2>_0w2A01—0’
90\ _ 9
A<%—>—0}/~AOI_O
A<ml>= 9 20— o
33 ng

La quantité (A + B + C) se réduit donc & une somme de carrés
et ne peut jamais étre négative. Il est donc bien démontré que, si
le volume ¢, est susceptible d’éprouver tous les déplacements vir-
tuels concevables autour de sa position actuelle, cette position ne
peut correspondre a un maximum de la valeur moyenne du carré
de I'intensité du champ & lintérieur du volume ¢,. En d’autres
termes, un corps paramagnétiqgue délivré de tout lien et
soumis aux seules forces magnétiques ne peut étre en équi-
libre stable. Cette conclusion ne s’étend pas aux corps diama-
gnétiques.

Si le corps paramagnétique est soumis & certaines liaisons con-
venablement choisies, il pourra présenter des positions d’équilibre
stable. La proposition générale énoncée au début de ce paragraphe
conduit sans peine au résultat suivant :

Sideux corps, 'un paramagnétique, I’ autre diamagnétique,
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de méme forme, soumis aux mémes liaisons, sont placés dans
un méme champ magnétique, leurs positions d’équilibre seront
les mémes ; mais les positions d’équilibre stable de chacun
d’eux seront, pour l'autre, des positions d’équilibre instable.

§ 5. — La loi de Faraday s’étend-elle aux petits corps fortement
magnétiques? — Critique de la méthode d’arrachement.

Un corps paramagnétique trés petit tend toujours a se déplacer,
sous l'action des forces magnétiques, des points du champ ot l'in-
tensité est grande aux points ou elle est plus faible. La méme lo1
est-elle applicable & un corps fortement magnétique, pourvu que
ce corps ait un volume trés petit? Certains physiciens semblent
I'avoir pensé. Il est aisé de voir la source de leur erreur.

Les équations de Iéquilibre magnétique sur ce corps sont

. d(ol—%—@z—F '@3),

o%vz:*— (" oz

qjg,,z____/fﬂ‘_’@?'dg?—_%,
2y

o) —— (01 + O+ V)

Tr T T e,

Si le milieu est trés faiblement maguétique, on peut négliger les
0 00; 0

termes 222, 901, 905,
C).Z’g ()_}/2 (.)Z;)_

Le corps aimanté étant trés petit, on serait tenté de négliger aussi

00, 2 'Usg . .
les termes 202, 992, 902 o 4urait alors simplement
0xy " dys 03
00 00 90
o}ls)g:—/(‘QW;; 'Uldg:——/(g@—:; @2:—/{2&5;,

et la démonstration établissant la légitimité de la loi de Faraday
pour les corps fortement magnétiques Lrés petits s’achéverait sans
peine.
Mais il est aisé de voir qu'a U'intérieur d’un corps aimanté trés
petit 2 les quantités
00, 00, 00,
Omy | dys Oz

ne sont pas négligeables.
On a en effet, en désignant par N, N; les deux directions de la
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normale a la surface qui limite le volume ¢,, 'équation suivante
en tout point de cette surface [ Livre VII, Chap. III, égalité (g)]

A o
N TN T 47 fog cos(Nay, ) + Ybg cos(Na, ¥) + 29 cos(N,, 2)]
2 3
-+ 47 [ Mg cos(N;, @) + Ybs cos(Nj, y) -+ &3 cos(N3, )]
avec
-O = (‘)1—1—03—5—()3

En vertu des conditions de Iéquilibre magnétique

A== kG, am)?,__/wg“
Vs :——/cqg;—?; 11‘03_—/l33;d
ez—_/l,g%j, egz_cggi;;,
celte égalité devient
(1+47r/c2)d(@1+ Oy~ 03) (1 gy )d((‘)|+({)g+ Vs)

dN, APY 7

ou bien, en remarquant que k; et Oy sont trés petits et que
00, o0

N, TOON, %
00, 00, 0(‘)7
4'[/{'9 —d\T +( [ == }'Tl/\c)) dN ()N3 =
() )7 d ‘)‘) d ‘)
Cette condition exige que s 0;/‘; ()O aient, en général, des
P 004 00,
valeurs finies a 'intérieur du peut corps aimanté; que — 7
T3 3

—d—z—z aient aussi des valeurs finies au voisinage immédiat de ce petit
3

corps, ces valeurs devenant infiniment petites & une distance finie
du petit corps.

La loi de Faraday ne s’étend done pas, en général, aux corps
fortement magnétiques méme trés petits.

11 est toutefois un cas ou, comme I'a montré Sir W. Thomson (*),
cette loi s’étend a un corps trés petit, méme supposé fortement
magnétique ; c¢’est le cas ou ce corps a la forme d’une sphére trés
petite.

(*) W. Taomson, On the forces experienced by small spheres under magnetic
influence; and on some on the phenomena presented by diamagnetic sub-
stances (Cambridge and Dublin mathematical Journal, mai 1847). — Papers
on electrostatics, art. XXXIIT).
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Négligeons, en effet, les variations que présente le champ créé
par les aimants permanents dans la trés petite étendue de cette
sphére ; négligeons aussi Pinfluence du milieu trés peu magnétique
qui 'entoure; les composantes de I'aimantation en un point de la

sphére seront [ Livre VIII, Chap. II, égalités (7)]

ks 0
e e 200
4 Lo
I+;,7C/(2
3
/{‘) d
'11523—————4:—— 01917
V4 Pk, V2
3
ey — ks dC)1.
2 1
I+7§1‘5/{2 9%

D’aprés les lois générales qui donnent les forces qui agissent
sur un corps aimanté [Livre VII, Chap. I, égalités (12)], on voit
que les actions magnétiques exercées sur celte petite sphére se
réduiront & une force unique ayant pour composantes

ks 00, 0¥y 0y 020, 00, 020,
X=—"2 =1 41 “+ = dvs,
i, oxy 0x} dys 0xg 0y 03y 0y 05,
1+ g H.ILZ
ks 00, 020 00 021, 00, 020,
Y=\ Tm dmar, " 9 93 T 0 dyadm)
I—.——‘Tc/fg 2 2 0Ys Y2 OY3 2 0)2 0%,
pe k[ IO e e,
T4 Ayt Ty 073 0% Ve 0F2 0%, %2 0%

ou bien, en désignant par R le rayon de la petite spheére,

2
ﬁ’lt/('«_; 9
X=-—"_ nmslno,
4 dx
[—I—,—‘TE/C_;,
I3
7::7‘-'/(1 d
>
Y=— R OO0,
4 ()}l
I+',"Tfk2
3
2
—ﬁlfg
Z= ’;/ R3—:H'(‘)1
l—‘—gﬂ/&’g ~
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Ces égalités, de méme forme que les égalités (8), justifient I'ex-
tension de la loi de Faraday & une petite sphére fortement magné-
tique, dans la limite ot le coefficient d’aimantation de cette
petite sphére peut étre regardé comme constant.

Considérons un aimant permanent et une petite sphére de fer
doux placé au contact de cet aimant. L’aimant exercera sur celle
petite sphére une action dontla composante suivant la normale N,
extérieure a I'aimant aura pour valeur

g

31\. 9 9
N — —— _Rs3 N
N ‘ R 0N6HUI.

Pour arracher cette petite sphére, il faudra lui appliquer, dans la
direction de lanormale N,, une force

ke

d 20\ 2 dO N\ 2 00U\ 2

—_—— 3 —_ e — .

F=—"7 R0N5[<ax> ‘(d ) - < >]
§ ]

W N

g

En déterminant la valeur de cette force d’arrachement aux divers
points de I'aimant, on aura des nombres proportionnels aux va-

0[O0y (00N (90,):
ON [\ dx / "\ dy ) "\ 0z ’
Jamin ('), qui a fait de nombreuses déterminations de ce genre,
croyait obtenir des nombres proportionnels a

00 1\?
oN,
et, par conséquent, susceptibles de servir a la détermination de la

distribution fictive équivalente a Paimant. On voit que la méthode
de U'arrachement est impropre a ce but.

leurs de

(*) Jamuw, Sur la distribution magnétiqgue (Comples rendus, t. LXXV,
p. 19925 1872). — Sur la distribution du magnétisme {Ibid., p. 1672).
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CHAPITRE X.

LES SPECTRES MAGNETIQUES.

§ 1. — Spectres formés par des poudres faiblement magnétiques.

Lorsqu’on place une feuille de papier dans un champ magné-
tique et qu’on saupoudre cette feuille de papier avec de la limaille
de fer, les parcelles de limaille forment des trainées qui constituent
un spectre magnétique. La forme de ces trainées de limaille est
donnée par une régle trés simple : que l'on trace les lignes de ni-
veau, c'est-a-dire les intersections de la fenille de papier et des
surfaces de niveau du champ; les trainées de limaille répandues
sur la feuille de papier couperont orthogonalement ces lignes de
niveau.

M. E. Colardeau (') a montré que, si I'on employait un champ
trés intense et si on remplagait la limaille de fer par des poudres
médiocrement magnétiques, telles que le fer oligiste cristallisé,
soyeux et friable, 'oxyde rouge de fer, I'oxyde des battitures, les
divers oxydes de nickel et de cobalt, les trainées qui constituent
le spectre magnétique offraient une forme différente. M. Golardeau
pense que les trainées de poudre dessinent, dans ce cas, les lignes
de niveau elles-mémes : nous verrons que telle n’en est pas la loi.

Nous commencerons par étudier ces specires formés par des
substances médiocrement magnétiques.

Soient 0, la fonction potentielle magnétique des aimants per-

(*) E. GoLARDEAU, Sur les spectres magnétiques produits au moyen de sub-
stances peu magnétiques (Journal de Physique, 2° série, t. VI, p. 83).
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manents, O, la fonction potentielle magnétique des grains de
poudre, Oy la fonction potentielle magnétique du milieu. Si la
poudre et le milieu sont peu magnétiques, les fonctions potentielles
0V, et Oy seront trés petites par rapport a O,.

Dans ces conditions, une parcelle de volume ¢, sera soumise &
une force dont les composantes seront données par les égalités (8)
du Chapitre précédent :

feg—Jeg TV,
Xy= 2 0xy b2,
Yo= IEZ—_ k3‘ ()'HD1 Ve,
2 0y
Zg = ]{—*—‘2— ks C)'IIQ—i V3.
2 03,

Supposons (ks — k3) positif et la parcelle assujettie & glisser sur
la feuille de papier. 1l est aisé, par les formules précédentes, de
trouver le sens de la force qui tend & la mettre en mouvement.
Tracons, sur la feuille de papier, les lignes isodynamiques, ¢’est-
a-dire les intersections de la feuille de papier avec les surfaces
isodynamiques du champ magnétique créé par les aimants perma-
nents. La force magnétique tangente au papier qui tend & mouvoir
la particule ¢, coupe orthogonalement la ligne isodynamique sur
laquelle se trouve cette particule. Si, comme nous le supposerons,
(ka— k3) est positif, cas anquel la particule est paramagnétique,
cette force est dirigée du coté de la ligne isodynamique ol le
champ a une intensité plas grande que sur cette ligne méme.

Imaginons maintenant que la feuille de papier présente un
obstacle : soit une aspérité de la feuille de papier, soit des parti-
cules magnétiques qu'une cause quelconque a arrétées. Il est clair
que toute particule magnétique qui viendra buter contre cet obstacle
en se trouvant du cété de cet obstacle ol 'intensité du champ a la
moindre valeur se trouvera arrétée dans son mouvement. Elle
formera elle-méme un nouvel obstacle contre lequel viendront
buter de nouvelles particules magnétiques; chaque obstacle se
trouvera ainsi le point de départ d’une trainée, située du c6té de
cet obstacle ol 'intensité du champ a la moindre valeur et dont la
direction générale sera celle de la normale 4 la ligne isodynamique
passant par 'obstacle.
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Ainsi, dans un spectre formé avec une substance faiblement
magnétique, les tralnées que la poudre forme sur le papier
coupent orthogonalement les lignes isodynamiques.

§ 2. — Specires formés par des poudres fortement magnétiques.

Il est beaucoup plus difficile d’étudier rationnellement les
spectres formés avec une substance fortement magnétique. Nous
ne parviendrons a faire cette étude que dans le cas ou le champ
créé par les électro-aimants est assez intense pour que les parti-
cules de limaille soient aimantées & saturation. Nous supposerons
en outre que, bien que I'intensité du champ soit trés grande, les
variations de cette intensité demeurent finies lorsqu’on passe d'un
point 4 'autre du champ, et qu’elles sont infiniment petites dans
un domaine dont les dimensions sont comparables 4 celles des
grains de limaille.

00, 01y 00,

Les quantités 9y s seront, en tout point, négligeables
, 00, 00, 200 R . .
par rapport & -, e Quant a la fonction potentielle ma-
gnétique du milieu, il n’y a pas lieu d’en tenir compte.
Les composantes o, ¥, & de 'aimantation en un point d’une
particule de fer doux sont données par [Chap. IV, égalités (13)

et (14)],

f e P o0,
2 =— ryl)

(IO, ox
o Ay = — P . dd"Ot,

(mo,)r 7

. P00,
g = — oz’

i (I0y)?

P étant une constante.

Soient Q, la fonction potentielle magnétique des autres parti-
cules de limaille, et @, la fonction potentielle magnétique de 'ai-
mantation distribuée sur cette particule, dont le volume est ¢,.
Lorsque U'on déplace cette particule, les actions magnétiques qui lui
sont appliquées effectuent un travail égal au signe prés a la varia-

D. —1II. 18
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tion suble par la quantité

4 d(‘)l L 0(91 ) d(:)l
f(mbg E+Ud? d)/? - g 9%, > dps

* 0, V] D9
(2) - J (a}bq 'L) u)z (3);/02 -+ @ 3.& > di)z

Vo, 0@ 0 . d@) .
—i—;f (al)g 97, —+ Uba ()‘)/2 -y 05, d97+fJ (len)d‘)g

Les égalités (1) nous donnent

9]12 = P.

La quauntité JIU, ayant une valear invariable, on aura

af Fy (DLs) dvs = o.

Soient éx, 6y, 8z les composantes de la translation de la parti-
cule vy; 82, Ou, Ov les composantes de la rotation. Les variations
éprouvées par le premier et le troisiéme terme de I'expression (2)
seront en général de l'ordre de ¢,82z, 0,8y, ..., ¢y0v.

Il en sera de méme, en général, de la variation subie par le se-
cond terme. Toutefois, il est, 4 ce dernier énoncé, un cas d'ex-
ception. Supposons la particule ¢, située & une trés petite distance
d’une autre particule ¢, du méme ordre de grandeur. D’aprés ce
que nous avons vu au § 4 da Chapitre précédent, les quantités
00, 00, 0’@)
ozy’ Oys 05
la particule 92, prennent des valeurs trés petites de ordre de ¢} a
une distance finie de cette particule. Donc, au voisinage de la
1?2 de d\‘)

,

0ye

grandes de 'ordre de - s Ainsi, en general, la variation de la quan-
2

tité (2) est de l'ordre des produits ¢,0z, 0,8y, ..., 0,0y, Mais,

dans le cas particulier ot la particule ¢, est trés voisine d’une

autre particule ¢}, cette variation est de l'ordre des quantités

> qui ont des valeurs finies au contact immédiat de

particule ¢5, les quantités 8 ont des valeurs trés

v

Vl (2] P9 o
3.1', By, e o7 OV

Am51, dans les conditions ol nous supposons placées les parti-
cules de limaille, chacune d’elles subit, en général, des actions
magnétiques de l'ordre de sa masse; mais, lorsque deux par-
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ticules sont an voisinage 'une de Vautre, chacune d’elles subit
des aclions magnétiques trés grandes par rapport & sa masse. Dans
un déplacement virtuel de la particule ¢,, ces actions effectuent
un travail dont le terme principal peut s’écrire, d’aprés (1) et (2),

p 001 00,
o o oLy .
dr= _ 9z -8 (:);“ dvy + _ - 8 % dv,
X (0,)7 2 (0,)? 72
(3) 90
p1
- 0
-+ —dT 8 %K:E des.
(I10,)? -2

Soit F, 'action magnétique exercée au point (&, )2, 53) par
les aimants permanents. Cette action a pour composantes

Lo, v, oo
0y ’ dya ’ 039

Si la particule ¢, se meut seulement au voisinage de la parti-
cule ¢’ cette force conserve une direction sensiblement invariable
23
pour tous les points (23, ¥s, 52) que 1'ona a considérer.
Soit F, 'action magnétique exercée au méme point (s, ¥, 2)
par la particule ¢}. Cette action a pour composantes

09, 00, 00,
T 0wy’ T e 03y

I’égalité (3) peut alors s’écrire
dt = PB./F2 cos(Fy, Fy) dos.

La particule ¢, devra donc, pour I'équilibre, se placer au voi-
sinage de la particule ¢}, de telle fagon que la quantité

0 fF2 cos(Fy, Fy) dos

ait une valeur maximum.

Au voisinage d’une particule de limaille de position don-

’ ! . . . ’ vy
née vy, une autre particule de limaille v, est en équilibre
lorsque la valeur moyenne, dans le volume ¢4, de la compo-
sante suivant les lignes de force du champ de la force ma-
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gnétique engendrée par la particule v, @ une valeur maxi-
mum.

Si la particule ¢, n’était assujettie & aucune liaison, cette
condition exigerait qu’elle vint se placer immédiatement au con-
tact de la particule ¢,.

Supposons, en effet, la particule ¢, située & une distance petite,
mais non nulle, de la particule ¢, et soustraite d’ailleurs a toute
liaison. Donnons-lui deux fois de suite la translation (3z, 8y, 33),
qui sera possible quels que soient 3z, 8y, &3. Il est aisé de voir
que la quantité (4) éprouvera une variation seconde de la forme

A8z2+ Boy2+ Céz2+ 2D3yds + 2E8502 + 2Fdzdy,

les quantités A, B, G, D, E, F ayant des expressions faciles &
écrire si on les réduit a leurs termes principaux.
Pour que la quantité (4) et une valeur maxima, il faudrait
que P'on ait
A <o, B <o, C<o

et, par conséquent,
A+B+C<o

Or il est aisé de voir que I'on a

(L) (A+B——C)._()—Ql iu‘)2d%+ﬁ’f

VJ
7 ()-Z'z A( 2 d(lq

d)/o
© a1,

s
()Z) /67 A'Q dVa.

Mais on a, en tout point du volume ¢,

A‘()‘l = 0,
et, partanl,
Jd J 0
— ‘. —_ —— ’L). paam=y —_— (‘) =
()(22‘2 AQA o, 0}’2 A\ 2 E] ()52 A-g 2 o,

ce qui donne
A+B+C=o.

La quantité (4) ne peut donc étre minimum tant que la parti-
cule v, n’est pas venue s’accoler a la particule ¢).
Lorsque la particule ¢, au lieu d’étre affranchle de tout lien,

est assujettie & se mouvoir a la surface du papier sur lequel se
forme le spectre, il devient fort difficile de donner aucun théo-
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réme général sur la position d’équilibre de cette particule. Pour
obtenir quelques résultats précis, il est nécessaire de particula-
riser le probléme. Si, par exemple, les deux particules ¢, et ¢, ont
la forme de deux sphéres, dont l'une, ¢}, est arrétée, tandis que
I'autre, ¢o, se meut dans son voisinage, en cherchant la condition
pour que la quantité (4) soit maximum, on trouvera que la sphére
¢, doit toucher la sphére ¢}, et que la ligne qui joint le centre de
la spheére ¢, au centre de la sphére ¢, doit avoir méme direction et
méme sens que la projection de l'intensité du champ sur le plan
du papier.

Cette proposition fait comprendre pourquoi les particules de
limaille s’accolent les unes aux autres et dessinent des trainées
qui coupent normalement les lignes de niveau.

Nous avons traité les spectres magnétiques dans deux cas ex-
trémes : celui ot la poudre employée & former le spectre est peu
magnétique, et celui our elle se compose de grains fortement ma-
gnétiques aimantés & saturation. Les cas intermédiaires, impos-
sibles 4 étudier théoriquement, peuvent donner lieu, comme I'a
montré M. E. Colardeau, a des spectres complexes formés par la
superposition des deux genres de spectre que nous venons d’é-
tudier.
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CHAPITRE XL

CHALEUR ET AIMANTATION.

§ 1. — Chaleur mise en jeu dans le déplacement d’une masse
magnétique.

On sait (Livre IV, Chap. I, p. 341) que I'énergie interne U d’un
systéme est liée & son potentiel thermodynamique interne § par la
relation

7
) EU:j—T%-

D’ailleurs, si Pon désigne par dQ la quantité de chalenr dégagée
par le systéme dans une modification quelconque; par d&, le tra-

2

I’accroisse-

. . o N N
vail effectué par les forces extérieures; par 02

ment de la force vive du systéme, le principe de 'équivalence de
la chaleur et du travail s’exprime par

S N
EdQ+oE-2_ =—E3U =+ dB,.
Cette égalité, comparée a 1'égalité (1), donne

0 [ 0F 2 -
(2) EdQ+2o —2—=0<Tﬁ>—8d‘+d®e.
Si la modification est isothermique et réversible, on a

3F — dB, = o,

3 "—1:—2 =0
et 1’égalité précédente devient
oF
(3) EdQ:B(TgT)
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Faisons V'application de ces formules & quelques cas particu-
liers intéressants.

Un aimant permanent se meut dans un milieu non ma-
gnétique sous l'action de forces extérieures et d’autres ai-
mants permanents.

Soient © la fonction potentielle magnétique de notre aimant et
© la fonction potentielle magnétique des autres aimants. La seule
partie variable du potentiel thermodynamique interne & est la
quantité

V]
‘ ‘L,()l dv,

\

I'intégration s’étendant a 'aimant mobile. Dans cet aimant, le ma-
gnétisme sera supposé indépendant méme de la température. Dés
lors, la quantité précédente ne dépend pas de la température ab-
solue T'. L’égalité (2) se réduit donc ici &

EdQ+82m:2: 3 —-of“ \g()de

D’ailleurs, on a, dans les conditions ot nous sommes placés,

S

de; élant le travail effectué par les actions des aimants perma-
nents immobiles sur ’aimant permanent mobile. On a donc

N

u:‘s';)‘;

v = — d&;,

mo2

EdQ + 8 = dB, - d;,

égalité qu’aurait pu faire prévoir le principe des déplacements
sans changement d’état.

2° Un corps parfaitement douz, non plongé dans un milieu
magnétique, est placé en présence d’aimants permanents. Des
liens le maintiennent immobile. A un instant donné, on sup-
prime les liens. Le corps se précipite vers les aimants perma-
nents, Dans sa course, il rencontre un calorimétre o sa force
vive vient s’amortir. Quelle est la quantité de chaleur cédée a
ce calorimétre?
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Solent A ’état initial du systéme et B 1'état final.
Dans I'é1al initial comme dans 1’état final, on a

me?
=0
2,

L’égalité (2) donne donc
= dJ‘n\ 2 oF ) -
EQ=Fy—(T5p) — - (Tb"r>f,[ d&..

L’état physique et chimique du fer doux étant le méme dans
’état initial et dans I'état final, on aura

rI‘NA——J?B:ifA—D”B—‘—[‘/CJ‘(Q)]L,T)(IVJ — [fj({)]L,T)dv] .
B

oF oF 0 » J -
T<;T>A_T<ﬁ>nzf[d_,fa(mu,'r)—ﬁa(:mn,T)] do.

EQ= s~ o+ [ [F(oms, Ty — 120 T TZ] d

—f[j(mzn,"r)_ "”“m“’ T)]d “‘f dG,.

Supposons en particulier que la position initiale soit trés éloi-
gnée des aimants permanents, de telle sorte que I'on ait sensible-

ment
ANla=o.

On aura aussi sensiblement

4
/[j(sm,T)—Td———dw;;"’“] dy = o,
%~)‘A—f
On a donc

1]
e o

_f[cy(:m Ty— ‘)5(3“ T)Jdv—f—fAd@e.
B

Les trois premiers termes se rapportent a la position finale de
I’aimant.

aQ
Jog pp

X

(4)
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Nous avons vu [Chap. V, égalité (11)] que V'on avait

f an,m,"_oHdp+f§(:m,T)dv
ox
- -S-%fn'o dv ——f\F(.‘)TL-, T) do,

la premiére intégrale s’étendant a tout le systéme et la seconde au
fer doux; la fonction W(d,T), définie par I'égalité (10) du
méme Chapitre, est positive pour les corps magnétiques.

D’autre part,
' . M o
FON, T) = f _MN o
]

0Q

|+ 5

F(OIG, T)
On a donc
‘ EQ = gI:f“'O dv—l—fllf(:)]l»,T)dv
(8) ¢ B B
M IR, T) N _
( _ ffo RO T Aot ds I\ e,

Cette égalité nous montre que, si la fonction magnétisante di-
minue, demeure constante, ou augmente faiblement quand la
température crolt, la chaleur dégagée surpasse la chaleur
équivalente au travail des forces extérieures.

Si la théorie de Poisson est applicable au corps.parfaitement
doux considéré, on a

I

117(311,, T) = m?

FQ, T) = &(T),

et I’égalité précédente devient

(6) EQ= — /H(‘)dv+ [k(fl‘) %ﬁ]fmwdvi[l}d@e.

3° Un corps parfaitement douz 2 est plongé dans un milieu
magnétique 3. Il est soumis a Uaction d’aimanis permanents 1
et de forces extérieures quelconques. Il se meut sans éprouver
aucun frottement. On suppose que la distribution magnétique
est, a chaque instant, sur le corps et dans le milieu, celle qui
conviendrait & ’équilibre si I’on arrétait le corps dans la po-
sition qu’il occupe & cet instant. Quelle quantité de chaleur
est, a chaque instant, dégagée par le systéme dont la tempé-
rature demeure invariable?
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Si l'on désigne par d&; le travail effectué par les forces inté-
rieures pendant le temps d¢, on aura

sxﬂ_de + d&;,

et 'équation (2) deviendra
oF ~
(7 EdQ_—o< T()T>——d¢i.

Désignons par 8, § la variation que subirait le potentiel thermo-
dynamique interne pendant le temps dt, si les paramétres qui
fixent la position des diverses parlies du systéme variaient seuls,
les autres paramétres, qui fixent leur aimantation, leur état phy-
sique et chimique, demeurant invariables. Désignons par 3,5 la
variation que subirait le potentiel thermodynamique interne du
systéme si, au contraire, ces derniers paramétres variaient seuls.
Nous aurons, d’une part,

+
et, d’autre part, le principe des déplacements sans changement
d’état nous donne
CZG‘[: ”“813(
L’égalité () deviendra done

EdQ=—agj+Tagil.

Mais, 4 chaque instant, 1’état d’aimantation du systéme est precx-
sément celul qui convient a 'équilibre. On a donc, & chaque in-

stant,
Sgﬂf =0
et, par conséquent,
03
(8) EdQ =Td5,

équation de méme forme que 1'équation (3) qui coavient & un
phénomeéne réversible, bien que la transformation considérée en
ce moment soit réalisable et, par conséquent, non réversible.

Le potentiel magnétique ne dépendant pas de la température,
on a simplement

c)c)‘ 02 o (Ns, T) o 02 F3(INLs, T)
f dmng 3Tbgd fWSS]L3 dVg.
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D’ailleurs
,Jo(mln, T) B[
s Fa(ols, T
0 F2( Iy, ™) Mg
28] (O Fa(:)lt.g, f)

L’égalité (8) devient donc

3 — T‘ dJ ! e ) 0 1
(9) Eth ;}fﬁ [m:—,r—)] SJ]LQ dvz—.-/aT [-————Fg(am, T)] 83](,3 CZV;,\%

Supposons d’abord le miliew non magnétique. L'égalité (9) de-
viendra simplement

T J 1 -
EdQ— ;/ﬁ‘ [m] 0:_))(.2 de.

Si les variations de la fonction magnétisante sont de méme
sens que les variations de la température, le corps dégagera de
la chaleur quand son aimantation diminuera et en absorbera
quand son aimantation augmentera. L’incerse aura lieuw si
les variations de la fonction magnéiisante ne sont pas de méme
sens que les variations de la température.

Supposons ensuite le corps et le milieu tous deux faiblement
magnétiques et I'aimantation de tous deux donnée par la théorie
de Poisson. Nous aurons en premier lieu, en désignant par k,(T),
k3 (T) leurs coefficients d’aimantation,

FQ(D]LQ, T) = /i'g(T),
F3 (s, T) = ky(T).

Nous aurons, en outre,
IS = A3(T)DO,,
IM2 = &3 (T)IO,.

Nous aurons donc, au lieu de 'égalité (g), 'égalité

T dks(T T d k(T
(10) BdQ=—~ “< )sfno1 2= ;{ﬁ) O, dos.

Or, dans I'ensemble de Vespace (vs+ ¢3), la fonction ©, est har-
monique. Si donc nous désignons par dS, un élément de la sur-
face du corps 1, par N; la normale & cet élément vers 'intérieur
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du milieu 3, nous aurons
[HO dVa—‘—flIOi C)V3+Sol()(‘)i dSl_ 0.

On déduit aisément de 12 que, dans tout déplacement de la

3 /.H"(‘)I(i02+ 8]11(91 des=o.

L'égalité (10) devient donc

masse 2, on a

(11) EdQ:—~-——[L,(T)—/Q(T)]ofﬂ’oidvq

Soit V le volume du corps 2. Soit J* la valeur moyenne du carré
del'intensité du champ dans 'espace occupé par le corps 2.

J2y :fﬂ@ld(»’g.

L’égalité (11) prend donc, en derniére analyse, la forme suivante

Nous aurons

EdQ=— T dc,lr [ha(T) — ks (TH]V 8J2.

Cette égalité peut s’énoncer de la maniére suivante :

Un champ magnétique, engendré par des aimants perma-
nents, est rempli par un miliew peu magnétique dans lequel
plonge un corps pew magnétique. On déplace ce corps de ma-
niére que la moyenne du carré de lintensité du champ auzx
divers points de Uespace qu'il occupe aille en croissant. Si
Dexceés du coefficient d’aimantation du corps sur le coefficient
d’aimantation du milieu décroit quand la température crott,
la modification entraine un dégagement de chaleur. Elle en-
traine une absorption de chaleur si le méme excés crott avec
la température.

Les résultats auxquels nous venons de parvenir ont été énoncés

en 1878 par Sir W. Thomson (*). En 1883, MM. E. Warburg et

(*) Sir W. TuousoN, On the thermoelastic, thermomagnetic and pyroelectric
properties of matter, § 2 (Philosophical Magazine, 5 série, t. V,p. 4; 1878).
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L. Hénig (1) les représentérent par une formule qui n’est point
exacte. La premiére démonstration exacte a été donnée en 188

par M. Paul Janet ().

§ 2. — Chaleur spécifique d’un corps aimanté.

Plusieurs auteurs (3) ont étudié l'influence que l'aimantation
exerce sur la chaleur spécifique du fer. Il est aisé d’étudier cette
influence pour la chaleur spécifique sous volume constant. Celle-
ci, en effet, est liée & I'énergie interne par cette relation trés
simple
o,

oT
 étant la masse du corps.
Sil'on se reporte a I'égalité (1), cette relation devient
oF »F

Emc=ﬁ‘—Tm.

Y

D’aprés une transformation analogue a celle que nous avons fait
subir & I'égalité (4), si 'on désigne par y la chaleur spécifique du
fer non aimanté, on a

Ewm(c—v) = 8‘1‘ c)()I‘ fHO dy — 5T /W(D]L T)de
(12) N "
i JT /‘ v AT OF(IM, T) ,..
'\ _'_T—;)—,, ‘/0‘ Fi(.‘)ll, T) oT d:)]k dy.

(*) E. WarBUrG et L. Howie, Ueber die Wirme, welche durch periodisch
wechselnde magnetisirende Kréfte im Eisen erzeugt wird ( Wiedemann’s An-
nalen, t. XX, p. 814; 1883).

(*) Paul Janer, Sur la chaleur de combinaison du fer dans un champ ma-
gnétique et sur les phénoménes thermomagnétiques (Journal de Physique,
2¢ série, t. VIII, p. 312; 188g).

() J. STEFAN, Ueber die Gesetze der elektrodynamischen Induction (Sitzungs-
berichte der Akad. d. Wiss. zu Wien, LXIV, 2¢ Abtheil, p. rg3; 1871). —
A. WassmurH, Ueber die specifische Warme des stark magnetisirten Eisens und
das mechanische AEquivalent einer Verminderung des Magnetismus durch
die Wdarme ( Sitzungsberichte der Akad. d. Wiss. zu Wien, LXXXV, 2° Abtheil.,
p. 997; 1882). — Ueber eine Anwendung der mechanischen Wiirme-theorie
auf den Vorgang der Magnetisirung (Ibid., LXXXVI, 2° Abtheil,, p. 539,
1882). — Ueber die bei Magnetisirung erzeugte Wdrme (Ibid., LXXXIX,
2° Abtheil, p. 104; 1884). — J. StEraN, Ueber thermomagnetische Motoren
(Wiedemann's Annalen, Bd. XXXVIII, p. 427; 1889).
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Deux cas sont a distinguer :

1° Veut-on calculer la véritable chaleur spécifique dufer aimanté,
c’est-a-dire la quantité ¢ telle que ¢ dT représente la chaleur qu’il
faut fournir au fer pour élever sa tempéraiure de dT sans modi-
fier son volume ni son aimantation? Les dérivées par rapport

a T qui figurent en dehors des signesfsont alors de véritables

9
ﬁf” Odo=o
et, par conséquent,

V) PWEOR, T) T Mgy .

Si le corps suit la théorie de Poisson, on a

dérivées partielles; on a

A2
2 k(T)’
F(IL, T) = X&(T),

W, T) =

el I'égalité précédente devient

e @[ 1
(13) Em(c—*()=;?Td_T"~z[m—)] ‘ZT[

Si le corps est peu magnétique, on a

] éfmu do.

M2 = k(T IO,

et I'égalité (13) devient

3t e LD D [T

2° Veut-on, au contraire, supposer que ¢ dT est la quantité de
chaleur nécessaire pour élever de d'T la température du fer, son
aimantation variant par le fait de la modification que le
changement de température apporte au coefficient d’arman-
tation.

Dans ce cas, les différentiations par rapport 4 la température

qui figurent horsdes signesf dans ’égalité (12) doivent étre prises

en tenant compte de I'influence de T sur I'aimantation. Le résultat
devient beaucoup plus compliqué.
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Supposons le corps faiblement magnétique, de fagon & pouvoi
négliger le terme

9

5T O do,

qui est de 'ordre dz [.‘J]Lg dv, tandis que les autres, si 'on admet

. . 3 S2
la théorie de Poisson, sont de l'ordre de l—?—:% Remarquons en
outre que
2k(T) _ k(T)

WOR, T)= 2 = S,
M 2= A2(THTO,
FOI,T)= &(T),
et I'égalité (12) deviendra
A2 k(T k
(14) Em(c—«():é[T dlﬁg)_dd(TT)]fn@dv.

Les deux valeurs de ¢, données par les égalités (13 bis) et (14),
sont différentes 'une de Pautre; elles différent d’ailleurs de celles
que les auteurs ont proposées.

Quant & P’étude de la chaleur spécifique sous pression constante
du fer placé dans un champ magnétique, elle est si compliquée
que nous ne voulons point 'aborder ici.

Ce serait ici le lieu de parler de 'influence que le Magnétisme
exerce sur les phénoménes chimiques; cette influence, mise en
évidence par les expériences de M. Ira Remsen (') et de M. Row-
land (2), a donné lieu anx recherches théoriques de M. Th. Gross (?),

(*) Ira RemsEN, Action chimigue dans un champ électrigue (La Lumiére
électrigue, t. IV, p. 126; 1881). — H -V. JuePINER, L'influence du magnetisme
sur les métaux au point de vue électrolytique (La Lumicre électrique, t. X,
p. 469; 1883).

(*) Voir OLiverJ. LopeE, Sketch of the principal electrical papers read before
Section A during the late meeting of the British Association at Manchester 188;
( Electrical Review, 23 septembre 1887).

(*) Th. Gross, Ueber eine neue Entstehungsweise galvanischer Strome durch
Magnetismus (Sitzungsber. der Akad. d. Wiss. su Wien, XCII, 2¢ Abtheil.,
p- 1393; 1885). — Ueber die Verbindungswdirme des magnetisirten Eisens (Ver-
handlungen der physikalischen Gesellschaft zu Berlin, 22 avril 1887).
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de M. Nichols (*), de M. Paul Janet (*). Mais nous craindrions,
en exposant ici la théorie de ces actions, d’étendre outre mesure
les dimensions du présent Volume. Nous demanderons donc au
lecteur de se reporter aux travaux que nous venons de citer et a
ce que nous avons dit ailleurs (3) sur ce sujet. Nous ne parlerons
pas non plus des changements de concentration que le voisinage
d’un aimant fait éprouver & une dissolution renfermant un sel
magnétique. Nous avons consacré a I’étude de cette question un
Mémoire (*) auquel nous renverrons le lecteur.

(*) NicroLs, On the chemical beaviour of iron in the magnetic field ( Silli-
mann’s Journal, 3¢ série, t. XXXI; 1886).

() P. Janer, De Uinfluence du magnétisime sur les phenomeénes chimiques
(Journal de Physique, 2* série, t. VI, p. 286; 1837). — Sur la chaleur de com-
binaison du fer dans un champ magnetique et sur les phénomenes thermoma-
gnetiques (Journal de Physigue, 2° série, t. VIII, p. 312; 188q).

(®) Sur Paimantation par influence, Chapitre VI, § 2 et 3 (Annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse, .11, p. D.g8).

(*) Sur les dissolutions d’un sel magnétique (Annales de I’Ecole Normale
supérieure, 3° série, t. VIII, p. 289; 18g0).
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LIVRE X.

L’AIMANTATION DES CORPS CRISTALLISES.

CHAPITRE PREMIER.

EQUATIONS DE L’EQUILIBRE MAGNETIQUE SUR LES CORPS
CRISTALLISES.

§ 1. — Historique.

Nous avons étudié en détail le probléme de I'aimantation par
influence des corps isotropes; nous avons maintenant a revenir au
cas général de ce méme probléme, a I'étude de I'aimantation par
influence des corps non isotropes quelconques, et en particulier
des corps cristallisés.

Poisson avait indiqué les caractéres qui distinguent I'induction
magnélique des corps cristallisés de I'induction magnétique des
corps isotropes vingt-trois ans avant qu'un expérimentaleur son-
gedt d vérifier ses prévisions.

Nous avons vu (Livre VIII, Chap. I, § 1) comment Poisson était
parvenu & mettre en équation le probléme de I'aimantation par
influence des corps parfaitement doux en admettant U'existence de
particules magnétiques et en supposant en outre que, pour les
corps isotropes, ces particules avaient la forme sphérique. Mais,
pour les corps cristallisés, ces particules peuvent avoir une forme
différente de celle de la spheére, et il en résultera des effets diffé-
rents. Le passage ou Poisson prévoit ces effets et indique la voie
qu permettra de les découvrir mérite d’étre cité.

D. — 1L 19
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290 LIVRE X. — AIMANTATION DES CGRISTAUX.

« Le rapport entre la somme des éléments magnétiques et le
volume entier dans chaque corps aimanté, dit Poisson (*), n’est
pas la seule donnée relative a ce corps, indépendamment de sa
forme ou de ses dimensions, d’oti puisse dépendre l'intensité des
actions magnétiques; la forme des éléments pourra aussi influer
sur cette intensité, et cette influence aura cela de particulier
quelle ne sera pas la méme en des sens différents. Supposons,
par exemple, que les éléments magnétiques sont des ellipsoides
dont les axes ont la méme direction dans toute ’étendue d’un
méme corps et que ce corps est une sphére aimantée par influence
dans laquelle la force coercitive est nulle; les attractions ou les
répulsions qu’elle exercera au dehors seront différentes dans le
sens des axes de ses éléments et dans tout autre sens; en sorte
que, si l'on fait tourner cette sphére sur elle-méme, son action
sur un méme point changera en général en grandeur et en direc-
tion; mais, si les éléments magnétiques sont des sphéres de dia-
métres égaux ou inégaux, ou bien s'ils s’écartent de la forme
sphérique, mais qu’ils soient disposés sans aucune régularité dans
I'intérieur d’un corps aimanté par influence, leurs formes n’influe-
ront plus sur les résultats qui dépendront seulement de la somme
de leurs volumes, comparée au volume entier de ce corps, et qui
seront alors les mémes en tout sens. Ce dernier cas est celui du
fer forgé, et sans doute aussi des autres corps non cristallisés
dans lesquels on a observé le magnétisme; mais il serait curieux
de chercher si le premier cas n’a pas lieu lorsque les substances
sont cristallisées. On pourrait s’en assurer par 'expérience, soit
en approchant un cristal d’une aiguille aimantée librement sus-
pendue, soit en faisant osciller de petites aiguilles taillées dans
des cristaux en toute sorte de sens et soumises a 'action d’un trés
fort aimant. »

Le probléme de Vinduction magnétique d’un corps cristallisé se
traitera donc de la méme maniére, d’aprés Poisson, que le pro-
biéme de I'induction magnétique d’un corps amorphe; mais, tandis
que, pour ce dernier, on pouvait attribuer la forme sphérique aux
éléments magnétiques, pour le premier, on devra laisser quel-

(1) Poisson, Mémoire sur la théorie du magnétisme (Mémoires de U’Aca-
démie des Sciences, années 1821 et 1822, t. V),
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CHAP. I. — EQUILIBRE MAGNETIQUE SUR LES CRISTAUX. 291

conques la forme et V'orientation des éléments magnétiques, en
supposant seulement que cette forme et cette orientation sont les
mémes pour tous les éléments.

On trouve ainsi, d’aprés Poisson, que, en un point (z,y, 3)
d’un corps cristallisé, les composantes o, ¥, € de Paimantation
sont liées aux dérivées partielles de la fonction potentielle magné-

lique par les équations
c)@ c)'@ a0
P == W -+ 7r —_dz )

,w 20, 0 99)
FrRRIL A
o 200 00

v_w< %—'—90},—*- ()z>

(l) b =

PP g, 4, ¢ ry 'y r' étant neuf constantes qui, dans I'idée
de Poisson, sont essentiellement positives.

Poisson avait d’avance indiqué la voie par laquelle on parvien-
drait & découvrir les phénoménes d'induction magnétique des cris-
taux et les principes qui serviraient & expliquer ces expériences.
(est seulement vingt-trois années plus tard que les expérimen-
tateurs découvrirent les phénoménes dont on leur avait signalé
I’existence.

En 1847, Pliicker (1), ayant placé des cristaux diversement taillés
entre les deux péles d’un électro-aimant puissant, observa les posi-
tions que prenaient ces cristaux et crut pouvoir en conclure une
action exercée par le magnétisme sur les axes optiques, action dif-
férente du magnétisme et du diamagnétisme. Voici la loi expéri-
mentale par laquelle il résumait ses recherches :

« Si Pon place un cristal uniaxe quelconque entre les deux
poles d'un aimant, Paxe est repoussé par chacun des deux poéles.
La force qui produit cetie répulsion est indépendante de la pro-
priété magnétique ou diamagnétique de la masse du cristal; elle
varie plus lentement avec la distance aux poles de 'aimant que les
forces magnétiques ou diamagnétiques provenant des mémes pdles
el agissant sur le cristal. »

(*) J. PrUckeRr, Ueber die Abstossung der optischen Awzen der Krystalle
durch die Pole der Magnete (Poggendor[f’s Annalen der Physik und Chemie,
t. LXXII, p. 315; 1849).
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292 LIVRE X. — AIMANTATION DES CRISTAUX.

En 1848, Faraday ('), ayant observé de son co6té 'orientation
d’une substance cristallisée entre les poles d’un électro-aimant,
indique incidemment que ces phénoménes pourraient s’expliquer
« en supposant que le cristal fat un peu plus apte a I'induction
magnétique, ou un peu moins apte & 'induction diamagnétique
dans la direction de I’axe magnécrystallique que dans toute autre
direction ». Gette explication, a laquelle Faraday ne s’arréta pas
alors, était celle de Poisson.

Le travail de Faraday contenait des résultats en désaccord avec
ceux de Pliicker. Celui-ci, reprenant I’étude des phénomenes qu'il
avait découverts, publia deux Mémoires (2) dans lesquels, sans
renoncer i sa premiére interprétation de ces phénomeénes, il mo-
difiait légérement la loi qu’il avait cru démontrer dans son pre-
mier Mémoire, en admettant gque l'action d’un péle d’aimant sur
un axe optique était répulsive ou attractive selon que le cristal
était négatif ou positif.

Ce n’est qu’aprés tous ces travaux, poursuivis dans une voie
inexacte, que Plicker (3) d'une part, Knoblauch et Tyndall (*)
d’autre part, arrivérent & reconnaitre la véritable cause des phé-
noménes observés, et a attribuer ces phénomeénes, comme Faraday
I'avait indiqué, & une capacité d’aimantation des corps cristallisés
variable suivant la direction.

« Tous ces phénoménes que j'ai observés, dit Plicker, s’expli-
quent en supposant qu’une polarité magnétique ou diamagnétique
(selon que la substance est magnétique ou diamagnétique) peut se

(*) FarADAY, On the crysialline polarity of bismuth and other bodies, and
on its relation to the magnetic form of force (Experimental Researches on
Electricity, série XXII, art. 2588 ; Philosophical Transactions, p. 1-41; 184g).

() J. PLUCKER, Ueber die neue Wirkung des Magnets auf einige Krystalle,
die eine vorherrschende Spaltungsfliche besitzen. Einfluss des Magnetismus
auf Krystallbildung (Poggendorff’s Anrialen, t. LXXVI, p. 556; 1849).

J. PLUCKER, Ueber die magnetische Beziehung der positiven und negativen
optischen Axen der Krystalle (Poggendorf’s Annalen, t. LXXVIL, p. 447; 1849).

(®) J. Prucker, Ueber die Fessel’sche Wellenmaschine, den neuen Bouti-
gny’schen Versuch und das Ergebniss fortgesetzter Beobachtungen in betreff
des Verhaltens krystallisirter Substanzen gegen den Magnetismus (Poggen-
dorfP’s Annalen der Physik und Chemie, t. LXXVIII, p. 421; 184g).

(*) KwosraucH et TyNDaLL, Ueber das Verhalten krystallisirten Koérper
zwischen den Polen eines Magnetes (Poggendorff’s Annalen, t. LXXIX, p. 233;
1850).
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développer par induction dans les cristaux et s’y développe plus
ou moins aisément suivant les diverses directions, fait qui est lié
aux variations de 1’élasticité de I’éther. »

Knoblauch et Tyndall concluaient ainsi leur Mémoire :

« Laloi de Pliicker, qui attribue sux axes optiques la maniére
particuliére dont se comportent les cristaux entre les pdles d’un
aimant, ne peut étre conservée sous sa forme primitive.

» Tous les phénoménes présentés par le spath d’Islande s’ex-
pliquent en supposant que les échantillons magnétiques sont plus
faiblement magnétiques dans la direction du clivage, et que les
échantillons diamagnétiques sont plus faiblement diamagnétiques
dans la méme direction. »

Les travaux ultérieurs de Faraday, de Pliicker et Beer, de Kno-
blauch et Tyndall, de Hankel, de Malteucct ne cessérent de con-
firmer ces conclusions.

La théorie, donnée par Poisson, du magnétisme des cristaux
avait été laissée dans l'oubli par les auteurs de ces recherches ex-
périmentales. Sir W. Thomson (') appela l'attention des physi-
ciens sur cette théorie. Aprés avoir rappelé les idées de Poisson
et transcrit les égalités (1) auxquelles l'illustre géométre était par-
venu, il ajoute :

« Tout le reste de la théorie de Poisson se borne a la consi-
dération du cas des substances non cristallisées; dans ce cas, 1l
est démontré que les coefficients p, ¢/, 1’ sont égaux entre eux et
que les autres sont égaux a zéro. Mais cela n’indique rien sur la
possibilité d’établir des relations générales entre les neuf coeffi-
cients, quelle que soit la nature de la substance. J’ai trouvé que
les relations suivantes, par lesquelles ces neuf coefficients se ré-
duisent & six, devaient étre remplies, quelle que soit la nature de
la substance

I” — qll,
(2) q" =7r,
7' =p.

(*) Sir W. TuomsoN, On the theory of magnetic induction in crystalline
and non crystalline substances (Philosophical Magazine, 4 série, t. 1, p. 177;
1851. — Papers on Electrostatics, art. XXX).
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» La démonstration de ces relations est fondée non point sur
une proposition incertaine ou sur une hypothése spéciale, mais sur
ce principe qu'une sphére d’une substance quelconque, placée
dans un champ magnétique uniforme et capable de tourner autour
d’un axe fixe perpendiculaire aux lignes de force, ne peut devenir
une source inépuisable d’effet mécanique. »

Cette démonstration a été exposée plus tard par Sir W. Thom-
son ().

Cette remarque de Sir W. Thomson achevait de marquer les
principes d’une théorie de 'induction magnétique des cristaux et
d’en établir les équations fondamentales. Aussi Sir 'W. Thom-
son (2) put-1] confondre dans une seule et méme étude la théorie
de 'aimantation pav influence des substances amorphes et cristal-
lines.

Auparavant Pliicker (3) avait donué des théorémes intéressants
sur les propriétés des cristaux faiblement magnétiques. A. Beer (*)
avait intégré les équations différentielles du probléme de l'induc-
tion magnétique pour une sphére cristalline placée dans un champ
uniforme.

Malheureusement, dans le développement de la théorie de l'in-
duction cristalline, il a commis certaines inexactitudes analytiques,
comme l'a fait remarquer E. Mathieu.

E. Mathieu (%) est parvenu a des équations d’équilibre ana-
logues & celles que I'on déduit de la théorie de Poisson; mais il y
est parvenu par une voie qu’il nous est impossible d’analyser brié-
vement ici. Remarquons senlement qu’elle est liée &4 une hypothése

(*) Sir W. TroMsoN, Démonstration d’une proposition sur l’induction ma-
gnetique des cristauz (Papers on electrostatics, art. XXX, 1872).

(?) Sir W. Tromson, General problem of magnetic induction (Papers on
electrostatics, art. XL, 1872).

() 1. PLicKER, Ueber die Theorie des Diamagnetismus, die Erklirung des
Ueberganges magnetischen Verhaltens in diamagnetisches und mathematische
Begriindung der bei Krystallen beobachteten Erscheinungen (Poggendor(f’s
Annalen, t. LXXXVI, p. 1; 1852). — On the magnetic induction of crystals
(Philosophical Transactions, 1858, p. 543 ).

(*) BEER, Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre vom Magnetismus und
die Elektrodynamik, Brunswick, 1865.

(%) E. Maruieu, Theorie du potentiel et ses applications a U’Electrostatique
et au Magnétisme. 2° Partie : Applications; Paris, 1886.
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sur la maniére dont les actions magnétiques s’exercent au sein
d’une substance cristallisée et qu’elle conduit & une théorie qui,
de I'aveu méme de son auteur, ne peut subsister si les aimants qui
agissent sur le cristal influencé ne sont pas formés de la méme
substance que le cristal.

Nous allons voir que les principes posés au Livre IX, Chapitrel,
fournissent aisément la mise en équation du probléme del’aiman-
tation par influence d’une substance cristalline.

§ 2. — Surface d’induction magnétique.

Considérons un systéme que, pour plus de simplicité, nous
supposerons n'étre pas électrisé. Ce systéme renferme un aimant
permanent que nous désignerons par [I'indice 1 et un cristal
almanté que nous désignerons par l'indice 2. Le potentiel thermo-
dynamique interne de ce systéme aura pour expression | Livre IX,

Chap. I, égalité (19)]

‘ F=E(r —T=)+3- /gy(s»x, B,€ a8, ...)dn
(3)
2 +f52(?‘7 B, € a8, ...)dos,

A, B, € ¢tant les composantes de l'aimantation en un point sui-
vant trois directions rectangulaires O, O+, O¢, paralléles aux
axes d’élasticité de la substance en ce point ou & trois directions
invariablement liées & celles-1a.

D’aprés 'égalité (20) du méme Chapitre, chacune des deux
fonctions G( X, 3B, €) est de la forme suivante

G, B, O)=2AA+-pB1+0C
(4) o (R, B, €)X+ 0y (X, B, €)B2+ 033(X, B, €) €2
293 ( K, B, €©)BEC + 205 (A, B, €)CX +20, (X, B, €) AB.

Les quantités A, ., v dépendent seulement des paramétres o,
B, ... qui fixent, en chaque point, la nature de la substance; les
fonctions ¢,, dépendent non seulement de A, B, €, mais aussi
de ces paramétres a, f, .... Ges fonctions demeurent finies pour
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Nous aurons souvent a considérer la surface

e11( 3, B, @)Ez_;_?n(ﬁ’ B, €)n2+ o33 (3, B, )
(5) -+ 2?23(3) iﬁ) Q"-:) 7)C+ 2‘?31(3, ;ﬁi @)CE -+ 2?12(3) ;57 @)E-’)
+ A4 pn V=1

Cette surface du second ordre, qui dépend de la nature et de
I'aimantation de la substance au point considéré, est ce que nous
nommerons la surface d’induction magnétique en ce point. La
connaissance de cetie surface, pour toute grandeur et toute direc-
tion de I’aimantation, est la donnée nécessaire et suffisante pour
fixer les propriétés magnétiques d’un milieu.

Lorsque la substance considérée est holomorphe, on a

A =u, B= 0, v=o0

et I'équation (3) représente la surface d’aimantalion rapportée
a trois axes passant par son centre.

§ 3. — Existence d’un état d’équilibre.

L’aimantation sar le cristal parfaitement doux 2 sera une aiman-
tation d’équilibre si elle fait prendre une valeur minima a la quan-
tité § définie par I’égalité (4). On peut, dans certains cas, prévoir
qu’il existe un minimum pour la quantité &, et, par conséquent,
un état d’équilibre stable pour le sysiéme; les cas dont il s’agit
sont ceux ot sont vérifides les conditions suivantes :

1° La surface d’induction magnétique est, pour toule aimanta-
tion du cristal 2, un ellipsoide réel.

2° La substance qui forme le cristal 2 est holomorphe.

En effet,considérons 'expression du potentiel thermodynamique
interne donnée par I'égalité (4). Les variations que 'on peut faire
subir 4 'aimantation du cristal 2 ne peuvent faire varier les quan-
tités

E(r—TZ) et fﬁh(,‘?&, B, €, 0 8 ...)dvn.

La quantité J ne peut jamais éire négative, et il en est de méme,
d’aprés les hypothéses faites, de la quantité

/gg(i’&, B, €, a 8, ...)do,.
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L’ensemble des valeurs que peut prendre la quantité § pour
toute aimantalion possible du corps 2 est donc limité inférieure-
ment. Sans qu'il soit possible d’en conclure en toute rigueur
I'existence d’un minimum pour la quantité §, on peut, du moins,
prévoir cette existence, qui correspond & un état d'équilibre s¢able
du systéme.

§ 4. — Equations de Péquilibre magnétique.

Supposons que, a Pintérieur de 'élément dy, du cristal 2, les
composantes X, $B € de laimantation suivant Of, O, O¢
subissent des variations arbitraires 33X, §3, 3€. Si l’eqmllbre est
établi sur le systéme, la variation subie par la quantité § sera égale
ao.

Les composantes o, W, € de Paimantation suivant Oz, Oy,
O subissent des variations 3.0, Sub, 62. Si © est la fonction

potentielle magnétique en un point de I'élément dv, on aura

Vi
5y = (‘)‘ %—ﬂj-“u5+d‘ 52 do.

af|=
On pourra donc écrire

009 o . ()K‘) . oQ
<(); o +— ﬁ—l—d—COL>d9;

Mais on a 'identité

H d\) 99

oﬁkh.

o/
k%

Dés lors, on voit sans peine que, en égalant & o la variation
subie par la quantité § et en exprimant que cette égalité doit
avoir lieu quels que soient 8X, 83, 8€, on obtiendra les relations
sulvantes :

90 0
F3 S 920X, 8,€,4,8,...) =0,
0® d
~+Eg2(ﬂ,%,@;a;@: "'):0’
0 J
g PR GaE ) =o.

Ce sont les équations fondamentales de Péquation magnétique
sur une substance non isotrope.
L’égalité (4) permet de transformer ces équations en les sui-
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vanles :

(6)

Posons

(7)

(8)

(9)

LIVRE

9, A+
79?_'_ \
+
¢
0—7{—‘]—'}1"*—
-
+
90 v 4
E‘I—
_|_.
+
‘Piqz
4’27:
b3g =

()@In

X. — AIMANTATION DES CRISTAUX.

<‘3‘?11+f57‘q— —%—35()—‘3‘—‘ +@ﬁ>3
<2 ?12_‘_&()(;?;1 = 23 %‘P’éﬁ = @i;‘{i3> ,‘3
<2‘?13+3%‘%‘—iﬁd§§2+@dj§3>(¢:o,
(2‘?-21 3&%%1 —i—%d;;; ‘T%ﬁ\)%
(oneny o2 )0
3?31 P 6?32 0933
5 - 4 € L= 1€ =
<z<?-s+%dﬁ By T )c 0,
d‘?ll < 0017 , ‘()913
<°° *5¢ PS¢ “Ta)"‘
d 9 o, d 23 P -~
0?31 - ()‘?39 .05?33
<2?33+%0(‘I -+ B T +QL0@>QZ:0
(o a g oo v ep)
d ¢ = 2
(e 0 e ),
(2?3q+3&%“°&’—1 +§30—;?é’3+@djé3>,
(q:Ia?‘)?’);
Y Yo Uy
T = 4112 4’22 %2 3
U1 Pa3 gy |

Si= Yas Y33 — oy Yso,
dp= Yoz Yar — ag Y,
83 = H'Jzi dgo— %2 bay ;
B9y = U3a Y1z — Gas Py,
099 = W3z Y11 — bgg Y,
323 = %1 4/12— %2 4’11 ;
331 = Y10 %'3— \Pw 4122,
830 = Y13 Gy — Y11 Yo,
333 = $11 Yoo — Yya Yoy
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Les égalités (6) deviendront

0<¢ oQ ~ (00

=g o (G 2) <o (G ) <2 ()]
. 1Ty /00 N s [0 N (00

(0 |8 == [ou (G =) o (G ) o (G )
N (09 N (00 | N (00

. QE«:";;:‘—[O 1<0}, -+ )\> 032<W+P‘> +<033<0—C +V>_J.

Dans le cas ou la substance n’est pas hémimorphe, on a
A =o, =0, v = 0,

et les égalités précédentes deviennent

(o _ 1 (3 o0 Y ()) 5 OV

T\ e i

9 ) )
(II) iﬁ :——%(69162 5220 N ()1)
1 /. 00 N d‘) ~ 00
| @:—T<031 (), +030 +033 ()t)

Supposons que le systéme ne renferme pas d’aimants perma-
nents. Deux cas seront a dlstmguel :
1° Le cristal est holomorphe. — Dans ce cas, X, 1, v élant
égaux 4 o, 1l est facile de voir que les équations d’équilibre (6) ou
(11) sont vérifiées en posant
XA =o, B =o, ¢ =o,

car, s'il n’y a pas d’aimants permanents, ces hypothéses entrainent
00 _ 00 _ 00 _
ETE w Y ® T
Ainsi un cristal holomorphe parfaitement doux se désai-
mante st on le soustrait ¢ ’action de tout aimant permanent.
2° Le cristal est hémimorphe. — Dans ce cas, les quantités 2,
i, v ne sont plus forcément égales 4 o. Si 'une au moins de ces
quantités différe de o, les équations (6) ne pourront plus étre
satisfaites si l’on fait
A =o, B=o, ¢ =o.

Done, en général, un cristal hémimorphe demeure aimanté
st on le soustrait & Uaction de tout aimant permanent.
Jamais I’expérience n’a constaté jusqu'ici sur les cristaux hémi-
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morphes ('), comme la tourmaline, la calamine, ete., ce magné-
tisme subsistant naturellement, en I'absence de tout aimant per-
manent, dont la théorie nous fait prévoir la possibilité. Il faut en
conclure que, si les quantités X, 11, v ne sont pas égales & o pour
les cristaux hémimorphes connus, elles ont, du moins, de trés
petites valeurs.

D’aprés cette remarque, il serait inutile, dans I’étude du magné-
tisme, de conserver ces coefficients X, u, v; toutefois, nous les
laisserons figurer dans nos formules, parce que ces mémes for-
mules nous serviront de nouveau dans I'étude d’un autre probléme
ot les coefficients X, u, v joueront un réle important.

Les équations (11) nous montrent que, dans un corps cristallisé
holomorphe, la direction de 'aimantation ne coincide plus, comme
dans un corps isotrope, avec la grandeur géométrique dont les

i 0 00 Y
composantes sont U—E a d_q » ()—C

§ 5. — Détermination de la distribution qui convient a I’équilibre.
qa q

Supposons que I'expérience ait fait connaitre, pour un corps
déterminé, de structure homogéne ou contintiment variable, la
surface d'induction magnétique représentée par 'égalité (5).

Les équations 7), (8) et (9) feront alors connalire T et les 8,
en fonction de A, B, € et des coordonnées «, 5, 5 du point
auquel ces quantités se rapportent. Les quantités X, p., v pourront
aussi s’exprimer en fonction de z, y, z. Les relations (10) devien-

. 0 00 9
dront des relations entre X, 3B, €, 7(,_2, d.—:—, %
3

pourra les supposer résolues en A, B, € et écrire

» 2, ¥y 5. On

0¥ 00 909
’J;’WJTC’Z"}/’Z s

” i‘:01<

. dQ 009 9Q \

(12) ﬂﬁ~02<7£‘7%3 U_C,x"y")’
€ =0 29 99 99 x z

L E=T g P E)

(*) E. Mathieu ( Théorie du potentiel, t. 11, p. 166) a indiqué le premier que
les cristaux hémimorphes pouvaient, au point de vue du magnétisme, se distin-
guer des cristaux holomorphes.
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On voit alors que, moyennant ces équations, ou les fonctions b,
05, 05 sont des fonctions dont la forme est déterminée lorsqu’on
suppose connue la forme de la surface d’induction magnétique du
cristal, la détermination de la distribution qui convient & I'équi-
libre se raméne a la détermination de la fonction ©. Voyons com-
ment cette derniére est déterminée.

Si, dans les expressions de T et des 8,,, nous remplacons A,
#C par lears expressions (12), T et les 8,, deviendront des
9@ 00 00

fonctions de w o g T

z, et nous pourrons poser, en gé-
néral,

~ 13 {3 < ‘

Opg __ 0 Q@ N _
(13) = =0 (G G T m o &).

Les équations (10) deviendront alors

D /9 ) 90© a9 A
e (5 o) o ()
| g AV oV 0
(14) /B =Dy (?)E-TA)—‘-Dzz('32'*[*)4.—])23(%4—‘/);
aov F00 N O A

Nous allons imposer a ces équations une derniére transforma-
tion. X, 3, € sont les composantes de I'aimantation suivant trois
axes Of, On, O, paralléles aux axes d’élasticité du cristal au
point (z, y, ). Soient, en ce point,

a, d', " les cosinus des angles de Oz avec O, O, OF;
b, 0, " les cosinus des angles de Oy avec O, O7, OF;
c, ', ¢" les cosinus des angles de Oz avec O§, Oy, OC.

Ces neuf cosinus sont des fonctions de z, y, 5, déterminées
lorsqu’on connait la nature et l'orientation de la substance en
chaque point.

Soient oA, Wb, & les composantes suivant Oz, Oy, Oz de l'ai-
mantation au point (x, ¥, 5). Nous aurons

A=adb+0U+c 2

(15) B=ad -+,
€ =a"A+ bW+ " .
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Nous aurons, d’aatre part,
0 c)f) L0000
()& = a - ()—‘)‘; -+ C 0z »
0 ) v )
Q d\ AL

(16) o ¢ o 5}7_'_(' 95
00 _ L0000 00
T PR A

Ces égalités (16) permettent de transformer la quantité

09 00 00
Dyyg oE’ 35‘7 A

f d ()g‘) 9@ 00 _
en une fonction e W, 9z’ Zy Yy 3
00 00 90 _
dpq oz’ W’ PPl z, ¥, 5.

Les égalités (14), (15), (16) donnent alors

a0+ cS= (ady+ads+ads) <C;—}—;+)\>
- (bdyy+ b dyy + V' dyy) (‘f)—f + ,L>
~+ (ediy~+ c'dyg + ¢ dy3) <%§—|—v>,
a'do+ bW+ 2= (ady—+ a'dy+ady) (%“;—k)\)
- (beyy+ B day+ B dy) (‘;—}"T p>
“+ (cdy + ¢ dag + ¢"dyy) <%Ez?—‘— v),
W dot W+ S = (ady+a dyt @ dyy) (?g 4 z)
(b4 b dyy -+ B dyy) ( ;+ p\)
(¢ dsy+ ¢ dog - ¢" i) <%§+ v);
ou bien, en désignant par ®,,des fonctions de - O 3;? Zf, Z,¥, 3,
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faciles & former en fonction des dpg,
¢ ¢
Jlg_:CD”<d—xY+)\> -+ P2 <§+H> +®13<———
) v V]
(17) b = Dy <%+)\>+®22< .:,)—i-}l-)—i—@zg('&‘ +V>,
Q0 0Q 00 .
& = QD3 <(~)-; -+ )\) - (32 <()—}/——'r— [J.> + @33 <%—i—‘/>.

Il devient maintenant facile de former I'équation aux dérivées
partielles que vérifie la fonction ¢ en toutes les régions de l'es~

<°J] X

pace.
A l'intérieur des aimants permanents 1, on a
o ik e
(18) AQ = jm (== 4 5= o )
dx oy 03
et le second membre est une fonction censée connue de x, y, .
Dans ’espace compris entre les aimants permanents et le corps
cristallisé, on a

(19) AQ = o.

Pour obtenir équation aux dérivées partielles que ©Q vérifie en
tous les points du corps 2, différentions la premiére des égali-
tés (17) par rapport & z, la seconde par rapport & y, la troisiéme
par rapport i z, et ajoutons membre 3 membre les résullats ob-
tenus.

Le second membre de I'égalité a laquelle nous parviendrons
sera une fonction de z, y, 5 et des dérivées partielles du premier
et du second ordre de la fonction 9. Le premier membre

ol o o2
T Ty T

pourra étre remplacé par

-F-\]l>
EREC)

Nous obtiendrons donc une équation aux dérivées partielles du
second ordre que la fonction © devra vérifier en tout point du
cristal.

Pour achever de déterminer la fonction <0, il faudra imposer a
cette fonction des conditions aux limites. A l'infini, ou bien sur
la surface de séparation des aimants permanents et du milieu non
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magnétique, ces conditions seront les mémes que si le corps par-
faitement doux était isotrope. A la surface de séparation du corps
parfaitement doux et du milieu non magnélique, on aura

00 c)’(
ON;

= 47 [-% cos(N;, ) -~ Ub cos(N:, ¥) + & cos(N;, 5)],

ou bien, en vertu des égalités (17),

1 /00 00\ L9
— < ()_Nc) —[®y11cos (N, ) + Baye05(Ny, 97) -+ 31 cos(N;, 5)] <E +)\>

©

—[012c0s(N;, ) + WD92c05(Ns, ) + P32 cos(Ny, 2)] <3}/ —i—p)
90

—[@13cos(N;,z) - (Dagcos(\,,y\+O})33cos(\,,~)]( v>

Ainsi est défini le probléme que I'on aurait en général & inté-
grer pour déterminer © et, partant, d’aprés les égalités (12), la
distribution qui convient a Péquilibre.

§ 6. — Remarque sur les corps hémimorphes homogénes.

Dans ce qui précéde, nous n’avons rien supposé sur '’homogé-
néité ou I'hétérogénéité du corps étudié. Dans le cas ou la sub-
stance qui forme ce corps a, en tout point, la méme constitution
et la méme orientation, on peut joindre & ce qui précéde une re-
marque importante.

Les axes d’¢lasticité O&, Ox, OZ ayant la méme orientation en
tout point (z, ¥, z), on peut supposer qu’on ait pris les axes Oz,
Oy, Oz paralléles aux axes d’élasticité. Les égalités (10) pour-

ront alors s’écrire
s (29 5 g (99 N
= T “\c)z‘ = A 12 W+H -~ 043 ‘d?—f—’ s

\
I [ ¢ 5 v o oQ
wmm i [ (B ) o (5 ) i ()]

PO 0¥ o 0 N o oQ n
e T[S‘”(c)z + )0 "())7 T [} - O33 —(E—l—/) .

V’ailleurs, si le corps est homogéne, ), 1, v sont indépendants
de z, ¥, z. On voit alors sans peine qu'un corps hémimorphe
homogéne s'aimante dans un champ donné comme il était

+

f
!
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holomorphe et quon edt superposé au champ donné un champ
uniforme dont la fonction potentielle magnétique serait

Ao A py + s,

Cette proposition raméne, dans le cas o 'on étudie des cris-
taux homogénes, I'étude générale des cristaux hémimorphes a
I’étude plus particuliére des cristaux holomorphes.

D, — 1.
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CHAPITRE II

LA THEORIE DE POISSON.

§ 1. — Les deux surfaces d’'induction magnétique.

Nous avons vu que I’étude de I'aimantation par influence d’une
masse cristalline supposait la connaissance de la surface d'induc-
tion magnétique définie par ’égalité

2+ pr v
—+= ‘Pu(ﬁ, g, @)52—-}— @99(3‘, ZB, @)7]?’4" ?33(3, %, @)CZ

+2053(RX, B, €)n + 205 (R, B, €V -+ 2055(X, B, €k =1.

Cette surface est rapportée a trois axes O, O7, O, dont les
directions indiquent 'orientation de la substance au point (z, y, 5,
ce sont, par exemple, les axes d’élasticité au point (2, y, ), ou
trois directions rectangulaires invariablement liées aux axes d’élas-
ticité.

L’approxzimation de Poisson consiste a supposer que les quan-
tités @, sont, non pas des fonctions de A, B, €, mais de simples
constantes. La surface d’'induction magnétique en un point ne
dépend plus de I'aimantation en ce point, mais seulement de la
nature en ce point de la substance dont le cristal est formé.

Supposons que le cristal ait en chaque point la méme constitu-
tion; la surface d’aimantation sera, pour chaque point, la méme
surface du second ordre.

Nous avons supposé jusqu’ici cette surface rapportée pour chaque
point (z, ¥, &) & trois directions rectangulaires quelconques OZ,
O+, OCinvariablement liées aux axes d’élasticité au point (z, y, z).
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Mais on peut choisir ces droites de telle maniére que les termes
en 1§, (&, &n disparaisseni de 'équation de la surface d’induction
magnétique. Les trois droites rectangulaires O&, On, O¢, qu’il
faut choisir pour cela, sont ce que nous nommerons les axes d’in-
duction magnétigue au point (z, y, z).

L’équation de la surface d’induction magnétique rapportée aux
axes d’induction magnétique sera de la forme

(1) ;%—i—%—i—é%—l—)é—pn—i—v{—l

Si le cristal a non seulement la méme constitution en chaque
point, mais si, de plus, il ne présente ni macle, ni groupement
par pénétration, les axes d'induction magnétique seront, en chaque
point, orientés dela méme maniére par rapport aux axes Oz, Oy,
Oz. Dans toute question ow la position du cristal dans Uespace
ne variera pas, on pourra supposer que l'on ait pris pour axes
fixes Oz, Oy, Oz les axes d'induction magnétique du cristal.

Proposons-nous, par exemple, d’étudier 'aimantation du cristal
en prenanl pour axes de coordonnées les axes d’induction magné-
tique O¢, Oy, OL. Soient ©, la fonction potentielle magnétique
des aimants permanents 1 et O, la fonction potentielle de 'aiman-
tation répartie sur le cristal 2. La partie variable du potentiel ther-
modynamique interne aura pour valeur

-
#3 L)

( +f<3&.ﬁ + b Ay B+ v €) doy.
3

2w, 2W; 2

x, 0

r)l d()y—r‘ -

s

En égalant & o la variation que cette quantité & éprouve par
suite d’'un changement quelconque dans l'aimantation, on trouve
les égalités

) 00, 90,

A= —w <) “+ oE -+ 3 >
@ d(‘)l d‘(‘)g

) ﬁ‘__m2<“+ g T >’
i 00 0V,

€C=—wy(v +- =L+ =22

""3<’ 9 T )
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Ces relations nous montrent comment doit éire dirigée la grandear
géométrique qui a pour composantes

’—'()\—'“5)2-1 t (&>=17

08 U oE
—\"T oy o )0
_‘+dol+2&)_
T T )T

pour que 'aimantation ait une direction donnée. La régle qui fixe
la direction de la grandeur o, B, v est la suivante :

Par le centre Q (fig. 22) de la surface d'induction magnétique
on méne une droite QU ayant des cosinus directeurs propor-

Fig. 22.

tionnels 3 A, 3B, €. Parle point Qon méne un plan P conjugué,
dans la surface d'induction magnétique, a la direction QL. Enfin
a ce plan P et du méme c6té que la droite QIIU, on méne une nor-
male QF. Les cosinus directeurs de cette droite QF sont propor-
tionnels a «, {3, .

Lorsqu’on se donne la direction de la grandeur géométrique qui
a pour composantes «, {2, v et que l'on veut obtenir la direction de
V’aimantation, on peut répéter une construction en tout semblable
4 la précédente en faisant usage non plus de la surface d'induction
magnétique, mais de la sur,face inverse d’induction magnétique,
qui a pour équation

(4) B2+ mn+ w{i=1.
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De l'une comme de 'autre de ces constructions, on déduit la
conclusion suivante :

Pour que la grandeur géométrique dont les composantes
sont o, 3, vy coincide en direction avec l’aimantation, il faut et
il suffit que ces deux grandeurs géométriques soient dirigées
sutvant l'un des axes d’aimantation du cristal.

Les trois quantités @y, @,, @;, qui sont liées par des relations
trés simples aux longueurs des axes des surfaces directe et inverse
d’induction magnétique portentle nom de coefficients principaux
d’aimantation du cristal,

2 2. -— La détermination de l'aimantation ramenée a l'intégration
d’une équation aux dérivées partielles.

La fonction potentielle magnétique O, des aimants permanents
est censée donnée. Dés lors, d’aprés les égalités (3 ), la détermina-
tion des composantes A, '#, € de Vaimantation se raméne a la
détermination de la fonction ©,.

Différentions la premiére des égalités (3) par rapport a &, la
seconde par rapport & n, la troisiéme par rapport a g, et ajoutons
membre & membre les résultats obtenus, en observant que

- =

00, R0, P, (0% B o€
o%? + or2 or2 *

=17~
et que, en tout point du cristal,

02(91 4 02'01 - 0261 .
& o T ToE T

1nous aurons

) (E e )P0 (L )P0 (1 NP0
O @) ) e \m ) ww s

Telle est I'équation aux dérivées partielles que la fonction 0,

doit vérifier en tout point du cristal, tandis qu’en tout point
extérieur au cristal, elle vérifie 'équation aux dérivées partielles

02(‘)2 02'.(‘)2 02 02

) e T T

La fonction U, est égale & o & l'infini comme une fonction
potentielle ordinaire; elle est continue dans tout 'espace, méme &
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la traversée de la surface qui sépare le cristal du milieu quil’envi-
ronne. Il n’en est pas de méme de ses dérivées partielles du pre-
mier ordre. On a, en effet, 4 cetie surface,

00, 00,

N, -+ N, = dm || A cos(Ny, §) |,

équation qui devient, moyennant les égalités (3),

l <4n +m1> <_d§_> cos(Ny, £)+ < Iﬁ —!—mz> <?§3>i005(Ni, 7)
() () s

00,
-+ @ ()\—l— W) cos(N;, E)—;—m»(p—l— W) cos(N; 1)

(6)

00, 190, _
—+ w3 (v -+ —C> cos(N;, {)+ — Tm N, = o.

Ces diverses conditions ne peuvent laisser d’indétermination
dans I'expression de la quantité ©,. Supposons, en effet, qu'on
puisse les remplir au moyen de deux expressions distinctes de O,
et soit © la différence de ces deux fonctions ©,. La fonction @,

3

on le voit aisément, vérifiera une équation analogue & 1'équa-
tion (4) en tout point intérieur au cristal et, a l'extérieur, elle
sera harmonique. Si du désigne un élément de 'espace illimité
extérieur au cristal, on devra avoir

1 020 020 020
rﬁf@(a{f ' a—?ﬁb@)du
I t)?G)I I dEO_I_ i 020
+f[<ﬁ+“’l>o—cﬁ<4—w”2)m ‘<za+ )acz]“"”“‘)

Si dS désigne un élément de la surface qui limite le cristal, une
intégration par parties transformera cette égalité en

oo (g rm) G+ (o) () (=) () ]
+SL1T N, (Z— e > (f)_E) cos(N,,§)+< _HEZ) (g—:)icos(Nl’, )
+<4—I_-E+m> <0_C> cos(N,,ﬁ)]@dS_o

Mais, les deux expressions de la fonction O, vérifiant 1’égalité (6)
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en tout point de la surface S, on aura, en tout point de la sur-

face S,

1 00 I 00 1 00
it m+(4_7r —i—wl) <0—>icos(N,-, E)+<477—t+m2> <%)icos(N,',7;)

| () (R v

L’égalité précédente se réduira donc a

I 1 00\ 2 I 00\?2 1 00\ 2
2 ot [ m) () e () (o) () e

Nous verrons tout 3 '’heure qu’il n’y a lieu d’étudier que les cris-
taux pour lesquels les trois quantités w,, w,, @, sont positives.
L’égalité précédente ne peut alors avoir lieu si 'on n’a, en tout
point de l'espace,

00 00 00

i 0, o = o, i = o.
Si 'on ajoute que la fonction © est continue dans tout I'espace et
égale a o a Uinfini, on voit que l'on doit avoir, dans tout ’espace,

0 =o,

en sorte que les deux expressions de la fonction ©, sont iden-
tiques.

Ainsi, lorsque les trois coefficients principaux d’aimantation
sont positifs, il ne peut exister plus d’une solution au pro-
bléme de U'aimantation par influence. D’ailleurs, ce qui a été
dit aux §§ 3 et 6 du Chapitre précédent nous fait prévoir que,
dans ce cas, ce probléme admet toujours une solution.

§ 3. — Stabilité de Péquilibre magnétique.

La distribution magnétique déterminée par les égalités précé-
dentes correspond-elle 4 un état d’équilibre stable?

Considérons un élément de volume dv, appartenant au cristal,
et donnons deux fois de suite aux composantes X, B, € de lai-
mantation dans cet élément des variations arbitraires 83X, 338, 3.

Les premiéres variations font croitre § d'une quantité

_8§F=H <%§—‘+‘2¢%+)\—|—.%> 83&“.
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Les secondes variations font varier 85 de

sofo B2, @By ey
Wy wW> w3

St les trois quantités w,, w,, w3 ne sont pas loutes trois positives,
il sera toujours possible de choisir les quantités 83X, 38, 3€, de
manicre que la quantité 325 soit négative. Ainsi U’équilibre ma-
gnétique ne peut étre stable sur un cristal que si les trois coef-
JSicients principauz d’almantation sont positifs.

Réciproquement, si les trois coefficients principaux d’ai-
mantation d’un cristal sont positifs, Uéquilibre magnétique
est assurément stable sur ce cristal.

Donnons deux fois de suite & I'aimantalion en chaque point du
cristal des variations arbitraires 83X, 833, 3€. Posons

~

5= adt, 0B = b di. o€ = c dt,

dt élant une constante infiniment petite et «, b, ¢ des fonctions
uniformes finies et continnes de &, 7, ¢.

Supposons qu’aux divers points du cristal on distribue une
almantation ayant pour composantes les quantités @, b, ¢. Soit Q
la fonction potentielle magnétique de cette aimantation. En repro-
duisant les calculs faits an Livre IX, Chapitre III, § 2, nous trou-

vons sans peine que l'on a

. 0 2 2 2
By = ae fHQ du +— clt’f fre L2 e dvs.
8x $w @) (o] w5

Si, comme nous Pavons sapposé, les trois quantités @, @,, @,
sont positives, cette quantité 825 est essentiellement positive, et
I'équilibre magnétique est stable.

Ainsi, pour qu'on puisse déterminer sur un cristal, placé dans
des conditions données, une distribution magnétique correspon-
dant & un équilibre stable, il faut et il suffit que les surfaces d'in-
duction magnétique soient des ellipsoides réels. Le cristal ne
peut étre diamagnéuique dans aucune direction.
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CHAPITRE III.

ACTION D'UN CHAMP MAGNETIQUE UNIFORME SUR UN CORPS
CRISTALLISE.

2 1. — Aimantation d’une sphére ou d’un ellipsoide cristallins dans
un champ magnétique uniforme.

A. Beer (') a montré que 'on pouvait aisément étendre la m¢-
thode par laquelle Poisson a étudié Vaimantation d'une sphére
isotrope placée dans un champ magnétique uniforme au cas ou la
sphére est taillée dans une substance cristalline homogéne.

Pour résoudre ce probléme, nous pouvons prendre les axes de
coordonnées paralltles aux axes principaux d’aimantation de la
substance et menés par le centre de la sphére. Les équations de
'équilibre magnétique seront alors [ Chap. 11, égalités (3)],

oo (5 00 90
&= 1 - _dE +_d£ 3
. 00, 00,
,ﬁ——m’g(‘i—.—(}—n—l— 07’] )7
00, 90,
§ —— Vo — e — )
e (v )

Supposons quc le champ, uniforme, corresponde & une fonction
potentielle magnétique

Vy=—(Ft + Gy + H{ +K),

(') A. Bekr, Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre von Magnetismus
und die Elektrodynamik. Brunswick, 1863.
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F, G, H, K étanl quatre constantes. Les égalités précédentes de-

viendront
3=-—m1<)\-— F+"d—?>,
) (B=—m(p—G+02),
( L‘T=~m3<v—H—:—()§£2>.

Ces égalités déterminent sans ambiguité A, B, €; or il est
facile de voir qu’elles seront vérifiées par une distribution magné-
tique uniforme répandue & l'intérieur de la sphére, et ayant en
chaque point pour composantes, suivant les trois axes principaux
d’aimantation

! o]

A= —"1  (F—2),

%
1+ 5 W
3

B=—"1 (G—p),
(2) I—Fg’ﬂ'mg
w3’

4

1+ = 7@

\ 3

«

I

(H— ).

Dans ce cas, en effet, on aura [ Livre VIII, Chap. 11, égalité (5)]

'02(577)72:): T‘(ag—‘_"ﬁ’q—‘_@C)’

[SEIFEN

en tout point (&, 7, {) intérieur a la sphére cristalline.

Une méthode analogue s’appliquera a 1’étude de ’aimantation
prise, dans un champ magnétique uniforme, par un ellipsoide
taillé dans un cristal homogéne.

Prenons pour axes de coordonnées les axes principaux de 'el-
lipsoide, Oz, Oy, Oz, lesquels ne coincident pas forcément avec
les axes principaux d’aimantation O, Ox, OY de la substance
cristallisée. Les neuf cosinus des angles que font les droites du
premier triédre avec les droites du second seront dénotés confor-
mément au Tableau suivant :
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O¢ Oq (024
Ox a a' a’
Oy b o' b
(0 c ' ¢’

Dés lors, si nous désignons par &, Wb, & les composantes de
'aimantation suivant Oz, Oy, Oz, nous aurons

hb=Aa+ Ba' + Ca’,
W= R0+ B + €,

e =NAc+B+C,

ou bien, en vertu des relations (1),

b =—[w(A—F)a+w(g— G)a'+ w3 (v—H)a"]

Pr 0,000 0, )

—<E'1 % a1 2 o 3 aC )
W=—[o(A—F)b+w(p—G)o' +wy(v—H) "]

(3) 602, 002 1 0(‘)2 II>

—<m1—£—0+m2—0;b+mg d?; b s
e=—[y(—Flc+w(p—G)c'+ws(v—H) "]

ASE -+ d—ggc'—i—m ASE c”)

Cherchons s'il est possible de satisfaire & ces équations en rem-
plissant P'ellipsoide par une distribution magnétique uniforme. Si
Vellipsoide est uniformément aimanté, on aura [ Livre VIII, Chap. II,
égalité (10)],

00,
Jx

= 246/, (&2=2ﬁ‘om,
o

00
1?2 =92Cn,

en désignant par /, m, n des constantes que nous avions désignées

par A, p, v au Livre VIII, Chapitre 1I.
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Ces derniéres égalités donnent

a 2

—(2: = 2(Mla - hmdb + Lne),
d ‘ 92 ’
72—' = (Ala' == Ubmb -~ Snc’),
00, .

—(}? =2l la" -~ Wymbd" -~ & ne’

Il suffira donc de déterminer o, s, & par les trois équations
linéaires suivantes

r+20 (02 +wa? —wya?)] b
1
+—omiwmab-wya' b+ wya’ ") U
(o)
+aon (mrac +wia ' +ow3a’c") &

=w1a(F— A+ w4 (G —un)+wya’ (H—v),

2l (miba-+mb'a w30 a")h
. +[1+am(w, 0% + 5,07 +o30"2)] b
(4) +on (v1be w1 b'c +w;07¢") €
= 0(F—R) + w0 (G—p) +w30" (H—v),

2l (wyca—-wmca +w3c a’) b

—om(w,eh -~ ¢ --w3c" b)Y b

V).

Ainsi, un ellipsoide taillé dans une substance cristalline et
placé dans un champ magnétique uniforme s’aimante uniformé-

+[1-2n (w2 ~wyc'2 +w3c?)] &
\ = c(F— X))+ w:¢'(G— 4

ment.

§ 2. — Forces qui sollicitent une sphére cristalline dans un champ
magnétique uniforme.

Un corps cristallisé homogéne étant placé dans un champ ma-
gnétique quelconque, le potentiel thermodynamique interne du
systéme, réduit & ceux de ses termes qui sont susceptibles de va-.
rier, est donné par I'égalité (2) da Chapitre précédent; celte éga-
lité peut encore s’écrire

00; 00, Ay I 00, A2 !
3? f“ ao (—‘Z;‘ d&;—i—)\—l—-m—i)H d()g——;f“.%g ()Ez + dVg

Mais, d’aprés les conditions de 1équilibre magnétique, on a, a
’ q g que, ’
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chaque instant,

h 00, 00,
o= (Gl )
. 00 00
€ m oy (14 02 4 220

2ETm *ac_g*d_@)’

L’égalité précédente se réduit donc

~ 2 _ I . 6?.‘):_, . A
) s=—i S5

Cette égalité est vraie, quelles que sotent les particularités pré-
senlées par le champ magnétique et quelle que soit la forme du

dy,.

corps cristallisé.

Supposons, en particulier, que le champ soit uniforme et que le
corps soit sphérique. La sphére s’aimantera uniformément et, en
tout point (&, 4, {) intérieur & la sphére, nous aurons

0s (k0,0) = 5 7 (R + By + €0,

L’égalité (5) deviendra donc, en désignani par R le rayon de la
sphére,

4
H 1+ ,4 T
|
l

|
x| w,

ou, en remplagant X, B, € par leurs valeurs (2),

§ j i
. ps| 3™ 37 37
J‘:——Z _T—'(F—)‘)?‘“"’ - (G —p)2- T(H-—v)2

I+—?;7tm1 [+§ﬁmg I—}—gﬁma

Si T'orientation de la sphére varie dans l'espace, les compo-
santes F, G, H de Paction du champ suivant les axes principaux
d'induction magnétique du cristal sdabiront des variations, et la
quantité &, donnée par I'égalité précédente, subira une varia-
tion 8F. La quantité (— 8¥) sera le travail effectué par les forces
magnétiques auxquelles la sphére est soumise.

Une translation virtuelle, non accompagnée de rotation, ne fait
pas varier la quantité §. Les aclions magnétiques que subit une
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spheére cristalline quelconque dans un champ magnétique uniforme
sont donc réductibles a un couple.

L’expression (6) est susceptible d’une interprétation géomé -
trique.

Considérons P'ellipsoide (E’) représenté par I’équation

4 4
5 Ty 5 T2 §ﬂ133
( z3 2 P Cz_
(7) 7 -+ i 70—+ 7 =1
1+ = Tw, 1~ 5 WGy 14 = Ty
3 3 3

Cet ellipsoide a mémes directions d’axes que Uellipsoide d'induc-
tion magnétique.
Si, par le centre O, on méne la grandeur géométrique dont les

COlnPOSanteS sont
F—2% G—p, H—v,

sa direction rencontrera cet ellipsoide en un point M'. Soit o' la
distance OM'. Soit P’ le plan tangent en M’ a Dellipsoide E'.
Soit A’ la distance du centre O a ce plan P'. On aura

4 4 4
4
i‘n:ml = Ty iﬁm.’%
FLI 3 2 3 2 3 52
E = /‘ X t 4 A 7 z
I+ - W, -+ =~ T®; 1 4~ 5 "wy
3 3 3

(8) §=—— =5

en désignant par L la grandeur géométrique ayant pour compo-
santes

F—Xx, G—p, H—v.
Cette formule (8) peut encore prendre une autre forme. Considé -
rons I'ellipsoide E donné par I’équation

4 4 7
[+%1’CU1 I+'—3!1T132 I—‘.—g'mm
2 -2 5
(9) S W+ =1
i 7 i
g T gTCU)’z g'nm;,

Cet ellipsoide a encore mémes directions d’axes que P'ellipsoide
d’induction magnétique.
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La droite OM’ rencontre cet ellipsoide en un point M ; soit o la
distance OM; on démontre sans peine que

1
p= -
L’égahté <8) peut dOl'lC S’éCI'iI‘e

R? 2
(IO) S? = ? L2 'PTQ *

Cette formule conduit immédiatement & un certain nombre de
conséquences dans le cas ou l'on a

)\:O, ® =0, ¥ =0.

Ce cas, on le sait, est présenté par toutes les substances holo-
morphes el aussi, du moins approximativement, par les substances
hémimorphes. Dans ce cas, la quantité L n’est autre que U'inten-
sité méme du champ; elle est donc indépendante de I'orientation

de la sphére; la quantité g, varie seule avec cette orientation.

Si la sphére cristalline est soumise aux seules actions magnéti-
ques, la quantité & devra, pour Péquilibre, prendre la plus petite
valeur qui soit compatible avec les liaisons auxquelles la sphére

est assujettie; la quantité —g—, devra donc avoir la plus grande valeur

possible.
Supposons que I'on ait
w > Ty > Wy,

Si la sphére est libre de s’orienter de toute maniére, p* prendra

Ve £
§m1 1+ _l Wy
sa plus grande valeur ——— et p’* sa plus petite valeur —
4 4
| e i 3] I~
T3 37

lorsque ces deux directions coincideront avec la direction de I'axe
principal d’induction magnétique qui correspond au coefficient
d’aimantation w,.

Ainsi, st une sphére cristalline holomorphe libre de s’orienter
est soumise & Uaction d’un champ magnétigue uniforme, elle
s’orientera de maniére que l’axe de plus grande aimantation
de la substance soit paralléle aux lignes de force du champ.
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On démontrerait de méme la proposition suivante :

Supposons la sphere cristalline susceptible seulement de
tourner autour d’un axe paralléle & I’un des axes principaux
d’aimantation et les lignes de force du champ perpendiculaires
& cet axe. La sphére cristalline s’orientera de telle sorte que
celui des deux autres axes d’aimantation qui correspond au
plus grand coefficient d’aimantation prenne la direction des
lignes de force au champ.

Il peut arriver que Pellipsoide d’induction magnétique soit un
ellipsoide de révolution; dans ce cas, le cristal sera uniaxe au
point de vue du magnétisme. En général, les raisons de symétirie
qui obligent un cristal a étre optiquement uniaxe obligeront aussi
ce cristal & élre magnétiquement uniaxe. Les cristaux optiquement
uniaxes et les crislaux magnétiquement uniaxes seront donc, en
général, les mémes. Toutefois, dans certains cas particuliers, il
pourra arriver que l'ellipsoide d’induction magnétique ou lellip-
soide d’élasticité envisagé en Optique aient une symétrie supérieure
a celle de la structure cristalline: 'un pourra étre de révolution,
tandis que I'autre ne le serait pas; le cristal pourra étre magnéti-
quement uniaxe et optiquement biaxe ou inversement. Clest ce
qui.arrive pour le sulfate de fer qui est magnétiquement uniaxe,
quoique clinorhombique et optiquement biaxe (*).

Si un cristal uniaxe ne peut que tourner autour d’une droite
paralléle al’axe magnétique et si les lignes de force du champ sont
perpendiculaires a cette droite, aucun couple ne tendra, d’aprés
ce qui précéde, & donner a ce cristal une orientation plutdt qu'une
autre. L’équilibre du cristal sera indifférent.

Supposons, au contraire, que le cristal puisse seulement tourner
autour d’une droite paralléele a I'équateur de Pellipsoide d'induc-
tion magnétique, les lignes de force du champ étant perpendicu-
laires & cette droite. Si ellipsoide d’induction magnétique est un
ellipsoide de révolution allongé, cas auquel le cristal est magné-
tiguement positif, 'axe magnétique du cristal se placera dans la
direction des lignes de force; si, au contraire, I'ellipsoide d’induc-
tion magnétique est un ellipsoide de révolution aplati, cas auquel

(') V. MaLLarDp, Traité de Cristallographie, L. 11, p. 537.
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le cristal est magnétiquement négatif, 'axe magnétique du
cristal se placera perpendiculairement & la direction des lignes de
force.

§ 3. — Vérifications expérimentales.

Supposons que 'on suspende un cristal de maniére qu’il ne
puisse tourner qu’autour de I'axe O& et que les lignes de force du
champ soient normales & 'axe de rotation. Soit J l'intensité du
champ et ¢ P'angle que fait cette intensité avec On. Nous aurons

F=o, G =J cosd, H =1TIsind.
Supposons, en outre, que L'on ait .
A=o, p=o0, v=o.

L’égalité (6) deviendra

L—imzs-z :/‘7“33
j:_ §J2 3—4__cos2| - 3 4 Sin2df
1 3w, 14 3 7oy
Nous aurons donc
/ éﬁmz 5 T3
8§ = R3)J2 2 y — 7 sind cosd di.
\\1+§7:mo l*,—g’ﬁms

L’équilibre a lieu au moment ot 'axe On est dirigé suivant les
lignes de force du champ, c’est-4-dire au moment ot I'on a

sind = o, cosd =r.

Silon écarte le cristal d'un angle d de cette position d’équilibre,
le couple qui tend a I'y ramener a pour moment

% T, 3 T3
R3J2 y — 7 ay.
1+ gﬁmg I+ 3 @

Le cristal, ainsi écarlé de sa position d’équilibre et abandonné
a lui-méme, effectuera des oscillations isochrones, dont la durée
D. —-IL 21
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T, sera donnée par ’équation suivante :

G i
. R3)2 -g miof) § W3
(1) N =R\ 4. § )
I—!—§7t132 l+§7rm3

K désignant le moment d’inertie de la sphére cristalline par rap-
port a un axe passant par son centre.

Si I'on faisait osciller la sphére autour de I'axe On, placé nor-
malement aux lignes de force du champ, on aurait une durée d’os-
cillation T, donnée par

4 4
bi v Rz 3T 3@
(11 bis) TI = 7K i — i .
‘ I—x—g‘mvi 1+§7:m3

Enfin, si l'on faisait osciller la sphére autour de I'axe O, placé
normalement aux lignes de force du champ, on aurait une durée
d’oscillation T, donnée par

4 4
= T, - T,
1 R3Je 3 3
11 ter e = —r —
(x1 ter) IT =K\ 4 ;
I—l—gﬂ'mi 1+§TETD'2

La comparaison des égalités (11), (11 bis), (11 ter) conduit &
cette relation remarquable

-
-
1

1
(12) T, =T Ty

=
W

Pliicker (), qui a démontré cette relation (12), I'a soumise au
contréle de I'expérience.

Dans un beau cristal de formiate de cuivre, il fit tailler une
sphére de 1 centimétre de diameétre environ; il la posa sur un petit
anneau de mica trés mince tenu par trois fils de soie, et la fit os-
ciller successivement autour de chacun des axes d’aimantalion en
comptant le nombre des oscillations. Dans deux séries d’observa-
tions, 1'une faite en excitant Pélectro-aimant avec six éléments

(1) J. PrickeRr, On the magnetic induction of crystals (Philosophical Trans-
actions, t. II, p. 543; 1858).
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de pile, l'autre en excitant I'éleciro-aimant avec douze éléments,

il trouva les nombres d’oscillations par seconde que voici :
Axes de suspension.

OE. Omn. 0¢.
Premiére série............ 22,5 4 23 53 49
Deuxiéme série........... 3t a 31,5 73 67
La premiére série donne
3 1 T
T -+ ﬁ = 2918, ™= 2809
La deuxiéme série donne
1 . T
; = 5166, T—%:5329

we

1
YT
La relation (12) est donc vérifiée avec une exactitude suffi-
sante.
Pliicker a indiqué une autre relation susceptible d’étre vérifiée

par P'expérience. -
Soient Ox, Oy, Oz (fig. 23) trois axes de coordonnées rectan-
gulaires fixes. Le cristal peut tourner autour de I'axe Oz. L’inten-

Fig. 23.

z

sit¢ du champ est dirigée suivant Oz. Oz est dans le plan {OE.
Le plan OE trace surle plan zOy une droite Os qui fait un
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angle ¢ avec Ox; cetle méme droite fait un angle ¢ avec O§. On
a alors les égalités suivanles :

F= Jcosocosy,
G = — Jsindy,
H = — Jsing cosd.

Si lon suppose X = o, w =0, v= o, Iégalité (6) deviendra

'i'-m 4~w 4"&7
T T - Tog 5 Ty
R3 9 3 ' 3 2 3 9 3 in2 24
——1J2 — cos?g cos?d —+ 7 sin2d -+ 7 sin%¢ cos®d
2
I—l—,—sﬂml 1+ 5 7T0;3 I—!—g’ﬂfﬁf;;
-0

Si 'on fait tourner le cristal d’un angle infiniment petit autour
de Oz, & augmentera d’une quantité d¢ égale a celle dont le cris-
tal a tourné, tandis que © ne variera pas; & éprouvera un accrois-
sement

oF =——J2 ————cos?¢ — -+ sinfo  }sinad dd.

La condition d’équilibre s’exprime en écrivant que

o
Gf = 0,

ce qui donne
sin2 ¢ = o.

Suivant les grandeurs des diverses quantités qui figurent dans
la parenthése, I'équilibre stable a lieu lorsque OY est dans le
plan 20 zoulorsque le plan 20 { est perpendiculaire au plan 0 .

Si le cristal est écarté d’'un petit angle dd de sa position d’é-
quilibre, le moment du couple qui tend & le ramener & cette posi-
tion est égal en valeur absolue a

4 4 4
-?; TGy § TW{ § Ty
R2J2 7 — 7 cos2¢ - i sinfo }dd.
I-—|—-—3"TCE2 I+§7Tm1 1—}—:9)-7:133

Supposons que le cristal soit un cristal magnétiquement uniaxe et
positf. Nous aurons alors

T > Wy = B3,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



CHAP. III. — CRISTAL DANS UN CHAMP UNIFORME. 325

et le moment du couple aura pour valeur

4 _ 4
§ nw) §‘TI'GSQ
R2J2 i — cos?o db.
I+§'nm1 I+§7r232»

La durée d’oscillation du cristal faiblement écarté de sa position
d’équilibre aura une valeur T donnée par la formule

4 4
1 Rrf 3T 3T \
(13) = K . — 7 cos?e.
I+ g TW) I+ g TWy

Supposons en particulier que O coincide avec Oz. Nous au-
rons alors
o=r, cosp =—1,
et la durée d’oscillation T, sera donnée, d’aprés I'égalité (13),
par la formule

4 4
1 R2J2 El 37"
T2 = 2K -
T3 =K 1+é7rus1 1—+—,émrr2
3 3
On a done
(14) %:% = cos2o

Cette remarquable égalité a été vérifiée par Plicker au moyen
d’une sphére taillée dans un cristal de sulfate de fer. Nous avons
vu que cette substance était magnétiquement uniaxe.

§ 4. — Action d’un champ uniforme sur un cristal faiblement magnétique
plongé dans un milieu faiblement magnétique.

Les divers théorémes que nous venons de démontrer ne sup-
posent rien sur la grandeur des coefficients principaux d’aimanta-
tion du cristal. Nous allons exposer maintenant les propositions
approximatives que I'on peut établir en supposant ces coefficients
trés petits. Cette théorie, donnée par Pliicker (1) en 1858, pré-
sente deux avantages : en premier lieu, elle peut s’établir en sup-

(') PLOeKER, loc. cit.
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posant le cristal plongé dans un milieu isotrope peu magnétique,
hypothése qu’il est nécessaire de faire pour rendre compte des
propriétés des cristaux diamagnétiques; en second lieu, elle per-
met d’étendre & des cristaux de forme quelconque des propriétés
qui, dans la théorie précédente, n’étaient présentées que par les
corps sphériques. Ces deux avantages justifient le développement
que nous allons donner 4 ’exposé de cette théorie.

Par des raisonnements analogues & ceux qui ont été employés
aun Chapitre VII du Livre précédent, on prouvera sans peine que
le cristal peu magnétique et le milieu peu magnétique dans lequel
il est plongé s’aimantent tous deux comme si chacun d’eux exis-
tait seul. Les équations de I'équilibre magnétique, rapportées aux
axes principaux d’aimantation du cristal, seront, pour le cristal,

[ —— < CAON

%
ok
S

)
(£5) ,332 T < n|>
W)

P <" N c)'()l

et, pour le milieu,

00
ﬂg—'—k;; f;
- 0
(16) By =—ks %7
]
20
G=—h o

Si le champ est uniforme, le corps et le milieu s’aimantent tous
deux uniformément. Dans le milieu, Vaimantation est dirigée
comme l'intensité du champ créé par les aimants permanents. Il
n’en est plus de méme dans le cristal. En reproduisant des consi-
dérations analogues & celles que nous avons indiquées au Cha-
pitre 1I, § 1, on arrive au résultat suivant :

Dans Uellipsoide inverse d’induction magnétique
w82+ we i+ w2 =1,
on méne une demi-droite D dont les cosinus directeurs soient
proportionnels a

0B (B ()
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par le centre de U’ellipsoide, on méne le plan conjugué a cette
direction D, et, du cdté de ce plan ot se trouve la direction D,
on lui méne une normal < N. Cette normale marque la direc-
tion de aimantation.

La partie variable du potentiel thermodynamique interne du
systéme pourra s’écrire, en désignant par ¢, le volume du cristal
et par g3 'espace illimité occupé par le milieu magnétique,

e [ 22 [ 20222

P 2 2
—o—f( 3 + B -+ 2l HED§-. ppu p§32+‘;@2>d02.

2w 2% 27553

dvg+f?-3(3na)da3

Nous aurons d’ailleurs, en vertu des égalités (16),

/Hlag 90: ;-*—5)‘3(3113)] vy = -f%(:ms)d%

De plus, en vertu d’un théoréme démontré au Livre IX, Cha-
pitre IX, § 1, la somme

f W, (g ) vy - f Wy (s ) s

ne varie pas. Enfin, d’aprés un calcul fait au § 3 du méme Cha-
pitre, on a

/\3 H01 dV2

flp‘3(;)]1/3) dVg
Si nous conservons les notations des paragraphes précédents, nous

aurons
0, = F2+ G2+ H,

et le potentiel thermodynamique interne, réduit a ses termes
variables, pourra s’écrire

AT % B3 e 3 7 ¢
_f< Ky —= N 2m1 P + oo A+ [J.f‘z—i—v(.g) do,
k3f(F2+G2+H")dv2

Les égalités (16) apportent a cette expression une derniére trans-
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formation et permettent d’écrire
(a7) §=— ; [0 (F— A)2-+ w5 (G — )2+ 3 (H — )2 — k3 (F2-+ G2+ H2)] 0,.

Lorsqu’on déplace le cristal, la quartité § subit une-variation 3§
égale, au signe prés, au travail des forces magnétiques qui agissent
sur le cristal.

La forme (17) de la quantité § nous montre, en premier lieu,
que les actions magnétiques qui s’exercent sur le cristal sont ré-
ductibles & un couple.

L’expression (17) est susceptible, dans le cas (qui est seul inté-
ressant pour I'étude du magnétisme) ou 'on a

A =o, ®=o, v = o,

d’une interprétation géométrique analogue & celle que nous avons
donnée de I'expression (6). Dans ce cas, en effet, I'égalité (1)
peut s’écrire

(18) F=— ;—[(m[—/f3)F2+(m2~—k3)G2+(w3—-lc3)H2].
Considérons les deux surfaces du second ordre S et S/ défi-
nies, la premiére par I'équation

&2 7-‘2 CZ

+ 4+ — =
By —hky Wa— ks w3— ks ’

(19)

7

et la seconde par I’équation
(20) (@ — k)2 +(wy— ks )02+ (w3 — k3) (2 =1.

'Ces deux surfaces ne sont plus forcément, comme les surfaces &
et F/, des ellipsoides réels; ce peuvent étre aussi des ellipsoides
imaginaires, ou bien encore des hyperboloides & une ou & deux
nappes.

Dans tous les cas qui ont été expérimentalement étudiés, les

trois quantités
w—ks, ®o—ks, w3— ks

ont offert le méme signe, en sorte que, dans tous ces cas, les sur-
faces S et S’ sont ou bien deux ellipsoides réels, ou bien deux ellip-
soides imaginaires. Dans le premier cas, le cristal est dit parama-
gnétique; dans le second cas, il est dit diamagnétique.
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Menons, par le centre commun O des deux surfaces S et S’ une
demi-droite dirigée comme I'intensité du champ. Elle rencontre la
premiére en un point réel ou imaginaire M et la seconde en un
point réel ou imaginaire M'. Posons

OM :9, OMI_—_ p’.

Soit J I'intensité du champ. Nous aurons

N

2
5l
-

v J2 p2

2 p 2

(21)

formule qu'il sera aisé de discuter comme nous avons déja discuté
'égalité (10).
Supposons, en premier lieu, le cristal absolument libre de
s'orienter. Il atteindra sa position d’équilibre stable lorsque §
P2

aura pris sa valeur minimum, c’est-a-dire lorsque ;7 aura pris sa

valeur maximum. Si on a
B > Wy > B3,

cette position sera atteinte au moment o I'axe principal d’aiman-
tation O sera paralléle aux lignes de force du champ.

Supposons, en second lieu, le cristal libre seulement de tourner
autour de I'un des axes principaux d’aimantation, lintensité du
champ étant d’ailleurs normale & cette droite autour de laquelle le
cristal est mobile. Les deux autres axes correspondront en général
a des coefficients principaux d’aimantation d’'inégale grandeur.
Dans ce cas, celui des deux axes mobiles qui correspond au plus
grand coefficient d’aimantation viendra se placer suivant les lignes
de force du champ.

Si le cristal est uniaxe au point de vue magnétique et si l'axe
de révolution de I'ellipsoide d’induction magnétique coincide avec
Vaxe autour duquel le cristal peut tourner, I'équilibre du cristal
sera indifférent dans toutes les positions.

En général, les deux surfaces S et S/, définies par les égalités (19)
et (20), n’admetlent pas les mémes directions de sections circu-
laires. Mais, dans la pratique, il se trouve que les plans des sec-
tions circulaires de la surface S différent trés peu des plans des
sections circulaires de la surface S'; tout comme, en Optique, les
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axes de réfraction conique intérieure différent peu des axes de
réfraction conique extérieure.

Cela posé, rendons le cristal mobile autour d’une droite qui
differe peu de la normale aux sections circulaires de la surface S
et de la normale aux sections circulaires de la surface S’ et suppo-
sons les lignes de force du champ normales & cette droite autour
de laquelle le cristal peut tourner. L’équilibre du cristal sera & peu
prés indifférent.
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CHAPITRE IV.

AIMANTATION DES CORPS PEU DEFORMES.

§ 1. — Aimantation d’un corps quelconque peu déformé.

Nous avons vu que 'aimanlation d'un corps parfaitement doux
quelconque dépendait de la fonction

G(X,8,8) =22+ pB+va
(l) —+ (?11(5&,53,@),32 —-{—(?22(3,33,@);32 -+ ?33(3,3,@)@2
-+ ?23(3,53, @)%@« -+ (?31(3(,53, @)(‘Iﬁ —+ ?12(3,%, @)3%

A, iﬁ, @ étant les composantes de 'aimantation suivant trois
droites rectangulaires dont l'orientation soit coonue lorsqu’on
connait la nature du corps au point que l'on considére; ce peuvent
étre, par exemple, les axes d’élasticité de la substance au point
considéré.

Les trois coefficients X, p, v et les six fonctions ©pe(H, B,€)
changent si I'on modifie I’état de la substance au point considéré,
si, par exemple, on la déforme; de la la nécessité d'étudier spécia-
lement I'aimantation d’un corps déformé. Les formules auxquelles
nous allons parvenir dans cette étude nous seront d’un grand usage
pour les recherches qui seront exposées aux Livres XI et XII.

Imaginons un corps qui, & partir d'un certain état initial, nommé
état naturel, a subi une petite déformation. Prenons un point
quelconque M a l'intérieur de ce corps. Par ce point menons les
trois droites rectangulaires ME, Mx, MY, qui servaient d’axes
d’élasticité a la matiére qui se trouve en ce point avant la défor-
mation. Supposons le corps homogéne a 1’état naturel, de sorte
que ces trois droites aient méme direction en tout point du corps.
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La déformation dont il s’agit a donné au point M, par rapport
a un systéme de coordonnées fixe, un déplacement dont les com-
posantes suivant ME, M7, M{ sont U, V, W. On sait alors que la
trés petite déformation subie par la substance qui se trouve au
point-M sera définie par la connaissance des six quantités

oU vV oW

| % o
) [V, 0 oW o 0 v
T kTR o TR

£, m, § étant les coordonnées du point M, par rapport & un sys-
téme de coordonnées O, On, Of dont les axes sont paralléles a
ME, M», MZ.

Les trois quantités X, @, v et les six fonctions ¢,, qui figurent
dans Pexpression (1) de G (X, B, @) seront des fonctions des six
déformations (2); on pourra les regarder comme des fonctions
linéaires, si les six déformations sont toutes trés petites. On
pourra, par exemple, écrire

ou oV oW
)\——)\o—l—ll?g—i—lgﬁ——l—k—(f
TN T o ) e T g \on T 0E)’

les sept quantités Ny, 4, sy, &3, 44, s, {; dépendant de la nature
de la substance 4 1’état naturel.

On voit sans peine comment, de ce point de départ, on dédui-
rait une théorie compléte de 1'aimantation des corps peu déformés.
Nous n’avons pas l'intention de développer ici cette théorie dans
son ensemble. Nous nous hornerons a insister sur quelques ques-
tions particuliérement importantes.

La premiére de ces questions est relative aux changements que
peuvent subir les quantités A, w, v par P'effet d’'une déformation.

Si la constitution de la substance & l'état maturel est holo-
morphe, cas auquel un centre figure au nombre des éléments de
symétrie de cetie substance & 1'état naturel, il est aisé de voir que
la substance faiblement déformée est encore sensiblement holo-
morphe. Donc, pour une substance dont la syméirie comporte
un centre, h est égal & o quelles que soient les six déforma-
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tions (2); en d’autres termes, on a

)\0: 0, Z1=0, lg: 0, 13—:0,

lz,:O, l5:0, lg: 0.

Considérons maintenant. les substances hémimorphes, c’est-
a-dire les substances dont la constitution n’admet pas de centre
de symétrie. Bien qu’une pareille substance, a I’état naturel, n’ad-
mette pas de centre, il peut arriver que 'on ait, pour cette sub-

stance,
ho=o0, o == O, Vo= o.

En effet, le systéme formé par Porigine des coordonnées et I'une
quelconque des surfaces d’aimantation représentées par I'équation

(A 4 pr v
(3) ¢  Fonu(X B, €)F +0un(X, B, €)% + o (X, B, Q)2
-+ ?23(3) Pﬁ) Q"«)T]C - t?31(3"7 i", @)CE -+ ‘?12(%7 55’ @)E—q =1

doit toujours présenter une symétrie au moins égale a celle de la
substance a laquelle il se rapporte.

Or cette condilion peut exiger que cette surface ait toujours
pour centre l'origine des coordonnées sans que, pour cela, le
cristal ait un centre.

Imaginons, par exemple, que la symétrie de la substance consi-
dérée comporte un axe d’ordre quelconque, binaire, ternaire,
qualernaire ou sénaire.

Une rotation d’un angle égal ou inférieur & = autour d’une
droite paralléle a cet axe, menée par I'origine des coordonnées,
devra ramener a sa position primitive la surface (3). Cela exige :

1° Qu’une paralléle a I'axe cristallographique considéré, menée
par lorigine des coordonnées, passe par le centre de la sur-
face (3);

2° Que cette droite soit un des axes principaux de la sur-
face (3).

Si la substance admet un autre axe de symétrie, on pourra
énoncer pour ce second axe des propositions analogues, et le
centre de Ja surface (3) devra coincider avec I'origine des coor-
données. Il en sera encore de méme si la substance admet un plan
de symétrie normal au premier axe.
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Ainsi, on peut avoir nécessairement pour une substance
(4) A=o, P = o, v =o,

lors méme que cette substance n’admet pas de centre; il suffit
guelle posséde plus d’un aze de symétrie (1), ou un axe de
symétrie et un plan de symétrie normal ¢ cet axe.

Sinous prenons, par exemple, le quartz plagiédre a1’état naturel,
ce corps n’admet pas de centre; mais il admet un axe de symétrie
ternaire et un plan de symétrie normal & cet axe; les trois coeffi-
cients X, p, v seront donc égaux 4 o pour le quartz plagiédre a
I’état naturel.

Les substances présentant les éléments de symétrie que nous
venons de considérer se rapprochent, on le voit, des substances
holomorphes par ce fait que, pour les unes comme pour les
autres, on a

Mais une différence radicale les sépare.
Pour une substance holomorphe, on a

7\:.0, p.:O, v =o0,

Iy

non seulement lorsque la substance est a4 l’état naturel, mais
encore lorsqu’elle a subi une légére déformation; car il est aisé
de voir qu'une substance qui présente, au nombre de ses élé-
ments de symétrie, un centre dans 1’état naturel, présente encore
un centre lorsqu’elle a subi une déformation infiniment petite.

Il n’en est plus de méme pour les substances qui, sans admettre
de centre, admettent plusieurs axes de symétrie, ou un axe de
symétrie et un plan de symétrie normal 4 cet axe. Pour ces sub-
stances, prises & ’état naturel, les égalités (4) sont vérifiées, mais
elles peuvent ne plus 'étre aprés une déformation infiniment petite
altérant la symétrie primitive de la substance.

Une remarque importante relative & ce cas est la suivante :

Soit M ( fig. 24) un point pris a Pintérieur d’un corps qui, &
I’état naturel, présente un plan de symétrie P; MN est la normale

(') Voir MALLARD, Traité de Cristallographie, t. I, p. 571. — D’aprés cela,
les seuls corps ol A, p, v puissent différer de o sont les corps auxquels les cris-
tallographes allemands réservent le nom d’iémimorphes.
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a ce plan de symétrie. Faisons subir au corps une légére défor-
mation. Le plan P vient en P/, la direction MN en MN, celle-ci
r’étant plus normale au plan P'; il est facile de voir que le
plan P’ est, pour la substance déformée, au point M, un plan de

Fig. 2.

symétrie oblique, la direction de symétrie étant MN'. On en con-
clut aisément que la grandeur géométrique (A, p,v) n’a pas de
composante suivant MN'; elle est normale & MN'. Comme, d’ail-
leurs, la direction MN' différe infiniment peu de MN, on peut dire
aussi que la grandeur (2, ., v) n’a pas de composante suivant MN.

Ces diverses remarques, peu utiles dans ’étude du magnétisme
o, jusqu’ici, I'influence des quantités X, @, v n’a pas été apercue,
ont une importance prépondérante dans I'étude des cristaux pyro-
électriques et piézo-électriques, comme on le verra au Livre sui-
vant.

§ 2. — Aimantation d’'un corps isotrope peu déformé.

Considérons un corps solide, isotrope dans I'état naturel. Ima-
ginons que ce corps éprouve une légére déformation quelconque.
L’état de ce corps en un point est défini lorsqu’on connait en ce
point P'orientation des axes principaux de dilatation OX,, OY, OZ
et les grandeurs 7, 7, {” des trois dilatations principales. Rapportée
a ces axes, la surface d’aimantation représentée par 'équation (3)
doit se réduire & la forme

o1(A, B, G)X2+ 953(A, B, C) Y2+ 0535(A, B, C)L2=1,
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A, B, C étant les composantes de l'aimantation suivant les trois
axes principaux de dilatation.

Les quantités ¢y, (A, B, C), 220 (A, B, C), ¢33 (A, B, C) sont
des fonctions de Z, 7, . Si les quantités Z, #, I sont trés petites,
on pourra admettre qu’elles figurent linéairement dans les fonc-
tions dont il s’agit. Quelques considérations de symétrie montre-
ront sans peine que 1’on doit avoir

o11(A, B, C)=F(A, B, C)+ 7 G(A, B, C)+ Z'H(A, B, C)-- “H(A, G, B),
022(A, B, )= F(B, C, A)+ ' G(B, C, A)+ I'H(B, C, A)~ L H(B, A, C),
033(A, B, C) = F(C, A, B)++ ' G(C, A, B) + [ H(C, A, B)+ /'H(G, B, A).
Supposons que I'on ait
l=0=1;
le corps, primitivement isotrope, sera encore isotrope apreés la dé-
formation. La surface d’aimantation devra, dans ce cas, se réduire
4 une sphére et, en désignant par dU Pintensité d’aimantation,
avoir une équation de la forme

[fM)+3Lg ()X + Y2+ Z2) = 1.
On doit donc avoir, quels que soient A; B, C,
F(A, B, O)+ I[G(A, B, C)+H(A, B, C)~ H(A, G, B)] = £(9)-+3 Lg (INL),
F®B,C, A)+ I[G(B, C, A)+H(B, G, A)+ H(B, A, C)] = f(IMN)+3 g (M),
F(C, A, B)+ I[G(C, A, B)+ H(C, A, B)-~ H(C, B, A)] = £(9)-3 Lg (IN).
Faisant d’abord /=0, on trouve
F(A, B, C)=F(B, C, A)=F(C, A, B)=f(I).

11 reste
G(A, B, C)+H(A, B, C)-+ H(A, C, B)= 3 g(I1L),
G(B, C, A)+H(B, G, A)+ H(B, A, C)= 3 g(N),
G(C, A, B)+H(G, A, B)+ H(C, B, A)=3g().

On satisfera & ces égalités si 'on pose

H(A, B, C)= H(A, C, B)
=H(B, C, A)=H(B, A, C)
=H(C, A, B)=H(GC, B, A)= A(I)

et
G(A, B, C)=G(B, G, A)y=G(C, A, B)=A'(JN).
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Si nous prenons alors
k() = B (V) — R(IL),

la surface d’aimantation, rapportée aux axes principaux de dilata-
tion, aura pour équation
[A(OU) (L I 4 Y R(IV) 4+ 1 k(IW)] X2
(5) S [F (O - (L T 4 PYR(IO) 4 [ (D) ] Y2
A [FO) (L U Y R(IO) 4 I k()] Z2 = 1.

Cherchons maintenant 1'équation de cette surface rapportée &
des axes rectangulaires quelconques O§, Ox, OY. Soient U, V,
W les composantes suivant ces axes du déplacement qu’a subi le
point auquel se rapporte notre surface. Adoptons les notations
suivantes pour les cosinus des angles des axes OE, Ov, OC avec

les axes OX, OY, OZ.
0t 07 Ot

0X ay by ¢y

(02 ¢ Qs b, Co

0z as b;; Cs

Nous aurons les relations suivantes, démontrées par Cauchy, et
dont il est fait un fréquent usage dans la théorie de I'élasticité :

U  JdV oW

. (N w__
Z'TZTZ_OE+—0‘Q ‘—dC’
0
atl+ail'+ a3l = .d_[:],
2 9 Jr 9 7 0V
Z)Il+b§l—i—ng:£,
'V
c‘fl+c§l’+c§l”=dd¥,
' . 1[0V W
bieyl 4+ bycyl' + b33l = 5((—)5 +F7]—>’

(% ~ %)

' s 1 /0U A
mbll+a2b21+agbgz=a<?ﬂ +d_&>’

[ e

ciajl +coagl +czazl’ =

D. — II. 22
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et I'équation (5) de la surface d’aimantation deviendra

[7emy+ aeom (5 + T+ T )+ ko) G e
[remy+ aeony (5§ + 5+ TF) + ko) 5 e
© |+ [remnen (5 + 5+ T kon 5 e
+A—(:J1L)<9X d“)«,
k) (5 + T )t o) (32 + 5 Yen =1

ot
Cette équation de la surface d’aimantation une fois connue, il
devient facile d’étudier I’aimantation d’une substance isotrope
légérement déformée.
Traitons seulement le cas qui correspond & 'approzimation de
Poisson, c’est-a-dive le cas ot 'on a
FOW=Ff  ROW)=h, k(I)=k

/, h, k étant trois quantités indépendantes de l'intensité U de
Paimantation.

Nous aurons alors { Chap. I, égalités (6)]

J
[f h("U o)+ /c()U]‘X—i—z/c(%—!—(z‘—/)?ﬁ

on 0L dq " OF
oW oU o
-—Z/((()—E+()—C'>@— -C)E ?
ou ov oW v, oV OW
o z[f+h< dc) /c—q]f'—i—zk(%—l—dn)
’ ok Y g0
\Noq TOE) T T T o’
oU IV oW oW oW 9U
[fa—/z(dz +0c> P CJ@:+2:’C<()—§—+5§—>3
oV IW\ . 00
—+ 2k >13 —
“<c Pl

Telles sont les équations qui déterminent, dans ce cas, les compo-
santes X, 53 @ de aimantation suivant les axes O, Oy, OC.
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LIVRE XI

LES CORPS DIELECTRIQUES.

CHAPITRE PREMIER.

POTENTIEL THERMODYNAMIQUE D’UN SYSTEME RENFERMANT
DES DIELECTRIQUES.

% 1. — Potentiel thermodynamique d’un systéme qui renferme
des corps diélectriques électrisés et polarisés.

Aprés avoir exposé, dans les Livres précédents, les principales
propriétés des aimants, nous allons revenir a I’étude des phéno-
meénes électriques et examiner les propriétés des corps diélec-
triques; les calculs que nous avons eu a faire en exposant la
théorie des corps aimantés pourront servir presque en entier a la
recherche des propriétés des diélectriques.

Clest, d'ailleurs, en imitant les représentations qui avalent été
adoptées pour résumer les phénomeénes présentés par les aimants
que les physiciens sont parvenus & représenter aussi les phéno-
meénes présentés par les corps diélectriques.

Coulomb avait représenté les aimants comme un assemblage de.
petites particules conductrices pour les fluides magnétiques, ren-
fermant chacune des quantités égales des deux fluides, séparées
les unes des autres par un milieu imperméable aux fluides ma-
gnétiques. Mossotti (') imagine de la méme maniére que les dié-

(*) MossorTi, Recherches théoriques sur Uinduction électrostatique envisagee
d’aprés les idées de Faraday (Biblioth. universelle, Archives d’electricite,
t. V, p. 193; 1849). — Discussione analitica sull’ influenza che ’azione di un
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lectriques sont formés de petits corps conducteurs, dont chacun
renferme des quantités égales des deux fluides électriques, et qui
sont séparés les uns des autres par un milieu isolant; Faraday ()
avait auparavant adopté cette opinion.

Poisson, par une analyse qui n’est pas exemple de défauts, a
déduit de 'hypothése de Coulomb une théorie de I’aimantation
par influence. Une analyse identique a celle de Poisson, appliquée
a4 I'hypothése de Mossotti, conduit Clausius (2) a une théorie de
I'électrisation des corps diélectriques.

Enfin, de méme que Sir W. Thomson a rendu la théorie de I'ai-
mantation par influence sauve de toule hypothése sur la nature
des aimants, on peut, en suivant les idées de Maxwell (3), rendre
la théorie des milieux diélectriques sauve de toute hypothése sur
la constitution de ces milieux.

Dans I'’ensemble des études qui forment les six premiers Livres
de cet Ouvrage, état d’électrisation d’un corps est regardé comme
complétement défini lorsqu’on connait la densité électrique solide
en tout point intérieur a ce corps et la densité électrique super-
ficielle en tout point de la surface de ce corps. Une semblable dé-
finition suffit, dans un grand nombre de cas, & représenter les
phénomeénes présentés par un corps électrisé; mais elle ne suffit
pas toujours. Pour faire rentrer dans la représentation adoptée
un plus grand nombre de phénoménes électriques, on est amené a
compléter cette représentation par l'introduction d’une nouvelle
classe de paramétres.

Dorénavant, nous admettrons que, pour connaitre complétement
Pétat d’électrisation d’un systéme il faut connaitre :

1° En chaque point des surfaces de discontinuité qu’il renferme,
la densité électrique superficielle;

mezzo dielettrico ha sulla distribusione dell’ elettricita alla superfizie det
pit corpi elettrici disseminati in esso (Mémoires de la Soc. ital. de Modéne,
t. XXIV, p. 49; 1850).

(*) FAraDAY, Experimental researches in Electricity, série X1, § 6; nov. 1837.

(2) R. Craustus, Sur le changement d’ctat intérieur qui a liew pendant la
charge dans la couche isolante d’un carreau de Franklin ouw d’une bouteille
de Leyde, et sur U’influence de ce changement sur les phénoménes de la de-
charge; 1866 (Théorie mécanique de la chaleur, trad. Folie, 1™ édition, t. II,
p- 86).

(3) MaxwzLL, Treatise on electricity and magnetism, passim.
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2° En chaque point des volumes de constitution homogéne ou
variable d'une maniére continue qui le forment :

A. La densité électrique solide;

B. Une grandeur géométrique, variable d'un point & Pautre
d'une maniére continue; nous donnerons & cette grandeur géo-
métrique le nom d'induction diélectrique.

Nous allons chercher la forme que doit présenter le potentiel
thermodynamique interne d’'un semblable systéme; nous serons
aldés dans cette recherche par les résultats. déja obtenus au
Livre IX, Chapitre I. Les premiéres définitions des paramétres qui
determment P’état d’électrisation d'un systéme sont, en effet, en-
tirement analogues aux premiéres définitions des paramétres qui
déterminent un systéme électrisé et aimanté; 'induction diélec-
triqgue vemplace simplement U'intensité d’aimantation; mais les
hypothéses ultérieures faites sur ces deux sortes de paramétres
établissent ensuite entre eux des différences.

Ces différences mémes, comme nous l’allons voir, ne portent
que sur un point.

Que P’on reprenne tout ce qui, au § 2 du Chapitre I (Livre IX),
précéde 'égalité (11), en remplagant seulement le mot intensité
d’aimantation par le mot induction diélectrigue et le fluide
Sictif magnétique par un fluide fictif diélectrigue; puis, arrivé
2 'hypothése qu’exprime I'égalité (11), que 'on modifie de la ma-
niére suivante I’énoncé de cette hypothése :

Soit une distribution fictive équivalente a 1’élément dv,.
Elle est formée par des quantités de fluide diélectrique fictif
oy [y, Py, ooy I cOncCentrées en des points Mo, My, M7, ..., MY,

L’élément dv, porte en outre des charges électmques lzbres

iy, Pl concentrées en des points MY, ..., M. On peut
écrire
(1) Vro=faa—+ Lo+ Y12+ -+ (9 + 205+ 2y s

{m) m)

Ays dépend uniquement de la masse p;"' et de la situation res-
pective des deuz points M;, M{™; 1L EX DEPEND DE LA MEME MA-

NIERE, QUE LA MASSE P4

SOIT UNE MASSE DE FLUIDE DIﬁLECTRIQUE
FICTIF OU UNE MASSE DE FLUIDE I:ILECTB.IQUE.

En suivant alors la marche indiquée au Livre IX, Chapitre I,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



342 LIVRE XI. — LES GORPS DIELECTRIQUES.

§ 2, nous trouverons que l'on a
18 = w™o (1),
puis, que Uon peut éerire
do(r
I u!L)g -—liz—) 0—1*‘ |
d.z'g

O, =
+ago(r4+aqo(r)+.. .- 'zq‘l’)cg(r(l’,,

d“’('lﬂ”d B _L_I' L”()‘P(Un,

(2)

¢ q's -+, g¢'P) étant les charges électriques réparties sur le sys-
teme, et 7, 7', ..., rP) les distances de ces charges & un point de
I'élément dy,.

Les égalités (5) et (g) (loc cit.) et I’égalité (2) du présent Cha-
pitre ne laissent plus & déterminer, dans Pexpression de §, que
la fonction ¢ (r); nous la déterminerons de la maniére suivante :

Tout d’abord nous verrons, comme au Livre IX, Chapitre I, § 2,

que .

Les forces qui s’exercent dans un . systéme de diélectriques
invariables d’état de polarisation diélectrique et d’électrisa-
tion s'obtiennent en adjoignaﬁt aux forces qui s’exerceraient
dans le systéme électrisé, mais dépourvu de polarisation dié-
lectrique, un groupe de forces ayant pour potentiel la quan-
e §.

Supposons en particulier que le systéme se compose d'un élé-
ment diélectrique dv, polarisé, ou I'induction ait pour compo-
santes. Joy, ¥y, &4, et d'un autre élément dv,, ot I'induction
électrique soit égale & o, malis qui porte une charge élecirique ¢..
D’aprés ce qui précéde, les actions mutuelles des deux éléments
dv,, dv, auront pour potentiel la quantité

S, 22) ||

f).l'j |

3) f:92d"1

Nous admettrons I'hypothese suivante :

Pour obtenir les actions qu'un élément diélectrique polarisé
exerce sur un autre élément électrisé, on peut remplacer ’é-
lément diélectrique par une distribution équivalente de fluide
fictif, puis imaginer que ce fluide fictif exerce sur le fluide
¢lectrigue les mémes actions que le fluide élecirique lui-méme.
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Siw, @/, p’, ... sont les charges de fluide diélectrique fictif qui
forment la distribution équivalente a I'élément do,; si r, 7/, 1/,

sont leurs distances & un point de I'élément dv,, on voit que,
d’aprés cette hypothése, le potentiel des actions mutuelles des

deux éléments do,, dv, pourra s’écrire

Un raisonnement bien facile, et dont I'analogue se trouve au
Livre IX, Chapitre I, § 2, permet de transformer cette égalité en

la suivante
d

ST

(4) S=z2qadvy || foy prewll

La comparaison des égalités (3) et (4) donne

'o(l)_

~|m

Dés lors, si nous désignons par V; la fonction potentielle, en
un point de I’élément dv;, de toutes les charges électriques ré-
pandues sur le systéme; par ¥, la fonction potentielle diélec-
trigue au méme point, c’est-a-dire la quantité définie par la for-

mule
9L 9 ’L
AT *
(5) D= || don 73:1— dog—r. ..~ || don dw’ oy,
on aura
(6) QO =¢e(M+2V))

et, par conséquent, d’aprés les égalités (5) et (9) (loc. cit.),

o iR

les deux intégrations s’étendant au systéme tout entier.

Cette détermination de la quantité §’ repose essentiellement,
on levoit, surla possibilité, dans le calcul des actions extérieures
d’un élément diélectrique, de remplacer cet élément par une dis-
tribution équivalente de fluide électrique.

La détermination des quantités que nous avons désignées par

dy,
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Fi, &, .vy &, se fera exactement comme au Livre IX, Chapitre I,
§ 2. Nous aurons de méme

(8) § =Q(Xy, By, €, ay, By, ...)dvy,

A, iﬁ’u, @€, érant les composantes de I'induction diélectrique en
un point de ’élément dv, suivant trois droites rectangulaires inva-
riablement liées & cet élément (par exemple ses trois axes d’élasti-
cité); oy, By, ... étant des paramétres qui définissent 1'état de
I'élément dy,.

Les égalités (1) et (4) du Livre IX, Chapitre I, et les égalités (7)
et (8) du présent Chapitre déterminent la forme du potentiel
thermodynamique interne d’un systéme renfermant des diélec-
triques polarisés et électrisés. Cette forme est la suivante :

F=BE(r—T2)+ W+ ¥ og

) T

Cette forme rappelle la forme du potentiel thermodynamique in-
terne d’un sysiéme électrisé et aimanté; elle n’en difféere que par
la présence du terme

. f |

relatif aux actions mutuelles des éléments électrisés et des élé-
ments polarisés. Le potentiel thermodynamique interne d’un sys-
téme aimanté ne renferme aucun terme analogue, car, a priori,
on a admis que les éléments magnétiques n’exercaient aucune
action sur les éléments électrisés.

dv+fg(ﬂ, B8,€,2,8,...)dv.

e

§ 2. — Corps diélectriques et corps pyro-électrigues.

Comme nous l'avons vu (Livre IX, Chap. I, § 3), on a, en
général,
G(A,8,¢0)=2 A +puB+ve
(9 4+ 01 (X, B, ©)A2 40,9 (A, B, €©) B2+ ¢33(X, B, Q) €2
-+ 2(?23(% ﬁ Ql)ﬁ@—k")@ai(a @)@3‘—‘— 2?12(% 15 @)ﬂﬁ
%, p, v étant trois quantités indépendantes de X, B, €, et les
quantités ¢,, étant des fonctions de X, B, €, qui ne croissent
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pas au dela de toute limite lorsque les quantités A, B, € tendent
vers o.

Mais cette forme générale n’est pas, en réalité, la plus fré-
quente; nous avons vu que, dans la grande majorité des cas, la
symétrie de la substance exigeait que 'on edt

(10) A =o, u=o, v =o.

Lorsque, pour une substance, ces égalités (10) seront vérifiées,
nous dirons simplement que la substance est diélectrigue; lors-
que, au contraire, pour une substance, 'une au moins des trois
quantités X, p, v est différente de o, nous dirons que la substance
est pyro-électrique.

Parmi les substances simplement diélectriques se trouvent, en
particulier, les substances isotropes. Pour ces substances, on a
simplement

(1) G, B, €)= F (M),

9L étant l'induction diélectrique et §(OL) une fonction de cette
induction qui est telle que le rapport
F(o)
L2

ne croisse pas au dela de toute limite lorsque 91 tend vers o.

Nous commencerons par étudier les substances simplement dié-
lectriques en insistant spécialement sur les propriétés des corps
isotropes; nous examinerons ensuite les propriétés des corps pyro-
électriques.

§ 3. — Transformations du potentiel d'un systéme renfermant
des diélectriques.

Reprenons I’égalité (8) qui donne I'expression du potentiel
thermodynamique interne d'un systéme renfermant des diélec-
triques électrisés et polarisés.

Nous savons [Livre I, Chap. IX, égalité (g)] que I'on peut écrire

o =g S (- e

I'intégration s’étendant a tous les éléments de volume du systéme.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



346 LIVRE XI. — LES CORPS DIELECTRIQUES.

Nous avons de méme (Livre VII, Chap. III, égalité (17)],

I oM\ 2 oP\2 oV 2
@ f == @) - (F) - (E) ]~
Enfin un raisonnement analogue a celui qui a permis d’établir cette
derniére formule donne

o ;/ A A I @)dv
T, oz oz dy 0y ' 03 03 ’

.

7
(14) TR

On a dong, en vertu des égalités (12), (13) et (14),

‘ \V—I—sf
=5 }["(VOZ ”)] ,["“’J”)]?[#f”)] &

Sil’on adopte la notation définie au Livre VII, Chapitre I1I, éga-
lité (18), le second membre peat s’écrire

(15)

= fn(V+m)dv.

Alors, en vertu de I’égalité (15), U'égalité (8) devient

g F=BE(r—T3)+ 3,09+ S—E_—fﬂ(V+1II)dv
(16) ( "
.+fg(3x,33, € a0 B, ...)do

Cette forme du potentiel thermodynamique interne nous sera d’un
fréquent usage.

Voici maintenant une autre transformation qui nous sera égale-
ment utile en plusieurs circonstances.

Imaginons, pour simplifier, que le systéme renferme un seul
corps électrisé et polarisé; soient

1 Tespace intérieur 4 ce corps;
2 Pespace illimité extérieur;
S la surface du corps.

Considérons la quantité

oY
C}LJ % Hdv.

S
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Une intégration par parties permet d’écrire

A%
f,”““”o“a?

do = — SV[JLo cos(Ny, z) + b cos(Ny, )+ & cos(Ny, 3)] dS
Mo b 02
()
Or on a [Livre VIII, Chap. IlI, égalités (8) et (g)],.

Od'b b 98

on  op
oN, TN,

= 4T

A cos(Ny, 2) H

L’égalité précédente devient donc

(17) f1 &»—Hd _—‘i—'RSvG;l ' 0\12> fVMde

Le théoréme de Green, appliqué a 'espace 1, donne

o v
A ‘1 _— ey + —_—
(18) flvn do+SVdN1dS fln AV do S”aM ds

D’autre part, comme dans toul 'espace 2, on a

AV =o, AW = o,

le théoréme de Green donne

(19) SVdVﬂS—S”mdS

Les égalités (17), (18), (19) donnent

—— =97 <0N1 oN2> f’“w”

Soient ¢ la densité superficielle de P’électricité en un point de la
surface S et p la densité solide de I’électricité en un point de 'es-
pace 1. Nous aurons

ﬂ—i— ov = —4mnc
oN; = oNp ’
AV =—4mp
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et 1’égalité (20) deviendra

(21) f

Sil'on observe que l'on a
q

(22) W=:Qvoas+ Ef,v“ do,

oV
0‘(19 %

dy = Si\lcds -+ f?ﬂp de.
<

on voit qu’en vertu des égalités (21) et (22), Pexpression (8) du
potentiel thermodynamique interne pourra s’écrire

PR e
\J—E(I—TE)—FEOqf;/‘IaLO—LZ ds
(23) ¢ +fg(s~x,9,@,a,g,...)du+§f(v+gv)pdp
4 S B
. 2S(V 210 dS

ou, abréviativement,

| 5= E(r — TE)+2 [@ -+ %(V—'r?”)}l
(23 bis) ‘

L =i

o
oo P

dy :—/g(%, B, € o B, ...)de.
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CHAPITRE II.

PROPRIETES FONDAMENTALES DES CORPS DIELECTRIQUES.

§1. — Hquilibre électrigue sur les diélectriques mauvais conducteurs.

Un diélectrique est dit mauvais conducteur si toute charge
électrique placée en un point de ce corps est assujettie & y de-
meurer indéfiniment. Cette invariabilité des charges électriques
n’empéche d'ailleurs nullement I’état de polarisation de ce dié-
lectrique d’étre variable.

Un diélectrique est dit parfaitement doux s'il a, & chaque
instant, un état de polarisation qui fasse prendre la plus petite
valeur possible au potentiel thermodynamique interne du systéme
qui renferme ce diélectrique.

Il peut exister des diélectriques qui ne soient pas parfaitement
doux, comme il existe des corps magnétiques qui ne sont pas par-
faitement doux. Ces corps seront dits diélectriques doués de force
coercitive.

Proposons-nous de rechercher quel est1’état de polarisation d'un
diélectrique mauvais conducteur et parfaitement doux soumis 2
I'action de corps électrisés et doués de polarisation diélectrique.

Supposons, pour ne point Lrop compliquer notre étude, qu'il
s’agisse d’un corps isotrope que nous désignerons par Vindice 1.

Le potentiel thermodynamique interne du systéme se compose’
de termes qui varient avec l'état de polarisation du corps 1 et
d’autres termes qui sont indépendants de I'état de polarisation de
ce corps. Sil’on efface certains de ces derniers, ce potentiel aura
pour expression, d’aprés les égalités (11) et (16) du Chapitre pré-
cédent,

o ifn(v+m>dv+f§<an->dv,
8T 1

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



350 LIVRE XI. — LES CORPS DIELECTR]QUES.

la premiére intégrale s'étendant & l'espace tout entier, et la
seconde au volume du corps 1.

Supposons la quantité §() positive; nous verrons toul &
I'heure qu’il en est forcément ainsi pour tous les diélectriques.
Alors la quantité § sera assurémenl positive pour tous les états
de polarisation du corps 1; 'ensemble des valeurs que prend la
quantité § pour les divers états de polarisation du corps 1 forme
donc un ensemble de valeurs limité inférieurement; si, par ana-
logie avec ce qu'a fait Lejeune-Dirichlet pour démontrer le prin-
cipe auquel.on a donné son nom, on admet que la quantité § pré-
senie un minimum, on arrivera a conclure que :

Sur le diélectrigue 1, soumis & action d’autres corps élec-
trisés et polarisés, il existe au moins un état de polarisation
correspondant & un équilibre.

Cherchons les lois de cet état de polarisation.

Pour cela, reprenons 'expression du potentiel thermodyna-
mique interne du systéme donnée par les égalités (8) et (11) du
Chapitre I :

3?=E(1“——TE)—;—W—|'—E®(_7+EI

+Zf' dv+f5?(3m)dp.

Supposons que, en tout point du corps 1, les composantes o,
b, © de l'induction éprouvent des variations 8du, Sub, 32, et éga-
lons & o la variation qui en résulte pour 8.

L’ensemble de termes

E(l‘—-TE)—i—W—;—Z og

0VI
d%%—‘l dy

o
C/q@ —d;

ne subira aucune variation.
Nous aurons ensuipe

O = 5 8 510

dF(AN), o
fS(STL)d _fau, dSIL (o Beho + Wb B +- @ 32 ) dlo.
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On a donc

7 Qo dF(V)]

Cette quantité doit étre égale & o quelles que soient les varia-
tions arbitraires 8:b, dyb, 62. Si donc on pose

N
dg(ony’

Ao

(1) F(IIL) =

on voit que I'on devra avoir, en tout point du corps 1,
d =—cF(I J V9
o = — e F(I) — (V1)
0 <
l) —=—2¢ ) — ﬂv.
(2) At F(é)k)d.y(\/—f—'i),

e :—sF(é)IL)é (V+ ).

Telles sont les égalités qui définissent I’état de polarisation d'un
diélectrique parfaitement doux. Ces égalités sont analogues a celles
qui définissent 1’état d’atmantation d’un corps parfaitement doux.
Elles peuvent se traiter de la méme maniére.

En reprenant les démonstrations données au Livre IX, Cha-
pitre VI, on voit que, si la fonction F(JIU) était négative,
Uéquilibre défini par les équations (2) serait instable. La
fonction F(dU) est done forcément positive.

Dés lors, comme, d’aprés 1'équation (1), on a

(3) F(ON) f F?J)]Lu) 29N,

on voit que la fonction F(9IL) est, elle aussi, posilive pour tous
les diélectriques.

En reproduisant les démonstrations données au Livre IX, Cha-
pitre 11, on arriverait & la conclusion suivante :

Si la quantité F(O) décroit lorsque ML augmente, demeure
indépendante de I, ou crofit faiblement avec M, {’état de
polarisation défini par les égalités (2) est unique, et il corres-
pond ¢ un équilibre stable.

Prenons un diélectrique soustrait a I’action de tout corps élec-
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trisé et ne portant lui-méme aucune charge électrique. Les équa-
tions d’équilibre seront évidemment vérifiées si I'on suppose la
polarisation nulle en tout point du diélectrique. Or un seul état
d’équilibre est possible sur ce diélectrique. Donc, lorsqu’ un dié-
lectrique parfaitement doux est placé hors d’un champ élec-
trigue, il ne présente aucune polarisation.

La classique expérience de la bouteille de Leyde démontable,
due a Franklin, montre que le verre, polarisé dans un champ
électrique, peut demeurer polarisé lorsqu’on le place hors de ce
champ. Matteucci a mis en évidence la polarisation résiduelle du
blanc de baleine et des lames de mica. Cette polarisation rési-
duelle, analogue & l'aimantation résiduelle d'un morceau de fer
soustrait a I'action d’un champ magnétique, ne peul s’expliquer
qu’en attribuant une force coercitive aux diélectriques étudiés.

§ 2. — Du pouvoir inducteur spécifique.

La fonction F(91V) joue, dans I'étude des diélectriques, le méme
réle que la fonction magnétisante dans 'étude des aimants. Nous
lui donnerons le nom de fonction polarisante.

Dans P'étude du magnétisme, il est fait grand usage de I'approxi-
mation de Poisson qui consiste a regarder la fonction magnétisante
comme indépendante de I'intensité d’aimantation ; de méme, ici, il
y aintérét a faire approximation qui consiste a regarder la fonc-
tion polarisante comme indépendante de lintensité de polarisa-
tion, et & la remplacer par un coefficient de polarisation con-
stant k. Les équations (2) deviennent alors

0,5 .

do=—zck (V1)

(4) R — A (VD)
. ~ ()J/ \ )

3:—-3/(2)0—7(\/-%—10).

On donne le nom de pouvoir inducteur spécifique a la quan-
tité D définie par I'égalité

(5) D=1+ 4mck.
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C’est ’'analogue de la quantité a laquelle Sir W. Thomson a donné,
en Magnétisme, le nom de perméabilité magnétique.

§ 3. — Equilibre électrique sur un corps conducteur placé en présence
de diélectriques.

Imaginons maintenant un systéme renfermant un corps conduc-
teur, c’est-a-dire un corps sur lequel les charges électriques sont
susceptibles de varier. Ce corps peut, d’aillears, présenter une
polarisation diélectrique. Cherchons & quelle condition I'équilibre
électrique sera établi sur ce corps.

Imaginons que I'on modifie la distribution sur ce corps sans
changer son état ni sa polarisation diélectrique. D'apres 1'éga-
lité (23 bis) du Chapitre précédent, les seuls termes variables du
potentiel thermodynamique interne du systéme sont les termes

Z [e + %(V+ w)} q.
Il est facile de voir que l'on a

By 0g = D03y,

By Vg =23 Vig;

enfin un calcul souvent fait nous donne

az Vg = Z Vig.

N m

On a done

(3)

=\

[= 74
[

=2 [¢(V+¥)+0]3q.
Cette quantité doit étre égale & o, mais non pas quelles que

soient les quantités 3¢. En effet, la varialion imposée au systéme
doit laisser constante la charge électrique du conducteur. On doit

donc avoir
E Sq = 0.

Dés lors, d’aprés un théoréme connu du calcul des variations, il
D. —II. 23
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doit exister une constante G telle que la quantité
S e(Vr9)+0+C)og

soit égale 4 o quelles que soient les quantités 8g. En d’aulres
termes, pour que U’équilibre électrique soit établi sur un corps
conducteur, il faudra que l'on ait, en tous les points de ce
corps,

(6) e(V+ 1)+ 0 = const.

Si le corps est a la fois un corps conducteur et un diélectrique
parfaitement doux, I'équilibre ne sera élabli sur ce corps que si
les conditions (2) et (6) y sont & la fois satisfaites.

Considérons un systéme formé :

1° D’un ou de plusieurs corps 1, qui sont 4 la fois bons conduc-
teurs et diélectriques parfaitement doux;

2° D’un ou de plusieurs corps 2, qui sont diélectriques parfai-
‘tement doux, mais parfaitement mauvais conducteurs;

3° D’un ou de plusieurs corps 3, dont 1’état d’électrisation et
’état de polarisation sont invariables.

On démontrera sans peine, en suivant les méthodes que nous
avons constamment employées dans I'étude de I'électricité et du
magnétisme, que, sur un semblable systéme, un seul état d’équi-
libre est possible et que c’est un état d’équilibre stable.

Prenons un corps a la fois diélectrique parfaitement doux et hon
conducteur. Les conditions (2) et (6) seront, nous I'avons dit, a

la fois vérifiées pour ce corps. Or, d’aprés la condition (6), on a
e L van=2,
—s;)-j—/(V-{—‘{ﬁ): 3;’
-——5(% (V+9)= %2

Les égalités (2) deviennent done
dJ
Ao = F(IL) 52,
a0
(7) qI‘.;:F(DIL)@,

e =F(31L)‘3)_‘f.
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Dans le cas ol le corps est homogéne, ces égalités se réduisent a

O]

= 0.

(8) A =o, ¥ = o,

Ainsi, dans un corps homogéne qui est & la fois bon con-
ducteur et diélectriqgue parfaitement doux, il ne subsiste
aucune polarisation diélectrique au moment de l'équilibre.

On a, 2 'intérieur de ce corps, d’aprés I'égalité (6),

AV +1)=o.

Mais, comme iln’y a, & I'intérieur de ce corps, aucune polarisation

Y

diélectrique, on a, en tout point intérieur a ce corps,

AW = o.
On a donc aussi
AV =o.
Lorsqu’un corps a la fois bon conducteur et diélectrique
parfaitement doux est en équilibre, il 'y a pas d’électricité
{ibre & son intérieur.

On voit donc que tous les résultats établis au Livre IT pour la

P
distribution électrique sur les corps homogénes qui sont bons con-
ducteurs demeurent exacts, méme lorsque 'on admet la possibilité
) P
d’une polarisation diélectrique, pour les corps & la fois bons con-
ducteurs et diélectriques parfaitement doux. Iorsque nous com-
plétons la théorie des phénoménes électriques en introduisant la
polarisation diélectrique dans nos raisonnements, nous ne perdons
aucun des résultats déja acquis.

§ 4. — Propriétés d’'un condensateur a lame isolante diélectrique.
Mesure du pouvoir inducteur spécifique.

Imaginons un condensateur formé de la maniére suivante : une
surface fermée S, (fig. 25) entoure un corps bon conducteur et
diélectrique parfaitement doux 1, formant armature tnterne.

A Pexiérieur de la surface S,, un espace 2 est vide; 1l est limité
par une surface fermée S,, enveloppant 3,.

Entre lasurface S, et une surface fermée S; qui I'enveloppe est
un -espace 3 rempli par un diélectrique parfaitement doux, mais
parfaitement mauvais conducteur,
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Ala surface S, succede un nouvel espace vide 4 que limite ex-
térieurement une surface fermée S, enveloppant la surface S;.

Entre la surface S, et une surface fermée S; qui 'enveloppe se
trouve un espace 5 rempli par la méme substance que 'espace 1.

Enfin 'espace illimité 6, extéricur & la surface Sy, est un espace
vide.

Le corps 1 est mis gn communication par un fil de méme sub-
stance avec un corps trés éloigné, également de méme substance,
maintenu au niveau potentiel U (source).

Le corps 3 est mis en communication par un fil de méme sub-
stance avec-un corps trés éloigné, également de méme substance,
maintenu au niveau potentiel o (sol).

Le corps 3 ne renferme aucune charge électrique. De plus, nous
admettrons qu’il a un coefficient de polarisation diélectrique A
indépendant de V'intensité de I'induction diélectrique.

Nous nous proposons de déterminer 1'état d’électrisation et de
polarisation d’un semblable condensateur.

Cette détermination se raméne évidemment 4 celle des deux
fonctions V et ¥.

Ces deux fonctions sont continues dans tout 'espace et égales
a 0 3 l'infini a la maniére d’une fonction potentielle.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



CHAP. II. — PROPRIETES DES DIELECTRIQUES. 357

La fonction V admet, dans tout Uespace, des dérivées partielles
du premier ordre qui sont finies et continues sauf sur les sur-
faces S, et S, ; il est aisé, en effet, de voir que la surface S; n’est
pas électrisée; il suffit, pour cela, de remplacer le diélectrique
polarisé par une couche superficielle équivalente et d’appliquer
les théorémes connus sur I'induction électrostatique des conduc-
tears creux. Dans chacune des régions 1, 2, 3, 4, B, 6, la fonc-
tion V est harmonique.

La fonction ¥ est harmonique dans chacune des régions 1, 2,
4, B, 6. Elle I'est aussi dans la région 3. Dans cette région, en
effet, les égalités (3) sont satisfaites. Si P'on différentie la pre-
miére de ces égalités par rapport a z, la seconde par rapport a y,
la troisiéme par rapport & z, et si on les ajoute membre & membre
les résultats obtenus, on trouve

oo o o2

Sil’on observe que I'on a, dans cette région,

AV =o,
ol ovb 02

on voit que 'on a
(1+ 4mek) A = o,

ou bien, puisque & ne peut étre négatif,
AW =o.

A Uintérieur du conducteur 1, d’aprés ce que nous avons dit
au paragraphe précédent, V aura une valeur constante V, et ¥ une
autre valeur constante ¥,. De plus, comme il doit y avoir équi-
libre entre le conducteur 1 et la source, nous aurons

(9) V1+ 3111= U.

Dans Uespace 2, ¥ continuera 4 avoir la valeur constante ¥,,
car ses dérivées premiéres n’éprouvent pas de discontinuité a la.
traversée de la surface S,. Au contraire, V aura une valeur va-
riable.

Dans I’espace 5, V et ¥ auront des valeurs constantes. Comme
les dérivées partielles du premier ordre de ces fonctions sont con-
tinues sur la surface Sy, ces fonctions auront encore les mémes
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valeurs constantes dans I’espace 6. Or, chacune d’elles étant égale
4 o 4 l'infini, on voit que, dans les espaces 5 et 6, on a

V=o, P =o.

La fonction ¥ a ses dérivées partielles du premier ordre conti-
nues 4 la traversée de la surface S,. Donc, dans {’espace 4, on a
encore

= o,
tandis que la fonction V varie.
Enfin, dans {’espace 3, les deux fonctions V et ¥ sont variables.
En un point de la surface S,, on a

oy 0P . J .
()—N—2+0—Ng __4“,”0%005(1\3, .’L‘)“,
on a aussl
o
o, ~°
el
ov on
V = — Tz Frotaa N
”JL,COS(I\za w)” - k(()N3 ' 0N3>

L’égalité précédente devient donc

(10) ([»i—4ns/c);)h%+4ﬁs/r%\% = o.

Une égalité analogue a lieu pour tous les points de la sur-
face S,.

Il nous est maintenant facile d’indiquer la marche & suivre pour
résoudre le probléme proposé.

Soit v une fonction égale a 1 dans I’espace 1 et sur la surface Sy;
a o dans les régions 3 et 6 et sur la surface S;; harmonique dans
les régions 2, 3, 4.

Soit w une fonction égale & 1 dans les régions 1 et 2 et sur la
surface S,; a4 o dans les régions 4, B et 6 et sur la sarface S;;
harmonique dans la région 3.

La détermination de ces denx fonctions s’obtient en résolvant
deux fois le probléme de Lejeune-Dirichlet.

Quelles que soient les deux constantes ¥, et V,, les deux for-
mules

(11) V =V, P=Mw
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donnent la forme générale des fonctions satisfaisant & toutes les
conditions que nous venons d’énumérer, sauf aux conditions ex-
primées par les égalités (9) et (10). Si l'on observe d’ailleurs que
le probléme doit admettre une et une seule solulion, on voit que
cette solution sera fournie par les égalités (11), pourva que 'on
détermine les constantes V, et ¥, de la maniére suivante :

° On a
(() blS) V1—|—'iﬂ1: U;

2° Prenant un point P soit sur la surface S,, soit sur la sur-
face S3, on a

. ow .o av _
(1o bis) (1+47rsk)1111<0N > + 4mekV, <5N—3>p—0'

Un cas intéressant est celui ou le diélectrique remplit comple-
tement I'intervalle des deux armatures. On a alors, évidemment,

QP = w.
Les égalités (g bis) et (10 bis) donnent
Vi=(—+4mek)U, Py =— fjmekU.
On a done, pour expression de la charge du conducteur 1,

I

Q=—7= dsi_——(1+4rak)Ub ds;.

Q

La capacité du condensateur, ¢’est-a-dire la quantité —, a pour
eU
valeur
C= (I+47re/f) S 5 dSy.

Si le diélectrique est remplacé par le vide, ce qui revient & rem-
placer & par o, on obtient un nouveau condensateur dont la capa-
cité, inférieure a la précédente, a pour valeur

I op
I‘——rm dWEdSl'

On a donc

% =(1+4mek)=D,

D étant le pouvoir inducteur spécifique du diélectrique.
La solution générale se simplifie dans le cas ot les surfaces S,,
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Ss, S, sont des surfaces de niveau extérieures du conducteur 1.
Soit W une fonction harmonique dans tout ’espace extérieur a
la surface S,, égale & o & l'infini et & 1 sur la surface S,; solent
s, 0, &, les valeurs de cette fonction sur les surfaces S., S;, S;.
Il est facile de voir que les deux fonctions désignées dans ce qui
précéde par ¢ et w sont ici définies par les égalités suivantes :

‘ ¢ = ‘Y__:'* (dans les régions 2, 3, 4
(12) § :

' W= W (dans la région 3).

\ %y — 03

En un point quelconque P de 'une des surfaces S, ou Sg, on a

g 10w
()Ng - 11—y dN‘; ’
ow 1 oW

ON; a3 — a3 ONg

L’égalité (10 bis) devient donc

Jointe & P'égalité (g bis), cette égalité donne

SV1= (1+4wmek) (1— ay) U
(13) (14 4me /C)(I—ar)—ll.,a/(‘(d)—dd)
("lﬂ _ 4rek (og—az)
LT T (i dme ) (1 — d ) — fmek (o — o3)

Les égalités (11), (12) et (13) déterminent les deux fonctions V
et B, et, par conséquent, résolvent le probléme que nous nous
sommes posé.

Cherchons la charge da conducteur 1.

Cette charge Q aura pour valeur

1 ov
Q= dN dsl;

ou bien, en vertu des égalités (11) et (12),

1 V1

41t I— Ay, ng dSl’

Q=—

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



CHAP. 1. — PROPRIETES DES DIELECTRIQUES. 361

ou enfin, en vertu des égalités (13),

0= — 1 4mek A
Q= im ([+41'55/(_')(1-"a_",)——‘4ﬂ5/(‘(12__a3)U S r)N,

Comme

d\V dSl — 4,

I’égalité précédente devient

+ ;‘EE]C

Q I

(r 4+ 4mek) (1 —ay) — ek (o — o3) U.

La capacité du condensateur est le rapport de cette charge Qau
produit €U de la constante des lois de Coulomb par le niveau
potentiel de la source. Si G demgne cette capacité, on voit que
Pon peut écrire

(1) G = ; 1+ jmek

(14 47ek) (1 — oy ) — 4mek (dg— og)

Faisons décroitre au dela de toute limite I'épaisseur du diélec-
trique; cetle capacité tendra vers une certaine limite I' qui s'ob-
tiendra en faisant dans la formule (14), o = 3. On aura done

r= !

@ | -

I—

C’est la capacité du condensateur privé de lame diélectrique.
La formule (14) peut alors s’écrire

(r+4mek) (1—ay)
(I+4uc/t)(l——0(v )—47‘58/{((10——13)

(13)

Cette formule montre comment la capacité du condensateur
varie avec 'épaisseur de la lame diélectrique. Si la lame diélec-
trique, d’abord supprimée, croit jusqu’a remplir entiérement I'in-
tervalle des deux armatures, la quantité (o, — a3) croit depuis o
jusqu’a (1 — a,) et la capacité du condensateur croit depuis T jus-
qu’a la limite

=(1+4wek)T.

Cavendish avait découvert, dés 1771, que I'introduction d’un
isolant solide entre les deux plateaux d’un condensateur augmen-
tait la capacité de ce condensateur. Faraday, qui ignorait ces re-
cherches, publiées seulement en 1879 par Maxwell, retrouva de
son c6té le méme fait en 1837,
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La formule (15) permet de déterminer la constante & et, par
conséquent, le pouvoir inductear spécifique

D=0+ 4mek).

Prenons, en effet, deux condensateurs identiques, dont 'un
renferme une lame diélectrique, tandis que 'autre n’en renferme
pas. Le rapport de leur capacité peut étre mesuré par diverses
méthodes. Or ce rapport aura pour valeur, d’aprés la formule (15),

G (14 fmek)(1—ay)

(16) i‘—:(l—%—;im/c)(l—14)—4'55/((0:2—&3).

C N . R
La mesure de F fera donc connaitre & si ’on connait o,, o3, 2.

Supposons que les surfaces Sy, S, S;, S, soient des sphéres
concentriques de rayons Ry, R., R;, R;. Soit » la distance d'an
point de ’espace au centre commun de ces sphéres. On aura

R4
W=,
r
R, R, Ry
092 = &> Ay = gz ay, = o=
2 R, A

et I’égalité (16) deviendra
(14 mek) <RL1—EI;>
(1 4mek) (Ril —%) — 4mek <Ri2—é;>

Par cette égalité, on peut déterminer le pouvoir inducteur spé-

=l o

(17)

cifique.

Si, comme Cavendish ou Faraday, on emploie deux condensa-
teurs identiques dont I'un est dépourvu de lame diélectrique, tan-
dis que, dans I'autre, le diélectrique remplit I'intervalle des deux
armatures, on aura, guelle que soit leur forme, ainsi que nous

Pavons vu plus haut,
P =tw

et alors, comme nous l'avons vu,

(18) (—::(I—f—-_iﬂalc):D.

=
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§ 5. — Causes d’erreur. — Expériences de Gaugain.

La relation (17) permet, nous ’avons dit, de déterminer le pou-
voir inducteur spécifique des corps solides; la relation (18) per-
met de déterminer le pouvoir inducteur spécifique non seulement
des solides, mais encore des liquides et des gaz.

L’établissement de ces relations est subordonné a certaines con-
ditions qu’il n’est pas toujours facile de réaliser dans la pratique,
en sorte que la mesure des pouvoirs inducteurs spécifiques pré-
sente de grandes difficultés.

Voyons quelles sont ces causes d’erreur :

1° La théorie précédente suppose le diélectrique parfaitement
mauvais conducteur. Or, tous les corps sont plus ou moins con-
ducteurs. Dés lors, I’état que nous venons de décrire ne sera pas,
pour le systéme, un état d’équilibre. Dans 'état d’équilibre, la

~distribution électrique sur le systéme sera indépendante de la na-
ture du diélectrique; elle s'obtiendra en appliquant an diélec-
trique les lois de la distribution sur un corps conducteur.

Si donc on charge un condensaleur dont la lame diélectrique
soit médiocrement conductrice, la distribution électrique et dié-
lectrique sera, au début, définie par les formules précédentes;
puis cet état se modifiera peu a peu et, au bout d’un temps plus
ou moins long selon la nature du diélectrique, toute polarisation
aura disparu; la distribution sur le systéme sera la méme que si
Uon remplagait le diélecirique par un conducteur non polarisable.

Ces considérations rendent compte des observations de Gau-
gain (1).

Reprenons le condensateur représenté parla fig. 25; imaginons
encore que les surfaces S, Sy, S, solent des surfaces de niveau
du conducteur 1; mais supposons de plus que I'espace 3 soit rem-
pli par un corps bon conducieur. On verra sans peine que la
fonction V doit étre continue dans tout l’espace, constante et
égale a U & l'intérieur du corps 1, harmonique dans l'espace 2,

(*) Gaveain, Mémoire sur la conductibilité électrique et la capacité induc-
tive des corps isolants (Annales de Chimie et de Physique, 4° série, t. I,
p. 276; 1864).
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constante dans ’espace 3, harmonique dans la région 4, égale & o
dans les régions 5 et 6. De plus, la charge totale du conducteur 3
est supposée égale 4 o.

Ces conditions, on le sait, déterminent une et une seule fone-
tion V.

Quelle que soil la constante K, on satisfait a toutes ces condi-
tions, sanf 4 la derniére, en posant

Dans larégion4............ Vv==U
— 23— [

Dans la région 2..... ...... V= U K\V—— Ue— K

f— %y I—ay
Dans la région 3............ V=Kk
Dans la région 4............ V=- K (W —ay)

O3 — Oy
Dans les régions S et 6...... V=o

Ces formules détermineront la fonction V si 1'on choisit la con-
stante K de maniére que la charge totale du conducteur 3 soit
égale 2 o.

Or la charge de la surface S, est

f oy K—U oW
C=TEO N, BT i w Do, B
La charge de la surface S; est
Qv o K oW
=== B ) S o,

Si l'on remarque que 'on a

oW oW
‘(mde—'— mdsi—4ﬂ:
on voit que I'égalité
Qi+ Q=0
devient
K—TU K
+ =o0
1—ay  ay—,
ou bien
K= Qg — Uy

1— dy—+ oy — 0y
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On a alors
Dans la région 1....... V=1U
Dans la région 2.... .. V:l——_——a—z—_g%___%(xv_az_k%_k)
(19) { Dans la région 3.. ... .. V=0 ;%;_:—:3—*_:7‘
Dans la région 4....... Vel (W —a,)

1— O+ Uzg— Oy

\ Dans les régions 5 et 6. V=o

Ces formules (1g) déterminent la distribution électrique sur le
condensateur & lame conductrice; elles déterminent aussi la dis-
tribution limite qui s’établit au bout d'un temps plus ou moins
long sur le condensateur a lame diélectrique.

La charge du collectear est

f oV 1 U oW
Q1“—Z% mdsl——:’ﬁ I — g oy — Oy mdsl
et, comme
oW
N 5\72 Si=—14m,
U
(20) Q=

1 — Oy oy — %y

Dans les expériences de Gaugain, les surfaces Sy, Ss, S;, S,
étaient des plans paralléles; d’une expérience & I'autre, on faisait
varier Uépaisseur de la lame diélectrique, c’est-a-dire la distance
des deux plans S., S;. Mais la distance des plans S,, S,, d'une
part, et la distance des plans S;, S,, d'aatre part, étaient, par I'in-
terposition de pastilles de gomme laque, maintenues les mémes
dans toutes les expériences. Dés lors, dans toutes les expériences,
les deux bindmes (1-—2,) et (23—a,) reprenaient les mémes va-
leurs.

La charge limite Q, devait, dans ces conditions, étre indépen-
dante de l'épaisseur du diélecirique et de sa nature; elle devait
étre identique 4 la charge immédiatement obtenue en remplacant
le mauvais conducteur par un bon conducteur.

Les résultats obtenus par Gaugain sont conformes a ces indica-
tions de la théorie; voici ces résultats : la charge du collecteur est
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mesurée par le nombre d’étincelles obtenues en le déchargeant au
travers de I’électrométre-jauge.

Charge
du
Disque interposé. Temps. collecteur.
Zinc...........oo... . Au bout de quelques instants.......... 21

Au bout de quelques instants.......... 13
Aprés une charge de 6 minutes........ 20
[ Aprés une nouvelle charge de 10™...... a1

Acide stéarique (épais-
seur 6™™). .. ..... ..

Aprés une nouvelle charge de 5. .. 14
» » Im.a.. 14
» » 20™.... 106
» » 2515 g
» » 2"40™.... 920

Acide stéarique (épais-
seur 17y, L ...

Aprés une charge de quelques instants.. 15
Aprés une nouvelle charge de  5™.... 17
» » 0™ .. a1
» » 20™. ... 22

Gutta-percha (épais-
seur 6™™). .........

Aprés une charge de quelques instants.. 14
Aprés une nouvelle chargede 5™...... 20
» » 20™. ... 22

Gomme laque (épais-

g Aprés une charge de quelques instants.. g
seur 6™™). ... ... ... I

Aprés une charge de quelques instants.. 15
Aprés une charge de 7"30™....... S 21

Soufre (épaisseur 6™™).

2° La difficulté que nous venons de signaler n’est pas la seule
que présente la détermination des pouvoirs inducteurs spécifiques.
Si, comme dans les expériences de Cavendish et de Faraday, le
diélectrique est en contact avec les armatures du condensateur,
et si, de plus, le diélectrique n’est pas parfaitement isolant, il y
aura pénétration d’électricité dans le diélectrique, contrairement
aux conditions supposées par la théorie précédente.

3" Enfin la théorie précédente suppose le diélectrique parfaite-
ment doux, ce qui, comme nous 'avons vu, n’est loin d’¢tre exact
pour tous.

§ 6. — Courant permanent dans un diélectrique.

Si un diélectrique n’est pas parfaitement mauvais conducteur
q pas )
il peut étre le siege de courants éleciriques. Quelles seront les lois
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auxquelles obéiront de semblables courants parvenus au régime
permanent ?

Nous fonderons I’établissement de ces lois sur 'hypothése qui
nous a constamment servi, aux liivres V et V1, dans'étude de ce
genre de questions.

Nous calculerons 'expression du potentiel thermodynamique
interne § qu’aurait le systéme si, arrétant a un instant donné tous
les courants, on conservait au systéme son état d’électrisation et
de polarisation.

A une charge dg placée en un point M, nous donnerouns une
translation infiniment petite quelconque (8z, 8y, 8z). La quantité &
subira une variation 3F. Nous admettrons que 1'on a, quels que
soient 8z, dy, 83,

3F = — B(ude + vy +wiz)dg,

u, v, w élant les composantes du flux électrique au point M et W Ia
résistance électrique spécifique en ce point.

Appliquons cette hypothése.

D’aprés I'expression (23 bis) du potentiel thermodynamique
Interne, nous aurons

sj:% %[s(v+%)+ 0] oz
0 o
- @[s(v+¥1)+ 0]y
- (_)d_; [¢(V+1)+0] SZ;»(Zq.

Notre hypothése conduira donc aux égalités suivantes

00 (V1)
—_—

e == T T
00 oV + 1)
{ A A Y S
(2r1) Bo 3 o ’
00 (V=471
Bow=— =

En outre, si le diélectrique est parfaitement doux, les égalités (2)
sont satisfaites en tout point.

Bornons-nous a étudier un diélectrique homogéne, parfaitement
doux, ayant un coefficient de polarisation constant. Dans ces con-
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ditions, les égalités (21), joinles & V'égalité

Ju do ow

P il Fll
qui exprime que le courant est uniforme, donnent
(22) A(Y 4-¥)=o.

D’autre part, les égalités (4) donnent

o o 02
<W+ S E)—i—s/l-_\(V—i-'iﬂ)_o,

ou bien, & cause de 1'égalité,

PN NI

w dy d3

(23) (1+ 4mek) AP + frek AV =o.

[~

A,

T
47

B

o

k ne peut jamais étre négatif; dés lors, la comparaison des éga-
lités (22) et (23) donne les deux égalités

(21) AN = o,
(25) AV =o.

L’égalité (24) nous enseigne que, dans un diélectrigue homo-
géne, parfaitement doux, & coefficient de polarisation con-
stant, parcouru par un courant permanent, la polarisation est
a la fois solénoidale et lamellaire simple.

L’égalité (25) nous enseigne qu'a ’intérieur de ce diélectrigue
i n’y apas d’électricité libre.

La comparaison des égalités (6) et (21) donne, pour un diélec-
trique homogéne,

S Jo = kR u,
(26) ' b = kle,
(‘ S =kBw.

D’aprés ces conditions, dans un semblable diélectrigue, ’in-
lensité de polarisation est, en chaque point, dirigée comme le
flux électrique; elle lui est proportionnelle en grandeur; le
coefficient de proportionnalité est le produit du coefficient de
polarisation dié¢lectrique par la résistance spécifique.

Les équations que nous venons de donner supposent essentiel-
lement que le régime permanent est établi; elles ne peavent servir,
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(n moins sans justification préalable, & étudier I’état variable d’un
condensatear & lame diélectrique.

Nous pourrions étendre indéfiniment 1’étude des corps diélec-
iriques et reprendre pour eux la plupart des questions que nous
avons traitées pour les aimants; nous ne nous y attarderoas pas;
c’est ainsi que nous laisserons au lecteur le soin d’étendre aux
cristaux diélectriques ce que nous avons dit au sujet des cristaux
magnétiques ().

(*) Voir au sujet des propriétés dié¢lectriques des cristaux : Jacques CURIE,
Recherches sur le pouvoir inducteur spécifique et la conductibilit¢ des corps
cristallisés (Annales de Chimie et de Physigue, 6° série, t. XVII, p. 383; 188g).

i @GP

D. — I 24
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CHAPITRE IIL

ATTRACTIONS DES CORPS ELECTRISES PLONGES DANS UN MILIEU
DIELECTRIQUE.

§ I. — Distribution électrique sur des corps conducteurs
plongés dans un milieu diélectrique.

Tout en laissant au lecteur le soin d’étendre aux corps diélec-
iriques les théories que nous avons développées en étudiant les
corps magnétiques, il est une question que nous allons examiner
ici en détail, parce qu’elle donne lieu & des remarques auxquelles
ne prétait pas I'étude des aimants : nous voulons parler de la

‘recherche des lois ausquelles obéissent les attractions des corps
électrisés plongés dans un milieu diélectrique.

Nous avons vu (Livre IX, Chap. VIIT et IX) que les propriétés
des corps diamagnétiques ne pouvaient s’expliquer qu’en admet-
tant, dans les espaces qui nous semblent vides, Iexistence d’un
fluide doué de propriétés magnétiques; les expériences de
M. P. Joubin (Livre IX, Chap. VIIl) semblent méme indiquer
que ce fluide est doué de force coercitive.

Si I'on admet lexistence d’un semblable fluide doué de pro-
priétés magnétiques, il est naturel de supposer qu'il puisse étre
doué aussi de propriétés diélectriques; tous les corps électrisés
que nous observons seraient donc plongés dans un milieun polari-
sable.

Alors se pose la question suivante dont l'importance, grande
par elle-méme, augmente encore par le role qu’elle joue dans la
discussion de certaines théories :

Sil’on suppose que les actions mutuelles des corps électrisés
plongés dans un milieu isolant idéal, incapable de s’électriser
ou de se polariser, sotent données par les lois de Coulomb,
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quelle perturbation apporte, aux conséquences de ces lois, la
présence d’un miliew diélectriqgue dans lequel ces corps sont
censés plongés?

Cest cette question que nous allons examiner dans le présent
Chapitre.

Commencons par étudier les lois de la distribution électrique
sur des corps conducteurs plongés dans un milieu diélectrique.

Nous désignerons par V la fonction potentielle de la distribution
électrique, et par ¥ la fonction potentielle de la distribution di-
électrique. La condition d’équilibre sur un corps conducteur sera
alors

(1) ¢(V4+1¥)+ 0 =const.

La densité électrique en un point de la surface de séparation du
corps conducteur et du milieu diélectrique a pour valeur

e L (OV oV
=" =\om T an,)

Comme 'égalité (1) dorne

VN 9w 108

on; + on; |z ong =0
la relation précédente peut s’écrire
- c— 1 aVvV - OB L1 d@
(2) T 4=\on, on;) " fmson

D’autre part, en désignant par o, vb, € les composantes de 'in-
tensité de polarisation, on a, en un point quelconque de la sur-
face de séparation considérée,

on on

o -+ on = o cos(re, ) + Yb cos(ng, y) + € cos(ng, 2)].

Si, dans cette égalité, on remplace &b, ¥b, & par les valeurs que
donnent les.égalités (2) du Chapitre précédent, on trouve

on G OV
(3) o +[I+4wsF(D]b)]d +4meF(I) - = o,

en sorte que l’égalité (2) devient

dV)_l 00 )
€

0 cz__ [1+41-sr(:)1b)]<‘”‘ + o ol
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A Tintérieur du diélectrique, les fonctions ¥ et V vérifient les
équations aux dérivées partielles
(5) AV=0, AD=o.

Les conditions (1), (3) et:(5) déterminent les deux fonctions V
et ¥ quand on se donne la nature des conducteurs et la charge sur
chacun d’eux; on sait qu’alors sont connus l'état d’électrisation
du conducteur et I’état de polarisation du milien diélectrique.

De ces équations générales ne se dégage aucune conclusion in-
téressante; il n’en est plus de méme dans le cas particulier défini
par les hypothéses suivantes :

1° On néglige les variations que la quantité O présente & I'in-
térieur de tous les conducteurs, méme de ceux qui nous sembleni
homogénes;

2° On néglige les variations de la fonction F(OIL) avec I'inten-
sité de polarisation; on la remplace par une constante 4.

Moyennant ces hypotheéses, 'égalité (1) devient
V -+ 1 = const.
et I'égalité (4) devient

. 14wk (V)
(6) e=- 4T dn, )

Considérons la fonction
(1+ 4mek)(V+ ).

Cette fonction est constante a l'intérieur des corps conducteurs ;
d’aprés les égalités (6), elle vérifie 'équation de Laplace en dehors
des corps conducteurs; elle représente donc la fonction potentielle
d’une distribution qui serait en équilibre sur les corps conduc-
teurs plongés dans un milieu non électrisable et non polarisable ;
en un point de la surface de ces conducteurs, la densité aurait

pour valear
T ek O(V4+D)
- 4 one

c’est-d-dire ¢, d’aprés I'égalité (6); d’ou la conclusion suivante :

Moyennant les restrictions indiguées, l’électricité se distri-
bue sur un systéme de corps conducteurs plongés dans un mi-
liew diélectrique comme si ce milieu était remplacé par un
milieu non polarisable.
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Ce théoréme s’étend au cas ot le milien renferme un corps
diélectrique parfaitement doux, dépourvu de toute charge élec-
trique, et dont le coefficient de polarisation est constant. Dans ce
cas, en effet, les fonctions V et ¥ vérifient les égalités données
dans ce qui précéde; de plus, & I'intérieur du corps diélectrique
considéré, on a

AV = o, AW =o,
et, a la surface de ce corps,

ov v

gy L%
on; = on, ’

(r—l—[;ﬁa/c')gl +(1+4m-.ll) +4nekﬂ +4mek’ Z:o

(3

En vertu de 'avant-derniére égalité, cette derniére peut s’écrire

(1+4mek) (% -+ ;’7‘/) 4+ (1+ 4me c’)<:—}; -+ :—l) = o.

La fonction U= (1+ 4wek)(V -+ V) satisfait donc aux condi-
tions suivantes :

Elle est continue dans tout P'espace ;

Elle est harmonique & l'intérieur du corps diélectrique et dans
I'espace extérieur au corps diélectrique et au corps conducteur ;

Elle est constante a 'intérieur du corps conducteur;

Elle vérifie, a la surface de séparation du dlelectrlque et du mi-
lieu, l’equatlon

14 4mek’ oU 35U

- L =
1+ 4wek on; * on,
Considérons une quantité ¢ définie par I'égalité

T+ 4k’

(7) 1 dmey = 1+ 47\:516'

A Dl'intérieur du corps diélectrique, imaginons une polarisation
dont les composantes aient pour valeur

A:—sy% =——ey(1—|—4'n:../c) (V-—i—'ﬁ’),

U

(8) B:_EYW

=—ey(1+ 4mk)§(V+m),

C:—E‘YT =}—ay(l+4swk)—d%(v+3ﬂ);
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a la surface du corps conducteur, plagcons une distribution dont la

densité ait pour valeur

1 oU 1+ fmek

4w on; 47

J
d—n—i(V—kv).

Cette distribution, on le voit aisément, aurait pour fonction po-
tentielle, tant électrique que diélectrique, la fonction U; de plus,
elle assurerait 'équilibre du systéme supposé plongé dans un mi-
lieu 1déal, non électrisable et non polarisable.

Or la densité de la couche électrique que le corps conducteur
porte dans cette distribution est identique a la densité de la couche
qu’il porte lorsqu’il est plongé dans le milien polarisable.

Lorsque le diélectrique est plongé dans le milieu polarisable, il
prend en chaque point une polarisation dont les composantes ont
pour valeur

j L0

A=k (VD)

(9) W= — ok L (VW)
oy ’

e=—slc"d%(V+m).

Si 'on compare ces égalités (9) aux égalités (8), on trouve
T+ fmek)do
/C, . R ’
B = = (14 grek)h,

C= Eﬂ([—i—;’;mlc)@,

ou bien, en vertu de la relation (7),

k!

e}l')-_— /?’——/CA,
V.
| IR—
(IO) v = k——,_k B,
k'
o —
€ == /cC'

On arrive ainsi a la proposition suivante :

Supposons que Uon veuille trouver la distribution des
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charges électriques et de la polarisation diélectrigue sur un
systeme formé de corps conducteurs et de corps diélectriques
parfaitement doux, plongés dans un miliew diélectrique. Nous
pouvons supprimer ce milieu diélectrique, chercher U'état d’é-
quilibre des conducteurs et des corps diélectriques, en attri-
buant & chacun de ceuz-ci non pas son coefficient de polarisa-
tion véritable, mais un coefficient fictif défini par I’égalité (7).
On obtiendra alors, sur les corps conducteurs, la densité élec-
trigue cherchée et, sur les diélectriques, une polarisation dont
il suffira de multiplier les composantes par /—L pour avoir les
k'— &
composantes de la polarisation cherchée.

Lorsque le systéme renferme non plus seulement des corps bons
conducteurs ou des corps diélectriques parfaitement doux, mais
encore des corps mauvais conducteurs électrisés ou des corps di~
électriques doués de force coercitive, il n’existe plus aucune régle
simple permettant d’en ramener 1'étude & celle d'un systéme
plongé dans un milieu isolant idéal.

§ 2. — Atiractions entre corps plongés dans un milieu diélectrique.

Considérons divers corps électrisés, dont I'ensemble occupe un
espace désigné par lindice 1 et divers corps diélectriques dont
’ensemble occupe un espace désigné par l'indice 2, plongés dans
un milieu diélectrique qui occupe autour d’eux l'espace illimité 3.

D’aprés I'égalité (16) du Chapitre I, st nous supposons que tous
les diélectriques considérés sont isotropes, le potentiel thermody-
namique interne du syst®me aura pour expression

§=EO—T3)+ ¥ og+ gs;fH(V+1")d"1
%!

+ b,f:fn(V+n)dpﬁ/sz(am)doz

+ f“W - m)dv3+f3’3(e‘)k3)dv3.

Nous allons transformer cette égalité en admettant les hypothéses
sulvantes :

° Les corps diélectriques sont parfaitement doux et non é€lec-
trisés.
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2° Leur coefficient d’induction diélectrique ne dépend pas de
I'intensité de la polarisation.

Soit £ le coefficient d’'induction diélectrique du milieu; soit A’
le coefficient d’induction diélectrique des diélectriques plongés
dans ce milieu. Nous aurons

DTL"
la(am)——‘“]—’— Fa(IMs) = o
Drailleurs les égalités

2oV OV +1)
cjlo;g——“ ]LT) e/'{‘)g——"‘v/l W_—’

(V1) IV + 1)
he — ek ——— 9 = ! )
{lje)g— c]L ()‘)f rch)__ / d}/

HV +1) O(V+ 1)
83: IC-—(;_—; eg:—'ik Iz

donnent
MI=c/2M(V=1), ONJ=e2k2H(V1

Sil'on observe que k et &’ sont positifs, ces égalités donnent

oy M3
2k —; IV +1), 2 k'

=KV + 1),

et 'on a

s§:E(l‘——TE)+EOq'—i—ge:fH(V+1ﬂ)dv1
(tr1) R
( —,—Si—ﬂ(l—i—ktek)l;fﬂ(V—i—'{)) dps+f(1+ 7)1‘I(V+3.1)dv=,J

y étant défini par Pégalité (7).

Aux restrictions déja faites pour la démonsiration de cette éga-
lité (11), ajoutons maintenant les suivantes :

1° On peut négliger les variations que la quantité © subit d’un
point a 'autre d’un méme corps électrisé.

2° Les corps électrisés sont bons conducteurs.

Soient A, B, ..., L les divers corps électrisés du systéme;
soient ©,, @, ..., O, les valeurs de la quantité @ qui leur corres-
pondent, valeurs invariables sil’état de ces conducteurs ne change
pas; soient Q,, Qy, ..., Qy les charges invariables de ces con-
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ducteurs. Nous aurons
2@(1 =0,Q4 + 03 QB +...+@LQL.

Le second membre est évidemment invariable. La quantité Z@q

étant une constante, nous pouvons la faire disparaitre de I’expres-
sion du polentiel thermodynamique interne.

Si tous les corps électrisés qui composent le systéme sont bons
conducteurs, nous aurons, pour chacun de ces corps,

¢(V+ ¥)—+ 6 = const.,
ou bien, puisque nous négligeons les variations de 0,
V +— ¥ = const.,
ce qui exige que V'on ait, en tout point de la région 1,

O(V-+1)=o0
el, par conséquent,

(19) fH(V-l—lﬂ)dvl:o.
1

Posons

(13) U=+ 4mk) (V+1).

Nous aurons

18) ]

% = (I+41r=./f)d—a;(V—|—?ﬂ),
oU .59 )

W :(1—|—.|m/\)d7/(V+1T|),
dd—li :(l-{—a’;ﬁs/{)%(v—i—'ﬁ‘)-

Elevons au carré les deux membres de ces équations et ajoutons
membre & membre les résultats obtenus; nous aurons

NU = (1+ 4w k)2 T(V + D),

etI'égalité (11) deviendra, en tenant compte des diverses remarques
que nous venons de faire,

§ = YT —TX *l— ———E -+ ( 5 9]«
F=B(X—Tz)+ I+4mk[fandv3 fg(w fmey) U dp_]

Donnons au systéme un déplacement infiniment petit; les forces
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intérieures effectueront un travail dg;; le potentiel thermodyna-
mique interne subira une variation 8§; comme I'équilibre élec-
trique et diélectrique est établi sur le syst¢me, on aura

de;+ 3F =o
ou bien

dB;=—3E(r—TZ3)
I £ N g
~ 5= :4ﬁs/<0[.[HUdv3+l (1+ 4‘»57)HUdV«_,:|.

—3E(Y—TE)

La quantité

représente le travail des forces intérieures qui agiraient dans le
systéme a I'état neutre. La quantité

(f) dej=— SL_ H_ZﬁBlerUdv;{-%—/(l—l-.’;ﬁs*{)HU dv2]
SR /3 3

représente le travail des forces électriques.

Considérons un sysiéme constitué de la maniére suivante :

Il est formé de conducteurs et de diéleciriques ayant méme
forme et méme position que dans le systéme précédent.

Le milieu dans lequel ils sont plongés est impolarisable.

Le coefficient d’induction diélectrique des diélectriques est la
quantité vy, définie par Pégalité (7).

Sar les corps conducteurs, nous distribuons de I'électricité de
la méme maniére que dans le systéme précédent.
 Sur les corps diélectriques, les composantes de la polarisation
-sont liées aux composantes &, ¥, € de la polarisation dans le
systéme précédent par les relations

/ K—Fk
A= — o,
K—k
(10) B= T—'ﬂ‘o,
K—k
C=- 7=

D’aprés ce que nous avons vu au paragraphe précédent, un
semblable systéme est en équilibre; la fonction potentielle de la
distribution tant électrique que diélectrique qu’il porte est U.

En raisonnant comme nous 'avons fait dans le cas précédent,
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on trouverait que, lorsqu’on impose une certaine variation a ce
systéme ficlif, les forces intérieures d’origine électrique elfectuent
un travail

(15) CZG""=~8%:8IV_‘,[HUd‘:S.!—./;(‘l+'1mY)HUd()2]'

La comparaison des égalités (14) et (15) donne cette relation

)

dGy= (1 + fmek) d&},
qui entraine la proposition suivante :

Les actions électriques qui agissent dans le systéme consi-
déré s'obtiennent en multipliant par (1 + 4=ek) la grandeur
des forces qui agissent dans le systéme fictif que nous venons
d’étudier, sans changer la direction de ces forces.

Ce théoréme nous permet de comparer entre elles les actions
qui s’exercent dans un systéme plongé au sein d’un milieu impo-
larisable et les actions qui s’exercent dans le méme systéme plongé
au sein d’un milieu polarisable dont & est le coefficient de polari-
sation.

La présence du milieu polarisable ne change pas la direction
des actions qui s’exercent entre deux conducteurs donnés portant
des charges données; elle multiplie la grandeur de ces actions par

1

1+ 4mek
Elle ne change pas la direction des actions qui s’exercent entre un
conducteur donné, portant une charge donnée, et un corps diélec-
trique dont le coefficient d’induction diélectrique &' est donné;
elle multiplie la grandeur de ces actions par

I K

v+ 4mek K—k

Elle ne change pas la direction des actions qui s'exercent enlre
deux corps diélectriques dont les coeflficients d’induction A’ et A"
sont donnés et qui se polarisent sous l'action de conducteurs don-
nés, portant des charges données; elle multiplie la grandeur de

ces actions par
T k'K

Vo gmek (K—k)(F—k)’
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On peul encore donner du théoréme précédent une interpréta-
lion lrés simple et trés intéressante.

Posons
16 =
(6) T+ frek’
(17} T 4me’y' = 1+ fmey.

in verta des égalités (7) et (16), cette derniére égalité devient
(18) v'=k—k

En vertu des égalités (16) et (175), I'égalité (14) devient

(19) d(?}:—s—e;3[fHU d%—}—f([—i—[;ﬁs'y')l]U dvg].
it 3 9

D’ailleurs, en vertu des égalités () et (13), les égalités (g)

deviennent )
FR— a’/;ff)—g,
W= — /%
e 2“5'/{'5)‘5.

Ces égalilés, jointes aux égalités (10) et (18), donnent

, ,0U
A=—cy oz’
(20) B:——a'y'g)[j,
G :--—e'«('%ttj-

A

U est, comme nous ’avons vu, la fonction potentielle d'une couche
électrique, de densité o, distribuée & la surface des conducteurs,
et d'une polarisation, de composantes A, B, G, distribuée sur les
diélectriques.

Les égalités (20) conduisent alors a la conclusion suivante :

Sile milieu diélectrique était supprimé, que la constante ¢ des
lois de Coulomb fiit remplacée par la constante ¢/, que le coef-
ficient d'induction &’ des corps diélectriques fiit remplacé par le
coefficient v/, la distribution de I’¢lectricité en équilibre sur les
corps conducteurs ne serait pas changée, et la polarisation en un
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point d'un corps diélectrique aurait pour composantes les quan-
ttés A, B, C.

Ce premier résultat obtenu, la comparaison des égalités (13)
et (19) conduit & ce théoréme fondamental :

Dans un miliew diélectrigue dont le coeffictent d’induction
a lavaleur k, sont plongés des conducteurs portant des charges
déterminées et des corps diélectrigues ayant des coefficients de
polarisation déterminés. La distribution électrique et diélec-
trique sur ce systéme et les actions qui s’exercent dans ce sys-
teme sont celles que ’on calculerait si, fatsant abstraction de
Uexistence du miliew diélectrigue, on attribuait & la con-
stante ¢ des actions électrostatiques non pas sa valeur réelle,

mais la valeur fictive & = » et, a chaque corps diélec-

I+ 4meh
trigue, non pas son coefficient d’induction réel, mais un coef-
Jficient fictif égal a Uexcés de son coefficient réel sur le coeffi-

clent du milieu.

Ce théoréme suppose que tous les corps électrisés du systéme
sont des corps bons conducteurs et que les seuls corps diélec-
triques sont des corps par.faitement douzx.

Cette derniére restriction est la raison pour laquelle un théo-
réme analogue ne peut pas se rencontrer dans I’étude du magné-
tisme, les systémes étudiés ne pouvant pas se composer exclusive-
ment de corps parfaitement doux.

Ce théoréme nous montre que, si I'on admet que le vide est
susceptible de se polariser, on n’est pas obligé pour cela de rien
changer aux lois de la distribution ou des actions électriques; on
a seulement & modifier la valeur de la constante fondamentale des
lois de Coulomb et des coefficients d'induction des corps didlec-
triques.

Il résulte de la qu’il n’est pas possible de déterminer la valeur
de la constlante ¢, ni la valeur du pouvoir inducteur £ du vide,
mais seulement la valeur de la quantité

e
; €

[ [ms/x"

La constante & a-t-elle une valeur notable? La quantité mesu-
rable ¢ différe-t-elle notablement de la valeur qu’il conviendrait
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d’attribuer a la quantité inaccessible a I'expérience ¢? Il n’est pas
possible de répondre d’une fagon formelle a cette question.

1l est toutefois une remarque qui rend vraisemblable 'opinion
suivante @ le coefficient d’induction du vide est une quantité ou
nulle ou trés petite; la constante ¢ différe peu de e.

Nous avons vu que le coefficient d’induction apparent d'un
diélectrique était lié a son coefficient d’induction vrai par la rela-
lion

=k k.

Si k& avait une valeur notable, on n’apercoit aucune raison qui
puisse empécher v/ d’avoir, pour certains corps, une valeur néga-
tive notable; de tels corps seraient, aux corps diéleclriques, ce
que les corps diamagnétiques sont aux corps magnétiques; ce
seraient des corps dia-diélectriques.

Ainsi, st le vide avait un coefficient d’induction notable, on
observerait probablement des corps dia-diélectriques dont le
coefficient apparent d’induction aurait une valeur négatice
notable.

Or Dexpérience ne nous a jamais révélé l'existence d’aucun
corps dia-diélectrique; s'il existe de tels corps, ils doivent avoir
un coefficient apparent de polarisation trés faible. Ce fait s’ac-
corde bien avec I'hypothése que le vide a un coefficient de polari-
sation trés faible, sans cependant démontrer I'exactitude de cette
hypothése.

De méme, I'absence, dans la nature, de tout corps fortement
diamagnétique donne & penser que le coefficient d’aimantation du
vide est une quantité trés petite; c’est ce que nous avons constani-
ment admis aux Livres précédents.

Cette hypothése que le vide n’est que faiblement diélectrique et
magnétique a d'autant plus de prix pour la théorie que, dans les
expériences de M. Paul Joubin, le vide semble doué de force
coercitive magnétique; il est donc possible qu'il soit doué aussi
de force coercitive diélectrique; si ses propriétés magnétiques et
diélectriques étaient notables, la théorie entiére de 1'électricité et
du magnétisme serait remise en question.
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CHAPITRE IV.

LES CRISTAUX PYRO-ELECTRIQUES.

§ 1. — L’état d’équilibre d’un cristal hémimorphe homogéne.

Dans les Chapitres précédents, nous avons étudié I'état d’équi-
libre de corps dont la structure vérifie les conditions exprimées
par les égalités

A =o, =0, v =o0.

Nous allons maintenant nous affranchir de cetle restriction et
étudier des corps diélectriques hémimorphes. Nous supposerons
seulement, pour ne pas compliquer nos calculs, que le eristal
étudié soit homogéne.

Prennns pour axes de coordonnées Oz, Oy, Oz les directions
des axes d’élasticité de notre cristal. Si ce cristal est un diélec-
trique parfaitement doux, en raisonnant comme nous l'avons
fait au Livre X, Chapitre I, § 6, nous trouverons que l'on doit
avoir, en tout point de ce cristal,

- / -

'-]l'-

O?

93

)-il-*

(1) oy

‘)

03

HI—

oy

Dans cette égalité, les quantités T et 3,, sont des fonctions
de S, Wb, &, lides aux coeflicients de la surface d’induction dié-
lectrique, comme on I'a vu au Livre X, Chapitre I, § 4.

Ces coefficients satisfont 4 la condition

81”] = 8,”,.
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384 LIVRE XI. — LES CORPS DIELECTRIQUES.

Si le cristal étudié est, en oulre, bon conducteur, on devra
avoir, en tout point de ce cristal, suivant la démonstration donnée
au § 2 du Chapitre précédent,

¢(V49) 4 0 = const.,
ou bien, & cause de I'’homogénéité du cristal,
(2) e(V+ )= const.

La condition (2) simplifie extrémement les égalités (1), qui de-

viennent
I o
A = — T -(8“)\ 0o+ 813‘/),
I ,n 5y o oa ~
(3) Wo:—T(ozlA—%—Ong—l—oﬂ‘l),

I 2 D
S =— 5 (8ah =+ Baa e+ Bgav).

Les quantités A, ., v ont la méme valeur en tout point dua cris-
tal homogéne; les quantités T et G,, sont, en tout point de ce
cristal, les mémes fonctions de b, ¥, &. Ces équations (3) con-
duiront done a prendre pour A, ¥, & les mémes valeurs en tous
les points du cristal. D’oi la conclusion suivante :

Lorsque Uéquilibre est établi sur un cristal hémimorphe et
conducteur, il présente, dans toute s« masse, une polarisation
diélectrique uniforme qui ne dépend que de sa nature et de sa
température.

Sil'on a, dans toute la masse du cristal,

A = const., b = const., € = const.,
on a aussi
0o oy 0L ,
_— e e - — = ¢
ox | dy = 0z
et, par conseéquent,
AP =o.

L’équation (2) donne alors
AY = o;
d’oti la conclusion suivantle :

Lorsque U'équilibre électrique est établi sur un cristal hé-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC
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mimorphe et conducteur, il ne renferme pas d’électricité libre
& son intérieur.

Cherchons de quelle maniére I'électricité est distribuée a Ia
surface de ce cristal.
La densité superficielle de 1'¢lectricité est donnée par la for-

mule
o (VY
T amNeN, T uN /T

Mais 1'égalité (2) doune

’A% _ ()'iﬂ_
m - ON;
On peut donc écrire
1 on o 1 0 .
= — | = —_) — — —— 4 1B
T IR <r.>.\u- - uN,,-> o, Y

en remarquant que

1 /o oy
— <o—1\v,*T\'g> = b cos(N;, ) +1b cos(N;, ¥) + & cos(Ny, z),

47w

on voit que l'on a

(4) o= o o
avec

o' = b cos(Ny &) + Wb cos(N:, ) + & cos(Ny, 3),
(5) Y (S

I == RN (V+).

Il est aisé de donner une interprétation de ces deux densités o,
¢ définies par les égalités (5).

La polarisation du cristal étant uniforme et, par conséquent,
solénoidale, on sait (Livre VII, Chap. IV, § 2) que l'action que
cette polarisation exerce sur les points extérieurs au cristal équi-
vaut a l'action d'une couche superficielle ayant pour densité

— [l cos(N;, z) + ¥ cos(N;, y) + € cos(Ny, 2)].

La densité o' est égale et de signe contraire 3 la précédente, en
sorte que l'action, aux points extérieurs au cristal, de la couche
qui a cette densité, détruit exactement l'action exercée aux mémes
points par la polarisation du cristal.

Pour interpréter la densité ¢, nous remarquerons que la fonc-
tion (P 4~ V), continue dans tout 'espace, admet & I'intérieur du

D. — 1. 25
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cristal une valeur constante A et est harmonique a l'extérieur
du cristal. Dés lors, on voit que la densité ¢ est celle d'une
couche qui, en équilibre d’elle-méme sur un conducteur de méme
forme que le cristal, porterait ce conducteur au niveau poten-
tiel A.

Résumons ces conclusions :

Un cristal hémimorphe et conducteur en équilibre porte, a
sa surface, une ccuche électrigue.

Cette couche peut étre regardée comme formée par la super-
position de deux autres couches.

La densité de la premiéreest, en tout point, égale et de signe
contraire & la densité de la couche fictive qui équivaut a la
polarisation du cristal.

La seconde est la couche qui, en équilibre d’elle-méme sur
un conducteur de méme forme que le cristal, communiquerait
@ ce conducteur un niveau potentiel égal a lavaleur constante
de (V4 V) a Uintérieur du cristal.

L’action du cristal aux points extérieurs se réduit & Iac-
tion de cetée derniére couche.

Supposons, en particulier, le cristal en communication avec le

sol; on a alors
V4+# =o,

et la derniére couche disparait. Si 'on observe que tout cristal est
plus ou moins conducteur, on arrive sans peine & la conclusion
suivante :

Si un cristal hémimorphe, dont la température est maintenue
constante, est mis en communication avec le sol pendant un
temps d’une longueur suffisante, il ne manifestera plus aucun
signe d’électricité.

Des deux couches en lesquelles peut se décomposer 1'électrisa-
tion du cristal, la premiére a une masse nulle; pour que la se-
conde ait une masse nulle, il faut qu’elle ait en tout point une
densité nulle. S¢ donc on n’a communiqué aucune charge élec-
trique & un cristal, si on le maintient & température constante
et isolé, il cessera toujours, au bout d’un temps d’une durée
suffisante, de manifester aucune action électrigque.
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Tout ce qui précéde est général; adoptons maintenant, pour
les phénoménes diélectriques présentés parles cristaux, une hypo-
thése approximative analogue a celle que nous avons adoptée pour
les phénoménes magnétiques et que nous avons nommée 'approxi-
mation de Poisson (Livre X, Chap. II).

Prenons pour axes de coordonnées les azes principaux d’in-
duction diélectrique; soient w,, w,, wy les coefficients princi-
paux d’induction diélectrique; soient A, iB, € les composantes
de I'induction rapportées & ces axes; nous aurons, au lieu des
égalités (3), les égalités

\ 3:——77.)'[)\,
(6) i S
( (":;—?753‘/.

Dés lors, il est aisé de déterminer la direction de la polarisation
du cristal.

Prenons Yellipsoide inverse d’induction diélectrigue du cris-
tal, surface qui a pour équation

w2+ w2+ w2 = 1.

Par le centre Q de cette surface, menons un rayon vecteur dont
les cosinus directeurs soient proportionnels & — X, —p, —v.
Linduction diélectrique du cristal est normale au plan con-
jugué de cette direction.

Si le cristal est un cristal uniaxe, et si 'on prend pour axe
des z l'axe du cristal, on aura évidemment, par raison de sy-
mélrie,

Wy = @3, =0, v =o,

et les égalités (6) deviendront

3:—1151)\,
(7) :‘3:0:
¢ =o.

La polarisation sera alors dirigée suivant I'axe du cristal.

§ 2. — Lies phénoménes pyro-électriques.

Pour un cristal donné, les quantités &, b, €, données par les
équations (3), sont des fonctions de la température. Désignons
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par T la température absolue, et par & (T), v (T), (T) les va-
leurs de ces fonctions & la température T.

Imaginons que nous prenions un cristal qui a été longtemps
en communication avec le sol et ne présente plus aucune trace
d’électricité. En le gardant soigneusement isolé, portons-le 4 une
certaine température T et maintenons-le trés longtemps a cette
température, de maniére que l'équilibre s’établisse. Le ecristal
portera alors, a sa surface, une distribution électrigue dont la
densité superficielle & (T) aura pour valeur, d’aprés les éga-
lités (5),

a(T)=do(T)cos(Ns &)+ Wb (T)cos(N;, ) + & (T) cos(Ny, z).

Supposons ensuite que l'on refroidisse rapidement ce cristal,
de maniére & 'amener a la température T, et imaginons que le
cristal soit trés mauvais conducteur de I'électricité. La polarisa-
tion interne changera aussitot; si I'on néglige Vinfluence polari-
sante du champ créé a I'intérieur par la distribution superficielle,
les composantes de cette polarisation prendront les valeurs

Qo (To), W(Te). S(To).

Mais, au contraire, chaque élément de la surface du cristal gar-
dera sensiblement, pendant un certain temps, la charge électrique
qu'il portait & la température 1. Il en résulte que la couche élec-
trique superficielle n’annulera plus exactement, aux points exté-
rieurs au cristal, I'action de la polarisation du cristal, et celui-ci
manifestera des actions électriques qui, a la longue, finiront par
disparaitre.

Négligeons le léger changement de forme que subit la surface
du cristal lorsque celui-ct passe de la température T a la tempé-
rature T,. A la température Ty, on pourra regarder la couche su-
perficielle comme ayant encore pour densité (au moins dans les
premiers instants)

o(T)=ofo(T)cos(N;, ) + Vb(T) cos(N;, ) + E(T) cos(Ny, z),
tandis que la polarisation du cristal exercera les mémes actions

extérieures qu'une couche électrique ayant pour densité super-
ficielle

— [ Ty) cos(Niy 2) + U (Tq) cos(Nyy, ) + & (To) cos(Ny, 5)].
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Le cristal exercera donc les mémes actions électriques exté-
rieures qu’une couche élecirique, distribuée & sa surface et ayant
pour densité

S(T,Tyy= [ (T)—-b(Ty)] cos(Ns, 2)
(8) == [ (T)— wh (Ty)] cos(N;, )
+[&(T)— € (Ty)] cos(N;, 5).

Nous avons va (Livre VII, Chap. IV, § 2) comment on peut
obtenir, d’'une maniére trés simple, une image géométrique de la
densité (T, T,).

Considérons la surface S du cristal; donnons-lui une transla-
tion infiniment petite parallele & la grandeur géométrique qui a

pour composantes
& (T) — A (To),

“b(T)—mﬂb(TO%
e (T)—2 (To);

soil S’ la nouvelle position de la surface S.

Entre S' et S est une couche infiniment mince dont une partie
est intérieure a la surface S, tandis que l'autre partie lui est exté-
ricure. Remplissons ces deux parties de fluide électrique dont la
densité ait partout la méme valeur absolue, mais soit positive dans
la premiére partie et négative dans la seconde. La densité 2(T, T,),
définie par P'égalité (8), aura en chaque point de la surface S le
méme signe que cetle couche et sa grandeur sera proportionnelle
a I'épaisseur de cette couche.

Supposons, en particulier, que le cristal soit un cristal uniaxe;
prenons la direction de 'axe du cristal pour axe des z. Nous

aurons
W(T)=o0, W(Ty)=o,

e(T) =0, &(Ty) =o.
Supposons, pour fixer les idées, que I'on ait
ulo\T) —_— ej\e(To) > o.

Taillons dans ce cristal un prisme droit, dont les arétes BB
solent paralléles a O .

D’apres ce qui précéde, a la température Ty, la base B semblera
porter du fluide négatil dont la densité sera

— [ T) — A (Ty)]-
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La charge apparente de cette base sera, en désignant par S sa

surface
’ —[A(T)— A (TS

La base B portera, en apparence, du fluide positif en quantité
égale.

Les faces latérales du prisme ne sembleront pas électrisées.

L’expérience a devancé depuis longtemps ces indications de la
théorie.

Vers la fin du xvii® siécle, les Hollandais rapportérent de Ceylan
une pierre curieuse que les indigénes nommaient tournamal,
c¢’est-a-dire tire-cendres, & cause de la propriété qu’elle posséde
d’attirer les cendres lorsqu’on la jette dans le feu. Clest la pierre
qui porte aujourd’hui, en Minéralogie, le nom de tourmaline.

Lémery en donna la premiére description en 1717. En 1556,
OEpinus montra que les propriétés de la tourmaline sont dues &
un développement d’électricité, et que les deux extrémités d’un
cristal échauffé sont toujours électrisées en sens contraire, l'une
positivement et I'autre négalivement. Bergmann montra plus tard
que les électricités de signe contraire qui se dégagent aux deux
extrémités d’une tourmaline chauffée sont toujours égales en
quantité.

En 1959, Canton (') fit observer que 'électrisation d’une tour-
maline n’est pas due 3 la température méme, mais 4 ses varialions.
Un cristal de tourmaline, étant porté a4 une température déter-
minée et ramené A I'état meutre, demeurera a I’état neutre tant
que la température ne subira aucune variation; mais il s'électri-
sera immédiatement si la température vient & changer, et les effets
de I'électrisation obtenus seront de sens contraires selon que lon
échauffe le cristal ou qu’on le laisse refroidir. Cette observation
est capitale; c’est peut-étre la plus importante qui ait été faite
dans cet ordre de phénoménes dont elle marque le caractére par-
ticulier.

Les phénoménes pyro-éleciriques ne sont.pas particuliers & la
tourmaline; on les a observés, comme nous le verrons, sur un
grand nombre de cristaux, mais a un degré moins élevé.

(') Philosophical Transactions, Vol. LI, p. §03.
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La théorie des phénoménes pyro-électriques a été ébauchée par
Sir W. Thomson (') et plus complétement traitée par M. Ed.
Riecke (2). Nous avons donné, de notre c6té, une théorie des phé-
noménes pyro-électriques (*). Cette théorie, comme nous l'a fuit
remarquer M. Lorberg, est complélement erronée.

§ 3. — Expériences de Gaugain.

Nous avons vu au paragraphe précédent que la charge apparente
portée par 'une des bases d’un prisme de tourmaline refroidi de
la température T a la température T, a pour valeur absolue

Q= [-L(T)— A(To)]S.

Cette charge est proportionnelle & la section du prisme et indé-
pendante de sa longueur; en sorte que la quantité d’électricité
que peut développer une batterie de tourmalines associées par
leurs pdles de méme nom est égale & la somme des quantités que
fourniraient les éléments séparés, et qu'une pile de tourmalines
superposées développe exactement la méme quantité d’électricité
que 'un quelconque des éléments qui servent a la former.

La quantité d’électricité que produit une tourmaline, lorsque sa
température s’éléve d'un nombre donné de degrés, est précisément
la méme que celle qui résulterait d'un abaissement de tempéra-
ture égal. Mais le signe des deux pdles de la tourmaline est ren-
versé.

Ces diverses propositions ont été obtenues par Gaugain (*) dans
une étude expérimentale trés soignée des phénoménes pyro-élec-
triques.

(") Sir W. TaomsoN, On thermoelastic, thermomagnetic and pyroelectric
properties of matier (Philosophical Magazine, 5° série, t. V, p. 24; 1878).

(*) Ep. RikckE, Ueber die Pyroelectricitit des Turmalins (Wiedemann’s
Annalen der Physik und Chemie, t. XXVIII, p. 43; 1886).

(*) Annales de I’f£cole Normale supéricure, 3° série, t. I, p. 263; 1836.

(*) GaucAIN, Memoire sur ’électricite des tourmalines (Annales de Chimie
et de Physique, 3° série, t. LVII, p. 5; 1859).
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§ 4. — Cristaux naturellement et accidentelloment pyro-électriques.

Les phénoménes pyro-électriques ne sont pas particuliers a la
tourmaline; on les a observés dans un grand nombre de cristaux.
Canton avait déja reconnu les mémes propriétés dans la topaze et
Iémeraude du Brésil; Brard dans I'axinite; Haiiy dans la boracite,
le mésotype, l'oxyde de zinc, la prehnite, le sphéne; Brewster
dans beaucoup d’autres minéraux naturels tels que le quartz et
dans plusieurs cristaux artificiels, parmi lesquels le tartrate double
de potasse et de soude et V’acide tartrique.

Toutes ces recherches ont conduit & une importante corrélation
entre la forme cristalline et les phénoménes pyro-électriques.

Haiiy (*) a remarqué, le premier, que les substances cristal-
lisées qui possédent les propriétés pyro-électriques, telles que la
tourmaline, la calamine et la boracite, dérogent & la loi de symé-
trie et sont frappées d’hémiédrie. Cette observation a éLé ensuite
confirmée et généralisée en particulier par les nombreuses expé-
riences de Riess et Rose (2).

En 1866, M. Hankel (*) publia une longue série de recherches
sur la pyro-électricité des cristaux. Ces recherches conduisaient
4 cette conséquence paradoxale que Paxe de pyro-électricité est
une droite déterminée de direction et de position, tandis que,
en Cristallographie, toutes les droites sont déterminées seule-
ment en direction.

MM. Friedel et J. Curie (*) montrérent que les phénoménes
singuliers observés par M. Hankel devaient s’expliquer par un
échauffement irrégulier des cristaux étudiés, qui, en altérant la
symétrie de la structure des cristaux, les douait d'une pyro-élec-
tricité accidentelle.

MM. Friedel et J. Curie poussérent plus loin ces recherches;

(*) HaGY, Traité de Mineralogie, t. 111, p. 54. — Observations sur les pro-
prigtes électrigues du borate magnésio-calcaire (Annales de Chimie et de
Physique, 1™ série, t. IX, p. 59; 1791).

(*) Riess et Rosk, Sur la pyro-électricité des minérauz ( Archives d’Elec-
tricite, t. 111, p. 585).

(*) Voir G. WIEDEMANN, Die Lehre von der Elektricitdt, I1¢ Bd., p. 320.

(*) Cu. Frieper et J. CuriE, Sur la pyro-électricité du quartz (Bulletin de
la Soci¢té minéralogique de France, t. V, p. 282; 1882).
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ils montrérent que la pyro-électricité accidentelle était extréme-
ment fréquente, qu’elle était la véritable cause d'une foule de
phénoménes attribués a la pyro-électricité normale. Partant de ce
principe, auquel MM. P. et J. Curie avaient été conduits par des
expériences dont nous parlerons au Chapitre suivant, qu'une lame
cristalline développe une quantité d’électricité proportionnelle a
la dilatation de la substance dans la direction normale & Ia lame
et au cosinus de I'angle que cette direction fait avec 'axe d’hé-
miédrie, ils n'hésitérent pas i déclarer que la pyro-électricité du
quartz, des substances cubiques, telles que la blende et le chlo-
rale de soude, qui présentent ’hémiédrie tétraédrique ou la tétar-
toédrie, était purement accidentelle et due a4 un échauffement
irrégulier. En effet, 'expérience montra que ces substances ne
donnaient aucun signe d’électricité lorsqu’on les chauffait régu-
lierement ('). L’étude de la pyro-électricité de la boracite donna
aux 1dées de MM. Friedel et J. Curie une nouvelle confirmation.

Les idées de MM. Friedel et J. Curie ont été exposées par
M. Mallard dans son Traité de Cristallographie (*). M. Mallard
en a déduit la condition nécessaire pour qu’un cristal jouisse de la
pyro-électricité normale : Le cristal ne doit pas avoir de centre
et ne doit présenter qu’un seul axe de symétrie.

Cette régle est conforme & la théorie précédente. En effet, pour
qu’un cristal soit pyro-électrique, il faut que 1'on n’ait pas 4 la fois
A= o, p=o, v =o.

Si l'on se souvient de ce qui a été dit plus haut (Livre X,
Chap. IV, § 1), on est immédiatement amené a la régle de
M. Mallard.

Nous avons vu qu’une substance dont la structure admettait un
centre a l'état naturel avait encore un centre aprés une légére
déformation; en sorte que, pour cette substance légérement
déformée, on a encore

)\=0, » =0, v = 0.

(*) Cu. FriepeL et J. CURIE, Sur la pyro-électricité du quarts ( Bulletin de
la Société minéralogique de France, t. V, p. 282; 1882). — Sur la pyro-élec~
tricite dans la blende, le chlorate de sodium et la boracite (Ibid., t. VI,
p- 191; 1883). — Sur la pyro-électricité de la topase (Ibid., t. VIII, p. 116;
1885).

(*) E. MaLLARD, Traité de Cristallographie, Vol. II, p. 171,
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Si l'on admet qu’un échauffement irrégulier produil seulement
P

de petites déformations, on voit qu'un échauffement irvégulier ne

pourra rendre cette substance pyro-électrique. On arrive donc

N

ainst & cette nouvelle régle :

La pyro-électricité accidentelle ne se peut présenter que
dans les substances hémiédriques privées de centre.
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CHAPITRE V.

LES CRISTAUX PIEZO-ELECTRIQUES.

§ 1. — Dégagement de V'électricité par la compression de substances
cristallisées.

MM. Pierre et Jacques Curie (') ont montré que l'on pouvait
obtenir un dégagement d’électricité sur les cristaux hémiédres non
seulement par des variations de température, mais encore par des
variations de pression. Leurs recherches sont devenues le point
de départ de I'étude, aujourd’hui trés étendue, des phénoménes
piézo-électrigues. Nous allons indiquer ici quelques principes
théoriques qui permettent d’éclairer cette étude.

Considérons un cristal a l'état naturel, et prenons pour axes
de coordonnées trois droites rectangulaires quelconques O§, On,
O¢. La grandeur (%, i1, v) a, par rapport a ces trois droites, des
composantes ‘A, o, vo. Si le cristal est homogéne, nous savons
qu’il présente a4 son intérieur une polarisation uniforme ayant
pour composantes

[ [N N N
JL»o—'—*—T(°11>\0+012H0+013"u),
(] R Lon 5 > L By,
(1) by = — T(ogllko——‘— G35 [ho - 023 V9),
o Lisy s -~
&o ——-T(O;u \o —+ O32 kg + Og3vo)-

Le cristal, mis en communication avec le sol, lorsque I'équi-
libre électrique est établi, présente & sa surface une densité

(2) gy = g cos(Ny, &) + Ube cos(N;, ¥) + & cos(N;, 3),

(*) P. et J. Curiz, Developpement par compression de l'electricité polaire
dans les cristaux hémiédres & faces inclindes (Bulletin de la Societé de
Minéralogie, t. 111, p. 9o; 1880).
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qui masque, & Pextérieur, l'effet de la polarisation interne du
cristal.

Faisons subir au cristal une légere déformation. Soient

U U U
g’ g’ 0L

les composantes des dilatations suivant les axes OZ, O, Of et

oV dW oW 9U 9U | dV

+ — —_— —— - e
a7 oy’ E T 0L oq T e
les composantes des glissements. Les quantités %, u, v d'un ¢oté,
R
., 0 A s .
et les quantités % d’un autre cdté, varieront. Nous admeltrons

Ihypothése simplificatrice suivante, qui semble suffisante pour
I'étude des phénomeénes piézo-électriques :

Les variations des quantités L, u., v sont grandes par rap-

N
port aux variations des quantités 3,1’(’-

Imaginons, en outre, que la déformation imposée au cristal
laisse ce cristal homogéne; le cas ot le cristal ne serait plus
homogeéne conduirait, en général, & des considérations trop com-
pliquées pour qu’il y ait intérét & les développer.

Nous aurons alors, a intérieur du cristal, une polarisation uni-
forme ayant pour composantes

L PR PN
Ob:_?E(O“/n—f—')ygp-"l_ol.l"))
1
(3) ¢ Wb = = (Say h -+ Saak ~ Sagv ),

I ~ ~
= — T(o;”/\ —+ G3a L+ 033 ).

Cette polarisation exerce la méme aclion extérieure qu’une
couche électrique distribuée a la surface du cristal et ayant pour
densité

(4) ¢ =— [ cos(N;, 2) = b cos(N;, ) + S cos{ N;, 3)].

Supposons que, pendant la compression, le cristal ait été main-
tenu isolé et que sa substance soit trés mauvaise conductrice de
lélectricité. Pendant les premiers moments qui suivent la com-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



CHAP. V. — LES CRISTAUX PIEZO-ELECTRIQUES. 397

pression, chaque élément de la surface du cristal conserve sensi-
blement la charge qu’il portait avant la compression. Si 'on
néglige la faible déformation de la surface du cristal, on peut
dire que, dans les premiers moments qui suivent la compression,
cette surface porte encore une couche électrique dont la densité
en chaque point est donnée par 'égalilé (2).

[’action extérieure du cristal résultera donc de Paction de la
couche électrique réelle dont la densité est donnée par I’éga-
lité (2) et de I'action de la couche électrique fictive dont la den-
sité est donnée par I'égalité (4). Le cristal semblera donc recou-
vert d’une couche électrique ayant pour densité

T=gy+0= (fg—b)cos(N;, )
(5) —+ (dbg—Ub) cos(N:, ¥)
+ (o — & )cos(Ny, 5).

Peun a peu, cette électrisation apparente se dissipera, car I'élec-
tricité finira par prendre a la surface du cristal sa distribution
d’équilibre qui masquera l'effet de la polarisation intérieure.

Nous aurons

oU oV aW

/\:)\U+ZIT)£——r-]-7—T:—'—[3i -

*9 4
oV ow> fOW U ol oV
() e w) )

et des formules analogues pour p et v. La densité superficielle
apparente X est alors la somme de trois termes semblables dont
voici le premier

1 ~ [ ouU A% oW
T% 0“[ Zlu—é‘—l—lgb_—r":—'szE
INCASNELA WAL DREL AWPA (A A1)
il o)) e
~ oU ov oW
“+ 09 my =y a g
OV VY OUOWY 0V
-+ m, FI)— - '()—:')'—r—l)l,; \7:— - —()—E-/)—:—NZG(U{ - W)

s LUV 0w
13 ny dE ) '(77—]' - N3 0:

oW oVy . (:)U dWY\ . d_V+d[I 11
(G ) (g + o) e (G = ) [

\
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On remarquera que les quantités kg, Wy, vy ne figurent pas dans
celte expression; par conséquent, pour qu’une substance puisse
présenter les phénoménes piéso-électriques, il n’est pas néces-
saire qu’elle soit naturellement pyro-électrigue.

Mais, en revanche, une substance ne peut présenter les phéno-
ménes piézo-électriques que si les quantités /, m, n ne sont pas
toutes nulles; en d’autres termes, pour qu'une substance puisse
présenter les phénomeénes piézo-électriques, il faut qu’elle puisse
présenter au moins la pyro-électricité accidentelle. D’olt celte
nouvelle proposition :

Les seules substances gui puissent présenter les phénomeénes
que p P

piézo-électriques sont les substances frappées d’une hémiédrie

qui les prive de centre.

Nous allons étudier successivement la piézo-électricité d’une
substance naturellement pyro-électrique, la tourmaline, et la piézo-
électricité d'une substance accidentellement pyro-élecirique, le
quartz.

§ 2. — Piézo-électricité de la tourmaline.

(C’est en étudiant la tourmaline que MM. Pierre et Jacques Curie
ont découvert les phénoménes piézo-électriques (*).

La tourmaline cristallise dans le systéme ternaire avec un modé
d’hémiédrie tel que, I'axe ternaire et les trois plans de symétrie
qui passent par cet axe étant conservés, le centre et les trois
axes binaires sont supprimés.

Placons I'axe des € suivant 1'axe ternaire de la tourmaline. Si
Pon se souvient (Livre X, Chap. IV, § 1) que, aprés une légeére
déformation, la grandeur (A, u,v) ne peut avoir de composante
normale & un plan de symétrie de la substance a 'état naturel, si
I'on observe que trois plans de symétrie passent par I’axe ternaire
de la tourmaline, on voit que, dans une tourmaline, naturelle ou
déformée, la grandeur (A, p., v) sera dirigée suivant I’axe ternaire.

(*) P. et J. Curik, Développement par compression de l’électricite polaire
dans les cristaux heémiédres a faces inclindes (Bulletin de la Soci€te de
Mineralogie, t. III, p. go; t8go).
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En d’autres termes, on aura

P 0O,
Y= 0,
& UV 0w
= Vo 1y ()5 —rngﬁ—i—ll;; ()C
(,)v W oW U (dU A
—+ 1y, \;)C —+ d'r, i (1 ()E -+ ()z -+ g \0—7" - d&).

D’ailleurs, Dellipsoide d’'induction diélectrique sera évidem—
ment un ellipsoide de révolution autour de I’axe ternaire. Sil'on
désigne par w le coefficient principal d'induction diélectrique sui-
vant cette direction, on voit sans peine que la polarisation appa-
rente de la tourmaline sera dirigée suivant 'axe ternaire et aura
pour grandeur

N = w(v — ).

Pour obtenir I’électrisation apparente de la tourmaline, on lui
donnera, parallélement a P’axe ternaire, une translation infiniment
petite, proportionnelle & (v — v,), et 'on attribuera 4 la densité
superficielle en chaque point une valeur proportionnelle a la dis-
tance normale en ce point de la surface primitive de la tourmaline
a sa surface déformée. On donnera a cette densité le signe + oun
le signe —, selon que, au point considéré, la surface déplacée sera

extérieure ou intérieure a la nouvelle surface.

L'une des extrémités de ’axe ternaire sera donc électrisée posi-
tivement et Vautre négativement.

Sil'on comprime une lame de tourmaline & faces paralléles, on
voit facilement, par ce qui précéde, que, pour une méme orienta-
tion de la lame, la charge électrique apparente de chaque face est
proportionnelle & la pression exercée a la surface de la lame et
indépendante de 'épaisseur de la lame. Cette loi a été trouvée
expérimentalement par MM. P. et J. Curie.

Si, aprés avoir comprimé la lame et I'avoir ramenée & 1'état
neutre, on la décomprime, elle prendra une électrisation appa-
rente égale en grandeur et de sens contraire & celle que la com-
pression lui avait fait prendre. Ce résultat est conforme & la fois &
la théorie et a 'expérience.
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§ 3. — Piézo-électrieité du quartz plagiédre.

Nous n’éludierons les phénoménes piézo-électriques du quartz
plagiédre que dans un cas particulier, celui que MM. P et J. Carie
ont étudié expérimentalement.

Nous supposerons que 1'un des axes principaux de dilatation,
Og, soit dirigé suivant I’axe ternatre du quartz; qu'un autre axe
principal de dilatation, Ow, soit dirigé suivant un des axes bi-
naires; le troisiéme axe principal de dilatation est, naturellement,
normal aux deux autres.

Dans ces conditions, les deux extrémités de I'axe ternaire du
quartz ne se distinguent l'une de l'autre ni avant, ni aprés la
déformation; nous sommes donc assurés que, avant comme aprés
la déformation, la grandeur (3, u,v) n’admet aucune composante
suivant 'axe ternaire du quartz, ce qu exprime 'égalité

(=) v =o0.

Pour connaitre la forme des quantités &, ., nous ferons la
remarque suivante :

Supposons que la dilatation suivant O ait une valeur quel-
conque %2_77 mais que les dilatations suivant O£ et Oy soient
égales entre elles, ce qu'exprime I'égalité

o _ v

oE T Uy
Une semblable déformation conservera la symétrie du quartz,

en sorte que, aprés une telle déformation, nous aurons

) == o, U= o.

Cela exige que les quantités A, w soient de la forme

L g (0U _ oY
-2,

|h= e
? _foUu oV
\ no=m <—()—£- — b;[—) .

Le coefficient m sera évidemment le méme pour un quartz droit

(8)
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ou un quarlz gauche, tandis que le coefficient / changera de signe
avec le sens du quartz.

L’ellipsoide de polarisation diélectrique est évidemment un
ellipsoide de révolution autour de I'axe ternaire du quartz. Si
donc on désigne par w le coefficient d'induction diélectrique
dans une direction quelconque normale & I'axe du quartz, on

aura
oU A%
(9) . oU AV
ih _—wm(\d5 _J'?)’
LS =o.

Voici comment MM. P. et J. Curie (') ont obtenu par 'expé-
rience des résultats conformes a ceux de la théorie précédente.

Soit A,AL... (fi

. 26) la coupe hexagonale, perpendiculaire &

Fig. 26.

Paxe ternaire, d’un cristal de quartz; les diagonales telles que
A A’ sont les axes binaires. Nous supposerons que les som-.
mets A;, A,, A; sont ceux qui ne portent pas les faces hémié-
driques s = (4132). On taille dans ce cristal un prisme droit, dont
la hauteur est paralléle i P'axe ternaire et dont la base mnn'n’ est

(") P. et J. Curte, Deéveloppement par compression de U’clectricite polaire
dans les cristauz hémiédres a faces inclinces (Bulletin de la Soci¢té mincra-

logique, t. 111, p. go; 1880). — Phénoménes dlectriques des cristauxr hémildres
a faces inclinées (Journal de Physique, 2° série, L. I, p. 2735 .1882).
D. — 1L 26
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un rectangle dout les cotés sont respectivement paralléles ou per-
pendiculaires a ’axe binaire A, A.
1° On comprime ce prisme parallélement a I'axe ternaire.
Comme l'ellipsoide d’élasticité du quartz est évidemment un
ellipsoide de révolution autour de l’axe ternaire, celte compres-
sion entraine
oU oV

gk o
Les égalités (g) donnent alors

= 0.

©

b =0, 1h = o,

A la suite de cette compression, le quartz ne se polarise pas, il
ne présente pas d’électrisation apparente.

2° On exerce sur les faces latérales mn, m'r’, une pression nor-
male et uniforme. Soient
S la surface latérale mn;

S’ la surface latérale nn';
P le poids comprimant.

Si k, k' désignent deux coefficients qui dépendent de 'élasticité
du quartz, on aura
U P oV P

_—_/{-~, ——:—]‘——-

0F S o7 '8

Le quartz se polarisera; cette polarisation sera déterminée par
les égalités
P
do=—w Uk+L)g
(o) ’Ul;:—mm(/c—%—/{')—g,

< = 0.

La face nn' portera une charge électrique apparente
npS
Qiz—wl(/c—i—/c)l)g-

La face mm/ portera une charge apparente égale et de signe con-
traire. La face mn portera une charge apparente

(10) Qe=wm(k+ k)P,
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La face m/n’ portera une charge apparente égale et de signe con-
traire.

D’aprés les recherches de MM. P. et J. Curie, la face nn' ne
manifeste, dans ces conditions, aucune électrisalion appréciable.

Le coefficient [ est donc ou égal & o ou trés petit.

D’aprés les mémes recherches, Q. est positif; par conséquent,
le coefficient m est positif.

L’expérience et la théorie s’accordent 4 montrer que la charge
Q. est proportionnelle au poids comprimant et indépendante
des dimensions du prisme.

3° On exerce sur les faces latérales mm/, nn' une pression nor-
male et uniforme. Soit P’ le poids comprimant. On aura

o

-
(24

P oV

:—/{——I
S’ .,

P’

Le quartz se polarisera; comme /= o, d’aprés les expériences
précédentes, ceite polarisation sera déterminée par les équations

c'!ls:(),

b :ml)l(/{—f— Myzss
S

Z =o.

Les bases du prisme et les faces latérales mm/, nn'ne porteront
aucune charge apparente. La face mn portera une charge appa-
rente

(12) Q;:—mm(/c-k—/c')P’-SS—,-

Cette charge sera négative, proportionnelle au poids com-
primant et au rapport de la surface latérale non comprimée
a la surface latérale comprimée; le coefficient de proportion-
nalité a la méme valeur

wm(k + k"

pour les deuz charges Q, et Q).

Ces résultats ont été expérimentalement trouvés par MM. P. et

J. Curie.
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M. Réntgen (') a fait, sur la piézo-électricité du quartz, une
série de recherches plus compliquées. Nous ne voulons pas nous
attarder plus longtemps & celte étude; nous renverrons le lecten
curieux de nouveaux délails au 7raité de Cristallographie de
M. E. Mallard (?) et aux Mémoires de M. Rontgen.

(') G.-W. RoxteEN, Ueber die durch elekirische Kriifte erzeugte Aenderung
der Doppelbrechung des Quarzes ( Wiedemann's Annalen, t. XVIII, p. 213 et
334; 1882). — Ueber die thermo-, actino- und piesoelektrischen Eigenschaften
des Quarses (Ibid., t. XIX, p. 513; 1883). — Elektrische Eigenschaften des
Quarses (Ibid., t. XXXIX, p. 16; 18g0).

(*) MaLLARD, Traité de Cristallographie, t. 1L, p. 535 et suiv.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



LIVRE XII.

LES DEFORMATIONS DES CORPS POLARISES.

CHAPITRE PREMIER.

LA PRESSION A L'INTERIEUR DES FLUIDES POLARISES.

§ 1. — Condition d’équilibre diélectrique ou magnétique d’un fluide
g q
compressible.

Nous avons déja étudié (Livre IX, Chap. VIII) les conditions
d’équilibre d’un fluide magnétique quelconque, parfaitement doux
ou non, mais supposé incompressible. Nous allons maintenant re-
prendre cetie étude pour un fluide compressible quelconque, ma-
gnétique ou diélectrique, mais parfaitement doux.

Désignant par ¢ le volume spécifique en un point de ce fluide,
par dv un élément de volume de ce fluide, nous admettrons que le
potentiel thermodynamique interne de ce fluide & I'état neutre soit

de la forme
f‘l’(c) dv.

Glest admettre que I'état du fluide peut étre déterminé sans
qu’on ait 4 tenir compte de la position mutuelle de ses divers élé-
ments; c’est, par conséquent, négliger dans cetle étude hydrosta-
tique les actions des pressions capillaires. C'est 1a une hypothése
que nous faisons non pas par nécessité, mais seulement pour abré-
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ger nos raisonnements; on pourrait se départir de cette hypothése
en sutvant les méthodes que nous avons indiquées ailleurs (').

Nous admettrons également, pour simplifier notre étude, que
le systéme ne porte aucune charge électrique; si nous ne faisions
pas cette hypothése, nous aurions & tenir compte des diverses
pressions électriques, que nous pourrions déterminer comme
nous 'avons fait dans un Mémoire spécialement consacré a cette
étude (2).

Nous admettrons enfin que notre fluide a 1'état neutre est sou-
mis & deux sortes de [orces extérieures :

1° Des forces appliquées & ses divers éléments de volume; ces
forces ont pour potentiel la quantité

fl Vdo,
ag

V étant une fonction de x, y, z finie, uniforme et continue en
tout point du fluide, et dont la forme ne dépend ni de la forme ni
de 'état du flurde; telles seraient Paction de la pesanteur, I'action
de plusieurs corps fixes soumis a la lo1 de la gravitation univer-
selle.

2° Des forces appliquées aux divers éléments de la partie défor-
mable de la surface qui limite le fluide. Un élément dS de cette
surface supporte une force P dS; P est la grandeur de la pres-
ston en un point de I'¢lément dS; la direction de la force P dS est
la direction de la pression en un point de I'élément dS.

Ce fluide sera ou aimanté, et alors il sera soumis a 1'aclion d’ai-
mants extérieurs; ou polarisé diélectriquement, et alors il sera
soumis & 'action de corps électrisés ou polarisés extérieurs; en
toutes circonstances, ces corps extérieurs seront supposés d’état
invariable.

Nous allons étudier en détail, par une méthode que nous avons
déja employée dans une question analogue (*), les conditions d’é-

(") P.Dunewm, dpplications de la Thermodynamigue aux phénoménes capil-
laires (Annales de 1’Ecole Normale supérieure, 3° série, t. 1L, p. 207; 1885).

(*) P. Dunewm, Sur la pression électrigue et les phénoménes électrocapillaires.
1 Partie : De la pression électrigue (Annales de I’Ecole Normale supérieure,
3¢ série, t. V, p. g7; 1888).

(*) P. Durewm, Sur les dissolutions d’un sel magnétique (Annales de U’Ecole
Normale superieure, 3¢ série, t. VII, p. 28; 18go).
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quilibre d’un semblable fluide; nous devrons faire cette étude
avec d’autant plus de soin que nous en déduirons des conséquences
complétement en désaccord avec celles qui ont été introduites dans
la science par Maxwell. Dans an prochain Chapitre nous exami-
nerons ces derniéres et nous verrons pourquol il est nécessaire de
les rejeter.

Le potentiel thermodynamique interne du systéme aimanté que
nous considérons (nous parlerons sans cesse d’aimants, mais les
raisonnements développés et les conséquences obtenues s’appli-
queront aussi bien aux diélectriques) peut s’écrire

5= E(Y— '1‘2)+:)‘-:_fj(:)11)do.

Dans celte formule, 7 est le potentiel magnétique du systéme.
Les autres lettres ont la signification que nous leur avons con-
stamment attribuée au cours de ce Volume.

Ce potentiel thermodynamique interne ne figure jamais, dans
aucune question, que par sa variation; il en résulte que l'on peut,
sans inconvénient, supprimer tous les termes qui sont assujettis a
demeurer constants.

Supposons le systéme formé du fluide parfaitement doux con-
sidéré et d’aimants permanents et invariables.

La partie variable de E (Y — TE) se réduira &

/(I)(s)dv,

Pintégration s’étendant au volume entier du fluide parfaitement
doux.

La partie variable du terme [ F(9IL) dv, ol I'intégration s’é-

P ) g
tend a tout le systéme, se réduira a Pintégrale
e -
J F (I, o) dp,

¢tendue au fluide polarisé; nous avons mis en évidence la va-
riable o -dont, évidemment, la forme de la fonction & (91U) dé-
pendra en général.

Enfin, si o, Wb, © sont les composantes de ’aimantation en un
point du fluide; si © est la fonction potentielle magnétique au
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méme point; si © est lafouction potentielle magnétique des corps
extérieurs, la parlie variable de ¥ sera

;‘f dv—}—]

Nous pourrons donc, en altérant seulement § d’un terme con-

vl S

o0
oz

N

dv.

% |

stant, écrirve

f_‘/rb(c)dv+fd‘

Si nous posons

(2) F (I, o) =

o©

N
U
0F (IR, o)
Jz
I’état de polarisation du fluide dénué de force coercitive sera re-
présenté par les équations

. (V40
o&,z—F(mL,c)—(—d;‘_),
_ D) — ©
(3) '\U!) ’———F(D‘k} G)f(T)7
B ) (0 +0)
& =—F(IM,9o T-

2. — Condition d’équilibre mécanique du fluide polarisé.
q

Cherchons a quelle condition le fluide considéré pourra de-
meurer immobile.

Pour que Uéquilibre soit assuré, il faut et il suffit que, dans
toute déformation virtuelle imposée au fluide, la variation
éprouvée par le potentiel thermodynamique du fluide soit
égale ou supérieure au travail effectué par les jforces exté-
rieures.

Si I'on désigne par d&, le travail effectué par les forces exté-
rieures dans une modification élémentaire, cetle condition s’ex-
primera ainsi

ou

(4) 3F —dE,zo.
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Dans le cas particulier ot la déformation virtuelle imposée an
fluide est renversable, c’est-d-dire ol 'on obtient une nouvelle
déformation virtuelle en changeant tous les signes des déplace-
ments que les divers points éprouvent dans la premiére, le signe
d’inégalité doit évidemment disparaitre de la condition précé-
dente, qui devient

(5) 3F — dE, =
Le travail externe d&. est la somme du travail d&, effectué par

les pressions que supporte la surface da fluide et du travail d&, des
forces appliquées a ses divers éléments de volume :

(6) dG, = d¢, + d&,.

Nous avons d’aillears
(7) dG, = S Plucos(P,z)+ vcos(P, ¥)+wcos(P,5)]dS,

u, v, w étant les composantes du déplacement d’un point de
I’élément dS et 'intégrale s’étendant a la partie déformable de la
surface qui limite le fluide.

Le travail <&, est la variation changée de signe du potentiel des
forces exterleures, potentiel qui a pour expression

\V:fl Y dy.
5

Si u, ¢, w sont les composantes du déplacement du point qui
avait pour coordonnées initiales x, ¥, 5, nous aurons

2 . Yoo
‘ S de = <i)—” - [)‘—- 5 )(/1‘,

8 dr '() I3 s
(&) 5 /du de ‘k‘f _
3 Kd? r)y ds )
et, par conséquent,
7, W Ty
(9) del = — oW = [-:: <(% u -~ (()} ¢ 4 31 w) de.

Les égalités (6), (7), (9) nous fournissent 'expression compléte
de d&,.

Calculons maintenant la variation 8§ subie par le potentiel ther-
modynamique interne du fluide.
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D’aprés I'égalité (1), on peut écrire
(10) ¥ =A+B-+C,

les trois quantités A, B, Cayant les significalions suivantes

A:af(b(cr)dv,

(11) Bza[j(an,c)dv,

s (2 *bf
C_oflcboxvlv‘lo

Calculons successivement les trois quantités A, B, C.

o0

o dy.

Q‘\ﬂ

1° Calcul de A. — Le calcul de A est facile. D’aprés les éga-
lités (8), on a

N {d(s)] /ou op dw
A= S ALY I (AL I Y
(12) L/ [ *L9) ds ] (U.Z' y 03> dv
2* Caleul de B. — Supposons que, dans la déformation du

fluide, chaque élément entraine avec lui son aimantation sans que
celle-ci change de grandeur ni de direction; JL demeurera alors
invariable, et, d’apres les égalités (8), on aura simplement

. 2o L 0TI Y] fou  de  dw
(13) B_‘/[J(Sk,c)—,—a—w—bc——" <5+Ty_0—z)dv

3° Calcul de C. — La quantité dont C est la variation dépend
uniquement de la forme du fluide et de I'aimantation de chaque
élément de volume. Donc, pour calculer C, on peut calculer la
variation subie par la quantité en question dans une série quel-
conque de modifications amenant les éléments dont il s’agit du
méme état initial au méme état final que la modification consi-
dérée.
Soient
V (fig. 27) le volume occupé par le fluide avant et aprés la modi-
fication;
V, le volume qui était rempli par le fluide avant Ja modification
et ne lest pas aprés;
Vs le volume qui n’était pas rempli par le fluide avant la modifica-
tion et I'est aprés.
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Il est aisé de voir que, en négligeant les infiniment petits
d’ordre supérieur, la modification considérée pourra étre regardée
comme résultant des modifications suivantes :

1° En chaque point du volume V +-V,, on donne a &, v, &

les variations

s (0N OOl
T\ o dy d3 ’
Sl — (()1!1_7 oh duh ;
ol = — \7)1' u —+ ().y g+ Fz—l“’)’
N 03 92 202

L1 :—(Eltﬁ—@‘)—l—:}z“)>.

2¢ On supprime ce qui se trouve a I'intérieur du volume V.

Fig. 27.

3° On remplit le volume V, par une masse de fluide aimanté
dont I'aimantation, en chaque point, ait sensiblement méme gran-
deur et méme direction qu’aux points du volume V infiniment
voisins de celui-la.

On a alors

(14) C=C'4 G+ C",

', €, C" étant les quantités analogues & G relatives a ces trois
modifications partielles.

Si le volume et la forme du fluide demeurent invariables et si,
en méme lemps, b, ¥, & subissent des variations quelconques
8-b, S, 82, on sait que la quantité

[l

9
a2

iz H do

a0)
‘ s (—’;
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On a done
()('(‘) -+ K‘)) cUln 0(‘(‘) + Q) hb c)('O + Q) 02 “
dy oz 0z Oz
(15) . ()(O —t—'@) dc’n . 0(0+0) f)\l‘ (0O +0) _<_’3] 0
- N dy 0}/ dz oy

a((‘)+m 0_1 N

(O -+ O) b

N HO + Q)

02
9

dx 0z

s

Jdy 0z

Jz

z

3

Edv

(18)

Si l'on désigne par dS; l'un des éléments de la surface S qui
confinent au volume V,, on verra facilement que

o8

N; étant la normale a la surface S vers l'intérieur de cette sur-
face.

(16) KR

¢ v}
IV + V) H [l wcos(N;, @) || S,

De méme, si dS, désigne un élément de la surface S contigu au
volume V,, on aura

S|+

Les égalités (3) donnent

(17) Cr=—

M” [l e cos(Ny, 2) || dSs.

” LU0+ o
| ox T EOR, 9]
HO+0) o AHO+O) O HV+VYIZ o
oz oz dy ox 0z de T aF(JI,e) dz
HV+0) 0o A0 +0) A (0 =) 92 _ oo
e oy T T o o T T o dy T 2O, 0) dy
UV +9) 0o HVLV) A HO+O)IS _ 1 o
ox 0z dy ds 03 dz — 2F (I, o) oz

D’aprés I'égalité (2), on a

1 L2 _ 0F(I,0)  9F(IN,0) da
2B, 0) dz T oz B da oz’

(20 ) ) L2 9T (I, 0)  0F(IM, ) do
) SF (R, ) dy R

1 OO 0F(I,6) 0 F(I, o) oa

2 (DL, o) dz 0z - da 05
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CHAP. I. — PRESSION DES FLUIDES POLARISES. 413

Les égalités (14), (13), (16), (17), (18), (19) et (20) donnent

S F (%]lt (e cos(Ny, #) + ¢ cos(Ny, y) -+ w cos(Ny, 5)] S

‘ o5 _Jlu, 5) d F(IIL, gy 0 FOO. 7) i
-+ f [ p w4+ Iy 0 P w] ds

— ‘d___ﬁ__j(;)ﬂ,a) »[)Ezc—&—o—cv—'—giw dv
ox )y 0d3 ’

Js

Une intégration par parties permet, enfin, de donner & cette
égalité la forme suivante :

/ O F (M. q) /do 03 oz >
C_—IT<%557—;&s~E(I1 dv

/

9 ] .
(21) +S[l‘()llt ‘j(g)ll‘,ﬂ):l[lL cos(Nyx) + vcos(Ng, y) + wccos(N;, 5)] dS

. P PR
—‘/J(D]u, c)\d—;—k o}ﬁ“ (d‘—;)dr.

Nous allons maintenant écrire que, dans toute modification du
fluide ot chaque élément se déplace en gardant une aimantation
invariable de grandeur et de direction, on a, conformément &
I'inégalité (4) et & Uégalité (10),

(22) A+B+C—d&: 2o.

§ 3. — De la pression a l'intérietir d'un fluide polarisé.

Imaginons d’abord la modification suivante :

A Tintérienr du fluide on trace une surface canal infiniment
déliée, de section w, ayant pour directrice une courbe fermée /.
A chacun des éléments du fluide compris & l'intérieur de cette
surface canal, on donne une translation &/, ayant pour tous la
méme grandeur et paralléle, pour chacun d’eux, 4 la tangente an
point infiniment voisin de la directrice. Dans une semblable mo-
dification, le volume de chaque ¢élément demeure invariable. On a

donc
du  dv ow

()—.—Z‘—T—(T‘}—/_l——(;zzo

en tout point du fluide. Nous supposons, en outre, que les molé-
cules flurdes infiniment voisines de la surface demeurent immo-
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414 LIVRE XII. — LES DEFORMATIONS DES CORPS POLARISES.

biles, en sorte que I'on a, en tout point de la surface S,
u=o, ¢ = o, w = o.

Ces dernieres égalités ont encore lieu pour tout point extérieur
a la surface canal. En tout point de la surface canal, on a

dz

u =7 ol,

Dans ces conditions, I’égalité (7) donne

as, = o;

””_u)ol/I dV

'intégrale s’étendant & la directrice de la surface canal.

L’égalité (6) donne alors

I'égalité (9) donne

.= wdl f‘ ‘]_‘ dl.
L’égalité (12) donne
A=o
L’égalité (13) donne
B=o

Enfin I'égalité (21) donne
Ce=—wd z/ it ”“_i’ i“ di,

'intégration s’étendant a la directrice de la surface canal.
La modification considérée étant renversable, I'inégalité (22) se
change en une égalité qui s’écrit

TN, o) ds 1 dV
f[ o dl s le‘”—o
Cette égalité doit avoir lieu quelle que soit la courbe fermée

tracée & l'intérieur du fluide qui sert de directrice & la surface
canal. Il doit donc exister une fonction de z, ¥, %, finie, conlinue
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et uniforme a l'intérieur du fluide, dont

()J'( ).k G)
va

ds ———d\

soit la différentielle totale.
St la quantité .
dF(IN, 1.,
7, <) ds + =\
Jg G
est la différentielle totale d’une fonction uniforme, finie et conti-
nue des coordonnées, il en sera de méme de la quantité
dF(N, o T O 2
—’)(ls+ —dV 4+ d ———,
do G IFeo, o)
du moins, si le fluide ne renferme aucune surface le long de la-
quelle son aimantatior: ou sa densité varient d’'une maniére dis-
continue. Nous arrivons donc 4 la conclusion suivante :

Il existe une fonction U, uniforme, finie et continue & I’in-
térieur de toute région ou le fluide est continu, telle que ’on
ait

9 F(NL, 5) L2

. , 1
(23) = de +d T, o) +;dV_dH.

Ce premier résultat permet de modifier la forme de l'inéga-
lité (22).
Il en résulte, en effet, que la somme du terme

[o:?mm,c) 9 9 B g
B A Gt A =

qui figure dans G d’aprés 1'égalité (20) et du terme

f <0V oy A% > ;
— + ==+ —w)dy
dy 0z

qui figure dans (— d&,.), d’'aprés les égalités (6) et (9), peut

s’écrire s ’
f? (;[F(J]It ) “J u

5 [ Fors 1)

o_i' [F(g]lt2 5 H] s

—_

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC
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ou blen, par une integration par parties,

A2 I % do ()LV) I
_f[l«‘(;)ru,c)“ 4 (m*a?“”o? “n

L2 . . :
—S [m — Il] [weos(Ny, z) -+ vcos(Ny, y) + weos(Ny, 5)] dS.

Ce résultat, joint aux égalités (6), (7), (9), (12), (13) et (21),
permet de donner a I'inégalité (22) la forme suivante

— S Plucos(P,2) +vcos(P,y) +—wcos(P,3)]dS

+ S [ cos(N;, x) 4 v cos( Ny, y) + w cos(N;, 5)] dS

(24) 2o a7 2
_;_f[qu’s)—:— LA CINN 10 S S A5 i DL +n]
ds D Ok} F{IIL, @)
<0N. o or dere Jo
> \Iz;—r@;-ﬁ—’(;g)((-':().

Imaginons maintenant que le fluide éprouve une déformation
quelconque dans laquelle chaque particule conserve un volume
invariable. On aura alors, en tout point,

o 0o dw
. .

dw oy "9z~

Supposons qu’aucune cavité ne se soit creusée dans le fluide pen-
dant cette déformation. La modification considérée sera renver-
sable. On devra donc, d’aprés la condition (4), avoir dans ce cas
Pégalité

5 SP[ucos(P,x) +vcos(P,y) +~wecos(P,3)]dS

(25)
( — SH[ucos(Ni, z)—+vcos(Nyy) + wcos(Ng, 2)] dS = o.

Dans cette égalité, les quantités u, ¢, w ne sont pas absolu-
ment arbitraires; mais elles sont assujetties seulement 4 laisser
invariable le volume limité par la surface S, ce qui s’exprime par
Iégalité

(26) S [ cos(Ng )~ vcos(Nyy )+ weos(Ng, 3)] dS = o.

Dés lors, d’aprés un théoréme connu du calcul des variations,
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il do1t exister une quantité C, ayant la méme valeur en tout point
de la surface S, telle que I'on ait
S é [Pcos(P,z)— (Il — C)cos(N;, )] ue
+ [P cos(P, y) — (I — C) cos(N;, )]v
+ [P cos(P, z) — (1 — C)cos(N;, 5)}w : dS = o,
quelles que soient les quantités u, ¢, w.
En d’autres termes, on doit avoir en tout point de la surface S

P cos(P, z) = (11 — C) cos(N;, ),
(27) Pecos(P, y) = (I -—C)cos(N;, 3),
Pcos(P, z) = (II— C) cos(Ny, z).

Si la pression P n’est pas égale 4 o, ces égalités donnent

cos(N;, ) cos(N;, ) cos(N;, 2)
cos(P,z) ~ cos(P,y)  cos(P,z)

Donc, pour Uéquilibre du fluide, il faut que toute pression
qui n’est pas égale @ o soit normale a U’élément de surface
sur lequel elle agit.

Jusqu’ici nous regardions la grandeur P comme une grandeur
non susceptible de signe; maintenant comptons positivement la
pression lorsqu’elle est dirigée vers I'intérieur du fluide et négati-
vement dans le sens contraire. Moyennant cette convention, les
égahilés (27) deviendront
(28) P+IO=C.

Lezceés de la pression sur la valeur de la fonction 1l a la
méme valeur en tout point de la surface déformable du fluide.

Supposons maintenant que le fluide éprouve une déformation
dans laquelle chaque élément conserve un volume invariable, en
sorte que 'on ait en tout point

du de  Ow

Ir_'_())/ "oz ¥

mais que le fluide se creuse de cavités. Ces cavités sont creusées

autdur des points A, A,, A;, .... Elles ont, au début de la modi-

fication, des volumes nuls, et, & la fin de la modification, des
D. — 1L 27
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volumes Q;, Q., Q,, .... La surface déformable S du fluide se
compose de la surface = qui le limite extérieurement et des sur-
laces Z;, Za, 23, ... qui limitent les cavités.

Les pressions P ne sont appliquées qu’a la surface . I n'y a
pas de pression extérieure appliquée aux divers éléments des sur-
faces Z;, Xy, X3, .. ..

La fonction II est continue; tous les points de la surface X,
sont infiniment voisins du point A,; donc, en tout point de la
surface ¥, la fonction IT a sensiblement la valeur II; qu’elle a au
point A;. Les surfaces Z,, 3;, ... donnent lieu & des considéra-
tions analogues.

La modification considérée n’étant pas renversable, on devra,
dans la condition (24), conserver le signe d’inégalité, et cette con-
dition deviendra

— S Plucos(N;, )+ ¢ cos(N;, y) + w cos(N;, 3)] <2
-+ S [wcos(N; z) 4+ v cos(Ny, )+ w cos(Ny;, 5)] d=
-+ II4 S [weos(Nyy @) + ¢ cos(Nyy ) + w cos(Ny, 5)] 424

~+ 1y S [wcos(N;, )+ v cos(Ng,y ) + w cos(Ng, )] d2,

L’égalité (28), invoquée a son tour, transforme cette condi-
tion en

— G S[zccos(N,~.x}—!— v cos(N;, ) -+ wecos(N;. 3)] dS

(29) -+ 1y S [ucos(N; ) + v cos(N;, y) -+ w cos(N;,y 2)] d34

- T, S [wcos(Nz 2) + v cos(Ny, y) + wcos(Ny, 3)] d2s
L PP 2o.

La normale N; étant la normale dirigée vers 'intérieur du fluide,
on voit que

S [©cos(N;y @) + v cos(N;, y) + w cos(N;, 5)] d)

représente l'accroissement subi, durant la modification considérée,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



CHAP. 1. — PRESSION DES FLUIDES POLARISES. 419

par le volume qu’enferme la surface X,. Or ce volume, nul au début
de la modification, est égal 4 Q, & la fin. On a donc

S [wcos(N;, &)+ ¢ cos(Nyy) + wcos(Ny, 3)] d2y= Q5
on a de méme

S [wcos(N;, z) 4+ v cos(Nyzy) + wcos(Ny, 3)]dEy= Qs

D’autre part, le volume enfermé par la surface = augmente de
€y - Oy -t

LI PR

Op a donc
— S [wcos(Nyx)+vceos(Nyy)+ weos(Ny, 2)]dE = Q1+ Qs +. ...

Moyennant ces. égalités, la condition (29) devient
(I +C)0,+— (M~ C)2y+...20.

Les points Ay, A, ... sont des points quelconques situés dans
la masse du fluide. Les volumes Q,, Q,, ... des cavités sont des
quantités nulles ou positives quelconques. L’'égalité précédente
entraine donc cette nouvelle proposition :

La quantité (1 + G) ne peut éire négative en aucun point
du fluide.

Appliquons ce résultat aux points de la surface méme du fluide,
en remarquant que, pour ces points, d’aprés 'égalité (28), on a

P=0 —+- C,
et nous arriverons & la conclusion suivante :
Pour Uéquilibre du fluide, il faut que toute pression exté-

rieure qui n’est pas égale a o soit dirigée vers I’intérieur du
fluide.

La quantité (I + C) n’est jamais négative; elle est égale a la
pression extérieure P en tout point de la surface qui limite le

fluide. Nous la désignerons par la letire P et nous la nommerons
la pression au point (z,y, z) intérieur au fluide. Nous verrons
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tout & Pheure de quelle définition mécanique cette quantité est
susceptible.

Envisageons, en dernier lieu, une modification quelconque ou le
fluide ne se creuse pas de cavités, mais ot chaque élément subit
une variation quelconque de volume. La modification étant ren-
versable, la condition (24) se transforme en une égalité qui peut
s'écrire, en vertu de la relation (28),

—G S [wecos(N; 2) +vcos(Ny, p) <+ w cos(Ny, 3)] dS

__f 5—_[6‘1’(0‘)_-_0.J(31L ) L. o ? +n§

(IIL, o)
(du do Ow Je —
X\(T);_I—W—I—-;: e = 0.

Mais on a

du dv  dw
S fucos(N;, z)+vcos(N;, y)+wcos(N;, 5)]dS = _f<555 oy 0—3) dy.

Si P'on se souvient qu’on a, par définition,
P=1II— C,

on voit que la condition d’équilibre peut s’écrire

Jd 2 e L2 du  dv  Odw
—_— D 55 .\ —— S [
,f%()c [s®(s)+sF(IN,0)]— FON, c) L <d.2“ o ()z> dy = o.

Or la quantité
ou  dv  Ow

JE— + —_— [—

dz " oy 0
est une fonction arbitraire de z, y, 5; la quantité entre accolades
est une fonction continue de 2, ¥, 5; dés lors, on voit aisément
que I’égalité précédente exige que (’on ait, en tout point de la
masse fluide,
AL

() - ~ ) N .
(30) sole ®(o) + e F (I, )] -1 TFOR, )

Ces résultats obtenus, considérons une masse fluide polarisée
en équilibre. Soit S la surface qui la limite. Isolons-en une par-
tic A, soit (fig. 28) par une surface fermée 3, tracée en entier &
l'intérieur de la surface S, soit (fig. 29) par une surface 2 for-
mant une surface fermée avec une portion S, de la surface S.
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Soit B ce qui reste de la masse fluide lorsqu’on supprime la
masse A.

La masse entiére étant en équilibre, 'aimantation distribuée
sur la masse B a, au point (z, ¥, 5) de la masse A, une fonction
potentielle magnétique @ (z, y, 5). Il est toujours possible de
trouver des aimants qui ne soient pas en contact avec la masse A
et qui aient aux divers points de cette masse la méme fonction
potentielle magnétique W (x, », 5) que la masse B. Nous les nom-
merons les aimants équivalents a la masse B.

Fig. 20.

Supprimons la masse B. Supposons la masse A soumise :

1° A Paction des forces extérieures dont la fonction potentielle
est V;

2° A l'action des aimants qui agissaient sur l'ensemble des
masses A et 3;

3o A Paction des aimants équivalents & la masse B.

L’aimantation d’équilibre de la masse A, placée dans de telles
conditions, sera évidemment identique & 'aimantation que pré-
sentait cette méme masse dans le systéme primitif.

Sil'on applique & la surface S, les pressions qu’elle supportait
dans le systéme primitif; & la surface X une pression normale en
tout point & cette surface, dirigée en tout point vers I'intérieur
du fluide A, et égale en tout point a la valear que, dans le sys-
teme primitif, la quantité P avait en ce point, la masse de fluide A
demeurera en équilibre.

En effet, 1l existera une fonction II uniforme, finie et continue
4 lintérieur du fluide A, telle que 'égalité (23) soit vérifiée en
tout point de ce fluide; ce sera la méme fonction II que dans le
systéme primitif.
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D’aprés la définition méme de la quantité P, on aura, en toul
point de la surface qui limite la masse A, I'égalité

(28) P—1==C,

C ayant la ménie valeur que dans le systéme primitif.

Comme la quantité (II -- G) n’était négative en aucun point de
I’ensemble des masses A et B, elle n’est négative en aucun point
de la masse A.

Enfin I'égalité (30) continue a étre vérifiée en toul point de la
masse A, puisque aucune des variables qui y figurent n’a changé de
valeur par la suppression de la masse B.

On voit donc que 'application & la surface = de pressions dont
la valeur est P en chaque point remplace la liaison qh’imposait 4
la masse A la présence de la masse B. Ainsi se Lrouve justifié le
nom de pression & l’intérieur du fluide donné a la quantité P.
Ce qui précéde montre que ce mot a bien ici la signification que
Lagrange lw attribue dans la Mécanique analytique (1), signifi-
cation que trop peu d’auteurs ont comprise.

§ 4. — Changement de volume d’un fiuide polarisé.

Lorsqu’un fluide n’est pas aimanté, on a, en tout point de ce

fluide,

M=o, F(I,s)=o.

L’égalité (30), qui doit toujours avoir lieu en lout point de ce
fluide, devient alors

d N
(31) Tle®@(a)]+ P =o.

Le premier terme du premier membre est une fonction du vo-
lume spécifique ¢ au point considéré; cette équation est donc la
relation qui lie le volume spécifique ¢ en chaque point du fluide
non polarisé & la pression en ce point; c'est 'équation de com-
pressibilité du fluide non polarisé.

(') P. Duney, Cours de Physique mathématique et de Cristallographie de
la Faculté des Sciences de Lille : Hydrodynamique, Elasticite, Acoustigue,
Livre V, Chap. III; Paris, 18g1.
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Quand, au contraire, le fluide est polarisé, I’équation de com-
pressibilité est remplacée par la relation (31) qui lie entre elles
les valeurs prises, en chaque point du fluide, par le volume spé-
cifique, la pression et I'intensité de polarisation.

Ce résultat met en évidence une vérité fondamentale : ¢’est que,
dans un fluide polarisé, le volume spécifique en chaque point
ne dépend pas uniguement de la pression au méme point.

On admet en général, sans démonstration, que, dans un fluide
de température déterminée et de nature déterminée, la densité est
liée ala pression par une relation qui demeure la méme de quelque
maniére que la pression soit engendrée.

Nous avons vu (t. I, p. 355) que I'exactitude de cette proposi-
tion était subordonnée & une condition. Cette condition est vé-
rifiée (*) dans le cas particulier ou chaque élément est défini
exclusivement par des paramétres qui lui sont propres, cas auquel
aucune force intérieure n’agit dans le systéme. Elle est encore
vérifiée dans le cas ou les seules forces intérieures au systéme
sont les forces dues & la gravitation universelle; mais elle n’est
pas vérifiée en général. Aussi, dans chaque cas particulier, doit-on
déterminer directement la loi qui définit le volume spécifique.

Nous avons, a plusieurs reprises, indiqué la méthode qui per-
met de le faire; nous avons appliqué cette méthode d’abord aux
fluides soumis aux seules actions capillaires (2), puis aux fluides
qui sont soumis non seulement aux actions capillaires, mais en-
core aux actions électrostatiques (3).

Clest cette méthode qui nous permet maintenant de déterminer
les lois suivant lesquelles varie le volume spécifique d’un fluide
polarisé.

Considérons un point d’un fluide polarisé; en ce point le volume
spécifique est o, la pression P, I'intensité d'aimantation 91U, et 'on

(') P. Dunen, Cours de Physique mathematique et de Cristallographie de
la Faculté des Sciences de Lille : Hydrodynamique, Elasticité, Acoustique,
t. I, p. 72; Paris, 18gr.

(?) P. DuneN, Applications de la Thermodynamigue aux phénoménes ca-
pillaires (Annales de I’Ecole Normale supérieure, 3° série, t. II, p. 207;
1885).

(®) P. Duney, Sur la pression électrigue et les phénoménes électrocapil-
laires. 17 Partie : De la pression électrigue ( Annales de UEcole Normale su-
périeure, 3° série, t. V, p. g7; 1888).
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a, d’aprés I'égalité (31),

~ e Y Lo ®(a)-+a F(I,0)]
TF(I,0) o e LAEEN

Pour que le volume spécifique eit la méme valeur en un point
intérieur au fluide non polarisé, il faudrait que la pression ett, en
ce point, une valeur P’ qui serait, d’aprés'égalité (31),

La comparaison des deux égalités que nous venons d’écrirc donne
P g q

0 = L2
P—P=—[cF(I, 0)] — o
(32) P=s s 5O )] — 5o,

Ainsi, pour obtenir le volume spécifique en chaque point d’un
Sfuide aimanté, on peut faire usage de la loi decompressibilité
du fluide non aimanté, mais & la condition d’augmenter la
valeur de la pression a Uintérieur de ce fluide d’une pression
fictive donnée par ’égalité (32).

On sait que I'on a

: M o
F(N,0) = T Al
TN @) fo F(II, o)

On a donc

) o o AN o OF(OIL, a) .
= RN, c')__—[ RO o T

D’autre part, on sait [Livre IX, Chap. V, équation (10)] que
I’on a
JLe

W(DR, G‘) = m

— F (W, =),
la quantité W(9N, &) étant positive pour tous les corps magné-
tiques.

D’aprés ces deux relations, 1’égalité (32) peut s’écrire

Mo aF(IIL, o)
33) P'— P =—W(IIL, ) — AL Ll
(33) (9L, o) cfo TOL TR e o

Le second membre est la somme de deux termes; le premier est
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négatif pour tous les corps magnétiques; le signe du second n’est
. . ., 0 F (I, o)
. . ’ 5 o 5 - 9,
pas connu; si l'on néglige la quantité — =—

on pourra négliger le second terme devant le premier. (P'— P)

devantF (9, ¢)

sera alors certainement négatif. Ainsi, pour obtenir le volume
spécifique en un poiut d’un fluide aimanté, on peut, dans les con-
ditions que nous venons d’indiquer, se servir de la loi de com-
pressibilité valable pour le fluide non aimanté; mais on doit rem-
placer-la pression qui s’exerce réellement au point considéré par
une pression fictive plus faible. On en conclut immédiatement la
proposition suivante :

Le volume spécifique en un point d’un fluide polarisé est su-
périeur au volume spécifique qu’offrirait le méme fluide non
polarisé sous une pression égale & celle qui régne en ce point.

Laloi de cette dilatation est facile a trouver.

Soit C le coefficient de compressibilité du liquide non polarisé.
Soit s le volume spécifique du liquide non polarisé sous la pres-
sion P. Le volume spécifique ¢ du liquide polarisé sous la pression
P est identique au volume spécifique que prendrait le liquide non
polarisé sous la pression P'. On a donc

s$—ga

= C(P'— P),

5o étant le volume spécifique du fluide non polarisé sous une pres-
sion égale & o.

Remplacons (P’ — P) par sa valeur (33), en négligeant le se-
cond terme devant le premier, et nous aurons

¢ —s= Goy W(IN, o).

Adoptons I'approximation de Poisson; soit A& (¢) le coefficient
d’aimantation du fluide dont le volame spécifique est o; nous au-

rons
- N2
TN, o) = 2k (o)
et, par conséquent,
s—s GOz
(34) gy ::z/;(c)'

La pression demeurant la méme en un point d’un fluide,
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loisque ce fluide passe de U’état neutre a Uétat de polarisa-
tion, il se produit en ce point une dilatation qui est:

1° Proportionnelle aw coefficient de compressibilité du
Sluide;

2° Proportionnelle au carré de l'intensité de polarisation;

3° En raison inverse du coefficient de polarisation.

Supposons le fluide peu magnétique, et soit J l'intensité du
champ dans lequel il est placé. Nous aurons alors

I = k(a)]
et, par conséquent, I'égalité (34) deviendra

c_'g—gj‘_/f(_ﬂ J2

oo 2

(35)

La dilatation considérée est alors proportionnelle :
1° Au coefficient de compressibilité du fluide;

2° Au coefficient d’atmantation du fluide;

3° Au carré de Uintensité du champ.

La dilatation des liquides diélectriques par I'effet de la polari-
sation a été constatée par M. Quincke et M. Rontgen.

Un fluide soumis 4 une polarisation magnétique ou diélectrique
demeure toujours isotrope; on ne saurait donc expliquer par des
déformations ici étudiées la double réfraction qui se manifeste,
d’aprés les expériences de M. Kerr, dans les diélectriques pola-
risés.
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CHAPITRE II.

LES PRESSIONS A L’INTERIEUR DES SOLIDES POLARISES.

§ 1. — Conditions d’équilibre d’un solide primitivement isotrope,
peu déformé et polarisé.

Aprés avoir étudié les conditions d’équilibre d’un fluide pola-
risé, nous allons, par une voie analogue, chercher les conditions
d’équilibre d’un solide polarisé. Mais, au lieu d’aborder le pro-
bléme dans toute sa généralité, nous nous bornerons & considérer
un solide qui, soustrait & toute force extérieure et a toule action
magnétique, serait isotrope, et auquel des forces extérieures et
des actions magnétiques ont imposé de trés petites déformations.

Considérons tout d’abord le solide dénué de toute polarisation
magnétique, mais conservant exactement 'état qu’il présente dans
le systéme que nous voulons étudier. Son potentiel thermodyna-
mique interne a, dans ces conditions, une valeur qui est fournie
par la théorie de Iélasticité. Sorent

u, V, W
les composantes du déplacement subi, & partir de la position qu’il
occupait dans I'état naturel, par le point (z, y, 5) du solide. Le
potentiel thermodynamique interne du solide non polarisé aura
pour expression (')
1 dU oV JW\2
P TS) =0+ (2
E(r—Tx=) +2f§)<dx+c)y_i 05>
oU N2 oV\2 /oW 2

7 N2 r T\ 2 ] A%
—i—gJ.[(d\—‘—d‘V)—i— ()“_}_()U) ) ()D'd\> ]sd‘:’

= o)) Gt

(') G. GREEN, On the laws of reflexion and refraction of light at the
common surface of two non crystallized media ( Transactions of the Cam-
bridge Philosophical Society, 1838. — Papers of G. Green, p. 245). — P, Du-
uey, Hydrodynamigue, Elasticité, Acoustique. Livre V, Chap. II; Paris, 18g1.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



428 LIVRE X{I. — LES DEFORMATIONS DES CORPS POLARISES.

A et p étant deux constantes posilives qui caractérisent la nature
du corps, et l'intégration s’étendant au volume entier du corps.
La quantité Q dépend seulement de Véiat naturel du corps.

Pour obtenir le potentiel thermodynamique interne du corps
polarisé, il faut joindre au terme précédent deux autres termes ;
le premier terme a pour valeur (Livre X, Chap. IV)

If% [/—/1<0U~+3—;;+%:—>—;—A%J@L,?
-—[f—n—/z(H%—%j:-.L%)\%r)-9—/.‘3—}\jjl\|!;2
v A( g ’)0‘;) e
+k<%-f— S—E\)El

\ -—/f(::—)); -+ g) L»ll!)%dv.

JS> &, h sont trois fonctions de l'intensité d’aimantalion I, qui
se réduisent a trots constantes si I'on admet Papproximation de
Poisson.

Le second terme est le potentiel magnétique. Si 'on désigne
par O la fonction potentielle magnétique du corps considéré, et
par @ la fonction potentielle magnétique des aimants extérieurs,
ce potentiel a pour valeur

N I oI

Nous admettrons en outre que le systéme est soumis i certaines

00

Ay 5—‘; dy.

forces extérieures; les unes seront appliquées aux divers éléments
de volume du corps solide étudié; si p désigne la densité en un
point de I’élément dv, nous désignerons par

pXde, pYde, pZdy

les composantes de la force qui sollicite 'élément dv; les autres
sont appliquées a la surface S qui limite ce solide; nous désigne-
rons par P dS la grandeur de la force appliquée & I'élément dS.
Donnons aun solide une déformation infiniment petite. Soient
i, v, w les composantes du déplacement du point (z, y, 5); les
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forces extérieures effectuent un travail qui a pour valeur
1) dc, :fp(Xu Yo+ Zw)de+ SP || wcos(P, z)| 8,

la premiére sommation s’étendant au volume entier du solide et la
seconde & la surface qui le limite.

Dans le déplacement considéré, les quantités U, V, W subis-
sent respectivement des variations u, ¢, w. Le terme du potentiel
thermodynamique interne donné par I’égalité (1) subit une varia-
tion

e (Y (e o
- |"\ oz 0y+dz) or " oy 03

<oU du IV dy  IW 0w>
+2 '

ox dx ' dy dy+EE

. oV A% o Q_W_ N (WV' oU ow ou
T\ T d_é_rdy> (W*ag \d—x_'_E)
oU VY /ou v }
(7~ w) (5 5]
(2 Y B0 (VY oy:
o) | T\ oz @+5;~' R A +<c{y T(E)
N ()V+ oW\ 2 oW { U\ 2 U oV 2 3 d
= E —dy -+ 5;—;—&- == d—‘); —I—% o ay.
On sait que
R du  dv : 0‘f>dv.
On voit donc que, dans l'expression de A, l'élément sous le
signe f de la premiére intégrale est de 'ordre de

oU du

iz 0z

dy

ou de
Uu dp,
tandis que I’élément sous le signe f de la seconde intégrale est de

l'ordre de
U\ 2 du

U2u dy.

ou de
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U étant supposé trés petit, on peut négliger la seconde intégrale

et écrire simplement

N Y G A Y ET
Y A N ) J \dxr ~ dy = Jz
s o (A Y2 Oy
) "\ ox da dy ady Jdz J3
B (()V AR ('00 21}> N (tﬂ L JUN fdw ey
N ‘Jl Jz va /} s dy ) o 05) <()x ds |
oU OV (()u, de N,
“&(W —‘_-(TZ‘ \@—f—ﬁ)]iliv.

On peut supposer que, dans le déplacement, chacune des masses
élémentaires qui composent le systéme se déplace sans que son
aimantation change de grandeur et de direction. Dés lors, sil'on

R <01L do
odv=—-— -+ - +
gy

se souvient que
dew

a) dy,

dz

on trouve que le terme (2) du potentiel thermodynamique in-
terne éprouve, dans le déplacement considéré, la variation sui-

vante
B = /?/z:)lu(%-.—%’/f‘%) - /(oL gﬁ+1wa1zdl +v-‘3%’
-+ k [ﬂbe (g‘:: %%) 4.4 (\/())—v; -+ SZ) —+ it ( 7 - S;)] 2 v
of| g B
AN
(Y
y (‘,‘L UU‘)
+/c(\'z)—; - Zi) Lath E<%+ 3—; %% do.

Par un calcul identique & cclul qui a été fait an Chapitre précé-
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dent, on trouve que le terme (3) du potentiel thermodynamique
interne subit, dans le déplacement considéré, la variation sui-
vante

HO+0) 0 9(O-+0V) 0dh d(O+0) 02
C = — —— = -+ 142
dx dx oy dx 0z oz

N [r)(o+o) o (V) b | 9(O+0) ae] .

' dx dy dy dy 0z ay
(7) L [20+0) 0k | 9(0+0) oub | H(V+0) 02 o
.o 9z dy 03 0z 9z war

o

(V) + V) .
gy '-Hucos(Nl,av)H ds,

-S
N; étant la normale a I'élément dS vers U'intérieur du corps solide
considéré. Les lois de 'aimantation du corps [Livre X, Chap. IV,
égalité (7)] permettraient de transformer cette expression; mais
nous lui laisserons provisoirement cette forme.

Pour obtenir les conditions d’équilibre du corps, nous écrirons
que l'on a, en toute transformation virtuelle du systéme,

(8) A+ B C—dE,2o.

Considérons tout d’abord une transformation dans laquelle
chaque élément de volume se déplace sans changer de forme. On
a alors, en tout point,

du do Jew

= = o, — =o0,

‘ i E)_’ o z
? do | 0w dw du du  Cp
ETe =" @ e

s | dy

(9)

0w Tz © dy

Dans ces conditions, on a cerlainement

D’ailleurs, si les quantités u, ¢, w sont des fonctions continues de
Z, ¥, &, le corps ne se creuse pas de cavités; la modification est
renversable, et la condition (8) devient

C—dé,=o
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ou bien, en vertu des égalités (4) et ()

k4

LIVRE XII. — LES DEFORMATIONS DES GORPS POLARISES.

'd(l‘)—'r—\‘)\ 9 (V-0 Ay A(V--0) o€ X
f | oz ST P PR G
. 0(1)4\)) 0 1, L OO0 o 900 02 T
- - dy ay ds dy e ‘
0(1)4—\)) ()cl) SOV o 9(O0) 02 a1l
-+ e s o s -+ Py s YA i s
I DY
-+ S % H:‘l‘» (Z(—UW\——) cos(N;, z) + P cos(P, x)] 7
r WD) O
-+ sLa(—(—l——d;,;l—) cos(Ny )+ P cos(P,y)] 4
) 4O A
—+ \A) 9x d—;\ ) cos(Ni,s)—!—Pcos(P,s)] wzzlS:o.

Cette égalité ne doit pas avoir lien quels que soient u, ¢, w;
elle doit seulement avoir lieu siu, ¢, w vérifient les conditions (g),
il doit donc exister six fonctions de z, y, 5, F(, Fo, Fy; T}, T,
T;, uniformes, finies et continues en tout point du corps consi-
déré, telles que l'on ait, quels que solent u, ¢, v,

; IV +0V) dd OO0 | HO+TV) IS N X~ “
! ox or dy oz 0z o °F
O+ o (V4 VY b (0 -+ V) 88 oY
N dx ay Jdy 53/— + 9z dy P
(VO 4+ 0) deds 7 ( T V) o IV +=V) o2
_:-[((dxx)dz_'_{(od;_ )%+_( )~E'pl]¢v%(lv
+ 0 ’
—i—Sg [H ()(O—m\—) cos(Nj, z)+ Pcos(P,x J
(10) Y ©
—l—[ °M—ul_) cos(N;, ) -+ P cos(P, y]
i ;
91O
+[ Jgoi(w—“ cos(N;, 5) + P cos(P, =z :I dS

dww

F3 +Tl<d—v

0z
ow
ox

dww
oy

ou Ju

& ‘()
A‘)O(’() -+ )”’

du oy
f [F‘ PP

!

NFFQ_H&,M”,

op

+T2< oz

|=e

Posons

(r1)

()(*(‘)—%—’O) nl
dx

Ny==Fy—
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les trois quantités N,, N,, Ny seront, comme F,, Fy, F3, trots
fonctions de #, y, 2, uniformes, finies et continnes a 'intérieur du
corps étudié. Une intégration par parties permetira de transformer
égalité (10) en la suivante :

)2 ) O 201 IO IR T ' o
f% [Px_ﬁ%o(oﬂum_wa(o V) o (V) 0Ny 0T, aT,]u

dx? ° oz dy Jxdz  dx W iz
Y HV+0) i PO+0)  ,00+0) dTy N, Ty
TP T oy o ? dy? T oy s ox 9y 0z ’
. AVX0) | (OFQ) L 0(0+0) Ty 9Ty 9N )
- [PZ_QRD 0z oz —% dzdy 0z 0w T oy 9z ¥ (

S % [P cos(P, ) — Nycos(N;, z) — Ty cos(N;, ) — Tocos(Ny, z)]u
“+[Pcos(P, y) — Tsgcos(N;, ) — Ny cos(N;, ) — Ty cos(Ng, 5)]¢

+[P cos(P, 5) — Ty cos(N;, z) — Ty cos(Ny, ) — Ny cos(Ny, 5)] w | dS = o.

Telle est 1'égalité qui doit avoir lieu quels que soient u, v, w.
Nous allons démontrer, en premier lieu, que le coefficient de «
dans V'intégrale triple est égal & o en tout point intérieur au corps
considéré. Supposons, en effet, que ce coefficient soit différent
de o en un point A ( fig. 30) intérieur au corps. Comme ce coeffi-

cient est une fonction continue de z, y, 5, on pourrait tracer autour
du poinL A et a Pintérieur du corps un domaine 1, en tout point
duquel ce coefficient aurait le méme signe qu’au point A. Soit 2
ce qui reste du corps lorsqu’on supprime le domaine 4. On pour-
rait imposer au corps une transformation telle que 'on eit, en tout
point de I'espace 1,

w> o, 0 =0, Ww=0

el, en tout point de l'espace 2,
D. — 1L 28
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Le premier membre de I'égalilé (12) se réduirait alors a

2(: 9 2 ) 9N AN, oT. R
f[px_w%a (O4+) _, PO+ 0(040)  IN, cT,;__dT_] o,
1

dx2 ox dy —<- oz 05 oz dy 03

Tous les éléments de cette intégrale auraient le méme signe et,
contrairement & I'égalité (12), cette intégrale me pourrait étre
égale & o. Ainsi se trouve démontrée la premiére des égalités

R(O+0) 02OV _ 0O+ O) N, T, T,

X e T Tws —w Tay s
DO 90+0)  _ g(0+0Q)  dT, 0N,  dT,

() Y= Y % e T Ty T as
7 g POFO) L RVY) 02 (0+0) 9T, T, 9N

P ¥ T 0z 0w ° 93 dy —< dz? ()x—rﬁ_ﬁ_;'

Les deux derniéres se démontrent d’'une maniére analogue.

Ces égalités permettent d’effacer 'intégrale triple au premier
membre de I'égalité (12); 'intégrale double que renferme ce pre-
mier membre doit alors étre égale 2 o quels que soient u, ¢, w; on
en conclut aisément que 'on doit avoir, en tout point de la surface
du corps,

P cos(P, #) = Ny cos(N;, ) + T3 cos(N;, )+ Ty cos(Ny, z),
(14) { Pecos(P, y) = T3 cos(N;, &) + Ng cos(N;, ¥) -+ T cos(N;, z),
Pecos(P, 5) = Ty cos(Ny, @)+ Ty cos(N;, )+ N3 cos(N;, z).
En vertu des égalités (13) et (14); 1'égalité (10) est identiquement
satisfaite quels que soient %, v, w. La condition (8) devient donc,
pour toute modification virtuelle renversable,

f%h&k +)< e 3} ; d;:)
U ()
e n(G ) e |
T[f Iz<3;J -+ 3——%— >—1—A ]
=)k

oU A —~
-= I:/ /l(ax -+ 0z oz il oA
(VW L
-+ k& ()W—i—- A Sho
ox 0z
oU oV . du do ow.
+/c<(7}7 —+ E)J&m.ys <£ +@+ &> dv
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ou H PRASS Il H -

du
V) +— A2 | —

2 M= =

i IJL)

[
[
L R TPER
[
[

- 9
-()(—Uil—) “ -~ Ny+£k ll!ﬂ} 3—:) do

3 dx £

8 av AV 9o 0w\
- — == )+ T+ A | [ = +
/ ;J.(\(); <5 )= T ]({‘5 ) de
JU X
-~=—[ 1 (O\V—a— f[f— -+ Ty Av,{; gvi + d—l_t dy
p Jr dz dz

‘ o/oU oV i du AN
f‘f Lp. <W -+ ﬂ) _T—Tg“.“/\oqo“r):l <()} -+ dv) dy =o.

Posons, pour abréger,

) \ Y
y —[/—h(ﬁf LA dﬁ)]aw - /~<‘)SOL_\ AR ﬂc)

a9y d5 dy ds
T/0V 0w JW _ OUN ., . [oU _ oV

Une intégralion par parties transformera ’égalit? précédente en la
suivante :

JOMRE L0 (0U OV OWy ay
S "%(dx‘@*};—{ e
0 (0 + )
R
J > Tyt & oolh
o[ ) e

w2 [u ("W aU) +Tq—|—/lJLov] Luds

H

S/ gL 3 9 OU;()V_F()VV>+21
+/(l dy oy Ty 0z oy

d(()—i—\))

(7D

;
d“ > -+ T+ /c'l!‘o@]

<r)\V oU-

b

e
[
2

H + No+ X% UL?]

MBASRN __) T3+/c1J‘oJl-)] % o dv

x Jz
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[ L (UL WY 0
y E +o-m s ) T as
_) ()\\ 1)( V) - Q) re
(): ()I 3 -— L
9 (OW | JUY | o
:)— [ ()4 > —‘_TQT /\\-/'JL)J
ad A" ’ e ]!
().),[ <—‘f()ﬁx>-=—T1—.—lxv'1L,:| ‘ w

il (2
M
<0)f -

|
+[H<

>

d\V
dx

e fdU
= S é [‘]LQ)IL'_—.“‘ I <(); ad

W
— 9y —
-2 }/—f—

oV
[0 (%~
, U
(%

+ Sg [h:m . <
oW
+op o=+

'

[ <ow
+ |l ==

ox
oV
-+ [~ % -+

AR
+ —
dx )

U

)

[ =

LA

ay
(U + )
dx

LA

oz )Y

-+ N+ /cdg?] cos(N;, )

AY

Jx

> Ty /ca%llbjl cos( Ny, 22)

+ o2 \ -}—T’—'—/ru%v] cos (N,

% wdS

OV oW
b — ]+
oy 05 > ‘
V)
" 0(_0_\) H N, = /.wg-] cos(N;, y)
PAVE . i
, > ) . '11+/gu1>8_ cos(N;, z)

- T+ /clﬁw%] cos(N;, z) % v dS

)+

“ + N3+ k& ]cos(Nl, z)

dV dW

dy 05

U 4-Q)
dx

: V]
- ?

oU

0z

oW
5)—7) + T+ /c@ll'.{l cos(N;, )

> -+ T, + /c@»,lo] cos(N;, z)

wdS =o.

Cette égalité doit avoir lieu quels que soient w, ¢, w. Parun

raisonnement analogue a celui que nous avons appliqué a 1'éga-
lité (12), nous prouverons qu'il est nécessaire et suffisant pour
cela que l'on ait :
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° En tout point intérieur au solide polarisé, I’égalité

r)V IW N U
(dx r)y 0z ) Rl

J <()U ()V> d <0VV r)U)
Sl sl Rl O + =

Oz?

oy oz dx 03
(D -2 [N1+H .,L.‘”UU—;_LUH+¢+11:)1U+/;,,LQ]

4 L0 ‘
— g (T by — 2 (Ts o+ k20,

| et deux autres égalités analogues;

2° Lin tout point de la surface du corps considéré, I'égalité

) U oV IWN Jt
X L_);TCW—!— o= fzg.tﬂ cos(N;, z)

. /U | 9VA IW U -
-+ <W— Z)_) cos(N;, ¥) + 1 77,— -+ E) cos (N, 3)
(16) ¢ ) 41O
- [N1+ H RN ‘)(—“Oﬁ H U A /c-,u] cos(N;, #)

— (Ty+ kb)) cos(N;, ) — (Ty+ kA L) cos(Ny, 5) = o.

. et deux autres égalités analogues.

Les égalités (13), (14), (15) et (16), jointes aux conditions de
I'équilibre magnétique [ Livre X, Chap. IV, équations (7)], four-
nissent les conditions qui sont nécessaires et suffisantes pour 1'é-
quilibre du corps polarisé. Il nous reste & discuter les conséquences
de ces équations.

§ 2. — Pressions a l'intérieur d'un solide primitivement isotrope,
peu déformé et polarisé.

Considérons un solide polarisé en équilibre. Il existe six fonc-
tions uniformes, finies, continues de z, y, 5,

N17 Nﬂ) NIS; Tl7 T‘27 Tih

qui vérifient les équations (13) en tout point de ce solide et les
équations (14) en tout point de sa surface.

Tracons dans ce solide une surface T qui, soit seule ( fig. 31).
soit avec une portion S, de la surface S (fig. 32), 1sole une par-
tie A du corps solide. Désignons par B ce qui reste de ce corps
lorsqu’on a supprimé la partie A.
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438 LIVRE XII. — LES DEFORMATIONS DES CORPS POLARISES.

Définissons, comme au Chapitre précédent, les aimants qui pour
la partie A seraient équivalents a la partie B.

Supprimons la partie B sans rien changer & I'état de déforma-
tion de la partie A et en laissanl cette partie A soumise :

1° A action des forces extérieures qui agissaient sur elle;

2° A l'action des aimants qui agissaient sur le solide primiuif;

3° A l'action des aimants équivalents a la partie B.

Fig. 31. Fig. 32.

N

I est facile de voir que 'aimantation de la partie A demeurc
ce qu'elle était avant la suppression de la partie B; que, d’aatre
part, les déplacements de la partie A ne sont plus soumis aux liai-
sons que leur imposait la présence de la partie B; mais que, pour
rétablir I'équilibre de la partie A, il suffit d’appliquer & la sur-
face T des pressions convenablement choisies; la grandeur et la
direction de la pression en chaque point de la surface ¥ sont don-
nées par les équations

Pcos(P,2) = Nicos(N;, 7))+ Tycos( Ny, ) + Ty cos(Ny, 5),
(14) { Peos(P,y)= Tycos( Ny x)+ Nocos(N;, y)+— T cos(N;, 5),
Pcos(P, 3) —= Tacos(Ns, ) + T, cos(N;, 3 )+ Ny cos(N;, z).

Dans ces équations, N; représente la direction de la normale &
I’élément d% en un point duquel on veut déterminer la pression,
cette normale étant orientée vers l'intérieur de la partie A.

La grandeur et la direction de la pression sont ainsi définies
en tout point du corps et pour toute orientation de I'élément
passant par ce point, en fonction des six quantités

Nl, N27 NS: Tl’ T2a TIJ'

Aussi dirons-nous que connatire les valeurs de ces six quantités
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au point (z, y, z) du corps, ¢’est connaitre les pressions en ce
point. '

Nous ne nous attarderons pas ici a étudier les belles consé-
quences que Cauchy et Lamé ont déduites des équations (14). On
les trouvera exposées dans tous les Traités d’Elasticité; elles ne
sont pas essentielles au développement de la théorie qui nous
occupe.

§ 3. — Pressions fictives 4 l'intérieur du solide polarisé.

Supposons que 'on se donne I’état d’aimantation du corps et
les valeurs que prennent, en tout point du corps, les six quan-
Lités

Ny, Ny, Ny, Ty, T, T,
La déformation du corps sera déterminée par les égalités (13)
et (16).

Sile corps n’était pas aimanté, ces égalités seraient de la forme

suivante
| . J ()_U_L()V_l_()\v\ ., 0t U
\ ‘dr\dz  dy = 0z ) AN Gar
. 0 oU av d /oW ol

01" "9y e )]

o (U 9V oW 90T oer,

‘<5;+ay - ¥>+2“% oos(Ny, @)

{16 b7s) . [0U oV oW U N .
: P + cos(Nz )+ 1 TBE)COS(}“Q)

=—[Njcos(N; &) + Ty cos(N [,}’)—%—Tg cos(N;, 3)].

(
} o\. ‘ oT3¢dT2>

Ces équations et les équations analogues que l'on en déduit par
des permutations tournantes déterminent les déformations du so-
lide non polarisé en fonction des pressions; elles jouent le méme
réle, dans ’étude de la déformation des solides élastiques et pri-
mitivement isotropes, que l'équation de compressibilité dans
I’étude des fluides.

Sil'on compare les égalités (15) et (16) aux égalités (15 bis) et
(16 bis), on arrive aux conclusions suivantes :

On peut, dans un solide polarisé, donner auz équations qui
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440 LIVRE XII. — LES DEFORMATIONS DES CORPS POLARISES.

lient les déformations aux pressions la forme qu’elles ont
pour un solide non polarisé, mais & la condition de remplacer
les valeurs réelles des six quantités

Ny, Ny, Ngy, Ty, Ty Ty
par des valeurs fictives
Ny, N, N, Ty, T, T4,
lices aux premiéres par les relations
/

r : 9
N3:N1+;lcﬁo%o—+x—)” ERFURERY )| (N N KX

b+ A2+ kadbe,

N, — N2+H 0(0+*@)H

(17} N;:M—;—” o IRy | Ny 3}

RN
T _<Tl+/\'uev
Ty= Ty~ k&,
T = T+ £k,

Les égalités (17) peuvent se transformer. Si I'on se reporte, cn
effet, aux lois de I'équilibre magnétique [Livre X, Chap. IV,
équations (7)], on voit qu'on a

E

Les égalités (1) deviennent done

(0 +U)|
e

= — 2l

Nj =N, — 4+ A2+ ka2,
Nj = Ny — U - A2+ K2,
Ny =Ny— §+ RO+ k&2,

(18) (

Ti=T;+ khe,
sz_—: Ty /f\‘.«ojlo,
Ty = Ty+ kootb.

SiVon se reporte & Pexpression de {
P P Y

U 9V oW AU )
= [f—-}—h(ﬂ'—r—a; rr)] a2 —'.'/L<——vc—c1x = ();'l‘ Z_-v>

CT/0V oW W U\ A AN
*.—2/1|:<a‘7+ s >lf'au (\W —i= a;) vv%“‘}'(w—r()x),%“]
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et sil'on remarque que les quantités
JU
o ’
sont trés petites, on peut faire subir aux équations (18) une nou-
velle simplification et les écrire
I N) =Ny — (f— )2+ k2,
Ny = Na— (f — h)I2 - kb2,

Ny= Ny— (f — h) M2+ /&2

(19) ‘
T)=T,+ A&,

Th=Ty+ k2:\,
T, = T+ kb,

Un cas intéressant est celui ot ['on regarde les deuz quanti-
tés h et k comme trés petites devant f. Dans ce cas, si 'on se re-
porte aux équations de1'é qulhbre magnétique [ Livre X, Chap. IV,
équations (7)], on voit qu’une déformation du premier ordre im-
posée au solide ne modifie les coefficients d’aimantation que de
quantités du second ordre.

Dans ce cas, les équations (19) se réduisent &

( Ny= N;-- fOI2, Ny= Nyt fORZ,  Ny= Ny~ /I,

20
(20) | T, =Ty, T, =T,, T, = T,.

Si l'on se reporte alors aux équations (14), qui définissent la
pression exercée sur un élément quelconque dS passant par le
point (z, ¥, 5), on voit que la substitution des quantités

Ni, Ny, Ny, Ty, T, T,
données par les égalités (20) aux quantités

Nh N2, N37 Tl) T27 T39
équivaut a
ment S, 4 la pression rue cet élément supporte en réalité. Cette
pression, indépendante de l'orientation de I'élément, a pour va-
leur

(21) I =— fOizdS.

Paddition d’une pression fictive, normale a I'élé-

. .. ., .. T
Cette pression est négative, car la quantité f est positive; == est,
en effet, le coefficient d’aimantation du corps non déformé.

La pression fictive additionnelle est négative en tout point
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du corps polarisé; elle est égale au quotient du carré de Uin-
tensité d’aimantation par le double du coeffictent d’aimanta-
tion du corps non déformé.

Lorsqu’on néglige devant f les quantités 4 et &, et, a foriori,
les quantités

h%, e, lc%, el
on a
92 9172 o ona
o= LA [AR =N OO 0(04—0](
P Jdx 0y 9s {
et égalité (21) peut encore s’écrire
: .1 S (O + V) z {0V + O)]2 ()(U_‘_-O)]gz

Si le corps est peu magnétique, O est négligeable devant ©. Sil'on
désigne alors par I I'intensité du champ, la formule (21 bis) de-
viendra

(21 ter) O=— -—dS.

La pression additionnelle a pour valeur absolue, en tout
point de I'élément dS, le quotient du carré de I’intensité du
champ par le double du coefficient d’aimantation du corps.
Cette loi simple n’est qu'une approximation.

§ 4. — Déformations du solide polarisé.

Si, entre les équations (13) et (15), on élimine les six fonc-

tions
Nla NZ: N3a Ti: T27 T-'h
on obtient les équations suivantes, qui doivent étre vérifiées en
tout point (z, ¥, z) du solide
¢ ((EJ A AAY 0:U
ox\dz "oy Oz 0z
0 <0U 0V> 0 (()\V ()U>

+ 5= -+ -+ (J.; -+ =

2

Iy oy oz oz dz
(22) _ 9 A AV + V)| o 15'()2('(‘)—'1—@)____“l ()ﬂ'(‘)-!—"@)_adﬁ((‘)—l—’k‘))
oz Jx [ i dz? Y o dy ~ T oz oz

17
— = .2 12
[ RO koe?]

. et deux autres analogues.

o(fo1th) L 0(N2) .
k e “+ k a + pX = o,
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On a, d’ailleurs,

443

c)(()-r—i))
Jz?

9 choc)('()—f—())l
Ox

RSN

- 0204+ 0)
dz dy

dx 05

0{1)-—0\ - .

HOAO) b (O 40 02
dox ox

dy oz 9z dm’
Les conditions de I'équilibre magnétique [Livre X, Chap. IV

égalités (7)] donnent ensuite

d("() +0Y b (0 +0) b

000+ 0) 92
ox oz dy or s Jdx
, oU oV oWy ooz

- [f+’L <07 oy s )] e

({)U Ola2 Y h? W 022
(% < .
Oz dz

oy dr T ds W)

ok iV ﬂ\ ()(Wn_@_) . O_\X c)_[l ()(@-1«)_[_(()[)' Y%

J(bh)
’s 0z W—i_dx) oz ]

+k<°L’2i))2U b2 007 :;,+3%>
ot (5 - ) o (B ) ()]

D’apres ces égalités et d’autres analogues, les égalités (22) de-
viendront '

U oV OW
[ O+ R )-(01 w5 +_£>

_nuU 2V oy W
+(2p.—%—/ccb2)(()r2 + ka2 5;,_0;_%/‘\”(;1-0:
N 7 (()U IV
(23) “ay

)V 0 [OW 90U

) tem e

ke 0 (W) o 0 (O 00y 0 (00 0V
—f—z/f[\bvd. <05 ; ().y/)-,— ae 0\ oz ()5> 2l

dy T ow
oML 0:b2 ddlh QAL
+ I s —,—/L< - —|——0J/—+ 52 )—f—pX__o,

et deux autres analogues.
Silon élimine les six quantités

Ny Ny Ny Ty, Ty Ty
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entre les équations (14) et (16), en se souvenant que

T

on obtient les équations suivantes, qui doivent étre vérifiées en
tout point de la surface du solide,

j 2 v\
[ <%I; -+ g‘)\/ -+ 0‘} ) o gg + &= 2 - /cp,:\.»‘-’] cos(N;, x)

-+ [;1 (QE -+ ﬂ> - /cy\-wlﬂ)] cos(Ny, »)

( 24) \dy oo
A\ TNV —~ . .
-+ [p. o o ) - /E:L\(;J cos(N;, 31=-Peos(P,x) =0

et deux autres analogues.

Les équations (23) représentent les équations aux dérivées par-
tielles du second ordre que doivent vérifier les déplacements U,
V, W et les équations (24), les conditions aux limites que ces
mémes déplacements vérifient. L’intégration de I'ensemble de ces
équations et des équations de 1'équilibre magnétique résoudra le
probléme général de la déformation d’un solide polarisable placé
dans des conditions déterminées.

Ce probléme présentera, en général, d’insurmontables diffi-
cultés. Toutefois, il est possible de le résoudre dans un cas qui,
bien que particulier, offre un grand intérét et jette un grand jour
sur les actions magnétiques.

Considérons un corps qui, & I’état naturel, est isotrope et n’est
soumis & aucune force extérieure ni & aucune pression. Ce corps
est sphérique. On le place dans un champ magnétique uniforme.
Nous allons démontrer qu’il se dilate de la méme maniére en Lous
ses points de maniére 4 se transformer en un ellipsoide de révolu-
tion dont I'axe de révolution est dirigé suivant les lignes de force
du champ.

Prouvons, en effet, qu’il existe une semblable déformation sa-
tisfaisant aux conditions de Péquihbre magnétique et aux équa-
tions (23) et (24).

En premier licu, Vellipsoide est homogéne; ses axes ne diflérent

< 90 .
les uns des autres que de quantités del'ordre de =5 ses coeflicients
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principaux d’aimantation ne différent aussi les uns des autres

. d .,
que de quantités de 'ordre de £ Les quantités o, ¥, € ne va-

rvient donc, d’un point & l'autre du corps, que de quantités de
JUNE . . L L
Pordre de <JE> » ainsi qu'on le voit aisément. Comme on néglige

les quantités de cet ordre, 'aimantation de notre corps devra étre
regardée comme uniforme. Par raison de syméirie elle coincidera
avec I'axe de révolution de 1'ellipsoide qui est dirigé suivant les
lignes de force du champ.

Placons l'axe des z suivant la direction de I'aimantation. Nous
aurons alors

b = 0, &= 0, M = 3“},
‘ A% oW
(25) ay = 95’
oW oV U oW oV oU

oy TETY mTw Y m Ty

L’aimantation et la déformation élant uniformes, les forces exté-
rieures étant nulles, les équations (23) sont identiquement satis-
faites. Les équations (24) se réduisent, moyennant les équa-
tions (23), &

[A+a2p—(h+k) DI'L?] ()_U o (h— /LE)TL?)% +(f+h+k)oN2=o,

r

(26) oU A\
[%—(h + k) IRL2) T 42 (A p— AN 7 (S +h)dMr=o.

On satisfera & ces équations (26) en posant

WU __ RO+ p)—(f+hyp— kb2

) dz w3k +2p— 3+ k)i T

(27) ? OV W Ik —oap(f ) —k(ha oW
dy ~ 05 Tou[3h+ap—(3h+ k)R] o

Ces égalités (27) définissent la déformation de la sphére. Dans le
cas particulier, déja étudié au paragraphe précédent, ot 'on né-
glige les quantités A et k devant les quantités X, w et f, on trouve

. dU _ oV _ oW _ R
(28) oz 0y 05 3h+oap
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La quantité

est le coefficient d’aimantation du corps & 1’état naturel.

La quantité
3

Sh—+apn

C =
est le coefficient de compressibilité cubique du corps. La for-
mule (28) permel alors d’écrire

oU aV oW C a2
(29) v -+ E) : = .

03z 2c

Si Uon néglige les quantités et k, une sphére magnétigue,
placée dans un champ magnétique uniforme, se dilate en
restant semblable & elle-méme. La dilatation cubigque s o0b-
tient en multipliant le carré de U’intensité d’aimantation par
le coefficient de compresstbilité cubique du corps et en divisant
par le double du coefficient d’ aimanitation.

Si l'on désigne par J U'intensité du champ, on aura [Livre VIII,

Chap. II, égalité (7)]

et 'égalité (29) pourra aussi s’écrire

2

—

3 U vV oW _C c .
(30) ox "d)'+dz—§< P
[ ﬁc)

Ces résultats peuvent étre étendus a un corps de forme quelconque
placé dans un champ magnétique uniforme, pourvu que ce corps
soit faiblement magnétique et que I'on néglige les quantités /2 et &
devant f. Ce corps se dilatera uniformément en tout sens, et la
dilatation cubique aura pour valeur

[SMIP=N

. o, oV _ IW _ Cel?
(0 oz dy 0z . s
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% 5. — Comparaison des résultats de la théorie aux résultats
de Yexpérience.

La théorie précédente s’applique également aux corps diélec-
triques et aux corps magnétiques. Toutefois, lorsqu’on Papplique
a un corps diélectrique, on doit avoir soin de s’assurer que ce
corps ne porte aucune charge électrique et que ses déformations
virtuelles ne sont pas lides a des déplacements des corps électri-
sés; cette restriction ne serait pas réalisée par une lame diélec-
trique a laquelle seraient collées les deux armatures d’un conden-
sateur.

La dilatation que subit un diélectrique placé dans un champ
électrique est connue depuis bien longtemps. L’abbé Fontana (1)
avait déja observé que le volume d’un condensateur augmente
quand on le charge. Cette découverte était tombée dans 'oubli
quand le fait qu’elle avait constaté fut signalé de nouveau par
M. Govi (2), puis étudié successivement par M. Duter (3), par
M. Righi (*) et par M. Quincke (%).

Imaginons une lame diélectrique placée entre les deux plateaux
d'un condensateur, et non fizée & ces plateauz, condition rare-
ment réalisée dans les expériences et dont 1'oubli cause peut-étre
les divergences qui existent entre leurs résultats. Si I'on désigne
par V et V' les niveaux potentiels des deux armatures, par A leur
distance, d’aprés la formule (31), la dilatation cubique de lalame
diélectrique a pour valeur

ou oV | 6W_:G (V'— V)2

oy e T

Elle est proportionnelle au carré de la différence de niveau

(*) Cité dans une Jetire de Volta au professeur Landriani (Lettere inedite de
Alessandro Volta, imprimées a Pesaro en 1831, p. 15 et sqq.).

(*) Govi, Nuovo Cimento, t. XXI et XXII. — Comptes rendus, t. LXXXVII,
p- 857; 1878.

(*) DutER, De la dilatation électrigue des armatures des bouteilles de Leyde
( Comptes rendus, t. LXXXVIIL, p. 1200; 1879).

(*) Rieni, Sur la dilatation du verre des condensateurs pendant la charge
(Comptes rendus, t. LXXXVIII, p. 1262; 1879).

(*) QuinckE, Ueber elektrische Ausdehnung (Monatsberichte der Akademie
der Wiss. su Berlin, p. 200; 188%).
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448 LIVRE XII. — LES DEFORMATIONS DES CORPS POLARISES.

potentiel des deux armatures et en raison inverse du carré de
leur distance.

C’est le résultat trouvé par M. Quincke. M. Duter et M. Righi
ont observé une dilatation proportionnelle & I'inverse de la simple
distance. Dans les expériences de ces physiciens, la lame isolante
n’était pas indépendante des armatures, ce qui explique peut-étre
cette divergence.
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CHAPITRE III.

LA THEORIE DE MAXWELL.

§ 1. — Historique de la théorie des pressions a l'intérieur
des corps polarisés.

Le premier aateur qui ait cherché a préciser la nature des
pressions qui s’exercent & 'intérieur d’un corps polarisé est Max-
well. Les propositions les plus importantes de sa théorie furent
publiées en 1861-1862 dans le Phrlosophical Magazine (') et
en 1865 dans les Philosophical Transactions (*). Cette théorie
fut plus tard développée dans son Traité d’Electricité et de
Magnétisme, dont la premiére édition parut en 1853 (3).

La théorie de Maxwell a été accueillie par les physiciens comme
une ceuyre de génie; elle est regardée comme une des théories les
plus importantes de la Physique moderne.

Les propositions qui constiluent cette théorie peuvent se ra-
mener aux deux suivantes :

1° Si, & Dintérieur d’un milieu polarisé, solide ou fluide, on
trace une surface séparant une partie de ce milieu et qu’on sup-
prime les haisons résultant de la présence de 'autre partie, on
rétablira Péquilibre en appliquant des pressions a cette surface. Si
I'on désigne par N;la normale a cette surface en un point (2, y, 3),
cette normale étant dirigée vers 'intérieur de la portion de corps
qu’elle limite, la grandeur et la direction de la pression au

(") J.-C. MaxweLL, On electromagnetic field.
(*) J.-C. MaxXWELL, On electromagnetic field ( Philosophical Transactions of
the royal Society of London; 1865).
(®) Ir Partie, Chap. V; IV® Partie, Chap. XI.
D. — 1L ag
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point (z, y, 5) sont données par les équations
Pcos(P,z) = N;cos(N;,z) + Tz cos(Nz y) + Tocos(Ny, 5,

(1) P cos(P, ¥) = Ty cos(N;, 2) + Ny cos(N;, )+ Ty cos(N;, 3).
Pcos(P, 5) = Ty cos(N;, &) + T, cos(N;, 9 ) + Ny cos(Ny, 5),

équations dans lesquelles
Nla NZ; N3; Tla T'27 T3

sont six fonctions de (xz, 3, 3) définies par les égalités suivantes :

Cono [ 9(0 =) YA -
{,1\1_<;i—’_~f/> [T] 2<4ﬁ k)00 +0),
AR AN TGO R0 ) L Y A T v 9
N2_<4,‘_T/ll) [TJ —2<4—‘_VTA>H<@+x),
I 0((‘)——‘@)] L/
Ng — { — i - _‘_l I )
lh3 <41‘+/)[ 0z 2(;17: (> (O +9).
2) {
( ) T () 200 ©) 90 + )
1h<4ﬁ+\> dy 0z ’
v >c)<o+0) 20 +0)
L 4.-LT 03 oz
l oo () 900 +0) 90 0
\ 7 \g= " " oz dy

Dans ces équations, £ est le coefficient d’aimantation de la sub-
stance, coelficient supposé invariable. De plus on a, suivant la
notalion que nous avons adoptée,

MO +9) = [0((90: 19)]2+ [0(19&;— 1‘))]2+ [6(00: O)]?_

2° Les déformations du milieu polarisé sont liées aux six quan-
tités
N]a N?a Naa T17 Tz, T.’i)

par les relations établies par la théorie de 1'élasticité pour le cas
oti le milieu n’est pas polarisé.

Pour nous imaginer plus aisément les lois qui, d’aprés Maxwell,
régissent les pressions & I'intérieur d’un solide polarisé, prenons
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I’axe des y et 'axe des z tangents a la surface de niveau qui passe
par le point (z, y, z). Nous aurons alors

HO+O) _ O+ _
dy - 03 -

et les égalités (2) deviendront

- [o(mﬁu@)]
sz_z(; >[a<o+o)]2
[+

N3=——-—I-<—[ > (0 + '@):I

On voit d’abord par les équations (1) qu'un élément superficiel
normal & la ligne de force qui passe en un point du corps sup-
porte une pression normale qui a pour valeur en chacun de ses

points
1<L+k> 9O +0)]?
2 \ 4= oz ?

tandis qu'un élément paralléle & la ligne de force supporte une
traction normale dont la valeur absolue en chaque point est
égale a la valeur de la pression précédente.

Les déformations étant liées aux pressions, au sein du milien
polarisé, de l]a méme maniére qu’au sein du milieu soustrait &
V’action de tout champ, on voit que le corps éprouve, en chaque
point, une contraction dans le sens des lignes de force et une
dilatation, égale en valeur absolue & cette contraction, dans toute
direction normale aux liganes de force.

Ces pressions et tensions ne deviennent pas égales 4 0 en méme
temps que le coefficient &. St l'on place dans un champ magné-
tique un corps non susceptible de s’aimanter, tout élément super-
ficiel pris & l'intérieur de ce corps, normalement aux lignes de
force du champ, supporte une pression normale qui a pour valeur

en tout point
RIVEAAS
8n\ox/’
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tandis que tout élément paralléle aux lignes de force supporte une
tension normale qui a, en tout point, la méme valeur absolue que
la pression précédente.

Maxwell avait supposé la valeur du coefficient d’aimantation &
indépendante des déformations subies par le corps. M. H. von
Helmholtz (') remarqua que, dans les fluides, ce coefficient devait
étre regardé comme étant, en chaque point, une fonction k(s)
du volume spécifique o. Il fut alors amené & remplacer les éga-
lités (2) données par Maxwell par les égalités suivantes :

d x

47 2 41&. ds .
N, = [—‘ A(c)] [(’mﬂ”@ )] _1 [_'- +/f(c)+c‘”‘( )] (O + ),
4w 24w
T IO 0 90 +0)
T = [4—7: —;—/c(c)_] TG iz s
s, HO +1) (0 +0)
T.= [A_‘Tt—‘—]‘(c)] 03 o0 ?
I O +0) 9(0 +0)
Ty = {4——‘_1(( )] oz oy )

La théorie de M. H. von Helmholtz conduit & admettre que tout
élément superficiel, tracé & 'intérieur d’un S}Sll&e polarisé, sup-
porte, outre la pression donnée par la théorie de Maxwell, une
pression normale dont la valeur en chaque point, indépendante
de I'orientation de l’élément, est

(0 + Q).

_ 1, dk(s)
3° Tds

Cette force-disparait si, avec Maxwell, on suppose que le coeffi-
cient d’aimantation & ne dépend pas du volume spécifique o.

(*) H. vox HELMuoOLTZ, Ueber die auf das Innere magnetisch oder diélek-
trisch polarisirter Korper wirkenden Krifte (Monatsber. der Berl. Aka-
demie, 17 février 1881. — Wiedeman’s Annalen, t. XIII, p. 385; 1881, — Helm-
holtz wissenschaftliche Abhandlungen, t. 1, p. 798).
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Dans le cas ol le corps soumis & la polarisation est un solide
primitivement isotrope, les déformations de ce solide influent sur
les lois de ’aimantation ; & ne peut étre regardé comme une con-
stante, et il y a lieu de compléter les formules de Maxwell. C'est
ce qu’ont fait M. Lorberg (') et G. Kirchhoff (?). Avant eux,
M. Korteweg (3) avait déja montré que trois constantes distinctes
s'introduisent dans les formules relatives aux solides polarisés.
Depuis, M. E. Beltrami (*) a donné des formules qui conduisent
aisément aux résultats obtenus par M. H. von Helmholtz et par
G. Kirchhoff.

Pour pouvoir écrire ici les formules auxquelles ces auteurs sont
parvenus, considérons les lois de’aimantation par influence sur un
solide primitivement isotrope peu déformé [Livre X, Chap. 1V,
équations (7)]. Aprés avoir introduit dans les équations qui repré-
sentent ces lois les notations dont il est fait usage au présent Livre,
résolvons ces équations par rapport a &, b, 2. Ces équations pren-
dront la forme suivante ‘

; HO O (0 +Q (O -V
\Jf,:—[a“ ( dxﬁ)_*_am ( 0y\)+al3 ( - ):l’
- IO+ ) (0 +9) (0O + Q)
(4) {Ub=— [a‘ll iz 4 e 37 -+ Qs oy ’
0O+ (0O v (0 +0
@:——[am (Odm.g>+a32 ( d;_.g)%—a;;;; ( d:— )]7

(*) LorsERG, Ueber Elektrostriction ( Wiedemann’s Annalen der Physik und
Chemie, t. XXI, p. 3o00; 1884).

(*) G. Kircruor¥, Ueber die Formdnderung die ein fester elastischer Korper
erfahrt, wenn er magnetisch oder diélektrisch polarisirt wird (Sitsungsbe-
richte der Berl. Akad. d. Wiss., t. 1, p. 137; 1884. — Wiedemann’s Annalen,
t. XXIV, p..52; 1885. — G. Kirchhoff’s Abhandlungen; Nachtrag, p. 91). —
— Ueber einige Anwendungen der Theorie der Formdnderungen welche ein
Kiorper erfihrt, wenn er magnétisch oder dielektrisch polarisirt wird (Sit-
sungsberichte der Berl. Akad. d. Wiss., t. II, p. 1155; 1884. — Wiedemann’s
Annalen, t. XXV, p. Gor; 1885. — G. Kirchhoff’s Abhandlungen; Nachtrag,
p- 114). .

(*) D.-J. Korrewea, Ueber die Verdnderung der Form und des Volumens
diélektrischer Korper unter Einwirkung elektrischer Krdfte (Wiedemann's
Annalen, t. IX, p. 48; 1880).

(*) E. BeLTrAMI, Sulla representazione delle forze newtoniane per meszso
di forze elastiche (Rendiconti del R. Instituto Lombardo, série 11, vol. XVI;
séance du 19 juin 1884).
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équations dans lesquelles on aura

DES CORPS POLARISES.

L/0U oV oW LU
a“—-K K <[)J’+d7 d..,) —K (E’
./ oU A A ,,dV
(OU OV W ,,aw
a33—1{-——I{ <T7)‘T@T E) — K ()N
(5) (
e KoV 0w
3= Q39 = — > \az W 3
K" /oW U
=G =— | 5= oz )
Gy ay = — & (U 9V
i 12 = @31 = — > d‘}/ —r‘a; ’

K, K/, K" étant trois constantes liées aux trois constantes f, I, k
par des relations qu’il est inutile d’écrire ici.
La constante K est le coefficient d’aimantation du corps non dé-

L
2f

Sil'on suppose k = o, on a aussi K= o.
?
Si 'on suppose, en outre, 2 == 0, on trouve K'=o.

MM. Lorberg et G. Kirchhoff ont

trouvé qu’a l'intérieur d'un

solide élastique polarisé les équations (2) de Maswell devaient
étre remplacées par des équations plus compliquées. Moyennant
les notations que nous venons d’introduire, ces équations peuvent

s’écrire de la maniére suivante :

N T ——

N2=<4LTCTK+ )["(@*@)] é<é+1<—K'>n(w+x‘>),

SR R N
9 )

(6)

T, = /;‘_}_K > (0O +7) 0(’(‘)—4—@

4w ay
" ()

T,— <L+K+i> (0 + Q) 0(’()—%—'@),
47 2 0z oz

T (ks ) 209 209,
4m 2 dx oy
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Ces équations se raménent a celles de M. H. von Helmholtz, si

Von y fait
K'=o0

et a celles de Maxwell, si 'on suppose a la fois
K" = o, K'=o,
¢est-a-dire

() k=o, h =o.

Cette théorie, fondée par Maxwell, développée par M. H. von
Helmholtz, M. E. Lorberg et G. Kirchhoff, a été, nous l'avons
dit, adoptée par presque tous les physiciens. Elle n’est pas, ce-
pendant, sans présenter de graves causes de doute.

Les lois connues de I'Hydrostatique enseignent qu’en un point
d’un fluide, la pression est normale a 'élément mené par ce point
et indépendante, en grandeur, de lorientation de I'élément.
D’aprés Maxwell, il n’en serait pas ainsi a l'intérieur d’un fluide
polarisé : la pression qui s’exerce sur un élément normal aux
lignes de force se changerait en tension pour les éléments paral-
léles aux lignes de force. _

Cette difficulté n’avait pas échappé a Maxwell.

« L'hypothése, dit-il ('), d'un pareil élat de tension existant
au sein d’un diélectrique fluide, tel que l'air ou la térébenthine,
peut paraitre, & premiére vue, en contradiction avec le principe
établi, qu'en un point d’un fluide les pressions sont égales dans
tous les sens. Mais, quand on établit ce principe en considérant la
mobilité et I'équilibre des parties du fluide, on admet précisément
qu’il n’existe dans le fluide aucune action du genre de celle que
nous supposons se produire le long des lignes de force. L'état de
tension que nous venons d'étudier est parfaitement compatible
avec la mobilité et I'équilibre d’an fluide; car nous avons vu que,

() J.-Cr. MAXWELL, Traite d’Electricité et de Magnétisme, traduil en fran-
cais par G. Seligmann-Lui, t. I, p. 73.
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si une portion du fluide n’a point de charge électrique, elle n’est
soumise 4 aucune force résultante due aux tensions sur la surface,
sl intenses que solent ces tensions. C’est seulement quand une
partie du fluide est chargée que son état d’équilibre est troublé
par les tensions agissant sur sa surface, et nous savons que, dans
ce cas, elle tend effectivement & se mouvoir; donc 'état de ten-
sion supposé n’est pas incompatible avec I'équilibre d'un diélec-
trique fluide. »

Les difficultés de la théorie de Maxwell ont été profondément
étudiées par M. M. Brillonin (') et par M. E. Beltrami (2), sans
que ces auteurs soient parvenus  les surmonter.

E. Mathieu (*) a démontré également que la théorie de Max-
well ne pouvait s’accorder avec les principes de la théorie de
Pélasticité.

Enfin, dans le bel Ouvrage qu'il a consacré récemment & 'ex-
posé des idées de Maxwell, M. Poincaré (*) insiste de nouveau
sur les paradoxes nombreux que souléve la théorie des actions
élastiques au sein des diélectriques.

Tous les auteurs éminents que nous venons de citer, en signa-
lant les nombreuses difficultés de la théorie de Maxwell, regardent
ces difficultés comme des paradoxes qui seront un jour expliqués,
et continuent & croire 4 la vérité de cette théorie. Aucun ne va jus-
qu’a regarder comme inexacte ’expression, donnée par le physi-
cien anglais, des pressions au sein d’un milieu polarisé.

(Yest pourtant 14 la conclusion a laquelle nous nous arréterons.

Nous avons repris, dans les deux Chapilres précédents, I’étude
des corps polarisés, solides ou fluides, en cherchant & y mettre

(') M. BRILLOUIN, Essai sur les lois d’élasticité d’un miliew capable de trans-
mettre des actions en raison inverse du carré de la distance (Annales de
I’Ecole Normale supéricure, 3¢ série, t. IV, p. 201; 1837).

(*) E. BevTrAMI, Swll’ interpretazzione meccanica delle formole di Mazwell
(Memorie della R. Accademia delle Scienze dell’ Instituto di Bologna, séance
du 14 février 1886).

&) E. MaTuiev, Théorie du potentiel. Deuxiéme Parlie : Electrostatique et
Magnetisme, p. 110.

() H. PoINGARE, Electricite et Optique. 1 : Les théories de Mazwell et la
theorie électromagnétique de la lumiére, p. 88.
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une compléte rigueur, & dissiper tous les doutes. Nous avons re-
connu :

1° Que les pressions a intérieur d'un semblable milieu ne sont
pas déterminées par les lois données par Maxwell, méme lors-
qu’on admet les approximations adoptées par Maxwell;

2° Que les déformations du miliea ne-sont pas lies aux six
fonctions dont dépendent les pressions par les lois qui expriment
cette méme relation au sein d’un solide non polarisé.

Ainsi, pour nous, les difficultés que présente la théorie de Max-
well ne sont pas des paradoxes qui doivent tét ou tard trouver
leur explication, mais des contradictions qui en mettent a nu
Pinexactitude et la doivent faire rejeter. Au premier rang de ces
contradictions, citons celle qui consiste a admettre, au sein d’un
fluide, Pexistence d'une pression qui n’est pas normale a 1'élé-
ment sur lequel elle agit, ni indépendante de I'orientation de cet
élément.

L’expérience, d'ailleurs, nous laisse a4 P'aise pour rejeter la
théorie de Maxwell. Elle a constaté, en effet, que les corps polari-
sés se dilataient dans les directions normales aux lignes de force,
ce qui s’accorde aussi bien avec notre théorie qu’avec celle de
Maxwell ; mais elle n’a jamais constaté la contraction dans le sens
des lignes de force annoncée par la théorie que nous repoussons;
M. Quincke (') a méme cru constater qu'un diélectrique polarisé
se dilatait uniformément en tout sens. Il est vrai que sa méthode,
comme 'a fait remarquer M. J. Curie (?), n'est pas exempte de
critiques.

Nous rejetterons donc complétement la théorie de Maxwell,
pour conserver uniquement la théorie, conforme aux principes de
I'Hydrostatique et de I'Elastique, que nous avons développée dans
les deus Chapitres précédents.

§ 2. — Cause de Pinexactitude de la théorie de Maxwell.

La théorie de Maxwell, tout erronée qu’elle nous paraisse, a été

(') Quinckr, Ueber electrische Ausdehnung (Monat&ber. der Berl. Akad.
der Wiss, p. 200; 1880).
(*) Voir Poixcanrs, Electricité et Optique, t. I, p. 296.
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adoptée et admirée par des physiciens si éminents, que nous ne
voulons point nous contenter de cette fin de non-recevoir; nous
allons exposer ici la méthode qui sert & démontrer les formules de
cette théorie pour marquer le point précis o 'erreur se glisse
dans la suite des raisonnements. L’exposé que nous allons donner
se rapproche beaucoup de celui de M. H. von Helmholtz. Comme
cet illustre physicien, nous nous bornerons a 'étude des fluides
polarisés; les remarques que nous ferons s’étendraient sans peine
aux solides.

L’exposé que nous allons présenter ne servira pas sealement a
mettre en évidence le point erroné de la théorie de Maxwell. Il
aura aussi 'avantage de nous faire connaitre plusieurs formules
1ntéressantes.

Considérons un fluide magnétique quelconque, placé sous l'ac-
tion d’aimants permanents et sur lequel 'équilibre magnétique est
établi. Donnons & ce fluide une modification infiniment petite
quelconque, consistant en un changement de forme infiniment
petit et en un changement d’aimantation infiniment petit. Cette
modification peut se décomposer en deux autres : 1° un chan-
gement d’aimantation sans changement de forme; 2° un chan-
gement de forme sans changement d’aimantation.

Comme I'équilibre magnétique est supposé établi sur le fluide,
la premiére modification n’entraine aucun travail non compensé.
Le travail non compensé effectué dans la modification totale se
réduit donc aun travail non compensé effectué dans la seconde
modification partielle. Ce travail non compensé peut étre regardé
comme le travail des actions qui tendent a déformer le fluide; sl
est égal a o, le fluide est en équilibre.

Ce travail non compensé se compose de deux parties. L'une
demeurerait inaltérée si la méme modification était imposée au
méme fluide préalablement ramené a I'état neutre; 'autre s’annu-
lerait dans ces conditions. Désignons cette derniére par dv el
calculons-la.

Si 'on se reporte aux notations employées dans les Chapltres

précédents [ Chap. I, égalités (11) et (14)], on a

T =-—(B+ 0+ 0+ C)
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ou bien [ Chap. I, égalités (13), (15), (16), (17)],

de — : aa’(:m Y] /ou | o Ow
= [ [Feom, oy e 2GR (S 2 T g,
,fg [d(()—a—i‘)) I OV +0) b I(0 4-"0) o_o_J 3
- oz ox dy ox 03 ox
(8) N [o(o +0) o O(D £ V) A (0 +Q) @_] )
- oz oy oy dy 0z oy
[0 =) 0l (O +0) by (O + 1) 3] s
_'—[ ox 9% oy Fra 0z oy W dv
J + O
+S Jo (U K )H wcos(N;, z) || dS.
\
Posons
L A0+ OF (N, o)
(9) P= M” F(, o)+ g(gl‘ ),
(3
. _oP 2O +0) PO +0)  _ 02(0 +0)
X=10 oz [JLJ B + v ox dy © oz 0z
_ oP PV +0) | R(O+0) 00 +0)
(o) ¢ ¥= oy—[vb—oya“*“ o T Ty ]
7 — ﬁ __[1’ 02(1‘)—5—\92 d"('(‘)—:—(‘)) “ d (0 Q)
T T 0z ox 05 oy 032

et I'égalité (8) deviendra

SdT:
(1)
( —+—f(Xu+Yv—i—Zw)dv.

S Plucos(Ny, )+ v cos(Ny, )+ wcos(N:3)] dS

Si Uon se reporte aux égalités (18), (19) et (20) du Chap. I,

on pourra écrire les égalilés (9) et (10) sous la forme suivante

. - Bl 0 F (I, &)
b . ’
(9 bis) = F(IM, 6)— FlOC, o) ¢ g s
x= 9 LT, )] 95N, ¢) 0s
ox do do oz’
(10 bis) — [Ga,;(am,c)]_a,umu, 9) 99
oy do do oy
729 cost’(;m,c) 9§ (M, 0) 9o
dz do do 0z
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Ces égalités sont générales. Supposons maintenant qu'il s’agisse
d’un fluide dont le coefficient d’aimantation soil, comme exige
la théorie de Poisson, indépendant de I'intensité d’aimantation.
Ce coefficient est une simple fonction k(<) du volume spécifique

setlona
F(I, o)= k(9),
£ o o Je
F(IN, 6)= 3—/::(_3_)

Les égalités (g bis) et (10 bis) deviennent alors

e [, di(s)
(g ter) P=— (%) I:/l(c)fu e ],
Ko 1O dk(s)], M2 dk(s)do
ST a0z /cﬂ(c)c da " ok(s) ds 9z’
roo [owe dk(a) M2 d(s) do
(roter) ¢(Y=—~ @[/C TGN ] K de 3
g 1o d/c(c) L 2 dk(s) s
T 203 /cz(c) do 2k(s) do 0z

Ces égalités ont déja été obtenues par M. H. von Helmholtz
[loc. cit., égalités (45)].

Elles permettent d’exprimer @7 an moyen des dérivées partielles
des deux quantités k(s) et JIL2. A cette derniére quantité on peut
se proposer de substituer les dérivées partielles de la fonction
potentielle magnétique, en partant des égalités

b =— k() B,

IO+ )
%
0(0+V)

(12) — k(o)

e =—i(o)

qui représentent les conditions de I'équilibre magnétique. Ces
égalités donnent, en effet,

M2 = k2(a)I(O + Q)

relation qui, reportée dans les égalités (g ter) et (10 ter), leur
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donne la forme suivante

(13) .P:—-[/c(c)—i—o'dfli_c)]ﬂ(’o-i—'@),
[ 1 0 dk(s) . o v dk(c) do .
x_—;%[ lt H(U—%—'Q)J—l—; 7 IO+,
0. dk do
(14) { Y=— é p [c d( (O + x))]+é d(") 2y 10 +9),
19 d k(s) 1 dk )do’
2= 5 [ T Mo+ F LR T,

Ces expressions peuvent se metire sous une autre forme.
Considérons l'égalité

O o 02 A(Q+ V)

9 "9y T 0s in

En vertu des égalités (12), elle devient

O + 1Y)
.2}'

(0 +9))
oy

1+ 4k (o )]Mézo_

%ﬂdw

h14—4wk<an

QIQ y]% gl

. q. . DY+ O,
Multiplions les deux membres de cette égalité par d_(%;_(_,) el

nous obtiendrons1’égalité suivante

dk(s) o5

0
“ds oz

2 000+ 0)+ [ k(o) | M0 - 0

[ - ro] [5]

1 N d((‘)—l—'@)d('(‘)—l—@)
[4_71_*"/‘( )] 9y %

s (0 +0) (VD +0))
[ 7 +k(c)] oz 03 %

Moyennant cette égalité, 'expression de X, donnée par la pre-
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miére des égalités (12), devient

_ 0 L N ECICCETR AN E
X = ?[‘ +A(c)~[———d$ ]

- [‘I“ “+k(s)+o dflic)] (o —+—K‘))E
.9 T, (0 +0) 00+ V)
o1 ., Jo(O+0)d0=-0))
9z [ RO e T

Les expressions de Y et de Z peuvent se meltre sous une forme
analogue. Posons

N = [_ + f(«)] [‘)(U - ‘°>]° ! [,i k(s)~+s d_’?@] (O + ©),
4:» 2147
0 mfm dr
N2=[47+k(c][ ( J é[é k(s)+o (‘”Jn(o-rw),
Naz[/]—-x—/l( )] [" ()+m] 1[;_ /c(c)+cd]‘(°)]n(ofw),
4T 2 1T
T_[I ]a((‘)+o) (0 4 9)
1= —_— b
4w 03
[ ('O—I—@)d(’(?—l—'@)
= k)] ? 7

-+ Q
Ty = [_: 4 k(s )] d('() —i—'()) 0('(‘)[) € )
‘L J/
et 'égalité (15) deviendra
oN; _ JT, _ JT,

- 5

(16) X= oz oy +E

Les quantités Y et Z ont des expressions analogues.
Le travail non compensé des actions magnétiques qui tendent &
déformer le fluide peut donoe s’écrire, d’aprés les égalités (11), (13)

et (16),

dk
dT-_—___S[lc(o')—{— (o )]II(’O—i—O)Hucos(Nl,x)H das

N, de T,
—+ St = 4+ = u
f < oz oy 0z
(7) oT; N, dT,
w Oy 5;)

OT, oT, N,
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Nous avons supposé le flnide magnétique continu. Nous aurions
pu le supposer formé de deux fluides distincts, séparés par une
surface de discontinuité E. Désignons par N; la normale vers I'in-
téricur du premier fluide a I'une des surfaces S ou I qui limitent
le volume ¢ du premier fluide et par N; la normale vers I'intérieur
du second fluide a 'une des sucfaces S’ ou T qui limitent le vo-
lume ¢ du second fluide.

Désignons par

Ni, Ny, N, Ty, T, T

ce que deviennent les quantités

va N27 Nfis Tl’ T'Za T3
lorsqu’on y remplace les quantités o et k(o) relatives an premier
fluide par les quantités ¢’ et k(c’) relatives au second. Nous aurons,

pour expression du travail non compensé des actions qui tendent &
déformer les deux fluides,

P le_L_()Tg aT,
dr = fl:(—dx ; _d}7+ dz) u—f—..,]dv

\

] oNy | dTé,‘l_()T’,2 . ,

[ t(e) ] :
~—S k(o) +¢ %&E) (O V) || wcos(N;, z ] dS
(18) 4 “. dE (e
-5 k(&) L 0 0) || w'eos (N, @) | d
dk
=S} [r@ -« G52 040 ucosy 2]
\ + | K (&) + 5 di;s(fﬂ WO+ ju'cos(N}, ) || ¢ dE.

Cette égalité est due A M. von Helmholiz ().

Imaginons, en particulier, quil s’agisse d’un corps magnétique
plongé dans un milieu illimité qui est lui-méme magnétique. La
surface désignée par S s’évanouit. La surface I devient la surface
méme du corps. L'intégrale relative a la surface S/, rejetée a l'in-
fini, est égale & o, si, & l'infini, (O + Q) se comporte comme une

(') H. voN HerLMuoLTz, loc. cit. (Wiss. Abhandinngen, t. I, p. 814).
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fonction potentielle. Si nous remarquons qu’en tout point de la
surface ¥ on a

|| wcos(N; z) || + || w'cos(N;, 2) || = o,

qu'on a d’ailleurs

onLe
¢ Iy
IO + Q) 7o)
R
O - Oy=
I (O 5 ) kl(cl)7

on voit que 1'égalité (18) devient, dans ce cas,
q eg

- — ON;  JT;  OT,\
dx = L/‘[(%—i—()—‘y—n—cE)u]d‘,
dN/l_,_dT’; ()Tll\ . »

+/ ox' ‘W_'_dsr U-—+...|do

" —SS [A( s)+o li‘l(ﬁ)]n(@ﬁ_@)
[/~< o)+a d;; )] (0 + O)% [ wcos(N;, )| d=
ou bien
[z = f[(dV —i—r;—j:—%—%)u—i—...]dv
IN/| oT, T4
1o 05y | —f[( i F) u’+...]du’

S; [‘+ °—d; 10gk(s>]:)m

l
—[ “+ o' lorr/c (c)] N2 é li wcos(Ny ) | d2.

Il est aisé de voir que la théorie de Maxwell serait exacte si, au
lien de ces équations (19) ou (19 bis), on avait 'équation

dr = ‘/[<le ; 0T?+d—r&>u+...Jd0
dy 05

f[(c)\l’ T}, r)T;) , ] ,

-+ Y +— —Flu'+...|dv
03

-+ S [(Ny—N}) cos(Nyg, @) +(Ts —Th)cos (N, )+ (To—T}) cos(Ny, 2)] u d2

+S[(T3 —T}) cos(N;, 2) +(Na — Nj) cos (Ngyy) = (T, — T, )cos(N,,g] b ds

—+ S[(TQ—T;)cos(Ni, z)+(Ty—T}) cos(N;, y) - N3 —Nj) cos(N;, 2)]w dE.
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Cette équation (20) est précisément celle qu’a proposée M. Lor-
berg ().

Mais il est aisé de voir que les trois intégrales relatives a la sur-
face = que renferme 'équation (20) ne se réduisent pas a I'intégrale
relative a la surface ¥ que renferme I'équation (19 bis).

Si I'on se reporte, en effet, aux égalités (3), on trouve

N, cos(N;, &)+ Tz cos(Ny, ) + Tacos(Ny, 5

_ (0 +0) (0 Q)
- [1 + k(s )] ON; ox

Ak .
+£[-4‘;L+k(s)+a d£°)Jn(U+1‘)).

De méme

N cos(N}, 2) + T cos (N, y) + Ty cos(N;, 3)

_ (o 00 + V) 3V +0)
- |u ) C)N; oz’

_ I [-_I: + A (5")+d d/;,_(,c )] (0 4 Y)cos (N}, x).

On a d’aillears

IR N R L S

Nous aurons donc

(N} — N} cos(Nyy 2) + (Ty— T) cos(Ng, p) 4+ (To— T5) cos(N;, 3)
= [4_ + k(s )] d(U\I- ) [c)(@ +0) 0(D+o):|

ox oz’

— é [,—‘: + k(o) + 3 d"i(")J (O +©) cos(Ny, @)

47

dﬁ( N

T ) 1
—*——[Z; —r/('()’)-f‘

by :IH(U—.—\))co:(\IL,x)

Si Pon compare ce terme, coellicient de « dZ au second membre
de I'égalité (20), au coefficient de la méme quantité u dZ au se-

(') E. LorBERG, Ueber Elektrostriction (Wizdemann's Annalen, t. XXI, p,314;
1884).

D. — IL 30
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cond membre de I'égalité (rg), on trouve que ce dernier surpasse
le premier de

i[,i —K(e)—d k() JH(O—*—@)cos(‘L,x)
24T ds’
4k ,
_E[ZI:» k(o) = dcﬂ]m'l?“?)cos(N,-,x)
] OO O+ ©) (0 +0)
~ [ x| 2[5 =),

Cette quantité est-elle égale a 0? Pour nous en rendre compte,
supposons qu’au point considéré la direction N; soit celle de 'axe
des z. Nous aurons alors

A0+ (Y 4+ 1) AV +0) (0 +0)
0z - T oN; oz -7 TN
(O +0) 90 +0) AV =Y 9O +0)
dy - o 03 - P

et la quantité précédente deviendra

i ot cZ/f(c) dA() A(V+0)12 | [2(0+70)]2)
[/c(c)_ﬁ(c)+c oS . ]}[ = ] [ - ]i
13 . dk(s) 20 +0)]2
_5[47 —Hk(o)+s ds ] [ oN; ]
_iFr3 g LA K (5N T +)7]2
2[4ﬁ Ko+ — ][ oN; ]

quantité qui n'est certainement pas nulle en général. Les équa-
tions (19) ou (19 bis) ne se réduisent donc pas a I'équation (20), et
la théorie de Maxwell, contre laquelle militent tant d’objections,
repose sur une démonstration inexacte, en sorte que tout conspire
a la faire rejeter.
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CHAPITRE IV.

LES DEFORMATIONS ELECTRIQUES DES CRISTAUX.

Nous serons trés brefs dans I'étude de la déformation électrique
des cristaux.

Cette étude n’offre pas de difficultés de principes plus grandes
que celles que 'on rencontre ‘dans Pétude de la déformation des
corps isotropes polarisés ; mais elle conduit & des formules beau-
coup plus longues et beaucoup plus compliquées. Cest cette com-
plication des formules que nous chercherons 4 éviter en indiquant
seulement la marche du raisonnement qui fournit I'expression
des quantités a déterminer, et en n’écrivant point cette expres-
sion.

La marche & suivre dans la formation de I’équation d’équilibre
d’un cristal polarisé dans un champ est exactement la marche
suivie au Chapitre II; mais :

1° L’équation (1) doit étre remplacée par une équation de la
forme

() E(l‘-—TE):Q—!—%f [a“(%—>2+...] do,

2 . .
a“[<g—g> e ] étant une forme quadratique quelconque des six

déformations.
59 D’aprés ce qui a été dit au Livre X, Chap. IV, §1, l'ex-

pression (2) doit étre remplacée par une expression de la forme
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suivante
{ ouU oU
‘/3 <lo+11 5 —:-...)J\;-—P—(nzo—}—inl(E+...>UL
oU
(2) { +<n0+nl%+...>€
J ,
) +[(pu+plgg+...>o}\o‘2+“.]gdv,

U .
<ZO+ZI %+...),
U
Mo~ My ~r—...)7
<Il =7 A }
0 15—*)
ouU
[)0+P1%+...>7

étant des fonctions lindaires des six déformations, et

JaU AN
[<p0+ P —) W‘L,-T...]

étant une fonction homogeéne et du second degré de A, W, €.
Dés lors, le travail externe continue & étre donné, comme dans

I’égalité (4) du Chapitre II, par la formule

(3) dGe:fp(Xu-f—Yv-!—Zw)dv+SP

( wcos(P, z) H ds.

Mais la formule (5) ‘du Chapitre Il prend une forme beaucoup
plus compliquée

) A= f an 22 % '...)dv.

La formule (6) da Chapitre II prend la forme également trés com-

pliquée
f; <ZU+ 0y — +. ) o <mo—— my 3—2 ~+. > vh

—+—<n0+nlij+...\ 2

o )

N N ﬂl 12 ow  dv | Idw l
[(P()‘pl +...>ty~ +.]§<0z_+()}/—.——£>69

9
Tf[<zp%-rm,ua-rnw+p1ﬂs2+ >d;‘ - ] dv.

(%)
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Enfin, la quantité C est encore donnée par 'égalité (7) du
Chapitre IT; mais, si 'on observe que l'on a

oU oU (0 + ¢
Lo+ 0 v .2 <P0+1—71 o —v—> u‘b—!—...z———(-—ax—);

en vertu des conditions de I’équilibre magnétique; si I'on pose en

outre
oU oU
0—<lo-r-110 --:—...)A,—:-(mu—i—ml 5 —E—...>’Ulo

\

(ot 5 )
(6) (ot gy e

®

k]

on aura
Oy |
HQL,MH:_L—,_«;JJ
.0 ! !
et
(V) +-0) ()e)lg+()(‘0+'@) oub ,()(U—'—'Q) 02
ox Ea Iy or 0z oz
= —{l,+1 0_9 i s my+m di{)_x_ ‘ ()_Wa_
a O M e T o\ "0x"">dx
e p 00 N L 00\
o 1y EZ‘T,)(')_’L‘_ po—(‘plz)x e e e oz e |

L’égalité (7) du Chapitre II prend donc ici la forme suivante :
=S 2t
0 0ele
)2

(7) ‘

wcos( Ny, &)

oh

<mJ+mj > >

\ 08

<ﬂo+lli >d_x—

-+ 0+ 10—U+:.. 0“—‘—1— udy .. ..
\P P oz oz

5.
Ecrivons que
A-4+B 4+ C—d&,=o,

aprés avoir transformé les expressions (4) el (5) de A et B au
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470
dintéorati . i N JUT ~dducti
moyen a1ntegrations par parties. INous aurons, toute reduclion

S5 [QJ— (1N~ U+ nle—%pwbz-f—..,‘)—a.“[)x

- l: ] cos(N;, y) + [ . ] cos (Ny, 3)-— Pcos(P,x)% u dS

faite,
ou .‘.]cos (Niy o)

TFS%...EVCZS—%S%...%wdS

. : 02U ]
(8) <—f[pX+au—(E»—:—.-~+,)J;(sH-a'J)

7l
D{E (Lo + mgUh - 2+ prb2—+ ..

)

-+

R R B ,
-‘—0‘}—/ ()*.—E):():l w de

= /I:...:IV(Z(’——'f[...]wdvzo.

Cette égalité doit avoir lieu quels que soient u, ¢, w. Par des
raisonnements analogues & ceux que nous avons faits au Cha-

pitre Il, nous trouverons que I'on doit avoir
1° En tout point du milieu cristallin, trois équations dont la
premiére est

L U9 ‘
gy et g (o))

—oX — oc;(llcb—:—mnjb-f— 2 A+ prale? —-..))

(9)
d Jd
—07(...)—&(...);

1y

2° En tout point de la surface du cristal, trois équations dont la

premiére est
| U ; T ,
b — ay ﬁ—i—. .. | cos(Ny, x)—a—[. . J cos(N;, ) + [ . :l cos(N;, 5)

=l o+ my b+ 1, & + pr o2 +.. .Y cos( Ny, &)

(10)
+(...)cos(Ny y) 4+ (...)cos(Ng, 2) 4+ P cos(P, z).

Les équations (g) sont les équations aux dérivées partielles du
second ordre qui doivent étre vérifides en tout point du cristal par

les déplacements U, V, W; les équations (10) sont les condi-
tions que ces déplacements doivent vérifier aux limites da cristal.
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L’intégration générale de ces équations conduirait a la solution
du probléme suivant : Trouverla déformation que subit un cristal
diélectrique lorsqu’on le place dans un champ électrique. Nous
n’aborderons ce probléme que dans un cas extrémement particu-
lier.

Nous supposerons que le champ soit uniforme; nous suppose-
rons, en outre, que le cristal soit trés faiblement diélectrique, de
telle sorte que, dans nos équations, nous ayons seulement & con-
server les termes du premier degré par rapport aux quantités

U, V. W, &b, b, 2.

Nous supposerons enfin qu’aucune force extérieure n’agisse sur
le cristal. On voit sans peine que si, dans ces conditions, on sup-
pose les déformations uniformes & I'intérieur du cristal, ainsi que
la polarisation, les équations (g) sont identiquement satisfaites.

La premiére des équations (10) va devenir

ayy oz B T
=[(ly— 1)) fo + (my— my ) Vb + (ng— nqg) ] cos (N;, &)
—[lyfo +— may¥b <~ na 8] cos(N;, y)

< U ; >cos(Ni,m)+(...)cos(N[,y)—i—(...)cos(Ni,z)

—[I3do + ms¥b + n3 2] cos(N;, z).

Nous avons supposé que I'équilibre électrique était établi sur le
cristal; nous avons supposé, en outre, que le cristal ne renfer-
mait pas d’électricité libre; ces deux hypothéses ne sont compa-
tibles que sile cristal n’est pas naturellement pyro-électrique.
Nous devons donc poser

ly=0, mg = 0, ng =0,

en sorte que I’équation précédente devient la premiére des équa-
tions

)
(au ag-f—. . > cos(N;, ) + (...) cos(Ny, )+ (. ..) cos(N;, 3)
=—(ljfe +-m Vb + 1) cos({N;, )
—(Lyho +maWb + 1) cos(N;, ¥)
— (L3 fe +my¥h + ny &) cos(N;, 3),

(11)

Ces trois équations seront vérifiées en tout point de la surface
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qui limite le cristal, sil’on peuat égaler séparément, dans chacune
d’elles, les coefficients de cos(N;, z), cos(Ny, ¥), cos(N;, z). On
obtient ainsi neuf équations

aU

) Ay — ..o =L+ mih+n, &
(12) oz ’

qui se réduisent 4 six; en sorte que les six déformations sont dé-
terminées, en fonction de b, Ub, &, par six équations linéaires.
Deux cas sont & distinguer :

1° Le corps n’est ni pyro-électrique ni piéso-électrigue.
On a alors

oU | _
ay —()_.’1,‘— - =0,
Elles donnent
U_ oV _ oW
=y T Em T
IV IW oW oU _ oU vV

=y = T E=Y e

Si donc on place dans un champ uniforme un cristal fai-
olement diélectrigue, qui n’est ni pyro-électrique ni piézo-
¢lectrigue, les déformations que ce cristal éprouve sont d’un
ordre de petitesse plus élevé que la polarisation qu’il prend.
En général, elles seront inaccessibles & l'expérience.

2° Le corps est piézo-électrique.
Dans ce cas, les quantités

ne sont pas toutes égales a zéro. Les équations (12) déterminent
les six déformations en fonctions linéaires et homogeénes des com-
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posantes de la polarisation; par conséquent, aussi en fonctions
linéaires et homogénes des composantes du champ.

Si donc on place dans un champ uniforme un cristal fai-
blement diélectrique et piéso-électrique, les déformations que
ce cristal éprouve sont du méme ordre de grandeur que la
polarisation qu’il prend.

Ces déformations varient proportionnellement & ’intensité
du champ dans lequel le cristal est placé. Elles changent de
sens avec le champ.

Ces phénomeénes ont été constatés par 'expérience.

Lorsque MM. P. et J. Curie eurent démontré la possibilité
d’électriser certains cristaux par la compression, M. G. Lipp-
mann (') annonca, comme conséquence des principes de la Ther-
modynamique, que les dimensions de ces cristaux devaient varier
lorsqu’on plagait les cristanx dans un champ électrique.

Peu de temps aprés, MM. P. et J. Curie (?) reconnaissaient
par I'expérience le fait annoncé par M. Lippmann : une plaque
de quarlz, taillée normalement 4 un axe d’hémiédrie, et placée
entre les deux plateaux d’un condensateur, subit une dilatation
ou une contraction; la dilatation est proportionnelle a la diffé-
rence de niveau potentiel qui existe entre les deux plateaux et en
raison inverse de leur distance.

Par des méthodes optiques, M. Réntgen (?) et M. Kundt (*)
ont vérifié le fait découvert par MM. P. et J. Curie.

Nous arréterons la 1'étude des déformations électriques des cris-
taux. Nous avons marqué la méthode par laquelle on pourrait
obtenir les lois entiérement générales de cette déformation. La
présente ébauche pourrait donc servir de point de départ & une
théorie compléte et étendue de celte classe de phénomeénes. Nous

(1) G. LiermanN, Principe de la conservation de l’électricite (Annales de
Chimie et de Plysique, 5° série, t. XX1V, p. 145; 1881).

(*) P. et J. Curig, Déformations électriques du quarts (Comptes rendus,
t. XCV, p. g14; 1882).

(*) Ronreen, Ueber die durch electrische Krifte erzeugte Aenderung der
Doppellbrechung des Quarzes (Wiedemann’s Annalen, t. XVIII, p. 213 et 534;
1885).

(*) Kunor, Ueber das optische Verhalten des Quarzes im elektrischen
Felde (Wiedemann’s Annalen, t. XVIII, p. 228; 1883).
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ne développerons pas cette théorie qui allongerait outre mesure le
tal
présent Volume; ce que nous avons dit suffit & montrer comment
le phénoméne de la dilatation électrique des cristaux vient prendre
I q I
lace dans le tableau arfaitement ordonné, des phénoménes
P ) ) p
magnétiques et diélectrigues qui nous est tracé par la Thermody-
S { 3
namique.

FIN DU TOME DEUXIEME.
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