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PREFACE

L'Optique est la partie la plus avancée de la phy-
sique; la théorie dile des ondulations forme un en-
semble vraiment salisfaisant pour Uesprit; mais il ne
faut pas lui demander ce qu’elle ne peut nous donner.

Les |héories mathématiques n’ont pas pour objet de
nous révéler la véritable nature des choses; ce serait
14 une prétention déraisonnable. Leur but unique est
de coordonner les lois physiques quel’expérience nous
fait connaitre, mais que sans le sccours des mathéma-
tiques nous ne pourrions: méme énonceer.

Peunous importe que I'éther existe réellement ; ¢’est
I'atfaire des métaphysiciens ; Uessentiel pournous ¢’est
que tout se passe comme 81l existait el que cefte hy-
pothése est commode pour Texplication des phéno-
menes. Aprés tout, avons-nous d’autre raison de croire
a I'existence des ohjets matériels? Ce nlest 14 aussi
qu'une hypothése commode ; seulement elle ne cessera
jamais de étre, tandis quun jour viendra sansdoute

ot I'éther sera rejeté comme inutile,
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1l PREFACE

Mais ce jour-la méme, les lois de loptique et les
équations qui les traduisent analytiquement resteront
vraies, au moins comme premiére approximation. Il
sera donc toujours utile d’étudier une doctrine qui re-
lie entre elles toutes ces équations.

Les théories proposées pour expliquer les phéno-
meénes optiques par les vibrations d'un milieu élastique
sont trés nombreuses et également plausibles. 11 se-
rait dangereux de se borner & 'une d'elles; on risque-
raitainsi d’éprouver & son endroitune confianceaveugle
et par conséquent trompeuse. Il faut donc les étudier
toutes et c’est la comparaison qui peut surtout étre
instructive.

Malheureusement il faut pour les connaitre toutes
recourir aux mémoires originaux, souvent difficiles a
trouver et pénibles a lire. Quand on passe de 'un a
I'autre, tout change: notation, maniéres de penser et
de s’exprimer, et la comparaison devient presque im-
-possible.

J’ai donc cru qu'il ne serait pas inutile de réunir en
un petit volume et dans un tableau d’ensemble ces doc-
trines diverses, en publiant les lecons que j’ai profes-
sées & la Sorbonne en 1887-1888. Je suis trés recon-
naissant & M. Blondin qui a rendu ma tache possible en
recueillant et enrédigeant ces legons.

Pour lire ce livre avec fruit, il faut posséder, au
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PREFACE i

moins dans leurs traits généraux, les lois expirimen-
tales de l'optique physique. Jen'aurais puen effet par-
courir en un scul semestre une pareille étenduc de
matiéres si je n'avais su ces lois déja familicres & mes
auditeurs, pour la plupart licenciés és sciences phy-
siques.

La théorie des ondulations repose sur une hypothése
moléculaire ; pour les uns, qui croient découvrir ainsi
la cause sousla loi, ¢’est un avantage; pour les autres,
c¢’est une raison de méfiance ; mais cette méfiance me
parait aussi peu justifiéce que I'illusion des premiers.

Ces hypothéses ne jouent qu'un role sccondaire.
J’aurais pu les sacritier ; je ne 'ai pas fait parce que
I'exposition y aurait perdu en clarté, mais cetle raison
seule m'en a empéehé.

En effet je n'emprunte aux hypothéses moléculaires
que deux choses: le principe de la conservation de
Iénergie et la forme lindaire des équations (ui est la
loi générale des petits mouvements, comme de toutes
les petites variations.

C'est ce qui explique pourquoi la plupart des con-
clusions de Ifresnel subsistent sans changement quand
on adopte la théorie électro-magnétique e la lumiére.
Je ne parlerai pas dans ce volume de cetle théorie, me
réservant de l'exposer en délail dans un autre ouvrage

ol je publierai meslecons du second semestre. J'ai cru
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v PREFAGE

deévoir m’attacher d’abord & approfondir les idées de
Fresnel; cela me paraissait la meilleure préparation a
I'étude de la pensée de Clerk Maxwell.

Undernier mot. Dans le chapitre relatif a la diffrac -
tion, j’ai développé des idées que je croyais nouvelles.
Je n'ai ‘pas nommé IKirchhot! dont le nom aurait di
étre cité achacue ligne. Il est encore temps de réparer
cet oubli involontaire; je m’empresse de le faire en
renvoyant aux Sitzungeberichte de 'Académie de Ber-

lin (1882, deuxiéme semestre, page 641).
Paris, le 2 décembre 1888.

‘H. Pomwcari.
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THEORIE MATHEMATIOUR

DE LA LUMIERE

INTRODUCTION

De toutes les théories phvsiques, la moins imparfaite est
celle de la lumiére, telle qu’elle est sortie des travaux de
Fresnel et de ses successeurs. Elle est fondée, comme on le
sait, sur I'hypothése des ondulations de I'éther. Celte théorie
explique presque lous les faits actucllement connus en optique,
et sil en est quelques-uns qui échappent & une explication
immédiate, il suffil dequelques modifications de détail dans les
hypothéses de Fresnel pour en rendre compte.

Aux sceptiques qui pensent qu'un jour la thcorie des
ondulalions subira le méme sort que la théorie de I'émission,
on peut répondre que lorsque Biot, en 1813, essayait d’expli-
quer les phénoménes connus alors en oplique au moyen de
la théorie de 1'émission, ce n'étail qu'au prix d'elforls trop
ingénieux pour satisfaire pleinemenl I'esprit. Dans la théorie
de Vémission, il y avait autant d'hypotheses que de faits &
expliquer ; dans celle des ondulations, il y a, il est vrai, un
cerlain nombre d’hypothéses, mais beaucoup moins que de
faits expliquds.

Il est donc probable que, quel que soil le sort réservé a la
théorie de Fresnel, la plupart des résultats subsisteronl tou-

jours, et que son étude reslera toujours utile.

LA LUMILRE, 1
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2 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

Dans ces derniers lemps, on a essay¢ de substituer a la
théorie des ondulations une théorie électro-magnétique, qui
attribue les phénoménes optiques aux variations pdriodiques
et extrémement rapides que subit un champ magnétique.
Mais cette théorie conduil aux mémes résultats analytiques
que la théorie des ondulations de Fresnel; l'interprétation
physique des formules scule différe. Il n’est méme pas
impossible que ces deux théories ne finissenl par s'accorder

et n’en fassent qu’une.

Objet du Cours. — Nous n'étudierons que la théorie des
ondulations, la théorie électro-magnélique étant inséparable
d'un cours d’électricité. Nous nous en liendrons aux travaux
de Fresnel, Gauchy, Lamé, Briot et de M. Sarrau, en France;
de Neumann en Allemagne; et & ceux de Mac Cullagh en
Angleterre. Nous admelirons comme connus tous les faits
expérimentaux de ’optique, et nousne nous attacherens qu’au
développement des théories mathématiques.

Nous commencerons par la théorie des petils mouvements
dans un milieu élastique ; nous élablirons les lois générales du
mouvement vibratoire et de la propagation des ondes planes ; -
nous aborderons successivement I'étude de la dillraction, des
diverses théories dela dispersion, de celles de la double réfrac-
tion, ainsi que de la réflexion et de la réfraction a la surface
des corps transparents et isotropes, puis des corps cristallisés
et enfin des surfaces métalliques. Nous terminerons parl'étude

de l'aberration ct de la propagation de la lumiére dans un

milien en mouvement.
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CHAPITRE PREMIER

ETUDE DES PETITS MOUVEMENTS DANS UN MILIEU

ELASTIQUE

1. Premiére hypothése. — Nous considérerons un milien
élaslique comme formé de molécules séparées les unes des
autres ; ¢'est-a-dire que nous admettrons la discontinuité de
la matiére. — Remarquons que la concordance des fails
expérimentaux avec les conséquences mathémathiques obte-
nues en partant de cette hypothése n'est pas une preuve
dela discontinuilé de la matiére. Cetle hypothése a sculement
pour effet de simplifier les calculs; on pourrait supposer la
matiére continue el la concordance que nous signalons exis-

terait encore.

2. Seconde hypothése. — Nous admetirons que les
molécules sont soumises A certaines forces, qu'il exisle une
position d’équilibre stable du milieu, el que, si on ¢carte les
molécules de leurs positivns (l’équilibre, puis qu’on les aban-
donne & elles-mémes, elles prennenl des mouvements d’os-

cillation trés petits autour de leur position d'équilibre.
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& THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

3. Equations du mouvement.— Considérons » molécules
M,, M,,... M;,... de masses m,, Mm,,... my,... Les coordonnées
d’une de ces molécules seront, dans la position d'équilibre,
@y, ¥, 75 aprés le déplacement, a4, v, -+ v, 5~} Nous
admettrons qu'il exisie une fonction Ldes‘forces U, c'est-a-
dire qu'il y a conservation de I'énergie. Les équations du

mouvement de la molécule M; seront :

n; &% _du

MR T,

d*n;_ dU

) T
A, dU

w7 T dy;

4. Propriétés de la fonction des forces. — Si on

développe U suivant les puissances croissantes des £ (en

désignant par £ 'ensemble des quantités £, ,, ¢, ; £272,8a- 00 ),

ona:

U=U,+U,+U,+0; ...

U,, quireprésente le terme constant, peut étre supposé nul,

car la fonction U n’entre dans les équations du mouvement

que par ses dérivées.
U,, qui représente I'ensemble des termes du premicr degré

par rapport aux %, c’est-a-dire

. {dU
24 (z),
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ETUDE DES PETITS MOUVEMENTS B

{ . Lo

est nul, car :FU représente la projection sur 0X de la force
2874

s'exercant sur la molécule M,, force qui est nulle dansla posi-

. I sk a1 . {U
tion d’équilibre, ¢’est-a-dire pour g; = o. (i—l,—> est nul, et
=l /0

par suite U, aussi.
Enfin, comme les quantilés Z sont supposées trés petites (2)

on peut négliger les termes d’un degré supérieur au second

-
)

par rapport aux %, et on a simplement :
2 U="0,.

U, est une forme quadralique par rapport aux 3»n quan-
tités; on peut donc la mettre sous la forme d’une somme de
carrés. Celte somme doil étre négalive, car, I'équilibre étant
stable quand les £ sont nuls, la funclion U doit passer par un
maximum pour { = o, et une des conditions pour qu'une
fonction passe parun maximum est que l'ensemble des termes
du second degré du développement soit négatif.

Si on divise les forces agissant sur le systéme en deux
groﬁpes, forces intérieures et forces extérieures, et si 1'on
désigne par U’ la fonction des forces relative au premier
groupe, par U” celle qui est relalive au second groupe, on

aura :

(3) U=U4U"

5. Propriétés des fonctions U’ et U”. — Si les diverses
moldcules se déplacent de maniére que leurs distances respec-
tives ne varient pas, le travail des forces intérieures est nul ;

U’ est alors nulle. U’ peut donc étre considérée comme une

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



6 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

fonctionde la distance des molécules, En désignant parR, R'...

les carrés de ces distances, nous poserons :

(4) U'=F(R, K, B,...).

6. Si nous supposons quc deux molécules v et 1’ s'atlirent
on se repoussent 'suivant des forces dégales, dirigdes suivant
la droite qui les joint, el ne dépendant que de la distance p.u.';
en d’autres termes, si nous nous placons dans I'hypothése des
forces centrales, U' sera la somme des fonclions des forces

relatives & deux molécules p. et ¢'; nous aurons dans ce cas :
g U = fR) -/ (R) /(R 4.

7. Les forces exlérieures au systéme peuvent étre de deux
espéces : ‘ '

1° Les forces qui s’exercent 3 la fois sur les molécules in-
térieures et sur les molécules superficielles, comme, par
exemple, les forces dues & la pesanteur,

2¢ Les forces qui n'agissent que sur les molécules superfi-
cielles, comme celles qui s’exercent sur la surface interne des
parois d'une enceinte contenant un gaz.

Les forces du premier groupe ne se renconirent pas en op-
tique, I’élther &tant supposé impondérable. Quant & celles du
second groupe, nous n’avons pas le droit de nier leur exis-
tence. Si I'on suppose qu’elles n’existent pas, la fonction des
forces relative aux forces exléricures au systéme est nulle.

On a alors U= 0.

8. Nous pouvons développer les fonctions U’ et U” par rap-

port aux puissances croissantes des £, et nous aurons, en né-
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LETUDE DES PETITS MOUVEMENTS

gligeant les puissances des £ supéricures au sccond degré :

U=0,+U,+U,
U= U UL

En identifiant le développement de la fonction U (4) avec la

somme des fonctions U' et U” développées, nous ohtiendrons
les relations suivantes :

U,+U7=Uy=0.
(0 Uy U =T, =o0.
Q Uy U= U,=U.

Nous pouvons d'ailleurs supposer que les constantes
U, et U7 sont séparément nulles.

9. Etude de la fonction U'. — Soient deux molécules u

et 1, dont les coordonnées sont dans la position d’équilibre,
@,y,2, @w+Dx, y+ Dy, =z-+4Daz,

Nous désignons par la nolalion D 'accroissement d'une
des coordonnées, car la distance de ces moléeules voisines

n'est pas infiniment petile. Le carré de cetle dislance est :
R= Dx? + Dy* 4 Dsz*

Si on écarle ces molécules de leurs positions d’équilibre,
leurs coordonnées deviennent :

o+ y+u, 24

4Dz E+4+Di  y+Dy+n+Dy 24D+ DL
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8 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

et le carré de leur dislance est alors :
Rp= (D 4D = Y\ Da? + 2 DaDi+ Y D22,

L'accroissement p du carré de cette distance est donné par

la relation :
p= 22 DmDE—}— Z Dz2,

et, si nous posons :

(8) 0, = 2(DaDE + DyDr -} DzDy) =2 Z Da:DE,
) p, = DE? + Dy DL* = )} DE?,
nous aurons, pour p :

(10) p=p01 1 pa-

La fonction des forces relative aux forces intérieures (5)
a pour valeur, quand les molécules sont écarlées de leurs

positions d’équilibre :
U=FR+p, R'+¢, R"4¢",...);

et, si on la développe par rapport aux puissances croissantes

des p, on obtient :

, g dF 1Qd*r , v &°F
U=FORR )+ petg X am X grane
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LETUDE DES PETITS MOUVEMENTS 9

"Dans celle expression, le terme I (R,',R”,...) ne dépend
pas du déplacement; c'est donc le terme constant U, obtenu
en développant la fonction U par rapporl aux % ; par suite,
ce terme est nul. Comme les quantités ¢ sont du méme
ordre de grandear que les £, on peut, dans le développement
de U’, négliger les lermes qui contiennent ¢ & un degré su-

périeur au second ; on a donc :
, dF l dre | d*F
U= X 2a et X amaw

En remplacant p par la valeur tiréde de la relation (10),

on obtient :

S dT 2P ST o
> duP' Z(zw +°’dl-’ £ +> ZIARAR

Si maintenant on identifie ce développement avec celui de la
méme fonction par rapport aux % (8), on a, pour le second

terme U{,

(19 U= Te, =23 T (04Dz 4 DyDy+ D=DY).

10. Dansle casparticulier ot la pression extérieure est nulle
dans la position d’équilibre,'expression précédente permet de
trouver six relations imporlantes. En effet, la fonction des
forces U” relalive aux forces extéricures a le second terme U
de son développement égal & zéro, puisque les dérivées par-
lielles de U” par rapporl aux quanlités £ représentent les
composantes de la pression extérieure ; la relation (6) montre

que P'on doit avoir identiquement :
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10 THEORIE MATHRMATIQUE DE LA LUMIERE
U =0.

Une substitution quelconque faile dans Ur & la place de &, », ¢

doit donner pour résultat zéro; cn particulier, si on fait

E=w, n={=o0,0na

df = ,
ﬁ Da?=0.

On aura évidemment aussi :

ar _ . dF .
Xa by =0 ag D=t =0

Si maintenanti on fait la substitution
on obtiendra :

dF

ZﬁDny:O;

et des substitutions analogues donneraient :

ZZ—EDyDz:O,

Cili DzDz = 0.

- dIt

‘Ainsi, sila pression extérieure est nulle dans I'élat d'équi-

libre, les six relations suivantes:

dF - o QdF .
C'Z—RD.Z,_O, ZI—{D..DZ/_O,
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LTUDE DES PETITS MOUVEMENTS 11

dF - dF
¥ 2 __ 5
(13) ¥ e Dyt =0, (1%) 75 Dz Dz =0,
Qdf -, o I -
ZEDN =0, = Dy Dw =0,

sont salisfaites. Cauchy a démontré que, réciproquement, si
ces six relalions sont satisfaites, la pression exlérieure est
nulle. Dans la suite du cours nous serons amenés & démontrer

cette réciproque.

11. Le ftroisieme terme U, du développement de U’ par
rapporl aux quantités £ a pour expression, si on néglige les

termes du troisiéme el du quatriéme degré en D% :

L. d2F 2y O 4°F ,
(15) ZZZ'—EP +C)Z apz ™ ZMPCPJ-

En substituant cette valeur de U, dans la relation (7), on

oblient :

u dF d2F d*F ,
- "“Z aR 2 +°>Z(1Puf’4 Zdlwn'“?"

Le premier terme, U;, de cette expression ne jouera en géné-
ral aucun role dans I'élasticité; il ne dépend, en effet, que des
pressions extérieures el ne peut provénir que des déplace-
ments des molécules superficielles. Or, quand on éludie le
mouvement dans un milieu indéfini, on est conduit & ad-
mettre que les quantités € sonl nulles & l'infini; en outre, dans
un milieu limité, les conséquences déduiles des calculs dans
lesquels la quantilé U esl supposée nulle, rigoureusement

vraies pour les portions da milieu situées a une certaine dis-
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12 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE
tance des surfaces extérieures, sont & peine modifiées pour
les portions voisines de ces surfaces.

Le second terme

R dar
v L(il{‘ fa— y ( +Dfl "f‘D‘:z)

est nul dans un cas, celui ot on suppose la pression exlé-
rieure nulle dans I'état d'équilibre. Celte propriété sera dé-
montrée plus loin. '

Quant au troisiéme terme, il subsiste dans tous les cas.

Enfin, le quatriéme terme, > m;zl;{ ¢igqr disparait dans
lhypothese des forces cenirales. Nous avons vu (6) que
celte hypolhése réduisait la fonction U 4 une somme de
lermes dont chacun ne dépendait que d’une seule quantilé,

En différentiant la relation (3) par rapporl & R, on obtient:
(IQ'~ df
dR dR ’

et, comme la fonction f(R) est indépendante de R/, une

nouvelle différentiation par rapport & R’ donnera pour résul-
tat :

@V #F A d®)

dR'dR — dRAR ™ dR'° dR T 7

Le quatriéme terme de la fonction U est donc nul dans ce
cas.

12. Troisiéme hypothése.—Nous allons maintenant in-

troduire dans notre étude une nouvelle hypothése. Nous sup-

poserons que les molécules des corps, extrémement nom-

breuses et séparées par des intervalles trés pelits, n'exercent
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ETUDE DES PETITS MOUVEMENTS 13

leurs actions mutuelles qu’i des distances tres petites. La dis-
tance maxima & laquelle ces actions peavenl s’exercer s'ap-
pelle le rayon d’aclivité moléculaire.

L’introduction de celle hypothése va nous permeltre de
simplifier I'expression de la fonction U'. Considérons un cer-
tain volume occupé par le milicu élas-
tique et divisons ce volume cn deux
parties R el R’ (ig. 1). La fonclion des ¢

forces U’ dues aux actions mutuelles

des molécules du volume tolal pourra
étre considérée comme la somme des
trois quanlités suivantes: 1° du po-
tentiel V, relalif aux aclions muluclles des molécules du
volume R; 2° du potentiel V', dit aux actions mutuelles des
molécules du volume R’; 3° enfin, du potenticl résultant de
l'action des molécules du volume Ik sur les molécules du vo-
lume R'. Ce dernier potentiel est tres petit. En effet, les molé-
cules réagissant I'une sur I'aulre doivent étre & une dislance
moindre que le rayon de la sphére d'activité moléculaire ;
par suite, les molécules du volume R agissant sur celles du
volume R’ et les molécules du volume R’ agissant surcelle du
volume R seront comprises a l'intérieur d’'un volume limité
par deux surfaces paralléles & Ia surface de séparalion de R el
de R’ et situées & une distance de cette surface égale au rayon
d'activité moléeulaire. Ce volume sera négligeable par rap-
port AR et & R, et, si nous admettons que le nombre des mo-
lécules d’un milieu est proportionnel au volume qu’elles oc-
cupent, les molécules de chacun des volumes R et R’ qui réa-

gissent sur les molécules de I'autre volume seront en nombre
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14 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE
négligeable par rapport aux molécules conlenues dans R ou
dans R'. Par conséquent, le polentiel di & I'action des molé-
cules du volume R sur celles du volume R’ pourra étre négligé
vis & vis de Vet V'; on aura :

U=V V.

Ce raisonnement subsiste d'ailleurs si on divise le volume

occupé par le milieu élastique en un nombre infiniment grand
de volumes infiniment petits, pourvu que les dimensions de
ces volumes élémenlaires restent inliniment grandes par rap-
port au rayon d’activité moléculaire; cela sera toujours pos-
sible puisque ce rayon est un infiniment petit en valeur abso-
lue. En désignant par ¢r un de ces éléments de volume, par
Wd= le potentiel dit aux aclions muluelles des molécules si-
tuées a l'intériear de cet élément, le polentiel des forces

intérieures du volume total sera :

(16) U= f Wi,

13. Nous pouvons développer W suivant les puissances

croissantes des £, et, en négligeant les termes d'un degré su-

périeur au second, nous aurons :
W=W,4+W,|+W,.

Le terme constant W, peut étre supposé nul et la relation

(16) nous donnera :
(17) U= f W, d,

(18) U= f Wde.
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ETUDE DES PETITS MOUVEMENTS 15

La fonction des forces U qui entre dans les ¢qualions du

mouvement deviendra, en tenant comple de la relalion (7) :
(19) U=Uj+ f W,dx.

Nous pouvons aussi développer la fonction W suivant les
puissances croissantes des ¢, comme nous l'avons fait pour la

fonction U’ ; et, en nous reportant & la formule (13), nous

écrirons :

1 dF 4 ~ 2F ~ 2T
2 TR T le i 3 2 dRAR JR

la sommation s'étendant seulement aux molécules de I'élé-
ment dr.

La quantité ¢, étant homogeéne et linéaire par rapport aux
guantités D%, Dy, DE. et ¢, étant homogéne et du second degré
par rapport & ces mémes quantités, il résulte de expression

précédente que W, est une fonction homogene et du second

degré de D%, D4, DE.

14. Nouvelles hypothéses. — Nous admettrons que les
déplacements %, 4, ¢, sont des fonclions continues des coor-
données z, y, = de la molécule dans la position d’équilibre,
et qu'il en est de méme de leurs dérivées successives. Celle
hypothése esl légitime;car, s’il en élail autrement ct si le dé-
placement relatif de deux molécules trés voisines n'élail pas
trés petit, il en résulterait des réactlions élasliques trés eonsi-
dérables qui ne permettraient pas & un pareil état de choses

de subsister.
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16 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

La continuilé des fonctions 2 et de lears dérivées étant
admise, nous pouvons développer ces fonctions suivant les

puissances croissanles des variables «, y, =, et nous aurons :

. (l a f]

Les quantités Da, Dy, Dz, qui sont les accroissements des
coordonnées quand on passe d'une molécule & une molécule
voisine, sont de l'ordre du rayon d'activité moléculaire; les
carrés de ces quantilds seront des infiniment pelits qu’en
général on pourra supprimer. Nous verrons cependant qu’on
n'a pas toujours le droit de faire disparailre ces carrds, el
que I'une des théories données pour l'explication de la dis-
persion de la lumiére nécessite leur conservation. En les sup-
primant. DZ, Dy, D¢ sont données par des fonctions lindaires

et homogenes des neuf dérivées partielles :

de’ dy’ d3’ dx’""

Ona:
D = m+ﬁw+%m
@) Dy=iDet 5oy 4 300s
dt (]K dc
DC—— + D +(/~

15. Etude de la fonction W,. —Nous avons vu (13) que

W, était une fonction homogéne du second degré par rapport
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ETUDE DES PETITS MOUVEMENTS 17

aux quantités DZ, D+, DZ; c'est donc aussi une fonclion ho-

mogéne et du second ordre par rapport aux neuf dérivies

di ok - .
p 4 dy .., dérivées que nous représenierons soavent
dansla suite par la notalion de Lagrange : £; %, %/.... Une

forme quadratique & neuf variables indépendantes contient
neuf termes carrés et un nombre de termes rectangles égal au

nombre des combinaisons de neuf objets deux a denx:

98
9

Z

=36; elle peut donc renfermer quarante-cing coelli-

cients arbitraires. Nous allons chercher le nombre des coelli-

cients de la fonction W,,
dF
i dR Y

fonction développée suivanL la formule (20). Les termes en

Considérons d'abord le premier terme S‘ s, de celle

¥y
2

-y
¢'2 qui entrent dans > l[{” ne peuvent provenir que de DZ2,
car, ni D, ni D ne renferment /. Or on a, en élevant au

carré les deux membres de la premiére des relations 21) :

o (EY i
b= _<dl> D +(dy> Dy= +( ) D32 7,—Lbd—JD.vD3/—{—....;

et le coefficient de £'Z dans S‘ est :

1[{9’

o' (P s
Z 7 P*

On trouverait la méme quantilé pour le coefficient de »'2 et
de 2. Les coeflicients des carrés des neaf dérivies parlielles
se réduisent donc 4 trois :

N _(l_l‘_ R dl‘ r ANIEAN dr
> o D \ TR i dR

[+

LA LUMIERE.
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18 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

Le coefficient du double produit2 °’ est Z o IF DaDy. Il est

facile de voir. en développant les carrés de D et de D¢, que les

produits 2@ dq 9 &8 dag dg

dw dy’ 2 de dJ ,ont pour coefficients cetle méme

quantité. Les coefficients des neuf doubles produits qui

dF . L
entrent dans 2 7R P2 5¢ réduisent donc aux trois suivants:

AF dF . dF _
EQEDQ‘D% Ed—RDyDN, —g D<Da.

Par conséquent le premier terme de W, ne contient que
six coefficients arbitraires. Ces six coeflicients sont nuls quand
on suppose la pression extérieure nulle dans I'état d’équi-

libre, ainsi que nous l'avons établi au n° 10.

16. Les deux derniers termes de W, sont homogénes en ¢,

et ¢{. En remplacant, dans I'expression deg,

¢4 = 2(DaDk - DyD+ 4 D3DY),

Dz, Dy, D¢ par leurs valeurs (21), on trouve :

1 ds . o, dr dC dg | dy
99 1. % pe iy
(22) 2 = Uz D22 dJ =+ (cl_/ da;) DDy
dq | d (ZC ot s
+<c[~+clj) +< fl:) =D

c'est-a-dire que ¢, est une fonction linéaire et homogéne des

six quantités

Eody &
de’ dy’ ds’ dy

dq (Z?; ag | A
+ 7 dzs + dx + dz’

dx’
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ETUDE DES PETITS MOUVEMENTS 19

La somme des deux derniers lermes de W, est donc une
fonction homogene et du second degré de ces six quantités;
par suite elle ne contiendra que 21 coefficients arbitraires

(6 coefficients pour les carrés et 13 pour les doubles produits).

17. Nous voyons déja que, dans le cas le plus général, la
fonction W, ne contiendra que 21 46 = 27 coefficienls arbi-
traires. nombre qui se réduira & 21 quand la pression exté-
rieure sera nulle dans 'état d'équilibre.

Dang I'hypothése des forces centrales, nous avons vu (14)
que 'on avait :

£PF
dRdR'

Le troisieme terme du développement (20) de W, disparait,
et si. dans le second terme, on remplace ¢7 par sa valeur tirée
de la relation (22), on constate que, parmi les 21 coefficients,
six sont égaux deux & deux. Ainsion a :

(l’:: d‘q

A\ _ 9 &5 U
—l—@ = coef. de 2 @ 7y

d%
dy

(ZC di dq o & d§
coef. de 2 dy )_cocf de2 < +([J clw+dz

coef. de (

Le nombre des coefficients arbitraires se trouve alors réduit
a15.

En résumé, nous aurons dans \Vz':

1° 27 coefficients arbitraires dans le cas général;

2° 21 coefficients quand la pression extérieure est nulle
dans I'état d’équilibre et que les forces ne sont pas centrales ;

3 21 coefficients quand les forces sont centrales et la
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20 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

pression extérieare différente de zéro dans I'état d'¢quilibre
(hypothéses de Cauchy);

4° 13 coelficients quand les forces sont centrales et la
pression extérieure nulle dans I'état d'équilibre.

La valeur de ces coefficients, dans un milieu quelconque,
dépendm en général des coordonnées du centre de gravité de
I'élément de volume dr. Pour simplifier la question et nous
placer dans le cas le plus ordinaire, nous supposerons le mi-

lieu homogéne: les coefficients deviendront des constanles.

18. Fonctions isotropes. — Un milieu homogene est dit
isotrope quand, dans ce milieu, toutes les directions sonl iden-
tiques. L'éther dans le vide, les corps gazeux, les liquides,
les solides amorphes sont isotropes; les solides cristallisés ne
le sont pas. De cette définition il résulte que, dans un isotrope,
un plan quelconque est un plan de symétrie; en particulier
les plans de coordonnées sont des plans de symétrie. Les
équations du mouvement et, par suite, la fonction W, ne
doivenl pas changer quand on substitue —— x et — % d wet %,
ou—yet—-1ayely, ou enfin —z et —¢ azetl. Remar-
quons d’ailleurs que les corps isotropﬁs ne sont pas les seunls
qui jouissent de cette propriélé; elle appartient a tous les
corps cristallisés qui possedent lrois plans de symétrie rec-
Atangulaires, c'est-a-dire aux corps. cristallisés appartenant
aux quatre premiers systémes cristallins. Pour ces corps et
les isotropes la fonclion W, ne doit pas contenir de termes
changeant de signe par l'une des trois substitutions précé-
dentes; il est facile de reconnaitre que les termes qui peuvent

subsister forment quatre groupes :

=2

1°les termes carrés de la forme —=;
dx

; 2° ceux de la forme
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ETUDE DES PETITS MOUVEMENTS 21

dz? d% s,
—>=; 3° les termes rectangles tels que — = ;

0
O T dy 4° le terme

Z dq , . .
dy an et ceux qu'on en déduit par permutation

Dans les corps isotropes et les corps crislallisés du systéme
cubique, tous les termes d'un méme groupe ont le méme coef-
ficient. En effet, dans ces corps les trois directions des axes
de coordonnées jouent le méme role; par conséquent, nous
pouvons permuter deux des axes ou les trois axes sans chan-
ger W,, c'est-a-dire que W, doit conserver la méme valeur
quand on y permute, par exemple, a et y, £ et 4. Pour qu'il

o . 22 dy?
en soit ainsi il faut que les coefficients des termes (—_.,, -,

da?’ dy?*
dg?

dz?

groupe entrent dans la fonction W, par leur somme :

soient les mémes; par suite, les termes du premier

dz? g

dy?
du? +57y—‘ T @

Comme il en est de méme pour les termes des {rois autres
groupes, la fonclion W, est la somme de quatre polvnimes,
homogénes et du second degré par rapport aux neuaf dérivées
partielles, multipliés respectivement par des cocflicients nu-

mériques. Ces quatre polynémes sont :
€3 ) U
R S R4 e
Gy FERUE A4yl

TRTE RTINS
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19. 1l reste a chercher si ces quatre polyndmes indépen-
dants subsisteront dans le cas d'un corps parfaitement iso-
trope. Nous allons montrer qu'ils se réduisent & trois que
nous appellerons polyndmes isotropes.

Puisque dans un corps isotrope toules les directions sont
identiques, 1'expression d’un polynOéme isolrope ne doit pas
changer quand on fait un changement ‘quelconque de coor-
données en conservant la méme origine ; la forme d'un poly-

nome isotrope doit étre indépendante du choix des axes.

Fig. 2.

Soient @,¥, z les coordonnées d’une molécule v (fg.2) d'un
milien isotrope; o 4 Dx, y + Dy, z + Dz celles d’une mo-
lécule voisine p'. Lorsque la molécule u sera dérangée de sa
position d’équilibre, elle viendra en 1, dont les coordonnées
sont - & ¥ -, 54 C; la molécule &' occupera le point
w! de coordonnées @ -+ &+ Do + DE, y - 4 + Dy -+ Dr,
z--{+Dz - DZ. Par le point 1 menons la droite p.u” égale et

paralléle & py 1, et joignons ¢’ & p”. Par le point O, origine
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ETUDE DES PETITS MOUVEMENTS 23

des coordonnées, tragc:ns une droite OM égale et parallcle a
pu’ et une droite OP égale et paralléle & u'u”; les coordonnées
du point M seront D.z, Dy, Dz; celles du point P seront D%,
D+, DZ. En désignant par { la longueuar de la droite OP, nous

aurons @
(23) £ =Dz + Do 4 D,

et comme, d’aprés les équations (21), Dz, Dy, DCsont des fone-
lions homogeénes et dia premier degré parrapport a Dz, Dy,
Dz, 22 est une fonclion homogéne et du second degré par
rapport aux coordonnées du poinl M. Par suile le lieu des
points M tels que la longueur OP reste constante est un cllip-
soide dont le centre est en 0. Le milieu étant isotrope on doit
trouver le méme ellipsoide, quelle que soit la direction des
axes. L'équation de l’ellipsoide dépendra naturcllement du
choix des axes ; mais l'ellipsoide lui-méme ne changera pas
quand on changera les trois plans de coordonnées. Or on sait
que. si un ellipsoide est fixe dans l'espace, il existe cerlaines
fonctions des coefficients de son équation, connues sous le
nom d’invariants, qui sont indépendantes du choix des
axes; elles devront éire des fonctions isotropes. L’un des
invariants est lJa somme des carrés des coefficients des termes
carrés. Pour le trouver, remplacons dans I'équation (23) les
quantités DE, Dy, D¢ par les valeurs (21). Nous aurons entre
" les coordonnées Dw, Dy, Dz du point M une relation qui sera
précisément I'équation de notre ellipsoide et nous obtiendrons

pour le coefficient de D2 la somme :
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24 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE
celui de Dy?® sera:

U+ +835
et celui de Dz? :

£ ' U2

La somme de ces trois coefficients sera donc une fonction
isotrope. Nous la désignerons par il ; ce sera la somme des

carrés des neuf dérivées partielles

(24) H= M ¥3

20. Pour trouver d'autres fonctlions isotropes, considérons

le cas ot les molécules u et u se déplacent de facon que la

Y

droite vy’ reste toujours paralliéle a elle-méme : les droites
OP et OM sont paralléles, et, en désignant par « le rapport de

leurs longueurs, on a:
DZ = oD, D+ =4Dy, DY = «Ds.

Si on porte ces valeurs dans les équalions (21) du n° 14, on

obtient :
«Dx = £} Dz 4 &, Dy -}- & Dz,
«Dy = 4{ Do -+ =, Dy 4 =: Dz,
«Dz = ¢} Do -+ ¢, Dy + ¢! Dxz,

et 'élimination de Dz, Dy, Dz entre ces équations conduil aun

déterminant :
Mew  E B
1 wgex o [=o.
& PR S
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Celle équalion déterminera a. Or cette quantité est évidem-
ment indépendante du choix des axes de coordonnées, par
conséquent les coefficients de cette équation en « sont des in-

varianls. Le coefficient du terme en «? est :

Lty + G

Nous désignerons cette nouvelle fonclion isotrope par ©,et,
comme elle entrera au second degré dans la fonction W,,

nous considérerons son carré:

(23) 0% = (i) + U

21. Cette fonction © a une signification géomélrique inté-
ressante.

Le volume d'une portion da milieu élastique dans sa

/‘-\\

position d’équilibre a pour expression : b ROLLIY Y
O eeut /
fffd.rdyds. T

Par suile de la déformation du milieu, les coordonnées du
centre de gravité de chaque élément du volume deviennent
z-4% y -+ v, 2+ etle volume de la portion considérée

prend pour valeur :

f f . [ (do+ dE) (dy -+ ctv) (d -+ d¥)

Rappelons que, si 'on a‘une intégrale

f f f F(w,y,3)dxdydz

oua, ¥, = sont des fonctions de trois nouvelles variables «,8,,
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cette intégrale devient, lorsqu'on prend pour variables %, 8, v

ffftl) 1B, ( 'f grlz df.dy,

Dlx,y,2) .. . . .
(v.y,7) désignant le déterminant fonctionnel de ., y, & par

D(x, Bs1)

rapport & «, £, y. En nous appuyant sur ce théoréme nous

aurons, pour 'expression du volume aprés la déformation :

[ZJFI}J((?;/F:‘) 8 oy as.

Le déterminant fonctionnel qui entre dans cetle intégrale a
pour valeur :
1+& &

N 1+ "I.l;
L ¢y 148

e e

et si, dans le développement de ce déterminant, on néglige
les .puissances des dérivées qui sont supérieures au premier

degré, on obtient :
e
c’est-a-dire
1+ 6.

S8i nous portons cette valeur du déterminant fonctionnel dans
Vintégrale qui donne le volume aprés la déformation. nous

obtenons :

fff (1 4 ©) de dy dz.
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Un élément de volume dwdydz devient donc. aprés la dé-
formation, (1 4~ ©)dadydz ; par suite © est le coefficient

de dilatation cubique du milieu.

22. Revenons & notre équation en « Le coefficient du

termeen — « est :
(26) K=%fny—&/ni 4,0 —adly+ e —E.

C'est un troisieme polyndme isotrope qui peunt s’écrire :

.1 £.3)
K= (( lj +DL/-~)) D(~ (5.2)

- 238. Les trois polynomes isotropes du second degré, H, 9%, K,
sont trois polynémes indépendants. I1 ne peut y en avoir
d'autres, car, s'il y en avait quatre, tous les corps jouissant
de la symétrie cubique, pour laquelle la fonction W, est
une somme de quatre polyndmes du second degré et indé-
pendants, jouiraient en méme temps de l'isotropie. D’ailleurs
le premier des polyndmes (ui entre dans W,. dans le cas des

corps & symétrie cubique (18) :

F 4 ,/+C

n'est pas un polyndme isotrope, car il change quand on fait
tourner les axes, comme il est facile de s’en convaincre en
faisant tourner les axes des x et des y de 43° dans le plan

des xy.

24. Expression de W, dans le cas des corps iso-
tropes. — La fonction W, ne peut contenir que les trois po-
lynomes isotropes que nous venons de trouver, el comme

cette fonclion est homogéne et du second degré par rap-
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14 vy

port aux neuf dérivées partielles &, ¢,..., elle doit étre li-
néaire et homogeéne par rapport aux trois polynémes isotropes
qui sont eux mémes homogénes el du second degré par rap-

port aux neuf dérivées partielles; elle sera de la forme
(27) W, =K 4 uH 4 v02.

CGomparons cetle expression au développement (20) de cette
méme fonction. Le premier terme de ce développement ct
I'ensemble des deux derniers devront élre séparément
isotropes, car, dans un milieu isolrope, toute fonction symé-
trique des distances mutuelles des points occupés par les mo-
lécules avant ct aprés le déplacement doit étre une [onction

isotrope.
Considérons d'abord le premier terme ZEZ—E de cette ex-
onsiaero P 7R P2 >

pression ; nous allons démontrer (u’il est égal au polyndme H
mulliplié par un facteur constant.

Dans I'étude de la fonction W, (15) nous avons vu que, si on
remplacait dans le premiér terme du développement de cette
fonction les quantités D%, D+, DZ par leurs valeurs données par
les relations (21), nous obtenions pour ce terme un polyndme
homogeéne et du second degré parrapport aux neuf dérivées par-
tielles, contenant les carrés de ces dérivées et les neuf doubles

. E o . . .
produits de la forme dt % Mais ce terme, étant une fonction
dx dy

isotrope. ne peut contenir ces doubles produits qui ne rentrent
pas dans les quatre groupes des termes subsistant dans le cas
des corps & symétrie cubique (18);le premier terme de W, se
réduit donc 4 un polyndme ne conlenant que les carrés des
dérivées partielles. Il ne peut renfermer ni ® ni K, cardans la
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} s

fonction K se trouvent des doubles produits tels que %) +;
ne pouvant se réduoire avec les doubles produits de #? qui ne

sonl pas de celte forme. Nous devons done avoir :

y r]F

:'. [.
2ignfe =

(28)

25. L'ensemble des deux derniers termes :

‘J

\ o
x_.ulR(I R'TT

_N

e+

\
2 (]

du développement (20) de la fonction W, est aussi, dans le
cas des corps isotropes, une fonction isotrope, et des rela-
tions (20) (27) et (28) nous déduisons I'égalité

o (F o PR . R
,}4 prrekdl ~+ > 2 TRIR PR WA (v ) H- w002,

LD | ==

Dans l'étude de la fonction W, (18), nous avons montré
que, dans le cas général, le premier membre de cette égalité
esl une fonction homogéne et du second degré des six guan-
tités : |

oo i
S ’][/1 {.:

E/; —I_ 'fl.z/'v "+_ CI/7 t,’ —i" E:/ .

Yo

Les termes §,* el 23 /7, ne peuvent provenir que du carré
de la quantité £, 4~ 4 ; par conséquent, ces termes doivent
avoir méme coefficient. Or le terme £,2 ne se trouve que dans
la fonction H ot il ale coefficient 1; il entrera donc dans le

second membre de la relation (20) avec le coefficient v — u,.
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Le terme 2%/+; ne peut provenir que de la fonction K o il

. 1
ale coefficient — 5 500 coefficient. dans le second membre de

(29),sera— =. Les deux termes considérés ayant le méme

l€>_l>J

coefficient dans le premier membre de la relation, il doit en

étre de méme dans le second membre ; par suite. nous aurons:

(30) W=y =

Lol >

26. Quand on suppose que la pression extérieure est nulle
dans I'étal d’équilibre, le terme 2 IR © du développement

(20) disparait (15); par conséquent y., est nul et la relation '

précédente devient :
(31) p=—p

Il ne reste alors que deux coefficients arbitraires dans Ia fone-

tion W,.

Dans Ihypothese des forces centrales le terme Edtlicfll Eib1

est nul (17), et le premier membre de la relation (29)se réduit a
1 N d’F 0 r 1
9‘_4(“{»91 r nous avons vn que, si on remplace ¢} par sa

valeur tirée de la relation (22), on obtenait

coef. de‘( d" = cocf. de 2 & dn.
dudy’

L]

par suile, le coefficient de £,2 doit étre égal & celui de

2.%;m, dans le premier membre de l'égalité (29), et il doit
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en éire de méme dans le second membre. Le terme ;2 s'y

trouve avec le coefficient w. — u, ; le terme 2%;q, entrant

dans ©? avec le coefficient 1 et dans K avec le coefficient ;1),

il est dans le second membre de (29) avec le coefficient v é

Par conséquent, on a la relation:

A
p— i =v+g

En y remplacant y. — u, par sa valeur donnée par (30), on

obtient :
32) 24+ v=o;
etle nombre des coefficients arbitrairesse trouve réduit & deux.

2'7.En résumé, la fonction W, relative aux forces intérieures
qui résultent de la déformation d’un milieu isotrope est une
fonclion homogéne et du second degré des neuf dérivées des
quantités £, qui contient au plus trois coefficients arbitraires
h.u,v. Le nombre de ces coefficients pouvant se réduire dans
certains cas particuliers, nous aurons :

1° Trois coeflicients arbitraires dans le cas général;

2° Deux coefficients quand la pression extérieure est nulle
dans 'état d’équilibre et que les forces ne sont pas centrales;

3° Deux coefficients quand les forces sont centrales et la
pression extérieure différente de zéro dans I'état d’équilibre
(hypothéses de Cauchy);

40 Un seul coefficient quand les forces sont centrales et la
pression extérieure nulle dans I'état d’équilibre, car, dans ce

cas, les relations (31) et (32) sont vérifiées simultanément.
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32 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

28. Expression de W, en fonction des dérivées
partielles. — Lafonction W, est le terme du premier degré
du développement de la fonction W par rapport aux puis-
sances croissanles des £ (13); cette derniére fonction peut,
comme la fonction U', étre développée par rapport aux puis-
sances croissantes des p, et, en nous reportant aux relations
(12) et (17), nous obtiendrons :

dF
aR fv

W, = 2
la sommalion s'étendant seulement aux molécules de 1'élé-
ment de volume dr. En remplacant p; par sa valeur tirée de

la relation (22), la fonction W, devient :

.. dF o0 dEF s 2 VAR
\2“1 — S« Z'd_[{]-)“" + iy L d[{D.l/ + & }_J IR Dz

» ’ (lF
+ & -+ n4) Y, 75 Do Dy + ...

C'est donc une fonction homogeéne et du premier degré par
rapport aux neuf dérivées partielles.

29. Pressions extérieures. — Equations du mouve-
ment. — Considérons une surface fermée S (/ig. 1) divisant le
milieu élastique en deux parties : 'une Rintérieure d la surface,
l'autre R’ estérieure. Les diverses molécules de R’ exercent
des actionssurles molécules de R, mais, le rayon de la sphére
d'activité moléculaire étant trés pelit, il n’y a que les molé-
cules de R voisines de la surface qui sont soumises aux actions
de R'. Ces actions peuvent étre remplacées par un systéme de

forces appliquées aux éléments dw de la surface S et qui, en
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général, agiront obliquement sur I’élément considéré, Nous

désignerons par
P, dw, P, do, P. dw,

les composantes snivant les trois axes de la pression s’exer-
cant sur l'élément dw ; ce sont des forces exlérieures au
systéme, si on ne considére que le volume R limité par la
surface. L'application du principe de d'Alembert et du principe
des vitesses virtuelles & ce systéme va nous permettre de
trouver les valeurs des composantes desz pressions, et, en
méme temps, nous donner une nouvelle forme des dquations
du mouvement.

Sigest la densité d'un élément de volume dx (la lettre ¢ sera
désormais exclusivement employée dans ce sens), la masse
de I'élément est ¢dv, et les trois composanles de la force
d'inertie quil faut supposer appliquée i cel élément, pour
que, d’apres le principe de d'Alemberl, col ¢lément puisse

élre considéré comme étant en équilibre, sont :

Tous les éléments du volume R étant en déqnilibre sous
I'aclion des forces effectives et des forces d'inertie, on pourra
appliquer a ce volume le principe des vilesses virtuelles : dans
un systéme en équilibre la semme des (ravaux virtuels est
nulle. En désignant par U la fonction des lorces relatives aux
forces intérieures et extérieuresa R, la somme des lravaux
virtuels de ces forces estsU; et, en appelant 3z, 2+, 8¢ les pro-

jections du déplacement virtuel d'un élément dr, le travail

LA LUNMIERE. 3
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34 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

virtuel de la force d’inertie est :

&2t P ol
— e g%+ G ot 7 %)
La somme des travaux de toutes les forces d’inertie sera :
rPE ., diq 2t .
—fpdr<“ cle-’°"+dz- C)

et, d'apres le principe des vilesses virtuelles, on aura :

o 2z, d? 3
33 BU— fpdf Sl q-}_dt ):n,

quels que soient &z, 8+, 8.

Remarquons que, d’aprés la relation (19), nous avons :

U = 30" -+ f 3Wde;

3U” étant la somme des travaux virtuels des forces extérieures,
c'est-a-dire des pressions précédemment définies, nous aurons

donc :
SU” = f dw (Py 3% 4 P, &q + P, 57),
lintégrale étant étendue & toule la surface S. Si on suppose

que les composantes 3+ et 87 du déplacement sont nulles, le

-travail virtuel des forces extérieures se réduit a :
3 = f do P, 3.

La fonetion W relative aux forces intérieures est une fonc-
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tion des neuf dérivées partielles des %. Par suite du déplace-
ment virtuel donné au systéme, chacune de ces dérivées varie
en général, mais dans le cas particulier ol 'onadn =23 =

les seules dérivées qui changent de valeur sont %, %, £.. Par

conséquent :
~ d‘/v b4 dw % d\v N dW b
O‘V:d"” 8%y + T 8%, T 05 = Z 7 8%y
wxr h bt

-~

R N . .
Or 3%, c'est-d-dire 3 —= est égal 4 — &%, et 'expression de

duw

oW devient

3:

<

i
b
x_
Tl

b

Par suite, on a :

3U - /dmpo, fd—Z dias,

el,en portant cette valeur dans I'égalité (33) ou I'on fait 84 =

3¢ = o dans le terme relatif aux travaux des forces d'inertie,

on oblient :

W d 2
A . 14 _— =8fF— 0.
(34%) f{h)P 8% fdr d, o dr 7 0% 0

30. 11 faut maintenant transformer cette expression qui con-

L‘l
e
s

tient & la fois 8% et la dérivée de cette quantité par rappori
4 2. Pour cela nous nous apptiierons sur le lemme suivant,
qui sert ordinairement 4 la démonstration du théoréme de

Green dans la théorie du potentiel :
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Etant donnée une fonction F des coordonnées , y, & d'un
point, l'intégrale de la différentielle Fx dw, 0l « est le premier
cosinus directeur de la normale 4 I'élément dw d'une surface

fermée S, cette intégrale étant étendue & tous les éléments de

la surface S, est égale a I'intégrale de la différentielle ?Tidr,

étendue & tous les éléments dr du volume R limité par la

surface S.

Si nous posons :

dW
F=-773,
dis
nous aurons :
» 7A%Y
- d b33
dW dt.L .
dE’ 418 d()) = Ao dq: y

ou, en développant l'intégrale du second membre,

d, ‘:1.du)._ w "d‘r d\V d.2
dz . (ZJ,

Nous obtiendrons de la méme maniére les deux relations :

FEAM
Srtpdo= | sy | GHEE,,
o z AW .3
5(17 rdot | T s - = S

En additionnant ces trois relations membre & membre, nous
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avons :
d\V
aZdwEI(d[Z: BE‘CZTZ (C/liL Zdw((/l;»
o,
‘ [ .3k ; dﬂ\,[.
I Ay PN

Le premicr membre de cette relation est précisé ment le
terme de 1'égalité (34) qui conlient la dérivée de 3%; rem-

placons ce terme par sa valeur, nous obhtiendrons :

dd\V
v 7
doP,e% -+ 3idw ([“‘]_ 3 E: d{;z

ou, en réunissant sous le méme signe les quantités qui subis-

sent la méme intégration,
prALl dW
d\\' SEdl dEE s
i1 dw( - —|—Z 3td o +L (wa

Cette égalité devant avoir lieu, quel que soit 3%, il faut que
les coefficients de 3% dw et de 3% dr sotent nuls ; par conséquent,

nous awurons :

x dW
(35) Pzz—E “
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A% addW
(36) “Par— 24(1.1» dEL

31. La premiére de ces égalités donne la valeur de la com-

posante de la pression suivant 'axe des «; en posant

AN AW . AV
'(ZE—J,:: 2z —"({Tl}: Xy —dié':]m'

Pexpression de cetle composante devient :

Pr=aPaus+BPry+vPu:.

Considérons I'une des quantités P, qui enlrent dans cette

expression, on a :

p, . _(W__dW, dWw,

T T T w T

Or W, est une fonction linéaire et homogéne des dérivées
partielles, W, une fonction du second degré de ces mémes
quantités, donc le premier terme de P, est une constante et
le second une fonction du premier degré des dérivées par-
tielles. Lorsque le milien est dans sa position d'équilibre, les
quantités 5 sont nulles et, comme zéro est un minimum pour
ces quantités, leurs dérivées i, %,... sunt nulles aussi; le
second terme de P, disparait el la valeur de P,, dans la

position d’équilibre est :

Si I'on se reporte a la valeur de W, que nous avons trouvée
+ 4
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(28), on voit que:

deF

On trouverait que, pour la position d’équilibre du systéme,

on a de méme :

sont nulles, la pression extérieure est nulle dans l'état d’équi-
libre. C’est la réciproque de la propriété que nous avons dé-
montrée an n° 10.

32. Considérons maintenant 'équation (36) qui est une des
équations du mouvement; en y remplacant W par son déve-
loppement W, 4+ W,, elle devient :

ZCZ\V Z(ZW

¢
@ ZE]
—bar T 21 dxz >—J dy

W, étant linéaire et homogeéne par rapport aux dérivées par-

d
tielles, Z\’N’l est une constante; Ia dérivée de cette fonction par
S

rapport & x est nulle et le premier terme du second membre

de l'équation disparait. Les équations du mouvement se ré-
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duiront donc & :

y (Z "CL

K {l-
. T de

33. Equations du mouvement dans les corps iso-
tropes. — Dans le cas des corps isolropes, la fonction W,

est donnée par la relation (27) (24) :

= 1K —-l— wll 4 v,

En portant celte valeur dans les équations du mouvement,

la premiére de ces équations devient :

dK l a’03

—rE= L E R E e R

Cherchons la valeur de chacun des termes qui composent le
second membre.

De la valeur de K donnée par la relation (26) (22) on tire :

K dK dK

dE/‘—"ll/"i"C d’z_l;:'—'"]év @—'—c;:
et, par suite,
dK dK , dK
ld_s;_ A2 e Ca & d 4 _ . ax
de — dxdy U dxdz'  dy T dady’ dz ~ dxdz
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En additionnant ces derniéres égalités, on obtient :

dK
4z

oz

=0;

le coefficient ) disparait donc des équations du mouvement,

mais il entrerait dans la valeur des pressionssi 1'on cherchait

ces quantités dans le cas des corps isotropes.

En se reportant & la valeur de H donnée par la relation

(24) :

on en déduil:

et
dH
%y

da

d

.y

=2

\ 1 .
H= Y\ &2,

A o
d dl
&y d%
dy T dy?
d¥%  d*%
a (dw“’ + dy?

g,
@l T
dzd g &%
dz dz®

A

Faad

_|..

2r
&’5 —9
dz?

Cherchons maintenant la valeur du terme contenant ©:

nous aurons

dd?

&L T2
, e
CEL_ a9
de ~ ~dx’

d®?
£ o
dk,, !

de?

de?

P
d Ok

(IE: — 0

dz
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el
d (E
dEy o d®
v Z dow 2 o’

Par conséquent, les équations dumouvement deviennent:

413 )

S e Az 9, &

bae— 2088 + > dx

(38) — P =2t dy
a2y d®

—en = 2uAl - 2v y

Elles contiennent deux coefficients arbitraires, qui se rédui-
sent & unseul dans le cas o les forces sont centrales et la
pression extérieure nulle dans 'état d’équilibre, On a vu, en

effet (27), que 'on avait alors :
o= — % Av=o,

ce qui donne

o)<

34. Mouvements longitudinaux et mouvements
transversaux. — Nous allons montrer que le mouvement
d’'unemoléculed’unmilieu isotrope peut étre considéré comme
résultant de la superposition de deux mouvements; nous
appellerons 'an, mouvement transversal, 'autre, mouvement

longitudinal, et nous justifierons plus tard ces dénominations.
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Prenons les équalions (38), dérivons la premiére par rap-
port & =, la seconde par rapport & y, la troisiéme par rapport

a =, et additionnons ; nous obliendrons

(A% Py AN 1 (lq (ZC
F( dt? + lt? + de? )—“L A dx (/J+

Az | d2e | Jd*0
do® ' dy? +le_3)

42y (
Or, on a. d’aprés la relation (23) :
0 =& +my 8,
par suite

O P J*6
dx?* * dy? b dz?’

AQ = AL + Ay, + AL =
et

a0 _ d¥%L dP, o 2
de? d? de? + A’

On voit donc que la somme précédente peut s’éerire :

26
—_ = 2, + AG
F dtz R (\J' V)A -

équation différentielle a laquelle doit satisfaire la fonction ©.
Si on suppose qu’a l'origine des temps, c’est-a-dire pour ¢ = o,
la fonction © et sa dérivée par rapport au temps sont nulles,
I'équalion précédente montre que la dérivée seconde est en-
core nulle. Endé rivant cette équation. on en obtiendrait une

nouvelle de laquelle on conclurait facilement que la dérivée
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troisiéme de @ par rapport au temps est nulle pour ¢ =o. Les
autres dérivées seraient également nulles, ce qui exige que la
fonction © soit identiquement nulle. Les petits mouvements
pour lesquels la fonction ® est identiquement nulle sonl les

mouvements appelés transversaux.,

385. Considérons les quantités

_dy > — dt ot o oz o
T dz Ay T dr d3 Ty dx’

et cherchons I'équation différentielle qui les lie. Pour cela.
différentions la seconde des équalions (38) par rapport & z, la

troisieme par rapport & y, et retranchons : nous aurons

M S AN el dt RGN )
“( ag — de )— ‘!J'(A az A dy + 2 dydz" dydz

d*y

— —— = %A,
v 2 ¢

Nous obtiendrions de la méme maniére deux autres relations

analogues
d?v
— o —= =%
¢ om = 2udv,
?w

Si, pour ¢t = 0, les quantités u, v,w, et leurs dérivées du
premier ordre sont nulles, les relations précédentes montrent
que, pour cette méme valeuar de ¢, les dérivées de second ordre
le sonl aussi. En différentiant ces relations, on en obtiendrait

de nouvelles montrant que les dérivées du troisi¢éme ordre
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sunt nulles pour ¢ = o. Par conséquent les fonctions u, v, w0,
sont identiquement nulles. Les mouvements pour lesquels il

en est ainsi sont appelés mouvements longitudinaux.

36. Remarquons que les trois relalions identiques

dn _ 4% _

dz  dy
&K & & dn_
de  dz =0, dy  dx =0,

sont les trois conditions nécessaires et suffisantes pour que la

quantité
tdw -+ ndy 4 tds

soit une différentielle exacte. Dans le cas des mouvementslon-

gitudinaux, nous pouvons donc poser

ddw 4 ndy 4 Cds = dy,

et alorson a :

ST =y T ds’

37. Ces préliminaires établis, considérons un déplacement
£, 7, {. Pour démontrer que le mouvement peut étre con-
sidéré comme résultant de la superposition d'un mouvement
longitudinal et d’un mouvement transversal, il faut montrer

que I'on peut avoir

i=% + i, =" + (=144t

§+%i1,%4, S rapporlantd un mouvement transversal, et £y, 1, {,,
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& un mouvement longitudinal. Nous aurons, d’aprés ce qui

précéde :
L _de
2T da' 2= gy T de

et, par suite,

{ d 4
b=tk a=atg t=utg

€My, &y, satisfaisant & 1’équation différentielle des mouve-

ments transversaux,

&, thn, ag,
dx + 3, dy + dz ~

Différentions successivement £, 1, { par rapport & z,y,2 et

additionnons ; nous aurons

dE clq g E| G (l_CL ? d?y (l o
+ dy +@ dz  dw + dy + dz T dx? e (lz/-

relation qui, d'aprés nos hypotheses, se réduit &
0 = Ag.

D’aprés 'équation de Poisson, la somme des dérivées se-
condes du potentiel en un point est égale & — 4ng, p ¢tant la
densité de la matiére attirante au point considéré ; on aura

donc une fonction ¢ satisfaisant & la relation
0 = Ay

en cherchant le potentiel da a l'attraction d'une matiére at-
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&

tirante dont la densité serait — Il existe toujours une

telle fonction, et, par conséquent, le mouvement d’une molé-
cule peut toujours étre considéré comme résultant de la su-
perposition d'un mouvement longitudinal et d’'un mouve-
ment transversal.

8. Equations des mouvements transversaux dans
les corps isotropes. — Les équations des mouvements
transversaux dans les corps isotropes s’obtiendront en faisant

® =0 dans les équations (38) ; elles seront :

243

_ g AL

¢ pr i 2u.A%
2

(39) —¢ 'dT:l = 2ulq
a?

—ER T 2uAL,

89. Equations des mouvements longitudinaux. —
Les équations desmonvements longitudinaux prennent éga-

lement une forme simple. On sait que

{@ ol

113
Y =m Tt
de  d% d dq , d d.
donc =R T oy T

mais, puisque %, v,w, sont nuls, on a

dy _ & _d
dr ~— dy dx ~— dz’
d'ou 'on tire:
ddn _d% A& _ %
dy dz — dy? dz dz — dz*
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' . 7 .
En portant ces valeurs dans l'expression de E—a@;, on obtient

d® d3z d d¥%
dz — dx? + dy* ' od2? T A%,

21

. ! : _
et si on remplace —C[Z? par cette valeur dans les équations (38),

on a, pour les éguations des mouvements longitudinanx ;

d—ig — 9 |4
— ¢ o = 20p+ v)AL
di
(40) —p 7,2 = 2 1 v)An
L _, ;
— ¢ gp = 20+ VAL
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CHAPITRE II

PROPAGATION D'UNE ONDE PLANE.— INTERFERENCES

40. Cas particulier du mouvement par ondes pla-
nes. — Supposons (ue les composantes £, 1, { des déplace-
ments qui en général sont des fonctions de =, y, z, £, ne
dépendent que de zet de £ Si on considére un plan perpendi-
culaire a I'axe des z. les déplacements de toutesles molécules
de ce plan auront, au méme inslant ¢, la méme valeur, puis-
que le z de tous les points du plan est lc méme. Ce plan est
le plan de 'onde.

Dans le cas des mouvefnenls transversaux, la fonction iso-
trope @ est identiquement nulle ; or puisque, dans le mouve-
ment que nous considérons, §, 4, { ne dépendent ni de «, ni
dey,ona

a5 d

de " dy:();

et, par suite, la condition ® = o se réduit &

La composante { du déplacement est donc une constante ; si

nous la supposons nulle, le déplacement des molécules du mi-

LA LUMIERE, 4
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lieu élastique a lieu dans le plan de l'onde, ce qui juslifie la
dénomination de mouvements transversaux donnée aux mou-
vements pour lesquels on a @ — 0.
Les mouvéments que nousavons appelés mouvements lon-
gitudinaux sont caractérisés par les idenlités suivantes (85):
_dn_ dg _ 4y d . dt dy

Y=z dy — ' _da;*@:o’ "w:@_zv:o'

Dans le cas des ondes planes ces conditions se réduisent a

Au méme instant ¢, les composantes £ et v des déplacements
de toutes les molécules sont donc les mémes ; si nousles sup-
posons nulles, le déplacement des molécules a lieu suivant une
perpendiculaire an plan de I'onde ; c'est pourquoinous avons
appelé mouvements longitudinaux les modvements qui satis-

font aux conditions précédentes,

41, Les équations (39) des mouvements transversaux dans
les corps isotropes se simplifient dans le cas dela propagation
par ondes planes ; les quanlités £, v, { ne dépendant ni de z,

ni de y, on a. pour le mouvement de la molécule dans le plan de

I'onde,
@, &
TP ap = g
APy d?:r]
7 2 dz?’

Si nous posons :

"

=y

hy o]
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ces équations deviennent

2 e 4%
de v dz?

Py _ ey
de? dz®

En intégrant la premiére, nous obtenons
£ = Flz — Vi) 4 F(z 4 Vi).

F et F’ étant des fonctions arbitraires. Le déplacement £ d'une
molécule du plan de I'onde peut donc étre considéré comme
la somme de deux déplacements, I'un donné par la fonction
F (z— Vi), autre par la fonction F' (z V).

42. La quantité V a une signification géométrique trés
simple. Considérons deux molécules A et A’, et désignons par
k’la distance qui sépare les plans menés par A et A’ perpen-
diculairement & l'axe des z ; en appelant z, le z du point le
plus bas A, nous aurons, pour la valeur de z— Vtau point A

et & l'instant ¢,
2y, — Vi,
Pour le point A’ la valeur de cette expression, & linstant

7
tyt 5 - est

h
zy+h — V(to + V) =z, — Vt,.

Elle a donc la méme valeur qu'au point A au temps ¢, ; par

conséquent la fonction F (2 — V) prend au point A’ la valeur

qu’elle avait au point A a un instant antérieur de v Pour un
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observaleur sc déplacant suivant OZ avec une vitesse V, la
fonction F sera une constante ; si cette fonction représente le
déplacement d'une molécule, les différentes molécules ren-
contrées par Uobservateur lui paraitront dans la méme posi-
tion. Par conséquent le mouvement des moléeules du milieu
élastique estle méme que celui qui résulterait de la propaga-
tion avec une vilesse Vsuivant OZ d’un déplacement de toutes
les molécules d’un plan perpendiculaire & 0Z ; c’est pourquoi
on dit que F représente un mouvement qui se propage avec
une vitesse V. Pour les mémes raisons on dit que F' représente
un mouvement se propageant avec une vitesse — V. Les mou-
vements transversaux peuvent donc éire considérés comme
résullant de la superposition de deux mouvements se propa-
geant, en sens contraires et avec Ia méme vitesse, en valeur

absolue.

43. En posant
v, =/,
4
les équations (40) des mouvements longitudi;laux donnent,

pour le mouvement suivant la normale au plan de 1'onde,

dez T T da?

L’'intégrale générale de cette équation est
¢ =F,{z — Vi) +Fi(z -+ V,t).

On peut donc considérer un mouvement longitudinal comme
résultant de la superposition de deux mouvements se propa-

geant avec les vitesses - V, et — V,.
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44. Quand la pression extérieure est nulle dans 1'état d’é-
quilibre et que les forces qui s’exercent entre les molécules
sont cenlrales, les vilesses V et V, dépendent 'une de I'autre.
On avu en effet (27) que, dans ces conditions, A, 1 et v sont

liées par les relations

A
p=—3 A4+ v=o.

En éliminant X, on obtient

v:?p.;

et en portant cette valeur de v dans les expressions de Vet V,,

on arrive & la relation
Vi =3V
Dans tous les autres cas les vitesses V et V, sont indépendantes.

45, Hypothéses sur les propriétés de I'dther. —L'ex-
périence monlre que les vibrations de I'éther sont toujours
transversales. Pour tenir comple de ce fait expérimental on
peut faire plusieurs hypoihéses.

Premiére hypothése. On peut admettre que I'éther est sus-
ceptible de propager les vibrations transversales et les vibra-
tions longitudinales, mais que ces derniéres n’impressionnent
ni la rétine, ni les papiers photographiques, niles instruments
employés dans la chaleur rayonnante. Cette hypothése est
eontredite par les expériences de Fresnel sur la céflexion et la
réfraction de la lumiére ; ces expériences montrent-en effet que
la force vive du rdyon incident se retrouve tout entiére dans

Jes rayons réfléchi et réfracté transversaux.
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46. Seconde hypothése. On peut supposer quel'on aV, =0,

c’est-d-dire, d’aprés la valeur de cette quantité, que I'ona
b= —v.
En nousreportant (34) a1'équation différentielle

4?0
— ¢ 7z = 2w + )40,

2
nous voyons que cette hypothése exige que l'on ait 95%;3 =0.

Si. a l'origine des temps, la fonction ® et sa dérivée (il—(? sont

nulles, la fonction ® est identiquement nulle comme nous 1'a-

vons déja montré (84); dans le cas contraire, la condition
d*0

= 0 donne, pour la forme de @,

O =at} 6.

Sia est fiiﬁ‘érent de zéro; la fonction © croitra au-dela de
toute limite avec le temps. Or ® représente 'accroissement
de l'unité de volume du miliea (81) ; par conséquent un vo-
lume d’éther, aussi petit qu'on voudra, & 'origine des temps,
pourra, au bout d'un temps suffisamment long, devenir plus
‘grand que toute quantité donnée. C’est 14 une conséquence
singuli¢re de I'hypothése ; cependant, il ne faut pas y atta-
cher trop d’importance car si 'augmentation de volume du
milieu élastique devenait trop grande, les quantités &, v, ¢ ne
pourraient plus étre considérées comme trés petites et nous
sortirions des conditions dans lesquelles nous nous sommes
placés au commencement de cette étude (2). Cette hypothése

permet d’expliquer tous les phénoménes connus en Optique;
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de plus elle conduit aux mémes équations que celles qui ré-
sultent de la théorie électro-magnétique de la lumiére ; ¢’est

cette hypothése que nous adopterons de préférence.

4'7. Troisiéme hypothese. Elle consiste & admetire que la
vitesse de propagation V, des mouvements longitudinaux est
imaginaire, ¢’est-a-dire que l'on a

y.—l—v>0.

Cette hypothése rend mieux compte quela premiére de la ré-
flexion et de la réfraction de la lumiére ; mais elle conduit a
admelire que la position d'équilibre du milieu élastique n’est
pas toujou;‘s stable. Si I'équilibre est stable, lesecond terme U,
du développement de la fonction U par rapport aux £ doit étre

négatif ou nul, Or, nous avons trouvé (13) :

U, =Uj+ f W,dr
et, dans le cas des corpsisotropes, on a (24):
W, =K 4 vH 4 v@2.

Si nous considérons le cas particulier od toutes les dérivées
partielles &4, n4.... sont nulles a 'exception de £., que nous
supposerons égale & P'unité, les fonctions isotropes H, K, @2,

dont nous avons trouvé les valeurs, devienaent :
K=0 =1 0 =1,

On a donc

Wy = 4v;
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c’est-a-dire que W, est une quantité positive. L'intégrale qui
entre dans l'expression de U, est positive, et par conséquent
I'équilibre est inslable ; mais, dans lignorance ol nous
sommes de la. véritable nature de 1'éther, nous ne devons at-
tacher qu'une importance secondaire aux objections tirées de
la théorie de I'élasticité.

48. Quatrieme hypothése. On peut admettre que les molé-
cules de I'éther ne sont pas libres, qu’elles sont soumises & des
liaisons telles que l'on ait ® = 0. Cette condition revient &
supposer que ’élher est incompressible. Cetle hypothése de
l'incompressibilité de 1'éther est, pour ainsi dire, inverse dela

“seconde hypothése, qui conduit & admettre que ® peut devenir
aussi grand qu'on le veut, en d’autres termes que la résistance
de I'éther 4 la compression est nulle. Fresnel a adopié tantot
I'une, lantét 'autre de ces hypothéses ; dans ses calculs il
suppose, souvent implicitement, tanlét que celte résistance a

la compression est nulle, tantot qu’elle est infinie.

49. Equations du mouvement dans I'éther. — Admet-
tons que J'on a & v = o, et posons

V= \/ _
P
V élant la vitesse de propagation de la lumiére. Nous aurons:

2u = — pV?, 2v = pV?

en portant ces valeurs de p. et de v dans les équations (38) du

mouvement dans les corps isotropes, nous obtiendrons
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d% _ af x40
de v <A’ o dac)

d*y — @

azg de
ar — < c_‘dz>'

Ces équations peavent se mettre sous une autre forme en po-

sant
_dn & p=% & _ . dy
T dz dy T dx  d2’ dy dx’

On a en effet :

de _ d% | d% 2% % d*y i
af — de ~ da? + a3 dy? + l‘/" T dae? dwd_/ T dedz

_d% AP d% A2

dy*  dxdy ' dz® dxedz’

ou Ap -2 @

qui entrent dans les deux derniéres équations du mouvement,

on obtient :

d dw dv
=" —2)

diq Ve du  dw
daez dz ~ dz /)’

B (e
I/ Az dy)
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50. Résolution des équations des mouvements trans-
versaux. — Les équations des mouvements transversaux
s’obtiennent en faisant ® = 0 dans les équalions (1) ; elles
sont

z @
dar?

da*

= V3Ax, P

= V3AL

Nous allons chercher & satisfaire a ces équations en posant
E= A, n = Be, ¢ = Ce",

A, B, G, étant des conslanies et P un polyndéme du premier

degré et homogéne par rapport aux variables =, y, 3, ¢,

P:aw-—l—ﬁy-{—yz—}—at

Nous aurons, en différentiant &, , €,

dE_ P dza_. 2,P ﬁ_ 32,P
d—w_Aae, dwz_Ame, dF_Abe’
an _ P @ __ posp Py ooy p
dy_Bﬁe’ dyz_Bﬁe’ ag — P
A (yep B g P e
dz_GYe’ clzL—CYe’ C—lﬁ_Coe.
Par conséquent
d'q

£ o +C,z (As + Bp + Cle?

M= Tt Tt = A )

= dx*

En remplacant, dans les équations (2), A%, Ay, Af et les déri-
vées secondes de, w8, par rapport au temps, par leurs valeurs,

on obtient :

=Vt A B+ )
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Puisque les mouvements sont transversaux, ® =0, ¢’est-a-dire
Ao 4Bg 4 Gy = 0.

Telles sont les deux conditions que doivent remplir les coef-
ficients a«, B, v, § pourque lesexpressions deZ, v, { satisfassent
aux équations du mouvement.

54. Siles quantités A, B, G, «, §, v, & sont réelles, il en
sera de méme de %, 4, {; mais si une de ces quantités est
imaginaire, &, n, ¢ le seront aussi. Comme les équations du
mouvement sont linéaires par rapport aux dérivées du se-
cond ordre de £, v, ¢, la partie réelle et la partie imaginaire
d’une solution imaginaire devront séparément satisfaire aux
équations du mouvement ; on aura donc deux solutions.

Dans I'étude de la lumiére on ne rencontre que des solu-
tions imaginaires ; en effet les mouvements lumineux sont
toujours des mouvements vibratoires, c’est-a-dire périodiques
par rapport au temps. Par suite, les quantités £, », { doivent
étre périodiques par rapport au temps; si on les met sous la
forme d’exponentielles, comme nous venons de le faire, ef
doit prendre la méme valeur pour des valeurs de ¢ différant

d’une méme quantité, < ; il faut donc que I'on ait

31 = Qr,
d’ou 5= -2—12 .
T

3 est donc imaginaire; son carré sera négatif, et la relation

P =V F ) :

montre que la somme «? 4~ p2 - v? doit étre négative, ce qui

exige que 1'une au moins des quantités «, 8,y soit imaginaire.
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Lorsque nous aurons obtenu la solution imaginaire d’une
¢quation, nousen prendronsla partie réelle qui doit répondre
aux faits expérimentaux. La partie réclle d’une exponentielle
pouvant s’exprimer & l'aide d'un cosinus, nous pourrions
trouver directement les solutions réelles des équations diffé-
rentielles que nous rencontrerons en cherchant a y satisfaire
par des valeurs de £, =, § contenant un cosinus en facteur,
Dans certaines questions, nous adopterons cetle derniére
marche, dans d'autres, au contraire, nous nous servirons d’ex-
ponentielles imaginaires dont nous prendrons la partie réelle

pour solution de la question.

52. Considérons maintenant un plan paralléle au plan

wx + fy + vz = o.

Pour tous les points de ce plan le pelyndme P a la méme
valeur & chaque instant ; par conséquent, les déplacements de
tous ces points seront les mémes au méme instant. Confor-
mément a la définition donnée (40), ce plan est le plan de
I'onde.

Examinons d'abord le cas ou le plan

aw Py + vz =o

est réel. Nous pouvons le prendre pour plan des zy et son
é quation se réduit a

Z = 0.

Nous devons done avoir « = = o et 82 = V2y2 ; d’on
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Le produit V qui se trouve au dénominateur de 1'expression
de y se représenle par A et s’appelle la longueur d’onde : c'est
le chemin parcouru par la lumiére pendant une période du
mouvement vibratoire. ' B

En remplacant,dans P, les quantités «, B, y, 8 par leurs va-

leurs, on obtient :

Y
=

it
P == (s + Vo).

P est donc une fonction périodique par rapport a zet a ¢ ;
pour z la période est X. La valeur de § qui satisfaita la pre-

miére des équations du mouvement devient alors

C 20y

E:Ael "

Le coefficient A peut étre imaginaire ; si A, est son module et

@ son argument, on peut'écrire
A = Ape?

et la valeur de £ devient :

2iT

E=Ape

(z+ V04 i,

La parlie réelle de cette expression donne le déplacement sui-

vant 'axe des « ; elle a pour valeur

= A, cos(g—; (= 4 Vi) + cp).

On aura, pour le déplacement suivant 'axe des y,

7= By cos (27” (= + Vi + ,,)
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Supposons maintenant le plan ax 4 By -}- vz = o imagi-
naire. L’équation de ce plan pourra se mettre sous la forme
P +4Q = 0, les plansP = 0 et Q = 0 étant les plans bisec-
teurs du plan imaginaire et de son conjugué. Prenons P = 0
pour plan des yz,Q = O pour plan des xy;, l’éQuaLion du
plan de I'onde devient

ax 4 ez =0,

La condition ® = 0 donne, dans ce cas,

Ao - Cie = 0,

. . A . _
relation qui montre que le rapport c est imaginaire. A cause
de la périodicité du mouvement lumineux on a

4n?

52— 2T
"527

et la condition 32 = V2 («* 4 p* 4 y?) donne

11 en résulte que ¢ doit éire plus grand que «. La solution de -

la premiére équation du mouvement est
£ — Aoeax+iez+%+i9.

En en prenant la partie réelle, on obtient, pour le déplacement

£ suivant I'axe des z,

L = Age®* cos (sz + ¢ + QTM)

On aurait deux expressions analogues pour les ¢composantes

n et du déplacement suivant les deux autres axes.
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53. Rayons évanescents. — La forme que nous venons
de trouver pour ¢ ne différe de celle que nous avons précé-
demment trouvée dans le cas de 'onde réelle que par un fac-
teur e**, Si « est négatif, ce facteur décroit trés rapidement
quand « croit; dansle voisinage du plan 2 — 0le mouvement

sera sensible, mais dés qu’on s'écarte un peu de ce plan,l’am-

plitude est trés petite. Comme « est & peu présde I'ordre de %
le mouvement deviendra insensible dés qu'on sera & une dis-
tance comparable 4 une longueur d’onde. Un pareil mouve-
ment peut se rencontrer dans la réflexion totale. Quand I'angle
du rayon incident avec la normale & la surface de séparation
est plus grand que'angle limite, la valeur du sinusde 1'angle

de réfraction, donnée par la formule

sin 4
— — 1,
sin »

est imdginaire ; la direction du rayon réfracté est imagi-
naire, et le plan de l’onde réfractée, perpendiculaire aurayon,
est aussi imaginaire, Dans le milien le moins réfringent, nous
aurons donc un mouvement devenant rapidement insensible.
Une expérience, due a Fresnel, tend & prouver l'existence des
rayons évanescents. En mettant une lame de verre & une tres
petite distance d'une surface sur laquelle s’opérait une ré-
flexion totale, il a obtenu des franges obscures et lumi-
neuses.

Dans I'étude des mouvements longitudinaux, Cauchy a
trouvé des mouvements évanescents, mais leur existence n’a
pu étre confirmée par 'expérience. Supposons que les dépla-

cements £ et 7, qui sont les mémes pour tous les points d'une

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



64 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIRRE

onde plane, soient nuls, el cherchons a satisfaire i 1'équation
qui donne ¢,

A2

ap = ViA%

en posant ¢ = Cetvs+9,

En calculant les dérivées secondes de cette expression par rap-
port & z et & ¢, et en portant leurs valeurs dans ’équation du
mouvement, on obtient la condition

La quantité 8 étanl purement imaginaire par suite de la
périodicité du mouvement vibratoire, son carré est négatif.
Cauchy s’étant placé dans '’hypothése p.--v>o0,0na Vi<o;
par conséquent y est réel et 'exponentielle qui satisfait a I'é-

quation du mouvement est

Sa partie réelle est
{ = Gge¥* cos 2z,
T
Sinous supposons y < o 'amplitude du mouvement vibratoire
décroitra trés rapidement quand on s'éloignera du plan z=o0

dans le sens des z positifs ; nous aurons donc unrayon éva-

nescent.

54. Trajectoire des molécules d’éther dans les mou-
vements transversaux. — Si nous posons

S EFV) =0, =5
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les expressions

t=— A, cos <‘2)\-£(: + v+ ‘P)

97 .
0 =By cos (F (= + V9 + 2

trouvées (52) pour les déplacements suivant le plan de l'onde
d’une molécule animée d'un mouvement transversal devien-
nent :

E=Ajcos o
7 = B, cos (o -+ ).

L’équation de la courbe décrite par la molécule s’obliendra

en éliminanl o entre ces deux équalions. On lire de ces équa-

tions
¥ ¥
3 . ! z
€cos v — — sin oy —= — - —— — cotg 0§
' A Bysin g ' A, T

En élevant au carré el addilionnanl, on a

2 : n 2
— — g — —— =
s T (An cotg 0 B, sin (J) !

C’est I'équation d'une ellipse ; celle ellipsese réduit aune droile
quand 0 est ¢gal & zéro ou 4 =, comme on peul le voir faci-
lement en éliminant cos o entre les valeurs de £ etde v qui ne
contliennent plus 0. Lorsque la {rajectoire de la molécule vi-
“ brante esl une ellipse, la lumicre est dite polarisée elliptique-
ment; sila trajecloire est une droile, la polarisation est dile
recliligne.
Dans 'étude expérimentale de I'oplique, il n’est pas possible
de déterminer directement la direction des vibrations de

LA LUMIERE, 5
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I’éther qui propage de la lumiére polarisée rectilignement ;
ce qu'on peut observer c’est que les phénoménes dépendent
dela position d’un certain plan appelé plan de polarisation.
Par raison de symétrie, la direction des vibrations doit élre,
soit dans le plan de polarisalion, soit perpendiculaire & ce
plan. Fresnel admet qu’elle lui esl perpendiculaire, d’aulres
savants ont préféré 'hypothése contraire; nous y reviendrons

longuement dans la suite du cours.

55. Remarque sur les constantes introduites dans
les valeurs du déplacement. -- Dans la résolution des
équations d’'un mouvement transversal (50) les quantités A,
By, Coy %, B, ¥, v, V, ), ont été considérées comme des cons-
tantes. En réalité, les sept premiéres de ces neufl quantités
prennent une infinité de valeurs dans une seconde ; mais
comme elles varient beaucoup plus lentement que £, 4, &, on
peut les considérer comme constanles pendant la durée d’un
certain nombre de vibrations (30,000 environ, dont la durée
est & peu prés un dix-milliardiéme de seconde). V, vitesse de
propagation de la lumiére, est une constante absolue dans un
milien homogene ; il en est de méme de & dans une lumiére
monochromalique. On pourrait considérer X comme variant
d’une maniére quelconque dans la lumiére blanche, ou bien
admettre que la lumiére blanche est formée par la superpo-
sition d’'un grand nombre ‘de lumiéres monochromatiques.
Mais, comme dans la suite du cours nous n'envisagerbns ja-
mais, que la lumiére homogéne, nous pourrons, dans nos
calculs, regarder X comme une constante. Si 'on voulait en-
sujte avoir la valeur des déplacements d'une molécule dans le

cas de la lumiére blanche, on n’aurait qu'a faire la somme
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d’'un grand nombre de déplacements pour chacun desquels

A serait une constante.

56. Intensité lumineuse. — On définit I'iniensilé d'une
vibration lumineuse comme une quantité proportionnelle 4 la
force vive de la molécule en mouvement. Cette force vive
étant une fonction du temps qui varie tres rapidement. il est
naturel d’admettre que l'intensité mesurable, celle qui impres-

sionne nos sens, est proportionnelle ala valeur moyenne de
cette fonction.
La force vive de la molécule en mouvement esl 4 un cer-

dz\? dn\?
LG+ (@)
Nous avons vu (54) que, dans le cas de la propagation de la

lumiére par ondes réelles, le seul cas qu'il y ail lieu de consi-

tain moment

dérer dans l'élude expérimentale, on avail, pour les compo-

santes du déplacement de la molécule,

=Aj,cos e n = B, cos (v +- 6)

. 2r
on m:T(z—{—Vl)—-[—cp.
En différentiant £ et v nousaurons, en regardant Ay, By et o
comme constantes,
dz . 22V . dq 97V .
dt_—AO 3 sino, 7 =—1B, 5 sin (0 4 0).
C 1 3 — - T S VOV C]_E [ .r]_rl

omme sin & = — cos (@ |- g )» nous voyons que = el —,

. 2V, -
sonl égaux, au facteur prés Al el 7 ot 'on augmente

o de 'é Or, d’aprés I'expression de w, augmenter cette quantiié
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de g) revient & angmenter le temps de — IV II ; par consé-
daz .
quenl les valeurs de a et de 7 au temps ¢ sont proportion-

nelles aux valeurs de £ et de 4 au temps ¢ |- E La force vive
d'une molécule au lemps ¢ sera, par suile, proporlionnelle &

la somme des carrés des valears de £ et de « au lemps ¢ ;—r

« T .
Si on change ¢ en ¢ 4- i la valeur moyenne de la force vive

ne change pas; elle sera donc proportionnelle & la valeur
moyenne de £2 4 »2. Il en résulte que nous pouvons prendre
pour valeur de I'intensité lumineuse une quantité proportion-

nelle & la valeur moyenne de £2 - 2.

57. Interférence de la lumiére non polarisée. — Soit
P un point de I'espace ot arrive la lumiére provenant d'unc
source située & uue distance z; nous aurons (52), pour les
composantes du déplacement de la molécule d’éther placée
en P,

E=A, cos[ (z+Vi)+4 :l 7 =B, cos[ (z —I—Vl)—|—¢|j|
Ces expressions deviennent

1) E = A, cos v, n = B, cos (o + 0),

en posant
2z
=5 E+V)+te V=g —¢

" Supposons maintenant que le point P recoive en méme temps

de la lumiere de méme longueur d’onde provenant soitd’une
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seconde source, soil de la premiére source par un chemin dif-
férent, et que celte lumiére ait parcouru vne distance 2z’,nous
aurons pour les composantes du déplacement suivant les

mémes axes

(2) E=A, cos[—(~ +Vl+"]’ ﬂ_Bl’cog[ v+ ]

Introduisuns unc nouvelle quantité -+ qu'on appelle diffé-
rence de marche des rayons lamineux au point P et qui est

définie par la relation

Posons : b4 — 9 =c¢,
Ydoi — 9 =
nous aurons pour les équations (2)
E= A} cos (w4 ¢), n = B(', cos (o 4+ 6 4 ¢,).

Le déplacement de la molécule P, résultant des deux mouve-

ments auxquels elle est soumise, aura pour composanles
3) E=A,e08 w4 A cos (o} ¢),
7 =B, cos (0 + 0) 4 B} cos (o 4 6 4 ¢,).

58. Pour avoir l'inlensit¢ lumineuse au point P, nous

allons chercher la valeur moyenne de 24 4% On a
£2 = A2 cos?m -+ Aj2cos? (o - ¢) - 2A,A§ cosw cos(o - ¢)

B3 cos ( 4 0) 4+ BE2 cos? (w40 4 ¢
+ 2B B cos (w - 0)cos (04 0-4¢,).

2
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Pendant la durée d’'une vibration Aj, ¢ et ¢’ et, par suile ¢,
peuvent étre considérés comme des constantes; o prend
toutes les valeurs comprises entre 0 et 2x. On aura done, pour
la valeur moyenne de %2 pendant la durée d’une vibration, une
quantité proportionnelle & l'intégrale de %% prise entre O et
2x. Convenons de représenter la valeur moyenne d’une guan-

tité par cette quantité placée entre crochetls ; nous aurons

[ 43 cos o | = o A3 o o =233
Locos m_l__% cos? o dw =7
0
27
12 LIP 2 Ag?
Al?cos? ) =g cos (m—|—e)d¢o:T
0
- 27
I 2A A jcoswcos(w—te _I 524,43 €08 008 (w—--¢) dw
0
27
= 2—‘“ A | [cos(@w <) cose] duw
0
= AgA} cos ¢,

et par conséquent
2 12
[52 = ‘l—;—" + “—;"— + AyA§ cos ..

Nous aurions, pour la valeur moyenne de 2 pendant la du-
rée d'une vibration,

L'q ——°+ —|-BB(,c0551
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Cherchons maintenant la valeur moyenne de ces quantités
pendant 'unité de temps, une seconde. A,, Aj, By, By, doi-
“vent alors étre considérés comme des variables ;ilen est de
méme de g et de ¢', et comme ces quantiiés prennent une in-
finité de valeurspendant 'unité de temps, la quantité < prendra
aussi, en général, unc infinité de valeurs pendant le méme in-
tervalle. Par conscquent, cose passera par toules les valeurs
comprises entre — 1 et -1 ; sa valeur moyenne pendant'unité
de temps sera nulle, et, par suite, la valeur moyenne de £* pen-

. . | A2 A2 !
dant cet intervalle se réduira a —q—" -+ ?"J Pour les

-

mémes raisons, la valeur moyenne der? peadant une seconde
B2 |, B;* .
sera —2" -}——;‘;—-I Donc, sauf dans certains cas exception-

nels, l'intensité au point P ne dépendra pas de la position de
ce point et se réduira 4 la somme arithmétique des intensités
dues & chacun des deux rayons composants.

59. Appelons g, et ¢ les valeurs de ¢ et de ¢ dans le voisi-
nage des sources, pendant que nous continuerons & désigner
par les lettres get ¢ les valeurs de ces mémes angles au point
P. Ces qualre quantités ¢, ¢’, ¢, el o, seront fonctions du

temps, et on aura

W=n(—3),  vo=wu(—F)

Si les deux'rayons ne proviennent pas de la méme souree, il
n'y a aucune raison pour que g, soit égal 4y et o & o' Les
deux angleso ct ¢" varicront indépendamment I'un de 'autre.
Leur différenceg — ¢’, et par conséquent ¢ pourronl prendre
louteslesvaleurs possibles, de telle fagon que la valeur moyenne

de cos ¢ sera nulle. Les deuxrayons n'interféreront pas.
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Si les deux rayons proviennent de la méme source, on

aura

9'() =0 (l - %,): ¢ <t + ;_r-—-Tz')

ot
zZ —'2Z

v

dix-milliardiéme de seconde, il n'y a pas de raison peur que

soit inféricur & un

8i ¢ n'est pas assez pelit pour que

¢’ soit égal & ¢-et, par conséquent, pour les raisons qui viennent
d’étre développées dans le cas précédent, les rayons n'in-
terféreront pas.

Si enfin les deux rayons proviennent de la méme source et

que leur différence de marche § soit assez pelite pour que

?

g—2z ., R . T
v soit inférieur & un dix-milliardiéme de seconde, on
aura
— ol

=9

par conséquent .
—_— ! J—
e=y+¢—g=1

Quant & ¢, at ¢/ ils pourront aussi étre considérés comme
égaux, et nous aurons ¢, = . La valeur moyenne de £2 | 42
contiendra, en y remplacant ¢ et ¢, par leur valeur ¢, la

valeur moyenne de
AjA§ cos ¢ - BBy cos ¢.

La différence de marche 4 est une constante poar le point
considéré P, mais la valeur de cette quantité varie quand on
s’éloigne du point P; I'intensité lumineuse ne sera done pas la
méme au point P et en un point voisin, el nous aurons des
franges d’'interférence. - : . .

60. Interférence de lalumiére polarisée. — Rece-
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vons les deux rayons lumineux sur deux polarisateurs I1 et 11",
Si leurs plans de polarisalion sonl paralléles, en prenanl pour
plan des yz un plan paralléle aux plans de polarisation et
admettant que les vibrations sonl normales a ces plans,
les composantes + des deux rayons lumineux seront dé-
truites. L'inlensité lumineuse, en un point P on arrivent les
deux rayons aprés leur passage dans les polarisaleurs, sera
proportionnelle 4 la valeur moyenne du carré de la somme
des élongations £ suivanl l'axe des «w. L'inlerférence des
rayons polarisés se produira alors dans lcs mémes conditions
que celle des rayons naturels.

Supposons maintenant les polarizateurs II et 11" orientés a
angle droit. Les plans de polarisation des rayons qui ont
traversé les polariseurs élant. rccta{ngulaircs, prenons-les pour
plans des @z et drs y3. L'une "des deux composantes, « par
exemple, du premier rayon sera détruile par le passage de
la lumiérea travers le polariseur I1 ; nous avonsdone By=0.
La composante Z du second rayon sera délruite par le polari-
seur II' ; par suite Aj == 0. Dans la valeur moycnne de 1'ex-
pression qui donne I'intensité lomineuse au pointP, on n'aura
pas de termes en cose puisque les coefficients de ces termes
sont nuls ;il n'y aura pas interférence.

64. Faisons mainlenanl passera traversun polariseur I1” les
deux rayons lumineux qui ont déja traversé séparément les
polariseursIT et II'. A son entrée dans le polariseur 117, le pre-

mier rayon a un déplacement suivant OX
E—= A, cos w;
le second a un déplacementsuivant OY,

n=DBj cos (w4 64 ¢),
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ou, si on admet que la différence de marche des deux rayons

est trés petite,
7= B{ cos (w 4 0 4 ¢).

Sous l'influence de ces deux mouvements, la molécule d’éther
v, placée en Ovientau point M (/g. 3)
de coordonnéest et +. Soit OG la.
G. nouvelle direction des vibrations
a la sortie du polariseur 11”; la

AY" vibration OM peut se décomposer

,§" en deux, l'une OQ suivant Of,

M x  l'autre MQ perpendiculaire & OG,

Fig. 3. qui sera détrnite par le passage

0Q =OM'cos g + MM sin g
ou 0Q =Ecos g4 qsing.
En remplagant £ et » par leurs valeurs, on obtient
0Q = A, cos g cos © 4~ B sin g cos (o 4 0 - ¢).

Pour avoir l'intensité lumineuse en un point P, nous allons
chercher la valeur moyenne de OQ® pour un trés grand
nombre de vibrations. La valeur moyenne de cetle quantité

pendant une vibration est
%[Ag cos 2 g -+ B}2sing 4+ 2A B] sing cos g cos (6 - q,)]

Si, avant son passage dans les polariseurs ITet I1',la lumiére
était naturelle, 6 peut prendre une infinité de valeurs, et dans

la valeur moyenne de l'expression précédente le terme rec-
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¥

tangle qui contient cos (04- ) disparait. Dans ce casiln'y a
pas interférence.

Quand, au contraire, la lumiére est polarisée rectilignement
avant son passage dans les polariseurs I et IT’, la quantité o
est égale & o ou & =. La valeur du lerme rectangle est, au

signe prés,
2A,Bg cos g sin g cos ¢ ;

sa valeur moyenne pendant un grand nombre de vibrations

contiendra cos ¢, et les rayons interféreront.
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CHAPITRE 111

PRINCIPE DE HUYGHENS

61. Le principe de Huyghens sur lequel repose la théorie
de la diffraction a été 'objet de nombreuses objections. Afin
de lever ces objections et de donner une justification aussi
compléte que possible de cet important principe, nous serons
obligés de nous étendre longuement sur ce sujet.

Exposons d’abord les idées de Huyghens. Supposons que,
toules les molécules d'éther élant
aurepos, on donne un ébranlement
a celles qui sont conlenues a I'in-
térieur d’'une sphére A (fig. 4) de

\O——{F e somtitie s i, L

lement donné aux molécules de

A se propagera dans l'élher ;

Huyghens admel qu'il se produit

S
une onde sphérique, et qu'au bout
s’ d'un temps ¢, les seules molécules
Fig. 4. en mouvement occupenl une cou-

che infiniment mince sitnée & la surface d'une sphére S de
rayon Véet concentrique a A. Celle hypolhése revienl & ad-
mettre la possibilité de la propagation d'une onde isolée

et, bien qu'expérimentalement la réalisation de ce fait n’ait
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jamais lieu, on peut faire usage de celte abstraction dansla
théorie. S'il en est ainsi. les seules molécules en mouvement
au bout du temps ¢ 4 ¢’ seront siluées dans une couche sphé-
rique ' concentrique & S et de rayon V(¢4 ¢'). Le principe de
Huyghens consisle & admetire que le mouvement de T'éther
en tout point de cette onde §' esl la résullante des mouve-
menls qu’enverraient isolément Lous lcs éléments de la méme
onde considérée dans une position anlérieure S.. '

Si ce principe est vrai, on doit pouvoir ¢n déduire que les
molécules en mouvement au temps ¢ - £ sont tou'es situées
a lintérieur de la couche §'. Or, l'onde partielle, provenant
de la propagation du mouvemenl qui animait an lemps ¢ un
élément B de 'onde S, sera unc sphére de centre Bel de rayon
Vi’ ; celte onde s est donc tangenie & 'onde S'. 1l en sera de
méme pour toutes les ondes partielles, et I'on peul regarder
I'onde 8’ comme l'enveloppe des ondes partielles provenant
des différents points de S. Il est donc évident qu’il ne pourra
pas y avoir de mouvemenl au deld de I'onde 8'. Mais rien ne

prouve a priori qu'il n'y en aura pas cn decd. Au premier
abord, il semble méme difticile qu’il en soit ainsi, car, les
mouvements des molécules de lasphére d’ébranlement parais-
sant étre de méme sens, ils devraient donner naissance a
des mouvemenls de méme sens qui ne peuvent se délruire.
Huyghens expliquail cetle anomalie en admettant que, la
couche S élant infiniment mince, les mouvements provenant de
I'ébranlement des divers ¢léments de celle surface devaicnt
étre infiniment petits et qu’ils ne pouvaient étre appréciables
que sur la surface S’ o un grand nombre de ces mouvements
se composent. Cetle explicatio‘n ne résisle pas & une ana-

lyse rigourcuse.

Document numérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



78 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

62. Fresnel, dans sa théorie de la diffraction, modifie le
principe de Huyghens en considérant, non plus une onde
isolée, mais une succession d’ondes provenant de mouvements
vibratoires. Voici d’ailieurs comment il énonce ce principe :
Les vibrations d'une onde lumineuse dans chacun de sespoints
peuvent étre regardees comme ln somine des mouvemenlts é¢lé-
mentaijres qu'y enverraient aw méme instant, en agissant iso-
lément, toules les parties de cetle onde considérée dans une
quelconque de ses positions antérieures. A cet énoncé il
ajoute, en note (1) : « Je considére toujours la succession
« d'une infinité d’ondulations ou une vibration générale du
« fluide. Ce n’est que dans ce sens qu'on peut dire que deux
« ondes lumineuses se détruisent lorsqu’elles sont & une demi-
« ondulation I'une de l'autre. Les formules d’interférence que
« je viens de donner ne sont point applicables au cas d'une
« ondulation isolée, qui d’aillenrs n'est pas celui de la
« nature .» — En considérant ainsi des ondes successives, les
mouvements des molécules de S sont tantdt dans un sens,
tantOt dans un autre, et on peut concevoir qu'au temps ¢ ¢,
les molécules qui sont en dehors de la surface s’ ne soient
pas en mouvement, Cette explication est loin d'étre & l'abri
de tout reproche, comme nous allons le voir dans le para-
graphe suivant. D'ailleurs la théorie de la propagation d'une
onde isolée, propagation mathématiquement possible, laisse
subsister une difficulté qu'il est nécessaire d’expliquer.

63. Controverse de Fresnel avec Poisson. — Que
T'on considére une onde isolée on une série d'ondes successives,

le principe de Huyghens conduil & admettre qu'outre 'onde $'

(1) Euvres de Fresnel, t. 1, p, 293,
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il s’en produit une autre 8" qui est I'enveloppe intérieure des
ondes élémentaires s. C'est une des ohjections que fait Pois-
son & Fresnel, dans une lettre (1) dont nous extrayons le pas-
sage suivant : « Je vous ferai aussi remarrquer que, dans le
« raisonnement qui vous a conduit ala formule de la page 287
« de volre Mémoire sur la diffraclion (2), rien n’exprime que
« le point P (/Zy. 3) soit situé¢ an dela de 'onde AMF, et que,

« s'il était silué en deg¢a de celie onde, le méme raisonnement

xR

« appliqué mol A mot vous conduirait & une formule sem-
« blable pour exprimer la
« vitesse qu'il recoit, avec
« cetteseuledifférencequ'au
« lieu de a + &, celte for-
« mule contiendrait ¢ — &,
« quiserait alors la distance
« GP. Il suivrait donc de
« vos principes que l'onde

« AMF. méme quand elle

« esl compléte, devrait pro-

« duire du mouvement en B

« deca et au dela de sa po- flg:5

« sition, conclusion qui suffirait pour montrer quil y a un
« vice quelconque dans votre maniére d’envisagerla question.

Et, en effet, la production d'une nouvelle onde en avant de

(1) Guvres de Fresnel, t. 11, p. 209.
(2) C'est 1a formule

[ - 252 T [ foon (2552 T |

qui donne la vitesse du déplacement au poinl P el que Frespel a trouvée en
s'appuyant sur le principe de Huyghens ((Euvres de Fresnel, . 1, p. 316).
a désigne la distance CM, & la disltance MP,
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« celle que vous considérez, et la non-communicalion du
« mouvement en arriére, n'ont lieu qu'a raison d’un rapport
« déterminé qui subsisle, dans l'onde donnée, enlre les
« condensations el les vitesses propres des molécules fluides,
« et nullemenl & raison de l'inlerférence des ondes ¢lémen-
« taires parties de tous ses poinls & des inslants diffé-
« rents. »

64. Dans sa réponse & cetle lellre, Fresnel, aprés avoir ré-
pondu & d’autres ubjeclions de Poisson, arrive enfin dla véri-
table explication de I'anomalie qui avait si longtemps arrété
les géométres. 1l y a, dit-il, deux choses & considérer dans le
mouvemenl d’'une molécule : la vitesse dont elle esl animée,
et son ¢écartement de sa posilion d’équilibre ; il en résulle
deux sjrstémes d'ondes érivées.

Mais, avant de citer ce passage de Fresnel, nous dcvons
donner quelques explications au sujel de ce qu'il apyuelle la
loi du cosinus. A Tépoque ol avait licu cette conlroverse. '

s Fresnel avait déja fail sa

B grande découverte de la
transversalité des vibra-

tions. Mais Poisson et les

géomelres de son temps
D
C

Fig. 6.

se refusaient & 'admettre. .
Aussi Fresnel, désirenx
de diminuer la divergence de ses vues avec celles de Poisson,
et convaincu que sa théorie de la diffraction élait également
applicable & toutes les hypothéses, raisonne-t-il constamment
comme si les vibrations élaient longiludinales.

C’est ainsi qu'il arrive, par un raisonnement qui ne serait

d’ailleurs pas & l'abri de loul reproche, & celte conséquence
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que le mouvemenl envoyé par un point B (fiy. 6) de I'onde 8
a un point D de londe 8 est proportionnel au cosinus de
I'angle DBC formé par la direclion DB avec la normale &
I'onde 8. Ce raisunnement n'est en aucune facon applicable au
cas des mouvements lransversaus,
> fleureusement la loi du cosinus ne jone aucun role essentiel
dans la théorie de TFresnel, et ne doit étre considérée que
comme un incident de sa conlroverse. Les objectlions auxcuelles
celte loi peut donner lien ne portent auvcune alleinte 3 la
théorie clle-méme.

65. Citons maintenant le passage le plus important de la
lettre de Fresnel ((Wuvres complétes, 1. 11, p. 227).

« Yous objeclercz peul-élre encore au raisonnement que

~

« je viens de faire pour le cas d'un pelit ¢hranlement, qu'il

=

établirait l'exislence de rayons d’'une égale intensilé
« en sens opposé, lors méme que I"éhranlement initial ferait
« partie d’'une onde dérivie ; mais je répondrai, comme je
« l'ai déja fait, que ce n'est poinl une conséquence du prin-
« cipe sur lequel je m'appuie. kn effet, jlarrive a4 cetie
« loi du cosinus, en considérant séparément l'onde produile
« par les vilesses imprimées aux molécules comprises dans
« le centre d’'ébranlement, etcelle qui résulte de leurs simples
« déplacements, puis en les ajoulant ensemble : or, quand
« ces deux ondes poussent le fluide dansle méme sens, elles
« se fortifient mutuellement par lear saperposilion ; et si les
« inlensités des divers poinfs de la surface suivent la loi du
"« cosinus dans I'une el dans l'autre, celle méme loi aura en-
« core lieu dans l'onde résultant de leur réunion. Si clles
« tendenl & pousser les molécules du fluide en sens opposés,

« les vitesses absolues qu’elles apportent s¢ retranchent et

2

LA LUMIERE. 6
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~

=

=

«

peuvent méme se détruire mutuellement, dans le cas ol
elles sont égales ; c’est ce qui a lieu pour les ondes rétro -
grades, lorsque le centre d’ébranlement a la constitation
particuliere des ondes dérivées. Que l'on considére, par
exemple, un élémentd’une pareille onde au moment ou ses
molécules sont poussées en avant, c'esl-a-dire dans le sens
de la propagalion de l'onde ddérivée : on sail qu’alors ce
mouvemenlt en avant est accompagné d’une condensation,
c'est-a-dire d’'un rapprochement des molécules ; si les mo-

lécules n’étaient que déplacées et d’ailleurs sans vitesse au
méme instant, il résulterait de leur rapprochement une force
expansive qui pousserait le fluide en arriére comme en
avant, et produirait ainsi une onde rétrograde semblable &
celle qu'elle exciterait en avant, mais dans laquelle les vi-
tesses absolues seraient de signe contraire ; si, d’'un autre
cOLé, les molécules se trouvaient dans leurs positions d’équi-
libre au moment ot 1'on considére I'ébranlement, el rece-
vaient seulement & cet instant les vilesses qui les poussent
en avant, il en résuiterait encore une onde en arriére,
comme une onde en avant, puisque ces molécules seraient
suivies par celles qui sont derriére, et ainsi de proche en
proche ; I'onde rétrograde serait encore de méme intensité
que l'onde qui se propagerait en avant, et elle déplacerait
les molécules du fluide dans le méme sens ; mais 'onde ré-
trograde résultant de la simple condensalion les pousse en
sens contraire. Ces deux mouvements se retrancheront donc
I'un de l'autre dansles ondes rétrogrades dues & la conden-
sation et aux vilesses des molécules, tandis qu'ils s'ajoute-
ront dans les deux ondes quise propagent en avant ; sidonc

ces deux causes tendent & produire des effets égaux,
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« comme cela a lieu dans le cas particulier des ondes déri-
« vées, les ondes rélrogrades s'elfaceront mutuellement, et
« les vibralions ne pourront se propager que dans le scns de
« la marche de I'onde dérivée. »

C’était bien 1a la véritable explicalion du principe de Huy-
ghens ; nous allonsle montrer avec plus derigucur dans ce qui
va suivre.

66. Intégration des équations des mouvements
transversaux dans le cas des ondes sphériques. — le-

prenons Jes équations des mouvemenls transversaux

ey
de

2k 2
P yur, - Ly V2az,

de > e
que nous avons déja résolues dans le cas des ondes planes
(50), et proposons-nous d’en trouver les intégrales dans le cas
des ondes sphériques.

Dans les ondes de cetle nature les déplacements et les vi-
tesses d'un point M (Ag. 7) doivent
avoir les mémes valeurs pour tous

w les points situés & une méme dis-

tance » du centre des ondes ; donc

0 g, u, { ct leurs dérivées ne dépen-
dront que de »ct du lemps ¢ En pre-

Fig. 7. nant pour origine des coordunnées le

cenire des ondes sphériques et appelant &, y, =, les coordon-

nées du point M, nous aurons

r? = @ -y 4 2

Faxi

Posons

SR

w €tant une fonction quelconque de » et de ¢, et cherchons
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quelle doit étre la forme de cette fonction pour satisfaire aux
équﬁtions du mouvement.

La quantité AZ est une fonction linéaire et homogéne de «
et de ses deux premiéres dérivées par rapport & » ; nous pou-

vons l'écrire

du d*u
r— adad g
Al =Au+B dr +C dr?

6'7. La valeur des coefficients A, B, C pourrait s’obtenir en
calculant les dérivées secondes de§ par rapporl & x, y. = et
les additionnant, mais il est plus simple de les déterminer en
faisant des hypothéses particuliéres sur la fonction u.

. 1
Supposons d’abord que l'on ait w =1 ; on aura§ = -

C'est 1a forme de la fonclion potenlielle dans I'attraction de
deux points suivunt la loi de Newton. On doit donc avoir
A% —o, et comme P'expression de AZ se réduit 3 A dans ce cas
particulier, A doit étre nul.

Prenons % —r; nous auronst — 4, et par suite Af = o.

D’autre part, nous avons

w_, Pu_ .
dr — 7! dr? T

par conséquent, comme A est nul d’aprés ce qui précéde,

du
£ — = — ()
A,_Bdr._O.

Le coefficienl Bdoit donc aussi élre nul.
Pour trouver le coefficient C, faisons u — »® ; la dérivée
seconde de cette fonction par rapport & r sera égale a 6r et la

valeur de A se réduira &

AL = 6(Cs.
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Mais si © = 7®, nous avons £ = »? = &? -} y* 437 etle cal-

cul donne pour AZ

A

IV

= 6.

En égalant ces deux valeurs de AE, nousavons pour valeur
de G

G:i.
I

L’expression de Af dans le cas général est done :

A

1 du
rodre’

Ve

Portant celte valenr dansla premiére des équations dumou-
2

13 1 du?
vement et remplacant Pl par sa valeur - -g:,—t-,nous aurons

une équation qui déterminera u ; celte équation est

1 Pu . 1 d*u
rode T \ rodre’
d?u , 2
ou . —JF—V i

En intégrant, on aura
u=F{@ — V) + F,(r + V¢),

r — V. e /
o0 - Hr—V0 | BV

68. Les fonctions F et F, étant quelconques, nous pouvons

supposer que 'une d’elles, F,, se réduise & 0; nous aurons
alors

F(r — V¢)

’

FAN

r
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86 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

expression qui satisfait aux équations du mouvement, Par
conséquent, dans le cas général, £ peut étre considéré comme
le déplacement résultant de deux mouvements se propageant

par ondes sphériques, a partir du centre O, I'un avec une
. . . 1
vitesse V, l'aulre avec une vilesse — V. Le facteur p

qui entre dans 'expression de £ montre que le mouvement
s'affaiblit quand on s'éloigne du centre d'ébranlement.

Les deuxderniéres équalions des mouvements transversaux
nous donneraient pour 1 et { des expressions analogues i celle
(ue nous venons de trouver pour &.

69. Quand on se donneles valeurs initiales des composantes
des vitesses, le mouvement est complélement déterminé et on

peut trouver les fonctions F et F,.Supposons qu'au temps t=o
nous ayons

£ = o(n), 7 = W)

En faisant ¢ = o dans I'expression de, et en égalant & la va-

leur donnée ¢ (r), nous obtenonsla relation

(1) re (r)=TF (r) + F, (r).

La dérivée de & par rapport au temps est

dt w( Vi) FV+VQ
S=—V 4V

sa valeur pour ¢ = o se réduit a

E__yEO g6
&= i
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On a donc la relation
(2) ry(r)=V(F{—F)

Les relations (1) et (2) détermineront les fonctions F et F,.
Une solution particuliére des équations des mouvements
transversaux qui est intéressante en optique est celle ou

Pona
F, (r) = o, F (r) = e—tor,
Le valeur de & est alors

e —fo(r—Vvt)

E=

r

Sa dérivée seconde par rapport a ¢a pour valeur «*V?, Comme

£ satisfait aux équations du mouvement, on doit avoir

— 2 VI = VA,

ou enfin - AL 2% = o.

70. Intégrales générales des équations des mcuve-
ments transversaux. — Considérons la premiére de ces
équations que nous écrirons sous la forme

d% 9
(1) = V2AEL,
Nous aurons l'intégrale générale de cette équation si nous

trouvons une fonction § de «, y, = et ¢ qui y satisfasse identi-

quement et qui se réduise, pour¢= o, & une fonction arbitraire
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88 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE
de @, y el =, pendant gue sa dérivée %E— se réduit aussi, pour
t = o, & uneautre fonclion arbitraire de «, y et =.

['inlégrale générale contienl donc deux fonctions arbi-
traires.

Voyons d’abord & quoi nous conduit 'applicalion du prin-
cipe de Huyghens. Supposons qu'a P'origine des temps loules
les molécules de l'éther soient ébranlées dec telle fagon que
I'ébranlement initial au point o', ¥, 2" soitégal & F (27, ¢/, 2°).

Au bout du temps ¢, le poinl &, %', 2" aura envoyé un éhran-
Y
lement égal A = a tous les poinls @, ¥, & silués & une dislance
7 FEV ]

r =Vtdu point &', y', 2’, el n’en aura envoyé aucun i lous les
points silués & une dislance plus grande ou plus petite.
Dong, d'aprésle principe de Huyghens, le point , y, z aura
” (i r . C
recu al'instant ¢ un ébranlement - delous les poinls &', i, =
de la sphére qui a pour centre @, y, z et pour rayon r=— V¢,
etn'en auraregu d'aucun autre point de l'espace.

Faisons donc

Ve

———F (@,y',2) dw,
r

(2)

I'intégrale étant élendue & tous les éléments dw de la sphére
de centre =, ¥, z ¢t dc rayon » = Vi; et &, 3/, 2’ désignant
les coordonnées de l'élément dw. La valeur de l'intégrale dé-
pendra évidemment du cenlre el du rayon decelte sphére, et
par conséquent % sera fonction de @, y, z et ¢. Nous devons
donc, pour justifier le principe de Huyghens, démontrer que la

valeur (2) de £ satisfait & I'équalion (1;.
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dz . .
Calculons Z;' Pour cela donnons a .z un accroissement dx

en conservantd y,a z,at, et par conséquent ar leurs valeurs
cela revient & donner & la sphére une translation da paralléle
a Vaxe des @. Il en résultera pour &’ un accroissement dw,

tandis que ¥/, ', dw elr conserveront la méme valeur. L'accrois-

, AF
sement de F (o', ¥/, 2) sera o dz, et on aura

dF , do

E = —, dx —,

? dx' r

Comme l'accroissement de =’ est le méme pour tous les élé-
ments de l'inlégrale, on peut meltre dxz en facteur, et en divi-

sant les deux membres de I'égalité par celte quantité, on ob-

"tiendra
_ﬁ___ dF dw
de da’ r’

En dérivant une seconde fois par rapport & @, on aura, pour

la dérivée seconde,

d% A*F dw
dzx? dz? r’

Le méme raisonnement conduirait aux expressions

A% d*F do
dy | dy? o’
d% d’F do
dz? ds? »’
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pour les dérivées secondes def par rapport & y et & 2. En fai-

sant la somme de ces dérivées secondes, on aura
3) . A —fAF x'_/’z’

74. Cherchons maintenant la dérivée seconde de l'intégrale
(2) par rapport au temps. Si nous donnons au temps ¢ un ac-
croissement df sans faire varier @, ¥, 2, le centre de la sphére

ne changera pas, mais son rayon subira un accroissement :

dr = Vdt.

L’élément de surface dw deviendra dw'. On peut faire dispa-
raitre do de 'intégrale en inlroduisant 1'angle solide ds sous

lequel cet élément est vu-du cenire de la sphére ; on a

dow = rids,
d’ol
do = rds.
r

Par conséquent, l'intégrale devient
(4) £ :fI‘ (2'y'2") rds,

et comme r est le méme pour tous les éléments de l'intégrale,
on peut écrire

tE=r|F(x'y2) de.

Si done rsubit un accroissement dr, 'accroissement dt qui
en résultera pour§ sera

dE = drdeo' ::rd.dec,
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dF = dr f ¥ds - rdr f %“ ds.

Pour calculer la valeur de la seconde intégrale qui entre

ou

dans cette expression, remarquons que, le rayon » étant nor-

mal 2 ['élément de surface dw, on a, d'aprés le théoréme de

dF
7 do= f AFdr,

dv étant un élément de volume, et l'intégrale du second

Green,

membre étant étendue a toute la sphére. En iniroduisant dans
cette derniére égalité I'angle solide ds qui correspond & duw,
elle devient

dafF 1
(8) ‘/'EF dc—:?—.é‘/‘AFd‘r.

Nous pouvons donc remplacer la valeur trouvée précédem-

ment pour &% par la suivante :

:drdec—[—%\/AFdr;

ou, en divisant par dr = Vd,

% f Fds 4 f AFdr.

En différentiant cette derniére expression par rapport & r,

=
<=
oy
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nous oblenons I'égalité

1 P dF 1 1d
V2 i —fdr ds = r? /‘AFdr + rdr’ AFdr,
[ %

M vwv@=ra

Lesecond membre de cette relation est, au facteur prés 7‘%;,

la valeur del'intégrale

f AFdz,

étendue aux élémentsde volume d’une couche comprise entre
les sphéres de rayons r et » 4~ dr. Gonsidérons un de ces élé-
ments limité par ces deux sphéres et par un céne ayant pour
sommet le cenlre commun des deux sphéres et pour base
I'élément dw de la surface de la premiére sphére. Le .volume
de cet élément sera, en négligeant les infiniment petils d'un
ordre supérieur au troisiéme, dw dr. Par conséquent l'inté-

grale précédente devient

fAdedr,

ou dr [ AFdo,

intégrale étendue a tous les éléments de la sphére de rayon r.
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On obtient alors, pour la relation (7),

o?
l:!

Fati

AF.dw.

1 1
® ViR =i

A

72. En remplacant, dans I'équalion (1) du mouvement, 7
par sa valeur tirée de cette dernicre relation, et AZ par sa va-
leur (3), I’équation sera satisfaite. Par conséquent

P — Flz',y', "
o

dw
est une solution particuliére de I'équation du mouvement. Ge
ne peut étre encore l'inlégrale générale, puisqu’elle ne con-

tient qu’une fonction arbitraire.

"

Cherchons les valeurs initiales de § et de Z—z Quand ¢ tend

vers zéro, le rayon de la sphére » tend vers zéro, ct la valeur
de F (@, ¥}, 2') tend vers F (=, y, z). 8i &, ¥, 5" dillérent peu

de w, y, 2, l'intégrale
fF(x’,y',z')dc
aura une valeur voisine de
F(x,y,z)fdc = 4nlF{x,y,2).

Il en résulte que la valeur de § donnée par 'expression (4) dif-
fere peu de
7. Anl(w, y, 2).

Ala lirrii‘te, quand 7 est égal a zéro, % est donc nul. Par con-

séquent la valeur initiale de § est nulle.
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¥

La relation (6) nous donne, pour

& f Fds + f AFds.

Le second terme du second membre peut élre négliéé quand
le rayon » est infiniment petit. En effet, I'intégrale qu’il con-
tient, devant étre étendue & tous les éléments de lasphére, sera
un infiniment peti{ du troisi¢me ordre; son quotient parr sera
du second ordse et seranégligeable vis-a-vis du premier terme

dont la valeur est a la limite 4= VF. Nous aurons donc

A )
(9) (3?)0 — 4xVF (2, y, 2).

Comme la fonction F est quelconque, la vitesse initiale du
déplacement est arbitraire.

78. Pour avoir 'iniégrale générale de I'équation. du mou-
vement, il nous faut trouver une seconde solution particuliére
dont la valeur initiale puisse étre prise arbitrairement. Nous

allons montrer que

<]~
I

satisfait & ces condilions.
D’abord, ¢’est une solution de I'équation du mouvement,
En effet, on a

@ A @ 1d d¥

dAETVap ~ Va ' am

g A B A&, @ Ak Ad

et dw? "V chI"dy-z YaTaE Ve va
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Par conséquent pour que I'équation du mouvement soit
satisfaite, il faut que 'on ait

1d d& __ . 1d .,

Ya @& = vat

d d¥% ., d .,

ou dt " de =V de =

Cette égalité sera satisfaite puisqu’on I'obtient en différentiant
par rapport a ¢ l'équation (1) & laquelle £ satisfait identi-
quement,

Pour avoir la valeur initiale de &' il suffit de chercher ce
que devienl la relation (6) quand on y fait ¢ = o. D’apres ce

que nous avons dil précédemment dans la recherche de la va-

>

L d
leur initiale de ZZ%’ on aura

(10) (¢)y = 4nB(w, y, 2).

On peut donc prendre une valeur quelconque pour la valéur

initiale du déplacement, puisque la fonction Fest arbitraire.

La valeur initiale de & se déduira de la relation (8). On a

dt
dif  1d¥% ¥ )
_(7[' = v d[2 = TfAF.(Z(U M
. T . d¥
par conséquent la valeur initiale de la vitesse % est nulle,

74. La somme des deux solutions parliculiéres § et £’ que
nous venons de trouver sera la solution la plus générale de

P'équation du mouvement. Cetle solution est

:fw do —{-fF, (:o',g/.z’)clc—{-)lj AF,dr

ve
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en désignant par F, la fonction arbilraire qui enire dans la

seconde solution particuliére.
L
Cherchons 'expression de celte solulion quand on se donne

les valeurs iniliales du déplacement et de la vitesse :

. dat .
2 = 9lz, v, 2), (——) = (@, ¥, 2).
0 (2,9, 2) dt ), ’

La valeur initiale de Vexpression générale de § se réduil &
la. valeur initiale de la seconde solulion particulitre ; par con-

séquent, la relation (10) nous donne
¢ = 4=l

La vilesse initiale de la seconde solution particulicre étant

nulle, nous aurons d’aprés la relation (9
Y= AnVE.

En remplacant, dans1'expression générale de £, les fonclions !

et F, par leurs valeurs lirées de ces derniéres relations, nous

obtiendrons
. id"’ @ i Ag . dr
¢ = dnVr + 4n +r 4

o, i dw (4 d
ou (1) t=-— —7-—)(%-—5—?-—,—3)3-)

75. Justification du principe de Huyghens. — L'ex-
pression précédenle montre que la valeur, au temps ¢, du dé-
placement d'un point d'une sphére de rayon V¢ dépend 3 la

fois des valeurs du déplacement et de la vitesse du centre de

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



PRINCIPE DE HUYGHENS 97

la sphére al'origine des temps. Nousallons tirer de la la justifi-
cation du principé de Huyghens, soit dans le cas d'une onde
isolée, soit dans le cas d’une série d'ondes périodiques.
Supposons, comme le faisait Huyghens, qu'on ébranle les
molécules d’une sphére de rayon infiniment petit, Cet ébran~
lement se propagera par ondes sphériques et & un certain
moment les molécules ébranlées seront situées dans une cou-
che S comprise entre deux sphéres de rayons », et r,--¢. Le

déplacement d'une molécule sera donné par la formule

r
=

F(r — Vi)

r ?

que nous avons trouvée (68) dans le cas de la propagation par
ondes sphériques. Comme il 0’y a de mouvement que dans la
couche sphérique, ¢ et par svite F, devront étrenuls pour tout
point pris en dehors de cette couche. Cette fonction F, nulle
pour 7y et pour 7y - ¢, doit passer par unmaximum ou un mi-
nimum pour une valeur de » comprise entre », et r, 4~ ¢ ; par
couséquent, sa dérivée par rapport &7 n’a pasle méme signe
pour tous les points de la couche. Or, la vitesse d’une molé-
cule a pour valeur:

E_ V.

dt ro "
elle doit donc changer de signe pour une valeur de » telle

que
T <1 <L 1y 4 e

Au bout du temps ¢ -4 ¢, il n'y aura de mouvement qu'a

V'intérieur d’une couche sphérique S’ limilée par deux sphéres

LA LUMIERE. 7
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concentriques de rayons 7, —|— V¢ et ry e+ V. Dauatre
part, si nous voulons avoir la valeur de £ & I'époque ¢4 ¢ et
en un point P quelconque de I'espace, nous pouvons regarder
les diverses molécules de S comme des centres d’ébranlement,
Cette valeur de § nous sera donnée par la formule (11) du
n° 74 | |

=5 [ SR+ E)
L'intégrale doit étre étendue & tous les éléments dw d'une
sphére de centre P et de rayon r" = V¥, ou plutdt & tous ceux
de ces éléments qui appartiennent & la couche infiniment
mince S; ¢ désigne la valeur du déplacement du centre de
gravité de dw a I'époque ¢; et { représentela valeur de la vi-
tesse de ce méme point & ce méme instant.

11 s’agit d’expliquer comment I’expression de £ ainsi lrouvée
est nulle toutes les fois que le point P n’appartient p.as ala
couche 8'. On s’en rendra compte en observant que la vitesse
initialé ¢ ne conserve pas toujours le méme signe ainsi que
nous venons de le voir. L’intégrale a donc des éléments posi-
tifs et négatifs et I'on congoit qu’elle puisse'étre nulle.

Il nous suffira d'avoir montré qu'il n’'y a 1a aucune ano-
malie réelle ; le calcul montrerait que 'intégrale s’annule ef-
fectivement pour tous les points de l'espace situés en dehors
de S,
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CHAPITRE IV

DIFFRACTION

76. Equations des mouvements transversaux dans
le cas de déplacements périodiques. — Supposons que
les composantes &,7,¢ du déplacement soient des fonctions pe-

riodiques du temps; la valeur de la composante { peut

alors s’écrire

2=V¢
X

27

)\W -+ Bsin

£ =— Acos

A et B étant des fonctions de », y, = seculement. En remar-
quant que cos z est la partieréelle de 'exponentielle e—%= et
sin s la partie réelle de — Ze—'*, on peut considérer £ comme

la partie réelle de exponenticlie

ou

Or, les équalions des mouvements transversaux étant
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linéaires par rapporl aux dérivées secondes de %, 1, {, si une
exponenticlle de cetle forme satisfait & ces équations, la partie
réelle et la partie imaginaire y satisferont séparément. Nous
pourrons done, comme nous l'avons déja dit (54), chercher

les solutions de la forme

el ensuile prendre pour valeur de la composante du déplace-

ment la partie réelle de cette solution,

Pour simplifier, posons §

~It
I
£

nous aarons

— L p—iaVi
E = o€ ‘a. .
La dérivée seconde de § par rapporl a ¢ sera,

% 9
—_—_ p2V2r ,—laVt
i V2e ,

%, ne dépendant pas du lemps puisque les fonctions A el B

n'en dépendent pas. La dérivée seconde par rapport i « est

a% A%,

dz? ™ da?

— Ve,
e ki

par cons¢quent on aura

.
AL = Afje—fave

Pour que la premiére équalion des mouvements transver-

Baux,

A2t
— V2AL
ae = VA
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soit satisfaite, il faut donc que l'on ait
— a2V e AVt —V2AE g —iaVe,
c’est-a-dire
)] AL, o, =0

Les deunx autres équations du mouvement nous donneraient

deux nouvelles équations de condition,

(2) Ang - aPqy = 0,
(3) A%y + a2y = o.
En outre, les mouvements étant transversaux, nous devons
avoir
_ d; d?]
dy +
et comme,

& _dey e—iave dn d"q(, —iavt a8 dy o—iav
duw ™ dx ’ dy — dy ’ dz — dz ’

la condition de transversalité devient,
dEo d"lo
®) oG T

Tellessont les quatre conditions que doivent remplir 5y, 4, Lo
pour que§, =, { satisfassent aux équations des mouvements
transversaux.

7. Intégration de la premiére des éguations de con-
dition. — Dans la recherche des intégrales des équations des

mouvements transversaux dans le cas des ondes sphériques,
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nous avons trouvé (69) pour solution particuliére de 1'équa-

tion
AE 4 % =0,
I'expression
Lia(r—Ye)
=t ——
r
Par conséquent,
.
EO — ;elw,

sera une solution particuliére de ’équation de condition (1), r
étant la distance du point @, y, = & l'origine. Cetle quantité
sera encore solution de la méme équation quand » désignera
la distance du point 2, y,# & un point fixe quelconque, car
T’équation _différentielle conserve la méme fornie quand on
prend pour origine le point fixe.

Soient maintenant P,, P,, P,,... P, un certain nombre de
points fixes dont les distances au point M de coordonnées z, v, z,
sont r,, 7y, 7'3,.... 7, ; 12 SOMme

elory elors gfarg elary

£y =y " + m, + my + ot

2 7.2

4 r

satisfera a I'équation (1). Si on supposait « — o, &, se rédui-

rait & une somme de termes tels que %, c¢'est-d-dire que £,
o

serait le potentiel au point M, supposé attiré suivant la loi de

Newton par des points P,, P,,... P,, de masses m,, m,... m,.

Cette analogie va nous permettre de trouver facilement plu-

sieurs solutions particuliéres de I'équation (1).
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Considérons en effet une matiére attiranle répandue d'une
maniére quelconque dans l'espace, mais de telle facon que
l’attraction, au lieu d’étre régie par la loi de Newton, soit re-

représentée par la fonction

d fe'*r
r désignant la distance du point attiré au point attirant. D’a-
prés ce qui précéde, on voit que le potegtiel da a I'attraction
de cette matiére satisfera d 1'équation (1).
78. Dansla théorie du potenliel, on considére non seulement
I'attraction de points isolés, mais encore l'attracfion de vo-
lumes et de surfaces. En supposant que les poinis P,, P,,...

P, forment un volume on aura pour &,

e’ vX
(5) W= | SR

L’intégrale est étendue & tous les éléments dr du volume
aitirant, et X est une fonction quelconque des coordonnées de
I'élément dr. Cette fonction X représente la densité de la ma-
tiere attirante.

Il est clair que pour tout point pris en dehors du volume
attirant, §, satisfera & I'équation (1). L’analogie avec la théo-
rie ordinaire du potentiel suffit pour nous avertir qu'il n’en
sera plus de méme pour un point appartenant aun volume

attirant. Démontrons qu’on aura en un point P de ce volume :
(6) AL, 4 %y + 42X = o,

X désigneici la valeur que prend au point P la densité de la
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matiére attirante. Il est aisé de reconnaltre que si l'on fait
@ = o0, on retombe sur I'équation de Poisson.

Pour démontrer cette équation, décrivons du point P comme
centre une trés petite sphéres, et décomposons le volume at-
tirant en deux volumes partiels, & savoir la sphére s et le vo-

lume T situé en dehors de cette sphére. Posons ensuite

Eo:EJ'i‘Es‘I‘Eav

ou
ior
£, = XeT dr (intégrale étendue au volume T),
€, = S (intégrale élendue a s),
eglar | i i .
L= X (——— dv (intégrale élendue a s).

Le point P étant en dehors du volume T, on aura
A8, + o2, = 0.
D'aﬂleurs, I'équation de Poisson nous donne
A%, - 47X = o.

Lerayon de la sphére s étant trés petit, on aura a des infi-

niment pelits prés
EZ = Ea =0, Ev| = Eo-
D’autre part, si nous considérons l'intégrale qui définit la

fonction &5, nous voyons que la fonction sous le signef ne
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devient pas infinie pour » = 0 ; nous en conlurons que A%, est
du méme ordre de grandeur que la sphére s ; ona donc
AL =0, Af, = A%, + AL,
d’ou
Agy -+ a2 —I— 47X — 0.
79. Envisageons maintenant une surface attirante. Le po-
tentiel da & l'attraction de cette surface sera représenté par

l'intégrale
(7) CO juam X _7"— du),

étendue a tous les éléments dw de la surface attirante ; X dé-
signe une fonction quelconque des coordonnées de 1'élément
do, et r est la distance de cet élément au point attiré x, y, 2.

Nous trouverons encore ici la plus grande analogie avec la

théorie du potentiel newtonien el en effet si nous posons

I+E21

Fasi

.
So —

¢ for
= | X o, 3 x& =14,
r

w

la premiére intégrale est le potentiel ordinaire, la seconde
est telle que la fonction sous le signefne devient jamais infi-
nie ; ¢’est donc une fonction continue ainsi que toutes ses dé-
Trivées.

D’apreés la théorie du potentiel newtonien, &, est aussi une
fonction continue, il en est donc de méme de ;. Mais il n'en

est pas de méme de ses dérivées.
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ds, dE
En effet - ‘° dJ" ﬁ sont les composantes de la force
attractive suivant les trois axes; nous désignerons de méme sui-

; la projection de cette méme
force sur la normale & 1'élément dw. On aura donc

d
vant 1'usage, par la notation

d:0 dgo dgo dE(,
da: +m + dz

dn —

I, m et n désignant les cosinus direcleurs de cette normale.

1o

ds . . . .
Nous savons que dni est une fonction discontinue et que si

I'on considére deux points infiniment voisins situés de part et

d’autre de l'élément dw, les valeurs de cetle fonction en ces
deux points différeront d’une quantité égale & 4=X. Or 2

dc ds, | dE
g, 5 ., . . ) .
= == 4 > sera discontinu et subira
dn dn dn <. ‘

un saut brusque égal & 47X quand on franchira la surface

est continu. Done

attirante.

80. Il nous reste & étendre au cas qui nous occupe la théo-
rie de la double couche attirante dont le role est si grand dans
I’étude du potentiiel newtonien.

Considérons deux surfaces paralléles infiniment voisines,
telles que les normales aux deux surfaces soient les
mémes, et que la distance infiniment petite de ces deux sur-
faces, comptée sur 'une des normales communes, soil cons-
tante. .

Imaginons que de la matiére allirante soit répandue sur ces
deux surfaces, de telle fagon que les densités sur deux élé-
ments correspondants des deux surfaces soient égales et de

signe contraire.
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En considérant le potentiel dii & I'attraclion d'une pareille
double couche, nous allons trouver de nouvelles solutions
particuliéres de I’équation (1).

Désignons par ¢ la distance qui sépare les deux couches,
par X, et — X, les valeurs de la densilé aux centres de
gravité P et P’ (fg. 8) de deux éléments correspondantis do,
et posons

eial'

F(r) = e
Nous aurons pour le potentiel di & l'attraction de ces deux

éléments sur on point M situé en dehors de M

la couche, et dont la distance a 'un des élé-

ments de surface est r,

(8) X,dwF (r) — X,dol (r 4 dr)
= — X, dodrF(r). Q

Pour avoir la valeur de dr nous abais-
serons du cenire P d'un des éléments une b

perpendiculaire PQ sur la droite MP’; la Fig. 8.
distance P'Q sera, & un infiniment petit du second ordre

prés, égalea dr ; nous aurons donc

dr — ecosy,

Yy désignant I'angle de la droite MP"avec la droite PP’ qui est
normale & chacune des couches. En portant cetle valeur dans

(8) nous obtenons pour le potentiel tolal,

9) 5, = f X, edw cos JF'(r).
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Comme la fonction X, est quelconque, on pourra, sans dimi-
nuer la généralité de la solution particuliere (9) remplacer
X,¢ par une seule lettre X, désignant une fonction quel-

conque de @, v, z. En outre, puisqu’on a posé

F(r) =2,

r

on aura pour la dérivée,

eler o/ 1
Fr=—{(ie—=}.
» 7

Par conséquent 'expression (9) de £, peut s'écrire

_ alor . 1
(10) S0 — X, ” (W — 1') cosdw.
Posons encore :

E0 = Ed + 52’

X;cos

Eq = — ’“Ti dw,
y eiou' ez‘ou- 1
8 = | Xycosd [wr -2 + 772] dw.

Nous voyons que &, représente le potentiel newtonien d’une

double couche. Quant & la seconde intégrale £, (comme la
fonction sous le signefne devient pas infinie) elle sera con-
tinue ainsi que toutes ses dérivées.

La théorie du polentiel newtonien nous apprend que %‘L
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est continu. mais que %, est une fonction discontinue. Done
r

dt . . . . . .
_dAn, est continu et %, sera une fonction discontinue qui subira

un saut brusque égal & 4=X; quand on franchira la surface
attirante.

81. La combinaison desintégrales (7) et (10) nous donne la
solution la plus générale de I'équation (1).

En effet si X, et X, sont deux fonctions quelconques des
coordonnées d’un élément w d’une surface quelconque ; si r
est la longueur de la droite qui joint I'élément dw au point
x, ¥, z ; et que ¢ désigne l'angle que fait cette droiteavecla

normale & I’élément dw, 'expression.
%
efar elar / 1
1) &L= [ X - do + chosq»—;.— i — - )do

satisfera & 'équation(1). Ilnousreste & montrer que c'en est la
Iintégrale générale.

Soit U une fonction quelconque finie et continue ainsi que
toutes ses dérivées et satisfaisanl a I’équation (1) en dehors
d’une certaine surface S.

Soit V le potentiel dit & un certain volume attirant dont
une partie pourra se trouver en dehors de la ‘surface S. On

aura
(12 AV 4 «*V = o,

en dehors du volume attirant, et en un point de ce volume
(13) AV 4 a?V 4 4mp = o,

p étant la densité de la matiére attirante.
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Le théoréme de Green nous donne :

—V

av dU
X4 — e —
(14) (U dn dn

dw = (UAV —VAU)dx,

la premiére intégrale élant étendue A tous les éléments o de
la surface S et la seconde & tous les élémenls de volume dr de
Pespace extéricur 3 cette surface. Dans le calcul des dérivdes

dU  dv ‘1. s Trara .
n et% on considére la normale & 1'élément dw comme diri-

gée vers l'inlérieur de la surface S.
Comme U satisfait & 1'équation (1) et V aux équations (12)

et (18) l'intégrale du second membre de (14) se réduira a
— /fTE‘/'UPdT,

Uintégration devanl étre étendue au volume aftirant qui en-
gendre le potentiel V ou plutdt a la portion de ce volume qui
est extérieure & S.

Supposons maintenant que le volume atlirant qui engendre
V se réduise a une sphére de rayon trés petitayanipour centire
le point &g, ¥,, 24, et que la densifé ¢ soit lelle que la masse
atlirante totale soit égale a 1. Alors, en appelant », la dis-
tance d'un élément do de S au point 2y, y,, 34, la valeur de

V au centre de gravité de cet élément se réduira a :

ez‘au'o
To
AN
et celle de —-zl a:
n
g:‘ocro . 1
+cosy T2 (i — o),
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¢ désignant toujours I'angle de la normale exlérieure a I'élé-
ment do avec la droile qui joinl cet ¢élément au point
Xy Yos Fo-

L'intégraler;dr se réduira a U, (U, étant la valeur de U
au point @, ¥y, Z,), si ce point est cxtérieur a S, Gelle inlé-
grale est nulie dans le cas conlraire, car elle s’étend & la por-
tion du volume attirant extérieur & S, et si le poinl @, ¥,. 2,
est intérieur & 8,1l en est de méme du volume atlirant toul
entier. On a donc simplement :

dV dU J
dn = dn @

— 47U, = (Uﬁ

Si, supprimant les indices, nous appelons ., y, z le poinl
gue nous avons appelé z,, y,, 55 ; © sa distance & ['élément
dw, el U la valeur de la fonclion U en ce point ; il vient

simplement :

ol 1
ﬂj ¢ dw.

dn Amr

(13 U=— [ 227 (m — 1) cos o -+

r r

On voit ainsi que U, qui est une fonction quelcongue salisfai-

sant & I'équation (1), est égale & I'expression (11) pourvu qu'on

prenne pour la fonclion arbitraire X, la valeur de sur
I P 1

dU
Aneln

lélément dw et pour la fonction arbitraire X, la valeur

U . .
de — —— sur ce méme élémentl.

T
82. L’¢quation (13) est vraie'si le poinl &, v, s est extérieur

a 8. Dans le cas contraire le second membre de cetle équation

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



112 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE
(43) se rédunit & 0, car nous venons de voir que, si le point
Xy, Yo, 4, est intéricur & 8, l’intégralerpd-c est nulle.

Sidans’expression (11), les fonctions arbitrairesX, et X,sont
quelconques, cette expression représentera toujours a I'exlé-

rieur de S une fonction U qui satisfera & 1'équation (1) ; mais
dU

il n’arrivera pas en général que U se rédvira & — 4xX, et n
a 4=X, quand le point «, y, = se rapprochera indéfiniment
d’un élément dw de S.

Pour qu'il en soit ainsi, il faut, d’aprés ce que nous venons
de voir, que 'expression (11) soit nulle toutes les fois que le
point 2, y, = est intérieura S.

Cette condition est sufflisante. En effet, si clle est remplie,
en un point infiniment voisin de S, mais intéricur a cette sur-
face, les valeurs de 'expression (11) et de ses dérivées seront
nulles,

Considérons maintenant un point infiniment voisin du pre-
mier, mais extérieura S. D’aprés ce que nous avons dit plus

haut de la discontinuilé du potentiel d’'une simple couche ou

d’une double couche, les valeurs de U et de ij—g en ces deux

points infiniment voisins devront différer de quanlités égales
respectivement a 4xX, et — 4nX,.
Or au premier point on a

_du_

- = = .
dn
On aura donc au second

U = — 4nX,, —Z—E:lmxl.
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83. Equations de la diffraction. — Soit O une source
lumineuse que nous supposerons réduoite & un point dont les
déplacements sont des fonctions périodiques du temps. Ge point
deviendra lecentre d'une série d'ondes sphériques dont chaque
point sera animé d'un mouvement périodique. Les compo-
santes du déplacement d’un de ces points seront les partiies

réelles d’expressions de la forme

.
E — ;'e lavr’
(1) n = eV,

c — l.e_i“V’,
&y» My» Gy, satisfaisant aux équations différentielles

AE, + ¥, = o,

@ Ay A 4, = o,

Ay 2%, = o,

_ 4 (_{11 . ag,
9 —dx+dy =0

Les ondes sont sphériques, d’ou il résulte, non que &, v, ¢,
sont fonctions de » seulement, (ce qui est incompatible avec
la condition de transversalité) mais que ces quantités varient
beaucoup plus lenlement quand on se déplace sur la surface
d’une sphére S ayant son centre en O que si 'on se déplace

normalement & cette sphére.

Nous poserons donc
= Zzeim-’ n = "Igeial.s z'i — Cge"“",

€,, N2, 5, variant beaucoup plus lentement que le facteur efer,

LA LUMIERE, 8
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La dérivée de e/*" est égale & ‘ue/* ; comme o — 27” est
une quantité trés grande; celte dérivée est elle-méme trés
grande. Au contraire, nous supposerons que les dérivées de
§as Mg et T, sont des quantités finies.

Soient 1, m, n les cosinus directeurs de la normale a la

sphére S; nous avons besoin de

qu . -d_Ei (l;i d§|
dn — ! dx +m +n
Nous trouvons :
de,  dt . Ay ur
= pfan 222 i
dn — dr i + dr

Le second lerme est trés petit par rapport au premier parce

que o est trés grand ; on a donc approximativement

SR
I
o

et de méme,

d . dg .
C-l—:'f:wm, d—n{:mC‘.

Supposons maintenant qu’'une portion d'une sphére S ayant
pour centre le point lumineux soit occupée par un écran.
L'intensité lumineuse en un point de l'éther intéricur & la
sphére, sera trés sensiblement le méme que si I'écran n’exislait
pas. Il en sera de méme pour les points de la sphére extéricurs
& 'écran. Pour les points de 'écran, l'intensité doit étre trés

sensiblement nulle.
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84. Voici donc les conditions que nous aurons a remplir :
A l'extérieur de la sphére S les trois composantes du dépla-

cement seront les parties réelles des exponentielles

»* —_7 ? — 1 — 1
N 11\2, N8 lth’ coe L:th,

et les fonctions %;. 1, ¢, devront satisfaire aux quatre condi-

tions suivantes,
A. On devra avoir en dehors de S

A%y - 2%y = Avg 4 a¥ny = A, + ¥, = o.

B. En tous les points de S qui n'appartiennent pas a I'écran

on doit avoir trés sensiblement

—z g, di, .,
=t dn = dn =
dq d: .
Mo = N4> _dno = ——-d;]; = tayn,,
dt dt
=% dno - (ln' = g,

C. En tous les points de I'écran, on doil avoir trés sensi-
blement.

=, = _(lgn_dﬂn dcn
0= "0 =% =y T dn T dn

L]

D. La condition de transversalité

P L TR
Oo—dx+ dy +d:r =0,

doit étre remplie.
Il est impossible de satisfaire exaclement aux condilions
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- Bet G;onn’y peut satisfaire que trés sensiblement , ¢’est-a-
dire & des quantilés prés de I'ordre de la longueur d'onde 2.

Nous avons vu plus haut que si une fonction §, salisfait a
Iéquation Af, 4 ¥, = o & l'extérieur d'une surface S, si

aux divers poinls de cette surface elle se réduit & — 4xX,

pendant que %se réduit & 47X, , on aura & I'extérieur de S

4 gior . 1 etor
(3) L= | X, e — cosddow 4+ | X, — do,

tandis qu'a Uintérieur de S, le second membre de (3) se ré-

duira &4 0.
Ici notre surface S se réduit & une sphére de centre0; &, et

’

%Eﬁ sont trés sensiblement nuls pour les points de I'écran ;
n .

pour les points extérieurs a I'écran, £, est & peu prés égal 4§,
et % 4 ief, si I'on considére la normale a S comme dirigée
vers l'extérieur, et & — éuf;, si on regarde cette normale
dirigée vers lintérieur, ainsi qu'on doit le faire dans I'appli-
cation de la formule (15) du n° 81.

Si donc nous prenons

- X, = X, =0,
pour les points de 1'écran de S et
X, — —
X, _-ZU.X2 = — 4‘“,

pour les points extérieurs & 1'écran, le second membre de (3)
différera trés peu de &, a l'extérieur de S et trés peu de 0 a

Pintérieur de S.
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Nous arrivons donc a la conclusion suivante.
S'il existe des fonctions 5, Mg, &y, satisfaisant approxima-

tivement aux conditions A, B, G, D. ces fonctions seront irés

sensiblement représentées par les intégrales

By = ngm%f“‘ (za—]— i cosq;—&i\k)y

. elar /. . cos

W = [ Yodo® (za—]—zacos{;— : )
eler (. . oS

o= [ Zydo ——{t + dxcosy — )

étendues A tous les éléments dw de la sphére S. Dans ces
formules,

XL,=Y,=Z,=o0
si I’élément dw appartient a I'écran, eton a

X, =— 4, Ygz—%, Z,
si I'élément dw n’appartient pas a I'écran.

85. 11 nous reste A faire voir qu'il exisle effectivement des
fonctions satisfaisant & ces conditions ; nous avons donc &
montrer que les expressions (4) remplissent & trés peu prés
les conditions A, B, C, D.

1° La condilion A est certainement remplie d'aprés ce que
nous avons dit au n® 82.

2° D’aprés ce que nous avons vu dans ce méme paragraphe,

les condilions B et G seraient remplies exactement si les in-
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tégrales (4) étaient exactement nulles & Vintérieur de S. Elles
seront donc sensiblement remplies si cesintégrales sont sensi-
blement nulles & l'intérieur de S.

Nous avons donc & démontrer d’abord que les intégrales
(4) sont sensiblement nulles & l'intérieur de S et pour cela &
donner une méthode pour calculer approximativement ces
intégrales. C'est ce que nous ferons dans le paragraphe
suivant.

Nous établirons ensuite que si &;, 4y, ¢, sont définis par les
formules (4) on a trés sensiblement

By = % + % + % =0.

Remarquons en passant que les intégrales (4) représentent
a l'intérieur et & 1'exiérieur de S deux fonctions différentes qui
ne.sont pas la continuation analytique I'une de l'autre. Cela
tient & la discontinuité du potentiel d'une simple ou d'une
“double couche. Aussi les intégrales de Fresnel qui rendent
compte des phénoménes optiques qui se passent i I'extérieur
de la sphére S, ne représentent pas les phénoménes qui -se
passent a I'intérieur de cette sphére. G'est 1a I'explication des
anomalies signalées par Poisson.

86. Calcul des intégrales (4). Nous allons chercher a
calculer approximativement la premiére intégrale (4) que

nous écrirons

(3) 3 :fx%“"dm,

en posant pour abréger

(6) X=X, [z’a (1 + cos¢) — 90—15—4’]
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Changeons de coordonnées. S (fg, 9) étant la sphére dont
une portion est occupée par un écran et P le point éclairé
@, Y, 2, la position d'un point sera déterminée dans le nou-
veau systéme de coordonnées, par l'angle ¢ que fait le plan

passant par ce point et la droite OP avec un plan fixe mené

Fig. 9.

par OP, par 'angle 4 de la droite qui joint le point au point
O avec OP, et enfin par le rayon vecteur R mené du point O.
Dans ce systéme un élément de la surface de la sphére S de

rayon «, a pour expression

dw = a*sin 0d0dsyp.

On peut donmner & cette expression une autre forme. En dé-
signant par & la dislance QP du point P a la sphére, on a dans
le triangle MOP : '

r* = (a4 b)* 4+ a® — 2a (a + b)coss;
en différentiant, on obtient
rdr = a (a + b)sin 6d4.

Et, si on remplace dans dw le produit sin 6¢0 par sa valeur
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dans cette derniére expression, il vient:

do — a’rdr do
CTalafo " —|—~b

En portant cette valeur de dw dans ’expression (3) de §,,

rdrdg.

nous obtenons.

(1) 1 Xef*rdrdey,

__a
T atb
lintégration étant prise entre b et 2¢ - & pour 7, et entre
O et 2= pour g. '

Toutefois novs n’étendrons 'intégration qu’'a la partie dela
sphére S non occupée par I'écran ; cela ne changera rien au
résultat puisque sur I'écran, la fonction X est nulle. Nous au-
rons ainsi 'avantage que dans tout le champ d’'intégration, la
fonetion X sera continue et que ses dérivées seront finies, ce
qui est nécessaire pour ce qui va suivre. Dans ces conditions
les limites de l'intégration par rapporta r ne seront pas for-
cément b et 2¢ -+ &. Nous les appellerons r, et »,.

Intégrons d’abord par rapport & r. En appliquant la régle
de lmtegratlon par parties et en désignant par r, etr,les

limites de la variable, nous aurons

| Xetordr = em s e’“' dr,
dr

et, si nous intégrons par parties 'intégrale du second membre

nous obtiendrons

7, ) Ty
. [Xei®r 2 1 [dX PP | far
. Xelordr — [ i ]7—{— b [dr e ::L_ °Lg/ﬁ eerdy,
1 1
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« étant une quantité infiniment grande nous pouvons en gé-
néral, dans le calcul approximatif que nous nous sommes pro-
posé, négliger les termes du second membre qui contiennent
en facteur une puissance de « inférieure 4 — 1. Nous avons

alors

»
Jfar] 2
Xeiardy = ——XL, .
i
ry

et la valeur de%, donnée par l'intégrale (7) est approximative-

ment,

2n

a Xeiar) 2
(8) & = m [ in :IT do.
1

0

8%7. Dans la figure 9, le point P se trouve en dehors de la
spheére S ; mais il est évident que si nous avions pris le point
P A l'intérieur de la sphére, nous serions arrivés ala méme
expression de §, en considérant dans ce cas la distance 4 du
point 4 la sphére comme négative.

Nous allons montrer a l'aide de 1’expression (8) que la va
leur de &, est sensiblement nulle en un point intérieur a la
sphére.

Voyons en effet ce que représentent les limites supérieure
et inférieure #»; et r,. Plusieurs cas peuvent se présenter ;
nous n’en envisagerons que trois :

1° Il n’y a pas d’écran. On a alors

r, = b, ry =2a -+ b,
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si le poinl P est extérieur & la sphére, et

r, =95, 7y = 2a — b,

si le point P est intérieur & la sphére,

201l y a un écran ; le point Q, pdle du point P, n'est pas sur
I'écran, mais le point diamétralement opposé appartient a
I'écran.

Alors , = & ; et la limite supérieure »,, qui est en général
une fonction de ¢, est la valeur de » qui correspond au bord
de l'écran.

3° Il y aun écran ; le point Q appartient a I'écran et le point
diamétralement opposé n’en fait pas partie.

Alors 7, == 2a == b et a, est la valeur de » qui correspond
au bord de V'écran.

Appelons J l'intégrale

Xeiou'

e

prise le long du bord de I'écran, et soient X' et X” les valeurs
Xeier

(13

de

au point Q et an point diamétralement opposé.

. Nous aurons:

dans le premier cas  §, = ; 2 7 (2nX” — 22X,
dans le second £, = ZLTCI—Z-_Z (J — 22X"),
dans le troisieme £, = p, _?_ 3 (2nX” — J).

Nous verrons plus loin que J est généralement négligeable.
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Il nous resie a calculer X' et X”, Nous avons

X=X, (ia ~} éxcos —COTN‘E)

’ . cos L1 ,
Le dernier terme — est négligeable devant ¢z parce que
r

est trés grand. Il reste done

X =X, (1 -cosd) = — 3:—? (1 4cosd)
puisque en dehors de I'écran X, est égal & — [i—‘ )
. ™
Aupoint Qona:
si le point P est extéricura § ¢ =o X'=— ,,% eled,
AT
si le point P est intérieur & § ES X' =o.

Au point diamétralement opposé on a, dans lous les cas
b=mxet X" =o.

Par conséquent,si le point P est intérieur a S, I'intégrale (8)
sera généralement négligeable.

88. Si le point P est extérieur & S ; on a dans les trois cas

envisagés plus haut :

. : a
Dans le premier cas Z, = &, e .
P =0 5 a + b
‘ a
Dans le second cas £y = £, ei%b .
a-+b
Dans le troisiéme cas &, = o.

Done sile point Q n’appartient pas a I'éeran, c’esl-d-dire si
P n'est pas dans 'ombre géomélrique, l'intensité est la méme

que s'il n'y avait pas d’écran. Si au contraire P est dans
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Pombre géométrique, 'intensité est nulle. En d'antres termes
les phénoménes sont les mémes que dans la théorie géomé-
trique des ombres. I1 n’y aura donc de phénoménes de diffrac-
tion que si 'intégrale J n’est pas négligeable.
- Nous sommes donc amenés & : 1° Démontrer que Uintégrale
J est généralement négligeable.

2° Chercher quels sont les cas d’exception ot elle cesse de
L'étre.

Nous avons a évaluer 1'intégrale

Xefar
i,

J= de
étendue a tout le contour de 'écran.
Pour cela nous décomposerons ce conlour en un cer-

tain nombre d’arcs partiels qui seront de deux sortes

1° Sur les arcs de la premiére sorte la dérivée ZJ; sera
finie ;

2° Sur les arcs dela deuxiéme sorte, cette dérivée sera assez
grande pour ne pas étre négligeable devant e.

D’ailleurs rien ne nous empéche desupposer que la subdivi-
sion du contour en arcs partiels ait été faite de telle sorte
que le long d’'un de ces arcs r soit ou constamment croissant
ou constamment décroissant.

89. Evaluons d’abord l'intégrale prise le long d’un arc de
la premiére sorte.

Si nous prenons comme variable d’intégration », notre in-

tégrale s'écrira :

Xeicu- d? .
@
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En intégrant par parlies, on a:

Xe® dy | 4 d . dp

_ eiau'

a? dr o dr * dr

Or X est du méme ordre que « ; si donc Zi; est une quantité
finie chacun des termes de cette derniére somme est de 'ordre
de '01:, c’est-a-dire négligeable. Ainsi l'intégrale prise le long
d’un arc de la premiére sorte est négligeable.
L’intégrale

%4

Xeiocl'

i

de
Po

prise le long d'un arc de la seconde sorte sera aussi négligeable

en général, parce que la différence ¢, — ¢, des limites d’inté-
gration sera du méme ordre de grandeur que 3.

Pour que 'intégrale J ait une valeur finie, il faut donc que
9y — ¢g soit finie, c’est-a-dire qu'un au moins des arcs de la
seconde sorte soit vu du point Q sous un angle fini; ce qui
peut arriver dans deux cas:

1° Si cet arc est lui-méme fini ; on a alors tout le long de
ar

do .
cet arc =% = 0, » = const. ; c'est-3-dire, que 'arc
" 1

)
en question doit différer trés peu d’un arc de cercle ayant son
pole en Q.

2°Si cet arc passe trés prés du point Q, c'est-a-dire si ce

point est trés voisin du bord de ’écran.
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Toules les fois qu'il n’en sera pas ainsi, l'intégrale J sera
négligeable et nous n’aurons pas d’autres phénoménes que

ceux prévus par la théorie géométrique des ombres.

90. Cherchons donc dans quels cas % estinfini. Nous avons
trouvé au n° 86
rdr = a(a - &) sin 0df ;
nous en dédunisons
(10) % — m L%,

e o c e o
Cette égalité nous montre que —‘77{: pourra devenirinfini dans

denx cas: 1° sisin 0 est trés petit; 2° si % est infini.

Considérons le premier cas. L’angle 0 ¢lanl trés petit, un
arc du contour de I'écran esl trés voisin du point Q et l'on
peut confondre la portion de la sphére
qui contient cet arc avec un plan pas-
sant par Q. En outre cet arc étant infini-
ment pelit, on peut le considérer comme
un élément d’une droite AB (fg. 10). La
Fig. 10. distance du MQ point Q & 'élément d'arc

M est a9, o étant le rayon de la sphére sur laquelle se trouve
la portion considérée du contour de l'écran. En -appelant
ad la plus courte distance QC du point Q & la droite AB, et
3 l'angle de QM et QG, nous avons

abcose = aé

ou

6cose = 3.
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L'angle ¢ que nous considérons ici ne différe d’aillears que
par une constante de l'angle désigné précédemment par la
méme lettre ; leurs différentielles auront done la méme va-
leur. En différentiant les deux membres de 1'égalité précé-

dente, nous trouvons

de .

~—¢0s9 — 0sing =0,

do ' :
4

G )
nouvelle égalité qui nous montre que % esl du méme ordre

¥

(ue 9, et par suite, que 3. Par conséquent % est de l'ordre de

| =

Je

gd,* et %, donné par la relation (10) est de l'ordre de

o7

Si le point P est & une distance finie » de la sphére, %;P- est

de lordre de ;—3 el si I'on veul que celte dérivée soit du méme

— ’
ordre que % il faut que 3 soit de I'ordre de VX. Si au

contrairc Ie point P est a une distance de la sphére

de T'ordre de 1, il faudra que 3 soit du méme ordre que X

(f . . .
pour que -;72 soit un infiniment grand de l'ordre de ;

La droite qui joint le p;)int P a la source lumineuse devra
donc rencontrer la sphére a une distance du contour del'écran
de I'ordre de X pour qu'ily ait en P un éclairement anormal ;
la région dans laquelle doit se trouverle point P est alors trob
petite pour étre observable. On ne pourra observer d’anoma-
lies dans l'éclairement de P que lorsqu’il sera une distance
finie de la sphére. ‘

Ainsi, sur une sphére concentrique a S, et de rayon a -- b,
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b étant fini, la région occupée par les franges de diffraction
est de méme ordre de grandeur que VX. Sur la sphére S elle-

méme, cette région est du méme ordre de grandeur que A.

91. Examinons le second cas dans lequel %3 est une quan-
e s . dy . . do . . .
tité infiniment grande; b étant infini, Zo doit éire infiniment

petit. Si doncsi:j est une quantité finie, il faudra, pour que

99 it do Tordre de b que P soit do 1
o Soit de l'ordre de 3 que o soit de l'ordre de A.

Il faut en d’autres termes que 0 soit une constante aux
quantités prés de l'ordrc de ), c'est-a-dire qu’en négligeant
les quantités de cet ordre, un arc fini du contour del’écran
puisse étre regardé comme un arc e cercle ayant son centre
en Q ; la distance du point () au centre de courbure moyen
de cet arc doit donc étre de ordre de X ; il résulte de la que
les points éclairés d’'une maniére anormale sont tous contenus
a l'intérieur d'un cercle dont le rayon est de 'ordre de X et
que les phénomeénes sont inobservables.

1l faut donc pour que l'observation soit possible que sin ¢
et par conséquent le rayon de cet arc de cercle soit trés

petit.

. sin @ . = 0
Si % est une quantité de l’ordre de V' il suffira queg—;

st par suite la distance du point Q au centre de 'arc de cercle
soit aussi du méme ordre.

La région de I'espace dans laquelle le point P doit étre silué
pour présenter des phénoménes anormaux est alors suffisam-
ment grande pour qu’on puisse observer ces phénoménes.

Remarquons que si le point P est situé sur la sphére, son
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éclairement sera délerminé par la théorie géométrique des
ombres, ou du moins, I'observation sera impuissante a déceler
une différence entre 1'éclairement ainsi déterminé et I'éclai-
rement réel.

On aura, en effet, quand le point P tend vers le point Q

in 6 .
me_ 1 , car, dans le triangle MOP, on a
r a ’

sin0  sin OMP
r  a
; C e . . sin 8 - .
et & la limite I'angle OMP est droit. Puisque - est fini il arri-

vera encore, d'aprés ce que nous venons de voir, que les
phénoménes ne seront pas observables.
92. Nous allons montrer maintenant que la condition de

transversalité
Q=%+ mn -+l =0

est remplie pour les points P situés en dehors de la sphére S
ou sur cette sphére méme.

En effet ©, satisfait & I'équation :
AB; + 20, = o.

Nous avons donc & l'extérieur de la sphére S d'aprés le n° 84

— Gy e, 1 1 d®y e
8, = I 7 (zu r) cos Ydw -~ i dn dws

les intégrales du second membre étant "étendues a tous les
éléments do de la sphére S.

Or, nous avons va que, si on laisse de cOtéla région ouily

LA LUMIERE, 9
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a des franges de diffraction, les phénoménes sont les mémes
que dans la théorie géométrique des ombres; en d'autres
termes, 1’éclairement est nul en certains points et en d’autres

il est le méme que s'iln’y avait pas d'écran, Dans les deux cas

0, et %—Q sont nuls.

11 suffira done, avec le degré d'approximalion adopté,
d’étendre les intégrales du second membre 4 la région de la
sphére S occupée par les franges ; or nous avons vu que celle
région est de l'ordre de A. Les intégrales du second membre
sont donc négligeables ; et par conséquent il en est de méme
de 0,

En résumé, les intégrales (4) satisfont bien aux conditions
A,B,C et D et il ne peut y avoir d'éclairement anormal que

si le point P cst trés voisin du bord de I'ombre géométrique.

93. Simplification des expressions £, 1, ¢,. Nous avons
vu que, si le point Q est & une distance finie des bords d’un
écran, l'éclairement du point P est le méme que dans la
théorie des ombres, et en second lieu que l'éclairement est
modifié si le point Q esl & une distance de I'écran de l'ordre
de V. L'éclairement d'un point ne dépend donc guére que des
portions de la sphére qui sont voisines du point Q. Ce point
est appelé le pdle du point P. Nous allons profiter de cette re-
marque pour sxmpiiﬁer les valeurs de £, 1, {, données par lés
intégrales (4).

Prenons la premiére de ces intégrales,

£ = | X,do -6%0“-. <z'a + dwcosy — C—Ofl> .

Puisque les parties de ceite intégrale qui ne sont pas négli-
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geables sont celles qui correspondent aux points trés voisins
du pole Q du point éclairé P, nous n'élendrons l'intégrale
qu’a ces points, et nous pourrons considérer X, et ¢ comme
des constantes. Gomme en outre o est une quantilé fireés
grande et que r doit étre fini pour que les phénoménes de
diffraction soient observables, nous pouvons dans la quantité

0sy

. - C 1 cos:
placée sous le signe d’intégralion négliger le terme - ~ par

rapport aux deux auireslermes i« et ixcosy. En faisant cetle
simplification et en mettant les termes considérés comme

constants en dehors de l'intégrale, nous avons

ior
£, = Xaix (1 o cos q,)feT do.

On sait d’ailleurs (84) que

XQZ—E‘:;

par conséquent, en remplacant, dans 'expression de §,, X, et

cos ¢ par les valeurs de ces quantités au pole Q. nous aurons

La distance » du point P aux points de la sphére qui avoi-
sinent le pole Q differe irés peu de la distance PQ = b,
et, par suite, peul étre mise en dehors dec I'inlégrale puisque
cette intégrale n'est étendue qu'aux points voising de Q. La
valeur de £, deviendra

o Z,

= ——4d e'erdy,

S = 2% b
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et enfin, par une derniére transformation,

?
X fab
Ey = — %%.\/ elar=8)gy .
27

94. Cherchons la valeur de cette derniére intégrale. Nous
avons dans le triangle MOP (£g.9),
2 = (a + 8)* + a® — 2a (a -+ ) cos0;

et comme nous n'avons a considérer que des points voisins du

pole Q pour lesquels 8 est trés petit, nous pouvons remplacer

. 62
cos 0 par les deux premiers termes 1 — o-de son dévelop-

-

pement ; nous aurons

r”:(a+b)2+a2—2a(a+b)<1—0§2>'

ou
P=(a+b—a)d-a(ad 5)62 =02+ a(a-}b) 6%

En désignant par s I'arc de grand cercle QM compris entre

un point M de la sphére et le pole Q, nous aurons,

L=J
H
Rl

et en portant cette valeur de 08 dans l'expression de 72, il

viendra

r"‘:b?—l—a—i——bsﬁ.

On tire de 13,
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Mais » différant trés peu de &, on peut remplacer » 4 & par

26, de sorte que l'on a

r—t==3

Cette valeur de » — & portée dans I'expression de Z;, donne

. iab . a+bh 2
b = — fayer® e " 2ab” gy
0 = .
b

L'intégrale ne devant étre étendue qu'aux portions de la
sphére avoisinant le point (, on peut considérer ces portions
comme situées dans le plan tangent ala sphére en Q. Prenons
dans ce plan deux axes de coordonnées rectangulaires se cou-
pant en Q. Dans ce systéme les coordonnées du point M se-
ront les distances Z et ¢’ de ce point aux axes. Pour simplifier
I'expression de £y, nous définirons la position du point M par

deux paramélres u et vtes que

adk . abl
= Vm A Trmnr)

On a alors.
3 2 t 9 ) ab
PE— l“—{-—Z?:(u‘-{—U‘)m,
et

. abl
dw = dl.dl = dudv 2@ o)

En portant ces valeurs de s? et de dw dans l'expression de &,

nous aurons aprés simplifications,

* 1 F
%5y ale'xh iia). (? 4 v?)

—_— m (Iudv,

AL

0
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e
et comme nous avons posé « = N nous obtenons en rem-

" plagant « par cette valeur

iaf e’ T? 4 of)
=——__ J e?
(1) I %a 1 0) dudy.

95. Intensité lumineuse en un point. — D'aprés ce que
nous avons dit au n® ‘76,.1a composante suivanl 'axe des z
du déplacement d’un point P silué en dehors de la sphére S,
est '

E = partie réelle de £, e—iaVe

ou &, est remplacée par l'expression (11) que nous venons de
trouver. Nous aurions pour les deux autres composantes les

quantités

7 = partie réelle de qjje—iave,
{ = partie réelle de {ye~iavt,
ng et &, se déduisant de £, en remplacant dans Pexpression (11)

£, pr'm, ou f,. Lintensité lumineuse au point P sera donc

proportionnelle a

@)+ @)+ @)

or, on a,
5 d

—2 — partie réelle de ((— e Vie— %Vt —iave 220

a =P ( aVee "+ e at

. . 4
et deux expressions analogues pour j? et % Par conséquent

'intensité est proportionnelle a la somme des carrés des
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modules des trois quanlités analogues a

ey 98
<— Vi, - 7;>

Mais dans la valeur (11] de £, la seule quantité qui dépende du
temps est %, de sorte que 'intensité est égale & la somme des

carrés des modules de trois quantités dont la premiére est

- d% lqelh Tt 4 o?)
() <__ Vg, -+ dll> m e? dudv,

et dont les deux autres s¢ déduisent de celle-ci en remplacant
¢y par my el gy, :

I.es phénoménes de diffraclion s'observant dans un plan,
nous avons A considérer l'intensité relative de points situés
dans un méme plan. Ces points étant toujours voisins entre
eux et & une cerlaine dislance de I'écran, nous pouvons ad-
metire que les distances & de chacun d'eux & la sphére qui
contient 'écran sont les mémes. Il en résulte que, dans cha-
cun des termes (1) dont la somme des carrés est propor-
) * iaei%h
tionnelle a Tintensité, le facteur o———=< est le méme pour

2a + b)
ces points, si Loulefois on ne considére que la lumiére homo-
géne. En oulre, comme ces points sont vus au méme instant et

ue les valeurs de %, v, ¢, varient peu quand on passe d'un point
1M &

de Ja sphér‘e S & un point voisin, le facleur <— i2VEi, + 2}«)

aura sensiblement la méme valeur. L’intensité relative
de la lumiére aux différents points observés sera donc

proportionnelle, au méme instant, au carré du module de
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I'intégrale,

() e gy,
qui se trouve en facteur dans le terme (1) et les deux qui s’en
déduisent. Il nous suffira donc pour avoir l'intensité lumi-
neuse aux divers points du plan ou se font les observations,
d’étudier les variations du module de cette intégrale.

96. Expression de l'intégrale () dans le cas d'une
fente & bords paralléles. — Nous supposerons que l'un
des axes auxquels correspondent les paramétres » et v esi
paralléle aux bords de la fente ; ce sera 'axe des u,. par

exemple. Sion sereporte & la relation

ab)

S=u\/

S (atb)

qui lie le paramétre » & la distance 3 d'un point du plan des
. 3
uv & l'axe des v, on voit que u est de I'ordre de Vi La fente

ayant une longueur, sinon illimitée, du moins trés grande par
rapport aux quantités de l'ordre de V2, les valeurs de u se-
ront toujours trés grandes pour les points qui sont observés.
Par conse’quent; on peut dans lintégrale (2) regarder les
limites de » comme infinies. Nous désignerons par v, et v,
les Jimites de » qui’ ont en général des valeurs finies, la lar-
geur de la fente étant petite. Nous pouvons mettre cetie inté-

grale dont les limites sont des constantes sous la forme

S

4 + v,

i_1-rug iny
e? du e'? dv.

— @ + v,
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La premiére de ces intégrales a pourvaleur 1 4 7dontle mo-
dule est 2 ; de sorle que nous n’avons & nous occuper que de
la seconde qui devient, lorsqu’on y remplace I'exponentielle

par les fonctions trigonométriques,

+ Y L V2
iTe® [ 9
. Y . . omvl
(3) e ? dv= cos —5~ dv 4+ ¢ | sin N dv.
+ v vy | vy

97. R‘eprésentation graphique de I'intégrale (3). —
Les deux intégrales du second membre sont connues sous le
nom d'intégrales de Fresnel ; nous allons les étudier. Pour
simplifier les calculs, nous supposerons nulle lalimite infé-
rieure "de ces intégrales ; il sera facile ensuite de passer au
cas général ou les limites sont quelconques en faisant la
somme algébrique de deux intégrales dont une des limites
est 0.

Posons done

v

a

T
2= cos —- dv,

0
(%

2

. T
Y= sin - dv,

et construisons la courbe lieu des points de coordonnées =
et y. Klle passe par lorigine des coordonnées, car on a
=y = o0 pour ¥ = 0. Si on change » en — v, l'élément

des intégrales ne change pas, mais lalimile supérieure change
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de signe el & et y changent & la fois de signe ; l'origine esl
donc un cenire de symélrie de la courbe.

Prenons les différenticlles de et de ¥, nous avons

2 2
T . WY
dz == c0s —— dv, dy = sin —-dv.

En élevant au carré et additionnant, nous obtenons

da? - dy? = ds* = dv?
donc

ds = dv,

ds élant un élément d'arc de la courbe. En intégrant les deux
membres de cette égalité et en prenant o pour constante d'in-
tégralion, ce quirevient a compler lesarcs & partirde l'origine

puisque € — y — o pour v — o0, on a

$ — 0.

Le rapport de 3—;’0 donne la tangenie de I'angle formé par

I'axe des « et la tangente a la courbe au point @, y ; en dé-

signant par « cet angle on a

(4) o = =2,

(S

Le rayon de courbure en un point est donné par

ds dv 1
i ?

do~ wodv™ my

a l'origine, c’est-a-dire pour v = o, le rayon de courbure est
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infini et comme « est nul en méme temps que v 'axe des x
est une tangente d'inflexion au point O (fg.11).
Pour construire la courbe Y

nous ferons varier v de o a I'in-

fini ; 'angle = de la tangente & &
la courbe avec l'axe ox aug- X

,
mentera an deld de toute li- .

mite ; le rayon de courbure
tendra vers o. Nous aurons

dont une courbe en forme de

-colimagon avec un point asymp-
totique. Cherchons les coor- Fig, 11.
données de ce point A. Pour cela cherchons la valeur de I'in-

tégrale

8

wiy
®

dv.

[

0

On sait que I'on a

Si nous posons

nous avons,

—tn dz = dv —in
T =0 2 ’ - 9
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Par conséquent, nous aurons pour I'intégrale cherchée,

0
500 1 - 2 1 = 1 2
e? dvzg‘/“ —;:Zj\/%: ;‘l— ;

0

or

0

<
I
O =

Telles sont les coordonnées du point asymptotique A. On
obtiendra la partie de la courbe correspondant & des valeurs
négatives de » par symétrie.

98. Pour mieux définir la courbe nous pouvons cher-
cher la maniére dont varie la distance AM du point 'ésympto-
tique A a un point quelconque M de la partie de la courbe qui
correspond aux valeuars positivesde v.

Soit vla valear du parameétre qui correspond & ce point, ses

coordonnées seront

v v

w2 . mo?
£ = ces —5- dv, Y= sin — dv.
0 0

Transportons l'origine des axes de coordonnées au point M;

l'abscisse du point asymptotique A par rapport a ces nou-
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veaux axes sera égale a4 son abscisse par rapport aux anciens

axes diminuée de 'abscisse du point M, c'est-d-dire

o0 D o0
2 2 2
. TV T v
cos — v — cos — dv = cos — dv.
0 0 v

L’ordonnée du point A par rapport aux nouveaux axes s'ob-

liendra de la méme maniére et on aura,

sin "o~ dy
5 v
v
Les coordonnées du point asymptotique par rapport aux

axes passant par M seront donc données par la partie réelle

el la partie imaginaire de l'intégrale

Nous allons chercher une autre expression de J. Pour cela,

nous nous servirons encore de l'intégrale

(>.2]

e—3'dz = %\/ﬂ'—

0

Si nous posons

& = vw
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ou v est supposé positif, nous aurons,

2]

e= "% pdw — %\/n_

0

Le produit de cette intégrale par Uintégrale (5) donnera-

@ _®

o2 (T _ 2 ’ —_

/fe 2 U)vdvdw:gz\/n.
v o

Intégrons I'intégrale double du premier membre par rapport

4 v, nous aurons

vy @ .
z("_"_ ﬂ) 1 2 (T 2)
v - w v - —w
/e 2 vy = ————— de (3 s
29
v

— Y?

ou

e <}
Gy A ()
e \*? vy = — ———— ¢ \2 .
) in — 2w
v

L’intégralé double devient donc

wuz (ﬂt —wI) i ® o 9 S
e 2 =2 e —viw” J
— dw — ¢ ? dw:§\/—1?.

2w? — ix o — tm
0 0

Nous en déduisons une nouvelle expression de J qui nous

montre que les coordonnées du point A par rapport aux axes

menés par M parallélement aux axes ox et oy sont les parties

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



DIFFRACTION 143

réelle et imaginaire de

me %
e 2 C)e—L w?
(6) J= = P —— duw.

99. Si maintenant nous faisons tourner les axes autour du

9

point M d’un angle égal a :—; v?, c’est-d-dire d’aprés la rela-
tion (4), d’'un angle égal a celui que fait la tangente a la
courbe en M avec I'axe ox, nous aurons un nouveau sysiéme
d’axes formé par la tangenle et la normale & la courbe au
point M. Désignons par x’ et 3 les coordonnées d'un point
dans ce nouveau systtme, et par ; et y, les coordonnées du
méme point dans le systéme d’axes paralléles dox et oy et pas-

sant par M. Nous aurons les formules de transformation

z' = x, cos — —|— 7 sinZ-

»2 2

v T 1%
y =1, COS"‘5‘ — sm?'

En multipliant la seconde par 7 et additionnant le résullat

avec la premiére nous obtenons

2

© s v2 . . Ty
@ 4y = (@ A 2y,) cos - — (i — y,) sin—5"
ou

a4 iy = (@, + ) <cos—v- —1 smi>

ou enfin
imv?

o iy = (o 4 iy) e 2
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Celte dernié¢re relation nous montre que l'imaginaire &'~ iy’

dans le nouveau systéme d’axes est égale & sa valeur o, } 1y,
imv?

dans l'ancien, multipliée par le facteur e 2 . Or, pour le

point asymptotique A, on a

2, + iy, =1,

par suite on aura

~
iT,2

&y =1Je 2 .
et I'égalilé (6) nous montre que

0
. 2¢ — viu?
(7) &ty = | =——— .
T V' (202 — in)
0
Enp multipliant les deux termes de la fraction placée sous le
signe d’intégration par la quantité imaginaire conjuguée du

dénominateur, nous obtenons

o o]
9 (2w? 4 i) e— %3
Vr (k! + =?)

dw

La distance du point A 2 la normale en M qui est la partie

réelle de cetle intégrale, aura pour expression

00
haple —viw?

) Vr (4w + =?)

adw ;

et la distance a la tangente qui en est la partie imaginaire
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sera
00
e — stu?

—_—— dw.
. Ve (oot -+ =)

Les élémenis de chacune de ces deux derniéres intégrales
sont positifs et décroissent quand » varie de 0 4 o . Par con-
séquent les distances du point A & la normale el & la tangente
en M sont toujours positives et décroissantes. Il en résulte
que la distance AM va toujours en décroissant En eflet, s'il
en était autrement, cette distance présenterait un maximum
ou un minimum. Au point correspondani a ce maximum ou 3

vceminimum, AM serdit normal 4 la courbe et la dislance du
point A & la normale serait nulle, ce qui ne peut étre d’aprés
ce qui précéde.

On peut voir que pour les points de la courke voisins du
point A, la droite AM est sensiblement normale a la courbe.
Pour ces points v est trés grand et U'exponentielle e—»2«? est
trés petite & moins que w2 ne soit pelit; on pourra donc
dans l'intégrale (7) négliger les élémenis qui ne correspon-
dent pas & une petite valeur de . Mais siw est petit, le dé-
nominateur 2w? — 7w se réduit sensiblement & — ¢x, de sorle

que la valeur de &’ 4 ¢y’ est approximativement

w —
2 2% 1va @

7:\/7—r 0 7:\/7—:2 » T

La partie réelle étant nulle, la distance du point A & la nor-

male est nulle, ¢’est-a-dire que AM est sensiblement normale.
La valeur de AM est approximativement __1—

LA LUMIERE. 10
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La forme de la courbe est alors suffisamment bien déter-
minée.

100. Diffraction produite par une fente étroite. —
Nous avons vu au n°96 que I'intensité lumineuse en un point

extérieur est proportionnelle au carré dumodule de Vintégrale

Vy

im 2
e dv.

Le module de cette intégrale est égal 4 la différence géomsé-

trique des modules des intégrales

Vg Ch
i im 2
o e? dv, e?’ do.
0 0

Si M, (fig. 12) est le point de la courbe représentative qui cor-
respond & v,, M, celui qui correspond 2 v,, les modules de
Y ces intégrales seront OM, et OM, ; leur
différence géométrique est M, M,.

Si on considére un point P éclairé par
une fente, les quantités v, et v, sont pro-
portionnelles aux distances qui séparent
0 & . son pole Q des bords de la fente ; comme

Fig. 12. la largeur de la fente est constante, la

différence v, — v, a_toujours la méme valeur quel que soit le
point P considéré dans le plan d’observation. Or, nous avons
vu que v, et v, sont égaux aux longueurs des arcs de courbes

OM, et OM, ; par conséquent 'arc M, M, a toujours la méme
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longueur. Nous devrons donc, pour avoir les variations de
I'intensité lumineuse aux différents points du plan d’obser-

vation, chercher les variations de la longueur

d'une corde M, M, sous-tendant des arcs
Ma
égaux. Pour quil y ait maximum ou mini-
mum, il faut que le triangle formé par la

corde et les tangentes M, T, et

™~ M, T (fig. 13) svit
isocéle, ou bien T2
[~
que les tangentes ™ T
\Fig. 13. aux extrémités Fig. 14.

soient paralléles et de méme sens (f7g.14). Nous aurons ainsi
deux catégories de maxima et de minima. Pour la seconde

catégorie on devra avoir

m
v} = 5 vf + 2Kn©,

v? élant ['angle formé par la tangente en un point avec

o183

I'axe des @ Cetle égalité nous donne

ou

en posant

Quant aux maxima et minima de la premiére catégorie, leur

recherche est trés compliquée.
101. Diffraction par le bord d’un écran. — Dans] ce
cas, la limite », de I'intégrale (3) du §96 est infinic et I'inten-
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sité lumineuse en un point P est proportionnelle au carré du

module de

in e
e? dv.

Yy

Si M, est le point correspondant & v, ce module est égal a
la longueur AM, de la droite qui joint le point asymptotique A
an pointM,. .

Quand le point P est a l'intérienr de 1'ombre géométrique,
y son pble Q est sur 1'écran; par con-
séquent la limite inférieure v, de l'in-
tégrale précédentle est positive et le
point M, quilui correspond est surla

partie de la courbe siluée du méme

x  ¢Oté que A (flg. 15). L’intensité va
Fig. 15. donc en décroissant trés rapidement
dés qu'on s'écarle du bord de 'ombre géométrique sans pré-

senter ni maximum ni minimum.

AM étant approximativement égal é-:—v, le carré du

module de notre intégrale est égal & nTiv-T

Par conséquent du coté de Vombre géométrique, intensilé
lumineuse varie sensiblement en raison inverse du carré de
la distance au bord de cette ombre.

8i le point P est en dehors de U'ombre géométrique, son
pole Q est en dehors de 'écran ; la valear limile », est néga-
tive et le point M, est sur la partie de la courbe située au-

dessous de 'axe des «. La droite AM, et par suite l'intensité

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



DIFFRACTION . 149

en P, présenteront une succession de maximum et de minimum;
on aura des franges. Les
maxima et minima de AM, Y
correspondent aux points ot
cette droite est normale a

la courbe. Quand le point

M, est voisin de A’ les nor-

males & la courbe qui pas-
sent par A difféerent peu de
la droite AA". Cette droile

faisant avec ox un angle

. T N
égal & > la tangente en un Fig. 16-

point correspondant & un maximum ou un minimum fait

avec ox un angle donné par la formule

—3 + K=

W

v?, nous

(ST |

Cet angle ayanl pour valeur en fonction de v,

aurons I'égalité

©

T
v :—Z+I&7r

rol

qui donnera pour v?

v? = 2K —

1O ==

Telle esi la formule qui donne approximalivement les va-
leurs de v? correspondant aux maxima et minima.
Soient M, et M, deux points correspondant & un maximum

et & un minimum consécutifs. La différence d'intensité sera

AM? — AM3.
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Si le maximum est d'ordre élevé, les points M, et M, seront
trés voisins1'un de 1'autre et seront sensiblement sur la droite

AA’, on aura alors sensiblement

AM, -+ AV, = 2AA’

1 1
AM, — =AM M, = — -+ —
(= ANy = AW AN = o
v, et v, étant les valeurs de v qui correspondenta M, et & M,.
La différence d’intensité sera donc
1
2AA’ (i + —>,
v, |
ce qui montre que la différence entre un maximum et un mi-
nimum consécutifs varie sensiblement en raison inverse de la
distance au bord de 'ombre géométrique.

102. Diffraction parun petit écran circulaire. — Sup-
posons qu'un petit écran circulaire occupe une partie de la
sphére S. Pour avoir les variations de lintensité lumineuse
aux différents points d'un plansitué & une distance & du centre
de I'écran, nous devrons comme précédemment étudier les
variations de l'intégrale
"?"‘ ®® + %)

€y dudv,

étendue a tous les points du plan tangent a ]Ja sphére en Q,
qui sont en dehors de I'écran,

Cherchons en particulier I'éclairement en un point situé sur
Ta droite qui joint la. source lumineuse au centre de 1'écran ;

le pole du point considéré se trouve alors au centre de I’écran.
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Posons
u = pCosy, v = psing.
On aura

Pt = u-v?

et comme % et v sont proportionnels aux distances d’un point
du plan tangent en Q a deux axes rectangulaires passant par
Q, p sera proportionnel 4 la distance de ce pointa Q. Par con-
séquent, si nous prenons comme coordonnées p et ¢, les bords
de I'écran auront pour p une valeur constante @. Le produit
dw dv proportionnel 4 la surface d’un élément devient dans
ce systéme de coordonnées edpdo ; par conséquent I'intégrale

qui donne 'intensité est

o 2n
im g2
(2) e?  pdodyp.
a'Yo
En intégrant par rapport & ¢, on a:

2

14
odp ;

w{;“

(3) 27 e

et en faisant I'intégration par rapport a p, on obtient

o]

R N [*.o]
1 _1.1:2 . i 2
2‘:1[7‘8‘)? = — 2 ezp]
T .
a a

Pour la limite p = @, la valeur del'exponentielle imaginaire

est indéterminée. Nous prendrons pour cette valeur zéro, car
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nos formules ne s'appliquent qu'au cas o& p est petit et les
éléments de 'intégrale (3)qui correspondent a des valeurs trés
grandes de ¢ ne doivent pas étre considérés. Nous aurons done
simplement

T (a2 0?) Tt

dudy — 2e? ©

Le module de cette derniére exponentielle est 2. L’intensité
lumineuse au point considéré est donc indépendante de a, et
par suite, du rayon de D'écran ; elle a la méme valeur que si
a = 0, c’est-3~dire que si I’écran n’existait pas.

Cette conséquence des formules de diffraction a été trouvée
par Poisson. Fresnel a vérifié expérimentalement la présence
de ce point lumineux au centre de I'ombre géomélrique don-
née par un petit écran circulaire.

On congoit facilement que ce phénomeéne ne se produise
qu’'avec un petit écran, car, dans le cas contraire, nos formules

ne s’appliquent plus. En effet nous avons vu (95) que l'inten-

sité en un point dépend des valeurs de £, et de % aux divers

points de la sphére S, valeurs que nous avons supposées
constantes; ce qui ne peut étre que si nous ne considérons
qu’une trés petile portion de la sphére S.

103. Diffraction par une petite ouverture circulaire.
— Dans ce cas. les limites de l'intégrale (3) du paragraphe
précédent sont O et a. Nous avons donc pour I'intensité en un
point dont le pole occupe le centre de I'ouverture, une quan-

tité proportionnelle an module de

in 2
2z <1 —e? )
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Le module du premier facteor est 2, celui du second facteur
varie de 0 a 2 avec la valeur de a. Ce module est nul pour
a? = 4K, K étant un entier ; il est égala 2 pour a® = 4K | 2.
Nous aurons donc en un méme point de l'espace de I'obscu-
rité ou de la lumiére suivant le rayon de l'ouverture. Autour
de ce point, on aura des franges qui par raison de symétrie
devront étre circulaires.

104. Diffraction en lumiére paralléle. — Un cas par-
ticuliérement intéressant de la diffraction est celui ot I'on ob-
serve les phénomeénes a une grande distance d’un écran placé
trés loin dela sourcelumineuse. Nous pourronsalors considérer
le rayon de la sphére contenant 'écran comme infini, et cette
sphére deviendra un plan.

Soit P (£¢g.17) un point de l'espace ; I'une des composantes
du déplacement de ce point R M. O

sera la partie réelle de ' i

. elar
E — e-iaVt X — du),
.

X étant une fonction du dépla-
cement &, d'un pointdu plan R,

et lintégrale étant étendue a

X Z
tous les points de ce plan. Nous Fig. 17.

avons vu que quand l'écran n’élait pas trés éloigné de la
source lumineuse, la portion de la sphére voisine du poéle du
point P avait seule de I'influence sur I'éclairement de ce point.
1l en sera de méme quand le rayon de la sphére deviendra
infini et nous n’aurons encore & considérer dans la recherche

de I'éclairement du point P que les points du plan R voisins
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du p‘ied de la perpendiculaire abaissée de P sur le plan. Nous
pourrons donc supposer que la fonction X a une valeur cons-
tante et la faire sorlir du signe d’intégration. En outre, le
point P étant supposé éloigné du plan, ses distances PO et
PM & deux points voisins M et O différeront peu l'une de

, ‘s 1
l'autre, et nous pourrons considérer- le facteur - comme

ayant la méme valeur pour tous les éléments de l'intégrale
qui ne sont pasnégligeables. Nous aurons donc¢ pour celte in-

-tégrale

far for
e X T Xeierg ei% =l

en appelant r, la distance du point P & un point arbitraire O

du plan Q

105. Par les mémes considérations que celles que nous
avons exposées au § 95 nous arriverions & montrer que l'in-
tensité lumineuse des divers poinis d'un plan paralléie a R

est proportionnelle au carré du module de I'intégrale
n eielr—ry)de,
Transformons cette intégrale. Du point M abaissons sur OP

la perpendiculaire MM’ et désignons par P I'angle OPM et

par r ladistance PM ; nous aurons
, : . 4 P
PM'=rcosP=1r—7r (1 —cosP) =r — 2rsin® ;.

L'angle P est trés petit puisqu'on ne considére que des points
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du plan R voisins I'un de l'autre ; par suite sin? l;est le carré
d'une quantité trés petite et quoique » soit supposé trés grand,
le produit 2rsin® g sera négligeable. On aura PM' = r et

oM =r, —r.

Prenons dans le plan R deux axes de coordonndes.rectan-
gulaires passant par O. Si nous désignons par o ety les
coordonnées de M et par /et m les cosinus de la direction OP
avec les axes, nous anrons pour OM' qui est la projection de
OM sur OP,

OM = iz + my

et par conséquent,
re — 1 = lo |+ my.

En portant cette expression de »;, — 7 dans l'intégrale (1),

elle devient

fe—l‘a (la:-|—m,r/)dw ;

mais comme nous n'avons & considérer que le carré du

module de cette intégrale nous pouvons prendre

(2) feia (lx 4 my)dw .

dont le module est le méme.

106. Franges produites par une ouverture ayant
un centre de symétrie. — En général les minima d’inten-
sité lumineuse ne sont pas nuls, car le module de notre inté-

grale ne pourrail s'annuler que si la partie réelle et la partie

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



156 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

imaginaire s’annulaient & la fois ce qui n’aura pas lieu en
général : mais dans le cas de la diffraction produite par une
ouverture ayant un centre de symétrie, ces minima sont
égaux & zéro.

En effet, si nous supposons que le point O est le centre de

symétrie de 'ouverture, I'intégrale
feia(lx+1ny)dw,

étendue & tous les points de l'ouverlure, doit conserver la
méme valeur quand on change #z en — o et ¥ en — y. Par

ce changement l'intégrale devient
fe— io (lx + my) dw.

La partie imaginaire de celte intégrale est de signe contraire
& la partie imaginaire de l'intégrale précédente. Comme ces
deux intégrales ont méme valeur, la partie imaginaire est

nulle et chacune d’elles se réduit & la partie réellc.

fcos:x (le + my) do.

Cette intégrale est réelle et n'est généralement pas toujours
de méme signe. 11 faut done qu'elle s'annule, de sorte qu’en
Lumiere homogéne les minima d’intensité sont rigoureusement

nuls.

10%7. Diffraction par des ouvertures semblables. —
Désignons par 3 l'angle de la direction OP {£ig.17) avec la per-
pendiculaire en O au plan de P'ouverture. Nous allons mon-

trer que si on remplace celte ouverture par une ouverture
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semblable dont le rapport de similitude & la premiére est K,
le sinus de 'angle de d¢viation & qui correspond & une méme
frange est divisé par K.

Si « et y sont les coordennées d’un point de la premiére
ouverture, les coordonnées du point correspondant dans I'ou-
verture semblable seront Kz et Ky. L'intensité lumineuse en
un point P auquel correspondent les cosinus directeurs I et
sera, dansle cas de la premiére ouverture, proportionnelle au

carré du module de
fe 13 (lx-i—my)dm’
el dans le cas de la seconde, au carré du module de
fe oK (lx + my) K‘.Zdw .

Si nous considérons un point P, toujours situé a la méme

distance du plan R, mais dont les cosinus des angles avec les

axes des z et des y sontée

ce point sera, avec la seconde ouverture, proportionnelle au

m . o . .
tl—{’ Yintensité lumineuse en

carré du module de

feia (Ux+mN K2y .

Cette intensité sera proportionnelle 4 I'intensité au point P
supposé éclairé par la fenle primitive et les maxima ou mi-
nima de ces intensités auront lien en méme temps. Cher-
chons le sinus de 'angle de déviation 3, du point P,. En ap-

pelant ¢ I'angle du plan POZ avec le plan des x=, on a,

! =sin3d cosg m = sin 3 sing.

Document numérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



158 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIRRE

Par suite

sin?3 = P 4 md.

Pour le point P, on aura
1

? m?
s g _ 0 md
sin'd; =13 —|—K2 )
et par conséquent
. 9. _ 8iD%3
sSin“ oy = F'

Cette égalité nous montre que si on remplace une ouver-
ture par une seconde K fois plus grande, le sinus de I'angle
de déviation correspondant & une méme frange est divisé

par K ; le plan de diffraction sera d’ailleurs le méme, puisque
., .
le rapport ;, '@ pas varié.

Ainsi deux ouvertures semblables produiront des figures de
diffraction semblables; mais les dimensions de ces figures
seront en raison inverse des dimensions des ouvertures.

108. Théoréme de Bridge. — Lorsqu’un écran est percé
de plusieurs ouvertures identiques et semblablement dispo-
sées, l'intensilé en un point est égale & l'intensité résultant
d’une seule ouverture multipliée pér I'intensité due & un en-
semble de points lumineux disposés dans le plan comme l¢
sont les ouvertures,

LI’intensité en un point P est proporlionnelle au carré du

module de !'intégrale

(1) fe ia(l.::+my)dw

élendue & toutes les portions éclairées de 1'écran. Celte inté-
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grale sera la somme d’intégrales de méme forme étendues ala
surface de chacune des ouvertures. Ces ouvertures étant égales
et semblablement disposées, si & un point de coordonnées
a et y de I'une d'elles correspond un point de coordonnées
& 4 a et y 4 & d'une autre, on aura tous les points de cetle
derniére en donnant & « et y toutes les valeurs que peuvent
prendre ces quantités dans la premiére ouverture. Par con-
séquent le terme de l'intégrale (1) qui correspond & une ou-

verture quelconque esLé’gal a

feia (H{la+ )+ m(b+y))dm — ei“(‘“+”"’)fei“(l-z'+ I"-’/)dm,

ces intégrales étant étendues a toute la surface de I'unc des

ouvertures. L'intégrale (1) aura donc pour valeur le produit

(1 + eia(la-{-mb)_l_ e )/.eia(la:—f-my)dm

que I'on peut écrire

Ye i (la + ml;)fe o (lx + my) du),

I'unité s’obtenant en faisanta =6 = 0

Le carré du module du premier facteur est proportionnel &
lintensité lumineuse duc a4 » points disposés dans le plan
comme le sonl les ouvertures del’écran; le carré du module de
'intégrale est proporlionnel & I'intensité due a une seule ou-

verture. Le théoréme de Bridge est donc démontré, '

109. Théoréme de Babinet. — Deux écrans complémen-

taires, c'est-a-dire tels qu'aux vides de I'un correspondent
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les pleins de lautre, donnent en un point de 1'espace le méme
éclairement, exceplé si ce pointest dans la direction de oz.

Désignons par R la portion éclairée du premier écran et
par R'la portion éclairée du second. Puisqu'aux parties non
éclairées du premier écran correspondent les parties éclairées
du second, la somme des surfaces R et R’ doit élre égale a
tout le plan. L'intensilé lumineuse en un point de l'espace
sera, avec le premier écran, proportionnelle au carré du mo-
dule de I'intégrale

fefoc (x+my)d,.

étendue a toute la portion éclairée de l’écran. Avec le sc-
cond écran, il faudra pour avoir l'inlensité étendre cetie in-
tégrale & tous les points de la portion éclairée R’ de 1'écran.

La somme de ces deux intégrales sera l'intégrale élendue a
tout le plan, c'est-a-dire

—+
eia (lx+my)dm.

—®

Le carré du module de celle intégrale représente 1'éclai-
rement dit & une trés grande ouverture ; d’aprés ce que nous
avons vu au sujel des onvertures semblables, les angles de
déviation sont d’autant plus petits que les dimensions del’ou-
verture sont plus grandes. Pour une ouverture trés grande
les déviations seront trés peliles, ¢’est-d-dive qu'il n’y aura de
lumiére sensible que dans la direction de I'axe des z.

Cette intégrale est donc nulle pour tous les points de l'es-

pacequine sont pas voisins de 'axe oz. Par conséquent, pour
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tous ces points les intégrales. qui servent & trouver I'intensife
en un point ne differeront que par le signe et le carré de leur
module aura la méme valeur. L’intensité lumineuse est done

“laméme en ces points.

110. Diffraction par des ouvertures allongées. —
Supposons qu'on remplace 'ouverture d'un écran par une
autre obtenue en multipliant les ordonnées de chaque point
de la premiére par la méme quantité K"sans changer les abs-
cisses. Dans une telle transformation un carré devient un rec-
tangle, un cercle devient une ellipse.

L'intensité lumineuse en un point de l'espace quand on
prend la seconde ouverture est proportionnelle au carré du

module de l’intégraie

feia (lz + m.Ky)Kdm'

Par conséquent I'intensité lumineuse donnée par la seconde

ouverture en un point P, auquel correspondent les cosinus et

K sera égale 3 K fois I'intensité donnée par la premiére ou-

verture un point P tel que les cosinus directeurs de OP sont
letm. :
Si dans le plan passant par P el paralléle au plan R de la
figure 17,nous menons des axes de coordonnées paralléles aux
axes des « et des y tracés dans le plan 'R, les coordonnées
2, et y, de P par rapport a ces axes seront égales aux coor-
données de la projection de ce point sur le plan R. Les cosi-
nus directeurs de la direction OP sont 7, m et cos 3 ; par consé-
quent, en désignant par z la distance conslante du point P au

plan Rona

2 — iz __ mz
T T cosd Yo =

LA LUMIERE, i1
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ou, en remplacant cos3 par sa valeur en fonction delet de me,

Iz mz

Y/ P —_ y1:\/i—12—7n2

Zy

Par conséquent, quand on remplace une ouverture par une
autre dont les ordonnées sont X fois plus grandes lescoordon-
nées du point dont l'intensité est K fois celle que possédait
le point ,, ¥, avec 1'ouverture primitive sont :

lz
Xy == —F——

mz
- T
\/1—12—F K\/i—z’-—ﬁ

Ce point's’est donc rapproché de I'axe des «,.

Les déviations sont généralement petites de telle sorle que -

nous pouvons négliger 12 el m? et écrire §

x, = lz, Y, = ma,

x| = lz, Y4 :%a
_ou

@ =y, yi :31/%.

L’abscisse du point qui correspond a4 un maximum d'inten-
sité n’a donc pas changé pendant que 'ordonnée est devenue
K fois plus petite. On déduira done les nouvelles figures de

diffraction des anciennes en multipliant les ordonnées de tous

les points ari-
sp par¢

Supposons en particulier que Pouverture primitive soit cir-

culaire. Par raison de symélrie, les franges de diffraction se-
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ront aussi circulaires. Si nous multiplions les ordonnées des
divers points de'l'ouverture par K, celle ouverture deviendra

une ellipse. Pour obtenir les nouvelles franges de diffraction,

il faut mulliplier les ordonnées des anciennes franges'par%; ces
franges deviendront ainsi elliptiques.

Ainsi une ouverture elliplique produit des figures de dit-
fraction qui sont aussi des ellipses. Ces ellipses sont scin-
blables a 'ouverture mais inversement placées, le grand axe
des franges ellipli'ques élant parallele au petit axe de l'ou-
verture.

Sinous prenons une fente irés allongée, les points ol I'in-
tensité est nulle seront irés prés de I'axe des , car on peut—
considérer une lclle fente comme résullant d'un carré dont on
a multiplié le colé paralléle & I'axe des y par un nombre trés
grand K. On n’observera donc de phénoménes de diffraction
que dans le plan des @z, c'est-a-dire, dans un plan perpendi-

culaire a la longueur de la fente.

111. Diffraction par une fente ou un écran rec-
tangulaire. — Désignons par 2a et 26 les dimensions de la
fente. Pour avoir l'intensité lumineuse donnée en un point P

parcelte ouverture, nous avons & considérer l'intégrale
‘/‘e‘“(’xJ-‘”‘-’/)dm,

étendue a toute la surface de la fente. L'élément de surface
do élant égal au produit dw dy, nous aurons pour nouvelle

forme de cette intégrale

ffe ia(lx + my) dﬂdy ;

et comme nous pouvons supposer que l'origine des axes de
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coordonnées coincide avec lecentre de la fente, les limitesd'in-
tégration seront — a et -+ a pour @, et — b et 4 & pour y.
Les limites d’inlégralion étant des constantes, 'intégrale pré-
“cédente est le produit des deux intégrales simples, prises.
I'une par rapport & «, et 'antre par rapport 4 y. Nous aurons

a chercher le module du produit

f ialx dwfexanu dJ

Pour simplifier nos expressions, posons
(1) ol =u am=v;

Nous aurons
+b
exdy | eV dy.
— — b

La premicre intégrale de ce produit a pour valeur

glar — eg—tan 9 sin qu

i u

La valeur de l'intégrale prise par rapport & y est

eitv —e—ibv 2 sinlby
W v

Le produit des deux intégrales sera

sin au sinbv
u v

4
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ou encore
sin au sin bv

4ad
au o

On aura donc pour 'intensité lumineuse une quantité pro-

portionnelle &
sin aw\? sin b\ ?
9 .
& < ay > ><< bo >

Cette intensilé deviendra nulle quand I'an des sinus sera nul,

c’est-a-dire pour

3) au = Kn, ou by = K'z,

on K el K’ sont des entiers quelconques, mais ne pouvant pas
étre supposés nuls, En effet pour K = o ou K’ = o, la valeur

sin qu sin bv
b
v

l'intensiié n’est pas nulle ; elle est méme maximum. l'unité

des deux facleurs » esl I'unitlé et par conséquent

étant Ia plus grande valeur absolue que puisse avoir chacun
des facteurs. Remarquons que si K et K’ sont nuls on a
u = v = o et par suite /—=m = 0. Le point dont on cherche
I'éclairement est alors situé sur Paxe oz (fig. 17) c'est-a-dire
sar une perpendiculaire au plan de la fenite élevée par le
centre de cette fente. En tout point de celte droite l'intensité
est maximum.

142. Les valeurs de [ ¢t de sz qui correspondent aux mini-
ma d'intensité s'obtiennent en remplagant dans les équations
de condition (3), » et » par leurs valeurs (1); ces valeurs
sont
_ K= K's

moo=

as. ba,

Nous avons vu (440) que si on prend dans le plan o s'ob-
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servent les phénoménes deux axes paralléles aux axes des x et
des y et se coupant sur oz, les coordonnées o, et y, d'un point
sont proportionnelles a /et m. Par conséquent, les points dont
Iintensité est nulle sont situés sur des droites parall¢les & 1'un
des axes de coordonnées et équidistantes entre elles. Le phé-
noméne aura done l'aspect d’une série de mailles reclangulaires
Jumineuses dontle centre présente un maximum d’éclairement.
Ces maxima déeroissent trés rapidement dés qu’on s'écarte
des axes, c'est-a-dire dés que « ou v augmente, puisque I'ex-
pression (2) & laquelle l'intensité est proportionnelle contienl
en dénominaleur le produit «* v*. Aussi, ne voit-on gucre
~qu’une croix lumineuse dans la direction desaxes, formée par
_les paints qui correspondenta K =0 ou K’ —o.

Le théoréme de Babinet nous indique quel’on aura le méme
phénoméne en prenanl un petit écran reclangulaire.

'Sil'une des dimensions de la fenle a une grandeur consi-
dérable,onn’aura,d’aprés le §410 de phénomeénes ohservables
que dans le plan perpendiculaire a la plus grande dimension
de la fente. On verra une série de bandes d'intensité nulle
séparées par des bandes lumineuses dont I'éclairement décroit
trés rapidement & partir de la bande céntrale. Le calcul
‘montre qu'au second ~ maximum _correspond une intensité
20 fois moindre qu’au premier.

Les mémes phénoménes s'observeraient avec un fil.

113. Cas de » points lumineux irréguliérement dis-
posés dans un plan. — En appelant ¢ el 6 les coordon-
nées d’'un quelconque de ces poinls, que nous supposerons
avoir la méme intensité, l'intensité lumineuse en un point de

Yespace est proportionnelle au carré du module de Ia
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somme
Z e i(ua + vb)_

Or, le produit de deux quantités imaginaires conjuguées est
égal au carré du module de l'une de ces imaginaires ; l'inten-

silé lumineuse sera donc proportionnelle &

Zei(ua-x- vh) Ee—i(uu-i— wbh) :2 el'[u(u—a')+v(ll—11')]

a' et b’ étant les coordonnées d’unsecond point lumineux quel-
congue.

Le nombre des termes de ce produil est #»?. Pour n d’entre
eux,on a a = a’, b =— b’et la valeur de chacun d'eux est 1 ;
leur somme sera n. Pour les n®> — n autres termes le module
est 1 et I'argument, v (@ — a') 4 v (0 — &). Cet argument
peut prendre toutes les valeurs possibles puisque les points
sont irréguliérement distribués. Or, on sait que la valeur
moyenne de e'?, ot ¢ peul prendre toates les valeurs pos-
sibles, est zém ; par conséquent, lasomme des n? — n termes
considérés est nulle. L’intensité en un point éclairé par les »
points de méme intensilé sera donc unc conslante égale a »

fois I'intensité donnée par un seul poinl éclairant.

114. Cas de n ouvertures. — Considérons n ouverlures
égales, semblablement disposcées mais irréguliérement placées
dans le plan. D'aprés le théoréme de Bridge (108), I'intensité
sera le produit de deux facteurs, dont I'un est proportionnel a
I'intensité donnéc par unc seule fente, et 'aulre proportionnel
A l'intensité donnée par » points placés dans le plan comme le

sont les ouvertures. Quand ces ouvertures seront irrégulié-
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remenl placées, ce second facteur sera, d’aprés le paragraphe
précédent, égal & » fois l'intensité résultant d’une seule ou-
verture. ‘

Le théoréme de Babinet nous apprend qu’il en serait de
méme avec n écrans.. En particulier avec » petits écrans cir-
culaires on devra avoir les mémes phénoménes qu'avec un
seul écran ; les maxima de l'intensité lumineuse seront seu-
lement devenus n fois plus grands. On peut vérifier ce fait
expérimentalement en saupoudrant de lycopode 1'objectif
d’une lunette astronomique ; on apercoil des franges noires
et brillantes lorsqu’on fait 'expérience en lumiére homo-

gene,

. 115. Cas de deux points d’égale intensité. — Prenons
pour axe des » une‘droile passant par ces points, et pour axe
des y une perpendiculaire menée par le milieu de la distance
qui sépare les deux points. Les coordonnées de 1'un des points
seront a et 0, celles de l'autre, — & et 0. L’intensité lamineuse
en un point de I'espace sera proportionnelle au carré du mo-
dule de
glan . g—iau

Cette différence étant égale 4 2 cos au, l'intensité est propor-
tionnelle & cos?au. Les minima d'intensités auront lic pour

@K+ 1) =

% !

ils seront réguliérement espacés et leur valeur sera nulle. Ils
sont dus al'interférence des rayons. Les maxima seront régu-

lierement espacés et égaux entre eux ; ils correspondent &

Kn

U =—"
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116. Cas de deux ouvertures ou de deux écrans cir-
“culaires, — En désignant par I I'intensité lumineuse en un
point lorsqu’on a une seule ouverture et par 2 la distance
des centres des deux ouvertures, l'intensilé donnée par les deux

ouvertures sera proportionnelle a
I cos 2au.

Les variations du premier facteur détermineront un sys-
téme de franges concentriques ; les variations du second don-

s
neront lieu a desfranges rectilignes.

11'7. Cas de deux fentes rectangulaires. — D’'aprésle
§144 l'intensité résultant d’une fente de largeur 26 et dont la

hauteur est relalivement grande, est proportionnelle a

sin bu 2_
bu

Par conséquent, on aura pour deux fentes égales distantes

de 2a,
sindu\?
cos *aw.

bu
Les minima d'intensité, qui seront nuls, auront lieu pour

9
U®H = I~{—7['a "= ———(.‘K + ,1) TE-

b 2a

Aux valeurs de » données par la premiére égalité corres-
pondent des franges de diffraction, aux valeurs données par
la seconde correspondent des franges d’inlerférence. Comme
a est plus grand que &, les franges d'interférence sont plus
rapprochées enlre elles que les [ranges de diffraction et entre
deux de ces derniéres se lrouvera toujours un certain nombre

des premicéres.
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118. Cas de n points en ligne droite et équidistants.
— Désignons par 2« la distance de deux points conséculifs ;
prenons pour axe des x ladroite qui passe par tous les points

et pour origine le premier des points. Les abscisses seront :
0, %a, da, .. ...... 2n—1)a

el I'intégrale dont le carré du module est proportionnel a

I'intensité deviendra

(l) 1 + gliaun + efiau + .. _: e‘)(n—l)iau‘

Les termes de cette somme forment une progression géomé-
trique dont la raison est ¢?2*; la valeur de cette somme est
donc

elnian __ 4

e"l faw ___ 1 :

On ne changera pas le module de cette fraction si on la mul-
tiplie ou si on la divise par des quantités dont le module est
P'unité, Multiplions le numérateur par e—»%av et le dénomina-
leur par e—ie*; nous obliendrons,

ehiaun g—nian

T - 1
glan __ g—iau

expression que 'on peut écrire

sin nau
sin au

L’intensité en un point sera proporlionnelle au carré de

cette quantité :

. o
sin *nau
) sin 2au
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Etudions cette fonction. Elle esl périodique, car si nous
T
augmentons u de ;—17 au augmente de = el nau de nx ; donc

la valeur absolue des sinus ne change pas.

Pour les valeurs de » données par

le numérateur s’annule et la fonction elle-méme devient nulle
a moins que le dénominateur ne s'annule en méme temps
que le numérateur, ce quialieu pourlesvaleurs de K qui sont
des multiples de n. Pour avoir la valear que prend la fonc-
tion pour lesvaleurs de K multiples de », il nous suffit, puisque
la fonction est périodique, de chercher ce qu’elle devient
quand on y fait K = o ; on a dans ce cas,

sin 2nau n2a’u?

- = ——— = n?,
sin? au au?

L'intensité est proportionnelle & »n? ; c'est un maximum ab-
solu de cette intensité, car chaque lerme dela somme (1)ayant
pour module une quantité au plus égale a 1, le module de la
somme est au plus égal & n et par suile Vintensité a pour
valeur maximum une quantité proportionnelle & »*. — Nous
appellerons maxima principaux ceux qui correspondent & une
intensité proportionnelle a »2. ‘

Entre deux de ces maxima la fonction (2) s'annule -1 fois,
et entre deux zéros consécutifs elle passe par un maximum
au moins ; nous aurons donc au moins # — 2 maxima secon-
daires. Il ne peut d'ailleurs y en avoir davantage. En effet, la
fonction est un polynome entier de degré » — 1 en cos au;

sa dérivée par rapport a cosau sera de degreé n-2 ¢l n'aura
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que n-2 racines a chacune desquelles correspond un maxi-.
mum ou un minimum. '
Les maxima secondaires sont trés petits et d’autant moins

apparents que » est plus grand. En effet, on a,

sin? nau 1
sin? au sin? au

Si sin au a une valeur finie, le second membre de I'inégalité
et par suite le premier sont trés petits par rapport & n2.

Quand sin au est petit, c’est-a-dire pour les valeurs de u
L Kn . . .
voisines de o’ les maxima secondaires qui sont alors

voisins des maxima principaux sont encore difficilemenl ob-
servables. Dans ce cas au élant voisin de K=, nous pouvons, a
cause de la périodicité de la fonclion, supposer au trés peu dif-
férent de zéro, et remplacersin au par I’arc; nous aurons pour
le facteur d’intensité
sin’ nau
atu?
Le calcul de ce facteur montrerait que le premier maximum
secondaire est 20 fois plus petit que le maximum principal et

le second 60 fois plus petit.

119. Réseaux. — Dans un réseau nous avons » fenles
d’égale largeur 25, paralléles et placées & une distance 2a les

unes des autres. Le facteur d’intensité d'une seule fente élant

sin? bu
M a0

celui de » points équidistants

sin? nau
(2) ) sinaqu |
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Iintensité donnée par le réseau sera proportionnelle au pro-
duit de ces deux facteurs. Comme les fentes ont une grande
hauteur relativement a leur largeur, on n’ohservera les franges
que dans un plan perpendiculairé & la longueur des fentes.

On devrait donc observer les maxima dis aux deux facteurs,
mais comme 7 est généralement Lrés grand, les maxima prin-
cipaux dus-au facteurs (2), seront seuls visibles. Pour ces
maxima, on a

K=
U=
a

et U'intensité est proportionnelle a
(3) 7 — e

Celte quantité contenant K2 au dénominateur les maxima
principaux diminueront d’intensilé quand on s'écartera de la

normale an plan du résean.
. b . . N . 1
Si =~ est trés petit, le produit K -, sera plus pelit que 5 pour

un grand nombre de valeurs de K. Dans ce cas le numérateur
de (3) ira constamnfent en . décroissant el comme on ne peut
observer plus de 6 ou 7 maxima principaux, ils iront en dé-

croissant d’intensité.
: . . b .
Quand ‘% n'est pas trés petil, le produit K é peut devenir
plus grand que % pour des valeurs de K inféricurs a 7 et

alors les maxima principaux ne décroissent pas réguliérement,

le numeérateur de (3) oscillant entre 0 et 1.
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. .o . .
Si le quotient p est commensurable, il existe une valeur
. . Kir, ) .
de K qui annule sin —=; par conséquent, le maximum

. A N |
principal correspondant manquera. Ainsi, si =~ =

X tous les

maxima principaux d’ordre pair manqueront. Dans ce cas
- . Kbn ytys

particulier, sin—=a pour valeur absolue l'unité quand K

est un nombre impair. Les maxima principaux d'ordre

i i t rtionnels 3 1. ils iront en décroissanl
impair seront propo els & 253 , é

réguliérement.

Remarquons que l'intervalle plein qui sépare deux fentes
est égal & 2a — 26 ; si donc nous changeons 26 en 2a — 20,
c'est-d-dire b en @ — & dans nos formules d’intensité, nous
aurons l'intensité résultant d’'un nouveau réseau ne différant
du premier qu'en ce que les espaces opagques remplacent les

fentes el réciproquement. En changeant & en @ — & dans

. Kin
smT; nous obtenons

sinI—{(aL—a—b)—"r = sin(Kn- — &t> =+ sin%-

Par conséquent la formule (3) devient

. . bK=m
n2sin 2 —
a

K2x® (2 — 0)%
a2

Nous aurons donc la méme loi de décroissance pour les

maxima principaux ; résultal conforme au théoréme de Ba-
binet.
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120. Phénomsénes de diffraction en lumiére blanche.
— Dans notre étude, nous avons toujours supposé A constant,
c¢'est-d-dire que nous supposions lalumiétre homogeéne. Si nous
opérons avec la lumiére blanche, la position des maxima d'in-

tensité dépendra de X ; nous aurons donc des franges colorées.
En particulier dansle cas des réseaux, la déviation étant trés

considérable, nous aurons des spectres complels séparés par

des intervalles obscurs.

Document numeérisé par la Bibliotheque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



CHAPITRE V

POLARISATION ROTATOIRE. — DISPERSION

121. Pour trouver les équations

d25=2 d dW2

P ae da dE]

' x4 dW,

() —Pae _2 de dy;
2%\ 4 dw,

— P e -2 do dt.

du mouvement d'une molécule dans un milieu élastique (32),
nous avons admis (14) que les quantités D, Dy, Dz étant
de l'ordre du rayon d'activité moléculaire. nous pouvions,
dansles expressions de D, Dy, DZ, négliger les termes conte-
nant Da2, Dy2, Dz2. 1l en résultait que DE, Dn, Df étaient des
fonclions linéaires des neufs dérivées partielles de &, +, { par
rapport aux variables «, y, z, et que W, était une fonctioﬁ
homogéne et du second ordre par rapport & ces neuf dé-
rivées. L

Nous avons ensuite (41) cherché ce que devenaient les équa-
tions (1) dans le cas des milieux isotropes, et nous avons vu

(42) que le mouvement des molécules dans un tel milien se
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propageait avec une vitesse constante

4

Or I'expérience démontre que quand la lumiére traverse un

milieu isotrope autre que l'éther dans le vide, sa vilesse dé-
pend de sa longueur d’onde X ; nous sommes donc conduits &
penser que 'hypothése du § 14, qui n'est jusliflice par aucune
considération théorique, doit ¢ire rejetée quand nous consi-
dérons la propagation de lalumiére dans un milien pondérable.
Si nous abandonnons cette hypothese les quanlités D5, D, D,
contiendront les dérivées des divers ordres de £, 4, { par rap-
port &z, y, =, el, par conséquenl, la fonction W, qui est
homogeéne et du second degré (13) en D¢, Dy, Dg, sera homo-
géne et du second degré par rapporl aux dérivées partielles
des divers ordresde %, +, {. Nous allonsmonlrer que les équa-
lions du mouvement d'une molécule, en prenant pour W, une
telle fonction, expliquent le phénoméne de la dispersion et

celui de la polarisation rotatoire. s

122. En désignant par U la fone-

tion des forces relative aux forces ex(é-

q
rieures et intérieures qui s'exercent sur
les molécules d'un volume R limité .
. &._—-/
par une surface 8 (/ig. 18), nous avons Fie. 18
lig. 18.

trouvé (27), par l'application du prin-
cipe de d'Alembert et du principe des vilesses virluelles,

Iéquation

Ie&s3 o d? “t) —0
Ty — Y

9) U — S o 5 s
@ U P <(lt'-’ %+ az T oge ot

qui doit étre satisfaite quels que soient 8%, &7, 3¢.

LA LUMIERE. 12
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La partie de la fonction U qui correspond aux forces inté-

rieures est

f SWik,

et celle qui est relative aux forces extérieures qui s’exercenlsar

la surface de séparation S est
f (P3E - P,3q + P.37) do,

P., Py, P, désignant les composantes suivant les trois axes
de la pression qui s'exerce sur l'élément de surface dw. En
remplacant 3U par la somme de ces deux quantités Péquation
(2) devient '

f (P3¢ -+ P8 + P57 do + f SWdr —

Comme celle équation doil étre satisfaite quels que soient 3%,
3w, 3¢ nous pouvons, en particulier, supposer 34 = 8{ = o, ¢t

nous avons 'égalité

B
12
(3) / P tdw + f 3Wdr — f iuz pdr = 0,

qui devra avoir lieu quel que soil 3.

123. 1l s'agit de transformer le second lerme de cette éga-
lité, La fonction W est, en général, une fonction des dérivées
partielles des divers ordres de &, 7, {. Dans un déplacement

virtuel quelconque donnéau systéme chacune de ces dérivées
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varie, mais dans le casou I'on a, comme nous l'avons supposé,
3 = 3 == o0, il n'y a que les dérivées partiellesdef qui chan-
gent de valeur. Par conséquent, l'accroissement W de la
fonction W ne dépendra que des accroissements des diverses
dérivées partielles de £. Dans le but de simplifier les calculs,

nous admetirons que les seules dérivées parlielles de £ qui en-

d d?k
trent dans W sont d_E et —— e dérivées que nous pourrons re-

présenter sans ambiguité par £’ el £”. Nous avons alors,

> ([W m ’ e
o.W G + d‘” 8. )

et, par suite

. dW _,, dW 52
3Wdr = 7 14 dr + d:" dr.

On sait, et nous avons rappelé celte propriéié au § 30,

que l'ona
AW .., Z\K o & dW
(4) -—d? ¢de = dr, 8dw — 0g Ao o o,
et
dW dW d dW
| ap’ — N4
g 3" 2 i 3 dw 19 T lr”

Cette derniére égalité devienl, en faisant subir & la seconde

intégrale du second membre une transformation analogue,

\' ‘\'Vll aps
® /a’ d"“./ g e —

— a2 et [ # O
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_ En additionnant les seconds membres des égalités (%) et (5) et
enremplagant dans (3) la seconde intégrale par cette somme,
nous obtenons une égalité contenant des intégrales étendues a
la surface S et des intégrales étendues au volume R. En re-
présentant la somme des intégrales doubles par I, I'équation
(3) devient

[d AW & dW o
(dx & dd q P dt~> s = 0,

et, comme elle doil étre satisfaite, quel que soit &, I'élément
différentiel placé sousle signe d’intégration étendu au volume
doit étre nul. Nous aurons donc

% _  ddW | &? AW
® e do df T da? dv’

Cette équation devient. en désignant par W, le terme du
premier degré et par W, le terme du second degré dans le
développement de W par rapport aux puissances croissanles
de DZ, Dy, D¢,

d% (IW| A2 dW, d dW, a: dw,

P =™ T de dt’ +17; dE” T dx dF "+ dz® '

Mais DZ, Dx, Dt étant du premier degré (14) par rapporl
aux dérivées partielles de &, =, , il en sera deméme de W, ;

!

les dérivées de cette fonction par rapport & & et £ seront des

constantes el I'équation précédente se réduit &

% d dWw, d* dW,
T dw dE "t dx? dt”

bar —

C’est la premiére des équations du mouvement d'une molé-

cule; les deux autres s’obtiendraient de la méme manieére.
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Quant ala somme d’intégrdles que nous avons désignée
par I, elle nous donnerait la valeur des pressions qui s’exer-
cent sur la surface S. Nous ne chercherons pas ces pres-
sions. ‘

124. Equations du mouvement. — Nous sommes donc
conduits a la régle suivante.

Les équations du mouvement s’éeriront

d¥% p ; dj . L

7 pae = O e

= R.

P; Q, R étant des polyndmes linéaires parrapport aux dérivées
des divers ordres de &, v, {et formés comme il suit :

Pour former P, on différentiera W, par rapport a chacune
des dérivées parlielles de £ qui y entrent. On différentiera la
dérivée de W, ainsi obtenue : par rapport a &, y el 3, dela
méme maniére que l'a été la dérivée partielle de ¢ quiy

entre. Par exemple on diflérentiera :

dW, . 5

T une fois par rapport a z,
X .

dW,

diza

dW, : R .

F une fois par rapport & @ et une fois par rapport
xy

2 deux fois par rapport & =,

a y, ete.

On ajoutera ensuite toutes les dérivées ainsi obtenues aprés
avoir affecté du signe |-lesdérivéesd’ordre pair et du signe —

les dérivées d’ordre impair. On aura donc :

ddW, ddW, d dW - A dW,

P=— do dE, ~ dy dz, T dz dE T de? dE, +o
d? dw, a3 dW,
+ Gway dzdy d:}g,, LSRR T A L,
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On formerait le polyndme Q de la méme maniére en diffé-
rentiant W, par rapport aux dérivées partielles de .

Dans quelques cas particuliers, I’expression du polynéme P
se simplifie. Ainsi, si le milieun élastique est isolrope, les déri-
vées d'ordre impair n’entrent pas dans P. En effet, dans un tel
milieu, les équations du mouvement ne doivent pas changer

quand on change & la fois les signes de x, y,s,8, 4, L

9r

Or, quand on fait ce changement, Wj change de signe ;

par conséquent, les différents termes de P doivent aussi
changer de signe. Cela a lieu pour toutes les dérivées d’ordre
pair des £ par rapport dz, y, 2, mais les dérivées d’ordre im-
d% %

leurs numérateurs et leurs dénominaleurs changent de signe

pair comme » conservent la méme valeur puisque

en méme temps. Ces dérivées ne pourront donc entrer dans
I'expression du polynéme P relatif a un isotrope.

Quand le milieu élastiqué a un centre de symétrie, les équa-
tions du mouvement ne doivent paschanger quand on change
les signes de @, ¥y, 2, &, «, {. Dans ce cas encore, le polynéme

P ne devra contenir que des dérivées d’ordre pair.

125. Polarisation rotatoire du quartz. — Le quarlz
cristallisant sous une forme hémiédrique du systéme rhom-
:boédrique, les cristaux de quartz ne possédent pas de centre
de symétrie. '

Si nous admettons que la distribulion de I'éther lumineux
dans un corps pondérable est identique & celle des molécules
malérielles qui constituent le corps, 1’éther contenu dans le
quartz sera un milieu élastique dépourvu de centre de sy-
métrie, .
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Par conséquent, le polynome P qui entlre dans les équations
du mouvement des molécules d'éther propageant la lumiére
dans le quartz, pourra contenir des dérivées partielles de
£, m, {, d’ordre impair. Nous allons montrer, en nous plagant
dans des conditions particuliéres pour éviter des calculs trop
longs, que la présence des dérivées du troisieme ordre suffit
pour rendre compte des phénoménes de polarisation rotatoire
que présente le quartz.

Considérons une onde dont le plan est perpendiculaire &
l'axe du cristal. En prenant pour plan des xy un plan paral-
léle au plan de l'onde, les diplacements £, 4, ¢ des molécules
d'éther ne dépendront que de z el du temps ¢, el, par suit\e,
les dérivées partielles des divers ordres de %, -, { par rapport
adx et & y seront nulles. De plus, comme les vibralions sont
transversales, la condition de transversalité, ® = o, exige
que I'on ait identiquement ¢] = o. Par conséquent, W, sera
une fonction homogeéne et du second degré des dérivées par-
tielles du premierordre %%, 71 et des dérivéesparticlles d’ordres
supérieurs de &, 1, £, par rapport & z. Désignons par W} l'en-
semble des termes de W, qui sonthomogénes par rapport aux
dérivées partielles du premier ordre, el, pour simplifier (1),
3Upposons que.lés autres termes de W, soient nuls & l'excep-

tion du suivant :

dq d*%
a —— .
dz dz*?

En appliquant la regle que nous avons donnée (124) pour la

formation des seconds membres des équations du mouvement,

(1) Voir plus loin le chapitre relalif & la doubie réfraction dansles milieux
hémiédriques, ol nousrevenonssur cetle question avec plus de détails,
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nous obtenons pour ces équations :

de: Edw
Y

Pdt2—

ddWy
dw dng

4
dt;, + a dz3

%
?dz

Les termes des seconds membres provenant de W} seront

des dérivées partielles dusecond ordre de §,+.%, multipliées par

un coefficient constant. Admettons que dansla premisre équa-

dz

. L. L a2
tion ces termes se réduisent a-—g et que, dans la seconde,

d3n .
ils se réduisent & —— ; nous aurons alors pour les équa-

dz?

tions du mouvement :

4
(ll) P d62

d2
9 o
(“) g de —

dﬂ‘é

d’y
dz?

oy
+ Gz dz®’

d3E
dz3

Cherchons a satisfaire & ces équations en posant

2T
(5= Vi)
E=Ae? )
‘N
(..—Vt)
7 = Be

Les dérivées partielles de § et m qui entrent dans les équa-

tions du mouvement auront pour valeur

a%
dt?

2w\ 2
—A <T>

am,
3 E—va

Ve ,
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2 %\ ATy,
Ty () v

b

d% _, (2m\? 2Eovy
z=r(5)

d¥ o (2im\? AEie-vo
dz? B (T) € )

En portant ces valeurs dans les équations (1) et (2) et en

supprimant les facteurs communs aux deux membres, nous

obtenons,
2w
(3) A (pV2 _— 1) — aB Ta
21
(%) B (;V2 — 1) = — aA %

En divisant ces équations membre & membre nous aurons,

égalité que 'on peut melttre sous la forme

A% == —B?,
d’on
A = =+ B:.

Nous pourrons donc satisfaire aux équalions du mouvement

en prenant pour £ et + les parties réelles de
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ou de
2T
ARz —ve)
£, = — Bie } ,
| AT vy
"{]2 = Be ) «

Le premier systéme de solutions nous donne pour les
déplacements de la molécule dans le plan # — o, des expres-

sions de la forme
£, =rcos (at 4+ o),
= 7sin (otl + (p)

Le second systéme, nous donne pour les déplacements

dans le méme plan

€, = — reos (af 4 ¢),
g = 7sin (af + g).

Pour obtenir la courbe’ décrite par la molécule dans le
plan des @, ¥, il nous suffit d’éliminer ¢ entre les valeurs de
£ et . Nous aurons, en additionnant les carrés de &, et 7, et

les carrés de £, et n, les deux équations,

r2 2 — 2
94"‘"’11-—",

8+ a3 =0

Ces équations montrent que dans les deux cas la trajectoire
de la molécule sera un cercle ; mais, les valeurs de &, et de &,
étant de signes contraires ces deux cercles seront parcourus
en sens conlraires. Par conséquent, une onde plane qui se
propage dans un cristal de quartz peut étre considérée comme

se dédoublant en deux ondes planes polarisées circulairement
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I'une dans un sens, lauire en sens contraire. 1l nous suffit
maintenant de montrer que la propagation de ces ondes se
fait avec des vitesses différentes pour que la polarisation ro-
tatoire du quartz soit expliquée.

Pour avoir ces vitesses faisons successivement dansl'une des

formules (3) ou (4, A =DBiet A = — Bi; nous obtien-
drons :
2n
2] =— -
oY l=—a 5
pV2—i=a 2)\—7: ;

d’oii nous tirons pour les carrés des vitesses V, et V, des

deux ondes polarisées

(5) Vi=

~|¥

I

o R o e
© iR ™R8

~|¥

(6) vi +

Puisque a n’est pas nul, nous avons pour V, et V, des va-
leurs différentes ; par conséquent, dans la propagation dans
le guartz d’'une onde plane polarisée, le plan de polarisation
de cette onde doit tourner.

126. Des valeurs que nous venons de trouver pour les
vitesses de propagation des ondes polarisés circulairement, il
est facile de déduire la lot de Biot surle pouvoir rotatoire du
quartz, c’est-a-dire de montrer que ce pouvoir rotatoire varie
en raison inverse du carré de la longueur d’onde.

En désignant par e I'épaisseur de la lame de quartz traversée

par les rayons lumineux, ladifférence de marche de ces rayons
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a la sortie de la lame sera

e \; e
A

V étant la vitesse de propaga‘tion,dans le vide.

~ Or, on sait que la rotation du plan de polarisation est égale

4 360° quand la différence de marche est égale a la longueur

d’onde. Par conséquent, I'épaisseur d’une lame de quartz qui

fait tourner de 360° le plan de polarisation est donnée par la

formule
e e
V(&%) ="
d’ou
e :l ——L Vo .
VvV, —Y,

En retranchant 'une de I'autre les égalités (3) et (6), nous
obtenons

i it a
Vi —Vi= ~ P—a
d’on nous tirons
L (V£ V),
v,—Y, 4 ) a

L'expression de e devient, en y portant cette valeur de
1
V.=V,

¢ — )‘2V4V2 (Vq + V,) L.
- AV a

Comme la valeur de « est trés petite, nous pouvons dans les
valeurs de V3§ et de V2 négliger le second terme devant le

premier et ona V, =V, = 5: En remplacant V, et V, par
P
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cette valeur dans I'expression précédente, nous obtenons

)\2
© 7 SmaVy,

L’épaisseur capable de faire tourner le plan de polarisation
de 360° est donc proportionnelle & 3% ; on en déduit immé-
diatement que la rotation produite par une lame dont !'épais-
seur est égale & I'unité varie en raison inverse du carré de la
longueur d’onde. '

-Des expériences irés précises ont montré que cetle loin'est
pas rigoureusement vérifiée ; cerésuliat ne doit pas nous sur-
prendre puisque les calculs que nous avons faits ne sont qu’ap-

proximatifs,

12%. Polarisation rotatoire des cristaux et des dis-
solutions. — Il existe un certain nombre de substances cris-
tallisées qui présentent, quoique a un degré moindre que le
quartz, la propriété de faire tourner le plan de polarisation
de la lumiére. Comme jusqu'ici, tous les cristaux pour lesquels
on a constaté cette propriété, sont des cristaux hémiedres, on
peut leur appliquer I'explication que nous avons donnée du
pouvoir rotatoire du quarlz. Mais, on connait un grand nombre
de substances organiques dont les dissolutions jouissent du
pouvoir rotatoire et, dans ce cas, I'explication du phénomeéne
devient plus difficile, les liquides se comportant en général
comme des corps isotropes. On n’a pas trouvé d'ailleurs, une
explication satisfgisante et, nous sommes obligés d'admettre
que ces substances organiquesdétruisenl I'isotropie des liquides
et que leurs dissolutions, qui ont une infinit¢ d’axes de symé-

trie, n’ont cependant pas de centre de symétrie.
p P ¥
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128. Explication de la dispersion. — Nous ne nous
occuperons pour le moment que des corps isotropes ou des
corps ayanl un centre de symétrie. Dans ce dernier cas nous
prendrons le centre de symétrie pour origine des coordon-
nées. Les seconds membres des équations du mouvement ne
contiendront alors que des dérivées partielles d'ordre pair des
E., 7, { par rapport a @, y, 7.

Considérons une onde plané se propageant dans un tel mi-
lieu et prenons pour plan des 2y un plan paralléle au plan de
l'onde. Les déplacements &, v, {, ne dépendant que de z et de
¢, les seules dérivées partielles de ces quanlités qui entreront
dans les seconds membres des équations du mouvement seront
les dérivées partielles d'ordre pair par rapport a z. En ad-
mettant la transversalité des vibrations, la condition ® = o
nous donne pour la valeur de {; I'identité {; — o; par con-
séquent, les dérivées partielles de ¢ sont identiquement nulles
et lesseconds membres deséquations dumouvementine peuvent

contenir que les quantités

d% it dst . dn div d“'q.

=5 a5 ) 5 ! 3 o' Y
dz? dz* dz® dz? dz* dz®

Prenons la premiére des équations,

d%
Pae = "

Cette équation ne doit pas changer par la substitutionde — y
ty et de — = andans le cas des corps isoiropes ou dans le
cas des corps possédant un cenire de symétrie quand on prend
ce point comme origine des axes. Or, le premier membre de

I'équation ne changeant pas de signe par cette substitution,
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2 %

les dérivées partielles de + ; T2t g

changerait, ne doivent pas entrer dans le polynéme P. Par

y»+ - donl le signe

conséquent le second membre de I'équation ne peut contenir
que les dérivées de . En nous bornant aux dérivées d’ordre
inférieur au huitiéme, cette équation devient

d%  d% diE At
P@_adzz—l_ bdz" + ¢ aze

Un raisonnement identlique nous montrerail que la seconde
équation du mouvement des molécules d'une onde plane se
propageant dans un milieu isolrope ou un milieu & centre de

symétrie se réduit &

o i dhy

rar = gat b e

‘Si nous cherchons & satisfaire & ces équations par des expres-

sions de £ et y de la forme suivante

AR (z—Vr)
E = Ae ) 5
ATz Ve)
n=Be*

nous obtiendrons deux équations de condilion contenant la
vitesse V de propagation. Pour montrer que V dépend de la
loflgueur d’onde X de la radiation, il nous suffit de prendre
T'ine de ces équations. En calealant les dérivées partielles de £
¢t en portant les valeurs trouvées dans la premiére des équa-
tions du mouvement, nous obtiendrons, aprés avoir divisé par
le facteur commun aux deux membres
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la relation suivante :

. .\ 2 S\ 4
pV2=a+b<2ﬂ —}—c(ﬂﬂ
A A
ou
4n2h 167:‘6'

VEemTE T T

L’indice de réfraction » étant proportionnel & 'inverse de

la vitesse, nous aurons une quantité proportionnelle & z en
prenant la puissance — -; du second membre de cette der-

niére relation. Par conséquent, nous pouvons écrire :

B, , C
"=Ao+fg+ﬁ'

Cette formule, trouvée par Cauchy, nous montre que l'indice
de réfraction varie avec la longueurd’onde et que, par consé-
quent, les diverses radiations d'une lumiére hétérogéne seront
inégalementdéviées. La comparaison des valeurs de= calculée
par cette formule avec les valeurs trouvées par l'expérience,
a montré qu'il y a une concordance trés satisfaisante pour
toutes les radiations lumineuses. Les résultats de l’expérience
sont déja suffisamment bien représentés quard on ne prend

que les deux premiers termes dela formule. -

129. Théories diverses de la dispersion. — La théorie
de la dispersion que nous venons d’exposer suppose que,
lorsque la lumiére traverse un milieu pondérable, les quantilés
del'ordre du carré du rayon d’activité moléculaire ne sont pas
négligeables. Puisque nous pouvions négliger ces quantités

quand, dans les chapitres qui précédent, nous ne nous occu-
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pions que de la propagation de la lumiére dans le vide ¢l que
nous n’envisagions que 'action de 'éther sur lui-méme, nous
devons conclure que la maliére agit sur les molécules d'éther,
et que le rayon d’activité des molécules matérielles eslincom-
parablement plus grand que celui des molécules d’éther. Cette
action de la matiére sur I'étheravail déja été admise par Fresnel
qui supposait que I'éther éngngé dans les milicux pondérables
avait une densité conslanle mais plus grande que dans le vide.
Plus tard, Cauchy, dans le bul d’expliquer la dispersion, admit
implicitement que les molécules matérielles sonl enlrainées
par les molécules d'éther et qu'elles vibrenl avec la méme
amplitude. Bien que cette derniére hypothése puisse paraitre
peu vraisemblable, il ne faut pas se hiter de la rejeter ; c'est
ainsi qu'un corps flottant a la surface d'un liquide, participe,
par entrainement, aux mouvements qui sonl imprimés au
liquide. En tout cas c’est celte hypothése qui a conduit
Cauchy a l'analyse du n° 128 donl nous avons vu l'accord
avec I'éxpérience.

Aprés Cauchy, Briot repril I'étude de la dispersion. Dans
une premiére théorie, il admit Pentrainement de la malitre
par 'éther, mais il supposa que les amplitudes des vibrations
des molécules maltérielles étaienl incomparablement plus pe-
tites que les amplitudes des molécules d'éther. Il résultail
~ de cette hypothése, que dans les calculs on pouvait considérer
les molécules matérielles comme fixes par rapport aux molé-
cules d’éther. Dans ces conditions, les seconds membres des
équalions du mouvement d’une molécule d’éther contenaient,
outre les dérivées sccondes de &, n, {, ces quanlités elles-
mémes. La vilesse de propagation du mouvement vibratoire

dépendait alors de la longuenr d'onde, et l'indice de réfraction
LA LUMIERE. : 13
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était donné par une formule de la forme
n=A 4 B

Mais, cette formule se trouvant en contradiction avec les ré-
sultats de 'expérience, Briot fut conduit arejeter cetle théorie

et en proposa une autre que nous allons exposer.

130. Théorie de Briot (1). — Dans cette théorie, Briot,
considérant les milieux pondérables comme formés de molé-
cules matérielles séparées les unes des autres, -admel quela
densité de 'éther engagé dans ce milieu est d’autant plus
grande que la molécule d'étherest plus proche d’une molécule
matérielle. 1l en résulte que cette densité p est une fonction
des coordonnées de lamolécule considérée.

Jusqu’ici, nous avons supposé constanteladensité de 1'élher
et au§ 33 nousavons montré que dans cette hypothése et lors-
qu’on néglige les quantités de I’ordre du carré du rayon d'ac-
tivilé moléculaire, le mouvement d’'une molécule d'éther était

donné par trois équations dont la premiére est

% de
—egp— e MBI
En admettant (46) que I'on 8 v = — w1 cetle équation se ré-
duit & ‘
d% , do

(1) Nous avons conservé le nom de théorie de Briot 4 l'explicalion que
nous allons développer, parce que Briot est le premisr qui ail cherché &
fonder une théorie compléte de la dispersion sur I’hypothése de la périodi-
cité de D'éther. Mais le mode d’exposition que nous allons suivre différe
absolumenl de celui de Briot et se rapproche bien davantage des idées de
M. Sarrau.
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Le coefficient — 2. est positif, car la vitesse de propagation
des vibrations transversales est réelle et on a vu que cette

vitesse est donnée par la formule

Par conséquent, on pourra, par un choix convenable de
I'unité de force, faire en sorle que 'on ait — 2p. = 4 1. La
premiére des équations du mouvement devient alors

% 48,
t dx

e

(1) P

R

On sait qu'il est facile de trouver une solution de celte équa-
tion quand p est une quantité constanle, mais la complication
du probléme serait singuliérement augmentée si ¢ dépendait
des coordonnées de la molécule vibrante. Pour concilier I'hy-
pothése fondamentale de la densilé variable de I'éther avec
les exigences du calcul, nous admeltrons en outre que le rayon
d’activité moléculaire de I'éther est trés petit, et que, dans l'inté-
rieur d'une sphére de rayon égal au rayon d’activité molécu-
laire, la densité peut élre regardée comme conslante. Il en
résultera que dans cette sphére le mouvement d’'une molécule
est donné par trois équations analogues & 'équation (1). Nous
allons chercher, sans nous altacher a suivre le mode d’exposi-
tion de Briot, comment ces hypothéses peavent rendre compte
de la dispersion dans les corps cristallisés el dans les corps

amorphes.

131, Cas des corps cristallisés. — On sait, qu'en s’ap-
puyant sur des considérations dont I'idée est due & Bravais,

on peut considérer les corps cristallisés comme formés de mo-
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lécules matérielles occupant les sommets de parallélipipédes
égaux et juxtaposés. Les faces de ces parallélipipédes for-
meront lroissystémes de plans que nous pouvons représenler

par les équations

(1) ' ax 4 by + cz = dm
@) dw by + ¢z = d'm’
(3) allw'_l_ b”]/ + C”Z' — dllmll

dans lesquelles m, m’, m” seront des entiers variant de — o a
~} . Les valeurs de x, y, 2 satisfaisant a ces trois éyualions
seront les coordonnées d’'un sommet d'un parallélipipede.
Prenons un de ces points P et donnons & ses coordonnées des

accroissements «, B, y salisfaisant aux équations suivantes

@ aw + b 4 ey = d
{5) a's. + b+ cy="
(6) “a’wn -+ b”ﬁ + c”y = 0.

Les deux derniéres équations montrent que le point P’de coor-
données v+ a, ¥y 4 B, # 4 y estsitué dans lesplans des systémes -
(2) et (3) qui passent par le puint «, y, z. De I'équation (4), il

résulte que les coordonnées du point P’ satisfont & 1'équation
a@+a)+6y+ptclz+7y)=d@m+1)

Par conséquent le point P’ se trouvera dans le plan du sysiéme
(1) qui est le plus rapproché du plan de ce méme systéme
passant par le point P. Les poinls P et P’ forment donc les
extrémités d'une aréle d'un parallélipipéde et, par suite, «, ,y
sont les projections de celte aréte suivant les trois axes.

On verrait de la méme maniére que les projeclions o', §, 4’
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et, «”, B, ¥* des deux autres arétes des parallélipipédes sont
données par des équations qui se déduisent facilement des
équations (4), (5) et (6).

132. Ces préfiminaires établis, revenons 4 la théorie de
Briot. Soient @, ¥, = les coordonnées d’'un point quelconque
de l'espace ; la densité de I'éther en ce point est une certaine
fonction de «, ¥, z que nous représenterons par F (2,y, z). Si
nous donnons aux coordonnées des accroissements «, 8, v,
nous obtiendrons un nouveau point qui sera évidemment situé
par rapport aux sommets d'un certain parallélipipéde comme
le point , y, z setrouve situé par rapport aux sommets d'un
des parallélipipédes contigus. Puisque la position de ces deux
points par rapport aux molécules matérielles est la méme, la
densité de 1'éther en ces points doit avoir la méme valeur. On

aura donc
p=F (0,9, 3)=F(o+ay+bs+1);

c’est-d-dire que la densilé est une fonclion périodique des
coordonnées.

En donnant aux coordonnées «, y, # des accroissements
‘égaux aux projections des deux aulres arétes des parallélipi-
pédes, on obtiendra deux nouveaux points oa I'éther ala méme

densité ; par suite on a

p=F(wy,2) =Flata y+¥ zF7)
p:F((b, ¥ z):F(x_l_“”vy'*_ﬁ”rz—}—Y”)'

_La densité p de I'éther dans un milicu cristallisé est donc une
fonction triplement périodique des coordonnées.

138. Considérons une onde plane se propageant dans un

milieu cristallisé et prenons pour plan des xy un plan paral-
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léle au plan de l'onde. Nous savons que §, n, { ne dépendent
alors que de = et de ¢, et qu’il résulte de la condition de trans-
versalité que ¢ est identiquement nul. La densité étant sup-
posée constante & l'intérieur d'une sphére de rayon égal au
rayon d’activité moléculaire, p sera indépendant des dépla-
cements E,> 1, ¢ et sera seulement fonclion des coordonnées
de la position d’équilibre de la molécule considérée. Comme
nous voulons seulement pour le moment faire voir l'influence
de la périndicité et montrer qu'elle suffit pour expliquer la
dispersion nous supposerons pour simplifier, que p est une
fonction périodique de =z seuleinent, et par conséquent qu’on

la peut développer en série trigonométrique. Nous poserons
p=Ly+ Ljcosz+4...+ M sinz 4 M,sin2z 4. ..

Démonlrons que la condilion nécessaire el suffisanle pour
qu’une fonction périodigue ¢ soit la dérivée d’une fonction pé-
riodique ¢, est que la valeur moyenne de ¢ soil nulle. Pour

cela développons ¢ en série trigonométrique, nous aurons
¢ =a,+a, coszta,cos2z+4...5,5inz | b,sin2z ...

Si nous donnons & z toutes les valeurs possibles, les fonctions
sinus et cosinus qui entrent dans ce développement prendront
une infinité de valeurs comprises entre -1 et —1 ; la valeur
moyenne de ces fonctions sera doncnulle, et, par conséquent,
la valeur moyenne de ¢ se réduit & a,. L'intégrale indéfinie de
9 sera - ’

Y=c—Hays+a;sinz-}a,sin 22+ ...— b, cos z—bycos 22—...

Quand la valeur moyenne a, de ¢ est nulle, celte intégrale est

une fonction périodique de z. La condition énoncée est donc
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nécessaire ; il est évidenl qu'elle est suffisante. Nous nous ser-
virons de cette propriété des fonctions périodiques dans ce qui
va suivre.

134. Prenons maintenant les équations du mouvement.
Par suite de la transversalité des vibrations, 1'équation (1) du
2 180 devient dans le cas d'une onde plane paralléle au plan
des xy, '

d%  d%

Pae — dz?
Essayons de satisfaire & cette equation en posant
t = ei!—'-t+fwl:

2n

ol 1 est égal 4 — 5 et ou v est une fonction périodique

de z. Nous aurons pour les dérivées premiéres et cecondes de

§ par rapporta tet a z:

3
——r . —— —
dr ok,

a2 a%

. " dv
ap = = T

dz

En portant ces valeurs des dérivées secondes dans ’équation

du mouvement, nous avons
dv o
1) T T tet=o

équation différentielle qui donne la valeur de v en fonction de
zet de u. Remarquons que, par suite de I'unilé de longueur
adoptée, la quantité u. est trés petite. En effet, celte unité, choi-

sie de maniére que la période de la fonction périodique ¢ soit
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finie, est comparable avec les dimensions du parallélipipéde
élémentaire, c'est-A-dire trés petite par rapport a X ; par con-
séquent A sera exprimée par un nombre trés grand, et 1, qui
est I'inversede 2, sera un nombre trés petit. Il en résulte que,
si nous développons » suivant les puissances croissantes de p.,
nous obtiendrons une série dont les termes tendront rapi-
dement vers zéro ; il nous suffira donc de calculer les coeffi-
cients des premiers termes de celle série pour avoir une valenr
de v suffisamment approchée.
135. Voyons comment on obtiendra ces coefficients.

Nous pouvans écrire le développement de v.
v = pv, + po, + iy +pio, .,

vy, Vs. Vg, . . . 6tant comme v des fonctions périodiques de z ;

nous en tirons

n2= o] -2uv,v, 4 pt (v +20,04) 400 (20,0, + 2v0,)+ ..,

et

dv,, dv%

T u dz dz i

,

&.,g;

—p Dy

in portant ces valeurs dans l'équation (1}, nous obtien-
drons dans le premier membre un développement ordonné
suivant les puissances croissantes de . Ce développement
devant étre nul quel que soit ., les coefficients des diverses

puissarces de p. doivent se réduire & 0. Nous avons done

dog _
2) dz =~ °
v,
3  ZEyerte=o
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(&) P 4 20,0, = 0

dv .
(5) P w3 4 2omy =0

dv
(6) 7; + 2 (w0, +vov5) =0

La premiére de ces égnalions nous donne

v, == constante.

De cette égalité et de 1'équation (3), il résulle que % est

une fonction périodique de z, puisque, par hypothése, ¢ est
une fonction périodique. D’aprés la propriélé des fonctions

périodiques démontrée précédemment il faut, pour que v, soit

. L dv, .
une fonclion périodique, que la valeur moyenne de 7z Soit

nulle. Par 'conséquent la valeur de v, est égale & la racine
carrée de la valeur moyenne de p changéede signe. La valeur
de v, se trouvant ainsi déterminée, 'équation (3) donnera par
intégration l'expression de v,.

Dans cette expression, la constante d'intégration est arbi-
traire. Pour avoir sa valeur qui es}la valeur moyenne de v,.

nous aurons recours a I'équation (4). La valeur moyenne de

dv, . . . . .
‘ﬁa doit é&tre nulle pour que v; soit une fonction pério-

dique ; par conséquent la valeur moyenne dua produit v,v,
doit étre nulle. Comme v, est une constante différente de zéro,
il faut que la valeur moyenne de v, soit nulle ; la constante
introduite par l'intégration dans I'expression de v, se réduit
done A zéro. L’équation (4) permet alors de trouver l'expres-

sion de v, ; la constanle d'intégration se trouverait par la
3 g p
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considération de I'équation (5). En continuant ainsi, on cal-
culerait les expressions des différentes fonctions v,, v,,v,,...,
que l'on veut introduire dans le développement de la fone-
tion ».

136. Cherchons la vitesse de propagation de 1'onde plane
considérée. '

En désignant par +° la valeur moyenne de », nous aurons

fvdz = vz} u,

u étant une fonction périodique. Par conséquent, la compo-
sante £ du déplacement de la molécule d’éther aura pour ex-
pression

E — eipat+u=z+u-: etp-t-{-wzeu_

Le facteur e* est nne fonction périodique de z sur laquelle
nous ne savons rien sinon que la période est trés petite; cetie
période est en effet du méme ordre de grandeur que les ardtes
du parallélipipéde éliminaire. Il en résullera des variations
trés rapides du facteur e®. Il est donc certain que la valeur
moyenne du déplacement interviendra seule dans les expé-
riences.

Par conséquent nous devons dans l'expression précédente
de &, remplacer e* par sa valeur moyenne C ; nous aurons

alors

= Cettt+vs,
La vitesse de propagation a donc pour valeur

%
V:—i-,%'-
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L'indice de réfraction n étant inversement proportionnel a

la vitesse de propagation, il sera proporlionnel au rapport
0 . . .

- Si donc nous désignons par %, v, v%,... les va-
p.

leurs moyennes des fonctions v,, v,, v,,.. qui entrent dans le
développement de v par rapport aux puissances de ., U'indice

de réfraction est proportionnel &

w? + pvl + w2 il 4. ..

Montrons que cette expression est réelle. L'équation (3)
donne pour la valeur de v; la racine carrée de la valeur
moyenne de — p ; c’est donc une quantilé imaginaire. Dési-
gnons-1a par —éa. Quant & la valeur moyenne de v,, nous avons
vu qﬁ'elle était nulle. L'équation (3) nous montre que la va-
leur moyenne du produit v, v, est égale, au signe prés, 4 la
.valeur moyenne de v ; »3 étant essenliellement positil, il en
sera de méme de sa valear moyenne. La valeur moyenne de
v, v, est donc positive, et cetle quantité divisée par la valeur
- —iadew, donnera pour »J une quantité purement imaginaire
— 6. Pour avoir v}, prenonsl’équation (6). Il résulte de cetle
équation que v, v} est égal, au signe prés, 4 la valeur moyenne
de v, ;. Or, en multlpllant le premier membre de 1'équation
(4) par v;, on obtienl
20,0505 = — Uy %@); = % dz
Le second membre de cette nouvelle équalion étant la dérivée
d’une fonction périodique a pour valear moyenne zéro ; il en
résulte, puisque », est une constante, que la valeur moyenne

de v, vy est nulle. Il en sera de méme de la valeur moyenne de
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v, 1y, et par suitede v{. 1l serait facile de voir que la valeur
de v§ est une quantité purement imaginaire — ‘c.

L'indice de réfraclion sera donc proportionnel 4
a-+ b‘u.z—l— ept 4. . .,

el comme p est inversement. proportionnel a 3, la valeur de

cel indice sera donnée par une formule dela forme
B, , C
n:AO—}—ﬁQ—}—-)\—&Q e

formule qui est suffisamment bien vérifiée par I'expérience.
137. Si au lieu de considérer une onde plane, nous vou-
lions traiter le cas généralo ¢ est une fonclion périodique de
x, ¥, z,l'intégration des équations du mouvement présenterait
de grandes difficultés. A propos de la double réfraction, nous
montrerons comment M. Sarrau est parvenu & trouver des
fonctions satisfaisant approximativement aux équations du
mouvement dans le-cas ol p est une fonction périodique des

coordonnées. Ces fonctions sont de la forme

LU By +y:—Ve)

E:Ael y

P -
(@x+ By + 1z~ Vi)
‘T]:Be)‘ By+v ,

aum -
{ — Ce Y (ex+ By +yy —Vt)
Pour satisfaire aux équations du mouvement, dans le cas ou la
densité est constante, on donnerail & A, B, C, «, [5,'7, Vdes va-
leurs constanles. En prenant pour A, B, G des .fonclions pé-

riodiques des coordonnées on parvient par approximations
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successives a intégrer les équations du mouvement dans le
cas oill p est variable. Par une premiére approximation on par-
vient & U'explication de la double réfraction, par une seconde
a celle de la polarisation rofatoire, et par une troisiéme &

celle de la dispersion.

188. Cas des corps amorphes. — Dans les milieux
amorphes, les molécules malérielles sont irréguliérement dis-
posées et la densité de I'éther est une fonction des coordon-
nées oscillant irréguliérement aulour de sa valeur moyenne.
Celte fonction est quelconque et pour arriver 4 intégrer les
équations du mouvement il faut faire une hypothése sur sa
forme. L’hypothése la plus simple consisle & admettre que p
est une fonclion de la méme forme que dans les milieux cris-
tallisés, mais non périodique.

Nous supposerons donc que dans les milieax amorphes p

est donné par une fonctlion de la forme

p =Y Rsin (az + by + ¢z + d)

oua, b, ¢ sé)nt des nombres quelconques, non entiers, et dune
constante également quelconque. La valeur movenne de ¢,
autour de Jaquelle oscillent les valeurs de la fonclion p
n'est autre que leterme de la série pour lequel on a¢ =6 =

¢ = o ; cette valeur moyenne est donc égale a
Rsind

L'application de la méthode de M. Sarrau & la recherche
des intégrales du mouvemenl présenterait dans ce cas de
grandes difficultés. On pourra néanmoins Lrouver les valeurs

moyennes de ces inlégrales et nous avons d¢ja montré que ce
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sont ces valeurs moyennes qui seules interviennent dans les
résultats expérimentaux. L’intégration se ferait d’ailleurs par
approximations successives comme danslecas des milieux eris-
tallisés.

139. Sans traiter complétement la question, il est pos-
sible de montrer que dans le cas particulier d’'une onde plane
paralléle au plan des xy la valeur de lindice de réfraction
dépend de la longueur d’onde.

La premiére des équations du mouvement est

a% _ %
CdrE T dz?
Nous avons vu (130), que lorsque ¢ est une fonction périodique

de z on peul satisfaire & cette équation en posant
E — gl +fvdz’

(v est une fonction périodique de z et les coefficients de
son développement suivant les puissances croissantes de j. sont
données par une série d’équations récurrentes). Puisque nous
avons supposé que dans les corps amorphes p avait la méme
forme que dans les corps cristallisés, nous pourrons satisfaire
aux équations du mouvemenl dans les premiers milieux en
prenant pour » une fonction non périodique dont les coeffi-
cients de son développement suivant les puissances de p. se-
ront donnés par la méme suife d’équalions récurrentes.
Cherchons la valeur moyenne des coefficients du dévelop-
pement pour avoir ensuite la valeur moyenne de §. L'équation
(2) du §1435 nous montre que v, se réduit a une constanie; la
valeur de cette constanle peut se déduire immédiatement de

I'équation (3), car la fonction v,, quoiquen’étant pas une fonc-
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tion périodique, ne differe d'une telle fonction que par la
valeur des coefficients qui enlrent sous les signes sinus et co-

sinus du développement ensérie trigonométrique. Comme il en
. . v,
est de mémede p, il faut done que la valeur moyenne de %

soit nulle. En désignant par— a laracine négative de lavaleur
moyenne de p, nous aurons une des valeursde v, ; v, = —ia.
Cette méme équation (3) nous monlre que la valeur moyenne
de v, est une quantité réelle. En considérant les uncs aprés
les aufres les diverses équations on verrait que les coeffi-
cients impairs commew,,v,,... sont purement imaginaires et que
les coefficients pairs, v,, v,... sont réels. Nous allons montrer
que ces derniers sont nuls.

L’homogénité exige que dans les milieux amorphes les mo-
lécules matérielles soient disposées de la méme maniére par
rapport & chacune d’elles. Chaque molécule estdonc un centre
de symétrie et si nous prenons un de ces points pour origine
des axes, p est une fonction paire, c¢’est-a-dire conservant le
méme signe quand on change + en — . Il résulte de I'équa-

. dv, . . .
tion (3) queT;est une fonction paire ; par conséquent v,

est une fontion impaire. Les équations suivanles montrent que
vy est paire et v, impaire. Les coefficients v,, v,, v; sont done
des fonctions impaires dont la valeur moyenne est nulle.

La valeur demoyennev, seradonnée parl'équation (3). G'est,
comme nous l'avons dit, une quantilé purement imaginaire,
Si nous la désignons par — ¢b, nous aurons pour la valeur

moyenne dev, en nous arrétanl au terme en p?,
v° = — iap. — bu®,

Par conséquent. la valeur moyenne de la vitesse de propa-
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gation sera

V—_ iy, 1

. - = 5!
— dap — ibp? a bu?

et l'indice de réfraclion, inversement proporlionnel & celte

vitesse, sera donné par une expression de la forme
—_ 2
n = a, + byu®.

Comme w 2st inversement proporlionnel & la longueur
d’onde, on obliendra enfin:

B
":Ao*l“i%'

Nous retrouvons donc I’expression de |'indice de réfraclion

qui s’accorde avec les résultats desexpériences.

140. Théorie de M. Boussinesq. Au lieu de supposer,
comme Briot, que la densité de 'éther engagé dans un milicu
pondérable dépend de la position de la molécule considérée,
M. Boussinesq suppose cette densité uniforme. Pour tenir
compte de l'aclion de la matiére sur l'éther et arriver a
I'explication de la dispersion, il introduit dans les équations
du mouvement des molécules d’éther un terme complémen-
laire F représentant les forces élastiques mises en jeu par
celie aclion. Il admet en outre, que les forces ¢lastiques qui
s'exercent entre les molécules d’éther sont les mémes que
lorsqu’on considére I'éther dans le vide. Par suile de ces hy-

potheéses, .la premiére des équations du mouvement devient

Ao o
(4) P@_L\;_dx—l_l"

Mais, si les molécules d’éther sont soumises & des forees 1!
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résultant de 'aclion dela matiére, réciproquement les molé-
cules matériclles seront soumises & une force égale et con-
traire due a l'action de I'éther. De plus, les molécules maté-
rielles sont soumises a des forces élastiques I, provenant de
leurs actions mutuelles. Par conséquent, si nous appelons p,
la densité de la matiere et £, le déplacement d'une molécule
matérielle, nous aurons
d?

—l — __F 7
Poar — F+F,

Ve

Les forces élastiques F, dues a l'action de la maliére sur
elle-méme doivent étre beaucoup plus petites que celles qui
s’exercent entre les molécules d'élher, puisque le son, qui ré-
sulte des vibrations de la matiére, se transmet avec une
vitesse incomparablement plus petite que celle de la lumiére.
Aussi M. Boussinesq admet-il que P'on peut négliger F, par
rapport & F. L’équation du mouvement d’'une molécule malé-
rielle devient alors

; a2y
(2) Pi dt')' — = F'

En remplacant dans I'équation (1), F par la valeur tirée de

celte derniére équation, on obtient :

d* ] d*%
QU SN o TH
(3) g de2 AE dx P14 dt?
Le déplacementt, des molécules matérielles doit dépendre
des déplacements £, v, { de 'éther et de leurs dérivées. Mais,
comme ces déplacements sont trés petils, on peut réduire

£, au premier terme de son développement par rapport A

LA LUMIERE. 14
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ces quantités, c'est-a-dire & une fonclion linéaire de &, 4, { el
de leurs dérivées.

D'ailleurs, dans certains cas, celle fonction se simplifie.
Si d’abord nous prenons le plan de 'onde pour plan des ay ;
les dérivées par rapport & = enlreront seules dans les milieux
isotropes. De plus %, ne contient ni 4 ni . En effet,
les équations du mouvement ne doivent pas changer
quand on y remplace y et q par — y et — «. Si l'on fait celte
substitution dans I'équation (3, le premier membre ne change
pas; 'ensemble des deux premiers termes du second membre
az,

dt,f ne change

pas. Cetle dérivée, et, par suite £, ne doivent donc pas con-

conservant aussi la méme valeur, il faut que

tenir 7, d—? ----- Un raisonnement analogue montrerail que £,

ne doit pas contenir {. Par conséquent §, se réduit a une

fonction linéaire de £ et de ses dérivées. Encore toutes les

dérivées n'entrent pas, car l'origine étant centre de symétrie,

les équations ne doivent pas changer quand on change les

signes de @, ¥, z, §, 4 {, ce qui exige que les dérivées d’ordre
2

impair disparaissent de (f[—iii et, par snite, de¥,.

144. Cherchons l'intégrale de I'équation (3) dans le cas
d’une onde plane s¢ propageant dans un milieu isolrope. Les
dérivées de &, v, { par rapport & « ¢t & y élant alors nulles,
%, se rédnira & une fonction linéaire de £ et des dérivées de %
d’ordre pair par rapport i z. En négligeant les dérivées
d’ordres supérieurs au troisieme, nous aurons

. d*;
r .
51— a§+bd,~2’

et, en portant celle valeur de §, dans l'équation (3) elle

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



POLARISATION ROTATOIRE. — DISPERSION M1

devient, lorsqu'on suppose les vibrations transversales,

A% A% % &%
@) Pae = dat T Map T 00 gpgp

Si nous essayons de satisfaire a celte équation en posant

g Aeia(:—w)’

nous aurons comme équation de condition, résultant de la

substitution dans (4) des dérivées déduites de cetle valeur de %,

V=1 — ¢,aV? 4 p,02%V?
d'out
1

Ve ———————.
o+ pi@ — gyb9°

Par conséquent I'indice de réfraction sera proportionnel & la

racine carrée de
.
p + apy — bpya®

et puisque « est inversement proporlionnel & A, n sera de la

forme
C
n=A, +‘>\__?

L'indice de réfraction dépend donc de la longueur d'onde.
142. La théorie de M. Boussinesq (1) peut se prisenler
d’'une auire maniére quand il s’agit des corps isotropes.
Puisqu'il y a action de la mali¢re sur I'élher, il faul tenir
compte de cette action en introduisant dans les équatlions du
mouvement les forces élastiques qui en résultent. Or hypo-
(1) Sous cette forme, la théorie de M. Boussinesq se rapproche d'une
Lhéorie de Helmholiz, oit le savanl allemand rend comple, non ssulement

de la dispersion ordinaire, mais de la dispersion anormale et que je regretle
de n’avoir pas eu le lemps de développer dans les lecons de ce semestre.
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thése la plus simple que T'on puisse faire sur la nature de ces

forces élastiques, est qu'elles sont proportionnelles A la dilfé-

rence §, — ¢ des déplacements de la matiére et de I'éther. En

désignant par M le facteur de proportionnalité, la premiére
des équations du mouvement de 'éther peut s'écrire

d%

P ar

= M— M D),

Dans le cas d’'une onde plane, elle devient

d..
A N )

Si on cherche & satisfaire 4 cette équation en posant
£ = Aelats=V1)

£, = Befats—Vo,

A et B étant des conslantes et o ayant pour valeur

2)\—7ra on obtient pour résultat de la subtitution

{5) — pu?AVE = — A + M (B — A).
L’équation qui donne le mouvement de la molécule malé-
-rielle est,

d2
o T = M (E— 1),

En y substituant la valeur prise précédemment pour £,

on a,

6) — p,0?BV2 = M (A — B).

Eliminons A et B entre les équalions (8) et (6) pour avoir

la vitesse en fonction de «. Pour cela mettons ces équations
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sous la forme suivante
A[M—o? (pV? —1)] = MB,
B (M — «2,V2) = MA,
et multiplions membre & membre ; nous obtiendrons apres
simplification,
— oM (p, V2 4 5V — 1) - fp, V2 (V2 — 1) =0,

ou
Ml e (V2 — =) = 2V (7 — )
L ) = = < — 1),
P P1 o+ o 2 P

Par suite de la grandeur de I'unité de longueur imposée par
la forme sous laquelle nous avons pris 'équation du mouve-
ment, « est trés petit. Par conséquent I’équation précédente,

mise sous la forme

1 w2

P+Pq+1\1(9+94)

(7 V2= Ve (V2 — 1),

nous donne comme résultat d’'une premiére approximation

1 .
e+ o

Remplacant V2 par cette valeur dans le second membre de

V=

Péqnation (7), nous ohtenons pour seconde approximation

o2

g 1 £ E 1),
vz_9+s>‘|+M(P+.°.).°+l9|<.°-I-94 1)

ou, en simplifiant.

Vi T o N
oo M)
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Nous obtenons donc encore pour la vitesse, une expression
qui dépend de «, el, par suite, de .

443. Montrons maintenant commenl la théorie de M. Bous-
sinesq rend compte de la polarisalion rotatoire dans les
milieux qui, comme les dissolutions de comnposés organiques,
sont dépourvus de cenire de symélrie, mais dans lesquels une
direction quelconque est un axe de 'symétrie.‘

Puisqu’il n'y a pas de centre de symélrie, la fonction g,
dépend 3 la fois des dérivées d’ordre pair et des dérivées
d'ordre impair des déplacements %, v, ¢ de I'éther. Mais par
suite de l'existence d’axes de symétrie, cetle fonclion se
simplifie. En exprimant que les équations du mouvement ne
changent pas quand on fail tourner d'un angle quelconque
deux des axes de coordonnées autour du troisiéeme, et en
négligeant les dérivées d’ordre supérieur an premier, on trouve
pour &,

ey (t_
wmad <dz—d:1/>

Pour les autres composantes 1, el {, du déplacement de la

matiére on aura

n

=

{ 1
oo (&),

dy — dx

g

Dans le cas d'une unde plane paralléle au plan des awy, les

dérivées par rapport & x el y étant nulles, on a

r dn
s —aE_l—bdz,

-

fran — ==
ut any p
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et les équations du mouvement de I'éther deviennent

e S S

Yar T a2 Y0 oge P dzae
@ db - d %

Pae T dz2 T g -+ by dzd

5i nous essayons dc satisfaire a ces éqnations par des valeurs
de § et q de la forme

E— Aefas—vo
n = Beia(:—Vt)’
nous obtenons les deux équations de conditions :

— pAV2 = — A + ap,AV? + biap, BVZ,
— oBV: = —B 4 ap,BV? — biapisz.

Ces équalions peuvent s'écrire

Al — V? — ap,V?) = biag,BY?
Bl —V?— a5, V) = — bing, AV

En les divisant membre 4 membre, on obtient

A__ B

B~ ~ A
d’on .

A? = _ B2

Nous aurons donc deux systémes de valeurs de £ et 4, satis-
faisant aux équations du mouvement. Ces deux systémes cor-
respondent &8 A — -~ B¢ et 4 A =— — B7. Nous pourrons done

montrer, comme nous P'avons fait au § 125, que l'onde plane
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216 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

donne naissance & deux ondes planes polarisées circulaire-
ment en sens inverses el se propageant avec des vilesses
inégales. — Nous en concluons immédiatement que le plan de
polarisation de la lumiére incidente doit tourner d’un certain

angle en traversant le milieu.
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CHAPITRE VI

DOUBLE REFRACTION

144. — Le phénoméne de la double réfraction, observé
pour la premicre fois vers le milicu du.xvi® sicele dans le
spath d’Islande, ful ensuite reconnu dans lonles les substances
cristallisées n'appartenant pas au systéme cubique. Biot, qui
étudia tout particulieremenl la double réfraclion au point de
vue expérimental, divisa les cristanx birélringents en deux
classes, snivant que les phénoméncs élaient symétriques Llout
autour d'une droile ou qu'ils semblaient se coordonner par
rapport & deux droites. Les crislaux du premier groupe (cris-
taux uniaxes) apparliennent a l'un des syslémes cristallins
rhomboédrique, hexagonal, quadralique qui possédent un
axe de symélri¢ cristallograpbique d'ordre supdricur & 2;
cet axe de symétrie se confond avee l'axt optique du crislal.
Les cristaux du second groupe (créistawr biawes) sont orlho-
rhombiques, clinorhombiques ou anurthiques; les directions
de leurs axes opliques ne sonl pas en relalion immeédiate avee
les éléments de symétric de I'édifice cristallin. Cest Haiy qui,
le premier, fit remarquer ces importanles relalions entre la

forme cristalline et la propriété biréfringente.
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Les premiéres recherches théoriques enlreprises daps le
but d’expliquer la marche de la lumiére dans les milieux
biréfringents sont dues & Huyghens; elles ne s’appliquaient
qu'aux crislaux uniaxes. Elles furent reprises par Young,
mais ce dernier, pas plus que lluyghens, ne parvint & une
véritable explicalion du phénomene. C'est & Fresnel qu’était
réservée la gloire de trouver l'explication mathématique des
loisdela double réfraction dansles cristaux uniaxes el biaxes.

Les lravaux de Fresnel ouvraient une voie nouvelle aux
recherches des malhématiciens. Cauchy. Lamé, Neamann,
Mac-Cullagh et toul récemment MM. Sarrau el Boussinesq,
partant de considéralions dillérentes, édificrenl un cerlain
nombre de nouvelles théories,

Nous étudierons successivemenl ces diverses théories. Aupa-
ravant, nous déduirons des équations des pelits mouvements
dans un milieu élastique, I'exislence d'une surface du second
degré qui joue un role capilal dans cetle étude et dont Uin-
troduction dans la science est due & Cauchy; nous voulons

parler de Uellipsoide de polarisation.

145. — Transformation des équations du mouve-
ment. — Par un choix convenable de l'unité de masse, la
densilé p d'une molécule d'un milieu élastique peut devenir
ézale & 1. Dans ces conditions, les équalions générales du

mouvement établies au n°® 32 deviennenl

&% v d AW,
de2 — de il
(1) dn x4 4w,
der du g
v d W
dae: do  dg),
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Cherchons 2 satisfaire a ces équations par les valeurs de

£, m, ¢ de la forme,
J AP o — Be® — (P
- ’ ) - — .
(2) E=Ae = Be = Ce
ou I'on a,

(w2 4 By + y5 — Vi)

Nous aurons ainsi un mouvement se propageant par ondes
planes normales a4 la droite ayant pour cosinus directeurs
@, B, v. En remplacant dans les équations du mouvement
les dérivées partiellesde &, «, {, par leurs valeurs tirées des éga-
lités (2), on obtiendra trois équalions de condition entre les
quantités A, B, C et la vitesse de propagation V du mouve-
ment. Il est possible de mettre ces équations sous une furme
simple.

Les dérivées partielles du premier ordre de £, v, {, par rap-

port aux coordonnées i, y, 2 conlicnnent toutes en facteurla

o dm o,
quantlte)— e®. Ainsi, on a

\

Qi 2w
- >
b= 3 alAef, Gy = BACY, . ..

Par conséquent W,, qui est une fonction homogéne du se-

cond degré de ces dérivées partielles, conliendra en facteur

2m\2 | .
(T) e*. Si done nous posons.

1 /2ix\*
VV::—E}:(T) e-‘lI,

II sera un polynéme homogéne et du second degré par rap-

port & A, B, C et par rapport & «, 8, v.
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En dérivant par rapport & A cette fonction W,, nous obtien-

drons,

®) dh — T 2\x dA

~

AW, 1 (%)2 o LT
2 20\ ap A1

D’ailleurs la dérivée de W, par rapport & A peut s’écrire,

dW, _ y dW, diL.
dA dEL dA’

et,en remplacant dans cette expression les dérivées par rapport
a A des diverses dérivées partielles de &, 4, { par leurs va-
leurs, nous aurons,

dW, %z .\ dW,
A= e a5l

dW,

dA

2w SR
le facteur e ¢® commun aux deux membres de ’égalité ob-

En égalant cette valeur de a la valeur (3), et supprimant

tenue, il restera,

', EW, 12, dIT
(4) X g =73 " m

De celte égalité nous allons déduaire une nouvelle expression

du second membre des équations (1) du moavement. La

2

<. dV S . o
dérivée L est une fonction homogéne ctlinéaire par rapport
L .

aux dérivées partielles des £; si donc on y remplace ces

dérivées partielles par leurs valeurs firées des relations (2),

. i
on aura en facteur la quantité Y e?. Nous pouvons alors

poser
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¢ étanl une fonction homogene et linéaire parrapport A, B, G

et & o, §, v, mais ne dépendant pas de =, 7, 5. Par conséquent

nous aurons

d dW, 2=m , dP _ 2ix ma

Lavw, ST N

da dEL A
ou

od dW, )L-r d\V
dz dsl dE

et par suite

d dW, 2:_7:2 adw,
de dtL — A clEc

En remplacant dans le second membre de cette expression
la quantité placée sous le signe ¥ par sa valenr (4}, nous

obtenons,

Z d dW, _ 1 /2% 2 o ¢ dIl
dx (lix 2\ X dA ’
c'est, au signe prés, la valear du second membre de la pre-

miére des équations (1).
D’autre part, la premiére des égalités (2) nous donne,

ar Q5N 2
(_ — AePV2 <~;ﬂ> :

par conséquent la premicre des équalions du mouvement

2\ 2 dA’

conduit a 'équation,
AebV? <2;-r>

AVE

H

ou,

DO wam
33

Les deux autres équations du mouvement nous donneraient

des équations analogues; par suite les équations (1) peuvent
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étre remplacées par le groupe,

,_tdn

AV T 9dA

,_ 1

() BY T 2dB
, 1dll

Gv —24dC

" On pourrait résoudre analyliquement le systéme des trois
¢qualions précédentes; on obtiendrail les valeurs de Vel de
A, B, G qui, pour des valeurs données de «, £, y, donnent des
déplacements %, 1, {salisfaisant aux équations du mouvement.
On peut également suivre la méthode géométrique indiquée

par Gauchy; c'est cetle inarche que nous adopterons.

146. Ellipsoide de polarisation. — Si nous considé-
rons A, B, C comme les coordonnées d'un point, 'équalion
II = 1, dont le premier membre cst homogéne et du second
degré par rapport a A, B, G, représente une surface du sccond
degré rapportée  son centre; c'est 'ellipsoide de polarisation.

Les coordonnées A, B, G de 'extrémilé d’'un axe de cetle
surface s’obliendront en écrivant u’'en ce point le rayon vec-

teur est normal & la surface. Les cosinus directeurs de la nor-

ale étant p tionnel p UL, L dil it ceux du rayon
male étant proportionnels & o~ —es et ceus ayor

vecleur au point A, B, C, proporlionnels aux coordonnées

de ce point, A, B, G devront salisfaire aux ¢qyualions,

‘__j(lll

AS_—Qm

1 dII

(6) ‘BS—QCE
1d10
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L’élimination de A,B,C, enlre ces trois équations, qui sont
linéaires et homogénes par rapporl & ces quantilés, conduit,
comme on le sait, 4 une équalion en S du troisicme degré. A
chacune des racines de cette équation correspond un systéme
de valeurs de A,B,C, obtenu en portant la valeur de S dans
les équations (6). Or ces équalions ne différent des équa-
tions (8) qu'en ce que V2 a été remplace par 8. Par conséquent
la résolution des équations {3) nous conduirait A Lruis valeurs
de V et a lrois systemes de valeurs de A,B,C. En portant ces
valeurs ‘dans les égalilés (2), nuus obtiendrions lrois systémes
de valeurs de Z, 1, {, satisfaisant aux équations du mouvemenl.

Les valeurs de g, 4, ¢, ainsi obtenues correspondent & trois
directions de déplacements dont les cosinus directeurs sont
proportionnels a Z, m, ¢, el par suile aux trois syslémes de
valeurs de A,B,C. Ces valeurs, solutions des équations (6), sont
proportionnelles aux cosinus directeurs des axes de I'ellipsoide
de polarisation: par conséquent, les directions correspon-
dantes des déplacements sonl perpendiculaires entre elles.

En résumé, la vibration est parallle a lun des aves de
lellipsoide de polarisation, el la wilesse de propagation
V= \/S_ est inversement proportionncelle «a la longucur de
cel axe.

14%. De ce qui précéde, il résulle que, pour qu'une onde
plane se propage dans un milieu élastique anisolrope, ¢n
restunt plane et perpendiculaire & la méme direction x,8,v, il
faut que les déplacements des molécules du plan de I'onde
soient parall¢les a I'un des axes de I'ellipsoide de polarisation.
Si la vibration des molécules du plan de I'onde n'a pas lieu
suivani une de ces directions, on pourra, d'aprés le principe

" de la superposition des peiits mouvements, décomposer le
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déplacement de chaque molécule en trois composantes, suivant
les axes de lellipsoide, el considérer I'onde donnée comme
formée de trois ondes planes, dont les vibralions seraient
paralléles & ces axes. Chacune de ces ondes planes se propa-
gera sans altéralion et comme leurs vilesses de propagalion
(les racines carrées des racines de I'équation en S), sonl en
général différenles, ces ondes se séparcront. Par conséquent,
d’apreés la théoric de I'élasticilé, un rayon lumineux, traver-
sant un milieu anisotrope, doil donner naissance i trois rayons;
on devrait avoir une triple réfraction.

Celte conséquence est en conlradiction avec l'expérience
qui n’a jamais révélé qu'une double réfraction. Pour mellre
d’accord la théoric de I'¢lasticité avec I'expérience, on peut
faire diverses hypothéses sur la constitution du milieu qui
transmet les vibrations lumineuses.

On peut admettre :

1° Que 'éther est incompressible (Fresnel);

20 Qu’un des trois rayons prévus par la théorie n’est pas
perceptible, son intensité étant trop faible (Gauchy);

3° Que la vitesse de propagation suivanl une direclion est
nulle. U'ellipsoide de polarisation, dontles axes sont en raison
inverse des vitesses, devienl alors un cylindre (Lam¢, Neu-
mann, Mac-Gullagh);

4° Que l'un des axes de lellipsoide de pelarisation, qui
devient un hyperboloide est imaginaire. Le rayon lumineux
vibrant suivant la direction de cet axe est alors évanescent.

C’est 1a sans doule I'hypothése & laquelle se serait arrélé
Cauchy, s'il était gevenu, sarla fin de sa vie, & la théorie de
la double réfraction.

Par T'étude des diverses théories de la double réfraction,
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nous verrons que ces hypotheses fondamentales, complétées
quelquefois par des hypothéses secondaires, permettent
d’expliquer le phénoméne de la double réfraction.

148. Dans les milicux isotropes,la réfraction de la lumiére ne
donne lieu qu'd un =enl rayon réfracté; cherchons ce que
devient dans ce cas particulier Uellipsoide de polarisation.

Nous avons vu {24) que dans les milicux isotropes, la

fonction W, se réduit &
W, = 2K 4 ull 4+ v@2,

Le polyndme K disparaissant des ¢quations du mouvement(33),
nous pouvons, sans changer les résultats, supposer que K
n'entre pas dans l'expression de W,. Admettons donc que
P'on ait X = o et qu’en outre, pour tenir compte ds la lrans-

versalité des vibrations, u. et v soient liées (46) par larelation.
v+ v =o.
La fonction W, devient alors :
W, =p (I — 6%

ou, en remplacant dans cetle expression H ct ® par les valeurs

trouvées aux n° 19 et 20,

W, = | ez — L+ ) + c;)Q]-

f;—l

On déduit facilement de cette nouvelle expression, 1'équation

suivante pour I’ellipsoide de polarisalion.

= (2 6+ ) (AP B2 -C) — (Aa B+ ] =1

LA LUMIERE, 15
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¢’est 'équation d'un cylindre de révolution tangent & la sphére

|

A* 4B G2 =

7

L

suivant la circonférence découpée dans celie sphére par le
plan
Aw 4+ B4 Cy =0

L’ellipsoide de polarisation se réduisanl a un cylindre de
révolution, I'un des axes de cet ellipsoide devient infini, et la
vitesse de propagation correspondante, (ui est U'inverse de la
longueur de cet axe, devient nulle. Les deux autres axes sonl
égaux au rayon de la sphére. Par suite, on n’a qu'une scule
valeur pour la vitesse de propagation de la lumicre dans un

milieu isotrope, conséquence conforme & I'expérience.

THEORIE DE FRESNEL

149. Convaincu, par l'étude des phénoménes d’inler[¢-
rence de la lumiére polarisée, de la lransversalité des vibra-
tions lumineuses dans l'air, Fresnel tenta en s'appuyant sur
ce résullat expérimental d’expliquer les phénomeénes de la
double réfraction présentés par les crislaux a un axe el  deux
axes. En admeltant que ces vibralions transversales sont nor-
males au plan de polarisation, il ne tarda pas a Lrouver une
explication de la propagation de la lumiére dans les uniaxes
dont les conséquences s'accordaicnt avec les lois expérimen-
tales connues, en parliculier aveclaloi de Malus. Par une suite

de déductions heureuses, dont on trouve la trace dans son
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premier Mémoire sur la double réfraction (1), il parvint & se
rendre compte de la marche de la lumiére dans les biaxes.
Ayant véritié, par de nombreuses expériences, la conceplion
qu’il s'était faite du phénomeéne de la double réfraction, Fres-
nel en rechercha T'explicalion mécanique. 11y paryint, grace
a deux hypothéses fondamentales, Nous verrons plus loin
quelles sont ces hypotheses, el commenl une analyse rigou-
rease permel d’ecn déduire les véritables lois de la double
réfraction. Mais d'abord nous rappelleronssuccinciement quelle
a €& la marche des idées de Fresnel, en renvoyant pour les

détails aux ceuvres complétes du grand physicien.

150. Explication mécanique de la double réfrac-
tion. — Si on imprime & une molécule d’'un milicu ¢lastique,
des déplacements égaux dans toutes les direclions, chacun
d’eux donne naissance & une force élastique inversement pro-
portionnelle & la racine carrée du rayon vecleur, dirigé sui-
vant le déplacement, d'un certain ellipsoide, el paralléle a la
normale a l'ellipsoide a Uexirémilé de ce rayon veclear. Glest
cet ellipsoide gu’on appelle ellipsoide i)Lve)‘§é d’dlasticité, et
souvent aussi ellipsoide d'élasticité Les axes de cel ellipsoide
sont donc tels qu'a un déplacement dirigé suivant Pun d'eux
correspond une force élastique de méme direclion et de sens
inverse ; ce sont les axes d’élasticité du milieu.

L’intersection de Pellipsoide d'élasticité par un plan sera
une ellipse que nous désignerons par Ii; un déplacement sui-
vant un des axes de celle ellipse donnera naissance a4 une
force élastique qui, en général. ne sera pas dans le plan de

I'ellipse 1, mais dont la projection sur ce plan sera dirigée

(1) uvres complétes de Fresnel, t. 1. p. 261.
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suivant Vaxe lui-méme. Si on admet avec Fresnel que celte
composante de la force ¢lastique est seule efficace, la vibration
résultant du déplacement se propagera dans le milieu en con-
servant la méme direction, La vitesse de propagation qui est
en général proportionnelle & la racine carrée de la force agis-
sanle sera proportionnelle & P'axe de I'ellipse dirigé suivanl
le déplacement. Dans e cas oi le déplacement considéré est
quelconque dans le plan del'ellipse, on peul le regarder comme
résultant de deux déplacements dirigés suivant les axes; les
axes étant inégaux, les vilesses de propagalion seront diffé-
rentes.

Considérons maintenant une onde plane ; nous admettrons
avee Fresnel, que la force élastique développée par les vibra-
tions des molécules de cetle onde est proporlionnelle a la
force ¢laslique résultant du déplacement d'une seule molé-
cule. Si nous regardons cette onde comme résultant de la
superposition de deux ondes planes ayant pour directions
de vibrations les axes de I'cllipse, ces deux ondes auront
d’éprés ce (ui précéde des vibrations rectangulaires et
des vitesses de propagalion différentes. Celte conséquence
est donc conforme & l'expérience, qui monire gqu'une onde
plane polarisée dans un azimuth quelconque se dédouble dans
un cristal biréfringenl en deux ondes planes distinctes,
polarisées a angle droit.

Dans le cas ot le plan de 'onde incidente se confond avec
une des sections cycliques de I'ellipsoide d’¢lasticilé, les deux
vitesses de propagation sont égales, et I'onde ne se dédouble
pas; de plus 'onde émergente doit conserver son plan primi-
tif de polarisation. Comme un ellipsoide a {rois axes inégaux

pusséde deux séries de plans cycliques, on devra avoir en gé-
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néral deux directions de propagation jouissant des propriétés
précédentes ; ces directions seront celles des axes opliques du
cristal. Quand l'ellipsoide d'élaslicité devient de révolution,
il n’y a plus qu'une série de sections cycliques, el par suite
qu'un seul axe oplique: c'est ce quialieu pour les crislaux

uniaxes.

151, Hypothéses de Fresnel. — Telle est,en résumé, la
théorie de Fresnel. Elle est de lous points conforme aux lois
expérimentales; mais nous voyons qu'elle repose sur deux
hypothéses qui demandent a élre examindes de plus prés.
Ces deux hypothéses peuvent s'énoncer:

1° La force élastique développée par le mouvement d'une
onde plane est indépendante de la direction du plan de I'onde,
elle ne dépend que de la direction des vibrations des molé-
cules, et elle est proportionnelle & la force ¢laslique déve-
loppée par une molécule isolée, les auires molécules du plan
de 'onde restant en repos.

2° La seule composanle de la force élastique qui soit eflicace
est la composanie paralléle au plan de ['onde.

La premicre de ces hypothéses, que Fresnel a vainement
essayé de justifier, est entitrement arbitraire, mais rien n’em-
péche de l'admeltre. 11 suffit pour cela de supposer que
I'ellipsoide de polarisation de Gauchy est invariable et indé-
pendant de la direcltion du plan de 'onde, c’esl-a-dire de 2.
B et . Cela arrivera quand le polyndéme II se réduira & un

polynéme du 2¢ degré en A, B, C mulliplié¢ par

2yt =1

Cet ellipsoide fixe de polarisalion n’est autre cliose, comme
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nous e verrons plas loin. que Uellipsoide d'élasticité de
Fresnel.

Quant & la seconde. elle est une conséquence immédiale de
l'incmnpr‘essihililé de I'éther. Nous avons déja dit (48) que,
dans ses caleuls, Fresnel admettait, souvent implicitement,
tantot que la résistance de Véther & la compression élait
nulle, lantot qu’elle était infinie. Dans ce cours, nous nous
sommes placés jusqu'ici dans la premicre hypothése: cher-
chons maintenant quelles sont les équations du mouvement
dans I'hypothése on la vésistance & la compression esl infinie,
c'est-d-dire dans I'hypothése on le milien élastique est in-

compressible.

152. Equaticns du mouvement dans un milieu
incompressible. — L'incompressibilité imposée a l'éther
suppose des liaisons entre ses diverses moléeales; nous devons
donce appliquer la théorie des systémes matériels a linisons.

L'équation exprimant que 1'éther est incompressible est
® = 0. Si nous considérons un eerlain volume R de
P'éther limité par une surface S, et si nous désignons par U
la fonction des forces relative aux forces inlérieures et exté-
rieures & R, nous arriverons, en appliquant le principe de

«('Alembert et celni des vitesses virtuelles, a I'équation.

%l

U — sdlt

@ AL ‘
((”2 62 + W o + m ’JL_> —-}— Aids =0,

qui, pour un choix convenable de la fonction arbitraire A, doit
étre satisfaite identiquemenl, quels que soient les déplace-

ments virtuels 32, 3+, 3¢. On peut donc supposer que I'on a
] 1
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81 = 3¢ = o. Dans ce cas, 3U peut, comme nous l'avons déjia

v (29), étre remplacé par la comme
3U = f P.3%dw - f SWe,

P, étant la composante suivant 'axe des 2 de la pression qui
g’exerce sur un élémenl dw de surlace S, et qui résulle des ac-
tions des molécules de R’ sur celles de R. L’équation précé-

denle, en y faizant 5 — 3¢ = o el en remarquant que 'on a

0 =&, -+, + ¢, devient alors
stdv —}-—A/"AS’::;([T =

1) f P.3%do +- f 3Wdr — / ¢

Nous devrons, comme nous 'avons fait au n® 30, transfor-

)

Fati

d
dt
mer les inlégrales du premier mecmbre de maniére a ce
qu'elles ne contiennent plus de termes en 3%;]. Dans cetle
transformation nous obtiendrons des inlégrales doubles éten-
dues a la surface S et des intégrales triples étendues au vo-
lume R. Les intégrales dounbles n'entrant pas dans les équa-
tions du mouvement, nous abrégerons la recherche de ces
équations en n'introduisant pas ces intégrales dans nos cal-
culs, ce qui peut se faire en supposant qu'on élend les inté-
grales triples & tout l'espace et qu'a l'infini les forces élas-
tiques sont nulles.

Dans ces conditions, la premiére intégrale de l'équation

précédente disparail, et nous avons pour la valeur de la se-

d dW
S\WWole — ar . NV &Y
fc.\\(i-r_ fo.,dr Tz &L

conde
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Quant 2 la derniére inlégrale nous la transformerons d’une

maniére analogue en nous appuyant sur I'égalité connue

— d'r = aldw,

dw

et en posant
F = A3,

Nous obtiendrons

fffA i SEddr :// aASEdw —
dx
‘/f/ & Bydr,

ou, puisque d’aprés nos conventions I'intégrale double est

AbtLde = f 9 .

Par conséquent |'équation (1) peut s’écrire

Z /2
s Y — ;E“ + :a- 3dr / 2 3tde = 0,

nulle,

FAYY

ou
d- dAN |, -
( 7 —I—Z oLc T —I— )oqdf_o.

Puisqu'elle doit étre satisfaite quel que soit 35, le coefficient
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de cette quantité dans I'élément différentiel doit étre nul. On
a ainsi une des équations du mouvement. Si nous faisuns ¢ —1
et si nous remarquons que nous avons déji trouvé (32)
- I'égalité

Z d dW :E d d_Wz,

EE dz dE

nous aurons pour les équations du mouvement

i 4 dW, dA
diz — T Lidw &, dw
d*y O AW,  dA
9 o - -2 _ =
3 e — by de dol  dy’

@y d AW, dA
ez — E de dt. ~ dz

153. Propagation d’une onde plane. — Considérons

une onde plane paralléle au plan

ww + by 4 vz = 0.
Les composantes des déplacements des molécules de cetle
onde seront de Ia forme

£ = AéP, n = Be?, ¢ = Ce?,

ou

2in

P = BE (e 4 By 4 = — Vo).

Nous avons vu précédemment (145) que pour des valeurs

de &, m; ¢ de cette forme, on a

1 /2im\ 2

W._: = — é( ; > e“’II,
B LAY, 1y,
dz &L 2\ 2 dA’

a2 9\ 2
Y vvz( )
de? ¢ X
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Nous sommes donce conduits pour satisfaire anx équalions

du mouvement (2), a poser

g 2m
A_H)\e,

H étant une constanle indépendante de z, y, z et ¢; nous

tirons de cette égalité

dA 2im\? o
dx'_'dH< )\>e.

8i nous portons les valeurs de ces diverses quantilés dans les

. . 2\ 2
équations (2), nous aurons en supprimant le facteur (T) e’

commun avx deux membres,

. lau
AV = § Zf\_ —aH,
1dl
. ladl ;
vz = 5 10 vH.

Ces trois équalions joinies a I'équation de liaison 6 = 0
permeltront de déterminer H et des quantités proportionnelles
4 A,B,C. L'équation de liaison devient, quand on y remplace

les dérivées partielles de &, «, ¢ par leurs valeurs,

0 = 2T (Ao 1B + O,
d'ou
(%) Ao+ BE 4Oy =0.

Cette équation exprime que la vibration a lieu dans le plan
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de I'onde ; nous devions nous allendre & cette conséquence; la
transversalité des vibrations ¢tant exprimée par Tidentité
6 =0.

Si l'on compare les équalions de condition (3) aux équa-
tions (3) du n° (145). on voit qu’elles ne différent de celles-ci
que par l'introduction des quantités «II, pH, yH. Ces quan-
tités sont done, a un facteur constani prés, les composantes
de Ja force de liaison; par suite, les cosinus directeurs de
cette force sont proportionnels a «, §, y. La force de liaison
est donc normale au plan de I'onde, et cette conséquence ma-
thématique de I'incompressibilité de I'élher aurait pu rempla-
cer la seconde des hypothéses de Fresnel.

154. Les valeurs de la vitesse de propagation de l'onde
plane s'obtiendront en éliminant A, B, C, H entre les équa-
tions (3) et I'équation (4). Si nous admettons avee Fresnel que
la force élastique résultant du déplacement d'une onde plane,
est indépendante de la direction de l'onde, la fonction des
forces W, ne doit pas dépendre de %, B, y, et, par suite, le
polyndme II doit se réduire & un polyndme homogéne du se-
cond degré en A, B, G, mulliplié par un polyndme homogéne
du cecond degré de «, 8, y dont la valeur esl constante; ce
dernier polyndme ne peut étre que «? - p2 4 y2. En pre-
nant les axes de coordonnées paralléles aux axes de lellip-

soide de polarisation II = 1, on aura
I = (aA? 4 6B? - cC?) (a® - p2 4 /3) = aA? + 6B+ cC?

et par suite,

U
=

1d0 1dn 1dll &
o =% 33— 3 .
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En portant ces valeurs dans les équalions (3) nous oblenons
AV? = qA — oH,

(8) BV? = bA — gH,
CV? = ¢C — yH;

Mg o g
Vi—a Vi—p Vi—e¢

Si nous multiplions ces derniéres égalités respectivement

par «, B, v, et si nous additionnons, nous trouvons

9

aﬂ 2
Au4-Bg+ Cy——H <V._,_a+ﬁﬁ__b+vzv_ c>,

et si nous tenons compte de 1’équation de condition (4), nous

avons

a2

2 g*
V”—a+V2—b+V2—c~0'

Cette équation déterminera V; on aura donc deux valeurs
pour la vitesse de propagation.

155. Il est facile de trouver une expression de V en fonction
de A, B, C. Il suffit de multiplier sucessivement chacune des
équations (8) par A, B et C et d'additionner. On obtienl

ainsi
(A% 4 B? 4 C%) V2 = aA? | UB? 4 cC2.
Or les équations (8) jointes & I'équation (4) ne déterminenl
que des quantités proportionnelles & A, B, G; nous pouvons

donc salisfaire & ces équations et par suite aux équations du

mouvement par des valeurs de A, B, C satisfaisant a la rela-
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(6) II = aA® - B> 4 G2 = 1.
On a_alors
1
V= ———-
VA2 L B2 G2

L'interprétation géomdétrique de celle expression est évi-
dente; la vitesse de propagation est inversement propor-
tionnelle ala longueur du rayon vecteur de l'ellipsoide II =1
ayant pour direction celle du déplacement. il en résulte que
I'ellipsoide

aA? + 0B+ cC2 =1
n'est autre que Vellipsoide d’élasticité de Fresnel.

156. Nous terminerons I'étude de la théorie de Fresnel en
faisant remarquer qu’il n'est pas nécessaire de supposer I'éther
incompressible et qu’on peut arriver aux mémes conséquences
d’'une autre maniére. Il suffil de supposer que 'équation de
Iellipsoide de polarisation est d'une forme parliculiére.

Si nous multiplions la premiére des équations (3) par «, la
seconde par f, la troisiéme par y et si nous additionnons, nous
obtenons

V2 (Ax + B8 -+ Cy) = Aas -+ Bbg + Cey — H;

et comme d’aprés la condition (4) le premier membre de cctte

relation est égal a zéro, nous en tirons
H = Aax -+ Bdp + Cey.

Admettons que Véquation de lellipsoide de polarisation
s0it

(T) 1= (aA?4-0B*-cC2) (a2 4v2) —2H (A By Cy) =1,
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olt H a pour valeur l'expression précédente. En portant celte
~ valeur de II dans les équalions (3) du n°® 145 déduites des
équations du mouvement dans un milieu élastique non assu-

jetti a des liaisons, nous obtiendrons

AV? = gA — oH — -—(Am—[—B —+ Cv),

®) B =B — BH — I8 (A 4 By Cy),

OV2 = cC— yH — 38 (Ao + By 4 Cy)3

nous déduirons de ces équalions en les multipliant respec-
tivement par «,8,y el additionnant les produits
V2 (Aa+Bp+Cy)=Aax-+Bop + Coy — (a2 + g2 4-y3 U

—(Aa Bl 53+ B 5+ 170

ou, en remplacant H par sa valeur,

V2(Ae + B -+ Cy) =
(1[1 i fH
(A7 + B@ + CY) < (A + ClB + b ([(_4)

Une solution de celle equauon est
9 Ae + Bf 4+ Cy =0,

équation qui est celle que nous avons déduile de la condition
© = o exprimant l'incompressibilité. Quand celle équation esl
satisfaile, les équations (8) se réduisenl aux équations (5). Nous
relrouvons donc ainsi les équations (4) et (3) obtenues en sup-
posant I'éther incompressible.

Une autre conséquence de 'équation (9) est que la normale
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au plan de I'onde est perpendiculaire aux directions de vibra-
tion satisfaisant aux équations du mouvement. Comme, d’une
maniére générale, ces vibrations ont pour directions les axes
de Vellipsoide de polarisation, le plan de 'onde ¢st un plan
de symétrie de l'ellipsoide de polarisation délerminé par

I'équation (7).
THEORIE DE CAUCHY

157. Plans de symétrie optique dans les cristaux
biréfringents. — Cauchy admet que dans tout milieu aniso-
trope, l'éther qui s’y trouve contenu admet trois plans de
symétrie rectangulaires. La forme extérieure d'un certain
nombre de subslances cristallisées nous montre qu’une telle
symétrie existe pour les molécules matérielles dans les cristaux
appartenant aux sysiémes cubique, hexagonal, rhomboé-
drique, quaternaire ou orthorhombiiue; il est donc rationnel
d'admettre que dans ces subslances la méme symétrie se pré-
sente pour les molécules d’éther. Mais pour les cristaux des
deux derniers systémes cristallins, le systéme clinorhombique
et le sysléme anorlhique, on n'a plus trois plans de symélric
et rien, a priori, ne nous antorise & admellre 'existence de ces
trois plans dans I'éther. Iin réalité, I'expérience montre qu'au
point de vue oplique les cristaux anorthiques et clinorhom-
biques possédent trois plans de symélrie; mais ces plans, au
lieu d’avoir des positions fixes par rapport aux éléments de
symétrie du crislal, ont des directions variables avec la durée
de la vibration, cest-d-dire avec la longueur d’onde de la

lumiére. Si donc nous admeltons, avec Cauchy, I'exislence de

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



240 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIRRE

trois plans de symétrie rectangulaires dans tout milieu aniso-
trope nous devrons toujours supposer la lumiére homogéne ct
nous négligerons ainsi les phénoménes dus & la dispersion,
comme nous 'avons fait dans U'élude de la théorie de Fresnel,
ot les plans principaux de I'ellipsoide d'é¢laslicité n'étaient
autres que les plans de symétrie oplique.

Nous choisirons ces lrois plans de symélric comme plans de
coordonnées. Par raison de symétrie, le premier membre IT de
I'équation de I'ellipsoide de polarisalion ne doit pas changer
quand on y fait o =—aetA=—A,oufp=—petB=—B8,
ou enfin y = — y et G = — C. Il en résulte que IT ne doit

contenir que des termes de la forme suivante,

«?A2, B2A2, y?A2, BYBC,
«?B2?, p2B2, B2, ayAC,
«2C2, B2Ca, 12C2, uBAB,

Le nombre de ces termes élant égal & 12, II pourra conle-
nir 12 coefficients numériques arbitraires et I'équation de l'el-

lipsoide de polarisation sera de la forme

(1) A% Qa2 - p? b vy?) -+ B3 (Nad 4 B2 vy?)

4 G2 (Va2 4 B2 4 v'y?) + 2pByBC -+ 2¢y2CA - 2refAB=1.

158. Conséquences de ’hypothése des forces cen~
trales. — Pour Cauchy toules les forces sont centrélcs; aussi,
dans sa théorie de la double réfraction admet-il implicitement
qu'il en est ainsi. Nous avons fait remarquer (17) que dans

I'hypolhése des forces centrales, le nombre des coelficienls
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numériques de a fonetion W, se trouvail réduit ; nous devous
done nous attendre a avoir dans ce cas un cerlain nombre de
relalions entre les douze coelficienls nummériques de lellip-
soide de polarisalion. Gherchons ces relations.

Dans le premier chapitre de cel ouvreage, nous avons vu

que si les forces sont centrales, on a

. dR 1 o
“2—Efm92+§ /v p {_)PT’
oll,
py = 2(DxDi 4 DyD+ + DzDE),
oo = DE  De? 4 D,
el
A oz _
D"ﬁ(// D +(11/ /+(l‘ Dz,
- ' drl il .
D']_da, D clz/D + ~D“'
dl 1144 dt

DE:de”‘—i_ Dy —|——])g.
Dans le cas d’une onde planc %, 4, £ étant de la forme
= Ael, n = Be“’, {=Ce",
nous aurons
DE:——)\—. ¢? (aDa + Dy -+ yDs).
Dy = 2—;—: Be? (4D - 6Dy -+ yDz),

DL ==

(xDax - BDy 4 ¥Dz);

LA LUMIERE. ' 16
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et par conséquent,

o) = 221),;_«.])5 = ‘—Zl‘ l"ZADJ/ZaDZ
o Sot = (2;;)‘-’ o (x4 0 (Duma)
0} = 22“ [VADx ZCLDJ‘]

Il est facile de constaler que dans py,

’ 2\ 2 .
coef. de «*B% — coef. de 4afAB = <—)\> e*PDa?,

coef. de «2G* — coef. de 42yAC = (2%‘>' D2,

el que dans 3,

2w

coef.dex?B2—coef.de 42 AB=4 (—)\—>-32"(Dm3 Dy2—DaDyD2Dy)

coef.deocﬂG‘Z—coef.de/hyAGzlf<2;\'> ¢®(Dz?D r*—DaDsDaDz)

Dans p3 et p,, la relation
coef. dex?B2 — coef. de 4x8AB = coef. dex2G? — coef. de 4xyAC

est donc satisfaile ; par suite elle T'est dans W, el aussi dans
II. Par permutations circulaires, nous pouvons en déduire
deux autres. Les douze coeflicients humériques dua premier
membre de I'équation de D'ellipsoide de polarisation élant liés
par trois relations, neuf seulement de ces coefficients sont

arbitraires. Les Lrois relations entre les coefficients de 1'équa-
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tion (1) sont:

’ Z_ 7 g

N g =X —3

@) ==y —3
y 1, _P

‘T e 2

159. Vibrations quasi-transversales et vibrations
quasi-longitudinales. — Les vibrationsd'une onde plane se
propageant dans un milien anisotrope devant élre dirigées
suivant les axes de I'ellipsoide de polarisation (14%) il faut,
pour qu’elles soient rigourcusemenl lransversales ou lungitu-~
dinales par rapport au plan de londe, que ce plan soit un des
plans principaux de l'ellipsoide de polarisation. Celte condi-
tion sera réalisée si la normale au plan de l'onde esl un des
axcs de I'ellipsoide, c'est-a-dire’si «, B, y satisfont aux équa-

tions

dll 1 d11 i 111

— BS

AS = d. ~ 9 aB’ ~92dC

1O | ==

Tirant de I'équation (1) de lellipsoide de polarisalion
de Cauchy les valeurs des seconds membres de ces der-
niéres équalions el remplacanl ensuile A par «, B par § et

G par v, nous obtenons aprés réduction

S = du? - it vy gyt
S = Nt b8 vyt rat Ay,
S = 1t - BT 4 vy - pBt gt

Pour que ces équations soient salisfaites quels que soient
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@, §, v, il faut que les coelficients de «2?, B2, y? soicul les
mémes dans les Lrois équations ; on a donc
A=N+r=3-+g,
ptr=p =" +p
vtg=v-4+p=+v.
Or ces relations jointes aux relalions (2) déduites de I'hypo-
these des forces centrales exigent que 'on ait
p=g=r,

et elles deviennent alors,

A — )\' + p’ )\/ :. ‘A”
p=p —p, w ="+ p,
v =y, v=v'—p

Ces derniéres relaiions conduisent aux égalités

rat + pf? A= vy? — po? = No? 4= w2 4 vy? — pf?
— W2 + P'//fiﬂ_) + V”'{g . ng

Il est facile de =’assurer que ce sont la les conditions aux-
quelles conduisenl I'application a 'équation (1) des formules
connucs qui exprimeni qu’un ellipsoide est de révolution
autour d'un axe ayant pour cosinus directeurs o, B, y. Par
conséquent, les vibralions ne peuvent élre rigourcusement
transversales ou longitudinales que si Pellipsoide de polarisa-
tion est de révolution autour de la normale au plan de I'onde.
Une telle conséquence est inadmissible, car les deux ondes

planes & vibrations rectangulaires et transversales qui ré-
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sultent de l'onde plane incidente auraient méme vitesse de
propagalion et la double réfraction ne s'expliquerail pas.

Ainsi les hypothises de Cauchy conduisent & admeltre
qu'une onde plane donne naissance, en e propageant dans un
milieu anisotrope, d trois ondes planes dont les directions de
vibralion ne sont ni normales au plan de 1'onde, ni situdes
dans ce plan. Mais la biréfringence étant trés faible dans toutes
les subslances jouissant de la double réfraction. lvs vibrations
de deux des ondes planes seront quas-transvvrsales el celles
de la troisiéme. quasi-longiludinales.

L’existence de vibralions quasi-transversales n’est pas abso-
lument contraire & nos connaissances sur la direction des
vibrations lumineuses, car si 'expérience nous apprend que
danslair les vibrations doivent étre rigourensement transver-
sales, rien ne nous .prouve qu'il en est ainsi & lintéricur d'un
cristal. Quant au rayon dont les vibrations sonl quasi-longi-
tudinales, Cauchy ne put tout d'abord expliquer poarqooi il
n’avait d’existence réelle; il est probable que s'il avait en
occasion de revenir sur la double réfraction, il eat admis que

ce rayon élait évanescent.

160. Vitesses de propagation des ondes. — La théorie
de Fresnel se trouvanl verifice par les expériences les plus
‘délicates, toute théorie de la double réfraction doit conduire
aux mémes conséquences que celle de Fresnel; en particulivr
on doit arriver aux mémes valeurs pour les vilesses de propa-
galion des ondes réelles. Ges vilesses élant, dans la theorie de
Cauchy, inversement proportionnelles aux axes de U'ellipsoide
de polarisation el, dans celle de Fresnel, aux axes de Pellipse E

d'intersection du plan dePonde avee lellipsoide d'élasticité, il

Document numérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



246 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

faut, pour qu’elles aient une méme valeur, que 'ellipse E se
confonde avec 1'une des sections principales de 1'ellipsoide
de polarisation. Or §'il en était ainsi, le plan de 'onde, qui
contient 'ellipse E, serait un plan principal de 1'ellipsoide
de polarisation de Cauchy, ce qui ne peut avoir lieu, comme
nous venons de le démonlrer. Par conséqueni, les vilesses
théoriques de propagation des ondes ne peuveni avoir les
méntes valeurs dans les deux théories, Mais en assujeltissant,
comme le fait Gauchy, I'ellipsoide de polarisation a passer par
I'ellipse E, les différences entre ces valeurs deviennent de
Pordre des erreurs expérimentales.,

En eflet, soit

ax? 4 by? - c2? =1

I’équation de I'ellipsoide de polarisation de Cauchy rapportéa
ses axes. A cause de la faible biréfringence des cristaux, le plan
de T'onde fait un angle infiniment petit avec 1'un des plans
principaux de cel ellipsoide, par exemple, avec le plan z — o.
En appelant «, @, vy les cosinus direcleurs de la normale au
plan de l'onde, « et § seront des infinimenl petils D’apreés nos
convenlions, l'iniersection de I'ellipsoide par le plan de I'onde
est 'ellipse E. Les inverses des carrés des axes de celte sec-

tion sont donnés par les racines de I'équalion en R,
22 (6—R) (¢c—R)+ p2(c—R) (ea—R) +y?(a—R) (6—R)=0;

en négligeant les carrés de o et de f cette équation se réduit a

la suivante
(a—R)(6—R) =0,

dont les racines @ et & sont précisément les inverses des
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carrés desdeux axes principaux de I'ellipsoide de polarisation
situés dans le plan s = o. Par conséquent, ces axes ne dif-
ferent de ceux de l'ellipse E que par des infiniment petits
du second ordre; il en sera de méme de|lears inverses el par

suite des valeurs des vitesses de propagation.

161. Equation de lellipsoide de polarisation de
Cauchy. — En résumé, Cauchy admet I'existence de trois
plans de symétrie oplique, suppose les forces cenirales et
assujettit son ellipsoide de polarisalion & passer par I'ellipse
d’intersection du plan de l'onde el de l'ellipsoide d’élasticilé
de Fresnel. Celle derniére hypothése permet de trouver faci-
lement I'équation de Pellipsoide de polarisation.

L’équation de T'ellipsoide d’¢lasticité étant
aA? 4 bB* - cC2 =1,
celle du plan de 'onde
aA + BB 4 v = 0,

I'équation de 'ellipsoide passant par I'interscction de ces deux

surfaces est de la forme

1= (@A? + 0B? - ¢C) 4 (2A + BB 10)(o, A+, B4y, C)=1.

Cette équation sera homogene et gu second degré par rapporl

a a, B, v et par rapport & A, B, G, en I'écrivant

I = (aA? + 5C? 4 cC%) (22 4 82 + 1)
+ (@A 4 BB+ 10) [z + BB+ 7,0 =1,

et en admettant que «,, Py, 74 sont des fonclions linéaires et

homogénes de «, {, y. Les plans de coordonnées étant les
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plans de symétric optique, I'équation précédente ne doit
pas changer, quand on change simullanément les signes de
o« el de A, ou de § et B, ou enfin de y et C. Les fonctlions

linéaires 2, 8, y, doivenl donc se réduire &
% = H% B =08, Yi = av;

en portant ces valeurs dans I'équation de I'ellipsoide de pola-

risation, elle devient

(1) 1= (a2 4 -+ ) (aA? - BB 4 o0 +
+ (1A + BB + 1) (a,e - &,BB + ¢,yQ) =1.

Si nous admettons maintenanl que les forces sont centrales
nous aurons entre les coefficients de celte équation, trois

relations dont la premiére est
coef de «®B? — coef de 4xBAB = coel dex2C? — coefde dayAC;
elle donne:
b —d (e 0)=c—Aa, + ).
Les deux autres conduisent a

e — 40+ ) =a— 4 + a),
a— A4, +a)=b— 4, +0,).

Ces trois derniéres relations peuvent d’ailleurs s'écrire
a—da, = b— &b, = ¢ — e,

Tellessont les conditions introduites par l'hypothése des forces

centrales; il serail facile de montrer que, quand elles sont
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remplies, le plan de l'onde n’est pas un plan de symétrie de
'ellipsoide.

162. Si nous abandonnons I'hypothése des forces centrales,
le plan de l'onde pourra devenir un plan de symétric de l'el-
lipsoide de polarisation. Il faut pour cela que la perpendicu-
laire au plan de I'onde soit un axe principal, ¢'est-a-dire que
@, B, y, satisfassent aux équations des directions principales
de T'ellipsoide (1) du paragraphe précédent. La premiére de
ces équations est

dIl N

AS = ¢ 5= = al (4B + ;.1) % (@, 2A+0,6B4-¢,vC)

[
b

5 @y (sA + BB 4 10);

en y remplacant A, B, C par «, 8, v elle donne, aprés sim-

plification,
s=(a+9) @)+ s Hop+ ar).
Les deux autres équations conduiraient a
S=(2+3) 6+ 8+ 1) g (aa+ 08 + o)
8=(c45) &+ g e 58 o).

Pour que ces trois derniéres équations se réduisent a une,

il faut et il suffit que I'on ait

a b ¢
Hg=stgeety
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Iin particulier, si on a

b ¢
: & o G
(2) a—[—.2_b+2_c—}—2_0,

le plan de I'onde sera un plan principal de l'ellipsoide de po-
larisalion et les vibrations seronl rigoureusement iransver-
sales et longitudinales. Les vitesses de propagation des ondes
dont les vibrations sont transversales sont inversement pro-
portionnelles aux axes de I'ellipse d'intersection; celle de
T'onde dont les vibrations sont longitudinales est proportion
nelle & T'inverse de I'axe normal & I'onde, c'est-a-dire ala

racine carrée de

S:(c-l—%)(a?-}—pﬂ_*_.(2)_}_%(%&2_1_54[52+c|_{2);

quantité qui, par suite des relations (2}, se réduit &

S = § (o + 4,8 + o)

Or, puisque a, &, ¢ sont positifs, il résulte des relations (2) que
a,, by, ¢, sont négatifs ; S sera négatif, la vitesse de propaga-
tion des vibralions longitudinales est imaginaire, el le rayon
longitudinal évanescent.

On retrouve donc ainsi trés facilement toules les consé-

quences de la théorie de Fresnel.

THEORIE DE NEUMANN

163. Hypothéses de Neumann. — Les hypothéses par-
liculiéres a ceite théorie trouvée presque simultanément par

Lamé, Neumann et Mac-Cullagh sont les suivantes :
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.
1° Le plan de I'onde est un plan de symétrie de I'ellipsoide
de polarisation.

2° La vitesse de propagalion du rayon longitudinal est
nulle.

Il résulte de ces hypothéses que l'ellipsoide de polarisation
se réduit & un cylindre dont les généralrices sont perpendicu-
laires au plan de l'onde. Si nous désignons par A’, B, C' les
quantités proporlionnelles aux cosinus direcleurs de la vibra-
tion que nous désigui.ons par A, B, C dans les théories précé-
dentes, et si nous continuons & appeler «, §, y les cosinus
directeurs de la normale au plan de l'onde, le premier membre
IT de I'équalion de I'ellipsvide de polarisation sera une fonction
homogéne du second degré par rapport & A’, B’, €’ et par
rappart & «, B, y. Cet ellipsoide se réduira & un cylindre &
génératrices normales au plan de 'onde si les ¢quations

dII dil dIl
(1) ZK! = 07 d'_B" = 07 dc’

=0,

qui expriment que I'un des axes de I'ellipsoide est nul, sont

satisfaites pour A’ = o, B' — 8, C'=1y.

164. Equation du cylindre de polarisation. — Si nous

posons
A =GB — By,
2 B = A"y — Ca,
G=DBa«—ASp,

le premier membre de I'équation
(3) I = aA? 4 bB? 4- cC? + 2dBC + 2eCA -+ 2rAB=1,

sera homogéne, et du second degré par rapport & A, B', G'et
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par rapport & «, B, v; nous allons démontrer que c'est I'éua-
tion du cylindre de polarisation de Neumann.

Nous allons d'abord faire voir que si le polyndme IT est. de
cette forme, les équations (l)-sont satisfaites quand on y rém-

place A’, B, C' par «, B, y. On aen effet

S

1 dn dA < 'B
éaﬁﬂm+w+mmer+%+Mﬁﬁ

+(eC 4 dB 4 eA) T

Or, si dans les relations (2) onfait A" =«, B"= 8,0’ =y, on
lrouve A = B = G = 0; par conséquenl, quand on fera cette
subslitution dans I'équation précédenle, les coefficients des

dérivées qui entrent dans le second membre seront nuls et on

aura c%?’ = 0. On démontrerail d'une maniére analogue que les

deux derniéres des équations (1) sont égalemtnt salisfaites.
L'équati:)n (3) représente donc bien un cylindre dont les gé-
nératrices sont paralléles a la direction «, §, y.

Pour compléter la démonstration il faut démontrer que
réciproquement, si IT =1 est I'équation d’un cylindre dontles
génératrices sont normales au plan de I'onde, cette équation
peut se meltre sous la forme (3), A, B, C étant définis parles
relations (2). Nous laisserons au lecteur le soifl de démontrer
cette réciproque.

Nous pouvons prendre les axes de coordonnées de maniere
4 faire disparaitre les termes reclangles deI'équation (3) qui

alors se réduit a
4) I = aA? 4 B2 | cC? = 1.

Les nouveaux axes de coordonnées sont alors les plans de
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symétrieoptique du milien. En effel, silon sereporte aux équa-
lions (2), onvoit que le changement deA’en—A"efdexen — 4
ne change pas la valeur de A et ne fait que changer les éignes
de B et de G; ces quantilés n'enirant dans II que par Jeurs
carrés, ce polynome conservera la méme valeur quand on
changera les signes de A’ el de «, el par suile, le plan des yz
est un plan de symétrie optique. Un raisonnemenl analogue
montrerait (que les deux auntres plans de coordonnées sont éga-
lement des plans de symétrie optique. Ce sont done les mémes

que ceux que nous avons pris dans la théoric de Fresnel et
celle de Gauchy.

165. Propagation d’'une onde plane. — Les équations
de condition qui donnent les directions de vibralion et les vi-

tesses de propagation d’une onde plane sont ici

1 dll 1 /dII dA dIl dB dll dG
ryy —2 4Ll felaen a1 aB ) a1 g,
AV = 2dA" T 2 <(ZA dA’ + dB dA’ + dC dA'>
ou A'V? = oyB — cfC,
et BV2 = cal — avyA,

C'V? = aBA — baB.

Ces trois équations peuvent étre remplacées par un systeme
de trois autres ne contenant plus A’, B, C". Pour cela multi-
plions la troisiéme par B, la seconde par y et retranchons ce

dernier produit du premier; nous obtiendrons
(G — B'y) V* = aA (8 + v%) — = (3B — ¢1C),

et en remplacant C'p — B’y par A, puis ajoutant I'identité

0 = aAz? — a {acA),

Document numérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



254 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

nous aurons
AV2 = aA (2 4 p? + v3)— o (aeA -+ LB + cyC).
Si nous posons |
H = acA 4 8B + ¢yC,

I'équation précédente et les deux qui s’en déduvisent par per-

mutalion deviennent

AV? = gA — oH,
BV =B — {31‘1,
CV? = cC — yH.

Ce sont les équations que nous avons déja {rouvées (154)en
exposant la théorie de Fresnel ; elles nous montrent donc gue
les quantités A, B, C sont proportionnelles aux cosinus direc-
teurs de la vibration de Fresnel, ét qu’en outre les vitesses
de propagation ont les mémes valeurs dans les deux théories.

Dans ces deux théories les vibrations ont lieu dans le
plan de 1'6nde; il est facile de voir gu’elles sont rectangu-
laires. En effet si nous muiliplions les relalions (2) successi-

vement par A', B, €, et si nons additionnons, nous obtenons
AA'4-BB'4-CC'=A'C'B —A'B'y+A'B'y—B'C'a+B'Ca—A'C'p=0.

La théorie de Neumann ne différe donc de celle de Fresnel
qu'en ce que la vibration au. lieu d’étre normale au plan de
polarisation est paralléle 4 ce plan ; par suite {outes deux ren-
droni également bien compte des faits expérimentaux puisque
I'expérience ne peut indiquer si la vibration est parall¢le ou

normale au plan de polarisation,
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166. Equations de Lamé. — Les équations du mou-
vement d’une molécule d’une onde plane dans un milieu élas-
tique satisfaisant aux hypothéses de Neumann peuvent étre
mises sous une forme intéressante en introduisant les quan-

lités u, v, w définies par les relations

_ & dy
u—dy—dz’
&

“dz di
_dy dt
Y= de T dy

Ces quanlités, quand on y remplace £, =, { par les valeurs

E — Alep, 7] — B/ep, t. —_ Gleb’

deviennent
u= T gr (C'8—BY) = 2 Ae¥s
(8) 2T Ay — C) = 2;3 Be?s
w = ..._;\n e’ (B'u—A'B) = ‘;ﬁ CeP

ar 9pn 2
i (ﬂ‘> NS

de? A
dz'r]_ 2\ 2 PRIV,
d

: _— .QL'REFIXZ.
dﬁ"()\)em
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Or, la premiére des équations de condilion trouvées dans le

paragraphe précédent donne, quand on mulliplie ses deux

27\ 2
membres par T) o)

?.Z"rrgp,z_ 2im\?, P D\ 2 P
<l>eAV _<)‘>LyBe —(l)cpce’

et il est facile de voir, en calculant les dérivées partielles de

u, v, w par rapport & @, y. z, que cetle équation peut s’écrire

PArye — g &0 __ G0,
eAV_.bdz cdy

<%1_1: 2 dv dw
by
Il résulte de ces transformalions et des transformalions
analogues que I’on pourrait effectuer sur les seconds membres
des équations (6) que ces équations se réduisent a
ar% __ ., dv dw

— C 5~

det 'z dy

d?n __ dw du
(7) , az — Cdz %4z

B du_,
dtﬁ_ady— dx

Ces équalions seront salisfaites pour les déplacements £, 7, ¢
des molécules d’une onde plane vibrant suivant les hypo-
théses de Neumann. Gest sous celle forme que les équalions
du mouvement de cex molécules ont été trouvées par Lamé.

Remarquons que, d’aprés les équalions (8), u, v, w sont les
composantes du déplacement d’'une molécule d'une onde plane
dans la théorie de Fresnel quand , =, ¢, satisfaisant avux équa-

tions (7), sont les valeurs des composantes du déplacement
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dans la théorie de Neumann. De la résulte une méthode com-
mode pour trouver les équations du mouvement d’une molé-
culedans la théorie de Fresnel. En effet, si de la dérivée par
rapport & y de la (roisieme des équalions (7) nous retran-
chons la dérivée par rapport & z de la seconde, nous obte-

nons

d d* d d*q d?u p d?v 20

@ 5 — b —r — c——l—adiu-
dy di2  dz der” T dy dardy dawdz dz?

ou

d (df dy\_ [(d*u | dPu, d*u d?u &) d*w
de? <(ly— (lz> '_a<d.1;'3 + dy* +dz2>_a dw? b daxly ¢ Qaelz
ou encore

du d?u d*v d*w

aa — abu—a dz* "~ dady T Az

On trouverait par une marche analogue deux autres équa-
tions qui, avec la précédente, détlermineraient les valeurs de
u, v, w pour une molécule d’une onde plane. La substitution
de u = Ae?, v — BeP?, w = Ce" dans ces équations doit évi-
demment conduire aux équations que nous avons déduites des
hypothéses de Fresnel (154) et que nous avons retrouvées

précédemment (165); c'est ce dont il esl facile de s'assurer.

THEORIE DE M. SARBAU

16%7. Equations du mouvement. — M. Sarrau prend
pour bases de sa théorie les mémes hypothéses queBriot dans

sa théorie de la dispersion, hypothéses que nous avons déja

LA LUMIERE. 17
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énoncées dans le chapitre précédent (140). Dans celte théorie

les équalions du mouvement sont

%, do
7 R

%y dae

(1) g Ty
dax de

Par— AL— dz

ou p est une fonclion périodique des coordonnées qui, déve-

loppée en série irigonométrique, peutl s'écrire :

P :ERsin (ax 4 by -+ ez 4 d),

La valeur moyenne de tous les termes de celle série étant
nulle, saufcelle du terme ot l'on a ¢ =4 = ¢ = o, la valeur
moyenne de ¢ est égale & R sind. A cause de cette périodicite
imposée a la densité la résolution des équalions du mouvement
nécessite des calculs pénibles et, malgré les simplifications in-
troduites pai‘ M. Potier, ils sont encore longs,

168. Propagation d’une onde plane. — Si nous po-

sons,
(2) §=Le", v =Me,, {=Ne,

o P = ﬂz—;\-r(zw =+ By + vz — V¢,

,B,y et X étant des conslantes, ces quantilés représenteront les

composantes du déplacement d'une molécule d’une onde plane

w4+ By 4+ y2 =0

En choisissant une unité de longueur trés petite, de 'ordre
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des distances qui séparent les molécules, X sera exprimé par
. . 2n ,
un nombre trés grand et par conséquent 5.7 que nous dé-

signerons par u, sera une quantité trés petite, Nous pourrons
donc dans les calculs négliger les termes contenant u” en fac-
teur, la valeur de 'exposant x variant avec le but que I'on se
propose. En conservant les termes du premier degré on trouve
I'explication de la polarisation rotatoire et nous avons montré
qu’en conservant ceux du second degré on explique le phé-
noméne de Ja dispersion. Dans la théorie de la double réfrac-
tion on peut négliger toutes les puissances de p.. Cherchons ce
que donnent dans cette hypolhése, les équations (1) quand on
v remplace Z, 4 et par leurs valeurs (2) en admettant,
puisque z est une fonction périodique des coordonnées, que

L, M, N sont également des fonclions périvdiques.
Nous obtiendrons pour ©,

o dq r/M aN | . .
0 = Tt ot e [ AP i L il |

et si, pour simplifier, nous pusons :

, dl aN_ dN_
(3) rl_w+(11/+(1~_
(3. AL+ B 4N =0,

nous aurons
& = e" (T + Q).

De cette derni¢re expression nous tirons,

d.x

LL-).: e? -ii—T i (1 F-—[—(/Q‘)—y.ﬂz()]-
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e d?t
Le calcul de la dérivée seconde T donne

22 3, L
¢ ~—e <d —I—..tua[—l—Nu oL’L>

da? dac?

par conséquent nous aurons pour A,

A = ep<AL + 22}1.%-5;”_;)1

en posant

dL dL dM (N
T =% T8 Zy +v -

dz
d?
Enfin nous trouverons pour — ey
2
gt—g = — H2V2L€P‘.

d d?
En portant ces valeurs de © AE, ltf dans la premiére des

équations (1) cette équation devient :

- dT |, . dL d )
(3) ——{.1.2V29L:AL—3-0-0—|—111~< P —CTQ>—U. (L—a0).

Si on néglige les termes qui contiennent en facteur les

puissances de p., cette équation se réduit &

dT
(6) AL — do = 0.
169. On peut metire ceile équalion et les deux qu'on
déduirait de la méme maniére des deux derniéres équalions du

mouvement sons une autre forme en introduisant les quan-
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tités I, e, n définies par les relations suivantes

{ AN dM

= z‘[‘g—/_d_”;,

dL  adN

M | = o T ds
_an

“da dy

En effet si nous développuns I'éqnation (6), clle devient :

d?L , d?L |, 3L d2L  *M >N
da? + dy? + dz? ~ dx®  dwdy  deds 0,
2L M 4L dN

ou W T dady " dz? T dxdz

Mise sous cette forme, il est facile de voir que celte équa-

tion n’est autre que la suivante

dn am
—_— e — = 0.
dy + i

Par conséquent les trois équations du mouvemenl nous
donneront le groupe d’'équations

dn dm

— — — =0
dy  dz 0,
dl dn
(11 ‘ = ds 0,
.@ 1[_ _ 0
doe  dy — 7

donl chacune eslt formée avec {, m, n, de la méme manirre

que ces quantités sont formées avec L, M, N.
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De I'équation (5) nons pouvons tirer une relalion entre les
valeurs moyennes des quanlilés qui y enirent. L, M et N étant
des fonclions périodiques, et la valeur moyenne de la dérivée

d’une fonction périodique étant nulle, nous aurons
V2 L], = [L — «Q],,

les quantités affeciées d’un indice O représentant les valears
moyennes de ces quantités. En remplacant Q par sa valeur (4)
et en écrivant immédiatement les deux équations analogues
a Ja précédenle qui s'en déduisent par permutation, on ob-

tient un nouveau groupe de relations :

‘ V2 [pL), =L, —a (ol + BM, + vN,)
(1) ¢ v [PM]O =M, — B (2l -+ M, —l_ Nqg)
V2 [N, :._N() — 1 (2L, + BM, 4+ vN,)

Enfin les équations (1) dumouvement nous donnent une der-
niére relation. Nous en tirons en dérivanl respeclivement
chacune d’elles par rapport & z, y, 2 et additionnant

2 2
c;lw e jtf + (Z/ Ccll;] + c; gﬁc - (da, + Zg‘; + 0&)
2o d*e dPw
Tda? T dyt T de?

ou, puisque le second membre est identiquement nul

& A% 4 dn, d

dnfae TayPae Tztae =
Or, pour les valeurs de &, m, § définies par les relalions (2),
on a

d%

P i p2V2Le? ;
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par conséquent 'identité précédentle peut s'cerire

d

d d .
P LAY N NP —
LeP 4 & sMe® | o sNet = 0,

-5 %
do 'l

ou

d d d
Pl — ¢L - — cN ‘use’ (xl, 4 ¢ +N = 0.
e (d.z; L+ M g ‘1\>+,he (2L, 4 BM 4 4N = 0
Si, comme nous 'avons dit, nous négligeons les termes con-

tenant w, nous aurons simplement

; 4ot gL N
(Iv) Lt AN =0

Nous avons done pour déterminer V, les fonctions L, M, N
et les valeurs moyennes de ces fonclions, les trois groupes
d'équations (I) (II) (I} et I'identité (IV). Au premier abord le
probleme semble indélerminé, puisque la fonclion ¢ est in-
connue. Nous verrons cependant qu'il peut étre résolu si on
ne cherche que les quanlités susceptibles d'une mesure expc-
rimentale; mais auparavanl nous allons établir deux pro-
priétés des fonctions périodiques qui nous permeltront de de-
montrer la périodicité des quantilés I, m, n, el de délermi-
ner les valeurs de ces quanlités.

170. Propriétés des fonctions périodiques. — 1° Si
u et v sonl deux fonctions périodiques de =, on a la relation

suivante entre les valeurs moyennes

dz |,~ dsz |,
En effel, le produit «v de deux fonctions ‘périodiques est

une fonction périodique; par conséquent, la valeur moyenne
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de la dérivée de ce produit sera nulle. On a done

dv du
L =0
[ua’z_l_bdz o v,

dv du
[u d_z]0+ [v dz]o— 0

puisque la valeur moyenne d'une somme est égale ala somme

ou

des valeurs moyennes des parlies qu'i la composent.
2° Si p et ¢ sont deux fonctions périodiques de «, y, z, sa-

tisfaisant a

d dcp

dq’*'dﬂd/ Glas ="

la fonction ¢ doit se réduire & une constante.

En effet, d’aprés la propriété précédente ou a

— dy do do
[? dz ° da;] [P dx dx_]

et par conséquent

[‘P dmpdm_l—dz/('di/_i—:[lz :fz)]—
== (@+ @+ @)

Mais par suite de notre hypothese, le premier membre de cetle

égalilé est égala O et on a

[+ () ()" + ()] ~o
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Si ¢ est posilif, la quantité enire crochets est le produit de
deux quantités positives et sa valeur moyenne doil étre po-
sitive ; elle ne peul donc étre nulle comme exige 1'égalité

précédente, que si

de\?, (dg\? dg\? _
&)+ (@) + @) =
ce qui exige que chacun des termes soil nul, c'est-a-dire,

dy _dy _dy _
dz~ dy  dz

Or, celte suite d’égalités n’est vérifiée que si ¢ est une cons-
tante.

Remarquons que si on fail ; = 1 dans la relalion qui,
par hypothése, lie les fonctions ¢ el 9, cette relation devienl
Ag = 0. Par conséquent, si une fonclion périodique y est telle

que l'on ail A¢ = 0, celte fonction se réduit & une constante.

171. Valeurs des quantités 1, m, n. — Le groupe

d’équations (II) exprime que
ldz -+ mdy + ndz

est une différentielle exacte. 8i nous désignons par ¢ la fone-

tion dont cette quantité est la différenticlle, nous aurons

;4o ] a2
“dw’ "=y =iz

En dérivant la premiére des équations du groupe (I) par

rapport & i, la seconde, par rapport a y, et la troisiéme, par
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rapport & 7, puis additionnant, nous obliendrons

dl dm |, dn

iz
ou, en remplacant /, m, n par les expressions précédentes,

Py A
dz? dy? T dz2 a¢ = 0.

Montrons que ¢ est une fonction périodique. L, M, N étant,
par hypothése, des fonctions périodiques, {, m, n seront,
d’aprés les équations () des fonclions périodiques ayanl pour
valeur moyenne zéro; par conséquent, les dérivées partielles

de la fonclion ¢ seront de la forme
. Ol . \ .
:i% :Z‘ Asin (az - éy +- c::—{— d) :L A sint,

99 NV Biin (aw - by -+ o5 4 &) = Bsi
ay —Z Bsin (a2 4 by + ¢z 4 d) _2‘ Bsino,

B _ ¥ Gsin (g ; _ -
g _Z Csin (ax 4 by + cz ) _Z Csinf.
En dérivant la premiére de ces égalitds par rapporta yet la
seconde par rapport & z, nous obtenons deux cxpressions de
2 -

oo @ . . .
la méme quantité ﬁl‘f‘—y; ces deux expressions doivent étre

identiques. On a donc identiquement

EAL cos 0 = EBa cos 9,

et par conséquent,

‘Ab = Ba.
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On obliendrail d'une mani¢re analogue

Ac = Ga;
nous avons donc
A B
===

et par sqite,
dop :ED (adx + bdy + cds) sin § = El) sin 0eld.
in intégranl nous aurons
g = — Y\ D cos 0 4-C'°

¢ esl donc une fonction périodique, et puisqu’elle satisfait &
A¢ =0, elle doit, d'aprés la propriété des fonclions pério-
diques précédemment démontrée, seréduire & une conslante. Il
en résulle que /, m, = qui sont les dérivées partielles de g ont

pour valeur 0.

172. Recherche des quantités L, M, N. — Puisque les
guantilés {, m, n sont nulles, le groupe d'équations (I) novs

donne les relations

aN _ dM _ dL N aM  dL

dy  dz Az da dz  dy
qui expriment que
Ldx 4 Mdy 4 Ndz

est une différenticlle exacte. En désignant par ¢ la fonction
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dont cette quantilé est la différentielle exacte, nous aurons
(1) Ldx 4 Mdy - Ndz = dy,

équation qui peut remplacer les groupes (1) et /I). Si I'on con-
naissait cette fonction ¢ on en déduirait immédialement les
valeurs de L, M, N, qui sont les dérivées partielles de 4 par
rapport 4 @, y, z. Nous allons monlrer que, pour des valeurs
données des valeurs moyennes Ly, M, N, de L, M, N, il exisle
une fonction ¢ salisfaisant anx conditions impusvées par les hy-
pothéses de M. Sarrau et qu'il n'en exisle qu'une en négli-
geant la constante d'intégralion.

Remarquons que L;, M, N, étant des constantes,
Lyda + Mydy + Nydz,
est une diflérentielle exacte. Par conséquent on a
(2) (L—Ly)dw+4 (M —M}dy 4+ (N — N;) ds =dy,

dy représentant la diffiérentielle d'une cerlaine fonction 4 qui
doit étre périodique. En effetl, les dérivées partielles L — L,
M — M, N — N, de cetle fonction sont des fonctions pério-
diques puisque, par hypothése, L, M, N sont périodigues ; de
plus la valear moyenne de chacune de ces dérivées est évi-
demment nulle. La fonetion y doit done étre périodique.

L'intégration des équaltions (1) el (2) donne

¥ = Lox + My + Noz + ;

relation qui nous montre que, si & des valeurs données de
Lg» My, Ny correspondent plusieurs fonctions ¢, ces fonctions

ne peuvent différer entre elles que par la parlie périodique y.
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Par conséquent, pour démontrer qu’il ne peuat exister qu'une
fonction ¢ il nous suffit de démontrer qu’il ne peut y avoir
qu'une seule fonction périodique 7.

Pour cette démonstration considérons 1'équation (IV). En

ody .
y remplacant L, M, N par 22’ :—151 %fa elle devient :

(3) %P%‘}‘%P%‘}‘%?%:“

Si nous admettons qu'il existe deux fonclions J, et 4, =atis-
faisant a cette équation, la différence 4, — 4, devra également
y satisfaire. Or cetie différence est unc fonction périodique
égale, d'aprés ce qui précede, ala dilférencey, — 7, desparties
périodiques des fonctions 4, etd, ; elle doil donc se réduire &
une constanle. Par conséquent les deux fonctions 4, et 4, ne
different que par une constante.

173. Montrons qu’il existe une fonctlion & satisfaisant &
la relation (3).

Considérons la fonclion

(L2 4 M3 N2).

Sa valeur moyenne est essenliellement positive puisque ¢ est
une quantité positive et Ie second facteur une somme de
carrés. En oulre elle ne peut devenir nulle, car il fandrait que
loneit L=M = N =0, ce qui est impossible puisque les
valeurs moyennes L,, M,, Ny qui sont données ne sont pas
nulles en général. Celte valeur moyenne doit done passer par
un minimum auquel correspond une certaine valeur de la
fonetion ;. Si nous donnons & y un aceroissement gy les

accroissemenls 3L, 3M, 3N de L, M, N satisfont en vertu des
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propriélés des minimums & la relation

(4) [p (L3L - MsM - NBN)] =0
1)
Or, la valeur de ¢

Y= L(.)'” + Myy 4 Noz 44,
donne :
8'.!/ e SZ.

Par conséquent on aura

d I d N
SL_(—[._,USL» OM_CIyB'I" 8N =

et par suite.

[pon ] =[er o]
[pMOMJ —,:pM Zy 0/_J0

[ o], <[z

En additionnant ces relations membre & membre on oblient

une égalité dont le premier membre est nul d'aprés la rela-

tion (4) ; on adonc

(s, g o vz = o

Si nous transformons chacun des termes de cette égalité en

nous appuyant sur la propriété des fonctions périodiques dé-
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montrée précédemment (170}, nous obtiendrons

. d d I d ,>
[egoer ]+ gyon), oz x| =0

Cette égalilé devant élre satisfaite quelle que soit la valeur

dnnnée a 3y, on doit avoir

- 7 d
3) il oy

ly f

M4 L oN=o.

{/z' ;

Il existe donc une fonction y el par suite, une fonction 4,
telles que les valeurs de L, M, N, qui s'en déduisent satisfonl a
I'équation précédente.

1l est facile de démontrer que si
pour Ly=1, M,=N,=0 ona =1,
My=1, L,=N,=0 b=y,
Ne=1, My=L,=0 b= 4y,

la forme la plus générale de la fonction { sera

Y = Lypy + Moy + Notbs-

En effet, puisque ,, 4,, ¥, salisfont a I'équation (5), la
fonction & doit y satisfaire également. De plus les valeurs
moyennes des dérivées parlielles de 4 sonl bien égales a

Ly, M, N,. car on a

][] 0[] [

dx
puisque par hypothése

[4] -

oy, ] A(l'b.,
52— Ll —o.
.d'”Jo 0 IA d'”]o
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On verrail de la méme maniére que les valeurs moyennes des
dérivées partielles par rapport a y et & z sont respectivement
M, et N,.

174. Valeurs des vitesses de propagation. — La re-
lation.

Y= Lz 4 My 4+ Nz 4+

nous montre que ¢ dépend linéairement de L,, My, N, ; par
suite il en sera de méme des dérivées partielles, L, M, N, de
cette fonction, La fonction p (L? 4 M2 - N2?) et sa valeur
moyenne seront done des fonctions homogénes du second de-
gré de Ly, M,, N,. Par un choix convenable des axes de coor-
données, que jusqu'ici nous avons laissés arbitraires, nous
pourrons faire disparailre les termes reclangles de la valeur

moyenne et nous anrons
L3 | M3 N§
=0 —0 - L2 M2 N2
P = e |
Si nous donnons & L, un accroissement 3L, il en résul-

. . 2L,3L
tera un accroissement —“a~“ de la valeur moyennc de

¢ (L2 -+ M2 N2), Or, cet accroissement a également pour
valeur

2 I:p(LBL--]- MaM +- NaN)J ;
0
comme on a
5 = 3 + adL,.

d
L = = 3 - 3L,

o & o

OMﬁdys/"
a .

SN_C_(Z'O/"
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la derniére expression de I'accroissement de la valeur movenne

de p (L2 4 M2 4 N2) devient
2| gL3L, | + 2 p<L(—]3 +Mia~+N(—18~ .
' o, dz °* dy % d= %) |,
Le second terme de cette somme est nol puisque la rela-

tion (3) doit étre satisfaile. Par conséquent, en dgalant Ies

deux valeurs de I'accroissement, on obtient

d’ou

On aurait pour les valeurs moyennes de ¢M et de ¢N les
quantités %‘, lc" En portant ces quantités dans les équations

du groupe (III), ces équations deviennant

V2L
_ao = Ly — « (aly + BM, + YN,

(V) X%% = My — § («Ly + BM; + yNy).
V2N,

c Ny — v (alo + 8My + v Ny),

d'oi nous pourrons tirer des quantités proportionnelles a
Lg, My, Ny

Les périodes de L, M, N étani trés courtes, les valeurs
moyennes de ces quantités inlerviendront seules dans les expé-
riences. Donc foul se passera comme si les vibralionsavaient

LA LUMIERE, 18
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une direction constante dont-les cosinus direcleurs seraient
proportionnels & L,, M,;, N,. Nous n’aurons donc, pour la
recherche des conséquences expérimentales de la théorie de
M. Sarrau, qu'd considérer le groupe d’équations qui précéde.

1l est facile de les mettre sous une forme déja connue en
posant
(0) L, = Aa, M, = Bb, N, = Ce,
et
H = Aage -+ B 4 Cey:
nous obtenons alors
VA = aA — oH,
)] V2B = 4B — {H,
V2C = ¢C — yH.

Ce sont les équations que nous avons déduites des hypo-

théses de Fresnel ; elles conduisent & I'équation suivante :

«?

p2 .{2
vi—atv s tv—="

qui donne les vitesses de propagation d'une onde plane,

175. Direction des vibrations d’une onde plane. —
Si A, B, Csont les composantes de la vibration de Fresnel
celles de la vibration de M. Sarrau seront, d'apres les rela-
tions (6),

Aa, Bb, Ce,

Désignons les composantes de la vibration de Neumann par
A’,B,C’; nous savons qu'il exisle entre A, B, G, A’, B,C,u, By
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les trois relations
A« 4~ Bf 4 Cy =0,
A’ 4- BB - Cy =0,
AA'-4 BB 4 CC' = 0.

Les deux premiéres expriment que les vibrations de Fresnel
etde Nevmann sont dans le plan de I'onde, la troisiéme que ces
deux vibrations sont rectangulaires. Elles vont nous permettre
de trouver la direction de la vibration d'aprés M. Sarrau.

Multiplionsles équations {VI) par A’, B', G’ et additionnons;

Nnous aurons
V2 YAA = Y aAA’ — HYaA,
équation qui d'apreés les relations précédentes se réduit a
A’Aa |+ B'Bb 4 G'Cc = 0.

Celte derniére relalion montre que la vibration de M. Sarrau
est perpendiculaire a celle de Neumann. Comme en général la
vibration de M. Sarrau ne se confond pas en direction avee
celle de Fresnel puisque dans les corps anisotropes, a, 0, ¢
ont des valeurs différentes, elle n'est pas située dans le
plan de I'onde ; nous verrons bientdt qu'elle est perpendicu-
laire au rayon lumineux. Dansle cas des corps isolropes, a, b, ¢
deviennent égaux et la vibration de M. Sarran ayant alors la
méme direction que celle de Fresnel se trouve dans le plande
'onde.

Les théories de Fresnel, de Neumann, de M. Sarrau condui-
sent donc a la méme équation pour la vilesse de propagation;

elles ne different que parla direction de la vibration. En outre
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dans les milieux isotropes elles donnent pour cette direction
soil celle de l'intersection du plan de polarisation et du plan
de l'onde, soit celle de la pormale au plan de polarisation
contenue dans le plan de I'onde. Les ohservations ne pouvant
étre faites que dansl'air, milien QLli jouit de l'isotrof)ie, I'expé-
rience ne pourra indiquer laqnelle de ces trois théories doit

élre définitivement acceptée.
TUEORIE DE M. BOUSSINESQ

176. Equations du mouvement. — Nous avons, & pro-
pos de la dispersion, exposé les hypothéses particuliéres a
M. Boussinesq et nous avons vu que les équations du mou-
vement d'une molécule d’éther sont :

d2t de a2t
P =M~ g

etles de.ux qui se déduisent de celle-ci ‘par permutation. Dans
ces équations p est la densité de I'éther, p, celle de la matiére
au point considéré ; &, n, {les composantes du déplacement de
la moléculed'éther; &, ny, §,, cellesdu déplacement de la mo-
lécule matérielle. Ces derniéres quantités doivent dépendre du
déplacement et de la vitesse de la molécule d’éther, ¢'est-d-dire
de &, 1, { et de leurs dérivées. Lorsque nous voulions exp.li-
quer la dispersion nous avons di tenir comple de ces
dérivées, mais dans la théorie de la double réfraction on
peut les négliger et considérer &, », {, comme des [onctions
de §, 1, {, seulement. D’ailleurs, comme &, v, { sonl des

quantités trés petiles on peut, avec une approximation trés
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suffisante, prendre pouri,, =,,%,, les termes du premier degré
des développements de ces fonctions par rapporl & %, v, {. Les
composantes du déplacement d'une molécule matérielle seront
alors des fonclions linéaires des composantes du déplacement
de la molécule d’éther et pour un systéme d’axes de coordon-

nées convenablement choisi on aura
E| = kg, ny = /l'"'l' C( =&

En substituant ces valeurs dans les équations du mouve-

ment nous obtiendrons

PE ad
(s +P‘)hd_t'-’_ =b8r—or

et deux équations analogues. Si nous posons

YR

' 1 1
ptph=2  etpk=3 etal=

elles deviendront

1 —Ar__ %2
ad® AL — dz’
1 d d®
(1) b de? —Aq_a’y’
1 dx do
¢ dt? AL — dz

177. Propagation d’une onde plane. — Soicnt §, 0, ¢
les composantés des vibralions d'une onde plane; nous

pouvons poser

(9) ¢ = Lue", 0 = M(,e", { = NOBP.
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Si nous calculons quelles sont alors les valeurs des quan-

Aités qui entrent dans les équations (1) nous trouvons

a2k 4r?

an = 75 Ve
dt 2w »
aw — T ke’
a2 4m2

dmi = o %Lt

d’ol nous déduisons

9
0 = 'i)" e” (aLiy 4~ BM, - yN,),

dae 4?2

e = — e ¢ (el 4 BM, 4-yN;).
et
An?
Ak = )\—2 L, P
a2 de .
En portant ces valeurs de 2 dn’ A% dans la premiére

des équations du mouvement (1), nous obtiendrons une
nouvelle équation & laquelle nous joindrons les deux qui

s'en déduisent et nous aurons

3

VaL,, = Ly — « (aLy 4 BM, 4+ yN,),

VM

T“: M,— 8 (“Lo + M, + No),
R )

Van = No — v (aLy + BM, + yNo).
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Ces équations sont précisément celles que noas avons déduites
des hypothéses de M. Sarrau {175) ; la théorie de M. Boussi-
nesq doit donc conduire aux mémes conséquences que celle

de M. Sarrau.

178. Relations entre les composantes des vibrations

de Fresnel, de Neumann, de M. Sarrau. — On peut
donrner aux équations (1) du mouvement une autre forme en
posant
_ % dy
T dy dz
dt di
{0 Y= p i
_dn
L= dw  dy
et
A
dy dz
dX dZ
(I V= —
w—3Y_ 9%
T dxr dy

La substitution dans u, », 20 des valeurs de X, Y, Z données

par le groupe (I) conduit &

do

dz

u:—AE—I—

et deux égalités analogues ; par conséquent les équations (I)
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deviennent

2% _
de2

() Ca )

Nous allons montrer que &, v, § étant les composantes de la
vibration de M. Sarrau, X, Y, Z sont proportionnels & celles
de la vibration de Neumann et %, v, w & celles de la vibration
de Fresnel.

Si dans X, Y, Z nous remplacons les derivées partielles de
£, m, { par leurs valeurs tirées des relations (2), nous obtenons
pour l'une de ces quantités X,

X = 27 N, — M,

et si nous posons,

A" = BNy, — yM,,
(3) B’ = yL, — «N,,
C' = «M; — BL,,

nous aurons pour X, Y, Z,

%, oy Bmp. %
X_)‘Ae, Y_.\Be, Z_ACe,

c'esl-d-dire que X, Y, Z sont respectivement proportionnels 4

A, B, €. Or des relations précédéntes (3), nous déduisons im-
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médiatement les deux suivantes,

A« + BB+ Cy=o,
A'L, + BM, 4 C'Ny = o.

La premiére exprimant qu'un déplacement ayant pour
composanles A’, B’, G appartient au plan de 'onde, la seconde
que ce déplacement est perpendiculaire & la vibration de
M. Sarrau, A’, B, C' doivent d’aprés ce que nous savons sur
les directions des vibrations de Neumann et de M. Sarrau,
étre proportionnels aux composantes de la vibration de Neu-
mann. Il en est également de méme de X, Y, Z.

Considérons maintenant u, », 2. Ces quantités étant formées
avec X, Y, Z comme X, Y, Z le sont avec &, v, §, nous aurons

la valeur de « en remplagant dans la valeur X précédemment

. %m 2r .
trouvée X par u, N, par ~ C’ et M, par 5 B'. Cette substi-

tution donne

2 2

> =— % eP (B0 — yB') = — 4;2 efA,
2 A

v = 4;‘2 (A — o) = — =5 e'B,
2 L2

0= — 22 (B — PA) = — Ty ¢°C,

Ces égalilés montrent que les quantités u, v, 20 sont propor-

tionnelles aux quantités A, B, C définies par les relations
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9

suivantes
A = 0" — B/,
= yA' — o(,
C = aB" — BA".

De ces relalions on déduit facilement

AatBg 4 Cy = o;
AA’ + BB’ + CO' = o.

Si doncA’, B/, C’ sont proportionnels aux cosinus directeurs de
la vibration de Neumann, A, B, C et par suite u, v, w0 seront
proportionnels & ceux de la vibration de Fresnel, ces relations
exprimant, la premiére que la direction A, B, C est dansle
plan de 'onde, la seconde que cette direction est normale a la
vibration de Neumann.

Dans la théorie éleciro-magnétique de la lumiére on re-
trouve les trois groupes d'équations (I), (II), (III) ; dans cetle

df

.. dE dn ,
théorie & a db sont les composantes de la force électro-

motrice, .y, 2 celles de la force magnétique et u, v, w, celles

du déplacement électrique.

179. Changements d’axes de coordonnées. — Les
équations du mouvement dans les diverses théories de la
double réfraction ont été établies en prenant pour axes de
coordonnées des axes particuliers, les axes de symétrie op-
tique du milieu. Les équations du mouvement mises sous la
forme (III) présenient le grand avantage de se préter & un
changement d’axes et de donner facilement les cosinus direc-
teurs de la vibration de M. Sarrau, Les relations qui exislent
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entre les directions des vibrations de Fresnel, de Neumann et
de M. Sarrau étant indépendantes du choix des axes de coor-
données pourvu qu'ils soient rectangulaires, les groupes de re-
lations (I) et (II) permettront tonjours de trouver les cosinus
directeurs des vibrations de Neumann et de Fresnel quand on
connallra les composantes &, 4, { de la vibralion de M. Sar-
rau. Cherchons donc ce que deviennent les équations (III)
‘quand on fait un changement d’axes

Posons

au? 4 bv? 4 cw? = Py, v, w).
Les équations (I1) peuvent alors s’écrire :

vy @E__1dE & MdF & 14
drr— 2du di2 T 2dv’ di? T 2dw
L’équation du plan tangent i I'ellipsoide F =1 au point P de

coordonnées — 2, — v, — w est:

dF dF dF
U%—I—V-d—v—l—W%_—l
et la distance OT (Ag. 19) du centre O de I'ellipsoide & ce plan

est:
1

o\ 2 dF\? dF\?2
V@) + @)+ @)

Si donc on prend sur la droite OT une longueur 08 = (%
les coordonnées du point § seront — @: _dF _dF c'est-

du do  dw
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a-dire le dotble de ==

Fig. 19.

d’édvq ai.
a2’ qr der

Le point S se déduisant du

point P par unc construction géomé-
trique indépendante de la direclion des
(l“ d?q d‘-’C
ar?’ dtz de?
toujours la méme forme quels que

——auront

soient les axes. Les équations (IV) se-

ront toujours vraies, mais F aura pour

expression dans le cas le plus général

F = au® 4+ bo? -+ cw? 4 2dviw - 2ewn - 2fuv.

En développant les seconds termes des équalions (IV), on

obtient alors

],

iR

% A% 8

12

H

— (au + fv + ew),

— (fu + bv 4 dw),

= — (eu 4 dv -+ cw);

ce sont les équations de la double réfraction rapportées a des

axes quelconques.

SURFACE D'ONDE. — PROPAGATION RECTILIGNE DE LA LUMIERE.

180. Surface d'onde. — Si nous supposons l'éther primi-
tivemenl au repos et qu'd l'origine des temps on ébranle les

molécules contenucs dans une sphére de rayon irés petit, les
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molécules en mouvement au bout de I'unité de lemps appar-
tiendront & une certaine surface qu'on appelle surface
d'onde.

Cette surface est une sphére dans un milieu isolrope. En
étendant aux corps non isotropes le principe de Huyghens, on
peut trouver'équation de la surface d’onde dans ces milieux
quand on connait la vilesse de propagation d'une onde plane,
Mais on peut faire a cctle extension du principe de Huyghens
les objections que nous avons signalées dans le cas des iso-
tropes, et pour étre rigoureux, il nous faudrait recommencer
pour les corps anisotropes la justification a laquelle nous
sommes parvenus dans le chapitre IIl. Nous nous bornerons
4 admettre la maniére de raisonner de Huyghens sans en
chercher la justification.

Considérons une onde plane PP’ (fig. 20) passant par un

point O d'un milieu q Q’
anisotrope. Au bout de a / /s / /s’ 2’
I'unité de temps, celte F 0 0’

onde coincidera avec

le plan QQ’ paralléle Fig. 20.

a PP, el situé & une dislance de ce dernier plan égale a la
vitesse de propagation V de celte onde.

D’autre part, I'ébranlement initial du point O metira en
mouvement au bout du temps 1 ies molécules du milieu ¢las-
tique qui, d’aprés la définition de la surface d'onde, sont si-
tuées surla surface d’onde S relative au point O. Or, d’aprés
le principe de Huyghens, le mouvement de I'éther en tout
point de I'onde plane QQ’ est la résultanle des mouvements
qu’envoient isolément chacun des points 0,0" de 'onde PP".

Les ondes ¢lémentaires de ces points étant S,§',... il ne peut y
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avoir de mouvement au-deld du plan tangent commun Q,Q;
a ces ondes. De plusil y en a certainement au point Q, ot ce
plan Q,Q" touche la surface S; car Q, élant extérienr aux
autres surfaces d'onde S’ ete ; le mouvement envoyé en
par le point O ne peut-étre détruit par le mouvement envoyé
par les autres points du plan PP'. et comme le mouvement
ne doit avoir lieu que dans le plan QQ’, les deux plans QQ’
et Q, Q, doivent se conlondre.

Quelle que soit la direction du plan de I'onde PP’ passanl
par le point O, la surface d'onde de ce point sera Lloujours
tangente a la position occupée par I'onde plane au bout de
T'unité de temps; par conséquent, elle est 'enveloppe de ces
positions.

181. Direction du rayon lumineux. — Voici comment
on peut, en s’appuyant surle principe de Huyghens, détermi-
nerla direction du rayon lumineux. Soit P (Ag. 21) la position

du plan de I'onde 4 un instant quelconque, et

P’ la nouvelle position du plan de l'onde au bout
’ % de I'unité de temps.

2'/ 8  Supposons maintenant que le plan P ne soit
1

pas tout entier ébranlé, el que la partie éclairde

, p de ce plan sc réduise & un élément AB, ayant
Fig. 21.

b
son centre de gravité en O, trés petit,d'une ma-
niére absolue, mais assez grand toutefois, pour qu’'on puisse
négliger les phénomenes de diffraction.

On obtiendra la portion éclairée du plan P’ en construisanl
les surfaces de l'onde qui ont pour centres les divers points
de AB, et on cherchera les points de contact de ces surfaces

avec le plan P'. Les points ainsi obtenus formeront un élément
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plan A’ B" ayant son cenire de gravité en O'. La droite 00" est
alors le rayon lumineux cherché, d’ou la régle suivante :

On obtiendra la direction du rayon lumineux en joignant
le point O au point de contact de la surface de Uonde, qui a
son centre en J, avec un plan tangent paralléle au plan de
Uonde.

Nous allons appliquer celte régle sans nous inquiéter des
objeclions soulevées par le principe de Huyghens. Nous en
donnerons d'ailleurs plus loin (189) une démonstration rigou-
reuse.

182. Soient «, B, y Ies cosinus directeurs de la normale a
une onde plane, V Ja vitesse de propagation de celte onde, et
@, Y, z lescoordonnées du point ot la surface d’onde est ren-
contrée par le rayon lumineux passant parI'origine. Ce point
appartenant au plan occupé par I'onde au bout de l'unité de

temps, ses coordonnées satisfont i I'équation

(1) w + By 4 yz = V;
comme il apparlient également & I'enveloppe de ce plan on a
aussi

(2) wde 4 ydf + 2dy = dV.

Quant & la vilesse de propagalion V, nous savons (ue daus
toutes les théories de la double réfraclion que nous avons

exposées, elle est donnée par I'équation

®) Jr— i+ 7 = Flx 510,
qui, par différentiation. donne :

dF dF
a:dx 18 c1$+ d + dV = 0.

Document numérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



288 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

En y remplacant dV par le premier membre de I'égalité (2)
cette équation devient :
) (Get o552+ (G vy b +( o 5 =0
D'ailleurs a, B, v sont liés par la relation
a? B2 ¢y =
qui donne par différentiation
(3) ade + BdB + yd«r =0.

Les deux relations (4) et (5), salisfaites a la fois pour toutes
les valeurs que I'on peut donner & da et dB, doivent étre iden-
tiques ; nous aurons donc en introduisant une constanle

arbitraire K

dF dF

@ T 2 gy =K
' dF dF

dF dF

dy + = av — KY

Cherchons les valeurs de K et des dérivées parlielles qui .
entrent dans ces équations. Pour cela rappelons que la vitesse

de propagalion V satisfait aux équations

AV?2 = gA — «H,
(N BY? = B — BH,
CV2 = ¢C — vH,
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ou
H = Aax 4 Bbg -+ Cey,

et qui par élimination de H nous ont conduit (154) & 1'équa-

tion (3). Nous aurons

Do,
—_——_— =
du. V2 —qa

et, en remplacant V2 — ¢ par sa valeur tirée de la premicre
) C p

des équations du groupe (1),

dF _ 2\
da H
Nous trouverons
dF _ 2B dF _ 20
dp — ~ H’ &~ H

de la méme maniére.

Pour la dérivée par rapport & V nous aurons

@'_ N 2?2V __l_c) N o? B
av — _24 (V2 —a)2 ‘VZ(Vﬂ—ay-’“

_—%ZAZ.

Or nous avons vu (155) que si le point A, B, (i est sur

I'ellipsoide d’élasticité, on a

i
V::;
VA B Ce

il en résulte

LA LUMISRE, 19
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Calculonsle coefficient K. Pour cela multiplions les équations

(6) par o158, v et additionnons, nous aurons

dF | dF
K—EG:{;—FW d.a‘7,
mais
dF 2Aq
Qe ==X =0

et d'aprés I'équation (1)

Par conséquent

En portant ces valeurs K et des dérivées parliclles dans

: : 9
les équations (6), puis mullipliant par — ﬁ, nous oblien-
.drons
4 @
AH '—|— =%
¥ __
() B+ =,
z
CH 4~ y— "

tquations qui nous donneront les coordonnées @, ¥, z du point

d'intersection de la surface d’onde par le rayon lumineux.

183. Relations entre la direction du rayonlumineux
et celles des vibrations. — Considérons la vibration de

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



DOUBLE REFRACTION . 291

Neumann dont les cosinus directeurs sont proportionnels a
A', B', €. 8i nous multiplions les équations du groupe (II)

par A’, B, C" nous obtenons pour la somme de ces produits

HY AN +% YAz = YA

Nous savons d’ailleurs que la vibration de Neumann est si-
tuée dans le plan de I'onde et qu’elle est perpendiculaire a

celle de Fresnel; par conséquent, nous aurons

A« + BB+ Cy=0,
AA' - BB' 4 CC' =0,

et la relation précédente se réduira a la suivante
Ao+ By Cz=0

qui exprime que la vibration de Neumann est perpendiculaire
au rayon lumineux

Prenons maintenant la vibration de M. Sarrau, dont les co-
sinus directeurs sont proportionnels &2 Aa, B4, Ce. En multi-
pliant respectivement chacune des équations (II) par ces

quantités et additionnant, nous avons

H Y\aA? -{-% Y aAz = ¥ Aaa.

Le point de coordonnées A, B, C étant sur lellip-
soide d’élasticité, XaA® = 1; d'autre part, par hypothése,
H — X Aqa. Parconséquent, la relation précédente se réduit

a la suivante

aAz 4 bBy + cCz = 0,
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qui exprime que la vibration de M. Sarrau est perpendicu-

laire au rayon lumincus.

184. Equation de la surface d’onde. — L’équation de
cette surface s'obliendra en éliminant «, 8, v, A, B, C et V
entre les équations formant les groupes (I) et (II) et la sui-

vante

) Aax -} Bby 4~ Cez = 0,

que ncus venons de déduire du groupe (II).

La premiére des équations (II) peut s’écrire

.’.C_‘I[_'I = ol — AH?, »

et la premiére des équations (I) nous donne
«H = A (a— V3),

Nous aurohs donc

xH )
g 2 2
V_..A(a v H2).

Cherchons la valeur de V2 4 H2. Pour cela tirons des
équations (II) les valeurs de x, y, z et formons les carrés de

ces quantités; nous aurons:

w=aV —AHV, a2 =a?V2 — 2A«HV? 4 A2H2V2,
Yy = ﬁv — BHY, y2 — fs2V2 — QBpﬂvz +B2HZV2,
z=9yV—CHV, 2%=y2V?_— 2CyHV? 4 C?H?V?,

et par conséquent

22 4 y? 22 =2 = V3 —2HV? S Aa | H2V? T A2
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. , 1 .
Nous avons déjavo que T Az =0et I A? = ya) barsuite
nous aurons pour le carré du rayon vecteur de la surface
d’onde
r? = V2 4 H2,
En porlant cette valeur de V2 4 H? dans I'expression pré-

cédemment obtenue de ~y nous obtiendrons

%:A(a-—?g)a

v AV
on rP—a H’
et par symétrie,

y _ _ BV

r2 —b H

s o

r2 —ec H

Nous avons ainsi des quantilés proportionnelles 4 A, B, C qui
poriées & la place de A, B, (i dans l'équation (IV) nous

donneront

by? cz?

g, Tttt ,r =0

r=

c'est 1'équation de la surface d'onde sous sa forme la plus
simple.

Cette surface parait éire du sixiéme degré; il est facile de
monirer par le développement de I'équation précédente

qu’elle est seulement du quatrieme degré. On aura en chas’
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sant les dénominaleurs

an‘*‘ (r2—52)(r2—ec?) =0,

ou
Y aw? — 12 Y (b4 ) ax? + abe (@ + y* + %) = 0.

r? se trouve donc en facteur ; en supprimant ce facteur

on obtient

x? Y ax® — ¥ (ab 4 ac) 2 4 abe = 0,
D)

équation qui n’est que du quatriéme degré.

185. Construction géométrique de la surface d’onde.
-— Considérons une onde plane el prenons pour plan de figure
un plan perpendiculaire au plan d'onde et passant par la vi-

FoT 0 bration de Fresnel. Cette vibra-
oY

tion sera représentée par la droite

Q - OF (fg. 22). La vibration de
S M

L Neumann, située dans le plan

Fig. 22. de l'onde et perpendiculaire a
celle de Fresnel, sera normale au plan de la figure et se pro-
jettera au point 0.Le rayon lumineux et la vil-ration de M. Sar-
rau {ous deux perpendiculaires 4 la vibration de Neumann,
seront situés dans le plan du tableau ; soient OS,la vibration
de M. Sarrau, OM, le rayon lumineux, droites qui sont rectan-
gulaires entre elles. La position du plan de l'onde au boul de

I'unité-de temps est représentée par sa trace PM,
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Le plan tangent & I'ellipsoide d’élasticité

ax? 4 by? 4+ cz? =1

au point F de roordonnées A, B, C a pour équation
aAx 4 0By + cCz = 1.

Les cosinus directeurs de la normale & ce plan sont propor-
lionnels & aA, 8B, ¢C, c¢'est-a-dire anx composantes de la vi-
bration de M. Sarrau. Ce plan tangent sera donc perpendicu-
laire au plan de lafigure sur laquelle il se trouvera représenté
par la perpendiculaire FQ sur 0S. — Ce résultat peut étre
obtenu d’une autre maniére. La droite OF est un axe de l'el-
lipse d’intersection E de l'ellipsoide d'¢lasticilé par le plan de
Ponde; par conséquent, la tangente en F a celle ellipse est
perpendiculaire a OF, et, comme en outre elle esl située
dans le plan de l'onde, perpendiculaire au plan de la figure,
elle est elle-méme perpendiculaire & ce dernier plan. Le
plan tangent a l'ellipsnide en I contenant ceite tangente sera
aussi perpendiculaire av plan de la figure.

Considérons la sphére déerile du point O comme centre

avec un rayon égal a I'unité. Si nous prenons sur la droite 0Q

(% le point 8 est le péle du plan FQ par

rapport & cette sphére. Par conséquent, le lieu du point S

une longueur 08 =

quand le point F décrit ’ellipsoide d’élasticité sera I'ellipsoide
polaire réciprogue de l'ellipsoide d'élasticité. Cet ellip-
soide réciproque a donc pour équation

Tl L

Menons le plan tangent en S & cet ellipsoide; il a pour pole
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le point F; par conséquent, il est perpendiculaire au
rayon OF, et il coupe le plan de la figure suivant ST. Nous
allons en déduire que la droite OS est un axe del’ellipse d’in-
tersection E' de l‘éllipsoi'de réciproque S par un plan perpen-
diculaire au rayon lumineux. En effet, la tangente en S a
cette ellipse est située dans le plan de section et dans le plan
tangent a I'ellipsoide ; ces deux plans étanl perpendiculaires
au plan de la figure, la tangente est aussi perpendiculaire &
ce dernier plan, et, par suile, au rayon vecteur OS qui doit
alors étre un axe.

Montrons maintenant que 'on a OM = 0S. Les droites OM
et OP étant respectivement perpendiculaires a OS et OF, les
angles FOS et POM sont égaux. Nous aurons done, puisque
OP, vitesse de propagalion normale d'une onde plane, est
égal a U'inverse de l'axe OF de lellipse E,

oP 1

OM = cos 0 OF cos 0

D'autre part le triangle OFQ nous donne

Nous avons donc bien OM = 08.

Le point M étant un point de la surface d'onde, nous pour-
rons construire cette surface de la maniére suivante : Couper
l'ellipsoide réciproque S par un plan quelconque, et porter
sur la normale OM & ce plan des longueurs égales aux axes

de l’ellipse E’ d’intersection,

186. Sections de la surface d’onde par les plans de

symétrie. — Prenons pour plans de figure 'un des trois
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plans de symétric oplique du milieu. Ces plans étant les
plans principaux de l'ellipsoide d'élasticité seront également
les plans principaux de l'ellipsoide réciproque S. Un plan
perpendiculaire au plan de la figure et passant par le centre

de cet ellipsoide contiendra donc M
8

un de ses axes, celui qui est per-
(74 S

pendiculaire au plan de figure.

Si 0S (fig. 23) est le plan de sec- ky A

tion considéré, on aura les deux

points correspondants de la sur- Fig. 23.

face d'onde en portant sur la normale OM & ce planla lon-
gueur OM = OS et la longueur OM’ égale & I'axe projeté
en 0. Les deux points M et M’ sont situés dans le plan de la
figure, et on obtiendra l'intersection de la surface ‘d’onde par
ce plan en faisant tourner le plan OS autour de la normale
passant par 0. L’un des axes des sections ainsi obtenues étant
I'axe projeté en O, la longueur OM’ sera constante et le point
M’ décrira un cercle. Le point M décrira une ellipse qui n'est
autre que Jellipse AB d'inter- z
section de 1'ellipsoide récipro-

que parle plan de la figure, el-

lipse dont on a fait tourner les

axes de 90°.

L’'intersection de la surface
d'onde par chacun desplans de

symétrie se compose done d'un

cercle et d'une ellipse. La con- y
naissance de ces intersections Fig. 24.
permet de se rendre assez bien comple de la forme de la sur-

face d’onde. Si nous supposons que I'on ait a>&>c la partie
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de la surface d’onde comprise dansle triédre ot les trois coor-
données d'un point sont positives aura la forme représentce
par la figure 23.

Dans le cas particulier de cristaux & un axe lellipsoide
d'élasticité est de révolution ; I'ellipsoide réciproque, et par
suite la surface d'onde le sont également. L'intersection de
cette surface par deox des plans de symélrie se compose
d'une ellipse et d'un cercle: l'intersection par le troisicme
plan de symétrie est formée de deux cercles. — La surface
d'onde se compose alors d'une sphére ct d'un ellipsoide de ré-

volution tangents.

187. Ombilics et plans tangents singuliers de l:
surface d’onde. — Considérons un plan cyclique de 1'ellip
soide réciproque. Tous les rayons vecteurs de celle section se-
ront des axes égaux ; par conséquent, & un plan cyclique ne
correspond qu'un seul point M de la surface d’onde. Mais, &
chaque direction OS d’un axe correspond un plan tangen
normal .au plan passant par OSet OM ; nous aurons donc une
infinité de plans tangents en M. C'est un point conique.
Comme a chaque section cyclique correspondent deux points
coniques, nons aurons quatre poinls coniques réels et huit
points coniques imaginaires. On appelle encore ces points
les ombilics de la surface d'onde.

Le cone formé par les plans tangents & la surface d'onde en
un point conique est du second degré. En effet, il ne peut
étre du troisitme degré, car la droile passant par deux de ces
'points rencontrerait la surface en six points, ce qui ne peut
avoir lieu puisque celte surface est du quatriéme degré.

La considération des plans cycliques de 'ellipsoide d'élasli-
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cité conduit & une nouvelle propriété intéressante de la sur-

face d'onde.

Si nous supposons que le plan de 'onde soit un plan cy-
clique, toul rayon du cercle d'intersection sera une direclion
de la vibration de Fresnel. A chacune de ces directions corres-

pond un plan tangenit PM a la surface d'onde; mais comme

1 .
OP = oF et que OF est constant, ces divers plans tangents se

confondent. Leurs points de contact avec la surface d’onde ne
se confondent cependant pas, car a chaque direclion de OF
correspond une direction particuliére de O3 et, par suile, de
OM. Par conzéquent. le plan PM correspondant & une section
circulaire de l'ellipsoide touche la surface d'onde en une infi-
nité de poiuts distinels. Ces points forment une courbe qui doit
étre du second degré, car, en général, la section d'une surface
par un plan tangent singulier se composant de deux courbes
confondues, chacune de ces courbes est d’'un degré ¢égal a la
moitié du degré de la surface. D'ailleurs, celie courbe du se-
cond degré est un cercle. En effet, les directions asymplo-
tiques de la surface sont dounées par les termes du plus haut
degré Sa’Sax? ; deux de ces dircctions sont celles d'un
cercle, el comme pour les plans tangents singuliers les
directions asymptotiques doivenl se confondre deux a deux,
puisque les courbes d'inlersection se confondent, les quatre
directions asymptoliques sont celles de cercles. La courbe
d'intersection de ‘la surface par un plan langent singulier se
compose donc de deux cercles confondus. Il y aura quatre de
ces plans tangenls singuliers qui seront rdels, un cllipsoide
ayant deux direclions dc sections cycliques & chacune des-

quelles correspondent deux plans tangents singuliers.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



300 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIRRE

Bien d’autres propriétés de la surface d'onde ont été étu-
diées par divers mathématiciens. En particulier, nous cite-
rons les procédés élégants indiqués par M. Mannheim pour
trouver les rayons de courbure et tracer les lignes de courbure
de Ia surface d'onde. Mais nous n'insisterons pas sur ces pro-
priétés qui n'ont auncun intérét au point de vue de 1'Oplique.
Seule, la considération des ombilics et des plans tangents sin-
guliers a une grande importance. On sait, en effet, quelle a
conduit Hamilton a la découverte de la réfraction conique
intérieure et de la réfraction conique extérieure que Lloyd a

pu mettre en évidence par des expériences délicates.

PROPAGATION RECTILIGNE DE LA LUMIERE

188. Propagation rectiligne de la lumiére dans un
milieu isotrope. — Nous avons délerminé plus haut(184)1a
direction du rayon lumineux dans un milieu eristallisé en
nous appuyant sur le principe de Huyghens ; mais ce prin-
cipe, quelles que soient l'utilité et I'importance de son role
en optique, préte & un grand nombre d’objections dont nous
avons cherché a donner une idée dans la premiére partie du
cours.

Aussi ne sera-t-il pas inutile d'expliquer ici comment on
peut déterminerla direction du rayon lumineux dans un mi-
lieu isotrope ou anisotrope en s’affranchissant du principe de
Huyghens et des difficultés sans nombre qu'il souléve. Nous
commencerons par le cas le plus simple qui est celui des mi-

lieux isotropes, et nous écrirons les équations du mouvement
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transversal sous la forme habituelle,

avec

Cherchons a salisfaire a ces équations en faisant:

1) tE = Ae®¥, v = BeP, { = Cet,

P = % (—Z—Txﬂ>

Si nous regardions A, B, C comme des cunstantes, nous re-
tomberions sur la théorie ordinaire de la propagation d’'une
onde plane indéfinie. Mais alors la question de la direction du
rayon lumineux ne se poserait pas, puisque tout P'espace se
irouverait également éclairé. Nous devons donc supposer
qu'une portion seulement de I’éther est agitée par des ondu-
lations et par conséquent que A, B, G sont des fonctions de
x, Y,z elt

Nous prendrons une unité de longueur comparable 4 nos
unités habituelles, de telle sorte que A sera une longueur trés
2w
By

sition de la théorie de M. Sarrau, nous avons regardé cette

petite et — une guantité infiniment grande ; (si dans l'expo-

quantité comme trés petite c’est que nous avions pris une
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unilé de longueur comparable & la distance qui sépare deux
molécules matérielles). Au contraire nous supposerons que les
fonctions A, B, Cet leurs dérivées des divers ordres sont
finies.

Les considérations qui vont suivre ne s’appliquent donc pas,
du moins sans modification, au cas ou les fonctions A, B, G
- sont discontinues et ol par conséquent leurs dérivées ne sont
pas finies ; dans ce cas, en effet, il se produit des phénoménes
de diffraction et il y a dévialion du rayon lumineux.

Substituons les valeurs (1) dans la premiére des équations
. Ay
I

du mouvement, il viendra, en divisant par — e? 2

: 2 g2
dA dA)_ TIRY: S S

it dz  An?

Nous négligerons les termes en A2; si nous remarquons
que V2 = 1, nous verrons que les termes indépendants de X
disparaissent ; les deux membres contiendront alors le fuc-
teur o 8i nous faisons disparaitre ce facteur, il reslera sim-

. T

plement

dA dA

On trouverait de méme

8i nous substifuons les valeurs (1) dans I'équation ® =0

et que nous la divisions par e*, il viendra

Pk

dA . dB , dC
o G ety Tt =0
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Cette équalion nous montre que G est un infiniment pelit
du méme ordre que X. Quant & I'équation (2), elle a pour
intégrale générale :

A = fonction arbitraire de x, y et 2 — V.

Ainsi la valeur de A au temps ¢ et au point dont les coor-
données sont z, y, et # + V¢, sera la méme qu’an lemps O et
au point &, ¥, z. Sia l'origine des temps il n'y a de lumiére
sensible qu'a I'intérieur d’unepetite sphére ayant pour cénlre
le point @, y, z; 4 I'époque ¢, il n’y aura de lumiére sensible
qu'a lintérieur d’une petite sphére du méme rayon ayant
pour centre le point @, y et # 4 V&. En d'autres termes,
la lumiére se sera propagée dans la direction de I'axe des =z,
c’est-a-dire perpendiculairement au plan de 'onde. »

Ainsi dans un milieu isotrope le rayon lumineux est normal

au plan de l'onde.
189. Propagation rectiligne de la lumiére dans un
_milieu anisotrope. — Passons au casd’un milieu crislallisé,

et prenons par exemple les équations de M. Sarrau :

1
ad? 7T dx
1 d3q e
@) Tap =Ty
1 d2¢ (Q)
cder AL — dz

Cherchons & y satisfaire en posant
= Leb, = Me®, ¢ = NeP,
2w

9
P=;—<m’+ﬁy+7z—w>v

L, M, N étant des fonctions de .. y, z et ¢.
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Si L, M et N devaient étre des constantes Ly, M, N,, ces
constantes ct V devraient satisfaire aux équations
VM,

2 |
VLo, YMey, g

H = oLy + BM, 1 yN,.

V2N,

(1) =N, —vH.

Posons alors :

L =Ly 49, M = M,/ + 7, N=Ny/,

et cherchons A déterminer les trois fonctions £, g et A.

Pour obtenir ces trois fonctions, substiluons dans les équa-
tions du mouvement & la place de%, «, ¢, leurs valeurs, c’est-
a-dire,

E= (LS +9) ety n= M+ R)er, ¢ =Nyfe*

Nous obtiendrons ainsi trois équations différentielles entre £,
g et k. D'apres lear mode de formation ces équalions seront :

1° Linéaires et homogénes parrapport a7, g et & et & leurs
dérivées partielles des deux premiers ordres ;

20 A coefficients constants, aprés que 'on aura supprimé le
facteur commun eF,

Eliminons maintenant g et % entre ces Ltrois équations ; il
restera une équation différentielle unique qui définira /.

Celte équation sera encore linéaire, homogéne et & coeffi-
cients constants ; mais elle secra d’ordre supérieur an second.

Elle ne contiendra pas f; car les équations du mouvement

doivent étre satisfaites quand on fait

Elle ne changera pas quand on multipliera & lafois}, , ¥, z
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et¢par un méme facteur, ce qui revienta changer simultanément
et dans un méme rapport 'unitéde longueur etcelle de temps.
Soit :
AyDmr

un terme quelconque du premier membre de notre équation ;
A est une constante indépendante de X et D™ fune des déri-
vées partielles d’ordre 2 de /. Quand on changera X , y, et
ten kA, kx, ky, kz, et k¢, ce terme se {rouvera multiplié par
ke—m. Pour que I'équation ne change pas, il faut que m — p
ait méme valeur pour tous les termes de I'équation. Nous mul-
tiplierons notre équation par une puissance de X telle que
m — p soit égal 4 1.

Alors les coefficients des dérivées du premier ordre ne con-
tiendront pas A ; ceux des dérivées du second ordre contien-
drontle facteur); ceux desdérivées dulroisiéme ordre contien-
dront le facteur 2% ; et ainsi de snite. Mais X élant trés petit,
nous pouvons négliger les termes qui contiennent ce facteur ;
il ne nous restera plus alors que les dérivées du premier ordre

et I'équation en £ s'écrira

/K R A/
l"'afac—'_{l~ dy—'—y' dz+dl_0

i, ', ” élant des constantes.

L’intégrale générale de celie équalion sera :
[ = fonction arbitraire de @ — ut, y — p't et & — u't,

ce qui véut dire que les cosinus directeurs du rayon lumineux
sont proporlionnels & p, w' et u” et que la vilesse de propa-
'gation, estimée non pas normalement au plan de 'onde, mais

dans la direction du rayon est 2 4~ 2 - "2,

LA LUMIERE. 20
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On pourrait déterminer p' @' et p” en effectuant tous les
calculs que nous venons d’indiquer ; mais cela est inutile.
En effet les équations du mouvement devront étre satis-
faites si l'on fait f = e*~#4 d'oll g el h = constante rés
petite < ex—#¢ et

L = Lge*~#, M= Mged*, N = NleT—#,

Ly, Mg et N§ étant desconstantes trés peu différentes de Ly, M
et Ny. On aura alors

E=Le®, n=Mje¥, {=Nje;
% [(, ]
P=3 <°‘+2in>“+ﬁy+7z—<v+2m>‘]

Or nous avons vu que si §, v, { sont égaux & des constanles

multipliées par ef et que 1'on pose :

P=2 (ot by 17— V)

X étant choisi de telle fagon que «? 4 §2 4 y2 = 1; on

devra avoir

- I g2 v?
vtV

Nous désignerons comme nous I'avons déja fait plus haut'le

premier membre de cette équation par
F (a8 7, V).

Comme «? 4 B*+ y2= 1 nous aurons-également

O (o) -
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La relation (3) étant homogéne en g, B, y et V subsistera en-
core quand on aura multiplié & la fois «, 8, y et V par un
méme facteur. Elle est donc encore vraie, méme quand on ne
suppose plus que la somme «? 4~ 2 4~ v? soit égale a 1.
Ainsi la relation (3) devra étre satisfaite quand on y rem-
placera a, B, v et V par les coefficients de x, y, 3 et — ¢ dans

P’, c’est-a-dire par
. A d.
-3 + c.-?.l'_‘rr-’ B, Y et AY + ﬂ

On aura donc

e

: : R i

Cela est vrai avec le degré d’approximation adopté plus haut,
c’est-a dire en supposant que X est trés petit ; on a alors en

négligeant A2

[("& T c.»%r)z—{— B2+ Y”]_%: [(ma,;_pg _I_YQH_%

aA ak
:( +i;> L2
et
A :
V—{—% . Au ﬂ’l\
Y/ HECEE
/ (sHgr) + 62+
A
A Vo _
F °‘+27,”’va1 3\ 2 R -
o tgp) + 8 41
L [dF , dF
=F(°‘:§:Y»V)+2ﬁ E—l—"i—‘/‘(}‘-—'ﬁv)]'

Document numérisé par la Biblioth&que Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



308 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

Il reste donc en tenant comple des relations (3) et (4):

dF dF dF
%:—1— V-W—— U.V W,

g d
% + % =BV %’
df = ,dF dF
& v N =TV v

Si I'on compare ces équations aux équations (6)et du§(182),
on verra que le point dont les coordonnées sonl u, 1" et
1’ n’est aulre que le point que nous avons appelé O’ dans ce
paragraphe (voir figure 21) et dont les coordonnées étaient
désignées par @, y et 2.

Comme les cosinus directeurs du rayon lumineux sont
d’apres ce que nous venons de voir proportionnels & p, p' et
’ ; la droite 00’ de la figure 21 est bien paralléle au rayon
lumineux ; ce qui est conforme au résultat ot nous avait con-

duits I'application du principe de Huyghens.
DOUBLE REFRACTION DANS LES CRISTAUX IEMIEDRES

190. Equations du mouvement. — Les théories de la
double réfraction précédemment exposées ne s'appliquent
qu'aux milieux holoédres. Pour 'explication des phénoménes
présentés par les milieux biréfringents hémiédres, nous devons,
comme nous 'avons fail dans la théorie de la polarisation ro-
tatoire, rejeter I'hypothése du § 14, oi nous admettions que
dans les expressions de DE, Dn,' D¢ les termes contenant les

carrés de D, Dy, Dz étaient négligeables. Nous avons vu que
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si I'on n'acceple pas cette hypothése, la fonction W, est une
fonction homogéne et du second degré des dérivées partiel'le's
des diversordres de £, 4, { et que leséquations du mouvement
sont

ax% di ey
_P) <3 —01 P[Zt‘_)—R!

P, Q, R étant des polyndmes linéaires par rapport aux déri-
vées des divers ordres de £. u, ¢, polynimes dont nous avons
indiqué le mode de formalion (124).

Si I'on ne tient pas compte de la dispersion il est inutile
d’introduire les dérivées partiellesdu quatrieme ordre. Posons

done

P=X+PF, Q=Y+G  R=Z}+H,

X, Y, Z Aant des fonclions linéaires des dérivées secondes de
£, Let F, G, H des fonctions linéaires des dérivées du troi-
siéme ordre. En prenant des unités telles que p soit égal a 1,

les équations du mouvement sont alors

d*q -
dt? Y+ 6
dx

an =2+ I.J

Dans le cas des milieux holoédres ces équations doivent né-
cessairement se réduire 4 celles que nous avons prises au com-
mencement de ce chapitre et qui nous ont condaits & I'expli-

cation des phénoménes de double réfraction présentés par ces
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810 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

milieux. Montrons qu’en effet les quantités F, G, H dispa-
raissent alors des équations précédentes.

+. Les milieux holoédres possédanttrois plans de symétrie op-
liques et par conséqueﬁt un centre de symétrie, les équalions
qui donnentle mouvement d’une de leurs molécules ne doivent
pas changer quand on change les signes de ,y, z,%, 1, §. Or celte

condition ne serait pas satisfaite si ces équations contenaient
. . . %
une’ dérivée du troisiéme ordre,———— par exemple, car
dx?dy

cetle dérivée conserverait son signe tandis que les dérivées
a2 . -

22 e qui forment les premiers membres, en change-
raient. D’ailleurs nous avons déja dit (124) que d'une maniére
générale les équations du mouvement dans un milieu possé-
dant un centre de symétrie ne pouvaient contenir que des dé-

rivées d'ordre pair.

4191.Les coefficients des différents termes des polynomesF,

G, H ne sont pas indépendants; nous allons montrer que si

3
le polynome F conlient « —d—:}g—/, le polynéme G contient

da?
S
* dx?dy
D'aprés le mode de formation du polyndme P le terme

a4 . . dq d*
“ Taidy de ce polyndéme doit provenir du terme « 2 dwdy

ou ang £%, de la fonction W,. En effet si nous appliquons ce
mode de formation nous devrons d'abord prendre la dérivée
de ce terme par rapport i £%,, ce qui donne axy, puis prendre

la dérivée seconde de ce résultat par rapport & x el 4 y, ce

. 3y
qui donne « dzidy
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Si maintenant nous cherchons les termesde G qui sont don-
nés par le terme a v/ §7, dela fonction W, I'un de ces termes
s’obtiendra en dérivant d’abord par rapport a 4z, puis en dé-
rivant le résultat par rapport & « et changeant le signe. En
effectuant ces opérations on trouve comme nous l'avons an-
noncé et

' dady
- 192. Propagation d’une onde plane. — Etudions, en
prenant pour point de dépari les travaux de Neumann et de
Mac-Cullagh, la propagation d'une onde plane dans un milien
hémiedre.

Les axes auxquels sont rapportées les équations du mou-
vement étant quelconques nous pouvons considérer l'onde
plane comme paralléle au plan des zy. Alors §, 7, { ne dé-
pendent plus que de z et de ¢, et les dérivées des déplacements
par rapport & «x et y disparaissent des équations du mou-

vement. Si les polyndomes F, G, H ¢taient nuls, les vibrations

: . . d
seraient transvers ; jon ® = . d?E —

et les dérivées de { par rapport 3 =z disparailraient aussi des
équations du mouvement. En général, quand F, G el H sont
différents de zéro, il n'est plus ainsi, mais les vibrations étant
encore presque transversales on peut négliger ces dérivées.
Dans ces conditions les équalions du mouvement dans le

plan de I'onde sont

ax_
&z d~-+ e dz3+f =
d r| d q (l’ (13
de d'-+ d~d +Ya’~”
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équations dans lesquelles les coefficients satisfont aux rela-
tions imposées par le mode de formation des seconds
membres.

Elles se simplifient quand on prend pour axes des « ct des y
les directions rectangulaires des deux vibrations de Neumann.
Elles doivent alors étre satisfaites pour les valeurs de £ et
correspondant & ces vibrations quand on y néglige les déri-

- . . ATz vy
vées du troisieme ordre. Or si on fait £ —= Ae » y =0,

coordonnées de l'extrémité de la vibration paralléle a P'axe
des x, la seconde donne & = o. Par conséquent, par ce choix
d’axes de coordonnées les équations précédentes se rédui-

sent a

d2t d2g a3t o3
=g T T

diq_ din % d
W—cdzﬂgpdz3+7dz3

193. En faisant des hypothéses particuliéres sur les coef-
ficients des termes de W, qui contiennent des dérivées secondes
et qui, par conséquent, donnent les termes F, G, H des équa-
tions du mouvement, Mac Cullagh est arrivé & des équations
dans lesquelles« — y = o. Nous allons monirer que sans
faire auncune hypothése sur la fonction W, on a toujours
&= Y= 0.

D’aprés le mode de formation des seconds membres des
équations .du mouvement le terme de W, qui pourrait
donner a;l—i dans F devrait étre de la forme « :;—j ;% ou

«£/87. Cherchons les deux termes qu'il donnera dans F. Nous
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aurons :
d daflt! d? doflt!
F=— dz dE’ dz? g +
Fe— Lo Bopy
T dz U dz2 T
d*
ou F= dz" + dz? + -

Par conséquent le seul terme de W, pouvant donner un

o3
terme en d_S dans la premiére équation en donne deux qui

se détruisent. On verrait de la méme maniére que

@
dz?
ne doit pas entrer dans la seconde équation. On a donc pour
ces équations

ax
der dz~ +ﬁ d~3

(1)
diq_  din o d%
der — T dz? T de?
194. Vitesses de propagation. —Cherchons a salisfaire

4 ces équations en posant

2T 27
. ==(3—V?) (s—=Vt)
T = Ae A , = Be 2

Nous obtiendrons en substituant et divisant par 212’

AV = ak 4 2B,

2w

BV :cB—TGA;
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%n ,
et en remplacant = B par B,

AV? = aA + B,

(2) .
BV2 = cB — ¥'A.

Nous tirons de ces équations

(V2 —a) A = B,
(V* —¢) B = — p'A,

et en multipliant ces deux dernidres nous obtenons
(3) (V2 —a) (V2 — ) = p'2.

Cette équation nous donne deux valeurs pour la vilesse de
propagation de I'onde, et ces valeurs sont réelles, car # élant

trés pelit, B 'est aussi ; nous aurons donc deux rayons lumi-

neux. Ces vitesses deviennent égales & V = ya == § quand
onaa — c¢. Dans le casgénéral, I'une d’elles est trés voisine

de \/Z, l'autire de \/c—.

195. Polarisation elliptique des rayons. — La se-
conde des équations (2) nous donne

__iE' .

—v:_¢’

> o

elle nous montre que le rapport% est une quantité purement

imaginaire. Si donc nous supposons A réel, B est de la forme

B =B, et les parties réelles de § et  qui salisfont aux équa-
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tions du mouvement sont

I — ACOS?—;F (:./—Vt),

2
hn=— B| Siﬂﬁ(z——VI).

A

La trajectoire de la molécule vibrante est donnée par

I'équation

"1
Aﬂ“"ﬁ

-t

Y

qui est celle d'une ellipse rapportée A ses axes. Par consé-
quent, dans les cristaux hémiédres, les rayons sont polarisés
elliptiquement et les axes de l'ellipse de polarisation sont les
directions de vibrations des rayons polarisés rectilignement
dans le cristal holoédre.
Le rapport des axes de l'ellipse est égal &

LB ¥

A —a
En élevant au carré et remplacant §'2 par sa valeur (3), nous

obtenons pour le rapport des carrés des axes,

Pour l'onde dont la vitesse de propagation est voisine de
\/;z, le numérateur de R est voisin de a — ¢, et le dénomi-
nateur voisin de 0; la valeur de R est donc trés grande, et
I'ellipse est trés allongée. — Pour 'onde dont la vitesse de
propagation est voisine de yc, R est voisin de zéro, et I'el-

lipse est encore trés allongée. Par conséquent, en général, la
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polarisation des deux rayons réfractés sera presque recti-
ligne. Pour que la polarisalion elliptique soit appréciable, il
faut que la différence @ — ¢ soit trés petite ; dans ce cas, en
effet, les deux termes du rapport R étant trés petits, ce
rapport aura une valeur finie.

Considérons le cas ol ¢ = a. Si on néglige les termes con-

tenant B’ en facteur, les deux équations (2) deviennent

AV?2 = Aa BV2 — Ba

et le rapport g est indéterminé; la polarisation est rectiligne,

mais le plan de polarisation est indéterminé. La direclion de
propagation .est donc un axe optique du cristal. D’apres ce
qui précéde, la polarisation elliptique ne sera sensible dans
un cristal hémiédre que lorsque la direction de propagation
sera voisine de l'axe optique, puisque dans ces condilions
seulement @ — c sera trés pelit.

Sil'on considére une onde plane dont la direclion de |pro-
pagation dans un cristal hémiédre est celle de l'axe optiquc,
elle donnera naissance a deux ondes planes, puisque les vi-
tesses de propagation Va | B et Ya — B' de ces ondes sont
différentes. En outre, ces deux ondes seront polarisées circu-

lairement, car le rapport R des carrés des axes de l'ellipse de-

2 __
vient alorsH == 1. On aura donc le phénoméne de la

polarisation rotatoire.

196. Reprenons le cas ol les deux ondes se propagent avec
desvilesses différenles que nous désignerons par V' et V¥, et
ou les rayons sont polarisés elliptiquement. Montrons que les

ellipses décrites par la molécule vibrante dans les deux ondes

planes sont égales.
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Si nous supposons que V' soit la vitesse la plus voisine de
Va, lerapport R des carrés des axes de I'ellipse qui corres-
pond 2 cette vitesse sera plus grand que 1 et représentera le
carré du rapport du grand axe au pelit axe ; la valeur de R

est alors

V?—e¢
Ve _ 4

Pour l'autre vitesse V*, R est au contraire plus petit que
Vunité, et le carré du rapport du grand axe au plus pelit axe

de ’ellipse correspondant a cette vitesse est

V2 —q

V2 —e

Si les deux ellipses sont égales, nous devons avoir

V2—¢c¢ V2_—agq
V2—a V?—c¢

H

ou

V24 V2=adc.

Or, si nous développons I'équation (3) qui donne les vi-

tesses, nous obtenons
Vi—(a+c) V24t ac—p2=0,

et nous avons bien pour la somme des racines V'2 et V"2 de

cette équation
V24-V2=g+4c

Ces deux ellipses égales ont leurs grands axes perpendicu-
laires I'un aV'autre, puisque le rapport B du carré de l'axe

dirigé suivant Ox au carré de l'axe dirigé suivant Oy, passe
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d'une valeur plus petite que 4 & une valeur plus grande que 1,
ou réciproquement quand on y fait successivement V2 égal a
V2 eta V2,

Enfin ces ellipses seront décriles en sens contraire, comme
l'indiquent les fleches de la figure. Poor le faire voir, il suffitde

Y montrer que le rapport % des mo-

dules de n et de § change de signe

avec le rayon considéré. Or, ce rap-

[j'

V2 —c¢

changera de signe si ¢ est compris

» el il

X port a pour valeur

_entre les valeurs V'2 et Y”2 des car-
Fig. 25. rés des vitesses. La substitution de

c.a V2 dans le premier membre de 'équation des vitesses
(V2 —a) (V2 —c)— f2 =0.

donne un résultat négalif, tandis que si I'on fait V? — o ¢l
V2= O; on obtient une quantité positive. L'une des racines
est donc plus grande que ¢, 'autre plus petite,

497, Il est possible en partant des hypolhéses de M. Sarrau
d'expliquer les phénoménes de double réfraction dans les mi-
lieux hémiédres. Nous n'insis@erons pas sur cette théorie, et
nous renverrons au mémoire que M. Potier a publié sur ce
sujet dans l“e Butletin de Z'Associatz'on [rangaise pour {'avan-

cement des sciences (L. I, p. 264).
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CHAPITRE VII

REFLEXION

198. Quand un rayon de lumiére arrive & la surface de
séparation de deux milieux, une partie de la lumiére est réflé-
chie par cetle surface el reste dans le premier milieu; une
autre parlie est réfractée et pénétre dans le second milieu. On
peut se demander qﬁelle est la fraction de la lumiére incidente
qui est réﬂéchie et quelle est la fraction qui est réfractée.
D’autre part si le rayon incident est polarisé, les rayons réflé-
chi et réfraclé le seront également et il imporle de savoir
quels sont leurs plans de polarisation. En d’autres termes,
le probléme que nous nous proposons est le suivant :

. Etant données la direction et 'amplitude de la vibration inci-
dente, trouver la direction et I'amplitude de la vibralion
réfractée et de la vibration réfléchie.

Nous supposerons loujours que le premier milieu est trans--
parent et isotrope, mais la solution sera différente suivant que:
le second milieu sera : 4° Transparent et isotrope; 2° Trans-
parent et cristallisé; 3° Opaque. ' :

Nous examinerons successivement ces trois cas qui sont

ceux de la réflexion vitreuse, de la réflexion cristalline et de la

réflexion métallique.
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REFLEXION VITREUSE

La réflexion vitreuse a donné lieu & trois théories également
confirmées par l'expérience, ce sont celle de Fresnel, celle

de Neumann et Mac Cullagh et celle de Gauchy.
THEORIE DE FRESNEL 1)

199. Hypothéses fondamentales. — Fresnel suppose :
“1° Que la vibration est perpendiculaire au plan de polari-
sation.

2° Que 1'élasticité ¢ de 1'éther est constante et est la méme

dans les deux milieux. La densité p de I'éther est au contraire

variable. Comme la vitesse de propagation V est égale & \/s

nous devons admeltre, si nous regardons ¢ comme constant,
que p est proportionnel au carré de I'indice de réfraction.

3° Fresnel envisage ensuite les vilesses de deux molécules
infiniment voisines I'une de 'autre et de la surface de sépara-
tion, mais situées de part et d'autre de ces surfaces;il décom-
pose chacune de ces vitesses en deux autres, 'une paralléle au
plan tangent & la surface de séparation, I'autre normale & ce

plan. 1l admet que les composantes langentielles des vitesses
des deux molécules doivent étre les mémes en grandeur et en

direction, mais que les composantes normales peuvent étre
différentes.

(1) Buvres complites. T. 1, p. 767.
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Cetle facon d’'énoncer I'hypothése de la continuilé peut pa-
railre arbitraire et elle a semblé telle & bien des esprits. Nous
croyons que c’est & lort. Les vibrations de [’éther sont trans-
versales; nous avons montré (45) qu'on peut expliquer cette
transversalilé de bien des maniéres, mais nous avons surlout
insisté sur deux de ces explications. On peul supposer que
cette transversalité est le résullat d’'une sorte de liaison,
telle que la résislance de I'éther & la compression esl infinie.
C’est, ainsi que nous I'avons dit plus baut, 'hypothése que
Fresnel parait avoir adoptée dans sa théorie de la double
réfraction. Ici il adopte 'hypothése contraire, celle ou les

équations du mouvement s’écrivent :

A /., d9d
5 = 5<A,, _dw>

d3n ) e
Parr — F'(Aq o d_z/)

2 )
e -(i—c = ¢ <AE de )

T ds

et oi' la résistance de I'éther & la compression est nulle. Mais
s'il en est ainsi, rien n'empéche d’admettre que les compo-
santes normales des vitesses de nos deux molécules infini-
ment voisines soicnt différentes. Imaginons en effet que la
surface de séparalion des deux milieux soil un plan el consi-
dérons deux plans infiniment voisins paralléles au plan de sé-
paration, mais situés de parl ¢l d’autre de ce plan. linvisageons
les molécules d’éther situées dans ces deux plans; si les com-
posantes normales de leurs vitesses ne sonl pas les mémes, la
distance de ces deux plans va varier d'une facon périodique et

il en résultera des compressions el dilatalions alternatives de

LA LUMIERE. 21

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



392 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

I'éther compris enlre ces deux plans. Mais la résislance de
Péther & la compression étant nulle, ces allernatives pourront
se produire sans apporter dans le mouvement aucune pertur-

bation.

4° Enfin Fresnel s’appuie sur le principe des forces vives.

200. Application des principes précédents. — Nous
supposerons que la surface de séparation des deux milieux esl
un plan; que les ondes incidente, réfléchie et réfractée sont
planes. Nous supposerons de plus que le rayon incident, et par
conséquent les rayons réfléchi et réfracté sont entiérement
polarisés. Les lois de la réflexion de la lumiére naturelle se
déduisent en effel aisément de celles de la lumiére polarisée, si
I'on regarde un rayon naturel comme la superposition de deux
rayons d'égale intensité polarisés & angle droit.

Nous prendrons le plan de séparation des deux milieux pour
plan des xy. Soient &, 4, { les trois composantes du dépla-
cement d'une molécule quelconque; &;, 1y, §; les composanles
du déplacement dd & la lumiére incidente; §as 2y Cy celles du
déplacement dd & la lumiére réfléchie; &3, 75, 43 celles du dé-
placementl dd & la lumiére réfractée. On aura alors dans le

premier milieu :
E=§ 1+ 4&,, =1y + M, C={ -+ &,
et dans le second milieu :
E=¢8, . N = Mgy =12,

D’aprés la troisieme hypothése de Fresnel, & et ¢ sonl des
fonctions continues, mais { peut étre discontinu. On a donc

pour z = 0

1) g +Ez =1, ut + Mo = "My
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Les ondes étant planes, on aura
& =4, cos Py 4 0,),

1y = Bycos (P, ++ w]),
& = Gycos (Py + of);

ou
Po= T we b+ ne — Vo
= A,cos (Py -+ w,),
né = B,cos (P, } w3},
Ly = G, cos (P, 4~ wl) ;
ou
Py = 32 (1 + by + 157 — V)
83 = Aycos (Py 4 w,),
1y = Bycos (Py +-oj),
& = Gjeos (Py + wy) ;
ou

27 ,
P, = —)\;(13"” + By -+ va7 — V).

Les A, les B et les G et les o sont des constantes: V a la méme
valeur pour le rayon incidenl et pour l¢ rayon réfléchi, car
c'est la vitesse de propagation dans le premier milieu; V' est
la vitesse de propagation dans le sccond milieu et 'on a, en

appelant » 'indice de réfraction

v

P —.

7
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Les vibrations devant étre dans le plan de l'onde; on

aura

2) “«54+f5471|+hci:“2§2+f52"12+72C2:°‘353+{53"13+Y353:U-

La premiére des équations (1) qui doivent étre vérifices

pour z = o, nous donne

2n
®  Avoos [ Fletpy—voto |+
+ A, cos [271: (% 4 By — V) “’z] =
= Agcos [%\—: (%% 4= Bgy — V') - ‘”n]'

201. Fresnel introduit ici une hypothese nouvelle; c’esl
que w, = w,; cette hypothése lui est suggérée non par des
vues théoriques, mais par l'expérience qui lui prouve que
tant qu’il n'y a pas réflexion totale, la lumiére réfléchie reste
polarisée reclilignement si la lumiére incidenle l'est elle-
méme.

Dans ce cas I'équation (3) ne peut éire vérifiée identiquement

que si l'on a

(4 Y __%__ % ﬁ_l:&:[i'i, X:X:XI,
P VR VD W VYRR VD W Ao A )y

0, = 0, = 0y

A, + A, —= A,

La seconde équation (1) nous donnerait de méme
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Les équations (4) nous donnent

M=, %y = %, B =By,
A ' &y B,
)\sz-ja a3:7—l; '63:;

Nous supposerons que le plan d’incidence ait été choisi
comme plan des xz; on aura alors §, = o et en appelant ¢

I'angle d'incidence :
%, = sin7, ¥, = COS .

Si 8, est nul, il devra en étre de méme de B, et de B, en
vertu des équations (4). Cela veut dire que I'onde réfléchie et
I'onde réfraclée sont perpendiculaires au plan de @z, ou en
d’autres termes que le rayon réfléchi et le rayon réfracté sont
dans le plan d'incidence.

Puisque @, = «, on aura aussi

w, = siné
et

Y2:i\/1 —ag——gg:icosi.

Comme y, ne peut étre égal & y, sans quoi le rayon inci-

dent et réfléchi se con{ondraient, on aura
Yo = — Y; = — COS%.
Cela montre que I'angle de réflexion est égal & 'angle
d'incidence.
De méme si » est 'angle de réfraction, on aura

#y = sin7, Y3 = COST
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et puisque o, = na,,onarrive 4 la loi connue de la réfraction
sini = nsinr.

La théorie de Fresnel conduit donc trés simplement aux
lois élémentaires de la réflexion et de la réfraction.

D’autre part les équations (2) deviennent :

Ay cos (P 4 w)) 4 C, 1 cos (Py 4~ wf) = 0,
Aqu,c08 (Py 4 wy) + Cyvycos (P, + f) =0,
Agagcos (Py 4 w5) 4 Cyyzcos (Py - wf) =0

Ces équations ne peuvent étre vérifiées identiquement que
sil’on a

Ay 4Gy, = Ay, + Cay, = Agay - Cyy, =0

JE— s —_ " p— "
W = Wy, Wy == W2, w3 = 3.

Si le rayon incident esl polarisé rectilignement on aura
o, = o, ; de sorte que les neuf quantités » seront égales; nous
pourrons supposer alors que 'origine des temps a été choisie
de telle sorte que ces neuf quantités soient nulles.

I1 nous restera donc entre les quantités A, B et C les rela-

tions :
(5) A4+A2:A3» B|+B2:Ba
©) Ay + Gy, =0,

Age; — Coyy =0, Agay 4 Cayy = 0.

202. Application du principe des forces vives. —
Pour pouvoir appliquer le principe des forces vives, il faut
supposer qu’'une portion seulement de I'éther est ébranlée;
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car si tout 'espace était éclairé, la force vive totale serait
infinie et 'application du principe deviendrait illusoire.
Nous supposerons qu'a I'origine des {rmps 'éther ébranlé se

trouverenfermé dans un parallélipipéde rectangle CDEF (/g.26)

Fig. 26.

limité par deux plans paralléles au plan d’'incidence, par deux
plans paralléles au plan de 'onde incidente et par deux plans
perpendiculaires aux quatre premiers. Nous supposerons de
plus que les dimensions de ce parallélipipéde soient trés
grandes par rapport 3 une longueur d’onde de fagon &
n'avoir pas a tenir compte des phénomenes de diffraction.
Que deviendra ’¢ébranlement de 'éther au bout d'un temps ¢.
L’ébranlement parti d’un poinl 7 du parallélipipéde CDEF che-
minera d'abord dans la direction du rayon incident jusqu'a sa
rencontre en 1. avec le plan de séparalion; la il se divisera en
deux parties, I'une ira de 1 en =’ en suivant le rayon réfléchi,

V'anlre de « en " en suivant le rayon réfracté. Il marchera
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d’ailleurs avec une vitesse V le long de mp. et de pmn’ et avece
une vitesse V' le long de pm” de sorte qu'on devra avoir :

ﬂy_._{_y_ J_{_(Lm —

?

ou

(7 n. pm’ = um',

Ainsiau temps ¢la lumiére partic du parallélipipede CDEF oe-
cupera deux parallélipipédes: le premier GCD'E'F’, occupé par
la lumiére réfléchie aura deux faces paralléles au plan d'inci-
dence et deux faces paralléles & 1'onde réfléchie.

Le second C"D”E"F”, occupé par la lumiére réfractée aura
deux faces paralléles au plan d'incidence et deux faces paral-
leles & l'onde réfractée. Sur la figure ces trois parallélipipédes
sont représenlés en prenant pour plan du tableau le plan
d’incidence.

Soient ¢,, ¢, et ¢, les masses d'éther contenues dans ces
trois parallélipipédes. La valeur moyenne de l'énergie d'une
masse d'éther ébranlée, par exemple par la lumiére incidente,
sera proportionnelle d'une part a cetle masse, d’autre part a

A} + B3} -+ G}; le théoréme des forces vives s’éerira donc :

(A3 B3 -0 = g, (A3 +B34-C3) 4 ¢, (A3+-B34-C2)
Il est clair que ¢, = ¢, ; il faut chercher le rapport de ¢, a ¢,.
Les volumes de nos parallélipipédes seront enire eux comme
leurs sections faites par le plan d'incidence, ¢’est-a-dire comme
les rectangles CDEF, C'D’'E'F'. Comme d’auire part la densilé
dans le second milieu est #2 fois plus grande que dans le pre-
mier, on aura
C//I"// CI/D//

Ia _ 2 U
=" TCE
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On a, en vertu de I'équalion (7): °

oA

C'A

E'A 1

= —
K'A n

1
n,

C'E" = 1 CE = 1 CE.
n n

D’autre part,

C’D” = AB cosr, CD = AB cos¥,
d’ol

1_3 _ . Gosr sin cosr %y h

=n - = = - —
¢, cost  sin” coSi  y, oy

Le principe des forces vives peuat don: s'écrire
LA+ B 40 — A3 — B3 — 6 =1 (A + B3 4 C3)
1 : 3

Nous pouvons décomposer le rayon incident en deux autres,
I'un polarisé dans le plan d’incidence, I'autre perpendiculaire-
ment & ce plan.

Pour le premier A, C,, A,, G,, A;, Gy sont nuls.

Pour le second B,, B, et B, sont nuls.

Le principe des forces vives doit étre vrai pour chacun de
ces rayons séparément de sorte que I'équation des forces vives

se décompose en deux :

(8) L —By =

8 |2
w g
=
e

® L@ai—Aitcr—ocy=D0ni4 0

&y

‘Les équationg (5), (6), (8) et (9) suffisent pour déterminer
A,, B,, G, et A,, B,, C, quand on connail A,B, et G,.
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203. Premiéres conséquences. — Si nous divisons

I'équation (8) par la seconde des équations (5) il vient :

(10) lt(B — B,) =18,

%y %g

Si dans I'équation (9) nous remplacons G, G, et C, par

Dy

leurs valeurs tirées de (6) il vient :

I (14 2) (a3 — 4y

%y Ti

(14

Wi L.m

ou en divisant par la premiére équation (5),

Y af Y3 3

- {1 —,> A, — A, =2 <'1 —Q>A

on< +YT S 2 o +75 ’
ou

A —Ay Ay

%Yy — %373

(11)

Les deux équations (8) et (9) peuvent donc étre remplacées
parles équations (10) et (11) quiontl’avantage d’étre linéaires.

L’équation (10) peut s'écrire (si l'on se rappelle que

o - o
Yzz‘YwAz:)‘uﬁ:)Ty:
B B, B.
9 1Y afa _ Da¥a
('1 ) )\.’ + )\2 - )\3

De méme P'équation (11) peut s’écrire

o) s G =a Gl

2

ou en tenant compte des équations (G)

AqYu Cyoy + ‘)Yz — Gy A'qu - C’;“z

%3
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Cette équation et 1'équation (12} s'écriront plus symétrique-

menl (en se rappelant que les § sont nuls)

BlYl — G, + Byys — Goffs — Byys — C:u(‘:z,
" ) %

(13)

Cq Ay _I_ — Ay — Cpoy — A:ﬂa,

o X 3

auxquelles on peut ajouter la suivante :

4[31_B'11__|_AB -3 ng\m@:;_B:;lay
A

. )y

que I'on déduit de la seconde ¢qualion (3) en observant que

L
les 8 sont nuls et que = )\1 =3 =5

Sous cette forme symétrique il esl aisé de voir quelle est la
signification des équations (13). Nous avons, en effet, en nous
rappelant que les quantilés que nous avions appelées w sont

supposées nulles,

£, = A, cosP,, {, = C,cosP;
d’ou
ag, _ 2my g, 2ay
s = —1)\' A,sinP,, de = C,sinP,,

de sorte que :

ﬁi (&:21: sinl) ._'—_A_L

dz ~ dx N
Ainsi, la seconde équation (13) peut s’écrire :

de, df, | di, df, df, dg,

dz dx dz  de  dz  dx
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Elle signifie que & _ & est une fonction continue. De
dz dx
méme les deux autres équations (13) signifient que dn_ &
o o 1 ® que T dy
t(.l—c—@ sont des fonetions continues. Ces conditions
dy dz

peuvent remplacer le principe des forces vives,
. g . . .
Je dis que;—7 est aussi une fonction continue. En effel § et 4

sont continues et il esl aisé de voir qu'il en est de méme

de L3 t an Mais & cause de la transversalité des vibrations,
dx ~ dy

on doit avoir dans les deux milieux

dt

dy &t _
O—dx+dy+dz_0'

d . .
Done —% est aussi continu.

d
Ainsi dans les hypotheses de Fresnel non seulement § et v,
mais encore 3 a  dq &AL et & sont des

dz ~ da’ de " dy dy dz  dz
fonctions conlinues.

204. Théoréme de Mac- Cullag. — Multiplions la
seconde équation (B) par g‘- et ajoutons la a (10) de facon i

i
éliminer B,, il viendra

(14) 2B, It — B, (ﬁ + h) — 0.

%y o

Eliminons de méme A, entre la premiére équation (5) et

I'équation (11), il viendra :

9 Yo %\ _ Yo X Y3y %3\
2A, <°‘4+Yq> As <°‘4 +Y4 +°‘3+‘{3>— 0,
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ou,
13) 2A 7ﬁ_A(-‘H b>:~9AS‘_¢ A,(ﬁ &3)2
us) 2 ey Tog v AT,

1
— % 9p N Ya_ X\ L
= 2G, Cy (m3 + “4)]

Y1 &y
La comparaison des équations (14) et (15) donne :
A, B, G, A, B, G,
A, By G, | =0, ou plus symétriquement | Ay By G; |=0.

a 0 v, a By oY

Cette équation prouve que le rayon incident, la vibration
incidente et la vibration réfractée sont dans un méme plan,

En d’autres termes la vibration incidente est, en direction
seulement, la projection dela vibration réfractéesur 'onde in-
cidente.

On démontrerait de méme que la vibration réfléchie est,en
direction, la projection de la vibration réfractée sur 1'onde ré-
fléchie.

205. Loi de Brewster. — Supposons que lerayon réfléchi
soit perpendiculaire au rayon réfracté, c'est-a-dire que I'onde
réfléchie soit perpendiculaire & I'onde réfractée.

Toute droite située sur le plan de P'onde réfractée se pro-
jeltera sur le plan de l'onde réfléchie suivant la droite d’inter-
section de ces deux plans, ¢c'est-a-dire saivant 'axe des y.

Quelle que soit donc la direction de la vibration réfractée
et par conséquent aussila direction de la vibrationincidente,
la vibration réfléchie sera paralléle a I'axe des y.

En d’autres termes, quel que soitle plan de polarisation du

rayon incident, le rayon réfléchi sera entiérement polarisé
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dans le plan d'incidence. Il en sera done encore de méme

quand la lumiére incidenle sera naturelle.

206. Réflexion totale. — Si le second milieu est moins
réfringent que le premier, » estplus petit que 4;il peatarriver
alors que «, soit plus grand que 1 et par conséquent que v,
soit imaginaire.

L’angle de réfraction -est alors imaginaire, la lumiére ne
pouvant se transmettre dans le second milien se réfléchil
toute entiére et I'on dil alors qu'il y a réflexion totale. Dans

ce cas les formules de Fresnel deviennent illusoires, car le rap-
A, N
port = par exemple est imaginaire. Nous avons vu que dans
1
le cas ordinaire Fresnel avait introduit I'hypothése que les
deux rayons incident et réfléchi avaient méme phase et que
®; = w,.
Dans le cas de la réflexion totale ses formules lui donnent

A, e
pour = une valeur imaginaire de la forme
1

cos¢ - 7sing
Fresnel admet, par une sorte d'intuition hearcuse que le
module de cetie éxpression imaginaire, c'est-a-dire 1 repré-
P A-) b
sente la véritable valeur du rapport—= ¢l que 'argument de
A, :

celie méme expression c’est-a-dire ¢ représente la différence
de phase w, — w, qu'il avail jusque 13 supposée nulle.

Il a été évidemment conduit & cette bypothése hardie par
deux expériences anlérieures quilui avaient prouvé que si le
rayon incidenl est polarisé rectilignement, le rayon réfléchi,

quia d'ailleurs méme intensité, est polarisé elliptiquement.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



REFLEXION 33z

Quoi qu’il en soit, sa hardiesse a été pleinement justifiée par

I'expérience.

20%.0bjections contre la théorie de Fresnel. — L'ana-
lyse qui précéde a été entre les mains de Fresnel unadmirable
instrument de découverte; c’est & ce point de vue qu'il faut la
considérer sans y chercher une rigueur qui ne saurait s'y
trouver. Les théoriciens y ont fait un cerlain nombre d’objec-
tions plus ou moins sérieuses que nous devons réfuter si
nous voulons établir la parfaile concordance de la théorie
des ondes avec l'expérience.

{° La restriction apportée au principe de la continuilé en
ce qui concerne les composantes normales parail assez arbi-
traire;

2 L’hypothése de w, = w, que nous avons introduile plus
haut ne parait justifiée au premier abord par aucune raison
théorique ;

30 La formule de la réflexion lotale, confirmée par 'expé-
rience, parail dué plutota un heureux hasard qu'a un raison-
nement rigoureux ;

4 Si D'élasticité de I'éther est constante, sa densité devra
étre proportionnelle au carré de l'indice de réfraction, mais
comme cet indice dépend de la longucur d’onde, cette formule
conduit pour la densité de I'éther a des valeurs différentes sui-
vant la couleur de la lumicre que I'on considére;

5° Enfin la théorie précédente ne parail pas, pour une rai-
son analogue, susceptible d’étre étendue aux milieux cristalli-
sés puisque l'indice de réfraction n’est pas une constanle.
Si done la densité est regardée comme une constante, clle ne

saurait étre proporlionnelle au carré de cet indice.
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208. Réfutation de ces objections. — Nous allons
chercher  faire une autre exposition dela théorie de Fresnel,
sans nous écarler de la pensée de son auleur, mais en nous
mettant & I'abri de ces objections.

Nous écrirons les équations du mouvement sous la forme

L (o
b E<A’ - d:c)’

d?y de

PW—%M—@>
[74Q)

P ap = E(“ “‘E)

Nous regarderons ¢ comme constant et p comme variable ;
nons pourrons alors choisir les unités de facon que ¢ = 1.
Nous imaginerons ensuite que l'espace est parlagé en trois
régions ; I'une occupée par le premier milieu, el ot ¢ pourra
étre regardé comme constant; l'autre occupée par le second
milieu et ot ¢ aura une valeur constante différente de la pre-
miére ; enfin enlre ces deux régions s'élendra une troisiéme
région intermédiaire que nous appellerons couche de passage
et ou p variera trés rapidement depuis sa premiére valeur
constante jusqu’a la seconde. L’'épaisseur de celte couche de
passage sera finie, mais trés petite par rapport a une longueur
d’onde.

Si la surface de séparation est le plan des oy, la couche de

-

passage sera limitée par deux plans extrémement voisins
& = 0, £ = h, paralléles au plan de séparation.

Alors la densilé ¢ est une fonclion de z seulement, qui reste
constante de & — — o & 2 == o, varic trés rapidement de
s—odz=het prend de nouveau une valeur constanle dif-

férente dela premiére de s = haz — - .
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L'existence d'ane pareille couche de passage semblera plus
naturelle que T’hypothése d'un changementl brusque dans la
nature du milieu, elle nous débarrasse d’ailleurs de toutes les
difficultés relalivesau principe de continaité.

Ceci posé, cherchons & satisfaire aux ¢qualions du mouve-

ment en faisant :
E — Xei(a:t 4 [;1)1 0 = Yei(rzx»(- /)t)’ c — Zei(rzar—f-hl)’

"X, Yet Z étant des fonctions imaginaires de z seulement.
Alors E, m, { seront aussi des fonctions imaginaires dont les
parties réelles représenieront les véritables déplacements des
molécules d'éther, conformément a la convention faite plus

haut.
Les équations du mouvement deviennent alors

— pb2X = X" — iaZ,

— 002X = — a®Y Y,
— b2 = — a?Z — iaX/,

en représentant par des letlres accentuées les dérivées de
X, Y, Z, par rapport i z.
Dans chacun des deux milieux la densité p est conslante et .

3n trouve pour Vintégrale de ces équations
X — Aeiz\/pb‘~’_a2 -+ Ale—izVpb*-a?
Y — Beis \/pl)"’—ae _,_ Be—i= V pb‘z—‘a‘2

7 = Cei=Ver'—a* | (Vg~isVer'—a’

Appelons ¢ la valeur de y0? — a* dans [e premier milieu
et ¢’ la valeur de ce méme radical dans le second milieu.

LA LUMIERE. 22
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Alors nous aurons en comparant nos notalions a celles que

nous avons employées plus haul :

_ 2moy, 2muy  2muy
PV W W
C:?&) C':——I—Q7t 3’
Iy A
_——27:V_~‘2WV'_
L VW

L’expression de X que nous venons de trouver se.com-
pose de deux termes; dans le premier milieu, le lerme
en e*=correspond au rayon incident et le terme en e - #**corres-
pond au rayon réfléchi; dans le second milieu le terme eic*
correspondra au rayon réfracté; le lerme en e~ %= ne corres-
pondra a rien et son coefficient devra étre nul. Dans le pre-
mier milieu on aura donc

X = Aeies - Ale—ies, Y = Bei*s 4~ Ble—ic=,
Z = Ce'es - C'e—ics,
et dans le second milieu

X = A%s, Y =Blels, L= (leic

Si nous comparons nos notations actuelles a celles que.

nous avons employées plus haut, nous trouverons :
P, =ax 4 cz 4 U, P, = ax — cz - b¢,
P, = aw - 'z 4 bt

. .y .
A = Adon B = B,e C = C,e™
A.I — A2e’tm, BI — Bze“” G/ —_ Cze‘lm,
A" = A361w3 B’ = Bae"":‘ (== Cae""a
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Si nous posons

g dn_ i dq &

—_——= = - =1

dy dz de  dw de dy

0y

les équations du mouvemenlt deviennent

ou ;
du dv
il ) 2 & e
o5 = law + pb2%4, T = b2,
. L. du do .
Ces équations montrent que les dérivées ;et e sonl finies;

et comme la couche de passage est extrémement mince, les
valeurs de u et v des deux cOtés de celte couche serunt extré-
mement peu différentes. Donc u et v sont des fonctions conti-
nues et par conséquent finies.

Ona

df . dn
dz__v—[—mc, dz__u’

Ainsi les dérivées de £ et de v sont finies el par conséquent

¢ et m sont continues. Comme on a d’autre parl
w = 1ay,

on voit que w est aussi continue.

Si I'on ajoute les trois équations du mouvement aprés les
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avoir différentiées respectivement par rapport a @, y el = ;

il vient :

d(e8) | dlpm) , d(p8)
dx + dy + dz =0

ce qui nous donne ici,

Cela prouve d'abord que ¢ est une fonction continue et
comme p est discontinu, § ne pourra étre conlinu & moins
d'étre nul.

De plus § étant continu il en résulte que

est’ continu. Mais dans les deux milieux p est constant

dp = 0, de sorte que cette expression se réduit ad—c

s
Ainsi, par le calcul rigourcux qui précéde nous retrouvons

les mémes résultats auxquels une intuition heureuse avait

3 . d
conduit Fresnel : les fonctions £, v, u, v, w et CTC; sont con-

tinues, tandis que ¢ est discontinn,
En écrivant ces conditions, il vienl
(18) : : ‘
A+ A =N, B+ B =DB"
Ac — Ca-+ Ac— Ca=A"¢ — (a. Be - B'e = B,

auxquelles il faut joindre fes conditions de lransversalité :

Aa+Ce=Aa—Cc=Aa—(0¢=0.
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Les conditions (13) suffisent pour la solution compléte du
probléme. Nous n'avons donc pas fail ihlervenir le principe
‘des forces vives ; ce principe est cependanl cerlainement ap-
plicable dans le cas qui nous oceupe; en effet les équations du
mouvement dont nous nous sommes servis sont célles que
nous avons obtenues dans le chapitre premier en supposant
I'existence d'une fonction des forces; ce qui implique le prin-

cipe des forces vives.
2; .
209. Réflexion totale. — Laquantité ¢ = Tm qui serap-
Y

porte au rayon incident est toujours réelle; la quantité ¢’ est
aussi toujours réelle si le premier milieu est moins réfringent
que le second. Mais, si » < 1, la quanlité ¢’ n'est réelle que si
I'angle d'incidence est assez petit, Si I'angle d'incidence dé-
passe une cerlaine limite, ¢’ devient imaginaire et il y a ré-
flexion totale.

Tant que ¢’ est réel, les équations (13) nous donnent pour
les rapports des quantités A, B, G, etc. des valeurs réelles; ce
.qui revient a dire qu’elles onl toutes méme argument ou que
toutes les quantités w sont égales entre elles. Si I'on suppose
que V'origine du temps ait été choisie de telle facon que v, soit
nul, les neuf » seront nuls. Ainsi se {rouve justifiée I'hypo-
thése de Fresnel.

Il n’en est plus de méme quand ¢’ est imaginaire et qu'il y
a réflexion totale ; les rapports des coefficients A, B, G, elc.
deviendront imaginaires. On verrail que les rapports

A B’ c’

’ ) -~

A B C

ont pour modulel'unité, ce qui prouve que I'intensité du rayon
, q A
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réfléchi est la méme que celle du rayon incident. Les argu-
.ments de ces rapports représentent les différences de phase du
rayon réfléchi et du rayon incident. Ainsi une analyse rigou-
reuse, que l'emploi des exponentielles imaginaires a rendue
Arés simple, nous conduit au méme résultat que l'induction
hardie de Fresnel.

_ Quels seront alors les mouvements de 1'éther dans le second

milieu. Nous trouverons par exemple :
7 — partie réelle de B"e/lex+bt+c'z
Comme ¢’ est imaginaire nous pourrons poser
=ik

d’ol, en supposant gne l'origine du temps ait été choisie de

fagon que I'argument de B” soit nul,
n = B’e—" cos(ax - &)

Nous reconnaissons ainsi qu’une certaine quantilé de lu-
miére pénétre dans le second milieu et que, si elle n’est pas
observable, c’esta cause de la présence du facteur e ~*= qui est
trés rapidement décroissant quand z croit. 1l en résulte que
Vintensité de la lumiére réfractée n'est sensible qu'a une faible
distance du plan de séparation, distance du méme ordre de
grandeur qu'une longueur d’onde.

On est parvenu & déceler la présence de cetle lumiére ré-
fractée (1) par l'artifice suivant. Deux prismes de verre sonl
séparés par une lame d’air extrémement mince ; cetle lame

esl comprise entre deux faces paralléles AB et A'B’, apparte-

(1) Quincke, Pogg. Ann.
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.

nant 'une au premier prisme, l'autre au second. Un rayon
lumineux traverse le premier prisr;le et vienl rencontrer la
face AB sous un angle d’incidence supérieur & I'angle limite ;
la lumiére réfractée pénétre danslalame d’air et si cetle lame
est assez mince pour que lalumiére atleigne la face A’B’ avant
de s'étre éteinte, elle pénétre dansle second prisme et se com-
porte ensuite réguliérement, de sorte que I'on peut observer
la lumiére transmise 2 travers les deux prismes et la lame
d’air.

Cette expérience parail avoir été faite par Fresnel (1); elle
a été répétée plus récemment et complétée par M. Quincke,
Le phénomeéne est tout a fait analogue & celui des anneaux
colorés; mais on n’observe pas alors les vives colorations que
présentent d’ordinaire les lames minces, Il est aisé de se rendre
compte pourquoi; en effet dans la théorie ordinaire des an-

neaux colorés, on trouve que l'intensité des rayons dont la

la longueur d’onde est X, est proportionnelle & sin %la { dési-

gnant 1'épaisseur de la lame et a un coefficient qui dépend de
la direclion du rayon lumineux. Pour certaines valeurs de 2,
ce sinus s’annule, ce qui fait disparaitreles rayons de certaines
couleurs et produit une vive coloralion de la lumiére. Ici a est
imaginaire et les sinus ordinaires sont remplacés par des sinus
hyperboliques qui ne peavent s’annuler que si { = o. Les vives
colorations n’apparaitront donc pas.

Nous n'insisterons pas sur cette expérience; nous nous
bornerons a4 ajouter que les résultals concordent avec la
théorie d’une facon assez salisfaisante, mais qu’il subsiste

néanmoins de légéres différences qui paraissent s’expliquer,

{1) Faesner (?) cité par VienpeT, Lecons d'oplique physique, 1. 11

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



34% THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

parce que l'épaisseur de la coucle de passage ne serait pas

tout & fait négligeable devant une Jongueur d’onde.

210. Objection relative 4 la dispersion. — Les considé-
rations qui précédent nous paraissent réfuter complétement
les trois premiéres objections faites & la théorie de Fresnel.
Nous reviendrons sur la cinquieme A propos de la réflexion
cristalline ; mais nous devons parler ici de laqualriéme qui est
relative ala dispersion. Pour la réfuter, il faut se reporter i
ce que nous avons dit des théories de la dispersion.

Prenons par exemple la derniére des théories que nous
é.vons.exposées. Dans cetle théorie, on considére l'action mu-
tuelle des molécules d’éther et des molécules matérielles, et
les équations du mouvemenl s'écrivent en appelant g, 1, ¢ les
composantes du déplacement d'une molécule d’éther, £, 1, ¢,
celles du déplacement d'une molécule matérielle, p la densité

de I'éther, p, celle de la matiére, M un coefficient assez

grand:
d3 ao dE ,
Pdﬂ:AE—E_'_M(EI_E)J P|ﬁ“:l\l(5—£4),

a2 de 1
p A= My —Zo M= o gt =M (),

d3t de 42 .
Pd—t?: A; _E‘I“M G —2) o Ttg’.:.M T—1),

M, o et p, doivent étre regardés comme des fonctions de z
qui, constantes dans chacun des deux milieux, varient tres
rapidement dans la couche de passage.

Supposons qu'on cherchie 4 satisfaire & ces équations, en
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faisant

E — Xeglilax+ bl)’ E| — X‘ei(u.cf-bt)’

= Yei(aa: 4+ I;/)' = Y‘,/,i(ax+l;z),

C — Zei(u.zﬂ-bt)7 zl — Z‘ci(zu: + Izt);

on a alors

1 d%* 1 ? 1d%¢ 1 (l‘-’Z‘ .
= =~ =z == — ... = — IF
£ di* N de* Lot L, de?
d’ot
2r 1(F — 0 I = _L
Plb Sy +M(E El)—”! "-M——p‘b"'
Posons
’ A\If“ .
=t l\‘l——ﬂ/}z’

il viendra, en remplagant %, par sa valeur dans la premisre

des équations du mouvement

e
—DIOQE:AE“(—L):
; dx
et de méme
l7(C]
Ry — %
b = An y
g — a9,
g =A% dz

Tout se passe donc comme si chacun des deux milienx était

H ato n 1 e »,

homogéne el avait pour densité ' Mais celte densilé fictive ¢
dépend de 2, c'est-a-dire de la longueur d'onde. Toul se passe

donc¢ comme si la densité de 'éther n'élait pas la méme pour
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les différentes couleurs, el la quatriéme objection se trouve
écartée.

La théorie de Briot, qui explique la dispersion en admettant
que p n'est pas une constante mais une fonction périodique
permet aussi de réfuter sans peine cette objection. Cela ne

serait pas aussi aisé si on admettait la théorie de Cauchy.

TUEORIE DE NEUMANN ET MAC CULLAGI.

241. Neumann et Mac Cullagh ont fondé sur des hypothéses
toutes contraires a celles de Fresnel, une théorie qui est ce-
pendant également confirmée par l'expérience. Dans I'étude
de celte théorie, nous adopterons un mode d’exposition qui
differe beaucoup de celui des inventeurs, mais qui fait mieux
ressortir la véritable raison de ce fait élrange.

Soient &, m, { les projections sur les trois axes du déplace-
ment di 4 la propagation d’une onde plane quelconque, de

sorte que &, 7, { soient les parties réelles de
Ae'?, Be®?, Ce'?,
ou
P = 2% (a4 gy + 3 — Vo)
Si l'Qn pose

._fi_é_@, v——ﬁ_ﬂ, 10—@_—18'
Y=dy  dz T dz dw Tde  dy
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u, t et w seront les parties réelles de

Ale®, B'e’®, Ce®
ou

A =200— yB), =2 (A —a0), 0 =2 (4B —pa).

Si 1'on regarde u, v, w comme les projections sur les trois
axes du déplacement di & la propagation d’'une seconde
onde plane, il y aura entre les deux mouvements vibratoires
représentés respectivement par &, m, § et par u; v, w les rela-
tions suivantes:

1° Les deux vibrations (§, =, ) et (u, v, w) seront toules
deux dans le plan de l'onde (qui sera le méme pour les deux
mouvements vibraloires); mais elles seront perpendiculaires
I'une a I'autre.

2° Il y a entre les deux vibrations une différence de phase
égale & g (4 cause du facteur ¢ qui entre dans A’, B’ et G').

3° L’amplitude de la vibration {u, », w) sera & celle de la
vibration (§, =, {) dans le rapport 2)_3:

212. Revenons maintenant & la théorie de Fresnel que nous
venons d'exposer; nous avons vu que si l'on appelle £, n,, {,;
Za1 N2y Lo} B30 Mgy {3t les composantes da déplacement di res-
pectivement & la lumiére incidente, a la lumiére réfléchie, et
4 la lumiére réfractée, des considérations théoriques ont con-
duit Fresnel 4 établir entre ces neuf quantités certaines rela-
tions que l'expérience a confirmées.

On peut former alors les quantités w,, vy, 10,; s, Vs, 0,;
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Ug, U3y 20y; de la facon suivante :

_ 9y dny

VT dy ds
_dty,  dn,

Y2 = dy — dz’

Supposons avec Neumann el Mac Cullagh que la vibration
est paralléle au plan de polarisation, perpendiculaire 'par con-
séquent & la vibration de Fresnel.

Supposons en méme temps que les lrois composantes des
vibralions incidente, réfléchie et réfractée sont respectivement
Uy, Uy, 10,5 Uy, Vs, W0, Ug, Vg, Wy Ces quantités étant lides par
les mémes relations que dans la théorie de Fresnel,

Nous allons montrer d'abord que ces hypothéses ne sont
pas contrediles par I'expérience, ¢’est d-dire que les résultats
vérifiables expérimentalement sont les mémes que dans la
théorie de Fresnel.

En effet, les vibrations (8, 4, ) el (u, v, w) sonl perpendi-
culaires entre elles, d’ou il suit que la direction des vibrations
incidente, réfléchie et réfraclée esl dans la théorie de Neu-
mann perpendiculaire 4 ce qu’elle esl dans la théorie de
Fresnel; mais, comme nous supposons en méme lempsAquele
plan de polarisalion est paralléle a la vibration et non perpen-
diculaire comme 'imaginait Fresnel, le plan de polarisalion
qui est seu! accessible a4 l'expéricnce, est le méme dans les
deux théories opposées.

Soient I, 1,, I, les intensités des lumiéres incidente, réflé-
chie et réfraclée dans la théoric de Fresnel; soienl Iy, I3, I les
inlensités des mémes lumiéres dans la théorie de Neumann.

Soient X,, ‘A, et A; les longueurs d'unde correspondante.
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Comme les intensités sont proportionnelles aux carrés des

amplitudes, on aura

2 -2 2
=2 I =2 =22
1 — 32 2 — Az 2 37 32 8
i 2 3

Comme A, = A, = ni, on aura

A Y FR—
T A T

Ainsi le rapport de U'inlensité de la lumicre réfléchie d celle
de la lumiére incidente est la méme dans les deux théories, de
sorle que les expériences qui déterminent ce rapport ne per-

mettent pas non plus de décider entre elles.

; . ' 1
* Le rapport % est au contraire ditférent de rapport f?‘; mais
i : 1

si nous supposons par exemple que le premier milieu soit
I’air et le second le verre, on pourra observer U'intensité de la
lumiére incidente, mais on n’aura aucun moyen d’aller obser-
ver dans le verre celle de la lumiere réfractée; il faudra
attendre, pour que celte observation devienne possible, que
cette lumiére soit sortie du verre par une nouvelle réfraction
pour pénélrer de nouveau dans l'air. Son inlensilé sera deve-
nue alors I, dans la théorie de Fresnel, I; dans celle de Neu-
mann et puisgue la longueur d’onde sera de nouveau égale a

X, (longueur d’onde dans 'air) on aura :

[/ — Am?
& )\,‘; [4
de sorle qu'il viendra encore
f !
L _Li
I, I
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De méme les ekpériences d’interférence telles que celle des
trois miroirs ne peuvent permettre de donner la préférence a
I'une des deux théories. Si deux rayons inferférent de fagon a
se détruire c’est que les valeurs de &, v, et { re]ati(res & ces
deux rayons sont respectivement égales et de signe contraire.

Il en sera alors évidemment de méme des valeurs de :

_dt_dn _ & _dn_ &
YETd TT @ dm YT @ dy

En résumé les deux théories sont loutes deux également bien

conformes a l'expérience.

243. Principe de continuité.— Nousavons vu, (203) que
u, v, 20 sont des fonctions continues. Comme ces fonctions re-
présentent dans!anouvelle théorie les composantes du déplace-
ment, nous voyons que ces trois composantes sont continues.
Le principe de continuité »'est donc plus ici soumis & la méme
restriction que dans la théorie de Fresnel ol les composantes
paralléles au plan de séparation devaient étre continues tandis
que la composanle normale pouvait étre discontinue.

Cette condition de continuité s’exprime en écrivant que

pourz =0, 0n a
) wy+wuw=u; o+ v, =235 0+ 1w, = w,

214. Densité de I'éther. — Voyons quelle doil étre dans la
nouvelle théorie la densité de I'éther. Reportons-nous a ce que
nous avons dit plus haut au sujet de I'application du principe
des forces vives (202). Ce principe doit étre applicable aussi bien
dans 'hypothése de Neumann que dans celle de Fresnel. Soient

v, v, et vy les volumes de trois parallélipipédes d’éther CDEF,
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CD'E'F’ et G'D'E’F”. Soient p, el gy les densités de I'éther
admises par Fresnel dans le premier et le second milieu;
pi el py ce que doivenl élre ces mémes densités dans la nou-

velle théorie; on aura d’aprés I'une des hypothéses de Fresnel

ps = nlp,.

Le principe des forces vives s'écrira dansla théorie de Fresnel
(2) _ o1 (1) — v,ly) = pyvsly,

et dans celle de Neumann
) pi (0lf — vla) = pwyls.

L'’équation (2) donne

—n?
1, — vl = n3v,l;
d'ott

’ | R— ']
nl] — vly =w,l3,

ou enfin en comparant & (3] :

Ainsi dans la théorie de Newmann, la densité de I'éther doit
étre regardde commme constante et son élasticité comme seule
variable.

En résumé les hypothéses que nous avons failes équivalent
aux suivantes qui sont celles qui ont ét¢ énoncées par Neu-
mann et Mac Cullagh:

1° La vibration est perpendiculaire au plan de polarisalion ;

2° La densité de I'éther est constante ;

3° Les trois composantes du déplacement sonl des fonclions

conlinues.
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215. Théoréme de Mac Cullagh. — Soit O (fy. 27) un
poinl du plan de séparation; menons par ce peinltrois droites
OI, O’ et OR dont les projeclions sur les trois axes soient
respectivement, u,,v,,0,; Uy, Vg, 045
2y, vy, w0,. Ces {rois droiles repré-
senleront en grandeur et direction,
dans la lhéorie de Neumann, les vi-
brations incidente, réfléchie et ré-
fractée, D’aprgs les ¢quations (1), OR
est la somme géométrique de OI et
de OR’, c’est-d-dire la diagonale du

paralltlogramme construit sur Ol et
OR’. Les trois droiles OI, OR ¢t OR’ sont done dans un méme
plan.

Cherchons & déterminer ce plan. Soient OF et OF’ les di-
rections des vibrations incidente et réfractée dans la théorie
de Fresnel. Le plan IOF est cclui de I'onde incidente, Ie plan
R'OF' celui de I'onde réfractée. Daprés un théoréme démon-
tré plus haut (204), OF estla projection de OF’ sur 'onde inci-
dente. Les deux plans, IOF et F'OF sont donc rectangulaires ;
de plus I'angle IFO est r,lr.nit; done Ol est perpendiculaire an
plan FOF’ et par conséquent & OF'; OF perpendiculaire & la
fois & Ol et & OR est perpendiculaire au plan ROI. Donc le
plan ROI et le plan de I'onde réfractée sont reclangulaires.
Donc e plan des trois vibrations OI, OR et OR' passe par le
rayon réfractd.

Ceci permet de résoudre le probléme suivant: connaissant
en grandeur et direction la vibration incidente Ol (dans la

théorie de Neumann) construire les vibrations réfléchie et ré-

fractée.
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Par Ol el le ravon réfracté faisons passer un plan qui coupe
I'onde réfléchie suivant une cerlaine droité OR’ ct l'onde ré-
fraclée suivanl une droite OR. Par le point I menons une pa-
rallele & OR jusqu’'a sa rencontre en R avec @R, puis par le
point R une paralléle a Ol jusqu'a sa rencontre en R" avec OR’,
Nous avons ainsi conslruit en grandeur et direclion les droiles
OR et OR".

8i I'on veul ¢noncer le théoréme sans faire intervenir la di-
reclion de la vibration, il faut dire:

Le plan de polarisation du rayon véfracté coupe le plan de
polarisation die rayon incident sutvant une droite perpendicu-
laire au-rayon incident el le plan de polarisation du rayon

réfléchi suivant une drotte perpendiculaire au rayon réfléchi.

TIEORIE DE cavucHy (1)

2186. Cauchy prend pour point de départ le principe de conti-
nuité auquel il n'apporte aucune restriction ; non seulement
£, met{ doivent étre des fonclivns continues, mais il en est de

méme des dérivées —: )
dz dz oz

(si I'on prend pour plan

des az/ le plan de séparation).

1l serait impossible de satisfairea ces conditions si I'on n’ad-
mellait qu’d ¢oté des vibralions transversales susceptibles
d’élre observées, il se propage également des vibrations longi-

tudinales inaccessibles i P'expérience. Nous ne devons done

(1Y Nouveaux exercices de matlhiémaliques, Comples rendus, passim 1836
el 1839, Wuvres complétes, premitre série, 1, 1V, passim el principalenient
page 112 squ. premiére série, LV, page 111.

LA LUMIERE, 23
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pas admellre que la vitesse de propagalion des rayons longi-
tudinaux soit nulle; elle ne peut nonplus étre réelle, sans quoi
une portion de la force vive due & la lumiére incidente serait
absorbée par ce#ondes longitudinales et I'expérience n’indique
aucune trace d'une semblable perte de force vive.

Nous sommes donc conduits & suppouser que celte vitesse
de propagation est imaginaire ; elle sera par exemple e dans
le premier milieu et ¢c’ dans le second. D'ailleurs ¢ et ¢ se-
ront irés pelits. De cette fagon' les rayvons longitudinaux
seroni évanescents(58) et n’absorberont pas de furce vive.

Soient §,, w,;, &, les compusantes du déplacement dii aux
vibrations Lransversales, &,, 4,2, {, les composantes du dépla-

cement diaux vibrations longitudinales, on aura :

AEZ‘Ei"l‘E:zs N =1 4 n, E=14 42,

Cherchons & satisfaire aux conditions en posant comme

plus haut (210)

— X‘ei(a.r-p-l)tj’ 0 = Y|ei(a.t+bt), c‘ — Z|ei(aa:+l;t)

A

1

52 — X2el-(az‘+l)!)’ Ny = Yzei(zz.z+bt)’ Cz — Z2e,~(aa;+[)t)

les X, les Y et les Z étant des fonctions de z seulement.

Nous aurons, dans le premier milieu, c'est-a-dire pour

z <0,

X, = Aeths, Y, = Bet "=, Z, = Geths;
et dans le second milieu,. ¢'esl-a-dirc pour z > 0

X, = Ale—"%, Y, = Ble-"*, Z, = Ce—"*,
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Ecrivons que Ja vitesse de propagation dans le premier
milieu esl #, il viendra

b‘_’ b2
_ 2 — 2 i
- - ——¢ ou h=\/a* -+ -
a* — h? g2

On trouve de méme
b2
LA 2 ul
h ~\/a +El2

Nous voyons d'abord que ¢ ct ¢ étant trés petits, % el 2’ se-
ronl trés grands. Par conséquent les facteurs e (dans le pre-
mier milieuod 5 < o) et e—*3(dansle second milieu ol z > 0)
seront trés petilsa moins que la valeur ahsolue de z nesoit trés
petite. Il n’y aura donc de lumiére longitudinale sensible que
dans le voisinage immédiat du plan de séparation ce qui ex-
plique pourquoi elle est inobservable et n’absorbe pas de force

vive.
Ecrivons que la vibration (s, 7. ;) est longitudinale;

nous aurons :

Cela montre que % — f—;ﬂ? est conlinu ; il en est de méme
Y 4

dg e . - o
de ay d-ﬁ puisque d’aprés le principe de Cauchy, £, 4, ¢
sont continus ainsi que leurs dérivées du premier ordre. Donc
d ol . df g, dy df
dy _ dny esl continu, de méme que — — =L, —H__ =2,
dy ds ds dx  dx dy
Ainsi si I'on ne considére que la lumiére transversale obser-

vable les quantildés que nous avons appelées plus haut w, v, w

sont conlinues comme dans la théorie de Fresnel,
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Les conditions (2) peuvent aussi s'écrire,

:—l—ih’, B=B —=0.

A_ G N T
a

Donc 4, — 0 et comme 4 est continu, 4; devra I'dtre aussi
comme dans la théorie de Fresnel.

Il vieut ensuite dans le premier milieu

hzﬂz_}_ de_

dz —
et dans le second milieu

rg G8a

dc2
dw +a

=0,
ou, ce qui revient au méme, dans le premier milieu

. d’) dt, A
(3) > + <d‘w" -+ %) =0,

et dans le second

dy o (i | Al
g’ 2 253 a2 (52 ¢ Cha)
I dw—l_a ¢ <da;+ d:.’>—0'
La vibration (%;,74,,¢;) étant transversale on aura dans les
deux milieux

d_E,_‘_dC, —

T (n, est indépendant de y) ;

g,

et comme ——-|— 7 est eontinu, celasignifie que ——|- est

également continu.
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Si donc nous appelons £ et £§ les valeurs de Z, et de ¢,
dans le premier milieu, mais infiniment prés du plan de
séparation, et de méme ) et {} les valeurs de'§, et ¢, dansle
second milieu et infiniment prés du plan de séparation, nous

aurons

716 (];
+ dz da) +

dC 5

£}
da:

et les équations (3) et (4] donneront

(l’;' di)  a? 5 ‘o - d’_.,‘_{ ded
®) d.’x, da 02 pr(e? — <) <(l.03 + d’)

Si la vitesse de propagation des vibrations longitudinales

était la méme dans tous les milieux, on aurait e = ¢’ ; le se~
I - . CZE-) . .
cond membre de I'égalité (3) serait nul et ~, Seraitcontinu.

v

. . i . .
11 en en résulterait que ﬁ el par conséquent £, seraient

des fonctions continues el il y aurait concordance compléte

avec la théorie de Fresnel.
Mais il est plus naturel de supposer e z e’ ; dans ce cas,

comme ¢ et ' sont tous deux lrés pelits, le second membre
de (5) n’est plus nul mais seulement trés petit et la concor-
dance avec la théorie de Fresnel n'est plus qu’approximative.
En particulierle rayon réfléchi devrait présenter des traces de
polarisation elliptique.

La théorie de Cauchy a paru un inslant recevoir une con-
firmation éclalante quand les expériences de Jamin onl dé-
célé I'existence de ces traces de polarisation elliptique que le

géometre francais avait prévues. Mais de nouvelles expé-
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riences du méme physicien ont cessé de concorder avec les
prévisions de Gauchy.

Soient e, i€’, 2" les vitesses de la lumiére longitudinale
dans l'air, dans'ean et dans le verre ; les observations de Ja-

min sur la réfraction de I'air dans le verre devraient fournir le
€ . . . .

rapport — ; de méme en observant la réfraction de l'air dans
€

I'eau, puis de I'eau dans le verre, on devrait trouver les rap-
€ €

ports 7 et oy

Le premier rapport devrait étre égal au produit des deux
autres; il n'en est rien.

Aussi la théorie de Cauchy est-elle aujourd’hui abandonnée
et préfere-t-on expliquer les phénoménes observés par Jamin
en admettant que I'épaisseur de la couche.de passage (208)

n’est pas négligeable devanl une longueur d'onde.
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REFLEXION CRISTALLINE

Il y a deux théories principales de la réflexion cristalline;
la premiére est une extension de la théorie de Neumann el
Mac-Cullagh; la seconde est celle de M. Sarrau qui peul éire
regardée comme une généralisation des théories de Cauchy et

de Fresnel.

TNEORIE DE MAC-CULLAGH (1)

217. Hypothéses fondamentales. — Mac-Cullagh et
Neumann admettent les mémes hypothéses que dans le cas de
la réflexion vitreuse :

1° La vibration est paralléle au plan de polarisation;

2° L’élasticité de I'éther est variable et sa densité constante;

3° Le principe des forces vives est applicable;

4° Les trois composantes du déplacement £, 4 et { sont des

fonetions continues.

218. Equations du mouvement lumineux. — Rappe-
lons d’abord quelles sont les équations de la double réfraction
rapportées & des axes quelconques (179).

Soient X, Y, Z les trois composantes de la vibration de

M. Sarrau; %, 4, { celles de la vibralion de Neumann, u, v. w0

(1) Mac-Cullagh, Transactions de I'Académie ruyale d'Irlande, vol, XVIII;
Journal de Liouville, premitre série, tome VII, paze 217; Neumann,
Jowr nal de Liouville, premicre sirie, lome VII, page 369, traduction d’un

mémoire lu & 'Académioe de Berlin, le 7 décewhre 1833,
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celles de la vibration de Fresnel, il viendra :

_dZ_dY 4 _dy X _aw,
T dy ds t= dy  ds der T du
__dX  az & Ay dY aw,
"=dz T da V= T dez T do

dY  dX dq  di  d¥%_aw,

(=2

do dy C= T dy' A T dw
oW, = au® 4 bv? + cw? 4 2eve0 4 2furw | 2guv.

Si I'on observe qu'en tenant compte des expressions de u et

de v, ona
_ ) R ,_d
i‘K—;:d_V"I;:_ﬂ,, N-:d_wl,,:L/s:O’etc
du. dg, dns dt} dr, 714
il viendra
i ddZ  dd&Y = ddW, d dW,
arr T dy di? ~ dz di* T dy o,  dz &l
-ou
y %% ddW, ddW, ddW,
W T T T a & 4 &

On en déduirait par symétrie deux équations analogues
pour d—zﬂ el ﬂ

Cela posé, nous allons reprendre I'hypothése de la couche
de passage que nous avons exposée plus haut (208) et mon-
trer qile cette hypolhése est équivalente & celle de Neumann.

Dans la théorie de la double réfraction on regarde les
coefficients de W, comme des constantes. Mais ici nous n’avons
plus affaire & un milieu homogéne. Nous devons donc regar-

-der ces coefficients a, 4, c, e, /. y comme variables.
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Nous considérerons {oujours deux milieux ‘séparés par une
couche de passage exlrémement mince; celte couche de pas-
-sage sera limitée par deux plans paralltles, & savoir par le
plan des @y et par un plan infiniment voisin. Dans chacun des
deux milieux les cocfficients de W, conserveront des valeurs
constanles; dans la couche de passage au contraire ils varie-
ront trés rapidement. Remarquons de plus que, si I'un des
plans qui limitent Ia couche de passage est pris pour plan des
wxy, ces coefficients seront functions de z seulement.

On aura alors par exemple :

[ii?; = gu + bv4ew,

et

de

d dW, dv dw dg db » e
ds dE! d~+b ;e + _I_vd:—l_? dz

Je dis maintenant que les équations que je viens d’écrire

"équivalent aux hypothéses de Neumann et Mac-Gullagh.

219. Densité de I'éther. — En premier lieu elles en-
trainent le principe des forces vives et la constance de la

densité de 'éther. En effet nous avons vu dans le chapitre I que
sipestla densité del'étheret quc‘/‘W2 dr représente la fonction
des forces, l’éduation du mouvement s’éerira

@ d% ad dW, d dwW, id“lﬂ.
2 eam der = dx lg ) ()'l/ (,,, T ds dz!

Cette équation devien! identique & I'éguation (1) i Pon y

fait p=1.
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L'existence d'une fonction des forces eniraine le principe
des forces vives. On est obligé d’aillears, pour identifier les
équations (1) et (2), de supposer p =1, c’est-a-dire de regarder
la densité de I’éther comme constante, ce qui est précisément

I'hypothése de Neumann,

220. Principe de continuité. — Iin second lieu les
équations du mouvement telles que nous venons de les écrire
entrainent la continuvité de §, =, { qui constitue la seconde
hypothése de Neumann.

En effet, supposons qu’on cherche 4 satisfaire aux équations
du mouvement en faisant comme nous I'avons fait plusieurs

fois dans la théorie de la réflexion vilreuse,

X =Xelartfo  F = feirifn oy — yeiex+Bn
— Y‘ei(ax.{-[it)’ 5 = mei(ax-a_[iz)’ v = v‘e”‘f‘x*‘ﬁ”,
Z = Zetaz+Bn = geflextfn g — qpeflaz+ B,

X Y, 2008, vy, &y wy, vy, w0, élant des fonction de =z seule-
ment.

Les équations du mouvement donneront :

o, e,
dq dt .
é:—y.. —;:v—}—wc,
{ = ivY, 0 = tuy.

Ces équations montrent :
1° Que les dérivées de &, v, X et Y sonl finies et que ces
quatre quantités sont par conséquent conlinues;

2° Que{ et 1w sont égaux a Y et &+ au facleur constant prés
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Zo. Donc ¢ el w sont conlinues comme Y et 4 le sont elles-
mémes.

Ainsi :

1° Les trois composantes £, 4, { de la vibration de Neumann
sont continues ;

2° Les deux composantes de la vibration de M. Sarrau pa-
ralléles au plan de séparation, c'esl-a-dire X et Y sont aussi

continues.

221. Verifications expérimentales. — En écrivanl yue
X, Y, &, m et { sont des fonclions continues, on a un nombre
suffisant d’équations pour déterminer en grandeur et direc-
tion les vibrations réfléchie et réfractée, quand on connait la
vibration incidente. Nous ne croyons pas ulile toutefois de
former ici ces égmalions linéaires et de les résoudre effecti-
vement; il n'y a la qu'un calcul algébrique qui est assez long
mais ne présente aucune difficulté. Nous nous bornerons a
dire que les prévisions de la théorie ont été confirmées par
I'expérience.

Dans toutes les expériences (ui onl été faites, le premier
miliew était monoréfringent. et le second cristallin et dans
les développements qui vont snivre nous supposerons toujours
qu’il en est ainsi. Une des difficultés principales provient de
ce que toules les subslances connues sont assez peua biréfrin-
"genles; il en résulle que le plan de polarisation différe peu en
général de ce qu'il serait avec une subslance isotrope. On a
tourné cette difficulté en prenanl comme premier milicu un
liquide dont I'indice de réfraction difféere peu de I'indice moyen
du cristal. Dans ces conditions on peut observer des dévialions

trés considérables du plan de polarisalion. Les dévialions ob-
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servées paraissent concorder suffisamment avec les déviations
calculées.

Il cemble toutefois que certains crislaux présentent . des ano-
malies. Ainsi le diamant qui est du systéme cnbique et devrait
se comporter par conséquent comme un corps isolrope donne

lieu & une polarisation elliptique trés intense.

222.Réfraction uniradiale. —Si un rayon incident tombe
sur un cristal, il se parlage cn un rayon réfléchi el deux
rayons réfractés; ces deux derniers sont enliérement polarisés.
Supposons maintenant que le rayon incident ail été polarisé
par son passage a {ravers un nicol; quand on fera tourner ce
nicol, les intensilés des deux rayons réfraclés varieront; dans
une des posilions du nicol, I'un des rayonsréfractés disparail;
dans une autre position, ¢’est 'autre rayon réfracté qui s’éteint,
On dit alors qu'il y a réfraction uniracliale. Les dircctions de
la vibration incidenle qui correspondent a celle extinction de

I’'un des deux rayons réfractés s’appellent les deux directions

uniradiales.

' 223. Théoréme de Mac-Cullagh. — Le théoréme de
Mac-Cullagh (215) est susceptible d'une généralisation
remarquable par son élégance (1), mais que nous énoncerons
sans démonstration.

11 faut d'abord donner la définition du plan polaire d'une
des vibrations réfractées. Nous considérons un des deux rayons
réfractés; par un point O quelconque menons une paralléle ON
a la vibration de Neumann et une paralléle OM au rayon.

Construisons la surface de l'onde qui a pour centre le pointO

- (1) Mac-Cullagh, Journal de Liouville, premiére série, lome VII, 1842,
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et qui vient couper en M Ir rayon lumineux OM. En ce point
M menons le plan langent & la surface de 'onde et abaissons
du point M une perpendiculaire O sur 0
ce plan tangent; nous appellerons R le
chemin que la lumitre aurail parcouru
dans Ie premier milieu pendantle temps
que met dans lesecond miliea un ébran-

lement parti du point O pour parvenir

au poinl M ou en un point quelconque FiTg' 98.

de la surface de I'onde qui passe en M.

Prenons ensuite sur le prolongement de OP un point tel

que:
R2
0T = oP
Joignons MT ; le plan mené par ON parallélement & MT s’ap-
pelle le plan polaire du rayon réfracté considére.
Il résulte de cetle définition que si I'on change la direction
du plan de séparation en faisant varier en méme temps la
direction du rayon incident, mais de telle facon que celle du
rayon réfracté ne change pas, le plan polaire ne changera pas
non plus, pourva que l'indice de réfraction du premier milieu
soil resté le méme; la directlion de ce plan dépend au contraire
de I'indice de réfraction du premier milieu.
Voici maintenant en quoi consisle le théoréme de Mac-Cul-
lagh.
Dans le cas de la réfraction uniradiale, on obtiendra le dé-
placement d'un point quelcongque du premier milieu en
composanlics déplacements dus & la vibration incidente et &la

vibration réfléchie ; quanl au déplacement d'un point du se-
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cond milieu il seréduiraan déplacement dii & la seule vibralion
réfractée qﬁi subsiste, puisque nous avons supposé le nicol
orienté de facon & éteindre la seconde vibration réfraclée.

Si donc nous construisons en un point du plan de sépara-
tion trois droites représentant en grandeur et direction la vi-
bration réfractée, la vibralion incidente el la vibration réflé-
chie, la premiére sera la somme géométrique desdeux autres.
Ces trois.droites sont donc dans un méme plan.

L'analyse de Mac-Cullagh monire gue ce plan n'est aulre
que le plan polaire de la vibration réfractée.

224. Propusons-nous maintenant le probléme suivant:

Connaissant en grandeur et direction la vibration incidente,
construire la vibralion réfléchic et les deux vibrations ré-
fractées.

La construction de Huyghens nous permettra d’abord, con-
naissant le plan de 1'onde incidente de construire les plans de
Ponde réfléchie et des deux ondes réfractées ; nous connaitrons
également le rayon réfléchi et les deux rayons réfractés.

Nous en déduirons les directions des deux vibralions réfrac-
tées OR; et OR” ; puisque dans la théorie de Neumann la vi-
bration réfraclée doit étre menée dans le plan de 'onde per-
pendiculairement au rayon (215).

Nousconstruisons ensuile les plans polaires des deux vibra-
tions réfractées; ces plans pblaires couperont le plan de I'onde
incidente suivant les deux directions uniradiales.

Soit Ol la vibration incidente donnée, nous la décompose-
rons, par la régle de parallélogramme en deux composanies

‘0T el O1” dirigées suivant ces deux directions uniradiales.

Le premier plan polaire qui passe par OR’ et Ol coupera

I'onde réfléchie suivant une droite OS'. Nous achevons le pa-
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rallélogramme OI'R’S” dont un ¢dté est Ol et dont Pantre colé
el la diagonale sont dirigés suivant OR’ et OS'. Alors OR’ re-
présentera, non seule- R’

ment en direclion, mais
en grandeur la premiére
vibration réfractée, et OS’
représenteria en grandeur S
et en direction ce que se-
rait la vibration réfléchie
si la vibration incidente

se réduisait a Ol’.

Onconstruiraitde méme

Rll
un- second parallélo- Fig. 20.

gramme OI" R"S” dont un coté serait O1”; dont la diagonale

OR” représenterait en grandeur et direction la seconde vibra-

tion réfractéc; dont enfin le second colé 0S” représenterait ce
que serail la vibration réfléchie si la vibration incidente se ré-
duisait a OI”.

On n’auraitl plus ensuile qu'a composer OS et OS” par la
régle du parallélogramme pour avoir la vibration réfléchie
totale OS.

225. Remarque. — 11 est aisé de se rendre éomptc d’aprés ce
qui précéde pourquoi les phénoménes de la réflexion cristalline
s’écartent d'autant plus de ceux de la réflexion vilreuse que
I'indice du premier milieu s¢ rapproche plusde l'indice moyen
du cristal. En effet U'écart entre les deux ordres de phéno-
ménes sera d’aulant plus grand que le plan polaire défini plus
haut s'écartera plus du plan NOP ; c’est-a-dire quel'angle PTM
sera plus voisin de 90°. Les substances connues élant peu bird-

fringentes 'angle POM est pelit et parconséquent PM est petit.
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Pour que I'angle PTM ne soit pas petit, il faut que PT soit

petit. Or:

p — RY

PT = op QoP.

fops op
Il faut donc que OP soil trés voisin de R. Or T et le rapport
de la vitesse de propagalion de l'onde réfractée a celle de
Ionde incidente. Ces deux vilesses doiventdonc étre trés voi-
sines ce qui exige que les indices moyens des deux milieux

soient peu différents,
THEORIE DE M. SARRAU (1)

226. M. Sarrausuppose:
e Qﬁe la véritable vibration a pour composantes les quan-
tités que nous avons appelées plus haut X, YetZ;

2° 1l admet en outre les principes fondamentaux de la théo-
rie de la réflexion qui esl due & Cauchy et d'aprés lesquels les
trois compusantes du déplacement seraient continues ainsi que
leurs dérivées du premier ordre, mais & la condition de tenir
compte, & coté des rayons transversaux observables, de rayons
longitudinaux évanescents et inaccessibles a l'expérience.

Nousavons vua plushaut(2416) quelles étaientles conséquences
des principes admis par Cauchy. Sik,, 4,, {, sont les trois
composantes du déplacement dft &la lumiére transversale (en
prenant le plan d'incidence pour plan des ws et le plan de
séparation pour plan des w'y), les quantilés

. . z
oAy Ay dy &
dy dz dz  dw de  dy

(1) Journal de Liowville, deuxisme série, t. XIII,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



REFLEXION 369

sontdes fonctions conlinues. Si en oulre la vitesse imaginaire
des ondes longitudinales est la méme dans lous les milienx,
¢, estaussi uncfonction conlinue, Quand méme d'ailleurs cette
condition n’est pas remplie, £, est encore approximativement
conlinu. ]

Ici les trois composantes de la véritable vibration sont X, Y
el Z; donc X, Y et

@AY X LAY N
c T dy  ds e T da Tde dy

sonl des fonctivns continues, Ge sont la précisément les ré-
sultats auxquels conduisail la théorie de Neumann et Mac-
Cullagh ; il y a donc concordance parfaite entre les deux
théories.

Il importe de précizer, dans le cas des milieux anisotropes,
-ce qu’on doil entendre par rayon longitudinal ; les vibrations
longitudinales sonl dirigécs non suivant le rayon, mais nor-
malement au plan e 'onde. )

Ajoutons .que la théorie de M. Sarrau conduirait au méme
résullat, si au lieu de prendre pour point de départ les idées
de Cauchy, il avait supposé 'existence d’'une couche de pas-
sage et la varialion continue des coeflicients du polynome que
nous avons appelé W,,.

La théorie de la double réfraction de Fresnel (149) combinée
avec les principes de la théoric de la réflexion de Cauchy,
conduil a des résultats incompatibles avec les observations,

Il n’en est pas de méme si on admel que la véritable vibra-
tion esl celle de Fresnel et qu'il existe une couche de passage ;
les résultals auxquels on esl ainsi amené ne différent pas de

ceux qu’on peul déduire des deux autres théories

LA LUMIERE. 24

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



370 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

Grace a I'hypothése de la couche de passage, les phéno-
ménes de la réflexion cristalline ne permeltent pas de décider
entre les trois théories de la double réfraction; les équations
du § (218) conservent en effet toujours la méme forme quelle
que soit celle de ces trois théories que l'on adopte; l'inter-
prétation physique seule différe. Pour M. Sarrau,c'est X, Y, Z;
pour Neumann, c’est €, v, {; pour Fresnel c'est «, v, qui re-
présentent les composantes de la véritable vibration. Mais la
forme analytique des équations et par conséquent les phéno-

meénes observables restent les mémes dans ces trois cas.

Document numérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



REFLEXION 3
REFLEXION METALLIQUE

22%7. Propagation de la lumiére dans un milieu ab-
sorbant. — Les milieux opaques comme les métaux doivent
étre considérés, non comme absolument imperméables a la
Jumiére, puisque en lame mince ils jouissent d'une certaine
transparence, mais comme douésd'un pouvoir absorbant con-
sidérable.

Voyons comment on peut concevoir la propagation de la
lumiére dans un semblable milieu.

Les trois composantes du déplacemenl seront les parties

réelles de fonctions de la forme

[55]
)

- (w2 4 By 4 vz — V).

E=Ae?, q=DBe®, ouP=

>|

Mais les quantités A, B, G qui sont proportionnelles a
I'amplitude de la vibration devront décroitre trés rapidement
4 mesure que le rayon se propagera. L'hypothése la plus

naturelle sera de supposer que A, B, C sont de la forme
A—=Ape?, B—B,e ¢, C=Cye9,

ou Q=lo+my-4-nz;

Ay, By, Gy, I, m cl n étant des constantes.
On voil ainsi que dans la propagation d'une onde plane
dans un milieu absorbant on a & envisager deux plans qui

jouenl lous deux un réle important, le plan de I'onde

w4 by g5 = 0
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¢l le plan d’absorption
o 4+ my +nz = 0.
Les expressions de §, 4 et {, peavent encore s'écrire
= A", n = By, L = C,e,
en posant

P_[—a—zl ¢—{—< ﬁhzm>y+

oA . 2nVe
() =50 ]

En d'autres termes termes tout se passe comme si le plan

de I'onde avait pour équation :
P”—(-;—ra—zl)x—f—( 5—zm>z/—]—< y——m) =0
el si la vitesse de propagation avait pour expression :
. v
V=24 (-5 + (-5

Nous appellerons le plan P” = o, plan imaginaire de I'onde

7

et la vitesse V', vitesse imaginaire de I'onde.

Pour que le rayon aille constamment en s’affaiblissant & me-
sure qu'il se propage, il faut et il suffit que la normale au
plan de I'onde menée dans le sens de la propagation du rayon
et la normale au plan d’absorption menée dans le sens de 'ex-

tinction fassent un angle aigu. Cette condition s’écrit :

w4 Bm 4 yn > 0.
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Ur, la partie imaginaire de ‘717 est égale a

Ao,
— s {al + pm - yn).

Cette partie réelle doit donc étre négative.
En résumé un milieu absorbant se comporte comme si son

indice de réfraction était imaginaire. Soit

m (cosy — isiny)

Y

cet indice. Comme l'indice de réfraction est proportionnel &

Iinverse de la vitesse, ¢'est-a-dire ici a 7 et que la partie

imaginaire du carré de %—, doit étre négative, l'angle y

. . k3
devra étre compris entre 0 et 5-

228. Cela posé, proposons-nous le probléme suivant:

Un rayon lumineux tombe sur une surface métallique sous
une incidence égalea ¢ ; quelleest la direction da plan ima-
ginaire de I'onde, du plan de I'onde, du plan d'absorption, et
le coeflicient d’absorption? :

Le plan d'absorptlion ne peuot étre quele plan de séparation
des deux milicux que nous prenons pour plan des zy. Nous
prendrons le plan d'incidence pour plan des 3.

Soit " l'angle du plan imaginaire de I'onde avec le plan
des a2y, c’est-a-dire I'angle imaginaire de réfraclion. Soit »
I'angle du plan réelde 'onde avec le plan desay, c’est-a-dire

I'angle réel de réfraction.
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Le plan imaginaire de I'onde devra avoir pour équation

wsiny’ 4 zcosr =0

ou

(1) siny’ = ?%(E (cosy 4 ¢siny),
On aura d’autre part

P=

>~|¥

(wsinr -+ zcosr — Vi),
et

Q =xz,

x élant le coefficient d'absorption.

L’équation du plan imaginaire de I'onde s’écerira alors

@ %\T—r sinr -+ = (2)—“ cosr z'x) =0,

On a donc :

2% .
— siny#®
A

tang v —
© T .
== COSr — ix

A

De I'équation (1) on tire aisément cot+’ sous la forme :

cot?” = A — iB;
on a alors

cotr = A, x:m§

ce qui détermine I'angle réel de réfraction et le coefficient

d’absorption,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



REFLEXION 375

229. Equations du mouvement lumineux dans un
milieu absorbant. — On a proposé diverses formes pour les
équations du mouvemenl dans un milieu absorbant L'une

des plus générales est celle de Voigt (1) qui s’éerit :

avec deux autres équations analogues pour 4 et £, auxquelles
il faut joindre la condition de transversalité ® = o.

La théorie électromagnélique de la lamicre a conduit Max-
well & une équalion de méme forme, mais ou les coellicients
a, ¢ et ¢ sont puls.

Ces équationsou d'autres analogues ne peuvent évidemment
rendre comple de la propagation de la lumiére dans les mi-
lieux peu ahsorbants qui produisent un spectre de raies ou de
bandes.

Quel que soit le'nombre des dérivées partielles de £ qu’on y
introduise, un n’arrivera jamais a rendre compte de la prodi-
gieuse variélé de ces speclres. En revanche ces équations pa-
raissent rendre assez bien compte des phénoménes optiques
que présentent les métaux.

Cherchons & satisfaire & I'équation (2)en faisant

.‘&: (@ +By+y:-Ve)

E = AeVT

La partie réelle de cetle exponentielle imaginaire sera alors
la véritable valeur de &; « sera la période de la vibration, V'

sera la vilesse imaginaire de propagation ; o, B', ¥’ seront les

(1) Gottinger Nachrichten, 1884, page 137 sqq.
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cosinus directeurs duo plan imaginaire de I'onde de telle sorte

qu’on aura

(3 X2 By =

On trouve alors, en subslituant celte valeur de § dans (2),

supprimant les facteurs communs et tenant compte de (3) :

. b | 4n? Jm? 2inc  An?
(4 V2<a+%—{—‘—ﬂ—€>:i,<l—]— in¢  Am e>

T2 T T

Cette équation monlre que la vitesse imaginaire V' dépend
de t et par conséquent de la longueur d'onde, mais ne dé-
pend pas dela direction du plan de 'onde,

Par conséquent l'indice imaginaire e réfraction est

S

une constante quidépend de la couleur, maisest indépendante

de Tincidence. Il n'en serait pas de méme de l'indice réel de

} . sinr
réfraction 5

230. Théorie de Cauchy (1). — Cauchy suppose que les
hypothéses yui servent de base & sa théorie de la réflexion vi-

treuse =ont encore applicables & la rétlexion métallique,
De ceshypothéses il résulte, ainsi que nous 'avons vu, que

sile plan de séparalion est pris pour plan des 2y, les fonctions

L dy 743 g q oz

M ay T A Az dx’ dx T dy

FAN]

sont continues,
Nous venons de voir que, dans un milien métallique, les

¢quations du mouvement sont les mémes que si l'indice de ré-

(1) Nouveaux exercices dis mathémaliques, Jouwrnal de Lionville, pre-

micre série, 1. VII, p. 338.
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fraction était imaginaire. D'autre part, dans les idées de Cau-
chy, les conditions & la limite sont lesmémes que dans le cas
de la réflexion vitreuse. 1l est donc inutile de recommencer
les calculs; lesformules de la réflexion vitreuse doivent rester
applicables ; il sullit d'y remplacer U'indice de réfraction parsa
valeur imaginaire.

Nous savons que dans l'élude de la réflexion vitreuse la
théorie de Gauchy et celle de Fresnel conduisent aux mémes
résultats. Fresnel démontre que le rapport de la vibration ré-

fléchie & la vibration incidente esl égale &4
sin (r — 9)
sin (r 4 ¢)
si la lumiére est polarisée dans le plan d'incidence et &

tang (¢ — )
lang (¢ +7)

si la lumiére est polarisée perpendiculairementa ce plan.
Les angles ¢ et  sont les angles d'incidence et de réfraction.
Si I'on appelle N l'indice de réfraction, ces deux rapports sont

égaux respectivement a

_cos:p—\/N2—sin2q; ol \,_NQCOSCP—\/NQ—Sinqu
cos¢ +VN? — sinZ g  N2cosgVN2 —sinzg

Ces formules se déduiraient sans peine de celles que nous
avons données plus hauot (203).

Si a, B, ysont les cosinus directeurs de 'onde réfléchie, X la
longueur d'onde et V la vitesse de propagation dans le premier
milieu, le déplacement dd a la vibration réfléchie sera la par-

tie réclle de
Ae® ou Ale®
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ou

‘f)“
P:‘—;"(am+ By + vz — Vo).

Si on passe & la réflexion métallique, il faut donner & N

une valeur imaginaire ; A et A’ sont alors imaginaires et
ona
A = A, A= At

Alors le déplacement dii & la lumiére réfléchie sera

A,cos (P4 )
si le plan de polarisation est le plan d’incidence, et

Agcos (P4 )
si le plan de polarisation est normal au plan d’incidence.

Il y aura donc polarisation elliptique et la différence de

phase des deux composantes du rayon réfléchi sera y — ¢’
L’expérience confirme tres suffisamment les formules de

Cauchy.
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CHAPITRE VIII

ABERRATION ASTRONOMIQUE

231. Dans 1'étude des divers phénoménes optiques que nous
avons considérés jusqu’ici, nous avons toujours supposé que
le mouvement vibratoire qui donne naissance a la lumiére
avait lieu dans un fluide parliculier, I'éther, répandu dans
tous les milieux matéricls Lransparents aussi bien que dans
les espaces interplanétaires. Il esl évidemment impossible de
concevoir la propagationde lalumiére du soleil i la terre sans
I'existence d’'un milieu élastlique ; en revanche il peut paraitre
superflu et peut-étre peu philosophique, de supposer I'exis-
tence de I'éther dans les milicux matériels. Gependant le phé-
nomeéne de l'aberralion aslronomique, qui met en évidence
le mouvement relalif de I'éther et du milieu pondérable qu'il
pénétre parait s’opposer absolument a la suppression de cette
hypothése ; ou du moins, si celle hypothése élail rejelée,
I'explication de I'aberration aslronomique rencontrerait de
telles difficultés que son mainlien est préférable. Aussi, allons-
nous dire quelques mots de ce phénoméne.

On sait que lorsqu’on vise un astre avec une lunette, I'astre
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ne se trouve pas sur la droife quijoint le cenire 6ptique de
I'objectif au point de croisement des fils du rélicule, en un
mot, sur 'axe optique de l'instrument. Nous ne voyons donc
pas un astre dans sa direclion réelle. et I'angle de cette direc-
tion avec celle de I'axe oplique de la lunette s'appelle I'aber-

ration ; cet écart angulaire peut aller jusqu'a 20”.

232. Explication de Bradley. — La premiére explica-
tion du phénoméne de l'aberration est duc a Bradley; elle
s’appuie d'ailleurs sur la théorie de I'émis-
sion qui élait alors adoplée. Soit OA (/g.
30) une droite représentant en grandeur
et en direction la vitesse dont sont animés
les corpuscules lumineux émis par l'astre.

L'observateur placé & la surface de laterre

et entrainé par le mouvement de celle-ci
Fig. 30. ne pourba constater que la vitesse rela-
tive du corpuscule.

Celte vilesse relative s'obtiendra en composant la vitesse
réelle OA et la vitesse OB égale et de signe contraire a la
vitesse d'entrainement de l'observateur; c'est done OG. L’ob-
servateur verra 'astre suivant la direction CO au lieu de le
voir dans la direction AQ; par conséquent, I'aberration sera
I'angle ¢. La valeur de cet angle sera évidemment maximam
guand le quadrilatére OABC deviendra rectangle. Dans ce cas

on aura
OB .
lang ¢ = O_A’

or la vitesse OA de la lumiére étant d’environ 300 000 kilo-

métres par seconde, et la vitesse d’entrainement d'un point
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de lasurface de la terre n’étant que de 30 kilometres, onaura
approximativement

30 1

lang ¢ = 356000 — 10000

L’angle ¢ correspondant a cette valeur de la tangente est,

comme nous l'avons dit, d'environ 20 secondes,

233. Explication élémentaire dansla théorie deson-
dulations. — Daus I'hypothése des ondulalions, la théorie élé-
mentaire du phénoméne est aussi simple. Soient A (fg. 31) le
centre oplique de 'ohjeclif d’une lunette, B
la croisée des fils du rélicule et AE la direc-

tion d’'un rayon lumineux venant d’une

étoile E. Si la teTre étaitimmobile les trois
points E, A et B se trouveraient en ligne
droite; mais par suite du mouvement de
la Terre, le point B est venu en B’ pendant
le temps que le rayon lumineux a mis puur
parcourir le chemin AB’. Le rayon lumi-

neux qui vient frapper U'ceil de 1'observa-

o R e gy

teur a donc pour direclion réelle EAB', —&
tandis que sa direction apparente cst celle Fig. 31
de l'axe oplique, c'est-d-dire celle d’une paralléle & BA
menée par B'; 'aberration est donc 'apgle BAB’ = ¢. Si nous
désignons par V la vitesse «le propagation des ondes lumi-
neuses dans I’éther immobile et par » la vitesse d’un point de

la surface de la terre supposée paralléle & BB’ nous aurons:
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Comme l'angle ¢ est trés petit, on peut confondre la valeur
de I'angle avec celle de sa tangente ou de son sinus ; par con-
séquent nous retrouvons pour le maximum de ¢ la méme va-
leur que par I'explication de Bradley.

Ce raisonnemenl suppose que I’éther contenu dans la lu-
nette est immobile dans l'espace, qu'il ne parlicipe pas au
mouvement de la Terre. En effet, quand un milicu ¢lastique
se déplace, les vibrations ¢u'il Lransmet parlicipent & ce mou-
vement; ainsi, on sail (ue la vitesse du son dans l'air en
mouvement dépend de la vitesse delair, et I'influence du vent
sur la vilesse de propagation du son en est unc preuve évi-
dente. Par conséquent si I'éther contenu dans la lunette se
trouvait enlrainé avee elle, la vitesse de prupagation de la lu-
miére dans le tube de la lunette serait la composanle V' de la
vitesse V et de la vitesse d’enlrainement » du milieu élastique.
Mais d’aulre part, I'observateur participant au mouvement de
la Terre, la vilesse relalive de la lumiére serait pour lui la
résultante de V' el de — . c’est-a-dire V. Les phénoménes
observés seraient donc les mémas que si 'éther et 'observa-
teur étaient immobiles; parsuiteil n’y aurait pas d’aberration,

conséquence contraire a l'expérience.

234. L’éther engagé dans unmilieu matériel en mou-
vement est partiellement entrainé. — Mais I'éther est-il
immobile quand il traverse un milien plus réfringent que
Vair? Une expérience des aslronor'nes de Greenwich nous per-
mel de répondre que i'élher esl partiellement entrainé et que
sa vitesse d’entrainement dépend de l'indice de réfraction de
la substance traversée par la lumiére. Dans I'air méme il de-

vrait y avoir un entrainement partiel de I'éther, trés faible il
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est vrai puisque I'air st peu réfringent ; mais pour que l'ex-
plicalion précédente soil toul & fait rigoureuse, nous aurions
d& supposer que le tube de la luneltle étail vide d’air.
L’expérience des astronomes de (ireenwich consistait a vi-
ser une éloile avec unc lunctie pleine d'air, puis avec la méme
lunette dont le tube élait rempli d'eau; ils conslatérent que
dans les deux cas, la position apparente de 'astre étaitla méme.
Analysons celle expérience el cherchons-en les conséquences.
Soit EAB' (/ig. 32) la direclion de propagation de lalumiere
dans la lunette, que nous supposerons vide d’air,dans I’hypo-
thése ol 1'éLher ne participe pas au mou-
vemenl de la terre. Si nous admeltions
qu’il en esl encore ainsi pour I'éther con-
tenu dans l'eau en mounvement, le rayon
EC, pénétrant obliquement dans ce mi-
lieu, se réfracleraitl suivant AB” en se rap-
. prochant de la normale. L'image de I'étoile
se formerait en B”. Or la lumiére se pro-
pageant plus lentement dans l'ecau que
dans le vide, le point de croisement B des

fils du réticule de la lunette se trouvera,

Fig, 32.

par suile du mouvement de la terre, en un

point B”, situé a droite de B’, quand les vibrations lumineuses
arriveront dans le plan du rélicule. Les poinls B” et B” étant,
le premier & gauche, le sesond a droite de B, ne peuvent coin-
cider, et par conséquent, l'image de I'éloile ne se Lrouverait
plus au point de croisement des fils du réticule. Nous devons
donc admeltre, pour étre d'accord avec l'expérience, que
I'éther qui propage la lumiére dans 'eau est entrainé, au moins

partiellement, par le mouvement de la Terre.,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



384 THEORIE MATHEMATIQUE DE LA LUMIERE

Cherchons la vitesse d’entrainement. lin désignant par7et »
les angles d’incidence et de réfraction de la lumiére quand
elle pénétre dans la lunette remplie d’ean, nous aurons

sinz
sinr

= n.

D’ailleurs les angles ¢ et » étant trés petits, lessinus peuvent
étre confondus avec les tangentes et la relation précédente de-
viendra

y o ANEL lang BAB’ ~ BB’
" tangr ~ tang BAB” — BB’

Nous en tirons

(1) BB” — - BB,

St

Dautre part, en appelant V' la vitesse de propagation de la
lumiére dans.l'eau et v la vitesse d’entrainement de la lunette,
nous avons en écrivant que la lumiére arrive en B” quand B

arrive en ce méme point,
AB” = V', BB” = vt ;

d’ott nous tirons,
AB'I/ V/

BB//’ v
Nous lrouverons de la méme mar®ére
AB V

BB v
8i nous confondons les longueurs AB’ et AB” qui différent

trés peu; nous obtiendrons en divisant 'une par I'autre les
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deux relations précédentes,

o _y_ ’
BB” = v BB
ou, puisque l'indice de réfraction est égal au rapport des vi-

tesses,
2) BB” = nBB'.

Pour que le mouvement vibratoire de 'éther engagé dans
I'eau parvienne en B” en méme temps que le point de croise-
ment des fils du réticule, il faut que le mouvement d’entraine-
ment de I'éLlher soit tel que le point B” ait parcouru B“B” pen-
dant le temps ¢ employé par la lumiére pour aller de A en B™.

Les relations (1) et (2) nous donnent pour la valeur de B"B”.

B’B” = BB” — BB’ — <n — i) BB — (1 — 1—) BB”;

n2

mais, puisque BB” = v¢, nous aurons

B”B/// — <1 _ %) ?)t'
n?
La vitesse d'entrainement de I'éther aura donc pour valeur

(1 — y%) v,

235. Des expériences ont él¢ entreprises par M. Fizeau dans
le but de vérifier 'entrainement de I'éther par un miliea ma-
tériel en mouvement, Dans ces expériences, deux rayons lumi*
neux provenant de la méme source traversent deux tubes pa-
ralléeles remp:lis d’eau et d’'une longueur de 12,50 environ; &
leur sortie, cesrayons donnent des franges d’interférences qui

son{ observées avec un oculaire muni d’'un micromeétre. En

LA LUMIERE, 25
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faisant mouvoir I'eau des tubes en sens opposé, on constatait
un déplacement des franges. Ce déplacement élait, pour une
vitesse de 7 métres par seconde de I'eau des tubes, de 244 du

micromeétre, soit presque d’une demi-frange, une frange entiére

Y
occupant § . du micromeétre. Le calcul effectué¢ dans I'hypo-

thése on la vitesse d’entrainement de 1'éther est donndée par
I'expression précédente (l — ;g) v conduit & une valeur du

déplacement trés voisine de celle trouvée expérimentalement.
En outre le déplacerﬁent avait lieun tantot a droite, tantdt a
gauche suivant le sens da mouvement de J’eau.

Le déplacement des franges était bien dii & ce mouvement,
car, en faisant, au moyen de miroirs, traverser successivement
les deux tubes aux deux rayons lumineux avant de les faire
interferer, on évitait les différences de marche qui auraient
pu résulter de variations inégales de la température ou de la
pression dans les tubes. -

Les mémes expériences tentées en remplacant I’eau par de
lair n’ont donné aucun résultat; le calcul conduit anssi a un
déplacement i_nappréciable des franges méme pour des valeurs
considérables de la vitesse de I'air. ’

Tout récemment, deux physiciens américains, MM. Michel-
son et Morley ont repris les expériences de M. Iizean avecun
appareil de plus grandes dimensions (1). L’eau circulait dans
des tubes de 6 métres de longueur sous une pression de
23 meétres de hauteur d’eau. Le déplacement de la frange cen-
trale a atteint presque une frange entiére (0f,8499). Avec lair

animé d'une vitesse de 23 métres par seconde le déplacement

(1) American Journal of Science, vol. xxx1, mai 1886.
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des franges a ¢té sensiblement nul, Les expéricnces de

M. Fizeau se trouvent donc pleinement confirmées.

236. Vitesse de la lumiére dans un milieu en
mouvement. — Nous avons deux vi-
tesses a considérer, d'une parl la vitesse  A® ‘
de la lumiére par rapport a des axes fixes
dans T'espace, d’autre part la vitesse par
rapport & des axes mobiles invariablement
liés au milieu en mouvement.
" Pour avoir la vitesse par rapport a des A Fig. 33.

axes fixes nous avons a4 composer la vitesse absolue V" avec la
vitesse d’entrainement <1 — ;—,) v de I'éther. Sig¢ est 'angle

de ces deux vitesses représeniées par AB et BC (Ag 33), la vi-
tesse cherchée sera

n?

AC = V'cosA + (1 — 1—) v cos C.

L’angle A étant trés pelit nous pouvons confondre son cosinus
avec l'unilé. Nous négligeons ainsi les quantités de l'ordre du

carré de I'aberration ; or nous en avons le droit car I'aberration

5 est ] 1
» 0N carré a 10000°

1
z A 9N
élant au plus éga;e 4 20" ou 10000

parlie de 20, soit ﬁ@ de seconde. Nous aurons alors
. 1
AC=V 4+ 1—n—2 cOS 9.

Prenons maintenant des axes liés au milieu mobile. Il fau-

dra remplacer dans 'expression précédente la vitesse absolue
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5 1 . .
d'entrainement v (1 — n_-’> par la vilesse relative

v<1_i>_v:_”—_:_v'.

n?
Par conséquent nous aurons pour la vitesse de la lumiére
par rapport & ces axes

V' — v’ cosg.

237. Temps employépar lalumiére pour passer d’un
point a un autre d’un milieu en mouvement. — Consi -

dérons unrayon lumineux allant d’un point A, aun point A,

As Az
‘ i An
H '
Ag : ' i
. ] i [l
! ' : :
‘ [] t 0
. 1 ] '
' ! J AN
: : : '
3 [} i) i
X Ao A% Az An Y

Fig. 34,

d'un milieu en mouvement en suivantlaligne bris¢e A A,. A,
(fg. 34). Pour passer du point A, au pointA,, le rayon metira

AA,

m Développons celie quantité

un temps égal &
par rapporl agx puissances croissantes de v' en nous arrétant

4 la premiére puissance; nous aurons

AA,
‘V/

AA, cosy
-+ V7 v.

Si nous menons une droitexy paralléled la vitesse du milieu
en mouvement l'angle des diverses portions de la ligne brisée

avec cette droile est précisément 'angle d’aberration ¢ qui
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entre dansl’expression précédente ; par conséquent AjA, cosg
est égal & la projection A{ Aj de A, A, sur ay elle tempsem-
ployé par la lumiére pour aller de A; en A, devient

AA, | AIAL
#—]——“y,—z—v.

. s v A% ; .
Nous avons d’ailleurs v' = o el V= el étant la vitesse

de translation du milieu et V la vitesse de la lumiére dans le
vide ; en remplacant »" et V' par ces valeurs dans la somme
précédente, nous aurons

v

AA,
_"‘;7‘ + A{A; \Z

Le temps employ¢ pour aller du point A, au point A, sera

la somme de quantités semblables, c’est-a-dire
AA, v ,
Z —{]A, + ﬁ AAA ne

Le premier terme 2 5—'1&% représente le temps qu'emploie-
Y

rait la lumiére si le milieu était en repos, le second ne dépend

que de la position des points exitrémes et nullement du che-

min parcouru par la lumiére pour aller de I'un & lautre de

ces points.

328. Phénoménes optiques dans un milieu en mou-
vement. — Une conséquence importante de la formule pré-
cédente est que les lois de la réflexion et de la réfraction, les
phénoménes d'interférences ne sont pas allectés parle mouve-
ment de la Terre.

Considérons en particulier le phénoméne de la réfraction.
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SiAetB(/fg. 33) sontdeux pointssitués dans deux milieux diffé-
rents, le chemin ACB suivi parlalumiére pour aller deAaBest
tel que le temps employé pour parcourir ce chemin est mini-
mum. Pour montrer que les lois de la réfraction sont les
mémes quand les deux milieux sont en repos ou sont en mou-
A vement, il nous suffit de montrer

que si ACB est le chemin le plus

court quand les milieux sont en

repos, il I'est encore quand les

T fe F .
deux milieux sont animés du
méme mouvement.
Soient, T le temps employé
B .
Fig. 35. par la lumiére pour aller de A

4 B.parle chemin minimum quand les milieux sont en repos;
T’ le temps nécessaire pour parcourir un chemin infiniment:
voisin AG'B. Si ACB est celui qui correspond aux lois de la
réfraction, on a T' < T". Or d'aprés ce que nous avons dil
préc.édemment les temps employés pour parcourir les che-
mins ACB et AC'B dans le cas ou les milieux sont animés d’un

mouvement de translation dont la vitesse est », sont

v

T, —_—T—[—%A’B', T{ =T+ AB,

A'B’ étant la projeclion de AB sur une droite paralléle & la
vitesse v ; ils ne different de T et de T' que par une méme
quantité. Si donc on a T<C T’ on aura T, < T et le chemin
le plus court dans les milieux en repos sera encore le plus
court quand les milieux seront en mouvement. Les lois de la
réfraction sont par conséquent les mémes dans les deux cas.

Les phénoménes d’interférence des rayons lumineux ne
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dépendent pas non plus du mouvemenl du milieu ot ils se
produisent. Si T et T" sont les temps mis par deux rayons
pour aller d'un point A, & un point A, dans le cas ou le
milicu est en repos, ces temps seront tous deux augmentés de
la méme quantité si on suppose le milieu en mouvement ; par
conséquent la différence des temps ne variera pas et les phé-
noménes d'inlerférence resteront les mémes dans les deux
cas.

En un mot les phénoménes optiques ne peuvent metire en
évidence que les mouvements relatifs par rapport & l'obser-
vateur de la source lumineuse et de la matiére pondérable.
C'est ce qui alieu dans I'aberration ot 1'observateur et L'aslre
observé ne sont pas animés du méme mouvement ; ¢'est ce qui
arrive aussi duns l'expérience de M. Fizeau ou 'eau contenue
dans les tubes posséde un mouvement relalif par rapport a
l'observateur. Un seul fait ne s'accorderait pas avec ces con-
clusions ; c'est la variation du plan de polarisation de la
lomiére réfléchie sur le verre avec l'orientation de la direc-
tion lumineuse parrapport & la vitesse de rotalion de la Terre,
Celte influence a éL6 constalée par M. Fizeau mais la difficulté
des expériences nc lui a pas permis d’en étre absolument

certain.

239. Hypothéses de Fresnel. — L’explication que nous
avons donnée de 'aberration ot les conséquences que nous
avons tirées de l'expression du temps employé par la lumiére
pour aller d’un point & un aulre d’'un milieu en mouvement,
reposent sur l'hypothése que la vilesse d'entrainement de

» . 1
I'éther contenu dans un milieu en mouvement est v<i _71_-‘>

L’indice de réfraction % n'est pas une conslante; il varie avec
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la couleur du rayon lumineux et n’est pas le méme pour un
rayon ordinaire et un rayon extraordinaire dans un milieu
biréfringent. Il en résulle que la vitesse d’enlrainement de
I'éther n'est pas la méme suivant qu'on considére un rayon
extraordinaire ou ordinaire ou encore deux rayons de cou-
leurs différentes. On a pu vérifier, an moyen d’expéricnces
suffisamment précises, que le rayon ordinaire et le rayon
extraordinaire ne sont pas entrainés de la méme maniére-
Aussi ne doit-on pas admettre, comme parait le faire Fresnel,
que la vitesse d'entrainement de I'éther est indépendantedela
longueur d’onde de la lumiére et égale & la valeur moyenne
des valeurs qu'elle prend pour une infinité de valeurs de la
longueur d’onde.

Fresnel supposait que, quand un milien transparent est en
mouvement, la masse d’éther entrainée par le mouvement
était 'exceés de la masse contenue dans le milieu en mouve-
ment sur la masse qui serait conlenue dans nn méme volume
du milieu environnant. En appelant g, la densité de I'éther
dans ce dernier, p la densité dans le milieu en mouvement,
e—pp Sera la densité de 1'éther] entrainé. Pour avoir la vitesse
apparente d'entrainement de I’éther contenu dans le milieu
en mouvement, nous n’avons yu'a chercher la vitesse du
centre de gravité de deux molécules M et M" donl l'une M a
pour masse g, el reste en repus et dont 'autre M’ a -pour
masse p—p, et posséde la vitesse v du milieu en mouvement.
Si nous appelons v, la vilesse du cenire de gravité, nous
a‘ﬁrons, en appliquant le théoréme des quanlilés de mouve-

ment,

(p — potpo) 24 = (p — o) ¥ 1+ po X 0
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d’ol
v, = —f0
3
" Or dans la théorie de Fresnel on a, en désignant par V, el
V les vitesses de propagation des ondes lumineuses dans les

milieux de densité ¢, ¢t g,

e

2
¢

L
=

<,<

=17

par conséquent on a pour la vitesse apparente d'entrainement

de I'éther
‘U‘ — (1 — nig> v,

Il n'y a la qu'un simple apercu dont il est difficile de se
contenter, mais nous allons chercher 3 justifier la facon de

voir de Fresnel par une analyse plus rigoureuse.

240. Vitesse de propagation dans un milieu en
mouvement. — On peut se rendre compte de l'entraine-
ment apparent de I’éther en ¢ludiant la propagation d’une
onde plane dans un milieu en mouvement et en admeltant que
le déplacement des molécules d'éther dépend du déplacement
des molécules matérielles. Si nous désignons par £ et &, les
composanles suivant I'axe des « des déplacements des molé-
cules d’éther et de matiére, nous aurons, dans le cas ou le
milieu malériel n’est pas animé d'un mouvement de frans-

lation les équations suivantes (142).

%t _ D :
() == ME -,
(122 . » 4
2) g =ME—1)
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Supposons maintenant que, I'éther restant en repos, le
milieu matériel p.osséde nn mouvement de translation de
vitesse v normale au plan de 'onde; prenons pour plan des
y& un plan paralléle an plan de l'onde et cherchons ce que
deviennent les équations précédentes.

g, est une fonclion de = et de ¢ seulement. Quand le milieu

est en repos, la vitesse de la molécule matérielle & I'instant ¢

A3 . . . .
est ;—;t—'; mais par suite du mouvement de translation que

posséde ce milieu le z de la position d'équilibre de la molé-
cule augmente de vd¢ pendant le temps d¢. Par conséquent
"accroissement de £, pour un accroissement df du temps sera
dt, dk, ds - ode
— df Hdy =1 —L
& U gy 9= g g v
et la vitesse de la molécule maliérielle & l'instant ¢ aura pour

valeur

_ dﬁ dk,
=t

L’accélération 4 ce méme instunt sera

dw dw diw dz
=@ tar

les dérivées de w, placés dans le second membre étant des

dérivées pariielles. En remplacant dans cetle expression 2
)

par sa valeur, on a pour l'accélération

2 P,

+ +v dz?

ae T azar

L’équation du mouvemenl de la molécule matérielle est,
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dounc, en négligeant le carré de v,
d%, d%
c) { - r_z
) (dt- +2v dzclt) =ME—%)

Telle est lequatmn yui doit remplacer I'équation (2).
Quant a 'équation (1) elle se réduit dans le systéme d'axes
adopté &

dga dm-
4 P ™ dz?

MG — ),

puisque § ne dépend plus que de z ct de ¢.
L’addition de ces deux derniéres équations élimine M el

nous donne

- 2t d, . )
O <d¢2 + 2 dnlt) = 4z

Nous supposerons que M est trés grand ; l'équation (4)

montre alors que M (§, — &) est fini. On en conclut que &, —¥
est trés pelit et nous sommes conduits & admettre a titre de
premiére approximation que 'on a £ = £,. L'équation (3) de-
vient alors

% a2 (ZQ’;'
©) (P pi) g + 2ot dzdt — ds?

L’équation du mouvemenl dans le vide se déduira de la
précédente en y faisant g, = 0; nous savuns que dans ce cas,

la vitesse de propagation est

A

V:\/p_

Si on suppose le mouvement [umineux se propageant dans
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un miliea matériel en repos, il faut faire v —= 0 dans l'équa-

tion (6} qui donne alors pour la vitesse de propagation

_——1 .
2 \/P + P1

Par conséquent I'indice de réfraction de la substance est
n =\/ e+ o,
- P

Pour avoir la vitesse de propagalion dans le cas ou le
milieu matériel est animé d’'un mouvement de translalion

suivant I’axe des 3, cherchons A calisfaire 4 'équation (6) par

la valeur suivante de &

Nous obtiendrons aprés suppression des facteurs communs

aux deux membres

(o +py) V2 — 20Vp, =1

d’ou nous lirons

4 2vVp, .

|

—P+P¢+P+m'

. Cette valeur V différant peu de la vitesse de propagalion
dans le méme milieu supposé immobile, nous pouvons dans

le second membre de I'égalité précédente remplacer V par

. 1
sa valeur approchée ———— et nous avons

\/P|+P

2vp,

—_— 1 3
—P+P|+(94+P)\/9—1—p.

VZ
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ou puisque nous avons négligé les quantités qui contenaient
le carré de v,

— 4— Cdl .
\/P+P|+P+F|

v

Tout se passe done comme si 1'éther se trouvait entrainé
avec une vitesse égale a

T
e+ e

Cette formule peut d'ailleurs s’écrire,
)
vl ———);

( e+ e

ou, puisque 7 :\/L—tp—‘;

o(1 - )

On retrouve donc la méme expression que dans les théories
de Fresnel. Ce n'est la qu'une premiéreapproximation. Eneffet
t, — & n'est pas nul mais senlement trés pelit; la différence
est de I'ordre de la dispersion.

L’analyse du n° 142 montre que le l'apport% qui est
voisin de l'unité, dépend de la longueur d'onde. Pour rendre
compte des expériences qui, comme nous ’avons vu, donnent
pour lavitesse d'entrainement v (1 — nd—;-,>métant l'indice deré-

fraction de la couleur considérée il faut admetlreque cerap-
port est, quelle que soit la couleur indépendant de v, nous ne.
connaissons aucune théorie satisfaisante pour justifier cette

hypothése.
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241. Dans l'éstude de chaque phénoméne nous avons
exposé parallelement plusieurs théories rendant également
bien compte des faits observés. Ces théories peuvent d'ailleurs
se raltacher 4 l'un des deux groupes suivants : celles on
I'on suppose comme Fresnel 1'tlaslicité ¢ duo milieu cons-
tante; celles ot on admet avec Neumann gque la densité p
de I'éther est constante. Nous n’avons trouvé aucune raison
pouvant faire préférer'l‘une de ces hypothéses & l'antre.
Seule l'explication de I'aberration par I'entrainement par-
tiel de l'éther. peut faire pencher la balance du c6té de
I'hypothése de Fresnel ; car l'entrainement partiel de
I'éther suppose que la densilé de I'éther n'est pas la méme
dans tous les milieux. Mais, comme nous 'avons fait remar-
quer, il est difficile de se bien rendre compte de ces phéno-
ménes d’aberration et aucune théorie n'est salisfaisante. Il
n'y a donc pas la de raison suffisante pour décider du choix
d'une théorie. "

D’ailleurs nous ne pouvons nous plaindre d’élre dans I'im-
possibilité de faire un choix. Getle impossibilité nous montre
que les Lhéories mathématiques des phénoménes physiques

ne doivent élre considérées que comme des instruments de

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



CONCLUSIONS 399

recherches ; instruments trés précieux, il est veai, mais dont
nous ne devons pas resteresclaves el que nous devons rejeter
dés qu'ils se lrouvent en contradiction formelle avee 1'expé-
rience.

242.1ly a une raison générale qui nous empéche de choisir
entre les théories optiques (ue nous avons exposées. Nous
savons en effet que les équations dumouvement dans un milicu
élastique isotrope ou anisotrope sont des équations lincaires
et  coefficients constants. Une propri¢té générale des équa-
tions de ce genre est que si £, el £, sont deux intégrales de
I'une d'elles, la quanlité AZ; - B, en sera égalemenl une
solution. Nousavons doncune infinité de maniéres de salisfaire
aux problémes optiques.

En outre nous avons vu que l'une des équations du mou-
vement dans un milieu €laslique isotrope est

d de

(1) El_tS:A_E

e

8i nous dérivons les deux membres de cetle équation par

rapport & une variable quelconque, nous aurons

ax e’
az = & + ©

Donc, si une fonction satisfait & I'équation (1) une dérivée
queleconque de celte fonction y salisfera également.

Si nous désignons par g, =, { les composantes du dépla-
cement d’une molécule d'éther dans la théorie de Fresnel,
quantités qui satisfont aux équations du mouvement {elles
que (1) les dérivées &, &, &), 0z, . . . satisferont aussi aux
équalions. 11 est aisé de constater qu'il en sera de méme des

!

des bindmes alternés {, — 4., &/ — 04, ns — &y
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Or, nous savons que les composantes du déplacement d’une
molécule d’éther dans la théorie de Neumann sont précisément
ces bindmes alternés ; par conséquent, elles seront aussi solu-
tions des équations du mouvement. On peutl donc étre assuré
qué lout phénomeéne expliqué par la théorie de Fresnel le
sera également par celle de Neumann. La réciproque estd’ail-
leurs vraie.

Dans certains cas cependant, nous avons eu des coeflicients
variables dans les équations du mouvement. Ainsi dans la
théorie de M. Sarrau et dans la considération de la couche de
passage dans la réflexion. Mais comme nous ignorons absolu-
ment la loi de variation de ces coefficients il nous suffit de
quelques hypothéses pour faire concorder la théoric avec
U'expérience et nous ne pouvuns rien décider sur la jusiesse
de la théorie.

243. L'étude d’'un phénomeéne particulier, la polarisation
par diffraction semblait pbuvoir permetire de décider entre
la théorie de Fresnel et celle de Neumann. On croyait élre ar-
rivé par le calcul & ce résultat que la rotation du plan de po-
larisation n’avait pasla méme valeur dans ces deux théories.
Mais certainement les calculs étaient inexacls, car les équa-
tions du mouvement étant & coefficients constants, il ne peut,
comme nous venons de le dire, y avoir aucune divergence
entre les résultats des deux théories. Gependant, & la suite de
ces calculs, des expériences onl été tentées dans cetle voie.
Elles sont trés délicates car la déviation d’un rayon diflracté
est trés faible et la rotation dua plande polarisation qui en ré-
sulte est excessivement petite. On a, dans le but d’augmenter
la déviation du rayon diffraclé, expérimenté avec des réseaux.

Mais le probléme se complique alors, car il y a & la fois dif-
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fraction et réfraclion ou réflexion ; aussi les expériences ne
furent d’accord ni enlre elles, niavec les conséquences de la
théorie de Fresnel, ni avec celles de la théorie de Neumann.
Tout récemment M. Gouy a repris le méme probléme sans
idée précongue ; il a oblenu une dévialion considérahle du
rayon diffracté en placant la source lumineuse, formée par la
concentration de rayons au foyer d'une lentille convergente,
sur le bord d'un écran. Les résullals de ses expériences pour
la valeur de la rotalion du plan de polarisation ne sont pas
non plus d’accord avec les deux théories dela polarisation. La
théorie de la diffraction se trouve méme en défaut, car M. Gouy
a conslaté que les phénomeénes dépenderit de la forme du
bord de I'écran et de la nature de cet écran. Ce désaccord
entre les expériences de M. Gouy et la théorie de Fresnel ne
doit pas nous surprendre, car nous avons dit qu’il était im-

possible de trouver une solution de I'équation
At 4 22 =10,

satisfaisant exaclement aux conditions du probléme. Ce n'est
qu'en y salisfaisant approvimativement que nous avons pu
édifier une théorie de la diffraction.

L’approximation élait trés largement suffisante dans les
conditions habituelles des expériences de diffraction; car les
quanlités négligées sont alors exirémement pelites. IIn'en est

plus de méme dans les conditions ot M. Gouy s'était placé.

FIN

LA LUMIBRE. 26
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ERRATA

. . dy? |,  de?.
Page 21 ligne 13 au liew de ay lire e
33 4 au licy de &y, &y, & lire§), &/, 8.
39 15 metlre entre les deux derniers lermes le signa

+ au-licu du signe =—.
215 figure 20 au tiew de QQ' meltre Q,Q} 4 la droite supé-
o rieure, '
326 lignes 5, 10 et 15 au liew de ou, lire ol

394 ligne 42 ou lieu de %Eg-’dl 4 ... lire ‘% dt 4 ...
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