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THESE D’ALGEBRE.

INTRODUCGTION.

Ce travail a pour objet de présenter sous une forme simple quelques
résultats importants relatifs & la théorie des équations. Il comprend
la résolution et la discussion des équations linéaires, le probleme
général de I’élimination d’une inconnue entre deux équations algé-
briques données, c’est-a-dire la recherche des conditions nécessaires
et suffisantes pour que deux équations algébriques données aient un
nombre quelconque de racines communes, et la formation de I’équa-
tion qui admet pour racines le groupe des racines communes.

Cette premiere étude met en évidence une série de polynomes qui
jouissent des propriétés des fonctions de Sturm, dont ils ne different
d’ailleurs que par un facteur positif.

L’identité algébrique dont les polynémes en question forment I'un
des membres fournit 'expression des fonctions de Sturm sous forme
de déterminants, et elle donne aussi un coefficient quelconque de ces
fonctions sous la méme forme.

Il en résulte une méthode pour trouver le nombre des racines réelles
d’une équation, comprises entre deux limites données x,, z,.

Dans cette méthode, on peut introduire les limites a, et x, dans
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I'expression de la fonction de Sturm dont on veut calculer le signe, et
profiter de toutes les simplifications qui se présenteront dans le cou-
rant du calcul, qui porte alors, non plus sur des polyndomes comme
dans la méthode directe de Sturm, mais sur des quantités numé-
riques.

J'obtiens ensuite, comme conséquence, les conditions de réalité de
toutes les racines d’une équation donnée, et, en rapprochant ces résul-
tats de ceux que fournit la méthode de M. Hermite, je montre leur
identité.

M. Sylvester a donné également les conditions de réalité de toutes
les racines d’une équation, dans ses travaux sur le théoreme de Sturm,
et M. Borchardt a mis ces conditions sous une forme extrémement élé-
gante. On sait que dans les expressions de M. Borchardt ne figurent
que les sommes des puissances semblables des racines de I’équation
proposée, de la puissance 1 2a la puissance 2m — 2, m étant le degré
de 'équation; elles ne peuvent donc pas étre évaluées directement en
fonction des coefficients. Jobtiens ces expressions sous une forme tres-
simple, le déterminant qui les représente étant d’'un ordre inférieur
d’une unité 4 'ordre des déterminants de M. Borchardt.

Je passe ensuite 4 une autre application de la formule fondamentale
dont j’ai tiré les résultats précédents; cette formule fournit I’expres-
sion des deux fonctions entiéeres qui forment les premiers membres de
deux équations jouissant de la propriété de séparer les racines de 1'é-
quation proposée. C’est M. Maleyx qui, le premier, a indiqué cette
propriété dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (1. XIl1, 1872);
j établis, a I’égard de ces deux équations, qu’elles ne jouent pas comple-
tement le role de la dérivée dans la séparation des racines.

Je généralise, en terminant, la formule qui a servi de point de dé-
part a ces diverses applications, et j’établis les conditions que doi-
vent remplir les coefficients d’'un nombre quelconque d’équations a
une seule inconnue pour que ces équations admettent un nombre
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déterminé de racines communes, et je forme I'équation qui donne le
groupe des racines communes.

M. Rouché a traité completement la question de la discussion des
équations linéaires, et il serait difficile de le faire avee plus d’élégance
et de simplicité. J’ai commencé ce travail par la résolution et la dis-
cussion des équations linéaires, non pas que je croie a I'avantage de
ma méthode sur celle de M. Rouché, mais parce que la propriété élé-
mentaire des déterminants, qui en est la base, est celle dont je fais
usage pour établir tout ce qui suit.

M. Rouché a également publié dans les Nouvelles Annales de Mathe-
matiques (t. XV, mars 1877) un article dans lequel il trouve les condi-
tions pour que deux équations algébriques données aient un nombre
quelconque de racines communes.

M. Ventéjol a donné, en février 1877, une théorie de I'élimination,
dans laquelle il arrive également a établir les conditions pour que
deux équations données aient un nombre quelconque de racines com-
munes.

Je regrette de n’avoir pas eu connaissance de ces publications assez
tot; elles eussent beaucoup simplifié mon propre travail. Enfin, M. Le-
monnier vient de publier, dans le numéro de mars 1878 des Annales de
I’Ecole Normale, un Mémoire remarquable sur le méme sujet. Il montre
la liaison qui existe entre les méthodes dites d’Euler, de Sylvester, de
Bezout, de Cauchy, de Cayley, et il arrive également & la détermina-
tion des conditions pour que deux équations a une inconnue aient un
nombre quelconque de racines communes.

Mon but n’a pas été le méme; je ne fais usage que du déterminant
de Bezout-Cauchy, qui est de 'ordre le moins élevé et qui a 'avantage
d’étre symétrique. Je passe sous silence plusieurs points intéressants
de la théorie de I’élimination, pour arriver au théoreme de Sturm et
aux conséquences qu’on peut tirer de la formule que j’ai appelée fon-
damentale. Je suis donc loin de présenter un Traité complet sur ’éli-

I.
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mination. M. Lemonnier promet une deuxieme Partie, devant faire
suile a son Mémoire; il annonce qu’il a trouvé I'expression générale
des fonctions de Sturm; mais cette deuxieme Partie n’est pas publiée.

Tels sont les auteurs qui, dans ces derniers temps, se sont occupes
du probleme général de I'¢limination d’une inconnue entre deux
¢quations. La méthode dont j’ai fait usage m’a permis d’arriver d’une
maniere plus simple aux mémes résultats; elle m’a donné, en outre,
la solution de cette question : Trouver les conditions necessaires et suf-
fisantes pour qu'un nombre quelconque d’équations aient un nombre

quelconque de racines communes.
Birnrer.

Paris, le 17 avril 1878.
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SUR LA

THEORIE DES EQUATIONS.

RESOLUTION ET DISCUSSION D'UN SYSTEME DE 1n2 RQUATIONS LINEAIRES
A 172 INCONNUES.

1. Soient

Xi=di &+ X+ QLT+ QG+ K= 0,
o= X+ W s B+ oy X, F o+ Ky =0,

Xo=@ 2, + Qe s+ .+ Xy . Ay + K, =0

les n équations linéaires entre les inconnues x, x,, ..., x,.
Appelons A le déterminant des »* coefficients des inconnues :

Ay Qi oo Wy L. Qi

N Wy Uiy o Gay ... s,
7 S P S
et supposons A 2 o.

Multiplions les éléments de la premiere colonne de A par z,, ceux
de la deuxieme par x,, ceux de la troisieme par xj, ..., ceux de la
derniére par x, ; ajoutons par rangées horizontales les éléments ainsi
modifiés, et substituons aux éléments de la colonne d’ordre v, dans A,

les sommes ainsi obtenues; le déterminant A sera multiplié par x,, et
Pon aura
a, a,; ... 4, X —K, a,. ... a,
Am— A, Qo ... Ay Xo— K, a0 a,

| -
i au,| au,z O an,v——l Xn - kn

... ce

Auyypr -+ - dpn
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Le déterminant qui figure dans le second membre peut étre décom-
posé en deux autres, savoir :

Qi iy oo Aoy Xy @iygq eee Qi A, iy oeee iy K @y oo g

Ay Auz oeoo Aoy X oyt oee Aoy Ay, A3 eeo Az K, Azupt see Aol
/_\x., = J— .

an,l an,? e an,‘/—l Xn an,v+l see an,n an,l an,2 LERY an,v—l l\n all,v—i—l tes an,ul

Désignons par A,(X) ce que devient A quand on y remplace les élé-
ments a,, a,,, ..., a,, de la colonne d’ordre v respectivement par
Xy, Xy, ...y X, et soit A, (K) ce que devient le méme déterminant A
quand on y remplace les éléments de la méme colonne par les quantités
K, K;, ..., K,; I'égalité précédente prendra la forme

Az, +A(K)=A,(X).

En faisant sueccessivementv —=1,v = 2, ..., v = ndans la formule
précédente, on obtiendra la série des identités

Az, +A(K)=A(X), Az,+A(K)=A(X), .ovy AzatA(K)=Ad(X).

Les quantités A, (X) sont des fonctions linéaires et homogenes de
X, X,, ..., X,,; par suite, toute solution du systeme

(I) X =0, X,=0, ..., X;==0
annule les déterminants A,(X) et, par suite, satisfait au systeme
(2) Az, +A(K)=0, Az;+A(K)=0o, ..., Az,+ A,(K)=o0.

Inversement, dans I’hypothese admise de AZ o, la solution du sys-
teme (2) satisfait au systeme (r).

Car, si 'on multiplie la premiere équation du systeme (2) par @, ,,
la deuxieme par @, ..., la derniére par a, ,, en ajoutant membre &
membre les équations obtenues, il viendra

A{@uu &+ Qs T2+ oo + Qun )+ B A (K) @0 A (K)o a0 A (K) =0,

ou bien
A(X, —K,) + @i A (K) 4+ 08, (K) 42 - . @un A (K) = 05

mais
G A (K) + @u Ao (K) . o4 an An (K) — K, A
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est, au signe pres, le déterminant d’ordre (7 + 1)

Auyy Guo o-v A Ky
a, G, .. . K,
Az,i Qae oo o Qi K.
ces  ess cie ees S
ap.,\ ay.,? ... a}n,n Kp.
an,l an,? ... an,n Ku

qui est identiquement nul, comme ayant deux rangées identiques;
I'équation précédente devient donc

AX,=o,

et, comme AS o0, on a X, = o pour toutes les valeurs de p. depuis p. =«
jusqua p.=n.

On voit donc que, si ASo, les systemes (1) et (2) sont équivalents, et
le systeme (2) donne pour les inconnues x,, x,, ..., x, des valeurs
uniques et déterminées.

Discussion.

2. Considérons actuellement le cas ou le déterminant A est égal a
zéro, et supposons en outre que tous les déterminants mineurs d’ordre
supérieur a p (p < n) soient nuls.

L’un des déterminants mineurs d’ordre p est supposé différent de
zéro; supposons que ce soit le déterminant

@, Qo ... Gy,
(A, Qin .. Qg
A, Qpay oov Qpp

Alors le systeme des équations X, =o, X, =o, ..., X, = o sera
satisfait pour des valeurs uniques et déterminées de x,, x,, ..., x,,
quand on aura attribué aux inconnues z,.,, .3, ..., @, des valeurs
arbitraires, mais déterminées.
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Considérons le déterminant

Q. a,,» R A ,pis
as,, (R cee dop As,pip
s, p,2 B Appss

Opiay Upyan oo Opiap Qpigprd

C’est un déterminant d’ordre p + 1, qui, par hypothese, est nul.
Multiplions les éléments de la premiere colonne de ce déterminant
par x,, ceux de la deuxieme par x,, ..., ceux de la pi™° par x,,
ceux de la derniere par 1; ajoutons par rangées horizontales les élé-
ments ainsi modifiés, et substituons aux éléments de la derniere co-

lonne les sommes ainsi obtenues, le déterminant ne changera pas, et
I’on aura

I
} i @2 cee Qyp '\Xt — Qi pit Xppi— Cipy2 Lpyr == Uiy Xp-ti,pyg —K
} Wyt ey e ap (Xa —@p Xppu—Aapir Tpgr—ee—n Xntaprs — K,
QG Gpe e Gpp (Xp =@ Tpr— Opprr Tpra——ee—lpa Tut s —K

Upiny Qpima ooe Apia,p (X-/)+'J. = Qpra,piit Lpir ™ Qpia,psr Xpi2—ore —~ Upya,n Xn+ Upa,pis— K1:+a,"

Les coefficients de z,,,, %pss, ..., @, sont des déterminants mi-
neurs d’ordre p + 1, qui, par hypothese, sont tous nuls; par suite,
I’équation se réduira a la forme simple

L 4y e ay, X a, a,. -..a, K [
‘ ay,, Ay, ves lgp X Qa,,, ay,» N K, |
|
“ .. Y .. e v o DRI .. |:0'
l a,. s ... G, X, QG @ ... A, K, |
| |
\ (lp—i—'z 1 a[:+a 2 e a[:+a,p Xp+a ap+a,\ ap-i—a,‘t LR ap+o.,p Kp+a

Si 'on considere un systeme de valeurs de «,, ay, ..., z,, ..., 2,
qui annulent X, X,, ..., X, (ce systeme est formé, comme nous 'avons
vu, par des valeurs arbitraires de x,.,, p.a, ..., @, €t par des valeurs
correspondantes déterminées de x,, x,, ..., x,), pour ces valeurs,
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I'équation précédente se réduira a

1 a,, a,, Cel @y K,
@ Gor e g a,,; Ay, N K,
X[).\_q < ), as,» e az,p . . L . o . —o,
! ap:l (1/,,2 P a,,,p aP:l aP” T al"P Kp
Apran Opinz v Opiayp Kppo

et, comme le multiplicateur de X,., est, par hypothese, différent de
zéro, ’équation X,,, = o ne pourra étre satisfaite pour les valeurs des
inconnues qui annulent X, X,, ..., X, que si le déterminant

d a, .. R T K,
a,,, Qa,, cee Qop K.
a,, ap, R K,
Qpra,y Upyaa -« pyap Kp+a

est nul. Si ce déterminant n’est pas nul, 'équation X,,, = o est incom-
patible avec les p premieres équations; il y aura done, dans le systeme
proposé, autant d’équations incompatibles avec X, =o0, X, =o, ..
X, = o, qu’il y aura de déterminants («) différents de zéro.

.y

Cas ou le systéme proposé est homogéne.

3. Ce qui précede montre que, dans le cas ou AZo, un systeme
linéaire et homogene ne peut étre satisfait que pour des valeurs nulles
des 1inconnues.

Si A= o et si en outre tous les déterminants mineurs d’ordre p + 1
sont nuls, sans que tous les déterminants d’ordre p soient nuls, la dis-
cussion précédente montre que, si

a, iy ..o Ay
a Az ... s
2,1 2,2 2,p Z 0,
Dapy @Qp: oo Gpp l

les équations X, =0,X,=o0,..., X, = o sont satisfaites pour des valeurs
arbitraires de ,,,, @,.., ..., @, et des valeurs déterminées correspon-
2
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dantes de x,, x,, ..., x,; les equatlona X, = O pour toutes les
valeurs de « depuls a =1 jusqu'a « = n — p seront satisfaites pour
les mémes valeurs des inconnues. Ces n — p équations sont donc des
conséquences des p premieres. 11 n’y a jamais incompatibilité, puisque
les déterminants tels que () sont identiquement nuls.

Le degré d’indétermination est marqué par le nombre des détermi-
nants mineurs de A d’ordres différents qui se sont tous annulés.

Les quantités X,,, sont des fonctions linéaires et homogenes de
X,, X,. ..., X, car on aura d’une maniere générale

| @ a . ey, X, |

; s, Ay, R N, ‘

: S | = o.

{ ap, ap, - cee A, X\, ‘
@pia,y Apasp oo Oprap Npio |

THEORIE DE L’ELIMINATION.

Conditions pour que deux équations aient une racine commune.

Considérons d’abord le cas de deux équations du méme degré

flrx'; — A"+ A 4., =A== o,

O 1-\/ —= B " —+ ];I e Bm =0,

et cherchons la condition nécessaire et suffisante pour que ces deux
équations aient une racine commune.

Formons pour cela les équations de Cauchy, dont la forme générale
est

R W S i o P AL A am TR e A

A
Boar = Bas* + . .+ B, B, =+ Bz - L Bm.

Désignons par Gy, le coefficient de ™ dans cette équation mise
sous forme entiere; elle pourra s’écrire

Gz '+ G2+ oo+ G2+ o+ Gap o - Gan = 0.
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Appelons f, et ¢, les polynomes de degré p.
fi=Acaxr+ A — ... AL
o,— Byx* + B, a*—' + ... -~ B,;
on sait que I'équation précédente peut aussi se mettre sous la forme
G2 + Gz 4. Gy = fui () — opn f2) = 0.
Cela posé, considérons le déterminant

l G, Gin Gz oo Gl Gla |
! (} b ng GZ,S . e (;Q,m——l (}2,111 |
-

5 (}II),I Gm,? Gm,3 LA Gm,m—l Gm,m

i

Multiplions les éléments de la premiere colonne de A par a™ .
ceux de la seconde par #’"=2, ..., ceux de Pavant-derniére par x et
ceux de la derniere par 1; faisons la somme des produits par rangées
et substituons aux éléments de la derniere colonne de A les sommes
trouvées; le déterminant A ne changera pas, et 'on aura identi-
quement
G G o Guaee fi @ —o fi)
Goo Gon oo Gomn fi 92— o0 [l

Gor Guo oo G fanr0(®)— gus fla)

Gm,l Gm,: o Gm,m«: _ﬁn—| ? [x: - Q,,,_- .f‘\x)

ou bien, en séparant,

; Gi,l GI,‘) . Gl,m—l ﬁ Gl,l (;l,‘.‘ e G(,m—l Ca
3 Gz 1 Gz ? Gz m—u j: / Go G p (} @]
—_— 3 . 5 e s m— Y o PN 2,1 22 .- 2,m~—1 &1
A=oz) | Jix)
| .. . . . B e e e e
‘ Gm,l Gm,'.’ .. Gm,m——l_ﬁn—l l Gm,l (I/n,'l .. (Im,m—l ?m—|

Les polyndomes que multiplient respectivement /(x) et o(x) sont de
degré m — 1. Soit, pour abréger, U,_, le premier et V,_, lesecond,
I'identité précédente deviendra

A == Un.u—l O(.Z') - ‘Tm—\f‘x)~

N
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Cela posé, si o(x) = o et f(x)= o admettent une racine commune, et
que 'on meite 4 la place de o, dans le second membre de I’égalité pré-
cédente, cette racine commune, le second membre s’évanouira, et,
comme cette équation est une identité, A devra étre nul.
Réciproquement, si A = o, on a identiquement

Uni 9 (@) — Vo f2) = 0;

comme ¢ (x) et f(x) sont de degré m, U,,—, et V,,_, de degré m — 1,
il y aura au moins un facteur de la forme x -— a, commun a f(x) et a
o(x), et, par suite, les deux équations f(x)= o et ¢ (x) = o auront au
mnoins une racine commune. On voit donc que A = o est la condition
nécessaire et suffisante pour que les deux équations proposées aient
une racine commune.

Calcul de la racine commune.

5. Supposons que les deux équations f{x) = o, ¢ (x) = o n’admettent
qu’uune seule racine commune, et proposons-nous de la calculer.

Désignons généralement par A(p, q) le déterminant mineur obtenu
en supprimant dans A la rangée d’ordrep et la colonne d’ordre ¢, et
considérons le déterminant

[ Gy, G, v Gl
, Go,, (52,2 voo Gy
Alm, m)= ,
Gm—-l,l Gm—l,z LR Gm—I,In~l |

obtenu en supprimant dans A la derniére rangée et la derniere colonne;
multiplions les ¢léments de la premiere colonne par ™', ceux de la
deuxieme par 22, ceux de la derniere par x, et remplacons les élé-
ments de la derniere colonne de A (m, m) par les sommes obtenues, en
ajoutant par rangées les produits précédents; ces sommes ne seront
autre chose que les premiers membres des équations de Cauchy, dimi-
nués de leurs derniers termes, c’est-a-dire

Jool@) — o f () — Gim Folx)—of(x)— Gam ..

le déterminant A(m, m), par suite de cette opération, sera multiplié
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par @, et 'on aura la nouvelle identité

| Gr,n Gx,z ‘e G:,m—z f:)
G:,: G:,? DI Gz m—2 _fn

xNim,m\=

Gm—l,l Gm——l,2 LIRS Gm—l,m——? fm—2 ©

Le second membre de cette identité peut se mettre sous la forme d’une

somme de trois déterminants, savoir

Gz,l Gz,z

xA(m, m) =
Gm—l,l Gm—|.2
G G

G, G,

Gm—-l,| Gm—-l,z

1 Gm«-!,l Gm—'ﬂ
ou bien, d’apres la notation adoptée,

xaNim, m)+ Am, m —r1

LG G e G S G
} G2,7 C".’,'l eve G2,m—2 .ﬁ O(x)—
, .

Gm-—l.l val,I .o Gm-l,m—‘z.fm~z

GI,mA2 j(;
G‘z,m——! _ﬁ

Gm—-| m—2 j:n—-z |

Gl,m—? Qo
Gz,m-—z 7

Gm——l,m—'z COm—2

G’t,m—‘z Gl,m
Gz,m——z G'z,m

Gm—l,m——-'z Gm—-l,m

Gi: oo Gome

G2,l GQ,? LR G2,m—2

G Gm—!,2 ve. Grins Cm—z |

Si done f(x) = o et 9(x) = o admettent une racine commune, la
fonction x A(m, m)+ Alm,m — 1) devra sannuler quand on substi-
tuera a x cette racine commune dans I'identité précédente.

La racine commune sera donc donnée par I’équation du premier

degré

xAlm, m+A‘m,m —1)—= o,
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Il convient de faire ici une remarque importante.

L’expression précédente de la racine commune n’est pas la seule
qu’on peut obtenir; si, au lieu d’opérer sur le déterminant A(m, m),
comme nous venons de le faire, nous avions considéré le déterminant
A{p, m), en répélant sur ce déterminant les mémes opérations que sur
le premier, nous serions arrivés a I’équation

2N pym) + Ay, m—1)

.(}l,! G|,7 “ee G’l,m_z ,fo G|,| GI,‘I . (;1,17142 “n :
e - ,

| (J:,i Gz,'z cee G?,m—l .ﬁ (lz,x Gz,z cen G‘z,m—‘_' ©h

|

‘ R et e e e e

= G;x—l,n G:LAI.Q .o G:L»—-l,"l—?f;.*7 @ \.Z‘\ — Gl*—"‘ G:J._.."q G:.L——i,lll—'l(?'rIn‘? f\l‘>,

!

1

(J;x+|,| ‘J;;-H,z e G:L—l—l,lll——'lfll. G(_,,+|,1 G:_l+|,2 N G;l+(,m-2 Pu
1 et e e eee e !
e < ~ ~ |
; (Jm,l (lm,'.' LR (Im,m—z .f;ll—l Gm,l Gm,1 s (Im,m—ﬂ Qm—l |

on voit que la racine commune & ¢(x) =o el a f(x) = o doit annuler
xA(p, m)+ A(p, m —1); et cela doit avoir lieu quelle que soit la va-
leur de p., depuis . = 1 jusqu'a p = m.

Les équations

zAt,m) —Ali,m—1) —o,

xA(2,m) - A2, m—1} —o,

2A{m,mj 4+ A{m,m —1,—=o,

au nombre de m, admettent done la méme racine.

Calcul des puissances de la racine commune depuis la puissance :
jusqu’a la puissance m — 1.

6. On peut calculer de la méme maniére une puissance quelconque
=" de la racine commune, v étant moindre que m. Considérons, i cet
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¢ffet, le déterminant

G|.| GI,‘.’ LR G!,v——l (}l,v—hl - Gx,m ‘
i
Gow  Guw oer Gour Gunr oot Gow |
, \ - ~ :
-3‘1,{/-7 vi= Gy.—l,\ Gp.4|,~_v e (Ig._|,-,-‘ (I‘J~—|,‘/+l N G:L_,‘,,, [N

Garin Guriz oo meeie e R

Cee e e e e Cee e

~ ~
CI:::,: C'm,z R (lm,v—l Gr}l,‘/+( e (lm,m

Multiplions les éléments de la premiere colonne par 2!, ceux de
la deuxieme par x7*, ..., ceux de la colonne d’ordre v — 1 par
2™+, ceux de la colonne d’ordre v +1 par ™', ..., ceux de la
derniere colonne par 1, et ajoutons par rangées les éléments modifiés;
nous reformerons les premiers membres des équations de Cauchy,
moins les termes G, ,x", G, , 2", ..., Gu,2™"; remplacant dans
A(p,v) les éléments de la derniere colonne par les sommes obtenues,
et simplifiant comme précédemment, on arrivera a I’équation

Ay} (= 0 Ay e = U o (@) — Vi fla s

m-—-1 7 Hi—

dans cette équation, Uj!, et Vi, sont des polynomes de degré m — 1
en z, dont il est aisé de voir la loi de formation.

Si f(x) =o0 et 9(x)=o0 onl une racine commune, on voit que
I"équation

Alpsy)+(— 1" A{g, mizn— =0

donne la puissance m — v de la racine commune.

Cette formule nous donne 7 expressions de la puissance m—v de la
racine commune; il suffit d’y faire p. =1, 2, ..., m pour les obtenir.

Une fonction rationnelle quelconque d’une racine d’une équation
JS(x) = o étant une fonction entiere de degré (m — 1) de cette racine,
on voit que cette fonction se réduit & une fonction linéaire des quan-
tités A(p, m), A(p,m — 1), A(p,m—2), ..., Alp, 1).

Dans le cas de p. = m, les fonctions Ui, et Vi, ne sont plus que de
degré m — 2. Nous allons tirer des formules obtenues cette consé-
quence importante :

Si A=o0 et st le déterminant mineur de A obtenu en supprimant
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dans A la derniere rangée et la derniére colonne, ¢ est-a-dire A{m, m)
o ;

est ausst nul, tous les déterminants mineurs d’ordre m — 1 de A sont
nuls.

En effet, I'équation
xAlm,m;+—Alm, m—1)

.
G Gz v Gonss o
.

Goi Gup v Gons fo

G:,\ Gx,; .o Gl,m—‘) 2
G, G vee Gz ©
2,1 2,2 2,02 D1 f(x),

.. DRI ese mr e . s e e .

|
Lo
C e ol

Gm~l.l Gm—|,2 LY Gm-—-l,m—2 m—-2 G'm—l,l Gm—l,‘.‘ LR Gm—q,m—:‘?m—z

obtenue précédemment, nous montre que, st A(m,m)=o0 et A= o,
il faut que U'on ait aussi A(m, m — 1) = o; car, si A(m, m) = o, le pre-
mier membre de I'identité précédente se réduita A(m, m — 1), et,
comme les deux équations f(x) = o0, ¢(x) =o ont une racine com-
mune, d’aprés ’hypothese A = o, le second membre de l'identité pré-
cédente s’évanouira quand on mettra i la place de x cette racine com-
mune; il faut donc que A(m, m — 1) soit aussi nul. Dans ce cas, il
existe deux polynomes de degré m — 2 qui, multipliés respectivement
par o(x) et f(x), donnent une somme identiquement nulle; ¢’est,
d’apres le théoreme connu d’Euler, 1a condition nécessaire et suffisante
pour que les deux équations aient deux racines communes.
Or I’équation
Al v = (A gy mjer = Ul o (2) — VI fix)

donne, dans le premier membre, un polynome du premier degré en «
pour v = m — 1; ce polynome doit s'annuler lorsqu’on y remplace =
par les deux racines communes; par suite, il doit étre identiquement
nul, et 'on a, quel que soit p,

L’équation précédente nous montre que I'on a aussi, et quels que
soient u. et v,
Alp, v} =o.

On voit donc que, si A= o et A(m, m)=o, les deux équations pro-
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posées ont deux racines communes et tous les déterminants mineurs
A(p,v)d’ordre m — 1 de A sont nuls.

On peut établir également que, si A(m,m) = o etA(m,m —1)=o,
tous les déterminants mineurs d’ordre m — 1 de A sont nuls, et par
suite A = o, et les deux équations admettent deux racines communes;
car nous avons établi 'identité

zA(m,m)+Alm,m — 1) =U,_,0(x) — Va.f(x),

ol Up,_, et 'V,,_, désignent des polyndomes de degré m — 2.

Si A(m,m)=o0 et A(m, m--1)=o0, d’aprés le théoréme d’Euler
¢(x) =o, flxr)=o0 ont deux racines communes; par suite, A =o0
el A{u,v) =o.

On peut donc dire que les conditions nécessaires et suffisantes pour
que les deux équations proposées aient deux racines communes sont
A =oavec A(m,m) = o, ou bien A(m,m) =0 et A(m,m —1)=o0.

Si nous nous reportons a 'équation

A — Um—l CP(.Z‘) - Vm—lf(x>’

nous voyons que, dans le cas olt les deux équations f(x) =o0, p(x) =0
ont deux racines communes, les deux polynomes U,_, et V,,_, sont
identiquement nuls, car les coefficients de f5, fi. ...\ fromis Sos Gus oo
Om—. sont des déterminants mineurs d’ordre m — 1 de A, et, d’apres
ce qui précede, ces déterminants sont nuls.

L’équation du second degré qui donne les deux racines communes
peut étre formée aisément; nous ne ferons pas ce calcul, et nous abor-
derons immédiatement le probleme général de la recherche des condi-
tions que doivent remplir les coefficients de deux équations de degré m
pour qu’elles aient un nombre p quelconque de racines communes;
nous formerons I’équation de degré p qui donne les p racines com-
munes; 'équation du second degré dont nous venons de parlern’en est
évidemment qu’un cas particulier.
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Recherche des conditions nécessaires et suffisantes pour que deux équations
de degré m aient un nombre quelconque p de racines communes.

7. Considérons a cet effet le déterminant mineur d’ordre m — p + i

de A
Gl,l Gl,z LRI G’|,m_~1, Gl,m—[/-H
Gz t Gz 2 “.e G2 m-p Gz,m—p+x
Alp—1) — bl
Grpiin Guoprie oor oo Guprimpn

multiplions les éléments de la premiere colonne de ce déterminant par
par ™', ceux dela deuxieme par ™%, ..., ceux de la derniére par
aP~'; ajoutons par rangées les éléments modifiés ainsi, et substituons
aux éléments de la derniére colonne de A¥-" les sommes obtenues;
nous reformerons les premiers membres des équations de Cauchy,
moins les termes en aP~%, xP~3, ..., 2%, et AP~" sera mulliplié par
2P~'; on aura donc identiquement

Gl 1 Gy,g “ee Gl’m’—P ﬂ CP(.Z')—(?O f(x)—‘Ghm_}H_z x-""-—-...——G,,,,,

G G e Gy, i 0@ =9 flB)—Gunpen 2P — G

e L T S T T T @e b e e e D I T I RN RN

Alp=1) gp—1—
Gm—p+1,| Gm—p+l,z aes Gnl—p+l,m—[1fm—p 9 (-73) — C?m—p_f(x)— Gm—p+|,m—p+21‘p"1—- (X S Gm-—p-H,m

Si nous appelons généralement A?~" le déterminant

Gl;‘ Gl.? LR Gl,m—p Gl,m~p+;¢+|
A(/;_U _ GZ,! GZ,Z AR G?.m~—p Gz,m—p+;&+l
v T ‘ ’
Grprini Gmoprig oo ornnn Gt mpss

I’équation précédente pourra s’écrire

A=) gp—t - AP H P - ARTE

G|,| G:,z “es Gl,m—p f; G;,, G,,; vee Gl,m-~—p P
= |G G G S g O S e 0 g
Gm—p+l,l vae eas Gm—p—i-l,rrzvp m~p Gm—p+l,l Gm—]:+|,2 cie Gm——p+l,mvp (P”"“P
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ou bien

Al gp—t - AP Ngp—r A‘;;::‘ =Unpo(®) — Va,flx},
U.—p et Vi p étant des polynomes de degré m — p en a.

Cela posé, si ¢(x)=o0 et f(x)=o0 ont p racines communes,
ces p racines devront annuler le premier membre, qui n’est que de
degré p — 1; il faudra donc que l'on ait

AP = o, Agp—l) — o, Aép_l) =0, ..., A;,p;” = o,
et réciproquement, si ces conditions sont remplies, le premier membre
de I’équation est identiquement nul; on aura donc identiquement

Unp (2] — Vu, flz) =0,

et, d’apres le théoreme d’Euler, les deux équations f(x) =0, ¢(x)= o0
auront au moins p racines communes, ce qui se voit d’ailleurs immé-
diatement. On peut donc énoncer cette proposition :

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux équations
Sf(x) =0, o(x) = o de degré m aient p racines communes sont

— —1 —1 —
AP =0, Al MN=o0, AV V=0, ..., A(l’,’_:):o,

les quantités A7~ ayant la signification indiquée plus haut. Ces condi-
tions sont au nombre de p.

Formation de I'équation de degré p qui admet les p racines communes.

8. Pour cela, considérons le déterminant d’ordre m — p

Gl,l Gl,1 e Gl,m—p—l Gl,m—p

A(”) _ Gz,l G?,? .. G?,m—p—l Gz,m——p

Py c e st e se .- oea s .

Gm—p,l .o . e Gm——p,m—p-—l Gm—p,m—p

et opérons sur A® comme nous I'avons fait sur A”="; le déterminant
A® sera multiplié par 7, et, en désignant généralement par AP I'ex-
3.
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pression
Gl,l G|,2 ‘e G’l,m——p—-x Gl,m—p-}-g
G G. oo Gampe Gumprn
e D e G
Gm-—p,l Gnl—p,2 LR Gm———p,m——p—l Gm——p,nx-«p+;L

on aura, comme précédemment,

Atrygp - AR g1 AP

G G-oo Gwypo fo Goi Gip oer Ginpar @
o G G S g T S L
Gapyt oo oov Grpmpi frpot s Grpi ave vor Guopnpet Qmp—
ou bien

A@ zp - AP zp=t 4 - AB) = Une i 9(2) — Viop f ).

On voit par cette équation que, si f(«)= o et ()= o ont p racines
communes, ces p racines doivent annuler le premier membre; par
suite,

AP P 4 AP p—t 4o L+ A(Z) =o

est ’équation de degré p qui donne les p racines communes.

Discussion générale.

9. Supposons satisfaites les conditions qui expriment que les deux
équations f(x) =o0 et ¢(x)= o admettent p racines communes,
et supposons en outre le déterminant d’ordre m — p, désigné par A?,
nul; nous allons démontrer que tous les déterminants mineurs d’ordre
m — p de Asont nuls.

Soit A (i, Pas Prgs «oes Bps Vis Vo, «ney V) le déterminant mineur
d’ordre m — p obtenu en supprimant dans A les rangées d’ordre
Wiy fhay -..y My €t les colonnes d’ordre v,, v, ..., v,. Opérons sur
A (fis Pas «ovs hps Vis Va5 =ery Yp) COMME NOUS avOns opéré sur AP et
sur A®, c’est-a-dire, multiplions les éléments de la premiére colonne
par ™', ceux de la deuxitme par x™%, ... (les colonnes de ce

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(21)
déterminant conservant les numéros qu’elles avaient dans A) ; ajoutons
par rangées et remplacons les éléments de la colonne d’ordre v par les
sommes obtenues; le déterminant A (g, fhoy «ouy Ppy Yy, Vo, onny ¥, ) SET
multiplié par x™Y, et I’on arrivera,comme précédemment, 3 une équa-
tion de la forme

2™ A fhiy fhas fhay voes Pps Viy Yoy vans Yp ) TEZ™ 0 Ay Pay eves Pps Y5 Yy vevy Yp )
(a) ixm_viA(H’l’ Kay soes Pipy Viy Yy Viy eeey Vp) ...
2T Aty Py <o Py Vi Yy - ey Ypenv) == Ug(z) — V flz),

U et V étant des polyndomes en x dont le degré en x est au plus m — 1;
c’est de cette identité que nous allons nous servir pour faire la dis-
cussion complete.

1. Supposons, en effet, que nous fassions dans cette formule

V=m—p, “y=m—p-tI, ..., Vo T=mMm—1, V=1,

By=MmM—p 41, ...y Pp(==mM—1, Up==m;

A(fhyy Moy cvey tps Vis Vau =eey Y,) D@ sera autre chose que le déterminant
que nous avons désigné par AP, puisqu’il résulte de A par la sup-
pression des p derniéres rangées et des p dernieres colonnes de celui-ci;
de plus, le polynome qui forme le premier membre de I'identité est de
degré p — 1, puisque le coefficient du terme de degré p est nul parhypo-
these; dans ce cas, les polynomes désignés par U et V ne sont que de
degré m — p — 1; par suite, on peut affirmer, d’apres le théoreme
d’Euler, que les deux équations /()= o0, ¢ (x) = o ont p + 1 racines
communes, le premier membre de I'identité devenant zéro.

I. Laissons actuellement arbitraires les quantités p,, thy, ..., p,, €t

faisons
y=m-—p, vi=m-—p-+1i, ..., VY,=ImM;

I'identité (a) deviendra

2P Aoy Py eonsy lpy M —Pp 41, M —p +2,...,m)
2P A (fy Pay ey flpy M— P, M — P +2,..,m)E. ..,
E Ay s eens pipyM—p41,m—p—+2,..., m—i,m—p)=Uo(z) =V, flx).

Le premier membre est de degré p; il doit s’annuler quand on substitue
a « les p +1 racines communes; par suite, il est identiquement nul.
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On a donc, en particulier,

Ay oy vovs lpyM —p-1, M —Pp+2,...,m) =0,

quels que soient p, s, ...y fhpe
HI. Laissons arbitraires les quantités p,, p.,, ..., p, et v, et faisons

V=M—Pp+1, h=m—p-+2, ..., V,=m;
I'identité (a) deviendra

Ay Py o Py M — P 1, M — P+ 2, ..., m)
P Ay Py ooy Py Yy M — P+ 2, ..., M)
P Ay pay e M —p+ Ly, m—p+3, ..., mio
FA(popey e ppm—p+1, ., m—i,v)=Ugq(x)—V,f(z).

Le coefficient de 2™~ est nul d’apres ce qui précede, et le premier
membre, s’annulant pour plus de p —1 valeurs de x, estidentiquement
nul, de telle sorte que 'on a

Alpy lay <+ s pppp ¥y m—p—+2,m—p-+3,...,m)—o,
Alp, ppay veespppm—p-+1,%, m—p~+3,...,m)—o,

Ay iy «eespipyM—p+1,m —p-+2, ...,m—1I,v)=— 0.

IV. Laissons maintenant ., t,, ..., M,, ainsi que v et v,, arbitraires;
I'identité (@) prendra la forme

2 A, Pay o+ s Bpp VMM — P2, L., M)
XAy Py ey Py Y, M — P 2, L, m)
XA (U pay s VY, M —p+3, .., mchL L,
A (i ey ety VM — P2, wo, m—1Lv)= Usp(x) — V, f(x).

Les coefficients de 2™, 2" sont identiquement nuls d’apres ce
qui précede; par suite,

Al oy e o5 ps Vs ¥, m—p +3, ..., m)=o,
A(HlyH!r cey Pp VoM —p +1,v, ""m):O:

Alprs oy - e s PpVsMm—p—+1, ...,m—1,v)=0.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(23)

V. Sion laisse .y, oy -+.y e ¥, ¥y, v, arbitraires, et si Pon fait
U3:m—p—l—3, ey v,:m-—p+4, ceay YpT= M,

I'identité (a) prendra la forme

Aty oy oo vy Ppy Vi Ve M — p+3, ..., m)
txm——"lA(HI,P-n ---,P-paV;Vz»m—P“*‘s, LR ] m)
e Ay Yy oh s Py ViV, M — P+ 3,...,m)

xS Ay Pas oo oy Vi Ve, Y, M — P+ 4y oy )
+

les coefficients de o™, ™, 2™ % sont nuls, done tous les autres
coefficients sont nuls : done

Afprg Moy ooy Upy Vs Vs ¥V, M —p -4, ..., m)==0,

Aty Py oo oy Py Vs ¥2y m—p + 3, v, ...,m)=o,

R R I T I O P IR S N R P

Alprs Pay vy PppViy ¥, M —p-+3, ..., m—1,vi==0.

En laissant ensuite @,, fLa, .., fhy, ¥4y Vo, ¥g, ¥ arbitraires, on démon-
trerait de méme que

Apy pay <oy Phpy Vi, ¥y Vv, m—p—+5, ..., m)=o,

et ainsi de suite.
En continuant, on arriverait 4 faire voir que généralement

A(thiy Phay v ovy PpyYig ¥y « o0 Vp) =0,

quelles que soient les quantités p.,, po, «ovs Pps Y45 Yoy +-0s vp, Cest-d-dire
que tous les déterminants mineurs d’ordre m — p de A sont nuls.

Cas ou les équations ne sont pas de méme degré.

10. Dans ce qui précede, nous avons supposé que les deux équations
S(x)=o0, ¢(x)=o0 sont toutes deux de degré m; mais les résultats
précédents subsistent quand les équations proposées ne sont pas de
méme degré.

Considérons deux équations, 'une f(x)= o de degré m, l'autre
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»(x) = o de degré n, et supposons, pour fixer les idées, que ~ soit
moindre que m.
Soit
flx)=Az"+ Az +.. .4 A, =0,
9x)=Bun 2"+ Bppp 2" +...+ B, =0.

On démontrerait, comme nous I’avons fait dans le cas de deux
équations de méme degré, que, si 'on désigne par A le déterminant

o o o ... 0 O 0 Ba-. B, B.

o o o e OO B,.. Binn ... B.. 0

o o o e O Bm——u Bm—n+| Bm-—n+2 LR Bm o o

o B, . 5 O
Ban 5 O .. ©0 © o
GlnAn—I—A,I Gm_-;H_l,'z G,n_.n_;_.,g eee . ecn er et e e esa . . G,,,__,H.,,,,,
Gm,i Gm,z Gm,s cve s e N vee . . G,,,,,“

olt les quantités G,,_,.,, sont les coefficients des n derniéres équations
de Cauchy relatives a f(x) = o et & ¢(x)= o, formées & la maniere
ordinaire; A = o est la condition nécessaire et suffisante pour que les
deux équations f(x)=o, ¢(x)= o aient une racine commune. Désignons
par A, le déterminant obtenu en formant les m équations de Cauchy
relatives & f(2) = o, ¢(x) = o} les équations étant mises sous la forme

fiz

= A A A A BT A L A== 0,
o)== 0.2" + 0.2" " +...+ o.x"H +Byrx*+...+~B,—o,

nous allons démontrer que
A= AAT—n,

Il est aisé de se rendre compte de la maniere dont le facteur A, s’in-
troduit dans A,, car I'hypothese A, = o donne aux équations f(x) = o,
o(x) = o, écrites sous la forme indiquée, une racine commune infinie;
le facteur A, ne doit pas figurer dans le premier membre de I’équation
qui donne la condition nécessaire et suffisante pour que f(x)= o,

o(x) = o aient une racine commune, car ’hypothése A, = o ne donne
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pas en réalité aux équations f(x) = o, ¢(x) = o une racine commune
infinie.
Pour démontrer I’égalité en question, savoir

A=A A7,
formons le déterminant A, ; considérons, a cet effet, les équations

AviBo "+ Bopn ™'+ . .+ B.)—=o,
(Avx +A ) (Brn2"+ B 2 +. ..+ Bl == o,
‘( -‘\oxz; A|x —+- A;) (B,,._,,.z"‘+ Bm_,‘+| e Bm) = 0,

(Aoam = 4 A 2™ % .4 Ap_ps) (Bun 2"+ .. .+ Bp) =0,
(Acxm = Ava™ " 4.+ Anca) (Brons @ oo +Ba) — B (A 2" -0+ Ap) 2= 0,

gz + Ayz™? + . o4+ A ) Ba— (Bow™™' + Ban 2" 2+ .+ Bu A =0,

Les n dernieres sont celles qui ont été désignées par

Gmo—n-i-l,\ ™ Gm—rH-x.zxm—z i Gm—n+x,m =0,

(_‘Im,| am=h -+ (}m,2 xm=? N Gm,m —= 0.

Considérons 'une quelconque des premieres, celle qui occupe le
rang ¢, par exemple,

(At 4+ Azt 2+ ..+ A ) (Baw*+ Bup* ' +. ..+ Ba} =o.

Elle peut s’écrire

ABu a7+ ABr, (214 AyBp |21 4 Ar B, P T A, B,
“+ ABa_ +ABn —+ AriBaany
-+ AOBmvfn-i-? ] + A, Bm—n+2
[ R T .o

+ A 0 Bm— ne4-r

et fournit dans le déterminant A, la rangée

0,0, ...,0]|AB,_, ’ AB._. ' AB... |... A.B._. <. | A= B
Ao Bm_n+| l -+ Ale——n+l L + Ar—l Bm<n+v
! -+ Ao Bm—n+~2 DR ~+ Ar»—? Bm—n+2
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Si 'on multiplie la premiere rangée de A par A,_,, la deuxieme par
A, .. ..., la g™ par A,, et si l'on ajoute les éléments modifiés par
colonne, on pourra substituer i la ¢**™ rangée la somme ainsi obtenue;
le déterminant A est alors multiplié par A, et la ¢*™¢ rangée de A est
devenue, par cette opéralion identique 2 la ¢**™° rangée de A,. Si donc
on opere ainsi sur la (m — n)®me rangée, puis sur la (m — n —1)ieme, |
a4 chaque opération une hgne de A sera remplacée par une ligne de A,,
et chaque opération équivaut a la multiplication de A par AO. Apres
avoir fait les m — n opérations analogues, A sera devenu identique

A A,; on aura donce
A=A A7,

Cela posé, on voit que, si les équations f(x) = o, ¢(x) = o ne sont
pas de méme degré, on pourra faire sur le déterminant de Cauchy et
sur les déterminants mineurs qui s’en déduisent tous les calculs que
nous avons faits dans le cas oll les équations sont de méme degré. En
faisant usage du déterminant A,, qui est symétrique, on n’introduit que
le facteur A, dans les deux membres; les formules précédentes peu-
vent donc étre appliquées encore dans le cas ou les équations ne sont
pas de méme degré.

Si o(x) = o est de degré n, n étant moindre que m, il suffira de
SUPpPOSEr &, =0, 0, =0, ..., @y, = 0 dans les formules précé-
dentes; o,,_, sera le terme B,,,, de degré zéro, ..., 7,,_, de degré n — p;
par suite, I’équation

—1 —1 p—1) o2 - (p—1 { . A
A gt - NPTV b2 4= AP = U 9() — Vo, flx,

qui résume toute la théorie précédente, se réduit a une équation de
la forme

AP gpt - AP gr o AP = U 0lz) — Ve, fla

p—1 /

V,_, étant un polynome de degré n — p.

On voit sur celte équation que

AP~ o, AP —=o, ., APH =9

p—1

sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux équa-
tions de degrés m et n, f(x) = o et o(x) = o, alent p racines communes.
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L’équation qui donue les p racines communes s’obtient comme pré-
cédemment.

Nous désignerons par ©,_,(x) le premier membre de l'identité pré-
cédente, et nous allons actuellement étudier les propriétés des fone-
tions 0.

~J

PROPRIETES DES FONCTIONS 6.

L.

11. La fonction ©,_,(x) est le reste de la division du polynéme f(x) par
le polynéme ¢(x) a un facteur independant de x pres, si o(x) est de
degré p et f(x) de degré m, m > p.

En effet, si nous faisons, dans I'identité
Opi (%) = Unp 9 {z) — Vo, fi2),

n = p, V,_, ne renfermera plus la variable « et deviendra le produit
du déterminant que nous avons désigné par AP par le coefficient
de x? dans g¢(x), soit B,,_,.
L’équation précédente deviendra donc
B, AP flx) = Uny 9 (7) — Op (2.

Cette ¢galité montre que le déterminant

| G, G Y - A
e N
Gm~p+l,1 G"'l—p+|,7 <. Gm—p+l,m—pfm——p l

qui est une fonction de degré m — p en x, est le quotient de f(x) par

(), au facteur B,,_, A? prés, et que le polynome de degré p — 1 0,_, (x;

est le reste de la division de f(z) par ¢(x), au facteur — B,,_, AP pres.
Les conditions de divisibilité de f(x) par ¢{x) sont donc

. ip—1) __ (p—1 ___
Alr—1) = o, A,p '=o, ... A;_,, - o,

et U,,—, représente encore le quotient de f{x) par ¢(x), si ces conditions
sont remplies.
AP est nécessairement différent de zéro, dans le cas ot n = p.

4.
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il.

12. La fonction ©,_,(x) représente, a un facteur positif pres, la fonction
de Sturm de degré p — 1 lorsqu’on prend pour ¢ (z) la dérivée f'(x) du
premier membre de I équation f(x) = o.

Pour établir cette propriété des fonctions ©, nous allons faire usage
de la proposition suivante :

Si f(x) et o(x) sont des polynomes de degrés m et n et premiers
entre eux, et si X,,—p, Xs—ps Xp—is Yinp» Yupe Y, sont des fonctions
de « dont le degré en x est marqué, pour chaque fonction, par son
indice, les deux identités

Xop ¢(#) = Xupfl@) = Xp,
Yopola) — Yapfia) = Y,

ne peuvent subsister simultanément, 2 moins que I’on n’ait, quel que

soit x,
Xo, X, X,

Yo, Yo, Y,

Pour démontrer ce théoreme, il suffit d’envisager I'identité
(Xm——/) Yp—l - Ym—p XP—I) Q <.Z‘) - (Xnvp Yv‘u—l - Yu—p Xp——l }f\x) =0,

qui se dédmit des deux égalités données. Le multiplicateur de o (x; est
de degré m — 1; il ne peut donc étre divisible par f(x), qui est de
degré m; par suite, on a identiquement

Xw—/z Yufl - l’m—p prl —o,
Xn—p yrp~| - Yn——p Xp—l — 0,

ce qui donne
Xop  Xop X,

Y m—p Yn—p Yp-—l

Pour de grandes valeurs de «, chacune des fractions se réduit au
rapport des coefficients des termes de degré le plus élevé du numeéra-
teur et du dénominateur; comme I'égalité doit subsister pour toutes
les valeurs de x, on voit que les coefficients des termes de plus haut
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degré dans les fonctions X sont proportionnels aux coefficients des
termes de plus haut degré dans les fonctions Y correspondantes.
On sait que, si ’on désigne par V et V, une fonction entiere et sa
dérivée, la fonction de Sturm de degré p — 1, V,,_,., peut se mettre
sous la forme

\rm—p—i—l =V, (Q| Q2~- -Qm_p -+ ...) —V (QzQ:;-- ~Qm--p+ . ..);

les quantités Q,, Q....., Q.._, sont les quotients obtenus dans les divi-
sions successives, et dans chaque parenthese le produit indiqué fournit
les termes de plus haut degré. Si donc g¢,, g2, ..., ¢n_p sont les coeffi-
cients de x dans les binomes Q,, Q,, ..., Qun_p, les termes de plus haut
degré en x dans les parentheses sont respectivement

QIqi---qm~pxm_p, l]zQa- --qm——p xm—p———] :
on a done
Viepr = Vilgu@ee e eqap 2" P+ . ) —V (1 - Quopx™ P
D’autre part, ’équation générale
Opi @) = Unyp 0(2) — Viy f
devient dans ce cas

A= gt AP = VA AP g P L =V (M A A® am

en {aisant _
flz)=V, oxj=V.

Stdone la fonction de Sturm de degré p —1,V,,_,.,, est désignée par
Vr111—1;-+-| f— am“‘l""l P - bnl——p+l P24, N

d’apres la proposition démontrée précédemment, on aura

Cnpir _ GiGe- - Guyp G2(s5.. -qm—[)‘
A=) T AN T mA AW

Cette double égalité se réduit &

O—pirr __ G114 . -qbu
A T AJAW

car g, = —-
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Calculons le produit ¢,¢,...¢,_, ; les égalités

Ampps = p_p dm —ps

a 2= @ v q
ad, == a, q!
donnent par multiplication

ao:dm,_px qlq'.l: .. (]m—p;

donce
Alp—t
Am-pt Amp — Y3 »
et, par suite,
AP
(l,”»[, a'"'“P—‘ _— S.\_;“_‘ 3
A(m—'z‘/
Ay Ay == F)’
A(m——lj‘
a,ady, = Al -

En multipliant membre 3 membre ces égalités, il vient

A=
At T

Anp (s . Ay [P Q=

on voit aisément que A™ doit étre pris égal a I'unité, et, comme A, = a,,
on aura
am——p+| (ao a,d,. .. a,,,_p)Q ) An ,'_\(P‘“')_

Au moyen des relations précédentes, il est aisé d’exprimer la valeur
des produits a, a,...a,_, en fonction des quantités A¥; on trouve

A A+ A 2
—— A<1’—'>( ) Ao

AW AET | N

pour les valeurs paires de U'indicem — p +1 et

A pgr = A1) <

A(p+l)A(p+3)_ CJAm—DN 2
INZENCEINNNEN TN Y

pour les valeurs impaires de I'indicem -- p + 1.
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/

Les fonctions de Sturm sont donc les polynomes

A+ Ap+3) | A(m—2)\ 2 .

I o A(p— i—1 p—1) -2 — Pty
Vapn = A ( A S s ) (A AP g AP,
ou bien

It A+ Alp+3) | .A(m—q)\z

’ — Alp—1) gp— P gep 2 R

A —pi — :\o ( A(F) A(P'H)_ : .A(’“_:) (A X —+ AI X —+ .. : A,,‘l )g

La premiere de ces formules convient au cas oum — p + 1 est pair.
et la seconde au cas oll m — p + 1 est impair.

Si done nous supposons A, positif, ce qui est toujours permis, nous
pouvons substituer aux fonctions de Sturm les fonctions @, qui n’en
different que par un facteur essentiellement positif.

13. On peut simplifier les coefficients des fonctions © et substituer
aux déterminants qui y figurent des déterminants d’un ordre moindre
d’une unité. Les déterminants qui forment les coeflicients sont tirés
du déterminant de Cauchy relatif aux équations f(x) = o, f(x) = o:
on peut leur substituer des déterminants d’un ordre moindre d’une
unité, tirés d’'une maniere analogue du déterminant de Cauchy relatif
aux deux équations ¢(x) = o, f(x) = o, ¢(x) étant la dérivée par

rapport 2 y du polynéme y™f <3—5) » rendu homogene par rapport 4 x

et Ay, et quand on y fait y = 1. Cela résulte d’une proposition géné-
rale ainsi concue :
St o(x) et Y (x) designent des polynémes de degré m — 1,

"\.l"?l:Aatr"';l“T‘ Alxmfi’_%_. . __Amﬁ“
x

‘
|

-G~ -C

V= Bea™ +~ Bx™+...— B,_,,
le determinant d’ordre m de Cauchy, relatif aux deux équations

zolzl+¥{x)=o0, olx)=o

T

est égal au déterminant d’ordre (m — 1) relatif aux deux équations

Yixti=0, ofx)=o,

multiplie par A;.
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Les équations de Cauchy relatives au systeme x ¢ (x) + ¢(x) = o,
¢(x) = o sont, en effet,

Gam =Gy axm? L,
‘;'2,1»1"""l —}—Gz,zxqu e

Goex™ ™ = Gy 2™ .,

—l——G.,,,. = Ag(p(.z‘) =o,

+Gem =By Ao (x) —Ad(x)=0,

{
{
A-Gym = Bz + B+ A {2) — (Avx + A)d(2) = o,

it Grn=(Boz™ .- A ) o () — (Aga™ i+ - AL b x) = 0.

Les équations de Cauchy relatives au systeme ¢(x) = o, ¢(x) =0

sont

H 2z —+—H, 2% ... +H, .

H7,1xm R H:,g.l'm_z . H?.m-—l

—Buo(z) ~ Ab(z)=

—- o,

=Bz +Blo(z)— (Avx +A)d(x)—o,

Hoizm Uz 4o T = (Box™ o+ Bas) o (2) — (Ao 2™ oo+ Aua) § () =0

De la comparaison de ces deux systemes on tire les relations

G — AJA,—o, G;,, — AA, = o,

H,, =G;.—AA, H, =G, — A A,
H,.,—=G, :—AA, H,,=—=G,;—AA,,
H,,=0G..—AA;, H.,=—G,,—AA,,

Hn,p.:GZ,p.—{-I—AIAy.’ H2,;J.:G3,;:.+I_A2Ap)

Or, si 'on désigne par A le déterminant

A: AoAt ADA2
A0A| GZ,Z G2.3

A== A0A2 Ga,z G3,3

' Ao Am..| Gm,'z Gm,s

G, — Az;A, = o,

H, —G;.—AA,
H,.=Gi.— AA,,
H,; =G, —AA,,

AO Am—l
Gﬂ,m
Gls,m ’

Gia,m
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on peut mettre A; en facteur dans A, ce qui donne

1 A, A. Y Y
A| G7,2 G2,3 ... G't,m
A == Az GG,Z G3,3 P Gg,m >< A:-

. A

. .« . .« o«
Am—l Gm,z Gm,s AR Gm,m

Multipliant les éléments de la premigre colonne par A,, et retran-
chant ces éléments ainsi modifiés de la deuxieme colonne, il viendra

AI GZ“I_A2 G-zs .. e G.',/n
A — Az G3,2 - Al A2 Gs.x .. .. G:,m X A;

I o A, A, L. A,,,_.[

.. - [ ca veea
Ar/lwl Gm,z - A: Amﬁl Gm,3 . LI Gm,m

1 o A o A
A, H, G, ... Gua
- Az Hz,l G;;,; e Ga,m > Ag;

.e .. “a. PPN o
Am—l Hlnfl,l Gm,;i LRI Gm)m l

si I’'on multiplie les éléments de la premiére colonne par A,, et si I’on
retranche les produits obtenus de la troisieme colonne, il viendra

|1 o o A, Y. Y
| A, H. H. G. .. Gy
'3 - ' A? HE,I Hz,z Gs.& LRI Ga,m >< A;’
|

f\m—l Hm =11 Hm‘l,z Gm,4 o .. Gm.m

ct ainsi de suite; en continuant, on voit qu’on peut substituer a la
colonne G, yyy, Gy «vvy Gimpyay la colonne o, H,,, Hy,, ..., H, 5 0n
5
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aura donc
1 o] (4] . 6]
Al Hl,l H1,2 e HI,IIl—l
A=|A, H, H, ... Houy [XA]

.. cve e ‘e
Am-x Hm—.|,| Hm—|,2 ‘e Hm—l,m—-—l |

HI,I H| [ Hl,m_l
Hﬂ,l Hz,z vee Hﬂ,m——l

Hm—-l,l Hm—|,2 .o Hm-—l,m—l

C’est la relation qu'il s’agissait d’établir.

Il est essentiel de remarquer que la démonstration précédente s’ap-
plique de point en point & un déterminant mineur quelconque de A,
par exemple au déterminant

Gl Gl,'z . e Gl,m—p Gl,ﬂl—p+;1-+l ‘
Afp—i) _ G2,1 Gz,z e Gz,mup G?,m—p—i—:‘.—{—l
[ —_— b4
Gm—p+l,l Gm—p+|,2 LIRS Gm——p—H,m—p Gm——p—;—l,m——p—{—y.—;—l

qui est le coefficient de «”~*-* dans la fonction 6,_,(x); par con-

séquent,
Hl,l Hl,‘l LI Hl,m—p~l Hl,m—p+;1.

Hz“ H’;’ DRI Hz,m—p—? Hz,m—p+;1.

A?*P—”: X A7,

o s e re et uass s e e

I Hu—p,l Hm—p,? LA Hm—p,m—p—l Hm—p,m—«p-}*—y.

en prenant pour ¢ (x) la fonction définie plus haut.
Remarquons encore que les coefficients A”~ dela fonction de degré
p — 1 de Sturm sont des fonctions linéaires des quantités

HI,M—Pﬂn HZ,M—p—I—V-s ] HM—-p,m—p—HJ.,

et que les coeffficients des quantités H, ppry, +oos Hypmpyy sont les
mémes pour laméme fonction ©,_,(x); cesont des déterminants mineurs
d’ordre (m — p + p. —1).

Nous supposerons donc désormais qu’on ait substitué aux expres-
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sions obtenues primitivement pour les coefficients A? " les détermi-
nants mineurs d’ordre m — p, fonctions des éléments H,.

14. Nous allons maintenant développer quelques conséquences de
ce qui précede.

I. La fonction 0,_, (x) étant & un facteur positif pres la fonction de
Sturm de degré p — 1, le nombre des racines réelles de 1'équation
JS(x)= o comprises entre a et b sera la différence entre le nombre de
variations présentées par les deux suites

0,y O.(a), Oia), ..., O,.la), ..., Onla),
Oy, 0.(b), ©a(b), ..., O,i(b)y ..., Ou(b),

ol @, et ©,,_, sont, pour plus de symétrie, les fonctions f(x) et f'(x;.
II. Pour avoir le nombre des racines réelles de 1'équation f(x) =o,
il suftit de former les deux suites

A, At {—1), AO(— 1), ..., AB=D(— 1=, L., A0 (e,
A, AW, A, vy AN, v, A,

et de compter le nombre de variations perdues en passant de la pre-
miere 3 la seconde; ce nombre représente le nombre de racines réelles
de I’équation.

IlI. Pour trouver les conditions de réalité de toutes les racines
d’une équation, il suffit d’exprimer que les coefficients de la plus haute
puissance de = dans les fonctions © sont de mémes signes, et, dans I’hy-
pothése de A, > o, il suffit d’écrire qu’ils sont positifs. On arrive
donc a cette regle simple :

Pour qu’une équation f(x)=o0 de degré m ait toutes ses racines
reelles, il faut et il suffit que le déterminant A d’ordre (m — 1) de Cauchy
relatif aux deux équations §(x)=: o, f'(x)= o0, () étant la dérivee

par rapportay dey™f <§> ety =1, ainsi que les déterminants mineurs

de A, qu’on obtient en supprimant dans A la derniere rangee et la der-
niere colonne, puis les deux derniéres rangees et les deux derniéres co-

lonnes, etc., enfin les m — 2 dernieres rangées et les m — 2 dernieres
5.
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colonnes, sotent tous positifs, le coefficient de x™ dans f(x) étant suppose
positif.

Appliquons ce résultat a quelques exemples.
Considérons I'équation du troisieme degré

ax*+3bx* +3bx +a =o.

D’apres la regle précédente, il faut former le déterminant de
Cauchy relatif aux deux équations

bx*+ 2b'x+ ' =o,
az*+2bz + b —o.

Ce déterminant est
2(b*—ab’}] bb'—aa |
bb' — aa’ 2(b'*— a'b) ’

par suite, les conditions de réalité de toutes les racines de 'équation
du troisieme degré proposée sont

b*—ab>o0, 4(b*— ab')(b'*— a'b)— (bd' — aa’')*> o.
On sait que la premiere rentre dans la seconde : on a done la condition
unique
4(b*—ab’)(b'*— a’b) — (bb' — ad’ ) > o.
Considérons en second lieu I’équation générale du quatrieme degré
axt + fbzx® -+ 6cx?+ 40 x + a’ = o.

Formons le déterminant de Cauchy relatif aux deux équations

bx® + 3cx*+ 3bx +a —=o,

azx® + 3bx*+ 3 cx + b —o.

Ce délerminant est

3(b*—ac) 3(bec— ab’) bb' — aa’
3{be—ab’}) 9(c*—bb')+bb'—aa’ 3(b'c— a'b)|;
bb' —aa’  3(b'c—a'b) 3(0—a'c) |

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(37
on obtient, par suite, les conditions

b'—ac>o
3(b*— ac)  3{bc— ab’) |
I ’ > 0’
3(bc— ab’) g(c*—bb' )+ bb' —aa l
3(b'—ac) 3(bc-— ab’) bb'— aa’
3(bc—ab’) 92— 0b')+ bb' —ad 3(b'c—da'b)| >0,
106" — aa”  3(b'c —a'd) 30— de)

avec la restriction @ > o.

On peut donner a ces conditions une autre forme. Si 'on désigne
par | et J les invariants de la fonction du quatrieme degré qui forme
le premier membre de I'équation

I=ad — 4bb + 3¢,
J—=aca’ + 2bed! — ab*— a'b*— ¢,

les conditions précédentes deviennent
b*—ac>o, 2(b*—ac)l+3al>o0, B—27J) >0,

et ’on voit aisément que, si I* — 27J* > o, il y a zéro ou quatre racines
réelles; il n’y a pas de racines réelles si 'une des deux premieres iné-
galités n’est pas satisfaite ou si aucune des deux n’est satisfaite; dans
le cas ol 1° — 27J* < o, il y a toujours deux racines imaginaires et
deux réelles.

Nous allons montrer actuellement I'identité de ces résultats avec
ceux qu’'a donnés M. Hermite, sous une forme différente, et auxquels
il est arrivé par la considération des formes quadratiques et leur dé-
composition en sommes de carrés.

15. La méthode pratique indiquée par M. Hermite, dans le but de
trouver le nombre de racines réelles d’une équation f(x) = o com-
prises entre deux limites ¢, et z,, se résume dans la reégle suivante :

On consideére la fonction

Fo =L (N fla) — (¢ — =) (=) flr)

- ?

y—x

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(38)
on met l'expression de F sous la forme d’un polynéme ordonne suivant
les puissances de y et de x; on remplace ensuite chaque puissance x* ou
V¥ par x,, et 'on obtient une fonction homogeéne qu’on ramenera a une
somme de carres par la méthode connue. St 'on désigne par (t) le nombre
total des carres affectés de coefficients positifs, le nombre des racines
réelles de ’équation f(x) = o comprises entre i, et t,, t, > t,, sera égal
a (to) — (4,)-

Calculons d’abord la fonction F, et, pour simplifier la notation, ap-
pelons o (x) la dérivée f'(x); nous avons

po C=r e flw) — [t =)o l)fly),
'}"—.Z'

nous pouvons mettre F sous la forme

— [<P - @(x) Sl )] L Z @(x)f(y; :.?;@(.V)f(x‘)

Nous allons mettre successivement le coefficient de z et le terme in-
dépendant sous forme d’un polynome entier; on a

@(V)f(v;l;—«ix)f(.v): M[ %2:22( ] [f r% ]

f(')’)"“f(x —_ —1 n—1 ;
__FT_ f}ﬂ" —{—f}f’ —+ ... +fm»—l’

les quantités 9y, ¢4y vovy Om_ss fo, f1s +oos fey Ont dans ces formules la
signification indiquée plus haut; ce sont des polynomes en = dont le
degré est marqué par l'indice. L’équation précédente devient, en in-
troduisant ces fonctions,

o) flx) — olx) fly)

y—x

=f1#) (o™ + 0™ + . H+ona) — o (@) (for™ + .+ )

ou bien

eI = ¢ 2] g (e o () 9 ) Ay ] a0 o)
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On reconnait dans les coefficients de y™~*, "2, ..., ¥° les premiers
membres des équations de Cauchy relatives a ¢ (x) = o de degré m — 1
et f(x) == o de degré m.

Soient Gy, les coefficients de ces équations, changes de signes; on
aura

(Giz™ " =+ Gz oo Gy )yt

o(r)flz)—e(x)flr) S e (Geix™ ! + G ™% o o Gon ) ™2
y— D T St P

Calculons de méme le terme indépendant de ¢:

oz f(r) —rolr)flx) _ Sl — fix) zo(x)—roly)
y—x _x?(x)[—y—_x—]‘*“f(x)[—ij*]’

zole) | =L | ma gy (homr firmre o focd,

sia) [T =2 i) (o - pmroe ),

y—x
d’ ol
2l — 7o) 15 o la)fi— flaenl =
+ [z o) fi—flz)o ]y 7+ ..
+ {2 ¢(®) foes — f(®) n1] 1
ou bien
(Hy, zm" +H, ;2" 2. .. H )y
x?(x)f( ) 'V‘P + Hg.x'"_' +H,2xm—2+”,+H,m) =2

A2 I m R R LI IR

et, par suite, la fonction homogene du second degré sera

F=— [(Gl,lt +Hl,l)xmvl -+ (Gmt +H1,2)1‘m—2 ..o+ (Gl,mt -+ Hl,m)xo:lxm——l
— [(GZ,ll -+ Hﬁ,l)xm—l +(G’1,zt +Hz,z)xm—z + .o+ (Gz,mt +Hz,m)1'0]xm~z

— (Gt M) Ty + (Gmyal + Ha2}ma .o o (Grymt &+ Him ) 20| 0.

Remarquons que le déterminant des quantités G, est symétrique
par rapport & la diagonale principale, ainsi que le déterminant des
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quantités H, ,; par suite, le déterminant des éléments G, .z + H,, est
également symétrique par rapport a la diagonale principale; ce déter-
minant

— (Gt +H,)) — (Gt +H,) ... —(Gut +H,,)

._\(t\—“ ’_‘(G2,|t +H2,l) ’—(GLZl +H2,2) LU —(Gz,mt +H2,m>
[

—(Gmt+H,, ) — (Guat+Han) ooo —(Gamt +Ham)

n’est autre chose que I'invariant de la fonction homogene F de m va-
riables et du deuxieme degré apres y avoir fait x =y, selon la regle
indiquée.

Or, si 'on désigne généralement par A,{z) le déterminant qu’on
obtient en supprimant dans A{z) les u dernieres rangées et les p der-
nieres colonnes, on sait que la fonction F, ramenée i une somme de
carrés, aura une expression de la forme

A"’*-’(”xn_}__ A‘(”xlzn 2 A('t)

F=deinX T R e Wi R W |

Xlzn—h

et le symbole (¢) sera le nombre des quantités Ait.((lt))’ qui sont posi-
tives. '

La fonction (— 1)”A(¢) est un polynome entier de degré men ¢; le
coefficient de la plus haute puissance de ¢ est précisément le détermi-
nant de Cauchy relatif a f(x) et & f’(xc): c’est donc la fonction que nous
avons désignée par A; et, d'une maniere générale, le coefficient de la
plus haute puissance de Z dans le déterminant ( — 1) *A,(2) est le
déterminant mineur A® qui figure comme coefficient de la plus haute
puissance de x dans la fonction de Sturm de degré p.

Cela posé, si 'on donne & ¢ une valeur trés-grande, le coefficient
XA:‘;(I—ZZ— se réduit sensiblement & — A?::') > ¢; pour = + oz, la fonc-

)
Belt) aura le signe de — s et, pour = — oo, elle aura un
Ag+1(t) o] A(}A-{»l)
signe contraire.

D’apres la regle donnée par M. Hermite, le nombre des racines

réelles de I'équation f(x) = o sera égal au nombre des quantités

tion
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A

A(J+l
négatives.

Par suite, pour trouver les conditions de réalité de toutes les racines

d’une équation de degré m, il suffit d’exprimer que la différence pré-

®

» qui sont positives, diminué du nombre de ces quantités qui sont

cédente est égale & m. Or les quantités ——; sont au nombre de m; il

Alp+n
faut done que
A(m——'l) A(m—l) A

(m=1,  — _— e —
A > A’ Awasn’ AWM

soient des quantités toutes positives; A™~" étant une constante posi-
tive, il faut que toutes les quantités

A(m —71,\, _\(m f'.’," A(m—s)’ R A'\I), A

soient positives.

Ces conditions sont précisément celles que nous avons déja trouvées,
en faisant usage des expressions données plus haut, pour les fonctions
de Sturm,

16. Nous allons actuellement comparer les expressions des fonctions
de Sturm données par M. Sylvester ( Philosophical Magazine, décembre
1839) aux expressions trouvées précédemment comme conséquences
de la théorie de I’élimination.

Cette comparaison nous donnera la valeur des déterminants

iS. S S ... 8,
P
O . S

en fonction des coelficients de I’équation proposée. On sait que
M. Borchardta démontré (Journal de Mathématiques pures et appliquées,
t. XII) que le nombre de couples de racines imaginaires de I’équation
J(x)=o0 est égal au nombre des variations de signes que présente la
suite des quanlltes

I, Pis Pas ~v vy Pas

et, par conséquent, pour que I’équation proposée ait toutes ses racines
réelles, il faut et il suffit que ces quantités soient toutes positives.
6
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Le théoreme de M. Sylvester peut étre énoncé comme il suit :

Soit V= o une équation quelconque de degré m, dans laquelle nous
supposerons le coefficient de x™ égal a l'unité, et les racines a, b, c, .... [
inégales ; soit V, la deérivée de V. Cherchons par le procéde ordinaire les
Jfonctions de Sturm V,, V,, ..., V,,, en ayant soin de n’introduire et de ne
supprimer aucun facteurindependant de x; les polynémesV,V,, V.. ...V,
s’ exprimeront en fonction de x et des racines de [’équation V=0 de la
maniere suivante :

V ={zx—a)(lx —b)...(z—1),
Vi=Z2lxz—b){x—c¢)...(x—1),

T 1 Vo 3
\::ZZ(a—bf(xﬂc)...(x—-l},
V;:i;{a—b‘,’(a—c)’(b—c)z(x—d)...(x——-1/,

Va= g (a—bP(a—e)...(a— P (b—cp.. [k~ 1),

les quantités 3y, X;, ..., &, €tant déterminées par les formules

;":Pf’
73_<’ﬁ B
P

po—=m,
p=3a— b,

p=2(a—brla—cpb—cp
pi=2@a—bprla—crla—dPb—cP{b—dpic—d?

et chaque somme 2 représentant une fonction symétrique des racines dont
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tous les terines se déduisent, par des substitutions, de celut qui est écrit
sous le signe.

D’autre part, nous avons établi les formules générales

R Ale+1) Alp+3) | | Alm--2)
A Mgt — (

2
A A+ A D ) (At gt At S

et

B A(}H—:) A(]l+3). . _A(mfl)
Vo = < ABAEFD L AMD

2
> (A= gort o Alp—t ez Y
la premiere convenant pour des valeurs paires de Vindice m — p -+ 1,
et la seconde pour des valeurs impaires de I'indice.
On tire de ces formules les valeurs suivantes pour V,, V,, V., ... :

- 1 s .
AY — <A(mtﬁ> (A(m—z) e _*_A(Im——‘lv M e, ;,

Alm—1)
A(m——;)

l

2
\73 ) (A(m 3) pm —:1+A(‘IIZ—311m—4 -+, '}’

Y e
A(m—3 Al l)l

V.=

A(m—2) 2 ) .
‘74 —_ (A(m—i) s + A(lm;'p A e . ,
(A(m—a) A

m—3) A(m—i}y 2
A=) A ) (A

Si I'on compare ces expressions de V,. V,, V,, ... aux expressions
de ces quantités données par M. Sylvester, apres avoir mis préalable-
ment ces expressions sous la forme

I \
Vz:‘_(pgszz_,__“:.

Ao
"__I_(paxm 3y V
3 ?
1s
Vo= (poam 4.,
/s
----- P T I TR
7 ! 44
Vo ptt — = (mex—H EA s
I
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<Sﬁ)- A(m—~2) :l;’

A(m—l) 2 - k]’“
(A) w2

A(jniz) : A(m i) — Z_
A(m—3; A(mfl)

Si Pon remplace les quantités Xy, Ay, 25, ... par leurs valeurs données
plus haut, il viendra

T 2 1
—_— Am—2) o= -
(A(mfi)> Atm= BT P
A(m—1) 2
( ‘"’*”‘) A= <p:> pe
A(mvz) 2 ity }72 2
( (m—3) A(mrl)> A( Y= (p&pl> p”

A(m—3) A(m—1) sy [ Ps pl)z
(m 4) A(m— 'Z)> A = <— p5’

Or, ona
A=) —m :P"

par suite
A(m—z) = P2

A(m«a) — 173’

et en général
<

On a done
S S o Sau | |G Gz oo Grmoun
S, 82 PPN Sm el o G;,, G2,2 ... Gz,m——;:.-s—':
! S/::—;JL .. CECIRY S:m—fzgx l Gr:z—;;+|,l .- .. (}m SALm o —ael ]

Les fonctions py,_,.,, de M. Borchardt sont ainsi évaluées au moyen
des quantités G, qui s’expriment simplement en fonction des coeffi-
cients.
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17. Nous allons, en terminant ce sujet, faire une remarque impor-

tante qui s’applique aux expressions trouvées plus haut des fonctions
de Sturm, sous la forme
Vi i = KA (A0 0 o AP Mgz AP

=1 /*

qu’on peut écrire aussi

5 =t o w2 ; e
b:,l Gx,: .. Gl,m—p. Gx,mv;un £ -+ (Jx,m—;wz g e (Jl.m
a1 I R
= K2A < 2,1 G:,z ngu—;; Gz,:u—;:.+| X - G‘l,m---;x«\\—z"" T G’.nm
’N_I)\V'- ° .. Y e n . . I I I I R R R A I
G G ... G G - G I ¢

-t M2 2 it = Mgt = a1 EDS IR S n—a1m

le signe de V,,_,.,, pour toute valeur réelle de x, est celui du déter-
minant (A, étant supposé positif). Comme il suffit de connaitre les
signes que prendra ce déterminant quand on y substituera & o les
valeurs «,, «, numériques, on pourra introduire successivement ces
valeurs dans le déterminant et profiter de toutes les simplifications qul
se présenteront; on n’aura plus qu’a opérer sur des quantités nume-
riques. La méthode de M. Hermite présente les mémes avantages -sur
celle qui consisterait & former les fonctions de Sturm au moyen de
divisions successives.

III.

18. Comme troisieme application de la formule

Ot (@) = Unp 9 (2) ~ Vi p ),

(e

nous citerons la formation de tous les groupes d’équations qui, d’apres
un théoreme remarquable démontré pour la premiere fois par M. Ma-
leyx (Nouvelles Annales de Mathématiques, t. X1 et X111, 1872 et 1874),
séparent les racines de I’équation f(x) = o.

Ce théoreme, appliqué aux équations algébriques, consiste dans la
propriété suivante :

St les racines de I'équation ¢ (x) = o séparent les racines de !’équa-
ton f(x) = o, les racines de cette derniere équation seront aussi sepa-
rées par les racines de U,,_, = o, jointes aux racines de©,_, (x) = o.
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Pour avoir une équation ¢(x) = o dont les racines séparent celles
. " . ER a1 . ot
de f(x) = o, il suffitde prendre pour o(x) la dérivée f'(x); c’est ce que
nous supposerons a ’avenir.

Il est ais¢ de se rendre compte de cette nouvelle propriété de la
fonction ©,_, (x). Soient en effet @, b, ¢, ..., { les racines réelles de
I"équation f(x) = o rangées par ordre de grandeur.

Substituons-les dans 'identité () ; il viendra

Op (@)= Uy (@) 5 s

Gy (b= Un 11 518,

par hypothese o(a) et «(b) sount de signes contraires; par suite, si
U,i-pla) et U,_,(b)sont de mémes signes, 0,_, (a) et ©,_,(b) devront
étre de signes contraires; il v aura donc un nombre impair de racines
de I’équation ©,_,(x) = o entre a et b.

Si, au contraire, U,_,(@) et U,_,(b) sont de signes contraires,
O, (a) et ©,_,(b) seront de mémes signes, et il y aura un nombre
impair de racines réelles de U,_,(x) = o entre a et b.

On voit donc que les racines réunies des deux équations ©,_, () =o
et U,_,(x) = o, U'une de degré p — 1, l'autre de degré p, séparent les
racines de f(x) = o a la maniere des racines de la dérivée.

Si les racines de 'équation f(x) = o sont toutes réelles, il n’y a
qu'une racine de I'une ou de 'autre des équations

Cn ,=o0, O, (z)=0

entre deux racines consécutives de f(x) = o; dans ce cas, les racines
des équations
C. p=o0, O

Jp . =0

sont toutes réelles, et, si oun les range par ordre de grandeur, il y aura
une seule racine de f(x) = o entre deux termes de la suite formée;
— o et la plus petite de ces quantités, + o et la plus grande com-
prennent les autres racines.

Le systeme des deux équations U

m-p =0, Op_,(x) = o joue doncle
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role de la dérivée dont le degré est la somme des degrés de ces deux
équations.
On comprend toute 'importance de cette propriété, qui permet de
substituer 3 une équation de degré m — 1 deux équations dont les
degrés donnent une somme égale am — 1.

19. La dérivée jouit d’une propriété importante que ne partage pas
le systeme des équations U,,_, =0, 0,_,(x) = o, savoir:

Si les racines de la dérivée sont réelles et si, substituées dans le
premier membre de la proposée, par ordre de grandeur, elles donnent
desrésultats de substitution alternativement designes contraires, tloutes
les racines de la proposée sont réelles.

L’analogie ne se poursuit pas; si les racines de U,_, = o et celles
de ©,_, (x) = o sont toutes réelles, et si, rangées par ordre de gran-
deur, elles donnent, quand on les substitue dans le premier membre de
la proposée, des résultats alternativement de signes contraires, on ne
peut pas en conclure que les racines de la proposée sont toutes réelles.

Soient, en effet, «,, «., ..., %, , les racinesde U,,_, = 0, f3,, fa, ---,
B,— cellesde ©,_, (x) = o, et supposons ces m — 1 quantités réelles.

Soient &, ;. deux racines consécutives de U,,_, = o comprenant
entre elles un nombre pair de racines de 1'équation 0,_, (x)=o0; on
aura

—Vipla) fla) =20p (),

= Viop (o) floth) = Opi {oth -
Opy (%x) et O, {24, ) sont de mémes signes, f(a) et f(%.,) sont de
signes contraires; donc V,_, (o) et V,_, (o) sont de signes con-
traires; il yadonc unnombre impairderacinesdel’équationV,_, (xj=o0
entre «; et «;, . Si entre o et ¢, il y avait un nombreimpair de racines
de®,_, (x) = o, f(«;) et f(2;+,) seraient de mémes signes, mais ©,_, {2;)
et O, (o) seraient de signes contraires et V,_, (ax)s Vaoop (%)
seraient encore de signes contraires. On a donc celte proposition :

St toutes les racines de U,,_, = o et de ©,_,(x) = o sont réclles et ine-
gales, et si, substituées dans [ (x) par ordre de grandeur, elles donnent
des résultats aliernativement de signes contraires, toutes les racines de
V,—p = 0 sont réelles et séparent les racines de U,,_, = o. [Nous sup-
posons toujours ¢ (x) = f'(x), n =m — 1.]

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



48
On en conclut que, si «, est la plus petite racine de U, , = o,

Vop (a;) et V,_, (— =) sont de mémes signes.

On a d’ailleurs
Qo)
Tl == Vo)’

le dénominateur a le signe de V, ,(— o), qui est celui de
(= 1) P=tA,A®, Cherchons celui du numérateur.
Si, entre «, et — oo, 8,_,(«) a un nombre pair de racines réelles,

Opi(2,) et 0,_,(— o) auront méme signe, qui est celui de (— 1)P~' AP=Y;
s . . — {— 1Pt AP (— 1)ym=TALr-D
pav suite, f(a,) aura le signe de m ou de ARG
J{—oo)alesigne de (— 1)"A,; par suite, f(«,) et f(— o ) seront de
. . . Ale—v - .
signes contraires si —-- est positif, et, en appelant 3, la plus petite
racine de 0,_,(x) =o, f(«,) et f(B,) seront de mémes signes; par
. . . tp—1) .
suite, /'(— = ) et f(f,) seront de signes contraires si AW > o, et il

v aura une racine de f(x) = o0 entre —w et «, ou entre — < et f3,,
si B, << «,.

On démontrerait de la méme maniere quesi, entre «, et — ©, 0,_,(x)
avait un nombre impair de racines réelles, f((3,) et f( — o ) seraient

l

Alp—1 Alp—
de signes contraires si ~or > o et de mémes signes si XoT était né-

gatif. Si f(3,) et f( — oo ) étaient de mémes signes, I'équation f{x) =o
aurait forcément des racines imaginaires, car il ne peut y avoir deux
racines réelles de f(x) = o entre 8, et — o ; il y aurait une racine
réelle de U,_,=o0 ou de 0,_,(x) = o moindre que {,; il ne peuty
avolr trois racines de f(x)= o entre deux racines consécutives des
équations U,_,=o0, O,_,/x) =0, car entre ces racines il y aurait
une racine de 'une ou l'autre des équations U,,_,=o, 6,_,= o, et,
pour une raison analogue, il ne saurait y avoir deux racines de f(x) = o
entre la plus grande des racines du groupe U,_,=o0, 0,_,(x)=o0
et -+ . D’ailleurs, la condition que nous venons d’oblenir est une de
celles que fournit le théoreme de Sturm.

On voit que, parmi le groupe d’équations U,,_, = 0, 0,_, () = o, qui
séparent les racines de f(x) = o, il figure, quel que soit p, une des
fonctions de Sturm.
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Les groupes d’équations qui, d’aprés le théoreme de M. Maleyx,
fournissent des racines qui séparent les racines de f(x) = o seront
tous donnés par la formule

Qi (#) = Un_p () — Vi o ().

On peat conclure de ce qui précede :

1° Si toutes les racines de f(x) = o sont réelles et inégales, les ra-
cines de toutes ses fonctions de Sturm seront aussi réelles et inégales.

2° L’équation f(x) = o0 a au moins autant de racines imaginaires
que 'une quelconque de ses fonctions de Sturm.

3° Si I'une des fonctions de Sturm a des racines égales que ’équa-
tion proposée n’admet pas, 'équation proposée a nécessairement des
racines imaginaircs. Nous formerons, en terminant ce sujet, les deux
équations du deuxieme degré qui séparent les racines de P'équation
générale du cinquieme degré.

20. L’équation générale du cinquieme degré étant mise sous la
forme
azx’+5bxi+10cxP--10c’ 2502 +a = o,
les équations dc Cauchy dont les coefficients figurent dans les deux
fonctions U, et ©., qui, ¢galées a zéro, donnent les quantités qui sé-
parent les racines de la proposée, sont

a2z + fabx® + 6acx’ + fac' x +ab = o,
fabzx’ 4 4{50*— ac)a® +6{5bc — ac’)x* + 4(5b — ab' )z + 500 — aa' = o,
6acz'~6{5bc—ac)x*+ (boci—20bc'— fab’}x?

+ (4oce’ — 150 — ad' )z + r0¢h’ — fba’ = o;
par suite, U, devient, apres la suppression du facteur «*,

{ 40 1

U,=1| 46 4(5b6°— ac) ax +5b ;

6¢c 6(5bc—ac) ax'+5bx—+10¢

1
a?

I’équation U,= o peut donc s’écrire

1 4b o I 46 o 1 40 1
4b 4(5b—ac) olxr+[4b 4(5b>—ac) a |x+|4b 4(5Bb*—ac) 5b|=o0;
{6c 6(5bc—ac’) a 6e 6(5bc—ac’) 5b 6¢ 6(5bc—ac’) 10¢

~

/
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Péquation ©, = o est d’ailleurs

1 4b 6¢ \
46 4(5b*— ac) 6(5bc— ac') x?
6c 6(5bc—ac’) (6oc*— 20be'—fab’)
1 4b 4
-+ | 4b  4(856*— ac) §(5bc — ab') x y=o.
6¢c 6(5bc—ac’) (focc’—15bb —aa’)

1 4b b !
+ 1 40 4(Bb*—ac) (500 — ad’)
6¢c 6(5bc—ac’) (r0cb'— 4ba’)

Comme seconde application, nous allons former les deux équations
du deuxieme degré dont les racines séparent les racines de I'équation
du cinquieme degré en z, obtenue en faisant dans I’équation
x''—1=o, préalablement débarrassée de la racine x =1, la sub-

. . 1 , .
stitution z = o + P Cette équation est
2o 3 - 45— 322+ 35+ 1= 0.

I’équation U, = o est, apres la suppression du facteur 11, commun
a tous ses termes,

4z2+z—17=o,
et ©,= o, apres la suppression du facteur 121, devient
33242z —2=1.

Les racines de ces deux équations, rangées par ordre de grandeur,
sont

— 1 — 113 —1—7 ——1—!—\/3 ——1—1—\/1_13_
8 ’ 3 3 8 ’

ces quantités, avec — 2 et -+ 2, séparent les racines de I’équation du
cinquieme degré.
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Conditions pour que »n équations données a une seule variable
aient une racine commune.

21. Supposons les équations données de méme degré, et soient

fle)=Ax"+Az™ 4. . +A,=o0,
o{z)=DB2" +Bia"'+...+B,=o,

Wae)=Coz" + Ciax"' +...+~C,=o,

ces équations en nombre quelconque n; désignons par

B1,|xm_l +B.,2x"‘“’+. .. —{—-Bl,,,,;_— o,

lexxm7|+B7,zxm_,+. . .+Bz)m: O,
.............. f e ittty

Bm,lxm_l—l—Bm,q.Z‘m*’—i— e -¥—B,,,’,,l —0

les équations de Cauchy relatives a la premiere et a la deuxieme équa-
tion; par
Coam'+Czm™+...+GC n=—o0,

Copp ' +Copa™ ... +Cyn—=o,

les équations de Cauchy relatives & la premiere et a la troisieme équa-
tion, etc.; enfin par

Ll,l " - Ll,'t AR +L1,n:: o,

L.,z +L,, 2" +...+L,,—o,

L,,.,,x”‘“ —+ L,,,,z.z""_z-i— R Lm,m: o

les mémes équations relatives a la premiere et 4 la derniere des équa-
tions proposées. Nous allons démontrer que les conditions nécessaires

-

i
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et suffisantes pour que les n équations aient une racine commune

sont
Bl,l BI,I - Bl,m C1,| C(,z o s C.)m LI,l Ll,2 LIRS -Ll,m
Bz,l Bz,'z oo Bz,m B‘)'l Bz,z e B;,m B:’,n Bz,? LI Bz,m
= o, == Q, ceny ) — 0.
Brn,l Bm,2 . Bm,m Bm‘| Bm,z o e Bm,m Bm,l Bm,z e Bm,m

Désignons par A; le premier de ces déterminants, par A. le
deuxieme, ele., par A, le dernier, et considérons I’égalité

Cl,l CI 2 e Cl,m

s

;\C — Bz,l B2,1 e Bz,m .

Ba: Bun: ... Ban

Multiplions les éléments de la premikre colonne de Ag par x™',

ceux de la deuxieme par ™2, etc.; ceux de la derniere par 1; ajou-

tons par rangées horizontales les éléments ainsi modifiés, et substituons

aux éléments de la derniére colonne les sommes obtenues, nous au-
rons, en employant la méme notation que précédemment,

Cl,l Cl,z v Cl,m—lj;q) (x) - L‘)0 f(‘x) !
A B, B.. ... Buw_fioclx) —o flx)
Ag =

Bm,l Bm,z e Bm,m-—lfm—l CP (x) - (Pm~|f(x)
ou bien, en séparant,
Cl,l C1,2 Cl,m—l.f:) Cl,l CI,2 ere C|,m_|0 C|,| Cl,z e C[‘",,,'!JD
B., B.. ... Bino B, B.. ... Bo..f B., B.: ... Bouoio,

e Bg,m—l {-P'.’

A = Bs,l B:m Bs,m—lo H’J(x‘)‘*— B, Ba,z ‘oo Ba,m——lﬁ ?(x)_ B3,| B3,2

.. ace 2 aeraa e . . ees e s eaen .

Bm,| Bm,z [ AX] Bm,m—lo B,ml Bm,2 (XX} Bm,m—-lfm41 Bm,l Bm,z e Bm,m—l <|Dm—~i

ou encore
Ac=A0¢(2) + Uso(z) — Ve fia),
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A étant le déterminant

Cl,l CI,2 LR Cl,m~l_f‘o
B?,I BZ,? B-;,m,,| o
A= Bs,. Bi. Bin-i0 |

Bm,l Bm,z .o Bm,m-—l [¢]

Ug et V; des polynomes de degré m — 1 en «. Supposons AZ o, et opé-
rons de méme sur tous les déterminants Az, A,, ..., A, ; on aura la
suite des identités

Si les équations f(x) = o, o(x) =0, Y{x)=0, ..., O(x) =0 ont
une racine commune, les seconds membres des identités précédentes
s’évanouiront quand on mettra a la place de x cette racine commune;

par suite, il faudra que I’on ait
AB:(), Ac:O, [ ALZO,

Inversement, si ces conditions sont remplies, les équations propo-
sées auront au moins une racine commune, car la premiére équa-
tion

o=Ao(x)+ Ugoz) — Vg flx)

nous montre que les deux équations f(x) = o, ¢(x) = o ont une ra-
cine commune; si l'on substitue cette racine dans les suivantes,
Savoir:

on voit qu’elles se réduisent a leur premier terme, et par suile, comme A
est supposé différent de zéro, la racine commune & f(x) =oeto(z)= o
annule ¢ (x), ... et O(x).
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On peut donc dire :

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les équations

flx)=0, olz)=0, Y(x)=o0, ..., Ox)=o,

/

au nombre de n, aient une racine commune, sont les (n — 1) conditions
ABZO, ACIO, s,y ALZO.

22. On voit que ’équation A; = o n’est autre chose que la condition
nécessaire et suffisante pour que f(x) = o et o(x) = oaient une racine
commune ; les équations A, = o, ..., A, = o indiquent que cette racine
commune satisfait aux équations

Joblz) — b fla),

........ PP N

fi Oz} — 0, fz),
et, parsuite, 4 ¢ () =o, ..., 0(x) =o.
On aurait pu trouver les conditions précédentes en exprimant que
JS{x)=o0 et o(x) = o ont une racine commune; en formant, par la

méthode indiquée plus haut, les puissances successives de la racine
commune et en substituant ces valeurs dans les équations

Jo bz — o flz)=o,

on trouve ainsi immédiatement les conditions A, = o, ..., A, = 0.

23. La théorie précédente suppose le déterminant

CI.I Cl,z ... C|,m—1 j;)
A: B’,l Bz,z e Bz,m—-l (8]
Bm,l Bm,7 PR Bm m—1 4]
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différent de zéro; ce déterminant est égal &

B?,x Bz,z B?,m—l

o Ba,l BS,? Bs,m—l
e

“ e “ee P e

Bm,l Bm,? ... Bm,m——l

Nous allons présenter la méthode d’'une maniere plus générale, qui
permet de maintenir les conclusions précédentes, quand méme A = o.
Considérons le déterminant A :

C|,| C|,2 IR Cl,m
B.,, B.. ... Bin

AC: ’

Bm,l Bm 2 ... Bn;,m

s

Multiplions les éléments de la premiere colonne par 2™, ceux de la
deuxieme par ™2, elc.; ajoutons par rangées et remplacons les élé-
ments de la colonne d’ordre v par les sommes formées. A, sera multi-
plié par 2™, et Uon aura

CI,I Ci, Cl,v*‘ ﬁ L!J lZ‘) - 'ﬂb" f(x} C"""" ctt C""l
B1,| B:,? . BZ,‘/W' .fl C‘i'\x)

e AC — - (?i . (x) B?,v+l LIRS Bz,m

Bm,l Bm,2 LI Bm,v+| RO Bm,m

en développant, il viendra

Cl,l C|,2 ... CI,V—I ,f‘ﬂ Cl,v+l ... Cl,m
Bz,l Bz,z B.,.— o B,,.+ B2,m ‘
AC am — !J (x
Bm,l Bm,'z Bm,'}fl o Bm,v+x Bm,m
Cl,l Cx,z Cl,v-——l o Cl.v+| Cl,m
'+ B?,I B2,2 Bz,v—l .f.l BZ,V+| Bz,m ? ’\.Z‘)
Bm,l Bm,z Bm,vfl fm—-l Bm,‘/+1 Bln,m
CI,I CI,Z Cl,v~ qjo Cl,v+l Cl,m
BI,I Bz,z Bz,v~1 Q1 Bz,u+a B:,m
. . B FACY
Bm,x Bm,? Bm,v»x Qi -4 Bm,-,+| Bm,m
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ot bien
Acamr =fih, b lz) + U ola) — Vi f(=).

On aura, en opérant de méme sur les autres déterminants Ag, ..., A,
; m—v A N )
Mparr=fid o (2) + Uy o
Acam=fA, Ulz) + U o

\

x) =V} f(z),
olx) =V flx),

——~

Az = f8,0() + T} o(z) — V7 f(x).

Le raisonnement fait précédemment nous montre que, si A, est diffé-
rent de zéro, les conditions nécessaires et suflisantes pour que les
équations proposées aient une racine commune sont

AB:O, ACZO, ey ALIO.

Il n’y a d’exception que si tous les déterminants A, qu’on obtient en
faisant v =1, 2, ..., m sont nuls; or A, sont, au signe pres, les déter-
minants mineurs de Ag obtenus en ordonnant Ay par rapport aux élé-
ments de la premiere rangée.

Si done tous ces déterminants sont nuls, Ajlui-méme est nul, et alors
les équations f(z) = o et ¢ (x) = o ont au moins une racine commune.
On peut montrer qu’elles ont méme deux racines communes dans ce
cas.

Nous avons établi (n° 6) la formule

Alpy) + (==t Ap,m) am= = U o) — VI, fla);

J(x) = o et p(x) = o ayant une racine commune, cette racine doit an-
nuler le premier membre

Alp,v) + (—1) = Al g, m) ™,
Or, par hypothese,

A(n,1)=0, A(r,2)=o0, ..., A{1,m)=o;

3
par suite,

Afl2,1) =0, A{3,1})=0, ..., A{(m,)=o,
‘ar, & cause de la symétrie du déterminant A, on a

Alp,v) =A(v,u).

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



Ag’xl’“ =

(57)

On voit donc que A(p,v) est nul pour v =1, p. = m; par suite
A(m,m)= o, et, d’apres ce qui a été démontré, les équations f(x) = o
et ¢ () = o ont au moins deux racines communes.

La théorie précédente ne tombe donc en défaut que si tous les
groupes d’équation [f(x)=o0, ¢(x)=0], [fla)=0, ¢(x)=0],
[f(x)=o0, 6(x) = o] admettent deux racines communes, car, tant
que celte circonstance ne se présente pas, tous les déterminants mi-
neurs d’ordre (m — 1) de Ag A, ..., AL ne sont pas nuls.

Les équations proposées se décomposent chacune en une équation
du second degré et une équation de degré m — 2, dans le cas ot elles
admettent deux racines communes avec f(x) = o; on pourra dés lors
appliquer a ces groupes les considérations précédentes.

Nous allons passer maintenant au cas ou I’on aurait & exprimer que
r équations ont p racines communes.

Conditions pour que » équations aient un nombre quelconque p de racines
communes.

2%. Conservons les mémes notations que précédemment, et soit

Cl t Cx 2 RS Cl,m-—p—H

B:,x Bz,'z e Bz,m—p—H

ny__
A=
Boprii Buprz cor Baprimopn

le déterminant mineur d’ordre m — p + 1 de A, obtenu en supprimant
dans A¢ les p — 1 dernieres rangées et les p — 1 dernieres colonnes.
Multiplions les éléments de la premiere colonne de Ag par ™',
ceux de la seconde par 22, ceux de la derniére par 2—*; ajoutons
par rangées les termes obtenus, et remplacons les éléments de la der-
niére colonne de A par les sommes obtenues; le déterminant A’ sera
multiplié par ##~*, et’on aura

Coo  Curve Comp S l) = o () — Compre 8P — Compus a?r—
B,, B, ... Bsu, f o (x)— ¢ flx) — Bi,mpiadP? —By p_py P —

>
sen “es s e e es s P I R T I I N R S LI A T I ST AT

o= Cin |
---—Bi,m

Baparn -oo oot Bupiunp fm—p ¢l@) — ‘?m—Pf %) = Bnprimpra @ — oo —Bn prim
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Si nous désignons généralement par AY le déterminant

Cl.! CI,? ... Cl,m—p Cl,m—p+;1.
A(:.L) _ B%' B:,'.» o Bl,m—vp B:,'n—p—q—;:.
¢ — ’

i Bm——p+l,l Bm—,.+l,2 Bm—p-{-l,m—p Bm—[)+l,m-'p+:1

I'équation précédente pourra s’écrire

Co € e G Sl — Wfia)
AP & b AR Pt A o AP = | B B B. (

vee e eis e eeaar eemaeecanritasa.

) . 3
Bm:—-pq-(,l BmAp-H,’ <t B’"*“P-P‘;'”*‘P m—p ('J(.Z" - (l”"“/'f(x} i
ou bien

AV zr—t - A2 we—r -+ AP = AYlz) -+ Ugo(z) — Ve fizl,

en désignant par Ug et V¢ des polynomes de degré m — p en a et par A
le déterminant

C|,| C;,z c e Cl,m—j) ,/0
Bz ( Bg,z .. Bz,m—p o
A =

..

Bm—p+l,l . .. Bm——p+|,m—p Y

En opérant de méme sur tous les déterminants

Bl,i BI.Z e Bl,m——p-H Ll,l L:,z . . Ll,m» Pt
Au, . BZ,I B2,2 ... B‘l,ln—p-i-l "W BZ,I B2,2 .« 0. B?,lll——p—rl
B — ? s L y
“es fee e * e eeae N ves “at vie saeen.
Bl::—p+|,| e se Bm—p—i—l,mfp-*-l i an-—p—}—l,t . . Bm-;,+|,:n—p+|

on trouvera la série des identités

Si f(x) =0, g(x)=0, P(x) =0, ..., O(x) = o admettent p racines
cominunes, ces p racines communes annuleront les premiers membres
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de ces égalités, qui ne sont que de degré p — 1; par suite, tous les coef-
ficients de ces fonctions de degré p — 1 sont nuls. On a donc

Ay =m0, Ay=o0, ..., Al'=o,
) 2
Al =0, Al'=0o, ..., Al=o,

v esee . o s ee Py PP BRI NI

Al'=o0, AP=0, ..., AY=o0.

Réciproquement, si ces conditions sont remplies, les équations pro-
posées auront p racines communes, car on a alors les identités

o=Ao (z) -+ Ugolr) — Vy f(x),
=3 fe] + Uusie] — Ve,

......... . . Paeas e ey

0=A0 (x) —+—ULo(x} — Vi f(®);

la premiere équation nous montre que 9(x) = o, f(2) = o ont p ra-
cines communes, et les équations suivantes, qui sont également des
identités, nous montrent que ces p racines communes ¥ f(z) = o,
9(x) = o annulent ¢(z), ..., ©(x). On peut donc dire que le groupe
des (n — 1)p équations

1) i2) (py __
Al =0, Al=o0, ..., AMP'=o,
i1} 2] ___ (py ___
e =0, Ad=o, ..., AP =o,
...... . ee ey ceey e tenaey
1 Al (pi __
AL_:O, AL——-O, ceey ALP}_O

represente les conditions nécessaires et suffisantes pour que les n équations
Jroposces aient p racines commaunes.

25. L’équation qui donne les pracines communess’obtientaisément:
il suffit de considérer 'un des déterminants mineurs d’ordre m — p
de 'un des déterminants Ay, Ag, ... ou A, & volonté, et d’opérer sur
ce déterminant comme nous ’avons fait pour Ay, Ay, ..., Al'; et, si
I'on désigne par ®f le déterminant

BI,I B|,2 . Bl,m—p—l B!,m~—p+p.
(D"”‘ _ B?,l Bz,'z .- Bz,m—p—! Bz,m——p+p.
B — .
Bm ~pit Bmvp,'t . Bm-»p.m—p—l Bm —~pim- pti
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I'équation de degré p qui donne les p racines communes sera

O 20+ g 2P +. ..+ O = o,
ou bien

(Dg"xl’-i- ®ger 4.+ =0,

e e s s

) i {
APzl + PP 4+ @ =03

elle affecte ainsi diverses formes, ce qui nous montre que les détermi-
nants qui figurent dans les équations comme coefficients des mémes
puissances de & sont proportionnels. La maniére dont les conditions
précédentes ont été obtenues nous montre que I'on aurait pu leur
donner des formes diverses, en prenant, pour les éléments qui figurent
dans les déterminants & partir de la seconde rangée, les éléments des
déterminants de Cauchy relatifs aux équations qu’on obtient en asso-
clant successivement toutes les équations données & chacune d’entre
elles, au lieu d’associer, comme nous ’avons fait, la premiere équa-
tion f(x) = o a toutes les autres.

26. Comme application de la théorie précédente, je mentionnerai
la recherche des conditions que doivent remplir les coefficients d’une
équation de degré m pour qu’elle ait » racines égales. On sait que la
question se ramene & exprimer que r équations de degré m — n + 1
ont une racine commune.

Comme seconde application, nous citerons la recherche des condi-
tions pour qu'un polyndme de degré mp soit la puissance mi®™® exacte
d’un polynome de degré p et la formation de ce polynome.

Ces deux dernieres questions sont des applications immédiates de la
théorie précédente; nous ne nous y arréterons pas.
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