
N" D'ORDRE 

212. THESES 
PRÉSENTÉES 

A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE PARIS 
POUR OBTENIR 

LE GRADE DE DOCTEUR ÈS SCIENCES 

par 

M. CH. GALOPIN. 

1re Thèse de Mécanique. — Sur l'équalioii de la surface des ondes lumineuses dans les 

milieux biréfringents. 

2e Thèse. — Propositions d'Astronomie données par la Faculté. 

Soutenues le /f JuUlet 1858 devant la Commission d'Examen. 

M M . LAMÉ, FTésident. 

L I O U V I L L E , 

P U I S E U X , 
Examinateurs. 

GENÈVE 
I M P R I M E R I E D E J U L E S - G ™ " F I G K 

1858 



THÈSE DE MÉCANIQUE. 

DE L'ÉQUATION DE LA SURFACE DES ONDES LUMINEUSES 

DANS LES MILIEUX B I R É F R I N G E N T S . 

Ce travail a pour objet, ainsi que son titre l'indique, la suite des déduc-

tions par lesquelles on arrive à l'équation de la surface des ondes lumi-

neuses donnée pour la première fois par Fresnel. Je le divise en deux par-

ties : la première s'étend jusqu'à l'équation de la surface dite d ' é l a s t i c i t é par 

plusieurs auteurs, dénomination que j'adopterai, bien qu'elle eût été appli-

quée par Fresnel à une autre surface; dans cette première partie, l'état de 

la science n'est, pour ainsi dire, que provisoire, et je me bornerai à exposer 

les différentes méthodes qui ont été proposées, en y joignant les explications 

nécessaires pour bien faire comprendre leurs différences et leurs rapports. 

Dans la seconde partie, qui se réduit à un problème de géométrie, je pourrai 

exposer d'abord la marche qui me semble pouvoir être adoptée; puis je 

passerai en revue dans l'ordre chronologique les divers procédés qui ont 

été employés pour parvenir au même résultat, et je terminerai en exami-

nant quelques points spéciaux qui se rattachent à ce résultat. 

J'aurai principalement en vue les phénomènes lumineux dans les cris-

taux biréfringents à deux axes, et je n'examinerai les corps monoréfringents 

ou biréfringents à un axe que lorsqu'ils fourniront des données utiles pour 

traiter le cas général. Je laisse également de côté tout ce qui tient à la dis-

persion , et je supposerai que la lumière dont i l s'agit est homogène. Ehifm 

j'emploierai fréquemment à l'exemple de M. Lamé, le signe S pour indiquer 
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une somme de 3 termes qui jouent le même rôle par rapport aux 3 axes; 

ainsi S p o u r a ? ^ -h y'^ -h z'^; Sx Goset pour x G o s ^ y G o s z Gosy, 

etc., tandis que le signe s sera réservé pour une somme de termes qui se 

rapportent à diverses molécules. 

P R E I V U Ë R E P A R T I E . 

Pour arriver à connaître la surface de l'onde produite par l'ébranlement 

d'un seul point d'un corps biréfringent, i l faut d'abord considérer des on-

des planes, comme celles que produit dans l'éther un point lumineux très 

éloigné, et chercher quelles seront dans le milieu biréfringent qu'on consi-

dère, les vitesses de propagation de ces ondes planes en fonction : 1« des 

constantes qui dépendent de la constitution du milieu ; 2° des quantités 

qui fixent la position de l'onde par rapport à certaines lignes remarquables 

de ce milieu. G'est cette recherche qui fait l'objet de notre première partie. 

Nous commencerons par rappeler la méthode de Fresnel, que nous expo-

serons avec les perfectionnements qu'y ont apporté divers auteurs, et prin-

cipalement M. de Sénarmont; puis nous passerons aux méthodes que j'ap-

pellerai analytiques, parce qu'elles suivent la marche ordinaire des problè-

mes de mécanique, en commençant par établir les équations différentielles 

du mouvement; ces méthodes seront divisées en deux groupes. 

I. Méthode de Fresnel '. 

Le fait de la non-interférence de rayons polarisés à angle droit, et l'exis-

tence même de la polarisation démontrent que les vibrations lumineuses 

1 Voir pour cette méthode le mémoire de Fresnel dans le tome VII des Mémoires de l'Académie 

des sciences , le commentaire de M . de Sénarmont sur ce mémoire dans le 35^ cahier du journal 

de l'école polytechnique , le cours de physique de M . Lamé , tome I I , et le cours d'optique auto-

graphié de M . Regnault au collège de France, 1841-1842. 



sont transversales, c'est-à-dire s'exercent perpendiculairement à la direction 

de propagation. Fresnel admet ensuite que les actions mutuelles des molé-

cules, inégales en intensité dans les diverses directions, varient de la même 

manière avec la distance dans toutes les directions, et i l déduit de là que 

dans un mouvement par ondes planes^ l'élasticité, ou force résultant d'un 

déplacement d'une molécule égal à l'unité, force qui tend à la ramener à sa 

position première, ne dépend que de la direction du déplacement et non de 

la direction du plan des ondes. C'est cette hypothèse, dont la base est con-

testable, qui constitue la principale différence entre la théorie de Fresnel et 

celles que nous examinerons ensuite. Puis i l suppose que, dans toute l'é-

tendue d'un cristal, l'élasticité varie de la même manière en passant d'une 

direction à une autre. Enfin il démontre, par l'analogie avec le pendule et 

avec les cordes vibrantes, que la vitesse de propagation des ondes planes 

est proportionnelle à la racine carrée de l'élasticité, en se bornant au cas où 

la direction des vibrations et l'élasticité restent constantes en passant d'une 

onde à une autre; autrement la loi ne serait plus vraie. 

Soit une molécule d'éther M (x, y, z) écartée de sa position d'équilibre 

dans une direction quelconque, d'une quantité a- très petite par rapport aux 

intervalles moléculaires. Ce déplacement troublant les actions mutuelles de 

cette molécule et des molécules voisines, celles-ci seront sollicitées à se 

mouvoir, et par suite les plus éloignées; l'ébranlement se communique • 

donc de proche en proche. Pour que la direction du premier déplacement 

soit conservée, lors de cette propagation, en tous sens autour du centre 

d'ébranlement, i l faut que la force élastique mise en jeu ait la même 

direction que le déplacement. Nous allons voir que cela ne peut avoir lieu 

que pour trois directions rectangulaires du déplacement, directions qui 

constituent ce qu'on appelle les axes d é l a s t i c i t é au point M. 

Lemme. La force élastique, engendrée par un déplacemento- de M . , est 

la résultante de celles qu'engendreraient les déplacements u,v,w, projec-

tions de cr sur les axes coordonnés qui sont rectangulaires^ mais d'ailleurs 

quelconques. En effet soit M' une molécule voisine de M ; ^ ' y' z ses coor-

données dans l'état d'équilibre ; 



et f (e) l'action de M' sur M ; dans l'équilibre les composantes de cette ac-

tion sont : 

et l'on a 
, etc., 

le signe s se rapprochant aux diverses molécules telles que M' . Après le 

déplacement a- de M, les composantes de l'action de M' sur M deviendront : 

ou 

et deux autres expressions analogues ; les composantes de la résultante de 

toutes les actions exercées sur M seront donc, en ayant égard aux équations 

de l'équilibre : 

ce qu'on peut écrire : 

(1) 



en posant : A 

B 

G 

Or si l'on fait v es w nuls, X se réduit à A w; A M est donc la composante 

suivant l'axe des x de la force élastique excitée par un déplacement w de M ; 

J)v,Ew, etc., ont une signification analogue; donc les valeurs (1) justifient 

le lemme énoncé. 

Théorème. Existence des 3 axes d'élasticité. Les valeurs (1) donnent : 

en appelant K le rapport de la force élastique au déplacement; car, pour 

des déplacements très petits, les forces peuvent être regardées comme pro-

portionnelles à ces déplacements. Soient d'ailleurs fjt>» v les angles de la 

force avec les axes coordonnés, et a, /3 , y ceux du déplacement; d'où 

donc 

et de même 

Donc pour que 



i l faut et i l suffit que 

ou 

Or ces trois équations sont identiques à celles qui servent à déterminer 

les axes de la surface du second degré 

K dépendant des longueurs des axes. Comme A, B, C ne sont jamais nuls, 

cette surface est toujours douée de centre. 

Supposant, comme nous l'avons dit, que les axes d'élasticitédont on 

vient de démontrer l'existence pour le point M , ont la même direction dans 

tous les points du corps, prenons des axes coordonnés qui leur soient pa-

rallèles; alors D, E , F seront nuls, et Xu.Bv, Cw seront les forces élasti-

ques excitées suivant chaque axe par des déplacements u, v, w parallèles à 

ces axes. Appelons h, c les vitesses de propagation qui correspondent aux 

déplacements suivant les axes des x, y, z; les forces élastiques étant propor-

tionnelles aux carrés de ces vitesses, nous pouvons poser 

On suppose a >> è > c'est-à-dire que l'axe des x est l'axe de plus 

grande élasticité. 

Les composantes de la force élastique K cr développée par un déplace-

ment 0- faisant avec les axes des angles <*, /3 , y, sont K o- Cos A = X ^ 

d'où 

ou 



Désignons le radical ci-dessus par H ; l'angle g de la force avec le dépla-

cement sera donné par 

Si on décompose la force K cr en deux autres, l'une K <r Cos g suivant la 

ligne M G du déplacement et l'autre K o- Sin e suivant une ligne M S nor-

male à M G, le mouvement se propagera en tous sens autour de M G, mais 

ce n'est que dans le sens de propagation M S que la direction primitive du 

déplacement sera conservée. La vitesse V de cette propagation normale, 

qui est alors proportionnelle à la racine carrée de la force, sera donnée par 

d'où 

Gette équation, en prenant V pour le rayon vecteur aux angles iS, 

représente la surface dite d'élasticité par Fresnel. 

Ge qui a été démontré pour le mouvement d'une s^ule molécule pourra 

s'appliquer à l'action que reçoit une molécule fixe de la part du milieu 

environnant qui se déplace, ce qui mène au cas des ondes planes. 

Gonsidérons donc des ondes planes qni se propagent dans un milieu 

indéfini, et pour cela supposons que toutes les molécules d'éther situées 

dans un plan P passant par l'origine 0 des coordonnées, soient écartées à 

la fois de leurs positions d'équilibre d'une quantité o- et parallèlement à 

une même direction située dans ce plan, comme si le plan glissait tout 

d'une pièce; le mouvement qui en résultera sera différent suivant la posi-

tion du plan : 

1̂  Si ce plan est perpendiculaire à un axe, comme Ox, et que le glisse-

ment soit parallèle à un autre axe Oy, la force élastique développée sera 

parallèle à Oy et le mouvement se propagera suivant Ox avec la vitesse b. 

Donc des ondes lumineuses planes, normales à un des trois axes d'élasti-

cité, et polarisées suivant un plan perpendiculaire à un des autres axes, se 

propagent sans se décomposer, en conservant leur plan de polarisation. 



2« Si le plan P est perpendiculaire à 0 ^ et que le glissement fasse dans 
le plan y 0 z un angle i avec 0 z, \e mouvement qui aura lieu sera la ré-
sultante de deux mouvements partiels dus l'un au glissement a- Cosi paral-
lèle à 0 ^ l'autre à a- Sini parallèle à 0 y. Ainsi une onde plane lumineuse 
normale à un des axes d'élasticité et polarisée suivant un plan quelconque 
se décomposera en deux ondes polarisées à angle droit et qui se propagent 
dans une même direction avec des vitesses différentes. 

3^ Si le plan P est quelconque et a pour équation x Cos / 4- y Cos m - t -
z Cos n = 0, l, m, n étant les angles de sa normale avec les axes, nous al-
lons prouver que parmi toutes les directions de c- (angles u /S, y,) il y en a 
deux rectangulaires et seulement deux telles que leur direction et celle de 
la force élastique développée soient dans un même plan normal à P. En 
effet les angles de la force avec les axes étant A, ^, v, on aura en exprimant 
que la force, la normale au plan et le déplacement sont trois droites per-
pendiculaires à une même droite aux angles 0, z, "4̂  • 

ou 

puis : 

Or, ces équations sont par rapport à Cos 0, Cos Cos quantités à 

éliminer, ce que sont par rapport à d Cos a» d Cos /3, d Cos y les suivantes : 

qui expriment que la direction (a,, jS, y) est celle des axes de la section faite 

dans l'ellipsoïde ^ = a ^ Cos ^ u -h b ^ Cos ^ Q -+- c'^ Cos ̂  y par le plan P. 

Donc toute onde plane lumineuse parallèle à P et polarisée suivant un plan 

normal à une de ces deux directions se propagera suivant la normale à P 

en conservant son plan de polarisation, tandis qu'une onde plane lumi-



neuse parallèle à P et polarisée suivant un plan quelconque donnera lieu à 

deux systèmes d'ondes planes polarisées à angle droit, qui se propageront 

suivant la même direction avec des vitesses différentes données par 

et qui cesseront d'être parallèles au sortir du cristal, si la surface d'émer-

gence est oblique à celle des ondes, de manière que la différence des v i -

tesses entraîne une différence de réfraction. 

Pour avoir la valeur des vitesses en fonction de a ,̂ è ,̂ c ̂ , m, n, élimi-

nons cp, x,-i^ entre les trois équations de la page 12. Pour cela ajoutons-

les en les multipliant respectivement par A, B, 1; nous aurons : 

Ajoutons ces trois dernières multipliées par 

i l viendra 

donc 

d'où l'on tire : 

ou 
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C'est la surface représentée par cette équation lorsqu'on regarde V comme 

le rayon vecteur aux angles m, n que nous appellerons surface d ' é l a s t i c i t é . 

La théorie de Fresnel s'applique indifféremment à la supposition qui at-

tribue la propagation de la lumière à l'éther seul, ou à celle qui y fait par-

ticiper les molécules du milieu lui-même. 

IL Méthodes analytiques. 

PREMIER GROUPE. 

Méthode de Cauchy (̂ j. 

Equations différentielles du mouvement. Soit une molécule d'éther M {oc,y,z) 

de masse m, écartée de sa position d'équilibre dans une direction quelcon-

que d'une quantité o- très petite par rapport aux intervalles moléculaires et 

dont les projections sur 5 axes rectangulaires sont u, v, w, fonctions de 

X, y, z. Soit M' une molécule voisine de M ; ^ ' y' z ses coordonnées dans 

l'état d'équilibre et m! sa masse; soit ^ = MM' = V [x<-x)^ + [y'-y]^ + [z'-z]^. 

Supposons l'attraction ou répulsion mutuelle de M et M' représentée par 

mm' f (^); la résultante des actions exercées sur M aura pour projections 

sur les axes, dans l'état d'équilibre : 

et deux expressions semblables, s se rapportant aux diverses molécules 

telles que M ' , H - indiquant l'attraction et — la répulsion. Après le dépla-

cement, les coordonnées de M seront 

celles de 

(1) Exercices mathématiques , tomes I I I , IV et V . 



et l'on aura 

(5) 

la distance MM' deviendra ^ -f A 

et on aura 

d'où l'on tire : 

les projections de la résultante deviendront 

et deux expressions semblables; 

nous les désignerons par m X , M Y, m Z, de sorte que X , Y, Z seront les 

projections de la force accélératrice qui sollicite M et qui est due aux ac-

tions des autres molécules. 

Si u, V, w sont infiniment petits du l^"" ordre et qu'on néglige ceux du 

second, on aura : 

et 



d'où 

ou en remplaçant A ̂  par sa valeur : 

et deux expressions semblables pour Y et Z. 

Si on suppose que f n'est sensible que pour de très petites valeurs 

de ^ ou de x'-x, y-y, z-z, on pourra, dans les valeurs (5), négliger les 

puissances de x'-x, y-y, z-z supérieures au carré, de sorte que X , Y, Z 

deviendront des fonctions linéaires de 

Posons pour abréger 

et désignons par J, n, f les angles que fait, avec les axes, la droite MM' dans 

l'état d'équilibre, de sorte que 

on aura : 





et deux expressions semblables pour Y et Z. 

Les équations de l'équilibre annulent les 4 premiers termes de la valeur 
de X ; admettons de plus que, dans l'état primitif, les molécules M', M 
sont deux ŕ deux de masses égales et symétriquement placées par rapport 
ŕ M ; alors les s de degré impair par rapport ŕ l'ensemble des trois cosinus 
seront nulles. Ainsi on pourra écrire : 

X 



Y : 

Z 

en posant pour abréger : 



En supposant qu'il n'y ait pas de force extérieure agissant sur les molé-

cules, les équations du mouvement seront donc : 

(4) 



Ces équations peuvent se mettre sur la forme connue : ' 

Où étant la densité du système de molécules dans l'état d'équilibre et , T g . . . . 

les composantes suivant les axes de la pression exercée sur un élément-plan 

perpendiculaire à un de ces axes. Mais quelques dévelop|)cments sont né-

cessaires pour bien comprendre quelles relations ont ces composantes avec 

les quantités considérées jusqu'ici. 

Des pressions ou tensions. Nous avons vu que les composantes de l'action 

exercée sur la molécule M , dans l'état de repos, par toutes les autres 

molécules du milieu sont m s + m' Cos I / (e) ? 2: + ^ ' Cos /"(?), 

m s + m' Cos J f 0 . Si on en déduit les composantes de la pression exercée 

en M sur un élément-plan perpendiculaire à l'axe des x, puis à celui des y et 

à celui des z, composantes que nous appellerons A, F ,E — F, B,D —E,D,G^ 

on trouve avec Cauchy (Mémoire sur la pression ou tension dans un système 

de points matériels, Exerc. Math. III) que : 

p) On arrive aux mêmes équations en considérant deux systèmes de molécules qui se pénètrent 

Tun étant le fluide éthéré et l'autre les molécules mêmes du corps, et en supposant ces dernières in-

férieures en nombre, mais douées de masses bien supérieures à celles des molécules de l 'éther. 

(Voir Cauchy. Mém. de l 'Acad. des sciences, X X I I . ) 

4. 



De sa démonstration résulte donc que la composante suivant l'axe des x 

de la pression exercée sur un élément-plan perpendiculaire aux x^q déduit 
de la composante suivant l'axe des x de l'action exercée sur M , en rempla-
çant m par la densité u, divisant par 2 et multipliant sous le signe s par 
^ Cos I; les autres composantes se forment d'une manière analogue. 

Passons à l'état de mouvement, dans lequel la densité ne sera plus m 

mais ży'. Les composantes de l'action exercée sur M , divisées par m sont 
alors : 

ce qui devient, comme nous l'avons vu : 



et deux expressions analogues. De même les composantes de la pression, 

que nous appelons N ^ , T 3 , T a , — T 3 , N a , T ^ , — T ^ , T ^ , N 3 , seront, d'après 

A, D,... : 

ou, en développant : 

puis : 



et ainsi de suite. 

On voit par là que N i se déduit de X en multipliant par cà, divisant par 2 

tous les termes, sauf le 2«, le 3« et le 4« de X , et multipliant sous chaque 

somme par ^ Cos | , pourvu qu'ensuite on suppose nulles toutes les sommes 

de degré impair par rapport à l'ensemble des trois cosinus. De même T 3 se 

déduit de X en multipliant par ^ Cos n, etc. Ainsi la même loi de dérivation 

qui a été démontrée pour l'état de repos, s'applique à l'état de mouvement. 

Dans sa Théorie de l'Elasticité des corps solides^ page 33, M. Lamé trouve 

la forme des quantités N ^ , I V . . ^ mais sans donner les valeurs des coefficients 

de facile de s'assurer que ces coefficients ont bien les 

valeurs que nous leur assignons. En effet, d'après la règle indiquée i l faut̂  

pour avoir N i par exemple, multiplier s + m' [/'(?) -h A ^ f (?)] 

par ç Cos I sous le signe s, en multipUant aussi par mais M. Lamé, 

supposant nulle l'action mutuelle de deux molécules dans l'état de repos, 

f (ç) disparaît et + f (?) peut se remplacer pa r -^ ; alors A e étant facteur, 

on peut réduire ou Cos | et on aura 

ou N i 

valeur qui coïncide avec celle qui a été donnée plus haut, puisque la sup-
position qui annule f (e), fait disparaître A, B, C, D, E, F. 

Si on veut exprimer les pressions au moyen de la densité primitive co, on 
remarque que ^ 

(Cauchy, mémoire cité) ou 



Donc on aura 

Ainsi lorsque A , B , C, D , E , F sont nuls, on peut indifféremment mettre 
u ou Où dans N , , T3. . . . 

Prenant pour cette dernière valeur, moins les termes en A , F , E , et 
pour T3 , T2... les valeurs analogues, et les substituant dans les équations 

on verra qu'elles reproduisent les équations (4) de la page 2 0 , dans les-
quelles on supposerait nuls A , B , C , D , E , F qui disparaissent avec f 

c'était ce que nous voulions montrer. 

Il résulte aussi de ce qui précède, que les coefficients désignés par 
M. Lamé (endroit cité) par A i , B i , C i correspondent à ceux que nous avons 
appelés, d'après Cauchy, L , M , N , P suivant le tableau ci-après, lors-
qu'on suppose nul / (̂ ), et par conséquent ^, ofe, f : 

A, 
B , 

C. 
D, 
E . 

F . 

^11 

T i 

Al 

% I 

Où L 
Où B 

Q 

u> U 

o> V 

00 W 

u> u 

c U ' 

^ U " 

p 

œ W " 

^ V 

A, 

B . 

C. 

D, 

E , 

F , 

A, 

Où B 

^ M 

Où p 

^ U ' 

« V 

^ W 

o> r 

œ V " 

^ W " 

œ Q 

Oi U 

A 3 

B a 

Ca 

D a 

E a 

F a 

A, 

Ta 

A3 

^3 

^3 

^ ^ Q 

; o> P 

: C N 

: U " 

« V " 

a; W " 

^ w 

^ w 

« v 

^ u 
Où B 

.1 



Ainsi les 36 coefficients introduits par M. Lamé doivent être réduits à 15, 

indépendamment même des considérations développées, pages 227 et sui-

vantes de la Théorie de l'Elasticité. 

Intégration des équations; vitesses des ondes planes. Après cette digression 

revenons aux équations (4) de la page 20. Pour les simplifier, considérons 

un plan mené par la position primitive de M, et dont la normale fasse avec 

les axes des angles l, m, n; l'équation de ce plan sera x Cos / - H y Cos m -h 

z Cos n~r. Supposons que les déplacements et les vitesses initiales soient 

les mêmes pour toutes les molécules de ce plan, et que, pour les autres 

molécules, les déplacements et les vitesses initiales ne soient fonctions que 

de leur distance r à ce plan; alors les valeurs de u, v, w après un temps 

quelconque ne seront fonctions que de r et t. On aura donc 

Supposons d'ailleurs que les sommes QK, ofe, %, f, L, M, N , P... soient 

constantes, c'est-à-dire conservent les mêmes valeurs en tout point du mi-

lieu, et posons pour abréger : 



Les équations du mouvement se réduiront à : 

(S) 

L'intégration générale de ces équations a'été donnée par Cauchy (comp-

tes rendus, VIII), par M. Blanchet (Journal de Liouville, Y) et par M. New-

mann (Annales de Poggendorf, XXY); mais elle est inutile au but que nous 

poursuivons; bornons-nous donc à poser avec Cauchy : 

k étant ésal à et A à / étant la longueur d'ondulation et T la durée 

d'une vibration; de cette manière le mouvement que nous considérons aura 

les caractères de la polarisation rectiligne, avec une vitesse de propagation 

La substitution de ces valeurs de u, v, w dans les équations 

du mouvement donne : 

(6) 

En éliminant A, B, C qui ne peuvent être nuls tous trois, on obtient l 'é-

quation en 5̂  : 

(7) 

qui donne pour / 5 valeurs et par conséquent pour s six valeurs égales 

deux à deux avec des signes contraires. D'ailleurs A, B, C étant proportion-

nels aux cosinus des angles |Q, y que fait avec les axes la direction de la 

vibration, on a : 

(6 a) 



Ces 5 équations, jointes à Cos ^ et Cos ^ /3 -h Cos ̂  y =^ i déterminent 
c&, ¡3, y pour chaque valeur de s. 

On voit que les 5 directions ainsi obtenues pour la vibration sont celles 

des axes de la surface l x ' - h ê l y ' - h % z ' - ^ 2 ^ y z ^ 2 ® i x z ^ 

2 â\ ^ y = 1 et que les 5 valeurs de s ^ sont les inverses des carrés des demi-

axes de cette surface, si toutefois c'est un ellipsoïde, ce qui aura toujours 

lieu, comme le démontre Cauchy (Ex. math. V), lorsque <5Î), fe, f , V, W, 

V étant nuls, QX, ofe, % sont positifs ou nuls, et L , M, N, P, Q, R positifs. 

Or on verra bientôt que nous nous bornons aux cas où ces conditions sont 
remplies. 

Si on pose r — u Cos c& -\- v Cos ¡3 w Cos y, de sorte que r soit le 
déplacement même de la molécule vibrante, les équations du mouvement 
multipliées par Cos et, Cos /S, Cos y et ajoutées, donnent 

d'où, en intégrant. 

et / l (r) étant les valeurs initiales du déplacement r et de la vitesse 

Si on suppose que ces deux fonctions de r fussent nulles pour toute valeur 

de r, sauf r = on en conclura que T est nul pour toute valeur de r, sauf 

r~-\-st, et comme s a six valeurs différentes, i l en résulte qu'un mouvement 

excité originairement dans un plan donne naissance à six ondes planes 

qui se propagent avec des vitesses généralement inégales, trois en avant, 

et trois en arrière. Avant de voir comment on peut, parmi les trois ondes 

propagées du même côté, retrouver les deux ondes qui appartiennent aux 

phénomènes lumineux, i l convient d'examiner de plus près les coefficients 

constants qui entrent dans l'équation (7). 

Considérations sur les coefficients. Supposons que, dans l'état d'équilibre, 

les molécules soient disposées symétriquement par rapport à 3 plans rec-



tangulaires qu'on prend pour plans coordonnés; les quantités ^ , ̂ , I, U, V, 

W, U'.. . . qui contiennent des puissances impaires de Gos | , Gos y¡ ou Goŝ * 

seront nulles, et le milieu aura ce qu'on appelle 5 axes d'élasticité. Ges 

axes ont alors, par rapport à l'ensemble des molécules, une propriété ana-

logue à celle par laquelle on les définissait dans la méthode de Fresnel re-

lativement à une seule molécule, c'est que toute vibration dirigée suivant. 

un de ces axes et se propageant suivant un des deux autres, donne lieu à 

une force dirigée suivant ce même axe. En effet, supposons, par exemple, 

que le mouvement ait lieu parallèlement à l'axe des x et se propage suivant 

l'axe des z; alors v et iv sont nuls et u ne dépend que de ^ ; on a donc 

Z = 0. 

Nous supposerons à l'avenir que 'îi), ^, U, V.... sont nuls. Quant aux 

autres coefficients, examinons d'abord les conditions qui se réalisent dans 

les milieux monoréfringents, ou biréfringents à un axe. 

Dans un milieu monoréfringent, le seul fait qu'on puisse échanger les 

3 axes entre eux, c'est-à-dire les angles | , f l u n contre l'autre, exige que 

A = ^ = %, L = M = N , P — Q = R. Puis, comme on peut remplacer 

les axes par des axes rectangulaires quelconques, c'est-à-dire Gos | par 

Gos J Gos et 1 -h Gos ?! Gos /S i + Gos f Gos y ^, Gos yj par Gos J Gos a, ^ H -

Gos ^ Gos iS 2 - H Gos f Gos y 2, Gos f par Gos | Gos a, 3 -h Gos Gos /3 3 -t-

Gos f Gos 73, cti, f^i.yi, ^2, 72, ûts, ^3, 73 étant les angles que font 

avec les axes primitifs 3 droites rectangulaires quelconques, i l viendra 

ou 

or le multiplicateur de L vaut ' 

ou ! l'égalité se 
réduit donc à L = 3 R. 

De même R 

5 



Cos^ y i Cos^ H - Cos^ 72 Gos^ ot,^ -t- Cos^ ¿¿1 Cos^ jSs -4- Cos^ Gos^ /3 i ) 4 -

4 R (Gos /3i Gos /B^ Gos Cos 72 -h Gos Gos 72 Gos a.^ Gos ¿¿2 Gos 
Gos ¿4 2 Gos /3 1 Gos iS 2 ) H - (L Gos ' « 1 Gos ' ^ 2 + Gos ' |S ^ Gos ' iS 2 -f-

Gos ' y , Gos ' y,) ou R (1 - Gos ' Gos ' y , - Gos ' Gos ' y, - Gos ' y, 

Gos ^ « 2 - ) — 4 R (Gos /3i Gos /Ss Gos yx Gos 7 2 - 4 - ) 

L (Gos ^ « 1 Gos ^ ¿»2 + ); or le multiplicateur de R dans le 1̂ ^ membre 

vaut ( Gos ' ^ 1 - H Gos ' /3 , •+ Gos ' 7 O ' ( Cos ' 2 + Gos ' jQ 2 H -
Gos ' 7 0 ' - Gos ' i S , Gos ' 7 2 - . . . . ou Gos ' ^ , Gos ' « 2 H - Gos ' /3i 

Gos ^ jQ 2 - H Gos ^ y i Gos ^ 7 2 ; on a donc (R-L) (Gos ^ ¿4 ^ Gos ^ 2 H -
Gos ' 13, Gos /32 H - Gos ' 7i Gos 'y,) = ÂR (Gos /Q̂  Gos Gos y , Gos 72 -f-

Gos 7 i Gos 72 Gos ¿»1 Gos ¿¡̂ 2 Gos a, Gos ût, Gos (3, Gos iSj) et comme le 
multiplicateur de R - L est égal à - 2 (Gos /3 i Gos 12^ Gos 7^ Gos 72 + ) 
cela se réduit à R-L = r r - 2 R o u L = : 3 R . 

Dans les milieux biréfringents à un axe, que nous supposerons celui des 
2, on a d'abord = i^, L = M , P = Q; puis comme les axes des x et des 
y sont arbitraires dans le plan des xy, on peut remplacer Gos J par Gos | 
Gos u 1 -t- Gos ri Gos /31 et Gos par Gos | Gos a,^ -+- Gos vi Gos /Bj ; i , /S i , 

90^ et ¿¿2, iSg, 90« étant les angles que font avec les axes deux droites rec-
tangulaires quelconques du plan xy. 

On a donc L ^ 2 ^ (Gos | Gos ce, H - Gos >? Gos /3 i ) Y (e) = L (Gos ^ -h 

Gos ' /3,) 4- 6 R Gos ̂  « ^ Gos ' /31, ou L (1 - Gos ' ^ , - Gos ' /3, ) 
6 R Gos ^ fit 1 Gos ^ |Q 1 ; mais le multiplicateur de L vaut (Gos ^ a,, 

Gos ' fi,,) ' - Gos * « 1 - Gos ' 3i ou 2 Gos ' Gos ^ /3,; donc L = 3 R. De 

même R -̂̂  s ^ (Gos | Gos -h Gos Gos |S ,) ' (Gos | Gos i& ^ — Gos 

Gos 1(32) V ( ? ) = L (Gos' <:ti Gos' ^2 + Gos' /3 , Gos^ /3') R (Gos^ 
Gos ' / 3 , -I- Gos ' 1 Gos ' iS J -4- 4 R Gos ^ ^ Gos ̂ , Gos /S 1 Gos / 3 , ou : 
R (1 - Gos ' ^ 2 Gos ^ /3 , - Gos ' ^ 1 Gos ' /3 J = L (Gos ̂  ̂  1 Gos =̂  2 + 

Gos ' 3 1 Gos ' /3 J H - 4 R Gos ce, Gos ¿4 2 Gos ^ Gos jS ^ ; mais le multipli-
cateur de R dans le l^"^ membre vaut (Gos' a, -h Gos' / 3 i ) (Goŝ ^ ¿»2 -f-
Gos' / 3 J - Gos' ^2 Gos' / 3 , - Gos' Gos' ou Gos' Gos' -h 
Gos ' (31 Gos ' /3 2 ou - 2 (Gos a,, Gos ¿4 2 Gos ¡3, Gos iSj); on a donc encore 
L = 3 R. 



Cherchons maintenant quelles relations on peut établir dans un milieu 

biréfringent à deux axes entre L , M , N , P, Q, R. Nous pouvons supposer 

nuls (il, ofe, car on a déjà vu que olc, ^ , %, "3), ^ , f sont nuls lorsque les 

pressions s'évanouissent dans l'état d'équilibre du système de molécules. 

L'équation (7) se réduit ainsi en mettant pour i , câ, %, ^ leurs va-

leurs, à : 

(8) 

1 6 P Q R 

Faisons Gos / = 0 pour avoir des ondes planes parallèles à l'axe des x, 

ou, pour emprunter le langage de l'optique, des rayons incidents contenus 

dans le plan z y; l'équation devient alors un produit de deux facteurs et 

donne : 

(9) 

(10) 

Or l'expérience apprend que quand les deux rayons réfractés sont dans 

le plan z y (section principale) l'un a une vitesse constante quelle que soit 

sa direction dans cette section. De plus, lorsque le milieu est monoréfrin-

gent, c'est-à-dire que L = M = N = 5 P = 3 Q —5 R, et que l'onde plane est 

perpendiculaire à l'axe des z, c'est-à-dire que Gos m = 0 Gos n — i, l 'é-

quation (9) donne s = Q, et (10) = Q,s^ = 'ùQ; donc les deux valeurs 

de répondant aux rayons lumineux observés sont celle de (9) et une de 

celles de (10). Or (9) ne donnant pas pour s une valeur constante quels 



que soient m et i l faut qu'une des valeurs de s tirées de (10) remplisse 
cette condition. Mais (10) peut s'écrire : 

ou 

et si l'on suppose 

elle se décompose en deux facteurs qui donnent : 

(11) 

(12) 

de sorte qu'on a bien pour s une valeur indépendante de m et de n. 

En raisonnant de même pour l'axe des y et celui des on voit qu'il 
faut admettre les 5 conditions : 

(15) 

La direction des vibrations est donnée pour chaque valeur de s ^ par les 
équations (6 a) de la page 27 ou 



Si on y fait Cos / 0 et qu'on mette pour s la valeur (11) ou (12), la 

première de ces équations donne Cos A — 0; ainsi pour ces deux valeurs 

de s la vibration est dans le plan y z; donc pour la valeur de s donné par (9) 

(rayon extraordinaire) la vibration est perpendiculaire au plan y z. Ce qui, 

pour le dire en passant, démontre, dans ce cas particulier, la perpendicu-

larité des vibrations sur les rayons. 

Des relations (15) on peut en déduire d'autres lorsque le milieu ne dif-

fère pas beaucoup des corps monoréfringents, ce qui est le cas pour tous 

les cristaux connus. A cet effet, posons : 

(15) 
d'où l'on tire par (13) 

(16) 

(17) Donc M 

Dans les milieux monoréfringents. S-, ^ sont nuls; supposons-les seu-

lement infiniment petits du i^^ ordre, et nous verrons d'abord que leur 

somme sera nulle en ne négligeant que des infiniment petits du 3̂  ordre. 

En effet 

d'où : 

ou 

ou 

ou 



c'est-à-dire 

d'où 

Gela posé, les égalités (15) donneront (M-P) (N-Q) (L-R) =- 8 PQR et 
les égalités (16) donneront (N-P) (L-Q) (M-R) = 8 PQR; de la on tire la 
nouvelle relation : 

(18) (L-Q) (M-R) (N-P) (L-R) (M-P) (N-Q) = 16 PQR. 

On peut encore tirer des formules (17) 

en négligeant les infiniment petits du second ordre; 

donc 

De même et 

Puis on tire de la 5« et la 5« des formules (17) : 

puisque , donc de même ] 

et P ; ainsi les différences M - N , N~L, L - M , R-Q, P-R, Q-P 

sont du même ordre que 5-, e, ż5". On tire de là ou 

en négligeant la quantité du second ordre de même t 



et( De là on déduit que L 

ou 

(19) de même 

Ces relations, qui existent approximativement dans tous les milieux, 

nous serviront dans la suite. On peut les mettre encore sous une autre 

forme. En effet 

ou, en négligeant les infiniment petits du second ordre : 

(20) 

De même M 

Enfin les équations (19) peuvent aussi s'écrire comme suit : 

(21) L - f - M = 6 R , L 4- N = 6 Q M -h N = 6 P. 

Réduction au second degré de l'équation aux vitesses des ondes planes. En 

supposant nuls les coefficients , , %, î)̂  i ^ U , V, AV, U ' . . . . , 

l'équation qui donne les valeurs de s^, se réduit, comme nous l'avons vu, 

à l'équation (8) de la page 51. Remplaçons 

par 
• par 

par ] 

et développons par rapport aux puissance de L 



On aura : 

Les relations (15) et (18) font disparaître les termes indépendants de 

et réduisent l'équation ŕ : 

Elle se partage ainsi en deux équations dont l'une est 

(22) 

et l'autre se réduit ŕ : 



ou encore, le ternie indé-

pendant de étant le produit de Cos par 

Cette équation peut s'écrire 

(23) OU 

et elle parait de même forme que réîjuation de Fresnel 

Si en effet on cherche la direction des vibrations qui correspondent à la 

valeur (22) de s ^ les équations (14-) deviennent alors : 

ou : 

6 



qu'on satisfera en posant d'après les conditions (13) : 

Gela peut aussi s'écrire d'après (15) et (16) : 

Gomme e, S- sont nuls dans les milieux monoréfringents, et très-petits 
dans tous les milieux connus, on aura dans les premiers exactement et 
dans les autres Irès-approximativement : Gos : Gos / = Gos /3 : Gos m = 

Gos y : Gos d'où Gos et = Gos Gos |S = Gos m, Gos y = Gos ce qui 
indique une vibration dirigée perpendiculairement au plan de l'onde. Donc 
les vibrations correspondant aux deux valeurs de données par (2o) se-
ront à très-peu près contenues dans le plan de l'onde, d'où résulte que c'est 
bien cette équation qui donne les deux valeurs de s ^ répondant aux rayons 
lumineux observés. 

Mais i l ne faudrait pas croire que cette équation (23) se déduise de celle 
de Fresnel, en remplaçant respectivement a ,̂ 6 -, c ̂  par P, Q, R; la signi-
fication de P, par exemple, n'est pas la même que celle de a l En effet a ^ 

représentait dans Fresnel le carré de la vitesse de propagation d'ondes per-
pendiculaires à l'axe des y ou à l'axe des z et effectuant leurs vibrations pa-
rallèlement aux A = |U- a ^ étant la force élastique qui produit ces vibra-
tions; au contraire P est dans la méthode de Gauchy le carré de la vitesse 
de propagation d'ondes perpendiculaires à l'axe des y et vibrant suivant 
l'axe des z, ou d'ondes perpendiculaires à l'axe des 5 et vibrant suivant l'axe 



des y, car pour Cos / = 0, Cos m = 0, Cos n — i l'équation (23) donne 

5 ̂  = P, 5 ̂  — Q, et si l'on fait Cos n — \^ — V dans les équations (14) 

on trouve Cos iQ = 1, Cos « = 0, Cos y — 0. Cette différence provient de 

ce que les deux théories placent différemment les vibrations par rapport 

au plan de polarisation, comme nous l'exphquerons plus loin en détail. 

On sait par l'expérience que les ondes planes, qui ont pour plan de polari-

sation un même plan coordonné, ont la même vitesse de propagation. Or, 

dans Fresnel, qui suppose les vibrations perpendiculaires au plan de pola-

risation, i l faut, par exemple, qu'une onde plane perpendiculaire à l'axe 

des y et vibrant suivant l'axe des x ait la même vitesse de propagation {a) 

qu'une onde plane perpendiculaire aux z et vibrant suivant les x, puis-

qu'elles ont toutes deux le plan zy pour plan de polarisation. Dans la mé-

thode de Cauchy, où les vibrations sont supposées parallèles au plan de 

polarisation, i l faut, par exemple, qu'une onde plane perpendiculaire aux 

z et vibrant suivant les x ait la même vitesse de propagation {y^ Q) qu'une 

onde plane perpendiculaire aux x et vibrant suivant les z, puisqu'elles ont 

le même plan de polarisation zx. 

Autre méthode. 

On peut employer, pour passer des équations différentielles du mouve-

ment à l'équation de la surface d'élasticité, une méthode plus rapide qui 

m'est suggérée par les travaux de M. Lamé (^). Supposons que le milieu 

soit peu éloigné d'être monoréfringent, et qu'on se borne à chercher les 

vibrations contenues dans le plan de l'onde. En faisant nuls les coefficients 

de, ^ , ^ , f, U , V... les équations du mouvement deviennent : 

(>) Théorie de l 'Elaslicité, page 234. 



et deux équations de même forme; et comme on peut remplacer sans 

erreur sensible L par 3 Q ou 5 R, M par 5 P ou 3 R, etc., on aura 

ou ,, 

en posant 

Prenons maintenant comme ci-dessus w = A Cos (kr-ht + = B Cos 

{kr-ht -A- y.), w — Gi Cos (kr-ht -f- jit); A , B, C étant proportionnels aux 

cosinus des angles de la vibration avec les axes, on devra avoir A Cos / -+-

B Cos m H- C Cos n =^ 0, et comme r = x Cos / + y Cos m -h z Cos n, 

les valeurs de w, w annulent w, et en les substituant dans les équations 

différentielles, on a : 

L'élimination de A, B, C entre ces équations donne : 

ou en changeant les 
sisrnes : . 



les termes 
/ • \ ' »^ / J - 7 ' ' 

indépendants de 5 ^ se détruisant. Le coefficient de s ^ est le produit de 
par 

on a donc en divisant tous les termes par s 

ou 

comme ci-dessus. 

1 

SECOND GROUPE ('). 

Je comprends sous ce titre les méthodes dans lesquelles, en partant des 
équations dififérentielles, on arrive à un résultat identique à celui de Fresnel 
pour la surface d'élasticité. Telle est la méthode que Cauchy a employée 
dans le vol. XVIII des Mémoires de l'Académie, et que je vais développer. 
On commence comme dans la première méthode de Cauchy, et on arrive 
aux équations (6) page 27; on suppose nuls ^ , fe, I , U , V.... mais non 
pX, É), de sorte qu'on a : 

(̂ ) Je n'emploie pas d'autre désignation, parce qu'il faudrait une phrase entière pour indiquer 

en quoi ces deux groupes diffèrent l'un de l'autre. 



Faisons maintenant 

et les équations 6 deviendront : 

d'où l'on tire : 

ou, en remplaçant § , S, ^ par leurs valeurs : 

ou encore 

voilà l'équation aux vitesses des ondes planes. Pour la réduire à une équa-

tion qui donne approximativement les deux valeurs de s ' répondant aux 

rayons lumineux observés, remarquons que, dans un milieu monoréfrin-

gent, on aurait 

d'où 

et, dans ce cas, les deux valeurs de s \ que nous voulons obtenir, se rédui-

raient à P 4- al; on peut donc admettre, si le milieu ne diffère pas beaucoup 



d'un milieu monoréfringent, que P, Q, R diffèrent peu l'un de l'autre, de 

même que ^j, %, é , 5 ̂  ; donc les trois fractions du 1̂ ^ membre de l'équa-

tion ci-dessus, ont de très-petits dénominateurs; elles sont donc très-

grandes par rapport au second membre ^p^Q^; qu'on pourra négliger sans 

erreur sensible; on a donc l'équation du second degré en : 

ou, approximativement 

Si dans cette équation on fait Gos n = i, on aura = ^ =̂  ^ -H Q 

pour les vibrations parallèles à l'axe des car les équations (6) de la page 

27 donnent alors B ^ 0, G 0 d'où Gos iS = 0, Gos y 0, Gos ̂  = i, 

eis^ —%=%-i-'P pour les vibrations parallèles aux y; de même en fai-

sant Gos m = 1, on trouve — ai^-4-Bets^ = i^ - f -P , etc.; or si on 

admet avec Fresnel que la vitesse de propagation est la même lorsque les 

vibrations sont dirigées suivant la même droite, on doit avoir Q -h % — 

RH-^,R-^QK=.P-+-%,P- t -^==QH-(Â. On voit par là que la suppo-

sition qui annule A, entraîne avec elle l'adoption d'une hypothèse 

contraire à celle de Fresnel sur les vibrations, à moins que P =̂  Q = Ft; 

c'est-à-dire que le milieu soit monoréfringent. 

Posons donc : 

posons de plus : 

d'où : 



Dans un milieu monoréfringent, où 

on aura 

Dans un nailieu biréfringent à un axe (l'axe des x) où i 

on aura : 

d'où 

donc l'équation 

devient 

et donne pour s ^ deux valeurs, l'une h ^ comme dans les milieux monoré-

fringents (rayon ordinaire); l'autre h ̂  Cos ̂  / -+- (a ^ -h G Cos ̂  /) (Cos ^ m -h 

Cos ^ n) qui se réduit à a ^ lorsqu'on fait Cos / = 0 pour avoir une onde 

plane parallèle à l'axe des x. Cette valeur de s ^ peut aussi s'écrire h ^ Cos ̂  / 

-h (a ^ G Cos ^ / ) Sin et comme l'expérience apprend que = b ^ 

Cos ^ / H- a ^ Sin ̂  i l faut que 0 = 0 comme dans les milieux monoré-

fringents; i l est donc naturel d'admettre que dans tous les milieux G, H , I 

sont nuls; donc % — a \ % ̂  b \^ ^ =^ c ̂  et l'équation 

devient comme celle de Fresnel. 

Les relations entre les coefficients auxquelles nous venons d'arriver, 
savoir : 

(24) 



ne contiennent que cinq équations distinctes, et non six, parce que 

P - i - ^ = Q ^ < Â s e déduit de Q ^ 1̂) R et R H- = P -f-

En les combinant par soustraction, on obtient 

d'où 

relations déjà obtenues, et qui reviennent en négligeant les infiniment 

petits du second ordre, à : 

Ainsi les seules relations établies entre QK, ^ , L, M, N, P, Q, R par les 

égalités (24) sont les cinq suivantes : 

DÉMONSTRATION D'UN T H É O R È M E 

D É P E N D A N T D E L A P R E M I È R E P A R T I E . 

Nous avons vu que, dans la première méthode de Cauchy, l'ellipsoïde 

représenté par 
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a pour demi-axes les inverses 
des vitesses de propagation des 5 ondes planes et qu'un de ces axes donné 

par 5 ^ = L Cos M M Cos ^ m - f N Cos ^ est à très peu près perpen-
Cos ^ / 

diculaire au plan de l'onde; les deux autres donnés par S ^ ̂  p = 0 sont 

donc approximativement situés dans le plan de l'onde. Or ces deux axes 
sont les mêmes que ceux de l'ellipse qu'on obtiendrait en coupant par le 
plan de l'onde l'ellipsoïde V -\- Qy^ ~+- = 1. En effet les formules 
de transformation pour obtenir l'équation de cette section dans son plan 
sont, en appelant et f les coordonnées de cette ellipse (l'axe des yi étant 
l'intersection du plan de l'onde S x Cos / = 0 avec le plan xy) : 

en substituant ces valeurs dans Px '^ -h Q y ^ - 4 - R ^ ^ = l ,on trouve pour 
équation de l'ellipse : 

Or, par une formule connue, les axes d'une pareille ellipse sont donnés, 
en appelant s l'inverse d'un demi-axe, par l'équation : 

P R 



qui se réduit à : 

identique à l'équation 

Ainsi, pour obtenir les deux vitesses de propagation corres-

pondant à une onde plane donnée, ou, ce qui revient au même, pour 

construire la surface d'élasticité, il suffit de porter normalement à l'onde plane 

deux longueurs inverses aux demi-axes de la section faite par ce plan dans 

l ' e l l i p s o ï d e Px^ Q ^ R z'^ =• 1. Ce résultat est d'accord avec celui 

de Fresnel; et on y parvient aussi dans la méthode du second groupe Q ; 

en effet l'ellipsoïde dont les 5 axes donnent les vitesses de propagation des 

ondes planes est alors : 

et les conditions 

réduisent cette équation à : 

L'expérience montrant que deux axes de cet ellipsoïde sont à très peu 

près situés dans le plan de l'onde: on peut substituer à ces axes ceux de 

l'ellipse qu'on obtient en coupant l'ellipsoïde par le plan de l'onde; or cette 

section projetée sur le plan zy pour équation : 

(1) Voir dans le 34""' volume des Annales de chimie et de physique, une note de M . Beer. 



En remplaçant 

L H - M p a r 6 R , L N par 6 Q et L par 3 Q -h 5 R - 5 P , 

on aura : 

projection sur le plan yz de l'ellipse qu'on obtient en coupant par le même 

plan X Cos / - i - y Cos m -\- z Cos n = 0 l'ellipsoïde 

ou 

CONCLUSION. 

Comme nous l'avons dit en commençant, aucune des méthodes que 
nous venons d'exposer n'est absolument satisfaisante; celle de Fresnel 
repose sur quelques hypothèses qu'on peut contester; les autres font usage 
de conditions approximatives. Nous ne pensons pas cependant que les ré-
sultats auxquels on parvient puissent être mis en doute; l'accord même de 
ces différentes théories, quelque imparfaites qu'elles soient, et surtout les 
preuves que fournit l'expérience, les confirment suffisamment. Ce sera 
donc un intéressant sujet d'études pour les géomètres que de chercher à 
perfectionner cette théorie, et d'en former un ensemble rigoureux. 



SECOIVlii: P A R T I E . 

Lorsqu'un point de la surface d'un milieu biréfringent est ébranlé par 
un rayon lumineux incident, i l devient le centre d'ondes dont on veut 
trouver la forme; or toute onde plane passant par ce point serait, au bout 
d'un temps donné, transportée parallèlement à elle-même à une distance 
que nous savons calculer et tangentiellement à la surface cherchée; donc 
cette surface est l'enveloppe des différents plans analogues à celui qu'on 
vient de considérer. Pour plus d'uniformité dans la notation, je désignerai 
partout par V la vitesse de propagation représentée précédemment par s; 

souvent aussi V sera remplacé par r lorsqu'on considérera l'équation 

Cos ^ / 

S T T T g — 2 = 0 comme celle d'une surface. Enfin, au lieu de P, Q, R, je 

mettrai « 6 % c ̂ ; on se rappellera seulement que ces dernières quantités 

offrent deux sens différents suivant la théorie qu'on adopte. 

Je commence par exposer la méthode la plus directe pour arriver à 

l'équation de la surface des ondes ('). 

L'équation S = ^ donnant pour V deux valeurs, qui sont les 

vitesses des deux ondes planes parallèles au plan S a; Cos / — 0, la position 

de chacune de ces ondes au bout du temps t sera représentée par l'équa-

tion S X Cos / = V On cherche donc l'enveloppe de ce dernier plan lors-

que l,m,n varient, V étant une des racines de S ^xr^s = ^ ? eil,m,n 

étant liés par la condition S Cos ̂  / — 1. 

(1) Je tire cette méthode, en partie du Commentaire de M . de Sénarmont , déjà c i té , en partie 

d'un mémoire de M . Newmann datis le V™" volume du Journal de Liouvil le. 



En différentiant l'équation S x Cos l =^ V t par rapport ŕ Cos puis par 
rapport ŕ Cos m, on a : 

or les valeurs de et se tirent de S Cos ^ / = 1 

qui donne et 

celles de et se tient de qui, en posant 

donne 

et V E On aura donc 

et 

et on peut y joindre l'identité 

Multiplions respectivement ces trois égalités par Cos Cos m, Cos n et 
ajoutons-les; on aura 



d'où l'on tire : 

et par suite : 

Entre ces trois valeurs et les équations 

il faut éliminer V, E , et les trois cosinus, pour avoir l'équation de la sur-

face des ondes. On trouve d'abord que : 

d'où 

De là on tire : 

et de même : 

Par suite 

ou 



Or 

on a donc : 

Telle est, en coordonnées rectangulaires, l'équation de la surface des 

ondes au bout du temps t. 

Cette équation peut se mettre sous une autre forme ; écrivons-la 

et ajoutons-lui membre à membre l'identité 

nous aurons 

REVUE HISTORIQUE. 

Dans son mémoire sur la double réfraction, Fresnel n'a développé aucune 

méthode pour arriver à l'équation de la surface des ondes; i l se borne à en 

indiquer plusieurs, toutes également impraticables par leur longueur. Ce fut 

Ampère qui, le premier, en 1828, résolut le problème dont nous venons de 

nous occuper. Nous ne rapporterons pas son procédé, parce qu'il est excès-



sivement long, et peu susceptible de perfectionnements. On le trouve dans 

le 59""*̂  volume des Annales de Physique et de Chimie. 

A son tour, Cauchy a donné la méthode suivante: (̂ ) 

L'éauation aux vitesses des ondes planes étant: 

(1) 

F (V, Cos/,Cosm,Cos/z) — 0 et le plan tangent à Tonde au bout du temps t 

étant S X Cos/ — Ni, on cherche quelles sont au bout du temps t, les coor-

données X, y, z du point d'intersection de plusieurs ondes planes peu in-

clinées les unes sur les autres, et passant en même temps par l'origine, les 

vibrations étant supposées assez petites pour être insensibles dans chaque 

onde séparément, et ne devenir sensibles que par leur superposition. Il faut 

pour cela éliminer /, m, n entre S x Cos / V ̂  et les équations x 

qu'on en déduit en faisant varier m, n. Or-

sont par la nature de l'équation (i) fonctions de et 

éliminant ces deux rapports entre les trois équations x 

on aura une équation n • qui est celle de la sur-

face des ondes. 
Considérons la surface représentée par F {t, x, y, z) ^ 0, et soit r la lon-

gueur du rayon vecteur de cette surface qui fait avec les axes des angles 

l, m, n; les extrémités de ce rayon vecteur auront pour coordonnées x — 

r Cos l,^ r Cos m^z =^r Cos n et l'équation peut s'écrire : 

F (ż5 r Cos l, r Cos m, r Cos /i) = 0, ou F ,̂ Cos /, Cos m, Cos n 0, 

car F est homogène en t, x, y, z; on en tire donc pour 7 les mêmes valeurs 

que donne pour V l'équation F (V, Cos /, Cos m, Cos n) = 0. L'équation 

du plan tangent peut donc s'écrire S^Cos/= - , ou encore S ¿1? x = t^. 

Soit maintenant — f (Cos l, Cos m, Cos n) une des trois valeurs de 

V ^ tirées de (1), on aura pour t ^ la valeur correspondante / ^ ~ f (x, y, z), 

(1) Exercices mathématiques, V . 
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^ étant homogène du second degré en z. La nappe de la surface des 

ondes correspondant à cette valeur de V sera l'enveloppe du plan mobile 

dont les coordonnées y, z satisfont l'équation x a? ^ y y -h 5 z — f, en 

regardant x, y, z comme des paramètres variables qui vérifient l'équation 

f- ~ ^ (x, Y, z). En différentiant ces deux équations, on obtient : 

en appelant X, ̂ p les demi-dérivées de la fonction f par rapport à x, y, z. 

Les valeurs de j - et de ̂  devant être les mêmes dans les deux équations 

on en tire que : 

Or f étant une fonction homogène on a : 

Donc : 

ou : 

On aura donc Féquation de la surface des ondes en éliminant x̂  y, z entre 

ces trois équations et l'équation S x x = f ou f — ^ (x, y, z). 

Appliquons cette méthode générale aux valeurs de données par l'é-

quation: ' 

(2). 



d'où : 

et par conséquent : 

En supposant que les conditions é =^h^=^ & sont à peu près remplies, 

et que, par conséquent les différences a^-h\ é - c \ V-& peuvent se négliger, 

on aura : 

Il faut donc substituer les valeurs x dans la valeur 

de ou, ce qui revient au même, remplacer l'équation (2) V par t, et Cos 

Cos m, Cos n par ce qui donne : 

ou 

ce qui revient à : 

S 



Si on cherche par le même procédé la surface de l'onde répondant à la 

valeur =- L Coŝ  / - i - M Cos' m N Cos' n, on trouve l'ellipsoïde 

qui joint à la surface S: constitue une surface 

à 5 nappes répondant au cas général. 

M. Plûcker a donné dans le journal de Grelle, tome XIX, une méthode 

fondée sur la théorie des surfaces polaires réciproques. Si dans l'équation 

S 0, on veut que V soit la perpendiculaire abaissée du centre sur 

le plan tangent à la surface des ondes après l'unité de temps, plan tangent 

dont l'équation sera représentée par on doit 

remplacer Y^ par iCtl par 

ce qui donne : 

ou 

équation propre à déterminer la surface des ondes au moyen de ses plans 

tangents. 

Cela posé, on a vu que les valeurs de Y ^ qui expriment les deux vitesses 

des ondes planes dans une direction donnée sont inverses aux deux demi-

axes de la section diamétrale faite dans l'ellipsoïde S =^ i ou = 

a ^ Gos ' (p -f- 6 ^ Gos ' % -r c * Gos ^ ij/ par un plan perpendiculaire à la di-

rection donnée; ou, ce qui est la même chose, elles sont égales aux deux 

demi-axes de la section diamétrale faite par le même plan dans la surface 

(Sx')' =-Sa' x' ou r' =^ a' Cos' O ^ b' Cos' X Cos' Car 

ces deux surfaces sont telles que leurs points situés sur le même rayon 

vecteur sont des points conjugués par rapport à une sphère de rayon 1. 

Démontrons maintenant deux lemmes : 



l®"" Lemme. Si une surface est représentée par l'équation F (A, B , C)=:0 
entre les trois constantes A, B , C de l'équation de son plan tangent X x -h 

B î / — C - 2 - 1 - 1 — 0, la surface polaire par rapport à une sphère de rayon 1 
aura pour équation F ( - x, - y, - z) ~ Q. En effet, si {x, y, z) est un 
point de cette seconde surface, i l est le pôle du plan xx -h yy zz — i 

et pour que ce plan soit tangent à la première surface, i l faut que x' =- -

A , y = - B , ^ ' - - C . 

2™̂  Lemme. La surface de l'onde lumineuse, au bout de l'unité de temps 

est polaire, par rapport à une sphère de rayon 1, de la surface qu'on ob-

tient en remplaçant, dans son équation, a \ b% â par ~ , /g, 

En effet soit M un point de l'ellipsoïde S a ^ ż1? - - 1, et OP la perpendi-

culaire abaissée du centre sur le plan tangent en M ; le plan polaire de M , 

perpendiculaire au plan de la figure, sera tangent en à Fellipsoïde 

S ~ — 1, qui est polaire de S a ^ x - = 1 par rapport à une sphère de 

rayon 1 ; et ce point m sera le pôle du plan tan-

gent en M ; donc OP prolongé passe en m, et 

OM prolongé est perpendiculaire à mp; Op ~ 

A- et OP — Un plan passant par OM et 

perpendiculaire à celui de la figure coupera, 

l'ellipsoïde S « ^ a? ̂  ~ 1 de manière que OM 

soit un des demi-axes de la section. Faisons 

tourner les plans tangents et leurs perpendicu-

laires de 90^ autour d'un axe mené par 0 per-

pendiculairement à la figure ; cela ne change 

rien aux relations entre les points et les plans 

qu'on a considérés. Ainsi les points m, p, M^ P 

viendront en R, V, r, v; le plan R V sera, d'après ce qu'on a vu, tangent à 

la surface de fonde, et le plan rv à une autre surface qui en dérive en rem-

plaçant l'ellipsoïde S a ^ ̂  " = 1, par fellipsoïde S —̂  = 1, c'est-à-dire en 

remplaçant a\b\c' par En donnant à M et par suite à R, V, etc., 

toutes les positions possibles, on voit que tous les plans tangents RV à la 



surface de l'oude contiennent les pôles R des plans tangents rv à l'autre 

surface, et réciproquement; donc ces deux surfaces sont polaires récipro-

ques. 

Maintenant remplaçons A, B, G psiv - x,-y,-z dans l'équation qui repré-

sente la surface de l'onde par ses plans tangents, et nous aurons l'équation 

de la surface polaire : S 0; en y mettant à la place de 

a\ b\ c^, nous aurons S, ou S 0, pour l'équation de 

la surface des ondes au bout de l'unité de temps. Il est facile d'en con-

clure que l'équation de la surface des ondes au bout d'un temps t, sera 

Dans le tome XVIII des Mémoires de l'Académie, Cauchy a donné une 

méthode différente de celle des Exercices mathématiques; mais elle a trop 

d'analogie avec celle que nous avons développée page 50, pour que nous 

la reproduisions ici. 

Enfin M. Lamé a modifié, quant à la forme, la marche que nous avons 

suivie à la page 50 (^), Si on appelle V et V" les deux racines de l'équation 

on aura : 

Y'^ Y"^ ; de ces deux égalités jointes à S Coŝ  / =̂  1, on tire : 

ce qui montre que a > Y' > h, et h > Y" > c. Ainsi /, m, n étant des fonc-

tions connues de Y et Y " on peut obtenir réc[uation de la surface enveloppe 

du plan S a; Cos / Y' t, en éliminant Y' et Y" entre S ^ Cos / = Y' t 

(̂ ) Théorie de l 'élasticité, page ż 4 3 . 



et ses dérivées: S S 0, ou à cause des différentielles 

logarithmiques de Cos' l, Cos' m, Cos 'n , qui donnent 

entre les équations : 

Or, ces trois équations sont vérifiées par les valeurs: 

en posant E " 

On s'en assure aisément par la substitution, en remarquant que 

cette dernière relation provenant de la soustraction des deux autres. Alors 

on a pour x, y, z les mêmes valeurs qu'à la page 51, et on pourra achever 

comme ci-dessus. 

NOUVELLE MÉTHODE. 

La méthode que je vais indiquer pour arriver à l'équation de la surface 

des ondes est une modification de celle de M. Plûker; c'est la plus rapide de 

toutes ; cependant, comme elle est fondée sur des considérations géomé-

triques, je ne l'ai pas jugée préférable à la méthode purement analytique de 

la page 51. 

On se rappelle que la surface d'élasticité S — 0 se construit en por-

tant normalement au plan de l'onde deux longueurs égales aux inverses des 

demi-axes de la section diamétrale faite par ce plan dans l'ellipsoïde 

Sa' x' = 1. 



Lemme. La surface des ondes au bout de l'unité de tempŝ  est polaire 

réciproque par rapport à une sphère de rayon 1, de la surface qu'on obtient 

en remplaçant dans son équation aV^^ P^Ď"~r p- ^- (Voir la démonstra-

tion à la page 57.) 

Gela posé, reportons-nous à la figure de la page 57. On peut passer de la 
surface (V) c'est-à-dire de la surface dont V est un des points, à la sur-
face (R) par f intermédiaire de la surface frj, polaire de (R) et qui doit se 

déduire de (V) en remplaçant dans son équation r par ~. Donc^ si l'on rem-

place dans l'équation de la surface d'élasticité (V)^ c'est-à-dire dans 

par on aura féquation de la surface des 

ondes; c'est donc en coordonnées polaires ou 

en coordonnées rectangulaires. 

DE LA DIRECTION DES VIBRATIONS. 

C'est maintenant, et avec les données que fournit notre seconde partie^ 
que nous pourrons faire ressortir ce qui distingue les différentes méthodes 
exposées dans la première partie. Lorsqu'on suit la marche de Fresnel^ on 
trouve que la direction des vibrations qui correspondent à un rayon vec-
teur de la surface des ondes est la projection de ce rayon vecteur sur le plan 
de fonde. En effet, V et V" étant les valeurs de V qui répondent à une di-
rection donnée (/, m, n) et a! (ù y', a!' /3" y" les valeurs correspondantes des 
angles ż6, /3, y qui fixent la direction de la vibration, on aura^ d'après ce 
qu'on a vu à la page 15 : 



d'où 

etc., 

en posant 

De même 

etc., 

en posant 

D'ailleurs en appelant x, y', z les coordonnées de l'extrémité du rayon 

vecteur de la surface des ondes qui aboutit au point de contact du plan tan-

gent S X Gos l — Y t, et xî', y\ z" celles de l'extrémité du rayon vecteur 

qui correspond au plan tangent S x Gos / — V" t. on aura, d'après la 

page 51 : 

etc., 

et 

etc. 

Donc 
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et de même S x" Gos a' =- 0; ainsi chacun des deux rayons vecteurs est 

perpendiculaire aux vibrations de l'autre, et par conséquent se projette sur 

le plan de l'onde suivant la direction de ses propres vibrations. En d'autres 

termes, les vibrations sont perpendiculaires au plan de polarisation. En 

effet si l'on considère un cristal à un axe, dans lequel la surface se décom-

pose en une sphère et un ellipsoïde de révolution, et qu'on coupe cette 

surface par un plan mené par l'axe, on obtient un cercle et une ellipse; 

menons à ces deux courbes deux tangentes parallèles et considérons les 

rayons vecteurs menés du centre aux deux points de contact; celui du 

cercle représente le rayon ordinaire, et celui de l'ellipse le rayon extraor-

dinaire; les vibrations de ce dernier seront, d'après ce qu'on vient de dé-

montrer, dirigées suivant la tangente à l'ellipse; donc celles du rayon ordi-

naire seront perpendiculaires au plan du cercle et de l'ellipse; mais ce 

plan est ce qu'on appelle le plan de polarisation du rayon ordinaire; ainsi 

dans chaque rayon les vibrations sont perpendiculaires au plan de polari-

sation. 

La méthode du second groupe (page 41) considérant les vibrations à la 

manière de Fresnel, arrive au même résultat. 

Dans les méthodes du premier groupe, le résultat est tout-à-fait différent. 

Suivons d'abord celle de Gauchy. Soient l ^^ les équations d'un rayon 

\ y ^ 

vecteur de la section faite par le plan de l'onde S x Gos / 0 dans la sur-

face S a' X - - (S X ou r'=:^Sa' Gos - O 5 en remplaçant Gos cp , Gos 

Gos TĴ  

par 

cette dernière équation devient : 

ou 



celle du plan de l'onde devient en remplaçant x et y pair p z ei q z : p Cos / 

-h ^ Gos m - f - Cos n =̂  0. Si on veut que p et q prennent les valeurs qui 

conviennent aux deux axes de la section, on aura par les conditions du 

maximum ou du minimum de r, que : 

et ( 

d'où 

De cette équation et de p Cos / ç Cos m ^ Cos n 0, on tire : 

valeurs qui, substituées dans donnent 

bien S , comme on l'a déjà démontré. Mais on tire de cette der-

nière équation : 

donc 

d'où et 

Donc les cosinus des angles que font avec les axes les directions de ces 

deux rayons delà section diamétrale seront, en reprenant V au lieu de r: 

pour l'un : 

ou 
ou 



et deux expressions analogues; pour l'autre: et deux expressions 

analogues. Ainsi la direction que Fresnel assigne dans le plan de l'onde à la 

vibration correspondant à V est simplement ici la direction de celui des 

rayons vecteurs de la section qui donne la valeur de V . 

Appelons l g, S- les angles que fait avec les axes une droite perpendicu-

laire à la normale à l'onde et à un des deux rayons vecteurs déterminés ci-

dessus, droite qui se confond par conséquent avec l'autre; on aura 

et 

d'où: 

et 

ou encore : , 

(2) 

équations qui déterminent «î̂ , g, si l'on y fait \ =^ Y, i, 3- représen-
teront la direction de celui des deux rayons vecteurs ci-dessus qui répond à 
V = V ', et réciproquement. 

Maintenant les angles a,, /3, y qui déterminent la direction des vibrations 
sont donnés par : 



d'où 

Cos A 

Cosy 

Cos)3 

Cos y 

On satisfait les mêmes équations en posant : 

car, en éga-

lant les deux valeurs de et chassant les dénominateurs, on obtient : 

ce qui est une identité, puis-

qu'en divisant tous les termes par - c ̂  Cos / Cos m, on retrouve l'équation 

du S'̂ ^ degré qui donne les trois valeurs de V 

Si nous remplaçons L, M, N par leurs valeurs approchées h ' 

etc., le multiplicateur de Cos a. devient 



ou 

ou : 

ou encore : 

ou enfin : 

En transformant de même les multiplicateurs de Gos /3 et Gos y, on aura : 

ou 



Comparant avec les équations (2) de la page précédente, on en tire i 

et de même 

Ainsi, les différences a' - b \ a ' -c' étant très petites. 

diffère peu de et de 

c'est-à-dire que la direction {a,, y) diffère très peu de la direction (^^ t, $•) 

pour la même valeur de V ; ainsi les vibrations répondant à V sont diri-

gées presque perpendiculairement au rayon vecteur de la section qui donne 

la valeur de V , ou parallèlement à celui qui donne V", et qui, d'après Fres-

nel, représentait la direction des vibrations répondant à Y". Il en résulte 

que les vibrations qui répondent à un rayon vecteur de la surface des on-

des lui sont perpendiculaires (̂ ). 
Si l'on suit la méthode de la page 39, la démonstration sera plus aisée. 

On a l'équation : 

qui donne : 

(1) Cauchy, Exercices mathématiques, V ; Newmann, dans les Annales de Poggendorf, X X V ' . 



ou : 

ou encore 

et deux équations analogues, d'où l'on tire : 

ou 

etc. 

Rapprochant ce résultat des valeurs de oc, y, z, x', y", z" données page 

51, on obtient: 

S x' Cos a! — 0, et de même S x" Cos et' = 0. Ainsi les vibrations sont 

perpendiculaires au rayon vecteur corespondant, ce qu'on voulait prouver Ç). 

On peut dire aussi que dans les méthodes du premier groupe, les vibra-

tions sont parallèles au plan de polarisation. 

RÉSUMÉ ET REMARQUES. 

Il n'entre pas dans notre plan d'étudier toutes les propriétés de la sur-

face des ondes; cela donnerait trop d'étendue à ce travail. Nous nous bor-

nerons à quelques rapprochements qui, à notre connaissance, n'ont pas été 

tous signalés, et qui sont utiles pour bien comprendre les relations entre 

les diverses surfaces dont i l a été question. Rassemblons d'abord les équa-

tions de ces surfaces; ce sont les suivantes, en supposant que la surface des 

(̂ ) Théorie de l'Elasticité des corps solides, pages 239 et seq. 



ondes est prise après l'unité de temps. La lettre qui accompagne chaque 

équation est celle du point appartenant à la surface dans la figure de la 

page 57. 

En coordonnées rectangulaires : 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

En coordonnées polaires (r, 0 , x , *4̂) 

(1) (2) 

(3) 
(4) 

(S) (6) 

(7) (8) 
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(M) 

(P) 

(V) 

(R) 

(m) 

(P) 

(v) 

(r) 

(M) 

(m) 

(p) 

( P ) 

(V) 

(v) 

(R) 

(r) 



(1) et (2) sont deux ellipsoïdes, (3) est la surface du â"^ degré dite d'élas-

ticité par Fresnel; (5) est la surface du 6̂  que nous avons appelée surface 

d'élasticité; (7) est la surface des ondes; (8) est la surface polaire de (7) par 

rapport à une sphère de rayon 1; (4) se déduit de (2) en remplaçant r par 

c'est-à-dire que deux points de ces deux surfaces pris en ligne droite avec 

le centre sont des points conjugués par rapport à une sphère de rayon 1; 

i l en est de même pour (6) par rapport à (7). On voit que les surfaces (2), 

(4), (6), (8) se déduisent respectivement de (1), (3), (5), (7) en remplaçant 

a, 6, c par | , I ; (3), (4), (8), (7) se déduisent de (1), (2), (5), (6) en 

remplaçant r par y ; et par conséquent (3), (4), (7), (8) se déduisent de 
1 1 1 1 

(2), (1), (5), (6) en remplaçant à la fois a, b, c par - ? - ' 77 ' "7 ' 

Si l'on cherche ce que représente, dans chaque équation en coordonnées 
polaires, le rayon vecteur r qui fait avec les axes des angles ^Î, %, on 
trouve facilement, en considérant la figure de la page 57 que : 

Dans (1) le rayon vecteur r aux angles O, est inverse de la vitesse 
de propagation correspondante aux vibrations suivant (0, 4') d'après 
Fresnel, correspondante aux vibrations perpendiculaires à la direction 
((p, X , et à celle de la propagation, d'après la méthode de Cauchy. 

Dans (5) le rayon vecteur r est égal à cette vitesse. 

Dans (5) le rayon vecteur r aux angles (p, 4̂  est égal à la vitesse de 

propagation suivant ((p, x, *4̂ )' 

Dans (8) r est inverse à celte vitesse. 

Dans (4) le rayon vecteur r aux angles cD, x, '4̂  est inverse du rayon vec-
teur de la surface des ondes qui correspond aux vibrations dirigées suivant 
(cp, Xj'^) d'après Fresnel, perpendiculairement d'après Cauchy. 

Dans (2) r est égal à ce rayon vecteur de la surface des ondes, que nous 

pouvons appeler rayon lumineux. 

Dans (7) r est égal au rayon lumineux dirigé suivant ((p, x, "4). 

Dans (B) r est inverse à ce rayon. 

On voit donc que les surfaces (2), (4), (6), (7) jouent par rapport aux 



rayons lumineux le même rôle respectivement que (3), (1), (8), (5) par 

rapport aux vitesses de propagation. 

Considérons les axes de nos huit surlaces. (2), (5), (5), (7) ont pour 

demi-axes a, b, e, savoir pour (2) et (3), a sur l'axe des ż17, b sur celui des y, 

c sur celui des z; pour (5) et (7) 6 et c sur l'axe des x, a et c sur celui des y, 

a et b sur celui des z. De même (1), (4), (6), (8) ont pour demi-axes i , 

savoir (1) et (4), i sur l'axe des x, etc., (6) et (8) y et - sur l'axe des x, etc. 
Cl ' ^ 0 C 

Les surlaces (1), (2), (3), (4) ont une seule nappe; (5), (6), (7), (8) en 

ont deux.' 

Cherchons ce que représentent dans les quatre surfaces à une nappe, les 

demi-axes d'une section diamétrale. 

Dans (1), ils sont inverses aux vitesses de propagation des ondes paral-

lèles à la section, comme on l'a démontré page 46. 

Dans (3) ils sont par conséquent égaux à ces vitesses. 

Dans (4) ils sont inverses aux rayons lumineux perpendiculaires à la 

section, car la surface (4) est pour ces rayons ce qu'est la surface (1) pour 

les vitesses de propagation; on pourrait d'ailleurs sans peine le démontrer 

directement. 

Dans (2) ils sont égaux à ces rayons lumineux. 

De là résultent les constructions suivantes pour les surfaces à deux 

nappes : 

La surface (5) se construit en prenant sur une droite quelconque menée 

à partir du centre deux longueurs inverses aux demi-axes de la section faite 

dans (1) par un plan perpendiculaire à cette droite, ou égales aux demi-

axes de la section faite dans (3). 

(8) se construit en prenant des longueurs inverses aux demi-axes de (3) 

ou égales à ceux de (1). 

(7) se construit en prenant des longueurs inverses aux demi-axes de (4) 

ou égales à ceux de (2) 

(6) se construit en prenant des longueurs inverses aux demi-axes de (2) 

ou égales à ceux de (4). 



On peut dire aussi que (4) est le lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées du centre sur les plans tangents à (1); i l en est de même de (5) 
par rapport à (2), de (6) par rapport à (8), de (5) par rapport à (7). G'est ce 
que montre évidemment la figure de la page 57. 

Réciproquement (1) est l'enveloppe des plans menés perpendiculairement 
aux extrémités des rayons vecteurs de (4); de même (2) par rapport à (5), etc. 

Enfin (1) et (2) sont deux surfaces polaires réciproques, de même que 
(7) et (8); les surfaces (1) et (o) sont telles que leurs points en ligne droite 
avec le centre sont conjugués, et il en est de même pour (2) et (4), pour 
(5) et (8), pour (6) et (7). 

Les sections principales de la surface des ondes (7) se composent chacune, 
comme on sait, d'un cercle et d'une efiipse; ces ellipses ne sont pas autre 
chose que les sections principales de (2) tournées de 90« dans leur plan. 

La surface (8) a été distinguée par plusieurs auteurs; c'est celle que 
Hamilton appelle of wawe slowness, et que Mac-GuUagh nomme surface des 
indices; en etfet O r (voir la figure) est l'indice de réfraction correspondant 
à l'onde plane RV, la vitesse dans le milieu extérieur étant 1; car cet indice 

vaut =^ Or. 

La manière dont les quatre surfaces à deux nappes se construisent au 

moyen des quatre surfaces à une nappe montre que les sections circulaires 

de ces dernières surfaces donneront dans les autres des points singuliers, 

c'est-à-dire des points appartenant à la fois aux deux nappes, et dans les-

quels il y a une infinité de plans tangents. Pour avoir les sections circu-

laires de l'eUipsoïde (1), coupons-le par la sphère 6' S.T^ — 1; les deux 

équations combinées donnent x'^ ( « ' - — z' (h^-c'-) = 0, ce qui revient à : 

les intersections sont donc situées dans deux plans, et sont par conséquent 

deux cercles; ils ont pour rayon y et leurs plans sont représentés par 



On ferait de même pour la surface (3) avec la sphère Sx^^ — b^; on trouve 

deux sections circulaires dans les mêmes plans que les précédentes et ayant 

pour rayon b. Les rayons vecteurs perpendiculaires à ces plans aboutiront 

dans les surfaces (5) et (8) à des points singuliers dont la distance au centre 

sera b pour (5), pour (8); ces rayons vecteurs sont dans le plan x z et ont 

pour équations 

On peut encore remarquer que les plans des sections circulaires de (1) et 

de (3) sont parallèles aux tangentes communes du cercle a?' s' = 6' et 

de l'ellipse x^ c' z^ ^ a' c\ sections de la surface des ondes par le 

plan xz\ en effet, ces tangentes ont pour équations 

On trouvera de même les sections circulaires de'(2), par la sphère 

^x^ = Ą et celles de (4) par la sphère 6=̂  S a?' = 1 ; ces sections sont 

dans les plans 

et ont pour rayon b dans (2), | dans (4). Les rayons vecteurs perpendicu-

laires à ces plans aboutiront dans les surfaces (7) et (6) à des points singu-

liers dont la distance au centre sera b pour (7), pour (6); ces rayons 

vecteurs sont dans le plan x z ont pour équations : 

ce sont les axes optiques. On voit d'ailleurs facilement qu'ils joignent les 

points communs au cercle a;' -h 2' = V et à l'ellipse a' x^ -f- — a ' c\ 



Aux points singuliers de (7) répondent dans (8) des plans singuliers dont 

ils sont les pôles, un plan singulier étant un plan tangent en une infinité 

de points d'une surface; et réciproquement, aux points singuliers de (8) 

répondent dans (7) des plans singuliers parallèles à 

ou ayant pour équations 

Les diamètres perpendiculaires à ces plans ont été souvent confondus à 

tort avec les axes optiques; M. Lamé les a très bien désignés sous le nom 

(Yaxes de réfraction conique; ce sont les directions dans lesquelles i l n'y a 

qu'une seule valeur pour la vitesse de propagation V, tandis que les axes 

optiques sont les directions dans lesquelles il n'y a qu'une seule valeur 

pour le rayon lumineux. 

Il n'a été question jusqu'ici que de surfaces polaires par rapport à une 

sphère de rayon 1; si on remplace cette sphère par l'ellipsoïde 

on trouvera que la surface de l'onde est alors à elle-même sa propre po-

laire réciproque; par conséquent à chacun de ses points correspond un de 

ses plans tangents et à chacun de ses points singuliers, un plan singulier. 

Mais, pour ces considérations, je ne puis que m'en référer à l'ouvrage de 

M. Lamé, qui les a traitées avec beaucoup d'élégance ('). 

(1) Théorie de l 'Elasticilé, pages '246 el seq. 

Vu el approuvé. 
Le 25 Avri l 1858, 

Le Doyen ^ 

M I L N E E D W A R D S . 

Permis d'imprimer. 

Le 28 Avri l I85S, 

Le Yice-Recieur, 

C A Y X . 



D E U X I È M E T H È S E . 

PROPOSITIONS 

DONNÉES P A R L A FACULTÉ. 

1" Intégrer les équations du mouvement elliptique d'une planète autour 

du soleil. 

2« Trouver les différentielles des éléments elliptiques d'une planète, 

dans le cas où elle est soumise à une force perturbatrice. 

3« Démontrer l'invariabilité des grands axes des orbites des planètes 

en ayant égard seulement à la l'^^ puissance de la force perturbatrice. 

Vu et approuvé : 

Le 26 avril 1858. 

Le Doyen, 

M I L N E E D W A Ď Î D S . 

Vu : 

Le 28 avril 1858. 

Le vice-Recteur, 

GAYX. 



ERRATA. 

Page 9, ligne 4, 

» 9. » 7, en remontant 

» 40, » 8, en remontant 

» 20, » 4, en remontant 

» 21 . » 2, en remontant 

» 25, » 3, 

» 25, » 11, 

.) 27. 2, 

» 28, » 9, en remontant 

» 29, » 7, en remontant 

» 30, » 3. 

» 30, » 7 et 8, 

» 30, » 9 en remontant, 

» 30, '> 8 en remontant, 

» 31, >» 8 

» 33, » 14 

» 34, » 10 

» 34, » 4 en remontant, 

» 36, lignes 5 à 8. 

¿ 3 8 , ligne 2, 

» 40, » 9, 

» 43, dernière ligne, 

» 45, ligne 5 , 

» 45, dernière ligne, 

» 55, ligne 12, 

» 66, » 7, 

au lieu de : es , 

t. y D — 
u 

t, » w 6 2 . C 

t, * A, B . C, D, E , F 

I, » Cos 2 ç 

dic 
dx 

» A , B , C , D , E , F 

' dr 

i, » - f 

t, » Cos 2 

• » (L 

» ) 2 

, » — 

» 8^ 

» Cos3/ 

» P ( 1 + 2 e - ^ 

e - * 

2 

' 2 

Mettez ces 4 lignes entre deux 

au lieu de : M R , 

G 

2 PQ 
R 

» M Cos 3 m) 

» l'équation 

V) 2 

lisez : et 

U 

» .u 6 2 C ' 

» m'p Cos 3 Ç 

dw 
' Ty 

d^w 

± 

» Cos 2 

» L ( 

» ) 
» + 
» ^2 
» Cos 2 / 

» P ( 1 + 2 e - * ) 

» e ~ 

2 
» —• 
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1 I 
lisez : M-R 

» C 

» H 
2 P Q 

» M Cos ^ m 

» dans l'équation 

» V 2 ) 


