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THESE DE MECANIQUE.

DE L’EQUATION DE LA SURFACE DES ONDES LUMINEUSES

DANS LES MILIEUX BIREFRINGENTS.

Ce travail a pour objet, ainsi que son titre 'indique, la suite des déduc-
tions par lesquelles on arrive & équation de la surface des ondes lumi-
neuses donnée pour la premiére fois par Fresnel. Je le divise en deux par-
ties : la premiére s'étend jusqu’a équation de la surface dite d’élasticit¢ par
plusieurs auteurs, dénomination que jadopterai, bien qu’elle eit été appli-
quée par Fresnel & une autre surface; dans cette premiére partie, I'état de
la science n’est, pour ainsi dire, que provisoire, et je me bornerai & exposer
les différentes méthodes qui ont été proposées, en y joignant les explications
nécessaires pour bien faire comprendre leurs différences et leurs rapports.
Dans la seconde partie, qui se réduit & un probléme de géométrie, je pourrai
exposer d’abord la marche qui me semble pouvoir étre adoptée; puis je
passerai en revue dans I'ordre chronologique les divers procédés qui ont
été employés pour parvenir au méme résultat, et je terminerai en exami-
nant quelques points spéciaux qui se rattachent a ce résultat.

Jaurai principalement en vue les phénoménes lumineux dans les cris-
taux biréfringents & deux axes, et je n’examinerai les corps monoréfringents
ou biréfringents a un axe que lorsqu’ils fourniront des données utiles pour
traiter le cas général. Je laisse également de coté tout ce qui tient & la dis-
persion, et je supposerai que la lumiére dont il s’agit est homogéne. Enfin
jemploierai fréquemment 4 I'exemple de M. Lamé, le signe S pour indiquer
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une somme de 3 termes qui jouent le méme role par rapport aux 3 axes;
ainsi S z? pour x? + y? + z%; S & Cos « pour x Cos « + y Cos B + z Cos y,
etc., tandis que le signe = sera réservé pour une somme de termes qui se
rapportent a diverses molécules.

PREMIERE PARTIE.

Pour arriver a connaitre la surface de I'onde produite par I'ébranlement
d’un seul point d’un corps biréfringent, il faut d’abord considérer des on-
des planes, comme celles que produit dans I'éther un point lumineux trés
éloigné, et chercher quelles seront dans le milien biréfringent qu'on consi-
dére, les vitesses de propagalion de ces ondes planes en fonction : 1° des
constantes qui dépendent de la constitution du milieu; 2° des quantités
qui fixent la position de I'onde par rapport & certaines lignes remarquables
de ce milieu. C’est cette recherche qui fait l'objet de notre premiére partie.
Nous commencerons par rappeler la méthode de Fresnel, que nous expo-
serons avec les perfectionnements qu’y ont apporté divers auteurs, et prin-
cipalement M. de Sénarmont; puis nous passerons aux méthodes que jap-
pellerai analytiques, parce qu’elles suivent la marche ordinaire des problé-
mes de mécanique,, en commencant par établir les équations différentielles
du mouvement; ces méthodes seront divisées en deux groupes.

1. Méthode de Fresnel '.

Le fait de 1a non-interférence de rayons polarisés a angle droit, et I'exis-
tence méme de la polarisation démontrent que les vibrations lumineuses

1 Voir pour cette méthode le mémoire de Fresnel dans le tome VII des Mémoires de 1’Académie
des sciences, le commentaire de M. de Sénarmont sur ce mémoire dans le 35° cahier du journal
de I'école polytechnique , le cours de physique de M. Lamé, teme II, et le cours d’optique auto-
graphié de M. Regnault au collége de France, 1841-1842.

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC - Cote : HF uf 166 6 6



WESINT S

sont transversales, c’est-a-dire s’exercent perpendiculairement 4 la direction
de propagation. Fresnel admet ensuite que les actions mutuelles des molé-
cules, inégales en intensité dans les diverses directions, varient de la méme
maniére avec la distance dans toutes les directions, et il déduit de la que
dans un mouvement par ondes planes, D'élasticité, ou force résultant d'un
déplacement d’une molécule égal & Tunité, force qui tend & la ramener a sa
position premiére, ne dépend que de la direction du déplacement et non de
la direction du plan des ondes. C'est cette hypothése, dont la base est con-
testable, qui constitue la principale différence entre la théorie de Fresnel et
celles que nous examinerons ensuite. Puis il suppose que, dans toute I'é-
tendue d’un cristal, Délasticité varie de la méme maniére en passant d’'une
direction a une autre. Enfin il démontre, par I'analogie avec le pendule et
avec les cordes vibrantes, que la vitesse de propagation des ondes planes
est proportionnelle  la racine carrée de I'élasticité, en se bornant au cas ou
la direction des vibrations et I'élasticité restent constantes en passant d’une
onde i une autre; autrement la loi ne serait plus vraie.

Soit une molécule d’éther M (x, y, z) écariée de sa position d’équilibre
dans une direction quelconque, d’'une quantité o trés petite par rapport aux
intervalles moléculaires. Ce déplacement troublant les actions mutuelles de
cette molécule et des molécules voisines, celles-ci seront sollicitées a se
mouvoir, et par suite les plus éloignées; I'ébranlement se communique -
donc de proche en proche. Pour que la direction du premier déplacement
soit conservée, lors de cette propagation, en tous sens autour du centre
d’ébranlement, il faut que la force élastique mise en jeu ait la méme
direction que le déplacement. Nous allons voir que cela ne peut avoir lieu
que pour trois directions rectangulaires du déplacement, directions qui
constituent ce qu'on appelle les axes d'élasticité au point M.

Lemme. La force élastique, engendrée par un déplacement & de M., est
la résultante de celles qu’engendreraient les déplacements u, v, w, projec-
tions de ¢ sur les axes coordonnés qui sont rectangulaires, mais d’ailleurs
quelconques. En effet soit M' une molécule voisine de M; 2’ y' 5’ ses coor-
données dans I'état d’équilibre; ¢ = MM = V' (&'-2) 2+ (y-y)* + (5™-3)*
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et [ (¢) laction de M' sur M; dans I'équilibre les composantes de cette ac-
tion sont :

Pl T payicth e
g 4 ¢
et 'on a
s f(e) f::.’{:: 0, etc.,
g

le signe = se rapprochant aux diverses molécules telles que M'. Aprés le
déplacement o de M, les composantes de I'action de M' sur M deviendront :

FOT 4 r@ZE (@t Fotge)

fle) (x'-x) de doe A0
02 dz l dy Pt dzw> \? :
oun

[OZ— @ (0wt Lo 4 2 w)

[l (&) 22 Y-y i 0
i ¢? (Pu+e—v+9w)—————-u

et deux autres expressions analogues; les composantes de la résultante de

toutes les actions exercées sur M seront donc, en ayant égard aux équations
de I'équilibre :

X = -

(@) (y-y) (2 @) (5-3)
.2 v + w]

92

p LB Eolyy) | )] ) 5 M0
¢ ¢ p? ¢

s AR NI ce qu’on peut écrire :
X=Au+4+Dov + Ew

(1) Y=Du+Bov+ Fuw
Z=Eu+Fo+Cuw
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en posant: A == [f Ee) g (9)](_””_'3)_2

/ 2

;S AL U (9\] by)?® 576
1 ]

¢

c=z[l—p ] _

1
e

— s [l (z-z) (y-y)
=3 [ ]_e___
E=> [f_e(")_ — (e)] (w'-ze) gz'.z)
F=z[f—p ] W:_yl.gz:z)

Or si T'on fait v es w nuls, X se réduit & A u; A u est donc la composante
suivant l'axe des x de la force élastique excitée par un déplacement u de M;
Do, Ew, etc., ont une signification analogue; donc les valeurs (1) justifient

le lemme énoncé.

Théoréme. Existence des 3 axes d’élasticité. Les valeurs (1) donnent :

XQ+Y2+Z2=u2(A2+D2+EQ)+ vQ(Di +BQ+F2)+
w?(E* 4+ F* 4 C% + 2uv (AD+BD+EF)+..... =K!¢®

en appelant K le rapport de la force élastique au déplacement; car, pour
des déplacements trés petits, les forces peuvent étre regardées comme pro-
portionnelles & ces déplacements. Soient d’ailleurs A, ., v les angles de la
force avec les axes coordonnés, et «, 8, ¥ ceux du déplacement; d’out

X Y 7
= — T e ) P —
Cos A i Cos T Cos v =

w v w
—_— ) —_ ) —_—2
Cos @ = ~» Cos B =~ Cosy=—

Ke
donc
K Cos A = %—::7—(%‘—_— A Cos a—l—D COSaH—E Cosa—
A Cos a+D Cos B + E Cos v,
et de méme

K Cos p = D Cos « + B Cos 8 + F Cos y;
K Cos v == E Cos & + F Cos 8 + C Cos .

Donc pour que

a=ALB=pry=1
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il faut et il suffit que
K Cos « = A Cos « + D Cos 8 + E Cos y,
K Cos B =D Cos « +~ B Cos 8 + F Cos v,

K Cos ¢y = E Cos & + F Cos 8 + C Cos v,

ou
(A-K) Cos @ +~ D Cos 3 —~ E Cos y = 0

D Cos 2 + (B-K) Cos B+ F Cos ¥y = 0
E Cos 2 + F Cos B8 + (CG-K) Cosy = 0

Or ces trois équations sont identiques & celles qui servent & déterminer
les axes de la surface du second degré

Az®*-+-By*+ Cz® +2qu—+—2sz+2Fyz+...._O

K dépendant des longueurs des axes. Comme A, B, C ne sont jamais nuls,
cette surface est toujours douée de centre.

Supposant, comme nous lavons dit, que les axes d’élasticité, dont on
vient de démontrer P'existence pour le point M, ont la méme direction dans
tous les points du corps, prenons des axes coordonnés qui leur soient pa-
ralléles; alors D, E, F seront nuls, et Au, Bv, Cw seront les forces élasti-
ques excitées suivant chaque axe par des déplacements u, v, w paralléles A
ces axes. Appelons a, b, ¢ les vitesses de propagation qui correspondent aux
déplacements suivant les axes des «, y, z; les forces élastiques étant propor-
tionnelles aux carrés de ces vitesses, nous pouvons poser

A=ua’ B=pb’ . C=pc’

On suppose @ > b > ¢, c'est-a-dire que I'axe des x est I'axe de plus
grande élasticité.

Les composantes de la force élastique K & développée par un déplace-
ment o faisant avec les axes des angles «, 38, y, sont K ¢ Cos A = X =
Au=pa’c Cosa, puisp b®cCosBetpc®a Cosy
dot Ke=po¥ a*Cos*a+ b Cos*B +¢* Cos®

ouK?=p?(@*Cos*a+b*Cos*B + c¢* Cos*y).
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Désignons le radical ci-dessus par H; Pangle ¢ de la force avec le dépla-
cement sera donné par :

a? Cos? oc+bgCos?B+cg(‘os y

}1, = Cos ¢.

Si on décompose la force K + en deux autres, 'une K ¢ Cos ¢ suivant la
ligne M G du déplacement et l'autre K & Sin ¢ suivant une ligne M S nor-
male 3 M G, le mouvement se propagera en tous sens autour de M G, mais
ce west que dans le sens de propagation M S que la direction primitive du
déplacement sera conservée. La vitesse V de cette propagation normale,
qui est alors proportionnelle a la racine carrée de la force, sera donnée par

Ke Cose =poV?

K Cos ¢
m

dou V* = =a®Cos*a—+b*Cos’B + ¢* Cos .

Cette équation, en prenant V pour le rayon vecteur aux angles «, 8, v,
represente la surface dite d’élasticité par Fresnel.

Ce qui a été démontré pour le mouvement d’une seule molécule pourra
sappliquer A laction que recoit une molécule fixe de la part du milieu
environnant qui se déplace, ce qui méne au cas des ondes planes.

Considérons donc des ondes planes qni se propagent dans un milien
indéfini, et pour cela supposons que toutes les molécules d’éther situées
dans un plan P passant par origine O des coordonnées, soient écartées a
la fois de leurs positions d’équilibre d’une quantité < et parallelement &
une méme direction située dans ce plan, comme si le plan glissait tout
d’une piéce; le mouvement qui en résultera sera différent suivant la posi-
tion du plan:

10 Si ce plan est perpendiculaire & un axe, comme O, et que le glisse-
ment soit paralléle & un autre axe Oy, la force élastique développée sera
paralléle & Oy et le mouvement se propagera suivant O « avec la vitesse b.
Donc des ondes lumineuses planes, normales & un des trois axes d’élasti-
cité, et polarisées suivant un plan perpendiculaire 4 un des autres axes, se
propagent sans se décomposer, en conservant leur plan de polarisation.
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2¢ Si le plan P est perpendiculaire 4 Oz et que le glissement fasse dans
le plan y 0 z un angle ¢ avec 0 z, le mouvement qui aura lieu sera la ré-
sultante de deux mouvements partiels dus 'un au glissement o Cosi paral-
léle & O z lautre & « Sini paralléle & O y. Ainsi une onde plane lumineuse
normale & un des axes d’élasticité et polarisée suivant un plan quelconque
se décomposera en deux ondes polarisées a angle droit et qui se propagent
dans une méme direction avec des vitesses différentes.

3° Si le plan P est quelconque et a pour équation & Cos ! + y Cos m —+
z Cos n = 0, [, m, n étant les angles de sa normale avec les axes, nous al-
lons prouver que parmi toutes les directions de o (angles « B, %.) il y en a
deux rectangulaires et seulement deux telles que leur direction et celle de
la force élastique développée soient dans un méme plan normal & P. En
effet les angles de la force avec les axes étant A, w, » on aura en exprimant
que la force, la normale au plan et le déplacement sont trois droites per-
pendiculaires & une méme droite aux angles @, %, ¢ :

Cos A Cos @ + Cos p Cos x + Cos v Cos 4 = 0
ou a®Cosa Cos©@ + b° Cos B Cos y +c¢*Cosy Cosyy =o

puis : Cos @ Cos @ + Cos B8 Cos x + Cos ¥ Cos y = o
Cos ! Cos @ + Cos m Cos x -+ Cosn Cos ¢ = o

Or, ces équations sont par rapport & Cos @, Cos x, Cos ¢, quantités a
éliminer, ce que sont par rapport & d Cos «, d Cos 3, d Cos y les suivantes :

a®*CosadCosa—+0b*CosBdCosB+ c®CosydCosy=o0
CosadCosa+ CosBdCosB—+ CosydCosy=o0
CosldCosa+ CosmdCos B+ CosndCosy=o0
qui expriment que la direction (=, 3, y) est celle des axes de la section faite
dans l’ellipso'ide%: a®Cos®a + b*Cos®B + c¢* Cos’ y par le plan P.

Donc toute onde plane lumineuse paralléle & P et polarisée suivant un plan
normal & une de ces deux directions se propagera suivant la normale 4 P
en conservant son plan de polarisation, tandis qu'une onde plane lumi-
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neuse paralléle & P et polarisée suivant un plan quelconque donnera lieu a
deux systémes d’ondes planes polarisées & angle droit, qui se propageront
suivant la méme direction avec des vitesses différentes données par

V:=a?Cos?a+b*Cos*PB + c*Cos’y,

et qui cesseront d’étre paralléles au sortir du cristal, si la surface d’émer-
gence est oblique & celle des ondes, de maniére que la différence des vi-
tesses entraine une différence de réfraction.

Pour avoir la valeur des vitesses en fonction de a® b°, ¢?, I, m, n, élimi-
nons @, x, ¥ entre les trois équations de la page 12. Pour cela ajoutons-
les en les multipliant respectivement par A, B, 1; nous aurons :

Cos!+~ B+ Aa’)Cosa=0,

Cosm + (B—+ Ab*) CosB=0,

Cosn + (B—+ Ac?) Cosy=0.
Ajoutons ces trois derniéres multipliées par

Cos a, Cos 8. Cos y;

il viendra

B—*—AVa:O;
donc
L~ A T =0,

Cos m
ve_pe A Cos B = 0,
Cos m
‘79_—0-2'—— A COS Y — 0,
d’ou1 lon tire :

Cos?1 {. Cos?m + Cos?n
VQ_QQ V2_b2 Vﬂ_cﬂ_— ’

ou
2
S '—COS ! = 0.

V2.2
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C’est la surface représentée par cette équation lorsqu’on regarde V comme
le rayon vecteur aux angles /, m, n que nous appellerons surface d élasticité,

La théorie de Fresnel s’applique indifféremment a la supposition qui at-
tribue la propagation de la lumiére & I’éther seul, ou & celle qui y fait par-
ticiper les molécules du milieu lui-méme.

——eere—

II. Méthodes analytiques.

PREMIER GROUPE.

Meéthode de Cauchy (1).

Equations différentielles du mouvement. Soit une molécule d’éther M (z,y, z)
de masse m, écartée de sa position d’équilibre dans une direction quelcon-
que d’une quantité ¢ trés petite par rapport aux intervalles moléculaires et
dont les projections sur 3 axes rectangulaires sont u, v, w, fonctions de
x, y, z. Soit M' une molécule voisine de M; «' y' z' ses coordonnées dans
I'état d’équilibre et m' sa masse; soit o = MM' = V" [77=z) 2+ () + (-4 %
Supposons l'attraction ou répulsion mutuelle de M et M' représentée par
mm' [ (¢); la résultante des actions exercées sur M aura pour projections
sur les axes, dans I'état d’équilibre :

mZim'?f(e%-

et deux expressions semblables, = se rapportant aux diverses molécules
telles que M', + indiquant lattraction et — la répulsion. Aprés le dépla—
cement, les coordonnées de M seront

z+u, y+o, z+w, celles de M': &' +u', y +v, 5

(}) Exercices mathématiques, tomes IIL, IV et V.
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PERE | R
et 'on aura

- ' du ’ du ' du ' dgu !
(B) ¥ =ug @@+ (YY) + 3 (F5) + 5 g (@) e

la distance MM’ deviendra ¢ A ¢,
et on aura
(e+ap)=( +u-z-u)+(y+v-y-0)'+(F +w-z2-w)*
=t 2 (@ -2) () - (f ~9) (- + (-0 (W -w) ]+
(W -u)® + (V-0)* + (w'-w)?,

d’ou1 on tire :

Ap= ﬂeﬁ (u'-u) =+ y_?g (v'-v) + ZTE (w'-w) +

les projections de la résultante deviendront

¢ X Hw-a-u

ms+m ——
F o+ Ae

[ (e + 4 p) et deux expressions semblables;

nous les désignerons par m X, m Y, m Z, de sorte que X, Y, Z seront les
projections de la force accélératrice qui sollicite M et qui est due aux ac-
tions des autres molécules.

Si u, v, w sont infiniment petits du 1¢ ordre et qu'on néglige ceux du
second, on aura :

Ap= gaj (' -u) + y—;ﬂ (v'-v) + fze;z (w'-w)

et
fletap) o <1 _A_e>f(e)+Aef’(e] :fﬂ+5ﬁ~9f{.°)~f(9)
0 ¢

e+ Ag ¢ p 0
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d’our
X=zxm [ Z27() + 2 (xg) LHTH | vy )]

ou en remplacant A o par sa valeur :

X=z+m [ 227+ 527 @) + (Z2) @) V-0

(x w) (y y) (W-v) . f(e) <fv w> (’ Z> (w w)ef(e f(e]

12

et deux expressions semblables pour Y et Z.

Si on suppose que f (o) n’est sensible que pour de trés petites valeurs
de o ou de o'-x, y'~y, z-z, on pourra, dans les valeurs (3), négliger les
puissances de x'-x, y'-y, z-z supérieures au carré, de sorle que X, Y, Z
deviendront des fonctions linéaires de

du, du .. du, P .,
T dy dx? dy®

Posons pour abréger

Tlef @©—[f@l=1()

et désignons par &, 7, { les angles que fait, avec les axes, la droite MM’ dans
’état d’équilibre, de sorte que

TP = Cos¥, ¥ = Cosy, ; = Cos ¢;

on aura :

X:z-_i:m'(]osgf(é’)‘l‘g—:zim'cosgf((’) gh

% o+ m Cosufe) + %E T m Cos{f(o) +
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du

- = m Cos*£f (o) + Zl—,g = m' Cos* £ Cos n.f (¢) +

Z—ZZm'COSZECOSIf@) + %zm’COSQECOSﬂf@)'P

%Zm Cos £ Cos * 4 f (o) + —-zm Cos & Cos 4 Cos £ f (¢) +

C71;—;2112’ Cos 22 Cos {f (o) + %zm'COSECOSnCOS§f(e) +

%fzm Cos £ Cos ® £ f (o) -I-—— s+ "0 Cos*Ef (o) +

Z—':Zgzi—n%'eCOSan(e) 1 %bgzi”—;?COSggf(@ T

2 it 2+ 5 Cosn Cos /() + 2 gz 35 Cos ECosLf (o) +

d

2 P ™ Cos & Cos 1 [ () + G = 5 Cos ££ () +

’%: ™? Cos® £ Cos® 1 f (o) + d 22 ¥ Cos*ECos* {f () +

5 ™2 Cos ECosnf(e)‘*‘ =75 Cos®n CosE£ (s) +

&%

%927-’;—'9 Cos £ Cosn Cos®*Zf (o) + %ﬁ’gz’l’}cgsf‘z(]os {f @)+

%}92-@ Cos® 7 Cos & Cos{f (o) + %2271? Cos£ Cos®Cf (o) + -
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p) a2 . ‘ g
201—}%‘; =% Cos* £ Cosn Cos £ () + 2= ™% Cos*£ Cos £ £ (o) +

d?u m'e 5 d m'e 4 .
g TU_ .. Wy @Y o
2dy = Cos g(]osnf(g)-l-...dyalzz2 Cos * 9 Cos & Cos ¢ £ (o) +

d?

2 ol dzdz

=5 Cos* £ Cosn CosLf (o) + 220 5™ Cos* £ Cos *n £ (5) +

dde

d2w a2 o ] 2
dyc?lL meCOSﬁC.oSn Cos* {f(e) + zdx:;z m!’COS £ Cos*Ef ) +

c)di;‘; "i2‘.’ Cos * & Cos 4 Cos ¢ f (o)

et deux expressions semblables pour Y et Z.

Les équations de I'équilibre annulent les 4 premiers termes de la valeur
de X; admettons de plus que, dans Pétat primitif, les molécules M,M’
sont deux & deux de masses égales et symétriquement placées par rapport
a M; alors les = de degré impair par rapport i ensemble des trois cosinus
seront nulles. Ainsi on pourra écrire :

M%+L%Q+Rd“z+(gdg' \ 2
A\ ;‘y’; W vl v o2 ‘“" e

2(U%+\V‘%+W%+V’ddz+Ud%+
R dZ;y W dydz +Qda:dz e Udﬁ;
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R | R

Y=d P 8% 02 1202  9g 2

dx? dy? dz? dydz dzdy =

d% Ay . dPu n d?u d?
9 s i — Mo ek
28 gy ~ W v W+ Wi+ Ron+

2 2
MO, + P USE U LE + U 5+

dy 2 dz ? dx 2

. ) d?u d?u , A% . d?
. (V dydz +1 dxdz + R dxdy el dydz Ng dxdz i

d? d?w Pw Pw
n ] !
W dxdy +P dydz + W dodz dydm)

dPw d?w d?w dPw d
= _— s o RTTE S HP %
Z o dx? + & dy? ik dz? 29 dydz 2 dxdz

Pw d?u . n a®
28zdzdy--I__Vdaci’—‘“v Y dz? wa9+

d* 2 2w d*w d*w

d*v
! + q e
U % dy? +U' G+ Qs de2 dz?

du d?u du d?v A2

2(W b i L U way ™ P

d% n dPw n dw . d2w >
U —_—
v dxdy +U dydz o X dpdz + W dwdy

en posant pour abréger :

A=+ Cos?tf() H=z+5" COS 1f(e) © =3z 15 Cos® f(e)
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@:zi”—?COSqCOSCf(e) & =x4"fCostCosZf(s) §=z+52CostCosxf(o)
L=3™ Cos* Ef(e) M=z Cos*nf(e) N=zx"2Cos*¢f(e)

P=3"Cos"1Cos*f(s) Q=3"4Cos*¢Cos'¢f(s) R=="4 Cos*£Cos*1f(s)
U= PGOSQECOSncosff(e) V=x"! COSSECOSU(Q) W=3x"Cos*£Cosnf(e)
Pess g’Cos 1CosZf (o) V'=s"Cos*Cos£Cos{f(e) W'= ”“COS 1Cos &f (o)
U" =3¢ Cos’{Cosnf(e) V'=="2Cos’¢Costf(s) W' =="¢Cos*¢CosiCosnf(s)

En supposant qu’il n’y ait pas de force extérieure agissant sur les molé-
cules, les équations du mouvement seront donc :

Pu _ , dPu Pu
W'_AW_'_B CW dydz d dz dxdy L dmg
, d?o o d?v d?w , du n 2w
Rdyg_'—de?_'_W W WHZE"‘_VEE@'!‘deﬂ“’V g
d?u dPu A , d d%
(4) = ( i dydz i dwdz + W oo dxdy . dydz +U Twaz

d?v n dPw 2w d2w
R dzdy +W dydz +Q dxdz + U dady )
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¥ K d%
e = " dr
>w d?w

379209(%2—{—.... (1>
Ces équations peuvent se mettre sur la forme connue :

wip =4 Ty T iz

@~4T3 (!& d_Tl7
qr T dw dy  da

YA T dz " dy = ds

» 6tant la densité du systéme de molécules dans I'état d’équilibre et N, T;.....
les composantes suivant les axes de la pression exereée sur un élément-plan
perpendiculaire & un de ces axes. Mais quelques développements sont né-
cessaires pour bien comprendre quelles relations ont ces composantes avec
les quantités considérées jusqu’ici.

Des pressions ou tensions. Nous avons vu que les composantes de I'action
exercée sur la molécule M dans Détat de repos, par toutes les autres
molécules du milien sont m = + m' Cos & f (), m = =m' Cos 4 [ (o),
m =+ m' Cos ¢ f (o). Si on en déduit les composantes de la pression exercée
en M sur un élément-plan perpendiculaire 4 I'axe des x, puis  celui des y et
a celui des z, composantes que nous appellerons A, F,E—F, B,D —E,D,C,
on trouve avec Cauchy (Mémoire sur la pression ou tension dans un systéme
de points matériels, Exerc. Math. III) que : .

A=2s+mCos’sf(e) B=5=+mpCossf()) C=5 5 51 Cos® é‘f(g)
D=5 +moCosnCoslf(e) E=3=tm'¢CostCoslf(e) F=5=+m'¢CostCosnf(c)

(1) On arrive aux mémes équations en considérant deux systemes de molécules qui se pénétrent
’un étant le fluide éthéré et autre les molécules mémes du corps, et en supposant ces derniores in-
férieures en nombre, mais douées de masses bien supérieures & celles des molécules de I'éther.

(Voir Cauchy.. Mém. de I'Acad. des sciences , XXII.)
ik
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De sa démonstration résulte donc que la composante suivant 'axe des x
de la pression exercée sur un élément-plan perpendiculaire aux x se déduit
de la composante suivant 'axe des x de I'action exercée sur M, en rempla-
cant m par la densité », divisant par 2 et multipliant sous le signe = par
o Gos &; les autres composantes se forment d’une maniére analogue.

Passons & I'état de mouvement, dans lequel la densité ne sera plus
mais «'. Les composantes de P'action exercée sur M, divisées par m sont
alors :

, T Fu-x u

X=z+m R [ (e+Ae)
ce qui devient, comme nous I'avons vu :
X=x+mCostf() + 2s+m Goséf(g)+%zjm' Cos 7 f () +

%Eim' COS{f(e)-!—z;Em' Cos"éf@—f—%‘zm' Cos * & Cos 1 £(¢) +

G = Cos* £ CosZf(§) + o = m' Cos*E Cosnf(p)+ =i CosE Cos*nf(e)+

j;’ = m' Cos & Cos # Cos ¢ f (o) + %” = m' Cos® & Cos { f (o) +

% >m COSECOS”QOSé‘f((’) sz %zm' CosECOSﬂff(e) ik

@
dx

d?u 9 dPu

L dydz +26 dzdz

d*u d®u
2—|—85’od72+ 29

dPu d?u d?u d*u d®
) F = il = Bl s
N dxdy+Ldar2+Rdy9+de2+de9+

1w d2w
dz 2

d? o U2 d*w a2
W’d—;2+VV VLY @%+v 4
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dPu Pu d?

Q(Udydz + ¥ ok +Wd:cdy +V dydz e T
P K P N
R g dwdy Rk dydz +4 dedz dzdy )

et deux expressions analogues. De méme les composantes de la pression,
que nous appelons N,, T;, T,, — T;, N,, T,, — T;, Ty, N;, seront, d’aprés
A D,..:

N, =5zt (e+a9) <@+—f‘|_fe—u> f (e+2¢) =

w' A=l
o & -'-m(-
[N ¢

%) [(@-a) + 2 (@2) W) [ )+ aef ()] =
TEtmpCos®if(e) +5ztmaeCos zof (0)-f()]+
w =+ mpf(e) Cos & (“——;u), ou, en développant :

No=2A(1+28% )+2i@r PR (RS

c oy du ’ dv v~ dw ' dv dw
o LT+ R@’+QQE+QU(§+@)+

w’V(%‘; )—f— o W du dv) puis :

duw W' d o' d . du
TsziF<1+27)+2;d7“B+2:d?“E+wWd—w_l_

’ d r /
QW'—3+NW'”’W P(
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f du dw ' ¢y /do dw 2 & 1
@ U (d_z— = (E) —+ o V <% = d—y'>, et ainsi de suite.

On voit par 12 que N, se déduit de X en multipliant par &', divisant par 2
tous les termes, sauf le 2¢, le 3¢ et le 4¢ de X, et multipliant sous chaque
somme par ¢ Cos &, pourvu qu’ensuite on suppose nulles toutes les sommes
de degré impair par rapport i I'ensemble des trois cosinus. De méme T, se
déduit de X en multipliant par ¢ Cos #, etc. Ainsi la méme loi de dérivation
qui a été démontrée pour I'état de repos, sapplique & I’état de mouvement.

Dans sa Théorie de I Elasticité des corps solides, page 35, M. Lamé trouve

la forme des quantités N,, T;..., mais sans donner les valeurs des coéfficients
du du

de —, —...
dx’ dy

valeurs que nous leur assignons. En effet, d’aprés la régle indiquée il faut,

.; or 1l est facile de s’assurer que ces coéfficients ont bien les

pour avoir N, par exemple, multiplier = + m' +_ul_ Aa; 4 [f (o) +aof (9]

par ¢ Cos £ sous le signe =, en multipliant aussi par 5; mais M. Lamé,

supposant nulle 'action mutuelle de deux molécules dans I’état de repos,

f (o) disparait et + ' (o) peut se remplacer par—> ()

on peut réduire _:Z =47 7 ou Cos £ et on aura Ni =%=m Cos®*2f(e) A

; alors A o étant facteur,

o ody o odw | crdy dw
OUNq—wwL%'ﬂ—&)Rdy—}—‘dez—}—wU(t—iz_l_-d—y->+

w W <dy dw>

valeur qui coincide avec celle qui a été donnée plus haut, puisque la sup-
position qui annule f (¢), fait disparaitre A, B, C, D, E, F.

Si on veut exprimer les pressions au moyen de la densité primitive », on
remarque que

w'V(dw du)

dr iz

@
w = g T dv_ dw (Cauchy, mémoire cité) ou w'=uw { { 1
T tar T dy

do_do_do)
de™ dy~ dz
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Donc on aura
du dv dw du o duw ot
N=A(1+3— @—%)+.d—y1«.2dzla,

du dw (lv dw "\
wL + R —+— Q v g U( 'd—)

wV(d du>+wvv<d2/ )

Ainsi lorsque A, B, C, D, E, F sont nuls, on peut indifféremment metire
w ou w dans N,, Ts....

Prenant pour N, cette derniére valeur, moins les termes en A, F, E, et
pour T, T,... les valeurs analogues, et les substituant dans les équations

on verra qu’elles reproduisent les équations (4) de la page 20, dans les-
quelles on supposerait nuls A, B, C, D, E, F qui disparaissent avec [ (¢);
¢’était ce que nous voulions montrer.

Il résulte aussi de ce qui précéde, que les coéfficients désignés par
M. Lamé (endroit cité) par A;,B,, C..... correspondent & ceux que nous avons
appelés, d’aprés Cauchy, L, M, N, P..... suivant le tableau ci-aprés, lors-
qu’on suppose nul f (¢), et par conséquent &, &, 6, D, &, § :

T T W A, =0 R Asth
B4:wR BZZMM B3:—T&)P
Ci = w:() Cs =00 P Ci = a N
Dh=w»U D, = o IV D o== 0 U
E, =« ¥ Es =« V By = & ¥
FL=ao W Fi= o W' Fy = o W'
oty = 1 dg = 0 V d; = 0 W
B = U B, = w V By = w W
T, = w U" Ty — w V' T3 = o W'
A = o P & = W' Ay == @ ¥V
b = o W’ b = w0 Q &G = U
§ = w V R 1] § = o R
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a-d

Ainsi les 36 coéfficients introduits par M. Lamé doivent étre réduits a 15,
indépendamment méme des considérations développées, pages 227 et sui-
vantes de la Théorie de I Elasticité. ;

Intégration des équations; vitesses des ondes planes. Aprés cette digression
revenons aux équations (4) de la page 20. Pour les simplifier, considérons
un plan mené par la position primitive de M, et dont la normale fasse avec
les axes des angles [, m, n; I’équation de ce plan sera « Cos | + y Cos m —+
z Cos n = r. Supposons que les déplacements et les vitesses initiales soient
les mémes pour toutes les molécules de ce plan, et que, pour les autres
molécules, les déplacements et les vitesses initiales ne soient fonctions que
de leur distance r & ce plan; alors les valeurs de u, v, w aprés un temps
quelconque ne seront fonctions que de r et ¢. On aura donc

du

du __ du dr  du
dy

de ~ dr do — dr

du _ dPu
de® ~ dr?

d et
Cos [, = EZ Cos m, .... Cos® (,.....

Supposons d’ailleurs que les sommes &, &, ¢, D, &, § L, M, N, P... soient
constantes, c’est-a-dire conservent les mémes valeurs en tout point du mi-
lieu, et posons pour abréger : .
§ =@ 4+ L)Cos* I+ (B + R) Cos*m —+ (¢ -+ Q) Cos*n +
2 (®—+ U) Cosm Cosn~+ 2 (& + V) Cos I Cos n —+ 2 (5 + W) Cos [ Cos m.
A= (& = R) Cos* L+ (% + M) Cos” m + (6 +P) Cos*n +
2(® + U") Cos m Cos n+ 2 (&—+ V") Cos [ Cos n + 2 (F 4+ W) Cos  Cos m
W= (X4 Q) Cos* !+ (% +P) Cos*m + (6 + N) Cos*n —+
2 (D+TU") Cosm Cosn + 2 (& + V") Cos ! Cos n + 2 (F+W") Cos I Cos m.
§=1U Cos* !+ U Cos*m + U" Cos*n + 2P Cosm Cos n +-
2 W' Cos { Cos n -+ 2 V' Cos ! Cos m.

9 =VCos?l+V Cos*m—+ V"' Cos*n—+ 2W" Cosm Cos n—+
2 Q Cos ! Cos n + 2 U Cos I Cos m.

KN=WCos?l+ W Cos?m—+ W' Cos*n—+ 2V Cosm Cos n —+
2U Cos I Cosn—+ 2R Cos ! Cos m.
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Les équations du mouvement se réduiront 4 :

Py Pu d?v d?w  dP d?u d?w
B MM afieely D=0+ A8,
dgw - d?u & div i dg_w
T dfr9 -+ 9 Cdr?

L’intégration générale de ces équations a été donnée par Cauchy (comp-
tes rendus, VIII), par M. Blanchet (Journal de Liouville, V) et par M. New-
mann (Annales de Poggendorf, XXV); mais elle est inutile au but que nous
poursuivons; bornons-nous donc & poser avec Cauchy :

u = A Cos (kr-ht+=) ©v= B Cos (kr-hi—+=) w == G Cos (kr-ht + =),

k étant égal A27etha il , | étant la longueur d’ondulation et T la durée

d’une v1bratlon, de cette maniére le mouvement que nous considérons aura
les caractéres de la polarisation rectiligne, avec une vitesse de propagation

l

h . . r »
S La substitution de ces valeurs de u, v, w dans les équations

du mouvement donne :
(6) (&-s)A+8B+2C=0, SA—+ (M-s")B4+8C=0, QA 4-85B~+(%-s)C=0

En éliminant A, B, C qui ne peuvent étre nuls tous trois, on obtient I'é-
quation en s* :

(7)) (85) (Most) (Bous?) = BY(8-s7) = 2 (Mos?) - B (o-s®) 4 262 & = 0.

qui donne pour s* 5 valeurs et par conséquent pour s six valeurs égales
deux & deux avec des signes contraires. D’ailleurs A, B, C étant proportion-
nels aux cosinus des angles «, 8, ¥ que fait avec les axes la direction de la
vibration, on a :

(3-5*) Cos 2 + H Cos B+ 2 Cos y =0
(6 a) $ Cos a + (d-s*) Cos B+ 8 Cosy =0
9 Cos &+ % Cos B+ (Ve-s*) Cosy = 0.
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Ces 3 équations, jointes & Cos* @ + Cos* B + Cos ® 9 = 1 déterminent
a, 3, y pour chaque valeur de s.

On voit que les 3 directions ainsi obtenues pour la vibration sont celles
des axes de la surface $x* + dy® + % 2° +28yz + 20z +
28 zy =1 el que les 3 valeurs de s * sont les inverses des carrés des demi-
axes de cette surface, si toutefois c’est un ellipsoide, ce qui aura toujours
lieu, comme le démontre Cauchy (Ex. math. V), lorsque 9, &, §, U, V, W,
V'..... étant nuls, &, &, © sont positifs ou nuls, et L, M, N, P, Q, R posiltifs.
Or on verra bientdt que nous nous bornons aux cas ot ces conditions sont
remplies.

Si on pose T = u Cos « + v Cos B ~+ w Cos y, de sorte que T soit le
déplacement méme de la molécule vibrante, les équations du mouvement
multipliées par Cos « Cos B, Cos ¥ et ajoutées, donnent

d%r 2 di,)r o . r
a2 — 8 53 d'ou, en intégrant,

r == fo (r-s0) +2f0 4 s +/t fi (r-st) +Qf1 (r -+ st) d, fo (r)

et fi (r) élant les valeurs initiales du déplacement r et de la vitesse %

Si on suppose que ces deux fonctions de r fussent nulles pour toute valeur
de r, sauf r = o, on en conclura que 1 est nul pour toute valeur de r, sauf
r=tst, et comme s a six valeurs différentes, il en résulte qu’un mouvement
excité originairement dans un plan donne naissance A six ondes planes
qui se propagent avec des vitesses généralement inégales, trois en avant,
et trois en arriére. Avant de voir comment on peut, parmi les trois ondes
propagées du méme cdté, retrouver les deux ondes qui appartiennent aux
phénomeénes lumineux, il convient d’examiner de plus prés les coéfficients
constants qui entrent dans I'équation (7).

Considérations sur les coéfficients. Supposons que, dans I'état d’équilibre,
les molécules soient disposées symétriquement par rapport & 3 plans rec-
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tangulaires qu’on prend pour plans coordonnés; les quantités D, &, §, U, V,

W, U'.... qui contiennent des puissances impaires de Cos ¢, Cos # ou Cos¢

seront nulles, et le milieu aura ce quon appelle 5 axes d’élasticité. Ces

axes ont alors, par rapport & ensemble des molécules, une propriété ana-

logue a celle par laquelle on les définissait dans la méthode de Fresnel re-

lativement & une seule molécule, c’est que toute vibration dirigée suivant .
un de ces axes et se propageant suivant un des deux autres, donne lieu a

une force dirigée suivant ce méme axe. En effet, supposons, par exemple,

que le mouvement ait lieu parallélement & I'axe des x et se propage suivant

Paxe des z; alors v et w sont nuls et » ne dépend que de z; on a donc

d?u,
B 2 i o B O =

Nous supposerons & l'avenir que 9, &, §, U, V.... sont nuls. Quant aux
autres coéfficients, examinons d’abord les conditions qui se réalisent dans
les milieux monoréfringents, ou biréfringents & un axe.

Dans un milieu monoréfringent, le seul fait qu’on puisse échanger les
3 axes entre eux, c’est-2-dire les angles &, », {I'un contre I'autre, exige que
A==, L=M=N, P =Q = R. Puis, comme on peut remplacer
les axes par des axes rectangulaires quelconques, c’est-d-dire Cos £ par
Cos & Cos a, + Cos 5 Cos 3, + Cos { Cos ¢, Cos 4 par Cos £ Cos a , —+
Cos » Cos 3, + Cos ¢ Cos ¢ 5, Cos { par Cos & Cos a5 -+ Cos # Cos B, —+
Cos £ Cos ¥3, a1, Bis Y1y 2y By Ve, a3, B3, ¥ étant les angles que font
avec les axes primitifs 3 droites rectangulaires quelconques, il viendra
L = =™ (Cos £ Cos a, =+ Cos 1 Cos B, + Cos { Cos )" £ (¢) =L (Cos* « ,
~+ Cos*B,+ Cos*y,) +6R (Cos*B,Cos*y, + Cos*a, Cos®y, +
Cos®*a, Cos,B,),ou

L({1-Cos*a,-Cos*B,-Cos’y,) =6R (Cos’B, Cos’y; +....);
or le multiplicateur de L vaut (Cos* @, + Cos * B8, + Cos * ¢ ,)?® -
Cos*a,-Cos*B,-Cos*y,ou2(Cos®B, Cos®y, + ....); I'égalité se
réduit donc A L =3 R.

De méme R = = 7%—9 (Cos & Cos & + Cos 4 Cos B, + Cos £ Cos 5 ) *

(Cos & Cosey +...) f(e) =R (Cos*B, Cos®*y, + Cos*B, Cos*y, +
5
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Cos® y, Cos® ay + Cos®y, Cos® o + Cos® e, Cos® B, + Cos®a, Cos® B,) +
4 R (Cos 3, Cos B, Cos v, Cos y, + Cos y, Cos y, Cos a, Cos @, + Cos «,
Cos «, Cos B, Cos B,) + (L Cos®a, Cos®a, + Cos*B, Cos®B,+
Cos® v, Cos® y;) ou R (1 - Cos?® B, Cos®y, - Cos* B, Cos*y, - Cos? y,
Cop Y. g g =1 oloiles = 4 R (Cos B, Cos B, Cos y, Cos ys + ....) -+
L (Cos® @, Cos® a, + ....); or le multiplicateur de R dans le 1°* membre
vaut (Cos* @, + Cos* B, + Cos*y,)? (Cos® ay + Cos® B, +
Cos * y,) E_Cos* By Ot g e o0l Gost w - Cost wy = Cos X8,
Cos*® B, + Cos*® y, Cos*® o,; on a donc (R-L) (Cos* «, Cos * &, +
Cos® B, Cos’ B, + Cos® y, Cos®y,) = 4 R (Cos B, Cos 3, Cos y, Cos y, -+
Cos y, Cos y, Cos «, Cos a, + Cos «, Cos , Cos B, Cos 8,) et comme le
multiplicateur de R-L est égal & - 2 (Cos B, Cos B, Cos ¥, Cos y, + ....)
cela se réduit A R-L =-2 R ou L = 3 R. '

Dans les milieux biréfringents & un axe, que nous supposerons celui des
z, on a d’abord X = &, L =M, P = Q; puis comme les axes des x et des
y sont arbitraires dans le plan des xy, on peut remplacer Cos & par Cos ¢
Cos «, + Cos 7 Cos B, et Cos 4 par Cos & Cos , + Cos » Cos 3,; =, 34,
900 et a,, B,, 90° étant les angles que font avec les axes deux droites rec-
tangulaires quelconques du plan xy.

On a donc L :E"%'E(COSECOSa&i—f-COSn CosB,)'f(e) = L (Cos* oy +

Cos*B,)+6RCos*a, Cos®* B,, ou L (1 -Cos*a,-Cos*B,)=
6 R Cos* 2, Cos* 3,; mais le multiplicateur de L vaut (Cos ? 2, +
Cos2B,)*-Cos"a,-Cos*B,ou?2Cos*a, Cos*3,; donc L=3 R. De

méme R = = 2% (Cos & Cos @, + Cos 7 Cos B ) * (Cos & Cos a, - Cos 4

CosB,)*f(e) =L (Cos* a, Cosza,+ Cos* B, Cos*B*) + R (Cos* «,
Cos*B,+ Cos*a, Cos*B,)+ 4R Cos «, Cos 2, Cos B, Cos 3, ou :
R(1-Cos*a, Cos* B, - Cos*a, Cos* 3,) = L (Cos*a, Cos?a, +
Cos* B, Cos” B,) + 4R Cos«, Cosa, Cos B, Cos 8; mais le multipli-
cateur de R dans le 1¢* membre vaut (Cos* «;, + Cos* 8,) (Cos? &, +
Cos* B,) - Cos*a, Cos” B, - Cos*a, Cos* B, ouCos?a, Cos®a,+
Cos* (3, Cos* 3, ou-2 (Cos «, Cos «, Cos B, Cos 3,); on a donc encore
L'=3h,
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Cherchons maintenant quelles relations on peut établir dans un milieu
biréfringent & deux axes entre L, M, N, P, Q, R. Nous pouvons supposer
nuls &, &, ¢, car on a déja vu que &, &, ¢, D, &, § sont nuls lorsque les
pressions s'évanouissent dans I'état d’équilibre du systéme de molécules.
L’équation (7) se réduit ainsi en mettant pour g, d, %, 8,2 & leurs va-
leurs, a:

(L Cos2l+RCos*m + Q Cos*n-s*) (R Cos*l—+ MCos”*m —+
P Cos*n-s?) (QCos®l+ P.Cos®m + N Cos*n-s%).

8 -4 P2Cos*m Cos*n (L Cos*l~+ R Cos*>m—+ QCos*n-~s?)
~4Q2Cos*1Cos*n (RCos* !+ MCos*m —+ P Cos*n-s7).

-4 R*Cos*1Cos*m (Q Cos* !+ P Cos*m + N Cos*n-s*) +
16P QR Cos*lCos*m Cos*n =0.

Faisons Cos [ = 0 pour avoir des ondes planes paralléles a I'axe des z,
ou, pour emprunter le langage de P'optique, des rayons incidents contenus

dans le plan z y; équation devient alors un produit de deux facteurs et
donne :

9) s* =R Cos*m + Q Cos* n.

(10) (M Cos*m +P Cos*n—s*) (P Cos*m + N CGos*n —s?)
— 4 P2Cos*m Cos*n =0. ;

Or Texpérience apprend que quand les deux rayons réfractés sont dans
le plan z y (section principale) I'un a une vitesse constante quelle que soit
sa direction dans cette section. De plus, lorsque le milieu est monoréfrin-
gent, c’est-d-dire que L=M=N=3 P=3 Q=3 R, et que l'onde plane est
perpendiculaire & 'axe des z, ¢’est-d-dire que Cos m = 0 Cos n =1, I'é-
quation (9) donne s* = Q, et (10) : s* = Q, s> = 5 Q; donc les deux valeurs
de s répondant aux rayons lumineux observés sont celle de (9) et une de
celles de (10). Or (9) ne donnant pas pour s une valeur constante quels
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que soient m et n, il faut qu'une des valeurs de s tirées de (10) remplisse
cette condition. Mais (10) peut s’écrire :
[(M—P) Cos* m —+ P (Cos*m + Cos* n) — s?]
f(N—P) Cos*n + P (Cos*m + Cos* n) — s?]
— 4 P*Cos?*m Cos*n =20

ou

[P(Cos®*m + Cos*n) —s*] [MCos®*m + NCos*n—s?]+

[M—P) (N—P)—4P*]Cos*m Cos®n =0,

et si 'on suppose

(M—P)(N—P)=4P?,

elle se décompose en deux facteurs qui donnent :

1 s*=DP.

(12) s*=M Cos*m + N Cos*n,

de sorte qu’on a bien pour s une valeur indépendante de m et de n.

En raisonnant de méme pour l'axe des y et celui des z, on voit qu’il
faut admettre les 5 conditions :

(13) (M—P)(N—P)=4P"
(N—Q) (L—Q)=4Q" -
(L—R)(M—R)=4R"

La direction des vibrations est donnée pour chaque valeur de s * par les
équations (6 a) de la page 27 ou
(LCos*l—+ R Cos®*m + Q Cos*n —s*®) Cose + 2R Cos ! Cos m Cos 3
14) +2Q Cos ! Cosn Cosy =0
2R Cos ! Cosm Cos & + (R Cos®*! +~ M Cos*m + P Cos*n - s*) Cos 8
=+ 2P Cos m Cos n Cos y =0 «

2 () Cos ! Cos n Cos & + 2 P Cos m Cos n Cos B +
(QCos*l+PCos*m—+NCos*n—s?Cosy=0
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Si on y fait Cos ! = 0 et qu'on mette pour s * la valeur (11) ou (12), la
premiére de ces équations donne Cos = = 0; ainsi pour ces deux valeurs
de s 1a vibration est dans le plan y z; donc pour la valeur de s donné par (9)
(rayon extraordinaire) la vibration est perpendiculaire au plan y z. Ce qui,
pour le dire en passant, démontre, dans ce cas particulier, la perpendicu-
larité des vibrations sur les rayons.

Des relations (15) on peut en déduire d’autres lorsque le milieu ne dif-
fére pas beaucoup des corps monoréfringents, ce qui est le cas pour tous
les cristaux connus. A cet effet, posons :

(15) M—P=2Pe¥ N_—_Q=2Qe¢* L—R=2ReY,
d’oui T'on tire par (13) :
16) N—P=2Pe-¥ L—Q=2Qe-¢ M—R=2R®"".
(17) DoncM =P(1+2e¥), N=Q(1+2e%, L=R(1+2e9),

N=P1+2e-H L=QU@ +2e-% M=R 1 +2e-9).

Dans les milieux monoréfringents, 3, ¢, ¢ sont nuls; supposons-les seu-
lement infiniment petits du 1°r ordre, et nous verrons d’abord que leur
somme sera nulle en ne négligeant que des infiniment petits du 3¢ ordre.
En effet

LMN=PQR (1 +2e%) (1 +2e¢ (1 +2e9) =
g POQR(1+2e-9) (1 -2e-¢ (1 4-2¢ - 9)
ou :
lg(l +2e9) +1lg(1+2e% +1lg(142e9) =
lg(l +2e-%) 4 lgd+2e-9+ g1 +2e-9
ou
lg(3+29+3")+1lg(B3+2e+¢°)+1lg(B+25+47%) =
lg3—23+8°)+1lgB—2e+¢’)+1g(53—20+ 4%

ou
1g3+1g(1+“j92)+1g3+19(1+2“3“2)+....
=193 +1g(1 =22+ ...
" 29 32 e g? 29 32
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c’est-a—dire
25 (-9—i—e+é‘)—l—$ (&2+e9+~3ﬂ)=—§ (9—|—s+§)+%(&2+e2+32)
d,0ﬁ9+e+é\:o.

Cela posé, les égalités (15) donneront (M-P) (N-Q) (L-R) = 8 PQR et
les égalités (16) donneront (N-P) (L-Q) (M-R) = 8 PQR; de la on tire la
nouvelle relation :

(18) (L-Q) (M-R) (N-P) + (L-R) (M-P) (N-Q) = 16 PQR.
On peut encore tirer des formules (17)

M 14+2% 3428 L%

- 2

N 1+2-¢ 3—2% 3

en négligeant les infiniment petits du second ordre :
donec M-N = & 9 N.
De méme N—L = é e Let L—M :éJ\M.

Puis on tire de la 3° et la 5¢ des formules (17) :

R 14 2e-¢ 3—2¢
Q  142e° 3428

1 : gy =4 >
== —g(‘é—f—)—— '+‘3 y
prisque & + ¢ + {=0; doncR—Q:%&Q; demémeP-R:%eR,

et Q-P = 3— d P; ainsi les différences M-N, N-L, L-M, R-Q, P-R, Q-P

sont du méme ordre que 3, ¢, . On tire de 1a 3 = g %9— ou g =— % EPQa
en négligeant la quantité du second ordre > 5 %) ((2 9. ; de méme ¢ = ;—%P—‘
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%B. Deliondéduitque L=R(1+2e 303 P)

O] o

ou
(19) L=3 (Q + R-P), de méme M =35 (P+R-Q), N=5 (P + Q-R)

Ces relations, qui existent approximativement dans tous les milieux,
nous serviront dans la suite. On peut les metire encore sous une autre
forme. En effet

—+

L=5@Q+R—P)=Q+R—P+2(Q+R—P—%)

20R = 2 (P—R] (Q—P) |, 2QR
5 = Q R—P —+ P —- P ’

ou, en négligeant les infiniment petits du second ordre :

(20) . L=Q+R—Pp 8L

DemémeM:.P—!—R—-Q_;_.Qg_R;N—_—P_,_Q._R_._Q_%Q.

Enfin les équations (19) peuvent aussi s’écrire comme suit :

@1) L+M=6R, L-+N=6Q M+N=6P.

Réduction au second deqré de Uéquation aux vilesses des ondes planes. En
supposant nuls les coéfficients &, &, ¢, o, &, §, U, V, W, U'....,
I'équation qui donne les valeurs de s?, se réduit, comme nous l'avons vu,
a équation (8) de la page 51. Remplagons L. Cos*!+R Cos*m—~+Q Cos*n-s*
par L Cos* ! + M Cos *m + N Cos *n - s* - (M-R) Cos * m - (N-Q) Cos *n,
R Cos*l + MCos’m +— PCos*n—s*par LCos*l + M Cos *m —+
N Cos*n—s?®— (L—R) Cos * | — (N—P) Cos*n, Q Cos* ! + P Cos* m —+
N Cos*n-s*parLCos*{-+M Cos*m—+ N Cos*n-s*-(L-Q) Cos*[-(M-P) Cos *m,
et développons parrapport aux puissancede L Cos® [+ M Cos*m —+ N Cos*n-s*.
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On aura :

(LCos®l+MCos’m—+NCos’n-s*)*— (LCos*l+ M Cos®m —+
NCos*n—s*)*[2L—Q —R)Cos* !+ (2M—P —R) Cos®m +
2N—P—Q)Cos*n]+ (LCos*l—+ MCos*m—+ N Cos*n—s?)
[(L-Q) (L-R) Cos * I + (M-P) (M-R) Cos* m —+ (N-P) (N-Q) Cos *n +
[(M-R) (N-P) + (M-P) (N-Q) + (M-P) (N-P) - 4 P ¢] Cos* m Cos * n +
[(L-R) (N-Q) + (L-Q) (N-P) + (L-Q) (N-Q) -4 Q*] Cos*I Cos * n +
[(L-R) (M-P) + (L-Q) (M-R) + (L-R) (M-R) - 4 R*] Cos® [ Cos®m +
[16 PQR - (L-Q) (N-P) (M-R) - (L-R) (M-P) (N-Q)] Cos* Cos®m Cos® n —+
(L-Q) [4 R* - (L-R) (M-R)] Cos * [ Cos * m + (L-R) [4 Q *- (L-Q) (N-Q)]
Cos*lCos*n + (M-P)[4R*-(L-R) (M-R)] Cos* m Cos*® ! + (M-R)
[4P®-(M-P)(N-P)] Cos*m Cos*n —+ (N-P)[4Q*-(L-Q) (N-Q)]
Cos*n Cos* !+ (N-Q) [4P* - (M-P) (N-P)] Cos* n Cos* m = 0.

Les relations (13) et (18) font disparaitre les termes indépendants de
(L Cos®l~+ M Cos*m =+ N Cos *n - s*) et réduisent I'équation A :
(L Cos®* !+ M Cos®*m + NCos*n-s%) {(L Cos®l + M Cos®m —+
N Cos *n-s?)*- (L Cos*! + M Cos *m + N Cos * n-s*) [ (2 L-Q-R) Cos * I +
(2M-P-R) Cos* m + (2N-P-Q) Cos* n] + (L-Q) (L-R) Cos * [ +
(M-P) (M-R) Cos*m -+ (N-P) (N-Q) Cos*n + (M-R) (N-P) Cos® m Cos * n ~+
(M-P) (N-Q) Cos * m Cos * n + (L-R) (N-Q) Cos * I Cos * n -+ (L-Q) (N-P)
Cos*l Cos® n + (L-R) (M-P) Cos*{ Cos*m - (L-Q) (M-R) Cos*®! Cos*m} = 0.
Elle se partage ainsi en deux équations dont I'une est
(22) s*=LCos*l +~MCos*m + N Cos® n

et Pautre se réduit a :

QRCos*'l+PRCos*m +PQCos*n + R (P4 Q) Cos?l Cos*® m —+
Q (P+R)Cos* 1 Cos*n+ P (Q-+R) Cos* m Cos*n-s* [(Q+R) Cos* I +
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(P—+R) Cos®*m + (P+Q) Cos* n| + s* = 0, ou encore, le terme indé-
pendant de s* étant le produit de Cos® [ + Cos*m —+ Cos*n par QR Cos*{ +
PR Cos®*m +~ PQ Cos*n,as'-s’[(Q+R) Cos* !+ (P+R) Cos*m +
(P+Q)Cos*n] +QRCos*! +~PR Cos*m +PQ Cos*n = 0.

Cette équation peut s’écrire

Cos?1 Cos?m Cos2n N Cos? /[
(23) P o R e Sy ColLs S+5=0,

et elle parait de méme forme que I'éqjuation de Fresnel
~ Cos ? |
Svege =0

Si en effet on cherche la direction des vibrations qui correspondent a la
valeur (22) de s* les équations (14) deviennent alors :

[(R-M) Cos*m + (Q-N) Cos® n] Cos e +

2R Cos! Cosm Cos B +~ 2Q Cos! Cosn Cosy =0
2R Cos! Cosm Cose + [(R-L) Cos®l +
(P-N) Cos*n] Cos B + 2P Cosm Cosn Cosy == 0
2Q Cos! Cosn Cos o+ 2P Cosm Cosn Cos 3 —+
[(Q-L) Cos®* I+ (P-M) Cos* m] Cosy = 0

ou .

Cosm [2R Cos! Cos @ — (M-R) Cosm Cos a] +
Cosn [2Q Cos! Cosy — (N-Q) Cosn Cos 2] = 0
Cos ! [2R Cosm Cos « — (L-R) Cos ! Cos B] +
Cosn [2P Cosm Cosy — (N-P) Cosn Cos B] =0
Cos I [2Q Cosn Cos a — (L-Q) Cos ! Cos y] -+

Cosm [2P Cosn Cos B— (M-P) Cosm Cos y] =0
6
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qu'on satisfera en posant d’aprés les conditions (15) :

Cosa _ Cos! 2R _ Cos! L-R
CosB~ Cosm M-R ™~ Cosm 2R
Cosa  Cos!  2Q Cos [ L-Q

Cosy = Cosn NQ Cosn 20

Cos8 _ Cosm 2P _ Cosm  M-P
Cosy  Cosn N-P 7 Cosn 2 P

Cela peul aussi s’écrire d’aprés (15) et (16) :

Cosae _ Cosl! § Cosa Cosl -¢ Cosg __ Cosm A 3

=

—_ — e = = ) —_ =
Cos 8 Cos m Cos » Cos m Cos » Cos n

Comme d; ¢, 3 sont nuls dans les milieux monoréfringents, et trés-petits
dans tous les milieux connus, on aura dans les premiers exactement et
dans les autres trés-approximativement : Cos « : Cos [ = Cos B: Cos m =
Cos ¥ : Cos n, d’ott Cos « = Cos [, Cos 8 = Cos m, Cos y = Cos n, ce qui
indique une vibration dirigée perpendiculairement au plan de Ponde. Done
les vibrations correspondant aux deux valeurs de s°® données par (23) se-
ront A trés-peu prés contenues dans le plan de 'onde, d’ou résulte que c’est
bien cette équation qui donne les deux valeurs de s * répondant aux rayons
lumineux observés.

Mais il ne faudrait pas croire que cette équation (23) se déduise de celle
de Fresnel, en remplacant respectivement a*, b°, ¢ * par P, Q, R; la signi-
fication de P, par exemple, n’est pas la méme que celle de ¢ *. En effet a *
représentait dans Fresnel le carré de la vitesse de propagation d’ondes per-
pendiculaires a Paxe des y ou & l'axe des z et effectuant leurs vibrations pa-
rallélement aux x, A = . a® étant la force élastique qui produit ces vibra-
tions; au contraire P est dans la méthode de Cauchy le carré de la vitesse
de propagation d’ondes perpendiculaires & P'axe des y et vibrant suivant
I'axe des z, ou d’ondes perpendiculaires & I'axe des z et vibrant suivant 'axe
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des y, car pour Cos [ = 0, Cos m = 0, Cos n = 1 T'équation (23) donne

— P, s* = (, et si l'on fait Cosn =1, s* = P dans les équations (14)
on trouve Cos 8 = 1, Cos » = 0, Cos ¥ = 0. Cette différence provient de
ce que les deux théories placent différemment les vibrations par rapport
au plan de polarisation, comme nous Pexpliquerons plus loin en détail.
On sait par I'expérience que les ondes planes, qui ont pour plan de polari-
sation un méme plan coordonné, ont la méme vitesse de propagation. Or,
dans Fresnel, qui suppose les vibrations perpendiculaires au plan de pola-
risation, il faut, par exemple, qu'une onde plane perpendiculaire & l'axe
des y et vibrant suivant axe des x ait la méme vitesse de propagation (a)
quune onde plane perpendiculaire aux z et vibrant suivant les x, puis-
qu’elles ont toutes deux le plan zy pour plan de polarisation. Dans la mé-
thode de Cauchy, ou les vibrations sont supposées paralléles au plan de
polarisation, il faut, par exemple, qu'une onde plane perpendiculaire aux
z et vibrant suivant les x ait la méme vitesse de propagation (" Q) qu'une
onde plane perpendiculaire aux « et vibrant suivant les z, puisqu’elles ont
le méme plan de polarisation zz. '

Autre méthode.

On peut employer, pour passer des équations différentielles du mouve-
ment 4 P'équation de la surface d’élasticité, une méthode plus rapide qui
m’est suggérée par les travaux de M. Lamé ('). Supposons que le milieu
soit peu éloigné d’étre monoréfringent, et qu'on se borne & chercher les
vibrations contenueq dans le plan de 'onde. En faisant nuls les coéfficients
&, H, 6, D, &, §, U, V... les équations du mouvement deviennent :

duﬂ,L

d?v
o P
dt? dr? i R dz/ i Q dz‘3 _R dxd + 2 Q dzdz

(i) Théorie de I'Elasticité, page 234.
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et deux équations de méme forme; et comme on peut remplacer sans
erreur sensible L par 3 Q ou 3R, M par 5P ou 5 R, etc., on aura

2. 2 2, 2 ! A2 p) 2, 2
du_L(du+dv+dw>+R{du dv)+Q(du dw>

di® dz? dzdy dxdz Ey—g ~ dzdy dz2 ~ drdz
ou
du do d?u v ‘dPu d?w \
e g R (z.zg;‘ S e e g
en posant
_du b do
Far iesdguits gl e

Prenons maintenant comme ci-dessus u — A Cos (kr-ht + ), v = B Cos
(kr-ht + w), w = G Cos (kr-ht + p); A, B, G étant proportionnels aux
cosinus des angles de la vibration avec les axes, on devra avoir A Cos [ -+
B Cos m + C Cos n =0, et comme r = x Cos | + y Cos m <+ 5 Cos n,
les valeurs de u, v, w annulent =, et en les substituant dans les équations
différentielles, on a :

(R Cos®*m -+ Q Cos*n-s*) A-R Cos! Cosm B - Q Cos! Cosn C =0
~R Cos ! Cosm A+ (PCos®n—+RCos*l-s*) B-P Cosm Cosn C =0
? -QCoslCosnA-PCosmCosnB ~+ (QCos*l+PCos*m-s*)C =0

L’élimination de A, B, C entre ces équations donne :

(RCos*m + QCos’n-s*)(PCos*n—+ RCos*l-s%(QCos?l—+
P Cos*m~-s®)-P*Cos*mCos*n (R Cos*m —+ Q Cos*n-s?) -
Q*Cos*lCos’n (PCos®n—+ RCos*l-s*)-R* Cos*m Cos*! (Q Cos?l +
P Cos’m-s%)-2PQR Cos* [ Cos*m Cos*n =0, ou en changeant les
signes:s°-s*[(Q+R)Cos* !+ (P~+R)Cos*m —+ (P~ Q) Cos?®n]
~+ s*[QR Cos* !+ PR Cos*m —+ PQ Cos*n + R (P+Q) Cos* ! Cos*m +
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Q(P—+R)Cos?*lCos*n—+ P (Q—+R)Cos®m Cos®n] = 0, les termes
indépendants de s * se détruisant. Le coéfficient de s * est le produit de
Cos?*l —+ Cos*m -+ Cos*n par QR Cos®* ! + PR Cos®*m + PQ Cos® n;
on a donc en divisant tous les termes par s*: s*-s*[ (Q + R) Cos* [ +
(P+R)Cos*m —+ (P+Q) Cos*®n] + QR Cos*! -+ PR Cos * m +
PQ Cos®*n == 0,

ou

Cos 21

——— = 0, comme ci-dessus.
s2-Pp

SECOND GROUPE ().

Je comprends sous ce titre les méthodes dans lesquelles, en partant des
équations différentielles, on arrive & un résullat identique a celui de Fresnel
pour la surface d’élasticité. Telle est la méthode que Cauchy a employée
dans le vol. XVIII des Mémoires de 'Académie, et que je vais développer.
On commence comme dans la premiére méthode de Cauchy, et on arrive
aux équations (6) page 27; on suppose nuls ®, &, §, U, V.... mais non
&, &, ©, de sorte qu’on a :

=R+ L)Cos®l + (H+R)Cos*m + (¢ Q) Cos*n
& = 2 P Cos m Cos n

N = (K +R)Cos* !+ (% + M) Cos*m + (¢ +P) Cos* n
9 —2Q Cos!Cosn

Yo = (X+Q)Cos*l+ (& + P)Cos?*m + (¢ +N) Cos’n
f = 2 R Cos ! Cos m

(1) Je n’emploie pas d’autre désignation, parce qu’il faudrait une phrase entiére pour indiquer
en quoi ces deux groupes different 'un de I'autre.
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Faisons maintenant

a8 . . K8 89
Q%:S_ 5 ,%_—m\‘\——@_—’g:%%—_@\—’

et les équations 6 deviendront :
, A B C ' o Al kR
(sg—(@&)A-:_Qoﬁ’\(‘%?—t-—gﬁ—ﬁ) (82-%)B—6’\€>’<—g§—+§+§>

A B C
(sq—%S)C—%S’S?l(@ §+ﬁ>
d’ou 'on tire :

na 86 ga
§-G) | AR | B(seS)

L,

ou, en remplacant §, 2, & par leurs valeurs :

2QR Cos?! 2 RP Cos?m 2PQ Cos?n
% = —
Po-q) Qe W ¢ Bes
ou encore '
Cos [ \2 Cos m\? Cos n\?* 1
. p>‘*‘< Q>+<R>“‘QPQB;
$2-Q s2-%6 s?-8

voild 'équation aux vitesses des ondes planes. Pour la réduire & une équa-

tion qui donne approximativement les deux valeurs de s * répondant aux

rayons lumineux observés, remarquons que, dans un milieu monoréfrin-

gent, on aurait

d’ott

€ =92PCos’*l+P+&k N-=2PCos*m—+P—+d& %=2PCos’n+ P+
G=P+d WH=P+d §=P+ &

et, dans ce cas, les deux valeurs de s*, que nous voulons obtenir, se rédui-
raient 2 P - &; on peut donc admettre, si le milieu ne différe pas beaucoup
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d’'un milieu monoréfringent, que P, Q, R différent peu I'un de Pautre, de
méme que ¢, %, §,s*; donc les trois fractions du 1¢* membre de 1’équa-
tion ci-dessus, ont de trés-petits dénominateurs; elles sont donc tres-

1 ! AN
grandes par rapport au second membre 7pgR quon pourra négliger sans

erreur sensible; on a donc I'équation du second degré en s* :

(=Y () 5 o

§2- Q% §2 - % s?-8
ou, approximativement

Cos 21 Cos2m Cos2n —0
32_(&5—’(“ 32_%"*" Py ot

Si dans cette équation on fait Cos n = 1, on aura s =G =%+ Q
pour les vibrations paralléles & I'axe des z, car les équations (6) de la page
97 donnent alors B = 0, C = 0 d’ou Cos B'—,-:- 0, Cosy =0, Cos & =1,
et s? = % = © + P pour les vibrations paralléles aux y; de méme en fai-
sant Cos m = 1, on trouve s * = S+ Rets®=® -+ P, etc.; or si on
admet avec Fresnel que la vitesse de propagation est la méme lorsque les
vibrations sont dirigées suivant la méme droite, on doit avoir Q + & =
R+® R+d=P+ &P+ &= Q-+ & On voit par la que la suppo-
sition qui annule &, &, ©, entraine avec elle Padoption d’une hypothése
contraire a celle de Fresnel sur les vibrations, & moins que P= Q= R;
c’est-a-dire que le milieu soit monoréfringent.

. Posons donc :
Q+%:R+$ﬁ:aQ, R—*"Q;K:P—{—(@)::bg, P-—%—&:Q-{—QK:CQ,

posons de plus :

L-228 1 «—a'+G, 1\—%—5—13—;—85’02172—*—& N-

2PQ
g G=e =11,
d’ou :

‘Qx,:aﬂ—r—GCOsil % = b + % Cos*m S=c*+1Cos’n.
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Dans un milien monoréfringent, ol & = & = ¢, L=M =N =
3P=3(Q=35R, on aura :
¢*=b'=c¢c'=R+4,G=0,H=0,I=0.

Dans un milieu biréfringent 4 un axe ('axe des x) o1t $ = ¢, M =N =
3P, Q=R, on aura :
2R

N=R+&V=N=ﬂ+&=P+&G~L—Tﬂm*a
H=0,1=0,dou
4=a*+GCos*,%=8=0"=¢" doncl’equatlonscos(é_()

devient

(s*—5*)[s*—b*Cos*l— (a* + G Cos*1) (Cos*m 4 Cos*n)] = 0,
et donne pour s * deux valeurs, 'une b * comme dans les milieux monoré-
fringents (rayon ordinaire); I'autre b * Cos * { -+ (a* + G Cos ® [) (Cos *m +
Cos * n) qui se réduit & a* lorsqu’on fait Cos ! = 0 pour avoir une onde
plane paralléle & I'axe des x. Cette valeur de s ® peut aussi sécrire b Cos * [
—+ (a* —+ G Cos * 1) Sin * I, et comme I'expérience apprend que s * — b
Cos®l + a® Sin* [, il faut que G = 0 comme dans les milieux monoré-
fringents; il est donc naturel d’admettre que dans tous les milieux G, H, I
sont nuls; donc ¢ = a® % = b*, § = ¢* et I'équation

S(os l

2
S—"— g — () devient g = 0, comme celle de Fresnel.

g
Les relations entre les coéfficients auxquelles nous venons d’arriver ,
"savoir :

(24) L— 228 g=Q+¢=R=8,
M—%—(I;—R—F&?:R—PQKZP—{-%,
N-222  g=Pr8—0Q+«

R
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ne contiennent que cinq équations distinctes, et non six, parce que
P+S’o_Q+eKsededultdeQ—r—%——R—;—S%etR—l—oR— P+ ©.
En les combinant par soustraction, on obtient

R 2RP
L—288 _R_Q—P=R+5-—MN,
L2988 _g_r-P=q=22—N,

d’ou
L=Q+R-P+23% M=R-+P-Q+23%,
N=Q+P-R+238

relations déja obtenues, et qui reviennent en neghgeant les infiniment
petits du second ordre, a :

L=3Q+R—P), M=3R+P—Q) N=3(Q-+P—R)

Ainsi les seules relations établies entre &, &, , L, M, N, P, Q, R par les
égalités (24) sont les cinq suivantes :

Q+¢=R—+®, R+d=P+% L=3(Q~+R—P),
M=3R~+P—Q), N=53(Q-+P—R).

— P

DEMONSTRATION D'UN THEOREME .

DEPENDANT DE LA PREMIERE PARTIE.

Nous avons vu que, dans la premiére méthode de Cauchy, Iellipsoide
représenté par

(L Cos?l R Cos*m+QCos?*n)a?+ (R Cos*l+ M Cos *m) +
7
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PCos’n) y* + (QCos*l~+ P Cos*m —+ N Cos*n) z* + 4P Cosm Cosn yz -
4 Q Cos ! Cos nxz + 4 R Cos I Cos m zy — 1 a pour demi-axes les inverses
des vitesses de propagation des 3 ondes planes et qu'un de ces axes donné
pars* = L Cos * [ + M Cos * m -+ N Cos * n, est a trés peu prés perpen-

Cos ?
ca_p — 0 sont

donc approximativement situés dans le plan de Ponde. Or ces deux axes
sont les mémes que ceux de ellipse qu'on obtiendrait en coupant par le
plan de Ponde Pellipsoide P 2 * + Qy* 4+ R z? = 1. En effet les formules
de transformation pour obtenir I'équation de cette section dans son plan
sont, en appelant 5 et ¢ les coordonnées de cette ellipse (Vaxe des # étant
l'intersection du plan de P'onde 8 2 Cos { = 0 avec le plan xy) :

diculaire au plan de I'onde; les deux autres donnés par S

x__nCosm-§C0leosn __ nCos{+ZCosm Cosn
b Cos?l-+Cos?m A Cos? [+ Cos2m

, 2=V Cos2l + Cos®m;

en substituant ces valeurs dans Pz * + Q y* -+ R z* = 1, on trouve pour
équation de I'ellipse :

o ( PCos?m + Q Cos?/ 9 ColeosmCosn+
( Cos? /4 Cos?m )+‘n§<Q—P) Cos? [ Cos?*m

2 2 2 2 3
g (PCOS l%”jsg’zigogﬁsmmc“ % +~ RCos®l—+ R Cos® m): 1.

Or, par une formule connue, les axes d’une pareille ellipse sont donnés,
en appelant s I'inverse d’'un demi-axe, par I'équation :

- 2 n_ 2 N 2 m) -Cos?2 ,
s‘—sg[P“ 2Ll B C(;);;b}igo(:g;os B n)—kRCos?l—f—RGost]
+(P9—|—Q‘~’) Cos? [ Cos?m Cos®n—+ PQ Cos?n (Costl+ Costm)

(Cos 2 -+ Cos?m)? o

Cos 21 Cos?m Cos2n
PR Cos®m + QR Cos* I - (Q-P)® (%ZSQZ;C?S;;:)Q” =0,
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qui se réduit a :
s* = s? [PCos®m + PCos?n—+ QCos*l + QCos*n + R Cos’l + RCos’m]

+ PQCos®n—+ PR Cos?m—+ QR Cos*l=0 identique & I'équation

Cos 21 Sl . . 3
S ;i;-—ﬁ = 0. Ainsi, pour obtenir les deux vitesses de propagation corres-

pondant & une onde plane donnée, ou, ce qui revient au méme, pour
construire la surface d'élasticité, il suffit de porter normalement a londe plane
deux longueurs inverses aux demi-axes de la section faile par ce plan dans
Pellipsoide P x* + Qy® + R z* = 1. Ce résultat est d’accord avec celui
de Fresnel; et on y parvient aussi dans la méthode du second groupe (');
en effet Pellipsoide dont les 5 axes donnent les vitesses de propagation des
ondes planes est alors :

[(d + L) Cos®l + (% + R) Cos*m —+ (¢ + Q) Cos *n] x* +
[(X + R) Cos*l—+ (&% + M) Cos*m =+ (6 + P) Cos*n] y* +
[(X + Q) Cos®l—+ (% + P) Cos*m + (6 + N) Cos*n] z* +
4P Cosm Cosnyz—+ 4Q CoslCosnxz—+ 4R CoslCosmxy=1,
et les conditions
H+R=+0Q, A+R=%+P, &+Q=8+P
réduisent cette équation 4 :

[(X+L-%-R)Cos*l + H~+R] 2+ [(H +~M-©-P) Cos*m+ %+ Ply*+
[(® +N-&-Q)Cos’*n—+ &+ Q]z°+ 4P Cosm Cosnyz—+..... =41,

L’expérience montrant que deux axes de cet ellipsoide sont & trés peu
prés situés dans le plan de Tonde: on peut substituer & ces axes ceux de
Pellipse qu'on obtient en coupant Vellipsoide par le plan de I'onde; or cette
section projetée sur le plan zy a pour équation :

[(%=%+ L+ M-P-5R) Cos®lCos*m ~+ (% +R)Cos*m—+ (©+P) Cos*n]y*

(1) Voir dans le 34m volume des Annales de chimie et de physique, une note de M. Beer.
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SIS Ry
+[(®-® +L+N-R-5Q)Cos*!Cos*n—+ (% +R) Cos*n—+ (X +Q)Cos */] 5
~+2Cosm Cos n [(X-& +L + 2P-2Q-3R) Cos’l+ & + R]yz =1,
En remplacant :
L -+Mpar6R,L + Npar6Qet Lpar3Q « 3R -3P,
on aura :
[(® 4+ R) Cos® m + (64 P) Cos®n] y* + [(B+ R) Cos*n—+(X+ Q) Cos *{]
z*+2Cosm Cosn (B +~ R)yz=1,

projection sur le plan yz de I'ellipse qu'on obtient en coupant par le méme
plan & Cos [ 4~ y Cos m + z Cos n = 0 Pellipsoide

B +R)z*+ (¢ +P)y'+(X+Q)z°* =1

ou
atx®+b'y*+c*z'=1.

——pO

CONCLUSION.

Comme nous lavons dit en commencant, aucune des méthodes que
nous venons d’exposer n’est absolument satisfaisante; celle de Fresnel
repose sur quelques hypothéses qu'on peut contester; les autres font usage
de conditions approximatives. Nous ne pensons pas cependant que les ré-
sultats auxquels on parvient puissent étre mis en doute; I'accord méme de
ces différentes théories, quelque imparfaites qu’elles soient, et surtout les
preuves que fournit 'expérience, les confirment suffisamment. Ce sera
donc un intéressant sujet d’études pour les géométres que de chercher a
perfectionner cette théorie, et d’en former un ensemble rigoureux.
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SECONDE FPARTIE.

Lorsquun point de la surface d’'un milieu biréfringent est ébranlé par
un rayon lumineux incident, il devient le centre d’ondes dont on veut
trouver la forme; or toute onde plane passant par ce point serait, au bout
d’un temps donné, transportée parallelement a elle-méme a une distance
que nous savons calculer et tangentiellement & la surface cherchée; donc
cette surface est Penveloppe des différents plans analogues & celui qu'on
vient de considérer. Pour plus d’uniformité dans la notation, je désignerai
partout par V la vitesse de propagation représentée précédemment par s;
souvent aussi V sera remplacé par r lorsqu'on considérera I'équation

2
S Yo
mettrai @, b2, ¢*; on se rappellera seulement que ces derniéres quantités
offrent deux sens différents suivant la théorie qu'on adopte.

Je commence par exposer la méthode la plus directe pour arriver a
I'équation de la surface des ondes (*).

= 0 comme celle d’une surface. Enfin, au lieu de P, Q, R, je

. 2 .
L’équation S S,Z—*_a-g — 0 donnant pour V deux valeurs, qui sont les

vitesses des deux ondes planes paralléles au plan S & Cos [ = 0, la position
de chacune de ces ondes au bout du temps ¢ sera représentée par 'équa-
tion S  Cos [ = V t. On cherche donc I'enveloppe de ce dernier plan lors-

. ' . Cos? [
que I, m, n varient, V étant une des racines de S y5— = 0, et l,m,n

étant liés par la condition 8 Cos*/ = 1.

(1) Je tire cette méthode, en partie du Commentaire de M. de Sénarmont, déja cité, en partie
d’un mémoire de M. Newmann dans le 7™¢ volume du Journal de Liouville.

Document numérisé par la Bibliothé i ire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 6 6




= B L

En différentiant 'équation 8 2 Cos [ = V ¢ par rapport a Cos [, puis par
rapport & Cos m, on a :

dCosn_H_t dv _}_VdCosfnm_ av
BT ATl dtmprd TR rees T T e

d Cos m d Cos n

or les valeurs de ~Cos ] et T

se tirent de S Cos?*l =1

{ st dCosm __ Cos! dCosm __ Cosm,
hiE " d Cos { Cosm ~dCosm  Cosmn’
i Al : Cos® ! __ . :
celles de ———— et = se tient de S 75— = 0, qui, en posant
g Cos 2| m, dVv Cos [ Cos [
gl 2 1ad 1
B _S(Vg-ag)gdonneV]:‘J d Cos [ V2-q2 Ve-¢?
g 4V Cosm Cos m
et VE TCosm = vegi— y3 o Onaura dpnc
_Coslz_t(losl 1 1 (
Cosn ™  VE? \V2_427 V2 09}6
L Cosmz__t(losm( 1 1 )
Cosm ™~ VE2 \v2_j2 ye_g2)’

et on peut y joindre l'identité

= Cosn _ __ tCosm ] 1
" Cosm VE? <V

- Q_CQ—VQ_CQ/'

Multiplions respectivement ces trois égalités par Cos {, Cos m, Cos n et
ajoutons-les; on aura

ol ' LB el 1 ]
Vi Cosn VEQ‘\\\V9-09>
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d’ott on tire :
1
z:tCOSn[V—i—‘m],

et par suite :
x—tCosl[V—{———]—] —tCosm[V+~—1——]
== VE2[V2-q2? e VEZ(V2- 421
Entre ces trois valeurs et les équations

§ 80,8 Cosl=V¢, 8 Cos*l=1,

il faut éliminer V, E, et les trois cosinus, pour avoir 'équation de la sur-
face des ondes. On trouve d’abord que :

12 B

2 y2q? 2 yege 2ot - Y4
Sx'=V*t* + ok N*i VJE°dO VEE=r -V
De 14 on tire :

Sa? V2 q__ VCos! 5
2=Vt Cosl[1 + jaysan — w5 g3) = jyacgg e - @’ ]
et de méme :
VCosm VCosn ra
y..__ bg)[s bgti],Z:t(V—g_Eﬂ[bxg—Cgtﬁ].
Par suite
2 2 3 o Co
a®x VSa Cosf 1. ¥ S 0s { —YSCOSZ,

SSxQ-aQtQZT Ve-g® ¢t ©V%-a?2 ¢

ou
2 2 3
S a?x v SacCosl Ve
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Or

Cos? 1 t

Cos? ! ¢ .
(Vg_a9)2= v’

Vi-a? T VEZ

Cos |
s Tk S

on a donc :

a?x?
S Sz?-a%1® 0.
Telle est, en coordonnées rectangulaires, 'équation de la surface des
ondes au bout du temps ¢.
Cette équation peut se mettre sous une autre forme; écrivons-la
x?
Sa?*t’sz2 =0
Sxz?-a2¢°

et ajoutons-lui membre & membre I'identité

Swgzl; .

Sxz?

nous aurons

REVUE HISTORIQUE.

Dans son mémoire sur la double réfraction, Fresnel n’a développé aucune
méthode pour arriver a I'équation de la surface des ondes; il se borne & en
indiquer plusieurs, toutes également impraticables par leur longueur. Ce fut
Ampére qui, le premier, en 1828, résolut le probléme dont nous venons de
nous occuper. Nous ne rapporterons pas son procédé, parce quil est exces-

Document numérisé par la Bibliothé i ire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 6 6




SO

sivement long, et peu susceptible de perfectionnements. On le trouve dans
le 39™e volume des Annales de Physique et de Chimie.

A son tour, Cauchy a donné la méthode suivante: (')

L’équation aux vitesses des ondes planes étant:

(1) (£=V?) (N=V?) (76-V?) 82 (8-V?) -2* (M-V?) -2 (W-V?) + 282 di==
F (V, Cosl,Cosm,Cosn) =0 et le plan tangent & I'onde au bout du temps ¢
étant S x Cos! = V', on cherche quelles sont au bout du temps ¢, les coor-
données x, y, z du point d’intersection de plusieurs ondes planes peu in-
clinées les unes sur les autres, et passant en méme temps par l'origine, les
vibrations étant supposées assez petites pour étre insensibles dans chaque
onde séparément, et ne devenir sensibles que par leur superposition. Il faut

av

pour cela éliminer [, m, n entre S & Cos [ ==V { et les équations & =17
gF LAY ‘ dv

= l3e0— 3 = -0, qU'on en déduit en faisant varier [, m, n. Or ———p

dV dv 5 Cos [ , Cos m;

TCosm? T CosT, Sont par la nature de Iéquation(1) fonctions de /el e—
Sid b E i A o] o oY e BTN

éliminant ces deux rapports entre les trois équations & ==1 -y “tEl"-_cos =,

L4V e )
53 ==lr5-— ON aura une équation n <z e > = 0 qui est celle de la sur-

face des ondes.

Considérons la surface représentée par F (¢, x, y, z) = 0, et soit r la lon-
gueur du rayon vecteur de cette surface qui fait avec les axes des angles
[, m, n; les extrémités de ce rayon vecteur auront pour coordonnées x -=
r Cos I,y = r Cos m, z = r Cos n et P'équation peut s’écrire :

F (t,r Cos [, r Cos m, r Cos n) =0, ou F Q?—f Cos 1, Cos m, Cos n }:O,
/
car F est homogéne en ¢, x, y, z; on en tire donc pour ; les mémes valeurs
que donne pour V Péquation F (V, Cos [, Cos m, Cos n) = 0. L’équation
L 2
du plan tangent peut doncs’écrireSx Cosl—= t; ou encore S z X == £,

Soit maintenant V* = 5 (Cos [, Cos m, Cos n ) une des trois valeurs de
V * tirées de (1), on aura pour ¢ * la valeur correspondante ¢* = § (x, y, z),

(1) Exercices mathématiques, V.
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§ étant homogéne du second degré en x, y, z. La nappe de la surface des
ondes correspondant a cette valeur de V sera I'enveloppe du plan mobile
dont les coordonnées x, y, z satisfont 'équation x x +~ yy + zz=17, en
regardant x, y, z comme des paramétres variables qui vérifient I'équation
=5 (x, Y, z). En différentiant ces deux équations, on obtient :

xdx—+ydy+zdz=0
o (X,y,z)dx
+ X% 5 2)dy+ ¥ (X y,2)dz=10,
en appelant ¢, X, v les demi-dérivées de la fonction & par rapport a x, vy, z.

]’ d A A A ’ .
Les valeurs de :T; et de (;5% devant étre les mémes dans les deux équations

on en tire que :

o (x,v2) __X[xyz_ ¥[xy7
I Yy s

Or § étant une fonction homogéne on a :
xe(%Vv2) +yX(x,v,2)+2¢(XY,2)=8(x,Y,2)
Donc :

e (x.%2 _ X[xyz Jxyz__ §ix.y.2)
g . y z zxtyytszz

ou:
q>(x,y,z):x,dz(x,y,z):y,w(x,y,z)zz.
On aura donc I'équation de la surface des ondes en éliminantx, y, z entre
ces trois équations et 'équation S x x = ¢ ou ¢* = § (x, y, 2).
Appliquons cette méthode générale aux valeurs de V* données par I'é-
quation:

(2) V' —[(0*+¢) Cos’l + (@ + ¢*) Cos* m + (a* +b*) Cos*n] V?
+(b*¢*Cos’ I +a’c* Cos® m —+ a*b* Cos’n ) (Cos* [+ Cos*m + Cos*n) =0
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d’ou :
* V=38 (b*+¢*) Costlt

1

: 1S (b2-¢?)2 Cost { + 2 S (a*?) (a%c?) Cos® m Cos® m,

et par conséquent :

p=:S(F+e)¥t

LV S[BEEPxE T 2 S (a7 [0¢] Y 22

En supposant que les conditions a* = b* = ¢’ sont & peu prés remplies,
et que, par conséquent les différences a’-b*, a’~¢", b*~¢* peuvent se négliger,
on aura :

] (X, Y, Z): (ijQ—_cfX:: bcx, ’ X (X, Y Z): acy, ¥ (X, Y, Z) — abz.

11 faut donc substituer les valeurs x = {—c, s g;, 7= 55 dans la valeur

de 12, ou, ce qui revient au méme, remplacer I'équation (2) V par ¢, et Cos ,

Ty s ‘ ]
Cos m, Cos n par ;. . -5, ce qul donne :

tt—

2 2 2 2 2 2
[b—|-c 2_f_a—}-c2 a—l—bz]tg

b2 c? a? ¢? 2 h2

+ (& + 9y + zg)(bz—;—r-az—;—i— ;—22):0,
ou
(2 + y* + 2°) (&’ + by’ + ¢'2°) —
[@® (B + ) a® + b (@' + ") y* + ¢ (a® + b*) 2]
+abkddtt=20

ce qui revient a:

o x?
SS P e b 0.

Document numérisé par la Bibliothé i ire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 6 6




e B

Si on cherche par le méme procédé la surface de 'onde répondant 4 la

valeur V¥ = L Cos* [ + M Cos* m + N Cos* n, on trouve lellipsoide
x? y? %2 2w T g g2 0 .
T+ 3+ x5 = 1 quijoint & la surface S Si-g g constitue une surface
4 3 nappes répondant au cas général.

M. Pliicker a donné dans le journal de Crelle, tome XIX, une méthode
fondée sur la théorie des surfaces polaires réciproques. Si dans I'équation

Cos? [ AT, . - L
S vz = 0, on veut que V soit la perpendiculaire abaissée du centre sur

le plan tangent a la surface des ondes aprés 'unité de temps, plan tangent
dont I'équation sera représentée par Ax + By + Cz + 1 = 0, on doit

2 1 : 2 2 2 we B?
remplacer V* par metﬁos [, Cos™ m, Cos®n par THIC BT
C2
A4

ce qui donne:
=],

N
T-a? A2+ B+ C7)
ou
AN +B+C)A VP ee+Badc+Ca b)) —
[ +¢)+B (2 +¢)+C (¢ +0)]|+1=0,
équation propre A déterminer la surface des ondes au moyen de ses plans
tangents.

Cela posé, on a vu que les valeurs de V * qui expriment les deux vitesses

des ondes planes dans une direction donnée sont inverses aux deux demi-

axes de la section diamétrale faite dans Uellipsoide Sa®x® =1 ou ;12 =

a* Cos*® —+ b* Cos” 5 + ¢* Cos * ¢ par un plan perpendiculaire a la di-
rection donnée; ou, ce qui est la méme chose, elles sont égales aux deux
demi-axes de la section diamétrale faite par le méme plan dans la surface
(Sz*)*=S8a’*zx" our’=1a"Cos”® + b*Cos” x + ¢* Cos* 3 car
ces deux surfaces sont telles que leurs points situés sur le méme rayon
vecteur sont des points conjugués par rapport & une sphére de rayon 1.
Démontrons maintenant deux lemmes :
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1er Lemme. Si une surface est représentée par I'équation F (A, B, C)=0
entre les trois constantes A, B, C de 'équation de son plan tangent A = —+
By — Gz + 1 = 0, la surface polaire par rapport a une sphére de rayon 1
aura pour équation F ( -2, -y, - z) = 0. En effet, si («, y, z') est un
point de cette seconde surface, il est le pole du plan zzx' + yy —~+ zz' =1
et pour que ce plan soit tangent & la premiére surface, il faul que ' = -
A,y =-B,7 =-0C.

2me Lemme. La surface de Ponde lumineuse, au bout de 'unité de temps

est polaire, par rapport & une sphére de rayon 1, de la surface qu’on ob-

tient en remplagant, dans son équation, a ®, b* ¢* par ;:—2, !}19, }2
En effet soit M un point de l'ellipsoide Sa* 2* = 1, et OP la perpendi-
culaire abaissée du centre sur le plan tangent en M; le plan polaire de M,

perpendiculaire au plan de la figure, sera tangent en m, a Dellipsoide
S i‘; = 1, qui est polaire de S a * x* = 1 par rapport & une sphére de
rayon 1; et ce point m sera le pole du plan tan-
gent en M; donc OP prolongé passe en m, et
OM prolongé est perpendiculaire a mp; Op =
(;—M et OP = &2 Un plan passant par OM et
perpendiculaire & celui de la figure coupera.
lellipsoide S @ * 2 * = 1 de maniére que OM
soit un des demi-axes de la section. Faisons
tourner les plans tangents et leurs perpendicu-
laires de 90° autour d’un axe mené par O per-
pendiculairement & la figure; cela ne change
rien aux relations entre les points et les plans
quon a considérés. Ainsi les points m, p, M, P
viendront en R, V, 7, v; le plan RV sera, d’aprés ce qu’on a vu, tangent
la surface de 'onde, et le plan v & une autre surface qui en dérive en rem-

plagant Pellipsoide S @* 2 * = 1, par Iellipsoide S zq = 1, c’est-a-dire en

R I |

ot En donnant & M et par suite A R, V, ete.,

remplacanta® b°, ¢ ® par

loutes les positions possibles, on voit que tous les plans tangents RV i la
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surface de l'onde contiennent les pdles R des plans tangents rv a l'autre
surface, et réciproquement; donc ces deux surfaces sont polaires récipro-
ques.

Maintenant remplacons A, B, C par - z,-y,-z dans 'équation qui repré-
sente la surface de I'onde par ses plans tangents, et nous aurons I'équation

. RY x° =,
de la surface polaire : S s = 0;en ymettant -5, 5 5 a la place de
2 p2 2 M2
9 12 .2 ! as x i azr~ 57 el
a’, b*, ¢’, nous aurons S by 0, ou S e 0, pour I'équation de

la surface des ondes au bout de 'unité de temps. Il est facile d’en con-
clure que I'équation de la surface des ondes au bout d'un temps ¢, sera

a? z?
Sca =0

Dauns le tome XVIII des Mémoires de I’Académie, Cauchy a donné une
méthode différente de celle des Exercices mathémaliques; mais elle a trop
d’analogie avec celle que nous avons développée page 50, pour que nous
la reproduisions icl.

Enfin M. Lamé a modifié, quant & la forme, la marche que nous avons
suivie 4 la page 50 (*). Si on appelle V' et V" les deux racines de I'équation
S C L0, on aura: S (b — ¢*) Cos’ [ = V* + V*et S b* ¢ Cos* | =

V2-a2
V2V ; de ces deux égalités jointes & S Cos’ [ = 1, on tire :

TR ET A o ol M NS | s ot
Cos lm—m Cos_m—— @) (P&

(V2-¢2) (V3 &)
(bQ_ 09) (cﬂ_aﬁ)

Cos’ n = —
ce qui montre que @ > V' > b, et b > V' > c. Ainsil, m, n étant des fonc-
tions connues de V' et V' on peut obtenir I'équation de la surface enveloppe

du plan S  Cos [ = V' ¢, en éliminant V' et V" entre 8 2 Cos [ = V' ¢

(1) Théorie de I'élasticité, page 243.
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i d Cos | d Cos ( ] [ "
et ses dérivées: S x —E—%— =1Sx —d% = 0, ou a cause des différentielles
logarithmiques de Cos® I, Cos® m, Cos® n, qui donnent d(f(\’,s,l s X,QC Oasj

dCosl  V'Cos! ive Tes Sk .
d Vn e V- acg , enire es equa 10ns :

x Cos [ t xCosl
St = 0.

i
Sx Cosl=YV t, S -V—,Q-_—ag-’—_-i]—,,
Or, ces trois équations sont vérifiées par les valeurs:

x t Cos ! e t Cosm
5=V los L+ vEIve-ap Y V't Cos m + gava- gy

) tCosn
V' E2(V2-¢2)

3 Cos? !
en posant E* = 8 (V—Qsa—g)g

3=V t Cos n +

On s’en assure aisément par la substitution, en remarquant que

Cos?l Cos?l Cos? [ ai
Svap=0 Sy = s (Ve-a?) [V72-a?) 0,

cette derniére relation provenant de la soustraction des deux autres. Alors
on a pour x, y, z les mémes valeurs qu'a la page 51, et on pourra achever
comme ci-dessus.

NOUVELLE METHODE.

La méthode que je vais indiquer pour arriver a Péquation de la surface
des ondes est une modification de celle de M. Plitker; c’est la plus rapide de
toutes ; cependant, comme elle est fondée sur des considérations géomé-
triques, je ne l'ai pas jugée préférable a la méthode purement analytique de
la page 51. :

On se rappelle que la surface d’élasticité S % = () se construit en por-

tant normalement au plan de I'onde deux longueurs égales aux inverses des
demi-axes de la section diamétrale faite par ce plan dans Tellipsoide
Sa =1
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Lemme. La surface des ondes au bout de l'unité de temps, est polaire

réciproque par rapport & une sphére de rayon 1, de la surface qu’on obtient

L L% P G AR 1}
en remplacant dans son équation a’,b% ¢* par 2 g # (Voir la démonstra-

tion a la page 57.)
Cela posé, reportons-nous a la figure de la page 57. On peut passer de la

surface (V) c’est-d-dire de la surface dont V est un des points, & la sur-
face (R) par I'intermédiaire de la surface (), polaire de (R) et qui doit se
- déduire de (V) en remplacant dans son équation r par % Donc, si 'on rem-
place dans I'équation de la surface d’élasticité (V), c'est-d-dire dans
S %O% =0, r*, &, b, ¢ par Tlg a—L. blz 6% on aura I'équation de la surface des

a? Cos? @

ondes; c’est donc 8§ —s—— = 0, en coordonnées polaires (r, @, x, ¥) ou
~ 0292 . .
S ==, en coordonnées rectangulaires.

Sz?-a

DE LA DIRECTION DES VIBRATIONS.

C’est maintenant, et avec les données que fournit notre seconde partie,
que nous pourrons faire ressortir ce qui distingue les différentes méthodes
exposées dans la premiére partie. Lorsqu’on suit la marche de Fresnel, on
trouve que la direction des vibrations qui correspondent & un rayon vec-
teur de la surface des ondes est la projection de ce rayon vecteur sur le plan
de I'onde. En effet, V' et V" étant les valeurs de V qui répondent 2 une di-
rection donnée (I, m, n) et &' 3" o/, " 3" " les valeurs correspondantes des
angles «, 8, y qui fixent la direction de la vibration, on aura, d’aprés ce
quon a vu a la page 15 :

Cos o Cos g’  Cos

Cos / Cos m) Cosn
vee) (vom)  (Fos)
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d’outr
' Cost 1 ) Cosm 1
Cos &' = Vea B Cos 8 = Ve B etc.,
Cos? [
12 )
en posant E =S (‘W
De méme
; Cos! 1 ; Cosm 1
Cos o' = Ve g B Cos B' = ye_p B etc.,
Cos? {
B) 19 — s i,
en posant E S Vgt

Drailleurs en appelant «', y', " les coordonnées de Iextrémité du rayon
vecteur de la surface des ondes qui aboutit au point de contact du plan tan-
gent S x Cos Il = V' t, et 2", y', z" celles de 'extrémité du rayon vecteur

qui correspond au plan tangent S x Cos [ = V" {, on aura, d’aprés la
page 51 :

/ ] 1
x —t Cos [V —t V-'ME"Q_(*\?TQ‘TQ)—] 5
! ! 1
y' =t Cos m [V - VR VIR ], e,

" 1t M L]

r A rr I
Yy -——tCOSm[V -i—m], etc.
Donc

' v V1 Cos? ! t o Cos 2 !
Sa' Cosa” = 578 gropn + s S Visagviey = 05
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et de méme S 2" Cos ' = 0; ainsi chacun des deux rayons vecteurs esi
perpendiculaire aux vibrations de l'autre, et par conséquent se projette sur
le plan de l'onde suivant la direction de ses propres vibrations. En d’autres
termes, les vibrations sont perpendiculaires au plan de polarisation. En
effet si Pon considére un cristal & un axe, dans lequel la surface se décom-
pose en une sphére et un ellipsoide de révolution, et qu'on coupe cette
surface par un plan mené par 'axe, on obtient un cercle et une ellipse;
menons 4 ces deux courbes deux tangentes paralléles et considérons les
rayons vecteurs menés du centre aux deux points de contact; celui du
cercle représente le rayon ordinaire, et celui de Iellipse le rayon extraor-
dinaire; les vibrations de ce dernier seront, d’aprés ce qu’on vient de dé-
montrer, dirigées suivant la tangente a I'ellipse; dong celles du rayon ordi-
naire seront perpendiculaires au plan du cercle et de Pellipse; mais ce
plan est ce qu’on appelle le plan de polarisation du rayon ordinaire; ainsi
dans chaque rayon les vibrations sont perpendiculaires au plan de polari-
sation.

La méthode du second groupe (page 41) considérant les vibrations & la
manicre de Fresnel, arrive au méme résultat.

Dans les méthodes du premier groupe, le résultat est tout-a-fait différent.

{ &

Suivons d’abord celle de Cauchy. Soient —PZ 1eg équations d’un rayon
Y ) y=gs

vecteur de la section faite par le plan de onde 8 x Cos [ = 0 dauns la sur-
face Sa®x?® = (Sx*)*our?®=Sa? Cos*; en remplacant Cos @, Cos X,
Cos ¢

: p q iI .
Vitete' Viidete’ Vi4p+e

par

cette derniére équation devient :

ou

pi(ri-a’) +q'(r*-0H)+r’-c*=0;
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celle du plan de 'onde devient en remplacant x et y par pz et gz : p Cos
~+ ¢ Cos m -+ Cos n = 0. Si on veut que p et g prennent les valeurs qui
conviennent aux deux axes de la section, on aura par les conditions du
maximum ou du minimum de r, que :

p(r‘l_'a*)q_q(rz-bg)%:;0etCosl+ Gos-m%:(),

dott 0= Cosm (r*-a*)p.— Cosl(r*-56%ygq.
De cette équation et de p Cos [ + ¢ Cos m + Cos n = 0, on tire :

o — Cos [ Cosn (12 - 6?) FH — Cos m Cos n {12 -a?)
P = Co2m (- a® + Cos? [ {1~ 7 9= Costm (1*-a® + Co? [ [P B3}’

valeurs qui, substituées dans p* (r*-a*) + ¢* (r*-b*) + r*~¢* = 0, donnent

! Cos? | T ; : .
bien § — = 0, comme on I'a déja démontré. Mais on tire de cette der-

niére équation :

APIAE — Cos? n (12-a?) (r*-0%)
" T Cos?m (r?- a?) + Cos? [ (r2- 6%’
donc
p _ Cos/ 1 Wctirion Cos [ 72-¢? __ Cosm 7r2-¢®
r2-¢2 = Cosn r?-a? P= Cosn a2 ® 17 Cos n Pt

Donc les cosinus des angles que font avec les axes les directions de ces
deux rayons de la section diamétrale seront, en reprenant V au lieu de r:
pour l'un:

' V2 -2

Cosl. ===

V’2 -a?

7’2 2

2 V2-¢2\2 ’ V c?\? . V2. 02\
!/ Cos?* (m) + Cos* m (w) + Cos®*n ( V,e_cg)

" Cos | ou [ Cosl 1
ou (vis) ™ vew) E

Vg_(]_(;s—?—l—

(Vé_—ag}'a
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Cos {
V2 g2 IL"
analogues. Ainsi la direction que Fresnel assigne dans le plan de Fonde i la
vibration correspondant & V' est simplement ici la direction de celui des
rayons vecteurs de la section qui donne la valeur de V'.

Appelons J, ¢ 3 les angles que fait avec les axes une droite perpendicu-
laire & la normale 4 P'onde et & un des deux rayons vecteurs déterminés ci-
dessus, droite qui se confond par conséquent avec autre; on aura

et deux expressions analogues; pour l'autre: et deux expressions

SCosa‘Cosl—_:OetSCOé—j_(;‘;il_; 0,.

d’ou:

i 1 ekl | 1
COSA\COS[(vQ_aﬂ—VQ_Cg>—+—COSECOSM&W—V—QT—@>: 0

k g I '1 : "/ 1 /' e
et Cos & Cos ! ( go— — va- bﬂ) + Cos § Cos n (g5 — Vﬂ-bﬂ) T

ou encore :
b2 - ¢c?
CosA‘Cosl Q—a—CoseCosmvz b9~—0
2
@ GOSa“COsl GOSS’COS% 2_.0

équations qui déterminent J, ¢, 35 si lon y fait V=V, 4, ¢, 9 représen-
teront la direction de celui des deux rayons vecteurs ci-dessus qui répond a
V =V, et réciproquement.

Mamtenant les angles «, 8, ¥ qui déterminent la direction des v1brat10ns
sont donnés par :

(L Cos*l + ¢* Cos* m —+ b* Cos* n — V*) Cos « —+
2 ¢* Cos [ Cos m Cos B + 2b* Cos [ Cosn Cos y ==

2 ¢* Cos | Cos m Cos @ + (¢* Cos® I + M Cos® m —+

a*Cos*n — V?*) Cos B + 2 a* Cos m Cos n Cos y =0
2 b* Cos [ Cos n Cos « + 2 a* Cos m Cos n Cos 8 —

(6* Cos®* | + a* Cos’m + N Cos*n — V*) Cosy = 0
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d’ou
—92p* Cos!Cosn (c?Cos*l + M Cos*m ~+
a?Cos®n—V? +4a*c*CoslCos*m Cosn

Cos a

Cos y g(LCosgl—%c@Cos%m—i—b*Cos2n~V2)(c'ZCOS’l+
M Cos®m + a’Cos®n— V) —4c'Cos®lCos’m

3———2&200871% Cosn (L Cos® !+ c¢* Cos*m +
Cos 8 b2 Cos*n—V?) +4b?c®Cos®lCosm Cosn

Cos y g(LCosel—!—c'zCosem—|-bQGosgn——V2)(cQGos2l_+-
M Cos®m +a®Cos®n—V?2) —4c* Cos®l Cos * m.

On satisfait les mémes équations en posant :

Cos & [( LCos® I+ c¢*Cos*m + b* Cos®n — V?) a®Cosm Cosn —
252 ¢ Cos® I Cosm Cos n] = Cos B [(¢ Cos? | + M Cos® m = a* Cos n* - V?)
b® Cosl Cosn - 2 a* ¢* Cos *m Cosl Cos n] = Cosy[(b* Cos*l + a* Cos*m +
- NCos®n-V?c?CoslCosm-2a’b®Cos’n Cos [ Cos m], car, en éga—

,  Cos ’ . :
lant les deux valeurs de 66:; et chassant les dénominateurs, on obtient :

ha'ec? CoslCos®m Cos*n (LCos*l~+ ¢ Cos*m —b* Cos*n-V?)~+
Ab'c? Cos®lCosm Cos®n (c* Cos®l =+ M Cos*m + a® Cos” n-V7) ~+
hc®Cos®lCos®m(b*Cos®l~+ a” Cos*m +~NCos*n—V?*)—
8a’b?c' Cos®l Cos®m Cos*n — ¢* Cos ! Cosm (L Cos*l+...)
(¢ Cos*l+...) (b*Cos* L+ ...) = 0, ce qui est une identité, puis-
qu'en divisant tous les termes par — ¢* Cos ! Cos m, on retrouve I'équation
du 3me degré qui donne les trois valeurs de V 3

Si nous remplacons L, M, N par leurs valeurs approchées b* —+ ¢ fiat—+

%ﬁ;ﬁ, etc., le multiplicateur de Cos « devient [a * Cos m Cos n (b* Cos* I+
a
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2b62¢?
a2

V2Cos*l — V*Cos*m — V" Cos*n) — 2b*¢* Cos* [ Cos m Cos n]

c2Cos*l—a’Cos?l + Cos*l +~c*Cos*m + b2 Cos*n —

ou
a* Cosm Cosn [Cos”(c* - V") + Cos*m (c* - V?) +
Cos*n(b*-V*)+ (5" -a*) Cos* ]

ou :

a* Cosm Cosn [Cos* I (¢*~ V) — L NVI DIV o e 1) o521

ou encore :

a* Gos*{ Cosm Cosnf(c*-V?) (b‘l-v;*)gbgfvg——agfvgs +b%-as]

ou enfin :

a®(a®-5") Cos?( Cosm Cos n [cg'v2 1],

b -
En transformant de méme les multiplicateurs de Cos 8 et Cos , on aura :

. " ! ) c?-q2
Cosa.a”(a”-b?) Cos® ! Cos m Cosngg—_v—é):

Cos @. b (b*~¢*) Cosl Cos* m Cos n (o) =
20,9 2 9 b2-c¢?
Cosy.c”(c®*-a?) Cos! Cosm Cos n< )

c2=V2/

ou

0201165200 g, g 6 i m 2207 l8%00

a’ Cos « Cos

2= b3-07

¢? Cos y Cos n Vig3
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Comparant avec les équations (2) de la page précédente, on en tire :

CosB___COSs__Cosl 0&_‘~"cﬂ-aﬂ.Vﬂ-bgv___cz-aQ_V"R-b2
Cos o CosS  CosmLd2 bH2-¢2 V2-a? b2-¢? Vﬂ-aﬂ]

3 Cos ! _cQ-aQ.Vi"-b2 a?-56?
— Cosm b%2-¢2 V2-a? b2

et de méme:

Cosy  Cos%  Cosl a?-62 V2-¢2 a®-¢?
Cosx  Coss Cosm bh%-¢2 V2-a2 a?

Ainsi, les différences a® - b°, a” - ¢ étant trés petites,

Cos ¢ Cos ¥ Cos &

différe peu de == et = e roes

Cos 8
Cos o

c’est-a-dire que la direction (2, 8. y) différe trés peu de la direction (d, & 3)
pour la méme valeur de V; ainsi les vibrations répondant a V' sont diri-
gées presque perpendiculairement au rayon vecteur de la section qui donne
la valeur de V', ou parallélement & celui qui donne V", et qui, d’aprés Fres-
nel, représentait la direction des vibrations répondant & V'. 11 en résulte
que les vibrations qui répondent & un rayon vecteur de la surface des on-

des lui sont perpendiculaires (*).
Si Pon suit la méthode de la page 59, la démonstration sera plus aisée.

On a Péquation:

(¢* Cos® m + 5 Cos®n — V*) Cos &« — ¢* Cos I Cos m Cos B —
b* Cos I Cos n Cos y = 0,

qui donne :

@ ¢ Cos® m Cos & —+ & b* Cos2 n Cos & — a* V™ Cos a =
Cos [ (& ¢ Cos m Cos ' + @’ b* Cos n Cos y')

(1) Cauchy, Exercices mathématiques , V; Newmann, dans les Annales de Poggendorf, XXV.
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ou:
Cos &' S b ¢ Cos*l — a* V* Cos @' = Cos I S b* ¢’ Cos I Cos «,
ou encore
Cos ' (V2V"?—a*V?) = Cos I S ¥ ¢ Cos ! Cos «,

et deux équations analogues, d’ou I'on tire:

Cose Cos@ _ Cosy
Cosl\  /CosmN\  / Cosn
(voa) (wF) (e
ou
. Cosl 1

Cos &' = Ve 2 E etc.

Rapprochant ce résultat des valeurs de &', v, z, «”, y", z’ données page
51, on obtient:

S x Cos 2 = 0, et de méme S z'' Cos «" = 0. Ainsi les vibrations sont
perpendiculaires au rayon vecteur corespondant, ce qu’on voulait prouver (*).

On peut dire aussi que dans les méthodes du premier groupe, les vibra-
tions sont paralléles au plan de polarisation.

RESUME ET REMARQUES.

II n’entre pas dans notre plan d’étudier toutes les propriétés de la sur-
face des ondes; cela donnerait trop d’étendue a ce travail. Nous nous bor-
nerons a quelques rapprochements qui, & notre connaissance, n’ont pas été
tous signalés, et qui sont utiles pour bien comprendre les relations entre
les diverses surfaces dont il a été question. Rassemblons d’abord les équa-
tions de ces surfaces; ce sont les suivantes, en supposant que la surface des

(1) Théorie de I'Elasticité des corps solides, pages 239 et seq.
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ondes est prise aprés I'unité de temps. La lettre qui accompagne chaque
équation est celle du point appartenant & la surface dans la figure de la
page 57.

En coordonnées rectangulasres :

(1) ¢yl =1 (M)
(2) ¥t m

(3) 4+ bVy = +y+7) (p
(%) R e D = (@t + g Y (P)

B) (@*+y ' +z)-(2+y* +z)S B +c)a*+8b'c’x*=0(V)
K] 9 9 9 2 i 1 2 G

(6) (x*4+y'+z*)-(2*+y +z)S(\Z~2+c—2>w —q—Sbf—cg—:O (v)
() (x*+y*+z)8a’z*—8Sa’*(b*+cHx*+a*b?c’=0 (R)

2 Ral 1 i 1 ]
B) (@ +y*+5)8% 8 (5+5)8 + ggra=0 (1)

En coordonnées polaires (r, @, x, {)

1) A=Sa'Cos*e (M) @  L=82r m)
(3) r'=8a'Cos*® (p @ r=8%2° (P
) SEt=0 () ® sLC=0 )
M SEEFL=0 (® ® St=0 @)

10

Document numérisé par la Bibliothé i ire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 6 6




o N e

(1) et (2) sont deux ellipsoides, (3) est la surface du 4° degré dite d’élas-
ticité par Fresnel; (5) est la surface du 6° que nous avons appelée surface
d’élasticité; (7) est la surface des ondes; (8) est la surface polaire de (7) par

rapport & une sphére de rayon 1; (4) se déduit de (2) en remplacant r par},

c’est-a-dire que deux points de ces deux surfaces pris en ligne droite avec
le centre sont des points conjugués par rapport & une sphére de rayon 1;
il en est de méme pour (6) par rapport a (7). On voit que les surfaces (2),
(4), (6), (8) se déduisent respectivement de (1), (3), (5), (7) en remplagant

a, b, cpar —» 5o 3 (3), (4), (8), (7) se déduisent de (1), (2), (5), (6) en

C
" remplacant r par %, et par conséquent (3), (4), (7), (8) se déduisent de
(2), (1), (5), (6) en remplacant & la fois », a, b, ¢ par —1 ) —;v—, ;} ) ic

Si I'on cherche ce que représente, dans chaque équation en coordonnées
polaires, le rayon vecteur » qui fait avec les axes des angles @, x, ¢, on
trouve facilement, en considérant la figure de la page 57 que :

Dans (1) le rayon vecteur r aux angles @, x, i est inverse de la vitesse
de propagation correspondante aux vibrations suivant (@, x, ¢) d’aprés
Fresnel, correspondante aux vibrations perpendiculaires d la direction
(®, %, ¥) et a celle de la propagation, d’aprés la méthode de Cauchy.

Dans (3) le rayon vecteur » est égal a cette vitesse.

Dans (5) le rayon vecteur r aux angles @, x, ¥ est égal a la vitesse de
propagation suivant (@, x, ).

Dans (8) » est inverse a cette vilesse.

Dans (4) le rayon vecteur » aux angles @, x, J est inverse du rayon vec-
teur de la surface des ondes qui correspond aux vibrations dirigées suivant
(@, x,¢) daprés Fresnel, perpendiculairement d’apres Cauchy.

Dans (2) r est égal & ce rayon vecteur de la surface des ondes, que nous
pouvons appeler rayon lumineux.

Dans (7) r est égal au rayon lumineux dirigé suivant (&, x, ).

Dans (6) r est inverse & ce rayon.

On voit done que les surfaces (2), (4), (6), (7) jouent par rapport aux
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rayons lumineux le méme role respectivement que (3), (1), (8), (5) par
rapport aux vitesses de propagation.

Considérons les axes de nos huit surfaces. (2), (3), (8), (7) ont pour
demi-axes a, b, ¢, savoir pour (2) et (3), a sur l'axe des x, b sur celui des v,
¢ sur celui des z; pour (5) et (7) b et ¢ sur P'axe des x, a el ¢ sur celui des v,

a et b sur celui des z. De méme (1), (4), (6), (8) ont pour demi-axes '4& % -

savoir (1) et (4), % sur Paxe des x, etc., (6) et (8) %et % sur l'axe des z, etc.
Les surfaces (1), (2), (3), (4) ont une seule nappe; (5), (6), (7), (8) en

ont deux. .

Cherchons ce que représentent dans les quatre surfaces a une nappe, les
demi-axes d’une section diamétrale.

Dans (1), ils sont inverses aux vitesses de propagation des ondes paral-
Jéles A la section, comme on I'a démontré page 46.

Dans (5) ils sont par conséquent égaux a ces vitesses.

Dans (4) ils sont inverses aux rayons lumineux perpendiculaires a la
section, car la surface (4) est pour ces rayons ce quest la surface (1) pour
les vitesses de propagation; on pourrait d’ailleurs sans peine le démontrer
directement. ’

Dans (2) ils sont égaux a ces rayons lumineux.

De 14 résultent les constructions suivantes pour les surfaces a deux
nappes :

La surface (3) se consfruit en prenant sur une droite quelconque menée
a partir du cenire deux longueurs inverses aux demi-axes de la section faite
dans (1) par un plan perpendiculaire & cetie droite, ou égales aux demi-
axes de la section faite dans (5).

(8) se construit en prenant des longueurs inverses aux demi-axes de (3)
ou égales & ceux de (1).

(T) se construit en prenant des longueurs inverses aux demi-axes de (%)
ou égales a ceux de (2) ’

(6) se construit en prenant des longueurs inverses aux demi-axes de (2)
ou égales a ceux de (4).
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On peut dire aussi que (4) est le lieu des pieds des perpendiculaires
abaissées du centre sur les plans tangents a (1); il en est de méme de (3)
par rapport a (2), de (6) par rapport & (8), de (5) par rapport a (7). C’est ce
que montre évidemment la figure de la page 57.

Réciproquement (1) est enveloppe des plans menés perpendiculairement
aux extrémités des rayons vecteurs de (4); de méme (2) par rapport a (3), etc.

Enfin (1) et (2) sont deux surfaces polaires réciproques, de méme que
(7) et (8); les surfaces (1) et (5) sont telles que leurs points en ligne droite
avec le centre sont conjugués, et il en est de méme pour (2) et (4), pour
(5) et (8), pour (6) et (7).

Les sections principales de la surface des ondes (7) se composent chacune,
comme on sait, d’un cercle et d’une ellipse; ces ellipses ne sont pas autre
chose que les sections principales de (2) tournées de 90° dans leur plan.

La surface (8) a été distinguée par plusieurs auteurs; cest celle que
Hamilton appelle of wawe slowness, et que Mac-Cullagh nomme surface des
indices; en effet O r (voir la figure) est indice de réfraction correspondant
a Ponde plane RV, la vitesse dans le milieu extérieur étant 1; car cet indice

4 at
Vautm—-or.

La maniére dont les quatre surfaces & deux nappes se construisent au
moyen des quatre surfaces & une nappe montre que les sections circulaires
de ces derniéres surfaces donneront dans les autres des points singuliers,
c’est-a-dire des points appartenant a la fois aux deux nappes, et dans les-
quels il y a une infinité de plans tangents. Pour avoir les sections circu-
laires de lellipsoide (1), coupons-le par la sphére 6° Sx* = 1; les deux
équations combinées donnent 2* (a*- b*) — z* (b*~ ¢*) = 0, ce qui revient a:

. ‘ b2-¢2\ 7 ) DB g e T
(a—= V ) (=5 55) = 0;

les intersections sont donc situées dans deux plans, el sont par conséquent

. 4 ’ ’
deux cercles; ils ont pour rayon - et leurs plans sont représentés par

e

L= 2 L W
= a?_b?
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On ferait de méme pour la surface (3) avec la sphére Sz* = b?; on trouve
deux sections circulaires dans les mémes plans que les précédentes et ayant
pour rayon b. Les rayons vecteurs perpendiculaires & ces plans aboutiront
dans les surfaces (3) et (8) & des points singuliers dont la distance au centre

sera b pour (5),—:—]— pour (8); ces rayons vecteurs sont dans le plan z z et ont

pour équations
o= a®-b?
s b%-62

On peut encore remarquer que les plans des sections circulaires de (1) et
de (3) sont paralléles aux tangentes communes du cercle 24z =b"el
de Pellipse a® x* + ¢* z* = a* ¢, sections de la surface des ondes par le
plan zz; en effet, ces tangentes ont pour équations

z Va-b*+z \/.’bg-cajjb Vai-¢* = 0.

On trouvera de méme les sections circulaires de’(2), par la sphére
S 2* = b2 et celles de (4) par la sphére b S z* = 1; ces sections sont
dans les plans

et 2y A\ -0

P dai a?-b3
et ont pour rayon b dans 2), % dans (4). Les rayons vecteurs perpendicu-
laires a ces plans aboutiront dans les surfaces (7) et (6) a des points singu-
liers dont la distance au centre sera b pour (7), % pour (6); ces rayons

vecteurs sont dans le plan x z et ont pour équations :

[ 9 _p2
xx‘I"‘ a_.__.—b .
— a h2-¢c2?

ce sont les axes optiques. On voit d’ailleurs facilement qu’ils joignent les
points communs au cercle o* + z* = b* et a lellipse @” x* +- ¢* z° = a® ¢*.
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Aux points singuliers de (7) répondent dans (8) des plans singuliers dont
ils sont les poles, un plan singulier étant un plan langent en une infinité
de points d’'une surface; et réciproquement, aux poinis singuliers de (8)
répondent dans (7) des plans singuliers paralléles a

X == T % ’/’ FQ—:_CQ

- a?-b®
ou ayant pour équations

wye-bptsv it byaioe 0.

Les diamétres perpendiculaires a ces plans ont été souvent confondus a
tort avec les axes optiques; M. Lamé les a trés bien désignés sous le nom
Qaxes de réfraction conique; ce sont les directions dans lesquelles il 0’y a
qu'une seule valeur pour la vitesse de propagation V, tandis que les axes
optiques sont les directions dans lesquelles il n’y a qu'une seule valeur
pour le rayon lumineux.

Il wa été question jusquici que de surfaces polaires par rapport a une
sphére de rayon 1; si on remplace cette sphére par Pellipsoide

2 y? 72
o EE vy gl

on trouvera que la surface de Tonde est alors d elle-méme sa propre po-
laire réciproque; par conséquent & chacun de ses points correspond un de
ses plans tangents et & chacun de ses points singuliers, un plan singulier.
Mais, pour ces considéralions, je ne puis que m’en référer a Fouvrage de
M. Lamé, qui les a traitées avec beaucoup d’élégance (*).

(Y} Théorie de I'Elasticité, pages 246 el seq.

Vu et approuvé,
Le 26 Avril 1858,
Le Doyen,
MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer,
Le 28 Avril 1858,
Le Vice-Recteur,
CAYX.
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DEUXIEME THESE.

PROPOSITIONS

DONNEES PAR LA FACULTE.

1o Intégrer les équations du mouvement elliptique d’une planéte autour

du soleil.

90 Trouver les différentielles des éléments elliptiques d’'une planéte,

dans le cas ou elle est soumise & une force perturbatrice.

50 Démontrer invariabilité des grands axes des orbites des planetes

en ayant égard seulement a la 1% puissance de la force perturbatrice.

Vu et approuveé :
Le 26 avril 1858.

Le Doyen,
MILNE EDWARDS.

Vu:
Le 28 avril 1858.

Le vice-Recteur,

CAYX.
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Page 9, ligne &,

»

»

9,

10,
20,

.
38,

40,

66,

»

»

»

»

»

»

v

»

»

7, en remontant ,

8. en remontant,
%, en remontant,

2, en rementant,
3,
i1,

2,

9, en remontant ,
7, en remontant,
3,
Tet8,
,9 en remontant ,
8 en remontant ,
8
14
10

% en remontant,

l'ign'es 54a8.

»

ERRATA.

au lieu de : es,

D —
u

wb?. C

A,B,C,D,E,F
Cos? ¢

@

dx

A,B,C,D,E,F

d>w

Mettez ces 4 lignes entre deux

iigne 9 5 aulieude : MR,
» 9, » G
43, derniére ligne, » I
: e, L
&5, ligne 5, » =y
45, derniére ligne, » M Cos 2 m)
55, ligne 12, »  Péquation
» Vi) &
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lisez : et
v
» D—
%
» wb?, C
» @K, 35)0, %,01\), '?9,3
» m'pCos?¢
, o
dy
» @K, SS?), %,@, ‘30,55‘
, &
| dr?
>
» Cos?
2 T (
>
>+
» Bgy
» Cos2/
» P42~
» e -3
, 3
3
i
j
lisez : M-R
» C
» H
2P
» =t '—:R—Q-
» M Cos*m
»  dans I'équation
» V2)



