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PREMIERE THESE.

SUR LES

CONGRUENCES CYCLIQUES

ET SUR LES

SYSTEMES TRIPLEMENT CONJUGUES.

INTRODUCTION.

Apres les travaux de Lamé sur les systémes triples orthogonaux,
on a cherché a étudier les coordonnées curvilignes quelconques de
Iespace. C’est ainsi que Codazzi et I’abbé Aoust ont étudié laborieu-
sement des formules qui se rattachent i cette question (Annali di Mate-
matica, 1864, 1867, 1868, 186¢), mais leurs résultats sont restés
isolés. '

Dans un Mémoire remarquable sur les coordonnées curvilignes
( Annales de I’Ecole Normale, 1878), M. Darboux a étudié de nom-
breuses questions relatives aux systemes orthogonaux, et il a indiqué
un systeme de coordonnées curvilignes obliques qui se présentent
comme une généralisation immédiate des systemes orthogonaux : ce
sont les systemes composés de surfaces se coupant suivant des courbes
qui forment des réseaux conjugués sur chacune des surfaces. Il est
revenu plus tard sur cette généralisation des systemes orthogonaux
dans un Chapitre de son cuvre sur la Théorie des surfaces, 4¢ Vol.,
p- 267).

Ce sont ces systemes de coordonnées curvilignes, que nous avons

appelés systemes triplement conjugues, ue nous Nous SomMmes proposé
T. , 1

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 39/5 -4



2; : ~ G. TZITZEICA.

d’étudier dans ce travail. Nous avons eu spécialement en vue une
classe de systemes triplement conjugués qui se rapprochent plus que
les autres des systemes orthogonaux et que nous avons désignés
par Q,.

Quand on a un systeme de coordonnées curvilignes orthogonales
(e1s pa» 03), les coordonnées cartésiennes x, y et z d’un point de I'es-
pace satisfont en méme temps que x*+ y*+ z* & un certain systeme
d’équations de Laplace. Pour un systeme triplement conjugué quel-
conque, a, y et = sont des solutions d’un systeme de Laplace sans
autre condition spéciale. Enfin, pour un systeme Q,, & coté des solu-
tions @, ¥, z du systeme de Laplace correspondant, il y a une autre
solution R telle que x* + y* + =* — R* soitaussi une solution du méme
systeme de Laplace.

On rencontre dans la théorie de ces systemes triplement conjugués
particuliers certains triangles attachés & chaque point de I'espace. Les
cotés de ces triangles forment dans certaines conditions des con-
gruences cycliques, et les sommets des triedres trirectangles dont les
arétes passent par les sommets des triangles constituent des systemes
de coordonnées curvilignes orthogonales.

On voit done pourquoi nous avons été obligé de commencer notre
travail par une étude des congruences cycliques. Nous avons fait cette
étude d’apres les travaux de Ribaucour et de MM. Guichard, Bianchi et
Cosserat, en ajoutant quelques résultats relatifs aux congruences cy-
cliques et de Ribaucour et  certaines congruences liées aux surfaces
a courbure totale constante (négative ).

La deuxieme Partic contient un exposé. de la théorie générale des
systemes triplement conjugués, de certains systemes de triangles et
de certains systemes de droites. C’est le Chapitre déja cité de I'Ouvrage
de M. Darboux qui nous a servi de point de départ.

Enfin la derniere Partie a pour objet I'étude des systemes triplement
conjugués particuliers que nous avons désignés par ,, et des systemes
de triangles dont les cotés forment sous certaines conditions des con-
gruences cycliques. Cette partie du travail est en réalité une étude
géométrique des systemes de Laplace ayant des solutions liées par une
relation quadratique, étude qui est beaucoup plus difficile que celle
d’une équation unique de Laplace.
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SUR LES CONGRUENCES CYCLIQUES, ETC. 3

Le probleme qu’on se propose dans une pareille étude est presque
toujours le suivant : »

Etant donné un systeme de Laplace admettant un certain nombre de
solutions liées par une relation quadratique, en déduire d’autres sys-
temes ayant le méme nombre ou un nombre plus grand de solutions
liées par une relation quadratique.

Nous avons mis a profit les nombreux résultats de M. Guichard sur
les congruences de droites et sur les réseaux conjugués tracés sur une
surface. La classification qu’il a faite des réseaux conjugués qui se
rencontrent dans les problemes les plus importants de la Géométrie
infinitésimale nous a été tres utile.

Les principaux résultats de ce travail ont été communiqués a ’Aca-
démie des Sciences dans les séances du 18 juillet et 28 novembre 1898,
30 janvier et 6 mars 1899.

PREMIERE PARTIE.

1. Etant donnée une congruence T, nous la supposerons rapportée
a ses développables a 'aide de deux parametres u et ¢.

Soient alors F, (x,, y,, 5,) et F,(x,,y,, 5, ) les foyers d’une de ses
droites. Par hypothese, on doit avoir des relations de la forme

0z, . oy, 03, .
0 W—P% W—P@, i = PV
1

0z, f)y_g 5y

F A T A e b

a, B, v étant des cosinus directeurs de la droite considérée, p et g des
fonctions convenables de u et de ¢.

On peut déterminer une équation de Laplace

0:Q 0Q 0Q
o] dudv—hdu +/<—07—f9_

a laquelle satisfassent o, B et v; £, £ et £ s’expriment a l'aide des
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4 G. TZITZEICA.

coefficients de I’élément linéaire
doa?+ d3* +dy*=eduw*+ s fdu dv + g dv*

de la représentation sphérique de la congruence I' et de leurs déri-
vees.

St M(z,y,z) est le milieu de F,F,, et si I'on désigne par 2¢ la
distance focale F,F,, on aura

= + pa, Yi=Yy +pB, 5,=75+ py,

Zy=x — pa, Yo=Y — B, 3= 35— 0y.

Les equations (1) nous montrent alors que

([ dx ap . 0
\d_u <d—[-(-—|—2/.p>0'——~pd—t;
(2) ¢
(-‘)—x——<09 +2/7> rp %
de o0 P)EFTP G

et des équations analogues poury et z obtenues en remplacant « par
B et y. La compatibilité des équations (2) exige que p soit une solu-
tion de I’équation

, d%p dp dp oh  Jk N
(L) ———dltd‘)+h%+/f70+<d—u+m—f)p—-—o

adjointe de (L).

Si donc on se donne la représentation sphérique, une solution
de (L') nous déterminera la surface moyenne d’une congruence ayant
cette représentation sphérique pour ces développables : cette con-
gruence sera ainsi completement définie.

2. Tout ceci étant rappelé, considérons une surface S’ dont chaque
point M'(z’, ¥, 2”) est lié au rayon correspondant de la congruence T
par des relations de la forme

( oz’ dy' ! Z 5! /
= =p'(z'— 2,), —y:p(y—)"x), 5= =p' (' —3),
(3) dv dy ds
192" _ o AW 95" _ o .
' ou =q'(2'— zy), o (V' —y2)s R A — %),
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SUR LES CONGRUENCES CYCLIQUES, ETC. 5

qui expriment que les foyers de chaque droite de la congruence se
trouvent sur les tangentes en M" aux courbes u = const. et ¢ = const.
On voit aisément des équations précédentes que ces courbes forment
sur S" un réseau conjugué.

Nous dirons que la congruence I est cycligue s’il existe une surface
S’ pour laquelle on a des relations semblables & (3) et telle que les
courbes u = const., ¢ = const. tracent sur elle ses lignes de cour-
bure.

Mettons-nous dans ce cas et décrivons des points F, et F, comme
centres, les spheres X, et X, ayant respectivement F, M’ et F,M’ pour
rayons. Ces spheres sont orthogonales et se coupent suivant un cercle
C passant par M’ et ayant F,F, pour axe.

Il est ais¢ de voir que la sphere X,, quand u« varie seul, touche son
enveloppe précisément suivant le cercle C et qu’il en est de méme de la
sphere X, quand ¢ est seul variable.

On voit donc qu’on a deux familles d’enveloppes de spheres, les
surfaces de la premiere famille se coupant avec les surfaces de la
seconde famille orthogonalement et suivant leurs lignes de courbure
circulaires. Il existe alors, d’aprés un théoreme de M. Darboux, une
troisitme famille de surfaces formant avec les deux premieres un sys-
teme triple orthogonal. Les cercles C sont donc les trajectoires ortho-
gonales des surfaces de cette derniere famille, et ils constituent par
conséquent ce que Ribaucour a appelé un systéme cyclique.

Il résulte des considérations précédentes qu’étant donnée une con-
gruence cyclique il existe un systéme de cercles ayant les droites de la con-
gruence pour axes et formant un systéme cyclique.

L’étude des systemes cycliques prouve facilement que la réciproque
est vraie. ‘

Les axes des cercles d’un systéme cyclique forment une congruence

cycligue.

3. On obtient donc la congruence cyclique la plus générale en pre-
nant la congruence pour laquelle les foyers de chacune de ses droites
se trouvent a chaque moment sur les tangentes aux lignes de courbure
d’une surface quelconque.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 39/5 -4



6 G. TZITZEICA.

Soit M'(«’, ¥', 5") un point de cette surface rapportée a seslignes de
courbure, et posons

dz"+ dy" + ds*= A* du + B* dv*;

x', y', 5’ eta’? 4+ y'* + z'* satisfont alors & I'équation

(4) 0t oA dl
i dude A dv du

<
o
<D
<
=)
<
>

|
|

=]
<

M. Darboux a montré ( Théorie des surfaces, 11° Vol.) qu’on obtient
les foyers de I'une des congruences cherchées en prenant

o, 6 oz’ o, 0 ay' . 6 0z
B m=2=559  NTV =m0 BT T 50y
09 Jdy v
, 0 da' 0 dy' 6 95
il . Fo - oA N & Zr I e D =
(Fo)  #=2—5g 50 =Y~ @9’ T 736 ou’
Ju du du
ol 0 est une solution quelconque de (4).
Cela étant, posons
109 99 196 90 _ 10000,
gl—gﬁd—&(xl—'TQ)’ 9—@70—( —Y2)s 63*57_—0(01_02)’
ou
9__dedx’ 99 oz’ 6, — d@ﬁdl_ﬁdy __ 0693 96 d5'
Y= 0 du  du 9v dv du  du ov’ T dv du  Odu dv’

f,, 0, 0, sont des parametres directeurs de la droite F, F,.
Un calcul facile montre que 0,, 0,, 0, satisfont a I’équation

P’w 1 0m Jdw _I_di_m_'_r
m;_rnwgﬁ+ndudc’ @
dans laquelle .
a0 d
mU_A%, nVY—= du

et 7 une certaine fonction de u et de ¢, U désignant une fonction de u
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SUR LES CONGRUENCES CYCLIQUES, ETC.

S |

seulement, V une fonction seulement de ¢. Alors

, 29 dx' 99 dx'\? 29 9y’ 99 dy'\?
2 2 2 — ol - Ao g by A 1 SR i T
At i = <dv du  Jdu ()s*> - < Qv >

90\ | . (00!

/

= m2l2== nd V2,

Il est évident que, si I’on multiplie 0,, 0, et 0, par une méme fonc-
tion, m et n se trouveront étre aussi multipliés par cette méme fonc-
tion.

On a donc le théoreme suivant du & M. Guichard :

Les paraméires directeurs 0,, 0,, 0, des rayons d’une congruence cy-
cligue rapportée a ses developpables satisfont a une équation de Laplace
de la forme

o 1 dm dw 1 0n dw

() duodey m 9v du + n du 0y

et sont liés par la relation
(6) 0%+ 62+ 02 = m*U*+ n2V2,

Laréciproque est vraie. Soienten effet F, (z,,y,, 5,) et Fy (s, ¥2, 25)
les foyers d’une droite de la congruence, et prenons pour parametres
directeurs de cette droite

Xy — Xgy 17— Yar S17 %
qui satisfont par hypothise a I'équation (5) et sont liés par la relation
(6") (21— )2+ (y1— y2)2 4 (81— 53) = m? U+ 2 V2,

Remarquons maintenant que, la congruence étant rapportée a ses
développables, on doit avoir

—-0 9 0z -

Do Ma— ), g = A0y Gh = hE—a),
i oy 0z
(()*L‘:-:H(‘Tx—ﬁ)‘_’); (-)'::.U-()’l—)%); T::H(“1—52)7
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3 G. TZITZEICA.
d’otr il résulte que @, — @, y, — ., z, — z, satisfont a I’équation

0*w Jdw ow

——-()"()V :-—[J.—d—u —{—)\(7)— —+ Vo,

v étant une fonction convenable, et en comparant i Iéquation (5), on
déduit

. 1 dm 7__1 ()_n v
‘u_—ﬁw, T ol o
On a done
(Ox, 1 0n ) dy, 1 dn dz _ 19dn
o ou —nou ETE Gy =g ) G =g s
7 <
), 1 0m / Oy, 1 dm, d3, 1 dm ,_
(’7 = = W(Ia—xl), Db m 7(}2_}’1), B d—v(~2—~1 .

Cela étant, décrivons des points F, et F, comme centres et avec 2V
et U pour rayons les spheres

(%) (X— 2,2+ (Y —y,)2+ (Z— 5,)2= n2 V2,
(%) (X = 22) 4+ (Y = 25)+ (L — 5)' = m2 .

Cherchons I'enveloppe de X, lorsque u est seul variable. Le plan du
cercle de contact est, en tenant compte des équations (7),

(X —xy) (22— x3) + (Y—0)(y1—y.) + (Z—5,)(5,—35;) +n*V2=o,

et (6") prouve que c’est le plan radical des spheres X, et X,. La
sphere X, touche donc son enveloppe suivant le cercle C, qu’elle a en
commun avec X,. On trouverait qu’il en est de méme de X, lorsque
¢’est ¢ qui varie seul.

Comme, en vertu de (6'), les deux spheres sont orthogonales, on
déduit que les cercles C forment un systeme cyclique et que, par con-
séquent, notre congruence est cyclique.

La condition trouvée est donc en méme temps necessaire et suffisante.

Nous voyons encore par ce qui précede que la condition ne se rap-
porte qu'aux paramétres directeurs des rayons de la congruence. Deux
congruences qui ont la méme représenlalion spfze'rt'que pour leurs deve-
loppables sont donc en méme temps cycliques.
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SUR LES CONGRUENCES CYCLIQUES, ETC. 9

4. Nous allons exprimer maintenant la condition trouvée, a I'aide
des éléments qui nous ont servi au n° I pour définir une congruence.
Posons, pour un moment, dans I'équation de Laplace (L),

, __19P . 1.0Q
(8) "=ra FEQ

Pour que la congruence soit cyclique, il faut et il suffit, d’apres le
théoreme de M. Guichard, que I'on ait

a2+ |62+ 72:1: I)Q LT2+ ()2\';"
On pourra donc mettre
. o i o &
(9) PU =cos—> QV =sin—-
* 2 2
Avec ces notations, le plan radical des spheres Z, et X,, décrites des
foyers I, et F, d'une droite de la congruence comme centres et avec QV
et PU comme rayons, c’est-d-dire le plan du cercle qui engendre le
systeme cyclique correspondant a la congruence, a pour équation
= - r N T
(X =) (x,— @) + (Y — y1) (y1—02) + (£ — 5,) (5, — 53) + 4p? Slﬂz; =o

ou
a(X—2) 4+ B(Y —y) +vy(Z—z) =pcosa.

Le centre (x,, y,, 5,) du cercle est donné par
Zo=x -4 p COST ., Yo=) +pcosc.3, Zg=3 -+ pCoSag.y,

enfin son rayon est ¢ sing.
Cela étant, on tire des équations (9)

9 —I—co'sa\— O (L) =
de \ P 5)_0’ du 65“15 =

d’otr, en tenant compte des équations (8),

dcosa 2/i(cosa +1),

o) ) ay
( f Jdcosa — 2/ (cosa —1)
du : R .
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10 G. TZITZEICA.

Ce sont les équations trouvées par MM. Bianchi (Anrn. di Matematica,
vol. XVIII et XIX) et Cosserat (C. R., t. CXIIL, p. 461).

Il est donc nécessaire et suffisant que ces équations soient compa-
tibles pour que la congruence soit cyclique. On en tire

oh Ok —— oh o ok ko

—_—— S5 — —— — Jk—=

du Oy du " ap ! ’
qui détermine un systéme cyclique unique correspondant a la congruence
cyclique donnée, sauf dans le cas ol

oh ok :
(1) F fa;_«zlz/.,

et alors on a ' systemes cycliques.

5. Ribaucour a considéré une congruence comme formée par les
cordes de contact d’une sphere X dépendant de deux parametres avec
son enveloppe. Les courbes tracées sur la surface décrite par le centre
de la sphere et correspondant aux développables de la congruence for-
ment un résecau conjugué.

Il a montré spécialement (J. de Liouville, 1891) que la congruence
est cyclique, st les points de contact de la sphere avec son enyeloppe sont
conjugues harmoniques par rapport aux foyers de la corde de contact.

Pour démontrer ce théoreme nous gardons toujours les notations
dun° 1. Soit de plus p. (£, 7, {) le centre de la sphere X. Menons par w
un plan perpendiculaire & la droite correspondante D de la congruence,
et désignons par rla distance & ce plan du milieu M («, y, z) des foyers
de D; on a

(12) 2 (E—@)+B(n—y)+y(—z)=r.

Si done
(X —E_z)'z—)—(Y—‘n)'l—f—(Z——’;)Q:R2

est la sphere X qui nous donne les droites de la congruence par ses
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SUR LES CONGRUENCES CYCLIQUES, ETC. TI

cordes de contact, il faudra que la droite

N Con . ot | L OR
(X—E)(m-i—(Y*“ﬂ)El—t'i—(ll’*:)d—u‘i—RdT—40’
L0k 0n gL L OR
X—=8) 5 +(Y—-G)W+(Z—C)W+Rg‘j—0
coincide avec la droite D.
Elles ont d’abord la méme direction, st
0 Lon . 0L
(5) Ol-dz-l—}sm—i—'yE—O,
1
ad—z'—%—ﬁd—n—l— QE_‘O
L T Top =%
et se confondent, si ’on a encore
Ph 00 9L IR
. | e—p 5 —m G+ =05 R =0,
14
)3 .\ On . d¢ oR
2(17*5,)5;+()’—f2)5;+(~—§) dv_*_RW_O'

Enfin, pour que les points de contact de = avec son enveloppe soient
conjugués harmoniques par rapport aux foyers de la droite D, il faut
écrire que la sphere X et la sphere décrite sur F,F, comme diametre
sont orthogonales :

(13) (E =P (0 —p)i+ (£ —sP= R+ .

De la, en différentiant et en tenant compte des équations (14), on
tire

[ ()9 M 95,9
6 (= &) gm +(y—m)5, +(5—=8)5m =p5.>
1
.\ dx ay _ Jds __ dp
(37—5)-0—9——*‘()—W)W—f—(e—é‘)g;—-P%’
d’ol1 'on déduit, a 'aide des équations (2) et (12),
9 ) )
‘pS(E_—x)a%:<&—Z—|—zkp>r+p;—Z,

(17)
Jda__ [ dp _0p
\pS(E—x)a‘;_<£+2hp>r P53y

S désignant le signe de sommation de Lamé.
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12 G. TZITZEICA.

Calculons les premiers membres de ces dernieres équations d'une
autre maniere, en différentiant I’équation (12) et en simplifiant le
résultat a I'aide de (2) et (13). On trouve

. do. _dr  dp .
o) S(;—.@)%_Eﬁu(—ﬁ—f—z/‘p,
1
» NOdo  dr  dp
(&;~¢b:_m) EV—MP
En comparant (17) et (18), on déduit
ar de .,
Pou " oq — 2P (r =),
o) ﬂ—rdp—ﬂz (r )
Pov g0 — 2helrate)

Il faut donc que ces équations puissent nous déterminer r. Il est
aisé de voir que cette condition nécessaire est en méme temps suffisante.
Remarquons, en effet, que toutes les équations de ce numéro, sauf les
équations (15), (16), (17) et (19), sont vraies pour toute congruence
de droites. Si donc les équations (19) sont vérifices, on pourra remon-
ter de (18) par (17) et (16) jusqu’a I’équation (15), ce qui prouve bien
que la condition est suffisante.

Posons dans les équations (19) 7 = g cosa; on trouve

d cosa
—ak(cosg —
Jdu (cosg —1),
dcosa
e =2Ah(cosg +1).
Jv ( ~t=1)

Ce sont les conditions (10) d’existence d’'un systeme cyclique.

La congruence est donc cyclique et le centre p de la sphere X est
le point de contact avec son enveloppe du plan du cercle qui engendre
le systeme cyclique correspondant.

Nous pouvons montrer que sur cette enveloppe aux développables
de la congruence correspond un réseau conjugué.

Pour cela, on tire facilement de (14)

dx 05 Q0w _

E)a_u_i_ du dv
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SUR LES CONGRUENCES CYCLIQUES, ETC. 13

et alors les équations (13) nous donnent

" 0% 43 d%n P 9%t
“duady 2 0wy /du()v

== 0
De cette équation et des équations (13) on déduit que &, 7, { satisfont
a une équation de la forme

00 a0 . 09I

dudr Cou Vo

ce qui prouve que les courbes = const. et ¢ = const. tracent sur la
surface en question un réseau conjugué.

6. On est conduit, dans la théorie de la déformation infiniment
petite d’une surface, a considérer une classe de congruences dont les
développables découpent des réseaux conjugués sur leurs surfaces
moyennes : ce sont les congruences de Ribaucour. Elles sont caracté-
risées par le fait que I’équation de Laplace (L) & laquelle satisfont les
cosinus directeurs 2, 3, v des rayons d’une de ces congruences a ses
invariants égaux.

Les équations (r1) nous montrent donc que les congruences ey-
cliques auxquelles correspond une infinité de systemes cyeliques sont
en méme temps congruences de Ribaucour.

Prenons-une de ces congruences; 4 chaque droite qui lui appartient
correspond une infinité de plans contenant les cercles ayant cette
droite pour axe et décrivant les systemes cycliques déduits de la con-
gruence. Les points de contact de ces plans avec leurs enveloppes se
trouvent, d’apres les équations (16), sur la droite

o . L Oy . oL I dp
(R—a) g + (X —plge T —sl 5 +Pg =0

dx SR NS rip_
R—w) X —p g T s g+ b=

qui déerit une congruence.
Nous allons montrer que les deux plans représentés par les deux
équations précédentes sont les plans focaux de la droite d’intersection
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14 G. TZITZEICA.

et cela seulement dans le cas ot la congruence primitive I est cyclique
et de Ribaucour.
En effet, comme les équations des plans peuvent s’écrire

_d.xr L0y ds 1.9, , e
Xm—i— a;—i—Zdu—Eo—u(x—l—)’—i—g—p),
_Ox dy  ,05 1.0 , | o a3

pour qu’ils soient les plans de leur intersection, il faut et il suffit que
x,y, 5 et x° + y*+ 22 — 12 soient des solutions d’'une méme équation
de Laplace de la forme
0*0 a6 20
—_— =P Q —_—
dude du av
Les courbes « = const. et ¢ = const. tracent donc sur la surface
moyenne S de la congruence donnée T un réseau conjugué, ce qui
prouve que la congruence est de Ribaucour. On a, par conséquent,

o _ ok
dv — ou’

et alors on voit aisément & I'aide des équations (2) que I'équation de
Laplace relative au réseau tracé sur S est

26 /1 dp 29 (1 dp 26
dudv_<§‘v+h>%+<5ﬁ_'_k)mf

Si I'on exprime maintenant que x*+ y* -+ z*— p® satisfait aussi &
cette équation, on trouve, en tenant compte des équations (2) et (L"),

oh d_/;_

—h4hk=o0
gv T ou :
et en comparant au résultat précédent

oh 0k )
Z)—‘; = % —‘ZhA,

ce qui démontre que la congruence est en méme temps cyclique et
de Ribaucour.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 39/5 -4



SUR LES CONGRUENCES CYCLIQUES, ETC. 10

7. 1l résulte done, de ce qui précede, le théoreme suivant, di i
M. Cosserat :

Les plans des cercles des systémes cycliques deduils d’une congruence
cycligue et de Ribaucour ont leurs points de contact avec leurs enveloppes
en ligne droite; la droite ainsi determinée Jorme une congruence dont les
développables correspondent a celles de la congruence prumitive el décou-
pent les enveloppes des plans des cercles suivant des réseaux conjugues.

Nous allons rattacher ce théoréme & une proposition sur les con-
gruences cycliques les plus générales.

St I’on considere une congruence C et si I on fail correspondre a chaque
droite D de cette congruence la corde de contact A de la sphere S décrite
sur le segment focal de D comme diamélre avec son enveloppe. et s'il
existe sur la droite A un point p.(&, 1, () qui décrive une surface dont le
plan tangent en p. soit perpendiculaire @ A, la congruence C est cyclique.

En effet, soient M(x, y, ) le point moyen et 2p la distance focale
de D.
On a, par hypothese,

. NG ] ay \d5  dp
. | =) 5r +—n 5L+ =) gy + o5t =0,
20 /
| . dx dy | . 93 do _
((é—x)m““(”—‘y)aﬁﬁ‘(s_v)(j;'*‘PE. =
et
t Jé p()’f; L
#0u TP ou 19T
(21) R
of an d¢

x, B, v désignant les cosinus directeurs de D.

Décrivons du point i comme centre une sphere X orthogonale i la
sphere S décrite sur le segment focal de D comme diametre. Le
rayon R de X sera déterminé par

5

(@ — P4 (y — 0+ (s — £ =R+ g2,
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16 G. TZITZEICA.

d’ott 'on déduit, en différentiant et en faisant les réductions,

o OE ) da ., 02 oR
(=05, T =gy + =05 +Ro =0
N N T B [ | S
(1"“-_);)(;—'—(.‘ "ﬁ)ﬁ‘*‘(v*s)m +Rw—0,

qui expriment que le point moyen M se trouve sur la corde de contact
de X avec son enveloppe. Comme, en vertu de (21), D a méme direc-
tion que cette corde de contact, elles coincident. :

La congruence des droites D est done définie comme étant formée
par les cordes de contact d’une famille de spheres avec leur enveloppe,
les foyers étant conjugués par rapport aux points de contact. Le
théoreme de Ribaucour, que nous avons démontré au n° 5, prouve
que la congruence considérée est cyclique.

De la démonstration que nous avons donnée au théoreme de Ribau-
cour il résulte encore que le point w est le point de contact avec son
enveloppe du plan qui contient le cercle décrivant le systeme cyclique
correspondant & la congruence. Le plan du cercle, et par conséquent
le point w correspondant & un rayon de la congruence C sont en gé-
néral uniques.

Dans le cas ol la congruence est en méme temps eyclique et de
Ribaucour, on a une infinité de cercles, les points de contact de leurs
plans avec les enveloppes respectives sont visiblement distribués sur
la droite A. Nous avons démontré, d’ailleurs, que les développables
de la congruence constituée par les droites A correspondent, dans ce
s, et seulement dans ce cas, aux développables de la congruence C.

Supposons maintenant que la distance focale des ravons de la con-
gruence C soit constante : la droite A se confond alors avee la normale
a la surface moyenne de C. Supposons encore que la congruence soit
cyclique et de Ribaucour, les développables de la congruence formée
par les normales de la surface moyenne correspondent i celles de C,
autrement dit le réseau a invariants ¢égaux découpé par G sur sa sur-
face moyenne est formé par les lignes de courbure de cette surface,
qui est, par conséquent, isothermique.
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SUR LES CONGRUENCES CYCLIQUES, ETC. . 17

8. Nous voulons faire de ce qui précede une application & certaines
surfaces liées aux surfaces a courbure totale constante (négative);
mais, auparavant, il convient de faire la remarque suivante sur les
congruences.

Supposons que les développables d’une congruence donnée tracent
sur une certaine surface un réseau de courbes conjuguées.

Soient M un point de cette surface, F un foyer du rayon de la con-
gruence qui passe en M, MT et MT’, les tangentes aux courbes du ré-
seau qui se croisent en M.

Aux développables de la congruence il correspond sur la surface
focale décrite par F un certain réseau conjugué, et les tangentes en F
aux courbes de ce réseau seront FM et une droite qui rencontre évi-
demment MT ou MT', MT par exemple, en P.

Le point P est le second foyer de MT dans la congruence que forme
celte tangente.

Cela étant, considérons une congruence dont les développables
découpent sur ses deux surfaces focales leurs lignes de courbure; la
surface moyenne de cette congruence correspond, avec orthogonalité
des éléments, A une surface 4 courbure totale constante. Nous dési-
gnons par G une telle congruence.

On voit facilement que les quantités % et A du n° 1 sont ici iden-
tiquement nulles, et que, par conséquent, la surface moyenne est
définie par '

ox o da  dy_ op 0B s dp_ oy
o) ou— 0’ PO’ Ju— 5;5—‘0%’ Ju g’ TP ow
22

dz 0o do. dy  0dp B ds __ dp Iy

v o F TP —67#_—3;@4_9(%)’ dv ol P9

o, B, vy satisfont & I'équation

Fo 0 cosw
dudv ’
w étant une solution de I'équation
i B sin
oud w.
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18 G. TZITZEICA.
De plus, on peut écrire

do? 4 dB* + dy? = du? — 2 coso dudy + de?.

Alors les équations (22) nous donnent

y (9x N\t (dy\? . [(95\_ <()P~z
(25) (\()12 “\ou) du>—“‘o+ (—ﬁ)’

S . . . Jdxz  dy
et comme, d’autre part, il résnlte des mémes équations que Ja’ 9’

ds

Jy, Satisfont a I'équation de Laplace

L9 (90348 po
7o ()—u<ﬁ>dv+l"’
(%)

P étant une certaine fonction de u et de ¢, il suffira d’appliquer le
théoreme de M. Guichard, pour conclure de (23) que les tangentes aux
courbes ¢ = const. de la surface moyenne d’une congruence forment une
congruence cyclique. 11 en est évidemment de méme de la congruence
des tangentes aux courbes « = const.

On obtientle méme résultat en faisant usage de la remarque faite au
commencement de ce numéro, car il en résulte que les tangentes en
M(z, y, ) aux courbes du réseau tracé sur la surface moyenne par
les développables de G ont leurs foyers sur les tangentes aux lignes de
courbure des surfaces focales et, par conséquent, qu’elles forment des
congruences cycliques.

Décrivons maintenant la sphere S sur F,F, comme diametre; elle
touche ses enveloppes, obtenues en faisant varier successivement « et
¢ seulement, suivant des cercles contenus dans les plans

0*Q dp 0L

1 2
= —— —+
ou dv o dv dv
)

( L Ox dy N dp

s (X—i)ﬁ+(Y—)’)()—u +(Z—~)&; HPE =@
(24) / dw dy ds  dp

( (X—x)dT—i—»(Y——y)J‘;—Jr—(l—--s)d—v —&—95;:0

Ces cercles, passant par F, et F, respectivement et ayant pour axes
les tangentes en M aux courbes u = const. et ¢ = const., sont, par con-
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SUR LES CONGRUENCES CYCLIQUES, ETC. 19

séquent, les cercles des systemes cycliques correspondant aux con-
gruences formées par ces tangentes.

Désignons par A la droite représentée par les équations (24) et qui
estlacordede contact de S avec son enveloppe quand les deux variables
u et ¢ varient.

La congruence primitive G qui découpe sur les surfaces focales
leurslignes de courbure est en méme temps cyclique et de Ribaucour,
car les relations (11) sont évidemment satisfaites quand on a

h—=k=o.

On peut donc employer un théoreme que nous avons démontré au
sujet de ces congruences.

La corde de contact A de la sphere S décrite sur F,F, comme dia-
metre avec son enveloppe, passe par les points de contact des différents
plans qui contiennent les cercles ayant F, F, pour axe et décrivant des
systemes cycliques. '

Les droites A forment d’ailleurs une congruence dont les dévelop-
pables correspondent & celles de la congruence primitive.

Il résulte aussi que les plans (24) sont les plans focaux de la droite
A, et que, par conséquent, les réseaux conjugues que la congruence des
droites A decoupe sur ses surfaces focales sont de ceux qui interpiennent
dans la deformation des surfaces et que M. Guichard a appelés cy-
cliques.

DEUXIEME PARTIE,

9. Considérons dans I'espace un systeme quelconque de coordon-
nées curvilignes

2=f(p1, 02, Ps)s = ¥ ="9(P1s P2rPs)s z = Y(py, P2y P3)
et formons 1’élément linéaire

(1) dx? + dy? + dz* = Sy dp; dp,,
(4 k=1, 2,’3)'
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20 G. TZITZEICA.

Il est évident qu'on peut déterminer les coefficients , m, n du sys-
teme
53 PO, 99 08 g
Dpi0pr %00, “ dp» K dpy:
(4, K= 159,3);

de maniere qu’il admette «, y et z comme solutions particulieres.

Il est clair aussi que dans ce cas les /, m, n s’exprimeront a I'aide
des coefficients a;; de I’élément linéaire (1) et de leurs dérivées.

Les conditions d’intégrabilité du systeme (2) sont doue en méme
temps les conditions necessaires et suffisantes pour que le second
membre de (1) puisse représenter I'élément linéaire de 'espace.

Nous dirons que les coordonnées curvilignes (g, g2, p;) forment
un systéme triplement conjugue, si, dans le systeme correspondant (2),
on a _

los =130 == 115 =10,

Dans ce cas chaque surface de I'une des familles de surfaces qui
composent le systeme est coupée par les surfaces des deux autres fa-
milles suivant un réseau de courbes conjuguées.

On voit que cette proprieté se traduit par des re/atzons entre les coef-
Sicients de Uelément linéaire seulement. ‘

Ces relations appartiennent a une classe d’invariants des formes
différentielles que nous voulons définir sans insister.

Etant données les fonctions x,, ., ..., x,, des variables Biys Pos = =
©ns O A
(3) dz? + dal +. ot drh, = Zoydpdpy,

(l,/\:I,Q, ceey 1),

Supposons que I'on fasse la transformation

(4) yi:fi(xuxz’---;xm)
(=152, s )

on aura alors

(5) . dyl +dyy +... +dyj, = ZBudpsdoy
(L k=12,...,n).

Désignons par F(«;) une fonction des coefficients oy et de leurs
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SUR LES CONGRUENCES CYCLIQUES, ETC. 21

dérivées. Cette fonction sera un invariant de la forme différentielle qui
figure dans le second membre de (3) et pour la transformation (4) si

F(Bi) =F (o).

C'est ainsi que pour le cas m =n = 3 et pour la transformation li-
néaire, on a comme invariants tous les symboles de M. Christoffel

itk e . . . o
; ; % relatifs & la forme (3). Dans ce cas les invariants caractérisent la

transformation, c¢’est-a-dire que si les formes (3) et (5) ont mémes
symboles-de M. Christoffel la transformation (4) est linéaire.

Pour la transformation projective (m =n=3), on a les invariants
;l” pour lesquels ¢ 5~ k£ 1. Cest Iévanouissement de ces inpariants

qui exprime que les coordonnées curvilignes (p,, pas 0y) forment un sys-
téme triplement conjugue.

10. Nous nous attacherons surtout & ’étude des propriétés géomé-
triques des systemes triplement conjugués et d’autres systemes que
nous définirons dans la suite.

Nous supposons done que x, y et 5 satisfont & un systeme d’équa-

tions de la forme
020 20 )

= g e Ay
Dpidor " op T M oy
(e R=11,2, 3

Les conditions d’ihtégrabilité exigent que I’on ait

oH;
()p/;

I
A= o,

et que les H satisfassent aux relations

o, 1 JH, ()II|+ 1 ()1130_}11’

0020ps W, dps dp,  Hy 0o, dps
(6) gty _ L dH, o8, 1 dH, aH,
dpsdp; ~ Hy dpy Ops H, dp; Jp,
M L B8y ok, 5 Ol
dpydo, — Hy do, dp, H, dp, 9s,°
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22 G. TZITZEICA.
2,y et = sont done des solutions du systeme

o 6 1 0H, 99 1 OH; 99
7 0o, dpr — H; dp; 0p; ' Hy dp; 0o

(i#k=1,2,3).

Le systeme triplement conjugué est composé de trois familles de
surfaces : par chaque point de 'espace passe une surface de chaque
famille.

Soit MT; la tangente & la courbe d'intersection des surfaces
px = const. et p,= const. qui passent par le point M. La droite MT,
engendre, suivant que ,, g, ou p, est constant, trois congruences dif-
férentes.

Il v a pourtant sur cette droite trois foyers seulement, dont un est
le point M. Par conséquent, il y a aussi seulement trois plans focaux.

Nous considérerons spécialement la congruence qui correspond &
pi= const., dont les foyers pour la droite MT, sont différents du
point M et que nous désignons par T';.

Déterminons par exemple les systemes triplement conjugués pour
lesquels les surfaces p, = const., g, = const. et ¢, = const. sont les
surfaces moyennes des congruences I',, ', et T';.

Comme lés coordonnées des deux foyers de MT; et différents de
M(x, y, z) sont

Wy 9z M, dy _ H, 0s
CTOHy 95 YT oM, dp © T oM dp)
dp: Ipi 2

H, ox W, dy _ H, 0z
TOOH, 9 T OH; 050 C oWy dpy
dpr 2 dp:

(i£k#l=1,2,3),

ot I'on a supposé que «, y, = satisfaisaient au systeme (7), on doit
avoir '

J _ 9 . 0 .
(K(H2H3)40’ %(H3H1)~—0; (')E(Hle)—O.

On peut done poser
HH,=a%,  HH=c% HI,=ek,
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R; désignant une fonction qui ne dépend pas de p;, et alors

H; — eRﬁ—Ra—-Rj’ H2: 6R3+R,—R.:, }]3: GRH-R.:——R@.

En remplacant dans (6) les H par ces valeurs, on obtient

R, _ ,d(R;—Ry) I(R,—Ry)

00, 0ps 0p, do;
J’R, _Br)(R,—Bg) d(R;— Ry)
Jps dpy - . dos dp,
J’R, agd(l{g- R;) d(R,——R;,)_
dp1dps dp: Jos

M. Darboux a rencontré dans ses recherches sur les systemes triples
orthogonaux composés de surfaces isothermiques (Sytémes orthogo-
nauz, p. 230) un systeme d’équations plus général que le précédent.
En appliquant sa méthode pour I'intégrer & notre cas, on trouve

Ri=o,+ a;— Llog(a,— as),
R, = o5+ o, — tlog(as;— a,),

R; = oy + oy — tlog(a, — a,),

u; et a, désignant des fonctions contenant la seule variable ¢
On tire de la les valeurs de H,, H, et H,

H, = e*% \7 i 5
(az—ay)(a,— as)

— 52 ‘(13—@1
H,= e \/(alﬁa) (a,——as)

1 — Ay

1= o \/(a, aa)(as—al)

et par conséquent le systeme correspondant (7), que nous supposerons
simplifié par un changement de variables, sera

3 0%0 ___< 1, 1 > 00 < Lo, >%

dp2 dps ps—p1 p2—ps/ dp2 pr—p2 PP/ Ops
, 0%6 1 1 99 I ! )_‘E
0093091_<91—P2+93—91>d93 <PZ““Ps+P3_PI/ dpy’

3 0%0 _( 1 ’e I )()_9_( 1 +7‘1 >_0_6_
()91092‘— Pa—pPs Py — P2 ()Pl Ps— P1 P1— P2 ()92
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24 G. TZITZEICA.

Trois solutions particulieres , y, = de ce systeme nous donneront
dans I'espace un systeme de coordonnées curvilignes jouissant des
propriétés imposées.

Remarquons que ce systeme d’équations admet la solution

1 1 1
0, = (p2—ps)*(ps— p1)* (pr—p2)’s
et qu’en posant
—0,Q
on obtiendra le systeme beaucoup plus simple

0%2Q <09 ()SZ)

3(p,;——p,i)m:2 E_‘—)a (= k=n1,2,3);

pour lequel on a immédiatement les solutions suivantes :

Wi

1 1
(p2—ps) *(ps—p1) *(pi—ps2) 3
P11 P2+ psy

@i

2 2
(a--p) *(a+p) *(a+p) 7
a étant une constante quelconque.

11. Revenons au systeme triplement conjugué général. Nous avons
en chaque point M de I’espace un triedre formé par les tangentes MT,,
MT,, MT, aux courbes suivant lesquelles g,, p,, ¢, varie seul.

En considérant la configuration géométrique déduite par dualité
d’un systeme triplement conjugué, nous sommes amené a désigner ce
~dernier sous le nom de réseau-triedre, en réservant la dénomination
de réseau-triangle a la figure corrélative.

Cela étant, prenons une des arétes MT, du triedre des tangentes
au point M. Nous avons vu que cette droite forme trois congruences
différentes suivant que p,, p, ou g, reste constant, et que nous avons
en dehors du point M deux autres foyers F, et F,. Il est facile de voir
que les points F, et F, décrivent comme M des réseaux-triedres.

Le passage du réseau (M) au réseau (F,) ou (F)) est la généralisa-
tion de la transformation de Laplace relative aux réseaux conjugués
tracés sur une surface.
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Nous éludierons, d’apres M. Darboux, deux autres transformations
des réseaux-triedres; ces transformations coincident, dans le cas des
systemes triples orthogonaux, avec la transformation de Combescure.

Menons par Porigine les droites O¢,, O¢,, O¢, paralleles aux arétes
du triedre MT, T, T, d’un réseau en un point M. Nous dirons que le
triedre O¢,¢,t, est la représentation sphérique du triedre MT, T, T,, et
que I'ensemble des triedres O¢,z,¢, constitue la représentation sphe-
rique du réseau donné.

La premiere généralisation de la transformation de Combescure
consiste dans la recherche des réseaux-tricdres ayant la méme repré-
sentation sphérique qu’un réseau-triedre donné. :

Les triedres MT,T,T, et M'T|T,T, aux points correspondants
M(x, y,z) et M'(«, y/, z') de deux de ces réseaux ont leurs arétes
paralleles, c¢’est-a-dire que I'on a '

(Gw o oat oy Loy 05 ot
\ do, doy’ dz.  dpy dpy - = Opy’

, oxr ox' ady oy’ Jds 3!

h W — ) L — e St TR :

(8) £ i ; o m 0{32’ A% m dor
[oo _ om0 oy om0
| dps " dps’ dps  dps’ dps dpy -

Ces équations montrent que, réciproquement, deux systémes de
coordonnées curvilignes, pour lesquels il y a.une telle correspondance, sont
des systemes triplement conjugues.

Supposons que z, y, z satisfassent au systeme (7) et que a’, )/, =
soient des solutions d’un systeme semblable, avec des H accentués.

La premicre équation du systeme (8), différentiée par rapport a ¢,,
nous donne alors

1 ol ox 1 JH, dxr < 1 oH) dx’ 1 JH, ();c’) L. dl dx'

0, 05, dp: W, 0p, 9, \W} 0po 9oy ' H; 01 9ps) " 0ps p1’
d’ou
T dli'—_.]_%_,_l ol
H, dp,  H| 0 1 0py

1 O, 1 oH,

H, dp, — M} dps
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26 G. TZITZEICA.

En considérant les équations analogues a la premiere de ces deux
équations et déduites de (8), et en remarquant que H, et H; ne sont
déterminées quia un facteur pres, qui est fonction de p;seulement, on
voit qu’on peut prendre

m —

I,
m,’
et alors la seconde équation devient

1 OH, 1 oM,
oy 9p, W, 0o,
et, en général,
) V) P
(9) i, 0, — H; 0p;

I

(B2 k=T 2, 3k

Si done le réscau-triedre décrit par («, y, z) est donné, H,, H,, H,
seront connus et les équations précédentes intégrées nous donneront
H, H,, H}; ensuite de

oot _Mjox  0x _Mow 02 M ow
dpy 1, 0o, do, W, dp,’ do, — M, dp,’

on aura &' par des quadratures, les conditions d’intégrabilité étant
satisfaites. On aura de la méme maniere y’ et z'.

La solution générale du systeme (g) dépend de trois fonctions
arbitraires d’une variable. '

12. Ribaucour a montré (Dirsoux, Theéorie des Surfaces, Vol. 11,
p- 323) que, si un point u (£, v, {) décrit une surface sur laquelle les
courbes w = const., ¢ = const. tracent un réseau conjugué, c’est-
a-dire que £, v, { satisfont & une équation de Laplace

0% . dJf 99
dudy (Tu+ ~ 09’

et si, en outre, £ + n* + {* — p* est aussi une solution de cette équa-
tion, la corde de contact de la sphere décrite du point . comme centre
avec p pour rayon, avec son enveloppe, forme une congruence dont
les développables correspondent aux courbes du réseau considére.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 39/5 -4
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Cela étant, supposons que le point M(x, y, z) décrive un réseau-
triedre, que, par conséquent, x, y, = satisfassent au systeme de La-
place (7), et supposons de plus que «* + y* + =*— R* soit aussi une
solution du méme systeme. En prenant alors 'enveloppe de la sphere
de centre M et de rayon R quand g,, g, ou p, reste constant, on aura
pour chaque point M trois cordes de contact qui se rencontrent en un
point M’. Le théoreme de Ribaucour suffit pour démontrer que M’
décrit aussi un systéme triplement conjugue.

Posons
20 = &*+ ¥y + 52— R?%;

le point M'(«’,y’, z') sera défini par les équations

" x'i‘p__}_y/d_y_i_:’iz_:g(i,

dp1 dp, dp; dap,

,0x Loy , 03 Jdw

(IO) ‘ x B;z ‘Jl_] (_)E == &5 ap‘;:dpz)
..'Z‘, d—,_%_ +y' g'_}_/ + z/ E == %.

dp dp; dps  dps

Remarquons que, de ce systeme et du fait que », y, = et o satis-
font au systeme (7), il résulte

dz' dx dy' dy 04 9z

DP[ dps - dp; dp " dp; E -
(i£k=1,2,3),

ce qui signifie que le triedre M'T, T, T; des tangentes relatif & M’ est
supplémentaire de celui qui correspond a M. Par conséquent, si I'on
prenait dans le systeme (10) une autre solution ' de (7) au lien
de w, on obtiendrait un point M’ et le triedre correspondant M"T; T, T,
aurait ses arétes paralleles a celles du triedre M'T| T, T,. Nous avons
ainsi, d’apres une remarque faite au numéro précédent, une nouvelle
démonstration du fait que M’ décrit un systeme triplement conjugué.

Nous appellerons la transformation que nous venons de définir
transformation supplémentaire, et nous voyons que toute solution du
“systeme de Laplace (7) nous donne un réseau-triedre supplémentaire
du réseau donné.

Nous compléterons, dans la suite, 'étude de cette transformation.
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13. Considérons le plan
(11) uX + ¢Y - wl +p=o,
dont les coefficients «, ¢, @ et p sont des fonctions satisfaisant au

systeme de Laplace

(12) —()Qg—ﬁa- %—&—a ﬁ
) dp; dpr 'k()pg L 0.

(k=1 2, 3)

e bl'/c 7

Ce plan touchera ses enveloppes obtenues en faisant p, = const.,
g2 = const., o, = const., respectivement aux points M,, M, et M,.

r ensemb/e des triangles M,M,M; forme un réseau-iriangle : c’est la
figure corrélative d’un réseau-triedre.

On voit également que, pour g, = consL., le point M; décrit une sur-
face sur laquelle les courbes g et g, = const. tracent un
réseau conjugué, les tangentes en Mi a ces courbes sont M;M, et M, M,.

Il est manifeste qu'on peut définir directement les sommets
M;(=;, ¥4, =) par des relations de la forme

0423'1'_ ) ) dyt_ . e ()1,'_- il & e
()Ok = OCL/»’(xL_ Z'I:)’ BP—/ == Ofl/c(]l—y/l')’ 35; == OC’/V(“"H“/")

f e Pk

(i£k=1,2,3),

d’oti "'on peut déduire aisément que les sommets M,, My, M, du triangle
décrivent des réseauz-triedres.
Les conditions d’intégrabilité exigent que les oy soient de la forme

(13)

I d/ll
Q= — 37—

= 2
ﬁ,’ dpﬁ
et que les /% satisfassent aux relations

0*hy 1 Ohy Ohy 1 Ohy Ohy
s 0ps~ hy dps dpz Iy Ips Opy”
0*hy, 1 0hs 0h, 1 0y 0,
Jps dp1 — ha Dpy I, +E dps dpi’
hy, 1 Ohy Ohy Ohy O
dpr0ps Ty Opy Oy /z 0, 0oy

On peut remarquer que, pour p,= const., le coté M; M, du triangle
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M, M, M, décrit une congruence dont les foyers sont M;et M; le méme
coté engendre d’ailleurs, lorsque p,= const., une congruence dont les
foyers sont M, et un autre point N;; enfin M; et N, sont les foyers de la
congruence obtenue en faisant g, = const.

On peut se proposer ici un probleme analogue & un probleme que
nous avons résolu pour les systemes triplement conjugués : déter-
miner les réseaux-triangles tels que les points N, se trouvent aux mi-
lieux des cotés M;M,. Un caleul simple nous conduit aux équations

dJd 3 d
— (hyhy) =o — (hyhy) =0 — (N, hy) = 0.
()Pl( 2 3) ’ ()‘02( 3 1) ’ dpg( 1 2)
Ce sont donc les mémes équations qui nous ont servi au n° 10 i
résoudre le probleme auquel nous venons de faire allusion.
On aura, par conséquent, les 4; les équations (13) nous donneront

ensuite les sommets du triangle.

14. Sidans équation (11) on prenait au lieu de p une autre so-
lution p" du systeme (12), on obtiendrait un réseau-triangle dont
chaque triangle M, M, M} aurait ses cotés paralleles & ceux du triangle
correspondant M, M, M; du premier réseau.

Nous désignerons les réseaux ainsi obtenus sous le nom de réseaua-
triangles paralleles.

Les sommets correspondants M.(x;, v, 5,) et M, (x),y;, z,) des
triangles M, M, M, et M,M;M; appartenant a deux réseaux-triangles
paralleles décrivent des systemes triplement conjugués ayant la méme
représentation sphérique. En effet, on a

xi—'xk:}'(x; —x,/c)x
x;—x=MAx; — x7),

par conséquent

92, — A E)Ji = g (Bi— Zp) = pa(@i— x7),

()p[ dp,

qui ne peuvent avoir lieu que si

Meik = ir= 03
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done
dx; .0z,
dp, = Op:

et de la méme maniere

‘)_-7_"——)0)’11' 93 _ 95,
()p,' T .()Pi, ()Pl T ‘dpl"

ce qui démontre la proposition.

15. Tl est utile d’introduire maintenant un troisieme élément géomé-
trique : la congruence triple.

Nous disons qu’une droite dépendant de trois parametres (¢,, 02, £3)
décrit une congruence triple, si pour p,= const. la droite forme une
congruence dont les développables s’obtiennent en faisant o, = const.
et o,= const., ce qui revient a dire que la surface réglée décrite par
la droite quand p; varie seul est développable.

Il résulte de Ia que la droite a trois foyers qui décrivent des réseaux-
triedres, et trois plans focaux qui nous donnent des réseaux-triangles :
ce sont les réseaux focaux.

Il est aisé de voir que la recherche des congruences triples dont les
droites sont paralleles & celles d’une congruence triple donnée, revient
a la recherche des réseaux-triedres ayant méme représentation sphé-
rique qu’un réseau-triedre focal, ou a celle des réseaux-triangles pa-
ralleles & un réseau-triangle focal de la congruence.

16. Nous nous proposons d’é¢tudier les relations de situation qui
existent entre les éléments que nous avons introduits.

Etant donné un réseau-triedre quelconque décrit par le point
M(x,y, =), on peut toujours trouver sur les arétes MT,, MT,, MT, (en
gardant les notations que nous avons employées jusqu’ici) trois points
M,, M,, M, dont I’ensemble forme un réseau-triangle.

On lés obtient en posant pour M;(x;, y;, =)

o 0% ey O A ot e, OB
T 6 TV T 98 0 ST T 00 0
dp; dp; dp;

0 étant une solution quelconque du systeme de Laplace auquel satis-
font x, y et s.
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Nous dirons que le réseau-triedre (M) et le réseau-triangle (M, M, M,)
sont appuyés ’'un sur 'autre.

La méthode précédente qui résulte des recherches de M. Darboux
surlesréseaux conjugués d'une surface donne tous les réseaux-triangles
appuyés sur un réseau-triedre donné.

Il s’agit maintenant de trouver tous les réseaux-triedres s’appuyant
sur un réseau-triangle donné.

Faisons d’abord la remarque suivante. La solution 0 que nous avons
considérée plus haut nous a donné un réseau-triangle. Il est clair
qu’on en obtiendra o' autres en prenant 0 + const. au lieu de 0, et
que tous les résecaux-triangles ainsi obtenus sont paralleles entre eux.
Prenons-en deux (M, M,M,) et (M,M,M;); les points correspondants
M, et M’ décrivent, d’apres une remarque que nous avons faite, des
systemes triplement conjugués ayant méme représentation sphérique.

Cela posé, considérons un réseau-triangle quelconque (M, M,M;) et
cherchons les réseaux-triedres s’appuyant sur lui. A cet effet, on pren-
dra un véseau-triedre (M,) ayant la méme représentation sphérique
que le réseau décrit par le point M,. Le plan tangent en M, a la sur-
face p, = const. enveloppera un réseau-triangle (M, M, M}) parallele a
(M, M,M,). Les triangles M, M, M, et M, M, M; ayant leurs cotés paral-
leles, les droites M, M',, M,M}, M, M} concourent au méme point N,.

Le point N, décrit un réseau-triedre appuyé sur (M;M,;My). En effet,
lorsque g, = const. les droites paralleles M, M, et M,M; décrivent des
congruences dont les développables se correspondent; donc, d’apres
un théoreme connu (Darsoux, 7T/éorie des surfaces, Vol. IV, p. 108),
le point N, se trouve sur une surface sur laquelle a ces développables
correspondent les courbes d’un systeme conjugué, et les tangentes en
N, 2 ces dernieres courbes sont N, M, M, et N,M;M,. On démontrera
de la méme maniere que les couples de droites (N, M;, N,M,) et
(N,M,,N,M,) sont conjuguéssurles surfaces p, = const. et p; = const.
N, décrit donc bien un réseau-triedre appuyé sur M, M, M;.

La remarque faite plus haut montre de plus qu’on les obtient tous
ainsi.

On peut présenter le résultat précédent sous une autre forme. Sup-
posons que le point M décrive un réseau-triedre dont MT, T,T, soit le
triedre attaché au point M. Soit M" un-point qui décrit un réseau ayant
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méme représentation sphérique que (M). II est manifeste que la
droite MM’ engendre une congruence triple, dont les développables
correspondent a celles des congruences formées par les tangentes MT;,
et dont les plans focaux passent par MT,, MT, et MT,.

Il résulte alors de ce qui précede que les réseaux-triédres focaux de
(MM') s’appuient sur les réseaux-triangles déduits des plans tangents en
M auzx trots surfaces quiy passent.

Considérons maintenant une congruence triple quelconque engen-
drée par une droite MP issue de M. Nous nous proposons de démontrer
qu’d existe alors sur MP un point M' deécrivant un réseau-triédre ayant
méme représentation spherique que (M).

Pour cela il suffira évidemment de démontrer que I'un des réseaux-
triedres focaux de (MP) est appuyé sur un des réseaux-triangles dé-
duits des plans tangents en M aux surfaces g, = const., g, = const.,
03 = const., car alors nous savons que le réseau-triedre s’appuiera
sur o' réseaux-triangles paralleles : les sommets des triangles corres-
pondants situés sur MP nous donneront des réseaux-triedres ayant la
méme représentation sphérique que le réseau (M).

Prenons le foyer P, de MP qui, pour g, variant seul, décrit une
courbe tangente a MP, et considérons en méme temps le plan tangent
en M a la surface g, = const. Ce plan tangent enveloppe un réseau-
triangle décrit par le triangle Mm,m;, les sommets m, et m, étant si-
tués respectivement sur MT, et MT,. Nous voulons démontrer que P,
décrit un réseau-triedre appuyé sur (Mm,m,).

En effet, remarquons d'abord que la tangente en P, a la courbe
suivant laquelle p, varie seul est contenue dans le plan des droites MP
et MT,; elle coupe alors MT, en un point 72;. 1l s’agit de prouver que
m,, et m, coincident. _ .

Supposons que p, varie seul. On sait qu’alors tout point de P, m)
décrit une courbe dont la tangente est contenue dans le plan MP, m,;
de méme tout point de MT, décrit une courbe dont la tangente est si-
tuée dans le plan des droites MT, et MT,. Le point 7, décrira, par con-
séquent, une courbe tangente a MT,; il coincide donc avec m,.

On montrera de la méme facon que P,m, estla tangente en P, a la
courbe pour laquelle g, est seul variable. Ce qui démontre compléete-
ment la proposition.
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17. Considérons toujours la droite MP qui forme une congruence
triple. Nous venons de voir qu'il y a sur cette droite des points décri-
vant des systemes triplement conjugués ayant la méme représentation
sphérique que le réseau (M).

in dehors de ces points-la, il y en a évidemment d’autres qui dé-
crivent des réseaux-trivdres, les développables des congruences for-
mées par leurs tangentes correspondant toujours a celles de la con-
gruence triple. On les obtient & l'aide de solutions du systeme de
Laplace relatif & un des réseaux-triedres focaux de (MP).

Soit (N) un de ces réseaux. 11 est manifeste que la tangente en N i
la courbe obtenue en faisant varier p; seulement rencontre MT,; en
un certain point (1, et que 'ensemble des triangles p., wy 1, forme un
réscau-triangle appuyé sur les deux réscaux (M) et (N).

On peut trouver de cette maniere des relations entre deux sortes
d’opérations analytiques différentes.

En effet, pour obtenir le réseau (N)on peut d’abord chercher la con-
gruence triple, opération qui demande la connaissance d'une solution
particuliere du systeme de Laplace relatif & (M); ensuite pour avoirN il
nous faudra une solution du systeme de Laplace relatif & un des foyers
de MP, ou chercher d’abord le réseau-triangle w., g, 1y, ce qui exige
aussi une solution du systeme relatif & (M); ensuite N sera un foyer
d’une congruence triple engendrée par une droite qui passe par p,, @,
ou ,. Cette derniere congruence s’obtiendra par une solution du
systeme de Laplace relatif & un des points p.

18. Soient (M) et (M") deux systemes triplement conjugués ayant
la méme représentation sphérique. On aura alors, pour les points
correspondants M(z, y, 5) et M'(«', ¥, 5'), des relations de la forme

ox' ox ay" . dy 03’ ds

0Pi_lid_P[’ do; tOTlP‘f, 5-‘5;“—“11';0{ (i=1,2,3).

Considérons maintenant un réseau-triangle (M, M, M) appuyé sur (M)
et déduit a I'aide de la solution 0 du systeme de Laplace, auquel satis-
fontx, y et z. 1l est clair d’abord que la fonction 0’, déterminée par

29" a9 a4 0% 99 29
= :la R

s [ 2 & ’
dp, do, dp, do, do, doy

i le
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sera une solution du systeme de Laplace relatif & (M), ensuite que le
réseau-triangle obtenu de (M'), a I'aide de cette solution 0’, sera paral-
lele au réseau (M, M,M;); donc :

A tout réseau-triangle appuye sur un reseau-tricdre donné correspond
un reseau-triangle parallele appuye sur un réseau-triédre ayant méme
representation spherique que le premier.

Soient (M) un systeme triplement conjugué et MP une droite qui
passe en M et qui forme une congruence triple dont les développables
correspondent a celles des congruences formées par les arétes MT,
MT,, MT, du triedre des tangentes en M.

Soient maintenant (M") un réseau-triedre ayant la méme représen-
tation sphévique que (M) et M'P" une parallele & la droite MP.

Faisons varier g; seulement, les points M et M’ décriront des courbes
ayant les tangentes aux points correspondants paralleles, et comme MP
décrit une surface développable, il en sera de méme de la surface
décrite par M'P’. La droite 'V’ forme donc aussi une congruence triple
dont les developpables correspondent a celles de MP.

Nous pouvons tirer de ce résultat une autre conclusion. Prenons
deux réseaux-triangles paralleles (M, M, M,) et (M| M, M) et soit (M)
un réseau-triedre appuyé sur (M, M,M,), il existe un résean (M)
sappuyant sur (M, M, M,) et ayant la méme représentation sphérique
que (M). En effet, la droite MM, par exemple décrit une congruence
triple dont (M) est un des réseaux focaux, la droite parallele MM’
a M, M formera une congruence triple, et un de ses réseaux-triedres
focaux (M")aura, d’une part, la méme représentation sphévique que (M)
et sera, d'autre part, appuyé sar (M, MM,

19. Etant donné un réseau-triangle (M, M,M,), cherchons parmi les
droites perpendiculaires au plan du triangle M, M, M, celles qui for-
ment des congruences triples dont les développables correspondent &
celles des congruences des cotés M, M,.

Il est clair que, si Pon prend un réseau supplémentaire (M) de
celui que décrit le sommet M, par exemple, la tangente au point cor-
respondant M| & la courbe suivant laquelle g, varie seul nous donne
une congruence triple qui répond a la question. On les obtient toutes
ainsi.
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Prenons en effet une droite qui forme une telle congruence triple,
et soit ¥, le foyer qui, pour g,= const. et o, = const., décrit une
courbe tangente & la droite. Si l'on désigne par x,, y,, 5, et 2, v, 5,
les coordonnées des peints M, et IF,, on aura

da, dzy , &Fy dF, 0%, 0%
doi O3: | doy O; | 09y Opr
dxy dry 9y, dyv, | d3, I3 .

dou dps  Opy O | 0pi 0

O

d’ou résulte, en différentiant et en tenant compte que x,, y,, =, et
x,, ¥, =, satisfont & des systemes de Laplace de la forme (7)
dx, dx ay, dy 05, 03 .
SR ihy S S S (i k=1, 3);
dp; 0oy dp; doy dp; 0py
ce qui démontre que le réseau focal (F,) et le réseau M, sont supplé-
mentaires.

20. Considérons deux congruences triples dont les développables
se correspondent et dont les droites correspondantes sont paralleles,
et soient F,, F,, F, et ¥, F,, F les foyers de deux droites correspon-
dantes, F; et F; désignant les foyers qui, pour g; variantseul, déerivent
des courbes tangentes aux rayons des congruences.

Le triangle formé par les drovtes ¥, ¥, F,F,, ¥, F, engendre un reseau-
triangle. Pour le démontrer, il suffit d’appliquer un théoreme de M. Dar-
boux aux trois couples de congruences ayant la méme représentation
sphérique pour leurs développables et contenues dans les deux con-
gruences triples considérées.

21. Revenons maintenant & la transformation supplémentaire de
M. Darboux.

Considérons un systeme triplement conjugué décrit par le point
M(w, y, =); @, ¥ et = satisfaisant & un systeme d’équations de Laplace
(L) de la forme (7).

A chaque solution 0 de (L) on peut faire correspondre un reseau-
triangle appuyé sur le réseau (M), dont les sommets sont définis par
—0%— %, Yi—=Y— di‘J %, SZrE=5 — —9— = (f=1,2;3),

7 i . =
(14) wi=a 95 Oo;
Jo: dp: dp:
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ct un réseau-triedre supplémentaire décrit par le point M'(2', v/, )
et défini par les équations :

g I + V’()—y =t 2l g5 _ —(-)—97
doy Y dpy T do, T do,
r,gf ey dy - -_',();—' _d0 ’
do, doy  ~ dpa  Op,
‘r'ili —I—y'()v‘y +:’—di = -()—6“
 dos dos do; — do,

Nous voulons chercher les relations qui existent entre les deux
réseaux.

Soit (L") le systeme de Laplace relatif au véseau-triedre (M).
Comme e réseau (M) se déduit de (M) par une transformation sup-
plémentaire, on a

dx! . dy' N s 9v
T — 2 S = —,

dor M0 000 T 0,

dx' Jdy' st 9y

PR PR PO P
L0r oy 0s g
’003 ydpx

i

3
SERRES S
dP'; ()P:;

0" étant une solution convenable de (L').
Des deux derniers systemes d’équations, il résulte la relation sui-
vante
(15) x4+ yy'+ 33/ =04 6,
Cela étant établi, considérons le plan
X+ Yy+Zs=5, i
il est aisé de voir qu'il enveloppe un réseau-triangle appuyé sur (M),
De méme, si I’on considere fe plan
X&'+ Yy + Lz =6,
on obtient un réseau-triangle appuyé sur (M). Ce dernier réseau-
triangle coincide avec celui qui résulte des formules (14). En effet, on
aidentiquement

o 0 Oz oy 80N 8 0N\
74 & ‘69— l)IOI' +}’ Y- ’}9 ()Oz s (*’ — _()T ()—D; (l =1,2,9)
Y do; \ * 0z do;
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TROISIEME PARTIE.

22. Nous désignerons par €, un systeme triplement conjugué
lorsque, @, y, = étant des solutions du systeme
2%9 1 oH; 96 1 oH, 95

O R T g 0p T O 0 (FIE

- on a p autres solutions R,, R,, ..., R, telles que

22+ 4 22— R} — R2 —. .. —R2;

P

soit aussi une solution de (1), ou, ce qui revient au méme, telles que
I'on ait

dz dr  dy dy | 9z s _ IR, IR, IR, IR,

= T e = — e
()p, ()PA ()p, ()IO/l ()p, ()Pﬁ ()p, ().3/. ()P, ()p/,

([7—5//(2172,3).

Il convient de remarquer que x, v, z, R,, ..., R, étant des solu-
tions de (1), il suffit en général que «*+ y*+ s>—R} — ... — R,
satisfasse a deux des équations du méme systeme pour qu’elle satis-
fasse d’elle-méme la troisicme. Supposons en effet

dw dz Oy dy 0z 0z _ R, AR, . IR, IR,
doy dpy  dpy 0oy dpy Ops  dpy Ops T doy dpy

0z dz  Jy dy 03 95 _ IR, IR, IR, IR,

’ G e Y7 2 e S .. )
(4) do, dos - do, dpy do, 0o, do, ().03 do; Jps

(3)

et démontrons que I'on a aussi

dxr dx dy dy ds ds IR, IR, IR, IR,

(3) — L e — So
dpy dps — 0ps dps  0ps dps dpa Jpg dp2 dps

Pour cela, différentions (3) par rapport & g5, et (4) par rapporta g,:
on trouvera

L Oy (0w 9z  dy dy | ds 95 IR, OR, IR, 0R,\
W, T \T5a Foa Gindos Do Ope OGOt e
t OW, (dw g dy dy 03 03 OR,OR, IR, @,1)_0
M, 0o \dps dps gy dps  dpz dpa gy dpy T J2 o) T

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 39/5 -4



30 G. TZITZEICA.
Par conséquent, dans le cas général, I'équation (5) sera satistaite

d’elle-méme, sauf dans le cas o

o, oM,

== =03
dp, do,

b

mais alors deux des équations (1) se réduisent &

0 1 dly 99
dpy do, — Hy 02, ()pl’
20 1o, 07
dpidp; 1y oy do,’
done
Jr Jdv Js
WOI =all,, (7;—1 =0, 3, — ¢ Hy,
IR, _ o
()Pl_a,l[l G R DY

a, b, ¢, a,, ..., «, ¢tant des fonctions de la seule variable o,, et les
équations (3) et (4) nous donnent

axr by +cz=oRi+...+a,R,+ 3,

B étant aussi une fonction de p,.
En appliquant cette remarque au cas ou

R—R:=._..—K,=0,
on déduit que :

Les surfaces de deux familles d’un systéme triplement conjugue ne
peuvent pas se couper suivant les trajectoires orthogonales des surfaces de
la troisiéme famille sans former un systéme triple orthogonal, sauf dans
le cas ou la trotisieme famille est composée de surfaces moulures geénerales.

23. Nous nous occuperons spécialement des systemes triplement
conjugués Q,. Nous supposerons done pour le réscau-triedre (M) dé-
crit par le point M(x, ¥, z) que @, y, 5, Retx* + y*+ 5* — R® satis-
font au systeme (1).

Il est facile de voir que tout réseau-triedre, ayant la méme représen-
tation sphérique qu'un réseau Q,, est lui aussi un réscau Q,. En effet,
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SUR LES CONGRUENCES CYCLIQUES, ETC. 34
nous savons que, si ’on a un systéme de solutions pour

) )

I;

l

do;  W; d3;’
les formules
Jx' _ H;odx dy" _H; dy 03l Js
- do; — H; dpf’ dop; M ()p," do; My dp,
(t=1,2,3)
détermineront un réseau ayant la méme représentation sphérvique que
(M). Définissons R” par

oR" _ H; JR . s

S= == Tn o (('j“')‘;‘));

()P‘ Ill l)p,
il est manifeste que R et a’® + y* + =/ — R’ satisferont au meéme sys-
teme de Laplace que 2/, v/, 5/, car

dx' dxz' 9y dy' 093 9% IR’ IR’

W (0r 0w 0y Oy _0c 05 OROR
Tl M\ 0o Do 0o Do dpi Dpi Dpi g )

(ifh=1r,2,3)

24. Les réseaux-tricdres supplémentaires de (M) sont eux ausst des re-
seaux Q,. — Comme tous les réseaux supplémentaires d’un réseau-
trivdre donné ont la méme représentation sphérique, il suffit de deé-
montrer que cela a lieu pour un réseau particulier.

Nous considérons le réseau supplémentaire correspondant i la solu-
tion L(a?+ y*+ 22— R?), ¢’est-a-dire que nous posons

. ox dy L0

N~ 4+ L
= do; dp: i

f)_l; =5 (_),]. e :_()_:_ — R IR

do; do; do; d3;

(£ =1,8,3),
Réciproquement, le réseau (M) se déduira du réseau () déerit pav
le point p. ‘5 M, Z) par les formules

E g 2 _0F p ' R
02 dn -‘)—ﬁ")fJ_.,;gﬂ +:ﬂr._[gl‘)‘1

r e =5 >
do; y()of "% 00; T “do; 0oy do; do;
i I i ) et I )

=0
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40 G. TZITZEICA. i
*+n°+ 2 — R étant une solution du systeme (L,) auquel satisfon t
,netl.

On déduit des équations précédentes

AN

(2= £+ (r —n)'+ (s — =R+ Ry,

ctil veste & démontrer que R, satisfait aussi au systeme (L, ).
Pour cela, remarquons d’abord que I'on a

R oJx 2\ Ox R oy \ dy
L= on g, s oY a0\ 5
(_)l_i dp; o ()_l_i doy, 00,
dp; / dp:
+ '_Ji__di_y\ 0:—0
~ ()—R ()P/.- S E = s
dp;
et comme
0 x| 0a 0y 0% 0z _
do; Doy o0 Opr | Op; Opp
(i k=1,2,3),
on conclut que
- R 9x . . 0% . Ry dn
~l—'a‘l—{'d{;;—~;—|—/-z()loi: ./l—(')—R(E~H+)-i()~P—i7
0p; Jp;
©) | . P
2 oy E _(); = s ) .S)_S
' T OR dp T T Mops

ce qui signifie que le réseau-triangle appuyé sur (M) et déduit & aide
de la solution R est aussi appuyé sur le réseau (). Il résulte de li
que

D

|

1 . .
5 (i=1a,3),

hi=—=—

=9

0

0, étant une solution du systeme (L,). Or, en multipliant les deux
membres de chacune des équations (6) respectivement par » — &,
y—1, 5 —{, on tire

R, .
— s

dpi

ho—

R, est done bien une solution de (L,).
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25. On peut étendre les considérations précédentes a un systeme de

"—(”2_*') équations de Laplace de la forme

926 99 90 L
api—dpk—_(li/‘-az—f—aki-d?k—}—bike (l;ék_I,Z,...,l‘l).

Supposons, en effet, qu’un tel systeme admette n -+ 3 solutions liées
par une relation quadratique. 1l s’agit d’en déduire d’autres systemes
ayant la méme propriété.

Remarquons d’abord qu’en utilisant une solution convenable on
peut rendre b, = o et dire que le systeme ainsi réduit

I LR L
( ‘) 091 df)k — lkd—o ki dPI.

Yi

admet les solutions , @, ..., x,, Ret a] +x; +...+ 2 — R*.

'l

Une transformation évidente est celle qui consiste & poser

dy: . Ox; JR; . JR 2
m_/\kdpk, ol (s e =11y 2, er 0]y

ou les A, sont des fonctions qui rendent les équations précédentes
compatibles. On voit aisément qu’alors y,, y,, ..., y,, R, et
Yi+yi+...+y,— R} sont des solutions d’'un méme systeme réduit
de Laplace.
Iy a une autre transformation plus intéressante et qui correspond
a la transformation supplémentaire des systemes triplement conjugués.
Définissons z,, z,, ..., 5, par les équations

-E)_J/_‘}-' ‘{._f-_dii'i—x_()(_li_‘_*_ Ir&__l{.(zl}_
(7) oo T do; — “lops T dp; dp:
(E="12 v i B)s
et R" par
(8) (51— & )*+ (53— @)% +. . .+ (5, — 2, )= R2+ R’

Nous voulons montrer que z,, z,, ..., 5, R" et z}+...+ =, — R"®
satisfont & un méme systeme de Laplace de la forme (L).
18 6
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Tout d’abord les équations (7) nous donnent
(0) _(,)i dx, 2‘;’ QQ . 05y, 02, o (i k=1, 3
' do; 0o dp; dpie 77 dpg dpr o

Ly ),

d’ou il résulte que =, =z,, ..., 5, satisfont & un systeme (L) de méme
forme que L. D’autre part, on a de (8)

sy =5 Js, a5
ZLy—— Xy .-~ & =g
: ()Pz '()91 I

il
n (}Pz dOl'

d’ott 'on déduit immédiatement que =z} + =} +...+ 2, — R’* satisfait
au systeme (L"). Il nous reste a faire voir que R’ est aussi une solution
du méme systeme.

Pour cela nous remarquons que I'on a

R oz
xry— 3

R 9z dx, ETEY S R dz,\ dx,
"TOOR Oy ) opr PTUUTOR dpr ) opr  °
()IO,' § dPi /
(U k= 159, o oz 1)
et en comparant avec les équations (g) on tire
(10) oy — e 01 95 By — - O%p 9z
1 A _(Zl_{ ()Pz 1 ()PL, ’ iy 257 ()l{ ’—),Oz i “’)‘_D]‘
do; Jo;

(7l ol )

ey Xy —

Multiplions les deux membres de chaque équation (10) respective-
ment parx, — z,,
des autres équations,

Z, 6t ajoutons; on trouve, en tenant compte

O
S
()Pi
ct alors les équations
L Roon W SN L PO
TR 95 T T R 97 0 TR O T IR O
()Pz ()IO[ » ()Pz dpl
nous montrent que R’ est une solution de (L").
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D’une maniere plus générale, si 'on détermine £,, %,, ..., &, par les
équations

. 0, . 0.1y . dx,  0d9

== 2 5 PR Cpioy == = P P g e ;
& Jo: +& Jo: S ~+ &n ()Pi doy (¢ Iy 4 T
0 étant une solution quelconque de (L), on aura évidemment des leld-
tions de la forme
0% dz;

T Lh=1,2,...,n
0‘0/‘: ) ()P/L ( ’ s 7 b )’

et en déterminant R, par

oR, _ OR

— = == T /)
()io/; ( dp/. ( 5 <3 b )}

" ‘E,_,, v Ry et 23+ 524 .+ E2— R2 seront des solutions d’un
méme systeme de Laplace de 1.1 forme (L).

26. Etant donc donné un réseau-trivdre Q, décrit par le point
M(x, y, =), nous avons vu que les formules
.0 dy dz dx dy dz IR

;)‘O:—i— '(')P—L'i—adpt——-laoj‘i-}’ B I_H(EMR()—DZ’

i

(2 =&+ (r —n)+ (s —§*=R+ R}

nous donnent un autre réseau Q, décrit par (%, v, {), et.que les
triangles dont les sommets M;(x,, y;, ;) sont définis par

. R0z R 0
o IR dp; ()l{, o,

et des formules analogues pour y; et z,, forment un réseau-triangle qui
s’appuie sur les deux réseaux (M) et (u.).
Remarquons maintenant que 'on a

(@ —E)(2;— 2z) 4 (y — 0} (s — ya) + (58 — ) (5:— ) =0;

la droite M. est donc perpendiculaire au plan du triangle M, M, M,, et
comme, en vertu de la transformation supplémentaire M, u est perpen-
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diculaire au plan des droites MM, et MM,, la droite M est I'intersec-
tion des plans menés par chaque aréte du triedre formé par les droites
MM,, MM, et MM,, perpendiculairement & la face opposée, nous I'ap-
pellerons la hauteur du triedre.

Il résulte donc que pour le réseau (M) les réseaux-triangles appuyés
déduits par la méthode de M. Darboux a 'aide des solutions R 4- const.
sont paralleles et leurs plans sont perpendiculaires sur la hauteur du
triedre des tangentes relatif & M.

Considérons de plus pres le réseau-triangle (M, M,M,). On pourrait
démontrer directement que le coté M;M, forme pour g,= const. une
congruence cyclique; il suffirait de faire voir que la condition néces-
saire et suffisante donnée par M. Guichard est vérifiée. Nous démon-
trerons ce fait en établissant qu’il existe deux systemes triples ortho-
gonaux qui s’appuient sur le réseau (M, M,M,).

En effet, construisons un triedre trirectangle de sommet M'(2',y/, =)
dont les arétes passent par M,, M, et M;. On a

(1) (2'—z) (@' =) + (Y =) (' —0) + (' —5) (8 —5) =0
(12 k=1,2,3);

d’ailleurs il est manifeste qu’on a aussi
(12) (&'— @) (#i—2) + (V' =) (= Jx) + (5 — 5) (53:— 54) = 0.
Différentions (11) par rapport a g;, on aura

277 g ! ox' 0x, ;
b(lvﬂmi)g—":l—&—S(x’—x/c)d—fl :S(x’—~xi)dipf_—l—5(x—wk)5~:

ou nous avons employé le signe de sommation de Lamé.
Or

S(a'—a i)d_?‘.:akls(x’—xi)(xk¥£1)20,
'3
d.l?i '
S(x’-——xk)— = A S(x ——.Z‘k) (.Z‘i—$[):0,
dpl
donc
/ !
(13) S<x/—xi>§% +S(x'—xk>%:o.
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Différentions maintenant (12) par rapport a g,, on aura

zt de . Odxz; . dxy
e ) e — ) - S22 S g
S((I‘l .Z‘;,) > b(xl r”dp, =i r ()o[ 4 Sax ()P/

do.

bl

)

et I'on verra aisément que cette équation se réduit a

| e ) 28,
(14) S(‘Z,l ‘1'1/\')0.0[ =0

Des équations (13) et (14), on tire

; 0z , L9y R L
(.t—x,)()lT[—}—(y—}’,)()Pl—l—(u v,)o—m_o,
w 0x' a9 98
(#'—xp) 5— + (¥ _"yk)d_P/—J’_(‘ —d/.-)a~0

dO[
(i2k =2 (=1,2,3),

et de i

! ! =~

a2 a9 i 95" . -
dPI _O(/(‘L’—(l&), 091 ial(‘y y/)’ ()‘O/_O:[(‘ ~./) (1—172’3)7

ce qui prouve que le point M'(’, y’, 2’) décrit un systeme triple ortho-
gonal.

I est évident que le symétrique du point M’ par rapport au
plan M,M.M,; décrit aussi un systeme triple orthogonal, mais nous
reviendrons plus loin sur ce point.

27. Nous sommes conduit a nous occuper des réseaux-triangles
décrits par des triangles M,M,M; dont les cotés M;M, forment pour
p, = const. des congruences cycliques.

Nous définissons les sommets M; du triangle par les formules

dx; 1 d/z,-(x__x)
de o E @ ‘ o
dyi__ 1 ()/li

(]5) 0{31:—/11' dPIc(yL }’k):
()Zl' ___l_ d}l,(z_' )
dpr ~ h; doi "t e

(12 k=1,2,38).
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Un caleul facile montre que x; — x4, y;— vy, 2 — z; satisfont i

I'équation
00 1 9k 99 1 Jdhy 00

= =& 4 ]..0
dp; 0o h; 0pr Do hy dp; Opy "

Pour que les cotés M, M,, M,M,, M, M, déerivent des congruences
cycliques, quand respectivement g, = const., p, = const. et ¢, = const.,
il faut et il suffit, d’aprés le théoreme de M. Guichard (n°3), que I'on
ait

g (Zy— 232+ (ya— ¥3)2+ (55— 53)2 = Rshs+ Ry 02,
(16) f (Bs— 2 P+ (ys—y1) + (53— 5= S,k + S, h2,
? (21— @)+ (1= 7))+ (51— 5 =T, i3+ T, h3,

les R;, S;, T; étant des fonctions qui ne dépendent pas de la variable P
Nous nous proposons de faire voir que

S;=T,= a,, R, =T =a,, Ry=8,=ua,,

a; désignant une fonction de p; seulement.
Prenons un point quelconque (%, v, {) sur le cercle d’intersection
des spheres

(X =22+ (Y= 2)* -+ (Z—5)* = Ry 43,
(X —23)' + (Y= p3)*+ (£ — 532 = Ry,

il est manifeste que I'on a
(17)  (E— @) (E— @) +(n—3) (0 —03) + (L — 53) (£ — 53) = o.

De I'équation

on déduit

. Jdé 2 0y . . R,
QS(;—J&)TD‘]:—]Z: T:S(Q—J%)(xx—é)—&—(do:/lés
et de
(£ — @ P = (0 —J5)*+ (L — ss) =R}
on tire
5 0k 2 oh = 9 IR, ,
2N — ) 2 = 7 TS — ) (r— 8+ 50,
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et comme, en différentiant (17), on a

. 0z , 0z
2 S(C—Iz)%; =2 S(E_xs)c);l
o, I
-k 2 O g iz ) (2y—8),

—_— Fz ().01 S(C,_x‘l) (Il_E‘) o /l3 ()Pl

il résulte

Cela établi, différentions I'équation

(22— 23+ (y2—3)* + (52— 55) = Ryl + R* A3,

par rapport a p, en tenant compte des équations (15) et (16), on trou-

yvera
(S; =Ty)ht+ (R;—T) A2+ (S, — Ry))i2=o,
en supposant
0 (h
dpy \ oy

On démontrerait de la méme maniere que 'on a aussi

(83 —Ta)hi+ (Ry— T, )22+ (R, — S, ) e =0,
(S;— Ty) 23+ (T, — R3) 22+ (S, — Ry) A2 = o,

Jd l]lg o ) J h[
@)= g (m)=e

En laissant donc de coté les cas tout a fait particuliers ou 'une des

en supposant

égalités \

()(—;l<z—j)zo (F A k=tl=1, 2, 3),

serait vérifiée, on voit des égalités précédentes que
S;=T,=a,, Ry=T—=rct,; Re= 5= ds;

et comme /; n’est définie qu'a une fonction de g, pres, on pourra

écrire

(o — 23)*+ (Ya— ¥3)?+ (53— 53) ' = hZ 4 A3,

(53— 2, )2+ (¥s— 1)+ (23— 5,)*= h] + I3,
~Z)2

(1= @)+ (y1—y2)* + (51— m) = A+ 4,
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qui sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les cotés
M;M; forment pour p, = const. des congruences cycliques.
Les équations précédentes nous donnent immédiatement

(21— 2y) (21— 23) + (1 — Y2) (1 — ¥s) -+ (5, — 5y) (51— 35) = A3,
(r— 23} (T3 — ) + (Y2 — Y ) (1 —J1) + (52— 55 ) (52— 5;) = A},
(3= 2) (23— 25) + (¥s— Y ) (Fs—22) + (53— 51) (5. — 52) = 1],

et comme en vertu des équations (15),

dry dxy 1 dhy O Qv ) i
Jos DE——E()—PZ (‘)T)Sb(‘zz"‘fx)(la—fl),

Y 0z, Oy 1 dhy dhy Q1 , SR
'()Pa dp,  h2 hd‘P; 0P1S(~f3_‘f‘2)(“1"‘ Z3)s
dxs dz, 1 0hs Ohy e

Tor dn = g g B (),

il en résulte

02y 02y , Oys Oys | 954 9031 __ Ohy Ohy
dp» dps  dps dps  dpy dps Jp, dps
dx, dxry  dy, dy, 03, 03, _ Oh, Oh,
Ops dor gy Dy 0ps pi - 0ps 0p’
023 02y | Oys Oys | 0% 0%y _ Ohy Ohs
Opyr dpx ~ dpy Opy  dpy dpy,  dpy oy

Remarquons maintenant que les relations auxquelles satisfont les
quantités & pour la compatibilité des équations (15), expriment que,
pour p; = const., z;, ¥, =; et h; sont des solutions d’'une méme équa-
tion de Laplace, et le dernier systeme d’équations montre, de plus,
que x} + y; + z; — A satisfait aussi & la méme équation.

La sphere de centre M, et de rayon 4; enveloppe, par conséquent,
pour p; = const., deux surfaces sur lesquelles les lignes de courbure
se correspondent. Les deux points de contact de la sphere avec ses en-
veloppes sont déterminées par les équations

(X — @)+ (Y — 3o+ (L — 5= A,

’ . 01:,- ~ d)z = - d:r/' gﬁ.’. -

(X__‘ll)dpl‘+(y——yl)552+(4 ‘1)()9;; T hldp/; =0,
0x; - ady; - ~ ds; o _

(X*—'T;) dp, +(1 —‘_)’;) dlD[ ’i—(L—u;)‘(g; —i—'lll ()pl -= 0,
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les dernieres peuvent étre remplacées aisément par

(X — @)+ (Y — )t o+ (L — 34)1= hl,
(X — @)1+ (Y — g2+ (Z— 5 ) = A3

les points de contact se confondent donc avec les sommets des triedres
trirectangles dont les arétes passent par M,, M,, M,.

Il résulte alors que les spheres de centres M,, M,, M, et ayant pour
rayons k,, h,, h, nous donnent pour p,= const, p,= const. et
03 = const. les mémes points de contact avec leurs enveloppes respec-
tives. Soit M un de ces points de contact, les droites MM, et MM, sont
(DarBovX, Théorie des surfaces, Vol. 1I, p. 327) les tangentes aux
lignes de courbure de la surface g,= const. décrite par le point M.
Par conséquent M decrit un systéme triple orthogonal.

28. Désignons parAla perpendiculaire élevée au point de rencontre
des hauteurs du triangle M, M,M; sur le plan de ce triangle. Nous vou-
lons démontrer que, s’il existe sur A un point M'(«', y, z’) qui décrit
un réseau-triedre appuyé sur (M, M, M,), ce réseau-triedre est Q,; plus
généralement, si le triangle M, M,M; forme un réseau-triangle quel-
conque et si, sur la droite A, il y a un point M qui décrit un réseau-
triedre appuyé sur (M, M,M,), le réscau-triangle (M,M,M,) est cy-
clique et le réseau-triedre (M’) est Q,.

En effet, le point M" étant sur A on a

(' — ) (2y—23) + (¥ — Y1) (Ya— ¥a) + (3" — 51)(
(2" —x3) (23— @) + (V' — y2) (ys— 1) + (5= 5) (53— 5) =0,
(2" — 23) (21— 22) + (¥ — ¥3) (y1— F2) + (5 — 55)(

o |
(

et décrivant un réseau appuyé sur (M, M, M, )

., R o2 IR . R 9%
b Sl e R R e A e T
dp; dpi - Op
G A

R étant une solution du systeme de Laplace relatif au réseau (M"). Or,
de (18), on tire

3( 2 — @) (@ — ) = 8(&' — ) (' — @) =S (2~ ;) (&' — @) = M,
T. o
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50 G. TZITZEICA.

M2 étant la valeur commune des trois expressions, et, a 'aide de (19),
on aura
0! 0z 0v' 0y 95 03 _ M OR R
dp; Opx ' Op; Opx  Op; dpr  R® dp; dpy
Différentions par rapport a g, I’égalité

(2 — @) (2 — x3) + (¥ — 7:2) (Y — ys) + (5" — 5) (5" — 53) = M?,

ox' dy' 95 | o
et remplacons T’ 35, p; P2 leurs valeurs tirées de (1g), on trouve
L OM_ 1 OR
M dp; — R dp,’

et 'on aura de méme

donc
M = kR,
k étant une constante qu’on peut prendre, sans diminuer la généralité,
égale & l'unité.
On a, par conséquent,

0x' dx' 0y 9y’ 0s' 95 _ IR IR
do; Opr do; dpy op: dpr~ Op; dPIc’

ce qui prouve que le point M’ (o', y’, ) décrit un réseau €Q,. Les ré-
sultats du n® 26 nous montrent alors que le réseau-triangle (M, M, M,)
est cyclique. A

Nous avons supposé dans le calcul précédent M == o, car nous sa-
vions d’avance qu’il y avait deux systemes triples orthogonaux s’ap-
puyant sur (M, M, M, ).

On reconnait aisément qu’en dehors de la droite A il n’existe pas
de point décrivant un réseau-triedre Q, s’appuyant sur le réseau

(M, M, M,).
29. Nous voulons démontrer maintenant que les réseaux-triedres

appuyés sur (M,M,M,), et décrits par des points qui ne sont pas
situés sur A, sont tous des réseaux €,.
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SUR LES CONGRUENCES CYCLIQUES, ETC. Dl

Soit M le sommet d'un des triedres trirectangles dont les arétes
passent par M,, M, et M,. Nous avons montré que le point M (z,y, =)
décrit un systeme triple orthogonal. Soit M’ (', y/, ") un point qui
décrit un systeme triplement conjugué quelconque s’appuyant sur
(M,M,M,). La droite MM’ décrit une congruence triple dont les déve-
loppables correspondent aux courbes suivant lesquelles g,, ., s
varient respectivement, et nous savons qu’il existe sur MM’ un point
w(&, 1, {) qui décrit un systeme triple orthogonal ayant méme repré-
sentation sphérique que (M). Si I’on pose alors

Oy =a—E] b, =y —m, 0,—5—2¢,

on aura que 1, 0,, 0,, 0, et 0+ 0+ 02 sont des solutions d’un
méme systeme de Laplace. D’une maniere plus générale, si o, w,, v,
sont des parametres directeurs quelconques de la droite MM’, on aura

0+ 0l +ol=w+w?,

w et o’ satisfaisant au méme systeme de Laplace que ,, », et o,.

Cela étant posé, prenons un des foyers M” (2, y”, ") de MM, celui
qui décrit pour g, variant seul une courbe tangente a la droite MM’;
x”, y", =" seront des solutions d’un certain systeme de Laplace (L") de
la forme (1). En vertu de la remarque précédente, on aura

ox” 2+ ay" 24_(0—:” z_<£ 2+<0_[£ 2
(20) <_0E Jpy “\dpr /) \dp do, )’

dx" d_)/” 03" dRr' JR" , : , . .
5" 05 da; o et 3 tant des solutions d’un méme systeme de
Laplace, et I'on pourra faire en sorte que R’ et R” satisfassent au

systeme (L”). Mais alors (20) nous donne par différentiation

dxll d.’v” dy// d " dz// ()Z” dR’ dR/ ()RII de/
XY oY =

Jpr Opx " Opi Opr i Jpr Op: dpx ' Opi du
(i£k=1,2,3).

x’? + y* + 3% —R* — R est donc aussi une solution de (L”). Le
point M" et, en général, les Joyers de MM décrivent des réseaux Q,.
Revenons maintenant au point M'. Il est clair qu'on peut le deduire
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de M” par les formules

w0 Ry R o0s
p— 4 ()j dply )’ QE dply ==t —(Z!idp.z’
().01 ()Px dPl
R étant une certaine solution de (L”).
Posons
o RN VS ) -
dp dp,

R, et R, satisferont évidemment au méme systeme (L) que o', y' et .
Nous voulons démontrer que a2 + y'* + ' — R} — R} est aussi une
solution de (L').

On a d’abord

oH oH, R R
oz ozt [ R ﬁ&) _ R 9, S 02" _ dpy 9z \[ 02" dpy 0u )
0oy Jo5 H, oR 0 R dp.  OR dp, J\ 9o, OR g,
\ do, / \ dp, do, doy

et en vertu de (20) et (21) on obtiendra

dx' dz'  dy' 9y’ 093 95’ _ IR, IR, IR, IR,
dps dp;

== - =2
dps Jpy  dpy, dps  dp, dps  Opy OJps

H}, H, et I désignant les quantités habituelles H qui interviennent
dans le systeme (L”).
On trouvera par un calcul un peu plus long
03 0x' 0y 0y 03" 0 _OR, IR, _ dR, OR,

dps 0o, dos do, ()P's ()Pl - dps ‘).01 dps
ox' 0x'  dy' dy' 95 ' _ IR, IR, IR, IR,
S - e o = T T T
dpy dps  Opy dpa  doy dpy, oy dpy,  dpy Opy

ce qui prouve qu’en général le point M” décrit un réseau Q,. Il se peut
trés bien que le réseau-triedre (M) soit Q, ou méme un systeme triple
orthogonal. Pour cela il faudrait que R ne fit pas une solution quel-
conque de (L").

On reconnait facilement que pour que M" décrive un réseau Q, il
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SUR LES CONGRUENCES CYCLIQUES, ETC. 55

faudra prendre R =R’ + const. ou R = R”+ const. I/ y a par consé-
quent deux series de reseaux Q,, les réseaux d’une méme seérie ayant la
méme representation spherique.

De méme, pour que M’ décrive un systeme triple orthogonal il faudra
prendre R =R+ ¢R”+ const. ou R = R’ — {R”+ const. On a donc
deux series de systémes orthogonaux, les systéemes d une méme série se
déduisant de l'un d’entre eux par une transformatwon de Combescure.

Il résulte alors que si 'on prend un point M’ qui décrit un réseau-
triedre s’appuyant sur le réseau-triangle (M, M, M,) et qui ne se trouve
pas sur la droite A, comme il ne peut décrire ni un systeme triple
orthogonal, ni un réseau Q,, il décrit forcément, d’apres ce qui pré-
cede, un réseau Q,.

30. Il nous reste a démontrer qu’il y a effectivement sur A des points
qui décrivent des réseaux Q, s’appuyant sur (M, M, M, ).

Comme la droite A contient les sommets des triedres trirectangles
dont les arétes passent par M,, M, et M, elle forme une congruence
triple qui appartienta la classe des congruences formées parles droites
MM’ que nous venons d’étudier. On en conclut que les réseaux-triedres
focauxde cette congruence triple sont des réseaux Q,, et que les réseaux
décrits par les points de A peuvent se grouper en trois classes :

1° Deux séries de systemes triples orthogonaux, les systemes d’une
méme série se déduisantde I'un d’entre eux par une transformation de
Combescure.

Sil'on considere les sommets M et N des deux triedres trirectangles
dont les arétes passent par M,, M, et M,, ils décrivent des systemes
triples orthogonaux appartenant 'un & la premiere série, l'autre a la
seconde.

2° Deux séries de réseaux Q,, les réseaux d’une méme série ayant
la méme représentation sphérique.

Soit m un pointde A qui décrit un réseau Q,. Il est aisé de voir que A
est la hauteur du triedre formé par les tangentes aux courbes suivant
lesquelles une seule des variables g varie. Il résulte alors que le réseau-
triangle cyclique déduit du réseau (m) est parallele au réseau consi-
déré (M,M,M;), et que, par conséquent, il y a un réseau-triedre
appuyé sur (M, M, M,) et ayant méme représentation sphérique que (m2);
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le point qui décrit ce réseau se trouve évidemment sur A. 7/ y a donc
deur points seulement qui décrivent des réseauzx Q, appuyés sur
(M,M,M,).

3¢ Tous les autres sont des réseaux Q,, mais il n’y a pas de point
sur A décrivant un réseau Q, s’appuyant sur (M, M, M,).

31. Nous considérons maintenant une classe spéciale de réseaux-
triangles cycliques.

Supposons que le triddre formé par les droites qui joignent'origine
aux sommets du triangle M, M, M; du réseau soit trirectangle. Le coté
M, M, forme lorsque p, = const. une congruence cyclique, carla sphere
décrite sur le segment focal M;M; comme diameétre passe par un point
tixe (Bulletin de M. Darboux, 1898). Le réseau (M,M,M,) est donc
cyclique.

On a pour les sommets M, (x;, y;, z;) les relations

0w Ky
oo K; dpp 7 ko
dy; 1 oK,
(21) - dpk—mdp—k(%'h),
03; 1 JK;

\ d—Pk - K_; ”d‘p‘;(zi_:k>a
(7 =k=u, 2, 3):

les K satisfont aux relations

OKi 1 0Ky 0Ky | x 0K 0K,
dpkdpz—K_/‘E dP/; +K[ dpA dp/ (l?-‘l‘f#l_l,2,3).

Par hypothése, on a
XX+ YiYr~+ 5:55=0 (== =1; 2; B);
et alors les équations (21) conduisent a

dz; dy; _dz 1 oK,
xszk —l',}tdpk +m()pk =K, Oon (@} + y}+ 52),

x, 2% A_‘_'_F,.‘E__L (&(xm_ 2y 5?)
L()O[ i ()p[ = dp[ o K,‘ dPl g Yi e
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et comme K; n’est défini qu’a un facteur qui est fonction de p; seule-
ment, on peut écrire
Ki=ri=yaT w741,
Cela étant, posons

=1y X, Yi—=— Fonlss s;=r;Ly,

X;, Y;, Z; seront les cosinus directeurs de OM;.
On aura alors des équations précédentes

oX; ___ 1 dKiyg
opr  Kpdpe®
et des formules analogues pour les Y et les Z. Il est évident qu’on

peut poser
0X;
dpi

= 7\in—|— HZX/‘-i— Vi X[,

et un calcul simple montre qu'on a

)\i——_ o, pi=— 5/:1" Vi— = ﬁli’
ou
I dKl
Bir=— K: opr’

de plus, les quantités {3 satisfont aux relations

Bir _ g B B g 5
-d?; — BuBus ps S oo + B Bir=o.

Lensemble des t1iédres OM,M,M; forme donc la représentation sphe-
rique du systéme triple orthogonal le plus général.

Il résulte de 12 une transformation des systemes triples orthogonaux.
En effet, si ’on se donne un systéme orthogonal, on a les quantités 33

les équations
¥ ()KZ =

K/L' dpk @,/, (L/ /\ 1, 2, 3)

nous détermineront les K. Posons alors
Xii= K[X,’, Yi=— KL'XI[, 5= KiZ[ (l.:I, 2, 3),

on aura les triangles M, M, M,.
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Le symetrique de lorvgine par rapport au plan du triangle M, M, M,
décrit un systéme triple orthogonal transformé du premier.

Cette transformation est un cas singulier d’une transformation due
i Ribaucour (Bulletin de la Sociéte philomathique, 1869) et qui résulte
d’ailleurs d'une maniere naturelle de cette derniere Partie de notre
travail.

Supposons, en effet, que x, y, s et #* + y* 4 32 satisfassent 3 un
méme systeme de Laplace de la forme (1), et soit encore 0 une solu-
tion du méme systeme.

Définissons maintenant les points M;(x;, ¥, z;) a l'aide des équa-
tions

I 49 ()Jc . ”70 ()l o 5 ﬁgﬁ
SECT 0 VTV T 96 e T 93 0,
Jp; do; dp;
(= Ty o )

Il est manifeste que 'ensemble des triangles M, M,M, forme un
reseau-triangle cyclique et que, par conséquent, le symétrique du
point M(a, y, z) par rapport au plan du triangle M, M,M, décrit un
nouveau systeme triple orthogonal. C’est en cela que consiste la trans-
formation de Ribaucour.

Vu et approuvé :
Paris, le 20 mai 18gqg.
Le DoveN pE LA FacuLTE pES ScieNces
G. DARBOUX.

Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 20 mai 1899.
Le Vice-Recteur pE L'AcapiEMIE DE Paris,

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Recherches récentes sur le prolongement analytique d’une fonction
définie par un développement taylorien.

Vu et approusé :
Paris, le 20 mai 189q.
Lt Doyen pE LA FACULTE DES ScCIENCES,
G. DARBOUX.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 20 mai 1899.
Le Vice-REcTEUR DE L’AcADEMIE DE PARIs,

FREARD.
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