
N° D ORDRE 

3 0 1 THESES 
PRÉSENTÉES 

A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE PARIS 
POUR OBTENIR 

LE GRADE DE DOCTEUR ÈS SCIENCES MATHÉMATIQUES, 

PAR M . L . - . J . G R U E ! , 

ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE, AGRÉGÉ DE LTNIVERSITÉ, 

ASTRONOME ADJOINT A L'OBSERVATOIRE DE PARIS. 

I r e THESE. — SUR LE CALCUL NUMÉRIQUE DES PERTURBATIONS DES PETITES 

PLANÈTES AU MOYEN DES QUADRATURES. 

S e THESE. — PROPOSITIONS DONNÉES PAR LA FACULTÉ. 

Soutenues le /û Juillet 1S68, devant la Commission 

d'Examen. 

MM. C H A S L E S , Président. 

D E L A U N A Y , 

P U I S E U X , 
Examinateurs. 

PARIS, 
G A U T H I E R - V I L L A R S , I M P R I M E U R - L I B R A I R E 

D E L'ÉCOLE IMPÉRIALE P O L Y T E C H N I Q U E , D U BUKEATJ DES L O S G I T B D E S , 

SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER, 

Quai des Augustins, 55. 

1868 



ACADÉMIE DE PARIS 

FACULTÉ DES SCIENCES DE PARIS. 

BOTGN. MILNE EDWARDS, Professeur. Zoologie, Anatomie, 

Physiologie. 

PROFESSEURS HONORAIRES 

PROFESSEURS. 

A O R É G É S . 

LEFÉBURE DE FOURCY. 

DUMAS. 

BALARD. 

DELAFOSSE 

CHASLES 

LE VERRIER 

DUHAMEL 

LAMÉ 

DELAUNAY 

C. BERNARD 

P. DESAINS 

LIOUVILLE 

HÉBERT 

PUISEUX 

DUCHARTRE 

JAMIN 

SERRET 

PAUL GERVAIS 

H. S t e-CLAIRE DEVILLE. 

PASTEUR 

BERTRAND 

J. VIEILLE 

PEL1GOT 

S E C R É T A I R E . . . PHILIPPON. 

PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER, 
Rue de Seine-Saint-Germain, io, près l'Institut. 

Minéralogie. 

Géométrie supérieure. 

Astronomie. 

Algèbre supérieure. 

Calcul des probabilités, Phy

sique mathématique. 

Mécanique physique. 

Physiologie générale. 

Physique. 

Mécanique rationnelle. 

Géologie. 

Astronomie. 

Botanique. 

Physique. 

Calcul différentiel et intégral. 

Anatomie, Physiologie compa

rée, Zoologie. 

Chimie ( i e r semestre ) . 

Chimie (2 e semestre). 

Sciences mathématiques. 

Sciences physiques. 



A 

MON P È R E . 

HOMMAGE D'AFFECTION ET DE RECONNAISSANCE 



P R E M I È R E T H È S E . 

S U R L E CALCUL NUMÉRIQUE 

DES 

PERTURBATIONS DES PETITES PLANETES 
AU MOYEN DES QUADRATURES, 

Avant d ' e n t r e r en m a t i è r e , r a p p e l o n s q u e l q u e s po in t s de Mécan ique 

céleste s u r l e sque l s n o u s n o u s a p p u i e r o n s c o n s t a m m e n t d a n s la su i t e . 

1. Le m o u v e m e n t e l l i p t i q u e ou non t r o u b l é d ' u n e p l anè t e est défini 

p a r les é q u a t i o n s 

(A) 

où x e , ye, ze d é s i g n e n t les c o o r d o n n é e s r ec t i l i gnes et r e c t a n g u l a i r e s 

de la p l a n è t e , su ivan t t ro i s d i r ec t ions c o n s t a n t e s m e n é e s p a r l e cen t r e du 

So le i l ; re la d i s t ance de ces d e u x c o r p s , \i la s o m m e m + M de l eu r s 

m a s s e s , / l ' a t t r ac t ion m u t u e l l e de d e u x u n i t é s de masse s i tuées à 
i 



l ' un i t é de d i s t ance . Le p lan des x e , ye est en géné ra l l ' é c l ip t ique d ' u n e 

ce r t a ine é p o q u e cho is ie à l ' a v a n c e . 

Les c o o r d o n n é e s e l l i p t iques t i r ées de ces é q u a t i o n s sont fourn ies p a r 

le sys tème de fo rmules su ivan t : 

(B) 

Les var iab les aux i l i a i r e s u et v r e p r é s e n t e n t l ' anoma l i e e x c e n t r i q u e 

et l ' anoma l i e v r a i e ; les q u a n t i t é s cons t an t e s a, e, s, zs, <p, S r e p r é s e n t e n t 

les é l é m e n t s de l ' o r b i t e : 

a le d e m i - g r a n d axe , 

e l ' excen t r i c i t é , 

s la l o n g i t u d e de l ' é p o q u e , 

sr la l o n g i t u d e du p é r i h é l i e , 

f l ' inc l ina i son de l ' o rb i t e su r l ' é c l i p t i q u e , 

6 la l o n g i t u d e du n œ u d a s c e n d a n t ; 

n n ' e s t pas u n e cons t an te a r b i t r a i r e , el le est l iée à a p a r la r e la t ion 

elle r e p r é s e n t e le moyen m o u v e m e n t a n g u l a i r e de la pla

nè te en i j o u r so la i re m o y e n ; aux é l émen t s e et TS, on s u b s t i t u e sou

vent x et co, définis pa r les r e l a t i ons 

L 'observa t ion p e u t seule d o n n e r la va l eu r de ces six é l é m e n t s . L ' ascen

sion d ro i t e et la déc l ina ison de la p l a n è t e é t a n t des fonc t ions d é t e r m i 

nées de t, a, e, s, zs, y , 6, la conna i s sance de t r o i s l i eux g é o c e n t r i q u e s 

d i s t inc t s e t des é p o q u e s c o r r e s p o n d a n t e s do i t fou rn i r s ix é q u a t i o n s 

en t r e les é l é m e n t s ; ma i s la r é so lu t ion de ees é q u a t i o n s dépasse les 



forces de l ' a n a l y s e ; c 'es t pa r une voie d é t o u r n é e q u e Gauss est a r r ivé à 

la so lu t ion complè t e d u p r o b l è m e , d a n s son i m m o r t e l Theoria motus. 

2 . Le m o u v e m e n t t r oub l é de la p l anè t e m est défini pa r les équa 

t ions 

(C) 

La fonct ion R , d i t e perturbatrice, a p o u r expres s ion 

et, pa r su i t e , 

m, x, y, z, r se r a p p o r t e n t à la p l anè t e t r o u b l é e ; m', x', y', z', r'\ 

m", x", y", z", r",... a u x d iverses p l anè t e s t r o u b l a n t e s , p', p", ... sont 

les d i s t ances de la masse t r o u b l é e m aux masses respec t ives m', m",.... 

Le m o u v e m e n t de ces d e r n i è r e s masses es t d o n n é pa r des sys tèmes 

d ' é q u a t i o n s ( C ) , (C"), . . . a n a l o g u e s au sys t ème ( C ) ; le n o m b r e total 

des é q u a t i o n s de ces d ivers sys t èmes est égal à celui des i n c o n n u e s 

x, y, z, x', y , z', x", y", z", 

On ne sai t pas i n t é g r e r r i g o u r e u s e m e n t les é q u a t i o n s (C), ( C ) , . . . , 

e t p o u r o b t e n i r les va leurs de x, y, z, on p rocède par a p p r o x i m a t i o n s 

success ives , m', m", ... é t an t de pe t i t e s q u a n t i t é s r e l a t i v e m e n t à [i, on 

nég l ige d ' abord R , et l ' i n t é g r a t i o n de (C) c o n d u i t a u x c o o r d o n n é e s 

e l l i p t iques x e , ye, ze c o m m e p r e m i è r e a p p r o x i m a t i o n . On c h e r c h e en

su i te su ivan t que l l e loi les é l é m e n t s a, e, 9 do iven t var ie r avec le 

t e m p s , p o u r q u e x e , ye, ze, d é t e r m i n é s pa r les fo rmules ( B ) , so ient 

r e s p e c t i v e m e n t é g a u x , à c h a q u e i n s t an t , à x, y, z; on t rouve q u e cet te 

i . 



loi est e x p r i m é e pa r les é q u a t i o n s 

( » ) 

Le sys t ème (D) s i n t è g r e l u i - m ê m e pa r a p p r o x i m a t i o n s success ives . 

On y p a r v i e n t en d é v e l o p p a n t la fonct ion p e r t u r b a t r i c e R en sér ie 

o r d o n n é e , su ivan t les p r o d u i t s et les pu i s sances c ro i s san tes des excen

t r ic i tés et des inc l ina i sons e, <j>, e', <p\ P o u r les p l a n è t e s a n c i e n n e s , 

ces q u a n t i t é s sont suf f i samment p e t i t e s , et la sé r ie conve rge assez r a p i 

d e m e n t p o u r q u ' o n pu isse s ' a r r ê t e r a u x p r e m i e r s t e r m e s ; ma i s el les 

a t t e i g n e n t de g r a n d e s v a l e u r s d a n s le cas des comètes et des p l anè t e s 

t é l e scop iques : la c o n v e r g e n c e de la sér ie n ' e s t p lus a lo rs a s s u r é e , ou 

elle est si faible, qu ' e l l e ob l ige à p r e n d r e un g r a n d n o m b r e de t e r m e s , 

ce qu i e n g e n d r e d a n s la p r a t i q u e des difficultés p r e s q u e i n s u r m o n 

t ab le s . Aussi a-t-on c h e r c h é des m é t h o d e s p l u s expéd i t i ve s et t o u j o u r s 

sû r e s p o u r ca lcu le r les p e r t u r b a t i o n s des pe t i t e s p l a n è t e s , don t le 

n o m b r e déjà si élevé s 'accroî t c h a q u e j o u r . 

3. M. E n c k e a p u b l i é s u c c e s s i v e m e n t , en 1837 d ans le Berliner 

aslronomisches Jahrburch, et en i852 d a n s les n o s 7 9 1 , 792, 8 i4 des 

Aslronomische Nachrichten, d e u x m é t h o d e s qu i sont a u j o u r d ' h u i t rès -

r é p a n d u e s en A l l e m a g n e et qu i ne se d i s t i n g u e n t pas e s sen t i e l l emen t 

de cel les q u e Lap lace a d o n n é e s au l ivre IX, t ome IV de sa Mécanique 

céleste, p o u r les p e r t u r b a t i o n s des c o m è t e s . D a n s la p r e m i è r e m é t h o d e , 

on calcule p o u r des é p o q u e s é q u i d i s t a n t e s les va l eu r s n u m é r i q u e s des 

dér ivées secondes re la t ives au t e m p s des p e r t u r b a t i o n s de œe, ye, ze, et 



on en conc lu t p a r u n e d o u b l e q u a d r a t u r e les va l eu r s de ces p e r t u r b a 

t ions a u x m ê m e s é p o q u e s . D a n s la d e u x i è m e , on ca lcu le p o u r des é p o q u e s 

é q u i d i s t a n t e s les v a l e u r s n u m é r i q u e s des dé r ivées p r e m i è r e s des élé

m e n t s de l ' o rb i t e re la t ives au t e m p s , et on en conc lu t pa r u n e q u a d r a 

t u r e s imp le les va leu r s de ces é l é m e n t s a u x m ê m e s é p o q u e s . On ob t ien t 

a ins i les va l eu r s n u m é r i q u e s , n o n la l o i , des p e r t u r b a t i o n s . 

Nous p r é s e n t o n s ici ces d e u x m é t h o d e s sous u n e forme p l u s s im

ple et en g r a n d e pa r t i e nouve l l e . P o u r p lus de c l a r t é , n o u s divisons 

le t rava i l en t ro i s Sec t ions : d a n s la Sec t ion I, n o u s d o n n o n s a u x quan 

t i tés d o n t les va l eu r s n u m é r i q u e s son t d e m a n d é e s à des é p o q u e s é q u i 

d i s t an te s une exp re s s ion c o m m o d e p o u r le c a l c u l ; dans la Sect ion II , 

n o u s é tab l i ssons les fo rmules de q u a d r a t u r e ; la Sec t ion III est consacrée 

à u n e app l i ca t ion n u m é r i q u e des d e u x p r e m i è r e s . 

SECTION I. 

4 . Première méthode. — Les p e r t u r b a t i o n s vj, Ç, âr des c o o r d o n n é e s 

e l l i p t i ques de la p l anè t e et de son r ayon vec teu r s o n t , pa r déf in i t ion , 

R e t r a n c h o n s d e u x à d e u x les é q u a t i o n s ( A ) des é q u a t i o n s (C; cor

r e s p o n d a n t e s , n o u s a u r o n s p o u r d é t e r m i n e r n, Ç les é q u a t i o n s 

Si n o u s d é v e l o p p o n s p a r la sér ie de Tay lor , su ivan t 



r a p p o r t s nous a u r o n s , en n é g l i g e a n t les t e r n i e s cl o r d r e supé 

r i eu r au p r e m i e r , 

La s u b s t i t u t i o n de ces v a l e u r s d a n s les é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s leur 

donne la forme adop tée dans la p r a t i q u e : 

( E ) 

On r emp lace ra dans car on ne 

c o m m e t t r a ainsi q u une e r r e u r de second o r d r e pa r r a p p o r t a R. Q u a n t 

à âr, il sera fourn i à n o t r e d e g r é d ' a p p r o x i m a t i o n p a r la fo rmule 

Nous ve r rons d a n s les Sec t ions su ivan te s c o m m e n t on ca lcule les 

va leurs n u m é r i q u e s des s econds m e m b r e s des é q u a t i o n s ( E ) , e t com

m e n t u n e double q u a d r a t u r e d o n n e les va l eu r s c o r r e s p o n d a n t e s de Ë, 

5 . Deuxième méthode. — N o u s devons c h e r c h e r des exp re s s ions 

c o m m o d e s p o u r le calcul n u m é r i q u e des dér ivées des é l é m e n t s re la

tives au t e m p s . Celles qu i sont fournies pa r les é q u a t i o n s (D) ne sau

r a i e n t conven i r sous l eu r forme a c t u e l l e ; m a i s , si n o u s r e m a r q u o n s 

q u e les dér ivées de R re la t ives à x, y, z sont d ' un calcul facile, n o u s 

se rons c o n d u i t s à e x p r i m e r • au m o y e n 

e t à s u b s t i t u e r dans (D) les va leurs o b t e n u e s . 



Soit X un é l émen t q u e l c o n q u e de l ' o rb i t e t r o u b l é e , on a 

Il suffira d o n c , p o u r effectuer la t r ans fo rma t ion i n d i q u é e , de r e m 

placer dans p a r l eu r s e x p r e s s i o n s t i r ées des é q u a t i o n s (B), 

(jui c o n v i e n n e n t au m o u v e m e n t t r o u b l é q u a n d on y cons idè re les é lé

m e n t s c o m m e var iab les et q u ' o n y r e m p l a c e xe, ye, ze, re p a r x , y, z, r. 

Nous se rons a m e n é s ainsi à i n t r o d u i r e les d i r ec t ions de t ro i s d ro i t e s , 

q u e n o u s déf in i rons i m m é d i a t e m e n t . 

Ces d ro i t e s son t : 

i ° Le r a y o n v e c t e u r r , qu i fait avec les axes c o o r d o n n é s les a n g l e s 

20 Le r ayon vec t eu r s, p e r p e n d i c u l a i r e à /*, et p o u r lequel on a, en 

r e m p l a ç a n t d a n s (2) v p a r v -f- ^> ce qu i r ev ien t à différentiel ' (1) p a r 

r a p p o r t à v : 

(3 ) 

3° L 'axe g é o m é t r i q u e ow du plan de l ' o r b i t e , p o u r leque l on ob t i en t , 



en r e m p l a ç a n t dans 

(4) 

Fig. i. 

6. Soit X — a , e, x, ou l ' un q u e l c o n q u e des é l é m e n t s qu i d é t e r m i n e n t : 

les d e u x p r e m i e r s , la forme de l ' o r b i t e ; le t r o i s i è m e , la pos i t ion q u e la 

p l a n è t e y occupe à l ' é p o q u e p r i s e p o u r o r i g i n e . 

On a, dans ce cas , 

et de m ê m e 

ou 



S u b s t i t u a n t d a n s l ' é q u a t i o n ( i ) d u n° 5 , il v ient 

Soit P la force p e r t u r b a t r i c e , ses ang les avec 

les axes , on sa i t q u e 

on au ra donc 

(5) 

Il nous res te à ca lcu ler p o u r les d ive r ses v a l e u r s de 

Les t ro i s p r e m i è r e s é q u a t i o n s (B) d o n n e n t , en posan t 

et 

S u b s t i t u a n t d a n s l ' é q u a t i o n ( 5 ) , on a 

2 



7. Soit ou l ' un des é l é m e n t s qu i d é t e r m i n e n t le p lan de 

l 'o rb i te e t la s i tua t ion de l 'o rb i te d a n s son p l a n . On a, d a n s ces t ro is 

cas , et success ivement : 

i ° 

subs t i t uan t dans l ' équa t ion (i) , n° 5 , il v ient 

ou 

2° 

d 'où 

c ' e s t - à - d i r e 

3° 



ce qu i d o n n e 

t r a n s f o r m o n s ce t te e x p r e s s i o n , on a 

m u l t i p l i a n t la p r e m i è r e r e l a t ion p a r la d e u x i è m e pa r 

et a j ou t an t , il v i en t 

Or , en ve r tu des r e l a t i ons (2) e t ( 3 ) du n° 5 et des re la t ions (2) et (4 ) 

d u m ê m e n u m é r o , on a 

d 'où 

N o u s avons a insi en r é s u m é 

(F) 

2. 



R e m a r q u o n s q u e les dér ivées pa r t i e l l e s de R, re la t ives à a, e, y. sont 

i n d é p e n d a n t e s de P c o s ( P , w), ou de la p ro jec t ion de la force p e r t u r 

ba t r i ce s u r l 'axe de l ' o r b i t e ; et q u e les dé r ivées de R re la t ives àw,ç>, 0, 

son t i n d é p e n d a n t e s de P c o s ( P , r ) , ou de la p ro jec t ion d e l à force pe r 

t u r b a t r i c e su r le r ayon v e c t e u r . 

8 . Avan t de s u b s t i t u e r les va l eu r s de ces dé r ivées d a n s les équa 

t ions ( D ) , nous t r a n s f o r m e r o n s ces d e r n i è r e s . Nous p o s e r o n s 

et a cause des r e l a t ions n o u s r e m p l a c e r o n s 

par 

par 

par 

n o u s fo rmerons en o u t r e 

Cela fait, il v i en t , en s u b s t i t u a n t les va l eu r s fourn ies pa r les é q u a 

t ions F p o u r les dé r ivées de R , en r é u n i s s a n t les t e r m e s en P cos ( P , r), 

P cos et effectuant les s impl i f ica t ions qu i se p r é 

s e n t e n t : 

(G) 



R e m a r q u o n s q u e d é p e n d e n t s e u l e m e n t de P c o s ( P , r), 

P cos des t ro i s q u a n t i t é s P cos 

et de P cos u n i q u e m e n t . S i l ' on d é c o m p o s e à c h a q u e i n s t a n t e , 

la force p e r t u r b a t r i c e P su ivan t les t ro i s axes or, os, ow, et si 1 on n é 

gl ige les q u a n t i t é s du second o r d r e r e l a t i v e m e n t a u x masses p e r t u r b a 

t r ices dans les é q u a t i o n s ( G ) , on voi t q u e , d a n s le t e m p s dt, les com

p o s a n t e s s i tuées dans le plan de l ' o rb i t e ag i s sen t seu les p o u r t roub le r 

les é l é m e n t s a, e, v. é t r a n g e r s à la s i t ua t i on du p l a n , t and i s q u e la com

p o s a n t e p e r p e n d i c u l a i r e à ce p lan ag i t seu le p o u r en a l t é r e r la pos i 

t i o n ; q u a n t à la s i tua t ion du p é r i h é l i e , elle var ie sous l ' ac t ion r é u n i e 

des t ro i s c o m p o s a n t e s . 

9 . Il est a v a n t a g e u x , d a n s la p r a t i q u e , de s u b s t i t u e r aux é l é m e n t s a, 

e, x les q u a n t i t é s n, ^ déjà définies et l ' anoma l i e m o y e n n e M, q u i leur 

son t l iées p a r les r e la t ions 

d ' o ù 

e t d é s i g n a n t la p e r t u r b a t i o n de M par c?M 

ce qui c o n d u i t à 

Si l 'on veu t r e m p l a c e r l ' anoma l i e m o y e n n e pa r la l o n g i t u d e 

m o y e n n e L , on a 



d 'où 

c 'es t -à-dire 

oo 

10 . Nous d e v o n s a c t u e l l e m e n t ca lcu le r les c o m p o s a n t e s P c o s ( P , r ) , 

P e o s ( P , s ) , P c o s ( P w), de la force p e r t u r b a t r i c e P , suivant, les axes 

or, os, ow. So ien t x,, y 4 , z, et x\, y \ , z\, x \ , . . . , les c o o r d o n n é e s des 

p l anè t e s t r oub l ée et t r o u b l a n t e r a p p o r t é e s à ces axes , on a 

C h e r c h o n s c o s r r ' , coss r ' , C O S M W ' ; c o s r r " , . . . . 

P o u r ce la , d é t e r m i n o n s d ' a b o r d la p o s i t i o n de l 'o rb i te de m' pa r 

r a p p o r t à l ' o rb i t e de m. 
Fig. 2 . 

Soien t : 

£2J l ' o rb i t e de la p l anè t e t r o u b l é e m, 

Û'J celle de la p l a n è t e t r o u b l a n t e m'. 



Conna i s san t on p e u t o b t e n i r et 

1 ang le J pa r les fo rmules c o n n u e s 

(6) 

M e n o n s , p a r le pôle (w) de l 'o rb i te t r o u b l é e et la p l anè t e t r o u b l a n t e m', 

u n g r a n d cerc le {w, m', n); la pos i t ion de m' r a p p o r t é e à l ' o rb i t e de m 

sera définie pa r 

p e u t var ie r de é t an t posi t i f l o r sque 

e t m' son t d a n s le m ê m e h é m i s p h è r e r e l a t i v e m e n t à l ' o rb i te ilm, négatif 

d a n s le cas c o n t r a i r e . 

Le t r i a n g l e s p h é r i q u e r e c t a n g l e mm' n d o n n e 

o u , posan t la cons t an t e 

si l 'on c h a n g e d a n s ce t t e fo rmule 

d ' a i l l eu r s 

On conc lu t 

( 7 ) 



Q u a n t a u x c o o r d o n n é e s /3' , X', el les se t i r e n t du t r i a n g l e s p h é r i q u e rec

t ang le Jm'n, q u i d o n n e 

(8) 

l' d é s i g n a n t la l o n g i t u d e v ra ie , dans son o rb i t e , de la p l anè t e m'; v' son 

a n o m a l i e v r a i e , e t a' l ' express ion rs' — 0' — N ' . 

Or 

les s econds m e m b r e s son t donc c o n n u s p a r ce qu i p r é c è d e . 

N o u s p o s e r o n s , p o u r s impl i f ier l ' é c r i t u r e , 

et 

1 1 . Si n o u s s u b s t i t u o n s ces v a l e u r s d a n s les é q u a t i o n s (G) et d a n s 

celles qu i d o n n e n t il v ient : 



ou , en r e m p l a ç a n t n p a r pa r et effectuant q u e l q u e s 
s impl i f ica t ions , 

3 



Ce son t p r é c i s é m e n t les fo rmules d ' E n c k e ; n o u s m o n t r e r o n s , d a n s la 

sect ion I I I , c o m m e n t on ca lcu le m é t h o d i q u e m e n t les va l eu r s n u m é r i 

q u e s des seconds m e m b r e s , q u a n d on l e u r a fait sub i r u n e d e r n i è r e 

t r ans fo rmat ion q u e n o u s a l lons e x p l i q u e r . 

C o m m e , d a n s la p r a t i q u e , il est c o m m o d e , p o u r la divis ion du 

t r ava i l , d ' éva lue r s é p a r é m e n t les p e r t u r b a t i o n s d u e s à c h a q u e p l a n è t e , 

il n o u s suffira d ' i n t r o d u i r e s e u l e m e n t l ' u n e d 'e l les d a n s les fo rmules 

déf in i t ives , so i t m'. 

Posons p o u r a b r é g e r l ' é c r i t u r e , en d é s i g n a n t pa r a u n coefficient 

i n d é t e r m i n é d o n t n o u s v e r r o n s l ' usage dans les sec t ions su ivan tes , 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

( 7 ) 

(8) 



( 9 ) 

( 1 0 ) 

( 1 1 ) 

(12) 

(13) 

Rédu i sons R 0 , S 0 , W 0 au t e r m e en m', e t r e m a r q u o n s q u e m é t an t né

g l igeab le , f= k2, si on p r e n d la masse M d u Soleil p o u r u n i t é ; n o u s 

a u r o n s a lo r s : 

R' 0 , S ' 0 , W ' 0 d é s i g n a n t r e s p e c t i v e m e n t ( i ) 

P a r su i t e , le sy s t ème d ' é q u a t i o n s d i f férent ie l les q u e n o u s venons 

d ' o b t e n i r , r é d u i t a u x s ep t d e r n i è r e s seu les u s i t ée s , p r e n d la forme 

(H) 

à l aque l l e n o u s n o u s a r r ê t o n s . 
3. 



Cette forme offre l ' avan tage de s é p a r e r n e t t e m e n t les g r a n d e u r s (1), 

( 2 ) , . . . , (13) qu i ne va r i en t pas s e n s i b l e m e n t , p e n d a n t un cer ta in t e m p s , 

des au t r e s g r a n d e u r s te l les q u e v, r,..., d o n t la va r ia t ion es t r a p i d e ; 

elle fourni t d ' a i l l eu r s les va r i a t ions des é l é m e n t s e x p r i m é e s en secondes 

d ' a n g l e . 

SECTION II . 

12. La réso lu t ion n u m é r i q u e des é q u a t i o n s E et H nous c o n d u i t au 

p r o b l è m e su ivan t : 

Connaissant les valeurs d'une fonction du temps à certaines époques 
particulières et équidistantes, calculer les intégrales première et seconde 
de cette fonction. 

Soient u — f(t) la fonc t i on ; t_1, t 0 , t{,..., tn les va leurs a t t r i b u é e s 

à t; u_,, u0, ut,..., u„ les va l eu r s c o r r e s p o n d a n t e s de u; tn — t0 + na, 

n é t an t un n o m b r e en t i e r posi t i f ou négatif , e t u la ra i son de la p ro 

gress ion que fo rmen t t ou jou r s d a n s la p r a t i q u e les va leu r s de t. S u p 

posons en o u t r e la sér ie de Tay lor app l i cab le à la fonct ion u. 

Une va leur q u e l c o n q u e d e t é t a n t mise sous la forme t n + z = tn + zu, 

on peu t d é v e l o p p e r u s u ivan t les pu i s sances c ro i s san tes de z; d é s i g n o n s 

ce d é v e l o p p e m e n t pa r u n + z , on a 

ou posan t , p o u r a b r é g e r l ' é c r i t u r e , 

(1) 

il suffira de conna î t r e p o u r avoir u sous une forme facile 

à i n t é g r e r . Nous d é t e r m i n e r o n s ces q u a n t i t é s au moyen de . . . , u - 1 , 



u0, u1,. . . et de l eurs d i f férences , d o n t voici le t ab l eau : 

Chaque différence est écr i te e n t r e les d e u x n o m b r e s d o n t elle résu l te 

et à l eu r d r o i t e ; l ' i nd ice de u y est égal à la m o y e n n e a r i t h m é t i q u e 

des ind ices dans ces d e u x n o m b r e s . Ains i les d i f férences de d ivers o rd re s 

de u„ sont dés ignées g é n é r a l e m e n t pa r et se t r o u v e n t s u r la 

l igne ob l i que q u i pa r t de un, t and i s q u e l ' ind ice de u est cons t an t su r 

u n e m ê m e l igne h o r i z o n t a l e et l ' o r d r e des différences t o u j o u r s pa i r 

ou i m p a i r s u r ce t te l i g n e . 

Nous d é s i g n e r o n s la m o y e n n e a r i t h m é t i q u e de un, u n + { , pa r 

et celle de pa r Ces m o y e n n e s a r i t h m é t i q u e s 

c o m p l è t e n t p o u r a insi d i r e les l i gnes h o r i z o n t a l e s , qu i ne p r é s e n t e n t 

q u ' u n t e rme dans l eu r r e n c o n t r e avec d e u x l ignes ver t ica les c o n s é 

cu t ives . 

Une l igne h o r i z o n t a l e complé t ée de la s o r t e , pa r l ' in te rca la t ion des 

m o y e n n e s a r i t h m é t i q u e s des d i f férences i m m é d i a t e m e n t adjacentes 

d e u x à deux de pa r t et d ' a u t r e de cet te l i g n e , est d e la fo rme , si son 

p r e m i e r t e r m e est un, 

nous la d é s i g n e r o n s par le n o m de ligne (n). 

Une l igne ho r i zon t a l e c o m p l è t e d é t e r m i n e t ou t e s les au t r e s . Nous 

é t ab l i rons dès m a i n t e n a n t des fo rmules qu i nous s e rv i ron t p lus t a rd , 

p o u r passe r de la l i gne (n) à la l igne vois ine ou i nve r semen t . 



Cette d e r n i è r e l igne es t , en ve r tu des déf in i t ions p r é c é d e n t e s , 

Or , on a, pa r déf in i t ion , 

d ' où 

on a aus s i , pa r déf ini t ion, 

d 'où , r e t r a n c h a n t ces r e la t ions l ' une d e l ' a u t r e et t r a n s p o r t a n t 

dans le p r e m i e r m e m b r e , 

on t r o u v e r a i t de la m ê m e m a n i è r e les r e la t ions inve r ses p o u r passer de 

la l igne à la l i gne ( n ) ; en les r é u n i s s a n t a u x p r e m i è r e s , n o u s 

avons le sys t ème des fo rmules s u i v a n t e s : 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

1 3 . Che rchons m a i n t e n a n t la r e la t ion qu i ex is te e n t r e les coeffi

c ients et la différence d ' o r d r e p de h é t an t e n t i e r . 



L 'équa t i on (1), n° 12 , d o n n e , p o u r z = h, z = h + 1, 

d 'où 

q u i , p o u r h a u g m e n t é de 1, est 

d o n c 

A d m e t t o n s q u e la loi qu i se manifes te déjà soit vraie p o u r la différence 

d ' o r d r e p — 1, on au ra 

les coefficients des p a r e n t h è s e s c o m p r i s e s dans u n m ê m e croche t é t a n t 

ceux de la p u i s s a n c e (p — 1)ième d u b i n ô n e (x — 1). 

R e t r a n c h o n s ce t te r e l a t ion m e m b r e à m e m b r e de celle o b t e n u e , en 

y c h a n g e a n t h en h + 1 ; il v i en t 

ce qu i d é m o n t r e q u e la loi est v ra ie que l q u e soit p. Posons 

on aura 

Les coefficients q son t i n d é p e n d a n t s de t n , a et de la fonct ion u. 



Si nous p r e n o n s u — tp, n o u s a u r o n s 

quels que soient n et h; et pour k > p. 

Donc , flans ce cas , 

Cette re la t ion ayan t l ieu que l q u e soi t t n , don t les pu i s sances décrois

san tes e n t r e n t c o m m e facteur dans 

on a n é c e s s a i r e m e n t 

qp = 1.2.3..... p et qi, = o, pour k<p. 

Nous o b t e n o n s a insi u n e géné ra l i s a t ion de la p r o p r i é t é b ien c o n n u e du 

p o l y n ô m e 

q u e l 'on ob t i en t en faisant h — o d ans qh. Il en ré su l t e p o u r 

l ' express ion p l u s s imp le q u e celle q u i p r écède 

(6) 

p o u r h = o, on a 

express ion qu i est de la forme 

14 . La re la t ion ( 6 ) , p o u r n et h cons t an t s et p v a r i a b l e , d o n n e les 

différences success ives de fo rman t avec ce n o m b r e u n e m ê m e l igne 

ob l i que d u t a b l e a u des différences. N o u s p o u v o n s aussi en t i r e r en fonc-

(*) La forme (l) suppose p> o 



t ion de les différences s i tuées su r la m ê m e l igne hor izon

ta le q u e et les m o y e n n e s a r i t h m é t i q u e s de celles qu i son t deux à 

deux s i tuées i m m é d i a t e m e n t de p a r t et d ' a u t r e de cet te l i g n e , c'est-

à-dire 

Si n o u s faisons succes s ivemen t d a n s l ' é q u a t i o n (6) 

d ' o ù 

n o u s a u r o n s , en s u p p r i m a n t les accents ap rè s s u b s t i t u t i o n , 

( 7 ) 

(8) 

( 9 ) 

On t i r e ra des d e u x d e r n i è r e s éga l i t é s qu i est pa r défini t ion : 

Si l 'on fait h = o d ans ces f o r m u l e s , on ob t i en t 

On voi t a lors q u e : 

1° Dans les coefficients de ont l eu r s t e rmes 

4 



p r o p r e s égaux d e u x à deux et de m ê m e s igne , et les coefficients de 

l eu r s t e r m e s é g a u x d e u x à d e u x et de s igne c o n t r a i r e ; 

ces d e r n i e r s coefficients sont donc n u l s . 

2° Dans les coefficients de son t les m ê m e s 

q u e dans ceux de é g a u x et de s igne con

t r a i r e ; ils d i s p a r a î t r o n t donc dans la m o y e n n e a r i t h m é t i q u e 

Il r é su l t e de là q u e si n o u s r é u n i s s o n s dans les t e r m e s 

c o n t e n a n t en fac teur la pu i s sance d ' un m ê m e n o m b r e , n o u s a u r o n s des 

exp res s ions de la forme 

( m ) 

(µ) 

Il r é su l t e aussi du n° 1 3 , que le coefficient de 

et que celui de dans (m) et ( µ ) . 

15 . Si au l ieu de poser t = tn -+- za, nous posons 

où n o u s a u r o n s p o u r le d é v e l o p p e m e n t de u, su ivan t 

les pu i s sances c ro i s san tes de z, 

( i ) ' 

où est la va leur de u pour et où 

c o n f o r m é m e n t à la no ta t ion a d o p t é e . 

Cette sér ie (i)' d o n n a n t p o u r on voit q u e les fo rmules 

(*) La forme (m) suppose p > O . 



é tabl ies a u x n o s 13 et 14 s u b s i s t e n t , si l 'on y r e m p l a c e d a n s les seconds 

m e m b r e s A par e t les coefficients an p a r les coefficients 

Ains i l ' é q u a t i o n ( 7 ) nous d o n n e , en fa isant h = o, ap rès ce t te subs t i 

tu t ion d a n s le second m e m b r e , 

la m ê m e é q u a t i o n a p p l i q u é e à d o n n e de la m ê m e m a n i è r e 

ce qu i fourn i t , p o u r la m o y e n n e a r i t h m é t i q u e de ces d e u x différences, 

une expres s ion de la forme 

l ' équa t ion ( 9 ) d o n n e de m ê m e p o u r u n e express ion de cet te 

forme 

Il r é s u l t e e n c o r e d u n° 13 q u e le coefficient de 

et ce lu i de d a n s (v) e t ( s ) . 

(*) La forme (v) est encore vraie pour p = 0, si l'on remplace dans le premier membre 

par et dans le second par 

4-



16. Les fo rmules des n o s 1 3 , 1 4 , 1 5 c o n d u i s e n t a u x va l eu r s des coef

ficients des é q u a t i o n s ( i ) et ( i ) ' . P o u r d é t e r m i n e r n o u s 

pouvons emp loye r les r e la t ions q u e fou rn i t , soi t ( l ) , soi t le sys t ème (m), 

( µ ) . P o u r d é t e r m i n e r n o u s e m p l o i e r o n s le 

sy s t ème (v ) , (e). A c h a c u n de ces t ro i s sys tèmes de r e l a t ions co r r e spond 

pour u u n e forme p a r t i c u l i è r e r e m a r q u a b l e . 

10 (l) d o n n e , p o u r les va l eu r s 1, 2 , 3 , . . . , p, a t t r i b u é e s à p, 

Les coefficients son t des fonct ions l i néa i r e s des différences 

de un; on au ra donc 

( 1 0 ) 

é t an t des fonct ions e n t i è r e s de z , q u ' o n d é t e r m i n e r a en iden 

tifiant les coefficients de dans les é q u a t i o n s (1) et (10); 

on ob t i en t a insi i m m é d i a t e m e n t 

20 Le sys t ème (m), ( µ ) , d o n n e , e x a c t e m e n t de la m ê m e m a n i è r e , 

( 1 1 ) 

avec 



3° (v ) , (e) et l ' équa t ion (1)', d o n n e n t e n c o r e , e x a c t e m e n t de la m ê m e 

m a n i è r e , 

(12) 

avec 

1 7 . La cons t i t u t i on des sys tèmes p e r m e t de les ré 

s o u d r e auss i fac i lement q u ' o n les a fo rmés , c 'es t -à-d i re sans ca lcu l , et 

t o u s les t ro i s de la m ê m e m a n i è r e . Cons idé rons le sys t ème ( l ) . 

Les t e r m e s qu i se c o r r e s p o n d e n t v e r t i c a l e m e n t dans les coefficients 

de son t de la fo rme 

Si donc n o u s r e t r a n c h o n s c h a q u e é q u a t i o n X, mu l t i p l i ée p a r 1, de 

la s u i v a n t e , n o u s o b t i e n d r o n s d a n s le sy s t ème r é s u l t a n t (X), 

Si n o u s r e t r a n c h o n s c h a q u e é q u a t i o n du sys tème mul t i p l i ée 

pa r 2 , de la su ivan t e , n o u s a u r o n s d a n s le sys t ème r é s u l t a n t 

G é n é r a l e m e n t , si a y a n t ob t enu le sy s t ème on en mu l t i p l i e 

c h a q u e é q u a t i o n pa r (p — 1), p o u r la r e t r a n c h e r de la s u i v a n t e , on ob

t i e n d r a , d a n s le sy s t ème 

(*) Voir les notes, pages 24, 26 , 2 7 , dont il faut tenir compte pour former les équa
tions (10), (11), (12) et les systèmes ( l ) , ( L ' ) , ( L " ) . 



de sor te q u e tous les t e r m e s des coefficients de X, dans le sys tème (X), 

p o u r l e sque l s on a 

k — m = i , 2 , . . . , p — i , 

c 'es t -à-dire les (p — i ) d e r n i e r s t e r m e s de ces coefficients, n ' e x i s t e n t 

p lus dans le sys tème (X) p _, . La p r e m i è r e et u n i q u e équa t ion de ce sys

tème final sera donc 

Z [Z — I ) ( Z — 2 ) . . . ( Z — p 4 - I ) = ).p . I . 2 . 3 . . .p , 

d'où 

Le m ê m e g e n r e de r a i s o n n e m e n t , a p p l i q u é a u x sys t èmes ( / ' ) et (X"), 

m o n t r e q u e l 'on a 

et 

1 8 . Si nous s u b s t i t u o n s ces va leurs dans les éga l i tés (10) , ( 1 1 ) , ( 1 2 ) , 

n o u s o b t e n o n s p o u r u les t ro i s formes su ivan t e s : 

(I) 

(J) 



( K ) 

La p r e m i è r e est la sér ie si c o n n u e sous le nom de formule a u x diffé

rences de N e w t o n ; les deux a u t r e s , q u o i q u e b e a u c o u p m o i n s r é p a n 

d u e s , ne son t pas m o i n s r e m a r q u a b l e s ; n o u s les e m p l o i e r o n s m ê m e à 

l ' exclus ion de la p r e m i è r e , et n o u s ve r rons b ien tô t p o u r q u o i . 

Soient sp

k, S? , 'S? la s o m m e des p r o d u i t s d i f férents K à K , des p 

n o m b r e s des su i tes respec t ives : 

S u p p o s o n s , en o u t r e , les formules ( I ) , ( J ) , ( K ) , o r d o n n é e s par 

r a p p o r t à z. On voit de su i t e , en ident i f ian t les coefficients des m ê m e s 

pu i s sances de z d a n s (I) ou (J) d ' u n e p a r t , et (1) d ' a u t r e p a r t , q u e 

(13) 

e t 

( 1 4 ) 

(15) 

On voit de m ê m e , pa r la c o m p a r a i s o n des é q u a t i o n s (K) et (1) ' , que 

(16) 

( 1 7 ) 

(*) Les formules (13) et (14) supposent k > o . 

(**) La formule (16) est vraie pour k = o si l'on remplace par dans le pre

mier membre, et, dans le développement du second, 1 . 2 . 3 . . .ip par 1 ; p a r 

pour p — o. 



les s ignes se r a p p o r t e n t d a n s ces fo rmules a u x va l eu r s en t i è re s de 

e t p o u r p = k, on fait s, S , 'S éga les à 1. 

1 9 . Les coefficients é t a n t a insi d é t e r m i n é s , n o u s p o u v o n s 

c h e r c h e r les i n t ég ra l e s p r e m i è r e et seconde de la fonct ion u; la m é 

t h o d e q u e nous d o n n o n s s ' a p p l i q u e d ' a i l l eu r s , avec u n e éga le faci l i té , 

à u n e i n t ég ra l e d ' o r d r e q u e l c o n q u e . Soit x u n e in t ég ra l e de u. 

On a, en a t t r i b u a n t a u x indices le m ê m e sens q u e p r é c é d e m m e n t , 

(18) 

et 

( 1 9 ) 

que l q u e soit l ' o r d r e de l ' i n t ég ra l e x. Déve loppons les d e u x cas d o n t 

n o u s a u r o n s besoin : 

On a a lors 

d 'où 

(20) 

( 2 1 ) 

2° Posons 

o u 

on a a lors 



d 'où 

(22) 

(23) 

P u i s q u e sont a c t u e l l e m e n t c o n n u s , l ' une et l ' au t r e des d e u x 

fo rmules (20), (21) d ans le p r e m i e r c a s ; (22) , (23) d ans le second , 

d o n n e n t la va leur de x p o u r tou tes les va leu r s de t c o r r e s p o n d a n t e s a u x 

va l eu r s a t t r i b u é e s à z; ma i s l eu r emp lo i n ' e s t pas a v a n t a g e u x dans la 

p r a t i q u e , car , si l 'on y p rend un n o m b r e fixe de t e r m e s , l ' e r r e u r commise 

cro î t t r è s - r a p i d e m e n t avec z ; de so r t e q u e , p o u r o b t e n i r x avec la m ê m e 

e x a c t i t u d e dans tou t le cours du ca lcu l , il f audra i t p r e n d r e un n o m b r e 

de t e rmes c ro issan t avec cet te va r iab le z. On évite cet i nconvén i en t 

en ne faisant var ie r z q u ' e n t r e et et d o n n a n t à n t ou te s les va

leurs en t i è r e s , posi t ives ou n é g a t i v e s ; de sor te que p r e n d 

t ou t e s les va leu r s poss ib les . Il suffit de c o n n a î t r e xt ou i é t an t en

t i e r ; nous a l lons d é t e r m i n e r ces q u a n t i t é s de p roche en p r o c h e en d o n n a n t 

à z les seu les va leu r s et en s u p p o s a n t q u e la va l eu r in i t ia le 

est ou x 0 . Nous e x a m i n e r o n s les q u a t r e c o m b i n a i s o n s poss ib les 

en t r e ces v a l e u r s e x t r ê m e s de x e t , pa r u n cho ix convenab le des formules 

p r é c é d e n t e s , n o u s ferons d i spa ra î t r e d u r é su l t a t les va leurs des coeffi

c ien t s de m ê m e pa r i t é r e l a t i v e m e n t à k. 

Quadrature de 

2 0 . La fo rmule (20) d o n n e , p o u r 

d o n t la différence est 



La formule (21) d o n n e de m ê m e , p o u r 

et 

dont la différence est 

d 'où 

Calcul de 

u„ est une q u a n t i t é ca lculée et c o n n u e ; p e u t ê t r e fourni soi t pa r 

la fo rmule ( 1 3 ) , soi t pa r la fo rmule (14) d u n° 1 8 . La fo rmule (13) 

i n t r o d u i r a i t tous les o rd re s de d i f fé rences ; la fo rmule (14), n ' i n t r o 

d u i s a n t q u e les di f férences de m ê m e p a r i t é , doi t ê t r e p ré fé rée , d a n s 

l ' a p p l i c a t i o n ; elle d o n n e 

où p do i t p r e n d r e tou tes les va l eu r s en t i è re s k, k + 1 , . . . et où k > o 

Le coefficient, dans d ' u n e différence d é t e r m i n é e 

s ' ob t i endra donc en l a i s san t p fixe sous le s igne et fa isant var ie r k 

de 1 à p d ans l ' express ion 



Soit ce coefficient, on au ra 

( 2 4 ) 

et , pa r s u i t e , 

m a i s , en se r e p o r t a n t à la fo rmat ion du tab leau des dif férences , on 

voit q u e 

Si n o u s d é s i g n o n s p a r u n e su i te de n o m 

bres d o n t le p r e m i e r est a r b i t r a i r e , a d m e t t a n t u0, u,,.., u, p o u r diffé

rences p r e m i è r e s , n o u s a u r o n s 

Donc 

(L) 

avec 

On p o u r r a faire d i s p a r a î t r e la cons t an t e en d é t e r m i n a n t l ' a rb i 

t r a i r e pa r la cond i t ion 

Calcul de xt — x0. 

La formule (16), n° 1 8 , d o n n e p o u r l• = o , i , 2 , . . . . 

On a g é n é r a l e m e n t 

(*) La formule (24 ) ne s'applique plus pour p = o. On voit directement que, dans ce cas. 

5. 



On voit par là que le coefficient de d a n s a;, — x0, é t an t 

dés igné par on a 

(25) 

et , pa r su i t e , 

Mais , par déf in i t ion , 

donc 

o r , 

donc 

ce q u i nous c o n d u i t à la fo rmule 

(M) 

avec 

on p o u r r a d é t e r m i n e r la q u a n t i t é a r b i t r a i r e pa r la condi t ion C„ = o . 

(*) La formule (25) s'applique pour p = o, conformément aux conventions de la note ( * * ) . 
page 3 1 . A'„ = 1. 



La formule ( L ) p e r m e t t r a de ca lcu le r si l 'on se d o n n e et la 

fo rmule (M) , de ca lcu le r x i r si l 'on se d o n n e oc0. 

2 1 . Il est que lquefo i s u t i l e de p o u v o i r ca lcu ler c o n n a i s 

san t x 0 ; e t x^, conna i s san t F o r m o n s donc et 

d o n t n o u s a u r o n s d ' a i l l eu r s besoin p o u r la d e u x i è m e i n t é g r a t i o n . Nous 

les d é d u i r o n s de et en r e t r a n c h a n t de la p r e m i è r e 

q u a n t i t é et en a jou tan t à la s e c o n d e q u e nous a l lons cal

cu le r d ' a b o r d . 

La fo rmule (20) d o n n e p o u r n = o et p o u r 

Or les r e la t ions (14) et ( i 5 ) , p o u r n = o, sont 

Les coefficients de d a n s s e ron t donc res 

p e c t i v e m e n t 

et 

A p p e l o n s ce d e r n i e r 

(26) 



donc 

[ O ] 

On p e u t t r ouve r une forme différente p o u r en pa r t an t de 

l ' équa t ion ( 2 1 ) , q u i , p o u r n = — 1 et d o n n e 

Or les r e la t ions (16) et (17), p o u r n = — 1, sont 

Les coefficients de dans seront d o n c 

r e spec t i vemen t 

et 

A p p e l o n s ce d e r n i e r 

( 2 7 ) 

d'où 

2 2 . Les deux expres s ions et [ O ] , de nous ont 

c o n d u i t à des r e l a t ions i m p o r t a n t e s e n t r e les coefficients 



Ces expres s ions c o n t i e n n e n t en effet, r e s p e c t i v e m e n t , les 

d ivers t e rmes des d e u x l ignes ho r i zon ta l e s c o m p l è t e s 

savoir : 

et 

Or , si l 'on fait n = o dans les fo rmules (2) et ( 3 ) du n° 1 2 , on voit 

q u e si l 'on e x p r i m e les t e r m e s de la seconde l igne en fonct ion de ceux 

de la p r e m i è r e p o u r les subs t i t ue r dans [O] , n e sera i n t ro 

d u i t dans le r é s u l t a t q u e pa r 

et 

de sor te q u ' e n i d e n t i f i a n t , ap rè s s u b s t i t u t i o n , les coefficients de 

dans [OJ et on a u r a 

On ve r r a de m ê m e , en ident i f iant les coefficients d e q u i sera 

i n t r o d u i t pa r u0 d ans [ O ] , q u e 

S i , i n v e r s e m e n t , au m o y e n des r e l a t ions ( 4 ) , ( 5 ) , n° 12, on e x p r i m e 

les t e rmes de la p r e m i è r e l igne en fonct ion de ceux de la seconde poul

ies s u b s t i t u e r d a n s afin de c o m p a r e r ce résu l t a t à [ O ] , on r e 

t rouve les m ê m e s r e l a t ions 

2 3 . Ces re la t ions n o u s s e r o n t t r è s - u t i l e s p o u r ob t en i r c o m m o d é 

m e n t 



Calcul de 

Si à la re la t ion 

où 

nous a jou tons m e m b r e à m e m b r e la re la t ion [ 0 ] , n° 2 1 , nous a u r o n s 

avec 

const. 

ou , en ve r tu de l ' iden t i t é p r é c é d e m m e n t d é m o n t r é e , 

et de ce q u e 

const, 

mais c o m m e 

on a 

par su i te 

const. 

Calcul de 

Si de 



nous r e t r a n c h o n s [ O ] m e m b r e à m e m b r e , n o u s a u r o n s 

c o n s t . , 

avec 

c o n s t . 

mais c o m m e 

on a, en ver tu de l ' i den t i t é ci-dessus r a p p e l é e , 

c o n s t . 

On a a ins i les fo rmules su ivan te s : 

Remarque. — Avan t d e passe r à la q u a d r a t u r e s e c o n d e , n o u s dé

m o n t r e r o n s l ' i den t i t é 

qu i n o u s se rv i ra p o u r ce t t e q u a d r a t u r e . 

On a v u , n o s 2 0 et 2 1 , q u e 

En ve r tu de la p r e m i è r e re la t ion 

6 



donc 

Mais on a 

on t rouve a ins i 

Quadrature 

2 4 . N o u s su iv rons de p o i n t en p o i n t la m é t h o d e e m p l o y é e pour 

i n t é g r e r 

Si d a n s les f o rmu le s (22) et ( 2 3 ) on fait success ivemen t 

et q u ' o n r e t r a n c h e le d e u x i è m e r é su l t a t du p r e m i e r , on a 

d 'où 



Calcul de 

Les coefficients p e u v e n t ê t r e d o n n é s soit par la r e la t ion ( 1 3 ) , 

soit par la r e la t ion ( 1 5 ) , n° 1 8 . La p r e m i è r e est éca r tée c o m m e i n t r o 

du i s an t les di f férences de tous les o r d r e s ; la seconde d o n n e 

On voi t , c o m m e p r é c é d e m m e n t , q u e le coefficient d e d a n s 

é t a n t d é s i g n é par on a 

d 'où 

Mais (M1) d o n n e (n° 2 3 ) 

donc 

ou , c o m m e 

(P) 

avec 



en a p p e l a n t les m o y e n n e s a r i t h m é t i q u e s de d e u x 

n o m b r e s vois ins d a n s la su i te d o n t le p r e m i e r t e r m e 

est a rb i t r a i r e et d o n t les différences p r e m i è r e s son t 

q u a n t i t é s q u e n o u s avons définies p r é c é d e m m e n t . On p o u r r a dé te r 

m i n e r s i m u l t a n é m e n t les a r b i t r a i r e s pa r la cond i t ion q u e 

l 'on ai t 

Calcul de xt — xQ. 

La f o r m u l e (17) d o n n e et on voit i m m é d i a t e m e n t q u e le coef

ficient de d a n s xt — x0 é t a n t dé s igné par on a 

c ' e s t -à -d i re 

d o n c 

Mais (L1) d o n n e 

d ' o ù 

c 'es t -à-di re 

(Q) 

avec 



Les a r b i t r a i r e s p e u v e n t ê t re d é t e r m i n é e s de te l le sor te 

q u e l 'on ai t s i m u l t a n é m e n t 

2 5 . 11 n o u s r e s t e , p o u r achever ce t te sec t ion , à ca lcu le r 

et Nous su iv rons e n c o r e la m ê m e m a r c h e q u e d a n s la p re 

m i è r e i n t é g r a t i o n , e t n o u s fo rmerons d ' a b o r d 

1° P o u r n = o et l ' équa t ion (22) d o n n e 

c o m m e 

les coefficients de s e r o n t r e s p e c t i v e m e n t : le p r e m i e r 

soit 

et le second 

donc 

[O'] 

(*) Cette formule ne s'applique plus pour p = o . On voit directement que sont 

alors u0 et 



2° P o u r n — 1 et l ' équa t ion (23 ) d o n n e 

mais 

les coefficients de s e r o n t d o n c r e s p e c t i v e m e n t : le 

p r e m i e r soi t 

et le second 

d 'où 

2 6 . Nous o b t e n o n s a insi u n e d e u x i è m e forme de où fi

g u r e n t t and i s q u e d a n s la p r e m i è r e f iguren t 

si n o u s ident i f ions les d e u x fo rmes ap rè s avoi r 

(*) Cette formule a lieu pour p = 0, conformément aux conventions de la note (**). 
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r e m p l a c é ces d e r n i è r e s q u a n t i t é s p a r l e s p r e m i è r e s , ou i n v e r s e m e n t , n o u s 

d é c o u v r i r o n s des r e l a t i ons u t i l e s e n t r e les coefficients A et B : 

1° On a, pa r la re la t ion [O] n ° 2 1 , 

S u b s t i t u a n t cet te va l eu r dans [ O ' ] , on ob t i en t 

[O"] 

On voit a lors q u e é t an t e x p r i m é s en fonction des 

différences qu i f iguren t d a n s il ne res te ra i t p lus qu ' à ident i f ier 

les coefficients de d a n s ces deux r e l a t i ons [O"] 

et On r e c o n n a î t i m m é d i a t e m e n t , en se r e p o r t a n t aux équa

t ions [O] , et les c o m p a r a n t à [ 0 " ] , q u e le résu l t a t ainsi 

o b t e n u ne sera a u t r e chose q u e le sy s t ème (p) où l 'on aura i t remplacé 

pa r 

On a u r a , p a r c e c h a n g e m e n t , en m e t t a n t les coefficients A dans le p r e 

m i e r m e m b r e , 

2° On a, pa r la re la t ion la va leur de qui, substituée 



dans d o n n e 

On voit e n c o r e , en c o m p a r a n t les é q u a t i o n s [O'] et a u x é q u a 

t ions [O] et q u e les r e la t ions ( p ) subs i s t en t , si l 'on y r e m p l a c e 

pa r 

ce qu i d o n n e , en p l açan t les A d a n s le p r e m i e r m e m b r e , 

Il est d ' a i l l eu r s év iden t q u e l ' un q u e l c o n q u e des sys t èmes ( p ) , ( p 1 ) , 

(p") r é su l t e des d e u x a u t r e s . 

2 7 . Les re la t ions q u e n o u s avons é tab l ies e n t r e les coefficients con

s t an t s A , B , n o u s s e r o n t t r ès -u t i l e s p o u r o b t e n i r et 

Che rchons success ivemen t ces d e u x q u a n t i t é s . 

Calcul de 

Nous avons les d e u x re l a t ions (P ) et des n o s 2 4 et 2 5 , savoir : 



Si nous r e t r a n c h o n s m e m b r e à m e m b r e la seconde de la p r e m i è r e , 

il v ien t , en t e n a n t c o m p t e de l ' i den t i t é 

où 

c o n s t . 

q u a n d on y a r e m p l a c é et pa r l e u r s v a l e u r s . 

Or , en ve r tu des r e l a t i ons (p1) et ( p " ) , on a 

donc 

c o n s t . 

mais , pa r déf in i t ion, 

7 



et, pa r s u i t e , 

c o n s t . 

donc 

Calcul de 

On t rouvera de la m ê m e m a n i è r e en a jou tan t à 

d o n n é par [ O ' ] , 

c o n s t . , 

où 

const. 

Or, les r e la t ions ( p ' ) , [p") d o n n e n t 

On aura d o n c , en d é s i g n a n t pa r T la s o m m e des d e u x t e r m e s en 

qu i se c o r r e s p o n d e n t v e r t i c a l e m e n t , 



Cons idérons d ' abo rd le p r e m i e r t e r m e de T ; on a, pa r déf in i t ion , 

S u b s t i t u a n t dans T, il v i en t 

donc 

const. 

Et c o m m e 

on a 

const. 

d o n c , enfin, 

En r é s u m é , n o u s avons o b t e n u les fo rmules su ivan t e s : 

Premier cas. 

7-



Deuxième cas. 

(S) 

avec 

Voici les va l eu r s n u m é r i q u e s des coefficients , s e u l e m e n t p o u r les 

p r e m i e r s t e r m e s . On t r o u v e , pa r les fo rmules qu i e x p r i m e n t ces coeffi

c i en t s , 



Il est c la i r q u e , d a n s l ' a p p l i c a t i o n , on n ' a u r a p a s b e s o i n , en g é n é r a l , 

de t ou t e s les fo rmules (R) et ( S ) ; on cho i s i r a , dans c h a q u e g r o u p e , 

s u i v a n t les cas . 

2 8 . M o n t r o n s c o m m e n t , au m o y e n de ces fo rmules , on e x é c u t e u n e 

q u a d r a t u r e p r e m i è r e ou s econde : 

1° Soi t la l o n g i t u d e du p é r i h é l i e d ' u n e p l anè t e d o n t la va 

l e u r est d o n n é e p o u r l ' é p o q u e e t s u p p o s o n s q u ' o n veui l le 

l ' ob ten i r p o u r les é p o q u e s ta, t\, t 2 , ta, t t , a u m o y e n des v a l e u r s n u m é 

r i q u e s de 

On ca lcu le ra les va l eu r s n u m é r i q u e s de au p o u r les é p o q u e s t_, , t0, 

t,, l2, t3, tK, q u i , si l 'on p r e n d j anv i e r 23, et a — 3o j o u r s 

so la i res m o y e n s , s e r o n t r e s p e c t i v e m e n t 

1866 : janvier 8, février 7, mars g, avril 8, mai 8, juin 7. 

Si les différences t r o i s i èmes de ces va l eu r s n u m é r i q u e s sont négl igea

b l e s , on a u r a , p o u r d é t e r m i n e r zs p a r la t r o i s i è m e fo rmule ( R ) , 

avec 

et , pa r s u i t e , avec 

D ' a p r è s ce la , on c o n s t r u i r a le t ab leau s u i v a n t , qui fourn i ra les va

r i a t i ons AÏS, c o m p t é e s de 1866, j a n v i e r 23 : 



La co lonne t1 con t i en t les d iverses v a l e u r s du t e m p s p o u r l esque l les on 

a calculé 

La co lonne les d iverses va l eu r s de 

Les co lonnes c o n t i e n n e n t les différences p r e 

miè res de au, et les m o y e n n e s a r i t h m é t i q u e s de ces différences p r e 

m i è r e s . 

Le p r e m i e r n o m b r e de la co lonne est égal à 

les a u t r e s s 'en d é d u i s e n t pa r la cond i t ion q u e les différences p r e m i è r e s 

de cet te co lonne so ien t les n o m b r e s c o r r e s p o n d a n t s de la co lonne auh 

Les trois d e r n i è r e s co lonnes s ' e x p l i q u e n t d ' e l l e s -mêmes . 

2 0 Soit S la p e r t u r b a t i o n de la c o o r d o n n é e x d ' u n e p l a n è t e , p e r t u r 

ba t ion comptée d u 2'3 j a n v i e r 1866, é p o q u e q u e n o u s d é s i g n e r o n s en

core par t ± . 

Comme l ' o rb i t e t roub lée est t a n g e n t e à l ' o rb i t e e l l i p t i que au po in t 

c o r r e s p o n d a n t à cet te é p o q u e , on a 

Si , p r e n a n t a = 3o j o u r s , on dés i re les v a l e u r s de S p o u r les é p o q u e s 

t 0 , t, £ 4 , on ca lcu le ra p o u r ces d i f férentes da tes , et si les 

différences secondes son t n é g l i g e a b l e s , on a u r a , p a r la t r o i s i ème for

m u l e (S) , 

avec 

ou 

On c o n s t r u i r a d o n c le t ab leau su ivan t , 



La co lonne con t i en t les va leurs n u m é r i q u e s de p o u r les 

é p o q u e s tt. 

Les p r e m i e r s t e r m e s des co lonnes sont respect ive

m e n t les a u t r e s s 'en dédu i s en t par 

de s imp les a d d i t i o n s ; le res te du tab leau s ' e x p l i q u e de l u i - m ê m e . 

On doi t voir m a i n t e n a n t q u e , dans la Sect ion I, n o u s avons i n t r o d u i t 

le facteur i n d é t e r m i n é a d ans les é q u a t i o n s ( H ) , afin de l eu r d o n n e r la 

forme défini t ive qui se p r ê t e i m m é d i a t e m e n t à la q u a d r a t u r e . Si nous 

n ' avons pas m u l t i p l i é p a r a2 les é q u a t i o n s E de la m ê m e sec t ion , c 'est 

u n i q u e m e n t pa rce q u e , dans ce cas , la s impl i c i t é des opé ra t i ons p e r m e t 

d 'effectuer cet te m u l t i p l i c a t i o n , sans a u c u n e c r a in t e d ' e r r e u r , dans le 

cou r s m ê m e du ca l cu l . 

A jou tons q u e , d a n s la Sect ion III, n o u s p r a t i q u e r o n s les q u a d r a t u r e s 

p r e m i è r e et seconde c o m m e nous v e n o n s de l ' i n d i q u e r dans ce n° 2 8 . 

SECTION I I I . 

Cette Sect ion est des t inée à c o m p l é t e r les d e u x p r e m i è r e s pa r u n e 

app l i ca t ion n u m é r i q u e . Nous p r e n o n s les é l é m e n t s de Cérès au 

a3 j anv ie r 1866, e t n o u s ca lcu lons de t r en te en t r en te j o u r s , j u s q u ' a u 

28 mai de la m ê m e a n n é e , les p e r t u r b a t i o n s q u ' é p r o u v e cet te p lanè te de 

la pa r t de J u p i t e r . N o u s c o m p t o n s en t e m p s de G r e e n w i c h , et MOUS 

p r e n o n s le j o u r so la i re moyen p o u r u n i t é . 



Dans les d e u x m é t h o d e s , le ca lcul offre à l ' o r i g ine u n e p a r t i e c o m 

m u n e q u e n o u s p r é s e n t e r o n s d ' a b o r d ; n o u s s é p a r e r o n s e n s u i t e les opé

ra t ions re la t ives à c h a c u n e d ' e l l es . 

Partie commune aux deux méthodes. 

2 9 . Après avoir fixé l ' i n s t an t in i t i a l d u calcul et l ' é t e n d u e de l ' in

terval le de t e m p s a, on ca l cu le ra , p o u r les é p o q u e s 

: 1° les q u a n t i t é s u, r, v, v qu i se r a p p o r t e n t à Cé rè s ; 

2 0 les l ieux h é l i o c e n t r i q u e s de J u p i t e r . On a u r a soin de r a p p o r t e r tou tes 

les l o n g i t u d e s à u n é q u i n o x e fixe, soit l ' é q u i n o x e de 1866, j a n v i e r 1,o : 

1 É l é m e n t s de Cérès ; ca lcul de u, r , v, v. 

P o u r 1866, j anv ie r 23,o, le s u p p l é m e n t au Nautical A l m a n a c 1866, 

d o n n e 

Ces l o n g i t u d e s de l ' é p o q u e , d u pé r i h i l i e et du n œ u d sont 

c o m p t é e s de l ' é q u i n o x e m o y e n de 1866, j a n v i e r 2 3 , o . N o u s les r é d u i 

sons à l ' é q u i n o x e m o y e n de 1866, j a n v i e r 1,o, en les c o r r i g e a n t de la 

p récess ion c o r r e s p o n d a n t e à la différence des d e u x da t e s ou en les d i m i 

n u a n t de 3",o3. Les va leu r s co r r i gée s sont 

u, v, r, u se c a l cu l e ron t au m o y e n des fo rmules 



t u v u logre 

1866. Janvier. 8,0 —27 .43 .27 —29.56.44 + 37 .34 . i5 0,40994 

Février. 7,0 —20.47.32 —22.29.26 -(-45. i . 3 3 0,4o8o8 

Mars. . . 9,0 — 1 3 . 5 o . 2 - 1 4 . 5 8 . 4 8 H - 5 Ï . 3 2 . 1 1 0,40672 

Avril . . . 8,0 - 6 . 5 1 . 3 1 — 7 . 2 5 . 5 2 -1 -60. 5 . 7 o,4o588 

Mai 8,0 + 0. 7 .33 + 0. 8 . 1 O + 6 7 . 3 9 . 9 o ,4o564 

Juin . . . 7,0 + 7. 6 . 1 7 + 7 .41•52 + 7 5 . 1 2 . 5 1 0,40592 

2° Lieux hél iocet lr iques de Jupiter. 

On trouve, dans le Nautical Almanac de 1866, les positions hélio-

centriques suivantes de Jupiter : 

L o n g . hé l ioc = L ' . Lat i tude = A ' . log r . 

1866. Janvier. 8,0 281°. 5.57",4 —0. 2 . 5 1 , 0 0,7160071 

Février. 7,0 283 .35 .49 ,3 —0. 6 . 1 6 , 3 0 ,715o881 

Mars . . . 9,0 286. 6 . 1 8 , 1 —0- 9 - 4 1 , 9 0,7141674 

A v r i l . . . 8,0 288 .37 .24 ,6 — 0 . 1 3 . 7 , 1 0,7132469 

M a i . . . . 8,0 291 . 9 . 1 0 , 4 — 0 . 1 6 . 3 1 , 7 0,7123286 

Juin . . . 7,0 293 .41 -36 ,1 — 0 . 1 9 . 5 5 , 2 o , 7 1 1 4 1 3 8 

Ces longitudes étant comptées de l 'équinoxe vrai des époques respec

tives, nous devons les rapporter à l 'équinoxe moyen de 1866, jan

vier 1 , 0 . On trouve dans le Nautical la précession et la nutalion en 

longitude correspondant au changement d'origine du temps; leur 

somme donne la correction qui, appliquée à L', fournira les longitudes l' 

évaluées en partant de notre équinoxe fixe : 

t — 1866. 

Janv . 1,0. Précess ion. Nutat ion. C o r r e c t i o n . 

1866. Janvier. 8,0 
Jours. 

7 - o " 9 7 

11 

—5,69 - 6",66 281. 5 .00,7 

Février. 7,0 37 — 5,09 - 5 , 7 3 —10,82 283.35 .38 ,5 

Mars . . . 9>° 67 — 9,22 - 4 , 5 ' — 1 3 , 7 3 286. 6. 4,4 

Avri l . . . 8,0 97 - 1 3 , 3 5 — 2 ,80 — 1 6 , 5 288.37. 8 ,5 

Mai 8,0 127 - 1 7 , 4 8 - 1 , 8 1 — 1 9 , 2 9 291. 8 . 5 1 , 1 

J u i n . . . . 7 ,0 157 —21,60 —2,00 —23,60 293.41 12 ,5 



Première méthode. 

3 0 . A p r è s avoir calculé la pa r t i e c o m m u n e , on chois i ra p o u r axes de 

c o o r d o n n é e s r ec t i l i gnes l ' axe de l ' é c l i p t i q u e , la l igne des é q u i n o x e s 

m o y e n s de 1 8 6 6 , j anv i e r 1 , o , et la d ro i t e p e r p e n d i c u l a i r e à ces deux- là ; 

l 'axe des x positifs é t an t d i r igé vers l ' équ inoxe d u p r i n t e m p s , celui des 

y posit ifs vers le sols t ice d ' é t é , et ce lu i des z posit ifs vers le pôle bo

réal de l ' é c l i p t i q u e . On c o n t i n u e r a le calcul de la m a n i è r e su ivan t e : 

1° Calcul des c o o r d o n n é e s e l l i p t i ques r e c t a n g u l a i r e s x e , ye, ze de 

C é r è s ; 

2 ° Calcul des c o o r d o n n é e s x', y', z' de J u p i t e r , et de sa d i s t ance p' 

à Cé rès ; 

3° Calcul des q u a n t i t é s q u i , 

en ver tu des é q u a t i o n s E , r e p r é s e n t e n t 

q u a n d , dans une p r e m i è r e a p p r o x i m a t i o n , on nég l ige 

4° F o r m a t i o n d u tab leau des va l eu r s n u m é r i q u e s des q u a n t i t é s p ré 

céden t e s et app l ica t ion des fo rmules de q u a d r a t u r e qu i fourn i ron t en 

secondes d ' ang le les p r e m i è r e s va l eu r s a p p r o c h é e s de 

5 " Subs t i t u t i on de ces va l eu r s a p p r o c h é e s Y J ( , Ç, dans les t e rmes 

pour 

ob ten i r des va leurs p lus a p p r o c h é e s de 

La q u a d r a t u r e c o r r e s p o n d a n t e à ces va leurs nouvel les 

fourn i ra p lus exac tes q u e et a insi de su i t e . 

1° Calcul de x e , ye, ze. 
On posera 

et l 'on aura 



On t rouve dans n o t r e e x e m p l e 

t. log xc. log rf. log z,. 

866. Janvier. 8,0 0,07770 n 0,35344 i ,46009 

Février. 7>° 0,16683 n O , 3 I 5 8 I 1,52277 

Mars. .. 9,0 0,23490 71 0,26696 7 , 5 7 . 4 . 

Avril. . . 8,0 0,2875g n o,2o3g3 I ,60879 

M a i . . . . 8,0 o,3283o n 0,12187 7 ,636:4 

Juin . . . 7 ' ° o,358g8 n 0,01168 7,6563o 

2 0 Calcul de x', y', z' et de p'. 

Ces q u a n t i t é s sont d o n n é e s pa r les fo rmules 

t. log x'. î o g y . log z'. log p'. 

866. Janvier. 8,0 o,ooo3g 0,70781 n 3,63458 n 0,8856g 

Février. 7>° 0,08623 0,70274 n 3 ,97619 n 0,88.47 

Mars . . 9,0 0 ,15717 0,69679 n 2,16460 n 0,87665 

Avril.. . 8,0 0,21741 0,68990 11 2,2g485 n 0,87120 

M a i . . . . 8,0 0,26g56 0,68205 n 2,39428 n 0,865.5 

Juin . . . 7 . ° o,3i533 0,67318 n 2,4:442 n 0,8584 7 

3° Calcul de 

Ces q u a n t i t é s ne d é p e n d e n t q u e de x, y, z; x', y1, z'; r', p' qui sont 
a c t u e l l e m e n t ca lcu lés , et de k, m', d o n t voici les va leu r s : 

8. 



On t rouve 

866. Janvier. 8,0 1,07650. n 0,02140 2,5o6g5. , n 

Février. 7 . ° 1 , 1 3 9 1 9 . n 0,0i8g5 2,56g54• n 

Mars . . . 9,0 1, i885o. • n 0,01604 2,62332. .n 

Avril. . . 8,0 1,22670. .n 0,01265 2,67001. .n 

M a i . . . . 8,0 1,2555o .n 0,00896 2 ,7 .068 . n 

Juin. . 7 - ° 1,27544 .n 0,00497 2,74603 .n 

4 " Valeurs numériques des quantités de l'article 3 ° ou de 

quand on néglige (première approxi

mation) et quadrature. 

On a 

866. Janvier. 8 0 - ° > i » 9 4 - 1 ,o5i —o,o32i 

Février. 7 0 - o , i 3 8 4 - 1 ,045 —0,0371 

Mars. . . 9 0 —0,154 + 1 ,o38 —0,0420 

Avril . . . 8 0 —0,16g 4 - 1 , o 3 o —0,0468 

Mai. 8 ,0 —0,180 -T-i ,021 —0,o5i4 

Juin . .. 7 0 —0,189 + 1 ,012 — 0,0557 

La t ro i s i ème fo rmule S , a p p l i q u é e à ces t ro is sér ies (voir n° 2 8 , 

Section I I ) , d o n n e r e s p e c t i v e m e n t 

t. S i - •7i- ? 1 • 

1866. Janvier. 8,0 —0,016 
/ / 

4 - O , ] 32 
v 

— 0,0042 

Février. 7>° —0,016 4 - O , 131 —o,oo43 

Mars. . , 9>° — 0 , i 5 5 4 - 1 , 1 7 5 — 0,0417 

Avril.., 8,0 —0,447 4 - 3 ,258 —0,121 r 

M a i . . . . 8,0 —0,908 4 - 6 ,371 — 0,2471 

Juin . .. 7>° — 1,55o . 4 - ro ,5o4 —0,4245 



5° Calcul de 

où l'on remplacera par et par 

On ob t i en t 

866. Janvier. 8,0 —0,002 
II 

4 - 0 , oo3 4-0,0007 

Février. 7 , ° —0,oo3 -+-0,002 4-0,0008 

Mars . . . 9,0 —0,028 (-0,014 4-0,0073 

Avri l . . . 8,0 —0,080 , 4-0 ,019 4-0,0202 

Mai 8.0 — 0,149 —0,001 4-0,0373 

Juin.. . . 7.0 —0,216 —0,061 4-0,o547 

En a jou tan t les n o m b r e s de ces t ro is sér ies r e s p e c t i v e m e n t à ceux des 

t rois p r e m i è r e s sér ies de 4°, on ob t i en t des va leu r s p l u s exac tes pour 

Ces va leurs sont 

866. Janvier. 8,0 
a 

— 0 , 1 2 1 4 - i"o54 —0,o314 

Février. 7 ' ° — 0 , 1 4 1 4 - 1 , 0 4 7 —0,o363 

Mars.. . 9,0 —0,182 4-1 ,052 —0,0347 

Avril... 8,0 -0 ,2 .49 4 - 1 , 0 4 9 —0,0266 

Mai.. . . 8,0 —0,329 4 - 1 ,020 —0,0141 

Juin. . . 7-° — o,4o5 4 - 0 , g 5 i —0,0010 

On d é d u i t de ces va leurs n u m é r i q u e s , pa r la fo rmule de q u a d r a t u r e 

qu i a servi à l ' a r t i c le 4°, des va leu r s de p l u s exac tes q u e 

et q u e n o u s avons déjà dé s ignées pa r 



I:-
ri. • 

866. Janvier. 8,0 —0,0l6 
// 

-+- 0,131 —0,0041 

Février. 7>° —0,017 -H 0 ,131 —0,0041 

Mars. . . 9,0 -—O , i f io 1 • '79 —0,0399 

Avril.. . 8,0 -0 ,488 - 1 - 3 ,278 —0,1098 

Mai 8.0 - 1,066 4 - 6,424 —0,2060 

Juin. . . 7 , ° - 1 > 9 7 3 -4-10,586 —0,3162 

Si l 'on a p p l i q u a i t aux va leurs n u m é r i q u e s de 

les formules de la p r e m i è r e q u a d r a t u r e , on o b t i e n d r a i t 

Les va leurs de et de 

a u n e ce r t a ine é p o q u e , p e r m e t t e n t de ca lcu le r , p o u r cet te é p o q u e , les va

r ia t ions c o r r e s p o n d a n t e s des é l é m e n t s de l ' o rb i t e , au m o y e n de fo rmules 

dues a M. E n c k e , et q u ' o n t r o u v e dans le Nautical Almanac de 1 8 5 6 . 

C'est en vue de ce t te t r a n s f o r m a t i o n , qu ' i l conv ien t de ca lculer 

en secondes d ' a n g l e . Nous avons o b t e n u de ce t te m a n i è r e : 

866. Février. 7,0 —0,0672 4 -0 ,5239 —0,0176 

Mars. . . 9,0 —0,2267 4 - 1 , 5 7 3 2 —0,o536 

Avril... 8,0 —0,44°6 —2,6251 —0,o852 

Mai.. . . 8,0 —0,7292 -:-3,6624 —0,io53 

et p o u r les p e r t u r b a t i o n s des é l é m e n t s au 8 mai : 

Deuxième méthode. 

3 1 . A p r è s avoir ca lculé la pa r t i e c o m m u n e , on divisera la su i te du 

travai l dans les c inq pa r t i e s su ivan t e s : 

1° Calcul des coefficients (1), (2 ) , . . . , (13), p, d o n t la déf ini t ion a 

é té d o n n é e , Sect ion I , n° 1 1 , et des q u a n t i t é s s i n v , cosv, s i n u , cosu , 



cosu; on aura a lors tous les é l é m e n t s nécessa i res p o u r former les coef

ficients de R' 0 , S ' 0 , W ' 0 d ans les é q u a t i o n s (H) ; 

2 0 Calcul des l ieux de la p l a n è t e p e r t u r b a t r i c e r a p p o r t é e à l 'o rb i te 

de la p l anè t e t r o u b l é e , c o m m e il a été e x p l i q u é au n° 10 , Sect ion I ; 

3 ° Calcul de R' 0 , S ' 0 , W' 0 ; 

4 ° Calcul des va leu r s n u m é r i q u e s des seconds m e m b r e s des équa

t ions ( H ) p o u r les d iverses é p o q u e s . 

5 ° App l i ca t ion des fo rmules de q u a d r a t u r e a u x sér ies de ces valeurs 

n u m é r i q u e s c o r r e s p o n d a n t e s a u x divers é l é m e n t s . 

1° a. Coefficients (1), ( 2 ) , . . . , ( 1 3 ) . b. Coefficients de R ' 0 , S'0, W„ 

dans les équations (H) . 
a. 

b. Les n o m b r e s en t r e [ ] sont les l o g a r i t h m e s des coefficients don t 

ils t i e n n e n t la place : 

Fév. 7,0 [1,96564] [0,30759./*] [0,3.5776] 

Mars 9,0 | T , 9 8 4 9 S ] [0,13667.11] [o,3o64o] 

Avril 8,0 [' > 9 9 6 3 3 1 [ 7 , 8 3 5 5 7 . « j [0,34378] 

Mai. 8,0 [0,00000] i > , < ' 9 9 5 1 J [ o , 3 7 1 7 3 ] 

Juin. 7,0 t 1 > 9 9 6 O 7 J [i,85o8a ] i 0,39129] 



2° Calcul des lieux de la planète perturbatrice rapportés à l orbite 

de Cérès. 

a. Les l i eux h é l i o c e n t r i q u e s de J u p i t e r p o u r j anv i e r 8 et 

p o u r j u i n 7 d o n n e r o n t d ' abord les é l é m e n t s de ce t te pla

nè te au m o y e n des fo rmules 



On t r o u v e 

b. On che rche ra ensu i t e N , N ' , J au moyen des formules (6) du 

n° 10 . Section I, 

c. On calculera les l o n g i t u d e s de J u p i t e r dans son orb i te L' au 

moyen de la formule su f f i sammment exac te 

Après quo i les fo rmules : ' 8 j , n° 10 , Sect ion I , d o n n e r o n t , 3 ' c l X'. On 

t rouve ainsi 

t. / '. 

8 6 6 . Janvier. . . 8 , G 281 . 5 . 5 2 , 7 
0 1 II 

22.28.23 3". 36.35' 

Février . • 7 , ° 2 . 8 3 . 3 5 . .42,8 2 4 . 5 6 . 5 9 3 . 5 8 . 5 4 

Mars . . . • 9»° 286. 6 . , n , o 27 . 2.6 . T 2 4.20.54 

Avri l . . . . 8 , o 288.37 • > 7 4 29 5 6 . 6 4.42 .28 

Mai 8 , o 291. 9 . 2 ,2 32 .27 . 2 5. 3 33 

• 7>° aq3.41 • . 2.5 ,7 3 4 . 5 8 . 3 8 5.2.4.14 

d. On passera a lors au ca lcul des q u a n t i t é s d o n n é e s pa r 

les fo rmules ( 7 ) du n° 10 , Sect ion I. On en dédu i r a 

l o g . r , . '• log à ' . 

866. Janvier . . 8,0 O,6g428, . n 0,19606 1 , 5 i 5 o 5 0,88569 3,69099. 

Févr ier . • 7 ; ° O,67935 .n 0,29860 1,55670 o , 8 8 i 4 ; 3,6892.5. n 

Mars • 9 ' ° o , 6 6 o 3 8 . . 11 0,37902 1,5g3g4 0,87665 3,68648. . n 

Avri l . . . . 8,0 0,63701 .11 0,44401 1,62746 0,87121 3,682.53. n 

Mai 8,0 0,60882 . n. 0,4972.5 1,65781 o , 8 6 5 i 5 3 ,67728 . n 

Juin . ., • 7>° 0,57534 . 11 0,54126 7 , 6 8 5 3 6 0,8584 9 3,67056. n 

9 



3° Calcul de R ' 0 , S ' 0 , W 0 . 

866. Janvier. 8,0 0,o5635 2,99240 II 1 , 6 7 3 4 . . 11 

Février. 7 , ° 0,03098 r , o 3 2 3 l II 1 , 7 7 4 a ' Tl 

Mars . . . 9>° 1,99708 7,06678 II 7 , 8 5 i 8 6 n 

Avril . . . 8,0 1,95287 I,09635 II 1,91290 11 

Mai 8,0 T,89577 I , 1 2 1 4 5 II ' > 9 6 o 8 9 11 

Juin. .. 7 ' ° 1 ,82171 I , 1 4 2 2 8 II 1,99818 n 

4° Valeurs numériques des seconds membres des équations ( H ). 

On les o b t i e n t en s u b s t i t u a n t , d a n s les é q u a t i o n s b de l ' a r t ic le 1°, 

l e u r s va leurs à (1), (2),..., (11), 

1866..Tan v. 8. >° — i8",2o8 — 0,200 — o",837 + o , 5 1 2 - 3 , 8 4 4 — 5,906 

Fév. . 7, 0 — 18,959 — o , i g 5 — 1,060 + 0 , 6 2 5 —4,181 — 5,558 

Mars 9, ,0 —20,730 —0,181 — 1,283 + 0 , 7 3 2 —4,5o6 — 5,140 

Avril 8 ,0 —23,5l2 —0,109 — ',497 + o , 8 3 i - 4 , 7 9 8 - 4 , 6 5 5 

Mai.. 8. ,o — 2 7 , I l 3 - 0 , 1 2 8 — ' ,692 + 0 , 9 1 9 —5,o36 — 4,106 

Juin. 7 ,0 - 3 i , 3 4 4 —0,090 - i , 8 5 6 + o , 9 9 4 — 5,202 - 3 , 4 4 3 

5° Une quadrature première appliquée aux séries numériques précédentes 

donnera immédiatement 

(Voir n° 28, Section II.) 

U n e s imple divis ion pa r 3o d o n n e r a se d é d u i r a de 

pa r l ' addi t ion de q u e fourn i r a d ' a i l l eu r s 

une q u a d r a t u r e seconde a p p l i q u é e à la sér ie n u m é r i q u e On 

ar r ive a insi a u x r é s u l t a t s s u i v a n t s p o u r le 8 mai : 



t. 0 5 7 , . a 7. 3oo/«. V . - •sL. 

1866. Févr. 7 ,0 — 9,342 —0,098 —0,502 + 0 , 3 0 2 8 — 2,048 — 2,748 

Mars 9. >o — 2 9 , 1 1 3 —0,287 - 1 , 6 7 4 + 0 . 9 8 2 0 - 6 , 3 9 4 — 7,469 
Avril 8 ,0 — 5 i , 1 6 9 — o , 4 5 8 — 3 , o 6 5 + 1,7643 — 1 1 , o5o — 11,007 

Mai 8 ,0 — 76,420 —0,602 —4,662 + 2 , 6 4 0 3 — 15 ,972 — 13.200 

Nous t r o u v o n s , en r é s u m é , les p e r t u r b a t i o n s su ivan te s d u 23 j anv i e r 

au 8 mai 1866 : 
Différence des résultats 

1re méthode. 2e méthode. (lr« m. — s« m.) 

o X , 
;/ 

— l 3 , 2 I O n 
— l 3 , 2 0 O 

u 
—0,010 

—76,295 —76,420 + 0, 125 

M, 4 , 6 5 8 — 4>662 +0,004 

* / —15,969 — , 5 > 9 7 2 + o , o o 3 

âffl — 0,601 — 0,602 + 0,001 

on + 0,0878 + 0.0880 —0,0002 

Vu et approuvé. 

Le 3o mars 1868. 

L E DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES. 

M I L N E E D W A R D S . 

Permis d'imprimer. 

Le 31 mars 1868. 

LE VICE-RECTEUR DE L'ACADÉMIE DE PARIS, 

A . M O U R I E R . 



DEUXIÈME THÈSE. 

P R O P O S I T I O N S D O N N É E S P A R L A F A C U L T É . 

D é m o n t r e r les p ropr i é t é s et faire conna î t r e les p r i n c i p a l e s app l i c a 

t i o n s des fonc t ions Xn de L e g e n d r e . 

Vu et approuve. 

L e 3 o mars 1 8 6 8 . 

L E DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES. 

MILINE E D W A R D S . 

Permis d'imprimer. 

Le 31 mars 1 8 6 8 . 

LE VICE-RECTEDR DE L'ACADÉMIE DE PARIS. 

A . MOURIER. 
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