Ne  DORDRE

= THESES

PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

POUR

OBTENIR LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES,

Par M. E. STEPHAN,

ANCIEN ELEVE DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE, AGREGE DES SCIENCES,

HE S A SN ASTRONOME ADJOINT A L’OBSERVATOIRE.
.\ N
T e .
47 THIESE. — SurR UNE CLASSE D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES DU

SECOND ORDRE,

\
2° THESE. — ProrosiTioNs n'ASTRONOMIE DONNEES paR LA Facurte.

-
Soutenues le f 57 Ti8¢5, devant la Commiission
d’Examen.

MM. PUISEUX, Président.
SERRET,

Examirateurs.
BRIOT,

PARIS,

GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE

g 1ECOTE IMPERIALE POLYTECHNIGUE, DU BURFAU DES LONGITUDES,
SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER,
Quai des Augustins, 55.

1865

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



ACADEMIE DE PARIS.

FACULTE DES SCIENCES DE PARIS.

DOYEN. ...........cooiiienn ounn, MILNE EDWARDS, Professeur. Zoologie, Anatomie,
Physiologie.

PROFESSEURS HONORAIRES PONCELET.
LEFEBURE DE FOURCY.

DUMAS..... Creesenraenan Chimie.
DELAFOSSE......... ..... Minéralogie.
BALARD. .o vivvenen 0t Chimie.
CHASLES.....e.00vvv.ten . Géométrie supérieure.
LE VERRIER..... e Astronomie.
DUHAMEL. .............. Algébre supérieure.
LAME.......... e Calcul des probabilités, Phy-
: sique mathématique.
DELAUNAY............... Mécanique physique.
PROFESSEURS. ......... ceeenes < C.BERNARD........c..... Physiologie générale.
P.DESAINS.......0vintnn Physique.
LIOUVILLE............... Mécanique rationnelle.
HEBERT .ovevvvnnnvnnn. Géologie.
PUISEUX ........... «. ... Asironomie.
DUCHARTRE. ........ .... Botanique.
JAMIN.....vvivnii Physique.
SERRET.. ............... Calcul différentiel et intégral.
{ PAUL GERVAIS...... .. .. Anatomie, Physiologie compa-
\ rée, Zoologie.

BERTRAND.....

..........

S

AGREGES.................. veerno{ I. VIEILLE........ e , {Sciences mathématiques.
. PELIGOT..... feenae .. Sciences physiques.
SECRETAIRE ., ................ E. PREZ-REYNIER.

PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER,
Rue de Seine-Saint-Germain, 10, prés UInstitut.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



PREMIERE THESE.

SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS

AUX

DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE.

INTRODUCTION.

Dans ce qui suit, nous désignerons, selon 'usage, par x, y, = les trois coordon-
nées rectangulaires d'un point, z étant regardé comme fonction des variables indé-
pendantes = et y. Nous représenterons par p et g les premieres dérivées de z rela-
tives & x et & y, parr, s, ¢ les dérivées secondes

fl_zf dz diz

dz?’ (ixd)"’ dy*

Ce travail est divisé en deux Parties. Dans la premiere, nous exposons deux
méthodes qui permettent de traiter d’'ure maniere complete la question suivante :
Trouver ['équation géncrale des surfaces definies par une proprieté commune relative a
la direction du plan tangent le long d’une ligne de courbure quelconque de Lun des
systemes.

La premiere méthode fait dépendre la solution de cette question de U'intégration
d’une équation de la forme

S'Zf(xyj;) % p.q)
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non linéaire en général, mais souvent intégrable; la seconde méthode conduit a
I'intégration d’une équation linéaire de la forme

s+Pp+Qg=o,

dans laquelle P et Q sont fonctions de x et y seulement.

Cette forme se préte a application immédiate de la méthode que Laplace a ex~
posée dans les Mémotres de ' Académie de 1773, et permet par conséquent de trou-
ver I'intégrale générale ou de s’assurer qu’elle ne peut pas étre mise sous forme
finie, en restant, toutefois, placé au point de vue de I'illustre auteur.

Nous faisons voir que tous les groupes de surfaces ainsi définies appartiennent
a la classe qui a pour équation différentielle

Rra4-8s+Tt=o,
R, S, T étant des fonctions de p et de ¢ satisfaisant a la relation
R(1+p?)+Spg +T(1+ q*)=o.

Nos méthodes nous permettent d’intégrer les équations de cette forme. Ces
équations en comprennent un grand nombre qui représentent des surfaces suscep-
tibles d’avoir une infinité d’ombilics réels formant des lignes ombilicales.

La seconde Partie est consacrée & I'examen spécial de quelques-unes de ces
derniéres équations.

PREMIERE PARTIE.

§I%. Surfaces enveloppes et surfaces enveloppées. Enveloppées principales;
usage de ces derniéres.
1. Une équation

Flz,y,3,a)=o0,

dans laquelle a désigne un parametre variable et F une fonction déterminée, re-
présente une infinité de surfaces qui correspondent respectivement aux différentes
valeurs de a@; et 'on sait qu’il existe toujours une surface, réelle ou imaginaire,
appelée par Monge enveloppe des premivres, dont I'équation s’obtient en éliminant
a entre I'équation précédente et 'équation

dF

-‘E:O-

Monge donne aux surfaces de la premitre équation le nom d’enveloppées.
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L’enveloppe touche chacune des enveloppées suivant une ligne représentée par
Pensemble des équations précédentes; cette ligne est I'intersection de deux enve-
loppées consécutives, quand le parametre varie d’'une maniere continue.

L’enveloppe peut étre considérée comme le lieu de toutes ces lignes de contaet.

On concoit d’ailleurs que I'équation F = o peut avoir des formes tres-différentes
et conduire néanmoins & une méme enveloppe. C’est ainsi qu’une surface de révo-
lution peut étre envisagée comme enveloppant les cones droits circonserits suivant
les paralltles, ou les cylindres circonserits suivant les méridiens, ete.

2. Si I'équation donnée est

Flz,y,2,a,b)=0,

¢’est-d-dire renferme deux parametres arbitraires @ et b, en éliminant ces deux
parametres entre cette équation et les deux suivantes,

dF _ dF _
=% T

on obtient 'équation d’'une surface qui peut étre considérée, d’un certain point de
vue, comme l’enveloppe des surfaces F = o. Seulement, chacune de ces surfaces
n’est touchée qu’en un seul point par I'enveloppe.

3. Au lieu de regarder les deux parametres comme indépendants 'un de I’autre,
supposons que b soit une fonction arbitraire de a. L’équation

Flz,y,2,a,¢9(a)] =0

doit étre traitée comme la premiere. A chaque forme de la fonction ¢ correspond
une enveloppe; on a donc une infinité d’enveloppes quand ¢ prend des formes dif-
férentes. Toutes ces surfaces ont un caractere commun, indépendant de la fonction
arbitraire, et lié & la nature des courbes suivant lesquelles chaque enveloppe est
touchée par ses différentes enveloppées. C'est pour cette raison que Monge donne
a la courbe représentée par ’ensemble des équations
Flz,y,3,a,9(a)] = o, %:o,

le nom de caracteristique.

Prenons, par exemple, I'équation générale des spheres de rayon constant, dont
le centre est situé dans un plan pris pour plan des oy dans un systeme de coordon-
nées rectangulaires. Leur équation est

(z—a)+[y—o(a)l*+ 2 =r

L’enveloppe de ces surfaces est une surface canal dont la nature varie avee la
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(6)
forme de la fonction ¢, mais qui, dans tous les cas, quelle que soit cette fonction,
est touchée par chacune des sphéres suivant un cercle dont le plan est perpendi-
culaire au plan des xy; ce cercle, représenté par 'équation précédente et I'équa-
tion du plan

x—a+{y—qgla)]d(a)=c,

T

est la caractéristique de la surface canal.

4. Les méthodes d’intégration des équations aux dérivées partielles du premier
et du second ordre, données par Monge et par Ampere, ont pour base la considé-
ration et la recherche préalable des caractéristiques.

Toutefois, ces courbes ne sont pas les seules que I'on puisse employer dans les
questions de cette nature. Dans certains cas, il peut étre avantageux de considérer
une surface comme l'enveloppe des surfaces développables, appelées par Monge
enveloppées deéveloppables, qui sont formées par les intersections successives des
plans tangents aux différents points de lignes quelconques tracées sur la surface.

Parmi ces enveloppées développables, celles qui sont circonscrites le long d’une
ligne de courbure jouissent de propriétés spéciales. La plus importante, ¢’est que
la ligne de contact est a la fois ligne de courbure de I'enveloppe et de I'envelop-
pée. Il résulte de la que, si dans une question on connait la nature de ces enve-
loppées, il suffira, pour avoir 'enveloppe, de régler le mouvement des enveloppées
par la seule condition que chacune d’elles soit coupée par la suivante le long d’une
de ses propres lignes de courbure. Nous les appellerons pour cetie raison envelop-
pées principales. Chaque surface a done deux systemes d’enveloppées principales.

Il arrive fréquemment que la earaciéristique est une ligne de courbure, mais ce
n’est pas un fait nécessaire.

Quant a la maniére dont on exprimera que chaque enveloppée principale est
coupée par la suivante le long d’une de ses lignes de courbure, elle varie avec 1a
nature de la question. Dans un certain nombre de cas, des considérations géomé-
triques fournissent immédiatement les relations qui doivent exister entre les diffé-
rents parametres de I'équation qui représente I’ensemble des enveloppées d’un des
sysiemes, de maniere a laisser arbitraire un seul de ces parametres; alors on n's
qu’a chercher une enveloppe & la facon habituelle. Dans le plus grand nombre de
cas, on est conduit & intégrer une équation aux dérivées partielles du second ordre;
mais la nouvelle équation & intégrer est de la forme trés-particuliere

s=flz, 7%, p,q).

Cette équation n’est pas en général linéaire; néanmoins elle est intégrable dans un
tres-grand nombre de cas. Nous verrons d’ailleurs, dans le second paragraphe,
que, dans tous les cas, on peut modifier la méthode de fagon 3 se trouver en pré-
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sence d’une équation linéaire de la forme
s+Pp+Qg=o,

ol P, Q désignent des fonctions de z, y seulement.

L’application de la méthode suppose la connaissance préalable de 1'équation
différentielle des enveloppées principales de I'un des systemes. Quelquefois cette
connaissance résulte immédiatement de la définition des surfaces dont on veut
Péquation générale. Dans tous les cas, les surfaces peuvent étre définies par une

équation aux dérivées partielles du second ordre de la forme indiquée dans 'in~
troduction,
Rr4+8s+Tt=o;

alors, ’examen de cette équation elle-méme conduit i I'équation différentielle des
enveloppées. .

5. Supposons, par exemple, que ’on demande quelles sont les surfaces dont les
lignes de courbure de 'un des systemes sont des cercles paralleles & un méme
plan.

L’enveloppée circonscrite & I'une des surfaces suivant un de ces cercles est cou-
pée partout sous le méme angle par le plan du cercle; ¢’est donc un cone de révo-
lution dont I'axe est perpendiculaire au plan donné. Or, pour que des cones droits
se coupent successivement suivant des cercles, il faut évidemment que le sommet
décrive une perpendiculaire au plan. De la résulte que les cercles ne peuvent pas
étre pris arbitrairement quant & la position de leurs centres. Ces centres doivent
étre situés sur une méme droite perpendiculaire au plan, et la surface cherchée est
de révolution autour de cette droite. Ici, 'on apercoit immédiatement que I'équa-
tion différentielle des enveloppées principales de I'un des systemes est

1+ pP+ ¢ =a,

le plan fixe étant pris pour plan des xy, et ¢’est & cette équation que 'on applique-
rait les méthodes qui seront exposées plus bas, si e résultat n’était évident.

6. Supposons maintenant que les surfaces cherchées soient définies par une
équation aux dérivées partielles du second ordre.

Nous allons faire voir que, dans le cas oll nous nous supposons placés, cette
équation différentielle est nécessairement de la forme

Rr+8s+Tt=o,
R, S, T étant liés par la relation

Rt +p")+8pg +T(1+¢*)=o.
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Pour le démontrer, nous allons modifier la forme sous laquelle on prend habituel-
lement I’équation des lignes de courbure, qui est, comme on sait,

(A) dy*[(1+¢@)s —pgt] +dzdy[(1+ ¢)r — (1 = p*)t] — da* [(1 + p*) s — pgr] = o.
Cette équation équivaut a la suivante :
{B) dp (dy + qdz) = dq(dz + pdz).

Remplagons-y dx et dy par leurs valeurs en fonction des différentielles totales dp
etdg,etder,s,2: ona

dz = pdzx + qdy,

dp=rdz + sdy,

dg=sdx + tdy;

tirons de ces deux dernitres équations

A — —sdq—i—tdp,
rt — s?

__ —sdp+rdg .

dy = ri —st

en portant ces valeurs dans I’équation (B), mise au préalable sous la forme
(pgdp — (1 + p*)dqldx = [pqdq — (1 + ¢*)dpldy,

on obtient, apres réductions faites,

(C) dg*[s(1+p*)—rpql+dpdq(r(1+q)—t(1+p)] —dp*[s(1+ ¢*) — tpg] = .

Cela étant, désignons par
F=o

Péquation aux dérivées partielles du second ordre d’un groupe de surfaces dont
tous les individus jouissent d’'une propriété commune relative a la direction du
plan tangent le long d’une ligne de courbure de I'un des systemes, et susceptible
d’étre traduite par une équation entre p, ¢ et une constante qui particularise
chaque ligne de courbure. En un mot, supposons que tout le long d’une ligne
de courbure p et g soient liés par une relation de la forme

fipsq)=a,

puis différentions cette équation en laissant @ constant, ce qui donne un résultat
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(lq_ﬂ)
M N’

de la forme

M et N étant des fonctions de p et de g. L’équation (C) des lignes de courbure doit
étre vérifiée identiquement par la valeur du rapport Z—z, tiré de P'égalité précé-
dente, et par tout systeme de valeurs de p, ¢, r, s, ¢ satisfaisant a 'équation dif-
férentielle

F—=—o.
Réciproquement, si on élimine %’ entre I’équation

dq gg

M N

et 'équation (C), on doit retrouver I’équation différentielle donnée

F - 0.
Celle-ci est donc de la forme

(D) r{(1 + ¢)MN — pgM2] + s[(1 + p*)M? — (1 + ¢*)N?] — ¢[(1 + p*)MN — py | = v,

ou plus simplement de la forme
Rr+8s+Tt=o,

R, S, T étant liés par la relation
R(1 + p?)+ Spg +T(1 4+ ¢q*)=o.
Si une pareille équation nous est donnée, nous poserons

dq _dp,

M N’
1, . . .
le rapport% étant connu au moyen de R, S, T, et en intégrant cette equation,

qui est aux différentielles ordinaires, nous obtiendrons I'équation différentiell

des enveloppées principales
F(p, ¢, a)=o.

Actuellement notre premiere méthode consiste a intégrer cette équation, puis a
chercher I'enveloppe des surfaces représentées par l'intégrale générale, en regar—-
dant @ comme un parameétre variable, et exprimant que deux enveloppées succes—
sives se coupent suivant une de leurs propres lignes de courbure.

7. Comme cas particulier, faisons

M=gq,
N=p.
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L’équation donnée devient, apres réductions,
r—1t s
It _ 5,
rP—q¢ pq
et celle des enveloppées principales,
dq .

J— -

q P

Cette derniere s’integre immédiatement et donne p = aq, « étant une constante
arbitraire.

Telle est I'équation des enveloppées principales. On peut d’ailleurs obtenir aisé-
ment, dans ce cas, leur équation en termes finis; c’est

y+axr=q¢(z)

Seulement, nous devons considérer ¢ comme contenant « d’une maniere quel-
conque.

Nous savons maintenant que les enveloppées principales sont des eylindres dont
les génératrices sont paralleles au plan xy. Réciproquement, tout cylindre de
cetle espece circonserit & la surface la touche suivant une ligne de courbure carac-
térisée par une valeur particuliere de « qui demeure la méme tout le long de
cette ligne.

Reste a4 déterminer la nature de la-fonction ¢, de maniere que deux enveloppées
successives se coupent suivant une ligne de courhure, ce qui est facile dans le
cas actuel.

8. Nous remarquerons, en effet, que les lignes de courbure d’un cylindre sont
les génératrices et les sections droites. Ici, les génératrices étant paralleles au
plan des xy, les plans des sections droites ont des traces perpendiculaires aux
projections des génératrices sur le plan des ay, et ¢’est sur ces traces que se pro—
jettent les tangentes aux sections droites. Il nous suffit donc d’écrire, en dési-
gnant par % le coefficient angulaire de la projection d’une de ces tangentes, que
Pon a Dégalité

% o =1.

9. Pour avoir ce coefficient nous différentions les deux équations

yH+oaxr=o(z a),

v

~5— %

~ du
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ce qui donne

dg
dy + adx = Tz dz,

d?o
dx = dat‘lz dz;
d’ol1, en éliminant dsz,
dy d o
dy &~ * Tads
dz = = de
dads

Puis, portant cette valeur dans I'équation

—a==1,

dx

nous obtenons, pour déterminer ¢, I'équation

de
dads

Sy
R

(l—!—oc’):.:

Cette équation peut étre intégrée, une premiere fois, comme si elle était aux
différentielles ordinaires. On peut, en effet, la mettre sous la forme

D_ .

1+ o

N
5

Wie ||

d
do

&'Q.

Chaque membre est une dérivée exacte; on a, en égalant les intégrales et rem-
placant la constante par une fonction arbitraire de z, parce ==~ cette variable est
considérée comme constante pendant I'intégration,

(§§>=F<z),/r:;.

En intégrant de nouveau, mais en remplacant cette fois la constante par une
fonction de c, on obtient définitivement pour la valeur la plus générale de ¢

o=y1 +oc’fF(z)dz + d(a),
ou plus simplement

o= y1+f(3)+ $(a),

fet ¢ étant des fonctions arbitraires.
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Ainsi, Pintégrale générale de I'équation

r—t $

P—q¢ pg
est représentée par I’ensemble des deux équations

¥y ax= \/l -I—d’f(z)_l"p(“)’

&= —=2— f(3)+{(a),
Vi o2

dont Ja seconde est la dérivée de la premiere par rapport 2 «.

10. Tl est aisé de vérifier que le systtme de ces deux équations constitue bien
une intégrale de I'équation donnée. On a, en effet, en différentiant la premiere
successivement par rapport a x et par rapport a y,

a=Vi+alf (z)p,
r=vVi+a f'(2)q,
et en divisant ces dernieres membre & membre,
P :dq.

Différentions actuellement celle-ci par rapport a x, puis par rapport & y, nous
obtenons

l—‘—dS.:qB—,
s—at_q:i%;
d’ou 'on tire
do

r—as__dzx
s—at  da

dy

Or, la seconde des équations intégrales donne

I — « "z 1
da Vit P 1+
d i == bl
e s V) fl5) s+ 4 (a)
(1 +a?)? (1 o2)?
— ’ 24
d“_ \/,1+°‘_?'f(Z)q . T iy
d')/_ I B 1 [
f(2) —— + 4" (2)  flz)——mg + U7 (2)
(1~ 22)? (r—}—az)f
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On a done

r—as - 1

s—at  « ’
d’ol

a(r—t)=(a*—1)s,

ou, en remplacant « par sa valeur %9

r=r _ 3.
P=a py
11. Supposons, en général, que I'équation différentielle des enveloppées prin-
cipales d’un des systemes soit

f(P}Q,a):O;

a étant une constante qui varie avec la ligne de courbure, on intégrera cette équa-
tion.

Nous admettons que son intégrale générale peut réellement étre exprimée par
une seule équation et non pas par le systeme de deux dont 'une est la dérivée de
I'autre par rapport & une constante arbitraire; ce dernier cas se préte mieux %
I'application de notre deuxieme méthode qui fait 'objet du second paragraphe
de cette premieére Partie.

Soit F [z, ¥, , a, ¢ (4, a)] = o cette intégrale, dans laquelle ¢ désigne une
fonction arbitraire de u et de a, u étant d’ailleurs connu en fonction de «, y, z.

Nous savons que l'intégrale de I'équation différentielle donnée est le résultat de
Iélimination de a entre 'équation précédente et sa dérivée par rapport a a,

dF | dF do
da  do da

Q.

Pour plus de simplicité, nous supposerons z remplacé dans les équations pré~
cédentes par sa valeur en fonction de , y, u. Nous aurons alors

Flz, 7,0, u,0{u,a)lo,
d¥ | dF dy _,
da " dy da T
Actuellement, nous différentierons ces deux équations en y regardant a comme
ronstant, ce qui nous donnera deux équations de la forme

Ldx 4+ Mdy +Ndu=o,
Pdx + Qdy + Rdu=o,
«l’el1, en éliminant du,
(LR —PN)dz + (MR — QN) dy = e.
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12. Cette équation nous fait connaitre le rapport % tout le long d’une ligne

de courbure. D'autre part, I'équation différentielle des enveloppées principales,
f(P) q, a) =0,

donne, le long de la méme ligne de courbure,
g 8

df U ta—
[71—) dp -+ 3?1‘ dq = 0.
Nous pourrons donc remplacer, dans P'équation (B) des lignes de courbure ou
dans son équivalente,

dx[(1+ p*)dq— pqdp] = dy[(1+¢q') dp — pq dq),
dz, dy, dp, dg par les quantités

af af
(MR —QN)}, — (LR—PN), iy ~dp’
qui leur sont respectivement proportionnelles.

Dans cette équation, nous remplacerons p et ¢ par leurs valeurs en fonctions
do

u, a, -
de u, * du

» au moyen de I'équation
Flz,y,u,a,9 (4,a)] =0

différentiée successivement par rapport & a et par rapport & y en laissant a con-
stant et considérant u comme fonction de x, y, z; puis, = et y par leurs valeurs
tirées de P'équation précédente et de sa dérivée par rapport & a en fonction

de u, a, j—z; les coefficients de 1’équation des lignes de courbure, précédemment

écrite, ne peuvent donc contenir que

do do d’o

x, ¥y, u, a —— Y 5
2 W b D T dd’ du.da

nous aurons par conséquent, pour déterminer ¢, une relation entre les six der—
niéres de ces quantités, c’est-a~dire, pour reprendre les notations usuelles, en

remplacant
de do  d¢
b & T’ da’ du.da
par
Xy Y 2 Pr 45 S,
une équation de la forme

s=flz, 9, 2, p, q)-
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13. Appliquons ces raisonnements 4 I'exemple qui précede. v est, dans ce cas,
égal & z. du, dy, dp, dg sont respectivement proportionnels a
d*o do  do
dudz’ dz ~ “dads’

L’équation des lignes de courbure devient

dr d do \
T (1 +p)—apg)= (353— dga—:gz> [(x-+p*) @ — pq]

ou, a cause de la relation p = agq,

d*o (dcp do >oc

dads — \dz

dz *dadz

qui n’est autre que I'équation établie directement par suite de la nature spéciale
des lignes de courbure des cylindres enveloppés.

§ II. E’guati(m linéaire & laquelle conduit Uemplor des deux systemes
d’enveloppées principales.

1%4. Nous avons dit que P'équation finale a laquelle nous sommes conduits en
exprimant qu'une enveloppée principale coupe la suivante le long d’une ligne de
courbure, est de la forme linéaire

s+Pp+Qg=o,

lorsque l'on dirige les calculs d’une maniere convenable. Nous allons prouver
qu’il suffit pour cela de prendre pour variables indépendantes les deux constantes
arbitraires relatives aux enveloppées principales des deux systemes. Ce qui suit
va éclaircir le vague de cet énoncé.

15. Toute surface S, quelle que soit sa nature, peut étre d’une infinité de ma-
nieres considérée comme Uenveloppe d’un plan variable dont les coefficients sont
des fonctions convenables de deux constantes arbitraires. Soit

z=F{a,b)+z¢(a,b) +3f(ab)

’équation de ce plan. Si I'on y laisse constante I'une des deux quantités a ou b,
a, par exemple, tous les plans représentés par 'équation résultant de cette hypo-
thise enveloppent une certaine surface développable qui touche la surface S sui-
vant une ligne /; si 'on donne & @ une valeur différente, on a une autre
surface développable touchant la surface S le long d’une nouvelle ligne I’ diffé-
rente de la premiere. On obtient ainsi une premiere série de surfaces développa-~
bles enveloppées par S et que nous appellerons les surfaces (@), parce que leur
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équation générale contient ce parametre; ou, pour étre plus explicite, parce que
chacune de ces surfaces est complétement déterminée quand on donne & a une
valeur particuliere.

De méme, nous aurons une autre série de surfaces que nous nommerons les
surfaces ().

Ainsi, la surfuce S peut, de deux manieres différentes, du point de vue auquel
nous nous sommes placés, étre considérée comme enveloppée par des surfaces
développables.

16. Un point quelconque P de la surface S est représenté par 'ensemble des

trois équations
3="F{a, b)—i—qu(a, ) +yfla, b),

o dF N ﬂ'
~da ¥ da Yda’
dF df

=a T zb+7czb

On aura I'équation de la surface S en éliminant @ et b entre ces trois dernitres
équations.

Les lignes de contact (@) et (&) sont respectivement représentées par les deux
groupes suivants :
(z2=F(a,b)+x0(a, b+ vf(a, b),

(a) } _dF de df
(=T a6+ TG
S’z:F(a,b)—i—xcp(a,b)—k}‘f(a,b)

(&) L dF  do af
(°= T %™V da

Le point P est & I'intersection des deux lignes appartenant 'une au systeme («),
Pautre au systéme ({3). Pour toute surface, on peut choisir d’une infinité de
manieres ces deux sysiemes de lignes,

Nous allons chercher quelle est la relation a laquelle doivent satisfaire les
trois fonctions F, o, f pour que, en chague point P, une des deux génératrices
rectilignes qui y passent soit tangente a la ligne de contact appartenant 2 la
surface de l'autre systteme. Nous allons exprimer, par exemple, que la ligne de
contact de la surface (@) est tangente & la génératrice de la surface (b).

17. Cette tangente étant déja située dans le plan tangent & la surface S, aussi
bien que la génératrice (b), il suffit d’exprimer que les projections de ces deux
droites sur le plan xy sont paralleles, c¢’est-h-dire d’écrire que les difféventielles
da et dy le long de la ligne de contact satisfont & la relation

_d9 a .
o= 7 dx + T dy.
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Différentions les secondes équations des groupes (e), (8), en laissant constant le
parametre a. Nous obtenons

d*F d*¢ df do df
( +xdadb+ydadb>db+—~dx+%dy,

__(d*F ) d*f de df
o..(-zb—z-f—xw—f— db’)db+ dx-f—dbdy.

Pour que dx et dy satisfassent & la premiere des deux relations précédentes, il
faut et il suffit que I'on ait

dF d*f
dadb daa’b YV dadb T

= 0.

18. Nous remarquons que si nous eussions voulu exprimer que la ligne de
contact (b) est tangente a la génératrice d’une surface (a), nous eussions été
conduits & la méme équation. Donc, quand la ligne de contact d’une surface de
I'un des systemes est tangente 2 une génératrice de I'autre, I'inverse a lieu pareil-
lement; ou, en d’autres termes, les génératrices de chacune des deux surfaces
développables (a) et (b) sont & la fois tangentes a la ligne de contact de I'autre
surface avec la surface S. Nous transformerons I’équation de condition qui précede,
en y mettant & la place de x et de y leurs valeurs tirées des secondes équations
des systemes (a), (f3).

Nous obtenons ainsi

() T (dcpdf dcpdf> d*o (dde dfdl“) d:f (dqu> dFd?) o.

dadb\da a6 db da ) dadb\dadb ~ dbda) T dadb

da db db da

19. Cette équation laisse indéterminées deux des trois fonctions F, ¢, f. Mais
si nous prenons pour nos surfaces (@) et (b) les enveloppées principales de la
surface S, il n’en est plus ainsi : les fonctions f et ¢ sont liées par une équation
que nous obtiendrons en écrivant que les génératrices des deux surfaces ( a), (f5)
se coupent a angle droit.

Cette équation est

Jdfdf o (ds df | dodf . do do _
(9) (1+9") Ja db f‘9<%‘%+%%>+(‘+f)dadb—°‘

Pour la former immédiatement, il suffit de considérer les équations

K4

I

S~

a s @

I

s Sl

Yy
T de _df de’
da (P.da_f'
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qui représentent respectivement des droites menées par Vorigine des coordonnées
parallelement aux deux génératrices et d’exprimer la perpendicularité de ces
droites. ~
Remarquons que la premiere de ces deux équations est du deuxieme ordre,

mais linéaire par rapport 2 chacune des trois fonctions F, ¢, /. Elle est méme
de la forme tres-particuliere
s+Pp+Q¢g=o,

P et Q étant fonctions seulement des deux variables indépendantes.
20. Si donc ¢ et fsont données par deux équations de la forme

V(¢ fs a)=o,
‘-Px(CP,f, b)=o,

on obtiendra F par une équation linéaire du second ordre ne contenant pas les
dérivées extrémes de cet ordre.

Si on connait seulement 'un des systemes d’enveloppées principales, au lieu de
intégrer, comme dans le premier paragraphe, on déterminera 'équation des
enveloppées principales du second systeme par I'équation du premier ordre

(1~ 0?) dfdf f(P(dﬂodf d‘?df)

aedj  aeedy .____CR
da db dadb T abda) T I m

on retombera alors sur le cas précédent, ou les équations

y=o,
L!J,:O,

sont données.

Il suffira d’ailleurs de prendre une intégrale avee une seule constante arbi-
traire. On connaitra donc ¢, f, F en fonction de a et &, F renfermant dans son
expression deux fonctions arbitraires. On portera ces valeurs dans I'équation

z=F(a, b) +z§°(a’ b) +J’:/‘(aa b)’
puis on éliminera les deux parametres entre cetle équation et les deux équations
dérivées
dF dcp af

__dF d@ df
C=T T Y@

Les deux fonctions ¢ et fne sont autre chose que les dérivées partielles de z par
rapport & x et & y dans I'équation de la surface S, dérivées que nous désignons
habituellement par p et ¢. Nous n’avons fait qu'un changement de variables en
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exprimant ces coefficients différentiels au moyen de a et &, au lieu de les exprimer
au moyen de x et de y.
21. Quand on a trouvé I'équation différentielle des enveloppées principales de
I'un des systemes
¢(p, ¢, a)=o,

il n’est pas nécessaire, pour trouver I'autre, de recourir a I’équation (d). En effet,
de I'équation précédente nous tirons

r—=ous,
$
= ~»
[24
dy
. dg '
en désignant par a le rapport — ﬁ - Portons ces valeurs de 7 et de 7 dans ’équa-
dp

tion différentielle des lignes de courbure. Elle devient
la(t + p*) — pgldp* + (v + p* — a(1 + ¢*)ldpdq + [«*pq — a(1 + p*)]dg* = o.
Le premier membre se décompose en deux facteurs
dp — adg,
[a(1 + ¢*) — pqldp +[1 + p* — apqldq,

qui correspondent respectivement aux enveloppées principales des deux systemes.
22, Reprenons Pexemple déja traité :

r—1t s

P—¢ pq

Nous avons trouvé, pour équation différentielle des enveloppées principales de
'un des systemes,
p=aq,

¢’est-d-dire, avec la notation que nous avons employée en dernier lieu,
¢ = af.

On déduit de cette derniere équation, en la différentiant successivement par rap—
port & x et par rapport a y,

do af
%_f—l—a%a
do ii_f
b=

Portons ces valeurs de ¢, %7 %P), dans I’équation différentielle qui lie ¢ et /. Cetle
3.
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équation devient

(x+a’f’)d":d{ f’[(f+a df+ dfdf] (1+f’)< +a§£>a—df—o,

da/ db da db

ou, en effacant les termes qui se détruisent,

(1 +a df;i{-i—af

Le premier membre de cette équation se décompose en deux facteurs,

g‘—{ et (I—I—a‘)%—l-af;

le second facteur, égalé a zéro, nous donne, pour déterminer /, I'équation
daf
?) =~ -+ af = 0;
(1+a@) = +af=o;

cette équation peut étre intégrée immédiatement.
On obtient ainsi

fYira=b
[il ne serait pas plus général de mettre ¢(d)].
On a donc
b
I=r=
___ab
v Vi+a

Ces valeurs vont nous servir pour déterminer F : on en déduit en effet

daf ab daf 1
(E—_(l—l-a’)%, %~ Vi+a
de b do a
d—a—(l+a2)%’ d-—bz\/l-&—a’
a&f a do 1
dadb (;+azﬁ, dadb—(l+a,)%'

En portant ces valeurs dans I'équation

dadb \da db~ db da

dbdadb ~ db dadb
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on obtient, apres réductions,
dF ,dF _
dadb’ " da "

On tire de la, en intégrant deux fois,
Fe bfcp(a)da+q;(b).

Désignonsftp(a)da par f(a); nous aurons, pour représenter l'intégrale de

I’équation proposée, le systeme des trois équations

b b
= b ¢ :
z=bf{a)+d( )+\/1+a2x+\/1+a’y
o=f(a)+ —— — -2,
(t+a@)  (+a)
ax ¥

o=f(a)+¢'(b)+

+ .
Vi i+ a

23. Il est aisé de vérifier que ce systeme de trois équations est équivalent au
systeme des deux équations précédemment trouvées

y+ax=Vi1-+a*f(z)+ $(a),

TS5+ Va).

xr =

En effet, on tire de la troisieme
— (b)) = f(a) +

ar__ 7
Vid+at i+ a

D’autre part, la premiére équation peut étre écrite de la maniére suivante :

z=¢(b)+b[f§a)+ az A ];

Vi+ & * Vi+a
on a done
z=14(b)— by’ (b),
et, par conséquent,
b=2®z),

le signe © désignant une fonction complétement arbitraire. La troisitme équation
peut donc étre mise sous la forme

¥+ ax =1+ a&[f(z)] + i (a);

puis, en multipliant la troisieme équation par a et I'ajoutant membre a membre
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avec la seconde, on obtient

o=uaf(a)+(1+a&)f'(a)+ad'(b)+2VI+a
ou
a a

x =+ ——=———f(3) — ——=f(a) — Y1+ & f'(a) =

Vi-+a Vi+a T Vix @

a

fz) + ¢ (a)

Cette derniere équation, jointe a I’équation
¥ + ax = 1 + @ f(z) + Y (a),

constitue précisément le systeme déja obtenu.
24. Prenons maintenant le second facteur %, que nous avons laissé de coté; en
I’égalant a zéro, on trouve
f=ula),
et on en déduit par I'équation ¢ = af, n° 22,
@ == ax(a).

L’équation (7), qui donne F, est identiquement satisfaite ; on peut donc prendre
pour F une fonction entierement arbitraire de a et de b, mais 'une des équations
dérivées se réduisant ici a

0 — dF
—dy’
b est fonction de a, et il n’est pas moins général de poser

F =w(a).
Par conséquent, la valeur de z est

3z =w(a) -+ zay(a)-+yy(a).
Il faut joindre & cette équation sa dérivée par rapport a a,
o=wu'(a)+z[ay (a)+x(a)] +yy(a),

puis éliminer @ entre ces deux équations; mais la fonction n'est pas arbitraire.
Cherchons, en effet, a vérifier I"équation différentielle donnée.
On a toujours

= aq,
d’ou b 1
da
r—as Tz
s—at_ da

dy
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Pour qu’on retrouvat I’équation donnée, il faudrait que 'on eut

da
T 1
da ™~ " a’
dy
or
da
Tz _yla) + ay'(a)
da™ " yla)
dy

On doit done avoir
w(a)+ay'(a)

!
x (a) T a
ou

ay{a)+ (@ —+1)y (a)=o,

ce qui exige que x(a) soit de la forme

df

facteur — correspond a une intégrale particuliére; c’est ce qui aura lieu toutes les

, ¢ étant une constante. Ailnsi, le
@+

fois olt 'on trouvera que I'une des variables @, b n’entre pas dans les fonctions
Seto.

25. Nous avons dit que, I'équation différentielle des enveloppées principales d’un
des systemes étant connue, I’équation générale des lignes de courbure peut sou-
vent fournir, par une simple division, I'équation des enveloppées du second sys-

, . A —t
teme. Si de Péquation p———-—: 7
I’équation des lignes de courbure, celle-ci prend la forme

:Piq on tire la valeur de s pour la porter dans

dg* + p’p—qq’ < dpdq — dp* = o.

Cette équation fournit deux valeurs de %q) :

ShE
Il
l
l
i
i

qui correspondent aux enveloppées principales des deux systemes. La premiere de
ces équations donne

p=aq,
la deuxieme

prg=2b;
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on en déduit

b
1= rsa

ab
P=ma

C’est ce que nous avons déja trouvé.
26. Nous remarquerons encore, 4 I'occasion de I'équation

r—t s
=g pg
que c’est Péquation différentielle représentant toutes les surfaces dont les lignes
de courbure de I'un des systemes sont paralléles au plan des xy.

Ce qui précede nous apprend que celles du second systeme sont planes comme
les premieres, mais non paralleles entre elles. Leurs plans sont paralleles & une
méme droite perpendiculaire au plan des premieres. Nous aurons bientdt occasion
de retrouver cette catégorie de surfaces. Leur intégrale se présentera & nous sous

une autre forme qui mettra en évidence un mode de génération tres-simple déja
indiqué par Monge.

S IlI. Formules de Monge pour les surfaces réciproques. Méthode de

Laplace pour Uintégration des équations aux dérivées partielles li-
néaires.

27. Dans certains cas, il y a avantage 4 abandonner les variables indépendantes
a et b, et & considérer F comme fonction de ¢ et de £. On retombe alors sur la mé-
thode de Monge pour les surfaces réciproques. Nous allons écrire ce que devient
I'équation qui fait connaitre F. On a

dF _ dF dQ d¥ df

da = do dd " df da’

dF _dF d@ dF¥ df

db=d¢ db " df db’

dF dF¢3¢$+ 2<#db+d¢#)+dF#df

dadb ™ d¢* da db * dodf\db da = db da df* da db
de dadb df dadb

On déduit de ces trois équations

U dE_df dT_dE(df do_ df do
T do\da db  do da)
dF¥F do dF d¢ dF <df de df d(p)

da db db da df

db  db da
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Remplagons, dans I’équation du n° 18, les quantités qui figurent aux premiers
membres des deux dernieres équations par les seconds membres; nous obtenons,

. e df do df do
par la suppression du facteur commun <% ‘T T d@ %> )

d*F  dig dF _ df dF _

dadb ~ dadb do dadb A7 >
ou enfin

d*F do¢ do d*F (df do do df> d*F df df

det da db YV dedf \da db Vda db) 7 Tda db T

; de de df df .
En remplacant T’ dh? 3o p Par leurs valeurs en fonction de ¢ et de f, nous

aurons encore, pour déterminer F, une équation linéaire du second ordre.
28. Nous avons mentionné cette derniere forme d’équation parce qu’elle peut

quelquefois conduire & une forme trés-simple. Nous citerons, par exemple, le cas
ot I'on a

df do _df do _

do" & T dd

auquel cas cette équation devient

fliF_ do do d*F df df
do? %—t—ﬁ;—*—_df “da'db

La méme hypothese, introduite dans I'équation qui lie /' et ¢, donne

de do df df
(‘"‘“fﬂ%(‘[g"‘(l‘*‘(?)@ a7

En divisant membre & membre les deux dernieres équations, on obtient

d2F
. J— 2 .
(I'f“P)dOz— 1+f%) dfz
Nous aurons & revenir sur cette équation.
Dans la plupart des cas, c’est I'équation du n° 18 qu’il faut employer, parce
qu’on lui appliGue immédiatement la méthode de Laplace.

Nous eroyons devoir rappeler en quelques mots en quoi consiste cette méthode,
publiée dans les Mémoires de I’ Académie des Sciences de 1773.

29. Etant donnée une équation linéaire de la forme
Ar+Bs+Ct+Dp+Eg+Fz+G=o,

A,B,C, D, E, F, G étant fonctions de « ety seulement, Laplace commence par la
transformer en une autre pareillement linéaire et ne contenant que s,

s+tmp+nqg+Ilz+t=o.
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Pour cela, il prend deux nouvelles variables indépendantes & et 3, et pose, comme
nous avons fait tout & ’heure,
dz da dz dp
P=az dz " apg’ d’
_.sfi.iz 4z dp
1= 3= dy ~ dB dy’
r::t:z.<d_a>= Lo dedp LAY, 4 da 4 g
do? \dzx dadﬁ dz dw dp: da dz*  dB dz?
_d*z da da dz [dBda df da d'z dBdB  dz d'a dz (l’f)
~dw'dr dr T B‘adp<d7 (Tx+82 d_y> ______
:t_ii_<c£g>+ &z da dp <d5>+0_15.d2 dz d'p
do? dodB dy’ d}/‘ dp: da dy? a’ﬁ dy?’

c s . L . d'z dz .
puis il détermine ces quantités de facon que les coefficients de 7 et 75 soient
nuls dans I’équation transformée, ¢’est-a-dire par les deux équations aux dérivées

partielles du premier ordre,

A (d—[’c)z-i—Bfl—g-glﬁ—i—C <gﬁ>2:o,

dx dx dy 'dy

dp p dp dg\:_
s(az) v g o (g) =

ou

da —B+\/B2—4Abda¢
% 2A (l_/

dp _ —B—VB*—fACdB

dx 2A dy’

Quand ces deux dernieres peuvent étre intégrées, I’équation

Ar+Bs+Ct+...—=o0

prend la forme
s+mp+ng+lz+t=o.

30. Nous remarquerons d’ailleurs que I'on peut supprimer ¢ sans nuire 3 la
généralité de la méthode, pourvu que 'on connaisse une solution particuliere z,,
ce qui généralement est tres-facile. On posera en effet

Z =2 -+ u’
et comme 3z, satisfait & la relation

S+ mp-+nq-+lz+t=o,
u sera déterminé par I'équation sans terme indépendant

§ 4+ mp + nq + lu=—=o.
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31. On sait que dans la composition de I'intégrale de cette équation doivent
figurer deux fonctions arbitraires, 'une portant sur et 'autre sur y seulement.
Laplace démontre que cette intégrale, si elle existe, est linéaire par rapport i
Pune de ces deux fonections arbitraires et & ses dérivées successives. Cest-a-dire

qu’elle est de la forme

=R+ Ag(x)+ A¢'(x)+ Ap”(x)+...,

ou
3=8 +Bd(y)+B Y (y)+ B (yr)+...,

R, A, A,, A,,..., dans la premiere, ou S, B, B,, B,,..., dans la seconde, renfer-
mant d’une certaine facon celle des deux variables qui ne figure pas explicitement

dans I'expression de z.
32. Laplace commence par donner des regles permettant de déterminer &

I'avance le nombre des termes dont se compose cette expression. 1l pose

m
Ly = {— a7 — mn,
dm
dy
m =m— ——,
1
dp
1.:p‘+mn——nﬂ—+%,
oo dy
dm,
2 = {i— _(7.; — mn.
En général,
=1 dm.— nm
Por = br— — (Z.Z' r—1s
du,
dy
M, == My — —
[J,,-
du,
v}
Lh=p,+nm_, —n Ay -+ .Cl_”,
v dy

dm

.
Yrigr =l — T e

et selon que I'on a

P T=0; [T 0, $r=o0,
z est de Ia forme
z=Ao(x},
z=Ag(x)+ A¢'{(x),

...................
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33. Pour l'application de la méthode, il faudra chercher a trouver une loi de
formation des quantités p,, ts,...p, en fonction de r; et alors on détermine le
rang du dernier terme en posant

pr=0;

sinon on fera une suite d’essais en formant p,, p,,... successivement; mais dans

ce cas on pourra étre conduit & exécuter un nombre d’essais considérable sans
obtenir autre chose qu'un résultat négatif.

La détermination de la valeur r est la seule partie délicate de la méthode; quand
cette valeur est trouvée, il est aisé de former I'intégrale générale par un proeédé
régulier et toujours le méme.

Remarquons, en effet, que 'équation peut étre mise sous la forme

d iz__,_ dz+mz>+z l—(—lﬁ—-nm =
IZ-" d)/' m2z +n<-&; ar )-.—-O,

ou, en posant

De méme, en faisant

Y
dz,
By = '(—1; -+ m. B2y
dz,_,
Zp =, dy‘ +mMe_ 2.
on aura
dz,

Or, si g, = o, la derniére équation donne

dz,
dz -+ nz. — o,

d’ol1 I'on tire

g™y (y),
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¢ étant une fonction arbitraire; puis de la relation

on déduit, en appliquant les formules connues pour l'intégration des équations
linéaires 4 une seule variable,

s m I [o () + [dpy el mmt= ]

on aura ensuite

dzr—-x dmr—'z
o= 7 + NGy =+ B | L — T nm._, \s
x ; J
d’ol1
dz._,
+ Nz,
dx
Zp—p = ]
r—2 d’n"—_2
nm,_. + “—dx_' - lr—z
puils
dz,_,
. T —+ NZ, 0z
= dmr——s ’
nm,_; -+ i L,

et ainsi de suite jusqu’a z.

DEUXIEME PARTIE.

§ 1. Généralités sur les ombilics.

3%. Monge a donné le nom &’ombilics aux points d’une surface pour lesquels les
deux courbures principales sont égales et de méme sens.
Désignons par p, et p, les deux rayons de courbure; ils ont pour valeurs-respec-

fives
D,

TV
— D:
PV g

D, et D, étant les deux racines de I’équation du second degré

P

(D(1+p*) —r][D(1+q)—t]—[pgD —8)*=o.

Cette équation a, en général, ses deux racines réelles et inégales; en effet, le
coefficient de D* étant 1+ p® + ¢?, on obtient deux changements de signe en
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substituant successivement, dans le premier membre, a la place deD — o, 'une
" ou ¢ et + oo
1+ p? 1-~¢° )
Les deux valeurs de D ne peuvent donc étre égales que si 'on a -

des deux quantités

ro 14 .
I+pz-—1+q2’

mais alors le premier membre de I'équation devient une différence de deux carrés

r

et change de signe quand on substitue, & la place de D, T et ]—)% Done, pour

que I'équation ait ses deux racines égales, il faut égaler le rapportpiq aux deux
précédents, ce qui donne la double condition

ro_ 4 5.
TEp T 1+¢ pg

Ces deux équations, jointes a celle de la surface, déterminent les ombilies.

35. En ces points, toutes les sections normales ont méme courbure; de telle
sorte que ’élément de la surface peut étre assimilé & un élément de sphere, ou,
pour étre plus précis, la surface possede une sphere osculatrice; en d’autres termes
encore, 'indicatrice est un cercle.

Les ombilics peuvent aussi étre définis comme les points ol les deux valeurs de

d?' y s .
s dans 'équation

dy:{pgt —s(r + ¢*)] +dzdy [t (1 +p*) — r(1+ ¢)] + dz*[s(1 + p*) — pgr] = o,

deviennent égales; c’est-a-dire qu’en ces points s’effectue le passage des lignes de
courbure d’un des systemes aux lignes de courbure de I’autre systeme.

Cette nouvelle définition nous montre que nous pourrons obtenir comme ombi-
lics des points qui n’en sont pas; car, pour que des points se présentent avec ce
caractere, il suffit que leur projection sur le pian des xy serve de passage entre les
projections sur le méme plan des lignes de courbure de I'un a Pautre systeme.

Tels sont tous les points du contour apparent de I'ellipsoide par rapport au plan
du grand et du petit axe.

En changeant de coordonnées, il sera toujours facile de reconnaitre si réellement
on a un ombilic.

36. Les ombilics étant déterminés par trois équations, celles du numéro
précédent et celles de la surface, leur nombre est en général limité. Ainsi, dans
les surfaces qui admettent des sections circulaires, ce sont les sections circulaires
évanouissantes. Ils sont au nombre de quatre dans Pellipsoide et 'hyperboloide a
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deux nappes, et au nombre de deux seulement dans le paraboloide elliptique. Dans
I’hyperboloide & une nappe et le paraboloide hyperbolique, non plus que dans toute
autre surface & courbures opposées, il ne peut y avoir d’ombilics.
A priori, il semble que toute surface a une infinité d’ombilics constituant une
ligne, puisque, pour exprimer I'égalité des racines de I’équation en D, il suffit de
poser la condition

o=[t(1+p)—r(1+ @) +4{pgr—s(1+p’)][pgt — S {1+ ¢*)].

Mais cette équation se décompose en deux, qui sont celles que nous avons posées:
elle représente en général une ligne imaginaire & deux branches qui se coupent aux
ombilics réels. Cette ligne a été nommée par Monge ligne des courbures spheriques,
parce que tout le long la surface admet une sphere osculatrice; elle a pour points
doubles les ombilics réels.

Nous allons examiner un certain nombre de cas ou cette ligne peut devenir
réelle, et nous lui donnerons le nom de ligne ombilicale.

§ II. Surfaces dont tous les points sont des ombilics.

37. Monge a fait voir qu’il n’y a que la sphere dont tous les points soient des
ombilics. M. Bertrand a, depuis, démontré cette proposition par la Géométrie, avec
I’élégance qui lui est habituelle. On en trouve encore, dans le Calcul différentiel du
méme auteur, une démonstration analytique trés-simple que nous avions également
rencontrée, et que nous allons reproduire afin de donner plus d’ensemble 3 ce
Mémoire.

En chaque point de la surface les deux équations

r S
= —
1-+p* pq
t_ _ 8
1-+¢*" pq

sont satisfaites; chacune d’elles peut étre intégrée immédiatement une premiére
fois.
La premiere, par exemple, peut étre mise sous la forme

dp  dg
dr  dx
px_i_Pz——T’

et donne par I'intégration
Vi+pi=qo(y)
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On a de méme
V/I+q2:pd{(x):

les fonctions ¢ et ¢ étant jusqu’ici arbitraires; mais, en réalité, ces fonctions doi-
vent satisfaire & la relation qui exprime que

dp _ dq
dy — dx’
On a
PR 00 sl B
P = i =
, Yx) +1
T v —1
on en déduit
dp e ()9 () 1
-——-:—'—,:_—.‘.:[I—*—(P?(x)] 37
dy Vi 9*(y) (43 (x)9*(y) —1]*
AL ) T
dx Vi-+ 42 (x) [V(x)@,(‘y)_l]?

puis, en égalant les seconds membres et en supprimant le facteur commun

"2 () * () —1]F,

d(N9) _ YD) i) |
+9()* [+ $@)]°

Or, une fonction de y ne peut étre identiquement égale 2 une fonction de x que
si chacune d’elles se réduit i une constante; donc les deux rapports qui précedent
sont égaux et constants.

On a done
o) y) _ Y= Y(x) 1,

[+t [+ v(@)]

On tire de la, par I'intégration,

1 _x—a

Vi) T
1 r—pB

e

r, @, (3 étant des constantes arbitraires.
Portons dans les expressions de p et ¢ les valeurs de ¢ (o) et ¢ (y) déduites des

relations précédentes. On trouve
X —a
PV —o =8
g = r—=28 :
ToYr—(x—af—(y—f7
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et en intégrant,

s—y=yri—(z—oaf—(y—pBy
ou
(# —af +(y—LF+(z—yp=r.

Cette équation représente, comme on sait, une sphere de rayon et de positions
quelconques. Cette surface jouit donc exclusivement  toute autre de la propriété
d’avoir en chaque point ses deux courbures égales et de méme sens.

Cette conclusion est complete et rigoureuse, si 'on se borne, comme nous
avons intention de le faire, aux surfaces réelles.

§ IIl. Surfaces qui peuvent avoir des lignes ombilicales réelles.

38. Pour qu’une surface ait une ligne ombilicale réelle, il faut que les deux
équations qui déterminent les ombilics se réduisent 2 une seule. Cela pourra avoir
lieu si, en ajoutant membre & membre ces équations respectivement multipliées
par des facteurs convenables, on forme une nouvelle équation satisfaite pour tous
les points de la surface. Mais cette condition n’est suffisante que dans le cas ot les
facteurs ne s’annulent pour aucune valeur réelle de « et de y. Nous sommes
donc ainsi conduits i chercher quelles sont les surfaces en tous les points desquelles
on a

, r S ’ ¢
(I) )\m—()\ﬂ—)\)pq—'—l l+q2.~0,

¢’est—a~dire a intégrer cette équation, A et X’ étant des facteurs quelconques qui
ne contiennent que x, y, z, p, q.
Comparons cette équation & celle que nous avons déja examinée au n° 6,

rl(r + ¢ )MN — pgM?] + s{(1 + p*) M2 — (1 + ¢*)N?] — ¢[(x + p*)MN — pgN*] =o.

1l faut, pour qu’elle lui soit identique, qu’il soit possible de choisir M et N de
facon & satisfaire a I’égalité de rapports

(1+@)MN —pgM> (1 +@)N*— (1 +p2)M* _ pgN*— (1 + p*)MN
Mr+¢)pg T +V)a+p)a+¢) T N{i+pipg

Chassons les dénominateurs et égalons chacun des termes extrémes a celui du
milieu. Nous obtenons I'équation unique

(2) V(e+p)pgM: a1 + @)pgN* — (A + V) (1 + p*)(1 + ¢¢)MN =o.
5
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Cette équation donne, pour le rapport ;—Q les deux valeurs

(A2 (14 p) (14 @)=V (AN P2 (14 p Y (14 ¢ — 4N (1 +p )+ ¢)p ¢
2 X (1+p*)pg

M_
X =

En les séparant et remplacant % par Z—Z, nous aurons deux équations aux diffé-

rentielles ordinaires qui seront les équations différentielles des enveloppées prin-
cipales des deux systemes. L’ensemble de ces deux genres d’enveloppées est
représenté par I’équation

(3) A(x -+ @) dpt 4 ¥ (14 prydgs — () TP O+ ) g g,

39. Si X et ¥’ ne contiennent que p et g, on concoit qu’il est toujours possible
d’intégrer ces équations différentielles ; mais on ne peut pas former une expression
générale de I'intégrale tant que les valeurs de % et de )’ restent indéterminées.
Nous nous bornerons donc a étudier quelques cas simples. Connaissant la nature
des enveloppées principales, une de nos deux méthodes nous fournira, quand elle
existe, I'équation générale des surfaces, a lignes ombilicales, représentée par
I’équation proposée. Mais nous choisirons ces exemples de facon 2 montrer que,
méme dans des cas ol I'on peut avoir I'équation la plus générale des enveloppées
principales, il n’est pas toujours possible de mettre sous forme finie I'intégrale
générale de I'équation proposée et que cette impossibilité est dans la nature des
choses.

40. Premier exemple. — Nous avons déja traité le cas o 'on fait A = 1 + p?,
V= — (1 + ¢°); ce qui donne
r—t s,
¢ pg

Faisons maintenant )’ = o. L’équation (1) devient

r _i
o =Pt pg
équation (3) nous donne
(4) dp=o,
et
(5) dp— 2 dg =o.
P Pq q

Premucre méthode. — L’équation (4) fournit

16) {p=a,
\ ?z:ax—%—q;(y,a).
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De cette équation et de sa dérivée par rapport 4 o
do

(7) o—=x + —L,
de

. d r . .
tirons le rapport d—*’; pour le porter dans I'équation générale des lignes de cour-

bure, qui se réduit dans ce cas
dy*.pq +dxdy(1 +p*)=o,
et se décompose dans les deux suivantes :

=
dx — 7’
(8) <
dr __1+p
dx 4
La premiere de ces équations nous apprend que toutes les lignes de courbure
de I'un des systemes sont paralleles au plan zx. Nous devons done retomber sur
des résultats déja trouvés, sauf le changement d’axes, car nous avons vu que
I’équation
r—1 s

r—9q pg

représente toutes les surfaces dont les lignes de courbure de I'un des systemes
sont paralleles au plan xy.

Les équations (6) et (7) nous donnent

dr . __1_
dx dio

dod

Il faut égaler cette valeur & 'une des deux fournies par les équations (8). En

égalant a la premiere, on exprime que ¢ est indépendant de y; les surfaces corres-

pondantes sont des cylindres dont les génératrices sont paralleles i 'axe des y.
En égalant a la seconde, il vient

(I -+ p? dztp —
P) o = PO
ou, en remplacant p par sa valeur o,
n 4o __ do
(I+a)dady—_ady.

Ceite équation est intégrable facilement, comme celles que nous avons déja
5.
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traitées; nous avons pour représenter I'intégrale cherchée

s=azx +V1+af(y)+F(a),

0= + ——— f(y) + F().

Vi o

Ce systeme n’est autre que celui déja obtenu au n° 9 avec le seul changement de
yenzetdeszeny.

Nous aurions pu faire usage de I'équation (5) des enveloppées du deuxieme
systeme en la combinant avec 'autre solution des lignes de courbure

dy _
% — 0.
41. Deuxiéme methode. — Des équations (4) et (5), nous tirons

p=cu, \/1 +pr =48,

ou, en prenant les notations du §1I,

. ¢=a, Vi+g¢=fB
nous en tirons

do do

da =0 @—0,

di:———“a b ﬂ—_\/l—*—a:-

doa g1 o dg— g
d*o — d*f « .
dadB — 7’ (la(lﬁﬁ—@z\/l_{_az

En portant ces valeurs dans I’équation (), n° 18, on obtient

d*)F¥ _ a« dF,
dadBf — 1+ df°

puis, en intégrant deux fois cette équation, on trouve que la proposée est repré-
sentée par le systeme des trois équations

[
z:ax—{—“g—a y+d(a)+Vi+awm(B),

0=z A Ty Y (@) = @ (B
BVi+a? Vi

_\/I—i—a’

@2
systeme d’oli il est aisé de déduire celui des deux équations du numéro précédent
par un calcul tout semblable & celui que nous avons exécuté au n° 23.

o= y+Vi+a o (8),
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r . $
1+-p*7 pq

qui vient de nous servir d’exemple, et qui nous a donné pour intégrale premiere

42. L’équation

Vi+p=qf(r)
pourrait étre intégrée complétement par les méthodes habituelles. On peut, par
exemple, lui appliquer les formules d’Hamilton. La présence de la fonction arbi-
traire f(y) n’empéche pas I'intégration. On trouve ainsi pour intégrale complete

(2 —e)+(z—apP=f(r),
a el b étant deux constantes arbitraires.
Ce résultat étant connu, il est aisé d’y arriver trés—simplement & posteriori. En
effet, ’équation d’une sphere quelconque

(z—c)P+(x—a)l)+(y—>0br=r?

satisfait évidemment & 'équation différentielle. Effectuons les calculs par lesquels
on le vérifie : nous sommes conduits & écrire les relations

(z—e¢)p+(x—a)=o,
(z—c)g+{(y—b)=o,
d’ol
(z—cir+14+p*=o,
(z—c¢)s-+pg=o,

r s I

. -

1+ p? q z—c¢
Or, il est évident que dans tous ces calculs une fonction arbitraire de y elt joué
le méme role que (y — 6)%. En effectuant cette substitution, nous obtenons notre
intégrale complete '
(z—cp+(xz—a)=f(r)
Nous en déduirons P'intégrale la plus générale, par la méthode de Lagrange, en
regardant I'une des constantes comme une fonction arbitraire de I'autre, et pre-
nant la dérivée par rapport a celle-ci.
Nous obtenons ainsi pour systeme intégral, en remplacant £ (y) par 2f (y) pour
la commodité des calculs,
(s—afp+[z—e¢(a)f=2f(r)
z—a+[z—g(a)o’'(a)=o0.
11 serait aisé, d’ailleurs, de montrer la concordance qui existe entre ce systeme

et le systeme précédemment obtenu.
43. La forme actuelle de ces équations met en évidence un autre mode de gé-
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nération des surfaces; c’est I'enveloppe décrite par une surface de révolution
constante de forme qui se déplace parallelement i elle-méme de maniere que son
centre décrive une courbe plane quelconque située dans un plan perpendiculaire
a I'axe de révolution.
Ce résultat est énoncé par Monge sous la forme suivante, dans le chapitre ou il

traite des surfaces dont les lignes de courbure de I'un des systemes sont paralleles
a un plan donné:

« Si, sur un cylindre 2 base quelconque, et dont la droite génératrice soit per-
pendiculaire au plan donné, on pousse une moulure d’un profil quelconque mais
constant et qui ceigne le cylindre parallelement 2 sa base, la surface de cette
moulure sera la surface générale demandée. »

44. Cherchons 'équation de la ligne ombilicale. L’équation différentielle de

cette ligne est
t s

T¢ pg
Pour obtenir I’équation en quantités finies, différentions deux fois, par rapport
a xetay, les équations du systeme intégral

(z—ay+[z—9g(a)f=12f(r),
z—a-+[x—o(a)]o (a)=
Nous obtenons ainsi
(z—a)p+[r—o9(a)]==o0,
(z—a)g=J"(r);

(z—a)r+ I—+—p’—[p+<9'(a)]%:o,

(z—a)s+pg—Ip+o’ (a)]:/(;

I/ {]a -
(z—a)t +q@—f"(y dy =

tirons, des deux dernieres de ces équations, la différence

s .
; — — et égalons-
r+q Pq

la & o; nous trouvons pour I'équation cherchée

Jr(y) -+ +q

_p+e'(a)da
1+ g Pq dy’

ou, en remplagant - bar sa valeur,

da _ q
dy 1+ —(x—0) (p”’
et effectuant les réductions,

/() +1li+o"—(2—0¢) " p=p+ o' (1+¢).
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Remplacons enfin dans cette équation p, ¢, ( — ¢) par leurs valeurs en fone-
tiondeaetdey :

-t

b=y
g= — L) Vi+o
o'(a) aof
o V2
Vi+g7

nous obtenons I’équation

3

(4§ (fof" = )= 9" (af ) (f7+1);
celte équation, jointe a celles du systeme intégral, représente la ligne ombilicale.
45. Comme vérification, supposons que la courbe décrite sur le plan zx, par la
trace de 'axe de la surface génératrice, soit un cercle; I’enveloppe est elle-méme
de révolution; on a, dans ce cas,

[o(a) =Bl +(a—a)="r,

«, f3, r étant des constantes; on en déduit

<‘DII i

3 s
5 r

(l+(P”)

par conséquent, 'équation de la ligne ombilicale se réduit a

2f f”+1
2jf//_

Cette ligne se compose done de paralleles de la surface.

46. 11 était aisé de parvenir directement & ce résultat. D’abord, dans une sur-
face de révolution quelconque, si un point est un ombilic, par une raison de
symétrie il en est de méme tout le long du parallele engendré par ce point. Donc,
s'il y a des lignes ombilicales, ce sont forcément des paralleles. Soient p le rayon
d’un paralléle, R celui d’une section normale tangente & ce parallele, R’ celui d’un
méridien i son point d’intersection avec le méme parallele, « 1'angle de la nor-
male 2 la surface avec P’axe de révolution. On a, en vertu du théoreme de

Meusnier,
p =Rsina;

le rapport des deux courbures principales est

R__p .
R~ Rsine’
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done, étant donné un profil quelconque, on peut le faire tourner autour d’un axe
situé dans son plan, en I'éloignant de cet axe d’une quantité telle, que pour un
point pris & I'avance on ait
R P
R" 7 R'sina —

¢’est-a-dire de facon que ce point décrive un paralléle.
En nous reportant au cas que nous avons pris pour vérification, I'équation du
profil dans le plan des zy est

(2 —B—r)*=2f(y);
on en déduit

p=r+Vofiy),
R = ———( Z'f_i_'fu)‘; »
Y
sino = ——T—E_i— :
Vo f+f"2
d’olx
A eV
2f+f" Vof
ou
e WP
2ff// _f/g
ce qui est le résultat déja trouvé.
47. Deuxieme exemple. — Dans I'équation
- r N § t
A - — (% -+ )-\’) -+ - 10,
1+ p Pq 1+ g
faisons
A s

o

Grpilpa+~0+g) i+ pg+a+p]
il vient, apres réductions,
lpg+(1+g)lr+(g—p)s—[pg+(1-+p)]t=o0.

L’intégrale générale de cette équation du second ordre représentera une classe
de surfaces susceptibles d’avoir des lignes ombilicales réelles; toutefois, comme

les facteurs [pg ~+ (1 + ¢*)], [pg+ (1 +p?)] s’annulent pour des valeurs réelles
de p et de ¢, il y aura lieu de faire une petite discussion.
1’équation des lignes de courbure, qui dans ce cas se réduit a

(pq+1+q)dp + (¢¢ — p')dpdg — (pq +1-+ p*)d¢g* = o,
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se décompose dans les deux suivantes :

dp +dq=—=o,
[pg + (1 +¢*)]dp —[pq + (14 p*)]dg = o.

La premiere de ces deux équations donne, par deux intégrations, pour les en-
veloppées développables de I'un des systemes,

p+qg=a,
puis

z—oax =¢(zs—ay).

Cette équation, pour chaque valeur de «, représente un cylindre dont les géné-
ratrices sont paralleles  une certaine droite située dans le plan bissecteur des
plans zx et zy; autrement dit, les enveloppées principales de 'un des systemes
sont des cylindres paralléles 4 un méme plan. Nous avons complélement étudié
ces surfaces.

Si on voulait achever le caleul avec le systeme actuel de coordonnées et par
notre seconde métbode, il faudrait intégrer 1’équation différentielle des envelop-
pées du deuxieme systeme.

Pour cela, on peut prendre pour facteur d’intégrabilité

i

i’
2

[>+(p+q)]
et I'on trouve pour l'intégrale
rP—4q .= 2
[2+(p+q)]

e

48. Troisieme exemple. — Nous prendrons pour dernier exemple I'équation

ro t
T g
que l'on déduit de 1'équation (1), n° 38, en y faisant 2= — X’. Son intégration

nous avait été proposée par M. J.-A. Serret; c’est en cherchant & la trouver que
nous avons été conduit aux considérations qui précedent. Quant a la formation de
I'intégrale générale, nos efforts n’ont pas é1é suivis de succes; mais nous sominres
arrivés & démontrer que cette intégrale ne peut pas étre mise sous forme finie..
C'est ce que nous allons établir le plus brievement possible.

%9. En séparant les deux facteurs linéaires et en intégrant séparément les deux
équations correspondantes, nous trouvons, pour les équations différentielles du

' ' 6
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premier ordre des enveloppées principales des deux systemes,

_ap_ :i%g’q_
Vi+p Vi+g
(a) (p+vi+p)lg+Virg) =
(b) P +\F—+—p2:ﬁ,
g-+Vi+gq

o« et 3 étant des constantes arbitraires.

50. L’application de la premigre méthode nous conduirait a intégrer U'une de
ces équations; mais elle serait inefficace, parce que l'intégrale ne se compose pas
d’une équation unique renfermant la fonction arbitraire d’une maniere explicite :
elle se compose du systeme des deux équations

24 (x—a)+[y—ol@))*+2A(x—a) [y~cp a]
r—a—+{y—ola)]o(a)+ 2A[y — ola) + (x — a) ¢’ (a)]

H

A étant une constante qui dépend de o ou de 8 (7).

(*) On peut parvenir a cette intégrale par les méthodes ordinaires, par celle d’Hamilton par exemple.

Prenons
(p+vVitp)g+Vi¥¢) =
on en déduit
42 (P*+q°) + hz{e® +1)pg — («* —1)’ = o,
puis
2 42
P= _l;;’(/tlz;g]‘/(/z‘*—‘-

Metlons & part, selon la notation de Jacobi, 'une des variables, « par exemple, que nous désignerons par ¢;

puis, désignons par ¢ la variable restante et par p la dérivée partielle correspondante; 'équation précé-
dente prend la forme

d S —
G== W Fi—p) —p VTl

On sait qu'en désignant par H le second membre, il faut pos.ér les équations canoniques

dg_ _dB dp_dH
dt ({p, dt (lq

exprimer au moyen de ces équations p et ¢ en fonction de ¢, puis former I'intégrale

L
4 :f {pdg + Hdt).
tO
Dans le cas actuel,

{lﬁ—o dy 1 24&/(4—]}’—«]})+\/14—/)2+]}]
de — 7 dt T o= ‘/1—4—[)2 _17
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51. Appliquons la seconde méthode.
‘On tire des équations (a) et (b)

a3 — 1
= ——
2y a3
_a—p
q—zv,?zgv
dou
P =
qzr_a2(\/!+/»2~—/))+»/l+p’+/),
2 7 __ ]
dg=L® (Vi+p Pl VTP,
2x \/1—{—/)‘
EYE R Tz Z o —_— - P b —
::L/ _J‘_(A\é%‘(' C)+‘/l+( +(‘c+a2(‘/1—i—cz—0)—-\/1+1;2—C (lt:l ! ____{“;»
2%, Vit et 22y

la constante ¢ devant éire remplacée par sa valeur en fonction de ¢, ¢ et de la valeur de ¢ correspondante
& t,. On obtient ainsi )
(=4 #+t_ _«

t— ¢, 2% 22 1+t
d—1\* & fqg—q, «+I\?
2% 147 \t—¢, 2e )’
) 22 1\?
et en ajoutant de part et d’autre <j o > )

2t —1\? g—q, @+1\? [P —1\? 1 .
22 - 7~—t0_ 2% - 22 14 ¢

Remplacons le second membre de cette équation par le premier dans I'équation

2 2?—1\? (t—to)",
2% 14t

22— 2 ,/_2_+_| 2
z::<421 ) (t—'f'o)’-—[q—(]o-— — (t—t,,)]

o U ) TS R R AT

ou

il vient

ou enfin, en reprenant nos premiéres notations,
w41
2%

z2+(x_‘xo)2+(.y—yu)2+ (‘r_‘xo)(y—'yo):o'

Le signe — pris devant le radical de D’équation différentielle nous elt conduits a la méme intégrale; e
Péquation

g+ Vi+¢
a Péquation
"_’_l_l
z2+(‘r——‘z‘o)z+(3‘_)’0)z'—p ;’/ (‘z"—xo)(.y"yo):o)

qui ne différe pas de I'équation intégrale déja obtenue.

o
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puls
_‘_IE——E_@;*',,'@
da= % o
d_ﬁ_la@—i—!a
g 4 2B
ﬂ_id+66
doo ™ 4 aﬁg
ﬁ_ 1o+
ag— 5 3
a3

Portons ces valeurs dans I’équation

__ d*F (dp dq dp dq> (1F< P dq dy a“p‘)

_dadﬁ dodp ™ dp d« d3 dadfi™ dB dadpB

dq d*p dp d>q
dﬁ (da dadf af_a(lxaﬁ

celle-ci devient, apres réductions,

d*F 1 o (B — dF o Blat—1) dF B
dadp 2 Blaf +1) a+@ ) da 2 a(aBrnzsB) dE "

Nous sommes conduits & intégrer cette équation linéaire, qui se trouve mise
sous la forme & laquelle la méthode de Laplace est immédiatement applicable; puis,
quand F sera connue, I'intégrale cherchée sera representee par le systeme des trois
équations

z=F(a, B)+px + g
dF dp dq
M PR P P
dF ap dg
s T rag e

Il est évident que les intégrales des équations (¢) et — — = L sont en-
1+ p’ 1+ g

semble de forme finie ou non finie.
52. Cherchons a appliquer la méthode de Laplace & 'équ-~tion (¢); il faut, en
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4
veprenant les notations des n® 29 et suivants, faire dans cette équation

x(y*—1) ,

2y (zy + 1) (% + y)
y(x’—l)

z(zy+1)(x+y)

n —= —

Ces valeurs ont entre elles deux relations tres-remarquables; on a

dm:@::an: (*— 1) (y*— 1)

dx dy o(xy +1) (x+ )

Ces relations vont nous permettre de trouver la loi de formation des termes
Poas Pasevns Pops
Jécris le tableau des valeurs p,, m,, .. En faisant successivement r égal a 1,
, 3, ona

I n dm
lu,,:-———?)lnn, m; — — — ll:-—zmn—-——,

m y m dy

2 dm an dm
v, = - Smn, g — - Rt
7 + 5mn m (\ P ’“r”> = fmn a5
/ 3d 3nd

u; == -+ 21 mMn, m,g:—lﬁ m—+ — am s ls_ISmn——n an.
‘ m dy m dy

Ces valeurs suivent la loi de formation exprimée par les formules

we={4r(r— 1)—3] mn,
m,—=—{2r—a1)m r dm
= " dy‘v
d
L=2or{2r—3)mn — r ﬂ;
m dy
or, il est facile de démontrer que si ces formules ont lieu pour une valeur de r,
elles ont aussi lieu pour (7 + 1) : donc la loi est générale.
Le nombre des termes qui entrent dans la valeur de z est donc racine de
I'équation du second degré en r
fi{r—1}—3=o,
ou

2

rt—4r—3=—os0;

by

mais les racines de cette équation sont 2 et — 4. La valeur de p1, ne pouvant jamais

s'annuler pour une valeur entiere de 7, il en résulte que [’intégrale de I équation
;

t , . .
T i e peut pas étre mise sous forme finte.

On peut néanmoins trouver une infinité d’intégrales avec cing constantes arbi~
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traires, et si I'on cherchait & déduire de 'une d’elles I'intégrale la plus générale
par la méthode de Lagrange, tous les efforts seraient infructueux : cela nous est
arrivé & nous-méme. C'est seulement aprés une foule de tatonnements de cette
nature que nous avons cherché a démontrer 'impossibilité de la solution.
5%. Nous avons déja trouvé pour équation des enveloppées principales de I'un

des systemes ~
al 41

(d) B (2 + (=)
o

(— 20} (yr—y0) = 0.

Cette équation est une solution de I’équation différentielle donnée. En effet,
différentions deux fois par rapport & « et par rapport & y, en posant, pour abrécer
2 41

-~ =1m, on a
&
z2p + (2= 2]+ mly —po) =12,
2 + ¥y 3o m(x—x)=0,
Fr--pt i =0,

2+ g 41 =0;
on déduit de 1a
r t 1

P+t g1 oz

Il est facile d’ailleurs de voir que chacune des équations

(p+vi+p)(g+Vi+g)=a,
p+Vi+p=6(g+Vi+g)
est une intégrale particuliere du premier ordre de I’équation - _:PQ = I—_{_qu
Donc toutes les surfaces développables représentées par les deux premieres
équations satisfont a la proposée; si Fon ordonne I'équation (d) et si 'on remplace
z par 2 — z,, les coefficients par des constantes quelconques, les calculs de véri-

fication qui précedent s’exécutent de la méme maniere, et I'équation

2+t + 2 4 2axy + 2bx + 20y +2dz+e=0
est une intégrale avec cing constantes de I'équation

r [4

l+p':~j?2'

55. Nous allons faire connaitre un autre moyen d’arriver 2 cette intégrale.
parce que nous aurons occasion, chemin faisant, de montrer qu’un certain systeme
de deux équations simultanées aux dérivées partielles, de forme tres-simple, que
nous avons nous-méme rencontré plusieurs fois avec espoir de I'intégrer, n’a pas
de systeme intégral susceptible d'une forme finie, et que les moindres remarques
sur ce genre d’équations nous semblent bonnes & noter.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(47)

Nous avons vu qu’en chaque point des surfaces représentées par 1'équation

r {
e == —-— QN A
I+ p L+ ¢*
o —1
p—
2yl
a—p
= AR
24 o3

o et B ayant des valeurs déterminées pour ce point. Si on connaissait la forme
générale de a et de 3 en fonction de & et de y, nous obtiendrions I'intégrale
générale cherchée par I'intégration simple

z:f(pdx—l—qdy).

Nous formerons les équations qui doivent fournir « et f3 en écrivant que p et ¢

satisfont a4 équation différentielle donnée et a la relation P _ 99 . o0 obtient

dy — dx’
ains: les deux équations
do da
dx dy
B+ 1 g+ “3’
a3 a3
de __ dy
af+1  a+f
L’intégration de ce systeme d’équations et celle de 1'équation — — = ne

1+ p? mf‘
sont donc au fond qu’une seule et méme question. Done I'impossibilité que nous
avons démontrée pour la derniere intégration a pareillement lieu pour la premiere.
Une solution particuliere de ces équations est

ax=c,
(2B + 1) -+ (x+ B)y=9(B),

¢ étant une constante et ¢ une fonction arbitraire.

Prenons en particulier
o= c,
{af+ 1) —(a+ By =mpB +n,

m et n étant des constantes. On en tire

. xr—Ccy —n
p:——————-‘ 3
cx — Yy —in
b N o

d’olr

2cx — (2 4+ 1)y —cn—m
a#-—-l:— s

. C.r—:y'—m,

2¢y —(c*+1)x 4+ cm + R-
cexr —y—am
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Posons
cx —y=u, (u=cdzx—dy,
x—cy=v, dv=dx— cdy.
On a :
_*dz:(u—wz)du +-(v—n)du
ay —e (v —n){u—m)
et en intégrant,
1 P
— B3+ p= - (v —R)(u— ),

V—¢
puis élevant au carré et remplacant m et n par leurs valeurs,
c(z—py+ca+eyr— (+1)xy —(m+ne)x +(n+ me)y +mn=o,
équation qui ne differe que par la forme des eonstantes de I'équation

B+ 2+ ¥+ 2axy + 2bx + 20y + 2dz + e=o.

56. Cette équation représente toutes les surfaces du second ordre qui ont leurs
sections circulaires respectivement paralleles au plan des zx et au plan des zy.
Ces surfaces n’ont pas de ligne ombilicale réelle; la ligne fournie par I'équation

r $

L Y

est le contour apparent de la surface par rapport au plan xy. Ce résultat n’est pas
étonnant; on sait, en effet, que la projection de cette ligne sert de passage entre
les projections des lignes de courbure de 'un des systemes et celles des lignes de
courbure de I'autre.
57. Bien que nous ne puissions pas trouver U'intégrale générale de I'équation
r 4

T T ia g
l.p I.li

I'étude de cette équation elle-méme va nous fournir une propriété remarquable
commune 2 toutes les surfaces qu’elle représente. On peut, en effet, mettre cette
équation sous la forme
darctangp _ darctangq
dx - dy

Soient M un point de la surface, MX la section par un plan parallele au plan za,
MY la section parallele au plan zy; «, 8 les angles respectifs des tangentes a ces
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courbes avec les axes ox et oy, p et p’ les rayons de courbure de ces courbes,

on a

arctang p = a,

arc tang ¢ = 3,

dx = dscosa,
dy = ds’ cosB.

La relation précédente peut donc étre mise sous la forme

da = df
dscosa — ds’cosB’

ou, en vertu des relations
do 1 dg 1
ds " p’ ds T o’
sous la forme
I I
pcosa  p cosp
d’oli Von dédnit enfin

pcosa ==p’' cosf3.

Cette équation nous indique que les deux centres de courbure o’ et 0” se pro-
jettent sur 'axe des z au méme point N”: on déduit aisément de la que les sec-
tions normales tangentes 3 MX et MY ont méme rayon de courbure; les tangentes
aux lignes de courbure sont donc les bissectrices des angles formés par les
droites MT, MT'. Ainsi, toute surface représentée par I’équation

r {

T—=pr 1+ g

jouit de cette propriété :
58. Si, en un point quelconque, on meéne le plan tangent et deux plans respecti-
vement paralléles a deux plans fixes, ceux-ct coupent le premier suwant deux droites

dont les angles sont bissectés par les tangentes aux deux lignes de courbure passant
par le point donné.
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59. Cette propriété nous fournit un nouveau moyen d’obtenir une intégrale
complite de I’équation donnée. Cherchons, pour cela, I'équation des cones dont
les génératrices jouissent de cette propriété. L’équation générale des cones qui
ont le sommet pour origine est

est

les traces du plan tangent sur les plans zy et zx et la génératrice ont respective-
ment pour équations

x _y 3z

o 1 ¢/ (a)

x _y z

1 0o ola)—oao(a)
zr_ Yy __

T a9

Pour que la génératrice soit bissectrice de I'angle de ces deux traces, ¢ doit satis-
faire a I’équation

a4+ 99" 14+ ¢'— agy’

N

On a une solution en posant
1+ 0 — 2090’ —a?=0;
or, on peut la mettre sous la forme -
200 -+ 24
T L o — %y
L @'+ o
et 'on obtient, en intégrant,
1+ e+ a’=ma,

ou, en remettant % i la place de « et Z31a place de o,
x x !

Z* -yt 4+ 2 —2mxy = o.

Nous retombons ainsi sur 'équation déja trouvée.
60. La propriété qui vient de nous servir peut encore étre énoncée d'une autre
maniere qui a son intérét.
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L’équation
pcosa=rp’cosf3

nous apprend que les centres de courbure des sections MX et MY, respectivement
paralléles aux plans zx et zy, sont situés dans un méme plan perpendiculaire &
Paxe des z; done :

61. Dans toutes les surfaces dont il s’ agit, si I’on mene par un point M deux plans
respectivement paralleles a deux plans fizes, les cercles osculateurs au point M des
sections ainst déterminées coupent en un méme point Uintersection des deux plans.

Sous cette forme, nous apercevons immédiatement que les surfaces du second
ordre, admettant deux séries de sections circulaires paralléles, jouissent de cette
derniere propriété.

Dans les surfaces du second ordre, on sait que si 'on méne un plan sécant quel-
conque, puis un plan parallele & celui-ci et tangent en M, les axes de la section
sont paralleles aux tangentes des lignes de courbure qui passent par le point M;
nous pouvons donc énoncer ce théoreme :

62. Si, dans une surface du second ordre, on meéne par le centre un plan quel-
conque, les axes de la section sont les bissectrices de U'angle formé par les traces du
plan sécant sur les plans des sections circulaires.

Tout ce qui précede ayant pour point de départ la recherche des ombilics, nous
avons supposé jusqu’ici que les plans z& et zy sont rectangulaires; mais les trois
dernieres propriétés ne supposent pas nécessairement cette condition; elles sont
complétement générales.

M. Bonnet, & qui nous communiquions récemment ce dernier théoreme, nous a
appris qu’il a déja été énoncé par Ollivier sous une forme équivalente.

Vu et approuvé.
Le 4 novembre 1865.

Le Doven pE 1A FacuiTé pes Sciences,

MILNE EDWARDS.

Permis d’imprimer.
Le 4 novembre 1865.

Le Vice-Recreur pE L’Acavémit pE Paris,

A. MOURIER.
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DEUXIEME THESE.

PROPOSITIONS D’ASTRONOMIE DONNEES PAR LA FACULTE.

Des instruments méridiens et de la réduction des observations méridiennes.

Vu et approuve.
Le 4 novembre 1865.

Le Dovex pE 1a Facuvirt pes Sciences,

MILNE EDWARDS.

Permis dimprimer.
J—

Le 4 novembre 1865. ‘?f SR \

Le Vice-Recreur pE L’Acapgmie pe Paxis,

A. MOURIER.

PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER,
Rue de Seine-Saint-Germain, 10, prés PInstitut.
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