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EQUATION

DE LA SURFACE CAPILLAIRE.

1. Nous considérerons les liquides comme formés d'une réunion
de particules séparées les unes des autres par des espaces vides, et
maintenues dans leur position par des forces émanant des molécules
voisines, ou de centres ext‘é’rieurs, tels que la terre ou les parois
des vases. Nous savons irés peu de chose sur la nature des forces
quune molécule fluide exerce sur une auntre; nous savons cepen-
dant que leur action n’est seusible que daws une étendue extréme
ment petite, et que nous regarderons conume insensible par rapport
4 toute longueur donnée. On peut voir ensuite que dans une inasse
liquide en équilibre il est impossible qu'une molécule quelcitgne
soit attirée 4 la fois par toutes les autres. En effet, soit M une maise
liquide quelconque; par un point extréme de sa surface falsons
passer un plan qui rencontre un cerfain nombre de molccules,
en laissant toutes les auires au-dessous. Soit m une des molecules
touchédes par le plan. Si toutes les autres molécules attiraient m, en
décomposant ces forces en deux , I'une selon le plan, Tautrc per-
pendiculaire, les composantes selon le plan pourraient bien s¢ dé-
truire mutuellement; mais les composantes normal:s s'ajouteraient
toutes : la résultante pousserait m au-dessous du plan, et de méme
pour les autres, de sorte que le liquide ne pourrait rester en équi-
libre qu’autant que les molécules sappuieraient les unes sur les au-
tres; mais alors les fluides seraient incompressibles, ce qui n’est pas
le cas de la nature. Ainsi nous admettrons comme prouvé que dans
un liquide une molécule quelconque n'est pas attirée par toutes les
autres. D’un autre cbté, on concevrait difficilement, dans beaucoup
de cas, qu'une molécule quelconque soit repoussée par toutes les au-
tres; et, d’ailleurs, on sait que lorsquon fait toucher par quelques
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points deux gouttes d'un meéme liquide, elles se réunissent proiupte-
ment en une seule. 11 serait impossible d’expliquer ce fait en suppo-
sant qu’une molécule quelconque soit repouesée par toutes les autres:
ainsi nous sommes conduits & celte conséquence, que dans une masse
liquide une molécule quelconque est attirée, en général, par cer-
taines molécules et repoussée par d’autres, et quelle est en équilibre
lorsque la résultante de I'attraction des unes est égale et contraire a la
résultante de la répulsion des autres. Cela revient a dire que la fonc-
tion de la distance ¢ (r), qui représente Paction moléculaire, change
de signe dans Pétendue du rayon d’activité. Ces résultats étant une
conséquence de la nature des liquides, on peut étre certain que tous
les calculs qu'on a faits, en supposant que @ (r) ne change pas de
signe, on peut étre certain, dis-je, que tous ces calculs sont illusoires.
M. Poisson, en laissant & ¢ (r) toute la généralité possible, est con-
duit, par sa savante analyse, & admettre que ¢ (r) change en effet de
signe dans 'étendue du rayon d’activité moléculaire.

2. Une circonstance physique qui influe beaucoup sur les phéno-
menes capillaires, est la variation rapide de densité que les liquides
éprouvent prés de leur surface libre et des parois qui les contiennent.
Cette circonstance est tellement importante, que M. Poisson a dé-
montré que si on la négligeait, il n’y aurait ni élévation ni abaisse-
ment du liquide. Pour voir comment a lieu cette variation de densité,
considérons une masse liquide en équilibre; chaque couche infini~
ment mince est également comprimée sur ses deux faces par I'action
répulsive des molécules voisines, diminuée de leur force attrac-
tive; de sorte qu'on peut la considérer comme appuyée sur la partie
du liquide située d’'un ¢Oté, et comprimée par la partie située de
Pautre. Son degré de condensation est déterminé par la grandeur de
la force comprimante; mais la couche comprimante n’ayant que I'é-
paisseur du rayon d’activité moleculaire, 1l s’ensuit que dans l'inté-
rieur cette couche sera compléte et partout la méme , de sorte que la
densité sera aussi constante, en faisant abstraction de la petite con-
densation due i la pesanteur, qui varie avec la distance 4 la surface
supérieure. Mais quand la couche comprimée est située a une distance
de la surface moindre que le rayon d’activité moléculaire, la couche
comprimante est moindre que ce rayon ; la force qui en provient dé-
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croit alors tres rapidement avec la distance a la surface, et s'évanouit
enticrement a la surface, ou la couche infiniment mince n'est plus
comprimée que par la pression de 'atmosphere : d'ou 'on voit que
la densité du liquide décroit, suivant une loi inconnue, & mesure
que Yon s'approche de sa surface libre. Sa densité est tres différente
a cette surface et & une profondeur qui excéde un tant soit peu le
rayon d’activité de ses molécules, ce qui suflit pour qulelle soit égale
a la densité imiérieure du hquide.

3. Dans l'étude des forces moléculaires, il faudra encore tenir
comple des pressions intérieures du liquide, et des trés petites con-
densations qu’ll éprouve en vertu de son poids et de la pression ex-
térieure, et aussi des variations de chaleur dont ces condensations
sont accompagnées. En effet, soit M un point situé dans l'intérieur
d’un liquide pesant. Par ce point menons un plan qui divise ce li-
quide en deux porlions A et B; par M élevons dans B un cylindre
C perpendiculaire 4 ce plan, dont la base » soit extrémement pe-
tite, méme par rapport au rayon d’activité moléculaire. Appelons
pe Paction exercée par A sur C suivant la direction de ce cylindre;
le coefficient p sera la pression intérieure de A sur B, qui doit étre la
méme, en tous sens, autour de chaque point du fluide dans I'état d’équi-
libre. Si la surface du liquide est plane et horizontale, que le plan
mené par M lui soit parallele, que le cylindre C s'éleve jusqu’a la
surface, que z soit sa hauteur, p la densité du liquide, et = la pres-
sion qui a lieu 4 sa surface, @ sera la pression a lextrémité de
C, grz» le poids du cylindre; et, pour son équilibre, il faudra
qu'on ait

pr = Aw -+ gpsw; dou p = w -4 gpz.
Cette équation nous montre que p varie avec la profondeur de M
et la grandeur de «. Or, si la distance moyenne des molécules était
partout la méme dans lintérieur du liquide, p aurait la méme va-
leur dans tout l'intérieur de la masse; et, puisqu’il n'en est pas
ainsi, il en faut conclure que le liquide éprouve intérieurement une
compression variable avec la hauteur. D’un autre coté, il est possible,
et méme probable, que la condensation fait éprouver aux liquides une
augmentation de température, augmentation qui n'est pas perma-
nente, de maniére qu'aprés un certain temps la masse revient a la
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temperature ambiante, en perdant le calorique développé par la
compression : a celte époque, la partie du liquide comprimé se
trouverait avoir moins de calorique qu'avant la compression. §'il en
était ainsi, il faudrait concevoir que les molécules liquides sont non-
seulement 4 une distance variable dans les divers points de la masse,
mais encore que toutes mont pas la méme quantité de calorique,

quoiqu’elles affectent également ie thermométre.

4. La quantité p est la pression sur un plan; celle qui a lieu sur
une surface courbe, suivant une direction perpendiculaire a son
plan tangent, se composera de deux parties, I'une qui sera la méme
que p, et 'autre qui dépendra de la courbure de la surface. L'une
et Pautre seront des sommes relatives aux distances des molécules ;
la somme relative 2 p ne pourra pas se réduire & une intégrale,
Vautre au contraire pourra, sans erreur sensible, se réduire 2 une
mtegrale : de sorte que nous pourrons déterminer par des intégrales
définies les parties des pressions qui répondent aux courbures des
surfaces. Quant a Pexpression de p que nous ne pouvons pas ré-
duire a une intégrale, nous n’aurons pas besoin d’en calculer la va-
leur ¢ priori; elle dépendra de la pression extérieure, de la pesan-
teur et des autres forces données qui agissent sur le liquide : son
expression en fonction des coordonnées d’un point quelconque se
déduira des équations connues de I'Hydrostatique.

5. Enfin, si les liquides sont formés de particules séparees les
uues des autres par des espaces vides, on peut se demander si ces
particules sont jamais en équilibre, c'est-a-dire si elles n’ont pas un
mouvement analogue a celui des corps célestes, ou bien un mouve-
ment oscillatoire qui tantdt approche, tantit €loigne une molécule
de sa voisine. Mais si de pareils mouvemens existaient, ils seraient
nécessairement modifiés par les diverses agitations auxquelles on
soumettrait les liquides; et comme nous voyons les phénomenes ca-
pillaires se produire constamment de la méme maniere, quelles gue
soient les circonstances antérieures ou se soit trouvé le liquide, nous
en conclurons que les mouvemens particuliers des molécules, s'ils
existent, n’ont aucune nfluence sur les phénomenes capillaires, et
nous N’y aurons pas égard.

6. Cela posé, pour calculer I'action d'une portion M d'un liquide
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sur une autre portion N, nous décomposerons M et N en volumes
v et ¢ extrémement petils, méme par rapport au rayon d’activité
moléculaire,, et contenant, malgré cela, un nombre immense de
molécules; nous supposerons ensuite que le diametre de ¢ et ¢/ est
assez petit pour que ioutes les molécules de ¢ exercent une action
égale sur toutes celles de ¢'; puis nous concevrons deux unités
de volume telles que la distance moyenne des molécules soit égale
a celle de ¢ pour la premiere unité, et a celle de ¢ pour la se-
conde. Supposant que toutes les molécules de la premitre unite
exercent une action égale sur toutes celles de la seconde, et égale a
I'action d'une molécule de ¢ sur une molécule de ¢, représentant
laction totale par V, il est clair qu'on aura Voo' pour laciicn to-
tale de v sur ¢'. 8i le liquide n'est pas parfaitement hiomogéne, V
variera avec les divers points de la masse ou Yon prendra ¢ et ¢,
et avec la distance de v a ¢'; mais pour quon puisse regarder V
comme une fonction continue de la distance et des coordonuédes de
v et ¢, 1l est indispensable de prendre v et ¢ tels qu’ils comprennent
un nombre immense de molécules. Alors la distance moyenue des
molécules d'un petit volume pres de ¢ ne différera que trés pen de la
distance moyenne des molécules de v, ¢t 'V pourra étre une fonction
continue ; tandis qu'au contraire si v ne contenait que quelques molé-
cules, quatre ou cinq par exemple, il pourrait fort bien arriver
que le petit volume voisin en contint huit on dix, et le suivant une
seule, etc.; de sorte que, pour une tres petite différence dans les
coordonnées, V pourrait changer du simple an double, et plus encore,
ce qui n’arrivera pas dans le premier cas.

Du reste, pour voir la légitimité de nos suppositions, il faut con-
sidérer que tous les phénomeénes physiques nous font penser que le
rayon d’activité moléculaire est extraordinairement petit, de méme
que Pépaisseur des molécules : rien n‘empéche de supposer, par
exemple , que le rayon d’activité moléculaire n’a pas un cent-mil-
lionniéme de millimétre, et que malgré cela il comprenne sur sa lon-
gueur plusieurs millions de myriades de moiécules, de sorte que I'on
pourra partager ce rayon , tout petit qu’il est, en un nombre immeunse
de parties comprenant. chacune sur sa longueur une immensité de
molécules; car comme en grandeur on ne connait pas de bornes a la
nature, on ne peut pas lui en assigner en petitesse.
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7. Calculons maintenant les pressions qui ont lieu dans U'intérieur
de chaque liquide. Soit M un point situé & une distance sensible de la
surface libre d’un liquide et des parois qui le contiennent; par ce point
faisons passer une surface qui partage le liquide en deux portions A
et B divisons cette surface en élémens infiniment petits terminés par
ses deux séries de lignes de courbure ; par tous les points de ces lignes
élevons des normales qui formeront des surfaces développables par
lesquelles A et B se trouveront décomposés en filets d’'une épaisseur
infiniment petite, mais variable. Appelons C le filet qui répond au
point M, et dont la base sur la surface menée par ce point sera repre-
sentée par «. La résultante des actions de tous les points de A sur
tous ceux de C, divisée par =, sera la pression qui a lieu sur B rapportée
a 'unité de surface, c’est-a-dire la pression qui aurait lieu sur l'unité
de surface, en supposant tous ses points pressés comme lest w. D’a-
pres ce quon a vu (3;, le liquide n’étant pas également comprimé
dans I'étendue de la sphere d’activité de M, la surface méme n'étant
pas en général symétrique autour du point M, la résultante dont il
s’agit ne sera pas perpendicalaire & la surface de B. Nous désignerons
en genéral par Nw sa composante normale et dirigée de dehors en
dedans de B, par T et T’ ses composantes suivant deux droites
rectangulaires, menées par le point M et comprises dans le plan tan-
gent en ce point a la surface de B. Nous décomposerons Ne en deux
parties, I'une N'@ due a l'action des particules comprises entre la
surface passant par M et le plan tangent en ce point, et I'autre due au
reste de A ; nous représenterons cette derniére partie par pw , de sorte
que Yon aura

N=N +4 p.

On peut voir que, dans lintérieur du liquide , I'action d’une partie A
sur un filet cylindrique et normal compris dans la partie adjacente B,
différerait en grandeur et en direction de la force que nous venons
de definir; car un pareil cylindre différerait du filet, dans I'étenduc
du rayon d’activité ,"d’une quantité qui serait du méme ordre de gran-
deur que le filet.

Soit m un point de C et ' un point de A, Fun et 'autre compris
dans le rayon d’activité de M; désignons par s et s’ les perpendicu-
laires abaissées de m et m’ sur la surface de A, et par 2’ 'élément de
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cette surrace qui répond au filet fluide dont m' fait partie ; nou
vons représenter par (1 = 4s' Yo', (1 -+ ks )w, lesaires des sections
de ce filet et de C faites par les points m' et m, et paralleles a leurs
bases ' et w. En effet, en représentant la premiere section, par
exemp;e, par Z, il est clair qu’on aura Z = f( .;;_: s'); X, %,

étant les coordonnées de »’, on a, en développant suivant les puis-
sances de »’ et ¢,

L df; df 57 dfy ., df, ™
L=Jfo+3 s+ +ds’2—.2 Tde Y A et

en représentant par f;.... ce que deviennent ces expressions en y fai-
sant §'==@'==0; mais en faisant »'=o0, on doit avoir Z==o0, quel que

soit §', d’ou f, = gj—: = ‘é—ff ...=0. En faisant au contraire s'==0, on
z :
) d:
doit avoir Z=1«', d'ou ‘—ii = 1, et dj,i = 0, de sorte qu’il viendra

. ’fo ' )
= (i )
) df, s v .
En faisant k= --5% et négligeant les termes suivans, on aura
ds'do

Z = (1 4 ks')w'; k est une fonction de 5,;,2 coordonnées de ',
dépendante de la courbure de la surface. Pour avoir la section du fi-
let w, il suffira de changer »' et s’ en » et — s, et de négliger les
termes du second ordre par rapport a s, et i la distance de o' et .

D’aprés cela, les élémens de volume qui répondent aux points m et
m', seront

(1 — ks)wds, (1 -+ ks')o'ds’,
et leur action mutuelle pourra étre représentée par le produit
V(1 —ks) (1 4 k') ww'dsds'.

D’aprés ce que nous avons vu, V dépendra de la distance r' des
deux élémens et de leurs coordonnées; elle sera insensible pour toute
valeur sensible de r'.

D’apres cela, représentons par x, ¥, z, les trois coordonnées rectan-
gulaires de M, et supposons les axes des x et des y paralléles au plan
tangent 4 B, mené par le point M, et 'axe des z paralléle a la normale

2
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au méme point. Les coordonnées de m seront x, y, z -} s, celles de
m' pourront étre représentées par x -}~ ', y =4 ', z -+ z'; on aura

= (s — 2P + 2+ 57,
et V=f(raeyz+s x4+ x,y4+y,z+7)

Il est clair que V doit dépendre de la méme maniere de la nature du
liquide autour de chacun des deux points m et m/, et par conséquent
cette fonction doit étre symétriquement composée avec les coordon-
nées de ces points. De plus, la nature du liquide, sa quantité de cha-
leur et sa condensation intérieure ne variant que par degrés insen-
sibles, on pourra développer cette fonction en série tres convergente,
suivant les puissances et les produits des variables s, &/, y’, 2/, qu'elle
contient en dehors de 7/, et qui ne peuvent étre que de trés petites
quantités. A cause de la symétrie de la fonction /', on aura

AV _xdV dV __1dV 4V __dV _1dv

de T 2dx’ 4y T 2dy’ d7 T ds  2dz
pour x' == ' ==2'==s==o0, et en ne faisant pas varier r'. En appe-
lant R’ la fonction de 7, x, y, z, que Von obtient en faisant
x' = y' =2z = s=o0 dans V, et négligeant les termes du second de-
gré par rapport a x’, »', 2, s, on aura

Y x dﬁ y dr s+z’ dR’

V=R + 2 dJ 2 T dz’

En représentant par « la perpendiculaire abaissée de &' sur la nor-
male en M i la surface de A, et par § 'angle que fait le plan de ces
deux droites avec un plan fixe passant par la seconde, on aura sen-
siblement

o = udud.

Représentons par a, €, 3, les cosinus des angles que fait la droite
m'm prolongée au-dela de m, avec des paralléles aux axes des x, ¥, z,
menées par ce point ; vegardous la force V comme positive ou comme
négative, selon qu'elle sera répulsive ou attractive; il est clair que
Pon aura pour les composante s de Vaction sur C, en divisant par » et
négligeant le produit ss/,
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T =/ [V [1+k( —s))eududsds di,
=1LV 1 4 k(s — s))Bududsds' db,
N= [/ V1 + k(s —s)yududsds db.

Les limites de l'intégrale relative & l'angle 0 seront zéro et 27 ;
on pourra étendre les autres intégrales depuis zéro jusqu’a l'infini,
puisque quand méme le liquide ne s’étendrait pas jusqu’a V'infini, passé
le rayon d’activité , on ne fera qu’ajouter des actious nulles d’apres la

Y s cera qua)
nature des forces moléculaires. Les valeurs de 2, 8, 9, de ces formules
seront , d’apres ce qu'on a vu plus haut,
x y’ § -z
a=— 7, ﬂ=—r—'_’_’ = e,
8. Appelons , #, %', les coordonnées de la surface passant par M

rapportées a trois axes rcctangulaires paralleles aux x, 7, z, et dont
Yorigine soiten M; l’équation de cette surface sera

W dé'v af »*

f(””)—zo"‘ d,,la I2+dd'”/,+etc

+

Mais, par la nature des coordonnées, les trois premiers termes sont

nuls; et en négligeant les termes du troisieme ordre par rapport a
#, »', nous aurons

= Qr 4 Qv+ Qun';

Q, Q', Q", étant des coefficiens indépendans de ces deux variables. En
négligeant le produit de s par le carré de I'angle que font les deux
normales en »’ et @, on aura

7= 4 .

Par le moyen de cette valeur et des équations de la normale en ', on
aura

dz d2
! o— S o LAY 5 .
x——n+—l$18’ ._ﬂ+'a,S’

on a d’ailleurs .
n = ucosh, » = usinf,

en comptant I'angle 8 a partir de l'axe des ». Sil'on fait, pour abréger,

= (s 4+ &P+ u;
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qu'on substitue les valeurs précédentes de x', y/, 2/, dans r'*; quion
néglige les termes du troisieme ordre, on obtiendra

¢ dR

P=ra(f—s)E, R =R+4(s—s)t %

En appelant R ce que R’ devient, quand on y met r au lieu de
on a enfin

Q+=;(5+3)

A et A' étant les rayons de courbure principaux de la surface au
point M, dont chacun devra étre regardé comme positif ou comme
négatif, selon que la ligne de courbure i laquelle il appartient tour-
nera sa concavité ou sa convexité en dehors de A.

En substituant ces différentes valeurs et celle de V dans les équa-
tions, mettant pour #, ', leurs valeurs z cos §. . ., intégrant par rap-
port & 8 depuis § = o jusqu'a § = 27, et supprimant de N la partie
indépendante de la courbure de B afin de réduire N a2 N, on aura, en
négligeant toujours les quantités du troisiéme ordre,

— __ff "_*3.";(1 dsds,
=__fffd—El£dudsds
N=—ZI(C+2) [[/RE dudsds.

En faisant, pour abréger,

—ia [[[RLaudsds = q,
on aura
T=flg T’=d—q N = I X
dz’ dy’ =pr+9q (A + x)‘

En mettant us, us', uds, uds', & la place de s, ¢, ds, ds’, dans ¢,
on aura
r

Il

w4+ (s 4+ s,

f R’M’f f [r+‘1(id-;-s ik
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.

on aura d’abord

i ds’ 1 s 3 s 3=
[ s ewmm=—10 +sﬂ>ﬁ"é'x+s-’v+é[5"”C“a“g:”]'
et enfin

g = — ;—;[; rRr“dr.

R contient x, y, z, si le liquide est hétérogeéne, et par conséquent
g variera d'un point 4 un autre, et devra étre donné en fonction
des coordonnées du point auquel eile répond. Dans un liquide ho-
mogeéne, et a trés peu pres incompressible, on pourra la considé-
rer comme constante, ainsi que la densité; il n’y aura de variation
que celle qui sera due a la pesanteur (3).

g. Si les forces extérieures qui agissent sur le filet C se réduisent a
la pesanteur, on aura, par les équations connues de U'Hydrostatique,

p = ¢ — pgz,

en prenant les z positives, verticales et en sens contraire de la pe-
santeur, désignant par p la densité du liquide, par g la pesanteur,
et par ¢ une constante arbitraire.

Si I'on plonge dans le liquide un tube quelconque , quensuite on
verse au-dessus de ce liquide, dans lintérieur du tube, un autre
liquide homogene, dont nous représenterons la densité par g/, la
valeur de p aura lieu pour un point quelconque M du premier Li-
quide, situé en dehors ou en dedans du tube, mais un tant soit
peu éloigné de ses parois et de la surface de séparation des deux
liquides ; car pour ces points la densité cesse d’étre la méme que
dans lintérieur du liquide, et, de plus, ils sont soumis a des forces
différentes de la pesanteur. En désignant par p’ et 7’ ce que devien-
nent p et z relativement 4 un point M’ du second liquide, situé éga-
lement A une distance sensible de ses deux parois inférieure et supé-
rieure, et des parois du tube, on aura

!

T Voot
p =c¢ — r§z,
¢’ étant une constante arbitraire différente de c.
Pour déterminer ¢, remarquons que l'expression de p sapplique
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a tous les points distans des parois du tube et de la surface d'une
quantité plus grande que le rayon d’activité moléculaire. D’apres
cela, soit M un point situé tres pres de la surface extérieure, mais as-
sez éloigné pour que p soit applicable. Par ce point, faisons passer
un plan paralléle & la surface, que nous suppuserons (le point M)
assez €loigné du tube pour qu'en cette partie la surface soit sensible~
ment plane et horizontale; par M, élevons sur ce plan un cylindre
vertical terminé & la surface, et dont la base soit w. Ce cylindre se
trouve soumis a la force p» qui le pousse de bas en haut, a la pres-
sion extérieure 7= , a la pesanteur et a 'action de la couche liquide
trés mince comprise entre le plan et la surface. Comme aux environs
du petit cylindre, le liquide est composé de couches dont la densité
varie de l'une a 'autre, mais est la méme, dans chaque couche hori-
zontale, jusque dans I'intérieur du filet; il n’en résulte sur ce filet que
des actions égales et contraires deux a deux, et, par conséquent, on
n’a pas besoin d’y avoir égard : d’ailleurs, on peut négliger le poids du
cylindre comme insensible, de sorte qu’il faudra que les deux forces
pw et wo se fassent équilibre, ce qui donne p == pour ce point.
Comme pour ce point on a sensiblement z==0, on en déduira
c=x, et
P = # — fg%,

pour tous les points intérieurs du premier liquide compris en dehors
ou en dedans du tube.

La variable z sera positive pour tous les points situés au-dessus du
niveau de ce liquide, et négative pour tous les points situés au-des~
sous. Nous supposerons que la pression atmosphérique a aussi lieu
dans lintérieur du tube sur la surface du second liquide, et nous
compterons les ordonnées z' a partir du méme plan horizontal , et
dans le méme sens que les ordonnées z; mais nous ne pourrons pas
encore déterminer la constante ¢’ que renferme I'expression de p'.

10. Prés de la surface de séparation de deux liquides superposés, la
condensation varie trés rapidement , en sorte que la densité de chaque
liquide peut étre tres différente a la surface méme, et 3 une profon-
deur insensible. La loi de cette variation est inconnue , comme celle
de I'action moléculaire, de laquelle elle dépend ; mais cela n’empéche
pas qu'on e puisse former les équations d’équilibre relatives  la
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couche d’une épaisseur insensible, appartenant en partie a chacun
des deux liquides, et qu'on n’en déduise I'équation de leur surface de
separation.

Pour cela, transportons le point M trés preés de la surface de con-
tact AOB des deux liquides contenus dans le tube. Du point M, abais-
sons sur cette surface uue perpendiculaire qui la rencontre en un
point O, et se prolonge jusquau point M’ du second fluide, aussi
trés rapproché de AOB; divisons la surface de séparation en élémens
infiniment pelits, terminés par ses deux séries de lignes de courbure ;
par tous leurs points élevons des normales qui formeront des surfaces
développables, par lesquelles les deux liquides superposés se trouve-
ront décomposés en filets d'une épaisseur infiniment petite et variable.
Par les points M et M, tracons deux surfaces CMD, C'M'D, qui cou-
pent aussi & angles droits toutes les normales & la surface AOB. Appe-
lons A le liquide terminé par CMD, A’ celui qui a pour limite C'M'DY,
B la couche liquide comprise entre ces deux surfaces, C le filet
MOM de B, » et o' les bases ou les sections normales de ce filet
qui répondent aux points M et M. Quoique les distances MO et M'O
de ces deux points & la surface AOB solent insensibles, on pourra
cependant les supposer assez grandes pour que les actions de A et
A’ sur C une sétendent pas jusquaux points o les condensations
des deux liquides varient trés rapidement; ce qui revient a sup-
poser que MO et M'O sont au moins deux ou trois fois le rayon
d’activité moléculaire. D’aprés cela, pour déterminer l'action de A
sur C, nous pourrons nous servir des formules précédentes, et les
composantes de l'action de A seront

[+ G+ D))o Eor oo

la premiére étant normale, et dirigée de M vers M/, et les deux au-
tres tangentes a la surface CMD. En désignant par ¢’ ce que devient
la quantité ¢ relativement au liquide supérieur, et observant que le
liquide A’ se trouve, par rapport a C, dans le méme rapport que A ,
si ce n'est que les courbures de A’ sout sensiblement égales a celles de
A, mais tournées en sens contraire, on aura

b (g SNV 97
[P q(A—*—A’)]w’ dxa" d]‘a’
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pour les composantes de 'action de A’ sur C, la premiere dirigée de
M’ vers M, ou en sens contraire de la force normale précédente, et
les derniéres paralleles aux deux autres forces. Il nous reste a trouver
les composantes de la couche B sur le filet C qui en fait partie; nous
les représenterons provisoirement par Pe, Qw, Q'w; la premiere
étant normale et dirigée de M vers M’ (ce qui ne veut pas dire
que cette force poussera réellement de M vers M), et les deux der-
niéres paralleles aux axes des x et des y, comme les autres forces
tangentielles.

La distance MM’ étant, en réalité, extrémement petite, on pourra
négliger le poids de C, par rapport aux différentes forces qui le
sollicitent, et regarder, par la méme raison, le rapport de »' 2 ®
comme égal a Punité. D'apres cela, pour I'équilibre de C il faudra
que la somme des forces précédentes soit nulle suivant chaque axe,
ce qui donuera les trois équations

d d ’
Q + (qu o, Q,_}__(qd-}-q)

Ptp—p+ag+¢)C+ 1) =o,

= 0O,

()

ou il ne restera qu'a déterminer les valeurs de P, Q, Q, par un
calcul analogue au précédent, qui donnera

_.dql ’___dQI —_— 1
Q=5 V=3, P=q9(+ )

en faisant, pour abréger,

g, = — f [R « ~dudsds,, = w4 (s — s,),

ou R, représente une fonction de r, s et s,, qui varie tres rapide-
ment avec s et s,. Cette fonction changera de forme, selon qu’elle pro-
viendra de Taction de P'un des deux liquides sur lui-méme ou sur
Vautre ; car R, dérive de V, qui représente I'action moléculaire, et
cette fonction doit changer brusquement de forme ou de valeur, se-
lon quelle représente i’action d’un liquide sur lui-méme ou sur un
autre différent. Mais les trois expressions de R, nous étant incon-
nues, il faudra counsidérer ¢, comme une quantité dépendante de
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la nature des deux lignides, dont la valeur ne pourrait étre donnée
que par lexpérience.

11. L’épaisseur de B, quoique insensible, pouvant étre néanmoins
plus ou moins grande, on pourrait croire que l'intégrale représentée
par ¢, change de valeur avec [, et, par suite, que les équations (A) dé-
pendent de cette quantiié arbitraire, ce qui serait absurde; mais il est
facile de prouver que les variations dont la grandeur de [ est suscep-
tible n’influent pas sensiblement sur la valeur de g,.

Supposons d’abord que V'on prenne un point 7 dans lintérieur
d’un liquide homogene ct a trés peu prés incompressible, que par ce
point 7 on fasse passer une surface C,nD,, qu'en n on éléve la nor-
male nM’, que par un point M’ de cette normale on fasse passer une
surface C'M'D’ identique & C,zD,, de maniére qu’elle ne soit que cette
derniére surface ¢levée en faisant glisser n sur la normale nM'. Cela
posé, Vaction du liquide C,D’ sur un filet cylindrique extrémement
mince M'n, sera toujours la méme, quelle que soit la longueur de
M'n, pourvu que cette longueur ne soit pas trop petite comparative-
ment au rayon dactivité moléculaire. En effet, menons les deux
plans tangens en M’ et 2, plans qui seront paralléles ; ne considérons

que les actions paralléles i la longueur du filet. Appelons Pw la com-
posante de C,D’, Rw celle de AB’, R'w celle de A’ D', R"w celle de AD,;

il est clair qu'on aura Pw—=Rw -+ R'w — R’». Mais si e liquide est
homogene, et que le filet soit pris dans Vintérieur, on-a sensiblement
R=o0, dou

P =R — R"

Or, R’ et R” sont tout-a-fait indépendans de la longueur M'z, ce qu'’il
fallait démontrer.

Démontrons maintenant que ¢, ne change pas avec la longueur /;
cela revient visiblement 2 montrer que, dans le cas des deux liquides
superposés, la composante normale Pw ne change pas sensiblement
pour une augmentation dans la longueur du filet. En effet, soit M"”
un point de la partie A’ du liquide supérieur, situé sur le prolonge-
ment de MM/, et tel que M'M" seit insensible, mais supéricur an
rayon d'activité moldculsire. Par M" faisons passer une surface
C"M"D" analogue 2 C'M'D’. A cause de la grandeur qu’on a supposée

3
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a MO, le liquide CB3 exerce une action égale sur le filet M'O et sur le
filet M0 ; par la méme raison, laction de AD’ sur MO = Paction de
AD" sur MO : de sorte que pour irouver si la force Pw a changé par
Vaddition du liquide C'D”, il suffit de voir la différence qu’il y a
entre Vaction de AD"” sur OM" et laction de AD’ sur OM'. Or, on
va voir que ces deux actions sont sensiblement égales; car, précé-
demment, pour calculer l'action de A’ sur C on a supposé que M'O
était assez grand pour que Paction de A sur C ne s’étendit pas jus-
qu'aux points ou la densité du liquide varie tres rapidement : de
sorte qu’en prenant M’z égal a peu preés au rayon d’activité des mo-
lécules, et par n faisant passer une surface C,nD, analogue a C’'M'DY,
les deux parties du liquide C,D’, C,D"” pourront étre considérées
comme du liquide intérieur, et ces deux parties exerceront une ac-
tion égale sur le filet 70, 4 cause de la grandeur de M'n. Aiansi
laction de AD" sur le filet M"O ne pourra différer de Paction de
AD’ sur le filet M'O qu’autant que Paction de C,D’ sur M’z différe-
rait de laction de C.D" sur M"n. Or, d’aprés ce qu'on a vu ci-des-
sous, ces deux actions sont égales au degré d’approximation em-
ployé ; car pour pouvoir comparer ce cas-ci au premier il faudrait
que les trois surfaces C,zD,, CM'D’, C"M"D" fussent égales autour
des points n, M’, M”, et que le filet M"n fut d’égale grosseur dans
toute sa longueur. Or, nous nous sommes déja permis ces approxi-
mations , ptsque nous avons supposé « = w, et les rayons de
courbure en M’ égaux & ceux de M; de sorte qu'il est prouvé par
la que ¢, ne varie pas sensiblement lorsque ! devient [ 4 ¢ =/,

¢ étant inscosible, mais plus grand que le rayon dactivité molé-
culaire.

Cest ce quon voit aussi par analyse; on obtient

[ w[ ::,fj’R.-“;g dudsds, = f"[l ["RE dudsds, ey fow Rrodr

Or, on voit par la que le changement de ! en 7 ne fait varier l'in-
tégrale représentée par g, que d’'une quantité insensible, ayant pour
facteur ¢, et de l'ordre de celles que nous avons négligées dans les
équations (A,

12. En substituant dans les deux premitres équations (A) les va-
leurs trouvées pour Q et Q’, il vient
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dg+9 +90 _, X229 F 90
dx - dy

= 0,

ce qui montre que dans I'état d’équilibre des deux liquides superpo-
sés, la quantité g 4 ¢’ -~ q, est constante dans toute V'étendue de leur
surface de contact, a 'exception des points de cette surface qui tou-
chent immeédiatement le tube. Nous ferons

9+ q +q = 3G,

et nous regarderons G comme une quantité dépendante de la matiére
et de la température de P'un et autre liquide , dont le signe et la va-
leur numérique seront donnés dans chaque cas particulier.

Comme les deux points M, M/, ne sont qu’a une distance inseusible
I'un de lauire, on pourra supposer z = z/, el considérer z comme
I'ordonnée verticale d’'un point quelconque de la surface de séparation
des deux liquides; substituant ensuite les valeurs de P, p, p’, dans la
troisieme équation , on aura

w—c’—(p—p’)gz—{-—éG(%-{—;T,):o, (B)

pour P'équation commune a tous les points de cette surface qui ne sont
pas compris dans la sphere d’activité du tube.
D’apres la théorie connue de la courbure des surfaces, on a

dz dz dz dz d2
x+1 ( + dv 2dx" dy’ dxdj+< +
A AT
(o e+ 5o

Substituant cette valeur de% -+ % dans I’équation précédente, on

aura I’équation de la surface de séparation des deux liquides, dans
laquelle il restera encore a déterminer la constante ¢'.

Pour avoir 'équation de la surface libre du liquide supérieur qui le
sépare du fluide atmosphérique, il faudra remplacer G, 2, X', =, ¢/,
¢, P'5 2, dans Péquation (B), parH, u, ', ¢/, 7, ¢, &, 2’. Cette équa-
tion sera donc

¢ —w— (¢ =) +IH(L+5)=0, (O
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et la valeur de;z -+ —::, se déduira de celle de i + Ai,, en y chan-

geant z en 2z, ' est la densité de lair.
En faisant p' = J', ¢'= 7, G =H, dans I'équation (B), on aura

p — J‘)gz:{H(‘;-l—%); D)

ce sera P'équation de la surface libre du liquide unique contenu dans le
tube , car ces suppositions reviennent & supprimer le liquide supérieur
et a supposer que I'atmosphére presse directement sur le fluide infé-
rieur. Si I'on supprime, au contraire, le liquide inférieur, et qu'on
le remplace par le fluide atmosphérique, il faudra faire p= J' et
G = H dans I'équation ; on aura alors

7r——c’+(p’-—J‘)gz—§H<§+%)=o, (E)

ou l'on a changé le signe du dernier terme, afin que chacun des rayons
A et A’ soit positif ou négatif, selon que la ligne de courbure a laquelle
il appartient tournera sa concavité ousa convexité en dehors du liquide

. . 1 I . r
qui subsiste, et que la valeur de 5+ 7 soit donnée par la formule,

en suivant, pour le signe de son dénominateur, la régle suivante : on
concevra par le point dont les coordonnées sont x, 7, z, une normale
en dehors du liquide inférieur et une verticale en sens contraire de
la pesanteur: le dénominateur devra étre positif ou négatif, selon
que ces deux droites feront un angle aigu ou obtus.

Les équations (C) et (E) seront celles des surfaces supérieure et
inférieure d’'un liquide pesant, pressé de part et d'autre par I'atmos-
phere , et suspendu en équilibre dans un tube de forme quelconque.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



PROGRAMME

DE LA THESE DE MECANIQUE

Composition interieure des fluides (1.

Une molécule n’est ni attirée ui repoussée a la fois par toutes les
autres (1).

I en résulte que la fonction @{r), qui représente 'action moléculaire,
change de signe dans 'étendue du rayon dactivité (1).

La densité des liquides décroit trés rapidement vers leur surface
libre (2).

Un liquide n’est jamais parfaitement homogene dans son inté-
rieur (3).

Les mouvemens particuliers des molécules, s’ils existent, n'ont au-
cune influence sur les phénomenes capillaires (5).

Maniére de soumettre au calcul les forces moléculaires (6).

Calcul des pressions qui ont lieu dans Pintérieur d’un liquide ; la
partie de ces pressions dépendante de la courbure des surfaces est ex-
primée par des intégrales quadruples (7).

Chacune de ces composantes est réduite a ne dépendre que d’une
intégrale simple (8).

On trouve p=c —pgz, p'==c -—¢'gz,, détermination de ¢ (g).

Equation d’équilibre de la couche liquide environnant la surface de
séparation de deux liquides superposés (10).

On démontre, sans analyse , que g, ne varie pas sensiblement avec { ;
on le démontre aussi par Panalyse (11).

Equation de la surface de séparation de deux liquides superposés (12).

Equation de la surface libre du liquide unique contenu dans le
tube (12).
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PROGRAMME

DE LA THESE D'ASTRONOMIE.

En représentant par V la somme des élémens d’un sphéroide divisés
respectivement par leur distance a un point dont les coordonnées sont

dv v dv 1 de I
a, b, ¢, on aura — T2’ — A5 4o » pour les composantes de l’at~

traction du sphéroide sur ce point.

Si le point attiré est hors du sphéroide ou dans l'intérieur d’une par—

. &V &V | &V
tie creuse, on a EE+Tb;+dcﬂ_A_0'

Si le point attiré est sur la surface extérieure ou sur la surface in-
térieure , lorsque le sphéroide est creux, on a A = — 27p, p étant

la densité du sphéroide; si le point est dans la partie solide, on a
A= — 4%‘ P-

Expressions en intégrales triples des composantes de Dattraction
d’un ellipsoide sur un point quelconque.

Si la densité est constante, en changeant de coordonnées et inté-
grant une premiére fois par rapport a r, on voit que si le point est
dans lintérieur de Iellipsoide, les composantes de attraction selon
chaque axe, sont proportionnelles & I'abscisse du point attiré relative
a cet axe; de sorte que pour deux points placés sur la méme droite
passant par le centre, les attractions totales sont paralléles entre elles
et proportionnelles'a la distance des points au centre.

Une couche homogéne comprise entre deux ellipsoides semblables
est sans action sur un point placé dans la partie creuse.

Si le point attiré est intérieur, on intéegre une seconde fois, et la
question dans le cas général est ainsi ramenée aux quadratures.
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Si Tellipsoide est de révolution, ou peut effectuer la troisiéme in-
tégration.

La recherche de I'action d’un ellipsoide sur un point extérieur est
ramenée a la recherche de I'attraction sur un point intérieur, quelle
que soit la loi de Yattraction.

Ce n’est que lorsque l'attraction est en raison inverse du carré de la

distance, qu'une couche sphérique est sans action sur un point placé
dans I'intérieur de sa partie creuse.

FIN.

Vu et approuve par le Doyen de la Faculté des Sciences de
I'Académie de Paris,

2 aotit 1832,

Baron THENARD.

Fernnus d'impruner, L’lnspecteur genéral des Etudes, charge de
Vadpunpistration de PAcademie de Pans,

s " ROUSSELLE.
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