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SUR LES

FRACTIONS CONTINUES ALGEBRIQUES.

INTRODUCTION.

1. Le mode de représentation des fonctions qui se présente le pre-
mier & Desprit est le développement en séries de puissances. Vient ensuite
la représentation par séries de polyndmes, séries trigonométriques et, en
général, par séries de fonctions quelconques.

La représentation par séries de polyndémes est un cas particulier de
la représentation par fractions continues ou par fractions rationnelles dé-
terminées.

EuLer *) a le premier développé une fonction en fraction continue.
LAGRANGE **) puis les mathématiciens du XIX® siécle ont ensuite fait
quelques pas dans cette voie difficile.

Une des tentatives les plus intéressantes a été celle de LAGUERRE ***),
qui s’est efforcé de développer en fractions continues les fonctions Z(z)
vérifiant I'équation différentielle :

P x ©2Q) Z@ e B T

ou P, Q, I sont des polync‘)mes quelconques en z.

LAGUERRE n’a donné que des indications générales sur la maniére
de traiter le probleme; il n’a étudié complétement que certains cas trés
particuliers. Cependant sa méthode donne effectivement, comme je le

*) EULER, Introductio in analysin infinitorum, t. I, pp. 368-373.

**) LAGRANGE, Sur Vusage des fractions continues dans le calcul intégral ((Euvres
complétes, t. IV, pp. 301-332).

***) LAGUERRE, (Euvres, passim.

M. 1
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(2)

montrerai, le développement en fractions continues des fonctions 2 @)
vérifiant Iéquation :

d.2
@ G+ 9=EE = 24 20 410,
ou a, b, ¢, d, p, g sont des constantes quelconques et M (z) un polynéme
quelconque en z.
Tous les développements donnés par Lacuerre sont des cas parti-
culiers de celui-ci.

2. Les fractions continues algébriques sont de formes trés diverses
et M. Papt *) s’est proposé d’en faire la classification. Il a publié¢ A ce
sujet un mémoire remarquable.

3. Deévelopper une fonction en fraction continue, classer les Sractions
continues sont deux problemes importants, mais qui n’épuisent pas le
sujet. Non moins importante est la question de convergence et HaLPHEN G
STIELTJES ™) ont montré quels beaux résultats cette étude pouvait
donner.

4. Le principal objet de ce Mémoire est I’étude de la comvergence.

Suivant la classification de M. Papt, que je rappellerai briévement,
je partage les fractions continues, qu’il appelle simples, en trois classes.

Je fixe complétement les conditions de convergence des fractions
continues de la premi¢re classe. Ces conditions dépendent de la nature de
la fonction développée en fractions continues. Les développements de cette
classe convergent dans des cercles pouvant comprendre & leur intérieur les
poles de la fonction, mais limités aux poinis singuliers essentiels de la Sonction.

Je détermine ensuite les conditions de convergence d’une classe
trés ctendue de fractions continues de la seconde classe. Les termes de
trois réduites consécutives

Un+ I Un Ufl— I
Vﬂ+ : 4 ’ _V-i’: ’ n—1

*) Papg, Thése.

**) HaveueN, Traité des fonctions eliptiques, tome II, p. 575.

***) STIELTJES, Recherches sur les fractions continues [Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, tome VIII (1894), J: 1-122].
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d’une fraction continue quelconque de cette classe — et en général de
toute fraction continue algébrique — satisfont en effet 4 une méme loi de
récurrence :

AU, +BU+CU_=o,
AV B AL F =,

I

ou 4, B, C sont des polynémes en z fonctions du rang # des réduites.

Dans le cas tres étendu o A, B, C, sont des polynémes en 3 et n
[cas qui comprend les développements de la fonction Z () vérifiant Ié-
quation (1) et beaucoup d’autres infiniment plus généraux] je montre que
la fraction continue représente — sauf cas particuliers — la  fonction dans
tout le plan de la variable z, & Uexception des points situés sur des coupures
qui s’introduisent d’elles-mémes dans les calculs.

Jétends méme les caractéres de convergence des fractions continues
de cette nature 4 des fractions continues qui ne rentrent pas dans la
classification de M. PaDpE, mais qui ont été rencontrées cependant par
divers mathématiciens, LAGUERRE par exemple.

Je montre enfin que les développements de cetle derniére classe se
rapportant & certaines fonctions possédant deux points singuliers qui peuvent
étre des points critiques algébriques ou logarithmiques convergent dans tout
le plan de la variable, sauf sur la coupure rectiligne joignant ces deux points.

Dans une troisiéme partie, jétudie les fractions continues dues
Gauss et 4 LAGRANGE et je montre qu’ordinairement elles représentent
les fonctions dans tout le plan, sauf sur les coupures nécessaires 4 rendre
ces fonctions uniformes.

Quelques-uns des résultats énoncés dans ce Mémoire ont été publiés
déja dans les Comptes Rendus de I’ Académie des Sciences de Paris *) et
dans le Bulletin de la Société Mathématique de France **).

*) Tomes: CXXXIV (1°" sem. 1902), pp. 1489-1491 ; CXXXVIII (1°* sem. 1904),
PP. 471-474; CXXXIX (2° sem. 1904), pp. 846-848.
**) Tome XXX (1902), pp. 28-36.
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(4)

PRELIMINAIRES.

I. — Le tableau des fractions approchées.

5- Soit Z(3) une fonction développable dans le voisinage de la valeur
z¢ro de la variable z en une série procédant suivant les puissances entiéres,
positives et croissantes de cette variable et ne sannulant pas pour z=o0:

Z=a,+azx+a+ -, aFo

Soit maintenant (p, ¢) un couple de nombres égaux ou inégaux, pris
dans la suite o, 1, 2, 3, .... Considérons Pensemble des fractions ra-
tionnelles irréductibles dont le numérateur est au plus de degré p et le
dénominateur au plus de degré ¢. Si Pon se propose de déterminer, parmi
les fractions de cet ensemble, celles qui représentent le mieux la fonction
Z(z) dans le voisinage de la valeur zéro de %> Clest-d-dire celles qui, 7
étant infiniment petit, différent de la fonction d’une quantité dont 'ordre
infinitésimal soit supérieur ou au moins égal 4 celui que 'on obtient en
employant une quelconque des autres fractions, on arrive 4 la proposition
que voici, démontrée par M. Papt:

Parmi toutes les fractions rationnelles irréductibles dont les termes ont
des degrés égaux au plus & p pour le numérateur, & q pour le dénominateur

(p % q) il en est une TL/]— qui donne une approximation dont Pordre est

supérieur & celui de Iapproximation fournie par une quelconque des autres
fractions.

Ainsi, 4 chaque couple (p, ¢) de nombres de la suite Oy 1,25 5,004
correspond une fraction rationnelle approchée pour la fonction Z (7)3 ces
fractions forment donc un ensemble complétement défini et se présentent
comme les termes d’une suite 4 double entrée; pour cette raison, nous
les écrirons, avec M. Papk, dans les cases d’un tableau rectangulaire,
illimit¢ 4 droite et en bas; les fractions d’une méme file horizontale
correspondront & une méme valeur de ¢, celles d’une méme file verticale
4 une méme valeur de p. Dans la premicre file horizontale figurent ainsi
les polynémes approchés successifs déduits de la série de puissances en-
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titres qui représente Z():

U | U | U | 13 U;
A L T 73
A A AR o
el S K ] 7
R R Ut
| A A 7;
Hode P A
Ve [ R |\ "

comme on le voit, les indices supérieurs marquent les degrés en z; dans
Ut
i Ed i q ;
la fraction 71 U? est de degré p et Vi est de degré q.
: ¢
On peut déterminer comme il suit la fraction 77%
»

Si
V=g, 451+ + 22,

A thi i,

L B A p S o
Ve I ddarad + o 19,8

A AR R e R A Ol g e
A T G S G e
o e DGR S R O e RS S el i ST

et on identifiera les coefficients de

on écrira

ou

AUE A R

ce qui donnera un systtme de p - ¢ équations linéaires déterminant les
inconnues

0 Zys co0n Xys Yus Yar Yyu cvns Yy

19
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(6)

II. — Les fractions continues déduites du tableau.

6. Aux fractions rationnelles du tableau correspondant 4 une fonction
de la variable z, M. Papt fait correspondre comme il suit des fractions
continues.

Il remarque que la plupart des fractions continues étudiées jusqu’i
ce jour se référent 4 3 types principaux :

d=r1+4az+ B : :
R A s S
I-l—cz-l-l_f_“
=14 —£ :
8 e
NIRRT
14 -
G=1+4az+ = :

T s R —
I+C(+I—_T_-j‘—

ou les quantités a, «, b, B, ... sont des constantes.

Puis M. Papt classe d’abord les fractions continues en deux groupes
définis par leurs formes

(I Groupe) al—[——a—‘—j (IIt=e Groupe) S Bt
o b g b—

fr4
ag_l..a_"' 7k, Y et e

et aprés avoir rappelé qu’une réduite est la fraction rationnelle obtenue
en réduisant une fraction continue limitée au quotient de deux polyndémes

oL Hh iy ol
entiers, il montre que les termes de la réduite 7

i
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Lg% (1= growe),
V. : a5
i 2, + S T
C o.
o o 5
gi =5 - (IIeme groupe)
i ﬂ! + 2

. o,
. iy
+ &

sont définis par 'unique loi de récurrence

(1 «U_,+4a0U_, =0T,
) oV, . +aV, =7V, (=3 4p..)
avec
U=a, V=1, U=sa-te ¥V —=g (I*groupe)
) U=z, V=g, U=zu=, V,=a a,+2, (II*™ groupe) ,
d’ou l'on déduit les formules:
o =R Ux Ty Ux Vz-— Uz Vz Lol Ui.—x Vi—— Ui V.i—x
Ie aI_Vx ’ “2_— V.x Fi U'i__ Ui—zyz’—x—— Ui—-xVi—z
( groupe) -V S Ui_z Vi o Ui Vi—z
a2 Lt ai i Ui—z yi—x T Ui_x Vi—z i=354e0s
LI U e Ux Vz__— Usz FE Ui—xyi—— UiVi—I
(Héme “r— N “2—-— Ux ’ ai-—_ Ui-—z Vi—x_ Ui—x p:'——z
A Py R
al_ i OCZ#V: ’ ai_ Ui—zyi—x— Ui—xVi—z i=3545000

Aux suites de polynémes U, V définies par les relations (1), (2) cor-
respond donc toujours une fraction continue; méme, en effectuant cer-
taines multiplications sur les éléments de la fraction continue, on raméne
celleci 4 une fraction continue dont les éléments sont des polynémes.

M. Papt se borne alors 4 la considération des fractions continues
simples, C’est-d-dire aux fractions continues dont les éléments sont de la
forme

ax:Ax’ ai:Ai(P’ ai:Bo+sz+"'+Bq(q’
4

I

TSP (. AR B, constantes) ,
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(8)

ce qui nécessite que les polyndmes U, V7, qui en constituent les réduites,
aient tous un terme constant non nul et que les quantités UV, —U, V,

se réduisent toutes & un mondme entier en z, ayant un coefficient différent
de zéro et un degré croissant quand i augmente.

7. Il suit de ces propriétés qu’il ne peut y avoir qu'une seule frac-
tion continue simple, telle que ses réduites successives soient respectivement
égales & des fractions rationnelles irréductibles données

UO UI U2
Y R

et ici se pose la question : Comment doivent éire choisies, dans le tableau
des fractions distinctes, des fractions pour qu’elles soient les réduites d’une
fraction continue simple ?

Il faut que: 1° la premitre fraction de la suite appartienne au bord
du tableau ; 2° les carrés comtenant deux fractions comsécutives quelconques
soient toujours contigus; 3° une fraction quelconque de la suite soit toujours
plus avancée dans le tableau que celle qui précéde en ce sens que la somme
des indices doit aller en croissant d’une fraction & autre.

Ici, M. PADE revient 4 la considération des types @A, B, @ et ap-
pelant fractions continues réguliéres les fractions continues simples dont, 3
I'exemple de celle-ci, tous les numérateurs partiels ont le méme degré,
ainsi que tous les dénominateurs partiels, avec exception permises pour
les éléments:

(I Groupe) Ao s

8 I

(II*me Groupe) &, By &,

il montre qu’on peut choisir de 3 manitres différentes, et 3 seulement,
des fractions du tableau de maniére 4 obtenir les réduites successives
d’une fraction continue réguliére:

1° En prenant des fractions consécutives situées sur une ligne horizon-
tale ou verticale, ce qui donne la forme Q.

2° En prenant des fractions consécutives situées sur la premiére diago-
nale principale, c’est-a-dire faisant partie de la suite

te. o u

2

TFO 9 T 3 Biprsilse L Gprs B sisie
AR R LR

ou sur une paralléle & la diagonale principale, ce qui donne la forme (.

.
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(9)

3° En procédant comme il suit: quand on passe d’ume fraction & la
suivante, on doit se déplacer parallelement & Pun des bords du tableau, si
Pon passe encore & la suivante, on doit se déplacer parallelement & Pautre
bord, et ainsi de suite; la forme générale du chemin est ainsi celle d’un
escalier & degrés égaux ayant pour direction générale celle de la diagonale
principale ; les deux premiéres fractions de la suite doivent appartenir & la
premitre file horizontale ou & la premiere file verticale. On obtient ainsila

forme B.

8. Conformément 3 cette classification, jétudie en premier lieu les
fractions continues qui correspondent 4 des suites de fractions rationnelles
consécutives toutes sur une méme ligne horizontale ou verticale du ta-
bleau (forme @).

Les résultats obtenus pour les fractions de cette catégorie se basent
sur la nature des singularités de la fonction génératrice Z(z).

En second lieu, j’étudie les fractions continues qui correspondent 4
des suites de fractions rationnelles consécutives toutes sur une méme dia-
gonale principale (forme () et j’étends les résultats & des fractions de
méme nature que M. PapE n’a pas considérées.

Ici, cC’est par l’étude directe des relations de récurrence liant les
réduites que j'arrive 3 fixer les conditions de convergence.
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PREMIERE PARTIE.

LES FRACTIONS CONTINUES DE LA FORME 3.

CHAPITRE 1.

Les réduites sont constituées par les fractions rationnelles
Vp: V;a’ V‘:’”', Vf;,
de la ligne horizontale de rang p du Tableau des fractions
approchées.

9. La fraction rationnelle

W S g Qe G G g™

R ua 2 i i

Vﬁ; 1 —B:yip{_'_Bz,p( gLk e I)iBszt-{_ +(— I)PBZPZ.P

est définie par cette condition: que les m 4~ p - 1 premiers termes de
son développement suivant les puissances entiéres et positives de la va-
riable z soient identiques aux m -~ p 4~ 1 premiers termes du dévelop-
pement en série

(S) So + S[( + SZZ_Z + oo + Sm+P(m+P + Sm+P+I{m+P+’ + P

de la fonction Z(3) qui correspond au Tableau des fractions —;’77 ;

Identifions les termes du produit

R B ot Sz 5 )

aux termes de U;". Il vient
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(1)
Gty e i ps

1,p “0?
G . _Sz—-B’”S Gk

..............................

Cﬁt,m = S 5N B:np m—1 + +(— I)PBmp m—p I
0= S B?:psm + + (_ I)PBMI’ m—p+1

0= S B:np m+-p—1 + + (— I>PBpp m

Je remarque qu’ici Pindice p est un entier positif déterminé au lieu que
Iindice m varie de zéro i Pinfini.

Or, M. HapamaRD *), 4 propos de recherches sur les séries, a montré
que, si les modules des pdles o , o, ..., «,, «, . de la fonction repré-

sentée par la série ZS " vérifient les mégalttes

(3) Idtxl é I“‘zl é lagl é Hite é la’pl < l“p—f-xl é lap—f-zl é *

les coefficients B}, tendent, quand m croit indéfiniment, vers des limites
B, , telles que Pon ait

i,p 2
Vf’zlimen:—_(I _L)(I _L) (1 _i),
M= “) “2 “P

chaque pole multiple devant étre compté pour autant de péles simples qu’il
entre d’unités dans son degré de multiplicité.
Au contraire, si

laxl é laz‘ é L é Iapl = |ap+1| é Iapﬁ—zl é SR )

il se peut que les quantités By, tendent vers des limites qui me soient plus
les fonctions symétriques des affixes des pdles o, a,, ..., o, et méme ne
tendent vers aucune limite.

Il est donc & prévoir que, si les inégalitds (3) somt vérifides, le cercle

*) J. HaDAMARD, La série de TAYLOR et son prolongement analytique, p. 41.
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(12)

de convergence de la série

, S i T
Sl ad el Ve e

a pour rayon |x . |.

10. En effet, posant

L =TV T =[5 e g e e
X[t B3 o o (— 1) By &)= (8, CE x -+ + Ch]
R Bk e v O DF B,
la série (§") prend la forme

" i ¢ ¥
o LAt

puis 4; se réduisant 4 un terme mondme *) et le terme en 7", seul
de son espéce, étant irréductible

A; Ll (__ I)p+l Cp B’.’-!(n+P.

nn " pp
Calculons
P —1
Cus Brs -
an i o " . ]
Ehmmant‘ By By p> e B}, entre les équations (2) et la dernitre
des équations (1), il vient
g
Sm == Cm,m Sm-—l SR m—p
Sm+x Sm m—p1 | = >
Sm+p Sm+p_x Sm i
d’ou
Sm Sm-—x m—p
Sm+x Sm Sm—p+x
b N Sm+p Sm-+-p—x CA Sm
mm
Sm Sm—x m—p+!
Sm+1 Sm m-—p-v-z
Sm—o-p—x Sm-t—p-—z il Sm
* 5 . UN UI\T - = .
) On sait que si Vo T sout deux réduites consécutives du tableau, la diffé-
N VN

rence Uy Pp — Up Vyy se réduit & un terme monéme.
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(13)
Quant & B}, le systéme (2) nous donne semblablement

e OREES. SN

m+1 m
Sm+2 Sm—H R Sm—p+;

o Sm+P S’”"‘P—I o e Sm+l
Bw==L T3 S e

m m—1

S 5 e s

m—+1

I
'k

e o s o s s e e e o e o o s e

S S Eu g

m—+p—1 mp—2

et on en conclut

558 Y T

n 7n—1I
Sn-H S- el Sn—p+1

R Sn+j) Sn+p—x o e e Sn
AP i i Sn—x Sn—-z THE® n—p

S s RIS

” n—I

s s o s @

%)
ve

e o s s o o e o o o

S Sty ey A

n+p—2
posant n — p = k, il s’agit donc de déterminer le rayon de convergence

de la série
Sk Sk+x iy Sk+?
Sk—o—x S

k+2 s Sk+p+x

o« o o

k=wi S’H‘P Sk+p+1 PO Sk_,_zp >< I 2p+k
S S S IO
k=q k k+1 Al k+p—1 p+k—1 " p+k
Sk+x Sk+z 25 B T Sk+p

e o 5 o o s o o & o o s o e

Sk+p—x Sk+p—z e Sk+2p—2
ou, plus simplement, le rayon de convergence de la série

Sl iiaigg A1

S 08 Fong

k+1 k+2
k= Sk+p Sk-’-l"” v Sk+2p 2p+k
2E ey S ol
=g i3 h+1 ki k+p—1
Sk_,.x Sh+2 SR Sk‘*‘P
Sk+p—l Sk"‘P'_’ Lot I Sk+2p—2
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; g : . o
puisqu’on a convenu de supprimer de la suite (") les fractions - ou

V' s’annulerait pour la valeur de z considérée.

M. HapaMARD *), recherchant un polynéme P(%) tel que le produit
d’une strie donnée f(z) par ce polynéme soit une série convergente
dans un cercle de rayon supérieur au cercle de convergence de ) a
rencontré, lui aussi, ces rapports de déterminants.

Ecrivant avec lui

Sm Sm+x % an+p
Bt e s, 15 e
Sm+ b Sm+ p+1 ity Sm+z P

nous aurons a chercher le rayon de convergence de la série

kzzwi Dk:P Z.ZP—H“

k=g D E,p—1

Or, on sait, d’aprés Cauchy, que ce rayon a pour expression

k k
lim D | £Dk’1’ ’! = lim ————leDk’P ‘ .
o s A

Mais si les inégalités (z) sont vérifiées, on sait aussi que

o = I
hni Vka,p' == 5

X w, - X %)

le rayon de convergence de la série (S') est donc bien (2, )

11. CONVERGENCE UNIFORME. — Si pour une valeur déterminée 2, de
la variable 7 les suites

e Uy
Vg 3 Vf 5 —pTg— 5 sy '_V'_i‘ 9 e
(ligne horizontale de rang p 4 1 du tableau)

*) Loc. cit., p. 40.
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Fio Tio T e e
(ligne horizontale de rang g 4 1 du tableau)

tendent Uune et I'autre vers des limites délerminées, ces limites sont identiques.

k

Il suffit de démontrer que si les fractions _V—;’i’ d’une part, VP“

d’au-

tre part, tendent vers des limites finies et détermmées quand l’mdlce k

croit indéfiniment, la différence de ces réduites tend vers zéro.
Sous ces conditions,

G R
A Rk e =

U:-—x U;—z U;—FI
A= ) e

tendra en effet vers zéro.

On a
k k +1
U},JrI u; U;H Ve — U"V{

V- Vf’ PEre:

k

5 mg +1
— VPVP-FI{(S Cl g - {k)[l-Bnﬂ‘f‘ ‘I"("‘I)FB:,P(P]

U,
4

e T e s R S SEE S R |

Cp k+1 e Z_’H—P_H
S (— I)P 2 ;p VPP-H
Sk . Sk—p ]‘ Sk+1 Sk+p—-
Sk+p S ! Sk+p+l S {’H—P-H
— (7 11>< k >< k+1 —
( ) k k—p+1 Sk k—p XV{ V{
Sk—rp- Sk Sk+p Sk
ou, posant £k — p - 1 = b,
ot Ut D
+1 2 1 b,p +p+1T
V£+I_V—{—+VPVP+X><D}JP_ X(kp .

Pour la valeur de z considérée, V¢, V?** tendent, comme les ré-
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duites, vers des limites déterminées. Il suffit donc de montrer que, pour

D,
cette valeur de 7, ——7z"#*" tend vers zéro lorsque % (ou k) croit
& ¢ b, p—1
indéfiniment.

Il en est bien ainsi, car la série

k=1 Dh,p——x

a pour rayon de convergence |« |, nombre supérieur 3 |z|, puisque,

k

pr1

par hypothese, la suite 71{1, de rayon de convergence |«,. |, converge au
k

point z,.
12. Si la suite

G U

(%)

(G) —I/?g', V—?’ *V—g',...,'i./‘;g,...,
qui n’est autre que la suite
S,, S,+8x S+Sx+85%,...,8+5x4 -+ JS8§%", ...

du développement en séries de puissances limitées de la fonction Z(%),
converge dans un cercle de rayon R, les suites

UO UI Uﬂ
(s") —I/—%, —V—‘—’,...,I—/;,...

convergeront dans le méme cercle et y représenteront la fonction Z (%)
tout comme la suite (c). Il se pourra méme, sous les conditions que
nous allons énoncer et qui sont les conséquences immédiates de ’analyse
précédente, que les suites (¢') convergent et représentent la fonction
Z(z) dans des cercles de rayon R, > R:

Etant donné une série de puissances entibres positives et croissantes,
représentant une fonction Z(3) dont les poles les plus rapprochés de Iorigine
sont intérieurs & un cercle (C) lui-méme intérieur aux pdles suivants, chaque
pole multiple étant compté pour autant de pdles simples qu’il existe d’u-
nités dans son degré de multiplicité, la fraction continue déduite de la
ligne horizontale de rang p du tableau de M. PADE représente la fonction
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Z(3) dans un cercle de rayon lo, |, ot o, est Paffixe du pole le plus
rapproché de Uorigine parmi tous ceux qui somt extérieurs au cercle.

Si tous les poles sont simples et de modules différents, la représentation
a liew dans des cercles d’autant plus grands que la ligne horizontale choisie
est plus éloignée dans le tablean. Sl y a des péles de méme module,
multiples ou non, il y a stationnement, en ce sens que plusieurs lignes
horizontales consécutives représentant la fonction ont le méme rayon de
convergence.

S’il y a enfin des points singuliers essentiels, le stationnement se pro-
longe indéfiniment ; aucune des fractions continues considérées ne représente
la fonction en dehors du cercle sur la circonférence duquel se trouve le point
singulier essentiel le plus rapproché de Iorigine.

13. Il se peut que la suite

8 S 5. e

diverge quelque petit que soit (3). Le point = o est alors un point singulier
de la fonction Z (7). Si ce point est pole simple et si « est Paffixe du point
singulier le plus rapproché de Vorigine, la suite des fractions constituant la
seconde ligne horizontale du tableau convergera dans le cercle de rayon o |,
car les dénominateurs de cette suite tendront vers z. Si le point 3 = o était
pole multiple d’ordre p, les suites de fractions constituant les lignes horizon-
tales de rang > p — 1 convergeraient seules dans le cercle de rayon |a].
Enfin, si le point était point singulier essentiel, aucune des suites de réduites
horizontales ne convergerait. Ces conclusions admises, on est ramené au cas
général.

M. 3
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CHAPITRE IL

Les réduites sont constituées par les fractions rationnelles

iR v G - 53
V’;, V;J V;,""V;n"’

de la colonne verticale de rang p 4 1 du tableau.

14. Je considére la fonction Z(z)

Z() = S°<I_%)(I—7§-)--
s sl

2 So
:So+SxK+SzZ +”. :I—f—t(“‘t(z*,"",

ou les zéros d’une part, les péles de I'autre, sont rangés par ordre de
modules croissants. Les coefficients ¢ sont déterminés en fonction des

coefficients S par I'équation identique :

(err Sl Sl F i g

qui donne

Sx + SotI =0
Sz + Sxix + Sotz = 0
(4) 53-!-52&'}-5.%—!-50%:—‘0

.......................

.......................

Si Pon pose, par ailleurs,
S
LoEhg T s
=So+5xz+52(2+"’+Sm(m+91m“+"‘ (m=1:2’3’

’ ’
les constantes #/, 1/, ..

+» 1, seront déterminées par le systéme
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S+ St =0
S S8 e S ¥ =
(5) 2+ 11+ 02 0

......................

et la comparaison avec le systtme (4) montre que la fraction de rang
m -+ 1 de la premiére colonne du tableau relatif 4 la fonction Z(3) a
pour expression

S
I+tlz-+tzz.2+ 2ok +tm(m.

La suite des fractions de la premiére colonne est donc

S S S,
B R e . L

15. I est clair que pour toute valeur de z de module inférieur 4
|«f, cette suite converge vers une valeur finie, déterminée et différente
de zéro, exception faite pour les péles situés i Dintérieur du cercle de
rayon |a|. Au contraire, cette suite tend constamment vers zéro quand
z est & Pextérieur du cercle de rayon [u].

On peut faire un raisonnement identique pour la colonne verticale
constituée par les réduites de rang p -+ 1, en se basant sur ce fait que
les zéros et les poles de la série

S+ Sx S5 A e
sont poles et zeéros de la série
1 t Bk
S BN e

En effet, si 'on pose d’une part

S,+Az+A4z+ - +4,12 ) S
6 = ! z — S =S o +p_| )b+
( ) 1-+u 24,z - _‘_un(” o+ K+ - Y ¢ + 76

(je dis « poser » pour indiquer que 4, 4,, ..., 4.,
déterminés par la condition que S, S, ..., Sﬁp soient les coefficients
des # - p premiers termes des développements de la fraction rationnelle)

et d’autre part

By «aaqy W, SOOF
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1+ +9C4 -0 o,
S -I-Bz-{—B &4 -+ B

=g F et gl R T

@)

on a 1dent1quement
Y= Bi:Ai"" =02 o5 n), (f =105 25 =50 D)
Ce lemme résulte de ce que

5
R L o +t,,+p7<”+”+et S i

=8+ 5t €t e F 5 T RETE S ey
ce qui permet d’écrire

Ve ol e g s o/ AOE e ol Y G o L A i ot Lo
ERRAT AT TN L ST A e T

Nous en concluons la proposition que voici :

La suite des réduites constituant la colonne de rang p -~ 1 du tablean
se comporte comme la suite des réduites formant la ligne horizontale de
rang p = 1, & cette différence prés qu’ici les cercles de convergence sont
les cercles passant par les zéros de la fonction représeniée par la série et
qu’en dehors de ces cercles la suite des réduites tend vers zéro, au lien de
tendre vers linfini.

En effet, on peut déterminer la réduite

S a4 T - L Ayt
Itu w4+ +ug’

en posant

B e o 2 S il ./ S
R T M ¥ B O S SR S M 2 =7 s a

ou

1+uz249.8+ - +ag
S At 47+ T T 4z
+P+x

e A

Cela ramene I'éude de la suite des réduites de la colonne verticale de rang
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p a Pétude de la suite des réduites de la ligne horizontale de rang p du
tablean correspondant & la série
) ti ek __I__ (<) ;
Z’B‘;(i = Zo L.
La suite des réduites d’une colonne verticale quelconque ne saurait prolonger

la fonction en dehors du cercle dont la circonférence passe par le point sin-
gulier essentiel le plus proche de Porigine, puisque si le point o est point

singulier essentiel pour la fonction Z () il Pest aussi pour la fonction Z;Z) .

Dans certains cas, il y aura évidemment lieu de préférer les suites de
réduites verticales aux suites de réduites horizontales. C’est ainsi que la
log (2 +2)
(1 —x)
donnera un développement convergent dans le cercle de rayon 2, tandis

que la premiére ligne horizontale donnerait un développement conver-
geant dans le cercle de rayon 1 seulement.

premi¢re colonne verticale du tableau relatif 4 la fonction
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DEUXIEME PARTIE.

LES FRACTIONS CONTINUES DE LA FORME .

CHAPITRE 1.

Forme générale des relations de récurrence existant entre les
termes de trois réduites consécutives d’une fraction con-
tinue de la deuxiéme classe. Extension aux fractions com-
plémentaires.

I. — Fractions de la deuxiéme classe ordinaire.

16. De telles suites de réduites sont de la forme (cf. le tableau
des fractions approchées)

Up Up—H Up+2
(I) e I 2 wee (P——o I, 2, 3 )
0 3 £ b 2 3 S 3“3 D3 se0)y
VP VPJH V!J+2
B e Do
(2) 7o yiT o itz ot (G=0,1, 2,3, ...)
o I 2

17. Nous allons considérer 3 réduites consécutives de la suite (1)

Up+n—x U £+n Up+n+ 1 Up-;—n-—x Up+n Up+n+x

n—I n+1 ou
n—1I > n b n+1 e > b ’
yp#—n—x Vp+n Vp+n—x l n—I Vn Vn+l

ce qui n’offre aucune ambiguit¢ si I'on se rappelle que les fractions ap-
partiennent 4 la diagonale au-dessus de la premiére diagonale et de rang
p, quelles sont consécutives et que les indices marquent les degrés en z
des polynémes U, 7.
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Si ces fractions représentent une fonction
2
ZR)=a,taz+a+ -,
on aura par définition

U 141 U +n 2142 204
P = = b 0,3 G A )

i N ol bl . S oiisle of T S A Lt it

d’ou

U V oy U I/”+I == Vn Vﬂ+l (P(P+2”+l + it .).

pn+1 n p+n

Or le premier membre de cette relation est un polynéme en z de
degré p 4 2m 4 1; donc le deuxiéme membre se réduit & son terme
de moindre degré en 7 et

(3) U V S Up+n yn+x =0 (n) Z.P+2"+I b

pFn+1" n

ol ¢ (n) est un polynéme en 7, qu'on obtiendrait en faisant 7 = 1.
Changeant # en n — 1,

Up+n Vn A Up—f—n— LTI G(M i I)KIH—Z”——
Eliminant 7z entre cette relation et la précédente, il vient
o‘(”)( 1’+n+l Vﬂ o UP ) it G(n)z- ( P+1‘l % o= V UP—*’-” I) = 0’
ou, quel que soit B,, fonction de » et de gz,
b, [G (7’1 g I) p+n+1 + B ;:+n + G(n)( p+n—1]
p+n[ (11'—1) n+1+B V. ‘l‘“(”)z n—l]:o‘

Si B, est déterminé par cette condition que
G(?’L B I) p+n+x 17+n + (H)Z_ p+n—1 T O’
on aura semblablement

s(n— 1)V, + BV, +s(m)z*V,_, =o.

Ainsi, il existe une méme relation de récurrence entre les numérateurs et les
dénominateurs de 3 fractions consécutives appartenant & une diagonale prin-
cipale située au-dessus de la premitre diagonale principale ou, ceci est un cas
particulier, appartenant & cette premiére diagonale principale méme.
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Cette proposition est un cas particulier d’une proposition que nous
avons rappelée au début.

18. Réciproquement, considérons six polynémes

U U U Vv

p+n+12 p+n? p+n—12 n+1 2 n n—I1

liés par des rélations de récurrence

p+n+1 +B p+n+ C U+n— 0,
vV, 4+ BV, +CV,

ou 4, B,, C, sont des polyndmes en z fonctions de 7. Sous quelles

Up+n+x Uj)+n Up+n—l
b b

Vﬂ—f—l Vﬂ Vn

sécutives d’une méme diagonale principale d’un—tableau de M. PapE?
Eliminons B, entre les relations précédentes, il vient

A (Up+n+1 ” n+x) = C ( p+n Up+n—l Vn);

changeant » en n — 1,

conditions les fractions seront-elles fractions con-

An-—x (Up+n Vn-—x = p+n—x V) e C (U +n—1 n—z T Up+n—2 Vn—l)
A( p+zV_U V)'_‘C( p+1 nz Up+nz n—x)
et, par multiplication,
Cn Cn—x 2 Cx
Up+n+t Vn o Up+n Vn—H == An An_x J A (UP+I Vo Up Vx)
Or, si
U 2o Up-H ;
;’ = VX ——a0+alz»+ e +ap+2{p+ +)\(P+3+ ...’
I P+X
U Ut
V" 7,—o—a +az+ - Fad et 4,
on aura
U +1 U +1
_;';I— o VO el PZP + Ty
d’ou

UP-H Vo e UPVI e (P(P_H + “')Von = “’(”)KP“,
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par raison d’homogéntité, d’ou

Lol e s B i
LRI ol AN ”—‘mw(ﬂ)K” .
Mais (3) cette expression doit étre de la forme o () 22*"*"; il vient

donc, en posant

G _ o(m) _ ¢,
Z=J)  om= "

n

]n]n—t S8 ]xze(n)zzn’
jn—rjn—z"' ]lze(n—-l)(”—2’
]" e(") 2 Cn

= bir—1- 4

et, de méme,
d’ou
Ainsi C, est de la forme
C,=0(mz 4,
et les rel tions de récurrence sont de la forme
Aﬂ Up+ﬂ+l —I_ Bﬂ UP+7L + H(n) zvz A” UP+7L—X = 0,
An Vn+x + Bn yn _l_ H(ﬂ) z.z An Vn-x = o.
Dailleurs, si 4, est de degré h en z, B, sera de degré h -+ 1, par
raison d’homogénéité. Méme dans les fractions du type (C) que nous

considérons plus spécialement, 4, et B, sont de degres respectifs o et I
en 7.

Enfin, il est évident qu'une relation de méme forme existe entre
les réduites de la suite (2), correspondant 4 une diagonale située au-des-
sous de la premiére diagonale principale.

II. — Fractions de deuxiéme classe complémentaires.

19. Le tableau complémentaire.
On peut construire un tableau analogue 4 celui de M. PapE en
partant du développement suivant la puissance décroissante de la variable:

b b
ey te s
Soit encore

Ly =a, 4w T a L -F e
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et

gpggzao‘f‘”;(‘i‘%(z‘l‘ + ap+qu+q+)\zp+q+x+ "
q

on aura

B oWy A 2U(R)
(2 + + (p—'-q + :(p+9+x + Z‘<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>