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PREMIERE THESE.

EXPOSITION

DE LA

METHODE DE RIEMANN

POUR LA

DETERMINATION DES SURFACES MINIMA DE CONTOUR DONNE.

Je me propose d’¢lucider, s’'il m’est possible, un Mémoire remar-
quable de Riemann, relatif aux surfaces minima. L’illustre auteur a
brievement indiqué la plupart des résultats qu’il a obtenus; jespere
les avoir établis d'une maniere satisfaisante.

Riemann se sert de variables imaginaires que 'on ramene immédia-
tement aux variables employées avant lui par M. O. Bonnet, dans plu-
sieurs Mémoires importants sur la théorie générale des surfaces. En
effet, le logarithme népérien de la variable u, choisie par Riemann, est
égaldy ~ay—1, et le logarithme de la variable conjuguce p’ est égal,
par suite, i y —ax ' — 1, @ et y étant les variables indépendantes adop-
tées par M. O. Bonnet. Je pense ne rien exagérer en affirmant que les
recherches savantes de M. O. Bonnet ont inspiré celles de Riemann.

PRINCIPES GENERAUX.
1. Considérons sur une surface donnée un point M ayant pour
coordonnées rectangulaires £, v, Z. Par Porigine des axes de coordon-

nées menons une parallele a une des deux direetions, bien déterminée,
|
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[4 NIEWENGLOWSKI.

de la normale en M & la surface, et soit m le point ol cette parallele
rencontre la sphere qui a pour centre 1'origine et dont le ravon est
égal 2 'unité de longueur. La position du point 7 est déterminée par
sa longitude 7 et sa colatitude . Les cosinus directeurs de la normale

sont

cosz=sinj cosv, cos3=sin%sing, cosy—=cosY,
et, par suite, I'équation différentielle de la surface est
) sin§ cosgdZ + sindsinody + cosfd% —o.
Si I'on pose, comme le fait M. O. Bonnet ('),
() = tangll, x =g,

on trouve facilement

. 1 . .
sing = —, €0sH = ilangiy,
\ cosiy '
{31 - puis
coSx " sinx isiniy
1 COSax = ——.—3 COS35=—= —sy COSYy = =9
cosiy cosiy cosiy

de sorte que I'équation différentielle de la surface devient
cosxdi + sinzdn + isiniyd; =o,
et I'équation du plan tangent i la surface au point M est

Ecosx + v sinx + Zisiniy = — 3,

z étant une fonction des deax variables indépendantes @« et y. Ainsi,

toute surface sera caractérisée par la forme de la fonction s.

Les coordonnées &, , ¢ du point de contact de la surface avec le plan
tangent correspondant & des valeurs données de a, y, z sont déter-

(1) Foir les Mémoires de M. O. Bonnet Sur lu théorie générale des surfaces ( Journal de
Liouville, t. V', 1850, 17 série; Journal de U Ecole Polytechnique, XLIV® Cahier).
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EXPOSITION DE LA METHODE DE RIEMANN, ETC. 5

minées par les équations suivantes :

| Ecosz +u sing == — z —ilangiy.q,
(4) ¢ sinx — n cosx = p,
r—_9
L= T3,
cosiy
, ds dz . "
; — et — suivant I'usage.
p et g représentant — ct - Suiy t 'usage

Soient P ct P’ les points oir 'axe OZ et son prolongement Q%' percent
la sphere de ravon unité; soit encore . la projection stéréographique
u i J 2] l
du point m, le point de vue étant placé en P, On a

angle £0uv =2, angleO"y =149 et Ou=tangl’ =e".

Sil’on regarde le point . comme représentant une quantité complexe
que I'on désigne par la méme lettre 12, on aura

| 5 p= er+ir,
Nous désignerons en outre par u’ la quantité conjuguée
(5" p == er—ix,

2. Supposons que on rapporte une surface au plan tangent en un
point, 'axe des ¢ étant la normale et ceux des £ et 4 les tangentes aux
lignes de courbure. L’équation de la surface sera

o= ri2 - fnt ...,

ps ¢, T, ... désignant les dérivées particlles de &.

A partir de Porigine des coordonnées, tracons sur la surface une
courbe quelconque. Soit « I'angle que sa projection sur le plan 0%y
fait avec OZ. Le point . décrit une courbe correspondante passant par
origine; langle 5 que fait & origine la tangente & cette courbe avee
’axe OZ est donné par la formule

tangB = lim tang .
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6 NIEWENGLOWSKI.
. q ;o
Mais tang,r_—;); donc on a, en général,

dg  dq dq

limg = lim d: d d

)

d /) d P ) v

+ -
d: 7 dy, d:
¢’est-a-dire

4
tang 3 = ;tang:c.

En tout point d’une surface développable on aura done £-=o0 ou
ff==90°, c’est-a-dire que la courbe décrite par le point v est tangente
en ce point & Pune des lignes de courbure; en tout point d’une surface
a courbure moyenne nulle on a

tang 3 -+ tangx = o.

Supposons que le développement de £ commence aux termes de
degré n en £ et en 4, et cherchons quelle est, dans ce cas, la limite du

: o 1.
rapport »

Désignons par g% et p™ les valeurs que prennent, & Uorigine, les
dérivées d'ovdre £ de p et g par rapport i £, regardé comme étant la
variable indépendante. On a symboliquement

. da dg dn\\ "t
(rn—1) — PR S —_ ! N
gn= (517 5))

dr dz )
. dp  dp dn\\ o
n—1) — A
P ((d i dg), ’

] h ] ! ol I3 . ,
un terme de la forme \<(/l> (i/’) <i> devant étre remplacé par

//Z k /1," N
A;h(//p,/\l/ ) s OU /l—L—A'j:”_[.

/—r r/'n

/ TN
dérivées partielles de £ d’ordre mf(nour an, qui sont toutes nulles &
Porigine; done, a une \aleux’ donnée de tang « correspond, dans le cas
considér¢, unce scule valeur de tang, mais & une valeur de tangf

En effet, les termes contenant —— - sont multipliés par les
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EXPOSITION DE Li METHODE DE RIEMANN, ETC. ”

correspondent n — 1 valeurs de tang«, fournies par I'équation

L5 il]_) N o g]]z N ’,,‘(]q . . (]q II—I-——
(6) tancﬁ((([i T lanb/.(h>> —QK’(—/—E 1—131]09((7; = 0.

Il résulte de ce qui précede que, si en un point M d’une surface, en
choisissant les axes convenablement, on a

;:Aiu%q Brn—ty o Ly o MZIntt oo

alors, cn prenant p pour variable indépendante, la projection d’un
point de la surface sur le plan tangent en M deéfinit une variable ima-
ginaire pour laquelle le point M est un point multiple d’ordre n —1.

3. Formules de transformation des coordonnées x, y, v.. — Soient M
un point pris sur la surface d'une sphere de ravon r, x ¢t 4 sa longi-
tude et sa colatitude, le plan £0% ¢tant le plan du méridien origine des
longitudes, comptées positivement dans le sens direel. Rapportons
maintenant fe point M & un autre pole P,, en conservant le méme méri-
dien origine ainsi que le sens des longitudes positives, de sorte que la
nouvelle fongitude soit P, M ==, ¢t la nouvelle colatitude P,OM—7,.
Soit encore 5, la colatitude de P,.

En posant, pour abréger,

tangdf-=m, tangif.=m,,

on trouve facilement
et — ng

lang iy efvs = — .
e I+ nmeltmg
Supposons maintenant que V'on fasse tourner OP, autour de OP d'un
angle ¢gal & a, et que le méridien origine des o, tourne d’un angle
égal & « autour de Ia nouvelle position de OP,, les rotations ayant lieu
dans le sens direct; on aura, cn vertu des raisonnements précédents,
S
tangi g, il - e e e
- L-comettng et
d’ou
mett — my, el

tangtfy etz Qo — 2
- v ettt npe e
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8 NIEWENGLOWSKI.

ou bien
o — U
uy=C '—'117
' Ly
ou
C = e—iit, ),
Si I'on prend & — — = — ay, on aura
C=— I,
et par suite
Uy ——
() =
o Uy
Cas particuliers. — Prenons u,=1, 2y=0, 2= —x; 0N aura
T — 1L
(5 gy o— .
Ve ST ey

'axe polaire est alors I'axe OZ.

. T 3=
Pour Po=1, Ly= ;7 a:'—‘2—7

{9/ =TT
I’axe polaire érant I'axe Ox.

4. L’axe O¢ ayant pris la position OP,, nous supposerons (u’on ait
fait tourner en méme temps le tricdre des axes : 1°d’un angle 4 au-
tour de OZ; 2° d’un angle §, autour de la seconde position de Oy, et
enfin 3° d’un angle « autour de la seconde position de 0Z. On trouve
alors, en désignant par £, 4,, &, les nouvelles coordonnées d’un
point M(%, 7, 2},

A

Z=Zicoshy

Zicoszsing, — nisina singy,

RS

=z Zysinfy cosay =+ Iy cosxcosl, cosay— sina sina,

— 71! sinx cos 9y cosxy—- cosx sina,

7= ¢y 8in%y sinze ~+ £y COsx 05Ty Sinxy —+— sina cosay)

— 71, 8N COSGy Sinay -~ COSaCOSTy ).
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EXPOSITION DE LA METHODE DE RIEMANN, ETC. 9

Nous poserons

D3

=+, ¢ =F—mul,

1

{ \
(10

( gi—=citnly, G=gi—ml.

En remplacant les cosinus et les sinus par des exponentielles, on
tire des formules précédentes

, ’ ’
T+ G~ G

- . SN | 7] . . .
Lecosasingy — — Lisinzsind,,
9

SN

(Ir1)

| ¥

€0sf, 5 et =7, sinfy + 1o, % (14 c0sf,) + 17, e % (1— cosl,’,

vel*1—cos9,) + 35, e 1+ cosby.

cosfyg'etts =%, sinly+ to
Remarquant que tang®L0,=u,u,, et résolvant par rapport a 7, et

'
G,, 0N a
71‘\1—%—‘IJ-:)"J.(,)E’\"“M = — >J0_—|~G——p0 .

G\ (14 poty) e i) = — oyl £+ ¢'— pil e,
d’ol1, reportant ces valeurs dans la formule (11), on obtient
C. 1+ uouo =¢(1— uouo -+ UO + poc’.

On a ainsi obtenu des formules qui permettent de passer des va-
riables 1, £, 5, 5" aux variables nouvelles y,, &, &,, ¢, et réciproque-
ment.

Lorsque o+ ,= —=, on a le Tableau suivant de formules :
Yo —
V" == - ¥ o IV’
L
(12) St poply) = E(1—pody) + o6 + pod’s
Gl oy = 2wl — o +pis,
\ G’I il & [J'O\U',o. = Uu‘* —a+ {“’L:f, G

Si entre la deuxieme et la troisieme formule on élimine ¢’, on trouve
(13) ol +%) =0+ a3
on trouve de méme la relation conjuguée
(13 ol +8)=0d+q,.

Ces préliminaires posés, nous allons passer & 'exposition de la mé-
. 9]
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10 NIEWENGLOWSKI.

thode de Riemann pour déterminer la surface minima de contour
donné.

5. Sil'on caleule I'aire déterminée par un contour tracé sur une sur-
face, on obtient Pexpression de cette aire par une intégrale double. Si
I'on supposc que le contour reste fixe et que la surface se déforme infi-
niment peu, en écrivant que la variation de Uintégrale est nulle, on
obtient des surfaces satisfaisant & cette condition que, en chacun de
leurs points, les rayons de courbure principaux sont égaux et de signes
contraires. Pour savoir 8’1l y a réellement un minimum, il resterait a
¢tudier fa variation scconde. Ainsi posé¢, le probleme est d'une tres
grande difliculté, et nous n’essayerons pas de I'aborder. Nous appelle-
rons surface minima toute surface i courbure movenne nulle.

Riemann donne la condition suivante pour que la premiere varia-
tion ¢S soit nulle :

d .. , d

i A < l . . gl AR
131 2SN COSY . -+= —— (SINUSIneG . == 0.
A +. d:'\ T ([.n\ T

Cette équation exprime que
— sinfsingd: = sinfd coscdy,
est une différentielle exacte, de sorte que 'on a

(15} — sin§singdf = sin§ coscdy, = dC.

v

La condition ¢S = o peut étre mise sous la forme

Lo d.sin% coso d.sinfsiny d.cnsf
A‘l‘)/‘ —————— e e~ —o

();' ' 1)/; ‘ Jdz -
¢’est-d-dire

o d.cosa  J.cos3  d.cosy
e S SR L

AR S0 J7, ' oz

— 0,

et siF(Z, 4,2 =oest 'équation de la surface, en posant

SR
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EXPOSITION DE LA METHODE DE RIEMANN, ETC. 11

on peut encore écrire la condition 0S = o de cetic maniere:
JF JF oF
.n 57 0 0.n—

() ' .nd—_f‘ ();
BN Jz

‘\vISV

- == 0.

6. Au lieu de rapporter la démonstration de Riemann, je vais prou.
ver que la condition précédente est identique a celle qu'a donnée
M. O. Bonnet dans son Mémoire eité plus haut. En posant, avec
M. O. Bonnet,

\ r--qilangiy + s = u,
"L[9v f § =,
'\ t = gilangiy =w,

la condition 6S = o est la suivante :

20" i == 0.

. I .. . .
Or, comme on a ¢ =ux, smé:COSl.]_s la condition (14) revient a

cos [ sinx
(1< x) (1(—~‘~-)
S \cosiy/) cosiy)

dz dn
Le premier membre développé devient

celle-ci:

) sine dx  isiniycosx dy  cosx dx  isiniysinz dy
2} —_ —_— R B —— f— == 1 N ~fl e

v cosiy oz cos*iy  di  cosiy dr

cosiy  dy
Mais, d’apres les formules (4 et (19],

coszd: = sinzdr, — —itangiy cdx + wdy

sinxd: —cosaxds — udx —+ edy.

En résolvant par rapport a dx et dv, on aura les valeurs des dérivées

dx dx dy d»

partielles == —= —=. - =, et, en les substituant dans 'expression 21,
di'dn’ di dy '

on trouve tres simplement pour résultat

COSTy Uw — v* °
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12 NIEWENGLOWSKI.

done on a

cosz sinz
fog) cosiy - cosiy ditangiy . uww
N 0z Jv 05 cosiy  uw — ¢}

La condition u—+w=—o0 entraine la condition {16) et réciproque-
ment, car on n’a pas cosiy == o ni wsy —¢* = o0, puisque cette derniere
condition n’est jamais remplie pour une surface. On ne peul pas non
plus supposer coszy{uw — ¢*) = 2 pour tous les points de la surface.

7. M. O.Bonnet a fait voir que le Z de toute surface minima satisfait
a I'équation différentielle

(23} - - -~ — 0.

On peut tirer tres simplement cctte conséquence de la condition
‘15, En effet,

sing sinod: — sinf cos o dy = d(;

done
) g . . N <
—— sinxdi — cosadr,, = dC,
cosiy : '
¢’est-a-dire que
wdzx — vdy
cosiy

doit étre une différentielle exacte. On doit done verifier Uidentité

v u

d— —  d-—-"
COoSiy _ COSiy
dz ~  ay

Mais u + w = o; donc cette équation équivaut i celle-ci :

¢ [t
d - v
cosiy | cosiy
- il § ]
dx dy
Or,
dz v dz w

e T tosy M vosiy
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EXPOSITION DE LA METHODE DE RIEMANN, ETC. 13

done on a bien

S

dwr dy*? e = O
De cette équation il résulte que
4] t=fla+iy) +filx— iy
ou encore

E=olp) +olp)
Ensuite
. dz , dt
C= cosz} (vdy — wdx) = ;dy — d—‘dx

=[flz+iy)+fille—iy)ldy —[if'(z+ iy} —ifilx—iy|ld=z
=i[file —iy)d(z—iy) —flz+iy)d{z+iy)],

et par suite
dCi:df" (lff
(25! Ci=flz+ iy — file —iy).

8. Usage des variables s, u. et de leurs conjuguées. — Nous allons
transformer 1’équation différentielle de la surface et la condition de
minimum, savoir

) sinf cosod: + sin§ singdy + cosfdf =o,
i sinf singd: — sinf cosodn 4 dC =o,

en y introduisant les variables ¢, +, 1, v
On peut mettre la premiere de ces deux équations successivement
sous les formes suivantes :

doe + ds’ . ds—ds  1—tang*if .
€OSQ ———— - 8iNg — : { = o,
T 2 21 alangLd
ou bien
1— tang®$§

do{cosg — ising) -+ do’(cosg + ising) + df==o,

tang+h

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



I 4 NIEWENGLOWSKI.

ou, a cause de la relation pp'=tang?40,

»p.dc:' ‘u.da-' +1——uu e =,
langst  tangs0 tang 6

c¢’est-a-dire
(26) (1 —pu')dZ + p'de + pds'=o.
En transformant de méme la condition de minimum, on obtient

. do+dd do — do’ dC
sing -———— — coso - + — =—o,
2 : 21 sin g

ou
21dC

— do(cosg — ising)+ de'(coso + ising) + ——F—— =
» ' 2 sing 6 cos46

c’est-a-dire

vds . pds’ dCi e
" langif ' tangif | tangLfcostif O’
ou enfin
(27) pde'— p'de + (1+ pp')dCi = o.

Si maintenant I’on pose

) (= Z+ 17, Ci= 7Z-7,
d¢ =dZ + dZ', dCi—=d71 — dZ,

on tire des équations (26) et (27), par voie d’addition et de soustrac-
tion,

(29) do — ‘U.dZ—FL,dZ':O,
P
(29) ds' + —; dZ — p'dZ' = o.

9. Les formules precedentes vont nous conduire a2 une conséquence
importante.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



EXPOSITION DE LA METHODE DE RIEMANN, ETC. 15

Prenons Z et Z’ comme variables indépendantes; on a

3o ds = pdf— S dz,
U,

30 do'—=— Ld7 + v'dl!,

d’ou
dz Az I
——- u. — f— -
dt. dZ !
ds" 1 ds ,
/A A

On tire d’abord de ces équations

ds  dz d7. d7.

do " d ds Y aw

formule qui nous sera utile plus tard.

Ensuite,
du. 1 du’
A 2 d
1odu dw
p2 d2 T dL
, . T
Le déterminant P ‘est pas nul, car on aurait tang*Lij=—1,

et § serait une constante; donce

.

dv. _ odue
a7 =% g T

donc 1. est une fonction de Z et »' une fonction de Z'; réciproquement,
Z est une fonction de 1 et Z° une fonction de u’. Ce résultat est con-
forme & celui que nous avions déja donné.

Par cons¢quent, on a

31 fJ dz, — f(ll,
311 = [(]{ -+ fu.'(/l'.
|7

(% v (%

Si Pon connait les relations qui lient . et Z d’une part, u’ et Z’ de
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16 NIEWENGLOWSKI.

autre, on aura s et ¢’ en fonction de £ et C. En éliminant Ci, on ob-
tiendra I'équation de la surface. D’ailleurs, quand on aura formé la
premiere équation, on aura la seconde en changeantzen —1.

On peut remarquer que si Pon se donne arbitrairement une fonction
de Z et une fonction de Z', et qu'on effectue les intégrations indiquées,
on obtiendra une surface minima. En effet, on déduit des équations (31)
et {31) les équations différentielles (30 et (30}, quisont équivalentes
a (29) et (29}, et, en remontant, on arrive aux deux équations (15) et
(1), dont I'une est I'équation différentielle de la surface et Pautre la
condition de minimum. Pour que la surface soit réelle, il suffit que les
fonctions u. et »’ solent imaginaires conjuguées.

10. Nous pouvons, a I'aide des formules précédentes, trouver une
infinité de surfaces minima. Voici deux exemples simples.

1° Posons
w=cotZ, u' =cotl;

on a
5= fcotZdZ — flangZ'dZ’,

ou
s =logsinZ + log cosZ'—logH,

H étant une constante arbitraire; ou bien

sinZ cosZ'= He";

on aura aussi
sinZ'cosZ = H'e”'.

Par suite,
sinZ 4+ sinCi = 2He7,

sinZ —sinCi =2H'e?,
et, par conséquent,
sinf —e? Heni+ He i,
ce que I’on peut écrire ainsi :
sin{ =Pesin v -+ o
ou, par un déplacement d’axes,

sin¢ = Pelsiny;
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EXPOSITION DE LA METHODE DE RIEMANN, ETC. 17
enfin, en remplacant £ par 2 —logP,

. sini

T osiny

Cette surface a é(é trouvée pour la premicre fois par Scherk (Journal
de Crelle, t. 13).

Le plan Z=o0 coupe la surface suivant une infinité¢ de droites don-
nées par les équations

N

L7 = ok
ou
Lt+n=lok+1)m.

Ces droites forment un résean de carrés dont les diagonales sont
¢gales & 27, Si un point de la surface a pour coordonndes Z, 4, g, le
point (2, 7+ 2k=, Z—+ 2/z) appartiendra ausst a la méme surface, de
sorte que cette derniere est composée d'une infinité de nappes iden-
tiques se projetant sur un réscau de carrés. On voit encore que le point
[&, n-++{—1"m, L+ —1 "=, est aussi sur la surface. Enfin, si un

4
point de la surface a pour coordonnées Z=a, v ="0,{=¢, le point
(¢=—a, n=c, {=0) appartiendra encore a la meme surface. Si Uon

considere e carré ayant pour sommets les milieux des cotés d’un carré du
réseau, aucun point de la surface n’est projeté a lintérieur de ce carré.
2° Eremple. — Silon pose

= m-=nt, u'=m—ni,

on trouve, en suivant la méme marche,

ami -+ any— mPanpt— i =,
¢’est-a-dire un plan.

11. Nous avons pos¢ I=Z-7', Z et 7’ ¢tant imaginaires conju-
gucs, et nous avons vu que Z est une fonction de poet Z une fonction
de p'5 cela revient i dire que 'on a

Z=Hx—1y}, =L la+1iy),
et par suite ‘ ) .
E=fle—iy)+ filz +iy).
1l est facile de voir que Z et 7 sont des fonetions de méme forme.
Y. 3
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18 NTEWENGLOWSKI.

En effet, en faisant tourner les axes de coordonnées de maniere que
0% prenne la position de OZ, nous avons vu que p., est une fonction
z

de p. et p, une fonction de p; or, en appliquant a £ les raisonnements
relatifs a £, on voit que

5_?::;;.1\. : ’;qu.’.\‘
¢’est-a-dire
:__—_‘A v+ byl
ou bien encore
E=y(x—1iy) —-/l‘T“‘I}\

et il en est de méme de 4. En outre,

il )= §‘J|'/{J_‘\ = (l:\l',

5\l T '\¢

dA étant une différentielle analogue a dC.

Nousverrons plus loin que, ayant pris pour la valeur de  des fonctions
arbitraires de -+ 7y et de & —1iy, on en déduit Z et 4 par des quadra-
tures. Mais si le contour n’est pas déterminé d’avance, et que I'on se
propose seulement de trouver des formules donnant une infinité de sur-
faces minima et _pouvant d’ailleurs les donner toutes, les formules (31)
et (31), n’exigeant que deux quadratures, seront en général les plus
commodes a employer.

12. Changement de variables. — Nous avons trouvé la formule de
transformation

o — V.
’J|: =
' I-’——‘!}_‘U'“
On en déduit
(39) 12 - ’I = Mo .",-'-I:\ .
o dp. i p
De la formule (13)
o —‘-1\,1‘7—'—51,
en se rappelant que
dz d¢
L
dy. du’
on tire, par différentiation,
({’: d:| d[lq) ([: L (]:/4 ([U,g
_——t — — | === Uy — —
¢ d‘u.ﬁ duy dp. f du. !'([uq dp.’
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EXPOSITION BE LA METHODE DE BIEMANN, ETC. 14

dug dZy dz

du duy — du

En multipliant membre & membre les équations (32) et (33, il vient
(([g}.. )2 dz, uy dZ

du.
R

dui ~ o du”
ce qui donne
duy dZy o dur X

03 . T [ da
L B

ou bien

(/:1 (/:
divgu,

34, (dlogy, *

par conséquent, I'expression
. dz

dlogy ? ——=—
ST dlogw

reste invariable quand on fait tourner les axes et méme quand on les
déplace d’'une manicre quelconque.

On est ainsi conduit & une nouvelle variable auxiliaive U ainsi défi-
nie,

- —

Lo

I /’ R [lOf.f’«
v .J V ttlug‘u( 8%

qui est indépendante de la direction des axes. On considérera en méme
temps la variable conjuguée

I‘(l‘:

= ,x.:—(llog’r.'.
¢ J \/ dlogu! &

On doit remarquer que la formule
) o dU 2
dz - [K lf) dlogu
diogu :
peut s’écrive
) dU 2
df—. ( ) dlog u.

dlogu
o
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20 NIEWENGLOWSKI.

13. Interprétation geomctrique. — On a posé

o= e bo el P U — I') O — X 1.)';
d’olt
log - iy, dlogu ddyy
et
. o dZ
U= Ij \/——(/}1
dy 1
Ensuite,
ks d” L d7
logy 2 —~"—  — Yyt =1 - = dy3
SR dlogu Yidy dyy !
De méme,
dz . dZ
(dlogu 2 7 - = — 1= da?i.
) o dlog ! dx, '

Si Pon pose
::jll ‘;"/,| )'1‘-
il résulte de ce qui précede que
Jloxcdxy e oy dyy

sont invariables quand on transforme les coordonnées en les laissant
rectangulaires. Il est facile d’en trouver la raison.

Posons
.\1_—.\/71_(/1 x»—\/m dy,
i

drey=dr = idy, dyi de —idy

Des formules

on conclut

o’ 1oz [ 7
dr, 2 dv > Z/..)',
dZ2 v dr 1 dr
dy, T2 dx 2 j}—"
done
T Ty
.\s,\ = - — = —- == (il . o
2 (\(/.l‘ (/L;' \([.L (/.} )
L ra—— 1 S
ooy et dat e )t ——dat 4 d)?
2 ' < cosuy
ou
£
- 1wy~
MN=2 g
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EXDPOSITION DE LA METHODE DE RIEMANN, ETC. 21

R désignant la valeur absolue de chacun des rayons de courbure prin-
cipaux de la surface au point considéré.
On a ensuite
/dz L dz

w_ Vi@

ou
Vo—iw dr,

s =

Vo4 a4

Supposons que l'on se déplace sur une ligne asymptotique, et em-
ployous la caractéristique 05 on aura

v Ggxt—ay
[w 2l6z o)
J'ol
T o
\/v—:—u_v ox,
done
da,
v
N\ cx, v
o

V désignant Uangle que fait le chemin correspondant & dy et dx avec
la ligne asymptotique considérée.
On a done
ds . ds
M= - e, N_. ——e " -en valeur absolue).
\‘.2“ \ 2R
Done M et N sont indépendantes des axes de coordonnées.
On tire des formales précédentes

, . s? T
M2+ N2 m cos2 V.

On sait que U'¢quation différentielle des lignes de courbure d’une

(1) Puirle Mémoire de M. O. Bonnet.
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22 NIEWENGLOWSKI.

surface minima est
Sixvdai—fiiyodyi=o,
¢ est-a-dire

done V == 45°, résultat bien connu.

14. Calcul dez, r, 2. — Nous avons trouvé

¢l nous avons posé

[ dU N\ 0l Cdu L idz
(dlogy.) T dlogy (\(lloglu.’ 7 dioge”’
d’olt
(U Yedlogu (AU dlozy:
du dlogun) du " dv Wv\tllog_u.’) dp'

el par suite

. ‘ZU_‘ oo i AN om
(35) = f (“0”9 dlogu - I‘,/ ((UO{;[L//) dlozu!.

Il est facile de conclure de cette formule expression de & et de 4.
En effet, pour avoir £, on choisit sur la sphere un ravon OP et un mé-
ridien origine passant par OP, le sens des longitudes ¢tant le sens
direct relativement 2 OP; la distance d’un point M de la surface au plan
diamétral qui a pour axe OP est précisément égale a 2, la direction OP
¢tant celle des € positifs.

Pour avoir &, il suffit de considérer de méme le rayon OP, percant
la sphere au point Py, pour lequel u.==1, et de choisir une nouvelle
variable p.,, définie, comme on I'a vu, par I'équation

I—
gy== - —
’ 1+ u’

2 ¢tant la distance du point M au plan diamctral conjugué a OP,, on
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- Ay )3 . dU, \2 ,
L lu{'(\m'/ (llODAJq t lf(:/l@i) d lOo[J.|.

Mais on a

aura

20
dlogp, = pE

dlogu:
; A

ensuite, comme U,=1U,

/ ([Uq )2 t dU > ' T
((l lOgl’J,L d ]OD‘J‘ T <([ log"‘]_ (.-J‘ — U) d IODAU,

et pareillement pour I'expression conjugucde.
Done

361 r= L (Y VL S dogs - b [L_ N\ dloaw
(36) r= ?f((uog_u,) (,. ;;,) dlog - ;. (,/103;1/) QJ. B dlogy.

Pour avoir 4, on considérera de méme une nouvelle variable p.,, dont
le pole origine corresponde i p =1, et qui, par suite, soit donnce par

12

la formule

[ — u
Un= ———.—>
1— i
on aura
I,
dogus— — dlogu,
PE
puis
[ dU N2 1/ dU \*/ \
—_— (“0{:1},3:~ - — ('J,—(——>([]O"'J,
dlogu., : 2 \dlogu/ \ Py

et, par conséquent,

o 1 dU \z/ ¥ CdU N2 ,
(‘54 /‘**;‘f<m> <J —- ;) ([lO po—= :f(m> (\IJ. ~.~!7>(/|Og‘u .

On peut donner i ces équations d’autres formes.
Posons

. dU N2 .
—1 (— \ dlogy = F v du.
,(/l()g.'}' ; ‘ ' ¢

L dUm , ,
(—[l——,> d lOg u’ F| D) N
oS ' ' '
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24 NIEWENGLOWSKI.

alors on aura

”
= fF{y.\‘u'y.—%« /F,'{J"‘;r/y.’,

y
= 1 =i 1 1 o / I
e = - [‘I‘\U,j(@———)[[h‘f“ [Fﬁu.’)({].'——*—,)'f]u,,
cl i / i !l i ..), AR} i L',, i

. v i

1 E et aid e 1 :
-4:—— FJ\ .-%—— ¢‘/!J.+-~/l‘.u, v+ — ) dy!,

iz ' 2 > : 1z

et, par suite,
7——f[‘:u vdu. — ]‘ Filp')—=dy'.
) b il

v

En tenant compte des formules
dU dU’ /"dz
(llOUU \/1/) . (llu”u o \/(/1'4 ’

on lrouve, par une substitution facile,

. 1 e T i . 1 \ - -
e ;ff”\]’./‘:e’)-—e".‘x (/j‘.+;ff’ x,) le-ivn — elv ) day,

— : i
(38) i ., - T Er
\ } B fffw}"\{e")l_l‘_e_l'h ‘[J'(—i—; ff 1‘. e ix, elr,) (]Ih
‘I
g =fla) +filr).

Ces dernieres formules nous semblent compléter la solution de
M. O. Bonnet pour trouver autant que l'on veut de surfaces minima
A contour indéterminé. Il est bon de les démontrer directement, sans
passer par les fonctions U et U".

Il
|
|

15. Nous avons vu que les fonctions dx,vf'(x,) et dy,yf(y,)
restent invariables quand on remplace le systeme de coordonnées em-
ployé par un autre également trirectangulaire. L’expression de & peut
se mettre sous la forme

ff\r. dzx, /‘.f;":rﬁ\'d.}'f.
dx, J (/J',

D’apres toutes les explications qui précedent, on a done

.f:(_x_"/i/;% fl\y|/(l]|
dz’, ([] )
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EXPOSITION DE LA METHODE DE RIEMANN, ETC. 25
o &' et ¥; sont définis par les équations
wycee A =0, mat -y

>

Mais I'équation

équivaut a celle-ci

qui donne, par la différentiation,

, 2y
b= o
On trouve de méme
, 2dx
dal, = — — T
elt — =i,

et Pon en déduit Pexpression de Z déja trouvée. On procéderait de
méme a I'é¢gard de 7.

16. On peut donner encore, pour I'une queleonque des coordonnées,
une autre formule. On a en effet, & cause des valeurs de M et N rou-
vées plus haut,

1 ['e'—‘"\ ds / v eV s Js Uy ds R ds s
= - | - R - ——— —ds == | —= - e - .
o) R dxy @ 2] R dyy 2k dz, dy

Si 'on revient aux variables &, y, les relations

BN

s tods 0 ds
B
dxy, 2 dxr  2dr
ds vods s

(/;T T Sde 2 dy

donnent, par un caleul facile,

v

/ s s
J l, \CO:“\ — —-sin2V —)(/s
dx :

z 0

—
=

(SR

i

¢ désigne la distance du point M & un plan quelevnque, pourvu que
Y. : 4
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26 NIEWENGLOWSKI.
les variables x, y soient rapportées a un axe perpendiculaire a ce
plan.

Sil’on passe d’un point M pour lequel z =x,, ¥ =y, a un point M’
pour lequel x=x,, y=y,, l'intégrale

fl cos2V »{lf— -+ sin2V —({i ds,
J R dx dy

prise entre les limites correspondant a x,, ¥, et x,, y,, aura toujours
la méme valeur, quel que soit le chemin suivi sur la surface pour pas-
ser de M & M’, et cette valeur est égale a la différence des distances de
ces deux points & un plan perpendiculaire a la droite qui sert a déter-
miner les colatitudes.

17. Exemple. — Prenons
Z=a—bi)x,+ $la--bi)yy;
on aura, d’apres les formules (38,

£ =bcoszcosiy + asinzisiniy,
7 = b sinz cosiy + acosxisiniy,

'C —ax -+ I)v)f‘.

Cas particuliers. — 1° Supposons a = o. Les formules précédentes de-
viennent
= bcosxcosiy,
v, == b sinz cosiy,

E=by,

£N B
S\ 2

/8 —2
b P
. e’ e
2 2= b2 cosP iy ==02 ( ————) .

3 2

el

Cette équation représente une surface de révolution ayant pour mé-
ridienne une chainette dont I'équation est la suivante :

/(_e ),

2
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2° Supposons b= o; on obtient alors

E — asinzisiniy,

n —acosxisiniy,
: —ax,
et, par suite.

.
——atany
Sua

ANAYS

équation d’une surface hélicoide a plan diveeteur

18. Etude d’une surface minima autour d’un de ses points. — Prenons
pour origine des coordonnées un point d’une surface minima, l'axe
des Z étant la normale & la surface, et les axes 0%, O« tangents aux
lignes de courbure passant par le point considéré. On aura alors, en

gindéral,

Zz=p 7

— o — a':j:s . [,_f:'l-,‘ .

mais, en certaing points, les rayons de courbure principaux seront
infinis, ¢t ic développement de 2 commencera aux termes de degré
n 2. Dapres ce quioa été dit an § 2, quand e point » déerit une
courbe partant de Porigine, le point 7 dierit un arc appartenant i une
courbe qui possede & Uorigine un point multiple d’ordre n— 1. A cha-
cune de ces branches correspond une valeur de £ qui varie d'une ma-
nitre continue. I en est de méme pour Z et Z'. Nous poserons

Zo=avs b .,

L=duv"—bur—. . .

les exposants positifs «, 3, ... étant entiers ou fractionnaires et rangés
par ordre de grandeur croissante.

La formule
7 == [J(/L — {‘—[—, dZ’
o o "J,

donne immédiatement

. '
: ! fa— l) g Ta--1
7 e I A AL

o1 | % — 1 D — 1

[
_
N

az b

— i

=

On ne pentavoir « =1, car 5 contiendrait le terme —-a'logp’=a’'(ix--y),
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28 NIEWENGLOWSKI.

et, en augmentant largument x de 27, ¢ augmenterait de 24’1, ce qui
est contraire & la continuité de la surface. De plus, si p.=o0, on a { = o;
par conséquem, « ne peut étre nul, car on devrait avoir ¢ +a' = o, et
par suite a=c¢, a'==0. On a donc

g = "}.'““' A+,

A étant une constante et « ayant pour limite zéro.
Supposons ¢ = 2; alors

/ . \
O 5= [J"‘,\A +aj.

On voit aisément que la constante A doit étre réelle; il vésulte de
I’équation précédente que les tangentes aux courbes décrites par les
points p. et ¢ sont, a l'origine, également inclinées sur les lignes de
courbure. Dans ce cas, le développement de & commence au second
degré (§ 2).

D’une maniere générale, on a

1

' =1ec*—1{B4+ 8.

Or, si argument de 5 a a I'origine une limite donnée, cclui de !’ tend

. T .
vers une valeur unique (§2); done ~—— est un nombre entier. Posons
1 . . n
—— =n—1, ¢est-a-dirc o = ——; alors
o —1 ==
1
g=p" A+ a),

et, par suite, la courbe (¢) 2 & Porigine un point multiple d’ordre n — 1.
Le développement de & commence alors aux termes de degré n.

rn—1

Si I'on pose p'=pw,"", 6=A', on a

1

= ; okn .. ok=
2 = u, | Cos -+ 1S8in
n—i n—i1

N 2km .. ookw\, \
L= cos +1sin )\A+x.
n—i n=1 !
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Si donc 'argument de v est égal 2 6, & 'origine, celui de 5 sera

ouk=o0,1,2,....{n— 2.
On a ensuite

la fonction 7 étant nulle & Porigine.

19. Cela posé, la formule

dX ¥ T
- — 1L —
Y 2 2,
donne
dX (1 1\ d7,
du 3“ 2_,'1.) (/_u.'
Or

n

’[_Z___' n Un—l‘I (‘_‘_ ,// .
—_ = ;
du. n-—ri'

. dX . e o
donc, dans Pexpression de o le terme de degré inférieur en v con-

n 2--n

2 i
tiendra p*~* =p""'en facteur. On a done

A
du :

¢

et, par suite,
1
X = =T 1+ ¢
ou
p.=X"1/K -+
On peut donc écrire

(39} loge= n—1'logX -+ f.c,

la notation f.c désignant une fonction continue dans les environs du
point considéré.
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On a encore, en vertu de ce qui précede,

(‘[[_{ = X0 L0,

A étant nul a 'origine.

20. Il s’agit maintenant d’examiner la fonction U.

On a
(lj\l”_ dC \2/dlogu\®
dX/ 7 \dlogu X
Or
dN /( dU 2/ _l)
dlogu T 2 \d log"/./) ('j' w)’
par suite,
(’(/[f\ z T 7//.'/.
»(IX/) 1—u2 dX’
¢’ est-a-dive
dUn 2 27 . .
(ﬁ) R b
&ou lon déduit
JdU n j
fo; lobﬁi:(\)——r>lon\ -foe

SURFACES MINIMA CONTENANT DES DROITES.

21. Considérons d’abord le cas out, par un point M pris sur une
surface minima, passe unc droite AB contenue dans la surface, et une
seule. '

St 'on pose

. 1 . . . i . .
t=slery—iz —gr—iz]a sy rin —oy iz,

et que on prenne le point M pour origine, la droite AB pour axe des 7,

il faudra que pour & =o on 2it L=o, quelle que soit la valeur de y.

Or la substitution x =o réduit le second membre de 'équation préce-

dente a ¢(y); ona done 5{y) =0 quel que soity; par suite,

vz

A
wly+iz - —oi{;

i
2

£ =
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on a done

|~

l
. s o
L=-o(y—+izx), 2 =—

. oy —iz),

et Pon voit bien qu’il n’y a aucune nouvelle condition & imposer i la
fonction Z; donc tous les raisonnements du paragraphe précédent sub-
sistent, et 'on a, d’'une maniere générale,

\

dU n , ) .

(40) logﬁw <T —1> logX + f.¢c (X=o).
22. Surface minima contenant deux droites non situées dans un méme
plan. — Prenons I'une de ces droites pour axe des », I'axe des & étant
la perpendiculaire commune aux deux droites. Désignons par A leur

plus courte distance et par «z leur angle, de sorte que les équations
de ces droites soient respectivement

E=0;, t=0; n=—=~Ecolar, L=k

Nous exprimerons, comme précédemment, que la droite Oy est sur la
surface, en posant

§ l sy / .

t= oy +iz) =y —iz)

Posons
ai(r)=my +o:(y);

Uéquation précédente devient
{ . . -
E==[2mix + oa(y+izx) — oa> -1z}
St

Pour « = =, on doit avoir £ = A; done

[¢2(y + ami) — ga(p — ami}].

N~
-O
1w

A+mar=

Si on fait
A+ man=H,

on aura

N

2(y +ani) = 0s(y — arni) — 2Hi,

i

d’ol I'on tire

Q2 (y 4+ 2ami) = 0a(y) — 2HL.

/
\v
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Posons maintenant

L i ,
Or y = — sy
72} oy 7330,
on aura, en remplacant y par y - 2071,
: H . .
Y2y 2anl = — — 4oy y— 22ani — 2Hy,
pon

et, pour remplir la condition trouvée, il suffit de faire

\

i yoanl =0y )

done il faut et il suffit que ¢,”y; soit une fonction périodique ayant
pour période 24xt.

A . .
— el o,(y4-1xz), ¢,(y—ix) par leurs

RN

En remplacant m par

i

valeurs, on obtient

Iy

] 2A . . ‘ N
=—|— lx—ovy ¥z, —gg y—1x)],
2 :

v, étant une fonction périodique dont la période est 2armi. Or on
connait la formule générale d’ane pareille fonction, et 'on a

n-= -+ £ "y

1 2

EEAVAV Un€ "
s
N —x

el, par suite,

==

' : 2 nx ., nx
Ca )L T Y ue (cos—».‘»zsm—— )
24 %
— : .
e My
: o nx .. nx’
Uy p—ix = e kcos— -—lSlll~—~—),
z o2
=
.
et 'on a enfin
"G o
{=—x— A} Uye® sin—.
an Led o
nN=—=um,

Il restera & déterminer les constantes de maniere que I'axe des ¢ soit
bien la perpendiculaire commune aux deux droites.
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Sila droite située dans le plan £0+ n’est pas confondue avec 'axe O+,
mais fait avec cet axe un angle égal a £, il suffira de remplacer, dans
la formule précédente, « par x + fr, de sorte que

ny /

A - . nlzx - 57
{=—'x+ 5= ~Zu,,e“ sin =2 2,

o 4

23. Expression de § en fonction de v. et n/. — Nous avons trouvé (en
supposant f=o0)

cela revient & éerire

\ , Al u "
(42 L=———logu + logu -+ zvu,,( " — u.’”‘).
R At ‘
Nous avons done
n—--x
B Al =
7—=— —logu+1i E i, u”.
207 '

L’expression de £ n’est continue pour si le signe =
ne comprend que des valeurs positives de n; nom donnerons donc an
toutes les valeurs entieres depuis n = o jusqu’a n infini.

Alnsi, nous écrivons

N Hno n
[ . Al . =
L =— —logu +1 TPTTAN
2.2 ' nmd
/oy ;] n=0
(43
n—4-x n

. Al .. -
' /f:—v-—lOgU. —+ 1 E Uy u'*
207 ' ‘

n=u

On a ensuite

n=—=

dU \2 . dZ A n_ =z
=1 =—— —uput,
dlogu dlogu  2axm o
n=20

A ,
Le terme constant du second membre est z—a_; on a, par conscquent,

, aw__
(41) diogs ~ V om pour u =o.
N.

623
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Remarque. — Si, dans les formules précédentes, on suppose « =1,
on aura exprim¢é que la surface renferme deux droites paralleles & dis-
tance A.

Supposons maintenant que les deux droites se coupent a l'ori-
gine et fassent entre clles un angle ¢gal & «7; ¢n prenant pour axe des{
la perpendiculaire menée & leur plan par lear point d’intersection, les
caleuls précédents subsistent; il suflit sculement &'y faire A == o, et 'on a

"

Z=2u,",

On a ensuite

ou simplement
IrT 1
dU T
dlogw.

H étant une constante et = une quantit¢ qui s’annule avec p..
Plus généralement, il peut arriver que le développement de Z com-

m

mence au terme contenant p.*. Alors

e =1

7= S U U ot Uy o S

et
dU o\ 2 i ﬂ mt
(dlo"u ) =3 [mum U m  Upeg * ]
o7/
ou
- dU =
(45 =t e

dlogu B

25. Remarque. — Sil'on place dans un systeme de coordonnées'axe
des &, sur une droite du contour, ’axe des 2, d’un sccond systéme sur Ja
droite suivante, etc., sur la premiere droite loguw.,, sur la seconde log .
seront imaginaires cn général, car logu =

y -+ tx; il en résulte que les
” v

dz, dz, , . .
Tiogn et i s s seront réelles, puisque d logp, = idx,, y,

quantités ¢
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étant invariable, et, par conséquent, on a

dz, dz,
5 = ———
dloguy — dx,

Or, si 'on fait un changement de coordonnées, on a vu que l'expres-

1z,
sion ¢ “( est invariable : done elle restera réelle; mais la différen-
tielle clU,

dZ,

T—- *i:z o1 - = T
dU = \/ ldlogy.. dloguy = \/(/1 idey,

pourra étre réelle ou imaginaire sur les droites du contour; quant au
carré de dU, il est réel sur tout le contour.

26. Une surface minima est déterminée quand on a exprimé U en
fonetion de p., car alors on aura X, Y, Z par des quadratures, et X',
Y, Z' s’cn déduisent immcdiatement en changeant ¢ en — 7. Riemann
emploie, pour trouver U en fonction de u, une nouvelle variable indé-
pendante ¢, de sorte que l'on puisse poser U==/"¢}, et, ensuile, il
cherche a exprimer g en fonction de 2. La variable ¢ est assujettie 3 la
condition (ue son argument reste compris entre o et 7.

Nous supposons que le contour donné se compose de lignes droites;
ces droites sont représentées sur la sphere par des ares de grand
cercle; on admet en outre qu’on pas<e d’un are & un autre directement,
¢’est-d-dire par un de leurs points d'intersection; ulors on a en général
un polygone sphérique fermé. On s'arrange de maniere que ¢ prenne
des valeurs réelles pour tous les points da contour donnd, ct, de plus,
(ue ¢ soit infini en un point déterminé de ce contour, pour lequel U
a une valeur tinie. On peut évidemment poser, i cet effet,

t= 7 —J-¢ pour U=«
On peut déterminer les constantes de maniere gue, pour les points du
contour, 'argument de ¢ soit o ou =, et que pour tous les points pris a
Pintéricur cet argument soil compris entre o et .

Quand un point se déplace sur le contour, ¢ prend done des valeurs
réelles, et, si ¢ est une valeur de ¢ corvespondunt & un sommet du poly-
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gone, on passe d’une droite du contour 4 une autre; si les deux cotés
du polygone qui se coupent au sommet considéré correspondent a
deux droites non situées dans un méme plan, la valeur ¢, correspondra
a un secteur infini de la surface minima.

27. Nous avons trouvé que, si la surface contient deux droites non
situées dans un méme plan, en prenant pour axe des ¢ la perpendicu-
laire commune & ces deux droites, on a

dU *\/—A_“ o
dlogun. Y 2a% pour p=o.

Nous regardons maintenant U et v. comme des fonctions de la variable ¢,
qui reste réclle quand on se déplace sur le contour et qui prend la
valeur t=e quand on passe de 'une des droites a I'autre. La perpen-
diculaire commune aux deux droites perce lasphere en un point u,, et,
st 'on prend ce point pour pole, on a une nouvelle variable p, déter-
minée par la formule de transformation

Uy — 1L

Uy =
' R

Or, nous supposons que les deux droites soient des droites consécu-
tives du contour; nous entendons par la que, quand ¢ passe par la
valeur e, le point u passe de I'arc de grand cercle qui représente la
premitre droite i Pave de grand cercle qui représente la seconde par
un de leurs points communs, cclui qui correspond i p,, de sorte que
pour £ = e on ait p.==y,. Les droites faisant un angle ax, on a

vo—y= L—e* Haz |

puisque I'argument de ¢ varie de = en passanl par la valeur 2 =ce.

Or, pour p.,= o,
dv /A
(—llogjj., o 247’

i : . ’
dlogu, = dlog uw— vy — dlogin = upl,

mais
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puis
dlog(u — 1)
et =z pour {=e
dlog(t—e) P ’
I LAY .U'O .
dlogly + puly) == ——du.
e -+ uy,
Lorsque p.=y.
q [ o , ,
Yoy _ o
= ~
I+ P-V-’o L g Uy

le dénominateur 1+ u, 1, est positif; ensuite

du. du « : (
== l—e, =a N+l —e)*
dlog(t—e,  dt ' ‘

donc, pour t=e,
dlogiv+ puyt
dlogit—e;, 7
et par suite
dlogu,
S =2 pour {—=e¢;
dlogi{t—e)

donc enfin on a, a cause de 'identit¢,

dU dU dlogu,
dlogit — e dlofw.dlowt—e)
. {C / A Az
(4 % /A= ﬁ_
(40 (/log\l—(f,gl \/ pour {=e.

28. Considérons maintenant un point parlequel passent deux droites
fatsant un angle égal & «z. En raisonnant comme plus haut, on a, en
prenant pour pole de la variable u, le point de la sphire situé sur le
rayon parallele a la normule au sommet de Pangle considéré,

([U I

———— =" H 4z,
(llogqu l ¢ '

Or, quand ¢ passe par la valeur z=¢, on a, puisque I'argument de

w varie de o7, .
p— === e H K
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par conséquent, on a encore, comme plus haut,

dlogu;==zdlog{t— c}.

Mais )

m mn m

Er Vag P N - REYE ‘TR AN
wt= e — o P W =) = ([t —¢)* (K + a');

par suile,

dU dU 5
= ——{l— ¢ = =P H o+
dlogy, 2dt? ) ’
done enfin
. | 'ndU _fm | low 1 R ; SR
(47 0g VA 0g. ¢ — ¢ -+-fonct.cont. (pouri-=c..

29. Considérons maintenant un point de la surface par lequel ne
passe aucune droite, ou tout au plus une seule droite; nous avons
trouvé que, si les axes sont convenablement choisis, on a

log o =

dU n ’ i l .

—~<; — 1) logX -+ fonct.cont. (X -0

Or, dapres ce que 'on a va plus haut, si an point considéré p.=u,,
comme ce point correspond & un point multiple d’ordre n—1 sur le

plan des p;, pulsque
Yy - X"lii\H — E)

on aura, en reprenant les raisonnements du paragraphe précédent,

U —_—
ffd*— SN ¢
dlogu,y : '
et
vo—uy= l—a”"*t K-y ;
done
dU LA
- em gt | | S
dt : cod ”
et, par suite,
. dU n \ . X
(45 log == (: !) loglt— - foncl. cont.
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Cette formule s’applique aussi bien au cas ol le point correspondant
at¢=a est sur une droite contenue tout entiere dans la surface.

30. Cela posé, désignons par a,, a,, ... les valeurs de ¢ qui corres-
pondent aux points multiples relatifs & la variable w situés & 'intérieur
du contour, par b,, b,, ... celles qui correspondent aux points mul-
tiples non anguleux du contour, par¢,, c,, ... celles qui sont rela-
tives aux points anguleux du contour, et enfin par e,, e,, ... les
valeurs de # qui correspondent aux secteurs infinis. D'apres ce qui
précede, pour les points multipl®s, on suppose n2 3; nous prendrons
n =3. Pour les points anguleux, le cas le plus simple est celui de

. dU | 2 , .
m==1.Tout le long du contour, <7[) seraréelle en méme temps que z.
[2
Nous introduirons en méme temps que les constantes @, a,, ... leurs
conjuguées «,, d,, ..., de sorte que, pour des valeurs imaginairves
. , dU . , . .
conjuguées de ¢, - - prendra des valeurs conjuguées. Il résulte de I

que le changement de variable peut étre représenté par I'équation

(]U’” Jlt—a W ¢t —a M1 — b H
Y - IToV—

b

le signe II indiquant un produit. Les constantes a, @', b, ¢, ... sont
en outre assujetties & des équations de condition exprimant que, pour
t=e, on a

. /'/’:\1 B \
U= v “—log{t— e\ : fonet. cont.
27 ’

Remarquons maintenant que, si pour z=a, par exemple, ona n >3,
!

4

par exemple n =14, au lieu du facteur (z—a,)* on devrait avoir

4

i) . NS ~
(t —a,* =t—a, il suffit pour cela de supposer a¢,=a,. Si n=5,
3

N o

I'hypothese a,=a,=a; donnerait le facteur (z—a,)?, ete. Si m>1,

dU . Ly .
pour m=12 par excmple, o doit sc réduire 4 une constante pour

d
t=c,. Il suflit de supposer que ¢, devienne égal & b,. Si m=3, on
doit avoir

dU I )
log —— = ~log . { — ¢ =~ fonct. cont.
< (/l 2 <A i
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On pourra supposer b,=b,=c,=.... De cette facon, on ne diminue
pas la généralité en supposant n=73, m=1.

IU
31. Examinons ce que de\u,nt - pour £ infini.

1
Posons pour cela 1= 7

ottt —a Ut —da MWie—10,
=t —c Hlg— e

Si p et vsont les degrés de ces deux polyndmes, ona

1 {1 1—%—5‘
ol=]= . — )=
T t/ tIJ \/

= 1417 j {hy

d’ou

£, €, m s’annulant avec ¢'. Il vient-ainsi

Y —i
Lg—

dU:dl’H\,IA;—-nt’T' .

Si lon veut que ¢=o soit un point ordinaire de la fonction U,
il faudra supposer p.=v — 4. Dans cette hypothese, la fonction U
restera finic et continue en tous les points du plan des ¢, sauf aux

points a, @', b, ¢, e. ..., qul seront ses seuls points de ramifica-
tion.
32. Détermination de p.. — Il est en général tres difficile d’obtenir

directement ’expression de p en fonction de z. Riemann emploie larti-
fice suivant.
Dans les formules (35), (36), (37), . entre directement et par I'ex-
du dU
dlogu dlogp oguy

10
en fonction de ¢, puisque 'on connait déja (—— Pour cela, soit V une

pression - Il suffit évidemment de trouver I'expression de
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fonction indéterminée de ¢; on a identiquement

AU dU dV i

—F l()g; - TY ;’J. -(—/? = W /‘" /,.2,
en posant
/dV dV
foy = (_ e — Y = uky.
‘ \/ r/.'/.’ Jra ‘}'\ o o
Or, de la relation
Ira==ul
on tire
ey . dly . du by dley s
NN TN T aN TR
et par suite
P~ ; dles ol
|0 K'W*ljwﬁ L.

En prenant de nouveau les dérivées par vapport & V, il vient

o2 /1‘-_1
bdve

a2l
/z ‘/n;r?/—‘\,—;,‘,()

ou
v o2y vod

Iy dVE T 0y dve

Désignons par £ Uune ou Pautre des quantités £, £,: on a, d’une
maniere générale,

gl dk dh
ENA _‘( I7AY »7( dv ot - o dt \\ 1
TN T T v T m\ IV )T
S ) V)

¢’ est-a-dire
AN dile e dey
dxlede de T e deE
dNETTO T N T
(77 )

Y B . N 1 (/2]{ :
Supposons que l'on réussisse a caleuler 77y en fonction de ¢:
¢ L -
soit, par exemple,
! (2’3/1‘ ..
- —— =i
feodVe :
Y. 6
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on aura

(51)

\

dt

A2k dV  dk d2V FF(E) [z\l 3_0
diz dt ~ dt deg T "V — O

On a ainsi obtenu une équation différentielle du second ordre dont £,

et £, sont des intégrales particulieres liées entre elles par la relation
(//p'-_) . (k’/{g )
/11(7‘,,——*]¢27/\, ==

Si h, et A, sont deux intégrales particulieres de I’équation précé-

dente (51), on aura
v d2hy 1 A2

I, dv: — hs dv?’

et par suite
l//r'g lI/I| o
/l| mt = /Ig U—\t =0,

On aura aussi
v A2y A2l

h, dV2  k, dv® '

Supposons que I'on fasse une transformation de coordonnées en
oy — 1. .

posant p,— ————; on en tire

> I =i J.

L (5

T~ '
du. v vty

e i =S i_,_,__"
duy. T y
Yo V— (1= wouy)

. ;o dV .
par suite, en posant A== \/7/;7 on a

I = A 1+ A
LF A [_'*‘:_.__;,_:zlll“f—‘Jlj‘
G\ —(x oty

« ct 5 élant des constantes. Done #, est une solution de 'équation (51).
et 'on 2

L
i ave =T
33. La formule
[ du_y:

d7 == — L‘ = 3 d log
\dlogu )
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peut étre transformée au moyen des variables £,, £,. On a, en effet,

_

hn

v ’1-»“— o Il" l\;
dlogy. = dloghs — dlogh, = by B —Tonlly . !

ket hes ks’
done :
dU dUN\ 2
(mogﬁ dlogp ,A/../“(ﬁ) dv,
et par suile
. dU
‘\Q'j) (/[ 12-—[/1|I1)<—[\—/) (!\

On a ensuite

dX = = dZ. (u. — _') - (// — ki -
5 Ol

:J. /l|/1_'
done
e § e o [ dD
(53) dX = ;./._, h3 <ﬁ) A
Enfin
(dY T//'[.(/——;}).
done
(54 ) idY =— 7’; ki k3 K{L> d¥.

On voit done que Pon pourra calculer £, 4, § en fonction de ¢ quand
on aura trouveé 4, et £,.

34. Chowr de la fonction V. — On fera en sorte que les disconti-

- d2k ; :
nuités de F(¢) oun 7 # se trouvent parmi les points a, b, c.
Uy 2

Posons
dV ol
dt

v/t
ey} i
Cherchons la valeur de * dans le voisinage du point c.
u\
4V est un infiniment “'r'md Qordre =5 puisque y(¢) renferme £ — ¢
i Sia ~4 PUIsqHE gLk 19

en facteur. Ensuite, si 'on développe . suivant les puissances de z—e¢,
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on aura, en nommant u. la valeur de p. pour =g,
P o=\t~ 0;7-(;\ -+ E),
e s’annulant avec 2— ¢. Or, quand ¢ passe de la valeur c —A ac-+4,

Pargument de ¢ —c varie de . Si yz désigne 'angle des tangentes au
point anguleux ¢ =¢, argument de p. doit varier de =;

Comme on a par suite

= (t—c)v A+,

. du. . ;
on voit que —= est pour z=c un infiniment grand d’ordre 1 — 7. Done

d " ; dv
L est d’ordre ¢y — = @i par suite kA= \/-/l est d'ordre - = —, .

dy 9 dp.
Ensuite
dk
dledt
dv — dv
dt
est d’ordre ; 7+ 4: — é——— é'/—i— is et
d ((1’/{
d2k W)
dv: —  dv
dt

Sordre Ly 4 - p— L= Loy 2,
dOldlC.,/+4+I St a

d2 I 1 3 1 [ e
Donc enfin 7 v est dordre - I+ (; g = Z) » c’est-a-dire 1.
1 d2k
% av:
Nous allons caleuler le coeflicient de —I——C-

Ainsi, pourt== est infini du premier ordre.

En ne conservant que la partie principale dans chaqm, expression,
quand ¢— c est infiniment petit, on a
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d’ou
dVv 1
— =C(t—e)? ',
du. X )
et, par suite,
1

done
dk C /1 ) \—':-—f;-;
dr —a\a TjETELT

et, par conséquent,

(l/l ___C(l ) f%—é'\'/"\(/v
av 2 \a T L olc)
puis
1/(‘
R
((l\‘
d:]l\—.—([[ ;—C -2 1 { \_3_“3“’7“(0)
Ry VT TY el
dt

Done enfin

R NN P ) AL
Favi=g\" ) ol t=e
Ainsi, le coefficient de : ’_ - est

N AWACIN
4 </ 4>‘Qlc.f2

Considérons maintenant un point z=a ou z=b.

dv ’ . . . s
Pour z=a, - est un infiniment petit du premier ordre; mais on a

o= pa= L —aP(A+ec);
du. , « .. dV - 2
done 5 est aussi du premier ordre; par suite, T est fini, et’on en dé-

. 1 (]2]1" v . a
duitque, pourz=a, P est fini. Il en est encore de méme pour un
Edv

point pour lequel ¢ est fini et différent de a, b ou c.
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i . ; 1 2k
Cherchons maintenant ce que devient la fonction 7 Zl\%’ quand = .
AN

On a d’abord
dU __ Joi 1+
de — \/'Az"'+. E

Il faut se rappeler que ¢ devient infini pour une valeur finie de U,
Pl 1

= . Or, le point LOI'I‘O\[JOH(]HH a U=={ est un point ordinaire; par

conséquent on a, dans ce cas (§ 19 et § 20),

T

dX _(ZU

= H + g, (’[j\:-\ ~t= G5

du.

dp.
done vl est une constante finie et différente de zéro. Un changement

du.
de variables n’altere pas ce vésultat. On voit done que -7 est aussi un
infiniment petit du second ordre. En ne prenant que les termes princi-

paux, quand ¢ devient infini, on a

du C 1~ dy Y ol

= 3, = — 2
dt at
done
AV i
/l (= / (—_' = (_Al&
ay.
([ / .
On voit que, si v=14, k, et ;- -[_‘—‘ sont des constantes finies pour ¢=== .
Supposons v > 4. On a alors
dky [ PP IV “l4s
_::(_,k-f i [‘ ::L(—j—-|)[‘ 3
dv 4 VA

de méme

ke (v N[ v\ ~Des
=i i)
l_ ([ /l == ,/‘/ < -. F Al
i TRl | b Rl L

, 1 2k . ;
Il résulte de ces calculs que - gy estune fonction méromorphe sur

d’olr

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



EXPOSITION DE LA METIHODE DE RIEMANN, ETC. 47

toute la sphere; c’est done une fraction rationnelle, et elle a la forme
sulvante :

[ 1
UL
d2 I 12( ,1) 7€

Pout v=ifuuss G g =1L Fcdeler
5 1 A2k (/3—'%)7"(” 3
VERes ?Z\Y;ZZXt——T\—;;c\-‘ a5t =8
1\ s
g 1E 1 <’T Juie) '
Y A t—clo(e)r 4

o v dXl 4 . P
YT FdVE T [ L (t—c)ole)? we "

h étant une constante.

Si v est plus grand que 6, on aura en dénominateur ~° et il faudra
que ¢ =o soit racine d’ordre v — 6 de y(z)=o si I'on veut que t=o0
ne soit pas une nouvelle discontinuité, ce qui introduit v — 6 équations
de condition.

35. Autre determination de la fonction V. — Posons

av 1 I
e olf)x(t) yfit
12} s . :
Calculons ; ;l\_l pour des valeurs infiniment petites de z—¢; pour
- dVE

cela, nous procéderons comme dans le cas précédent.

b 5% ; ¢ & 1
Si 'on prend la partie principale de s O &
vJSiE)
dV 1

de V(it—e) f'{e)
D’aillears on a, comme plus haut,

du. ,
£ —Clt—e);

dt
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donc
dV " G-
(][j. C'\t ¢
et
L
l‘(,——C;t*C‘ 2
Ensuite,
U 1/ s "j*'%‘.’ \1, 7
W‘C;(\;—/>‘[46 t — )W«
ou
dlz Pl ) —~1-37 =
v =C5 (5 —7) =TT,
puis
A2, W & i 12'.—1‘ =
7w =Cqlr—g) t—elyie
ou
Bl L, 8
E JjZ(’ —Z> B " Tk
et enfin

, i 5 12k
Telle est la partie principale de la fonction 11{ c(lT quand ¢ —c est

un infiniment petit.
On aura la méme expression pour un pointt=a, a’, b, ...; seule-
ment I'angle 4= doit étre remplacé par 27, c'est-a-dire y par 2. Pour
1 2k
AE
Cherchons maintenant ce que devient cette fonction quand ¢ devient
infini.
On a, pour ¢ infini,

les autres valeurs finies de ¢ est finie.

du. H dV 1 12—

dt — e’ de T \—/t‘-’""’ T - \/ \
B

¢’est-a-dire, en ne prenant toujours que les termes principaux,

A%
W.—

92—y
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EXPOSITION DE LA METHODE DE RIEMANN, ETC. 4()

On a ensuite

//1' 1—-%‘ , \ ‘;),;,
R EE S D e L T
puis
—([—\I.T‘:(‘(\‘)‘*:) K;’.—I)t_ W-:,:L(\E—%)(é—l/)l s
d’ou

l“. ﬁ—/l = (\— z == 2\) (2 — 1/) {2 n,

P

. . 1« v . .
Donc la fonction NG est encorc une fonction rationnelle, et elle a
LN

la forme

d? 1 1 ;
JARTAY »i [ - i;

le signe X s’étendant & tous les points @, @', ..., b, ..., c. Seulement,
pour chaque point différant d'un point ¢, ona 7=2. Pz est un poly-
nome entier en ¢, du degré 2v — 6.

36. Calcul des deux premiers coefficients de P{¢,. — Posons

) [ v R
N =tz adVy,
V/f . t t L2

N, |

o = [T el

dt \/ 7:[:717—7:_’7‘/+’_'11; '
On a identiquement
_!

i L 1 Ltz
d [duN *  d o \\ ”}_,J 4 /(/; "y—% . "‘(/.u. \ -’fly-
av Tx) =~ Ge) Fm ) ) e

et, en dilférentiant une scconde fols,

~

1 1 1 1
dz [du ;'% dr L da N dy _;f/’-’xz"
AE (U\_> N (\(/T. = (W) dvz?
Y. -
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car les deux termes

1

i
d [ duv \ 2dx ? ot d (du\ * _ dz
av,\dv,) av avi\av,] % uv

se détraisent, puisque

on obhtient

(/_J) o2 (I‘U.\‘) 2;4,,73 L)l_(/; / (/{J' > ; ,‘_%i/j%g
(d\ dvi\dV/ T\, ) Vi (W TN

d’ou
" d &2 [ du - L1 dzk %(/2 o
e IR Sy

11—
[

. . .1 d2k .
Or le premier membre est une fonction analogue & ;= » mais rela-

tive & la fonction V5 cherchons sa valeur pour == . On a

JL —— 2 — - pi—m ’]i — 4[—:,
dt > dt
d’olt
(/\V| 7
— t'.—m,'
d. ¥

En prenant m =14, on aura une constante, ct, par suile, le premier
membre de U'égalité écrite plus haut sera constant pour 1= . Le
second membre peut s’¢erire

) . !
- 1[2 oz

. I 4

~ (‘/'*ﬂf
Z'Z‘/TS\ - e s By R
et t—yg A%

s
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EXPOSITION DE LA METHODE DE RIEMANN, ETC. 51

Or, pour ==, les termes compris sous le signe I sont finis;
77" F(¢) contient deux termes & exposants entiers par rapport i z,
puisque

Pt = At Bt o G S Dot

ce qui donne

(7S F A= Bt —C =+ [: RakRRE

On a cnsuite

T P v\ 1= ——
m:— = 77 \/f\l' i<2—;>l '\f\[‘,

et enfin
3 1
202 o2 AN R o1, e ]
(/\,"—’ :<"—£/>{:’t""'f t -"';1\2*7 Il -‘.f\t I’

ce que 'on peut écrire ainsi:

3 1

12//215 ot v o (l Dy £ 5N
i*/w'—-;(%—)f L)

Or f(t; est de degré 2v — 4; posons

f ¢ = L g 2 Str/—t: .

on aura

vl

d , 7 au—g a4,
f i [[2—»/ i L2902 3 fr—6 — =S _(n \t‘t—i [EERNY it S

—=y—2 2+ vy —3lal ...,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



52 NIEWENGLOWSKT.

de sorte que

g N a-a -2 - Xe+02e;
on voit que les coefficients A et B sont réels. En s’appuyant sur ce qui
a ¢1¢ dit i fa fin du § 32, on vérifie que tous les coefficients de P{z)
doivent ¢tre réels. '

37. Modification @ apporter dans le cas ou quelque constante a, a’,
b, ...est infiniec. — Supposons par exemple qu'une des quantités e
soit infinie, et soit

dC \ N

on veut oxprinmr, par exemplc, (que, pour =,

dU A

dlogt e

] . . .
On posera 1= =3 on transformera ainsi le second membre, qui de-

viendra, en observant que /7" est du degré v, 2 du degré v — 4,

N U T =dU
\/, { \l i (/[’
Ensuite
AU dU
d logt dt
done
PRUCE T
dt \,’./" ¢

et 'on fera £/= o. Pour que le second membre puisse étee fini, il sera

nécessaire, dans ce cas, que y z,(¢') contienne ¢ en facteur.
On opérerait d’'une maniere analogue si quelque autre constante
élait infinie.
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APPLICATJONS.

I. — Surface minima contenant deux droites non situées
dans le méme plan.

38. On sait depuis longtemps que 'hélicoide gauche a plan directeur
remplit les conditions demandées. Riemann, dans son Mémoire,
indique cette seule solution. M. Serret a prouvé qu’on pouvait trouver
d’autres solutions de la question. Nous avons trouvé plus haut que, si
I'on choisit convenablement les axes, on a

”

.-

. AW . -

Z— - —logu 1 E Wy u”.
2o : :

. "

- AI . -

7' - - logu' -4 E 1w,
2T '

7 /‘u,(]Z — [‘i, 7!
SO

On a d’ailleurs

et I'équation conjuguée.
Remplacant dZ et dZ’ par leurs valeurs tirées des équations préce-
dentes, on obtient

- " . n
. Ay . n L1 A7 \“ n o1
Gl — s Y U, —— - —— — -1 bu, 7 s
ne-ze 227 n '

o

et par suite

. . A, n ! Ao . n ;-1
o=l A | Uy = - e = =] u, —u
o n = ' DT U n—x'

Done

0* -

IANY
i

|
—
Q"
5 ~
TN
[y

!
<=
Tz
e
TN
'C\

f
-
S
4
S~
=
+
N
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54 NIEWENGLOWSKI.

avece

n n
, A uo, 3 -
L= log— ¢ Y up\v*— u'*).
d

AT .

Telle est la solution la plus générale.
Si 'on suppose u, = o quelle que soit la valeur de n, on a

L= log - ==
2 a7 T 2 uT
. Al ./ 1
R U (R
G . mu
A , i \
fi = — —— UL 1 —
‘ fo= ' Ry
d’oli
"
- = ﬂl]gx,
et par suite
V2 297,
= — tang e z,

équation de Uhéligoide gauche a plan directeur.

II. — Surface minima contenant trois droites non paralléles.

39. Soient A, B, C les plus courtes distances respectives de ces
droites, ct «=, 7, y= les angles qu’elles font entre elles deux a deux.

Nous choisirons pour les valeurs de ¢ correspondant aux secteurs
infinis o, %, 1, et nous poserons

av \/TT
At —tit—1

Le polynome ¢(¢ — 1) sera regardé comme un polynome du troisieme
degré ayant une racine infinic; on a donc v =6, et, par suite, 9{¢) doit
étre du degré v — 4 = 2.
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Les coefficients de ¢ (¢) doivent étre déterminés de telle sorte que :

Posons

on aura

Pour ¢t = o,

Pour ¢t = 1,

on posera

Enfin, pour

done

de sorte que

55"

> dU \/_\—y
Pour ¢:-o0.. It A,
dlogt o
dU B3
” [ xz . - - - _'7,
dlogt 25
o= A
(llog‘t-;/‘ 2
vt LMoo Ny
AU tyLer--Me-= N
dlogt bl —

cette expression se réduit ay N, Done on doit avoir

dU

dlog i—i TAEFMHN;

R N O
WL M N =27
vy
{=w,
dC —
——— I \ L;
dlogt
L:: BE-
A= B> W
& S -1 == - I
' 2000 R RN
. - M . - - (Zjll"
It s'agit maintenant de trouver une fonction V telle que ;-7
vy Ay -

n’admette p

as de discontinuit¢ autrement que pour ¢ - o, %, 1. On
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56 NIEWENGLOWSKI.

peut prendre la fonction V déterminée par I'équation

av
dt

—_— <
T

Calculons les valeurs de #, pour t=0, %, 1.

On a
_ i I i
““Va-VaVa
. d\ . o . y
Pour t=oet 1=1, la quantité \/d—t est finie et différente de o; il 0’y

a a considérer que \/;]4- Or le point £=o0 est un point anguleux du
A

contour; les tangentes v font un angle égal & an; done, dans le voisi-
nage de ce point, on a

P I

L., du . B .
¢ s’annulant avec ¢. La dérivée ;/‘[ contient 2~ en facteur, et, par suite,

Wi

//JII '?”, . . X . . ]
\/T}Z * *est fini pour £=o, ce qui revient i dire que le produit

5, « 1
% {* ?estfini et différent de zéro pour { = o;
donc
it
£ 273y est fini et différent de zéro pour £ = o3
de méme,
1—1 %‘Lélx‘. est {ini et différent de zéro pour £==1.

N

Considérons maintenant le point ¢ = . Il faut remarquer que,

i

di

AV o 1 : .
pour{ ===, \/— est infinl d’ordre ~- Le raisonnement est le méme

que le précédent, et, en tenant compte du facteur \/(7[’ on voit que

3 s

£ * ¥l est fini et différent de zéro pour £ - = .

On voit en outre que £, etant ¢gal & pk,, comme 1. est un infiniment
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petit d’ordre « pour t=o,

1

¢t * thy estfini et différent de zéro pourt-—-o,

et, de méme,

t— 1) * ik, estfini et différent de zéro pour £ .=1,

3y

T » » » {—=>.

Cela posé, &, et k, sont deux intégrales particulieres de I'équation dif-
fcrentielle linéaire dusecond ordre (51) que nous savons former. L'inté-
grale générale est de la forme ¢, &, =+ c, k.5 mais &, et &, ont (rois points
singuliers 2=o0, oo, 15 il en est de méme de I'intégrale générale, et,
d'apres ce qui précede, en se conformant aux notations employées
dans e Mémoire de Riemann sur les fonctions P ('), on voit que U'inté-
grale générale £ de I'équation du second ordre peut étre représentée
par la formule

o 3 . .
LS NN A
. 2 o B Y 2
96" h=0Q . N 1.
! 1 x ) VI | Y
-%~~———--—‘—-—-‘r—£
\ 2 2 2 2 2 2

La somme

N
2 | —
l
DR
N
i
S 1-
wR
S—
/l—\‘

)
|
2T
~——
|
/—!\
[SHRIY)
!<
NPT

tandis que, dans une fonction P, cette somme d’exposants est égale
4 -+1. En outre, les différences «, 7, 4 sont toutes inféricures a 1 et,
parsuite, ne peuvent étre des nombres entiers; 1l en est de méme pour
les foncetions P.

k, correspond aux exposants de la ligne supéricure, 4, a ceux de
Pautre ligne.

(1} Beitrage zur Theorie der durch die Gauss’che Reihe ¥(z,5%,,x) darstellbaren
Functionen .

iy, S
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On peut mettre £ sous la forme suivante :

a—p— ——l \
_z Ly O @2)/ °
1—1¢? *Q aB—y— t
.’Z,_—*—éﬁ"//

(%13
~3

o

i
o~

Lol =

Considérons la fonction P correspondante, savoir

a—fB—y 1 k
o, — ETBTI N
2
a-+=53—y+1
ay — ———L sy
2

On peut exprimer Q en fonction de s et de - Pour cela, on pose

. ——;, - . dz
(58] =10 20—t [a+bt)'-fvt l——l\EIZ—]

a, b, ¢ étant des coefficients indéterminés.
On sait que

(ZA:) (ZII‘
/1”|———_ —lxg——-——f I,
day dV
c’est-a-dire
ol dk_dv
Ydr T " de T A T
Pour abréger Iécriture, nous poserons
tdu o du (i, o'
H— — —_ (4
dt dt >

de sorte que
(NS EEES

y

Nous désignerons encore par s, et ¢, les valeurs de ¢ qui corres-
pondent aux valeurs particulieres £,, £, de l'intégrale générale.
Cela posé, la fonction
3 ;P<1,’ S 0 )
«, 5,
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satisfait & I’équation

. dz dz .
— 0 — a2 1 Mo o — BBtz = o.
(I 13 (legti)z [“‘ % \@"*‘ lB ’]dlogt Lz @x?’ {) o
Or,
dz _tdz dﬁzﬂw_t_zd?z_*_tdz_
dlogt —"dt’ (dlogt,» — = de dt’

en substituant dans I'équation précédente, elle devient

. dz , e 4 dz ., -,
im0 G = (a3 B = B3 )5 =0,

Pour appliquer ce résultat a la fonction

L— 33—y 1
o, — — > 9 O
7=F 5 . ’
AL~— 33— 1
Ay, — » 7

il suffit de remplacer «-+ «' par «, a«’' paro, S+ f' par 1 —u —7 et

(1o g— 72— 3 . \ .
Ef par: 4/' = : alors ¢ est en facteur, et, apres 'avoir sup-

2

primé, on trouve

, L ds . R de  B2—{1—a—7y?
th—t)——ja+tt—a—9 —"1—t |- +"———7-—L" c—o,
{ D de? [ . 7 s ’]t/t—‘_ 4

)

-G . sy .
On voit ainsi que ¢/ [—l) lt s’exprime linéairement en fonction de

do
de

et de c.
Pour simplifier les calculs, faisons

1

— §2 2
w—1 l—I s

rote

T

de sorte que
({5'|

hy=wa-+bt g —u.ct{i—1
l' \ lJ' (l (l!

En prenant la dérivée par rapport & ¢, en ayant soin de remplacer

2

Ve ds
({1 =), par son expression en g ¢t —— et en faisant le méme cal-
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cul pour £., on pourra former (4,, k,)==<{2); on trouve ainsi

\

IR EICTRENS S
ou
<
Sy — it — Y AP - DU AP S |
Pl et b 3= (o]

~la+ bt a-+ bl clalv—1t —ytl,
ou bien, par une (ransformation factle,

Fity—aa-+ca 1—1 - a+b a+b—cyt

: b By e By
—-l\l—~t (b_y—Jz—/"**(‘><{)— 24 v 14 C>-

2
\

Or on sait (voir le Mémoire sur les fonctions P) que I'expression

est une constante différente de zéro; on peut évidemment s'arranger de
maniere qu'elle soit égale & 15 alors on aura
o t.=F t.
En identifiant ¢ (¢) et F(2), on a, pour déterminer a, b, ¢, les condi-
tions suivantes :

. . Az
A = Co = —9
27
L ¢
- I)\!\(H—b—c’/\e:——/,
‘ | ; g

Le premier membre de chacune de ces équations est un produit de
deux facteurs, les différences de ces facteurs étant respectivement co,
¢, ¢ 25 prenons leurs demi-sommes pour inconnues auxiliaires et posons

p
e

b — ‘1"1‘"/*[\‘1;17 s

7 5
A=) — )= == — 7
[ »
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Les équations de condition précédentes prennent alors une forme tres
symétrique:

N N . Az
preotp gt
. o e .. B3
{59 CPR PPt
Bl 9 ! . . A3 (:/
re—vys\pr-q=-rji-= 2[_.-
C 1y c . e . ..
SiTon prend = pour inconnue auxiliaire s, on peut éerire

, A=z , B3 . Gy
P T as or

> — T ma T __,_q__;si,

«” 27 I

d’oli

40. On peut exprimer plus simplement Uintégrale géndérale £ &
I"aide de la fonction

% o 1 7
7, 2, L _7
- 2 2 2 2
2o=P - t .
%z 2 1.7
—> —y — o =
N 52 2 2,

La formule

' “ 7
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donne, en supposant les constantes convenablement choisies,

® i1
=11 —1¢) 3
ds  d) %, bz 5 Y i3
7 Jt—t‘\ -1 = / :t a1—1 Bl i ARSI S
on en tire
1 - -
< - co . e, . , Cdn
I.':t"/. a+bl =1 —t — —ly—1t | etin— 1t -
} 2" / 2" : St

Le coeflicient de  peut se mettre sous la forme

a -+ ('Zé_lrb_c_u:_)][fjpﬁ_q[’

2

de sorte que 'on a

(o) /f:f?fip-% gt'd - etin —1) i%]

Les valeurs des constantes qui entrent dans I'expression de X doivent
étre choisies de telle sorte que I'on ait

Or,

par suite, on doit avoir

0 e,
¢’est-a-dire
i Ay
b )"dlogt ")':(Hogt—‘l
41. Application. — Supposons les droites données paralleles aux

axes de coordonnées; clles font alors entre clles des angles égaux &
o : “ I
9o°, et, par sulte, ¢ =5 == -

Cherchons, dans cette hypothese, la valeur de 2,.
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On a, dans ce cas,

/o LA S ' r, N
— Gy — ;5 by 0, — 7
p—p| & Ao (L*—’)'l‘ L
' 1 1 3 N 1 1o ’
7 vilwi \ T 77
4 44 N 4 2
¢’ est-a-dive
1
. L—1\*
t
La fonetion
! I N
0, —— -1 0
g=P 4 14
I 1 1
55 ~,|'7 3
satisfait & 'équation différentielle suivante :
. 1‘1/27 2t —1 d7 A
A, —— = - -
: "dit ) dt 10

Cherchons une solution particuliere qui, pour ==, soit infinie
I . . . .
d’ordre - et reste finie pour = o, =1, qui sont des points de rami-

4
fication. La fonction

—
7.:11\/12—‘1— 12

ot H est une constante, satisfait i ces conditions, car on a

dz1 7—‘/[-'—1—%}1

e = G c
e N T PR ISy
der 8¢ / TR / ’

de sorte qu’elle vérifie 'équation différentielle.

On a done
1

N or

Iy (»l—:t_»—[)’\/llz~ -1 1"}[’: H (L;;l«>"5'|;

on en tire

7= 1 1 f
ar, l—x) 5 -3 d t—I)‘
—_ = — & i — S+ Mgy — .
dt H( t ) 4 T i '(lt( t
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On voit ensuite que la fonction

S
1
2
g
|
o~
P
61!
Pl
S
|2
~
I
=
T
Il‘
‘
i
SN——
R

on peut déterminer K et H de maniere & satisfaire & U'équation
|

" du dr
{ Ly —— — U —— ] == 1
< dt Cdt )

En cffet, on trouve

1 1
du. il an\y o =) - 1 od ft—1\?
Sl =—K{—- —) 74—t *i—1 - K— ———] -
dt t 47 : / T, dt t

Donc on a identiquement

<. du (/7.,> HK
E{hy = =

f o
"dlogt T dlogt 2

. . K - . -
Si done on fait — — - =touH=y2, K= —y2, on peut poser
1 — —
[/l —1 \/% 1,
= \2<~-t—> L+ t—1?,

On en deéduit

| . N
\ Joy = \,'2l*\l—~1;‘\/lz~'r t—r

15—

[-p -+ q! c_¢ \l_—t—\]
T rvhe—at,
(62) : 4 4 .

/

1 1 BN 1. -
—_ - - - - c (j _—_—

fro=— (20 1——-1,*\/1'-‘~ 1—1‘;2[ G+ gl— ., =+ i l—l‘J.
( \ N ; . j Ap q 4 4\/ N J
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Cela fait, on a trouvé (33)

d2= ~ il hs () dV.
dV
Or
dU o av '
ot [ l— de T TV
done
. dr
(;’;’, *I.'It|/(_i P —
t=1r— 1t =
et ensuite
} ... ot
L L —
o For— 12
s i, i
dY = — = i+ 13 — .
a = 2 — 1z

Calcul de 7. — On a

1 1 I3 o a .
5 3 ) [EA (£ .
hploss= — 282t —1 -{(/) gt — q;,> v J,
par suite
. ndf c 2 o2 .
id = — - — E A\[)‘-z’;’([l —}Tjt\l~1) .

N

On trouve sans diflicalté

' e\ 2 o t
el S sl et |
17 [‘4 <,) /}) -+ 8¢ </) 7 ) +4yq —\ \ T
/ e Ty o2 Vi <
—4ip - \/ s —2qt)log o ———-
ey L ( ! ) S l— i1

. . . C .
Mais, a cause de la relation S==p-q-+r,on peut mettre Pexpression

precédente sous la forme

C ‘ e N
\l/‘:" I A Vi ~».1)+q+r~,‘3\/—~_[_
(63 , ' -
/ iy +3q+r. p—qg+rilo il
=2 D T . I i ; '(\Y e ————
ot _’\/l—\/[—l
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Calcul de X. — On trouve

1

c Py . e N\ e
<1)__Z-‘qf>~,lt'l‘—-—l\i(p—‘/l‘*r (1[> —;—TGII\[——I)]’

et, en substituant dans 'expression de X,

k3—ki—4tt—0

[CR R

id‘\':(/)kg

-

En intégrant, on obtient

i , Vi

' T , L 1+t
— = p+q—r. pa-qg-+3rilog — X_
o P 4q s Pg i

Calcu! de Y. — On a

JE g -
. ‘

. { \é \ K c 9 f A}
= 2l{f—1 p——J:—f—q[ ‘f"gl'\t"”‘/'

101w

—ctt—1t—ctit—1

d’ol1, substituant et intégrant,

1

\ Y72 p—q--r* Vi—1- R
(65 ' et
1 o 1+ Vi —¢

== p-g ) (3p+qgo=-r)log e
: o ] 1 / 1 { 7 ﬂ] W\/I 7
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EXPOSITION DE LA METHODE DE RIEMANN, ETC. ()7

III. — Surface minima passant par trois droites dont deux se coupent,
la troisiéme étant paralléle au plan des deux premiéres.

42. Prenons le plan des droites concourantes pour plan des 2y, I'axe
des Z étant dirige snivant le rayon passant par le point . === . Les trois
droites sont représentées par des ares de grand cercle dont les plans se
coupent suivant axe des £. Désignons par «x angle des deux grands
cercles qui représentent les droites concourantes et par — fin, 4= les
angles que fait le troisicme avee les deux premiers, de telle sorte que
-+ = a. Il s’agit de choisir une variable indépendante ¢ qui prenne
des valeurs réclles quand on se déplace sur le contour. Si I'on désigne
par b et ¢ deux nombres récls, b étant par exemple plus petit que c,
on peut s'arranger de manicre qu’a toutes les valeurs réelles de 2 infé-
rieures & O correspondent des points de la premicre droite, que pour
¢t =10 on passe sur la troisicme, c’est-a-dire celle qui est parallele au
plan des deux autres, et que de ¢=20 4 z-:c on se déplace sur cette
droite, enfin que dez=ch =+ on se trouve sur la deuxieme. Il
suffit de poser

p=it—03t—c
p. sera infini pour ¢ infini. Soient s — b = s¢™, t — ¢ == o'€™; on aura

N T
Yo g et

de sorte (u’a toutes les valeurs de ¢ inférieures a b correspondent
des points . situés sur la droite 7 =2 tangzz. Soienl maintenant

t—b=yp, t—c==p'¢"; on aura

G e e
‘. nI5 ey,

et le point p décrira la droite =2 tangyn; enfin, sit—b=p, t—c=4,
le point u. décrira fa droite % =o; il suffit donc d’ajouter aux condi-
tions précédemment imposées aux axes de coordonnées que 'axe des
g correspond & Punc des droites et que Uautre fait avee OZ un angle
égal i an.
On a ensuite
A

PR ‘J/—(“':v‘/lwla b >V e b
o, i . .

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



08 NIEWENGLOWSKI.

. du . , .
on voit que o s'annule pour la valeur de  donnée par I'équation

Or cette valeur de ¢ est comprise entre b et ¢, et par conséquent cor-
respond & un point de la troisieme droite. Le point 2= a est, pour la
variable o, un point de rebroussement. Il résulte de 1a (30) que

dU C\Vt— «a

At i—b ¢

- dU (U .
Or, pourt=bett:=¢, ——— gt ————— doivent prendre res-
Jr, pow Tdlog t— 6 diog t — ¢ ent pre cre

. ,ll— ;\ f) /A\' ' .
pectivement les valeurs V o %/2_/» A ¢tant la plus courte dis-

tance de la troisicme droite & chacune des deux premieres. Par suite,
on doltl avoir

C \/ b — « o ——\73 Cy ¢ — a o/ K‘/
v—c¢ a2z ¢ -0 Hs\/z:’

ce qui donne

- b—e¢ f— A C— c— b /V'\’/’
N \/ 27 Ve —a 2%
Or
b— b,-ﬁ( Z, —(1—*<c_[)‘/~
oy oty

done ces deux ¢quations s’accordent & donuner

¢ — U A .’JT/

C=—
27
et, en prenant ¢ — L= <
C=yi—v
On a ainsi
1
dU o i —a?
77T ey ayp—
dlogn L=yt —a
«b T t—0b, ‘l—r:l’
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EXPOSITION DE LA METHODE DE RIEMANN, ETC. 69

par suite
) du 1
dloge ~ Vg +7)(t—a)
et
dU \: dt
<d 10‘5#> logr= =gy = ¢)

Par conséquent, on trouve immédiatement

e dit L " dt
B Jt—=0b)(t—¢) ‘} i\t/—[)“t’—c;,
. 1 \l—b‘f‘[t—c“:’_:[—b ‘f"‘\[——("“." B 7 (=03 (¢ — )y — (' —b)B(t'— )Y
b [ LT ‘ di--— B d
2 (t—0)(t—c) B (' —0b)(t'—e¢)
I (l—=bB(t—cY+(t—b—B(t—e) Y 1 F—b0(t'— )Y+ (' —D)B (' —e)Y
nNE=— = : ‘ dt— — y
2 (t—b)(t—c) 2 (¢ =0yt —0

IV. — Surface minima passant par les quatre cdtés
d’'un quadrilatére gauche.

43. Le contour sphérique est un quadrilatere dont les angles sont
ur, f5m, ym, Om. En supposant que les sommels correspondent aux

valeurs a, b, ¢, d de la variable ¢, on aura, d’aprées la théorie générale,

dU  di
dt VA(Z)

o

Alt)=(t—a)(t—=0b0)(t—c)(t—d).

Pour appliquer la méthode exposée au n° 3%, il suflit de faire
v(t)=r1et y(t)=A(¢); on trouve alors que I'équation du second ordre

en £ est la suivante :

A Txpn @k 1 dk)
Z[A\”?/z_'-’" 2~ |

<A, 1>A’f'n‘: <
= "y -+
4) t—a

1

NN (3 o\ X
4)t—0 </ TR =T\ T ) =adT "

Considérons, avee Riemann, le cas particulier ol les cotés du qua-
drilatere gauche sont quatre arétes d’un tétraedre régulier; le quadrila-

w
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70 NIEWENGLOWSKI.
tere sphérique correspondant est alors régulier et ses angles sont

%7:, de sorte qu’on doit faire a:ﬁ_:"/Ao‘:%‘- Mais cette
hypothese ne simplific pas beaucoup 1'équation précédente, et, dans
ce cas particulier, Riemann arrive & la solution par une autre voie.
Plagons le pole p. = o au centre du quadrilatere sphérique et faisons
passer le méridien origine par le milicu de 'un des cotés; on peut
calculer la valeur de p. en chacun des quatre sommets. Dabord les

égaux a

T 3= , . -
arguments sont == - et = ==, et les modules sont égaux; il suftit done
t

: 4
de considérer un de ces sommets, par exemple celui dont Pargument
est égal a 7} Mais I'are qui va de 'origine au sommet est un coté d’un
triangle rectangle isosctle dont les angles & la base sont égaux a 3;

donce, en désignant par c la longueur de cet arc, on a

¢ B L— B :
ang - —=- ange T __fRe ang .,77*_1_]"0
tang 5 \/lfmD ( 2 45 ) tang ( S =40 )

/

- = = T v3—1
= v/umg < = — 7) = \/Lang —L =Nz — 3 L_f.
\ + B2 Vo

Les valeurs de 1 aux quatre sommets sont done

w9

=i 3=i

c =
et v -—-tlang-e
' 2

b

Les carrés de ces valeurs sont donnés par les formules

i 3T

=3 o )
e ~, wu-—=ung -

u?=tang?

w6
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EXPOSITION DE LA METHODE DE RIEMANN, ETC. 7t

de sorte que
ui-=ui*—92iy3=o,

v v

i uri4-20y3=o.

Remarquons maintenant que, quand on tourne autour du point p,,

, o . . 2 .
'argument de p.— v, éprouve une variation égale i 373 il en est de

méme de 'argument de v 1, quand on tourne autour de w,. Pour
cette raison, Riemann pose

et il en résultera que pour n= ‘-u, on aura ¢# -, pour p.= == p,
on aura * = —1, de sorte que les valeurs 1, —1, 7, — ¢ de ¢ corres-
pondent aux sommets,
Posons
3 ] -~ Z—Al 3
pE = uT e 2, T, O et w=m;
on a
7— 13
= = m,
-14'3
d’ol
).:".z'\/3;1+2m —oam. ..,

et, par suite,

Uyt 3 Lo m am2
Mais
done
vt uiuTt Ut m A mE

Or le premier membre peut s’éerire

2 2 ! ' o 2
S R e T e Bl
! vyeT, , P&

¢ ¢tant un infiniment petit, de sorte que, dansle voisinage (1, on a

v— = Am o),
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72 NIEWENGLOWSKI.

A étant une constante et » un infiniment petit. Supposons que z—1
corresponde a 15 alors on peut écrire
>
y~|u.:11(t—x>5(l+»7;},

et, par suite, Pargument de ¢ —1 éprouve une variation égale 4 ==
si 'on tourne autour de p.,.

On ferait un raisonnement analogue pour les autres sommets du qua-
drilatere. Pour les sommets correspondant & 2== =1, on posera

2

o Y=,

et on partira de

L= \/§
s =l
A—1Ty 3
d’ont
. =T n . s .
A=—1y3 = = J {81k an Eantd ;o
T—n
i . W ; R
et, comme p.2 -+ p;%=— 27y3, la conclusion sera encore la méme.

. 5 ; z dU :
Il résulte de la que 'on aura, pour I'expression de -7~ en fonction
de 1,
au &
dt — yz—i)(e+i)
Il suffit, pour s’en assurer, de se rappeler le raisonnement fait au
n° 30.

: 3 ; dU \>2
On peut de la tirer Pexpression de <—> ;
dlogu.

On a, en effet,

dU \2 (dU\z/ d) \2
dlogun) W) ((llogy. '
Mais
BT e
dlogp =
donc

dU \2 . C dt dn\2
— = 41 l.2"_l\‘ Tt Nt N _> =7 e
dlogp. : er—r)(241) \do dh
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Or I'équation

12—
0= —
2+
donne
de\? _ (12a-a)v 1
dw] — 16 = 1—w)?’
on a ensuite
3 A—yV—3
) = ——— 9
A+y—3
d’ou
((Im =27 o _ —3w ( — m‘)
lD (,_+v’_3)" - 16 4
puis

'5(!--:—&;'!’),+(|—-m;)’ .5( -t ——9‘) 4(1— )

12— =— - =— m—

Ty T

En substituant et réduisant, il vient

(- d—U—-) =3 (m_%— wg)

dlogu 2
Or
!
124 3= ;'2’:) 3
(i—o))
de sorte que
1 1
W s—-(:)s—_—' C—..':- L

VAE+3  J4ir1o
Or, de p?+ p~*=2J on tire

42+ 12=p' 4+ pi + 14,
et, par suite,

(__‘[U_)"____Q____,
dlogs) ~Varru =14

formule donnée par Riemann.
N. 10
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On peut exprimer les coordonnées &, 4, & en fonction de la va-
riable w; il suffit pour cela de chercher X, Y, Z.

Or en a

0g
Mais
<dU : ¢
I
dlogu. Vi3
dlogu. = (1) ;
2 VA —1

par suite,

En prenant 7z pour variable indépendante, on trouve immédiatement

Z=C f- _am

VM= m—=m*

[

ou, en désignant par « une des racines cubiques imaginaires de 'unité,

7—=C f _dm

ymit—amj1—oa*m

(%

On a

par conséquent,

On a encore

et, par suite,
dm :

‘r = ) az e —

ymit—m)(t—am
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La question est donc entierement résolue, car on a, pour Z, . .

) . dm - dm’
: - (A [ e L’ e N
Joymi—am 1—oa*m Jvm r—oam o— a2t
. ) dm . dm’
L= C 22 —_— (‘/1 I LITEI s T =
JAm r—m 11— aim) Jaymr—moa-—am’
. dm . dnt’
=0z - e = ) 2 /“——*, >
Vo r—m. ot —am’ Jovmir—m' o —atm

44. A la fin de son Mémoire, Riemann étudie la surface mininma
cngendrée par un cercle mobile dont le plan reste toujours parallele &
un plan donné. Jai repris cette question ct j'indiquerai seulement les
résultats auxquels je suis parvenu, en suivant Ia marche indiquée par
M. O. Bonnet.

On trouve d’abord que le centre du cercle générateur doit décrive
une courbe plane; en prenant le plan de cette courbe pour plan des &x,
on a, pour déterminer les coordonnées d’un point de la surface, les
fquations

o
PR I | FO
SRS

7 :/l[J‘i__T}SiHI, H=

]4—/:_:;.": cos!.

"0

I
/1
, .
Yoo

I’équation de la surface est la suivante :

) T, A . .
At e R R

«

vy

dN

@ ot A étant deux constantes. ( Les notations sont celles de la Theorie

des Jonctions elliptiques, de MM. Briot et Bouquet, 2 éd.;
En employant les variables ., y et en posant

R A TR R S N N T
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. —1 sina, dr, o sinyy dyy
_': = 7’: -_:;;,A‘_:L,T* —— = _—"1‘__ b
242 WU+ arsingg 242 v U — arsingy

e [ [
ooy ) (Uarsiney 2y2 ) U —arsing,y

on trouve

1 ¢ N T 3 LT \
== l\\/h = ALsInyy \/L — arsingy b
a2
En posant
. m- 7 ORI O . —m - u
sjihay—=———<s MmMm—i———— ¢l SsSinyy= ———-»
1~ htt. « N 1— i

puis

\/K:\/\\I-}.: d— it M=y 11— o —mEud,

on {rouve

“du

L[
fahil = / L :
JovA Jo WM

On a sur chaque ligne de niveau

1’équation différentielle des lignes de courbure de la surface est 1.
sulvante :
dr, N idyy

10 -—al sinay VO — alsingy

Vu et approuveé :
Raris, le 13 février 188o0.
Lx Dovex pE 1s FFActLTE DES SCIENCES.
MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer :
Paris, le 1] février 1880,
Le Vice-Recrevr veE L' \cantwie ne Paars,

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Equations de Lagrange et d’Hamilton pour résoudre fes problemes
de Dvnamique.

Fheorie du dernier multiplicateur de Jacobi.

Vic et approuve :
Paris, le 13 [évrier 1880.
Le Dovex vre 13 FAcuLTh pES Scimaces.
MILNE EDWARDS.
Perimis &’ imprimer :
Paris, le 14 février 1880.
Le Vice-Rectetr pE L'Acaptaie pe Pauts.

OREARD.
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FRRATA.

§ 7. Changer C en —C
. Jto —ivi en fir—i»

+ ffx—ivYyen file i),

. . o o dU \?
Pave 1y, lizne 2 en remontant, live —= - = — 7 — .
s = ' dlogu dlogn

Pave 430 ligne 5 en remontant, changer 7 on -- ¢ dans la seconde partie de la formule.

Pliloe PAR!3. -— INFPRINERIE BE GAUTRIER-¥ILLARS, QUA! USS AUGUSTINS, 25,
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