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PREMIERE THESE.

INTEGRATION

DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

AUXQUELLES CONDUIT L’ETUDE DES PHENOMENES D'INDUCTION
DANS LES CIRCUITS DERIVES.

INTRODUCTION.

Lorsque des courants électriques, arrivés a I'état permanent, cir-
culent dans un systeme quelconque de fils conducteurs, les lois d’0Ohm
permettent d’étudier facilement leur répartition entre ces fils. Mais,
pendant la période variable, ces lois ne sont plus applicables. Le par-
tage du courant entre les fils dépend alors des phénomenes d'induc-
tion, et n’a été étudié, A ma connaissance, que dans un nombre
restreint de cas particuliers. C'est I'étude générale des lois de ce
partage, aboutissant & une regle précise pour la formation de I'équation
algébrique unique  laquelle se raméne la question, qui fait Pobjet de
ce travail.
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6 M. BRILLOUIN,

La premitre partie est relative 3 un systeme particulier de fils. La
deuxitme se rapporte & un réseau quelconque de fils, dont chacun
fait partie au moins d’un circuit fermé. On peut alors négliger Ia
capacité des fils, et regarder chacun d’eux comme parcouru a chaque
instant par le méme courant dans toute sa longueur. 11 s’agit unique-
ment de fils qui ne subissent ni déplacement ni déformation, et dans
le voisinage desquels aucun aimant ne se déplace. Les résistances
sont supposées constantes, ainsi que la force électromotrice des piles.
Les variations d’intensité peuvent étre dues i une modification quel-
conque de I'état du réseau, pourvu qu'elle laisse tous les circuits
fermés. Telles sont : la fermeture simultanée de tous les circuits qui
contiennent des piles ; la substitution instantanée, & un nombre quel-
conque des piles, de fils de méme résistance, ou la substitution
inverse. Ces substitutions peuvent avoir lieu soit pendant I’état perma-
nent, soit & un moment quelconque de la période variable, ce qui
altere brusquement les constantes qui dépendent de I’état initial, sans
changer les équations différentielles.

PREMIERE PARTIE,

ETUDE D'UN SYSTEME PARTICULIER DE BOBINES.

1. Un circuit est formé par une pile de force électromotrice con-
stante E, un fil de résistance R, enroulé en bobine, dont le potentiel
sur lui-méme est w (')

L’équation d’établissement du courant, a la fermeture du circuit,

(1) J.-C. Maxwell, dont la Science déplore la perte récente, appelle coefficient de self-
induction du circuit la quantité ow et la désigne par L. Le méme nom et le méme sym-
bole L s’appliquent, dans le Traité élémentaire de Cumming, 4 la quantité w elle-méme,
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INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES, ETC. 7
est (Brior, Théorie mécanique de la chaleur, p. 335)

o dw)
Ei=Ri2+ ——dt_"

Quand le civcuit ne subit ni déplacement ni déformation, I'équation se

réduit a

E=Ri+2W -+

L’intégrale qui satisfait i la condition que I'intensité soit nulle au
début est ' ’

Cw( h
i==\t—e Y |,

Comme l'intensité ne peut évidemment pas croitre indéfiniment avee
le temps, il faut que w soit positif. Done, le potentiel d'un circuit sur
lui-méme est une quantité positive.

Toutes choses égales d’ailleurs, plus le potentiel w est petit, plus
I'époque a laquelle le courant atteint une intensité donnée est voisine
du début. Au cas limite ot w est nul, le terme exponentiel disparait;
Iintensité atteint immédiatement sa valeur finale, d’accord avee I’'équa-
tion réduite E=R.

2. Un nombre déterminé quelconque n de circuits pareils au précé-
dent sont assez voisins les uns des autres pour s’influencer. Ils ne
subissent ni déplacement ni déformation.

Soit W,,=W,, le potentiel mutuel de deux fils quelconques p
et g (*). Pour simplifier I'écriture, je désigne par W, le double du
potentiel sur lui-méme du fil p; W, = 2W,. L’équation d’un circuit
quelconque p du systeme est, en désignant par ' la dérivée de z par
rapport an temps,

(/:Il
Bp=Rpip+ Ew,,,q go(2)

q=1

(1) Les mémes quantités sont désignées, dans le Traité de Maxwell, sous le nom de
coefficients d’induction mutuelle et désignés par la lettre M. Méme désignation el méme
symbole dans Cumming.

(2) Buior, Théorie mécanique de la chaleur, p. 336.
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8 M. BRILLOUIN.

On intégrera ce systeme de 7 équations, en posant

E, O

4

- _E, \ ]
Ip— + YA, e
A R L

g=1
et déterminant les n exposants différents «,, .... «, par 'équation
algébrique de degré n qui résulte de 1’élimination des coefficients A :
Ri+ W, a Wi aa Wisee ... Wi,
TR Ry W g e L

n T

W;z|d Wn,got o5 e e lale coe Rn—I—VV/I,,LDC

’
.

Les coefficients A,, ..., A, sont ensuite déterminés au moyen des
conditions initiales.

3. L'équation (1) a toujours toutes ses racines réelles.
. . I . . . . \
Prenons pour inconnue « = — g Divisons le terme qui appartient a
la p™ ligne et & la ¢"™ colonne par R, R,. Cela revient a diviser toul
le déterminant par R, R,...R,«".
Posons
W[’:I)

B - — Qp,ps

BP
‘Vp'q = ‘Vq’p =ap,q -:1 Ay, p
\/BP Bq VR‘lRP

L’équation (1) est ramenée

A,y — & Ay,2 c e ayg, r ]
Qs d2,2 —& ... (Qa,n 1 _
‘:::u.

‘ |

U an,2 v Qpp— X |

dont toutes les racines sont réelles (*).

(1) On connait plusieurs démonstrations de la réalité des racines de cetle équation. Je
citerai seulement la remarquable application du théoréme de Sturm due & M. Borchardt
(SERRET, Algébre-supéricure, t.1, p. 575 et suiv. ).
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INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES, ETC. 9

k. Tl est évident qu’aucune des intensités ne peut croitre indéfini-
ment avee le temps. Il faut donc que toutes les valeurs de « soient néga-
tives. Comme elles sont toutes réelles, il faut que tous les coefficients
de I’équation (1) soient de méme signe.

Désignons m indices différents par a, b, ..., k, et posons

Wa,d \Va,b o W{l,k
Alayb, . k)=] e T kst
Wiae Wis oo Wkk

On voit facilement que, avec cette notation, 'équation développée
par rapport aux puissances de « est

atA(1,2, .o ) Fans
4- o= [ SRy Re. o Rp i Ap, p + 1, R A
+a(W.,4R2...Bn+R4W2,2R3...R,,—i—. co4RiRa. Rt Wan)
+RiBy.. Ra

Le signe 3 désigne une somme symétrique par rapporta tous les
indices. Tous les déterminants qui y entrent sont symétriques par rap-
port a la diagonale et peuvent étre représentés par le signe Ala, b,..., k).
En effet, dans le déterminant qui forme le premier membre de I’équa-
tion (1), les éléments de la diagonale sont les seuls qui contiennent
un terme indépendant de «. II faut les prendre tous avec le signe -+,
comme le premier qui se présente dans le développement, car; en
échangeant d’une maniére convenable les lignes du déterminant (r)
et opérant de méme sur les colonnes, on amenerait un quelconque
d’entre eux au premier rang sans changer le signe du déterminant (1).

5. 11 faut que tous les coefficients soient de méme signe et, comme
le terme constant est positif, que tous le soient aussi. Cela donne en
P g
particulier, pour le coefficient de o*,

(2) A(1,2,...,n)20.

Considérons un systeme formé d’un nombre quelconque p des fils
primitifs, et enlevons les (n— p) autres. A ce systeme de p fils s’appli-
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10 M. BRILLOUIN.

queront les mémes raisonnements; en particulier, le coefficient de o?,
dans P'équation de degré p correspondante, devra étre aussi positif.
Cela conduit une condition de méme forme que la précédente, le déter-
minant n’ayant plus que (p)? termes. Il en est de méme pour toute
valeur de p et pour tout systeme de p des fils.

6. L’ensemble de conditions du.type (2), obtenues par la considéra-
tion du premier terme des équations relatives & une partie seulement
des fils, rend positifs tous les coefficients de I'équation relative aux
n fils. En effet, le coefficient de ¢ dans cette équalion est la somme
des produits des coefficients de & dans tous les systemes de n — p seu-
lement des fils, par les résistances des p autres; c’est-d-dire une somme
de quantités toutes positives {*).

7. Lorsque, parmi les 7 fils, on en considere isolément deux quel-
conques (1) et (p), leurs potentiels satisfont 4 la condition (5)

AL, p)=W,,, Wo,p— (Wi,p)220.

Supposons que W, , soit nul : 'inégalité réduite par cette condition ne
peut étre satisfaite que si W, , est aussi nul. Quand le potentiel d’un fil
sur lui-méme est nul, le potentiel mutuel de ce Ji avec un autre quel—v
conque est ausst nul. Un tel fil n’entre done plus dans les équations; le
systeme de 7 fils se décompose alors en un systeme de (n —1) fils et un
fil indépendant des autres.

8. Considérons maintenant un nombre quelconque p des z fils, et

posons
0=A(1,2,..,p).

Soient d,, le mineur obtenu en supprimant dans & la ligne ¢ et la
colonne 7 (d,, et 9,, sont égaux, & cause de la symétrie du déterminant
d par rapport 4 la diagonale); 04,15 le mineur obtenu en supprimant

(1) Dans la théorie de Iinduction exposée par Maxwell (4 Treatise on Electricity and
Magnetism, t.11, chap. VI), on déduirait immédiatement ces inégalités du n° 566, chap. V,
sur les équations de Lagrange.
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INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES, ETC. 11

dans 0 les lignes g et r, et les colonnes r et z. On sait que, quel que
soit le déterminant 0, on a toujours entre ses mineurs la relation

61],1' 63,[ T 6q,l’ 85,7’ = 6-aq,r[s,l-
Posons ¢ =r, s=1; la relation devient
(1) Sr.r 05,5 — (8r.6)2= 8.37 r15.00

et tous les déterminants qui y entrent sont positifs ou nuls (5).
Supposons que A(2, ...,p)=4d,, soit nul; la relation (1) donne

alors
— (31,)7= 880,110

et, le second membre étant positif, il faut que &, soit nul. Donc
d, ,= o entraine, quel que soit s, &, ;=o0, et 0, , s’obtient au signe prés
en remplacant dans d,,, la colonne (s)

WZ,S) W3,S’ sis oy WS—-I,S; ws,57 WS-’:-I,M &y Wp,s
par la colonne (1)

W'Q,h WS,H veey WS——&,M Ws,h WS+|,19 ceey Wp,i,

laquelle ne contient pas de potentiel d’un fil sur lui-méme. Cest ce
qu’on peut écrire symboliquement comme il suit : -

A(2,3,...,p)=0

a pour conséquence, quel que soit s,

A[2,3, ...,s-—r,(i),s—i—r,...,p]:o,

le symbole f) indiquant le remplacement de la colonne (s) par la
colonne (1).

9. Lorsque le mineur ¢, , est nul, le déterminant ¢ I’est aussi. En
effet, 0 est une fonction linéaire et homogéne des mineurs 9, ,, 0, ,, ...,
@ 5 +-+» & p» qui s’annulent tous a la fois lorsque le premier, 9, ,, s’an-
nule.
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12 M. BRILLOUIN.

10. Aux p fils considérés dans les n° 8 et 9 ajoutons-en un nou-
veau. Le déterminant de (p—+1)* éléments correspondants aura parmi
les mineurs de p* ¢léments le déterminant ¢ (n°8). Si 9,,, est nul, ¢ est
aussi nul (9), et, par suite, les conclusions des n° 8 et 9 s’appliquent
au nouveau déterminant de (p+1)* éléments. Il en est de méme du
déterminant de (p—+ 2)* éléments formé par 'addition d’un nouveau
fil, et ainsi jusqu’au déterminant A(1, 2, ..., n) de n* éléments. Donc,
si, entre les potentiels de (p — 1) quelconques des r fils, on a la rela-
tion

A(2, 8, < s pl="0,

tlen résulte entre les potentiels des = fils la relation

Ao, a0 in)=lo,

et entre les potentiels de ces z fils avec un (2 +1)*" quelconque, .

m
Al 1,2, vosym—1, L) sm—+1,...,n|=o,

quelle que soit la colonne 7, que I’on remplace par la colonne x, dif-
férente des n premieres.

11. Si, dans I’équation en «, le coefficient d’une puissance (p—+ 1)
de « est nul, tous les coefficients des puissances de «, supérieures a
p+ 1, sont aussi nuls. Car, pour annuler le coefficient de &2+, il faut
annuler séparément tous les déterminants de (p+ 1)* termes qui le
composent, et alors tous les déterminants symétriques de (p-+2)%, ..., n®
termes formés avec les potentiels des mémes = fils sont aussi nuls (10).

L’équation se réduit alors au p*° degré. Il faut pour cela qu’il
y ait entre les intensités un nombre n— p de relations indépen-
dantes des dérivées des intensités, égal au nombre des coefficients
qui disparaissent de I’équation. En effet, les équations générales étant
linéaires par rapport aux intensités et & leurs dérivées, il ne peut
exister entre les inlensités seules que des équations linéaires. S’il y
en a n— p, on peut entre elles et les p équations restantes éliminer
nn— p des intensités et leurs dérivées, et les p équations qui restent
sontencore linéaires par rapport aux dérivées desintensités conservées;

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 14 5



INTEGRATION DES LEQUATIONS DIFFERENTIELLES, ETC. 15

elles s’integrent de la méme maniere, et I'équation caractéristique qui
leur correspond est nécessairement de degré p.

12. L'étude directe de la condition nécessaire et suffisante pour
qu'il existe une relation entre les intensités seules, indépendamment
deleurs dérivées, conduit  une conséquence intéressante.

Considérons & part p des fils du systeme, et enlevons les n—p
autres ; 'équation relative & un quelconque ¢ de ces p fils, auxquels
jattribue les indices 1, 2, . .., p, est

h=p

B, =Ry iy +qu,hi',l.

h=1

Pour qu'il existe entre lesintensités seules une relation indépen-
dante de leurs dérivées, la théorie des équations linéaires fournit la
condition nécessaire et suffisante :

(1) A1y 0.0, p) =0,
et la relation indépendante des dérivées des intensités est
('Z) 61,r(E|—— R1i1)+62,,- (EQ—R2i2)+ . -+8p,r(Ep —Rpfp): 0,

en désignant par (— 1)*79,, le résultat dela suppression de la ligne ¢
et de la colonne r dans le déterminant (1). Cette relation est, comme
on sait, indépendante de 1a colonne r choisie, les mineurs correspon-
Jdants des diverses colonnes étant proportionnels.

13. Aux p fils entre lesquels existe la relation (2) quand on les
prend a part, ajoutons les n—p aulres qui completent le systeme
de n fils que nous étudions. Les équations relatives & chaque fil sont

changées,
] h=n

B Byl 5 2 Wil

li=1

et pourtant la méme relation (2) subsiste entre les mémes p intensites

seules. En effet, entre les p équations des mémes fils, éliminons p—1

des dérivées de leursintensités 7, . .., 7, je dis que toutes les autres
3
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14 M. BRILLOUIN.

dérivées 7,, ...,7, disparaissent de I’équation ainsi obtenue. En
effet, le coefficient de 7, , c’est le déterminant symétrique nul (1). Le
coefficient de ., c’est ce déterminant, dans lequel la derniere
colonne W, ,, W, ,,, ..., W, , estremplacée par une colonne de poten-
tiels mutuels des fils 1, ..., p, avec le fil r, Wles Wiy 3505 W 2y
et, le déterminant symétrique étant nul, le nouveau déterminant est
aussi nul, quel que soit r (10). Toutes les dérivées des intensités
disparaissent donc ensemble, en vertu des relations particulieres aux
potentiels des fils, et le résultat de I’élimination est évidemment le
méme que si aucun fil n’était ajouté aux p premiers. La méme con-
dition (1) est donc toujours nécessaire et suffisante pour que, dans le
systeme complet des = fils, il existe une relation indépendante des
dérivées de toutes les intensités, et ne contenant que les intensités des
p premiers fils. :

14. Voici maintenant une importante généralisation de la propriété
du n° 10. Entre les équations des p fils relatives au systeme complet
(13), de quelque maniére que nous éliminions p— 1 dérivéesdes inten-
sités, toutes les autres doivent disparaitre d’elles-mémes lorsque la
~ seule condition (1) du n° 12 est satisfaite. Désignons donc p indices dif-
férents quelconques par e, B,...,%, p, et éliminons les dérivées 7. ,
%, ..o, 4,5 dans équation qui résulte de 1'élimination, le coefficient
de 7,, qui doit étre nul, est

[ @) (BTN ()=

La condition (3) entre les potentiels mutuels des fils 1, 2, ..., p avec
les fils«, 3, ..., %, p, dont quelques-uns peuvent se confondre avec
autant des fils donnés, est donc une conséquence nécessaire de la con-
dition (1) du n° 12.

En outre, la relation qui reste entre les seules intensités St Ul
est nécessairement identique a (2). Désignons donc par (—1P+*A,. le
mineur quirésulte de la suppression de la ligne y et de la colonne =
dans le déterminant (3); il faut que ’on ait, quel que soit le détermi
nant (3) choisi,

/4) ‘Al,z‘_AQ,z __A.'f,z__ e D Ap,z
it 01,1 02,1 s, Ap
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INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES, ETC. 15

15. 1l est bien évident qu’aucun systeme de bobines ne peut réaliser
rigoureusement la condition (1), pas plus qu'un fil ne peut avoir un
potentiel sur lui-méme rigoureusement nul. C'est seulement un état
limite dont il doit étre possible d’approcher beaucoup dans certaines
conditions expérimentales. Voici, par exemple, une disposition qui
donne sensiblement une relation entre les seules intensités dans deux
fils voisins : Formons deux torons, 'un de a fils, Pautre de b fils, et
enroulons-les cote 3 cote de maniere d former une seule bobine.
Supposons qu’un courant parcoure successivement les a fils du pre-
mier toron, et un autre les & fils du deuxieme toron dans le méme
sens. ;

Soit w le potentiel sur lui-méme d’un seul fil enroulé comme l'ont
été les deux torons. Le potentiel mutuel de deux fils ainsi enroulés
cote & cote sera A peu pres 2w : on sait, en effet, que le potentiel sur
lui-méme d’un fil estla limite vers laquelle tend la moitié du potentiel
mutuel de deux fils qui se rapprochent jusqu’a se confondre.

Le potentiel sur lui-méme du premier toron est dore

ﬂit:l_)' 2W—aw?;

aw +
le potentiel sur lui-méme du deuxieme toron, b*wj; le potentiel mu-
tuel des deux torons, abaw. La condition pour que les dérivées des
intensités puissent étre ¢liminées de leurs équations,

2a2X 2b2w — (abow)? =4 w?2(a2b> — a2b?) =o,

est satisfaite par la construction de la bobine, quels que soient les
nombres entiers de fils qui composent chaque toron, et la relation
indépendante des dérivées des intensités est

202w (Eq —Rais)—2abw (Es— Rs is)=o
ou
b (Ea—Baia):: a(Ep— Ryis).
Une bobine ainsi construite permettrait donc de graduer les potentiels
sur eux-mémes et les potentiels mutuels des deux circuits, de maniere
5 donner une valeur choisie & I'avance au rapport des coefficients de
la relation indépendante des dérivées des intensités.
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16 M. BRILLOUIN.

Pour un plus grand nombre p de fils, il parait plus difficile d’imagi-
ner un arrangement qui donne entre eux tous une relation indépen-
dante des dérivées de leurs intensités, sans qu’aucun groupe de p — 1
d’entre eux réalise la méme condition.

SEGONDE PARTIE

16. Les systemes que je vais étudier sont formés de fils qui se
réunissent en certains points nommés sommets ; ces fils sont disposés
de telle sorte qu’on puisse toujours aller d’une extrémité & Pautre
@un fil donné par un chemin composé uniquement de fils différents
du premier : tout fil fait donc partie d’un circuit fermé et est par-
couru a chaque instant par le méme courant dans toute sa longueur.

17. Sommets. — A chaque sommet correspond une équation de
conservation de I’électricité :
2 (i) = o,

Les intensités y sont précédées des signes -+ ou —, suivant que le sens
positif sur le fil correspondant est dirigé vers le sommet ou en sens
inverse. ' )

Groupes. — 11 peut arriver qu’un certain nombre de sommets reliés
entre eux par des filsne soient reliés & aucun des autres sommets; on
dit alors que les fils qui communiquent seulement avec les premiers
sommels forment un groupe distinct. Soient g le nombre de ces groupes
dansle systeme de 7~ fils que nous considérons, et s+ g le nombre total
des sommets. Il n’y a que s équations distinctes relatives aux sommets.
En effet, en ajoutant toutes celles d’un méme groupe, on obtient une
identité, car toute intensité qui entre avec le signe + dans I'équation
d’un sommet, entre avec le signe — dans I'équation d’un autre dgu
méme groupe et n’entre pas ailleurs.
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INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES, ETC. 17

18. Pour établir les équations relatives & chaque fil, il faut tenir
compte de deux sortes d’actions : celles qui proviennent du courant
électrique ou de ses variations, et celles qui tiennent & la distribution
superficielle de I'électricité sur les conducteurs. Oceupons-nous d’abord
des premicres. '

Pour les forces électrodynamiques, un réseau tel que je I’ai défini
(n°16) équivaut, & chaque instant, a yn ensemble de circuits fermés,
parcourus chacun par le méme courant dans toute son étendue.

Considérons un groupe de v fils, ayant ¢+ 1 sommets. Mettons a
part ¢ fils aboutissant aux ¢ —+1 sommets. Un seul des v— o autres
fils forme avec les ¢ premiers un circuit fermeé. :

Soit 7 lintensité actuelle dans un de ces v— g fils; le groupe peut
étre divisé par la pensée en deux parties : 1° le circuit fermé obtenu
au moyen du fil considéré et des o fils mis & part, parcouru dans
toute son étendue par le courant #; 2° le groupe qui reste apres avoir
enlevé ce seul fil, les intensités étant diminuées de ¢ dans les fils com-
muns au groupe et au circuit fermé mis & parl, et conservées dans
tous les autres fils. La force électrodynamique exercée par ensemble
de ces deux parties sur un élément de courant quelconque est identi-
quement la meme que celle du groupe entier, car la force due a un
courant I=3(7) parcourant un fil donné a la méme valeur que la
somme des forces dues séparément & chacun des courants compo-
sants 7. .

Le groupe réduit par la suppression d’un fil satisfait aux mémes
conditions que le groupe complet, et peut étre subdivisé de méme.
Quand il n’aboutit que deux fils & un sommet, ce sommet disparait
du groupe. Quand, par réductions successives, on a formé (v—a—1)
circuits fermés, les fils qui restent ne forment plus qu’un seul circuit
fermé, sans sommet, et ol l'intensité a méme valeur dans toute son
stendue. On voil donc que le groupe entier équivaut, a chaque instant,
5 un ensemble de circuits fermés. La force électrodynamique que le
réseau exerce sur un élément quelconque est donc normale a I’élément
de courant et se calcule par la loi d’Ampere.  «

Dans cette décomposition fictive, la configuration des circuits fermés
reste la méme, mais le rapport des intensités dans chacun d’eux se
modifie continuellement pendant la période variable.
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18 M. BRILLOUIN.

19. Force ¢lectromotrice d’induction. — Lorsque deux circuits fermés
invariables de forme et de position sont parcourus par des courants
variables, la force électromotrice totale dans le premier circuit, due
3 . ooodr : o - oL
a une variation %dtf delintensité dans le deuxieme circuit, est, comme

’

on sait,

_WE[’

W:ffc‘;sedsds',

¢ étant I'angle des deux éléments ds, ds', et r leur distance.
Il faut done que la force électromotrice produite dans un élément

en posant

e dil - "
’s par une variation —édt dans un autre élément ds’ soit de la forme

! dr <cose 029

at\r Tt ds’) 4545

¢ étant une fonction de la distance seule des deux éléments, condition
nécessaire et suffisante pour que ¢ disparaisse dans I’action de deux
circuits fermés. - ‘
Désignons par a, B, «/, B des indices qui se rapportent aux extré-
mités de deux fils non fermés. W désignant toujours la méme intégrale
double, étendue aux deux fils donnés, la force électromotrice dans le

. . e gs U .
premier fil, due & une variation =7 4t dans le deuxieme, est

i

5 (W —+ Qo,0r — P, B! — PB,ar + CP?':B’)’

et, pour I'action de tous les fils du réseau (16) sur le premier fil, ¢’est
la somme de termes pareils.

Groupons tous les termes g, ./ qui se rapportent au méme sommet o';
ils se réduisent au produit de ¢, s par la dérivée de la somme des inten-
sités qui aboutissent 4 ce sommet; comme 9a,0r change de signe suivant
que le sens positif chojsi sur le fil est dirigé vers le sommet ou en sens
inverse, les intensités entrent dans la somme avee le méme signe que
dans I'équation de ce sommet. Ce coefficient est donc identiquement
nul.
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INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES, ETC.. 19

La force électromotrice dans un fil donné, due a I’ensemble du ré-
seau (16), est donc égale a

di’ ' .
~) W,

W:ff COSE Isds'.
0o Yo L

On verrait méme que, s’il y avait entre deux éiéments des actions élec-
tromotrices proportionnelles aux dérivées successives des intensités,
par le seul fait qu’elles disparaissent de I’action mutuelle de deux cir-
cuits fermés, elles disparaitraient aussi du systeme (16).

avec

20. Nous conserverons donc 2 I'intégrale double

W:]'fcisa dsds’

le nom de potentiel mutuel des deux fils, puisqu’elle définit complete-
ment la force électromotrice des deux fils, formant partie du réseau
que j’étudie. Lorsque les deux éléments appartiennent au méme fil,
¢est la moitié de lintégrale qu’on appelle potenticl du fil sur lu-
méme.

Rappelons que, par sa forme méme, elle fournit les lois d’addition
suivantes :

1° Le potentiel mutuel de deux circuils Jformés chacun de plusieurs
parties est égal a la somme des potentiels mutuels de toutes les parties
de I'un avec toutes celles de I autre circuit. ,

2° Le potentiel sur lui-méme d’un fil formé de plusieurs parties est égal
& la somme des potentiels sur elles-mémes de chaque partie, augmentée
de la somme des potentiels mutuels de toutes ces parties entre elles.

21. Equations du mouvement de I électricité dans un quelconque des
fils. — Soit AB un fil, sur lequel la direction AB est choisie arbitraire-
ment comme positive. Une pile est placée sur ce fil; sa force électro-
motrice rapportée a la direction positive sur le fil, ¢’est-a-dire l'accrois-
sement de potentiel électrostatique qu’on observe en la traversant de
A vers B, est E.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 14 5



20 M. BRILLOUIN.

Soient V,, Vg les potentiels électrostatiques aux extrémités A, B du
fil; 1a force électromotrice due & la distribution superficielle de i'élec-
tricité est V, —V,; pendant le temps dt, la chaleur dégagée dans le fil
est Ryi7de; le travail chimique de la pile est E,7,de; le travail des
forces électromotrices, tant électrostatiques que d’induction, est

’):71 dl'
e Ak z Wop S )ivdi;

p=1

enfin, les civeuits étant invariables de forme et de position, le travail
des forces électrodynamiques est nul. L’équation des forces vives donne
done

= p:n
: 1 il di, \ .
Rii2di=E,i,dt +(Vy—Vg)i,dt — ZW,,,,EQ ivdt,
: p=i
(Y]
]7:/[

By =Riii+ Y Wi p i+ Vi — V.

p=1

Ces équations sont en nombre égal & celui des fils.

22. Remarquons qu’elles ne contiennent que les différences des
potentiels ¢lectrostatiques aux divers sommets. Comme chaque groupe
est, a cet égard, completement indépendant des autres, on peut rap-
porter les potentiels des sommets & celui d’un quelconque du méme
groupe. Le nombre des différences de potentiel distinctes qui entrent
dans les équations d’un groupe est égal au nombre des sommets,
moins un ; pour le réseau entier contenant s+ g sommets et g groupes,
il ’y a que s différences de potentiel distinctes, autant que d’équa-
tions distinctes de conservation de I'électricité. ‘

23. Toutes les équations étant linéaires a coeflicients constants, on
sait qu’on les intégrera par des sommes d’exponentielles. Posons done

. E
ZP:R_E + Ay e,

V,] == Vo = Bq e“f,
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INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES, ETC. 21
et formons I'équation en . On sait qu’elle résulte de I’élimination des
constantes A, B entre les n équations des fils

h=n
EA;LW,,_MJrA,)R,,+ B,--By=o0
h=1
et les s équations des fils
ZAx=o,
qu’on aura soin d’écrire dans Pordre des indices des sommets. Cette
équation est donce

R| '+'W1,10C Wq,QOC i lixt U ‘tha [lq)| ‘U.|,2 I {I.|,5A
Wo, i Ro+Wsooa ... Wi o P20 P22 oo P
Wu,l % Wi, o R Vvlz,lz“ Png Po2 soe Pags
= o) =0
[ 2,4 . Pt o o - o
1,2 2,2 oo }Ln!g o o] BN (o]
Hf,s .U“_),‘g W ¥ ['«/1,5 (6] O Bty 0
Yai représenté par p,, des quantités qui sont +1, - 1 0U O}

elles dépendent de lordre des indices. Pour tout fil «, deux des pgy
seulement sont différents de zéro : 'un d’eux est 41, l'autre —1. Si
le fil  aboutit au sommet par rapport auquel on compte toutes les
différences de potentiel de son groupe, un seul des p.,, est différent
de zéro.

Le polyndme F (o) est de degré n—s. — Car, pour obtenir un produit
différent de zéro, il faut prendre s facteurs dans les n premieres lignes
des s dernitres colonnes. 11 ne contient donc plus que 7 — s lignes des
n premiéres colonnes, et ¢ y entre au plus au degré n—s.

94. Les racines de F(a) sont toujours toutes réelles. — Multiplions les
s dernieres lignes et les s dernieres colonnes chacune par . On intro-
duit ainsi «** en facteur, c’est-a-dire 2s racines nulles. Les remarques
relatives aux potentiels aux sommets montrent que le déterminant est
symétrique par rapport aux lignes et aux colonnes, pourva que les

4
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22 M. BRILLOUIN.

potentiels et les équations aux mémes sommets soient écrits dans le
méme ordre.

Opérons maintenant comme sur le déterminant (1) du n° 2, en rem-

plaant les diviseurs R,.,,, ..., R, par 1; nous aurons ramené I'équa-
tion actuelle au type connu du n° 3, dans lequel une partie des termes
a sont nuls. Il est évident, & cause de la continuité des racines, que
celles-ci sont encore toutes réelles.

Il en résulte qu’il ne peut s’introduire ni sinus ni cosinus du temps
dans Iexpression des intensités et des potentiels aux sommets d’un
systeme de fils quelconque soumis aux seuleslois de I'induction électro-
dynamique. Aucun phénoméne périodique ne peut y prendre naissance.

25. Tout probleme sur les courants dérivés pendant la période va-
riable d’induction est ramené & I'étude de 'équation correspondante
F(z)=o0. Il est donc important de pouvoir écrire immédiatement
I'équation ordonnée suivant les puissances de a. Les paragraphes sui-
vants conduisent & une régle générale pour la formation des coefficients
de I'équation. Cette regle résultera de la comparaison des diverses ma-
nieres de réduire & (n—s)* termes le déterminant F (o). Je vais étudier
en détail une de ces réductions : toutes les autres s’en déduiront.

26. Déterminant dont les éléments a,, sont indépendants de I’ordre
des indices. — La transformation la plus générale d’un déterminant par
addition des lignes et des colonnes revient & le multiplier par un autre
déterminant quelconque, différent de zéro, du méme nombre d’élé-
ments; mais, lorsque les éléments du déterminant sont indépendants
de ordre des indices, ce caractere n’est pas conservé parla transforma-
tion. On peut éviter cet inconvénient en multipliant le déterminant
donné par le carré d’un déterminant de la maniere suivante.

Soient

i, di,2 . ay,n
dz,q  Az,e az,n
A =

| @n,n Ap,2 ... Anpn

le déterminant donné, et
; a_r’T: a)’,‘]_‘.
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INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES, ETC. 23

Soit
)\1,1 . '}thy- e 7\4,71!
A — ),5,1 o )‘Z:y sikally )‘;,"
i s e v,

un autre déterminant, dans lequel 2., differe de 2., le premier indice
se rapportant & la ligne, le second 2 la colonne dont I'élément fait
partie.

Le produit de ces deux déterminants est un déterminant dont un
¢lément est

S=n

(I) mslox,y:E)\z,x Az, ye

Z=m k

Multiplions de la méme maniere, par le méme déterminant A, le
déterminant

P S T R
Pt a i fodeig e L. Bt of
0%1,11 e sz}n oo W“‘)n,ﬁ

ot les lignes ont été prises pour colonnes, et inversement, ce qui ne
change ni sa valeur ni son signe. Un élément du produit est

C=n
ot = Z}t,iv‘m,iy
=1
(2) L—n z=n z=n
’\ﬁ)i,*{):z }{127\3’12 az’C: Z)\z'n QA‘)E’;,
v =1 Zed k|

et b, est évidemment indépendant de 'ordre des indices &, n, en méme
temps que a. .
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24 M. BRILLOTUIN.

Cette transformation équivaut aux opérations suivantes :

Addition de lignes multipliées par des coefficients quelconques.
Mémes opérations avec les mémes coefficients sur le nouveau détermi-
nant, en y remplacant les lignes par les colonnes correspondantes, el
réciproquement. '

Lorsque le déterminant A est égal & ==1, son carré est + 1. La
transformation ne change alors ni le signe ni la grandeur du détermi-
nant donné A.

27, Soit g, + 1 le nombre des sommets du p*° groupe de fils. n0 a
s=20p.

Dans I'équation F'(z)==o0, je m’occupe d’abord des fils du premier
groupe.J'en choisis ¢, quiréunissent le premier sommet au deuxieme, le
deuxieme au troisieme, ..., le (¢,)" au (¢, +1)""; el sur chacun d’eux
je prends pour sens positif le sens dans lequel un mobile les parcourt
en partant du premier sommet. Les g, lignes du déterminant qui cor-
respondent a ces fils sont mises au premier rang. Je mets a leur suite
o, lignes du deuxiéme groupe, ..., g, lignes du p"" groupe, choisies de
la méme maniere.

Il suffit alors d’unseul fil du p*™ groupe pour former un circuit fermé
avee un ou plusieurs des o, fils du méme groupe, mis & part. Par consé-
quent, en ajoutanl un nombre convenable des ¢, premitreslignes & une
des autres du premier groupe, on forme une ligne nouvelle, de laquelle
tous les p. ont disparu, car les V auraient disparu des équations cor-
respondantes, le circuit étant fermé. Grice aux signes choisis, il suffit
pour cela d’une simple addition arithmétique.

En opérant ainsi pour tous les groupes, on transforme le déterminant,
sans changer savaleur, en un autre ou tous les élémentsdes (n+ 1), ...,
(n + s)*™ colonnes sont nuls, depuis la s*° ligne jusqu’a la derniere.

28. Faire sur les nouvelles colonnes les mémes opérations que sur
les anciennes lignes équivaut a éliminer entre les ¢ équations et une
quelconque des complémentaires de chaque groupe les intensités dans
ces ¢ premiers fils. Cela transforme le déterminant en un autre symé-
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trique,

1
by e b|,s b4,s+1 e bl,ll P, ner e Pinas
b, cee bs,: bx,s-| 1 s bs, n Psnda oo P nss

2k b O
bsii 1 coe bsias Ji 0 o R o .
Jre BURe Sledii i B s e n

bn 1 bn,s bn,s+1 bn,n o o
o

Mn+1,14 Pn1,s o o 0
g el 0

Penries, 4 iee Pnas,s 0 o 0 [}

olt tous les éléments dont I'un des indices serait compris entre n -+ 1 et
n-+s et autre entre s-+1 et n+s inclusivement sont nuls; les élé-
ments p. sont les mémes qu’au n° 23.

99. On voit immédiatement que ce déterminant est égal au d.éter-
minant B, obtenu en supprimant les s premieres et les s derni"eres ll.gnes
ainsi que les mémes colonnes, mul‘tiplié par le carré du Eieterr’nmaqt
des s premieres lignes et des s dernieres colonnes. Ce dernier détermi-
nant est d’ailleurs égala —+1. Ses élé'ments ne sgr'xt autres, que les, . des
s lignes correspondantes du déterminant PI‘I:!ﬂltlf,. et, d, apr?s Pordre
danslequel les lignes et les colonnes sont écrites, il est égal a

1 (o] o e o) OIS RO
-—1 1 ad = Ao, o (o TIPS SRR o
o —I 1. :i¢s © o Q +:iw O
\ié i (o] o (s P R ¢ 0 Qe O
(gy)i®me ligne. . .
o [} 0 (6} 1 o [0)
o 0o o 0o —I1I 1 o
. s .
o o o Vel 0 o (o) [ & i i

—~———

(z4)1eme col.

1 7 » ié
Considérons une ligne ¢ quelconque. Le fil va, par exemple, du g*"* au
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26 M. BRILLOUIN.

(¢ + 1) sommet du premier groupe. A cause du sens positif choisi
sur le fil, le terme de la (g — 1) colonne est égal & — 1, celui de
g*™ 4 +1, et tous les autres sont nuls. :

Il en est de méme si le fil considéré est un fil intermédiaire d’un
groupe quelconque. Quant au premier fil de chaque groupe, il ne donne
qu’'un seul élément -+ 1, situé sur la diagonale du déterminant, car
I'équation correspondante ne contient que le potentiel du deuxieme
sommet par rapportau premier, qui sert de point de comparaison a tous
ceux du groupe. .

30. Occupons-nous donc seulement du premier déterminant B. Les
A du n° 26 sont déterminés par la premiere transformation (27).
Les s premieres lignes sont conservées, d’ou

(255) ) bay=0 (25y),
(r<s) ) Ao z—=+1.

Pour une ligne x, x>,
)\x,x =1

La ligne @ appartenant au p' groupe,
7\sz ==
pour une série de valeurs consécutives de z comprises entre
oy +ga+...+apy el oy +og2+t...+Gpy+ opt1.

Pour toute autre valeur de z,

7\z)x: 0.
31. Pour®>s, 1 >s, la formule (2) du n° 26 donne
ben =22t hen as s

les signes 3 s’étendant a toutes les valeurs des indices z, £&. On doit y
remplacer a.¢ par aW_ ¢, quand z differe de &, eta,, par R, +aW,_ ..

Si les deux lignes &, » du premier déterminant appartiennent 4 deux
groupes différents, il n’y a pas de terme en «, . dans la somme, car },,

est nul :
2heq Weg,
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ot S s’étend & toutes les valeurs de =, est le potentiel mutuel du fil ¢
du deuxieme groupe avec le circuit entier du premier groupe que

ferme le fil » (20);
St (20e0 Waz)s

3

ol le premier = s’¢tend & toutes les valeurs de &, est le potentiel mutuel
du circuit du premier groupe, fermé par le fil 4, avec tout le circuit du
deuxitme groupe que ferme le fil £. Désignons-le par Wy, alors

be = aWe—s, 1—s-

32. Si les lignes &, « appartiennent au méme groupe, un certain
nombre des a. . y entrent, et I'on a

by =22 Ut hsn Wz o+ 24252 Ra,

les deux premiéres sommes étant étendues i toutes les valeurs de z et &,
celle du second terme aux valeurs de z seulement. La premiere partie
de la somme est encore égale au potentiel mutuel des deux circuits fer-
més. La seule différence avec le cas précédent, c’est que les deux cir-
cuits, appartenant au méme groupe, ont un certain nombre de fils
communs. Ce sont ceux dont les potentiels W . entrent dans bg,.

Désignons encore par W, ce potentiel mutuel.
¢ La seconde partie k). R;=Re s €5t la résistance des fils com-

muns aux deux circuits; car il faut, pour que R; y entre, que hgm Bt Apg
soient tous les deux différents de zéro. Done

by = o Wes,q-s + Reisns
SiZ =1, les deux circuits se confondent, et
byt = aWeos ts + Rims =28 Wi + Re s,

olt we_, est le potentiel du circuit sur lui-méme, et R. sa résistance
que 1'on peut décomposer ainsi,

Be =R+ Ria
R,_, étant la résistance des fils communs & d’autres circuits du méme
groupe, et R:_, celle du fil qui ferme ce circuit particulier, laquelle
n’entre que dans 1’élément bey.
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28 M. BRILLOUIN.

33. L’équation F(«)=o devient alors

Wi+ R, Wiso—+Ry o « Winesa+Rin-s
Wa o+ Rs Ws oo+ Rs s cor Wo n—soa+Ron_s

= 0}
Wi-sioo+Ro_s Wnsoo+Ru_sa ... Wnsn-soo+Bnsn-s

équation dans laquelle les W désignent des potentiels de circuits fermés,
les R des résistances qui s’annulent quand les deuxindices appartiennent
a des groupes différents. Toutes ces quantités W, R sont d’ailleurs
indépendantes de I'ordre des indices. |

34. Autres manicres de rédwire le déterminant a l'ordre n--s. —
Conservons s lignes quelconques, et & chacune des autreslignes ajoutons
ou retranchons un nombre quelconque des s premieres; le déterminant
des A reste égal & 1 en valeur absolue. En effet, tousles éléments A, .
sont égaux & +1 oud —1, et (ous ceux A, olt 5 est plus grand que ,
sont nuls. La double transformation qui porte sur les lignes et sur les
colonnes n’altere done ni la valeur ni le signe du déterminant.

35. Le déterminant des p. (29) s’annule lorsque, parmi les s lignes
“conservées les premiéres, un certain nombre forment un circuit fermé.

Dans ce cas, en effet, il suffit d’ajouter ou de retrancher les équations
correspondantes pour en faire disparaitre tous les V; la méme combi-
naison des lignes du déterminant des p. fait apparaitre une ligne
formée uniquement de zéros. Une pareille transformation n’est donc
pas permise.

Lorsqu’il n’y a aucun circuit fermé, les s lignes sont formées néces-
sairement de ¢, du premier groupe, ¢, du deuxieme, etc., car autre-
ment il y aurait, pour I'un des groupes au moins, autant de lignes que
de sommets, et il est impossible de former avec elles un circuit ouvert.
De plus, pour chaque groupe, il faut qu’a chaque sommet aboutisse au
moins un fil, sans quoi quelques-uns formeraient inévitablement un
circuit fermé. Ces fils peuvent d’ailleurs étre consécutifs, comme dans
la premiere transformation, ou partir tous d’un des sommets pour
rayonner vers les autres, ou former plusieurs faisceaux analogues. Il
suffit qu’il en aboutisse au moins un  chaque sommet, parce qu’il est
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impossible de former un circuit fermé avec o fils qui aboutissent &
¢ + I sommels. s

Dans ce cas, la valeur absolue du déterminant des p. est + 1. 1l est
en effet facile d’ordonner les lignes de maniére que tous les (., soient
+ 1, et tous les p,, nuls pour » plus grand que x. On peut alors
supprimer le carré du déterminant des p., sans altérer. ni la valeur ni
le signe du déterminant principal.

36. Dans les éléments du déterminant nouveau, il n’entre plus que
des potentiels de circuits fermés, comme dans la premicre transforma-
tion, car il suffit d'un (¢ % 1)** fil quelconque pour fermer le circuit
des ¢ premiers.

Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour le succes
de la transformation.

37. Toutes ces transformations sont indépendantes de toute hypo-
these sur la grandeur des résistances: elles n’alterentnilavaleur absolue,
ni le signe du déterminant; par conséquent, le facteur independant des
résistances qui multiplie le produit d'un nombre quelconque de résistances

a méme valeur et méme signe dans tous ces développements, bien que sa
forme apparente soit différente. Cette remarque permet de former

facilement I’équation ordonnée suivant les puissances de «.

38. Considérons en effet le déterminant sous sa forme primitive,
avec (n+s)? éléments (22). Pour obtenir le coefficient de i |
faut former la somme des produits de § résistances R différentes par le
déterminant symétrique qui résulte de la suppression des lignes et co-
lonnes ol entrent ces résistances, dans lequel on efface lesR qui restent.
Considérons donc un de ces produits de £ résistances R différentes.
Parmi tous les déterminants de (1 —s)? éléments, que les transforma-
tions indiquées permettent de former, cherchons-en un dans lequel les
£ résistances considérées occupentla place des premiers &” du détermi-
nant type que j’ai éerit (32-33). S'il 0’y en a pas, cest que le coefficient
de ce produit est nul. S'il y ena un, supprimonsles § premiéres lignes et
colonnes, effacons dans les autres tous les R, R"; le déterminant qui

reste est, en grandeur et en signe, le coefficient du produit de ces
5
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£ résistances considérées. S'il y en a plusieurs, on choisira 'un quel-
conque d’entre eux, et Pon fera comme précédemment.

Pour qu’un produit de £ résistances entre dans le terme considéré,
il faut done que parmi les (n—&) autres résistances onait pu en trouver
¢, du premier groupe, ¢, du second, ..., aboutissant a tous les som-
mets de ces groupes; car c¢’est la condition nécessaire et suffisante de
possibilité dela transformation (35). Sil’on peut faire ce groupement de
plusieurs maniéres, on aura plusieursformes apparentes du coefficient
entre lesquelles il est indifférent de choisir une quelconque, toutes
étant équivalentes d’apres la remarque (37). On peut d’ailleurs tou-
jours amener aux premiers rangs les £ résistances considérées, sans
altérer le signe du déterminant, les permutations portant sur autant de
colonnes que de lignes.

Le déterminant facteur de ce produit est facile & écrire : les éléments
sont les potentiels mutuels des circuits formés de toutes les maniéres
possibles avec tout ou partie des s fils choisis comme point de départ
de la transformation, et chacun des n — £ — s autres; et tous ces cir-
cuits sont fermés.

39. Régle pour écrire immédiatement I’ équation qui donne les expo-
sants o d' un systéme quelconque de bobines. '
1°, degré du terme le plus élevé;
n, nombre total des bobines;
g, nombre des groupes distincts;
s+ g, nombre total des sommets.

Le plus haut exposant de « est n—s, et I'équation est
Fla)—A, P Ap s g7+, At As =5,

0. Former le coefficient A,_,_;. — On a choisi d’avance arbitrai-
rement la direction positive sur chaque fil. Ecrivons toutes les com-
binaisons différentes £ 4 £ des n résistances. Pour chacune d’elles,
parmi les » — £ autres résistances, choisissons-ens, telles qu’au moins
une aboutisse & chacun des s+ g sommets. Si c¢'est impossible, cette
combinaison n’entre pas dans le terme A,_,_;. Si ¢’est possible de plu-
sieurs manieres, fixons notre choix sur une, n’importe laquelle d’ail-
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leurs, et ne nous occupons pas des autres. Formons tous les circuits
fermés qu’on peut obtenir avec un nombre quelconque des s fils et un
seul des (n —& —s). Ils sont au nombre de n —£ — 5. Au moyen des po-
tentiels des fils pris dans le sens positif, formons, d’apres la regle du
n° 20, les potentielsde tous ces circuits sur eux-mémes, et entre eux, et
écrivons le déterminant symétrique de (n—&—s)® termes qu'on peut
former avec eux. C’est le facteur du produit des & résistances consi-
dérées dans le terme A,_,_:.

k1. Les racines de I’ équation F(o) = o sont loujours loutes négatiyes.
— Eneffet, clles sont réelles (24), et tous les coefficients de ’équation
F(«)=o0 sont positifs. Un coefficient de F(x) est la somme de pro-
duits de résistances par des déterminants symétriques

Win Wiz .. Wip
W2,1 IV2,2 W‘_’,p
Wi Pos <ov Wop

ol1 tous les éléments se rapportent & des circuits fermés. Ces détermi-
nants sont donc tous positifs (I'* Partie, 5), et par suite aussi tous les
coefficients de F(«).

Parmi ces coefficients, remarquons les deux extrémes.

Le dernier ne contient que des résistances. Le premier, qui ne con-
tient pas de résistances, se réduit & un seul d¢terminant symétrique
de circuits fermés. '

42. Du systeme complet, j'enleve § fils quelconques qui ne laissent
aucun circuit ouvert. Le nouveau systeme ainsi formé a n—¢ fils;
jappelle g’ le nombre de ses groupes, s+ g’ le nombre total de ses
sommets. Tous les sommets appartiennent au systeme complet; mais
ses groupes peuvent étre différents, un seul groupe du systéme com-
plet ayant pu étre subdivisé en plusieurs par suppression des fils. On a

s+ gss+g
§s8

Un coefficient quelconque A, ;- de I'équation en « correspondante
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s'obtient en appliquant la régle du n° 40. Parmi les combinaisons de
n—¢—# des n—¢ fils, choisissons celles qui contiennent s’ fils
aboutissant aux s'-+ g’ sommets. Les potentiels des circuits formés
avec tout ou partie des s fils, et chacun des n— & —&'— d’une
quelconque de ces combinaisons, sont les éléments du déterminant
symétrique qui, dans A,_,_,_ ., multiplie le produit des & autres
résistances.

Parmi les ¢—+s' fils, les s’ aboutissent a tous les sommets con-
servés, et les é‘a tous ceux enlevés; on, peut donc toujours trouver
parmi eux s fils aboutissant aux s+ g sommets du systeme complet,
etles E=¢ + s +& —s autres ont nécessairement pour coefficient le
déterminant en question, dans le terme A,__: de 'équation relative au
systeme complet.

Réciproquement, tout déterminant de A, ;¢ se trouve dans un ou
plusieurs des A’,_, _,_. des systtmes qu’on peut former en supprimant

convenablement une partie des fils.

43. Considérons dans A,_,_: un déterminant ¢ de (n—s—E)* élé-
ments. Mettons a part les s fils qui sont la base dela transformation par
laquelle ce déterminant est mis en évidence, et les £ résistances qui le
multiplient. Les éléments sont les potentiels des circuits fermés obte-
nus avee les s fils et un seul des (n —s—&) fils restants.

Dans le produit de & résistances, par lequel il est multiplié, otons
seulement une d’elles; nous aurons £ produits de & —1 résistances.
Tous entrent dans A, , z.,. Le coefficient de 'un d’eux est un déter-
minant de (n— s — &+ 1)* termes, qu'i a pour éléments tous les poten-
tiels des circuits fermés obtenus avec les s fils et un seul des
(n—s — £+ 1) autres, lesquels sontles n —s—¢& qui entrent dans ¢ et
un @, de ceux du produit des & résistances. Ce déterminant a done le
déterminant & pour mineur relatif au potentiel sur lui-méme du cir-
cuit formé des s fils fermés parle fil a.

Inversement, quand un produit de & résistances a pour coefficient
dans A,_, : un déterminant 9, tous les produits de E+1 résistances
formés des & premieres et de I'une des (n—s—&)autres ont pour
coefficients dans A,_,_z., les mineurs symétriques de 0.

Conséquence. -- Si un terme A, ¢ est nul, tous ses déterminants
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sont nuls, et par suite aussi tous ceux qui les ont pour mineurs, ¢’est-
a-dire ceux de A, _geys «-o» JUSqUa A, ;5 car, leurs éléments étant des
potentiels de circuits fermés, les théoremes desn° 8,9, 10 de la pre-
miere Partie sont applicables.

Done, quand un terme A, ¢ est nul dans ¥ (), tous_les termes d’in-
dice supérieur sont aussi nuls.

&%. Combinaisons indépendantes des potentiels aux sommels, el des
dérivées des intensités. — Pour que les potentiels aux sommets puissent
g’éliminer, il faut que les équations que I'on combine se rapportent &
des fils formant un ou plusieurs circuits fermés. Lorsqu’il en est ainsi,
prenons les équations des sommets, dérivons-les et éliminons entre
toutes ces équations toutes les dérivées des intensités, sauf une. On
reconnait immédiatement que le coefficient-de la derniere dérivée d’in-
tensité est égal au coefficient de la plus haute puissance de («) dans
I'équation F(e)=o0, relative a ce systeme de fils, prise sous sa premiére
forme (22). Formé par la regle du n° 40, ce coefficient est un détermi-
nant symétrique, dont tous les éléments sont des potentiels de circuits
fermés. Pour que la derniere dérivée disparaisse, il faut et il suffit
que ce déterminant soit nul. 11 reste alors une relation qui ne contient
plus que les forces électromotrices des piles et les intensités.

5. Je suppose que les fils, entre lesquels existe, lorsqu’ils sont seuls,
cette combinaison indépendante des dérivées des intensités, aient main-
tenant dans leur voisinage d’autres fils parcourus aussi par des cou-
rants.

Tous ces fils, tant anciens que nouveaux, forment des circuits fer-
més, pour que tous les potentiels aux sommets puissent disparaitre.
Les nouveaux fils peuvent avoir des sommets extérieurs a I'ancien -
réseau, d’autres communs avec lui, ou méme faire apparaitre sur les
anciens fils des sommets nouveaux. On peut toujours ramener ce der-
nier cas au précédent et supposer que tous les sommels qui appa-
raissent sur ’ancien réseau, lorsqu’on introduit les nouveaux fils, exis-
taient auparavant. Il suffit, pour cela, de subdiviser tout fil R sur lequel
apparaissent 7 sommets, en 7+ I parties fixes, 7o, 74y .oy Iy €1
traitant les points de division comme des sommels. A cause des lois
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d’addition tant des résistances que des potentiels des circuits, 1’équa-
tion du fil complet est exactement équivalente, dans le systeme pri-
mitif, aux équations relatives & chaque partie, accompagnées des équa-
tions de conservation de I’électricité & chacun des m sommets du fil
divisé. On peut donc choisir de préférence cette derniere forme, qui
se préte plus facilement a I’énoncé du résultat. Alors, tous les som-
mets communs sont des sommets du réseau primitif.
Cela posé, soient:

G, S+ G le nombre total des groupes et des sommets du réseau pri-
mitif;

G’, '+ G’ les nombres correspondants du réseau complet formé par
I’addition des # nouveaux fils; .

I les intensités actuelles dans les fils du réseau primitif;

¢ dans les » nouveaux fils.

Choisissons S’ fils aboutissant aux S+ G’ sommets; parmi eux,
S’ —S=3s sont nécessairement des fils nouveaux, aboutissant aux
S+ G —S —G=s4 g sommets extérieurs au réseau primitif, intro-
duits par les n fils. Les S autres peuvent étre tous des fils du réseau
primitif. Alors chacun des » —s nouveaux fils qui restent forme, avec
tout ou partie des 8’ fils mis & part, un circuit fermé. Il en est de méme
de chacun des N—S anciens fils avec les S mis & part qui appar-
tiennent au réseau primitif.

Prenons les dérivées des S’ équations, seules distinctes, de tous les
sommets, et les N équations des fils primitifs. Ces N derniéres ne con-
tiennent que les potentiels aux S+ G sommets anciens, les intensités I
dans les anciens fils et leurs dérivées, ainsi que les dérivées:’ des inten-
sités dans les nouveaux fils, mais non ces intensités 7 elles-mémes.

Par les S’ équations distinctes aux sommets, on peut éliminer dans
les N équations des anciens fils les 7’ des s fils nouveaux et les I’ des S
fils anciens qu’on a mis & part. Il ne reste plus que N—S des I' et
n—s des 7. Grice au choix des S—+s fils, dans une quelconque a-
des N équations, le coefficient de ¢, est le potentiel mutuel du fil a
avec un circuit formé des §' fils fermés par le fil z; le coefficient de I,
est le potentiel mutuel du fil @ avee un circuit formé des S fils fer-

més par le fil y.
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Eliminant alors les S potenlie]s distinects aux sommets, V, entre ces N
équations, elles se réduisent a N —S, ot les coefficients des I" et ¢ sont
tous des potentiels mutuels de deux circuits fermés. Pour faire cette
¢limination, on a ajouté tout ou partie des équations relatives aux §
fils mis & part, achacune des N—S autres. Dans1’équation du fil @, ainsi
modifiée, Uun des circuits est formé des S fils fermés par le fil a; le
second circuit est formé : pour Z , des S’ fils fermés par le fil @; pour I,
des S fils fermés par le fil y. Les termes indépendants des 7" sont iden-
tiquement les mémes que 8'il n’y avait pas de fils supplémentaires. Les
résultats de ces transformations sont évidents quand on les compare
avec les n° 27, 28, 31, 32.

Eliminons alors (N—S —1) des (N—S8),I', et désignons par I, celle
qui est conservée :

Dans I’équation résultante :

1° Les termes indépendants des &' et de I, sont identiquement les
mémes que s'il 0’y avait pas de fils supplémentaires.

20 Le coefficient de I, est le méme déterminant symélrique ayant

.pour éléments des potentiels mutuels de circuits fermés, lequel est nul
par hypothese.

30 Le coefficient d’un z, quelconque s’obtient en remplacant dans
le coefficient d'I, la colonne (1) par la colonne x, formée des poten-
tiels mutuels des circuits « 8’ fermé par x » avec tous les circuits suc-
cessifs formés des S fils anciens fermés par N — S autres. Ces détermi-
nants ne contiennent que des potentiels de circuits fermés; le
théoreme 8 s’y applique done, et tous s’annulent des que le coeffi-
cient de I, est nul. ‘

Done, lorsqu’il existe entre les intensités des courants dans certains
fils, considérés a part, une relation indépendante des dérivées des inten-
sités, la méme relation subsiste, quels que soient les nouveaux fils
qu’on y ajoute, pourva qu’on aiteu soin d’écrire la relation primitive en
y séparant les termes relatifs aux divers morceaux que I'addition des
nouveaux fils doit former avec chacun des anciens.

k4. Comparaison avec I'équation en «. — Lorsqu’il existe une rela-

tion entre les seules intensités d’un certain nombre n— p des fils du
systeme, cela annule le premier terme A,_,._, de 'équalion en o que

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie — UPMC — Cote : HF uf 166 14 5



36 ‘M. BRILLOUVIN.

on obtient en supprimant tous les autres fils. Ce premier terme se
réduit, comme on sait (41), & un déterminant unique qui entre dans le
terme A,_,_,, (s-+¢=5+p), de I'équation en «, relative au systeme
complet (42), et y est multipli¢ par un certain produit de ¢ résistances.
Tout produit de & d’entre ces derniéres (£ <{g) a pour coefficient dans
A,_s_¢ un déterminant 8 de (» — s — &) éléments, qui a comme mineur
symétrique de (n —s— ¢)* éléments le déterminant A, _,_, (43). Donc,
lorsque A,,_,_, s’annule, tous ces déterminants ¢ s’annulent, et A,_;,
qui est 'un d’eux, s’annule, Mais les termes suivants A,_,_, ne s’'an-
nulent pas, parce qu’ils contiennent en méme temps d’autres détermi-
nants que ceux qui ont A, _,_, pour mineur. '

Unerelation indépendante des dérivées des intensités dans une partie
des fils annule donc le coefficient de la plus haute puissance de « dans
F(a), et celui-la seul.

Les mémes propriétés permettent de reconnaitre que le nombre de
relations distinctes indépendantes des dérivées des intensités est tou-
jours égal au nombre des coefficients des plus hautes puissances de ,

qui sont nuls dans F(«).

50. Apprications. — Classons d’abord les systemes de fils d’apres le
degré de I'équation qu’ils fournissent. Désignons par S le nombre
total (s+g) de sommels; & chaque sommet aboutissent au moins
L4 . . .

3 fils, de sorte que le nombre de fils minimum est le premier nombre

g o s o ) & ot . . 3 ) SR
entier non inférieur i = S, ¢’est-a-dire ;S si S est pair, et;S-i— 5 i S

est impair.

51. 1° Un seul groupe :

S— N — 1 i Nombre minimum de fils...... 3N —1
B """ ] Degré minimum de I'équation.. N1
§— N 3 Nombre minimum de fils...... 3N
e Degré minimum de I’équation.. ~ N1

Les systemes qui conduisent & des équations de degrés résolubles
sont donc seulement les suivants : ‘
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..........

............

S| ——-2N1 — 1
Sg:: ‘ZN;)—‘I.
Sq'—2N1~—I
Sg"_—_ 2N2
S{'—2N1 5
82: 2N2——-l
S1:2N4 5
SO—ZNQ

|
|
5
:2 3N+ Na) — 1
|

1 fil. 1er degré .

3 fils. DO R
4 » S
Bl 4 »

S50 35w

6 » e

6 » geil- g

7 » 4"/ D g
8 » A

g » 4‘* »

S:S| 'f‘Sg.

Nombre
minimum de fils.

3(Ny+Ng) — 2

3(N| —F‘Ng:‘ == i

3(N1 +N2)

Degré minimum.

N, —+ No -+ 2

N, + Na-+2

N1+N2*F2

N1+N2+2
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Systemes qui conduisent a des équations de degrés résolubles :

Si=o0, Sa=o... . 2fils 2°degré.... OO

~

4 » SR EE O,Z
\5 » 480w S Og

S1:O, 52:2...

Gy e T L ] %
et c’est tout.
53. 3° g groupes. — On verra facilement que tous les systemes

formés avee S,= 2N, —1 ou S,= 2N, d"une maniere quelconque, con-
duisent au méme degré minimum pour I’équation en «

(Ny+No+ ... +Ng)+ g

Sip des groupes ont un nombre impair de sommets et les g — p autres
un nombre pair, le nombre minimum des fils est

3(Ny+No+ ... +Ng)—p.
On trouve ainsi le reste des systemes résolubles :

Trois groupes :

Sy=o0, S;—=o0, Sy—o0...... 3 fils. 3¢ degré. ... OOO
S;=o0, Ss=—o0, Sy—2.. ... 5 ». e » ... O@Q

Quatre groupes :
Si=o, S;=o, Sy=o, S;=o.. 4fils. 4 degré.. OOOO

5%. Je vais maintenant reprendre le raisonnement général sur
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exemple le plus simple, celui d’un seul groupe de trois fils & deux

sommets.
0

Les ¢quations des fils sont

I{q i4 -+ 2Wy i’l =iz Wq,zll,z"*— W1,3 i';;_ EI _*'V‘I '_V(): 0,

Rs lz—i— Wg,q i’,—i— 2Wsa l.’2 =I= W2,3i,3_ E. +V, "‘VOZO’

R3 l.3+W3,| l.,'-Jr— W3_2 l.'i—i— 2W3 l." —_— E3 +V| —V0: (o}

et celle de 'un des sommets

i)+ o~ 3= 0.

Elles conduisent directement a I’'équation

2w« —+ By W, o Wi se
i W, 2awaa + Ro Wi, sa
i Wi, Wi, o aws e -+ R;
I 1 1

I

(o]

L’équation finale étant du deuxieme degré, ramenons le déterminant
b n’avoir que deux lignes et deux colonnes. Cest ce que ’on peut faire
de trois manieres différentes, suivant le fil que I'on choisit pour base

de la transformation.

1° Retranchons la premiere ligne de la deuxieme et de la troisieme;

il vient

aw;a + Ry Wi Wise

(\V‘_m —2W1)06—R1 (2W2-—W1,2)05+ R, (‘V3,2_\V,|‘3 Yo
(W3, f2W1)06——R4 (Ws,a—Wi2)a (2ws—W,3) 4R35

F(a)=

I 1

I

(=]

(=]

o

Retranchons la premiére colonne de la deuxieme et de la troisieme ;
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il vient
2W11+R1 (\V1)2—2W1)1~—R1 (W-1’3—2VV1)OL—R1
VVg,1—-2W1)’J.—R1 (‘ZVVZ —Vvi,g —‘V2:1+2W1)1—|—R2+R1 (ng —'W1,3_W2’1+2VV1)“+R1
W3‘1—2W1)2—R1 (Wg,g ‘—Wj’g—'Wvg’l—f— 2VV1)2+R1 (ZVV3~—W1’3 —VV3‘1—1'2VV1)“ +Rs+Ry
I 0 f 0 '
et, en posant
2Wa —+ 2W;y —*2W1)2 — 2,2,

aws + 2wy — 2W, 3 =2wW,3,
Wos— W, 35— W, 42w = ”/1,211,3

et supprimant la premiere et la derniere ligne et les mémes colonnes,

I 20,00 R, +R, IW1)2[{,30( + Ry

F(a)fz = 0=
] qu,gH;goz—l—R, 2W1,3O!+R1+B3

Telle est la premiere: transformation. :

Wy 05 Wi Wiaps,s 6tant les potentiels des circuits formés par les
fils 1,2; 1,3, lesquels sont fermés (17).

Les deux autres transformations donneront de méme

v ( ) } 2Ws3 90 +R3+R2 173,2[3,1)66 -+ R ’
o) = =0
]-’Vs,g'g,qa—i—Rg 2W3,10£+R3+P11 1 ’

F( 3 § 20y 00 +R|+R2 Wﬁ,lﬁﬁ“"" R2
o) = |
) | Wz, -+ R 2wa s+ Ry + Ry

Ces Lrois expressions sont identiques quelles que soient les résistances.
Le coefficient de «? est le méme dans les trois expressions, quoique
sous trois formes différentes; choisissons, par exemple, la premitre.
Le terme constant est le méme, R, R, +R,R, +R,R,, dans toutes trois.
Cest pour le terme du premier degré que leur comparaison est utile :
le coefficient de R,, dans ce terme, a sa forme la plus simple dans la
premitre expression, ainsi que le coefficient de R,. Mais le coefficient
de R, y est compliqué, tandis que dans la seconde expression sa forme
est plus simple : c’est celle-la que nous prendrons, puisqu’elles sont
identiques. ’
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INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES, ETC. 4x
L’équation est donc

F(oc) == (4W|,2W1,3—' W|2,2H‘3)‘052—|— (2"04}21{3—%— 2W|,3RQ+ 2W3,2R4>d
- Rqu—'r R2R3+ R3R| —= 0,

tandis que le développement direct d’une des transformations choisie
) T'exclusion des autres, la premiere par exemple, aurait donné

F(a)=(4wiawis— W)
—+ [2W|,2R3+ 2W1,3R2 = (?-WI,?. —“+2Wy,3— 2’%’4,2“,3)1{1]0(
= R1B2+B2R3+ RsR;=o.

1l est «’ailleurs facile de reconnaitre directement I'identité des deux
formes dans ce cas tres simple, et la symétrie de Vexpression y aurait
conduit.

55. APPLICATION DE LA REGLE : Un seul groupe, trois sommels. —

BN

L’équation est du troisieme degré :
A3023+ A2d2+ Ao+ Ayp—=o.

Pour faire rapidement le choix indiqué (40), 1l est bon d’écrire
d’abord le Tableau des contours fermés qui correspondent a chaque
réduction (34) :

Réductions.
Contours fermés.

Nes d’ordre. Premiers fils. o
(s 1,2 1,2,4 1,2,5 2,3
Drnp W alEe 1,3 1,3,4 1,3, 2,3
il 1,4 1,4,2 1,4,3" 4,5
B i 1,5 Lyn2 1,5,3 5,4
AU PR 2,4 2,4,1 2,3 5,4
G At 2,5 2,5,1 2,3 5,4
e e 3,4 3,41 3,2 4,5
R e 300 3,5, 1 3,2 5,4
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42 M. BRILLOUIN.

Les arrangements 2, 3; 4,5, formant chacun un circuit fermé, ne sont
pas susceptibles de servir & une réduction.

56. Formauwon des coefficients. — A, : Ce coefficient ne comprend
que des produits de trois résistances. Ecrivons donc toutes les combi-
naisons possibles de trois fils, et, au-dessous, les deux fils qui restent;
ceux qui sont en chiffres gras doivent étre exclus, parce qu’il n’y a
aucune réduction possible qui leur corresponde d’apres le premier
Tableau :

142,38 1,254 T 200 1,3,4 55,5

4,5 3.5 3.4 2,5 2,4

2,3 1,5 1,4 1,3 I,2
La regle donne donc
AOI PyPoly = Py Pabs—= Pyryry = 1y rsrs 4+ raryry - PalP3ls - Poly 'y = Py by s,

A, : Formons toutes les combinaisons de deux résistances, écrivons
au-dessous les trois autres résistances et indiquons dans chaque cas
par une parenthese la combinaison choisie pour base de la réduction :

£ :
132 1,3 1,4 Ih 2,3

(3,4),5 (24,5  2.(3,5)  2,(3,4)  (1,4),5

T

2,5 3,4 3.5 4.5

S8

2,

(1,3),5 (1,3),4 (255 (2l (152):3

Iei il n’y a aucune exclusion; mais certaines des réductions sont pos-
sibles de plusieurs manieres : la premiere, par exemple, peut se faire
en choisissant la combinaison (3,4) ou la combinaison (3,5); tandis
que la sixigme peut se faire en choisissant soit (x ,3), soit (1,5), soit
(3,5), de trois manieres différentes.

Jécris le potentiel d’un circuit fermé en mettant en indices tous les
fils qui le forment.

Prenons le premier produit de résistances r, ,. Son facteur, d’apres
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la rgle, est le potentiel du circuit fermé qui contient un ou plusieurs
des fils (3, 4) et le fil 5, lequel, d’apres le Tableau des réductions, est
(7¢ réduction) 2w, ;.

On a ainsi

S Py PatWs, s~ 2 Py Wy, 5+ 2T Ta W3 = 21 I's Wo 3+ 2723 W5
A= S ory Py Wy, 3,5 22 Ps Wy, 3,0 203 W28 - arsrsWi,2,4

-+ 2ryrsWa,s.

A,
1 2 '3 4 5
2B 155 1,(3,4),5 (25055 eyt (1,2),3,4
2W1,2,5 Wh,2,001,2,5

23,2 IV3,2]5,4 ’ 2 W3, 5,4 lps,n,a‘;s,f. ‘

o 7V3,2[zs,a 2 W3, 4 | e W3,7o,l{5,!4 25,4 U lVL‘_’,’a[l,Q,}S 2W,2,4
2Wq,2,5 1V2,311,2,5 ‘ 2W1,2,4 ZV4,2,4[2,3

T Wi 2w T W0 2Wo,3

Ak
A o
(s 2 )3, 455
2Wy,2,5 7V4,2,/4|1,2,5 W2,3|1,2,5 !
A= 174,2,4{1,2,5 2N y,2,4 W’2,3|4,2,5 9
W2,311,2,5 W2,3]1,2,4 2Wa,3

On voit que Papplication de la regle se fait sans difficulté; mais il
faut avoir bien soin d’écrire toutes les combinaisonsde résistances pour
chaque coefficient.

Le cas le plus simple de deux groupes de bobines, celui ol chacun
d’eux atrois sommets et trois fils, se (raite aussi facilement.

57. Résumé et conclusion. — Dans la premiere Partie de ce travail,
Pétude d’un systeme de fils particulier m’a permis d’établir des rela-
tions entre les potentiels mutuels, et sur eux-mémes, de circuits fermés.
Dans la seconde Partie, le probleme du partage des courants va-
riables, traité dans toute sa généralité, conduit & une regle précise
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44 M. BRILLOUIN.

pour écrire immédiatement I’équation algébrique dont dépend la ques-
tion (39-40). Cette équation a toujours toutes ses racines réelles et
négatives (3, 24, 41). Quoique les divers fils qui constituent le réseau
aboutissent & des sommets éloignés les uns des autres, les coefficients
de I'équation définitive ne dépendent que de potentiels relatifs a des
circuits fermés. La regle de formation est établie pour un nombre de
fils quelconques, qui peuvent étre subdivisés en un nombre quelconque
de groupes n’ayant d’action mutuelle que par induction.

Un classement des réseaux de fils, d’apres le degré de ’équation
finale, et deux exemples terminent ce travail. J'ai choisi le premier
assez simple pour reprendre le raisonnement; le second montre com-
ment on doit appliquer la regle générale.

Vu et approuveé :
Paris, le 17 juin 1880.
Le Dovex vE 1A FicuLTé pEs Sciences,
MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer :
Paris, le 18 juin 1880.
Lk Vice-RecTEur pE L’AcADEMIE DE PAris,

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Théorie mathématique de la réflexion et de la réfraction de la
Jumiere dans des milieux isotropes ou cristallisés.

Vu et approuvé :
Paris, le 17 juin 1880.
T.e Dovyexy pE 1A Facurtt pEs ScIENCES,
MILNE EDWARDS.
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Paris, le 18 juin 1880.
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GREARD,

6231 PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, QUAI DES ALGUSTINS, 55,
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