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P R E M I Č R E T H Č S E . 

I N T É G R A T I O N 

D E S ÉQUATIONS D I F F É R E N T I E L L E S 
A U X Q U E L L E S C O N D U I T L ' É T U D E D E S P H É N O M È N E S D' INDUCTION 

D A N S L E S CIRCUITS D É R I V É S . 

I N T R O D U C T I O N . 

Lorsque des courants électriques, arrivés ŕ l'état permanent , cir-
culent dans un système quelconque de fils conducteurs, les lois d'Ohm 
permettent d'étudier facilement leur répartit ion entre ces fils. Mais, 
pendant la période variable, ces lois ne sont plus applicables. Le par-
tage du courant entre les fils dépend alors des phénomènes d'induc-
tion, et n'a été étudié, ŕ ma connaissance, que dans un nombre 
restreint de cas particuliers. C'est l 'élude générale des lois de ce 
partage, aboutissant ŕ une règle précise pour la formation de l 'équation 
algébrique unique ŕ laquelle se ramène la question, qui fait l'objet de 
ce travail. 



La première partie est relative ŕ un système particulier de fils. La 
deuxième se rapporte ŕ un réseau quelconque de fils, dont chacun 
fait partie au moins d'un circuit fermé. On peut alors négliger la 
capacité des fils, et regarder chacun d'eux comme parcouru ŕ chaque 
instant par le męme courant dans toute sa longueur. Il s'agit unique-
ment de fils qui ne subissent ni déplacement ni déformation, et dans 
le voisinage desquels aucun aimant ne se déplace. Les résistances 
sont supposées constantes, ainsi que la force électromotrice des piles. 
Les variations d'intensité peuvent ętre dues ŕ une modification quel-
conque de l 'état du réseau, pourvu qu'elle laisse tous les circuits 
fermés. Telles sont : la fermeture simultanée de tous les circuits qui 
contiennent des piles ; la substitution instantanée, ŕ un nombre quel-
conque des pi les, de fils de męme résistance, ou la substitution 
inverse. Ces substitutions peuvent avoir lieu soit pendant l'état perma-
nent, soit ŕ un moment quelconque de la période variable, ce qui 
altère brusquement les constantes qui dépendent de l'état initial, sans 
changer les équations différentielles. 

P R E M I È R E P A R T I E . 

ÉTUDE D'UN SYSTÈME PARTICULIER DE BOBINES. 

1. Un circuit est formé par une pile de force électromotrice con-
stante E, un fil de résistance R, enroulé en bobine, dont le potentiel 
sur lui-męme est w 

L'équation d'établissement du courant, ŕ la fermeture du circuit, 

) J . - C Maxwell dont la Science deplórela perte récente, appelle coefficient de self-
inducnon * « « « M a quantité a w et la désigne par L. Le męme nom et le męme sym-
bole L s appliquent, dans le Traité élémentaire de Cumming, ŕ la quantité w elle-męme 



est (BRIOT, Théorie mécanique de la chaleur, p . 335) 

Quand le circuit ne subit ni déplacement ni déformation, l 'équation se 

réduit ŕ 

L'intégrale qui satisfait ŕ la condition que l 'intensité soit nulle au 

début est 

Comme l'intensité ne peut évidemment pas croître indéfiniment avec 

le temps, il faut que w soit positif. Donc, le potentiel d'un circuit sur 

lui-même est une quantité positive. 
Toutes choses égales d'ailleurs, plus le potentiel w est petit, plus 

l 'époque ŕ laquelle le courant atteint une intensité donnée est voisine 
du début. Au cas limite oů w est nul, le terme exponentiel disparaît ; 
l 'intensité atteint immédiatement sa valeur finale, d'accord avec l 'équa-
tion réduite E = Ri . 

2 . Un nombre déterminé quelconque n de circuits pareils au précé-

dent sont assez voisins les uns des autres pour s'influencer. Ils ne 

subissent ni déplacement ni déformation. 

Soit Wp>q — Wq;P le potentiel mutuel de deux fils quelconques p 

et q {*'}, Pour simplifier l 'écri ture, je désigne par WPiP le double du 

potentiel sur lui-męme du fil/?; Wp>p = 2\vp. L'équation d'un circuit 

quelconque p du système est, en désignant par i' la dérivée de i par 

rapport an temps, 

( 1 ) Les męmes quantités sont désignées, dans le Traité de Maxwell, sous le nom de 

coefficients d'induction mutuelle et désignés; par la lettre M. Męme désignation et męme 

symbole dans Gumming. 
( 2 ) BRIOT, Théorie mécanique de la chaleur, p. 336. 



On intégrera ce système de n équations, en posant 

et déterminant les n exposants différents a{, an par l 'équation 
algébrique de degré n qui résulte de l'élimination des coefficients A ; 

Les coefficients An Ân sont ensuite déterminés au moyen des 
conditions initiales. 

3 . L'équation (i) a toujours toutes ses racines réelles. 

Prenons pour inconnue Divisons le terme qui appartient ŕ 

l a p i é m e ligne et ŕ la qiém0 colonne par Cela revient ŕ diviser tout 
le déterminant par R, R 2 . , .R w a" . 

Posons 

L'équation (i) est ramenée ŕ 

dont toutes les racines sont réelles ( ' ) . 

( ! ) On connaît plusieurs démonstrations de la réalité des racines de cette équation. Je 
citerai seulement la remarquable application du théorème de Sturm due ŕ M. Borchardt 
(SERREĎ, Algèbre-supérieure, 1.1, p . 5^5 et suiv.)« 



4 . Il est évident qu'aucune des intensités ne peut croître indéfini-

ment avec le temps. Il faut donc que toutes les valeurs de a soient néga-

tives. Comme elles sont toutes réelles, il faut que tous les coefficients 

de l 'équation (i) soient de męme signe. 
Désignons m indices différents par a, b, ..,, k, et posons 

On voit facilement que, avec cette notation, l 'équation développée 

par rapport aux puissances de a est 

Le signe 2 désigne une somme symétrique par rapport a tous les 
indices. Tous les déterminants qui y entrent sont symétriques par rap-
port ŕ la diagonale et peuvent ętre représentés par le signe A (a, b, ...,k). 

En effet, dans le déterminant qui forme le premier membre de l 'équa-
tion ( i ) , les éléments de la diagonale sont les seuls qui contiennent 
un terme indépendant de a. Il faut les prendre tous avec le signe + , 
comme le premier qui se présente dans le développement, car* en 
échangeant d 'une manière convenable les lignes du déterminant ( i ) 
et opérant de męme sur les colonnes, on amènerait un quelconque 
d'entre eux au premier rang sans changer le signe du déterminant ( i ) , 

5 . 11 faut que tous les coefficients soient de męme signe et, comme 

le terme constant est positif, que tous le soient aussi. Cela donne en 

particulier, pour le coefficient de a'1, 

Д ( 1 , 2 , П)>0. 

Considérons un système formé d'un nombre quelconque p des fils 

primitifs, et enlevons les (n-p) autres. A ce système de p fils s appli-

о = 

a"A(i ,2 , . . . , » ) + . . . 

4-  а » ­ / '
+ 1 [2R, R 2 • • - Rjo­1 A (p, /?  ­ Ы ,  • •  • ,  ^ )  J  +  •  • • 

4 - R , R 2 . . R « . 



queront les męmes raisonnements; en particulier, le coefficient de a p , 
dans l 'équation de degré p correspondante, devra ętre aussi positif. 
Cela conduit ŕ une condition de męme forme que la précédente, le déter-
minant n 'ayant plus que (p)2 termes. Il en est de męme pour toute 
valeur de p et pour tout système de p des fils. 

6. L'ensemble de conditions du type ( 2 ) , obtenues par la considéra-
tion du premier terme des équations relatives ŕ une partie seulement 
des fils, rend positifs tous les coefficients de l 'équation relative aux 
n fils. En effet, le coefficient de otn~p dans cette équation est la somme 
des produits des coefficients de a.n~p dans tous les systèmes de n — p seu-
lement des fils, par les résistances des p au t res ; c'est-ŕ-dire une somme 
de quantités toutes positives ( ' ) . 

7 . Lorsque, parmi les n fils, on en considère isolément deux quel-
conques (1) et (p), leurs potentiels satisfont ŕ la condition ( 5 ) 

Supposons que W l f l soit nul : l 'inégalité réduite par cette condition ne 
peut ętre satisfaite que si W 1 ; / , est aussi nul . Quand le potentiel d'un fil 
sur lui-même est nul, le potentiel mutuel de ce fil avec un autre quel­
conque est aussi nul. Un tel fil n 'entre donc plus dans les équations; le 
système de n fils se décompose alors en un système de (n — 1) fils et un 
fil indépendant des autres. 

8. Considérons maintenant un nombre quelconque p des n fils, et 
posons 

Soient iïç)r le mineur obtenu en supprimant dans 6s la ligne q et la 
colonne r (âq>r et sont égaux, ŕ cause de la symétrie du déterminant 
à par rapport ŕ la diagonale) ; B9lFltit le mineur obtenu en supprimant 

(*) Dans la théorie de l'induction exposée par Maxwell (A Treatise on Electricity and 
Magnetism, t. II, chap. VI), on déduirait immédiatement ces inégalités du n° 566, chap. V, 
sur les équations de Lagrange. 



dans 5 les lignes q et r, et les colonnes r et Ј. On sait que, quel que 

soit le déterminant ф\ on a toujours entre ses mineurs la relation 

Oq,r 3s, t — Фq>t Тs,r = а . аq,r[s,l> 

Posons q = r, s = t; la relation devient 

(О  О,­,r Ôs,s —• [3r,s)2== а'аr,r\s,s, 

et tous les déterminants qui y entrent sont positifs ou nuls (5 ) . 
Supposons que A(a , . . . , / ? ) = di>{ soit n u l ; la relation (i) donne 

alors 

et, le second membre étant positif, il faut que & t t S soit nul . Donc 
5 l f l = o entraîne, quel que soit s, dis = o, et $ M s'obtient au signe près 
en remplaзant dans ф \ , la colonne (s) 

par la colonne (i) 

laquelle ne contient pas de potentiel d'un fil sur lui-męme. C'est ce 
qu'on peut écrire symboliquement comme il suit : 

A ( a , 3, . . . , / ? ) = O 

a pour conséquence, quel que soit s, 

le symbole indiquant le remplacement de la colonne (s) par la 
• 

colonne ( i ) . 

9. Lorsque le mineur est nul , le déterminant § l'est aussi. En 
effet, est une fonction linéaire et homogène des mineurs ф \ M , ф \ l 2 , . . .» 

e? ( ) / J, qui s 'annulent tous ŕ la fois lorsque le premier, 5 , , , , s'an-
nule . 



10. Aux p fils considérés dans les n o s 8 et 9 ajoutons-en un nou-
veau. Le déterminant de (/> + i ) 2 éléments correspondants aura parmi 
les mineurs de p2 éléments le déterminant â (n° 8 ) . Si 5 M est nul, â est 
aussi nul (9) , et, par suite, les conclusions des n o s 8 et 9 s 'appliquent 
au nouveau déterminant de (p -+- i ) 2 éléments. Il en est de męme du 
déterminant de (jo-f-2) 2 éléments formé par l 'addition d'un nouveau 
fil, et ainsi jusqu'au déterminant A ( i , 2 , . . . , n) de n2 éléments. Donc, 
si, entre les potentiels de (p — 1) quelconques des n fils, on a la rela-
tion 

et entre les potentiels de ces n fils avec un (n -+- i ) i è m e quelconque, x, 

quelle que soit la colonne m, que l'on remplace par la colonne x, dif-
férente des n premières. 

1 1 . Si, dans l 'équation en a, le coefficient d'une puissance ( /?+ 1) 

de a est nul , tous les coefficients des puissances de a, supérieures ŕ 

/ 7 4 - 1 , sont aussi nuls. Car, pour annuler le coefficient de il faut 

annuler séparément tous les déterminants de (p-\-i)2 termes qui le 

composent, et alors tous les déterminants symétriques de ( /?-f -2) 2 , . . . , n2 

termes formés avec les potentiels des męmes n fils sont aussi nuls (10). 

L'équation se réduit alors au pieme degré. Il faut pour cela qu'il 

y ait entre les intensités un nombre n — p de relations indépen-

dantes des dérivées des intensités, égal au nombre des coefficients 

qui disparaissent de l 'équation. En effet, les équations générales étant 

linéaires par rapport aux intensités et ŕ leurs dérivées, il ne peut 

exister entre les intensités seules que des équations linéaires. S'il y 

en a n — p, on peut entre elles et les p équations restantes éliminer 

n — p des intensités et leurs dérivées, et les p équations qui restent 

sontencore linéaires par rapport aux dérivéesdesintensilés conservées; 

A ( a , 3, p) = o, 

îlen résulte entre les potentiels des n fils la relation 

A ( i , 2, . . . , n) = o , 



et pourtant la même relation (2 ) subsiste entre les mêmes p intensités 
seules. En effet, entre les p équations des męmes fils, él iminons/? — 1 
des dérivées de leurs intensités i\, . . . , ip^; je dis que toutes les autres 

3 

elles s'intègrent de la męme manière, et l 'équation caractéristique qui 

leur correspond est nécessairement de degré p. 

12. L'élude directe de la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'il existe une relation entre les intensités seules, indépendamment 
de leurs dérivées, conduit ŕ une conséquence intéressante. 

Considérons ŕ part p des fils du système, et enlevons les n — p 

au t res ; l 'équation relative ŕ un quelconque q de ces p fils, auxquels 

j ' a t t r ibue les indices 1 , 2 , . . . , / ? , est 

Pour qu'il existe entre les intensités seules une relation indépen-

dante de leurs dérivées, la théorie des équations linéaires fournit la 

condition nécessaire et suffisante : 

(0 A ( I , . . . , / ? ) =RO, 

et la relation indépendante des dérivées des intensités est 

{1) òi>r{E{ — R< Ď \ ) + ^ R ( E A — R 2 Ď 2 ) ' + . . - + op,r{Ep — Rpip)—o, 

en désignant par le résultat de la suppression de la ligne q 

et de la colonne r dans le déterminant (1). Cette relation est, comme 

on sait, indépendante de la colonne r choisie, les mineurs correspon-

dants des diverses colonnes étant proportionnels. 

13 . Aux p fils entre lesquels existe la relation ( 2 ) quand on les 

prend ŕ part , ajoutons les n — p autres qui complètent le système 

de n fils que nous étudions. Les équations relatives ŕ chaque fil sont 

changées, 



dérivées disparaissent de l 'équation ainsi obtenue. En 
eflet, le coefficient de , c est le déterminant symétrique nul f i i . Le 
coefficient de , c'est ce déterminant , dans lequel la dernière 
colonne WitP, W 2 ) P , . . . , WPiP est remplacée par une colonne de poten-
tiels mutuels des fils i , . . . , / ? , avec le fil r, Wi>r, W 2 , r » • • • » Wpr, 

et, le déterminant symétrique étant nul , le nouveau déterminant est 
aussi nul , quel que soit r (10 ) . Toutes les dérivées des intensités 
disparaissent donc ensemble, en vertu des rejations particulières aux 
potentiels des fils, et le résultat de l 'élimination est évidemment le 
męme que si aucun fil n 'étai t ajouté aux p premiers. La męme con-
dition ( i ) est donc toujours nécessaire et suffisante pour que, dans le 
système complet des n fils, il existe une relation indépendante des 
dérivées de toutes les intensités, et ne contenant que les intensités des 
p premiers fils. 

il. Voici maintenant une importante généralisation de la propriété 
du n° 10. Entre les équations des p fils relatives au système complet 
(13), de quelque manière que nous éliminions/?—i dérivéesdes inten-
sités, toutes les autres doivent disparaître d'elles-męmes lorsque la 
seule condition (i) du n° 12 est satisfaite. Désignons donc/? indices dif-
férents quelconques par a, /3, . . . , X, p., et éliminons les dérivées ia , 

i\ , ..., i[ ; dans l 'équation qui résulte de l 'élimination, le coefficient 
de iç, qui doit ętre nul , est 

(3) 

La condition (3) entre les potentiels mutuels des fils i , 2, avec 

les fils a , /3, X, dont quelques-uns peuvent se confondre avec 
autant des fils donnés, est donc une conséquence nécessaire de la con-
dition (1) du n° 12. 

En outre, la relation qui reste entre les seules intensités i , , . . . , ip 

est nécessairement identique ŕ ( 2 ) . Désignons donc par (— i / ^ A j . S I e 

mineur qui résulte de la suppression de la l i g n e y et de la colonne-s 
dans le déterminant (3 ) ; il faut que l 'on ait, quel que soit le délermi 
nant (3) choisi, 

(4) 



15 . Iп est bien évident qu 'aucun système de bobines ne peut réaliser 

r igoureusement la condition ( i ) , pas plus qu 'un fil ne peut avoir un 

potentiel sur lui-męme rigoureusement nul . C'est seulement un état 

limite dont il doit ętre possible d 'approcher beaucoup dans certaines 

conditions expérimentales. Voici, par exemple, une disposition qui 

donne sensiblement une relation entre les seules intensités dans deux 

fils voisins : Formons deux torons, l 'un de a fils, l 'autre de b fils, et 

enroulons-les cфte ŕ cфte de manière ŕ former une seule bobine. 

Supposons qu 'un courant parcoure successivement les a fils du pre-

mier toron, et un autre les b fils du deuxième toron dans le męme 

sens. 

Soit w le potentiel sur lui-męme d'un seul fil enroulé comme l 'ont 

été les deux torons. Le potentiel mutuel de deux fils ainsi enroulés 

cфte ŕ cфte sera ŕ peu près 2\v : on sait, en effet, que le potentiel sur 

lui-męme d'un fil est la l imite vers laquelle tend la moitié du potentiel 

mutuel de deux fils qui se rapprochent jusqu 'ŕ se confondre. 

Le potentiel sur lui-męme du premier toron est d o r e 

le potentiel sur lui-męme du deuxième toron, & 2 w; le potentiel mu-

tuel des deux torons, ab2\v. La condition pour que les dérivées de? 

intensités puissent ętre éliminées de leurs équations, 

2 a 2 X 2 Ф 2 w — ( a ф a w ) 2 = 4 w 2 ( « 2 6 2 — a2b2) — o, 

est satisfaite par la construction de la bobine, quels que soient les 

nombres entiers de fils qui composent chaque toron, et la relation 

indépendante des dérivées des intensités est 

2Ф 2w(E« — Raп'a) — 2tfфw (Ej— Rji'й)= o 

OU 

b {Ea—Ra>«) = a(Eft — Rф*"a). 

Une bobine ainsi construite permettrai t donc de graduer les potentiels 

sur eux-męmes et les potentiels mutuels des deux circuits, de manière 

ŕ donner une valeur choisie ŕ l 'avance au rappor t des coefficients de 

la relation indépendante des dérivées des intensités. 



Pour un plus grand nombre/? de fils, il paraît plus difficile d'imagi-
ner un arrangement qui donne entre eux tous une relation indépen-
dante des dérivées de leurs intensités, sans qu'aucun groupe dep—i 
d'entre eux réalise la męme condition. 

SECONDE P A R T I E 

16. Les systèmes que je vais étudier sont formés de fils qui se 
réunissent en certains points nommés sommets ; ces fils sont disposés 
de telle sorte qu'on puisse toujours aller d'une extrémité ŕ l 'autre 
d'un fil donné par un chemin composé uniquement de fils différents 
du premier : tout fil fait donc partie d 'un circuit fermé et est par-
couru ŕ chaque instant par le męme courant dans toute sa longueur. 

1.7. Sommets. — A chaque sommet correspond une équation de 
conservation de l'électricité : 

2{i) = o. 

Les intensités y sont précédées des signes + ou —, suivant que le sens 
positif sur le fil correspondant est dirigé vers le sommet ou en sens 
inverse. 

Groupes. — 11 peut arriver qu 'un certain nombre de sommets reliés 
entre eux par des fils ne soient reliés ŕ aucun des autres sommets; on 
dit alors que les fils qui communiquent seulement avec les premiers 
sommets forment un groupe distinct. Soient g le nombre de ces groupes 
dans le système de n fils que nous considérons, et s-h g le nombre total 
des sommets. Il n'y a que s équations distinctes relatives aux sommets. 
En effet, en ajoutant toutes celles d'un męme groupe, on obtient une 
identité, car toute intensité qui entre avec le signe - h dans l 'équation 
d'un sommet, entre avec le i signe — dans l 'équation d'un autre du 
męme groupe et n 'entre pas ail leurs. 



18. Pour établir les équations relatives ŕ chaque fil, il faut tenir 

compte de deux sortes d'actions : celles qui proviennent du courant 

électrique ou de ses variations, et celles qui t iennent ŕ la distribution 

superficielle de l 'électricité sur les conducteurs. Occupons-nous d'abord 

des premières. 
Pour les forces électrodynamiques, un réseau tel que je l 'ai défini 

(n° 16) équivaut , a chaque instant, ŕ un ensemble de circuits fermés, 
parcourus chacun par le męme courant dans toute son é tendue. 

Considérons un groupe de v fils, ayant s r + i sommets. Mettons ŕ 
part a fils aboutissant aux c + i sommets. Un seul des v — v a u t r e s 
fils forme avec les a premiers un circuit fermé. 

Soit i l ' intensité actuelle dans un de ces v— a fils; le groupe peut 
ętre divisé par la pensée en deux parties : i° le circuit fermé obtenu 
au moyen du fil considéré et des a fils mis ŕ part, parcouru dans 
toute son étendue par le courant i; 20 le groupe qui reste après avoir 
enlevé ce seul fil, les intensités étant diminuées de i dans les fils com-
muns au groupe et au circuit fermé mis ŕ part , et conservées dans 
tous les autres fils. La force électrodynamique exercée par l 'ensemble 
de ces deux parties sur un élément de courant quelconque est iden t i -
quement la męme que celle du groupe entier, car la force due ŕ un 
courant I = 2 ( i ) parcourant un fil donné a la męme valeur que la 
somme des forces dues séparément ŕ chacun des courants compo-
sants i. 

Le groupe réduit par la suppression d'un fil satisfait aux męmes 
conditions que le groupe complet, et peut ętre subdivisé de męme. 
Quand il n 'abouti t que deux fils ŕ un sommet, ce sommet disparaît 
du groupe. Quand, par réductions successives, on a formé ( v — a — 1) 
circuits fermés, les fils qui restent ne forment plus qu 'un seul circuit 
fermé, sans sommet, et oů l ' intensité a męme valeur dans toute son 
étendue. On voit donc que le groupe entier équivaut, ŕ chaque instant, 
ŕ un ensemble de circuits fermés. La force électrodynamique que le 
réseau exerce sur un élément quelconque est donc normale ŕ l 'élément 
de courant et se calcule par la loi d 'Ampère. * 

Dans cette décomposition fictive, la configuration des circuits fermés 

reste la męme, mais le rapport des intensités dans chacun d'eux se 

modifie continuellement pendant la période variable. 



19. Force électromotrice d'induction. — Lorsque deux circuits fermés 
invariables de forme et de position sont parcourus par des courants 
variables, la force électromotrice totale dans le nremier circuit, duo 

ŕ une variation dt de l ' intensité dans le deuxième circuit, est, comme 
on sait, 

en posant 

e étant l 'angle des deux éléments ds, ds', et r leur distance. 

Il faut donc que la force électromotrice produite dans un élément 

h par une variation dt dans un autre élément ds' soit de la forme 

(p étant une fonction de la distance seule des deux éléments, condition 
nécessaire et suffisante pour que <p disparaisse dans l'action de deux 
circuits fermés. 

Désignons par a, /3, a', /3' des indices qui se rapportent aux extré-
mités de deux fils non fermés. W désignant toujours la męme intégrale 
double, étendue aux deux fils donnés, la force électromotrice dans le 

premier fil, due ŕ une variation dt dans le deuxième, est 

et, pour l 'action de tous les fils du réseau (16) sur le premier fil, c'est 
la somme de termes pareils. 

Groupons tous les termes (paAr qui se rapportent au męme sommet a'; 
ils se réduisent au produit de oa^

r par la dérivée de l ŕ somme des inten-
sités qui aboutissent ŕ ce sommet; comme <paAr change de signe suivant 
que le sens positif chojsi sur le fil est dirigé vers le sommet ou en sens 
inverse, les intensités entrent dans la somme avec le męme signe que 
dans l'équation de ce sommet. Ce coefficient est donc identiquement 
nu l . 



La force électromotrice dans un fil donné, due ŕ l'ensemble du ré-

seau (16) , est donc égale ŕ 

avec 

On verrait męme que, s'il y avait entre deux éiémentsdes actions élec-
tromotrices proportionnelles aux dérivées successives des intensités, 
par le seul fait qu'elles disparaissent de l'action mutuelle de deux cir-
cuits fermés, elles disparaîtraient aussi du système (16 ) . 

20 . Nous conserverons donc ŕ l ' intégrale double 

le nom de potentiel mutuel des deux fils, puisqu'elle définit complète-

ment la force électromotrice des deux fils, formant partie du réseau 

que j ' é tud ie . Lorsque les deux éléments appartiennent au męme fil, 

c'est la moitié de l ' intégrale qu'on appelle potentiel du fil sur lui-

même. 

Rappelons que, par sa forme męme, elle fournit les lois d'addition 

suivantes : 

i° Le potentiel mutuel de deux circuits formés chacun de plusieurs 

parties est égal à la somme des potentiels mutuels de toutes les parties 

de l'un avec toutes celles de l'autre circuit. 

2° Le potentiel sur lui-même d'un fil formé de plusieurs parties est égal 

à la somme des potentiels sur elles-mêmes de chaque partie, augmentée 

de la somme des potentiels mutuels de toutes ces parties entre elles. 

2 1 . Equations du mouvement de l électricité dans un quelconque des 

fils. — Soit AB un fil, sur lequel la direction AB est choisie arbitraire-

ment comme positive. Une pile est placée sur ce fil; sa force électro-

motrice rapportée ŕ la direction positive sur le fil, c'est-ŕ-dire l'accrois-

sement de potentiel électrostatique qu'on observe en la traversant de 

A vers B, est E. 



Soient VA, VB les potentiels électrostatiques aux extrémités А, B du 
fil; la force électromotrice due ŕ la distribution superficielle de i 'élec-
tricité est. VA — V B ; pendant le temps dt, la chaleur dégagée dans le fil 
est R,їiї/ї; le travail chimique de la pile est Fjt i,dt; le travail des 
forces électromotrices, tant électrostatiques que d'induction, est 

enfin, les circuits étant invariables de forme et de position, le travail 
des forces électrodynamiques est nul . L'équation des forces vives donne 
donc 

« i l 

Ces équations sont en nombre égal ŕ celui des fils. 

22. Remarquons qu'elles ne contiennent que les différences des 
potentiels électrostatiques aux divers sommets. Comme chaque groupe 
est, ŕ cet égard, complètement indépendant des autres, on peut rap-
porter les potentiels des sommets ŕ celui d'un quelconque du męme 
groupe. Le nombre des différences de potentiel distinctes qui entrent 
dans les équations d'un groupe est égal au nombre des sommets, 
moins un ; pour le réseau entier contenant s-+-g sommets e t ^ groupes, 
il n'y a que s différences de potentiel distinctes, autant que d'équa-
tions distinctes de conservation de l 'électricité. 

23 . Toutes les équations étant linéaires ŕ coefficients constants, on 
sait qu 'on les intégrera par des sommes d'exponentielles. Posons donc 



et formons l 'équation en a. On sait qu'elle résulte de l 'élimination des 

constantes A, B entre les n équations des fils 

et les s équations des fils 
2Ak — o, 

qu'on aura soin d'écrire dans l 'ordre des indices des sommets. Cette 

équation est donc 

J'ai représenté par \j.x>y des quantités qui sont + i , ~ i ou o ; 

elles dépendent de l 'ordre des indices. Pour tout fil x, deux des 

seulement sont différents de zéro : l 'un d'eux est + i , l 'autre — i . Si 

le fil x aboutit au sommet par rapport auquel on compte toutes les 

différences de potentiel de son groupe , un seul des p . X J est différent 

de zéro. 
Le polynôme F (a) est de degré n — s. — Car, pour obtenir un produit 

différent de zéro, il faut prendre s facteurs dans les n premières lignes 
des s dernières colonnes. Il ne contient donc plus que n — s lignes des 
n premières colonnes, et a y entre au plus au degré n — s. 

24 . Les racines de F ( a ) sont toujours toutes réelles. — Multiplions les 
s dernières lignes et les s dernières colonnes chacune par a. On intro-
duit ainsi &}s en facteur, c'est-ŕ-dire is racines nulles. Les remarques 
relatives aux potentiels aux sommets montrent que le déterminant est 
symétrique par rapport aux lignes et aux colonnes, pourvu que les 

4 



potentiels et les équations aux męmes sommets soient écrits dans le 
męme ordre. 

Opérons maintenant comme sur le déterminant (i) du n° 2, en rem-
plaant les diviseurs R „ + 1 , . . . , R„ + , par i ; nous aurons ramené l 'équa-

tion actuelle au type connu du n° 3, dans lequel une partie des termes 
a sont nuls . Il est évident, ŕ cause de la continuité des racines, que 
celles-ci sont encore toutes réelles. 

Il en résulte qu'il ne peut s 'introduire ni sinus ni cosinus du temps 
dans l 'expression des intensités et des potentiels aux sommets d'un 
système de fils quelconque soumis aux seules lois de l 'induction électro-
dynamique. Aucun phénomène périodique ne peut y prendre naissance. 

25 . Tout problème sur les courants dérivés pendant la période va-
riable d'induction est ramené ŕ l 'étude de l 'équation correspondante 
F ( a ) = o. Il est donc important de pouvoir écrire immédiatement 
l 'équation ordonnée suivant les puissances de a. Les paragraphes sui-
vants conduisent ŕ une règle générale pour la formation des coefficients 
de l 'équation. Cette règle résultera de la comparaison des diverses ma-
nières de réduire ŕ (n — s)2 termes le déterminant F ( a ) . Je vais étudier 
en détail une de ces réductions : toutes les autres s'en déduiront . 

26 . Déterminant dont les éléments axy sont indépendants de l'ordre 
des indices. — La transformation la plus générale d'un déterminant par 
addition des lignes et des colonnes revient ŕ le multiplier par un autre 
déterminant quelconque, différent de zéro, du męme nombre d'élé-
ments; mais, lorsque les éléments du déterminant sont indépendants 
de l'ordre des indices, ce caractère n'est pas conservé par la transforma-
tion. On peut éviter cet inconvénient en multipliant le déterminant 
donné par le carré d'un déterminant de la manière suivante. 

Soient 

le déterminant donné, et 



Soit 

un autre déterminant, dans lequel lz>r diffère de ly>z, le premier indice 

se rapportant ŕ la l igne, le second ŕ la colonne dont l 'élément fait 

part ie. 

Le produit de ces deux déterminants est un déterminant dont un 

élément est 

W 

Multiplions de la męme manière, par le męme déterminant A, le 

déterminant 

oů les lignes ont été prises pour colonnes, et inversement, ce qui ne 

chance ni sa valeur ni son signe. Un élément du produit est 

et ifbз,„ est évidemment indépendant de l 'ordre des indices S , y, en męme 

temps que az^ 



Cette transformation équivaut aux opérations suivantes : 
Addition de lignes multipliées par des coefficients quelconques. 

Męmes opérations avec les męmes coefficients sur le nouveau détermi-
nant, en y remplaзant les lignes par les colonnes correspondantes, et 
réciproquement. 

Lorsque le déterminant A est égal ŕ ± i , son carré est 4 - 1 . La 
transformation ne change alors ni le signe ni la grandeur du dé te rmi -
nant donné A. 

27 , Soit GP + i le nombre des sommets du p i è m c groupe de fils. nO a 

S ~ Ў2 (7p. 

Dans l 'équation F ( a ) = o, je m'occupe d'abord des fils du premier 
groupe. J'en choisis <J{ qui réunissent le premier sommet au deuxième, le 
deuxième au troisième, le (ff,) t ó m e au (c, 4 - i ) i , h n e ; et sur chacun d'eux 
je prends pour sens positif le sens dans lequel un mobile les parcourt 
en partant du premier sommet. Les a¡ lignes du déterminant qui cor-
respondent ŕ ces fils sont mises au premier rang. Je mets ŕ leur suite 
cr2 lignes du deuxième groupe, . , . , ap lignes d u p

U m e groupe, choisies de 
la męme manière. 

Il suffit alors d'un seul fil du p
ieme groupe pour former un circuit fermé 

avec un ou plusieurs des ap fils du męme groupe, mis ŕ part . Par consé-
quent, en ajoutant un nombre convenable des ax premièreslignes a u n e 
des autres du premier groupe, on forme une ligne nouvelle, de laquelle 
tous les ¡3. ont disparu, car les V auraient disparu des équations cor-
respondantes, le circuit étant fermé. Grвce aux signes choisis, il suffit 
pour cela d'une simple addition ar i thmétique. 

En opérant ainsi pour tous les groupes, on transforme le déterminant, 
sans changer sa valeur, en un autre oů tous les éléments des (n 4 - i ) i è m e s , 
(n 4 - s)iÈmes colonnes sont nuls, depuis la s i è m e ligne jusqu 'ŕ la dernière. 

28 . Faire sur les nouvelles colonnes les męmes opérations que sur 
les anciennes lignes équivaut ŕ éliminer entre les a équations et une 
quelconque des complémentaires de chaque groupe les intensités dans 
ces a premiers fils. Cela transforme le déterminant en un autre symé-



t r ique, 

oů tous les éléments dont l 'un des indices serait compris entre n-h i et 

n-hs et l 'autre entre s-4-1 et n + s inclusivement sont nu l s ; les élé-

ments jx sont les męmes qu 'au n° 2 3 . 

2 9 . On voit immédiatement que ce déterminant est égal au déter-
minant B, obtenu en supprimant les s premières et les s dernières lignes 
ainsi que les męmes colonnes, multiplié par le carré du déterminant 
des s premières lignes et des s dernières colonnes. Ce dernier détermi-
nant est d'ailleurs égal ŕ H- i . Ses éléments ne sont autres que les p. des 
s lignes correspondantes du déterminant primitif, et, d'après l 'ordre 
dans lequel les lignes et les colonnes sont écrites, il est égal ŕ 

l<7\Yé¡ne
 l i g n e . . 

Considérons une ligne q quelconque. Le fil va, par exemple, du fњe au 



(q­+­ i ) i è m e sommet du premier groupe. A cause du sens positif choisi 
sur le fil, le terme de la (q — i ) i é m e colonne est égal ŕ — i , celui de 

îиme ^ - \ - i f et tous les autres sont nuls . 

Il en est de męme si le fil considéré est un fil intermédiaire d'un 
groupe quelconque. Quant au premier fil de chaque groupe, il ne donne 
qu 'un seul élément 4 - i , situé sur la diagonale du déterminant, car 
l 'équation correspondante ne contient que le potentiel du deuxième 
sommet par rapport au premier, qui sert de point de comparaison ŕ tous 
ceux du groupe. 

30. Occupons-nous donc seulement du premier déterminant B. Les 

X du n° 26 sont déterminés par la première transformation (27) . 

Les s premières lignes sont conservées, d'oů 

Pour une ligne x, x^>s, 
ta, x — + 1 

La ligne x appartenant a up
i é l

"
e groupe, 

ta,.* = + I 

pour une série de valeurs consécutives de z comprises entre 

<?\ ­h <?2 + • • • -+- 0 > — \ ET <7\ + (J% H- • • . + <?p­i •4- <Jp + I . 

Pour toute autre valeur de z, 

ta,x = O. 

3 1 . Pour Ј > s , YJ > s , la formule ( 2 ) du n° 26 donne 

b%>n = 22аз,зta,пj az,ç, 

les signes 2 s 'étendant ŕ toutes les valeurs des indices z, З. On doit y 

remplacer az^ par a W Z ) j , quand z diffère de З, et aZiZ par R z 4 - cxWzz. 

Si les deux lignes | , n du premier déterminant appartiennent ŕ deux 

groupes différents, il n'y a pas de terme en az>z dans la somme, car \ Z y Z 

est nul : 
2 ta. Y] W Z j з , 



oů 2 s'étend ŕ toutes les valeurs de z, est le potentiel mutuel du fil З 

du deuxième groupe avec le circuit entier du premier groupe que 

ferme le fil n (20); 
2\i[2lz^WZii), 

oů le premier 2 s'étend ŕ toutes les valeurs de З, est le potentiel mutuel 
du circuit du premier groupe, fermé par le fil u, avec tout le circuit du 
deuxième groupe que ferme le fil %. Désignons-le par W^-s\ alors 

32 . Si les lignes 73 appartiennent au męme groupe, un certain 

nombre des aZ)Z y entrent, et l'on a 

les deux premières sommes étant étendues ŕ toutes les valeurs de z et З, 
celle du second terme aux valeurs de z seulement. La première partie 
de la somme est encore égale au potentiel mutuel des deux circuits fer-
més . La seule différence avec le cas précédent, c'est que les deux cir-
cuits, appartenant au męme g roupe , ont un certain nombre de fils 
communs. Ce sont ceux dont les potentiels WZtZ entrent dans b^. 

Désignons encore par W^s>r^s ce potentiel mutuel . 

La seconde partie ZX^X^R* = _s est la résistance des fils com-

muns aux deux circuits; car il faut, pour que R z y entre, que X,;7, e tX ? > | 

soient tous les deux différents de zéro. Donc 

SiЈ = r,, les deux circuits se confondent, et 

o ů ^ e s t le potentiel du circuit sur lui-męme, et sa résistance 

que l'on peut décomposer ainsi, 

& étant la résistance des fils communs ŕ d'autres circuits du męme 

groupe, et RU celle du fil qui ferme ce circuit particulier, laquelle 

n 'entre que dans l 'élément bu. 



33 . L'équation F(«) = o devient alors 

équation dans laquelle les ^ d é s i g n e n t des potentiels de circuits fermés, 
lesi? des résistances qui s 'annulent quand les deuxindices appartiennent 
ŕ des groupes différents. Toutes ces quantités W, R sont d'ailleurs 
indépendantes de l'ordre des indices. 

34. Autres manières de réduire le déterminant à l'ordre n — s. — 
Conservons s lignes quelconques, et ŕ chacune des autres lignes ajoutons 
ou retranchons un nombre quelconque des s premières; le déterminant 
desX reste égal ŕ i en valeur absolue. En effet, tous les éléments lx>x 

sont égaux ŕ + 1 ou ŕ — i , et tous ceux lXtZ, oů z est plus grand que x, 

sont nuls. La double transformation qui porte sur les lignes et sur les 
colonnes n'altère donc ni la valeur ni le signe du déterminant . 

35 . Le déterminant des p. (29) s 'annule lorsque, parmi les s lignes 
' conservées les premières, un certain nombre forment un circuit fermé. 
Dans ce cas, en effet, il suffit d'ajouter ou de retrancher les équations 
correspondantes pour en faire disparaître tous les V; la męme combi-
naison des lignes du déterminant des \x fait apparaître une ligne 
formée uniquement de zéros. Une pareille transformation n'est donc 
pas permise. 

Lorsqu'il n'y a aucun circuit fermé, les s lignes sont formées néces-
sairement de a{ du premier groupe, a2 du deuxième, etc . , car autre-
ment, il y aurait , pour l'un des groupes au moins, autant de lignes que 
de sommets, et il est impossible de former avec elles un circuit ouvert. 
De plus, pour chaque groupe, il faut qu'ŕ chaque sommet aboutisse au 
moins un fil, sans quoi quelques-uns formeraient inévitablement un 
circuit fermé. Ces fils peuvent d'ailleurs ętre consécutifs, comme dans 
la première transformation, ou partir tous d'un des sommets pour 
rayonner vers les autres, ou former plusieurs faisceaux analogues. Il 
suffit qu'il en aboutisse au moins un ŕ chaque sommet, parce qu' i l est 



impossible de former un circuit fermé avec a fils qui aboutissent ŕ 

a -+-1 sommets. 

Dans ce cas, la valeur absolue du déterminant des Ў1 est 4 - 1. Il est 
en effet facile d 'ordonner les lignes de manière que tous les \xxx soient 
± 1, et tous les p . x y nuls pour j plus grand que x . On peut alors 
supprimer le carré du déterminant des p . , sans altérer ni la valeur ni 
le signe du déterminant principal. 

36 . Dans les éléments du déterminant nouveau, il n 'entre plus que 

des potentiels de circuits fermés, comme dans la première transforma-

tion, car il suffit d'un ( a - h i ) i è m e fil quelconque pour fermer le circuit 

des g premiers . 

Telles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour le succès 

de l ŕ transformation. 

37 . Toutes ces transformations sont indépendantes de toute hypo-
thèse sur la grandeurdes résistances : elles n 'a l tèrentni la valeur absolue, 
ni le signe du déterminant; par conséquent, le facteur indépendant des 

résistances qui multiplie le produit a" un nombre quelconque de résistances 
a même valeur et même signe dans tous ces développements, bien que sa 
forme apparente soit différente. Cette remarque permet de former 
facilement l 'équation ordonnée suivant les puissances de a. 

3 8 . Considérons en effet le déterminant sous sa forme primitive, 
avec ( n 4 - s ) 2 éléments (22) . Pour obtenir le coefficient de &.n~^~\ il 
faut former la somme des produits de \ résistances R différentes par le 
déterminant symétrique qui résulte de la suppression des lignes et co-
lonnes oů entrent ces résistances, dans lequel on efface les R qui restent. 
Considérons donc un de ces produits de § résistances R différentes. 
Parmi tous les déterminants de (n—sf éléments, que les transforma-
tions indiquées permettent de former, cherchons-en un dans lequel les 
| résistances considérées occupentla place desЈ premiers R' du détermi-
nant type que j ' a i écrit (32-33). S'il n'y en a pas, c'est que le coefficient 
de ce produit est nul . S'il y en a un, supprimons les Ј premières lignes et 
colonnes, effaзons dans les autres tous les R', R"; le déterminant qui 
reste est, en grandeur et en s igne, le coefficient du produit de ces 



Ј résistances considérées. S'il y en a plusieurs, on choisira l'un quel-
conque d 'entre eux, et l 'on fera comme précédemment. 

Pour qu 'un produit de Ј résistances entre dans le terme considéré, 
il faut donc que parmi les (n—|) autres résistances on ait pu en trouver 
<71 du premier groupe, c 2 du second, . , . , aboutissant ŕ tous les som-
mets de ces groupes; car c'est la condition nécessaire et suffisante de 
possibilité delŕ transformation (35). Si l'on peut faire ce groupement de 
plusieurs manières, on aura plusieurs formes apparentes du coefficient 
entre lesquelles il est indifférent de choisir une quelconque, toutes 
étant équivalentes d'après la remarque (37) . On peut d'ailleurs tou-
jours amener aux premiers rangs les | résistances considérées, sans 
altérer le signe du déterminant, les permutations portant sur autant de 
colonnes que de lignes. 

Le déterminant facteur de ce produit est facile ŕ écrire : les éléments 
sont les potentiels mutuels des circuits formés de toutes les manières 
possibles avec tout ou partie des s fils choisis comme point de départ 
de la transformation, et chacun des n — Ç — s au t res ; et tous ces cir-
cuits sont fermés. 

39. Régie pour écrire immédiatement l'équation qui donne les expo­
sants ex d'un système quelconque de bobines. 

i° , degré du terme le plus élevé; 
/?, nombre total des 'bobines; 
g, nombre des groupes dist incts; 
s-h g, nombre total des sommets. 

Le plus haut exposant de a est n — s, et l 'équation est 

¥{<x) = hn-sa
n~s

 + A f t _ , _ ( <x1l-s~{ + . . - 4 - A , a + A o = o . 

40. Former le coefficient Aw„ 4_g. — On a choisi d'avance arbitrai-
rement la direction positive sur chaque fil. Ecrivons toutes les com-
binaisons différentes % ŕ Ј des n résistances. Pour chacune d'elles, 
parmi les n — § autres résistances, choisissons-ens t telles qu'au moins 
une aboutisse ŕ chacun des s-+-g sommets. Si c'est impossible, cette 
combinaison n'entre pas dans le terme An_s_^. Si c'est possible de plu-
sieurs manières, fixonsnotre choix sur une, n ' importe laquelle d'ail-



leurs , et ne nous occupons pas des autres. Formons tous les circuits 
fermés qu'on peut obtenir avec un nombre quelconque des s fils et un 
seul des (n — £ — s). Ils sont au nombre de n — f — s. Au moyen des po-
tentiels des fils pris dans le sens positif, formons, d'après la règle du 
n° 20 , les potentiels de tous ces circuits sur eux-męmes, et entre eux, et 
écrivons le déterminant symétrique de (n — % — s)2 termes qu'on peut 
former avec eux. C'est le facteur du produit des \ résistances consi-
dérées dans le terme A „ _ ^ . 

4 1 . Les racines de Véquation F ( a ) = o sont toujours toutes négatives. 
— En effet, elles sont réelles (24) , et tous les coefficients de l 'équation 
F ( a ) = o sont positifs. Un coefficient de F ( a ) est la somme de pro-
duits de résistances par des déterminants symétriques 

oů tous les éléments se rapportent ŕ des circuits fermés. Ces détermi-

nants sont donc tous positifs ( I r c Partie, 5 ) , et par suite aussi tous les 

coefficients de F ( a ) . 
Parmi ces coefficients, remarquons les deux extręmes. 
Le dernier ne contient que des résistances. Le premier, qui ne con-

tient pas de résistances, se réduit ŕ un seul déterminant symétrique 

de circuits fermés. 

42 . Du système complet, j 'enlève Ç fils quelconques qui ne laissent 
aucun circuit ouvert. Le nouveau système ainsi formé a n — Ç fils; 
j 'appel le g-' le nombre de ses groupes, s'-h g* le nombre total de ses 
sommets. Tous les sommets appart iennent au système complet; mais 
ses groupes peuvent ętre différents, un seul groupe du système com-
plet ayant pu ętre subdivisé en plusieurs par suppression des fils. On a 

s' + g' fs s ­+­ g, 

Un coefficient quelconque A'„_з_y__?- de l 'équation en ex correspondante 



s'obtient en appliquant la règle du n° 4 0 . Parmi les combinaisons de 
n — g — g' des n — З fils, choisissons celles qui contiennent s' fils 
aboutissant aux s'+ g' sommets. Les potentiels des circuits formés 
avec tout ou partie des s' fils, et chacun des n-~ З — — s' d 'une 
quelconque de ces combinaisons, sont les éléments du déterminant 
symétrique q u i , dans A'n_r_s,_!:,, multiplie le produit des f autres 
résistances. 

Parmi les fils, les s' aboutissent ŕ tous les sommets con-
servés, et les Cŕ tous ceux enlevés; on peut donc toujours trouver 
parmi eux s fils aboutissant aux s+-g sommets du système complet, 
et les | = 5 Ј 4 - 3 ? ' 4 - f — s autres ont nécessairement pour coefficient le 
déterminant en question, dans le terme Aw_,_$ de l 'équation relative au 
système complet. 

Réciproquement, tout déterminant de A„_,_g se trouve dans un ou 

plusieurs des A'n_^_s,_v des systèmes qu'on peut former en supprimant 

convenablement une partie des fils. 

4 3 . Considérons dans An^s^ un déterminant â de (n — s — Ј ) 2 élé-
ments . Mettons ŕ part les s fils qui sont la base de la transformation par 
laquelle ce déterminant est mis en évidence, et les 2 résistances qui le 
multiplient. Les éléments sont les potentiels des circuits fermés obte-
nus avec les s fils et un seul des [n — s — f ) fils restants. 

Dans le produit de Ј résistances, par lequel il est multiplié, фtons 
seulement une d'elles; nous aurons % produits de | — i résistances. 
Tous entrent dans A „ _ ^ + ) . Le coefficient de l 'un d'eux est un déter-
minant de [n — s — § 4 - 1 ) 2 termes, qui a pour éléments tous les poten-
tiels des circuits fermés obtenus avec les s fils et un seul des 
(n — s — з 4 - i) autres, lesquels sont les n — s — % qui entrent dans â et 
un a, de ceux du produit des | résistances. Ce déterminant a donc le 
déterminant $ pour mineur relatif au potentiel sur lui-męme du cir-
cuit formé des s fils fermés par le fil a. 

Inversement, quand un produit de f résistances a pour coefficient 
dans A„_,_g un déterminant tous les produits de | 4 > i résistances 
formés des % premières et de l 'une des [n — s — f) autres ont pour 
coefficients clans An-s^+l les mineurs symétriques de iп. 

Conséquence. — Si un terme AK_,_g est nu l , tous ses déterminants 



sont nuls, et par suite aussi tous ceux qui les ont pour mineurs , c'est-

ŕ-dire ceux de A « _ , ^ , , . . . , jusqu 'ŕ A„_ 5 ; car, leurs éléments étant des 

potentiels de circuits fermés, les théorèmes des n o s 8, 9, 10 de la pre-

mière Partie sont applicables. 

Donc, quand un terme kn-s-% est nul dans F ( a ) , tous" les termes d'in­

dice supérieur sont aussi nuls. 

44. Combinaisons indépendantes des potentiels aux sommets, et des 
dérivées des intensités. — Pour que les potentiels aux sommets puissent 
s 'éliminer, il faut que les équations que l'on combine se rapportent ŕ 
des fils formant un ou plusieurs circuits fermés. Lorsqu'il en est ainsi, 
prenons les équations des sommets, dérivons-les et éliminons entre 
toutes ces équations toutes les dérivées des intensités, sauf une . On 
reconnaît immédiatement que le coefficient de la dernière dérivée d'in-
tensité est égal au coefficient de la plus haute puissance de ( a ) dans 
l 'équation F(a) = o, relative ŕ ce système de fils, prise sous sa première 
forme (22). Formé par la règle du n° 40 , ce coefficient est un détermi-
nant symétrique, dont tous les éléments sont des potentiels de circuits 
fermés. Pour que la dernière dérivée disparaisse, il faut et il suffit 
que ce déterminant soit nu l . Il reste alors une relation qui ne contient 
plus que les forces électromotrices des piles et les intensités. 

4 5 . Je suppose que les fils, entre lesquels existe, lorsqu'ils sont seuls, 

cette combinaison indépendante des dérivées des intensités, aient main-

tenant dans leur voisinage d'autres fils parcourus aussi par des cou-

rants . 
Tous ces fils, tant anciens que nouveaux, forment des circuits fer-

més, pour que tous les potentiels aux sommets puissent disparaître. 
Les nouveaux fils peuvent avoir des sommets extérieurs ŕ l'ancien 
réseau, d'autres communs avec lui, ou męme faire apparaître sur les 
anciens fils des sommets nouveaux. On peut toujours ramener ce der-
nier cas au précédent et supposer que tous les sommets qui appa-
raissent sur l'ancien réseau, lorsqu'on introduit les nouveaux fils, exis-
taient auparavant. Il suffit, pour cela, de subdiviser tout нil R sur lequel 
apparaissent m sommets, en m - h i parties fixes, r 0 , rt, . . r m , en 
traitant les points de division comme des sommets. A cause des lois 



d'addition tant des résistances que des potentiels des circuits, l 'équa-
tion du fil complet est. exactement équivalente, dans le système pri-
mitif, aux équations relatives ŕ chaque partie, accompagnées des équa-
tions de conservation de l 'électricité ŕ chacun des m sommets du fil 
divisé. On peut donc choisir de préférence cette dernière forme, qui 
se pręte plus facilement a l 'énoncé du résultat. Alors, tous les som-
mets communs sont des sommets du réseau primitif. 

Cela posé, soient : 

G, S 4 - G le nombre total des groupes et des sommets du réseau pri-

mitif; 

G', S ' + G' les nombres correspondants du réseau complet formé par 

l 'addition des n nouveaux fils; 
I les intensités actuelles dans les fils du réseau primitif; 
i dans les n nouveaux fils. 

Choisissons S' fils aboutissant aux S '4 -G ' sommets; parmi eux, 
S' — S = s sont nécessairement des fils nouveaux, aboutissant aux 
S '4 - G' — S — G~s-\-g sommets extérieurs au réseau primitif, intro-
duits par les n fils. Les S autres peuvent ętre tous des fils du réseau 
primitif. Alors chacun des n—s nouveaux fils qui restent forme, avec 
tout ou partie des S' fils mis ŕ part , un circuit fermé. Il en est de męme 
de chacun des N — S anciens fils avec les S mis ŕ part qui appar-
tiennent au réseau primitif. 

Prenons les dérivées des S' équations, seules distinctes, de tous les 
sommets, et les N équations des fils primitifs. Ces N dernières ne con-
tiennent que les potentiels aux S 4 - G sommets anciens, les intensités I 
dans les anciens fils et leurs dérivées, ainsi que les dérivées i' des inten-
sités dans les nouveaux fils, mais non ces intensités i elles-męmes. 

Par les S' équations distinctes aux sommets, on peut éliminer dans 
les N équations des anciens fils les i' des s fils nouveaux et les F des S 
fils anciens qu'on a mis ŕ par t . Il ne reste plus que N — S des V et 
n—s des i'. Grвce au choix des S-+-s fils, dans une quelconque a 

des N équations, le coefficient de ix est le potentiel mutuel du fila 
avec un circuit formé des S' fils fermés par le fil œ\ le coefficient de 1̂  
est le potentiel mutuel du fil a avec un circuit formé des S fils fer-
més par le fil y. 



Éliminant alors les S potentiels distincts aux sommets, V, entre cesN 
équations, elles se réduisent ŕ N — S, oů les coefficients des Y et ï sont 
tous des potentiels mutuels de deux circuits fermés. Pour faire cette 
élimination, on a ajouté tout ou partie des équations relatives aux S 
fils mis ŕ part, ŕ chacune des N —S autres. Dans l 'équation du fil a, ainsi 
modifiée, l 'un des circuits est formé des S fils fermés par le fil a; le 
second circuit est formé : pour ix, des S'' fils fermés par le fil x; pour ïy, 

des S fils fermés par le fil y. Les termes indépendants des i sont iden-
tiquement les męmes que s'il n'y avait pas de fils supplémentaires. Les 
résultats de ces transformations sont évidents quand on les compare 
avec les n o s 27 , 28 , 3 1 , 32 . 

Éliminons alors (N —S —п) des (N — S) ,F , et désignons par l\ celle 

qui est conservée : 
Dans l 'équation résultante : 
i° Les termes indépendants des i' et de l\ sont identiquement les 

męmes que s'il n'y avait pas de fils supplémentaires. 

i° Le coefficient de l\ est le męme déterminant symétrique ayant 

pour éléments des potentiels mutuels de circuits fermés, lequel est nul 

par hypothèse. 
3° Le coefficient d 'un ix quelconque s'obtient en remplaзant dans 

le coefficient d'l\ la colonne ( i ) par la colonne x, formée des poten-
tiels mutuels des circuits « S' fermé par x » avec tous les circuits suc-
cessifs formés des S fils anciens fermés par N — S autres. Ces détermi-
nants ne contiennent que des potentiels de circuits fermés ; le 
théorème 8 s'y applique donc, et tous s 'annulent dès que le coeffi-
cient de l \ est nul . 

Donc, lorsqu'il existe entre les intensités des courants dans certains 
fils, considérés ŕ part , une relation indépendante des dérivées des inten-
sités, la męme relation subsiste, quels que soient les nouveaux fils 
qu'on y ajoute, pourvu qu 'on ait eu soin d'écrire la relation primitive en 
y séparant les termes relatifs aux divers morceaux que l 'addition des 
nouveaux fils doit former avec chacun des anciens. 

44 . Comparaison avec Véquation en a. — Lorsqu'il existe une rela-
tion entre les seules intensités d'un certain nombre n — p des fils du 
système, cela annule le premier terme A'n_s,._p de l 'équation en a que 



Ton obtient en supprimant tous les autres fils. Ce premier terme se 
réduit , comme on sait (41), ŕ un déterminant unique qui entre dans le 
terme A „ _ , _ ? F ( s -Hq = s'-\~p), de l 'équation en a, relative au système 
complet (42), et y est multiplié par un certain produit de q résistances. 
Tout produit de f d'entre ces dernières (E < q) a pour coefficient dans 
A „ _ ^ un déterminant $ de (n — s — S ) 2 éléments, qui a comme mineur 
symétrique de (n — s— q)2 éléments le déterminant A ' „ _ , З , _ P (43). Donc, 
lorsque A'n_s,_p s 'annule, tous ces déterminants & s 'annulent, et A „ _ , , 
qui est l 'un d 'eux, s 'annule. Mais les termes suivants A , , . , . , ne s'an-
nulent pas, parce qu'ils contiennent en męme temps d'autres détermi-
nants que ceux qui ont Kn_s,_p pour mineur. 

Une relation indépendante des dérivées des intensités dans une partie 

des fils annule donc le coefficient de la plus haute puissance de a dans 

F ( a ) , et celui-lŕ seul. 
Les męmes propriétés permettent de reconnaître que le nombre de 

relations distinctes indépendantes des dérivées des intensités est tou-
jours égal au nombre des coefficients des plus hautes puissances de a, 
qui sont nuls dans F ( a ) . 

50. APPLICATIONS. — Classons d'abord les systèmes de fils d'après le 
degré de l 'équation qu'ils fournissent. Désignons par S le nombre 
total (s­hg) de sommets; ŕ chaque sommet aboutissent au moins 

*3 fils, de sorte que le nombre de fils minimum est le premier nombre 

entier non inférieur ŕ S, c'est-ŕ-dire S si S est pair, et si S 

est impair. 

5 1 . i° Un seul groupe : 

S = * N — t 

NOMBRE MINIMUM DE FILS 3 N — I 
DEGRÉ MINIMUM DE L'ÉQUATION.. N + i 

S = 2 N 
NOMBRE MINIMUM DE FILS 3 N 

DEGRÉ MINIMUM DE L'ÉQUATION.. N + i 

Les systèmes qui conduisent ŕ des équations de degrés résolubles 

sont donc seulement les suivants : 



S = o . . i fil- i e r d e g r é . . . 

S — i 

3 fils. 2 E » 

4 » . 3 e . . . . . . 

5 » . 4e » 

S = 3 

5 » . 3« » 

6 » . 4 e » • • • -

6 » . 3 e * » 

7 » . 4 e » 

S = 5 8 » . 4e » 

S = 6 . . . 9 » • 4 e » 

52. 2° Deux groupes: 
s = s, - t - s 2 . 

Nombre 
minimum de fils. Degré minimum. 

S 2 = Î N 2 - I . 
3 ( N I + N 2 ) - 2 N , + N 2 + 9. 

S 1 = 2 N , - Ď . 

S 2 = 2 N 2 
3 ( N 1 + N 2 ) - I N , + N 2 + 2 

S 1 = 2 N 1 . . . . 

S 2 = 2 N 0 — 1 • 
3^N 1 + N 2 ) - I N , + N 2 + 2 

S , = 2 N , . . . 

S 2 = 2 N 2 • • • • 
3 ( N , + N A ) N T + N 2 + 2 



Systèmes qui conduisent ŕ des équations de degrés résolubles : 

S | = O , S2 = O.. . . 2 FILS 2 E DEGRÉ.... 

S\ = o, SO — 

4 » 3' » . . . . 

5 » 4 e » • • • • 

S , = 2 , SO -~ 2 . . . . 6 )) 4 e * 

et c'est tout. 

53 . 3° g groupes. — On verra facilement que tous les systèmes 
formés avec Sp= 2Np~­1 ou S ,̂— 2 ^ , d'une manière quelconque, con-
duisent au męme degré minimum pour l 'équation en a 

(N< + N 2 + . . . + N ^ ) + g. 

Si p des groupes ont un nombre impair de sommets et les g— p autres 
un nombre pair , le nombre minimum des fils est 

3(N.,-F-NO-4- . . . H - N / j - P . 

On trouve ainsi le reste des systèmes résolubles : 

Trois groupes : 

S, — O , S 2 = O , S 3 = O 3 FILS. 3 E DEGRÉ.. . . 

S i ^ o , S 2 ~ o , S 3 = 2 5 » . 4 e » • • • • 

Quatre groupes : 

S ( = : O , S 2 = O , S 3 — O, S 4 = O. . 4 FILS* 4 e DEGRÉ.. 

54. Je vais maintenant reprendre le raisonnement général sur 



l 'exemple le plus simple, celui d 'un seul groupe de trois fils ŕ deux 

sommets. 

Les équations des fils sont 

R 1 i{ + 2 W ( i\ + W | , a r , 4 - W < J 3 i\— Ei -HV< — V 0 — P, 

R 2 i 2 + W 2 , , + 2W S Ď"2 + W 2 , 3 Ď"3 — E 2 + V , — V 0 = o, 

R 3 I'A + W 3 J 1 i \ -+- W 3 , 2 i \ + 2 W 3 1' , — E 3 + V , — V 0 = O 

et celle de l'un des sommets 

i\ 4 - l'a 4 - 1*3 — o. 

Elles conduisent directement ŕ l 'équation 

L'équation finale étant du deuxième degré, ramenons le déterminant 

a n'avoir que deux lignes et deux colonnes. C'est ce que l'on peut faire 

de trois manières différentes, suivant le fil que l'on choisit pour base 

de la transformation. 
i ° Retranchons la première ligne de la deuxième et de la t rois ième; 

il vient 

Retranchons la première colonne de la deuxième et de la troisième ; 



il vient 

et, en posant 
2 W 2 + 2 W | - aW)/. = 2 ( V ) J 2 , 

2 W 3 + 2 W ( - 2 W ) i 3 =1Wi,3, 

W 2 ,3— Wi ,3— W 1 ( 2 + 2 W I = F 1 J 2 | ) , 3 

et supprimant la première et la dernière ligne et les męmes colonnes, 

Telle est la première transformation. 
wt;2, wit3, W,tS\it3 étant les potentiels des circuits formés par les 

fils 1 , 2 ; i , 3 , lesquels sont fermés ( 1 7 ) . 
Les deux autres transformations donneront de męme 

Ces trois expressions sont identiques quelles que soient les résistances. 
Le coefficient de a 2 est le męme clans les trois expressions, quoique 
sous trois formes différentes; choisissons, par exemple, la première. 
Le terme constant est le męme, R,R 2 - t -R 2 R 3 + R 3 R f , dans toutes trois. 
C'est pour le terme du premier degré que leur comparaison est utile : 
le coefficient de R 3 , dans ce terme, a sa forme la plus simple dans la 
première expression, ainsi que le coefficient de R 2 . Mais le coefficient 
de R { y est compliqué, tandis que dans la seconde expression sa forme 
est plus simple : c'est celle-lŕ que nous prendrons, puisqu'elles sont 
identiques. 



L'équation est donc 

F ( a ) = ^ A , 2 | | , 3 ) * A + ( 2 ( V 1 ; 2 R 3 4 ~ 2 ( V 1 , a B 2 + 2 a ' 3 , 2 R 0 a 

+ R< R 2 + R 2 R 3 + R 3 R< = o, 

tandis que le développement direct d 'une des transformations choisie 

ŕ l 'exclusion des autres, la première par exemple, aurait donné 

F ( a ) = ( 4 w ^ 2 C V 1 , 3 - ^ r , 2 i . , : i ) « 2 

+ [ 2 W ( , 2 R 3 + 2 ( v ^ a R 2 - f - ( 2 0 ^ , 2 +  î i f u ­ 2 ^ , 2 | ( , 3 ) R I ] Ы : 

- J - R J R 2 + R 2 R 3 - I - R 3 R ) = O . 

Il est d'ailleurs facile de reconnaître directement l 'identité des dзux 

formes dans ce cas très simple, et la symétrie de l'expression y aurait 

conduit. 

5 5 . APPLICATION DE LA. EÈGLE : Un seul groupe, trois sommets. — 

L'équation est du troisième degré : 

A 3  a 3 + A 2 a 2 + A (  a + A 0 =  o . 

Pour faire rapidement le choix indiqué (40) , il est bon d'écrire 

d'abord le Tableau des contours fermés qui correspondent ŕ chaque 

réduction (34) : 

Rйductions. 

№s d'ordre. Premiers fus . 

Contours fermés. 

1  •••  1 , 2  1 , 2 , 4  1 , 2 , 5 1,6 

2 . .  1 , 3  1 , 3 , 4  i
F
3 , 5 2 , 3 

3 .  — . . . . . .  1 , 4  1 , 4 , 2  i , 4 , 3  4 ,
5 

4  *  i , 5  1 , 5 , 2  i , 5 , 3  5 , 4 

5  ,  . , - 2 , 4 2 , 4 , 1 2 , 3  5 , 4 

6 2 , 5 2 , 5 , 1 2 , 3  5 , 4 

7 . .  3 , 4  3 , 4 , 1  3 , 2  4 , 5 

8 ,  3 ,5  3 , 5 , i  3 , 2  5 ,4 



Les arrangements 2 , 3 ; 4>5, formant chacun un circuit fermé, ne sont 
pas susceptibles de servir ŕ une réduction. 

56 . Formation des coefficients. — A 0 : Ce coefficient ne comprend 
que des produits de trois résistances. Écrivons donc toutes les combi-
naisons possibles de trois fils, et, au-dessous, les deux fils qui restent; 
ceux qui sont en chiffres gras doivent ętre exclus, parce qu'il n 'y a 
aucune réduction possible qui leur corresponde d'après le premier 
Tableau : 

1 , 2 , 3 1 , 2 , 4 i > 2 , 5 i , 3 , 4 i 5 3 , 5 

4,5 3 , 5 3,4 2 , 5 2 , 4 

i , 4 , 5 2 , 3 , 4 2 , 3 , 5 2 , 4 , 5 3 ,4 ,5 

2 , 3 i , 5 1 , 4 i , 3 1 , 2 

La règle donne donc 

A 0 = r{ r­2 r., + l'i r2 r s 4 - r, r 3 rA H- r, r3 rs -+- r 2 r3 r.4 + r2 r3 r s H- r2 r/( r5 + r» r4 r 5. 

A { : Formons toutes les combinaisons de deux résistances, écrivons 
au-dessous les trois autres résistances et indiquons dans chaque cas 
par une parenthèse la combinaison choisie pour base de la réduction : 

] , 2 1 ,3 1,4 F , 5 2 , 3 

( 3 , 4 ) , 5 ( 2 , 4 ) , 5 2 , ( 3 , 5 ) 2 , (3 ,4 ) ( i , 4 ) ,5 

2 , 4 2 , 5 3,4 3 ,5 4 ,5 

(* ,3) ,5 ( r ,3) ,4 ( i , a} ,5 ( 1 , 2 ) , 4 ( i , 2 ) , 3 

Ici il n'y a aucune exclusion; mais certaines des réductions sont pos-
sibles de plusieurs manières : la première, par exemple, peut se faire 
en choisissant la combinaison ( 3 , 4 ) ou la combinaison ( 3 , 5 ) ; tandis 
que la sixième peut se faire en choisissant soit ( 1 , 3 ) , soit (1 , 5 ) , soit 
( 3 , 5 ) , de trois manières différentes. 

J'écris le potentiel d'un circuit fermé en mettant en indices tous les 
fils qui le forment. 

Prenons le premier produit de résistances ri r2. Son facteur, d 'après 



la règle, est le potentiel du circuit fermé qui contient un ou plusieurs 

des fils (3, 4) et le fil 5, lequel, d 'après le Tableau dés réductions, est 

( 7 e réduction) 2 ^ 5 , 
On a ainsi 

A, = 

2 T\ r 2 <V4,s + 2 r , r 3 CV 4 ,5 2 r 4 1\ Wo,S + 2 n T 3 W 2 , 3 + 2 T 2 r 3 M> 4, S 

+ 2 r 2 r 4 ( V U ) 5 + 2 r 2 r 3 « > V . 8 , 4 + 2 T 3 r:iWi,2,}', + 2 r 3 Tg CVj , 2 , 4 

4 - 2 / 7 , r r , c v 2 > 3 . 

A 2 : 
3 4 5 

3 , { 3 , 4 ) , 5 1 , ( 3 , 4 ) , 5 ( i , 2 ) , 4 , 5 ( 1 , 2 ) , 3 , 5 ( i , 2 ) , 3 , 4 

A 3 : 
o 

(i , 2 ) , 3 , 4 , 5 

On voit que l'application de la règle se fait sans difficulté; mais il 

faut avoir bien soin d'écrire toutes les combinaisons de résistances pour 

chaque coefficient. 

Le cas le plus simple de deux groupes de bobines, celui oů chacun 

d'eux a trois sommets et trois fils, se traite aussi facilement. 

57 . Résumé et conclusion. — Dans la première Partie de ce travail, 
l 'étude d'un système de fils particulier m'a permis d'établir des rela-
tions entre les potentiels mutuels, et sur eux-męmes, de circuits fermés. 
Dans la seconde Part ie , le problème du partage des courants va-
riables, traité dans toute sa généralité, conduit ŕ une règle précise 



pour écrire immédiatement l 'équation algébrique dont dépend la ques-
tion (39-40) . Cette équation a toujours toutes ses racines réelles et 
négatives (3 , 24, 41). Quoique les divers fils,qui constituent le réseau 
aboutissent ŕ des sommets éloignés les uns des autres, les coefficients 
de l 'équation définitive ne dépendent que de potentiels relatifs ŕ des 
circuits fermés. La règle de formation est établie pour un nombre de 
fils quelconques, qui peuvent ętre subdivisés en un nombre quelconque 
de groupes n'ayant d'action mutuelle que par induction. 

Un classement des réseaux de fils, d'après le degré de l 'équation 
finale, et deux exemples terminent ce travail. J'ai choisi le premier 
assez simple pour reprendre le raisonnement; le second montre com-
ment on doit appliquer la règle générale. 
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