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ESE D'ANALYSE

—

PROPRIETES GEOMETRIQUES

hEs

SURFACES ANALOGUES A LA SURFACE DES ONDES.

Je me propose d'étudier dans ce travail les propriétés d’une famille de
surfaces qui se déduisent d’une maniére teés simple des surfaces du second
ordre. L'une d'elles, la surface des ondes de Fresnel, joue, comme on le
sait, un réle fort important dans la théorie de la double réfraction ; & ce
point de vue, elle a été étudiée par les géomctres les plus éminents.
Aprés Fresnel, qui en a fait connaitre I'existence, elle a fait Tobjet des
travanx d’Ampére. Pliicker, dans un hean Mémoire, inséré au journal de
Crelle, a simplifié considérablement la maniére d’en obtenir I'équation par
la considération de denx cllipsodes inverses. 1l a démontré d'une mavicre
élégante les proprictés des points singuliers et des plans tangents qui tou-
chent la surface suivant un cercle. Je citerai encore i ce sujet les travaux
d’Hamilton, de Sénarmont, et enfin les importants chapitres que M. Lamé
a consacrés i cette étude dans ses Lecons sur la théorie mathématique
de Uélasticité.
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Dans le travail que je présente, je ne m'occupe que des propriétés
purement géométriques des surfaces analogues & celle de Fresnel. Je pars
d’une définition commune & toutes les surfaces de la méme famille, et que
jai fait connuitre dans les Nouvelles Annales de mathématiques (°). Je
démontre les propriétés générales des surfaces contenues dans I'équation
que j'obtiens ; puis je m'occupe des divers genres que cette équation peut
contenir. Naturellement la surfuce des ondes proprement dite doit tenir
une place importante dans cette étude; mais comme jai publié dans les
Annales une monographic de cette surface, j’ai pu renvoyer i ce travail
pour les démonstrations d'un certain nombre de propriétés que je me
borne & énoncer (*).

[

DEFINITION.
(1) Soient
(1) Az2+By+C22=1,
I'équation d’une surfuce du second ordre 4 centre, et
@ +y =R,

celle d’'une sphére concentrique & cette surface. Si on suppose le rayon R
compris entre le plus grand et le plus petit des demi-axes, l'intersection de
ces surfaces est une conique sphérique que I'on peut représenter par les
équations

4y 4 2 =R,

(3)
(A—ﬁ):ﬂ-}- (B—ﬁ)y2+(0—ﬁ'5)z?:0,

{*) Nouv. Annales, t. XX, p. 456.
") 1d. t. 11 (2¢ Série), p. 193 et 252.
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la seconde s'obtenant en retranchant de I'équation (1), I'équation (2),
dont on a préalablement divisé les deux membres par R2.

La conique sphérique supplémentaire de celle que représente le groupe
(3) aura pour équations

g4y 4=k,

(4) 22 1
ki L
AR2—1 + BR2—1 + CR—1 — 0,

la seconde des équations (4), représentant le cdne supplémentaire de celui
que représente la seconde des équations (3).

Ceci posé, si I'on fait varier le paramétre R, pendant que la conique (3)
décrit la surface (1), la conique sphérique (4) engendre une certaine surface,

dont on aura I'équation en éliminant R entre les deux équations du groupe
(4). On obtient ainsi

(@ + g2+ #) [BC 2+ AC - AB 21
~— (B4C) 2 — (C4-A) 4> — (A+B) 2> -1 = 0.

Telle est 'équation des surfaces que je me propose d’étudier; on voit qu'on
peut les définir : le lieu géométrique des coniques sphériques supplémen-
taires de celles qu'on obtient en coupant une surface du second ordre d
centre par des sphéres concentrigues.

’ ¢

Nous verrons que I'équation (5) renferme comme cas particulier 'équa-
tion de la surface des ondes de Fresnel; c’est pourquoi nous donnerons
encore aux surfaces représentées par cette équation le nom générique de
surfaces des ondes.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



II

EXISTENCE DE DEUX NAPPES EN GENERAL. — CONIQUES ORTIIOGONALES.

(2) Pour abréger, nous désignerons souvent dans ce qui va suivre, un
groupe de termes analogues par I'un d'entre cux, précédé du signe S:
c¢'est ainsi, par excmple, que la scconde équation du groupe (3) pourra
s'éerire :

THEOREME [. — Le plan tangent commun aux deuz cones
) =0,

coupe la sarface du second ordre (1) swivant une scction passant par le
centre, dont les axes sont 2 B, ct 2 R'.

Je désigne par OA =R, l'aréte de contact du cone (6) avec son plan
tangent; soit AT la tangente a la conique sphérique (3) au point A. La
droite AT est a la fois tangente i la sphére de rayon R et & la surface (1);
clle est de plus dans le plan tangent au cone mené suivant OA; done OA
étant perpendiculaire & AT, le plan mené par ces deux droites coupe la
surface du second ordre suivant une scction dont OA =R est un demi-axe.

Donc la section déterminée daus la surface (1) par le plan tangent
commun aux cdnes (6) et (7) aura bien pour axes 2 Ret 2 R'.

(8) Il résulte de ce théoréme un moyen bien simple pour trouver immé-
diatement Péquation dont les racines sont les axes d'une section fiite dans
une surface du second ordre par un plan central

(8) mzo 4+ ny + pz = 0.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



Désignons par R, R', les demi-axes inconnus de cette section: Ie plan (8)
doit étre tangent au cone

A 1 2
et doit, par conséquent, pouvoir se metire sous la forme
S. (A—R%) rx =0,

(z' ¢ ') étant les coordonnées d’un point quelconque de l'aréte de contact,
ce qui entraine les conditions suivantes

C—m*_ Cowm)¥_(C—wm)*
m — n - P

eomme les coordonndes &’ 3 3" doivent satisfaive & I'équation (6), on cn
conclut

m? n? 2

L _n _r =
O iz tg—=t+ gz ="

TR R?

Comme d’ailleurs rien ne distingue R de I, I'équation (9) est bien I'équa-
tion cherchée.

(&) THEOREME II. — Les deux cones

a9s. £ —o, @uys —E _=—o,
A —= A—

supplémentaires des cones (6) et (7), ont une aréte commune perpendici-
laire au plan tangent commun aux deux cones (6) et (7), et ils se coupent
orthogonalement suivant cette aréte.

Puisque les cones (10) et (11) sont supplémentaires des cones (6) et (7),
leur aréte commune est bien ¢videmment perpendiculaire au plan tangent,
2
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commun A ces deux derniers, et leurs plans tangents, suivant cette aréte
commune, sont perpendiculaires aux deux arétes de contact du plan tan-
gent commun; or, ces deux droites sont perpendiculaires entre elles
comme axes d’une section plane de la surface (1); donc les plans tangents
aux cdnes (10) et (11), suivant I'aréte commune, sont aussi perpendicu-
laires entre eux.

(5) I résulte du théoréme précédent et de la définition des surfaces des
ondes, que, sur une méme direction et d'un méme cdté du centre, il ya
deux rayons vecteurs R, R'. En effet, le cone (10) et la surface (5) ont
leurs points communs sur la sphére R; le cone (11) et la surface (5) se
coupent sur la sphére R'; done I'aréte commune aux deux cones (10) et (11)
perce la surface (8) en deux points ayant pour rayons vecteurs R, R'. Les
surfaces des ondes sont donc, en général, des surfaces & deux nappes, ce
(que I'on pourrait d’ailleurs prévoir d’aprés le degré de 'équation (5).

(6) THEOREME III. — Les cones (10) et (11) déterminent sur chaque
nappe de la surface des courbes orthogonales.

En effet, les deux cénes (19) et (11) sont orthogonaux; I'un coupe la
surface des ondes suivant une conique sphérique, dont la tangente, au
point d’'intersection des deux courbes, est perpendiculaire & Iintersection
des deux plans tangents aux cdnes (10) et (11). Cette tangente est dans
P'un de ces plans tangents, clle est donc perpendiculaire & I'autre, et par
suite & la tangente & la seconde courbe, qui passe par son pied dans ce plan.
Donc les deux courbes sont orthogonales.

(7) Il résulte des théorémes I et II, une autre manicre de définir les
surfaces des ondes.

On fait passer un plan par le centre d’une surface du second ordre; ce
plan détermine une section dont les demi-axes sont R, R'; sur la perpen-
diculaire au plan diamétral passant par le centre, et de part et d’autre
de ce point, on porte les longueurs R, R'; le liew des extrémités de ces
droites est une surface des ondes.
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I

POINTS CORRESPONDANTS SUR LA SURFACE DU SECOND ORDRE
ET SUR LA SURFACE DES ONDES.

(8) Je viens de faire voir comment on passe d’unc surface du sccond
ordre 4 la surface des ondes correspondante; il s’agit de savoir déter-
miner les relations qui cxistent entre les coordonnées de deux points qui
se correspondent sur les deux surfaces. Soit M un point de la surface (1),
0O, lc centre; il existe une section plane de cette surface et une scule, sauf
le cas des sections principales, pour laquelle le diametre OM est un axe.
Sur la normale, au plan de cette section, je porte unc longucur OM' égale &
OM, et le point M’ est un point de la surface des ondes. C’est le point M
que j'appelle le correspondant du point M.

"

Je désigne par (2" y' 2') les coordonnées du point M, par (z” 3" 2") celles
du point M. J'observe que la droite OM’ est perpendiculaire au plan de la
section dont OM est le demi-axe, et par suite en faisant OM =R, au plan
tangent du cdne

S. (A -— ﬁ")) = o,
¢'est-h-dire au plan
S. (A—— i#) rx = o;
le point M étant sur la perpendiculaire & ce plan, on a les relations

(12) ' -y — R
A—we (B-g)y (©-f 7
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en faisant

d'ou

8:
I
[+
S| =
~
I
=l-
S——
&\

H

W)y ==5 B—q)y,

I

R/
=g (=) F

a y . 3 _ R
" 7]” - 7 - D M
\ — o B — C—
en posant
xnz
R
D= s. (A — )
on aura
= =+ I v
DA — 5
‘ , R Y
R _{._ .
(14) y — = o T
D B—m
= =% R .__i_
D (¢ — |IT

Ce sont ces derniéres formules qui servivont & passer des proprictés
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d'une surface du sccond ordre aux propriétés de la surface des ondes.
Ainsi le point M décrivant une certaine courbe sur la surface du second

ordre, on pourra facilement en déduire la courbe que déerit le point cor-
respondant sur la surface des ondes.

Par exemple, si on multiplie les équations (14) respectivement par
2 y" 2"; qu'on les ajoute en remarquant que

xlwll + yl ylf +:/ A

~

o,
on obtient

1 =0,
R?

ce qui est une des formes de I'équation de la surface des ondes, résultant
directement de I'équation (5).

Ou bien encore, si on multiplie les équations (14) par Ax', By’ C3', et
quon les ajoute en ayant soin de remplacer dans les seconds membres

z', 9, 2', par leurs valeurs en 2", 3", 2", nous aurons en remarquant que
S. Az" =1,

TR S

, =1,
(A — )

autre forme de 1'équation de la surface des ondes, et qui se ramene faci-
lement & I'équation (15).

Remarquons en passant une relation assez remarquable entre les déno-
minateurs D, D' des ¢quations (14) et (13).

En multipliant I'une par I'autwre, les équations correspondantes des
groupes (13) et (14) il vient

R:
_—_ = 1,
DI
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ou bien
DD’ = R~

Ainsi le produit de ces deux dénominateurs est constaut.

IV

PLAN TANGENT.

(9) 1l existe cntre les plans tangents d'unc surface du second ordre et
de la surface des ondes qui s'en déduit, aux 'points correspondants une
relation importante et qui fournit I'énoncé suivant :

THEOREME IV. — En deux points correspondants M, M', sur la surfuce
du second ordre et sur la surface des ondes, les plans tangents sont per-
pendiculaires entre cux et paralléles an second axe de la section de la sur-
face du second ordre dont OM est déja un demi-axe.

Soit S T  — F(y) — o

A

b

I'équation de la surface des ondes, R étant non plus une constante, mais
la somme des carrés des variables ; on en déduit

dF _ 2 1 dR* S x*
U 1 : T\
dzx A—i QB dx (A _ Tﬁ)
ou bhien
dar - _ 2z 4 D
dx A — l—lﬁ R! ’
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(94

dF dF

dy dz

avec des valeurs analogues pour

D’autre part, en désignant par f(z, y, ) = o I'équation (1), on a
df
=1 _ 9 -
dx Az;

on aura donc en particulier pour les points (&', i, ") et (2", y", 2") :

dF 2 x" D?
(7 - 2T _ o Y
( ) [lmll A _ -|_ B,{ x
R
df 5 '
Lt da;’ — A X »

ou i cause de la premicre des ¢quations {14),

df [R:z:" x ]
(18) 'R;;“ == X4 — ——.—7 y

1"y 1 ‘7;, x” ) D2 oy
,L (.1;” xl _l)—A__‘— T 1{3 X + l{_} A _ -l__‘ - l{r, X

on trouve

=

- a—

1 d¥ df _ D
T 5 w S

jna —W = 0.

4 T dx' da
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Done les plans tangents en (2, ', 2') et (2", y”, 2") sont perpendiculaives
cntre eux.

D'ailleurs les tangentes en ces deux points aux deux coniques sphdé-
riques (3) et (4) sont bicn é¢videmment paralléles au second axe de la sec-
tion de la surface du second ordre dont OM est déja un axe, il en est donc
de méme des denx plans tangents en M et en M’ qui contiennent respecti-
vement ces deux droites.

(20) 11 résulte de ce théoréme un nouveau mode de génération des sur-
faces des ondes.

(Fig. 1.) Soit O le centre de la surface du second

ST ordre et de la surface des ondes; M, un

YL point de la premiére; M, le point corres-
‘\P/ \\p pondant sur la seconde; MT la trace du
S plan tangent en M sur le plan des deux

-ayons OM, OM', qui est celui de la fig. 1;

" M M'T’la trace du plan tangent en M’ sur le

0 T méme plan. Nous savons que par OM passc

une scction de la surface du second ordre dont le second axe est perpen-

diculaire au plan de la figure. Il résulte évidemment du théoréme IV que

Uon peut amener le plan tangent en M a coincider avee le plan tangent

en M, par une rotation de 90° autour de I'axe perpendiculaire au plan de
la figure.

Si nous remarquons encore que les perpendiculaires OP, OP' sont dans
le plan M OM', et que ces perpendiculaires sont les plus courtes distances
du centre aux deux plans tangents ecn M et en M, nous pourrons avoir
I'énoucé suivant :

La surface des ondes d’une surfuce de second ordre est U'enveloppe des
plans tangents a celle-ci que l'on fait tourner, chacun de 90° autour d’un
diamétre perpendiculaire au plan du diamétre du point de contact et de la
plus courte distance de ce plan tangent au centre.
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KELATIONS ENTRE LES PODAIRES CENTRALES D'UNE SURFACE DU SECOND
ORDRE ET DE LA SURFACE DES ONDES CORRESPONDANTE.

(11) Jappelle Podaire centrale d’une surface i centre queleconque le licn
des pieds des perpendiculaives abaissées du centre sur tous les plans tau-
gents A cette surfzcz; pour abréger, je dirai simplement Podaire, mais il
est entendu que tout ce ui suit se rapporte aux podaires centrales.

La podaire d'une surface du second ordre a une_équation facile i trouver;
si on désigne par %, «, 7, les coordonnées du pied de la perpendiculaire
abaissée du centre sur le plan tangent & la surface (1), au point (2, ', '),
on trouve les relations suivanles en posant

B 2=

¢ = Az, = 2By, 1= a.CY,
cten éliminant @', 3, =', entre ces relations et équation (17,
2 2 Ve

(19) A’:T—}-_’_-i—T

Y

(12) Pour trouver I'équation de la podaire de la surface des ondes qui
correspond i la surface (1), je remarque que les plans tangents aux deux
surfaces en des points correspondants sont it la méme distance du centre;
c¢'est une conséquence du théoréme IV. Ainsi, OP' = OP (fig. 1), ¢'est-ir-
dire que

La podaire de la surface du sccond ordre et celle de la surface des ondes
ont les mémes rayons vecteurs.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 18 —
Je remarque encore que 'équation (19) peut se mettre sous la forme

(=) () e (v =) v

\ /

ct on voit que si A reste constant, ce rayon vecteur (OP) décrit un cone
représenté par I'équation (20); je dis que le rayon vecteur OP' de la
podaire de la surface des ondes décrit en méme temps le cone supplé-
mentaire. Soient 2, «', 7, les coordonnées du point P'; %, 4, Z, celles du
point P; a', o', ', celles du point M; la droite OP' est paralléle & MP;

done on a

z g
" c—a .,
= -— %,
!
| = 2=y
\ 7 1 = 13
\ - T o~

y 1
1 —A"_K ,C:
T . LT
G
(21)
v L
7 B s
=L LT
A — — =
LW

~

cufin si on ¢limine les rapports =, =, entre ces relations et I'équation

7
(20), il vient :

L 12 s
s7 0" - .
@) T 1+t + r =0
A — A Ate— —
E\ B «

équation d'un cdue supplémentaire du cone (20) tant que s reste constant,
mais qui représente hien la podaire de la surface des ondes si A est con-
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sidéré comme le rayon vecteur de la surface, clest-i-dive comme ¢gal

Les équations des deux podaires avant les formes (20) et (22), on voil
done que:

Une méme sphere de rayon A coupe les podaires de la surface du second
ordre et de la surface des ondes swivant dewr coniyues sphérviques sup-
plémentaires.

Ainsi il est remarquable que les podaives jouissent de la méme proprictd
(que les surfaces clles-mémes.

(13) J'ai encore découvert une analogic de plus. Tout le monde sait ue
la somme des carrés de trois rayons vecteurs de la podaire d'une surface
du second ordre, perpendiculaires entre cux, deux a deux, est constante.
(est le théoreme de Monge, sous un énoncé différent; il résulte d'ailleurs
immédiatement de I'équation (19).

Soicnt e effet (=, £, +) les cosinus des angles qu'un rayon veeteur s fait
avec les axes; en donnant les indices 1, 2, 3, a trois rayons vecteurs ree-
tangulaires ct aux cosinus correspondants, 'équation (19) fournit (rois
équations telles que

1
l_

dor, en faisant la somme, et tenant compte des relations bien counues
entre les neuf cosinus,

5 : — L L
S v

1
c-

L

Voici la propriété correspondante de la podaire de la surface des ondes.
Si dans I'équation (21) nous vésolvons, par rapport a 3, il vient d'abord
en chassant les dénominateurs,

A — S, (P""*;(C)i‘ _\s_*_s' - = 0,
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ou bien en vemplacant les coordonnées &', «', 7', par leurs valeurs en fone-
tions des cosinus des angles du rayon vecteur A avec les axes. on aura

. B4+ C) " ot
23) A'— S, —_- 7~ N — S8 — = 0.
(23) 5 BC RTTE 0
On voit d'abord que la surface a deux rayons vecteurs de longueurs diffé-
rentes sur chaque direction; en d'autres termes, la surface est & deux
nappes en général, Désignons par A', A7 les deux racines différentes de
I'é;quation (23), on aura

, B4+ 0
& Vi=S.
\ e S BC %
(24}
_ ( 2
reoam2
| A a — S. —5c

Cela posd, si nous affectons les indices 1, 2, 3, & trois directions reetangu-
laives, on aura, d’apres la premicre des deux relations préeédentes, trois
relations de la forme

)
G vims B

¢t en faisavt leur somme comme précédemment, il vient

B+ C i { 1
S. W4y =8 —| 2 =2"'"_ — —"

Donc la sonime des trois couples de carrés des rayons vecteurs de la
podaire de la surface des ondes pris sur trots directions rectangulaires est
constante, et ¢yale au double de la somme des carvés de trois rayons vee-
teurs vectangulaives de la podaire de la surface du second ordre.

Fa seconde des relations (24) fourniva de méme 1'équation

1

S. AV A'r =S, W

Done la somme des carrés des trois produits que Uon obtient en multi-
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pliant les deux rayons vecteurs pris sur chacune des trois directions rec-
tangulaires est constante.

VI
POINTS CORRESPONDANTS SUR LES DEUX PODAIRES.

‘14) Désignons, comme nous Pavons déja fait, par (2, ', 7), (&, D
les pieds des perpendiculaives abaissées du centre sur les plans tangents i
la surface des ondes et & la surface du second ordre en deux points corres-
poudants M, M'. Ces points, P, P, dans la {ig. (, sont ce que jappelle
deux points correspondants sur les deux podaires; nous avons déja dans
les équations (21) des relations entre les coordonnées de ces deux points;
on peut leur donner une forme plus commode; on a en effet :

e e N ANk

donr, en désignant le radical par 1,

[ =+i_\'~'_]>

|

any
S

-

DA

A
S
s\
H

1
o
T = 2
H

ou bien, si Fon résout par rapport d Z, =, 7, et qu'on pose
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on trouve

- LA 3
== W o 1 ’
\

LA o
(2) { " =F wWoa 1’
‘ B

o1
Y — ,_A_._._—"
T W e

Si l'on multiplie respectivement les équations de méme rang des groupes
(25) et (26), on trouve
s = 0,

relation analogue & celle qui existe entre les dénominateurs D, D' des
relations entre les points correspondants sur la surface des ondes et sur la
surface du second ordre.

Il est d’ailleurs facile de déduire des relations (23), combinédes avec les
équations (13) ou (14), des relations entre les coordonnées (%, «', 7) et
(x", y", 2") du point P’ ¢t du point M'; on trouverait encore ces relations
au moyen des coeflicients du plan tangent; il viendrait ainsi

S — _ o N dF
A* D dx™
o S = o K dF
BT TV dyt
=g R T
‘\ A,_, pumm— p D,z Y ([;” .

Ces dernicres relations sont, comme on le voit, assez compliquées; eepen-
dant clles peuvent devenir utiles dans certains cas particuliers.
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v/
VII
DISCUSSION DES DIVERSES FORMES DE SURFACES DONNEES PAR L'HQK‘.\’I‘I()N (9).

(15) Nous pouvons faire plusicurs hypothéses particulicres sur ces coetli-
cients A, B, C, qui entrent dans P'équation (8).

Premier GExkE. — A > 0, B > 0, C > 05 ce que Pon exprime en
posant

’

A=1 p=1 c=21
=

ce (ui nexclut pas les hypotheses particulicres :

A1
B=¢C,
ou bien encore

AN=B=C.

La surface du second ordre appartient alors au genve ellipsoide ; dans le
cas des trois axes inégaux, elle a pour équation

. x‘: _12 ;2
) Gk =

et la surface des ondes

)

50" a’x’ by ¢ .
) g—etr—ertr—a="

— c.“

ou en chassant les dénominateurs :

(30) @y |ww—HbyHes] — @ () & — b (i)
— (' -b*) 4 a’lc =vo;
on retrouve bien I I'équation de la surface des ondes de Fresnel. La forme

en est bien connue, et je puis d’ailleurs renvover sur ce point au travail
déjiv mentionné (*).

') Nouvelles Annales. — 2we série, 1. 11, p. 196,
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(16) Si 'on suppose que Tellipsoide soit de vévolation wutour de 'un de
ses axes, de 2a par exemple, il suftit de faire

0 = ¢,

et éyuation (30) se transforme facilement en celle-ci :

(31) g4y A2 — b [ 0 (g3 — ] =0
ce qui montre que la surface se compose d’un cllipse aplati de révolution (),
¢t d'wie sphére qui est intéricure & Dellipsorde et qui le touche en deux
points situds au milicu de I'axe de révolution.

Si I'on suppose b =@, la conclusion est la méme avee cette différence
que la sphére est extéricure. Enfin silon suppose

a = b = ¢,
la surface des ondes se réduit & unc sphere.

Ainsi le premicr genre de surfaces contenu dans I'équation (5) se com-
pose de surfuces fermdées & deux nappes cu géndral, réunies par quatre
points ou ombilics si les axes sont inégaux, par deux points seulement si
Pellipsoide primitif est de révolution; se réduisant enfin & une seule nappe
sphérique en méme temps que Uellipsoide primitif. Nous pourrons donc
désigner ce genre sous le nom de Surfuce des ondes ellipsoidale.

(17) L'équation de la podaire correspondante cst

2 a2
. 4

3 O
(3-’) _\'.z — a‘.’ + A_' _ [)-3 + — 0.

A'.’_ c'.!

On en déduirait facilement les variétés correspondant aux diverses variétés
de fa surface des ondes.

18) Devxiiye cexse. — A > 0, B > 0, C < 0. — Posons :

c:?

iy On suppose @ > b > c.
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Ja surface du second ordre est alors un hypperboloide & une nappe ayant
pour équation
: z y?
@ S+L4+=1,

et la surface des ondes

(34) (@Hy' 3" [’y — '] — af (' —c) &
— 0 (@*— ") yt 4 ¢ (@) — @b’ = o.
Pour se faire une idée de la forme de la surface, cherchons ses intersections
par les plans coordonnés. Pour : = o, on aura

(Z-y'4-c') (@ 4 Dy — ') =0;

¢quation qui se décompose en deux autres représentant par leur combi-

(Fig. 2.) , naison avec :=o, unc cl-
T H lipse réelle (a,b) et un cercle
| A imaginaire (¢), surle plan XY
(fig- 2).
T~/ Pour y=—o, I'équation (34)
/ \ devient

N,

\ (1:—}— ——/1) (’x —¢ ~+[lc)_()

CA/_B‘._,-__“w *laquelle se décompose en deux

: / aulres, rcpr(xseulunt, avee

y—o0, un cercle réel () et unc
- hyperbole (a,c).

Enfin pour x=v, on aurait

encore un cercle réel (a) et une

Y hyperbole (,¢).

Il est facile de voir que ces deux dernicres courbes se coupent en quatre
poiuts situés dans le plan ZY; ces points out pour coordoundes :

b a*-c
r = — = ¢ (L__, S /]
A \/{;"-1‘—0
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En construisant les portions des traces de la surface, situées dans I'angle
tricdre des coordonnées positives, on obtiendra la fig. 2. Pour se faire une
idée cncore plus complete de cette surface, il faut se représenter le cone
dont les traces sont les asymptotes OH, et OK, aux deux hyperboles que
nous avons trouvées sur le plan des ZX et des ZY; ce cone, qui est symptote
a la surface des ondes a pour équation

(38) a*2* 4+ by — P =o,
et est le supplémentaire du cone asymptote de Phyperboloide primitif.

(19) Si I'on suppose
hb=u
I'équation (34) prend la forme

(4=t — aY) [0 (24y) — ¢ 4 a'c] =,

et elle représente I'ensemble d'unc sphére et d’an hyperboloide de révo-
lution & deux nappes.

Enfin si 'hyperboloide primitif se réduit & son cone asymptote, il en est
de méme de la surface des ondes.

L’aspect général des surfaces du sceond genre cst done celui d’un hyper-
boloide & deux nappes, entre lesquelles serait placé un noyan de forme
cllipsovdale pénétrant les deux nappes de Thyperboloide. On peut done
désigner ce genre par le nom de surface des ondes hiyperboloidales & deux
nappes.

(20) TrowsiEve cexee. — A > 0, B < 0, C< 0. — Posons :
1 1 |
s (L" > [).’ ’ c'.' ?
ce qui n'exclut pas U'hypothese
b —= c.

La surface du sccond ordre est alors un hyperboloide &t deux nappes

(‘36)I—?—£——~—:,—;:l,

v / a’ ()'.’. ¢
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=
i

et la surface des ondes

(BT) @) |00t — B — 65 @ () b (@ )y
-+ ¢ (@*—b) 2* 4 @b’ =o.

En cherchant comme préeédeni-
ment les traces de la surface sur les
plans coordonnés, on trouvera qu’elle
n’a qu'une scule nappe, qui coupe le
plan des ZY suivant un cerele, et les
plans des ZX et des XY suivant des
hyperboles.

La surface a encore nn cone asymp-

tote veprésentd par 'dquation
-B, X 1 I q
arr — by — P =o,

et supplémentaire du edne asymptote
de T'hyperboloide primitif. La fig. 3
peut donner une idée de Ia forme de
K la surface qui a assez 'aspect d'un
hyperboloide & une nappe.
Si I'on suppose

9 .
¥ = ¢,

la surface se réduit & un hyperboloide de révolution.

Enfin si Pon suppose U'hyperbolorde primitif réduit & son edne asvmptote,
il en est de méme de la surface des ondes. Nous désignerons ce genre par
Ic nom de surface des ondes hyperboloidales & une nappe.

VIII

ETUDE SPECIALE DE LA SGRFACE DES ONDES DF FRESNEL.

(21) Quoique je n’ai en vue dans ce travail que 'étude purement géo-
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métrique des surfaces des ondes, il n'est pas inutile de montrer comment
la définition que j’ai donnée se rattache & la théoric de Fresnel.

It avait admis comme point de départ le principe suivant : la vitesse de
propagation des ondes planes, mesurée perpendiculairement a la surfuce,
est proportionnelle a lo racine carvée de Uélasticité qui pousse les molé-
cules vibrantes parallélement a leur surface.

Je n’ai point & discuter ici ce principe; ce serait sortir du cadre que je
e suis tracé. On démontre que ellipsoide

(38) a4 by 4> =1,

appelé ellipsoide mverse d’élasticité, a pour diamétres les inverses des
racines carrées des ¢lasticités; on est amendé 4 la construction suivante :
on coupe V'ellipsoide (38) par un plan diamétral; on méne un plan paralicle
it ce dernier & une distance du centre égale a l'inverse de 'un des demi-
axes de la section, on a ainsi une position du plan d’onde, et comme la
section a deux axes, il y a aussi deux plans d'ondes paralléles d’'un méme
coté du centre; la surface des ondes est U'cnveloppe des positions de tous
ces plans.

Pour montrer 'identité de la surface ainsi définic avec celle que repré-
sente I'équation (30),je m'appuie sur ce que : deux surfaces qui ont tous
leurs plans tangents communs, sont tdentiques; en d’autres termes : deur
surfaces qui ont méme podaire sont identiques.

Je cherche done 'équation de la podaire de la surface définic, dapres le
principe de Fresnel.

Soit

(39) mx—+ny—+4ps=o,
'équation d'un plan diamétral de Vellipsoide (38). 11 résulte du théorcme I,

. . - L. 1 | .
démontré au n° 3, que si l'on désigne par R les deux demi-axes
de la section que le plan (39) détermine dans cllipsoide (38), ces quan-

lités sont les racines de I'équation

2 2

n? p A
2 + C’!__A'_' 0.

m’
a—

(40)

|

-+
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Or si l'on désigne par &, «', 7, les coordonnées du point placé sur la nor-
male au plan (39), 4 une distance du centre A égale a I'une des racines de
I'équation (40); comme les coordonnées de ce point sont proportionnelles &
m, n, p, le licu de ses positions a pour équation

w2 .n'i ‘4]-_)
'3 2 . S —
( ) a‘.' — Az + b2__A_ + CZ-——AA
avec 3= o 1

Or T'équation (41) comcide avec I'équation (32) qui représente la podaire
de 1a surface (30); donc celle-ci est bien Penveloppe des plans d'ondes.
J'aurais pu remarquer que I'équation du plan d'onde est

me -~ ny + ps = 3,

A étant assujetti i satisfaive & 1'équation (40), et chercher par la méthode
ordinaire 1'enveloppe du plan d’onde; mais cette question est traitée dans
les Exercices de calcul différenticel et intégral de M. Frenet.

(22) Reprenons I'étude de la surface des ondes proprement dite.

Les équations des cones (10) ct (11) deviennent

2?2
S. ,,axle,S.

a‘),x‘).
T =0

a—R'2 »

nous savons déjd que ces cones sont orthogonaux ct coupent la surface
suivant des coniques orthogonales.

Les deux rayons R, R’ sont les deux demi-axes d'une scction diamé-
trale faite dans 'cllipsorde

m‘l . ,'l'l z",

a” + ?}"‘ += =1

par le plan

mr ~ ny 4 ps = o,
0
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et par suite (§ IT n® 3), ce sont les racines de I'équation

azm’ b’ c*p®
prymy (AR ve e il

=0,

ou en remplagant les paramétres m, n, p, par les coordonnées d’un point de
Ja normale,
a’x? by? €222

—r vt T "

Donc on doit avoir entre R, I, les reiations suivantes :

S R 4+ R* = a?h? (x"_i__yv)__l_ a’c (a:”—{—:*)—l—b%g ('y?._{__zg)’

aZx'l + b?H‘! + C').:?.

' T w0y ¢z

(42)

La seconde de ces relations va nous fournir quelques conséquences impor-
tantes; puisque (r, y, 3) est un point quelconque de la normale au plan
(m, n, p), rien n’empéche de supposer que ce soit Uextrémité de I'un des
rayons vecteurs R, R’ de la surface des ondes. Soient (z, y, z) U'extrémits
de R, et (2, y, 2') celle de R’; on en conclut facilement de la seconde
équation du groupe (42) :
. a'lic
@’z + 0y 4 2’

et si 'on pose
(43) @’z 0y 4" = P7,

il vient

a'lb’c
et avee des notations analogues
abc?

(45) -

TP
L’équation (44) montre que si R est constant, P’ Uest aussi, et par suite s

(z, y, =) décrit une conique sphérique swr une nappe de la surface des
ondes, le point (x, y, 3), placé sur le méme rayon vecteur, décrit une
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conique qut, étant en méme temps sur Uellipsoide (43), est une contque
ellipsoidale.

L’équation (45) montre d'ailleurs la réciprocité des relations entre les
deux nappes de la surface des ondes.

(23) 11 résulte de la qu’un point (z, ¥, z) de la surface des ondes peut
étre déterminé au moyen de deux paramétres (R, P) qui déterminent les
deux coniques orthogonales qui se coupent en ce point; voici I'expression
des coordonnées x, y, 3,

(R*—a*) (P°—b%c?)

( o (a*—c?) (@—b) °

o (R'z__b':) (Pz_azc'z)
(46) ¥y = (a“——b“) (a"— C‘.’) ’

P (R’—c?) (P*—a’’)
T 0= —¢)

—_——

Les deux paramétres R, P ne sont pas tout & fait arbitraires; si I'on
suppose
a>h>c,

ct si R est compris entre a et b, R’ est compris entre b et ¢ et par suite P
entre ab et ca, ct si R est compris entre § et ¢, P est compris entre ca
et be.

(24) Les deux cones qui coupent la surface suivant deux coniques
ovthogonales peuvent étre représentés par les équations :

~ a’r®
> woa = O
(47) .
22
S. mz —_ 0,

la seconde de ces équations s’obtenant en remplagant dans I'équation

2.2

@z
S. &=:Hz+——= =20,

R*--a
R’ par son expression en P (45).
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Enfin ces deux équations (47) sont aussi des formes de la surface des
ondes, lorsqu’on y remplace R et P par les fouctions des coordonnées que
ces quantités représentent et qu'on suppose constantes dans les équations
des cones.

(25) Nous savons que les deux nappes de la surface des ondes ont quatre
points communs placés sur le plan des ZX, et ayant pour coordonndées,

y = o, x:ic\/—(l_—,-:[)-;,zzi(z i;__i
a—c w'—c*
ces points, que M. Lamé nomme les ombilics de la surface, jouent, comme
on sait, un role important dans la théorie de la double réfraction. Les
quatre rayons vecteurs passant par ces points, et situés deux & deux sur
une méme ligne droite, portent le nom d’axes optiques; ce sont les normales
aux scclions circulaires de I'ellipsoide (28).

De plus, il est facile de voir que ce sont les axes focaux des deux séries
de counes représeniés parles équations (47). -En effet, ces cones sont les
supplémentaires des cones décrits par les axes de longueur constaute de
ellipsoide, ainsi qu'on I'a va au n° 1; or ces derniers ont les plans de
leurs sections circulaires paralléles aux plans des sections circulaires de
I'ellipsoide, ainsi que I'on peut s’en assurer; donc, en vertu d’'un théoréme
bien connu de M. Chasles, les lignes focales des cones supplémentaires
¢tant perpendiculaires aux plans des sections circulaives, seront les axcs
opliques.

On peut, comme le fait M. Lamé (*) mettre les équations des deux séries
de cones sous une forme qui rende évidente cette derniére propristé. En
désignant par Ry, Ry, les deux rayons vecteurs de méme divection, et
posant :

L S 0° 1 1 g
R’ a@ — K’ h? a@ — K’
(19)
1 p? 1 1 o

I
=
I
g

R 92 a’

(*) Lecons sur la théorie de U'élasticité, p. 266,
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k étant une constante et ¢

)

et . deux nouveaux paramctres

; la constante

v surpassant 2, on trouve aisément que les deux séries de cones

a’r’
S. s+—==0
) Bl')—' a ’
auront pour ¢quations
]
x® ¥’
5‘.’ - (j.’___s.’
. Iy ¥ 1)
49§
x ¥

Lie

9 B
3 CE)
\ o w—f

dans lesquelles on reconnait bien deux

Q.9
ax”
e = "
D —_—
~2
L
= =0,
i v
2
v.").__nJJ = 0,

séries de cones homofocaux ct

asymptotes & deux familles d’hyperboleides homofocaux.

(26) On peut mettre 'équation de la surface des ondes sous une forme
nouvelle en se servant des paramcétres p et p., et des angles que les rayons

vecteurs font avec les axes optiques. Désignons par m,

n, p, les cosinus

des angles qu'un rayon vecteur de la surface fait avee les axes des coor-
données, par 6, ¢, les angles que ce méme rayon fait avee les axes optiques.
Les angles que ces dernicrs font avee les axes ont pour cosinus

0 + &
b \/ ai—c*’ ’ b at—c?’
ou, d'apres la transformation (48),
V N
E, o0, = YizEy
'\‘/ ')I
on en conclut
mh ) 2
g cos ) = mal, l/ ,
" Y
(50) S
( cos ¢ — ME — p V y—E )
.

s
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d’or

) ' 7
51) jm == § -4 cos b =
(31) | 20 [cos 6 —+ L p= Vi
Cela passé, il est facile de remarquer d’aprés la composition symétrique

des équations (49) en p et 1., que ces deux quantités sont les racines de
I'équation

[cos § — cos 6']?

a* ¥ 2
vty Ty =

Si on chasse les dénominateurs, il vient :

Vi— :( S n '3—1—7‘"n2—|—($"p"’§ Vi4-&4'm* = 0,

ou en éliminant n, an moyen de la relation
m—H-ntp = 1,

Vi— : Gt— (' —) p? ' \'“ —+ &'mt = 0.

Sn remplacant m et p, par leurs valeurs (31), on déduit les relations sui-
vantes entre les coefficients et les racines de I'équation préeddente

¢ pt = |1 = cos O cos 0],

ar

Sut = '1 [eos § 4 cos U],
et par suite
&= [ 1 —+ cos heos ' ~— sin O sin 0 ] ,
w? = - [ 1+ cos 0 cos W —- sin 0 sin ¢ I,
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ou ertfin
/ o —4'
S § = = 7 €os 5
(53)
fH—0
Zy.:iy €os —5— .

Telles sont les relations remarquables qui existent entre les deux para-
metres p et . ct les angles 8, ¢’ que la dircction commune des rayons vec-
teurs liés & ces parameétres par les équations (48) fait avec les axes optiques.
Si on suppose la constante £ égale & un, ct qu'on regarde g, p, 9, ¢, comme
de nouvelles coordonnées, il est facile de voir que les équations (53) sont
celles des deux nappes de la surface des ondes ; un point est en effet com-
plétement défini par les trois quantités (p, 8, ¢') ou (., 9, ¢').

Dans ce nouveau systéme de coordonnées, les deux séries de coniques
orthogonales projetées sur une spheére de rayon 1, ont pour équations

8 + & — ecoustante,

0 — & — couslante,

¢t on voit que, dans le premicr cas, p; et par suite R;, resient constants,
tandis que p., ct par suite R, varient; c’est I'inverse dans le second.

Enfin on déduit encore des formules (53) ou plutdt des valeurs de ¢* et de
v?, une counséquence importante dans la théorie des cristanx & deux axes;
on trouve en effet

n'— o' =+ sin 0 sin ',

\

ou en tenant compte des relations (48)

1 1 1 . .
(54) 1;-.»’ ~ R = [—c— - } sin 0 sin 0.

Awmst la différence des carrés des inverses des rayons vecteurs pour une
méme direction est proportionnelle au produit des sinus des angles que cette
direction fait avec les axes optiques.

(27) La surface des ondes posstde encore des propriétés qui méritent
d"¢tre remarquées ; mais comme j'en ai donné des démonstrations extréme-
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ment simples et dont la reproduction ici ferait double emploi, je renvoie
aux Nouvelles .Innales (*) pour tout ce qni concerne les points singuliers,

les plans tangents touchant la surface suivant un cercle, et les propriétés
polaires des deux nappes.

[X

YOLUME DE LA SURFACE DES ONDES.

(28} M. J.-A. Scrret a bien voulu me communiguer deux formules trés
élégantes de M. William Roberts, qui expriment par les fonctions ellipti-
ques, les volumes des solides compris sous les deux nappes de la surface
des ondes; il m'a indiqué en méme temps deux formules trouvées par lui
et qui se transforment trés-aisément dans celles du géométre ivlandais.

Pour établir ces formules, reprenons I'équation de la surface des ondes
sous la forme

e @'} by 5t
(55) 3 , + = =20
r—a’ 0 ri—ct-
ou l'on 2
x4y 4 2=,
ct
a >0 > c

Nous avons vu que lorsqu’on supposc » constant, I'dquation (55) représente
un cone; ct que si T'on donne & r deux valeurs, 'une %, comprise entre ¢
et b, Vautre v, entre b et a, les deux cones correspondants sont orthogo-
naux (th. II).

Cela posé, nous pouvons prendre pour les coordonnées d'un point quel-

() Tome II, 2¢ Série, fages 255 et 257,
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conque de I'espace des paramétres (r, u, r) du systeme triple orthogenal

@y 3=,

w’x’ by ¢y
g _— o T o - m + o ] = 0 )
(36) a'—u’ b*—u’ w—c’
a’x® , 0y ' s 0
\ @—vt = et ’

On voit que tout point pour lequel rsera égal & w ouiv v appartiendra & la
surface des ondes; en dautres termes cette surface w pour équation

(=) (F—2") = 0;

une des nappes est représentée par »* ==, el lautre pav »* —= o*.
Désignons par ds,, ds,, ds,, les éléments infiniment petits des intersce-
tions des trois surfaces orthogonales (7}, (u), (v); le premicr se compte sur
le rayon vecteur »; on a donc
ds, == dr.

Pour calculer les deux autres, on peut tiver Ies valeurs a, y, 3 des équa-
tions {£6) et les différencicr soit par rapport i w, soit par », en laissant
constants les autres éléments.

Ainsi on trouve par exemple,

. b (*—c*) (=) (@' )
— S e (*—c*) (@—w’)y (a*—

x”

Le dénominateur se réduit facilement
|s. v (li"—-c‘_")] Wi,
de sorte que si on pose :

S. ¢t (I—c) = — S. ' (*—=c) = 1,

il vient

()cr Vii—c V «—u a*—v,
Iy B

xr —

v
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En différenciant les logarithmes des deux membres, par rapport i
aura

dzx, udu de a’du
R A =T
ot
Iy e = aber V b—c* V a*—v* i
e == = Hu'v V a*—u? ’
et par suite
ls, = =+ abe r S, (0*~—c?) (&*—v%) du,

T Hu'v a*—u?
el comme la gnantité sous le radical se réduit a

I (' —u)
(@*—uw) (b*—u?) (u'—c) ’

on a done

aber V vi—u*

ds, — - . —— du,
“ wo V=t Vbr—ut Voui—¢
¢t de méme
aber V' vr—i?
dr, = == dr,

we Vaoi—yt Ve Vo= ¢?

On a done pour I'élément de volume

dV = ds, ds, ds

v

ou
AV — a'lct v (V—u*) dr du dv

't W N

= Qdr du dv,

¢n posant

i, on

VN =Vi—ueVi=d'V =, VN = Ve ViV ¢

Désignons par Y, le volume compris sous la nappe r = u; et par Vi celut
qui est compris sous la nappe r==r; on aura en intégrant Iexpression ¢V
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entre les limites convenables
e b S
V, =8 /([vj du / Qdr,
t’ b c e/ o
a 114 N
f{lv/(lu/ Qdr;
] L 2 ¢ 0

Iintégration par rapport & r est immédiate; et on trouve

. . '—uz) (v —u) udude
¥, = (l[IC/ / Y Vel

v a/ ¢ v —u ) vdu dr
5 - 0 2
* %

ce qui peut s'exprimer par des intégrales simples de la manitre suivante :

v,

e X4 w0 W

. S ... dv uilu {/v widu
V, = b - — - %3 ,
3 , WX N L
L X4 c
T 2t a % Y .
.8 L. v’dv du v dut
\ y — —‘—“ [) C - — — — S
3 , N Tz R V)
[od ¢ L B o

Telles sont les formules obtenues par M. J.-A. Serret.

Il n’est pas difficile dapercevoir que chacune des intégrales définies qui
cntrent dans les expressions précédentes rentre dans les tvpes étudids par
Legendre, dans son Traité des fonctions e//i/)lir/uc’s ().

2a

P : (Iv dv
renons par exemple ———————
[/(a — ) (v —=0%) (F—F);

on fera
ot — b'c¢* (1 — [7 sin )
T —siny

2 Tome 1. — Chap. XXXIIL — Pages 265 et 265.
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il vienl

de méine en posant

o1 aura

w' == et eosty = b sinty,

I —c¢*
h = —— I=
a’'—c*
v
welu

R L

%0

F il

Voiel dailleurs Te tablean des huit intégrales, dans lequel les moduales
I, K et h, I sont complémentaires :

et / e /
ay [{xl
/ —= [} = 1 (/l), 3 — -
ERA l/(r ¢ N
-9 »
redv '1’3(11L'

1y,

e

¥

wlu

eV

1 ¥ ) — Ve-¢ I

i,
Tahet v

l/(l —c‘ l/)_—

b

Iz

wdu

. 4N

I .,
- F(n, / —_—
Via—e ", I

S ¥y
/ du
2
t C

b i/(z —¢?

v, du

I/(I'—(‘

')y 4+ V= B (',

a*

V-

/l)—[/ll' -¢t E (b,

‘ N

I 2K (1),
/'al/a'c ( +l/a ¢l (1)

Sioon substitue ces expressions dans les formules de M. Serret, on trouve
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enfin L

v — b“"[ F(YE () + F i) () — F (k) F (h) — _(_T‘_ : () E(/.)],
. Sbc

v, — [F(I.)h(h)—k—l‘(/z) (K)— F (k) F (I R E (I )]

Ce sont les formules de M. William Roberts.

h\
PROPRIETE RELATIVE AUX MOMENTS D'INERTIE,

(29) Dans une thése sur les axes priucipaux d'inertie soutenue en 1858,
par M. Peslin, je trouve une propriélé assez remarquable des surfaces que
yétudie : c’est de représenter le licw géométrique des points d’un corps
pour lesquels un rayon de gyration principal conserve une valeur cons-
tante.

M désignant la masse d’un corps, z, ¥. z, les coordonnées d'un de ses
points; le moment d'inertie par rapport & un axe passant par cc point a
ponr expression

M7,

¢ ¢tant le rayon de gyration par rapport i cet axc.

On sait de plus que le rayon de gyration g, cst li¢ au rayon ¢, velatif &
un axe paralléle au premier, passant par le centre de gravité, par la for-
mule

5;'2 — 90"- -+ d?,

d, désignant la distance des deux axes.
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Autour d'un méme point, les rayons de gyration vavient en raison in-
verse des diametres d'un ellipsoide, dout les trois axes se nomment les
axes principaux d'inertic en ce point; les rayons de gyration relatifs i ces
trois axes sc nomment les trois rayons principaux.

M. Peslin fait voir qu'en un point quelconque (x, y, ), les direetions
des axes principaux sont les normales aux trois surfaces homofocales &
lellipsorde des moments relatifs au centre de gravité, ¢t que les trois

ravons de gyration principaux sont donnés par la formule

¢t ==t — 3,
dans laquelle » exprime la distance du point (x, y, =) au centre de gravité
¢t » T'un des paramétres des trois surfaces homofocales i ellipsoide central
(ui sc coupent cn ce point.

Or si on représente parv

XY 7
At T !

Pellipsoide central, les snrfaces homofocales sont comprises dans 1'équa-

tion

X . iy . 2 (
A2 B+ C 4 = )

Ainsi les trois ravons principanx de gyration en un point donné (vy, 41, 21,)

seront fournis par I'équation

2, Y, 3 -
A2 2 -

5
.
\

- — =
Byt —g? CHrt—z

dans laguelle on‘a

L RV S L
Ly ]],?":" ~i LA

Silon veut le licu des points pour lesquels an des ravons principanx reste
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constant, il suffit de poser

un ou deux des scconds membres pouvant étre négatifs, et Féquation du
licu est alors

X2 Y h
v " o ¢ a—or — 1
Ph— r—N rt—C

on veconnait facilement une des formes de U'équation génédrale des surfaces
des ondes. Cetle ¢quation peut en effet représenter Pan des trois genres
suivant que le rayon constant sera 'un ou autre des trois ravons prinei-
paux.

NOTE.

On a pu remarquer les dlégantes formules an moyen desquelles
M. William Roberts exprime les volumes compris sous les deax nappes de
la surface des ondes par les fonctions elliptiques de premicre et de sceonde
espeee. En suivant une mavche analogue & celle qui est exposée au ne 28,
on arrive & exprimer les volumes compris sous les deax nappes de la
podaire correspondante. Les aires de ces deux surfaces peuvent aussi s'ex-
primer au moyen des intégrales clliptiques,

Da reste, j'ai remarqué une liaison nouvelle entre les swifaces des ondes
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ct leurs podaires, linison (ui constitue une analogic de plus avee les surfaces
du scecond ordre; voici en quoi elle consiste :

Soient S,S" deux surfuces du second ordre @ axes iverses ; PP leurs
podatres centrales; S et 1 sont des surfaces a rayons vecteurs réciproques
ainst que S et P,

Sotent de méme 0,0° deux surfuces des ondes correspondant aur sur-
faces S,8"; 1,1 Leurs podaires ; O et 1 sont des surfaces a rayons vectewrs
réciproques ainst que O et 11,

Vi et appriuvé.
Le 27 mai 1861,
[y DOYEN DE LA I'ACCLTE Des SCIENCES,

MILNE EDWARDS.

Permis d imprimer.
Le 28 mai 1867,
L Vice-Recretr e LVAcsofwe pe Pans,

A. MOURIER.
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Fuxi.il'

THESE D'ASTRONOMIE

DETERMINATION

DES COEFFICIENTS DES TERMES PERIODIQUES DE LA FONCTION PERTURBATRICE

INTRODUCGTION

On sait que le calcul des perturbations des éléments d’une planéte dépend
d'une certaine fonction que Laplace désigne par R dans la Mdécanique
céleste, et qu'il a nommé la fonction pertwrbatrice. Si on désigne par m,
une quelconque des planctes qui agissent sur la plancte m, pars,, le cosinus
de la distance apparente des deux planétes vue du soleil, par A, lewr distance
réclle, par »r,r; leurs rayons veeteurs, la fouetion It a pour expression :

R =1xm (—Zs); — l).
7> A

Dans une premicre approximation, on remplace les coordonnées des
diverses planétes par leurs valeurs elliptiques; par suite, chaque terme de
la fonction perturbatrice ne dépend, dans cet ordre d’approximation, que
des éléments des deux planétes m,m;; la partic de la pevturbation totale
qui dépend de ce terme peut done se calculer séparément; en effet les ex-
pressions des dérivées partielles de R qui servent & former les vaviations
des ¢léments sont indépendantes de la constance ou de la variabilité de ces
éléments.

10

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 46 —

On est donc ramené pour le calcul des perturbations du premier ordre &
développer unc expression de la forme

R = :fz —_— '—;‘ >
en laissant de c6té jusqu’a la fin du calcul le facteur m', masse de la seule
planéte troublante que I'on considére.

Toutes les fois que les excentricités et les inclinaisons mutuelles des
orbites sont peu considérables, ce qui est le cas des principales planétes du
systétme solaire, on développe R en une séric double de sinus et cosinus
d’arcs multiples des anomalies moyennes T, T', des deux planctes, ou, ce
qui revient au méme, en une série ordonnde suivant les puissances des expo-
nentielles imaginaires

xr — CTi, x — eTi ,

les coefficients de cette série étant eux-mémes ordonnés par rapport aux
puissances des excentricités et des inclinaisons mutuelles des orbites. C'est
la méthode exposée par Laplace au livre II de la Mécanique céleste.

Ce développement dépend du calcul de certaines transcendantes 9
définies par la relation !

@' désignant le demi-grand axe de la plancte troublante, et « le rapport -,
a étant le demi-grand axe de la plancte e (%), Il dépend en outre des
dérivées

d"a

Ces transcendantes et leurs dérivées se calculent au moven de séries théo-
riquement convergentes pour = < 1, mais qui ne sont pas d'ur emploi
utile dés que = n'est pas une trés petite fraction.

(*) Mécanique céleste, tivre 11, p. 307,
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M. Leverrier, suivant une méthode due & Euler, a substitué a ces séries
d’autres séries dong les termes sont des progressions géométriques ayant
pour raison «, et dont les coefficients sont les différences premiéres, sccon-
des, etc., des coefficients de la séric primitive.

Legendre a démontré que la détermination des quantités agf) ' al(i—)
se raméne aux fonctions elliptiques de premicre et de deuxiéme espece
pour le module .

Presque tous les géométres se sont occupés du développement de R, et de

la simplification du calcul des coefficients.
Dans un mémoire inséré dans la Connaissance des Temps pour 1836,

Poisson fit connaitre la méthode des quadratures doubles, dans laquelle les
coefticients des termes ayant pour argument

7T +:T,

sont exprimés par des intégrales doubles de la forme

1 27 2T

A, = — R,. cos ('T" +:T) dT dT',
1 2 2%

B, = pwe R,. sin @'T" + T) dT dT".

Cette méthode a été appliquée par M. Hansen de Gotha, au caleul des
coefficients de la grande inégalité de Jupiter et de Saturne, dans un
mémoire couronné par I’Académie de Berlin.

Dans une note présentée i I’Académic des sciences (*), en 1836,
M. Liouville fit connaitre une nouvelle méthode dans laquelle les quadra-
tures doubles de Poisson sont remplacées par une intégration simple ct une
interpolation faite au moyen d'un petit nombre de valeurs de la variable.
Poisson lui-méme, dans le rapport qu’'il fit & l'occasion de cette note,
reconnut la simplification apportée par cc procédé au développement de la

(*) Journal de Mathém., 3. 1. page 197,
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fonction perturbatrice; plus tard, M. Leverrvier s’exprime ainsi au sujet de
cette méme méthode, aprés avoir énuméré les inconvénients de la méthode
des quadratures doubles : « Aussi M. Liouville a-t-il fait plus que d’ap-
« porier unc simplification au calcul des coefficients de la fonction per-
a« turbatrice par les quadratures. On peut dire qu'il a véritablement rendu
« cette méthode accessible aux déterminations numériques, ete. (*). »

Dans la méme anndée, Cauchy appliquait déja les développements suivant
les puissances des exponentielles imaginaires, et commengait ainsi une
série de travaux qui allaient se suceéder avee une tres grande rapidité.

Mais jusque-la on n’avait & peu pres vien fait poar le développement de
la fouction perturbatrice dans le cas des petites planetes dont les excentri-
cités et les inclinaisons se refusaient an développement en série ordonnde
par rapport aux puissauces de ces quantités. M. Leverrier annonga en
1840 qu'il ¢tait parvenu a déterminer les coefficicnts de la grande inégalité
de Pallas produile par Jupiter, et ecla par une méthode qui parut i la fois
neuve et hardie & Cauchy, le rapporteur de la commission chargée d’exa-
miner ce travail ). Cette méthode consiste & déterminer les coelficients
d’une inégalité d'argument donné au moyen d’un certain nombre de valeurs
particulicres de la fonction perturbatrice. M. Hotiel, professeur & Ia Faculté
des sciences de Dordeaux, a repris cette méthode d'interpolation dans un
Méwoire présenté a I'Académie des sciences, ¢t qui a été 'objet d'un
apport favorable de M. J.-A. Serret (**¥), mais qui n’a encore ¢té publié
dans aucun recucil. J'aurai occasion d'indiquer le principe du remarquable
travail de M. Hotiel.

A la suite du rapport de Cauchy, sur le Mémoire de M. Leverrier,
lillustre analyste fit co:.mailrc, daus une série de notes, diverses méthodes
dont il se scrvit pour vérifier les caleuls de M. Leverrier. L'une d'elles est
fondée sur Temploi des anomalies excentriques, et a servi, comme on le
verra, au travail que je présente aujourd’hui. Dans la troisicme de ces notes,

{(*} Comptes-rendus, 1840, 1. 11, pa 698.
* id. 1815, p. 767 ct suiv,
(**) 1d. 1853, p. 830.
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Cauchy donne des détails sur le passage du développement effectué suivant
les anomalies excentriques au développenment correspondant saivant les
anomalies moycunes.

Enfin, dans ces derniers temps, M. Hansen a fait connaitre des mé.
thodes nouvelles, fondées ézalement sur Femploi des anomalies exeen-
triques et particulicrement applicables aux petites planctes. 11 m’est im-
possible de parler de nombreux travaux sur le sujet qui m'oceupe, n'ayvant
que des ressources tres limitées en fait d'inforimations.

Voiei maintenant le but de Pessai que je présente. Il vésulie de ce qui
précede que la méthode de M. Lioaville, exposée dans sa note du 29 (¢-
vrier 1856, présente une grande simplification dans le ealenl des coeffi-
cients de la fonction perturbatrice. La scule difficulté qui reste, consiste
dans la réduction en nombres des intégrales simples, peu nombreuses
d’ailleurs, que T'on a & calculer. Deux movens peuvent servie & cette fin :
le premier, dont je n'indiquerai que le principe saus Pappliquer, consiste a
employer la méthode d'interpolation de M. Hoiiel; autre consiste & com-
biner fa méthode de M. Liouville avee un développenient algébrique par
rapport aux anomalies excentrigues.

Je crois que cette marche peat s'appliquer avee quelque avantage au cas
des petites planctes dont les excentricités ne sont s trop considérables,
les inclinaisons pouvant étre assez fortes. Clest ce que Pon verra daus
Vindication d'un caleul numérique, dans lequel je prends comme exemple
le calcul des coefficients d'unc inégalité de Céres, produite par Jupiter.
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METHODE DE M. LIOUVILLE.

(1) Soit en général
o
R = F (I',T),
une fonction périodique de deux variables T', T, qu'il s’agit de développer
en série double de sinus et cosinus d’ares de la forme
U= T,

ou, ce qui revient au méme, en une série ordonnée suivant les puissances
des exponenticlles imaginaires

T Ti
eT, e,

1l faut pour cela savoir caleuler les coefficients des termes dout les argu-
ments sont donnés. Proposons-nous done de déterminer les cocfficients des
termes ayant pour argument

— T + T.

(2) Remarquons d'abord Ia composition de R, son développement ven-
ferme : 1° des termes dont les exposants sont des maltiples de Pargument
0, parmi lesquels se trouve le terme constant; 2° de termes périodiques
dépendant d’arguments autres que . On suppose les indices 7', 7, qui cn-
trent dans 0, premiers entre eux; s'il w'en était pas ainsi, on prendrail le
quotient de 0 par le plus grand commun diviseur de ces indices. Nous
aurons dapres cela

e Sk N -
R==x4A¢% + (1,71,
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j est un indice quelconque qui pent prendre toutes les valears enticres
positives ou négatives et la fonction ¢ désigne un ensemble de termes
périodiques dont les arguments ne sont pas des multiples de .

Prenons 6 comme une nouvelle variable et posons

- 9 PN
l —m — — —,
7 :
ou bien, si l'on fait T = is,
., ) .
T = —l— —_ l”J,

Par ce changement de variables, la valeur de R devient

(1) R=F (s, + — i) = xd,0® + o (is, £ — i)

La variable s doit entrer dans tous les termes de la foncetion . Si done on
multiplie les deux membres de I'équation préeédente par ds, et qu'on
integre entre les limites 0, et 2=, on aura :

en posant

1 1 . .
O = — Rds = — F (s, S i's) ds.

Supposons que 'on sache déterminer la valeur de © pour une valeur parti-
culicre de 0; cela revient, comme on le voit, 4 la réduction en nombres de
intégrale fRds. Sion désigne par g, la somme algébrique & - ¢, on sait
que les coefticients

Ao, Ay, Ay o -0 A

-y

sont respecetivement des ordres
0, g, 2, . .o« kg,

par rapport aux excentricités et aux inclinaisons mutuelles. Ces coefficients
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vont douc en diminuant a mesure que l'indice j anzgmente, en sorte que
Pon pourra, eu uégligeant des termes de Tovdre (k 4 g réduire I'équation
(2) & la forme

+k
X Aj("'.{)i = 0.
"
Cette équation n'est pas exacte, et les valeurs de Aj quion en pourva tirer
e le sont pas non plus; mais ces valeurs sont exactes aux lermes pres de
Fordre (k1) ¢. Le premier membre ne contient plus que 2 k—+-1 termes
et par suite un méme nombre de cocfficients. Si done on caleule les valeurs
de Fintégrale © pour 2k + 1 valeurs particulicres de 'angle 4, on obtiendra
un systéme de 2 &+ 1 ¢quations du premicr degré qui déterniineront les
cocflicients inconnus

1

DETERMINATION DES Aj.

(3) Dans la plupart des cas il suffit de donner & k une petite valeur.
Si, par exemple, il suffit de tenir compte des termes de 'ordre g, ou plutot
si l'on veut négliger les termes de I'ordre 2g, il faudry faire 1 = 1 dans
Féquation (3); si donc on pose

0 — o,

=
I
|
-
I
I
tclﬂ
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on aura le systéme suivant :

-’\n —=- i\l — :\__I - ,,

e

A+ Aes’ o A

= ), .

(1) <
(

VA, - Ao - A__legi = e_,,

e

d’ot I'on déduit facilement :

‘ 6, + O_,
\ An — B y
0, -+ O_,
(5) { A+ A =0, — =,
1
A, — A — Y (0, — o_).

Hestd ailleurs facile de remarquer que les quantités A, + A_, et (A —A_, ),
ne sont autre chose que les coefficients de cos 6, et de sin 8, dans le déve-
loppement de R en série de sinus et de cosinus.

Au licu de donner 4 6 des valeurs égales & des arcs sous-multiples de la
circonférence, on peut, snivant la méthode de M. Leverrier, prendre pour
valeurs particulicres les multiples d'un angle quelconque 2, en faisant suc-

cessivernent § égal &

0, %, 2o, v o oo fim,

et ealenlant les valeurs correspondantes
O, O T

O, Oy o

de I'intégrale o.
Ainsi dans le cas de £ — 1, sil'on suppose

12
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fes dquations i résoudre seront :

Ao -+ A; -+ A—: Y

A, 4+ Aa + i\_,(l_' = 0,

A, + A,a“‘—{—AMla = e_,.
En éliminant d'abord A, entre ces équations, on en tire

(:"\l - A—I) (:-)- —  — a—l:’ — 2 0y — (;); — Oy,
(A, — A_) (0 — a™") = 6, — o_,.

Or comme

(=@t == 2008 4,
a — a7 = 21 sin =,
on en conclat
O — ) — O
A, 1\_, — ! ; ‘)
4sin* %

1 o —0_,

1\1 -— :\_] I
i 2 s«

et par suite

) 4= O — 208 2

Aq —
.

4 st 2

M3

kn faisant 2 = —, on retrouve les formules (5). Si l'on veut Lenir compte

des termes de Uordre 2g, it faudrait prendre £ =2 les dquations i résoudre
seront alors :

A+ A\ + A -+ A, A, = 0,
A, - A A a7 A +—ALa,— 0y,
A, A+ A AT AW = o,
A, -+~ AN AN+ At = e,

A, Ao =ALe N - Al —= O_,.

0 1
Ajoutons et retranchons la 2¢ avee la 3¢, puis Ia 4¢ avee la 5¢ de ces équa-
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tions. Posons pour abréger :
o = o + 0_, 0 == ey — e_y,

Avee des notations analogues pour les autres quantités. Les dquations
précédentes se parlagent en deux groupes :

A,, — Al, —+ A._,I -— e,

2 A, + Ada, + Afa) = o/,
et

’e

Aa) + Aja) = 0,

1"

/
() 3 2 A, + ANa' + Aa), = o/,
(=) ,
' A'a,” 4+ Al = 0.

Des équations (o) on tive, en éliminant A,,

AV2—a) + A 2—a) =206, — 0,

Al 2—a)) + A2 —a) =206, — 0/
on bien

4 A sin? 2+ 4 A sinte =2 0, — o

4 A sin?z 4- 4 A/sin 22— 2 @, — 0o,

on en déduit
A 2, sin 2 sin 3 2 — 0, sin 2o 4 @, sin
Vs 1 —— 2

= ’
H X H o 2% « )
16 sm’-,_, . Sty '_2_,__ sin 1’_1_

s . A~ . o ) e = . . A
2 o, sin . sin 20— 0, sinx + 0, sin* 2
A.,, — 2 2 b 2 .
= Ve o . B :. A ’
16 sin® . sin* %, sin iy
3 7 3

et enfin
A, = 0, — A — A,

Ces formules sont des cas particuliers des formules plus générales auxquelles
parvient M. Hotel.

Document numérisé par la Bibliotheque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



—_ 56 —

On tronverait de méme en résolvant le systeme (<) :

A — ; 0" sin jz — 0, sin 24
1l — = ’
g /,
. e 4 . 2% LIV 1 2 ¢ &
$sin — . sin 2%, sin 2%, sin 1%
3 2 2 2
A7 — 0," sin 22 — 0," sin «
* 3a hu )

. [+ . oL . N
S sin ™. sin 2% sin 2% sin P
3 2 ) ;

Ces formules se simplifient si on fait « = Z_; alors

, @ — 01+ 5 O
A] = — = ’
V2 — 1
3 —_
 Ma—testie—vne
.Ag: VT)———- I

Mais en général les formules (5) seront bien suffisantes pour 'objet que

(3]

jaien vue.

DETERMINATION DES TERMES DONT LES ARGUMENTS NE SONT PAS DES
MULTIPLES DF €,

(%) Nous avons besoin de calculer les coefticients des termes dont les
arguments ne sont pas les multiples de 6.
Soit
» = I'T" + (T,
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un argument queleconque; on pourra tonjours le mettre sous la forme
= mh +— 2T 4-uT,

en choisissant le nombre arbiteaive i de telle sorte que T somme algdé-
brique 2/ —+ n soit la plus petite possibie, ¢t par saite que le terme dlargu-
ment 0'T = nT soit de Vovdre le moins ¢levé possible. Ainsi on peut faive
en sorle que n' —+ 2 soit moindre que —- ¢, en augmentant ouen diminuant
convenablement .

St on fait le méme changement de varviables quau n™ 2, on awa :

’ { . P (i
o= nth - nic 4+ n (—’— — '6) == (i + ) -
: ) ‘

el = ni) s,
H

Cet argument fait nécessairement pavtic de o (1" T), de sorte que cetle
fonction se compose : 10 de termes relatifs aux arguments de la forme
7. = hf; 20 des termes dont les arguments ne peuvent rentrer dans cetle
forme. On peut donc poser

S N ( .
R = :;\J.c’r" + xBe "7 4y (s, e — o)

. . L B TR
et si on multiplie les deux membres de cette expression par e, il
vient :

_hi . 0_%)i 0; X ( o
Re ™™ — :A,—c(J FoL sBe - e )

T

Dans le second membre, les termes du groupe

O, Al
xBe ™ s

sout les seuls qui soient indépendants de 5, de sovte que si on malliplie les

deux membres de I'équation précédente par d= el quon inlegre entre les
liunites O et 2=, on aura :
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en posant
2w .
{ ¥
A = — Re™™ do.
2%
o

En donnant 4 6 les mémes valeurs particuliéres que précédemment, on
voit que le caleul de Vintégrale A se fera i I'aide des mémes valeurs de R

qui auront servi au calcul de ©. Si on met a la place de X sa valeur

(mi + n) L+ (i — ni) s,
* 1
I'intégrale A pourra s'écrire ainsi :

@ 2%
- (m 0 —i — - ") Gt
A—ce R Re do.

2%

o

Supposons que I'on ait développé R en série ordonnée suivant les puis-
sances de 'exceptionnelle e, et soit

R — =Cee*"',

la forme de ce développement.

Pour une valeur particuli¢re de 0, T'intégrale © correspondante définie
par ’équation (2), ne dépendant pas de s, sera égale au terme constant C,,
du développement; en sorte que pour calculer les coefficients des inéga-
lités dont les arguments sont les multiples de 9, on aura V'équation

(€) A et = ¢,

De plus si on remarque que le sccond facteur de l'intégrale A n'est autre
chose que le coefficient de €™~ °" du méme développement, on en
conclura que I'équation

thehgi — e~ e _?_ i C

ny— n'

servira & calculer les coefficients des indgalités dont les arguments sont de
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la forme
h —— mh — a'l" -+ o'l

ou simplement
h 4 2T 4 aT,

si 'on prend pour X Targument
frpvt 2l
'l 4+ a7,

dont la somme des indices est la plus petite possible: la derni¢re équation
devient alors

. . —-n 05
\7) }:th hO’ — ¢ , -’-—‘ C LI 1A

Il est assez naturel de s¢ demander si dans le caleul des intégrales y,
on pourra s¢ borner & donner & 0 un petit nombre de valeurs particu-
auliéres. Pour résoudre la question, il suftit de se rappeler que les coeffi-
cients des termes dont les arguments sont

sont respectivement des ordres

9. 29, 39, .
Or si parmi les termes dont les arguments sont de la forme % - £i0, on
prend pour X celui d’ordre le moins ¢levé et que nous avons désigné par
'l + al,
1

il est facile de voir que, comme la somme 1’ —- n est plus petite que + g,
st on pose n' 4 n=—=¢, les coefficients des termes dont les arguments sont

X, X8

—_ H

w20, .. . noE b,

sont respectivement des ordres

c 5+g, siQ{], —ai‘./lll/;
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De sorte quil saftiva cucore d'un petit nombre de valears pavticulicres de
vpour ealeuler les B;.

CALCYL DES O, — INDICATION DE QUELQUES METHODES,

(8) Nous venons de voir comment, par le changement de varviables
imaginé par M. Liouville, nne premicre intégration a été renyplacée par la
résolution d'un petit nombre d'équations du premier degré. Mais pour cela
it faut que Pou ait ealealé préatablement les valeurs numériques des inté-
arales simples que nous avous désignées par o, CGlest la partic la plus
pénible du caleul; et on doit cherchier autant que possible & la simplifier.
Je vais indiquer le principe de deux méthodes sans les appliquer tou-

1efols.

(6) Dans la premicre, on prend pour s des valeurs différant d'une
(uantité constante; on fera, par exemple,

([’i SR L A

180
ce qui revient & donner & T et o T des accroissements égaux el
. 1,: . . P . .
T cel aceroissement ds était trop grand pour avoir une approxi-

mation suffisante, il faudrait prendre une plus petite partie de la civeonfé-
rence. Ainsi on commence par faire une hypothése sur 9; on donnera i o
les valeurs 0o, 19, 20, ¢t on en conclura les valeurs correspondantes de
T, T et de Re=TF (T', T). Cela fait, on aura L valeur de Uintégrale o par
Ix méthode des quadratures ou par la formule de Simpson.

Ce proecdé a linconvénient dexiger le caleul d'un trés grand nombre
de valeurs de K, et on ne peut sassurer de 'approximation obtenue qu'en
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faisant une nouvelle substitution de valeurs de s plus rapprochdes, et qu'en
constatant que le nouveau résultat ne differe pas sznsiblement du premier.

(7) Le second moyen que je veux indiquer consiste & emplover une
sceonde fois Ia méthode d'interpolation dont nous avons fait usage an
ne 3.

On a vu, aun® 4, que sioon développe Ropav rapport aux puissances
de ¢, pour toute valeur particalicre de 0, la valeur de o correspondante
esl ¢gale au terme constant, G, du développement, Cela posé, donnons i
o des valears maltiples d’'un ave quelconque que novs désignons par =,
comme nous l'avons fait.

Soient

les valeurs de s, ct posons comme au n°® 3,

ri

e oag
on aura, cn supposaut que on puisse négliger les termes dont les indices
sont supdricurs & & en valeur absolue, le systeme suivant :

.

rC,+ C + 4 ... =G Dk
' +C, +C. 4+ ...=+=0C6, v
D[ C, + Ca" + Ca" —+ ...+ Ca" X
(7—/,’7—‘) -+ C—la’-»h_é_ sza ,,4/:_*’_ R C_',‘(lm“'\ 1,
C, + Ca™" + Ca™ . - Ca™
o “ . " i . R i
-+ (‘--la‘ - C--'.‘u.l -+ .. C_kll |

Ce systeme de (25 —+ 1) équations peat se partager en deax groupes

complétement distinets.
1
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Posons :
Rh —‘[_ R—h = Iih ’

H
BI| -+ R-h - Bh »
avec des notaticns analogues pour les autres quantités; en ajoutant la 2¢ &

la 3¢, Ia 4¢ & la 5¢ des équations précédentes, nous aurons le premier
sroupe :

! C,+¢C' +¢ @ +...-+0C =1n,
5200+c,’a', + C/a, + ...+ Cla\, =R,
)2 Cu -+ Cl,a‘lh -+ C'.',a’".'h + ...+ Ck,a‘,hk — R,h)

Comme on ne veut avoir que Co, la considération du second groupe cst
inutile. Par unc série d'élégantes transformations reposant sur les pro-
priétés des déterminants, M. Hoiiel forme tres facilement le déterminant
total du systeme (k + 1), qui, par suite de la nature des quantités ', est
un produit de sinus, ainsi qu'on peut s'en assurer dans le cas particulicr
du n° 3. Il arrive finalement i mettre le terme constant C, sous la forme :

Co=V,R +~VR'+=VR,/+ .. .. +VR'+~....

expression dans laquelle les termes, & partiv d'un certain rang, doivent
devenir de plus en plus petits; on détermine £ par la condition qu'un nou-
veau terme ne change pas sensiblement la valeur de C,.

Les quantités Vo, Vi Va... sont des fonctions de Tangle 2, dont on
forme le tableau d’avance, et la détermination de G, est alors fort simple ;
on nc¢ calcule pas plus de valeurs de R qu'il n’en faut pour lapproxi-
mation.

(8) Je nentrerai pas dans plus de détails sur cette méthode, qui n'a pas
encore ¢té publiée et & laquelle je ne puis renvoyer par conséquent. I'in-
diquerai sculement une remarque relative au choix des valeurs de 6, et qui
me parait propre & simplifier le calcul soit dans le cas ou 'on voudra d¢-
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terminer directement Fintégrale o par la méthode des quadeatures, soit
dans le cas ou 'on emploierait la méthode d'interpolation dont je viens
d’exposer le principe. Je pense quiil y a avantage & donner 20, non plus

. . 27 . - . .
des valeurs multiples d'anave ZZ, mais bien des valears multiples d'un are

n
it

Remarquons en effet que donner i 5 les valeurs

0, o, AL, 0 e e lex,

v e — Lz,
¢'est donuer i T’ les valeurs
0, i, 2%, o e .. iz,

—l, — 2z, . . .. . — Lz,

et it T, les valeurs

f f . 0) . f .
L, == 1%, o — AUy e e — i,
[ t H H
0 . 0 . ) .
R 7 A N T2
1 1 !

Les valeurs de 'T', et par suite les quantitds qui en dépendent, connne
le ravon vecteur, Inmomnlie vreaie, ete., dont on a hesoin poui ealenler les
valeurs de R, sont indépendantes de 0, et ne changent pas avee cetle
variable. Il en est tout autrement de T et des quantités qui s'en déduisent,
Mais si on donne 2 9 des valeurs multiples de

i,

les valeurs de T correspondant aux valeurs de s changent de rang d'un

"
tableau & I'autre, mais restent & pen pres les mémes.
Exexpre @ pour § = o, T devient

. "
0, — iu, — 2z, .. ... — liz,

~— i'y,, —i— :21“7., P /.‘iv.;

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



— 64 —
+4 = iz, T prend, pour les mémes valeurs d ‘aleurs suivantes :
pow . =, prend, pour les memes vateurs de s, les va curs suivantes:

iz, o, — iz, .. ... — (k—1) =,

alw, da,. o o .. (k4-1) i'z;

tableau qui ne renferme qu'une nouvelle valear de T. On anrait un résultat
analogue en faisant

O~ — '

En opérant ainsi on prendrait non plus les formules (8) dune 3, mais celles
qui suivent et daus lesquelles on a donné 20 des valeurs multiples d'un arc
queleon<ue.

EMPLOTI DES ANOMALIES EXCENTRIQUES.

(9) On sait que le rayon vecteur, Fanomalie vraie, et 'anomalic moyenne
d'une planete s'expriment simplement, sous forne finic, en fonction de
"anomalie excentrique; et par suile on peut prévoir que toute fonction des
coordonnées pourra se développer facilement par rapport aux anomalies
excentriques. Un développement étant fait sous cette forme, on passe
ensuite au développement correspondant suivant les anomalies moyennes
par intermdédinive d'intégrales faciles a calculer et connucs sous le nom de
transcendantes de Bessel.

Ainsinous nous propesous de développer une fonction périodique F (i, '),
et par conséquent rien ne nous empéche d'appliquer i ces développements
le changement de variables de M. Liouville.
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Nous poserous done

f T T
0 .

I4 _— 1’7,
1

U —= s

En répétant ce que nous avons déji dit, on aurva les cocfficients dex

< il . . P
termes ¢ lorsquion connaitea les intdgrales

SR —I—/ H“Ht/c.
am

(10) Pour caleuler les quantités o, il faut développer B en série ordonnée
sutvant les puissances de

s ¢tant défini par les ¢équations précédentes. 11 faut d'abord exprouer
toutes les quantités qui entrent dans I au moyen des anomalies excen-
triques et des ¢léments. Nous savons que la fonction a développer a pour
expression

en désignant par :

r, le rayon vecteur de Ia plancte troublée,
', eelui de la plancte troublaunte,
s, le cosinus de T'angle (r, 1),
— I/r_" 41— arr's, la distance mutuelle des deux astrees.

Ces quantités dépendant lles-mémes des suivantes :

w, ' anomalies vraies,
g, ¢ longitudes des périhélies comptées a partir de Tinterseetion des
orbites,
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u, ' anomalics excentrigues,

¢, ¢, excentricités,

a, @', distances moyennes an soleil,

[, [, les quantités V'1—¢*, V' 1—c",

v, inclinaison mutuelle des orbites.

Si T'on fait

() T bl .__b,, !2: b’ + 8,
uo== 08t L v, v == sint - .

on trouve
s == woeos (' — 1w o) 4 v cos (W'+ w —+ ) ;
ou, cn posant
M —= v cos o 4+ v cos 0,

M = u cos o — v cos «,

N — usin o -+ v sin O,
N == u sin o — v sin Q,

s =M cos wcos w'—=M sin wsin w’ — N cos w sinw’ = N’ sin 7 cos w'.
On sait que Pon a en outre :
rocos W= a (cos u — ¢,
rosin w = af sin u,
7 1 I} "
rcos w'— a (cos v — ¢),

. I i1 . r
rosin w’ = af” sin .
On cn déduit facilement

ri’s == Mada'ee’ 4 M-+ M[[') aa’ cos (u—u') — — (N["+Nf) ac’ sin(u-')
4+ L M—=M/f) aa’ cos (W'—+u) — = (Nf"—N'[") aa’ sin (' +n)
—Maa' ¢ cosu — N faa ¢ sinu

— Mad'e cosu’'— N[ aa'e sinu.
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On a de plus

¥ =a |+ L e — 2¢ cos u + L ¢ cos zu

rt=at L e — 2c cos w + L e"eoson|s

Si done on pose

h = a' (14++¢)+a” (l—i—-:—c"") — 2 Mad'ee’,
hk cos 4 = — (M+MY[)aa’ , hi: sine = L (Nf+N'f) ad’,

he cos v = L (M—M'f{)aa’ , hl siny = + (N[N ad’,

hd cosy = — Made , hdsind =  Nadfe,

hd cos &' = — Made , hd sin 8’ = — Naa'f'e,

hb cos € —a*e— Maa'e , hb sin § = Naa'fe',

hb' cos € —a"¢'— Mad'e , ht'sin€'=  Naa/f'e,
hg = +a’¢®, hl = Mad'ee’, hg =+ a*¢?,

on aura

"’s w , M, :
— —— =k cos (' —u—-+=)}+-ccos (' +u—+) +d cos (u—+-3)+ ' cos ('),

A ' . ‘
T2 l:¢os (' —u—~+2) — 2ccos(u'+u—+) — 2b cos(u-+-%) — 2b'cos(u+-%)
~+ 2g cos 2u —+ 2g cos 2au’. (7)

(11) Nous pouvous maintenant exprimer R au moyen des anomalices

excentriques ct des constantes h, £, ¢,..0 2, 7,...

Occupons-nous d'abord de la premiéve partic de R,

’
rs I'rs

") M. Hoiicl, dans un cours fait & la Faculté des sciences de Bordeauy, en (862, ayant indigué quel
yues-unes des méthodes de Cauchy, s'est servi, pour la transformation de R, des formules ci-dessus; j'a

eru devoir conserver ces formules et ces notations qui m’mnt parn commo:les, en ayant soin d'indiguer of
je les avais puisées.
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Ou a
¥ = a’ (1—¢ cosu);

on transforme celte expression au moyen des exponenticlles iiaginairves,
¢n posant :
cu’i —— U',
et
n = tang -~ (ave sin ¢);
on trouve

S a'e' ol o'yt
O p (1—4v) (1—2v").
On en déduit
o/ \ 3 o
- = () X e,
en faisant ¢
(_-n')n: 4—{—97."%—567,"—}—....,

(v), = (-r,')_‘. =354 (14 6+ 4+ 207" 4+ ... .),
('“I)-z — ('r_')____, :‘6‘/)’2(1-—{— 56 4 15 o + e . .) R

¢ e o L R T L S S T R A T Y o« e

En posaut

. . rr's .
Fexpression de e devient

2l + 2k cos (W'—u + a) + 2¢ cosi(u'+-u—+-v)
EIIJ ‘),jo

~+ ad cos (u+-8) + 2d’ cos (u'+-7)

Appliquons maintenant le changement de variables de M. Liouville, el
posons

n
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reinplieons les cosinus par des imaginaires, et faisons pour abréger :

NUAY o b

N N - LI
f.

NS N7
)i )i

V) d, e’ =

G

¢ —-= I

convenons cncore de représenter par
laz]

une expression imaginaire de la forme

azxr + atah,
Gela posé, on aura:

(R) ':—; = :2[ —+ k[ax"| - clex™| +d || + [11'.1,"']:» N | R
Sous cette forme on voit combien il est facile d'effectuer le développement
de cette premicre partie de Ik par rapport aux puissances de x.

On peut méme obtenir sans faire ancune hypothése numdérique sur les
indices ¢, 7, le terme indépendant de x; comme les indices 7, ' sont pre-
miers entre eux, on verra que ce terme & pour expression

2 MU, + &1, [d].

Quant aux aotres termes, on les connaitra dés qu'on connaitra les valeurs
de i, i'.

Passons maintenant a la seconde partie de Ik qui est, comme ou le sait,
Ja plus importante. Nous I'avons déja mise sous la forme

A 7 1 s - A
e 2k cos (1’ — u+-2) — 2c¢ cos (W'u-+) — 20 cos (u+%)
A :
b oeos (' f'Y . i og 08 "
— 2b cos (W'=4-L£") + 2g cos 2u 4~ 2y cos 2 ;

16
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avant d'introduire les nouvelles variables, nous ferons encore subir quel-
ques transformations & cette expression.
On remarque facilement qu'on peut I'écrire

—?—; = [1—21\' cos (u'—u—i—a)] [1—120 cos (u'—+—u+~,')]
—4kc cos (W' —u—2) cos (u'+u-+y) — 2b cos (u+-6) — 20’ cos (w'+-£)
= 2g cos 2u + 2g’ cos 2u’;
ct, comme

2 €08 (1'—1t-+=) €08 ('—4-u—+) == €08 (2 ~y+2) 4 €OS (2U-+y—2),
on voit que

2/ €0S 2u ~+ 2g’ ¢0S 2i’ — 4 ke cos (u'—u—+-a) cos (w'+u—+-)
= — 2 cos 2u [kc cos (y4-=) — ¢| - 2 sin 2u’. ke sin (ya)

— 2 cos 2u [kc cos (y—=) — g] - 2 sin 2u. ke sin (y—2);

de sorte qu’en posant

[ cos L == ke cos (y—=) — ¢,
[ sin § = ke sin (y—=) ,
f cos 7' == ke cos (=) — ¢,
[ sin T == ke sin (=) ,

il vient

% = [1—27icos(u'—u+7.)] [1——2ccos(u'+u—|—7)] — 2b cos (u-4-%)
20 cos (=H4) — of cos (-Hau) — of cos (C4-ou),

Si nous changeons de variables et que nous remplacions les cosinus par
des exponenticlles, il vient, e¢n nous servant des notations préeédemment
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posées, el faisant en outre

LR i
e ), ¢F e,
ALY o .
o C=r )i g e f,
o) L - (r —k [u.v""“l) (r—c [ex’ ]) — b7 — b b
L g

- [l — [ |l'2].

. . . . A\— .
Nous avons besoin de former les puissances <T) » prenant les valeurs
4

b4

L, 2, ... ..; pour cela nous poserons :

b (1) o ol
Q = 0 ] o & W]+ (1] + [ I

Pou aura alors
(IO) (%)')\ — 1)‘1 + [)]I l)- It () —+— l‘)\]." l)v-\ln'.' Q._, *{,. o

(%], désignant le (n <+ 1) coefficient hinomial. Nous sommes done ramends
comme on le voit a former les puissances de P ¢t de Q; pour cela nous
craploierons T'artifice dont on a déja fait usage, ct nous déeomposerons
chacun des deux facteurs de P en deux autres. Posons

o = tang Y (arc sin 2k),
on aura

(11) (v-l—/l‘ laz" '"])J‘ = (—g\)')‘ (1 —owag *""j-)‘ (1 —oa'y ""'-\)""
\ 7 \ / P . .

Développant les puissances des deux facteurs binomes et effectuant le pro-

duit, on trouve

(‘ 1—kfaz™" )')‘ = —k—)')' : w,,‘-'"l o, -N[:l X <->,_.‘l"‘[u"'.l:° R :

N
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en posant

07 =1 + P)f o+ {‘A}._,"’ o e,

(
o, )\’:: © f [7\]‘ —+ [1], [7.]i o 4 ...

J

On aura de Ia méme manicre en faisant

o = tang - (arc sin 2¢),

(,_ ¢ l(.x,.,,yl)-). _ (*)-/ :"’o’

N

V’)~‘ . v .
lesw " étant détinis comme les o

On en dédait Ie tableau suivant :

P - ()

o
(12) ke

-h
G
(010

—i—(-:"()‘) ((-)“7‘ [(‘.E"_"l —+ ml(

(40 4
=0, » % 0,

/’)\ ().} 2 NP !
ey )‘o)o = |+ o,

P

W

A )
l—*—-(-)l ? [cx"’l —+ o,

5

lac 2]

Rl G A

lac* ¥

—+ elc.

L+ fae™ 2

i~

—+ @,

VI 0
-+ o, W laa™ 7] + o, * |a®

+ ©,

A

o M= ; R Y R A e T

I

g
!

!

(-’w l RROEIE

T il = PR

A EERTP

lae 7] +l
[t -

’

|a%e* x*| —|—l

|+ fa'e 2| +..)

La série des o » est habitucllement trés convergente; en sorte qu'on peut
s¢ borner -aux premiers termes du développement précédent; quant aux
quantités qui multiplient les o'*, on prendra un nombre de termes d’au-
tant moindre que les o ¥ décroitront plus rapidement.
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applications numériques que les termes importants de Q sont ceux qui ont
pour coefficients b et §'; en génédral les coefficients f, [ sont assez pelils
pav rapport a b et (', de sorte qu'a partiv d’un ordre assez peu ¢levé, on
peut négliger les puissances de ces coefficients.

On formera ensuite les puissances de Q; on peut remarquer dans les

En donnant & i et & ¢ des valeurs particulicres, on obtiendva trés sin-
plement le développement de <::T-)-)~ par rapport aux puissances de x;
pour le caleul de Ik on fera % —= -L

Quand cela sera fait, on pourra déterminer les cocfticients des termes
ayaut pour argument

tu - i,
cl méme d'apres le n° 4, ceux des termes ayant des argwnents quelcon-
ques, au moyen des coefficients

Co, Cir, Ciz, S D

’

du développement de It par rapport a . Jindiquerai plus loin la marche &
suivre dans un calcul numérique, je vais d'abord montrer comment on
passe du développement relatif aux anomalies excentriques an développe-
ment suivant les anomalies moyenues.

VI

PASSAGE DU DEVELOPPEMENT PAR RAPPORT AUX ANOMALIES LEXCENTRIQUES
AU DEVELOPPEMENT SUIVANT LES ANOMALIES MOYENNES.

(12) Je désignerai pour un instant par

(;, u’y),

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



—_ T4 —

le coefficient d'un terme ayant pour argument

. =y 7
Ju + ju,
et par

(T;, Ty),

le coefticient d’un terme ayant pour argument
JT + 715

le premicr est relatif au développement suivant les anomalies excentriques,
le sccond au développement suivant les anomalies moyennes. On désignera
¢ outlre par

(w, T7)

un coefficient relatif & un développement mixte servant de passage du pre-
micr au sccond des deux développements en question.

(18) Cela posé, voici par quelles formules on passe des coefficicuts
(;, w'{) aux coeflicients (T,, T'/); on a d’abord :

N P

(13) (‘“‘,l ") — Sv ]———l 'E:I’(j‘) (”j Iy “.’jy,.['> ?
! . 4 .

- }’

., =t _[ . .
(1’1)( Q:g;’j &/ (J,,l

Les scconds membres de ces expressions sont des sévies qui peuvent se
réduire & un petit nombre de termes que Pon obtient en donnant v/, ' les
valeurs o, =1, ==2,... Les symboles &,, &£, sont lesintégrales connues

sous le nom de transcendantes de Bessel, et on les exprime & I'aide de
séries tres convergentes. Ainsi e désignant T'excentricité de la plandéte m,

puis

on a
el | 10l 1 et i

T TSI ) T

[ VR

o I—) Y (1)

T
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expression dans laquelle on a fait

je
Zz_ = ¢,

ct _
' =1.2 3..... L

On démontre facilement les relations suivantes :

C &, = (_l)l 3?) »

gy { & = (—) &,
!

v () J— @
\ &1 — + 8( 4 'é‘ (':'( ’
. 1

On trouvera la démonstration de ces formules dans la 3¢ note de Cauchy
suv le mémoire de M. Leverrier (*). On déduit des formules (13) ct (14)

0 (1) =568 29 (1) (1) o)

et on aurait de méme

" \ N { [' .
(r—j’ .].> = X 85 "‘{,; Y (l +7) (l - ‘].‘,') (u._j,l, "’—j'-»l‘) )

/

ou, en tenant compte des relations (15),

) ‘ p l ll - >
P ' . n
(17) (T_I,T_j.> =z & £P (-1)“‘"(1 —f—7) (1. —|--]—,-) ( Uy "’~j'~~z')'
(14) Si dans les formules précédentes nous remplacous les indices géné-
raux par les indices ¢, ¢/ de 'argument 6; et si nous représentons pour
abréger par A, le coefficient (T,, T’;), et pav ., . le coefficient (u;, u,), on

s

{*} Comptes-rendus. Tome XX, page 782.
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aura en ajoutant ct retranchant les équations (16) et (17) :

i —

(18) A=A == &7 L 1o 5) (4) o e 20 (0 ) () )

Si on développe cette expression en donnant a/, I',1es valeurso, =1,-=2,.

il vient :

(09) A=A, =8 &Y (Ao A, )

1:
—~i,—-—i'+|— \
+ ¢ L‘/ (/11 i+ 1-111,-1"([1:'+1,rb_{— [1-131'-1,—1‘)—7l\"’i-l,l’+‘/[-l'-l‘-t’+l’f~i—l,f‘:!'—-‘ {-—1'1‘ |,—i’](

L e ,r, \ L LT
+ &8 Iu =< I-l,z i (41‘,z’+1+"1-i,-:‘+1)—i [ 1:: |——_-—" R 1,,'

-+ ete.
La manicre dont je groupe les termes dans cette expression perimet d'ex-
primer directement A, = A_, . au moyen des coefficients C.; du déve-
loppement de R par rapport i .
Remarquons en effet que I'on n'a que des sommes ou des difiérences de

In forme de
Al‘——l,l’—l’ =+ ‘/L—f—-l,—f‘—-l"

Or A, cst le coefficient d'un terme d’argument
w4t —lu — v =06— lu—l'u;
A~y st lc coefficient dun terme d'argument
— (e i) — e — 0 = — 00— lu — T,
si donc on pose Y= (lu4lu),

la formule (7) du n® 4 montre que les coefficients en question sont les
B de 'équation

8

:B/leh(“ = ¢ Cll'—-('(' s
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qu'on obticut en faisaul n =—1{, a'=—1 dans I'équation que je vicus
de rappeler.

On exprimera donce facilement

Al—l,l’*ll i A'{_i_,‘_ﬂ_l-,

au moyen des valeurs particulicres de G, 4.
Ainsi, en particalier, on voit que

‘4,',,‘y i fl

——
sera caleulé au moyven de C,, ce que P'on pouvail prévoir dailleurs.

(15) Les formules que nous venons de donner pour exprimer les
A:i 4+, ne paraissent pas renfermer le terme constant A, du développe-
ment de la fonction pertwbatrice; je vais faire voir qu'il peut s’exprimer
aussi au moyen des Gy,

Si on suppose R développée par rapport aux puissances de e™, on suit
que le terme constant (To) de ce développement est donné par 1'équation

1 27
@0) (T = [ Rdt

Supposons d'autre part R développée par rapport aux puissances de

—— e"',

et soil
o ) v
R== ()™ = s(u. ¢’
-

[ pouvant prendre toutes les valeurs euticres positives ou négatives; si dans
I'équation (20) on remplace R par cette derniére expression, on aura :

q 27 ‘
(To) = ;o 3 (u_y) $dT.
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Muis entre w et T, on a la relation

—u— e sin u,

d’on
- ' e b4yt
dT . du (1 — ¢ cos u) = du (l — 5 —)—) ;
\ 2 2
on aura donc :
. i tam p .
(1) o= e g [ 6 — @y s

0

or les sculs termes qui ne disparaissent pas par Uinlégration sont ceux (ue
Ton obtient en donnant i [ les valeurs

0, 1, —1,
done

(Tﬂ> =, = _f)i l:(ul) -+ (u-—lA)J’

On en conclura comme dans le cas général des formules (13) (1)
(T'" TU() - ( o? l) — I:(I{l ’ Tol) -+ ( bys T I):l

et en recommencant sur chacun des termes du second membre le ratson-
nement que nous avons fait pour obtenir (T,), on aurt

' -

C . ' , '
— | (e, uy + (wul) |,

(0, T,y = (u,u)) — -

I3
A ’ ¢ f . P
o)) =,y — | (u,u) + (u,u') |,

o)

N'l

~

e’

Qo ,uy + (') o,

i/

a_y, T = (u.,u,) —

ol par suite :
T, = (u,,u,) — ¢ W(u B W=
rar o) — 0y o, "‘2_' \ il |) - ‘I{ Ll ) ey 1, U, ) [ |)

ee’ ) .
+ - [(111,71 e e ) eyl )\
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ou en reprenant les notations des égquations (18) et (19" :

YR C\ , I [ ‘ [
(..)l) 1\0 —= .[“ - E—‘Alx’o - -'ll’-“\' I '2 "‘[u)x T ~[«|_-|‘
, ee’y . /

TR Ayl A \

On reconnait bien sous cette forme la possibilité: d’exprimer A, au moyen
des valeurs particulicres des Cs,. Je erois done avoir complétement dé-
montré que le caleul des coefficients de la fonction perturbatrice se raméne
en définitive au développement de cette fonction par rapport aux puis-
sances de x = e”', et que ce développement s'efiectue tres simplement
quand on exprime R au moyen des anomalies excentriques.

{16) Quoique je puissc regarder comme termind le wavail que javais
e vue, jajouterai cependant que ln méthode que je viens d'exposer permiet
de former non-sculement le développement de la fonction perturbatvice,
mais encore ceux de ses dérivées partielles, par rapport aux coordonndées
r, s, v, de la plantte m, qui servent & obtenir les perturbations des ¢lé-
ments. En effet, », s ayant la signification que nous savons, ct v désignant
la longitude dans lorbite, on trouve en différenciant particllement Ia fone-
tion R,

B rs P—rr's
I8 N

s P z

dR . /1 i
—_— =y -5 — =),

ds r- A

iy . ds ( I ! )
_ = = - — — ).
dv dy \r* A

Les explications dans lesquelles je suis eantré sur les développements

de

1 N »
—, et de —, font comprendre comment on devra 8y prendre pour
r A

' ods

r’ . . - .
caleuler ceux de —, —. aleE Ce dernier se déduira de expression
r 1’ (v ’
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&
h /

de

en posant % —= X,

VI

INDICATION D'UN CALCUL NUMERIQUE.

(17, Pour que la méthode que je viens d'exposer soit avantageuse dans
la pratique, il faut que les séries que 'on a & multiplier les unes par les
autres soicnt trés rapidement convergentes. Ainsi il faut que les trans-
cendantes que nous avons désignées par mjm, m'J,(7‘), déeroissent rapi-
dement & mesurs que Uindice j augmente. Il faut en second lieu que les
puissances de Q, soient également rapidement déeroissantes, et puissent se
réduive & leurs premiers termes; ce qui revient & dire que les quantités
que nous avons désignées par b, U doivent étre assez pelites, et que les
quantités [,  sont clles-mémes trés petites par rapport i b, etb'. En effet,
si cette double condition est remplie, les puissance de Q décroitront rapi-
dement, ct les puissances de f et de [/, pourront, & partiv d'un ordre peu
¢levé, ¢tre négligées par rapport a celles de b, ¢'. Enfin il faut que les
transcendantes de Bessel, dont je fais usage pour repasser du dévelop-
pement, par rapport aux anomalies excentriques, au développement par
rapport aux anomalics moyennes, diminuent aussi trés vite.

J'ai essayé d'appliquer ce mode de développement de la fonction pertur-
batrice & différentes petites planctes, et je crois avoir reconnu qu'il con-
vient particulierement o celles dont 'excentricité n'est pas trés considé-
rable, ct dont Uinclinaison peut d'ailleurs éire assez grande. Prenons par
exemple la premicre, en date du groupe des petites planctes, Céres @, et
proposons-nous de calculer les coefficients d'une des inégalités périodiques
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produites par Iaction de Jupiter. Le double du moyen mouveent de Céres
¢tant tres sensiblement égal v eing fois le moyen mouvement de Jupiter,
nous considérons Finégalit¢ dont Pargmment est

5T — 2T.
Je commencerai par faire observer que je veux plutdt tracer Ja marche i
suivre dans un caleul de cette espeee, que chercher & déterminer avee
une extréme précision les cocfiicients en question; aussi je profiterai de
toutes les simplifications qui se présenteront.

(18) La formule (19 donue, dansle cas ot Ton vy fait &' - 5, 1 =— — 2.
A, it A BT Pu)‘&‘,‘/\? (1’1‘2,3 — /I;u.;)
e ("5-\ { == { ! _ S R 1
= <o Ry (" s .,~1) 5 L '*‘—‘ 3T s — Ly ]
et ‘ — . —t /
— & <o '(/1_3';,_1[_.‘11‘_5— (‘»1_1’5,_11_ L :7._‘ i, i ! i ,13,_4 5 ‘\
-+ ecle.

Nous avons vu comment sexpriment ces différents termes au moven
des Cis,
Voici le tableau des &7,&) :

... . 1,09780 S L 1,90363
EF. ... 2,89907 SEL L T,07825
&L .. 3,49894 CiLLL . 3,85973

en les multipliant deux & deux, on ama :

SEOL L. 1,99143
LT .. .. 1,07603
VEL L. 2,89276

S 3,97T32

S T L T T}

(&)

)

=
-
o

et ces produits vont ensuite en diminuant trés rapidement.
10
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Je prends ensuite les éléments des deux planctes dans I'Annuaire du
Bureau des longitudes; je corrige les ¢léments de Jupiter, de manicre
qu'ils coincident avec I'époque de Céres (18, 0 février 1857); et je déter-
mine la position relative des deux orbites. Cela fait, je forme le tableau
des constantes fo, £, ¢,.ven 2, v,.ee.. du n® 12, Je trouve ainsi :

h — 1,77646.

L. ... 1,34706 o = 1I° 46 30' 42",
c. ... 3,09923 v =0

b. ... 232(19 6 = 1II, 68> 8 15",
O ., 2,54159 & — 1. 77° 4 30",
[+ ... 46i715 4

a3 ! 1
— 1. 62 18 52",
9

[~ .. 467801 7= 3° 58" 40"

s . . . _ )
Je n'ai caleulé que les constantes relatives & la partie 5 du développement
de R, parce que je ne m'occupe ici que de cette partic qui est la plas im-
. m's . . .

portante; le développement de —7 Drésente d"ailleurs bien moins de
difficultés.

Je forme comme je lai dit le tablean des o '5 eclui des puis-
sances de Q, qui dépendent des puissances ¢t des produits, de b, &', f, ['.
Ces puissances de Q doivent en outre ¢tre mualtiplices par des facteurs de

I

Voici encore le tableau de ces facteurs, pour

0 I

I
s (v)j,

Ia forme :

Q. .. ... 11352
Q. 2 81509
0 L —2,21505
Q. 5,01781
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Quand tous ces préliminaires sont terminés, ou procede facilement i la
détermination des coefficients C.. g,

Ici vient se placer une remarque importante. Je suppose que Fon puisse

se conlenter de donner & 0 les trois valeurs 0, —: , -—;, etque deplus
Fon ne veuille calculer que les coefficients d'u‘x-xe_ inégulilé périodique
comme je le fais ici; il est facile de remarquer que dans la formation des
Css, il y a un grand nombre de termes inutiles & caleuler, parce qu'ils
disparaissent dans les opérations que l'on a & faire sur les Cy,

Aiuvsi pour caleuler A_,, &= A, _, il faut donuer & 4 les valeurs particu-

licres 0, &+ =, — & =; soit (C,),, (C,),, (C,)_,, les valeurs correspondantes du
terme C,, on aura

/[-3,5 = “1:',»5 — (Co)o - " Kcn)l -t (:CU)_J
Ay — Ay s = F](C), — (C)-].

Orc il est évident que dans les scconds membres de ces expressions, les
termes indépendants de 0 disparaissent; on pourra done se dispenscr de
les calculer.

La méme remarque s'applique au caler! de Cia | qui sert i la détermi-

nationde 4_,, == 4, 4, A _.; 7 A, _; mais pour Cyj il faut faire atten-

i

+

o

tion que ces cocfficients dotvent étre multiples par ¢ d'aprés 1'équation

(7) du n° 4, de sorte quil faudra omettre les termes dont les arguments,

augmentés ou diminués de [ 0, scraient indépendants de 0.

Voici maintenant la maniére de caleuler les Ciy. Je forme le tableau
théorique des puissances P, comme lindique la formule (12) du n° 11,

en faisant { = — 2, ¢’ == 5 je forme en méme temps le tableau des puis-
sances de Q. Dautre part j'ai deessé des petites tables logarithmigues
{

oy Al
des o, , et des o

de Q, préalablement multiplides par les facteurs convenables.

; puis des coefficients des termes des puissances

Linspection des tableaux théoviques indique les termes qui, par leur
multiplication, peuvent donner un terme de Fordre qu'on veut former, en
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méme temps qu'elle apprend si le produit est ou n'est pas indépendant
de 6. D'un autre ¢0té les tableaux numériques qu'on a sous les yeux don-
nent une idée de Ta grandeur des coefficients et permettent de savoir si on
doit les conserver ou les négliger.

On a vu par Ia formule (18) du ne 14, comment on passe des anomalies
excentriques aux anomalies moyennes, et connnent, par les formales des
ne 3oet 4, les sommues ou les difféeences des quantités Ay, Apip,
s'expriment en fouction des coellicients C:y. Nous avons de plus remarqué
que parmi les termes des G, quiil faut combiner pour former ces
somes on ces différences, ccux dont les arguments sont indépendants
de 4 ne donnent vien. Or si Pon jette un coup d'eeil sur le tableau IV, on
verrn que les tevmes qui restent ont des argaments de la forme

W40

o ¢tant un angle quelconque; de sorte quen cffectuant sur ces termes les
opérations indiquées précédenmmuent, on trouve facilement que de 'équa-
tion (18) se déduisent les deux suivantes :

2V, o8 o, ;

m?

-~
+
‘>
1
A
e
)
/\v
|
N;I T
S
R
|
—
V4

r . .
2 \ m Sin (2

\4

(A, —A,L) el ol (1 — 2i> ('1 —f—>

dans lesquelles Vo désigne le cocflicient numérique du terme dargument
o —= 0.

Ces deux développements divisés par 2 donnent les valeurs des coeffi-
cients de cos (T —+ T") et de sin @1 421",

Clest de cette manicre qu'en me bornant & prendee les terues les plus
importants du tableau IV, jai trouve

1 .
—~ = — 0,00000041506 cos (3T'—21)

- 0,60000095922 sin (5T—2T).
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DEVELOPPEMENTS

ET TABLEAUX DES CALCULS NUMERIQUES

TABLEAU I. — EriveNts rr CoONSTANTES.

b.... 2,521188

| ¥ ©
¢ = sin 9. . ;,68549 190&]5
. & (long. du périhclie) 0% 120.1'.38 1Y 59°.25".3¢".
i (inclinaison) . . 0.1.18.38 0.10.36.28
§3 (long. dunccud ascend. )| I. 8.58.20 0.80.48.25
| [=cos 5. 1, 999495 1,098622
| 6 — Q . 30 35" 0.68°.55" 14"
a. , 0,710237 0,141957
- a . 1,432474 0,885874
e 3,366990 5,80090
| 2£ 11 (long. de Fintersect. muluelle — Q. II. 69.21.41
® P ud. — Q) HI. 87.20.23
Yy =6 — @ —n. e v o o« o o L 23.41.32
wy =o— Q—P. . . . . .. . 00 0. 7175
[O T 8, — Y . 11, /'2.33./‘[
Q= 3' -+ ¥ 0. 5.."’;9.25
| beer. 1,347064 o = I1. 46030'42"| h.... 1,7-6402.
Cever 3,099235 y=0. 0. 0. 0. |o= ~ arc lang. (sin 2 £)... 1—,57032()"
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oo 4,678007 U= 23°5840" |
20



— 86 —

II. — TABLEAU DES m]‘ ET DES o)'J,l.
2 = 1 3 5 z
2 2 2 9
J=o0 0,00595 2,05086 2,15183 0,23850
1 1,00630 —1_,55528 J,Sl 119 0,09022
2 | — 3,33:53 2,10514 1,02350 1,42194
3 £,89922 — 4,89334 3,50828 j2_,461 19
h -;_)-,2';98[; 5,/6716 — 4,05468 4,90987
5 — 6,89909 6,90029 — 5,20704
6 — 7,87963 6,02587
7 — 8,04103
j=o0 10,00000 0,00000 0,00000 0,00000
1 4,79784 3,27497 3,49681 3,64204
2 | — 7,29466 7,5717 6,47075 6,858753
3 —10,0925 10,79147 ",63657

ITI. — COEFFICIENTS DES PUISSANCES DE ()

1
MULTIPLIES PAR LES FACTEURS: I’ 2 [———J <
J

-
2

ke \-i
- 2
W

- 2H<Ac> tor

W, (mi‘i)*Q

b [T]Q(wm >"Q’

()

1 1,113220

5,13028 H......

3,55668  |200'...
5,46224 b ...
..5,49510 20f....
20f...

20'f...

20'f..

* e

......

b....... 8,88138
30%.....5,538g0
b3 .-....7,64258
30...... '9,69446
GbU'f..... 9,2058¢
6bb'f .....9,75963
507 ..... 3 15612
36°'.... .9,71532
3. 9,648;4
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V.

— TasLeav pes Cig,

T L v ke -5
P “Qh ‘(m‘\ PR ()

T —( ke

w (t)

ke

_,)-—:

[015)

C

o

—13,80132 [2°c’D
— 5.52h90 [k
+14, 8954 [a‘ch"]

—1—_3,39559 [a*bf]
— 9,12444 [2°bf']
~+11,76035 |a'l)1]

— 8,76006 [a*b'T]

11,9806 [2’cl|
10,48877 [a'bl|
12,551064 [a'eb)
8,25049 [a*bb"]

—12,31165 1_6 86318 [a’ch'b™]
7,07452 |a'h")
C,=C
8,81028 [a’c] 9.22940 [af] —_1_7),25445[:130] 10,57806 [a*h' "]
—12,469  [a”c¢7 _—';,59824[uzf’] ~+10,91296[a'h¥| 10,85g09g [a°f]
—11,66 41 [a”c ™) — 8,97802[a°bDY]
— &9()005[:{"(:“])“])’]
-~ 9,29525[a’]
—6,92261[a*b"]

e—?‘(}, -+ e?‘C

Les arguments doivent étre diminués de .— 0

—10,/74853]2°ch'}|

—9.97325 [a']  |—10,36135 [a']
8,3 — ~,49739|2*b"]

5558 [a’f

5,2 |(S54[l)""f"'a"
10,707/ ,()[ a’c'b”)

Vu et approuvé.
Le 27 mai 1861,
Le DoYEN DE LA FACULTE DES SCIENCES,

MILNE EDWARDS.

Permis d'imprimer.
Le 28 mai 1864.
LE VICE-RECTEUR DE L'ACADEMIE DE PARIS,

A. MOURIER.
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ERRATA.
- : D s
Page 15, ligne 10, lisez 1 — wy et

15, — 13, lisez: S. 2% = DR,

’

38, — 13, au lien de dv,, lisez ds,.

dR
dr

79, — A8, listz = cte.

Moolins, — Imp, et Lith, de VUDEZ Feéres, tmprimeurs du Lyede dmpirial,
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