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SUR LA TRANSFORMATION

DES

FONCTIONS FUCHSIENNES.

INTRODUCTION.

Ce travail a son origine dans les Ouvrages de M. Poincaré sur les
fonctions fuchsiennes. Il se divise en deux Parties. La premiere est re-
lative & la théorie des sous-groupes; les trois premiers paragraphes
traitent d’une formule de correspondance entre deux surfaces de Rie-
mann et de ses applications aux groupes fuchsiens. Le § IV a été con-
sacré aux sous-groupes distingués, le § V aux substitutions directes
et inverses. En effet, outre U'intérét qu’offrent par elles-mémes ces
deux questions, elles conduisent a des résultats fort utiles quand on
étudie les opérations qui transforment un polygone en un polygone
équivalent. Le § VI, qui commence la deuxieme Partie, contient des
théoremes généraux établissant une liaison entre cette Partie et la pré-
cédente. Les 8§ VII et VIII contiennent des applications de ces théo-
remes aux genres 2 et 3. Je me suis aussi souvent aidé des propriétés
des opérations fondamentales d’un groupe pour reconnaitre I'isomor-
phisme de certains groupes fuchsiens et de groupes d’opérations ().

(1) Ouvrages & consulter : Sur les groupes des equations linéaires; M. Poincaré (Acta
mathematica, t. IV, p. 279 4 294); M. Goursat (These de doctorat); Klein, deux Notes
insérées dans les Mathematische Annalen, t. 19 et 20 : Ueber eindeutige Functionen mit
lineiren Transformationen in sich selbst; Walther Dyck, Ueber regulire Riemannsche
Flachen. Gruppentheoretische Studien.
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4 X. STOUFF.

Je rends compte, dans I'Introduction méme, de certaines définitions
et propositions empruntées i la Géométrie non euclidienne (*).

Systémes de coordonnées et variable imaginaire. — 1° Dans un premier
systeme, on définit un point M du cercle fondamental parlaL,p de I’arc
qui le joint & un point fixe P et par I'angle 6 de PM avec un are fixe
passant en P. L’élément de L a pour expression dans ce systeme

dL? = dp*+ sh?p do.

Nous désignerons par z, la fonction th ge"e, qui jouit des propriétés des.

fonctions imaginaires. 2° Dans un second systeme, on fait choix d’un
arc de cercle Px orthogonal au cercle fondamental; on définira un
point M par sa distance p & Pa et par la distance o a P du pied de P'are
mené par M perpendiculairement &3 P. On a

dL? = dp*+ ch?p dw?;
: vil ke
. L . . . . b : 2
je désignerai par sz, la fonction imaginaire ———e".

Ra wthe

2

Systémes de deux arcs. — Lorsque deux ares A, A’ orthogonaux au
cercle fondamental ne se coupent pas, on peut regarder leur angle
comme imaginaire et égal a7A, A étant la L de I'arc P perpendiculaire
3 la foisa A et 2 A”. Cette remarque et les remarques analogues per-
mettent de réunir plusieurs théoréemes sous un méme énoncé. Ainsi le
théoreme : Deux triangles sont égaux quand ils ont trois angles égaux
chacun & chacun, reste vrai quand méme les angles des triangles devien-
nent imaginaires. :

Le point C, milieu de P, est tel que tout cercle passant par C et li-
mité & A et A’ est partagé par C en deux parties égales; nous le nom-
merons centre des deux arcs A et A’.

Des arcs perpendiculaires & un méme arc passent par un point fixe

imaginaire.

(1) Je n’ai considéré que les polygones de la premiere famille.
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 9)

Des substitutions linéaires. — La forme la plus générale des substitu-
tions qui changent en lui-méme le cercle de centre o et de rayon 1 est

Z,:(ln+in)z—+—p+iq: oz +f3 X
(p—ig)s+m—in (i34 o

m? -+ n?— p?— q*= a0ty — PR =1;

on peut représenter simplement cette substitution par («, 3). On a
(o, B) (&, B') = (aa + Bo ', B’ + aoB'), (ot, B)~'=(atgy — B).

Au point de vue géométrique, toute substitution peut étre considérée
comme un mouvement : une substitution hyperbolique comme une
translation; une substitution elliptique comme une rotation d’un
angle a. Nous appellerons axe d’une substitution hyperbolique 'arc que
cette substitution laisse invariable, L de la substitution la distance
constante en un point de I’axe et son transformé.

Pour que deux substitutions hyperboliques soient les transformées
'une de ’autre par une substitution, il faut et il suffit qu’elles aient
méme L. On démontre fort simplement que la condition est nécessaire.
En la supposant réalisée, soient A et A’ les axes des deux substitutions.
La substitution transformante X doit changer A en A’. SiX est elliptique,
son point double devra étre situé sur le lieu des points équidistants de
A etde A’. Si A et A’ se coupent, ce lieu se compose de deux arcs, mais
un seul des deux convient. Dans le cas contraire, il se compose d’un
seul arc qui convient, si les deux mouvements ne sont pas de méme
sens, et ne convient pas dans le cas contraire. Si A et A’ se coupent et
si X est hyperbolique, son axe doit étre perpendiculaire au lieu des
points doubles des substitutions elliptiques transformantes. Si A et A’
ne se coupent pas et si les deux mouvements ne sont pas de méme sens,
I’'axe de X est perpendiculaire au lieu des points équidistants. Dans le
cas contraire, il passe par le centre de A et de A’.

Composition des substitutions. — Soient 22, 2a'les L de deux sub-
stitutions hyperboliques S et S’ dont les axes se coupent en C (fig. 1)
Prenons, sur ’axe de S, CA = CA’ = a et sur celuide §’, CB = CB’' = f.
S transforme AB" en BA’; S’ transforme BA” en AB’; donc SS’ a pour axe
AB’ et pour L, 2AB’=2p; S'S a pour axe BA’ et pour L, 2BA’= 2p.
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6 X. STOUFF.

En général, si une substitution hyperbolique est la résultante de deux
autres substitutions hyperboliques, leurs axes sont les trois cotés d’un

Fig. 1.

triangle, dont les cotés ont pour longueurs o, 3, o, cela quand méme
les angles du triangle seraient imaginaires.

PREMIERE PARTIE.

§ I. — Formule relative a la correspondance entre deux surfaces

de Riemann.

Imaginons deux surfaces de Riemann S et T, respectivement de genres
p et g. On peut supposer, sans diminuer la généralité, que ces surfaces
ont été déformées et placées dans I'espace, de facon a n’avoir plus de
feuillets les uns sur les autres. Toute surface du genre 2, par exemple,
peut ainsi prendre la forme d’un anneau double.

Faisons les hypotheses suivantes :

1° Entre les points de ces deux surfaces existe une correspondance
analylique, de telle sorte qu’a un point M de S répondent m points N,,
N,, ..., N, deT, et a un point N de T » points de S, M,, M,, ..., M,.

En disant que cette correspondance est analytique, jentends qu'un
petit domaine D, pris sur la surface S, est reproduit sur T sans que les
angles formés par les courbes que I’on y peut tracer soient altérés, sauf

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XXI -2 -4



SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 7

lorsque ce petit domaine contient certains points particuliers de la sur-
face S.

2° Les points N cessent d’étre fonctions uniformesdu point M lorsque
M vient coincider avec un nombre fini de pointsde S, A,, A,, ..., A,.

Soient &,, Yy, ..., s les nombres de points N qui se réunissent en
un seul lorsque M vient respectivement en A,, A,, ..., A;. La corres-
pondance est telle que, si I'on considere une variable imaginaire { sur
la surface S, s’annulant en A;(i =1, 2,...,4) et infiniment petite du
premier ordre dans le voisinage de ce point, la variable imaginaire
jouissant sur T des mémes propriétés dans le voisinage du point de réu-

1

nion se comporte comme C¢%, C étant une fonction de { qui n’est pas
infiniment petite.

Inversement, il y a, sur T, £ points pour lesquels v,, vy, ..., v
points M se réunissent, et ces points M dans le voisinage de leurs
points de réunion jouissent des propriétés énoncées pour les points N
dansle voisinage deleurs points de réunion. Jeles appelleB,, B, ..., B;.

Recouvrons la surface T de n feuillets formant une surface de
Riemann T’ et telle que la connaissance d’un point N en T' détermine
completement le point M correspondant. Ces feuillets sont réunis cy-
cliquement, v, & v,, Vo @ Vo, ..oy Vi 4 v, respectivement aux points B,,
B,, ..., B, Soit ¢’ le genre de la surface T".

Par 2p coupures K,, K,, ..., K,, partant d’un point L de la sur-
face S et revenant au point L, je transforme S en une surface simple-
ment connexe. Tracons de plus une coupure partant du point A,
passant par les points A,, ..., A, et aboutissant en L. Soit (S) la
surface ainsi modifiée. Quand le point M décrit la surface (S), le
point N décrit une partie de la surface T. Cette partie est un polygone
qui a 2p + % paires de cOtés conjugués, 2p paires correspondant aux
coupures K,, K,, ..., K,, et A paires correspondant aux portions A, A,,
A,A,, ..., A,_,A;, A,L de la derniére coupure.

Permettons au point M de franchir une des coupures de la sur-
face (S), le point N sortira du polygone précédent; et, si ensuite le
point N décrit la surface (S), N décrira sur T un nouveau polygone con-
struit comme le précédent et qui lui est adjacent. En continuant, on re-
couvrira la surface T’ d’un réseau de m polygones semblables au premier.
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3 X. STOUFF.

Appliquons a ce réseau la formule d’Euler généralisée. Dans tout
réseau de polygones recouvrant completement une surface fermée, le
nombre des arétes plus 2 est la somme du nombre des polygones, du
nombre des sommets du réseau et du double du genre de la surface.
Le nombre des arétes est (2p + A)m : le réseau a m sommets qui sont
les m homologues du point L. Les autres sommets du réseau corres-
pondent tous aux points A,, A,, ..., A,. Si les points correspondant
a Ay, A,, ..., A, étaient tous distincts entre eux, leur nombre se-
rait mh. Mais @, sont réunis en un seul sommet du réseau, p, en
un autre sommet, .... Il faut done retrancher du nombre précédent
(i —1) +(o— 1)+ ... + (pp— &), ce qui donne

mh +h — (g =+ Po—t... 2a).
On a donc

(1) (ept+h)ym+2=m(h+2)+h—(p+pot...+ )+ 29"

Reste a calculer le genre ¢’ de la surface T'. Ramenons, en la défor-
mant, la surface T a une surface de Riemann étendue sur un plan, de
maniere que les points communs & plusieurs feuillets dans la nouvelle
surface T ne coincident pas avec les points B,, B,, ..., Bz Si l'on
n’introduisait pas cette hypothese, la difficulté serait facile a lever.
Mais c’est une complication inutile.

A étant le nombre des feuilles de la surface T, w la somme des
ordres des points singuliers de cette surface (I’ordre d’un point sin-
gulier est le nombre des feuilles qui sont réunies cycliquement di-
minué d’une unité), on a
(2) 2¢ =w —2)+ 2.

Or chaque point singulier de T donne naissance 4 » points singu-
liers du méme ordre sur T’; T' a encore £ points singuliers dont les

ordres sont respectivement (v, —1), (v,—1), ..., (vx—1). Donc la
somme &' des ordres de ses points singuliers est

w=nw-+ (vy—1)+ (vo—1) +...+ (vp—1),
et comme le nombre des feuilles de T" est =\, on a

(3) 2¢'=w'—a2nk+o2=nw—2d)+ 2+ —1)+V—1)+...4 (Vi —1),
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 9

en éliminant o — 2A et 24’ entre les équations (1), (2) et (3), ona
la relation que je me proposais d’établir

( (ep—2)m 4+ (p—1)+(pa—1)+...4 (gp—1)
=(2g—2)n - (vy —1) + (v, —2) +...+ (vp —1).

(4)

Soit f(a, y) = o une relation algébrique caractérisant la surface de
Riemann S; g(a’, ') = o une relation caractérisant la surface T. Siz’
et y' sont donnés en fonction de x et de y par des équations algé-
briques et inversement, les conditions imposées & la correspondance
sont remplies, et 'on a le droit d’appliquer la formule (4).

§ II. — Interprétation de la formule précédente dans la théorie
des fonctions fuchsiennes.

Imaginons qu’il existe entre deux surfaces de Riemann
Sz, y)=o, gz, y)=o

une correspondance algébrique olt & un point de frépondent m points
de g, eta un point de g, n points de /; supposons de plus que x, y;
a’, y' puissent étre exprimés en fonctions fuchsiennes d’une variable z,
et que cette variable subisse une substitution linéaire, soit lorsque le
point (a, y) décrit un contour fermé sur la surface f, soit lorsque
(2, y") décrit un contour fermé sur g.

I’ensemble des substitutions qui laissent a la fois @, y invariables
forme un groupe H : celui des substitutions qui ne changent pas a’, y
forme un groupe K.

On peut trouver m — 1 polygones homologues de %, par rapport
aHs Ay Ay ooy Byy, tels que les points Py, P,, Py, ..., Py silués
respectivement dans A, A, ..., h,_, et homologues entre eux par rap-
port & H ne soient pas homologues entre eux par rapport a K. Consi-
dérons le polygone 2y + 4, + ... + 4,_, et amenons P, sur un coté G,
de A,. Soit C le conjugué de C, dans 4,; C,, C,, ..., C,,_, les homo-

m—A
logues de C, dans 4, Ay, .. ., hyy, C,, G, ..., C,_, nesont pas homo-
logues entre eux par rapport & K. Or il ne peut y avoir plus de
m points homologues entre eux par rapport 2 H qui ne soient pas ho-
mologues entre eux parrapport a K; donc, parmi C,. C,, ..., C, ,il ya
S. o
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Io X. STOUFF.

un coté C; qui est homologue & C, par rapport 2 K. Soit C, I’homo-

2

logue dans %, de C, dans %,. Il n’est pas homologue a C, par rapport

. . . ’ ’ ’ ’ .

a K; il a, parmi C, C,, ..., C_,, un homologue C; qui ne peut donc
coincider avec C;. En procédant ainsi, on conjuguera les cotés du poly-
gone Ay —+ h,+ ... + h,_, de maniere i former un polygone m, géné-

rateur d’un groupe fuchsien M contenu a la fois dans H et K. On a entre
les S de m,, de %, et de £, générateur de K les relations

o= mlly=— 7l

Soient ¢ el v deux fonctions fondamentales du groupe M, entre les-

quelles a lieu la relation
¢ (& n)=o.

A un point (§,7) répondent un seul point (x,y) et un seul point
(', ¥'); mais & un point (x, y) répondent m points (%, 7), et & un point
(@', y") n points (&, n).

La correspondance entre les deux surfaces de Riemann f et grésulte
donc de deux correspondances d’une nature plus simple, entre fet g,
g et 9. Nous ne ferons plus désormais intervenir que celles-ci, ce qui
revient & ne considérer a la fois que deux groupes fuchsiens dont
I’un contient 'autre.

Deux problemes se présentent :

1° Déterminer les sous-groupes d’un groupe fuchsien.

On obtient les polygones générateurs des sous-groupes en réunissant
plusieurs polygones du réseau du groupe primitif et en conjuguant
convenablement les cotés restés libres.

2° Considérons un groupe fuchsien G qui dépend de parametres
variables. Pour quelles valeurs de ces parametres est-il contenu dans
un autre groupe?

Il est intéressant de chercher quand cette circonstance se présente,
parce que ces groupes particuliers sont plus simples que les autres et
que le calcul des équations fuchsiennes correspondantes peut méme se
faire algébriquement dans certains cas. Le groupe G engendre une
équation fuchsienne
(r) %:cp(w,y)v,

(") Yz, y)=o,
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. II

et, si G est contenu dans un groupe I' engendrant I’équation fuchsienne

d?w
(2) ~ m:ﬁ(x/,‘)//)ﬂ‘,
(2") p(z,y')=o,

x' et y’ sont des fonctions rationnelles de x et de y, mais x et y sont seu-
lement des fonctions algébriques de «’ et de y’. Nous dirons que I’é-
quation (1), (1") est réductible a I’équation (2), (2').

Soient
R le polygone générateur du groupe G;
p le genre de ce groupe;

20 2T 2T e pr
—> —=» ++ _— lessommes d’angles de ces différents cycles.
q 2 ~n

La S du polygone R est

(5 I{:zn(gp—Q—kll»—i'———...—~>-

D’autre part,

P étant le polygone générateur du groupe I';
= le genre de ce groupe;

2T 2T 2T ) ,
2, 2=, ..., == les sommes d’angles des cycles,
P el i7 S
1 I I
(4) P—zrc<2z3——2+l——————...——>-
g 1 2 e

Le rapport % étant un nombre entier N, on a

3) 2p—2+n———— — e — = <2w~2+[ ————— ...———)-

La formule (5), malgré son aspect, n’est autre que la formule de
correspondance établie dansle § I, appliquée au cas qui nous occupe.
Il est instructif de démontrer 'identité des deux formules. Chacun des
cycles de P donne naissance, dans le polygone R, & N points non homo-
logues entre eux par rapport au groupe G, mais qui peuvent étre dis-
lincts ou bien coincider entre eux. Deux circonstances différentes peu-
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12 X. STOUFF.

vent se présenter : je supposerai que la premiere est présentée par le

cycle de P qui a pour somme d’angles ‘;—ﬂ, et le second par celui qui a
1

2T
pour sommes d’angles — -
o

® Tous les points qui correspondentau cycle dont la somme d’angles

2T . . e 3 . . . .
est ‘u—' sont a 'intérieur de R. Parmi les puissances de la substitution
1

elliptique de période ,, qui a pour point double 'un des sommets du
cycle, il n’ya quela substitution identique, c’est-a-dire la puissance .,
qui appartient au groupe G. Les N points coincident done w, a w,, et

fi est un entier qui exprime le nombre de ces points qui sont distincts

i1
enlire eux.
2° Supposons que, parmi les points qui, dans R, correspondent au

cycle dont la somme d’angles est i—ﬂ, il y en ait qui coincident avec les

sommets des cycleb — et » etqueles autres tombent dans I'intérieur

deR. Puisque le groupe r comprend le groupe G, la substitution ellip-
tique, qui a pour point double I'un des sommets du cycle 2T et pour
période «,, est une puissance de la substitution elllpthue qui a le

méme point double et pour période 1,5 done %2 est un entier. Cet en-
1

tier exprime combien des N points sont absorbés par le cycle %7—?; de
1 -

méme % estun entier qui exprime combien des N points sont absorbés
2

parle cycle 2=. Tl reste N — F2 __ 2 points qui tombent dans I'inté-
oty oy oy

c Y Sy 5 N
rieur de R; ceux-ci coincident ., & . Done e o% — ai est un en-
2 1 2
tier. Cet entier exprime le nombre des points distincts situés a Pinte-
rieur de R; le nomhre total des points distincts, en y comprenant les
N

est — — —~ — = 4 5 Orlaformule du§ I peut
2 ey oy oy

s'énoncer ainsi : la différence entre 2p — 2 et (2 — 2)Nest lasomme
des nombres de points qui coincident, moins le nombre total des coin-

cidences. La somme des nombres de points qui coincident est NZ; le

deux cydes 2% gt =
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 13

nombre total des coincidences est

N 1 I
— - — = — — + 2+
M1 2 %y 23
N N N 1 1
=k — — — — — — ——+n
1 2 P oy %y Ay
On a donc
N N N | ;
2p—2——(2w——2)N:NZ——l———l——...————~+—+-L+...+i~—n.
! 2 e Ay 22 Xy

ce qui est précisément la formule (5).

Etant donné le groupe fuchsien G le plus général de genre p et dont

o . 2T 2T 2T

le polygone générateur possede n cycles avec R dbs ol
sommes d’angles, dans quels cas est-il contenu dans un autre groupe
fuchsien? A chaque solution de cette question correspond un systeme
d’entiers N, [, @, [y, Pas « v P satisfaisant & I’équation (5). N, w,,
Way - .., kg sont plus grands que 1; / et @ sont positifs ou nuls. De plus,
les groupes G et T' étant fuchsiens (ni rationnels, ni elliptiques), les
deux membres de 1'équation (5) sont positifs.

Inversement, on est conduit & chercher, pour résoudre la question,
un systeme d’entiers satisfaisant a 'équation (5) et aux conditions preé-
cédentes. Lorsque I'on aura obtenu un pareil systeme, on construira le
polygone fuchsien P correspondant et 'on cherchera a former par le
groupement de P avec ses homologues un polygone R. Montrons d’abord
que le nombre des systemes d’entiers que I'on peut obtenir est fini.

On a, en effet,

—;213—2—!—(1——I—>+(I-——l->+...+<1—l—>-
1 2 P

Chacun des entiers w étant plus grand que 1, chacune des parentheses
est supérieure ou égale a §; d'ailleurs & a pour minimum o; done le

. ; " il
premier membre est égal ou supérieur & - — 2. Comme NZ2, ona
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14 X. STOUFF.

Done / n’a qu’un nombre limité de valeurs; il en est de méme de .
Désignons par ¢ le premier membre de I’équation (5); on peut mettre
cette équation sous la forme

[
Gt — =2 — 2+ [,

= 1
2 s

I
— +
=3

2 o

les valeurs que I'on peut donner & o eta /sont en nombre limité. D’ail-
leurs @ et / étant donnés, I’équation ne peut étre vérifiée par des va-

e+ 1 -
Uy « .+ ., Uy SUTpassant toutes e Le nombre des
valeurs que I'on peut attribuer a N, Boys Phas -+.5 Wy €St donc limité.
C.Q.F.D.

Mais le probleme proposé peut étre examiné de plus pres. A chaque

leurs de N, .,

2T o ol 0 . ;
cycle i s 5, correspond un certain nombre de points situés
i

s . 2T 2T 27T
aux sommets de R. Désignons par a—’, 2, .., 22 les sommes d’angles
Xy, Oty e

i

des différents cycles de R auxquels appartiennent ces sommets; %; peut
étre nul. D’aprés ce que nous avons dit plus haut, «,, a,, ..., o, sont

g N 1 I I .
des diviseurs de p;, et~ — — — = — L estun nombre entier.
Beooo, o, o,
Ainsi I’on devra satisfaire au systeme suivant :
N 1 1 1
— = . — L =,
1 Ay, X2, Xy
N sl oL sl kv sty (04,00, + - 5 oy divisent p;)
. [>2 25 O, Aoy
£ A O A kit+kyto. .+ ly=n
N I 1 1 i
. e
i %y, X2, 293

V2p—2— (2@ —2+)N+n-+hy =+ lhyg+...+ ", —o.

Les nombres «;, sont des nombres «,, «,, ..., «,, pris chacun une
fois et une seule.

Les nombres @, u,, p,, ..., u, appartenant a une solution du sys-
teme (6) déterminent, avec les invariants de la relation de genre @,
qu'on peut prendre arbitrairement, un type fuchsien. Ce type, d’apres
un théoreme de M. Poincaré, contient une équation fuchsienne. Le
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 10

groupe de cette équation est engendré par un polygone fuchsien P, et
a P correspond une surface de Riemann de genre @, que nous suppo-

serons placée dans I'espace. Soient M,, M,, ..., M, les points de cette

. 2T AW 2T
surface qui correspondent aux cycles I Recouvrons cette
1 2 £

surface de N feuilles, d’abord isolées les unes des autres.

Tracons un systeme de 2@ coupures rendant la surface primitive
simplement connexe; puis une coupure allantde M, & M,, une autre de
M, a M, ..., une de M,_, 4 M, et une de M, a la limite. Nous supposons
qu’en faisant chacune de ces coupures on tranche  la fois les N feuil-
lets placés les uns sur les autres. On aura ensuite a rejoindre les bords
devenus libres et situés en face les uns des autres, de fagcon que surM,

il y ait un premier systeme de g—‘ feuillets réunis cycliquement, un
1.

i

autre systeme de £t feuillets, ete., un de £- feuillets, et que lesautres

Lo, ey

feuillets, s’il en reste, soient réunis @, a w, et que, pour M,, ..., M,,
les choses se passent d’une maniere analogue. A toute nouvelle surface
de Riemann ainsi construite correspondra dans le cercle fondamental
un polygone R, composé de N polygones P et engendrant un groupe
fuchsien G satisfaisant aux conditions proposées.

Pour donner une idée de la maniere d’opérer dans les questions de
ce genre, je traiterai le probleme suivant : Etant données neuf droites
paralléles entre elles, trouver les courbes du quatriéme degré tangentes a
huit d’entre elles et ayant quaire points coincidents a ['infini sur la neu-
pieme.

En prenant la neavieme droite pour axe desy et pour axe des x une
perpendiculaire & ces huit droites, ’équation de la courbe sera du
troisitme degré en y, et elle donne naissance a une surface de Riemann
a trois feuilles : o est commun aux trois feuilles, @,, a,, ..., ag étant
lesabscisses des huit tangentes, les points a,, a,, ..., a; sont communs
adeux feuilles.

Supposons le probleme résolu; soient 1, 2, 3; 1, 2/, 3’ six demi-
feuillets de la surface de Riemann 1 sur 2, 2 sur 3, 3 sur le demi-plan
positif des 2 ; 1’ sur 2/, 2" sur 3, 3’ sur le demi-plan négatif. Une des
valeurs de y reste pour x = a, fonction uniforme de . Nous attache-
rons cette valeur aux demi-feuillets 1 et 17, de telle sorte que ces demi-
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16 X. STOUFF.

feuillets sont joints le long de oa, et le long de a,a, (fig. 2). Pour
définir quelles valeurs de y sont attachées aux autres feuillets, nous
supposerons que, lorsque « tourne dans le sens positif autour de o,
2y parcourl successivement les demi-feuillets 1, 2/, 2, 3/, 3, 1’. Alors
la superposition et la jonction des feuillets est partout completement
déterminée.

Inversement, pour délerminer les courbes du quatrieme degré ré-
pondant a la question, on placera, sur le plan des , six demi-feuillets
1, 2,351, 2, 3. Leprobleme consiste & réunir leurs bords de maniere
& obtenir une surface a trois feuilles constituée comme je I'ai dit.

Fig. 2.
P FTES

t

' a
4 % %

La jonction des demi-feuillets aura lieu ainsi

I 9 3 1 2 3 I 2 3

5 oa 5 aa 0
AR ) 1 ' o 31 16425 1l 3

0ag,

Le long de a,a, deux des demi-feuillets restent joints comme ils

I"étaient le long de a,a,; pour les quatre autres, il y a interversion.
On peut donc imaginer trois cas :

I ‘92, 3 1 2 3 I 2 .3
> i ¥ 5
Il 2l 3/ 3/ I/ 2/ 2/ 3/ Il

Les chiffres inférieurs forment les (rois permutations paires de
1/, 2", 3. Le long de a,a, les trois hypotheses admissibles sont formées
par les trois permutations impaires. "

.+... Les surfaces de Riemann cherchées sont au nombre de 3°.
Une de ces surfaces de Riemann ne définit pas completement la
fonction y, mais toutes les fonctions y de cette surface de Riemann
s'expriment rationnellement par « et par 'une d’entre elles. Au con-
traire, une fonction y d’une surface de Riemann ne peut s’exprimer
rationnellement par « et par une fonction y d’une autre surface.
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 87

§ III. — Applications.

Voici des exemples. Dans les premiers, on prend les cas spéciaux
olt un groupe G est contenu dans un autre. Dans le dernier on déter-
mine, au contraire, certains groupes contenus dans un groupe donné.

A.

1° On considere un quadrilatere R dont les cotés opposés sont con-
jugués. Notons les sommets 1, 2, 3, 4 en tournant dans le sens positif.
Ils appartiennent tous au méme cycle, dont je supposerai la somme
d’angles égale a =.

On aici

pP=1, n—i, oy — 2,

et la formule (5) du § II devient

. I I I
(1) 1—_Nlow—a-Fl——— — —s o — 3
1 e P
d’ailleurs,
I T
lSop+2+n——-— o — —
oy An
done
el

On trouve aisément que @ est nul, et que
== ot =132
Le systeme (6) du § 1I s’écrit
N 1 N N

e —1 = . —=nh
15 20 SN ey /)
! P

—
=
-
S
5

I i § I I I

i e = 2

aN o e P e
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18 X. STOUFF.

ol trois des p divisent N; pour y satisfaire, il faut poser, en tenant
compte de (2),

N—a, =4, Pa = P3 =y = 2.

Le polygone correspondant peut étre mis sous la forme d’un triangle
ABC, ot A + B+ C =Z et ol1 les demi-cotés DA et DB, EB et EC, FC

et FA sont conjugués ; le triangle dépend de deux parametres comme
le quadrilatere R.

_ Le groupe G de tout quadrilatere est en effet contenu dans un groupe
I' engendré par un de ces triangles. En effet, la diagonale 13 partage R
en deux triangles 123, 143 qui sont égaux comme ayant leurs trois
cOtés égaux chacun a chacun. En conjuguant entre eux les demi-cotés
de ces triangles, on forme un polygone duquel dérive un groupe T
contenant évidemment le groupe G. '

Soit maintenant /= 3, nous aurons a chercher les solutions en nom-
bres entiers de I’équation v

(o et ., divisant N etgl — %étant entier.
1

On voit aisément que, lorsque deux des entiers . sont égaux entre
eux ou lorsque I’'un d’eux est égal & deux et le second double du troi-
sieme, la solution considérée peut se ramener & une autre. Il n’est né-
cessaire de considérer que les solutions irréductibles. Nous étudierons
spécialement les quatre suivantes :

(a) N= 6, ai==al25 Ha=2, ps =3,
(8) N= 6, pa= 4, Pa =2, s =6,
(7) N=r10o, =14, (=2 =5,
()~ N=r12, =8 Ua— 25 T

en cherchant & former des groupes contenant non seulement G, mais
encore I'.
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 19

.

En appliquant les formules (6) du § Il au groupe I', on a
pP =09 n =4, o= U, Uy = A3 = O = 2,
®=o0, N=3, p=12, P2 =2, py=3;
nous savons déja que les sommets du quadrilatere font partie du cycle

2T . A .
— +il en est de méme des sommels A, B, C du triangle; donc

O(“ = [l,
. N I
Comme, dans cette hypothese, R — o0, OD a
1 11
hy=o, k=1,

i, = 3 n’est divisible par aucun des «; done A, =

N
- ;::I,/%:o;par
suite,

3

v N I I 1
ks =3, Oy = Ctay— 0ty = — 2, hy—m— — — — — — — = 0.

2 A, 23} X3,

Imaginons donc une sphere, et recouvrons-la de trois feuilles; en
deux points de la sphere, les feuilles seront réunies trois a trois, et,
en prenant I'image, dans le cercle fondamental, tant des trois feuilles
que de la surface tout entiére, on obtient un triangle ADBECF (/ig. 3),

formé de six triangles égaux entre eux et ayant pour angles et
g- La réunion de deux de ces triangles forme le quadrilatére 1234,

ou les cotés opposés sont conjugués.
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20 X. STOUFF.

Sile quadrilatere éprouve une rotation autour du point F égale a =,
les substitutions qui transforment I'un dans Pautre les cotés opposés
engendrent encore le méme groupe. Il en est de méme si I'on fait
tourner le quadrilatere, soit autour de D, soit autour de E. Le groupe G
engendré par le quadrilatere est done un sous-groupe distingue du
groupe I" engendré par le triangle ADBECF.

On reconnait de méme que G et I' sont des sous-groupes distingues
du groupe engendré par le triangle COBE, dans lequel on suppose OB
et OC, EB et EC conjugués.

Occupons-nous maintenant des fonctions fuchsiennes fondamen-
tales du quadrilatere. Le triangle OBEC est I'image du plan d’une va-
riable 2’ & laquelle nous pouvons attribuer la valeur « au point O, la
valeur o aux points B et C, la valeur 1 au point E. i/? est une fone-
tion uniforme de = dont le plan a pour image le triangle ADBECF.
Désignons-la par x. On pourra prendre = 1 au point F, = au

point D, @ = j* au point E. La fonction y = ya(x —1)(x —j)(x —/2)
(ol j et j* sont les racines cubiques imaginaires de "unité) est uni-
forme par rapport i z, car elle ne peut offrir de ramifications que
pour @ = o,1,7 ouy*; or les valeurs de = qui correspondent 2 @ =o
sont des zéros quadruples de cette fonction, et les valeurs de z qui cor-
respondent & @ = 1,7 ou? sont des zéros doubles respectivement des
fonctions ¥ — 1, * —j, ¥ — j*. y et « forment donc les deux fonc-
tions fuchsiennes fondamentales, et le quadrilatére est 'image de la
surface de Riemann
y =VE@—,

dont I’équation peut aussi se melttre sous la forme
v=vVia— )1+ (—3) u].

]

H.

Des raisonnements analogues aux précédents conduisent au qua-

drilatere figuré ici (fig. 4). 11 est formé de douze triangles ayant
s

T T
pour angles -, A
On prendra pour polygone générateur du groupe 1' le quadrilatere
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. A

ABCDEF daus lequel on conjugue CB et CD, AB et ED, FA etFE. Le
quadrilatere ABCDEF de genre o est I'image du plan d’une variable «;

Fig. 4.

. . I
je prends pour valeurs de celle-ci, en G, — ;5 en F, —1;en A, 1;enB,

I . \ ’ .
4 % est une inconnue a déterminer.

Je dis que la fonction v = \/1 72 ost uniforme. En effet; elle ne

peut offrir de ramifications que pourx =1 et * = — ;, ¢’est-a-dire
aux points A et C et aux points homologues par rapport au groupe I'.
Or les valeurs de = qui annulent # — 1 sont des zéros quadruples de

cette fonction, et celles qui annulent 1 + £« sont des zéros doubles.
I’image du plan u se fait sur le quadrilatere AEA'E (fig. 5) dans

Fig. 5.

lequel on conjugue la moitié de chaque coté avec I'autre moitié. En
effet, en deux points symétriques par rapporta B, D, F ou F',  prend
la méme valeur. Donc « prend deux valeurs égales ou égales et de
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22 X. STOUFF.

signes contraires. C’est la premiére alternative qu’on doit choisir parce
que B, D, Fet F’ ne sont ni zéros ni infinis de u.

Retranchons de ce quadrilatere les triangles BE'F, DF'A’ en y
ajoutant les triangles symétriques respectivement par rapport aux
points B et D. Nous obtiendrons le polygone AF’BF'DF”EF, dans
lequel F” A et F”E, BF' et BF”, DF’ et DF” sont conjugués. Suppri-
mons de ce polygone le triangle FEF” pour lui ajouter le triangle
FAF®, nous aurons le quadrilatere F'F”F*®F”, dans lequel la moitié de
chaque coté est conjuguée avee ’autre moitié. Or le triangle FF'BF”,
dans lequel FF’, FF”; BF’, BF” sont conjugués, est 'image du plan
d’une variable w; soit w=o0enF et w = en I et F’; FF'FYF” est
~ I'image d’une surface de Riemann formée de trois feuilles réunies cy-
cliquement trois & trois aux points o et o« du plan des w : il est donc

'image du plan de Vs u est une fonction linéaire de y/w; les valeurs
de u en des points homologues des triangles FF'F”, FF'F, FF"F”
sont donc les puissances d’une substitution linéaire de période 3. Soit
au-+f3
ou—+vy
triangle FF'F” en fonction de la valeur de « au point homologue
de FF'F'.
La substitution étant la période 3, on a

(a8 — By = 1) I'expression de la valeur de « en un point du

o+ 0=1.

Les valeurs de u au point F, respectivement aux pomts FOFF'F”,

sont == \/ 75 chacune d’elles reste invariable par la substitution

linéaire. Ainsi I’équation

Ui+ (0 —a)u—pB=o

a pour racines = \/—_—/ donc

a—=0=—> @—lik}l:o.

D’autre part, le point A, comme appartenant au triangle FF®F”,
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 23
et le point B, comme appartenant au triangle FF”F’, sont homologues.

Or la valeur de v est en A, 0 en B \/kT_k—I : done

= k—1 il k—1 _1—k, Jk—1_
5_25 ok’ 6—2 2k R 4 ok ’
mais
o 1 (k—1)2
od — By =1, Z—I— =y »

k2—14k+1=o0,

k=7x4\/3=(=3).

Les deux valeurs de % étant inverses, nous prendrons celle qui est

moindre que 1, et la relation elliptique engendrée par le quadrilatere
dont les cotés opposés sont conjugués se met sous la forme

y=vVa—e—G—va el

Imaginons que I'on fasse tourner le quadrilatere autour du point F
. , ST oo T
@’un angle égal & 5 ct dans le sens posilif; le nouveau quadrilatere

engendre deux fonctions fuchsiennes fondamentales «’, y’ liées encore
par la relation

y=vVa—at)[1—(a—y3)'2"],

et ot 2’ est donné en fonction de « par la relation

1— 2 2 k—1 <
T—az 1+ kax
1+ ka'

2k
Tk k—x‘ 1—x sl
2 2 k 1+ kz
‘\{.

Le quadrilatere correspondant est formé de vingt triangles ayant
T. T T
pour angles - A

Nous considérerons encore le groupe I' comme engendré par le
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quadrilatere ABCDE (fig. 6) dans lequel on conjugue AB et ED, CB
et CD, FA et FE. Cest I’image du plan d’une variable x, et je sup-
i

poserai que cette variable prend : en C, la valeur — 75 en F, la valeur
e

ko —1
est uniforme par rapport a z. Elle se représente sur le pentagone

I

—1; en A, la valeur 1; en B, la valeur B La fonction \/

= U

GG'G"G"G™ (fig. 6), dans lequel les demi-cotés FG, FG'; AG', AG”;
F,G", F,G"; C,G", C, G; CG, CG™ sont conjugués. Aux points homo-
logues des triangles GKG', G’ KG”, G’KG”, G"KG®, GKG, u prend des
valeurs qui sont fonctions linéaires les unes des autres. La valeur de «
en un point du triangle G’ KG” s’exprime en fonction de sa valeur en un
st AR L +§ étant une substi-
yu—+0 yu-+o0
tution linéaire de période 5; et, par conséquent, en prenantad — vy =1,

I
mT , e 4
—-- On démontre aisément que m = 1.

point homologue du triangle GKG’ par

% + ¢ est égal & 2 cos

Les valeurs de u, quirestent invariables par cette substitution, corres-
pondent aux points K et GG'G"G”G; or, K et G étant symétriques
par rapporta B, en ces deux points x a la méme valeur et, comme B est
un zéro double de £x +1, u a des valeurs égales et de signes con-
traires. On en déduit

AN
0= o, = €08

ouaA

. 9 r . ) ; 3
Pour F, u = \/Hr—/_, la fraction doit prendre la valeur zéro; d’ou
2 &

2 T
ﬁ_—\/mcosg,
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pour C, u = H__ » la fraction doit prendre la valeur —L; d’ou
2k 14+ A

1—|—kc T 8
\/ 3 S OSE—F
loas

On déduit de Ia

et 'équation «d — By =1 donne

(1+k)cosz?ﬁ—2\/z<1+cos%>:o,

et, comme

cos%ﬂ:%"’;’, k— 2 VE (/5 +2) +1=0,

onh a

VE=1\/5 428 + 4/5.

En prenant la valeur de £ moindre que v, la relation elliptique
cherchée est :

r=Va—a) [i— (5 +2—VB+4y5) 2.

S.

Le quadrilatere est formé de vingt-quatre triangles ayant pour
i :
3
Le triangle ADBECF (fig. 7), dans lequel on conjugue DA et DB,
EB et EC, FC et FA, est 'image du plan d’une variable . Le triangle
BDAF, dans lequel FA et FB, DA et DB sont conjugués, peut étre pris

l T T
angiles —8~: E)

. Z -1
pour image du plan de

; en deux points homologues des deux

triangles BDAF, CEBF, x a des valeurs inverses. On peut choisir « de
telle sorte qu’elle ait, au point F, la valeur — 1; au point A, 1; au

point D, 7; au point E, — 7. On en conclut que le quadrilatere est
S. 4
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26 X. STOUFF.
I'image de la surface de Riemann
; y=y1—a*
x + % est réel sur tout le contour du triangle FAD; il faut, sur le con-

tour de ce triangle, ou bien que z soit réel, ou bien que modx =1.
Le premier fait se présente pour le segment FA, le second pour les
segments AD et DF.

Soit s 1a fonction dontle demi-plan fait 'image du triangle AGH, s est
une fonction rationnelle de «; je suppose ques prenne, en A, la va-
leur =, en G, o, en H, 1; s est du sixitme degré en x et I’équation
s = » a deux racines égales a 1 et quatre @ — 1; s = o a toutes ses ra-
cines triples, s =1 a pour racines -+ [ et — i, et ses autres racines
sont doubles. On trouve ainsi g
1 (5372—-639—1—5)3'

27 (x —1)* (2 4+ 1)*

by ==

On peut, a I'aide de cette formule, calculer les valeurs de  aux points
G et H. '

" N
On trouve, en G, . +5 4 ot, en H, 2 V2

Le groupe G de genre 1 est ici un sous-groupe distingué du groupe
I" engendré par le triangle ADBECF (fig. 7); le groupe I est lui-méme
un sous-groupe distingué du groupe I' engendré par le triangle BDAF;
I est lui-méme un sous-groupe, mais non distingué du groupe I'
engendré par le triangle GAHF, dans lequel GA et GF, HA et HF sont
conjugués.

Des équations fuchsiennes.

Parlons maintenant des équations fuchsiennes, dont les groupes sont
engendrés par les quadrilateres dont les cotés opposés sont conjugués.
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 27
Soient

) =

I
S Tk

les valeurs de « respectivement en

B, D, E, F.

Fig. 8.

L’équation différentielle peut se mettre sous la forme

(1) &8 —g(a)9,
(1) y=Va—aG— k),

ot Péquation (1) prise isolément est I’équation relative au groupe en-
gendré par le triangle ADBECF. Posons

,_dz =
'——E—-YI(‘)’
d’oun
' =[—(+k )z +2k223]1*(5) +yTI'(5),
2= [— (14 k)46 K222 ] y 1(5) + 3[—(1+ K2 2 +-2K222 ] 1(2) ['(5) +y I'(5).
Pl e .
o () est, comme on sait, égal & 2—‘%—3547431; on en déduit
T . 19 ~
—o(1+ k) — (1—10k2 + k)2 — 2K (1 + k%) 2t + p° 21(z)1 gf()”) 31%(z)
¢(x)= byt

2I(z)1"(3) — 31'%(z)
I* (=)
symétriques par rapport a D, E, F;en effet, en de pareils points, x
prend des valeurs égales et de signes contraires et y également; donc

La fonction prend des valeurs égales en des points

’

Document numérisé par la Bibliotheéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XXI -2 -4



28 X. STOUFF.

[(z) ne change pas, I'(z) a des valeurs égales et de signes contraires
et 1”(z) les mémes valeurs. I(z) a un zéro simple aux points A, B, C.

La fonction a donc en A un infini quadruple, et, comme c’est la son
seul infini, elle prend une seule fois toute valeur dans le triangle ABC.
Cest done une fonction linéaire de @

21(z)I"(5) —31”(s) _ Mz + N
I(2) T ox—1

En exprimant que

(/4 2
. ax'x" — 3z
lim [(x —1)? ——,:——]

4-1‘ pour x=1

on trouve

M+ N=35(1— k%),
k étant quelconque; les constantes M et N ne peuvent étre déterminées
par un calcul algébrique. Mais cela est possible dans les cas part-

culiers signalés. Soit
k2—=—1.

Je suppose que la variable z s’annule au centre F du quadrilatere.

 Posons

e it : ___21(5)1”(5)——31’2(5)__Mf(z)—i—N.
R e e e R L TR e

Pour déterminer M et N, je chercherai deux expressions différentes
de F(iz),

SR isy =M+ NF(=)
At aR = e
D’ailleurs
n;):'f;f;))f f’(iz)zlﬁii)’ ’WZ):W}rfi):)?:i}p<(j>)“

(=) =1 I'(iz) =—(1(3), I"(iz) =—1"(3),
F(iz) =—TF(3),

M—l——Nx:_‘Mx-i—N’ M=N=2,

I—x x —1
dry 96a¢2+3(m+1)2(x2+1)v
dz* — 32 (1 — o)E i
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 29

2° Nous prendrons un nouvel exemple parmi les octogones dont les
cOtés opposés sont conjugués et la somme des angles égale a 2w, L’oc-
togone considéré se compose de quarante-huit triangles ayant pour

angles g, %, % Il est 'image d’une surface hyperelliptique
¥ =VR(2),

olt R(«) est un polynome du sixieme degré. Je suppose en A, x = =,
en O, x = o, en B, ® = 1. Soit u (fig. 9) une variable dont le plan a

Fig. 9.

pour image le triangle FF'F”, dans lequel on suppose la moitié de
chaque coté conjuguée avec I'autre moitié; « est une fonction ration-
nelle de « du quatrieme degré

P(z)

EUED)
1° P(2x) — Q(=) est quatrieme puissance parfaite ;
2° kP(x) — Q(x) est carré parfait;

3° Au=— % (') correspondent * =o0, x =1, et deux valeurs

égales entre elles ;
4° Pour u = — 1, une valeur de x est infinie.
On en déduit
i 2(x—a)— 1+ k)(2*+ bx + c)? ,
2k(x—a)— (1+ k) (2> + ba +¢)?

(1) % est le module des fonctions elliptiques engendrées par le quadrilatére FF'F'F”.
Il a été calculé.
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3o X. STOUFF.
fraction qui satisfait & la premiere, a la deuxieme et & la quatrieme

condition. Soit
i (x — a)?

T @t bztc

¢ est une fonction fuchsienne dont le groupe est contenu dans celui
. . I

de u, et contient celui de 5 pour u = — 7 ¢ a deux valeurs dont une

correspond & @ = o, 1, I'autre a la racine double ; donc, 'une des deux

équations
a\k(x—a) — (1+ k) (2*+ bz +c) =o,

aVk(z —a)+ (1 + k) (x*+ bx +c)=o,

a pour racines o et 1, et I’autre une racine double. On en déduit, par

un calcul facile,
1+ k)2

Q= ~—"_.

4Vk
B.

Considérons I’équation différentielle

d2o 3 hat+4Axd+[a(a—9) —hA(a+1)]x*+[hAa—a(a—1)]x +4a? -

dr: 64 2 (x —1)*(x — a)?

qui a pour points singuliers o, 1, , @. Pour les trois premiers, la dif-
férence des racines des équations déterminantes est 3, pour le qua-
trieme +. Je suppose la constante A déterminée de facon que I'équation
soit fuchsienne. :
On propose de déterminer une substitution rationnelle du quatriéme
degré, x = g{%, telle que u soit fonction uniforme du rapport de deux

intégrales. Pour cela, il faut que « reste fonction uniforme de =, quand
méme u cesse d'étre fonction uniforme de x. Or, les valeurs de «, pour
lesquelles « se ramifient par rapport a a, sont données par I’équation
du sixieme degré '
P(u)Q'(u) —Q(u)P'(u)=o.
Cette équation ne doit avoir que des racines simples, pour lesquelles
x = o0, 1,%, a; ou une racine triple pour laquelle x = a.
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 31

Je distinguerai quatre cas :

1° Toutes les valeurs de « pour = a sont simples.

2° A x = a correspond une seule valeur double de u.

3° A « = a correspondent deux valeurs doubles de u.

4° A x = a correspond une valeur quadruple de u.

Dans le premier cas, les six racines de P(u) Q'(v) — Q(w)P'(v) = o
répondent 2 x =o, 1, , et, comme a chacune des valeurs ne peuvent
correspondre plus de deux de ces racines, & @ = o, 1, % correspondent
deux valeurs doubles de «.

En discutant les hypotheses possibles dans les trois autres cas, sans
distinguer entre elles celles qui peuvent se ramener les unes aux autres
par la permutation des points singuliers o, 1, o, on obtient les résul-
tats contenus dans le Tableau suivant. Il donne le nombre des points
singuliers de I’équation fuchsienne dont u est la variable et la diffé-
rence des racines des équations déterminantes relatives & ces points

singuliers.

Nombre Diff. des r;wines
des points d’es équations
A=0: Z—d. X =0, =, singuliers. déterminantes.
T SR e 2.D 2D 2D 4S 4 1
Bl cpoo ka8 o08600 2D 2D - 1D; 28 1D; 28 5 3=1;2=1
0 b ot 0B, 03000 ¢ 2D 1D; 28 1D; 28 2D 6 +
) SaAer it oo e 7 - 2D 2D 45 2D 6 5
R { o B S 2D 1D;28 4S5 1Q 6 1
g iD; 28 1D; 2S 1D; 28 1Q 6 4

S signifie une valeur simple de «; D une double; Q une quadruple.

Les cas v, 8, ¢, { indiquent quatre équations fuchsiennes asix points
singuliers, et dans lesquelles les différences des racines des équations
déterminantes sont . De pareilles équations fuchsiennes se rencon-
trent, comme nous le verrons plus tard, dans I’étude des polygones
fuchsiens du genre 2. Lorsque les six points singuliers sont pris arbi-
trairement, 'équation fuchsienne contient trois quantités qui ne peu-
vent étre déterminées par des calculs algébriques; mais, dans ces cas, le
nombre des constantes transcendantes diminue de deux unités. J’acheve
les calculs pour chacun d’entre eux.
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32 X. STOUFF.

Soit

1° P(u) est carré parfait; 2° P(u) — Q(«) a une racine double;
3° Q(u) a une racine double; 4° P(u) — aQ(u) est carré parfait.
En posant
P(u)  a(w?*+Bu-+ C)?
Q(u)  (¥+Bu+Cyr—u*’

“la premiere et la quatrieme condition sont remplies.
On a
Qu)y=(w*+Bu+C—u)(?+Bu+C-+u).

Siles deux facteurs avaient une racine commune, celle-ciserait nulle,
P(u)
Q(u)
deuxieme degré, hypothese que nous écartons. Donc I'un des facteurs
est carré parfait, ce qui donne

ce qui entrainerait C = o; mais alors la fong¢tion se réduirait au

(B—1)2—4C=o0 ou (B+1)2—4C=o.

La seconde hypothese se raméne a la premiere en changeant u en — u,
puis Ben — B; on a donc
(B—1)*=4C.

En exprimant la deuxieme condition, on trouve

te radical i — a contenant le double signe; on en déduit

v a c¢2+1+\/1_“+<1—‘1—a>2]2

P(w) e Wi —a 16(1 — a)

R Covi e (e R
a/I—a 16(1 — a)

et, en posant,
11— a—c¢?,
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 33

les points singuliers de la nouvelle équation fuchsienne sont donnés
par

U =0, W) ==te
1+ 3¢ 1+ ¢)? 3+4+¢ 1—e¢)?
w? u+( +_,) —{03 u*—+ u q) =)
2¢ 16¢2 2¢ 1622

1° P(u) est carré parfait; 2° P(u) — Q(u) est carré parfait; 3° de
méme P(u) — aQ(u) est carré parfait. On a

[or gl
el

les points singuliers de la nouvelle équation fuchsienne sont donnés par

L=

wW==0, U =co, ==y o.

1
Th—a T
Les racines des deux équations précédentes sont

I
2 =

1 1 1
1 — === - — =Rt
2 4 41— a) 2

1° P(u) est carré parfait; 2° P(uz) — Q(u) a une racine double;
3° P(u) — a Q(u) est quatricme puissance parfaite

1id a(u*—6u +1)?
e (B2—6u—+1)2—(1—a)(u S

les six points singuliers sont racines de I’équation
ul(u?—6u—+1)2+A(u—+1)]=o,

oll A = a — 1 est une quantité arbitraire.
S. _ 2
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34 X. STOUFF.

X

1° P(«) a une racine double; 2° P(u«) — Q(u) a une racine double;
3° Q(u) a une racine double; 4° P(u) —aQ(u) est une quatrieme
puissance parfaite. En posant

_a(w*+Bu—+C)
~ @2+ Bu+C—ut’

la premiere et la quatrieme condition sont remplies : il faut exprimer
la deuxieme et la troisieme. Si I'on pose

W +Bu—+ C

o =oao(u),

I’équation s’écrit
(a—x)uto(u) + utx=o;

toute racine double annule la dérivée, qui est
hud(a—x)o(u) +4ude + (a—x)u*o'(u),

et, les deux premiers termes étant nuls,

Soient A =1 —a et p. =1, A; les deux équations
(1) w—puw—pBu—pC=o
ont chacune une racine commune avec 'équation
(2) 20+ 3Bu+4C=o.

En divisant le premier membre de (1) par le premier membre de (2),
on obtient pour reste

(9B:—8C —ap)u+12BC—pB (p=1,1),

et les deux équations qu’on obtient en égalant cette expression a zéro
donnent les racines de I’équation (2); en éliminant «, on trouve

2(16C — 4B?) -+ m(27B* — 144B2C + 128C?) ++ 256 C3 — o,
P ( 1B?) + (27

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC ~ Cote : HF uf 166 XXI -2 4



SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 35

dont les racines sont o. =1, A; done

27B*—144B2C +128C2

4 3
16C — 4B ’ -

T = 60—

~7

En éliminant B entre ces deux équations, on obtient
6912C*— 288AC?+ 16CA (1 4+ 1) — 22 =o,

équation qui donne les valeurs de C en fonction de A.

Par ce qui précede se trouverésolue la question : chercher les groupes
de genre zéro qui sont contenus dans le groupe de 'équation fuchsienne
a quatre points singuliers et dont le polygone générateur est quatre
fois plus grand que le polygone générateur du groupe de cette équation.

§ IV. — Sous-groupes distingués.

TutoriyMe. — A toute substitution permutable avec le groupe G d’une
équation fuchsienne correspond une transformation uniforme de I'équa-
tion fuchsienne en elle-méme. Reciproquement, a toute transformation
uniforme de l'équation fuchsienne en elle-méme correspond une substitu-
tion permutable avee G.

Soient

d*e
(1) = alm ),

(1" Jlay)y=r0

Shats

I’équation fuchsienne engendrée par G; 3;~—+—§ la substitution permu-

table avec G. Soient @, y; «'. ' les valeurs des deux fonctions fuch-
s+ (3
Faisons décrire & 2y un contour fermé sur la surface de Riemann (1),

siennes fondamentales qui répondent respectivement a z et a

z subit une substitution de G, et O/‘f—:—g la transformée de cette substi-

tution par fﬁ—:g, qui, par hypothese, appartient 4 G; donca’ et y’ re-

prennent leurs valeurs primitives : ainsi le pointanalytique 2"y’ comme
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36 X. STOUFF.

s+
Se—————
v5 + 0
étant la méme fonction de 'y’ que = 'est de xy, peut étre défini comme
le quotient de deux intégrales particuliéres d’une équation

fonction du point «y n’a qu’une valeur. Or f(a',y') = o, et

d*w ol i7 > il iy L2
R ACAT AL Y F=" €. Q. F. D.

* L’équation algébrique f(2,y)=o admet une transformation uni-
forme en elle-méme; cette transformation permute les points singuliers
de I’équation fuchsienne, de telle sorte qu’on retombe sur la méme
équation fuchsienne. Réciproquement, supposons qu’une équation
fuchsienne (1), (1) admette une transformation uniforme en elle-
méme. Soient xy, 'y’ deux points que cette transformation fait cor-
respondre; z et 2z’ les points du cercle fondamental correspondant. A
un contour fermé quelconque décrit sur f(, y) = o par xy répond un
contour fermé décrit par 2’y’; le domaine naturel de chaque.point «’y’
est conforme au domaine naturel de chaque point xy. Or =" reproduit
le domaine naturel de chaque point 2y’ comme = reproduit le domaine
naturel de chaque point xy; donc s’ et z, considérés comme fonctions
de xy, ont les mémes propriétés fondamentales. Or un type fuchsien
contient une seule équation fuchsienne; donc =’ est fonction linéaire
de z. D’ailleurs le groupe des substitutions subies par " est le méme
que le groupe des substitutions subies par z. Cette substitution est donc
permutable avec G.

Parmi toutes les représentations d’une surface de Riemann de genre
p>1 A Uintérieur du cercle fondamental, la plus importante est celle
o tous les cycles ont pour sommes d’angles 27 ; nous I'appellerons
représentation naturelle de la surface. Alors, a toute transformation
oniforme de la surface en elle-méme correspond une substitution
permutable avec G.

On peut chercher les transformations uniformes des surfaces de
Riemann en elles-mémes par la formule d’Euler généralisée. Nous dis-
tinguons deux cas :

1° La période de la transformation est un nombre premier m. — En
faisant la transformation m fois de suite, un point donne naissance a
m points différents, ou il reste toujours invariable. Soit ¢ le nombre
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 5’7

des points restant fixes. On peut partager la surface en m régions qui
se transforment les unes dans les autres. En prenant la représentation
naturelle de la surface sur le cercle fondamental, et en exprimant que
la’S de 'image de la surface entiere est m fois la S de chaque région,
on a

am(2p —2)— 27rm<2m —2—}—-(_7—%)}

@ désignant le genre de chaque région.
p étant donné et >r, cette équation n’est satisfaite que par un
nombre limité de systemes @, ¢, m. A un pareil systeme ne correspond
pas nécessairement une transformation de la surface en elle-méme. Il

0 20
- - , 2 ;
faudra former un polygone de genre & avec ¢ cycles ayant —— poul

sommes d’angles et chercher & grouper m de ces polygones et 4 con-
juguer les cotés de I’ensemble de maniere 4 former un polygone de
genre p.

Des considérations de Géométrie dans 'espace permettent souvent
de répondre a la question d’une maniere affirmative. Considérons, par
exemple, le systeme

m =2, © — 0, q—=2p—+ 2.

Une surface de Riemann de genre p peut se mettre sous la forme
d’une sphere plus ou moins déformée dans laquelle on aurait fait p
trous.

On peut disposer une pareille surface de maniere a obtenir, pour sa

Fig. 1o0.

section par le plan du Tableau la figure tracée ici (fig. 10), et lui
donner un axe situé¢ dans ce plan par rapport auquel elle est symé-
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38 X. STOUFF.

trique. Par une rotation de 180° autour de cet axe, la surface coincide
avec clle-méme, et les 2p -+ 2 points auxquels elle est rencontrée par
’axe ne changent pas. La surface est une surface hyperelliptique.
Soit
D=3, m=—="3, w=1, g—=2.

Imaginons la section de la surface donnée par quatre cercles dont
trois sont intérieurs au quatrieme et disposés régulierement. La surface
se projette dans la partie du plan intérieure ( fig. 11) au grand cercle

Fig. 1t.

et extérieure aux trois petits : elle a deux parties, I'une antérieure,
I'autre postérieure au plan du tableau. On peut évidemment la dis-
poser de telle facon qu'une rotation de 120° autour d’un axe perpen-
diculaire au plan de la figure, et qui la rencontre en deux points, la
fasse coincider avec elle-méme.

Les trois régions s’obtiennent en faisant passer par I'axe et par les
centres des trois petits cercles trois plans dont les intersections avec la
surface déterminent les courbes limites.

Soit

p=3, m=a2, ® =2, g =o.

Prenons deux cercles concentriques (fig. 12) et deux cercles dis-
posés symétriquement par rapport au centre commun des deux pre-
miers ; je suppose que I’ensemble de ces quatre cercles représente la
section par le plan du tableau d’une surface formée de deux parties,
'une antérieure, I'autre postérieure au plan du tableau, qui se pro-
jettent intérieurement au grand cercle et extéricurement aux trois
petits. On peut faire tourner de 180° la surface autour d’un axe pas-
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 3)9

sant au centre de la figure, perpendiculaire au plan du tableau, de
maniere a 'appliquer sur elle-méme.

Fig. 12.

2° La periode de la transformation est un nombre non premier m. —
Imaginons qu’on répete m fois cette transformation. Outre les points
completement invariables et les points variables & chaque transfor-
mation, il peuty avoir des points mixtes qui restent invariables par
une puissance & de la transformation. Par les & — 1 premiéres opéra-
tions, un de ces points P donne naissance a ¢ -— 1 autres points; le
Siteme coincide avec P, & est un diviseur de m. Pendant les m transfor-

- . . m . A
mations, la suite des & points est parcourue &' = — fois dans le méme

ordre.

Prenons un point voisin de P, les § — 1 premieres transformations
le changenten & — 1 points voisins des & — 1 transformésde P, la gi®™ le
ramene dans le voisinage de P ; dans la suite des m transformations, il

’ m . . . .
sera ramené S/IF fois dans le voisinage de P. Si nous supposons la

surface de Riemann partagée en m régions qui se changent I'une dans
Pautre, il y aura &' de ces régions aboutissant au point P, chacune par

27
un anglve e ‘
Soient d,, d,, ..., d, des diviseurs de m dans lesquels m peut se
trouver une ou plusieurs fois; on est conduit a 'équation

I I I
‘(3) 27r(2p—2)#27rm<2w—2—|—h—-8—1_.(Zz ..... C_l;>,

ol le nombre des points qui ne sont pas completement variables est 4,
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et ou les puissances des transformations qui les laissent invariables

t tivement 2%, 2% i
sont respective A s

Pour p = 3, I’équation est satisfaite par

m =206, w =0, E=—14, dy =d, =06, dy=—dy—9)

Je figure la section d’un tore (fig. 13) par le plan des paralleles
extrémes, et, dans ce plan, je trace un axe vertical. Je fais tourner ce

Fig. 13.

I
|
I}

tore successivement de 120°, puis de 240° autour de cet axe. J'obtiens
ainsi deux nouveaux tores qui se coupent dans leur partie supérieure
et dans leur partie inférieure. A la partie supérieure, je supprime
toutes les parties de chaque tore qui sont intérieures a4 chacun des
autres, puis je raccorde entre elles les parties qui restent. On a alors,
4 la partie supérieure, une surface formée de six tuyaux divergents &
partir d’un noyau commun. A la partie inférieure, je laisse les trois
nappes indépendantes les unes des autres, sans qu’on puisse, bien
qu’elles se coupent, passer de I’'une sur 'autre aux points communs.
On obtient ainsi une surface qu’on peut ramener par une déformation
continue a une sphere percée de trois trous et qui est par conséquent
de genre 3. Si I’on fait tourner cette surface autour de I’axe vertical de

2T
6
I’axe de rotation la rencontre dans sa partie supérieure ne changent

pas. Chacun des trois tores vient s’appliquer sur le suivant. Par suite,

> elle revient s’appliquer sur elle-méme. Mais les deux points ol
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les trois points oli I’axe vertical rencontre les trois tores dans la partie
inférieure de la figure et sur le plus petit parallele se permutent cycli-
quement. (Ces (rois points, quoique occupant la méme place dans
Pespace, sont différents au point de vue de la géoméltrie de situation.)
Done, quand on aura fait trois fois la rotation, ils reviendront & leurs
positions primitives; il en est de méme des trois points situés a la
partie inférieure, sur I’axe, et sur le plus grand parallele.

Les six régions sont limitées par trois plans bissecteurs des diedres
formés par les plans des paralleles extrémes.

L’existence de celte transformation sera mise en évidence en prenant
pour polygone générateur du groupe de genre 3 un polygone de dix-
huit cotés A,B,C, A,B,C, A,B,C, A,B,C, A,B;C; A, B,C, (fig. 14),

Fig. 14.

dans lequel A,B, et A,C,, A,B, et A,C,, A;B; et A,Cy, ..., AgB,
et A,C; sont conjugués; d’autre part, B,C, est conjugué avec C,B,,
B,C, avec C;B;, B,C; avec G B,. Il y a quatre cycles dont trois formés
respectivement par B,C,B,C,, B,C,B;C;, B;C;B;C;, et un formé par
A A A AAA,.

Pour déterminer les cas ol un groupe G est contenu comme sous-
groupe distingué dans un groupe, on fera encore usage des équations
(6) du§1I; seulement, il faudra que sur une surface de genre p exislent
des transformations uniformes de périodes p.,, thy, ..+, e On est ainsi
conduit a des systemes de nombres qu’il faut essayer.

Je suppose que le groupe G donné soit le groupe de la représen-
tation naturelle d’une surface de genre 3. Les formules (6) du § 1
deviennent alors

E:/Li, E:/Lg, E1—_—113, e l—1\.‘—:/“.
*1 P2 s 23

b—(2o—2+ON+h+Dhy+...+hy=0o0.
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42 X. STOUFF.
Or ce systeme admet la solution suivante :
(=4, ‘u1:‘u‘2:37 Pz = P — 2, & =0, INE=—"1io%

Placons aux sommets d'un tétraedre régulier quatre boules solides
et relions-les entre elles par des triangles au nombre de six (/fig. 15).

Tig. 15.

7

La surface du corps ainsi formé est de genre 3. Elle coincide avec elle-
méme quand on la fait tourner, soit autour des qualre hauteurs du
tétraedre, soit autour des droites qui joignent les milieux des arétes
opposées.

AS

On met en évidence les transformations en prenant pour polygone
générateur du groupe G de la représentation naturelle de la surface
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 43

(fig. 16) un polygone de vingt-quatre cdlés :
AB,C,D,E F,G H, AB,C.D,E, F, G, H, A3 B, C; DL E Fy G Hi.

A,B, et A,H,, A,B, et A,H,, A,B, et A, H, sont conjugués; B,C, et
D,E,, G,H, et F,E, sont conjugués, et les choses se passent de la
méme facon dans les deux autres parties de la surface: G,F, et C,D,,
G,F, et C,D,, G,F, et C, D, sont conjugués.

Il v a sept cycles: A, A, A,, B,E,H,, B,E,H,, B,E;H;, G,F,C,D.,,
G,F,C,D,, G,F,C,D,; la somme des angles de chacun de ces cycles
est égale a 2m (').

Autre exemple. — Formons une file de » polygones P de 4p cotés
avec cOtés opposés conjugués, en réunissant chacun d’eux au suivant,
toujours suivant une méme paire de cotés conjugués. Le polygone
total n’est plus limité que par deux cotés de celte paire qui sont forcé-
ment conjugués entre eux. Nous laisserons les autres cotés conjugués
dans le polygone total comme ils le sont dans chacun des n polygones
pris isolément. Soit R le polygone de (4p —2)n+ 2 cotés ainsi
formé. Les sommets donnent n cycles (dans la fig. 17), le cycle

ABCDEF en est un), dont la somme d’angles est égale a celle du cycle
formé par les sommets du polygone de 4p cOtés. Le groupe G en-
gendré par le polygone R est un sous-groupe distingué du groupe

(1) Les deux fonctions fuchsiennes fondamentales peuvent se représenter en fonction

T T LT T i
d’'un parameétre arbitraire ¢ par x = \/((i_(;{))—((t—t_—j—)), y = ‘/((l[ _‘Z)—)(tﬁ_j—,l)) )
ou j3=1.
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engendré par les polygones P. Une seule des substitutions qui réunis-
sent les cotés opposés de P ne figure pas dans G, soit X3 X" appartient
a G: Soit u(z) une quelconque des fonctions fuchsiennes engendrées
par le groupe G ; soitj une racine d’ordre n de l'unité et

f(z)=u(z)+ju(s2) + u(s2) +... A gty s X0y,
on a
(e =u(s2) +ju(sZ) +...+ " u(s2");
mais, u(5%") = u(s), puisque X* appartient au groupe G. Donc
S(z2)=/""1f ().

Donc [/(z)]" est une des fonctions fuchsiennes engendrées par le
polygone P et s’exprime rationnellement au moyen des deux fonctions
fondamentales de ce polygone. En prenant pour j successivement les
n racines ni®mes de I’unité, on aura n fonctions f(=), dont la somme est
nu(z); u(s) s'exprime donc par des radicaux d’ordre 7 au moyen des
deux fonctions fondamentales du polygone p.

Pour une valeur donnée de m, un groupe fuchsien G engendre un
nombre fini de fonctions linéairement indépendantes

0,(3), (h=1, 2, ..., k),
sans discontinuités dans le cercle fondamental et telles que,

o5 ﬁ_L
7i5 0

=

étant une substitution quelconque du groupe G,
@,L(in) _— (YIZ = 61')2'” @]L(Z);
ce sont les fonctions thétafuchsiennes de deuxieme espece.

msz -+ n

ooy substitution linéaire permutable

TutorEME., — Sotent ¢ =
avec le groupe G et

0, (z)= 0,(s0),

I
(pz+gq)"

0,(z) est une fonction thétafuchsienne de deuxiéme espéce.
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En effet, ©,(z) n’est pas discontinu dans le cercle fondamental.
D’autre part,

®:’z(zzl> ==

1
Gz zzi 5
[PGEy + g %)

or E[U — G'Zj,

(y:i5 -+ 6;)"
[([)OCL' == qyl)s —I—-pﬁl = qai]2m

0,(s%;) = 0,(50%;).
Or (po; + qv:)5 + pB;+ ¢8; est la détermination de la substitution
X;a;5 1l est égal au dénominateur de la substitution ¢X; qui est

(Yym—+0;p)s +y;n+9;9;
d’autre part,
_[yym+-3d;p)s+y;n+ 3,91

@,l(zoﬁj):[yj(zs)—l—aj]z”‘@h(i-'c)—— (P& + q)2m 0, (=),

et, par suite, )
0),(s2;) = (y:5 + 0;)2m @), (5).

Puisque 0, (z) est une fonction thétafuchsienne de seconde espece,
elle s’exprime linéairement et d’une maniere homogéne au moyen
des fonctions ©,(z), 0,(z), ..., ©,(z). On a donc

0u(s0)= X An®/(3)(ps+ ",  (I=1,2, ..., k)
' 14

les A, étant des coefficients constants.

TutoriMe. — Toute surface hyperelliptique de genre p peut se repre-
senter conformeément sur un polygone de 4p cdtés dans lequel les cotés
opposés sont conjugués et les axes des substitutions concourent en un
méme point. Reciproquement, st, dans un polygone de 4p cdies, les cotés
opposes sont conjugues et les axes des substitutions concourent en un
point, ce polygone est l'image d’une surface hyperelliptique de genre p.

Soit

y=Vz—a)(x —b)(z—c)...(x—cy)

une relation hyperelliptique de genre p. Formons une équation fuch-
sienne de genre o ayant pour points singuliers a, b, c,, ..., ¢,,, la
différence des racines de I’équation déterminante étant, pour x = «a,
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46 X. STOUFF.

5—1’-1, et pour les autres points singuliers §. Tracons des coupures allant
deai b, c,, ..., co, (fig. 18). Le rapport de deuxintégrales de I’équa-
tion fuchsienne devient fraction uniforme de « dans le plan 2 modifié
par ces coupures. =

Fig. 18.

&

(4]
Z

L’image de ce plan sur le cercle fondamental est limitée par 2p + 1
arcs symétriques par rapport aux points B, C,, C,, ..., G,, qui corres-
pondent aux points b, ¢;, ¢,, ..., ¢,,. On peut les remplacer par des
ars de cercle orthogonaux au cercle fondamental en ajoutant et en re-
tranchant du polygone des parties homologues entre elles. On obtient
ainsi le polygone A, C,A,Cy...A,,C,, A5, B (fig. 19), dans lequel la

Fig. 19.

moitié de chaque coté est conjuguée de 'autre moitié. Construisons le
symétrique de ce polygone par rapport 2 B. Nous obtenons un poly-
gone total de 4p cotés, dans lequel nous conjuguerons les cotés op-
posés; x admet le groupe engendré par ce polygone. La fonction y est
uniforme par rapport & z. En deux points symétriques par rapport a B
ou aux points Cy, ..., C,,, 2 reprend la méme valeur, donc y reprend
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 47

des valeurs égales ou de signes contraires. Or, B, C,, C,, ..., G, sont
des zéros simples de y 5 donc les deux valeurs de y sont de signes con-
traires. La substitution qui conjugue A, A, et A,,,,A,,., est le pro-
duit d’une rotation de 180° autour de C, par une rotation de 180°
autour de B. Donc, en deux points correspondants de ces deux cotés,
y reprend la méme valeur. C’est une fonction du polygone total et la
surface hyperelliptique se représente conformément sur ce polygone.

La substitution A, A,in A,,.,A,,., est le produit d’une rotation de
= autour de C, par une rotation de = autour de B ; par suite, elle trans-
forme évidemment en lui-méme I’arc BC, et a cet arc pour axe. Ainsi
les axes concourent en B.

Pour démontrer la réciproque, désignons par B le point de con-
cours des axes. Les substitutions peuvent étre considérées comme les
produits de rotations de = autour de certains points C,, C,, ..., C,,
situés sur leurs axes respectifs par une rotation de = autour de B. On

2 . 27 ,
démontre aisément que — étant la somme des angles du polygone, le

produit de ces rotations dans I'ordre B, C,, C,, ..., C,, est elliptique

et de période 2n. Le polygone peut se décomposer en deux polygones

de genre o, qui sont chacun 'image du plan d’une variable «; il est
8 q . ) I

lui-méme I'image d’une surface hyperelliptique y = P ().

TutoriME. — Si, dans un octogone, les cdtés opposes sont conjugues et
la somme des angles égale a 27w, les axes des substitutions concourent en
un méme point.

Je note, par des chiffres, lesangles de I’octogone ( fig. 20), de fagon

I'ig. 20.

que, si I'on considere un sommet duréseau engendré par cet octogone,
en tournant autour de ce sommet dans le sens positif, on rencontre
ces chiffres dans ’ordre de grandeur croissante. En parcourant le con-
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tour de 'octogone dans le sens positif, les chiffres croissent de trois
unités, mod. 8. Soit i

S =14 in 85, S'=47 in 38, S8"=—=r2 in 63, S"=—=20 in 10,
on a
SSI_.i S/l SII/__1 S—i Sl S//—i S///: 1 5
SS/_1 S//S///_.1 — S///—1 Sn‘ S/_l S — Z

Les substitutions SS'—', 'S ont une méme L, 24 ; S”S"~*, §"~'S”
une méme L, 2f. Soit 2p la L de £; les axes de SS'=', §"S"~*, ¥ et de
§-'S, §"='S”, £ appartiennent respectivement a deux triangles CAD,
EBF ( fig. 21) dont les cotés sont &, {3, o et qui, par conséquent, sont

Fig. 1.

A

M

B

égaux entre eux, les angles de ces triangles peuvent étre réels, c’est
le cas de la figure, ou imaginaires. Deux cas peuvent se présenter :
1° Supposons AD et EB placés de cotés différents de 'axe EFCD de X.
e milieu M de ED est aussi le milieu de FC, et, a cause de I’égalité
des angles (réels ou imaginaires) ADC, FEB; ACD, BFE (fig. 22), il

Fig. 22.

estle centre des deux systemes (AD, BE), (CA, EF). Mais, comme S et
S’ transforment SS'=* en S''S, leurs axes passent par le point M, pour
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la méme raison les axes de S” et de S” y passent aussi; 2° AD et EB
sont du méme coté de EFCD. Si, par M, on méne un arc perpendi-
culaire a FC, les axesdeS—'S,SS'~*, §"='S”,§”S"~! sont respectivement
symétriques par rapport a4 cet arc, les axes de S, §', 8", S” sont tous
perpendiculaires a cet arc et concourent, par conséquent, en un méme
point imaginaire.

Nous rejetterons le second systeme de substitutions dont les para-
metres forment une multiplicité completement séparée de celle que
forment les parametres du premier systeme, et nous ne considérerons
que des substitutions dont les axes concourent en un point réel (*).

Relations entre les L des substitutions S, S', S”, S" et les angles des axes
entre eux. — Soient 2A, 21, 21”7, 27" les L de S, S’, 8”, S”.Prenons le
point de concours pour centre du cercle fondamental. Soient § 'angle
des axes de Set de §'; 8, 87, B” ceux des axes de S" etde S”, de 8" et de
S”,de S”etde S—'.Les quatre substitutions peuvent étre exprimées par

(ch2, sh?), (chd’,shd'e®), [chd’, sha"eiB+82]," [ch2”, sha”e/B+B+B"],

soit
@ + @/+ @”‘f‘ 6’/,’ — Tl
En exprimant que
Sslﬂl SI’ S/// —1, — 571’71 Sfl SI S_l’

on trouve
th2th2’ sinB -+ th2’ th2” sin3'+ th2” th2” sinB” <+ thA th2” sin 5"

—th2th¥ thA"th2”sin(B+p")— thAth2"sin(3+3)—th2 th2”sin(§'+3") =o.

TukorEME. — A toute transformation uniforme en elle-méme d’une re-
lation hyperelliptique de genre p > 1 correspond une substitution linéaire
Sur &.

Soit

Yy = \/P (.I')

(1) Pour construire quatre substitutions du deuxiéme systéme, on, formera un hexa-
gone ABCDEF dans lequel A + C -+ E = B + D + F. Soient Ty, T, Ts, T, Ts, Ts quatre
substitutions linéaires inverses, ayant pour lignes de points doubles des arcs perpendicu-
laires au milieu de AB, BC, CD, DE, EF, FA; on posera

S = TlTS) SI= Tr)_Ts, S = T3T57 Sm: T"TS‘ -
S. 7

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XXI -2 -4



50 X. STOUFF.
la relation considérée. Il y a, pour m =1, p fonctions thétafuchsiennes
de deuxieme espece

dx dx dx

o 2 =t
dz i dsz % das

s —_—

e e VR

Si G est le groupe de la représentation naturelle de la surface, il existe

une substitution o = 2= permutable avec G. Soient
ps=q
dp(TEH"n
”/n:—i—ﬂ) da, pi-+q 1
= —— — - =
(/J:—}-q dz af(mEtn (ps+q)?
Pesind

D'aprés le théoreme donné plus haut sur les fonctions thétafuch-
siennes
[ll@
“tds _ Qalw)
VP(2) VP (=)
Q,(x) étant un polynome entier en  de degré p — 15 donc
n Q/z—H('T)_

e

(h=o0, ..., p—1),

Ainsi «, est rationnel en«. Inversement, x estrationnel enx, ; done
x, et x sont des fonctions linéaires I'une de I'autre.

La recherche des cas olt un groupe hyperelliptique est sous-groupe
distingué se ramene donc a 'étude des groupes finis. Les solutions
répondent aux cas ol les racines de P(«) sont les sommets d’un po-
lyedre régulier, d’un polygone régulier, d’une pyramide réguliere ou
d’une double pyramide réguliere.

Dans le cas des polyedres réguliers, I’équation fuchsienne est de la
forme

de Q(x) IE
— = ¢ =il gs
T P(z)p"’ Yy =yP(z),

s o q|
ol ’équation P(a) = o représente les sommets du polyedre.

TutoriMe. — L’¢quation Q () = o représente les péles des faces du po-
lyédre. Le degré de multiplicité de chaque racine est égal au nombre des
cotés de chaque face moins deux.
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Lemme. — Si, dans I'équation

2y | Gle)
dz? — Pz

max,+ n
Pxy+q
fait disparaitre le second terme, on obtient une équation

d?e Qi(‘T)
dz? — Pi(z,) 1>

on fait la substitution x = et si, dans lanouvelle équation, on

mx,—+n o .
ouQ,(x,)=o0 et Q( ———) = o ont les mémes racines.
] pri+q

Ce lemme se démontre par le caleul direct.
Imaginons le cercle fondamental partagé en polygones réguliers

AA&) A®

ayant le méme nombre de cotés n que les faces du polyedre et pour
angles la moitié des angles des polygones réguliers sphériques formés
par les projections des arétes du polyedre sur la sphere circonscrite.
Prenouns pour exemple le cube. Chaque face donne un quadrilatere
dont tous les angles sont égaux & = - La sphere des a est représentée

conformément sur le demi- polyﬂ‘one OB, AN A”A"AWA®B, O( fig.23).
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Soit 2, une fonction linéaire de « s’annulant au centre C d’un de ces
polygones et infinie en un point C’' correspondant au point diamétrale-
ment opposé a celui qui, sur la sphere des , correspond a C. Soit

2im
x1:f(z(‘.)v w=e",

J(w3;) est une fonction linéaire de /(=) et, d’apres le choix de z,,
f((*)’:'C) e wf(z(l)y
D’autre part, I'équation fuchsienne devient, en substituant x, a x,

a?v, Ty Qi (zy)

dz: Pz ¥

or
Qi(xy) x| a|—3x?
I)i(xi)z L 41"1"‘ 2
S(w3e) =/"(30),  fM(w3e) =01 f"(5), ["(03c)=w""f"(3),
2 fl(wze) fM(w3ze) — 3 f"(w3c) N e S'(5¢) f"(5¢) — 3f”2(~"-c)’
G (w5e)" 4f'(zc)*
done

Qx[f('ﬂzc)] iQt[Q)f(ZG)] in(ﬁ)xl) i Qi(xi)

P [f(wz)P ~ Pi[wf(s) ~ Pi(wz)? P ()t

Si P,(x,) a une racine &, il admet aussi la racine w&; done P, (2,) ne
contient o, qu’avec les exposants multiples de 7, et

I)l((,).l‘):Pi(xl), Ql(wxl):w"_le(xl);
Q,(x,) est donc de la forme

Qi (xy) :2 AAh$Y72+nIL.
h

D’apres le lemme, Q(x) = o admettra comme racine, au degré de
multiplicité n — 2, la valeur de  qui répond & x, = o. Ainsi le pole de
chaque face est racine de Q(x) = o au degré n — 2. On épuise ainsi
toutes les racines de Q (), car le degré de Q () est, d’aprés un théo-
reme élémentaire, inférieur de quatre unités a celui de P*(«). En dé-
signant par S le nombre des sommets du polyedre, F celui de ses faces,
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U
o

on doit vérifier la formule
(n—2)F =128 —14;

ornF est le double du nombre des arétes du polyedre. Cette formule re-
vient donc a celle d’Euler.

RESULTATS NUMERIQUES.

Cube :
v 3 (2*—202°—8)?
dx* — 16 xz(x3—r)2(x3—f—8)2v'
Dodecaedre :
d*v 0o 23 (2 1128 —1)3
dzz 9 (22— 228 215 + 49f 21+ 228 2% 4 1)? 5
Icosaédre :
d*y 3 22— 22821+ [9h 2!+ 22825 41 ,
dr® — 16 (201’ —1)? e

La méme méthode permet de traiter les cas du polygone régulier, de
la pyramide réguliere et de la double pyramide réguliere.

Poly gone régulier :

o 3(p+1)? bl
dr?2 — 4 (22P2—1)2 b
Pyramide réguliere :
o __ 3wt dp(pr et

dx? 16 (2Pt —1)2

Double pyramide réguliere :

d?e 3 2P — (4p*— 2) 2P 41
d* 16 x? (2P —1)? '
ProsLiME. — On propose de deéterminer la relation hyperelliptigue en-

gendree par Uoctogone ci-dessus, formé de quatre-vingts triangles ayant

. [ T T T
pout anges g) Z: 5
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Je choisis la fonction fuchsienne x, de telle sorte qu'au point O
(fig. 24) @ = o, aux sommets de 'octogone v =, en B, x =1.

Fig. 24.

Deux rotations de g, 'une autour de O, I'autre autour de K, sont per-
mutables avec le groupe de 'octogone. En vertu des conditions impo-
sées i 2 el en posant x = f(5,) = ¢(%x)s

J(z0) =—f(0);  ¢(s) 9(—3x)=a.

De la connaissance de la constante a dépend la solution du probleme.
Soit s la fonction qui représente le triangle OHF sur le demi-plan po-
sitif et qui prend en H, F, O les valeurso, 1, «; s ne change pas quand

a
on change x en — 2 ou en —; donc, en posant

PP (0
== +.1‘2’ ‘_b‘(ll)7

R(w . . . 5 ; .
\,E”; est une fraction du cinquieme degré. Le plan de la variable « a

pour image le pentagone régulier OPGP'DP”KP”, dans lequel on con-
jugue OP et OP”, GP et GP’, DP’" et DP”, KP” et KP". Le polynome R(«)

a pour racines a*+1, 2a et — 2a, el une racine double; S(w),
u = % et une valeur quadruple; R(u) — S(u), une valeur quintuple.
. 5 , . . ou —+ |

On peut, d’apres cela, déterminer une fonction &' = m—f, telle que

(*—5u>+ 100’ —10)0"?
S= .

1—ou'
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Soient ,, &, 4, les trois racines de I’équation

u*—5u?+ 100 —10=0;

on a
a(a*+1)+f3 2aa+f3 —oaa+ 8 o T
2 5y — P s = [ —x — [%3 - = g9
7(@*+1) 40 2ay +0 — B ) 7 )

et, en éliminant a, 3, v, ¢, on a I’équation réciproque
hoa(dpsps—+p1) + (@ —1) Spypa+ ) — (@ 1) (B s+ ta) = 0.
En permutant p, et p,, on a ’équation
ha(BGuaps+ ) + (@ +1)2 (B s+ ) — (@ —1)2 (B o+ M) = o0,
qui est la transformée en — a de la précédente. En les multipliant, on

Fig. 25.

a AT NS r///,_¢\1A')£tj\

N =W = o
o .-
TCYCAN

I » . . S A e
en conclut que a® + — est une fonction rationnelle de ., & coefficients

entiers. Il faudra prendre pour w, la racine réeclle de I’équation. Aux
deux racines imaginaires correspondraient deux octogones n’ayant pas
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I’axe de symétrie, mais une disposition symétrique I'un par rapport a
I"autre.

Retranchons de OPGP'DP’KP” (fig. 25) le triangle DI'GP et ajou-
tons son symétrique par rapport 2 D, nous aurons

(0)(P)(G)(P)(D)(P")(K)(P"),

constitué de la méme facon que le premier (proprement équivalent).
Les sommets du réseau qu’il engendre correspondent un a un aux som-
mets du réseau engendré par OPGP'DP’KP”. En joignant dans ce
second réseau les points de la méme maniere que dans le premier
pour construire 'octogone AA’A”A"AMAMALA®, on a 'octogone
(A)(A’)(A”)(A”’)(A(“)(A“’))(A(“’)(A”’)(A“") qui correspond a I'une
des racines imaginaires.

§ V. — Groupes symétriques.

Jappelle substitution linéaire directe une substitution de la forme

(m~+in)s+p—+ i
(p—ig)s+m— in’

substitution linéaire inverse une substitution

(m-+1in)s,+p—+ 19
(p—1ig)zy+m—in

Le produit de deux substitutions linéaires inverses est une substitu-
tion directe. Le produit de deux substitutions, I’une directe, autre
inverse, est une substitution inverse. Une substitution inverse trans-
forme un arc orthogonal au cercle fondamental en un arc orthogonal
a ce cercle. Un segment d’arc et son transformé ont méme L.

Soient AB, A’B’ deux arcs orthogonaux au cercle fondamental et de
méme L. Il y a une substitution inverse unique qui transforme AB
en A'B’. Prenons en effet le symétrique A, B, de AB par rapport a I’axe
réel; ABse transforme en A,B, par z,; mais il y a une substitution
directe qui transforme A, B, en A’'B'. Le produit est une substitution in-
verse qui répond a la question. 1l 0’y en a pas d’autres; car, si cela
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 57

avait lieu, il y aurait deux substitutions directes changeant A,B,
en A'B’.

Les valeurs de z = o + {3 invariables par une substitution inverse
sont données par

(p—1ig) (a®+B2) —2ina+2imB—(p+ ig) =o,
(A) plet+B—1)=o,
(B) g(a®+B2)+2na—aoamB -+ qg=o.

Si p o0, (A) représente le cercle fondamental : (B) un cercle ortho-
gonal & ce cercle. La substitution laisse en général invariables deux
points du cercle fondamental et change en lui-méme le cercle (B),
que nous nommerons son axe. Pour p = o elle change en lui-méme
chaque point du cercle (B).

A un groupe discontinu de substitutions directes et inverses répond un
polygone générateur. On peut supposer ce polygone limité par des

“arcs orthogonaux au cercle fondamental.

Les cotés sont de zrois especes.

Coiés de premicre espéce. — lIls sont en nombre pair et conjugués
deux & deux par des substitutions directes.

Cotés de deuxiéme espéce. — lls sont en nombre pair et conjugués
deux A deux par des substitutions inverses.

Cétés de trotsieme espéce. — llssont en nombre quelconque, et chacun
d’eux définit une substitution inverse qui laisse tous leurs points in-
variables.

Cherchons maintenant les conditions pour qu’un polygone limité par
des cotés de ces trois especes engendre un groupe discontinu de sub-
slitutions linéaires distinctes et inverses.

Faisons d’abord une remarque. La disposition des points conjugués
sur les cotés de deuxieme espece n’est pas la méme que celle des points
conjugués sur les cotés de premiere espece. En effet, supposons qu’on
parcoure un coté de premiere espece en décrivant positivementle con-
tour du polygone, nous savons que, pour parcourir le coté conjugué
en suivant les points conjugués dans le méme ordre, il faut décrire le
contour du polygone en sens contraire. Ainsi, dans le parallélo-
gramrme ABCD (fig. 27), A est conjugué de D et C de B. En allant

S. 8
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de A en B, on parcourt le contour du polygone dans le sens positif, et
en allant de D en C, on le parcourt dans le sens négatif.

Fig. 26.

Au contraire, si I'on a deux cotés conjugués par une substitution
linéaire inverse, il faut suivre les deux cotés en tournant dans le
méme sens pour rencontrer dans le méme ordre les points conjugués.
Ainsi deux cotés conjugués par une substitution linéaire inverse offri-
ront la disposition figurée. :

On le reconnait par cette propriété des substitutions inverses : si un .-
point M (fig. 27) voisin de A tourne autour de A dans le sens positif,
son homologue M’ tourne autour de A’ dans le sens négatif.

Fig, 27.

B M. N

Les sommets du polygone générateur peuvent se grouper en points
homologues. Les ensembles de sommets homologues entre eux s’ap-
pellent cycles. Pour reconnaitre la nature des cycles, envisageons le
réseau formé par le polygone générateur et tous ses transformés. Pre-
nons un sommet de ce réseau S, et étudions la région p d’ampli-
tude 2w qui 'environne. Trois cas peuvent se présenter :

1° Un point M infiniment voisin deS n’a pas d’homologue infiniment
voisin de S. Alors tous les cotés des polygones du réseau qui abou-
tissent au point M sont de premiere ou de deuxieme espece. En effet,
s’il y avait un coté de troisieme espece, la région p serait partagée en
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deux autres, chacune d’amplitude = et formée de points homologues
aux points de I'autre.

Si la région p contient plusieurs points infiniment voisins de S ho-
mologues entre eux, on peut la partager en régions limitées par deux
arcs de cercles orthogonaux au cercle fondamental et homologues les
uns des autres. On obtient ainsi le deuxieme et le troisieme cas.

2° Les deux arcs limites partant du sommet peuvent étre conjugués
entre eux. Ils le sont nécessairement par une substitution linéaire
directe. En effet, la substitution doit laisser S invariable, et une sub-
stitution linéaire inverse n’a de points doubles que sur le cercle fonda-
mental, saufle cas ol elle en a une infinité sur un cercle. Mais alors
au sommet S aboutirait un coté de troisieme espece, et la région p ne
serait pas divisée suivant I’hypothese. L’angle des deux arcs limites

est Q—g; n étant entier. Jappelle les cycles du premier et du deuxieme

cas cycles de premiere catégorie.

3° Un des arcs limites est un coté de troisieme espece. L’autre arc,
n’ayant pas de conjugué, est aussi un coté de troisieme espece. On
obtientalors une région angulaire qui se reproduit par symétrie autour
de ses cotés. Elle est donc d’amplitude ;% (fig. 28), n étant entier. On

a un cycle de la deuxiéme catégorie.

Fig. 28.

N
=

|

¢

Tont polygone qui est limité par des arcs orthogonaux au cercle
fondamental répartis en paires de premiere et de deuxieme espece et
en cotés de troisieme espece, dont les cycles satisfont 2 ces condi-
tions, engendre un groupe discontinu. En effet, en faisant les substi-
tutions directes et inverses qu’il définit, on obtient un réseau de poly-
gones juxtaposés et ne se recouvrant pas les uns les autres.

(J’ai abrégé I'exposition de cette théorie parce que les développe-
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ments offrent une analogie complite avec ceux de M. Poincaré dans la
théorie des groupes fuchsiens.)

Remarquons encore qu’'il y a le méme nombre de cycles de la
deuxieme catégorie que de cotés de troisieme espece. En effet, chacun
des deux bouts d’un c¢oté de troisieme espece sert de limite & I'angle
d’un cycle de la deuxieme catégorie, et d’autre part l'angle d’un
cycle de la deuxieme catégorie est limité par deux arcs de troisieme
espece.

Nous désignerons par 2m, 2n, g respectivement les nombres de
premiere, deuxieme, troisieme espéce, par / le nombre des cycles de

premiere catégorie.

Contours complets et incomplets. — Imaginons des cotés de troisieme
espece AB, BC, CD, DE limitant un polygone générateur P; chacun
des angles B, C, D est nécessairement une partie aliquote de m; en A
et E aboutissent des cotés de premiere ou de deuxieme espece. Si les
points A et E sont homologues, nous appellerons le contour ABCDE
contour complet ; dans le cas contraire, contour incomplet. £ appartient
h un cycle de deuxieme catégorie ; considérons le réseau engendré par P
et dans ce réseau le deuxieme coté de troisieme espece limitant 'angle
du cycle auquel appartient E. Ce coté appartient & un polygone égal &
P; soit FG son homologue dans P; FG est I'origine d’un nouveau con-
tour incomplet FGHK.

Si K est homologue de A, nous appellerons ensemble des deux -
contours incomplets ABCDE, FGHK contour complet. Sinon nous conti-
nuerons de la méme fagon : comme nous supposons que P n’a qu’un
nombre limité de cotés, on finira par retomber sur un homologue de
A. Je désignerai par s le nombre des contours complets. Ils sont ana-

logues aux cycles.
THEOREME. — St n = 0, m — [ — s est unpair.

Transformons en effet d’'une maniere continue le polygone P en ré-
duisant & o tous les colés de troisieme espece. On obtient un polygone
(P) dont tous les cotés sont de premiere espece. Chacun des contours
complets donne naissance a un cycle de sommets de (P). Les cycles
de premiere catégorie dans P subsistent sans altération dans (P). Le
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nombre des cotés de P est 2/m, celui de ses cycles /+ s. Soit p, son

genre
m—I{—s=2p —I. C. Q. F. D.

Etant donné un groupe I' de substitutions directes et inverses, il est
évident que les substitutions directes contenues dans T' forment un
groupe G. Soit P un polygone engendrant I' ; on formera un polygone
R engendrant G en réunissant P avec un polygone P’ de son réseau
ayant en commun avec P un coté de deuxieme ou de troisieme espéce.
Tout coté de troisieme espece dans P sera conjugué avec le coté homo-
logue de troisieme espece dans P’; chaque coté de deuxieme espece
dans P avec 'homologue dans P’ de son conjugué dans P.

Je me propose maintenantde déterminer les cycles de R. Considérons
un sommet du réseau engendré par R. Si dans P il appartient & un
cycle de premiere catégorie, 2 ce sommet aboutissent deux arcs con-
jugués par une substitution elliptique qui est directe et par conséquent
appartienta G. Le cycle subsiste donc sans changement dans R. S'il ap-
partient a un cycle de deuxieme catégorie dans P, a ce sommet abou-

. . T 5 . o
tissent deux arcs faisant un angle 72 et définissant chacun une substi-

tution inverse qui laisse tousleurs points invariables. Le produit d’une
de ces substitutions par I'autre est une substitution elliptique de pé-
riode £ faisant partie de G ; ainsi ce cycle de deuxieme catégorie donne

. . 2T .
naissance dans G a un cycle ayant pour somme d’angles ~> qui com-

prend aussi les sommets homologues dans P,.
Le nombre des cotés de R est 4m + 4n + 29 — 2; celui de ses
cycles est, d’apres ce qui précede, 2/ + ¢. Il a done pour genre

_om+2n+qg—1—(2l+qg)+1

=m-+n—1I
2

G est un sous-groupe distingué de T'.
Considérons une équation fuchsienne
dze :
=), fle,y)=o,

ou les fonctions rationnelles 7/(«,y) et ¢(a,y) ont leurs coefficients

Document numérisé par la Bibliotheéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XXI -2 -4



62 X. STOUFF.

-

réels. Soit @b une valeur spéciale du point xy, (¢) et <d—;>, (¢) et

i deux systemes arbitraires de valeurs initiales de ¢ et ﬂ; on
dx dx

pourra développer, suivant les puissances croissantes de x — a, deux
intégrales de I’équation fuchsienne correspondant i ces valeurs ini-
tiales. D’autre part, 'équation f(x, y) = o admet aussi la solution a,,
b,; et 'on pourra développer, suivant les puissances croissantes de
x — a,, deux intégrales correspondant aux valeurs initiales de ¢ et de

%, (% )os <g—;}—c>o; (9), <%>0 pour x = a,, y = b,. Aux deux points
analytiques xy, x,y, répondent donc deux quotients de deux inté-
grales imaginaires conjugués. La variable « du cercle fondamental
prend deux valeurs qui sont fonctions linéaires inverses 1'une de
I'autre.

Le groupe G de I’équation fuchsienne est donc sous-groupe d’un
groupe T de substitutions directes et inverses.

Application aux courbes du troisieme genre. — Je prendrai des
exemples dans la représentation naturelle des courbes du troisieme
genre qui admettent des équations a coefficients réels. A chaque con-
tour complet répond une branche réelle de courbe. Nous supposerons

Fig. 29. Fig. 3o.
N M

2 ’

que chaque contour complet ne contient qu’un c¢o6té de troisieme
espece, et que la somme des angles adjacents a ce coté est =. Nous
prendrons /=r1; la somme des angles de ce cycle est nécessairement

om. On a done
m-+n=»4}.
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Soientn = o, m = /4 ;m — sélant pair et non négatif, s =2 ou s =4.
Ces deux hypotheses donnent les polygones ci-dessus. J'indique les
couples de cotés conjugués en les écrivant entre parenthese, les cotés
de troisieme espeéce en les écrivant seuls ( fig. 29 et 30).

(M;A,, M,B,), (M,A,, M,B,), (M,;A;, M,B,), (MM, M,M,),
(M;A;, MuBs), (MiA,M,By), (MM, M;M;), (M;A,, M,B,),
(A1By), (A:Bs), (AsBy), (A.By). (A1B)), (A;B,).

Nous examinerons encore les cas suivants ( fig. 31 4 34):

Fig. 31. Fig. 32.

(o (e 3 e Si==0, =0, n=—0,
(M, Ay, MyBy), (MoM;, M;My), (M, A, M, B,), (MaM;, M M,),
(M;B;, M A,), (M, B,, M;A,), (M;M,,M,M;), (MgA,, M| B,),

(A;B)), (A:By), (A;B;). (A1By), (A:B,).

Fig. 33. Fig. 34.

S S = S eSS S=o,! 'm=0," n—=1.

(M, A,, M,B,), (M,M,, M,M;) (M, M,, MyM,), (M, M, M, M,),
(MM, MM,), (MM, MyM,), (A, B,). (M, M,, M;M,), (M,M,, M, M,).
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Le dernier cas fournit une courbe du troisieme degré qui n’a pas de
branches réelles.

THEoREME. — ST
__ mz +n

] ik
Pz +q

est une substitution inverse permutable avec un groupe G, et ©(z) une

Jonction thétafuchsienne de deuxieme espece,

gt 1 Al
il

esl ausst une_fonction thétafuchsienne de deuxieme espece.

Ce théoreme se démontre comme le théoreme analogue du § IV.

Application aux relations hyperelliptiques. — Soit un groupe G de la
représentation naturelle d’une surface hyperelliptique y =R(@); on
démontre aisément, a I’aide du théoreme précédent, que, si le genre
p de la surface hyperelliptique est plus grand que 1, 4 toute substitu-
tion linéaire inverse permutable avec le groupe G correspond une
substitution linéaire inverse sur la variable . S’il y en a deux, leur
produit est une substitution directe permutable avec G; cas étudié.
Nous n’en supposons donc qu’une de période 2, et par suite réductible
par une transformation a ' = x,.

Ainsi nous sommes amenés a considérer les groupes qui corres-
pondent aux surfaces hyperelliptiques y = yR(2), ol R(x) a ses
coefficients réels.

Soit (7 impair)

Rr) = (# —a)(x—b1)(x —by)..c(x — bp)(® —e)(@ — €3)...(x— em) (2 — ) (@ — ). (z— )
considérons I’équation fuchsienne

d2y P(x)

drr - (x—a) (@ —by) (@ — by)2... (x—bn)Xx—cr)(x—C3) ... (x— )2 — 22— Ch)2 ... (T—Cp)? &

ot toutes les différences des racines des équations déterminantes
sont 1. ‘
Je suppese a, b 1b,,0n 45, b, véelsi( flzw3h), e iet € o fetie e, ..
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¢, et ¢, imaginaires conjugués. Tragons dans le plan des « une coupure
suivant 'axe réel de la surface, puis des coupures partant du point a
et allant aux points ¢,, ¢,, ¢, ..., ¢,. Le rapport de deux intégrales
de I’équation fuchsienne devient alors, dans le demi-plan situé du coté

Fig. 35.

positif de I’axe réel fonction uniforme de la variable «, et le polygone
P’ qui représente ce demi-plan engendre un groupe I de substitutions
directes et inverses.

L’axe réel est représenté par une ligne brisée AB,B,...B A’
(fig. 53) dont les angles sont droits et qui forme un contour complet.
Chacune des coupures menées dans le demi-plan positif donne nais-
sance a des arcs symétriques respectivement par rapport aux points C,,
C,, ..., C, images de c,, ¢;, ..., ¢,,. On peut toujours modifier ces
coupures de maniere que ces arcs deviennent des arcs de cercle ortho-
gonaux au cercle fondamental. Cela revient en effet & ajouter et a re-
trancher au polygone des parties homologues entre elles. Les cotés
C, A, C,A”; C,AY, C,A"; .5 CA™Y, G, A sont conjugués entre eux
et forment des cotés de premiere espece. La somme des angles A

T
est —-

Pour obtenirle polygone générateur P du groupe I' des substitutions
directes de I", je prends le symétrique du contour A’A”A”... A™+DA
par rapport au coté B, A", A A+ A@r=DAC™ (fie, 36); les
points C,, C,, ..., C, ont pour symétriques les points C,, C,, ..., G,,.
L’arc A®™B, est symétrique par rapport a B, A" de 'arc AB,,; prenons le
symétrique A®”+YB, de I’arc AB, par rapporta B,_, B,, I'arc A®™*"'B,
vient se placer alors dans le prolongement de A®™B,, et B, est le mi-
lieu de A@mAEmet A@m+OB  est symélrique de AB,_, par rapport
a B,_,B,. En prenant le symétrique de AB,_, par rapport a B,_,B,_,,

S. 9
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cet arc se place dans le prolongement de A*”*'B,_,, et ainsi de suite
jusqu’a ce que I'on arrive en un point symétrique de A par rapport
a B,. On obtient ainsi un polygone P ayant 27 + n cotés, et dans le-
quel la moitié de chaque coté est conjuguée de ’autre moitié. Ce po-
lygone engendre précisément le groupe de I'équation fuchsienne de

genre o.
Fig. 36.

A A A A

Pour obtenir le polygone R générateur du groupe G de la représen-
tation naturelle de g = yR(x), on prendra le symétrique de P par
rapport au point B,, et I'on conjuguera les cotés opposés du polygone
total.

Lorsque toutes lesracines de R («) sontimaginaires conjuguées deux
a deux, les constructions précédentes ne s’appliquent plus. Remar-
quons toutefois que P’ a encore, dans ce cas, un coté de troisieme es-
pece; car, x restantréel, le rapport de deux intégrales de I’équation
fuchsienne décrit un arc orthogonal au cercle fondamental, et deux
points symétriques par rapport & cet arc sont homologues dans I". Ceci
posé, tracons une coupure suivant ’axe réel, puis d’un point & pris

Fig. 37.
09
& 4
4
sur cet axe menons des coupures dc,, dc,, ..., dc,, (fig. 37) aux racines

situées dans le demi-plan positif. Le demi-plan ainsi modifié se repré-
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sente dans le cercle fondamental par un polynéme DD'D”...D"
(fig. 38), ou les milieux de m cotés sont C,, C,, ..., Cy.

Fig. 38.

On peut choisir les coupures et le point d de telle sorte que les cotés
soient des arcs orthogonaux au cercle fondamental et que I’angle

en D soit droit. Alors la somme des angles D', D”, D™ est g Je con-
struis son symétrique par rapport & DD,

Pour construire le polygone P, générateur de I, je prends le symé-
trique C; de C, par rapport a C,, puis le symétrique C} de C; par rap-
port a C;, et ainsi de suite en parcourant le contour formé par la réu-
nion des deux polygones. Je dis que le dernier point C™™" auquel on
arrive est symétrique de C, par rapport & C,. Pour cela il suffit de
démontrer que C, et C?™ " sont symétriques I'un de 'autre par rap-
port a D=4,

En effet, C;D” et C' D’ ainsi que les angles C,D’'C,, C; D”C, sont égaux.
Par suite, ’angle C;D”C, est la somme de C,D’C, et de C,D"C,, I’angle
2D"C, est la somme de C,D'C,, C,D"C,, C,DC, et ainsi de suite; par
conséquent, 'angle C?™ "DCm="C est la somme de tous les angles
D', D", ..., D@, c¢’est-a-dire =. Done C" ' D®”=" est dans le pro-
longement de D*”~"C,. Comme on a

C,D’'=CiD"= C:D"=. ..=Cpm 1 Plam—1)

et que C,D'=C,D = DC, = C, D", C, et C, sont symétriques par
rapport 2 D=, On a donc P, générateur de I, dans lequel les demi-
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cOtés sont conjugués entre eux. En prenant le symétrique de P par
rapport a C, et en conjuguant les cotés opposés du tout, on aura R,
générateur de G.

SECONDE PARTIE.

§ VI. — Polygones équivalents.

Définitions. — On nomme polygones équivalents deux polygones qui
engendrent le méme groupe fuchsien. SiR et R, sont deux polygones
équivalents, les substitutions S, §', §”, ..., S, qui conjuguent les
cotés de R, s’expriment par les substitutions §,, 8|, S, ..., 8", qui
conjuguent les cotés de R,, et inversement (*).

Les deux polygones R et R, sont proprement équivalents, s’ils sont
conslitués et notés de la méme facon. Alors n'=n, etily a les mémes
relations entre les substitutions de méme nom des deux polygones.
Dans le cas contraire, nous appellerons R et R, polygones impropre-
ment équivalents.

R et R, étant improprement équivalents, pour transformer R en R,
il faut faire une certaine opération. L’ensemble de toutes les opéra-
tions qu'il faut faire pour transformer un polygone en un polygone
quelconque proprement équivalent forme un groupe @. Ce groupe est
dérivé de systemes d’opérations fondamentales qui, par leurs combinai-

sons, suftisent a ’engendrer.

TuioriME. — Les groupes @ et &, d’operations qui transforment deux
poly gones improprement équivalents R et R, en polygones qui leur soient
respectivement proprement équigalents sont isomorphes holoédriquement.

(1) Je considére toujours comme identiques deux polygones dont les substitutions sont
les mémes. Je me borne aux polygones qui n’ont pas de partie négative ou qui peuvent
étre ramenés d des polygones de ce genre en déformant les cotés, mais sans altérer les

substitutions.
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Soit, en effet, & une opération de @ qui transforme R en R'. Dans
les formules qui expriment les substitutions de R, par celles de R,
remplacons les substitutions de R par celles de R’. Les nouvelles ex-
pressions définissent un polygone R constitué et noté comme R,
équivalent 3 R’; R’ étant lui-méme équivalent a R, et par suite a R,,
R, et R sont proprement équivalents. Ainsi 3 & dans @ correspond
une opération &, dans @, transformant R, en R|. Inversement & &,
dans @, correspond & dans @. '

Il estsouvent utile d’employer tantot I'un, tantot I'autre des groupes
isomorphes entre eux pour mettre leurs propriétés en évidence.

Il faut encore distinguer, parmi les polygones proprement équiva-
lents, ceux qui font partie du méme réseau et ceux qui appartiennent
a des réseaux différents. Généralement, nous ne ferons pas de distinc-
tion entre les polygones d'un méme réseau, de sorte que nous regarde-
rons comme égales & 1'unité les opérations qui transforment un poly-
gone en un polygone de son réseau.

TutoriMe. — Envisageons les expressions des substitutions d’un poly-
gone R, engendrant un groupe G, contenu dans un groupe I', par celles
de P, engendrant T. 1° Si l’on remplace dans ces formules les substitu-
tions de P, par celles d’un polygone P; de son réseau, on obtient des poly-
gones R; engendrant un nombre fini de groupes différents G, G, ..., Gy.
2° S l'on remplace P, par un polygone proprement équivalent P’ qui
r’est pas de son réseau; puis P/ par un polygone P/ de son réseau ; les
polygones R/ engendrent N groupes tous identiques aux N premuers ou
tous différents. 3° Le nombre total des groupes G que ’on peut obtenir
en remplagant P, par un polygone proprement équivalent quelconque est
fint.

En effet : 1° soit 2 lenombre maximum de points homologues entre
eux par rapport 3 I' et non homologues entre eux par rapport a G,. Il
n’y a pas plus de » polygounes R; engendrant des groupes différents.
Ainsi N= n.

2° Il y ales memes relations entre les substitutions de P, et celles
de méme nom de P/ ; le nombre des groupes déduits des polygones du
réseau de P/ ne peut donc étre inférieur ou supérieur a N. Soient G/,
G’, ..., G4 ces groupes. Si G}, par exemple, était le méme que G, G,,
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Gy, .y Gy, qui sont les transformés de G, par les substitutions de T’
devraient se retrouver parmi G/, G/, ..., G qui sont les transformés
de G/ par les substitutions de T, et les N groupes G/ seraient iden-
tiques aux N groupes G.

3° Construisons la surface de Riemann dont le polygone P, et
aussi P, etc., sont I'image. Le nombre des surfaces de Riemann ayant
N feuilles et satisfaisant aux conditions nécessaires pour représenter
un polygone R est limité. Imaginons-les toutes : en prenant l'une
quelconque de leurs feuilles pour en faire 'image sur P,, les surfaces
de Riemann a N feuilles se représentent sur des polygones engendrant
tous les groupes G, qu’on peut obtenir en faisantvarier tant les indices
inférieurs que les indices supérieurs. Donc le nombre total des groupes
est limité.

Remarque. — Soit N£ le nombre des groupes G; ces groupes
Gy Gy =y Gis  on o2 Gy G0 T G L GRSt
se déduisent de N polygones
Pu Py vy Prs ooy PLPL .o Phe Lo PEA PR,

Imaginons les substitutions de tous ces polygones exprimées par
celles de P,. Si, dans ces expressions, on remplace les substitutions de
P, par celles d’un polygone proprement équivalent, les NK groupes G
ne font que se permuter; le groupe H de ces permutations est impri-
mitif et les G}, GJ, ..., G{ forment les systemes d’imprimitivité.

Le groupe %) des opérations qui transforment P, en un polygone
¢quivalent offre avee H un isomorphisme mériédrique. H contient,
comme sous-groupe distingué, un groupe intransitif I, formé des per-
mutations qui ne déplacent pas les systemes d’'imprimitivité, mais qui
ne font qu’échanger entre eux les éléments de chaque systeme. A 1 ré-
pond un sous-groupe distingué J de .

Les deux héorémes suivants sont fort importants, et les §§ VII
et VII sont en grande partie consacrés & leurs applications.

TatoriMe. — St un groupe I contient un sous-groupe distingué G et si
R, est un polygone génerateur de G, quand on transforme R, par les sub-
stitutions de T, on obtient N poly gones appartenant & des réseauzx différents
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R,, R, ..., Ry. St lon exprime les substitutions de ces N polygones par
celles de R, les expressions obtenues definissent un sous-groupe fini 5 du
groupe © des opérations qui transforment tout polygone R constitue et
noté comme R, en un polygone proprement équivalent, quand méme le
groupe engendré par R ne serait contenu dans aucun aulre groupe.

En effet, G étant sous-groupe distingué de I, les substitutions de R,
étant les transformées des substitutions de R, parune substitution de T’
appartiennent & G et s’expriment par les substitutions de R,. Imaginons
que nous ayons ainsi formé les expressions des substitutions des N po-
Iygones par celles de R,; en considérant comme égales a 1 les opéra-
tions qui transforment R, en un polygone de son réseau, ces expres-
sions définissent un groupe fini d’opérations d’ordre N. Faisons varier
les parametres dont R, dépend, sans nous occuper si le groupe qu'il
engendre reste sous-groupe distingué d’un groupe I'. Soit R le nouveau -
polygone. Ses cycles sont les mémes que ceux de R,. Or il n’y a, tant
dans R que dans R,, de relations entre les substitutions que celles
fournies par les cycles et les combinaisons de celles-ci entre elles. Ainsi,
les relations entre les substitutions de méme nom de R et de R, sont les
mémes. Si le groupe ¥ est fini et d’ordre N, c’est que certains pro-
duits des substitutions de R, sont égaux a 1. Les produits des substitu-
tions de méme nom de R seront aussi égaux a 1. Ainsi I'on obtient, quel
que soit R, un groupe ¥ d’ordre N.

Remarque. — En transformant R, par les substitutions d’un polygone
générateur de T', les expressions correspondantes donnent les opéra-
tions fondamentales de ¥.

TutoriME. — Si ’on exprune les substitutions de R, par celles d’un po-
lygone P générateur de T et si, dans les expressions obtenues, on remplace
les substitutions de P par celles d’un polygone proprement équivalent P’
et tel que R, se change en R, proprement équivalent a Ry, les expressions
des substitutions de R, par celles de R, définissent des opérations formant
un sous-groupe R de © et ayant § pour sous-groupe distingue.

Il faut prouver que la transformée d’une opération de & parune opéra-
tion de & est une opération de ¥. Soient P, et P; deux polygones gé-
nérateurs de I' du méme réseau; R, et R; les polygones génerateurs de G
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qui en dérivent. Les expressions des substitutions de R; par celles
de R, définissent une opération & de F. Soit t une opération chan-
geant P, en P, et telle que le polygone R, qui dérive de P soit équi-
valent & R,; les expressions des substitutions de R, par celles de R,
définissent une opération @ de K. Faisons sur P; 'opération t. Elle
donne un polygone P;. Comme P, est le transformé de P, par une sub-
stitution & de I', P} est le transformé de P, par o. R; dérivé de P; est
aussi le transformé de R, par o; il se déduit donc de R, par une opéra-
tion &' de F. Il se déduit d’ailleurs de R; par €. On a done

15T =9/, k C. Q. F. D.

Notation des operations. — Pour noter une opération, je suppose les
substitutions du polygone désignées par une méme lettre affectée d’un
indice ou d’un accent, et j’écris entre deux traits verticaux les expres-
sions des substitutions du nouveau polygone par celles de I'ancien, en
suivant Pordre de grandeur croissante des indices ou des accents des
substitutions qu’elles représentent.

Sur les poly gones hyperelliptiques. — Toute relation hyperelliptique de
_genre p peut se représenter naturellement sur un polygone de 4p cotés,
dans lequel les cotés opposés sont conjugués et les axes des substitu-
tions concourants. Pour p > 2, les surfaces hyperelliptiques peuvent
se représenter naturellement sur de pareils polygones, mais dans les-
quels les axes des substitutions nesont pas concourants. Les polygones
de 4p cotés, dont les cotés opposés sont conjugués et qui représentent
des surfaces hyperelliptiques, se partagent alors en multiplicités dis-
tinctes, telles que dans chacune d’elles les substitutions jouissent d’une
propriété géoméltrique spéciale.

Soit @ le groupe des opérations qui transforment un polygone hy-
perelliptique dans lequel les axes des substitutions sont concourants
en polygones proprement équivalents de la méme multiplicité. Je me
propose de déterminer un systéme d’opérations fondamentales de @ .

Soient S, §, 87, ..., 8##=Y les substitutions du polygone; on a

S — § - 2(p—1)—3F ¥
> = a1 ZZ[H-U S o 2’222[74—17 seialy S Lslli=— Al iD= 2Dt 1

20Zg s Rt Dgpa =T,
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Les ¥ étant des rotations de w.%,,,, est celle qui a pour centre le
point de concours des axes. Nous ne considérerons pas comme distinets

~les systemes
Q. 81 . 881, gt a1, St o BIERSUTS

le second est le transformé du premier par X,,.,. Sous cetle condi-
tion, il y a isomorphisme holoédrique entre @ et le groupe g des
opérations qui transforment le polygone défini par les X en un poly-
gone équivalent. Pour fixer les idées, nous prendrons un polygone de
ap 4+ 1 cotés, ou les demi-cotés sont conjugués, et les milieux sont les
points doubles de £, Zs, ..., Zapus (fig- 39). Le point double de Z,,.,
est le sommet compris sur le contour entre le point double de X, et
celul de Xopy

Fig. 39.

Soient @, @ys <oy Tapy Aapris Azprn les racines du polynome placé
sous le radical dans la relation hyperelliptique. Le polygone dont les
substitutions sont les X, et un systeme de coupures allant du point a, ..
aux points @,, @y, « .y @apsr Aapry S€ correspondent d’une facon unidéter-
minative. On peut donc substituer i la considération de deux poly-
gones proprement équivalents celle de deux systemes de coupures
constitués et notés de la méme facon, que nous appellerons aussi pro-
prement équivalents. Soient C,, Gy, - .., Cypry €l Gx Cigpzoiits g g
systemes de coupures tracées : les premieres, entre le point a, ., et les
points @, @y, ..., @, les secondes, entre le point @;, , et les points
a,, @, ..., @, ., oules jindiquent les 2p + 2 premiers nombres dans
un ordre quelconque. On suppose que, dans chaque systeme, un mo-
hile infiniment voisin du point ol les coupures se réunissent et tour-
nant autour de ce point dans le sens positif les rencontre dans l'ordre
des indices croissants. L’opération

l:lza;zsy--uzzprvzyztl

permet de remplacer le point @, par un quelconque des autres.
S. 10
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I nous reste donc seulement & ramener au systeme C,, C,, ..., C,,.,
. ’ al ~/ % S
unsysteme C;, C,, ..., C,,,, partant de a,,., et aboutissant a a;, a;,, ...,
aj,..- Comme la dernitre substitution s’exprime par les aulres, nous
ne la ferons désormais plus entrer dans la notation des opérations.

TueoriEME. — Pour réduire le systeme C' au systéme C, il suffit des deux
operations
m— ]'Zz, DI Ezp-i—l’ 3 [)
n =| 25 232,25, 25, .. Zop+i |-

Deux syslemes de coupures doivent étre considérés comme identi-
ques, lorsqu’on peut ramener I'une a I'autre les coupures de méme
nom en les déformant d’une maniere continue.

Remarque I. — Considérons une portion E de sphere limitée par une
courbe L, un point @ pris sur L et un point b pris dans E. Les arcs si-
tués dans E, et allant de @ en b sans se couper eux-mémes, peuvent se
ramener I'un a P'autre par une déformation conlinue.

Remarque II. — Marquons dans E un point ¢, tous les ares allant de
a en b sans se couper eux-mémes, et sans rencontrer un arc fixe A
tracé entre a et b, se partagent en deux classes : 1° les arcs d’'une méme
classe peuvent étre ramenés I'un & l'autre par déformation continue
sans franchir ¢; 2° deux arcs de deux classes différentes peuvent étre
ramenés I'un 2 'autre, mais en franchissant ¢ une fois. Nous appelle-
rons premuere classe celle a laquelle appartient A.

Remarque I1I. — L’opération m permute cycliquement les noms des
coupures.

Remarque IV. — Si l'on faitsur un systeme C,, C,, ..., C,,,, (fig.42)
I'opération n, les coupures C,, C. ..., C,, , ne changent pas, la cou-
pure C, est remplacée par C,. L’ensemble des bords des coupures C,
C,,...,G,,,, formeune courbe L. D’apreés la remarque II, 'arc suivant
lequel est tracée C, et le point a;, définissent deux classes d’arcs; C est
remplacée par une coupure €, tracée suivant un arc de la deuxieme
classe. On peut déformer C, et C; de maniere a les rendre infiniment
voisines sur tout leur parcours, le point a; élant entre les deux. Si

I’on fait abstraction du nom des coupures, 'opération nn’altere qu’une

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XXI -2 -4



SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 75

des 2p + 1 coupures, C,, qui, au lieu d’aboutir dans I'angle de C| et
de C,, aboutit dans I'angle de C, et de C,,,,. L’'opération nm~'n ne
change que les noms des 2p coupures C;, G, ..., Gy 3 mais la der-
niere, au lieu d’aboutir dans I'angle de C, et de C}, aboutit dans'angle
de C,, et de C,,,,. En général, les opérations z et n permetient, en
changeant seulementle nomde coupures, defaire aboutirles 2p+1 —h
autres dans I’un quelconque des angles de celles-ci, et, comme m per-
mule cycliquement les noms des coupures, on peut passer d'un systeme
qui a % coupures & un systéme ol ces & coupures sont les % premieres.

Fig. fo.

@y

)3

ag2ptt

C';,p4z

L’opération n~* ne change pas les 2p — 1 dernieres coupures, rem-
place C, par C, et C, par une coupure qui ne rencontre pas C, et qui
correspond entre elle et C,, le point a;,. ‘

Pour démontrer le théoreme, il suffit de démontrer la proposition
suivante : si les opérations m et n permettent de réduire le systeme €’
au systeme C, lorsqu’ils ont les 7~ 1 premicres coupures communes,
elles permettent de les réduire Uun a I'autre lorsqu’ils ont les r pre-
migres coupures communes.

Ainsi les coupures Gy, Cy, ..., G, sont communes; G, ..., CGpey OF
Crars ---» Copey sont différentes. Une coupure C,, ¢ > raboutit au point
a,,,. On peut (Remarque IV'), sans modifier les 2p autres coupures, la
faire aboutir dans1’angle de C.et de C . Alors C,,, et C,,, se terminent
toutes deux au point @,.,. Supprimons les 2p — r dernieres coupures
dans chaque systeme. L’ensemble des bords des r premieres forme une
courbe fermée L. C,,, et C.,, sont tracées suivant deux arcs allant de
@ypes A a,.,. On peut donc (Remarque I) ramener C_, a G.., par une
déformation continue. Pendant cette déformation, C,., franchira les
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points @,.,, @4, «-., @sp,- Elle ne change d’ailleurs pas de nature
tant qu’elle se déforme sans franchir un de ces points; soient (C, ,),,
(C. ) )as «vvr (C, ) )r les états successifs deC,., , pendant la déformation.

Dans le paSbage de C.., a(C,,), C,, deviendra infiniment voisine
d’un point a,(i > r—+1), (C,,), sera la coupure infiniment voisine de
G- tel]e qu’entre les deux il y ait @;. Imaginons d’abord les deux cou-
pures C.,, (C..,), existant en méme temps et menons des coupures
G4 s Gy, aux 2p — r— 1 derniers points des deux systemes. En-
levons ensuite (C,,,), et menons la coupure C,,, & @;. Les deux sys-
tomesiCys Loy e O G gy o Gl 037G 5 G leion Lo Gl Cr+,,
Cyp.y ODL7 -1 COUpUrES COMIMUNES; NOUS admettons donc qu’on peut
passer de 'un & l’autre par les opérations m et n.

Par 'opération ", le second systeme devientC,., , C,,,» ---» Gy, s Ci)
Css .+, C.5 n' substitue a la deuxieme coupure de ce systeme (C,., ),.
Par les opérations m et n, on peut passer (Remarque 1V) du systeme
obtenu a un systeme ou C,, C,, ..., G, (C.,,), sont les7 + 1 premieres
coupures. Le méme procédé permet évidemment de passer de (C,,,),
a (C,,,)., et ainsi de suite jusqu’a ce que, dans les deux systemes, les
deux coupures de rang r + 1 soient les mémes. G.10. B0,

Tutorive. — Le groupe © admet pour operations fondamentales :

L = |S§/8-18'... Sep-2)-18p=1) §/§—1 . §ep-1-1§2p-1)  §-18' . 8@p-2)-18§cpr-1)|
M= |S'S-1, 8781, ..., Ser-1§-1 §-1|
N =|8/,8/'8-18,8,...,80@r-1],

En effet, L, M, N sont les opérations de @ qui correspondent a /, m,
n opérations fondamentales de g.

VII. — Du genre 2.

Opérations fondamentales.

Nous prendrons pour polygone générateur du groupe fuchsien de la
représentation naturelle d’une surface de genre 2 un octogone dont les
cOtés opposés sont conjugués. La notation en a déja été indiquée au
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~a

~J

§ IV. @ étant le groupe des octogones, les trois opérations

A=|8,8", 8,51,
B=|S,8!8, 818", 818",
C — ] SI./.'SS!_1’ SH/SI/—_l’ SI/—I, S/S//——j I

forment un systeme fondamental. Voici d’abord quelques détails sur le
caleul des opérations. Ktant données deux opérations

H=8,,9,,5..87], HE— 1S5, 180 S,

ol les S, etles S, sont des produits de S, S', 8", §”, le produit HH's’ob-
tient en remplagant dans S,, S, S,, S; les lettres S, §', S”, §” par S,,
S,, S}, S| qui sont les produits de ces lettres; en supprimant les sub-
stitutions qui se détruisent, on a

HH'=|8,,S,, 8}, 871,

ol les S, sont des produits de S, S", S”, §”.
Nous appellerons inverse de H une opération H~', telle que HH '=1.
Les S, sont des produits de S, §, §”, S”, ’ '

S, =P (8,8,8,8"), S, =P(8,8,8,8"),
S, =P/(S,8,8,8"), SI=P"(5,8,8,8");
en résolvant ces équations par rapport a S, §’, 8, 8”, on aura, pour S,
S, §”, 8", quatre expressions en S,, S|, S|, S|; cesexpressions définis-
sent, en supprimant les accents, I’opération 0.
Posons

E — [ S’ S/’ SI S__i Sll/‘1 S//’ SI/ I s F o l S, S/’ Sll’ S/// Sl/_.1 S/S~‘l l;

on trouve
E=AB-1A-1B-1A-1C-1A2, F=(AE-1)3;
les deux opérations E et F sont commodes dans les calculs, a cause de
leur forme simple. :
Comme dans tout octogone dont les cotés opposés sont conjugués
les axes des substitutions sont concourants, nous conservons la conven-
tion générale pour les polygones de cette espece,

ls—i’ §/-1 §r-1 §r-1 l:”
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Les opérations L, M, N du § VI ont pour expressions
L=AF-1A-'BA, M = BA, N=AF 1AE-'A%;

elles s’expriment donc par A, B, C: cela démontre que A, B, G forment
un systeme fondamental. -

Interprétation géométrique de A, B, C.

Les trois figures suivantes indiquent les octogones 1’4 75 836,

Fig. 41. Fig. 42. . Fig. 43.

obtenus quand on fait sur un octogone 14725836 les opérations A,
B, C (fig. 41 4 43). '

Propriétés des opérations A, B, C.

Tukorime. — Les opérations A et C engendrent un groupe fini.
Le calcul donne, en effet,

At=1, C=1, CA=|8"8"1, 81,861, 88181

et
(CA)*=1.

Ces trois relations montrent que le groupe engendré par A et C est
isomorphe au groupe d’une équation différentielle du genre o a trois
points singuliers, avec 1, ; et ; pour différences des racines des équa-
tions déterminantes. Or le groupe de celte équation élant fini, le groupe
qu'engendre A et C est fini et présente, avec le premier, un isomor-
phisme holoédrique (*).

(1) Comparer Dyck, Gruppentheoretische Studien, 1,
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On peul aussi considérer ce résultat comme une application des théo-
remes du § VI.

Construisons un octogone régulier dont la somme d’angles est 2=
(fig. 46), conjuguons-y les cotés opposés et exprimons les quatre sub-

Fig. 44.

stitutions de cet oclogone au moyen des substitutions o et o’ ayant res-
pectivement pour points doubles M et N avec les relations

G =11, gi—11, (Gia)i=1

S est le produit d’une rotation de 180° autour de Q par une rotation de
180° autour de P,

8= (gle)t (ca' )t
_ . T
D’aulre part, o"~'c est une rotation de - autour de P dans le sens po-
4

sitif; §’, S”, S” sont des transformées de S par celte rotaticn, son carré
et son cube,

S8'=g0¢'(c'a)* (a0’ )? 8" = (g¢’)2(d'c)*(ad’)?, S” = (g0’ )} (¢'g)*ac’;

il est donc clair que 'opération A remplace S, S, §”, S” par leurs trans-
formées au moyen de o'~'o.
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Considérons dans la figure les deux triangles QTS, LRQ, soit

QTS in LRQ =17 =(00'~1)%*c(s0'~!)?* =00 'og'cc’".

Je dis que
187 = B8 187, RSl — S DS
Tl Sln IS LSS () ot e -
7181 = (¢'0)%a (¢'0)* (65" )* (g’ 1) o (00'~1)?

= (¢'c)20 (g0’ 1)% (g0’ ) (g0’ ) (ga'~")?

= (a'c)?(¢'~10)?(¢'c) ¢’ ~too'go’

—(ala)2lc"*a)?(go'7! ) c aglac !

= (¢'q)20'~ oo (c6'~1)20(c'0)?a’ 1,
SS'-18" = (¢'g)*oa’ (g’ 1) (g’ )? (¢'c)* oa’

— (¢'0)3(¢'~1o)*d'go’~1a (0'c)? a0’

= (¢'g)?(a0')?c'oo’ 1o (d'c)2c’?

= (¢'5)%*¢'toc'ga’ oo’ 1o (d'0)ta"!;

les deux dernieres formes de 7=' St et de SS"~'S” sont évidemment les
meémes,
718t = (¢'0)%0(a'a)? 00’ (¢'a)* (oa’)? (a0’ 1) 2o (g0’ ~")?
=g'ga’~1ea’~1(¢'c)?c'~1 (g0’ )? (oo’ -1)2a'~log'*
= g/~tgg’~1(s0' )00’ 1og'oa’ 1,
S8 —(ol=1g)2(og'=" ) ool (dlo) o5
= g'~Yog' (oo~ )*(co")2 60’
=¢'~log' (¢'c)* (g0’ )2aa’ !

—o/~1gc/~1(cc)200/ 5 o0 oo/~ 1.

On fait de méme les deux autres vérifications. Ainsi Popération C est
~celle qui transforme I'octogone primitif en un octogone construit sur
le triangle LRQ de la méme fagon que le primitif 'est sur QTS. CA donne
un octogone construit de méme sur QRH.

TutoriMe. — CA et C sont respectivement le carre et le cube de deux
operations du groupe.

Construisons un réseau d’hexagones réguliers ayant leurs angles droits
et, dans ce réseau, 'octogone 14725836 (fig. 47). Cet octogone en-
gendre un réseau d’octogones; en convenant de le désigner par 1, on
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peut désigner chaque octogone par la substitution qui sert a changer
en celui-la 'octogone 1. Faisons tourner de 6o° autour de son centre
I’hexagone désigné par H et I'octogone 14725836, cela donnera un
nouvel octogone 147 2'5'8'3'6’. Le contour de ce dernier n’est pas

contenu tout entier dans I'octogone 1; mais, si une partie de ce con-
tour est en dehors, il suffit d'indiquer son homologue dans 'octogone 1
et 'octogone ol elle se trouve. 174 est divisé en trois troncons, dont
chacun se trouve dans un octogone différent du réseau; je désignerai le
premier que I'on rencontre, en parcourant le contour 1'4'7'2'5'8'3'6’
dans le sens positif, par 1'4;; le deuxieme par 1'445 le troisieme par
1'4y. 1'4g est dans octogone 1, et, comme il. va rencontrer le coté 85
de cet oclogone, 1'4, est dans 'octogone S; quand on est arrivé au
sommet 4’, il faut suivre un arc faisant avec 1’4, un angle égal a
I’angle 4, ce qui donne 4’7, dans I'octogone S; 4’7, va aboutir sur le
cOté 14, de sorte que 4’75 est dans I'octogone S™'S =1; 7’2, est dans
'octogone 1 et coincide avec la seconde moitié de 83; 7' 25 est, par suite,
dans S~'S"~'S” et coincide avec la premiere moitié de 83; 2'5,, est dans
SulSiELsy 2’5}5 dans §”-*S7, 2’5;, dans S, 2’55 dans 1, 2”5, dans S”,
2’5, dans SS”, 58, dans SS”, 584 dans 8”, 5’8, dans S~'S”, 8’3, dans
S-'S”, 834 dans 8”, 3’6, dans §”,3'65 dans SS”S"~'S”, 6'1, dans

S. I8 .
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SS"8"*8", 614 dans S8”S"~'S”, 61y dans §”=8”, 615 dans 8", 61,
dans 1,61, dans S-, 14, dans S~ et comme vérification, 14 dans I

Dans le nouvel octogone, pour obtenir 14" in 85, on remarquera
que 1’4, est homologue de 58,. Or 1 ', est dans S~*, 5’8, dans S7'S8":

done
4l ini5185= 8",

Ainsi équation qui transforme 1'octogone primitif dans le nouveau est

(} — ] S///’ S-I Sl/” Slﬁj SS/’/ SI/_IS///’ Sll_l SI// l’
G’). — l S//_l SI//, S/Il_1 S!/A1 S///’ S!II_.‘[ S/S/l_1 Sw’ Sl//._1 Sl S__'[ l — (::&’

(=1,
On a, pour G, I’expression
T —= A’FAB-.

Soient X,, ¥, &5, &, &, des substitutions de période 2, ayant res-

Fig. 46

pectivement pour points doubles les milieux de 14, 47, 72 et 25
(fig. 46) et le centre de 1'octogone

&)

S=—23 % S'= 3,2, SR> S*P—=3. %

Faisons tourner 'hexagone K de 180° autour de M milieu de %, X;, les
¥ se changent en (Z,), (Z2), (Z;), (Z4), (Ts5), et

(21):2'5’ (22)———252.«25, 3)—“-*2 32425,
(2) = 2, 2,2, (“5):21-

Les substitutions (S), ($'), (8”), (8”) de I'octogone construit sur K
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dans sa nouvelle position ont pour valeurs

(S) ——( 1)(2,):‘\_, EI:S._i,

(S,) f( 1)(25)22) :5:1281”_15—1’
(87) = (24) (Z5) = 253, 3,8, — 871878/ -1,
(S’”):( )(Zo): 12 — 8§8'—1,

SO1t
H —liS=1 SI=18 =1 RIS ER L AR Kl AC AR,

comme le montre le calcul direct. On a donc

=1, GH=|S" 8"8"~18",8-18'81,81];
d’on
(Gl — .

Des trois relations G*=1, H*=1, (GH)*=1, on conclut que le
groupe engendré par G et I est isomorphe holoédriquement a un
groupe fini de subslitutions linéaires a une variable et, par conséquent,
fini.

Yai annoncé que C était le cube d’une opération du groupe; pour le
démontrer, il suffit de faire voir que C est une transformée de G*. Po-

sons

M = |S”,8-18'8" 187, §1§/81, 81 |,
M-1==| 8”1, §”~18"§"~1, §§/1§"§"1, § |,

M-1C =] 88'-18”, §/8/-18", s'”s”—is's-f1 S7-18'81],

M-1CM = | $"—18/§—1, §7-18"8"—18/§1, 8”18 §-1§/§~1, §"~18"8-1| = G*;

donc (MGM~")*=C. Le caleul donne
MGM-! = | $8/-1, §8/~1, §87—18-18'8"-1, § | = F-1B~1A.

TuktoriME. — AB est une opération de période 5.

On a, en effet,
AB =8/, 818", 8187, 8181 ],
(AB)?== | §/~187, §"—18", §"-1§-1, §"1 |,
(AB)—|[S"-18-1, 8, S8/, 88" |,
(ABY =8, §, 8", 8" | =1,

Cetle opération change I'octogone 14725836, formné des deux pen-
tagones réguliers 47258 et 48361, en un octogone égal. Une rotation
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2T ’
de T, autour du centre d’un des pentagones, est permutable avec le

s

groupe G engendré par 'octogone; mais G est contenu dans un groupe
plus étendu qui ne lui est pas permutable. Soit O le centre de 47258.

Fig. 47.

Menons la bissectrice OP del'angle 207, le triangle OP7 a pour angles

Z—T, 7{—7, T Mlest décomposable en trois triangles OPQ, RQO, QR 7 égaux

)2 10
entre eux. Si I'on envisage 'un de ces triangles comme I'image du

demi-plan d’une variable «, le groupe T" de « contient G.

Propuive. — Trouver les operations fondamentales du groupe des trans-
ormations du polygone P, P’ Q,P,0,P, ( fig. 48), dans lequel
PoYs 2 2 8 q

5, =P,P. in P;Py;, 7,=Q.P,in Q,P), 7=Q,P; in Q,P),

~

[ s L =B o = —
ot —1, o2=I1, P 1, g G4 T Te =00,

en un polygone équivalent. > gl
‘lg‘, 49,

P

P

2

Ce polygone est I'image d’un plan modifié par les coupures p, p,,
P27z, P29, (fig. 49). Dans tout systeme de coupures proprement équi-
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<

valent, le point de réunion des coupures sera p, ou p,. L’emploi de
I'opération

A=|cs 030103, 71, T
permet de partir d’un systeme de coupures ol le point de réunion est p,.

Fig. 49.
a3 e

A\

K
P P2
Cela posé, pour ramener I'un & I'autre deux systemes qui ont la cou-

pure p, p, commune, il suffit de 'opération

M = | o1, 09, T2, T3 T1 T2 ]

En effet, cette opération, faite sur un systeme de coupures p, p,,
P2(42)s p2(q:) (fig- 5o), remplace p,(¢.) par p»(g,) et p.(g,) par une

Fig. 5o.

coupure qui ne differe de p,(g,) que par I'interposition du point (¢, ).
L’opération inverse remplace p,(g,) par p,(¢,) et p,(g,) par une cou-
pure qui differe de p,(¢,) par I'interposition du point (¢,). Or 'une
des coupures p,(q,) ou p,(g,) a les mémes extrémités que p,(q,), et
(Remarque I, § VII) on peut la ramener & p,¢q, par une déformation
continue. Dans cette déformation, elle franchira une ou plusieurs fois
le point ¢, et passera par plusieurs états successifs. Pour passer d’un
de ces états au suivant, on emploiera M ou son inverse. Finalement,
on obtiendra un systeme ou p,(g¢,) et p,¢, seront les mémes, et alors
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.
p2(g.) et pag, seront aussi les mémes, ou un systeme ot p.(q.) sera le
méme que p,q,, et on les ramenera 1'un & Pautre par M.
Considérons maintenant un systeme dans lequel la coupure tracée
entre p, et p,, (pap,) [ fig. 51] est différente de p,p,. On peul la ra-

Fig.. 51.

mener & p, p, par une déformation continue. Soient(psp,)'s-..s (p2pi)*
ses 6tats successifs pendant cette déformation. Dans le passage de
(pap.) 2 (pap.)s (pap.) devient infiniment voisin de I'un des points
g, ou ¢,; on formera un systeme de coupures avec (p,p, ), admettant
pour point (g,) celui des deux points ¢, el g, qui va étre dépassé et une
coupure p,(g,): on sait passer du systeme primitif a celui-la, puisque
la coupe (p.p,) est commune. L’opération suivante

N= l G15 T1T2T1, T2y G171 O'TI I

permet d’introduire (p,p,)’. De (p.p,) on passera a (p.p)" et ainsi
de suite. Les opérations A, M, N forment donc un systeme fondamental.

Remarque. — Une équation fuchsienne a quatre points singuliers et
pour laquelle deux des différences des racines des équations détermi-

‘ « 1 « I " 5 o
nantes sont égales a ~» et les deux autres 2 =, est réductible a une

g

” 3 5 . i I 1 iy 1
équation ou ces différences sont = .

e )
5 o B
Groupe d’opérations permutable avec A*.

D’apres le § VI, on obtiendra, comme il suit, un groupe d’opérations
permutables avec A*; on formera un octogone qui reste invariable
par A2. Un pareil octogone coincide avec lui-méme par une rotation de
go° autour du point de concours des axes. Son groupe G est contenu
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 87

comme sous-groupe distingué dans un groupe I'" engendré par le poly-
gone P,P,Q,P,Q,P, (fig. 52). Quand on remplace P,P;Q,P,Q,P, par
un polygone proprement équivalent, I'octogone se change lui-méme

en un octogone proprement équivalent, et le groupe des opérations
ainsi définies est permutable avee A*. :
On a

Si—iz.o"; Si—=ig0 S —lcntTognt, SE—gitciots
A donne
(S) =(13) (74)* — Ty02 =1302.017301.07 7107 . 7207 .01 Ty - B8/=1 888,
(8) = (1,) (01)? = 7103 = 7,0%.6,7201.07 ' 1107+ T2 01 . 0] Ty == SISI=18 BRI,

(8") = (1)1 (72) (01) ' = 03" 720y

=71,0%.0375.017901.07 ' T107 ' .01 T201 = S/S—18—187 81,

(8" = (01)(z1) (g) = o3t 7,05 =710}.0572.017201 — NESERUSTIEL:

done
L = | S8/-187 88/, §/§/—1878S'~1, §/S—18/-1 87 §'~1, §'S—18"1 |,
LA2 = A2L,

comme on le vérifie facilement. Un calcul analogue donne
M= l gg/—1 S, S, S.” §7—1 S”, s l’ N— l g1, S, S', S”[ — A1,

Remarque. — Le groupe I" est, d’aprés une remarque, sous-groupe
7 I grou

distingué lui-méme d’un groupe I'" engendré par un triangle qui a
pour somme d’angles - et dont les demi-cotés sont conjugués entre

7
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eux. Tout octogone invariable par A reste aussi invariable par I'opé-

ration
[ Y S”,“l S”l, sS/_1 S//S///_.1 S_q’ SS// Sl__1’ SSW Sl/ﬁ1 ‘ .

Groupe d’opérations permutable avec le groupe 1, CA, (CA)%.

Reportons-nous au réseau d’hexagones réguliers formé plus haut et
qui nous a servi & trouver la racine carrée de CA. Imaginons I'hexa-
gone H (fig. 53) remplacé par un autre hexagone, non plus régulier,

Fig. 53.

mais coincidant avec lui-méme par une rotation de 120° autour de son
centre; sur son contour, deux angles consécutifs sont supplémentaires.
Sur cet hexagone, construisons un octogone en suivant la méme regle
que plus haut. Si l'on fait tourner I’hexagone H de 120° autour de son
centre et I’octogone avec lui, le nouvel octogone est équivalent au pre-
mier et s’en déduit par opération CA.

Considérons, dans la figure, le polygone P,P,Q,P,Q,P’P,, ou P,,
P,, P}, sont centres d’hexagones;

PP, in P,P,—s, Q,P,in QP,=z, Q,P,in Q,P,=r,
ol
GaCsT1 =1, g =1, g —1; ==l ==
Il engendre un groupe I contenant G comme sous-groupe distingué.
L’équation fuchsienne de genre o correspondante a deux différences
égales a § et deux égales & ;.
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Calculons les trois opérations fondamentales du sous-groupe corres-
pondant de G. On a

e L - N— = — W — m —1 -
S =", S'="7,0,%10s, S 1O E105 S

A donne
{B) =(m)(n ) =nin, =8,

(S,) — (7)) (o1) (Tl) (02) =T2027y 5?‘71 Ga

— - iy o — - — a1 — - e QY
¢20'2~1O'21T271— qu..1a'guxa'21.ug«.1—sb S,

(8") = (71) (02) (1) (2) ' =1,05 0y 0374051 07

T2 09
/8

/ “/1_1)9 S’,

(8")=(71) (e1)~"(72) (01) = 7103 730,
=730, 7102057 03 T1.T1 0] To 0y -TyTy = S'S"—18"8;
d’ou
14/: , S’ SSI/S’ (SS///S/L»] )2 S/’ Sls//.-ls///s !'

On véritie aisément que
L'CA = (CA)L'.

A Topération M correspond
M = I S’ SS/S//_1 s/// S, 8§87 §”—1 S”, SS” ’ ;

aN,
N'=|88/~t, 88"~ 18" 88", §8"~1, 8| = G-

Remarque. — Les octogones que CA transforme en octogones égaux
ne changent pas non plus par les opérations A2CA et G'A*CAG, qui
engendrent avec CA un groupe fini isomorphe & celui d’une double
pyramide réguliere a douze faces.

Des polygones invariables par C et du groupe d’opérations
permutable avec C.

Considérons maintenant des polygones que I"opération
C = I S’”SS’—’, S S”"l, S//_l, §'S"—1 I

laisse invariables.
S. 12
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Soient £,, £,, Z4, 5, ; (fig. 54) un systeme de cing substitutions
engendrant le groupe I' qui contient G, chacune de période 2. On peut
remplacer C par une opération faite sur ce systeme;

(2) =2, 52,2, 2, (2,) =2, (25) =24 (2) =2, (25) =2

revient en effer & C. Elle transpose les points doubles de X, et de X,

Fig. 54.

de X, et de X;, le point double de X, avec celui de X,X;%, X, X;. Pour
p . . .

que le polygone reste invariable, il faul que ces points soient symétri-

ques deux & deux par rapport & un point. De 13, la construction sui-

Fig. 55.

vante des octogones de cette espece ( fig. 55). Soient

o,=P;Q; in Py i g, =P, Q% in P,Q7,
n L r ! L)
7, =Q,;Qj% in Q. Qj%, 7, =Q,Q} in Q,Q,,
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et 7, une subslitution de période 2 ayant Q, pour point double :
gi—=15 G == (=== 22— The="1, 010271 TaT3 == I,
S=ug,7,03, S giTit 015 S"—=1,6,7:01, S — 710501
On a

5,80, =8"88~1, 4,86, =881, ¢80, =8", ¢85 =81,

¢’est-a-dire que le nouveau polygone se déduit de ’ancien par C.

Le groupe fini ne se compose que de C. En effet; i des rotations de =
autour des points Q,, Q,, Q,, substitutions appartenant 4 T, corres-
pond la substitution unité, et o, s’exprimant par ¢,, T,, T,, T, donne
aussi C. Ce n’est pas ici le groupe des transformations du polygone
P,Q,Q:Q,Q,Q,P,Q; en un polygone équivalent qui fournit un groupe
permutable avec C, mais un sous-groupe distingué de celui-1a (§ VI).
Le polygone est I'image d’un plan modifié par des coupures ¢, p,, ¢, p.,

9391 992 (fig.56), y = yR(=) étant la relation hyperelliptique de

Fig. 56.
qs3

Poctogone; aux points ¢,, ¢., g, correspondent des valeurs de « qui
annulent R(x); il n’en est pas de méme pour les points p, et p,. On ne
peut donc échanger entre eux que les roles de p, et de p,, et ceux de
9:s 4»» g5 pris isolément. La méthode dont j’ai déja donné plusieurs
exemples permet de trouver encore ici les opérations fondamentales du
sous-groupe distingué et, par suite, celles d’'un groupe d’opérations
permutable avec C.

Des relations et des cycles des différents ordres.

Nous avons déja trouvé plusieurs relations entre les opérations A,

B, C
’ ARk CF=u. (AB)y’ =1,
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Nous avons désigné par L et M les opérations suivantes

L= | SS/—1 87881, §' 8" 187881, §/§-18/-187 /1, §/8-18"~1 |,
NI — [ SSI.71 S; S, SI/ Slllfl S.’/, SI/ ] ;

elles ont pour expressions
I.= EA?B-1AZE2, M = A2E2A-1EAB2AE-1A-L,
Or, comme elles sont. permutables avec A*, on a
LAZL A2 =1, MA2M-1A%2=r1;

en vemplacant L et M par leurs expressions en A, B, E, on a deux rela-

tions entre A, B, E.
Citons encore la relation remarquable

BEB—'E-t=1.

Lorsque I’on a choisi un systeme fondamental, tout produit des opéra-
tions du systeme égal & 'unité s’appelle cycle du premier ordre. 11y a
une infinité de cycles du premier ordre; car un produit de deux cycles
du premier ordre est un cycle du premier ordre. A condition de ne pas
considérer comme distincts les transformés d’un cycle par une méme
substitution, tout cycle du premier ordre peut étre formé par la com-
binaison d'un certain nombre de cycles fondamentaux du premuer ordre.

Je donne ici le calcul de quelques cycles :

1° Sur 14725836 (fig. 57), je fais les opérations AC et BAG, ce qui

Fig. 57. Iig. 58.

4

donne deux nouveaux réseaux; j'ai noté par 1'4'7'2'5'8'3'6 (fig. 58)
les angles du réseau AC, et par 174"7"2"5"8"3"6" les angles du réseau
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BAC. Pour plus de clarté, je figure ensuite un polygone générateur du

réseau BAC dans le réseau AC.

'
Je fais sur BAC I'opération AB; le nouvel octogone a pour cotés <é; )

INA) Eral Q!
la diagonale 4’8’ et les paires <é,;,>, <Z,f,>, <2,§,> appartenant aussi

. . . o . 14 2"7’ .
a I'ancien; AB~' donne un octogone ayant pour paire (85)’ <3'6’>’
A~'B~'A~" donne enfin 'octogone AC; donc
BACABAB—'A-1B-1A-1 =A(,
BACABAB—'A-1B-1A-1CA—1=1.

2° Je forme A2C et BA2C. Je construis ensuite BA2C dans le réseau
de A*C (fig. 59 et 60).

On réduit BA*C a A*C par opération A2B~'A?; donc
BA2CA*B-1A2CA2 =1,

ce qui montre que A*BA* est permutable avec C.
Voici un exemple de relation d’ordre supérieur. Nous avons posé

A=]ay, 030103, 71, T l, M=|gy, o5, 7o, ;' 717,
; ] R
d’olt
At =lo10207%, Tuy Tis Taily Mt=lci, oo,zimetil, wulls
AM =g, o3'lo103 T iT17s], AstMst—lic g, ok Bol licirmnd el

AMA-'M-1=1.
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Par suite, entre L et M, on a la relation de méme forme

LML-!M-'=1.

Soient
= EAZIGVASE N —=MAZM—1A—2, ®=LML'M—;

les équations
=, AU =1, B

sont trois relations du premier ordre entre A, B, E. Le signe = in-
diquera que deux produits d’opérations sont les mémes, non seule -
ment par rapport aux résultats qu’ils donnent, mais par rapport aux
opérations qu’ils contiennent. On a

LML'M-tA—2MLM—!L-!= ©A2®-!,
L=~rA’LA-2, M=0O9ULA*MA?;
d’otur

LACLA2IUARML -t A2 L~ A2M -1 A2 0Lt A MLM ! L™ RA2@ ' =1.

Le premier nombre devient égal & 1 par suite de ¢ =1, MU =1,
ot =13 d’autre part, en y remplagant £, 91U, 9% par leurs expressions,
toutes les opérations se détruisent. Nous dirons que la relation ainsi
obtenue est une relation du deuxieme ordre entre les trois relations
du premier ordre ¢ =1, M =1, L =1.

Si I’on a fait choix d’un systeme de cycles fondamentaux du pre-
mier ordre, toute relation du deuxieme ordre entre ces cycles sera un
cycle du deuxieme ordre. Les cycles du deuxieme ordre pourront étre
engendrés par des systemes de cycles fondamentaux du deuxieme
ordre. Tout produit des cycles fondamentaux du deuxieme ordre qui
se réduit a 1 par la destruction des cycles fondamentaux du premier
ordre est un cycle du troisieme ordre, et ainsi de suite.

§ VIII. — Du genre 3.

Opérations A, B, C, D (fig. 61 2 64). — Nous étudierons ici les opé-
rations A, B, C, D analogues aux opérations A, B, C du § VII et qui
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.

s’appliquent a des dodécagones dont les cotés opposés sont conju-
gués :

A=|8/, 8", 87, 8, 86, §-1|,

B=|8, §-18/, §-18", §-18", §-15®), S8,

[ = |B®IBST-1, BEISIgT-1, BIGTRY—1, SHIBMI-1, BB, G¥SGI |,

D = [S(-18()88/~18", SHI-187, SEI-1§7, S, §-1§7, §1-187],

Nous noterons les angles d’un dodécagone par les douze premiers

Fig. 61.

nombres, de sorte que, en tournant autour du dodécagone dans le sens
positif, les nombres qui indiquent les angles croissent de cing unités
(mod. 12).
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Les figures ci-dessusindiquent les dodécagones 17,. .., 8 déduits des
dodécagones 1, ..., 8 par les opérations A, B, C, D.

Des polygones hyperelliptigues. — Toutes les opérations sur des octo-
gones sont permutables avec I'opération

IS—i’ SI~1, S”*’, S///All.

Nous avons 6té conduit & considérer dans le § VII cette opération
comme égale a 1. Dans le genre 3, cette opération a pour analogue

Ko 181 IR §r—1, §r-1, G)—1 §E)-1 |,

les opérations L, M, N du § VI engendrent pour p = 3 un sous-groupe
permutable avec A°. Les opérations A et B appartiennent a ce sous-
groupe. Mais I'opération C ne lui appartient pas, et, en faisant C sur un
dodécagone dans lequel les axes des substitutions sont concourants, on
obtient un exemple de dodécagone hyperelliptique dans lequel cela
n’a pas lieu. Soient, en effet,

les substitutions du premier; celles du second sont

(8) =343,2,3, (SN=32353, (5)=3333
(8") = 3¢ 35, §®) =3, 3, S —3,3,:

)

les axes des trois dernieres passent au point double de X; et les axes
des trois premicres n’y passent pas en général.

TutoriMe. — CA® et CA? engendrent un groupe fini.

On a, en effet,

CA6:|S///Sfis(5)—1, S”’S’——iS(s)—l, S”’S”—is(s)—l, S(Q)S(S}—% S(#), S(k)S’”~1|,
d’olt

(CAG)VZZH

(CA?) :lS(s)SI/S”/—l, S()§U)=1 §¥)—1 {7 Q-1 SV {—1§(5)~1, S §/—1§(3)—1 ',
(CA22=|§'-1§(®)—1, §/-18, §"-18()§, S®-18(®§, §M-1878"~18!, §],

(CA‘Z)":[S‘i, S 1Se) =17 5_15(5)“8(")5(5)_1, §/—1878§7-1§(+) §(3)—1, S’-’S”S’—is, S/"SI.
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 97

et
((GAZ)E=!

D’ailleurs
CAS(CA2)~1 =A%,

dont le cube est I'unité. Soit une équation fuchsienne de genre o
a trois points singuliers et pour différences des racines des équations
déterminantes &, &, 1. Le groupe G de cette équation et le groupe ¥,
engendré par CA® et CA?, sont évidemment isomorphes. Je vais
montrer que cetisomorphisme est mériédrique et que & est isomorphe
holoédriquement au groupe des transformations en elles-mémes de la
surface de Walther Dyck & g6 feuilles (Mathematische Annalen, t. 17 )

On peut prendre comme polygone générateur de G le triangle MNPQ

2

(fig. 65), dans lequel MN et MQ, PN et PQ sont conjugués, etM = —357

Ne—=1) — g, A* correspond & (MN in MQ), CA® a (PN in PQ). Si 'on
considere le (riangle Q'M'N'P" placé comme I'indique la figure,
QMNP est le transformé de Q'M'N'P’ par une substitution hyperbo-
lique, dont I'axe passe par les points P et R. A cette substitution
hyperbolique correspond I'opération

CASA*CASA—*+= CA—2CA~

o)
o
5
”
I
l07]
g
&
un

(5>SS/—1, S“)_IS”/SU—I, 5(5)Hls///5//_11 S/SI/_1, S/sm_l’ S,l’
S. 13
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08 X. STOUFF.

et, en élevant au cube,
(CA—2CA2)P =1,

or la surface de Walther Dyck peut se représenter naturellement
comme il suit : le polygone générateur du groupe fuchsien est formé

, . , T .
de quatre octogones réguliers dont les angles sont égaux a - et qui

sont réunis par un sommet. Je désigne les paires de cotés conjugués
par i,, yg, et les substitutions du polygone par X;;, de telle sorte que

2= Yu in g,

OUI=T1,2,0,] —1,2,3,
On a entre les X;; les relations suivantes :

=1, (i:I’ 2’3)7

2j23j:[’ (,/.:“ 2, 37 [I)

sommes occupés tout a I'heure, placés comme l'indique la figure.
CA-2CA?2 correspond & la substitution (Q'N"in QN); or X,, estle cube
de cette substitution. Ainsi a X,,, dans G, correspond dans & I'unité.
La substitution X;, est le cube de (RSin R'S"). Le quadrilatere RSR’S’
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SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 99

n’est autre que le quadrilatere Q"NQN’ transformé par une substitution
de G. Donc 'opération de &, qui correspond a (RSinR'S’) est la trans-
formée de Popération qui répondd (Q’Nin QN') par une opération de &.
Mais Q’NinQN' =QNinQ'N’, et » QNinQ'N répond (CA*C: el
Ainsi, & X,, répond une transformée du cube de (CA—2CA?)™', clesl-
a-dire 1.

En vertu de la relation %,,%,,%,, =1, 24 X,, répond aussi dans &
I'unité. On démontre aussi facilement qu'a X,; et a X;; et, par suite,
h %,,, pour les quatre valeurs de /, correspond I'unité dans ¥.

Par suite,-on aura toutes les opérations distinctes de ¥ en ne pre-
nant que les seules substitutions de G, qui transforment un point situé
dans le polygone précédent en un point encore situé dans ce poly-
gone; le groupe ¥ est donc fini.

Remarque. — Toute relation de genre 3 peut se représenter sur un
polygone de vingt-quatre cotés, tel que celui que nous avons choisi
pour image de la surface de Walther Dyck. On repassera de cette re-
présentation i celle qui nous est habituelle, comme il suit. Les rela-
tions entre les £ résolues par rapport & Z,;(y =1, 2, 3, 4) et par rap-
port a X;, (¢ =1, 2, 3) donnent

Yy vy = e = == . Y] - L —
~21——‘?‘112‘317 2'1242‘&23-12’ 223 i Z‘llsz‘;s‘;’ 224-2‘112‘3:’
S, =373 37, Zn=2030030, =2 A
en égalant les deux valeurs obtenues pour X, on trouve
DI T T D O D o B e D e D1y s RN
2 oo S
égalité qui peut s’écrire
"’14"‘112'12‘\:34231‘:32 ‘;},'E—;‘EHI;‘ZII‘EIZ;H ;‘32
¥ = -1 ¥-1 ¥-1 ¥—1 v - y—1 Y- Sl
o SAFASAFANATS 3R St SN By
ce qul, en posant
S =2, 3, 2%, 25 Xy, §8'=2,, S =0 e
5 :2'1{’ S8 = 2 2qy, Siba—dg

devient
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100 X. STOUFF.

S, 8,87, 8", 8%, 85 sont done les substitutions d’'un dodécagone dont
les cotés opposés sont conjugués. Voici maintenant les expressions de
¥,; en fonction des S obtenues en résolvant ces formules :

S, =801, 3, =87SM-187S-1, 1By = 878" -18;
3= 578l Zy—8r8-18M, ;0= 861

3,88t CE 8, 3pp=5-18/8"

=l 3, = §/-187§7-18(§EI-18-18/§"~1, 3, = §'S/~188® SH-187 8/~

La surface de Dyck fournit, par 'application des théoremes du § VI,
un groupe fini dont on détermine, comme il suit, un systeme de deux

138 v{‘ma)

|

i :

: : .
! ! : ) ’ >~
/ 3 ) L
x 1
)/ < .
i
| +
i
(238)/33a 771 N T |
== 1 '
i / \P |
/ e I
/ »: !
¢ S )
(33a)\328 o ; g
\ ] s | a/inp)
é e |
<

/ 45
T \\‘
2
1
|
I
|
|
I
!
1
1
|
I
i
|
1
1
i
i

(328) (12a)
348
3l

218

opérations fondamentales. Faisons tourner 'octogone P ( fig. 67) de

™ . . ’oor
i autour de son centre et imaginons que le polygone générateur tourne
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avec lui, les substitutions du nouveau polygone sont

)= Zfiy (29y) = X735 2y, (Za1) = 251 22043
(212) = 2, (222) = ;‘1 ET}, (Zs2) = Y
(2hs) = 27027 301, (Ziz5) =12y 270, (25s) = 2533
(BT 2112;1, (2gs) = Z;;, (23) = Zg; 2‘31'

Par les formules données plus haut et qui font correspondre unidéter-
minativement a tout polygone de vingt-quatre cotés un dodécagone dont
les cotés opposés sont conjugués, on obtient 'opération de période 8,

| §r—18” S/_is’ §)—1 S(s)s’ Q4)—1 87 §--1 S,, S/, Sl/, S |
L’octone P étant décomposé en triangles équilatéraux égaux entre
s . Iy
eux et dont les angles sont P faisons tourner le polygone générateur

de 275: autour du centre du triangle T. On a

(Zn) = X33, (Zar) = 255 25, X710, (231) = 2y X335
(Zpo) = 235 2gy, (Ze) = 251 Za0 21y (Z32) = 2743
(“13)—2'3121;2?}’ (-"23) :2'112::1;7 (233) = 23
) =2, (Zas) = 253 235, (Zsu) = 230 233 271
"opération correspondante est
| 871, 871, 801, 861, §, § | = A",
o % A2 o 6 7 S
TutoriME. — DA? ez DA® engendrent un groupe fini isomorphe au

groupe des transformations d’un cube en lui-méme; D et DA* engendrent

un groupe fini isomorphe aux transformations d’une surface hyperellip-
tigue en elle-méme. :

DAS — ] §r—1§/§—1§(5)—1 S(h), §7—1 S(“, §7—1 S(s)’ S’”‘i, S7—1 S/, S7—18" l*
DAz — | §(8)—1 S”’, S”/, §/—1 S”/, Sr—1 S///’ §/—18/§—-1§)—1 S(L,), §7—1 Q%) [

Le calcul donne
(DA —=1, (DA?)*=1, [DAS(DA?)~']P=1;

ce sont précisément les relations qui existent entre les deux rotations
fondamentales qui engendrent toutes les transformations d’un cube en
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102 X. STOUFF.
lui-méme. Comme le groupe des (ransformations d’un cube en lui-
méme n’a pas de sous-groupe distingué, les deux groupes présentent
un isomorphisme holoédrique. Le calcul donne aussi D* =1. Comme
on a aussi (DA?)* =1 et (A*)° =1, on voit que D et DA* engendrent un
groupe isomorphe avec le groupe d’une équation fuchsienne a trois
points singuliers et ayant 3, }, 3 pour différences des racines des équa-
tions déterminantes. Reprenons la figure que nous avons faite pour le
cas o, dans une rotation hyperelliptique de genre 3, y = yR(x), les
huit racines de R(«) forment les sommets d’un cube. On suppose que,
dans le triangle MNPQ ( fig. 69), & (MQ in MN) correspond A*D; &

(PNin PQ),D; A? répond a une rotation de autour de Q dans le sens
positif. DA® répond évidemment a la substltutlon hyperbollque qui
transforme 'arc 6N 11 dans’are TQS. Or

(DAS)? =1.
Donc a (611 in 512) répond 'unité; (94 1in ro3) et (27 in 38) sont des
transformées de cette substitution. L’unité leur correspond aussi. La
substitution hyperbolique 16 in LP est le produit d’une rotation de
180° autour de M, qui répond 2 (A*D)* par une rotation de 160° autour
de Q, qui répond & A°. Or

(A2D)2A5 = A2[(DA2)2 ASTA-
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Le calcul montre que
[(DA2)2AS]? = 1.

Ainsi, 3 16 in 127 répond I'unité.

Le groupe engendré par D et DA* est donc isomorphe holoédrique-
ment au groupe de transformations uniformes en elles-mémes d’une
surface hyperelliptique de genre 3, lorsque les huit racines forment
les sommets d’un cube.

TukoriMe. — AB est une opération de période 75 A est une operation de
periode 12, et A engendre, avec une opération de periode 2, un groupe
somorphe a celui d’une double pyramide réguliere de vingt-quatre faces.

Autre exemple. — Nous donnerons encore un exemple de groupe fini,

Fig. 69.

fourni par une surface réguliere du § IV. Cette surface se représente
naturellement sur le polygone figuré. Soit (fig. 69)

H, = A,B, in A,H,, H, = A,B, in A;H,, H,; =A;B, in A, H,,
0, =B,(C, in E,D,, 0, =B,C, in E,D,, 0, =B;C; in E;D,,
®,=H,G, in E,F,, 0, =H,G, in E,F,, 0, =H,G; in E,F;,
IT' =G, B in"C,D,, I, =G,F, in C,D;, I, =G;F, in C,D,..
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10/ X. STOUFF.
Les sept cycles du polygone
Aklf\gz'\g, Irl (}ICZD‘.” FgGQCg.I)S, F3G3C11)1, HiElﬂl, HQEQBQ, IIJEsB&
donnent
H, H,H; =1,
00,1 =1, O 'H;10,=1,
0'1,0,I;' =1, O 'H;'0,—1,
0;11,0,I;t =1, 0, H;'0,—1.

En éliminant O, @), @, puis H,, H,, H;, on a la relation

0,1,0;'1710,1,0;'1;10,1,0;' 15! =1,
H, =0,1,07'11, Ho =021, 0500 H,=0,L,0.'1;;

a une relation de 120° autour du centre O du polygone répond 'opéra-
tion de période 3,

(01)=0,, (0,) =0, (0;) =0y, (L) =1, (L) =1, (L) =1L

si I’on fait tourner le polygone de 180° autour de P, les deux polygones
M,B,C,D,E,F,G,H,N, et M;B,C;D, E,F,G,H,N; sont remplacés par
deux autres, limitrophes du polygone générateur en G,F, et C,D,.

On a
(0,)=H,=6,1,0;'1;*,

(0,)=I;'H;'1,=0,1;'0;'L,,
(0,) =10, ' =1,1L,0; ' I,'1;1;
(L) =1, () =1z 000, (=L,
La relation entre les @ et les I peut s’écrire .
1;1.0,.1,1,07.0,1;10;1.17'0,,1,07'.0,1;' 0, 0;' I,
=< 15.071.0,1;'1;1.0,1,071.0,1;' 1;10;'1,.17' 0,0, [,07! =1,
et, en posant
S=1"1 S=_01 " =110"Y% ¥ —_06,06"
S —=1710,I,1,0;!, S®=1;10,0,1,0;,

on a
SS/~18"87-18(H §(5)~18-1 §/§/~18" §H~1§(5) = 1.

Les S sont les substitutions d’an dodécagone dont les cotés opposés
sont conjugués. Les denx opérations calculées engendrent un groupe
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isomorphe au groupe des transformations d’un tétratdre régulier en
lui-méme. Le polygone OA, M, P, N, A, dans lequel OA, et OA,, A, M,
et A,N,, P,M, et P,N, sont conjugués, engendre une équation fuch-
sienne & quatre points singuliers, deux différences égales & { et deux
autres égales & ;. Le groupe de cette équation, ayant comme sous-groupe
distingué le groupe de genre 3, fournit encore un groupe fini & d’opé-
rations. Nous connaissons les opérations fondamentales qui changent
OA,M,P, N, A, enun polygone proprement équivalent; & ces opérations
correspondent les opérations fondamentales d’un groupe & admettant
§ comme sous-groupe distingué.

Opérations inyerses.
2]

Jusqu’ici nous avons réservé le nom de proprement équivalents h deux
dodécagones 1, 6, ..., 8; 1’, 6/, ..., 8, qui engendrent le méme
groupe, dont les cotés opposés sont conjugués, mais tels que les nom-
bres qui indiquent les angles croissent régulierement de cing unités
(mod. 12) lorsqu’on parcourt le contour des deux dodécagones dans
le sens positif. En étendant la dénomination de proprement éguivalents
a deux dodécagones dont les cotés opposés sont conjugués et qui
engendrent le méme groupe, mais tels que les nombres qui indiquent
les angles croissent régulierement de cinq unités (mod. r2) quand on
parcourt le contour de I’'un dans le sens positif et celui de I'autre dans
le sens négalif, on définit en méme temps de nouvelles opérations que
nous appellerons opérations inverses, en réservant le nom d’opérations
directes aux opérations considérées jusqu’a présent. Le produit de deux
opérations inverses est une opération directe. Le produit d’une opéra-
tion directe par une opération inverse, ou vice versd, est une opération
inverse. D’apres cela, il suffit, pour engendrer toutes les opérations
directes ct inverses, d’adjoindre a un systeme fondamental d’opérations
directes une seule opération inverse, par exemple

K =[5, Bii=t, B=1 i1 "gr=t Bt ]

qui transforme 1, 6, ..., 8 en 1, 6/, ..., 8 (fig. 70).
Nous avons étudié différents cas (§ V) ot un groupe G de genre 3

est sous-groupe distingué d’un groupe I' de substitutions directes et
S. :

14
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106 X. STOUFF.

inverses. Soient R le polygone générateur de G et R’ son transformé par
une substitution inverse de I': les expressions des substitutions de R’
par R définissent une opération de période 2.

Exemple. — Le polygone générateur de I est (fig. 71) ¥
M, A, B,M,A,B,M;A,B,M, A, B.,
dont les substitutions sont les quatre substitutions directes

21: LLAl in M,B,, 22: M2A2 in M;B,,
S,=M;A, in M,B,,  3,=M,A, in M,B,,

et les quatre substitutions inverses T, T,, Ty, T, définies par les cotés

Fig. 71.

de troisieme espece A, B,, A, By, A;B;, A,B,. En prenant le symétrique
de ce polygone parrapport a A, B,, I'ensemble donne un polygone gé-
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nérateur de G, dont les substitutions sont, outre les X,
A=A,B,in AB,, A'=A;B,inA,B;, A'=A;B,inA;B;,
S, =M. A, in M,B,, 3,=M,A,inM;B}, 3Z;=M;A}inM,B;,
3, =M,A, in M, B,

avee les relations

E‘y____ LD YA YA Y

2,23.44_1, ﬂlﬂzdad_v*:[,
1

SASSIA- =1, SAZSIACI=1,  LAIA=1

Les transformées de ces substitutions par T, ont pour valeurs

(21)221, (EZ):ley (ES):ECN (24):Z4>
2‘;: 22’ 2:; — 23, E’r, — Eu
(A)= A, o\ TAD =R (A= ARt

Remarque. — Siun polygone‘ est tel que les substitutions ainsi dé-
finies soient les transformées des anciennes par une substitution in-
verse T,, le polygone générateur de I' admet quatre cotés de troisieme
espece et, par suite, G engendre une courbe du troisieme genre a
quatre branches réelles.

Comme T, transforme X, en elle-méme, les axes de T, et de X, coin-
cident; T, transformant A en A~' transforme en lui-méme I'axe de A,
ce qui ne peut avoir lieu que si T, a une ligne de points doubles per-
pendiculaire & cet axe. Soit T,= AT,, T, a aussi une ligne de points
doubles; or de T,2,T, = X, et Z,AX, A~' =1, on déduit

AT ST A

done les axes de T, et de X, coincident. On retrouve ainst comme
polygone générateur de I'le méme polygone que plus haut. '
Si entre les relations (1) on élimine X,, X, X, X, on obtient

3 Z AIS U ATA IS IAA I ST A =1,
qui peut s’écrire
A S NA1Z B AN 1 3 AN ST AL E0T 3, AN ESA’A”'—l 2,
x A1, 270 B A A1 S S ANAT 3 2 AN 2 AT A SSAANIAC USSR —
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En posant
A=S, I'=8, AAISI=8, IIAASI=8"

ATAISSAAIZ = 8®), 37 ATA-135 ATA- S, L= SO,

les S sont les substitutions d’un dodécagone dont les edtés opposés
sont conjugués. En résolvant les équations précédentes par rapport a
&, AR

A =S, A=8"818,  AT=SMSr-1878/-1§,
S=81  X=8/8", . Z,—8®8m-,

les autres X sont donnés par

‘1 il b 3)8(5_)_1 S///S//._1 SI’ 2'2__: S_l S/S,

= S-18§/8§7-187§/—1 S, E; — 81§/ §7-18§7 §(3)—1 § %) Sr—1§/ §/—1 S.

b2 4

A T'aide de ces formules, on obtient I'opération inverse de période 2

Q=|8, S-18'S, B-'B/BI-1§'8, S-t8'§I-15RI18'8,
5-71 SISIlﬁi S/// S(l.,)—‘l S//lsll—i SIS, S—1 S!SII—j S/I/S(A)—l S(s)’ 8(4)741 SII/S’/_1 S/S”

qui est telle que, lorsque les nouvelles subslitutions sont les transfor-
mées des anciennes par une substitution inverse, le dodécagone en-
gendre une courbe du troisieme genre a-quatre branches réelles.

Soit P le polygone générateur deT. Les polygones proprement équi-

: 8 PoLYS pLoj 1
valents a P s’obtiennent de la méme maniére que les polygones équiva-
lents a un polygone de genre o ayant quatre cycles dont les sommes
! 3 1 ¥

Fig. 72.

d’angles sont différentes de 27 el égales entre elles. Les contours com-
plets A;B,, A,B,, A;B,, A,;B, jouent ici le role des quatre cycles.
Imaginons dans un plan quatre coupures partant d’'un point m quel-
conque et allant aux quatre points singulicrs a,, a,, a,, a, (fig. 72)
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de I’équation de genre o. On transformera ce systeme en un systeme
proprement équivalent quelconque en combinant les deux opérations

| 2,, 25 2, 21!, | 2, Z';12122: 2y, Z0;

soit (P) un nouveau polygone proprement équivalent a P. Le polygone
(R) dérivé de (P) est proprement équivalent & R. A [Z,, X, X, X, |
correspond sur R I'opération : '

(21):227 (22)223, (2_@):241,
(S)=AZA-Y (S)=AZ A, (3,)=A3A,
(A)y=A’A-1,  (A))=A"A-, (A") = A-1,

et, en se servant des formules plus haut, on obtient sur un dodécagone

’opération |
V= ] S”S’-’, |7 S//—l’ S S”“‘i, S(s) S"*‘,

§-1§/§r—18§” §()—1§(5) S”'l, §-1§7-1 l
A |Z,, 575, X, 2y, Z,| répond
(21):E2a (22):2@121 227 (23):23, (Z@):Zq.,
(3)= ASSUZ S A, (B =AZAS, (3 = AZ A,
(A)=3;1A13, (A)=A'A-,  (A)=A"A,
et sur le dodécagone

V= |8/8-18/-1, §787-1S(® SE~18/=1, §7§§/~18/§7-1§(H 81 -1§/~1,
S $8/—1 87 §-18() §(5)—1§/~1, §(4) §§/~18" §7~18§() §(3) ~1§/—1,
S19) §8/~18787-18% §EI~1§/-1 |,

Les deux opérations U et V sont permutables avee Q, ainsi que le
groupe qu’elles engendrent.

Autre exemple. — T' est engendré par le polygone (fig. 73)

M, A, B, M,A, B, M, M, M, M,,
M, A, in M,B, =3,  MA,in M,B,=3,,
MM, in M;M;=©,,  M,M; in M,M;= 0,;

il n’y a pas de cotés de deuxieme espece : A B, et A;B, sont de troi-
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110 X. STOUFF. — SUR LA TRANSFORMATION DES FONCTIONS FUCHSIENNES.

sieme espece et définissent deux substitutions T, et T,; en posant
A==T, Ty "0 =T, 0T, 01T 6T 2= 2Tt ST BT,
A, les X et les X définissent un groupe de genre 3; on a les relations

3,%5,0,0,10:10,—1, 3,3,0,0710710,=1, A A=y

Rig. 73. /’:\:,{ 0 "“r"/";:;\
S T
// 3 BN
[ BE e‘l,u\'n‘mzsrré:}
A, \." ~ .
\ M,
M, z
BI
M
2 A.7

on obtient I'opération inverse

D=5 =2 (25 )=

(0,)=0,, (0)=0, (0,)=0,, (0;)=0,;

on repasse au dodécagone par les formules

S—A, S=3! - 8=0,A13, §"=0,A3;,
S = 0710,0, A-13;1, SHI=0710,07 A1 3.

Vu et approuve :
Paris, le 3 février 1888‘.
L.Le Doven pE 1A Facurtté pes Sciences,
E. HEBERT.
Permis d’tmprvmer :
Paris, le 4 février 1888.
Lr Vice-RecTeur DE L’AcADEMIE DE PARts.

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULIE.

Etudier Ia distribution des nombres premiers; s’attacher en parti-
culier au Mémoire de M. Tchebicheff (Journal de Liouyille, t. XVII) et
a celui de Riemann (OEuvres complétes, p. 136).

Vu et approuve :
Paris, le 3 février 1888.
Le Doven pE ra FacuLrt DES SCIENCES,
’ E. HEBERT.
Permis d’vmprimer :
Paris, le 4 février 1888.
Le Vice-Recreur pe r’Acaptmie pe Paris,

GREARD.

13952 Paris. — Imprimerie GauTnIER-VILLARS ET FiLs, quai des Grands-Augustins, 55.

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 XXI -2 -4



