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I N T R O D U C T I O N . 

Ce travail a son origine dans les Ouvrages de M . Poincaré sur les 
fonctions fuchsiennes. Il se divise en deux Parties. La première est re-
lative à la théor ie des sous-groupes; les trois premiers paragraphes 
traitent d'une formule de correspondance entre deux surfaces de Rie-
mann et de ses applications aux groupes fuchsiens. Le § IV a été con-
sacré aux sous-groupes dis t ingués , le § V aux substitutions directes 
et inverses. E n effet, outre l ' in térêt qu'offrent par e l les-mêmes ces 
deux questions, elles conduisent à des résul ta ts fort utiles quand on 
étudie les opérat ions qui transforment un polygone en un polygone 
équivalent . Le § VI , qui commence la deuxième Partie, contient des 
théorèmes généraux établissant une liaison entre cette Partie et la p ré -
cédente . Les §§ VII et VIII contiennent des applications de ces théo-
rèmes aux genres 2 et 3. Je me suis aussi souvent aidé des propr ié tés 
des opérat ions fondamentales d'un groupe pour reconnaî t re l 'isomor-
phisme de certains groupes fuchsiens et de groupes d 'opéra t ions 

(!) Ouvrages à consulter : Sur les groupes des équations linéaires; M . Poincaré {Acta 
mathematica, t. IV, p. 279 à 294); M . Goursat (Thèse de doctorat); Klein, deux Notes 
insérées dans les Mathematische Annalen, t. 19 et 20 : lieber eindeutige Functionen mit 
linearen Transformationen in sich selbst; Walther Dyck, Ueber reguläre Riemannsche 
Flächen. Gruppentheoretische Studien. 



Je rends compte, dans l'Introduction m ê m e , de certaines définit ions 
et propositions emprun tée s à la Géométr ie non euclidienne ( ' ) . 

Systèmes de coordonnées et variable imaginaire. — i° Dans un premier 
sys tème, on définit un point M du cercle fondamental par la L ,p de l'arc 
qui le joint à un point fixe P et par l'angle 6 de P M avec un arc fixe 
passant en P. L 'é lément de L a pour expression dans ce système 

Nous dés ignerons p a r z p la fonction th | e / ô , qui jouit des p ropr ié tés des 

fonctions imaginaires. i° Dans un second système, on fait choix d'un 
arc de cercle Vx orthogonal au cercle fondamental; on définira un 
point M par sa distance p à J*x et par la distance co à P du pied de l'arc 
mené par M perpendiculairement à Vx. On a 

je désignerai par zPX la fonction imaginaire 

Systèmes de deux arcs. — Lorsque deux arcs A , A ' orthogonaux au 
cercle fondamental ne se coupent pas, on peut regarder leur angle 
comme imaginaire et égal à iA, A étant la L de l'arc P perpendiculaire 
à la fois à A et à A ' . Cette remarque et les remarques analogues per-
mettent de r éun i r plusieurs théorèmes sous un m ê m e énoncé . A i n s i le 
théorème : Deux triangles sont égaux quand ils ont trois angles égaux 

chacun à chacun, reste vrai quand même les angles des triangles devien-
nent imaginaires. 

Le point G, mil ieu de P , est tel que tout cercle passant par G et l i -
mi té à A et A ' est par tagé par G en deux parties éga les ; nous le nom-
merons centre des deux arcs A et A ' . 

Des arcs perpendiculaires à un même arc passent par un point fixe 

imaginaire. 

(*) Je n'ai considéré que les polygones de la première famille. 



Des substitutions linéaires. — L a forme la plus générale d es substitu-
tions qui changent en lu i -même le cercle de centre o et de rayon i est 

on peut r ep résen te r simplement cette substitution par ( a , ¡3). On a 

A u point de vue g é o m é t r i q u e , toute substitution peut être cons idérée 
comme un mouvement : une substitution hyperbolique comme une 
translation; une substitution elliptique comme une rotation d'un 
angle a. Nous appellerons axe d'une substitution hyperbolique l 'arc que 
cette substitution laisse invariable, L de la substitution la distance 
constante en un point de l 'axe et son t rans formé. 

Pour que deux substitutions hyperboliques soient les t ransformées 
l 'une de l'autre par une substitution, i l faut et i l suffit qu'elles aient 
m ê m e L . On démont re fort simplement que la condition est nécessaire . 
E n la supposant réal isée , soient A et A ' les axes des deux substitutions. 
L a substitution transformante S doit changer A en A ' . Si 2 est el l ipt ique, 
son point double devra ê t re s i tué sur le l ieu des points équ id i s t an t s de 
A et de A ' . Si A et A ' se coupent, ce l ieu se compose de deux arcs, mais 
un seul des deux convient. Dans le cas contraire, i l se compose d'un 
seul arc qui convient, si les deux mouvements ne sont pas de même 
sens, et ne convient pas dans le cas contraire. Si A et A ' se coupent et 
si S est hyperbolique, son axe doit ê t re perpendiculaire au l ieu des 
points doubles des substitutions elliptiques transformantes. Si A et A ' 
ne se coupent pas et si les deux mouvements ne sont pas de m ê m e sens, 
l'axe de 2 est perpendiculaire au lieu des points équ id i s t an t s . Dans le 
cas contraire, i l passe par le centre de A et de A ' . 

Composition des substitutions. — Soient 2a , 20c' les L de deux sub-
stitutions hyperboliques S et S' dont les axes se coupent en C (fíg. i ) . 
Prenons, sur l'axe de S, CA = CA' = a et sur celui de S', CB = CB' = p. 
S transforme A B ' en B A ' ; S' transforme BiV en A B ' ; donc SS' a pour axe 
A B ' et pour L , 2 A B ' = 2p; S'S a pour axe B A ' et pour L , 2 B A ' = 2p. 



En général , si une substitution hyperbolique est la résul tante de deux 
autres substitutions hyperboliques, leurs axes sont les trois côtés d'un 

Fig . i . 

triangle, dont les côtés ont pour longueurs a, (3, p, cela quand même 
les angles du triangle seraient imaginaires. 

P R E M I È R E P A R T I E . 

§ I. — Formule relative à la correspondance entre deux surfaces 
de Riemann. 

Imaginons deux surfaces de Riemann S etT, respectivement de genres 
p et q. On peut supposer, sans diminuer la généra l i té , que ces surfaces 
ont été déformées et placées dans l'espace, de façon à n'avoir plus de 
feuillets les uns sur les autres. Toute surface du genre 2, par exemple, 
peut ainsi prendre la forme d'un anneau double. 

Faisons les hypothèses suivantes : 
i ° Entre les points de ces deux surfaces existe une correspondance 

analytique, de telle sorte qu 'à un point M de S répondent m points N , , 
N0, N,„ deT, et à un point N d e T w points de S, M , , M a , M„. 

En disant que cette correspondance est analytique, j'entends qu'un 
petit domaine D , pris sur la surface S, est reproduit su rT sans que les 
angles formés par les courbes que l 'on y peut tracer soient al térés, sauf 



lorsque ce petit domaine contient certains points particuliers de la sur-

face S. 
2 0 Les points N cessent d 'ê t re fonctions uniformes du point M lorsque 

M vient coïncider avec un nombre fini de points de S, A , , A 2 , . . . , Ak. 

Soient [/.<, [x2, [xA les nombres de points N qui se réunissent en 
un seul lorsque M vient respectivement en A , , A 2 , . . . , Ah. La corres-
pondance est telle que, si l 'on considère une variable imaginaire t, sur 
la surface S, s'annulant en A,(7 = r, 2 , . . . , A) et infiniment petite du 
premier ordre dans le voisinage de ce point, la variable imaginaire 
jouissant sur T des mêmes propr ié tés dans le voisinage du point de réu-

nion se comporte comme C'C^1, G étant une fonction de £ qui n'est pas 

infiniment petite. 
Inversement, i l y a, sur T, k points pour lesquels v, , v 2 , vk 

points M se réun issen t , et ces points M dans le voisinage de leurs 
points de r éun ion jouissent des propr ié tés énoncées pour les points N 
dans le voisinage de leurs points de r é u n i o n . Je les appelle!^, B 2 , B A . 

Recouvrons la surface T de « feuillets formant une surface de 
Riemann T' et telle que la connaissance d'un point N en T' dé te rmine 
complè tement le point M correspondant. Ces feuillets sont r éun i s cy-
cliquement, v 1 à v,, v 2 à v 2 , vk à vk respectivement aux points B , , 
B 2 , . . . , B*. Soit q' le genre de la surface T'. 

Par 2/7 coupures K<, K 2 , K.2p partant d'un point L de la sur-
face S et revenant au point L , je transforme S en une surface simple-
ment connexe. Traçons de plus une coupure partant du point A , 
passant par les points A 2 , A A et aboutissant en L . Soit ( S ) la 
surface ainsi modifiée. Quand le point M décr i t la surface ( S ) , le 
point N décri t une partie de la surface T'. Cette partie est un polygone 
qui a 2p -+- h paires de côtés conjugués , ip paires correspondant aux 
c o u p u r e s K 0 K 2 , K2p eth paires correspondant aux portions A , A 2 , 
A0A3, A A _ , Ah, AhL de la dern iè re coupure. 

Permettons au point M de franchir une des coupures de la sur-
face (S ) , le point N sortira du polygone p récéden t ; et, si ensuite le 
point N décr i t la surface ( S ) , N décrira sur T' un nouveau polygone con-
struit comme le précédent et qui l u i est adjacent. E n continuant, on re-
couvrira la surface T 'd 'un réseau de m polygones semblables au premier. 



Appliquons a ce réseau la formule d 'Euler généra l i sée . Dans tout 
réseau de polygones recouvrant complè tement une surface fermée, le 
nombre des arê tes plus 2 est la somme du nombre des polygones, du 
nombre des sommets du réseau et du double du genre de la surface. 
Le nombre des arê tes est (2/? -+- h)m : le réseau a m sommets qui sont 
les m homologues du point L . Les autres sommets du réseau corres-
pondent tous aux points A , , A 2 , . . . , A A . Si les points correspondant 
à A , , A 2 , Ah é ta ient tous distincts entre eux, leur nombre se-
rait mh. Mais sont réunis en un seul sommet du réseau, p.2 en 
un autre sommet II faut donc retrancher du nombre précédent 

— 1) -4- (fj.2 — 1) -f- . . . -h ([/.* — h)> ce qui donne 

m/i + A - ( f i i+p i 2 + . . . + p.h). 

On a donc 

(1) (2/? + h) m -+• 2 = 7n(h -h 2 ) -h h — -+- fjt.24- . . . -h [J.h) 4- 2 g'. 

Reste à calculer le genre q de la surface T'. Ramenons, en la défor-
mant, la surface T à une surface de Riemann é tendue sur un plan, de 
manière que les points communs à plusieurs feuillets dans la nouvelle 
surface T ne coïncident pas avec les points B 4 , B 2 , B A . Si l 'on 
n'introduisait pas cette hypothèse , la difficulté serait facile à lever. 
Mais c'est une complication inuti le. 

X é tant le nombre des feuilles de la surface T, w la somme des 
ordres des points singuliers de cette surface (l 'ordre d'un point s in-
gulier est le nombre des feuilles qui sont réunies cycliquement d i -
minué d'une u n i t é ) , on a 

(2 ) 2g —w— 2X -h 2. 

Or chaque point singulier de T donne naissance à n points singu-
liers du même ordre s u r i " ; T' a encore k points singuliers dont les 
ordres sont respectivement (v, — 1), (v 2 — 1), . . . , (v A — 1). Donc la 
somme w' des ordres de ses points singuliers est 

w' -=. nw -)- (Vj — 1) H - ( v 2 — 1) - h . • • + (Vyt— 1), 

et comme le nombre des feuilles de T' est n\, on a 

(3) iq'z=. w'— 2 ni -f- 2 = n(w— 2À) + 2 -{-(vt — 1) 4- (v 2 — 1) - h . . . 4- (v*— 1), 



en él iminant w — 2~k et iq' entre les équat ions ( i ) , (2) et (3 ) , on a 
la relation que je me proposais d 'établ ir 

(4) 

Soi t f (x ,y) — o une relation a lgébr ique caractér isant la surface de 
Riemann S; g (oc-', y') = o une relation caractér isant la surface T. Sia?' 
et y sont donnés en fonction de x et de y par des équat ions algé-
briques et inversement, les conditions imposées à la correspondance 
sont remplies, et l 'on a le droit d'appliquer la formule ( 4 ) . 

§ IL — Interprétation de la formule précédente dans la théorie 
des fonctions fuchsiennes. 

Imaginons qu ' i l existe entre deux surfaces de Riemann 

une correspondance a lgébr ique où à un point de y répondent m points 
de g, et à un point de g, n points de f; supposons de plus que x, y ; 
x',y' puissent être expr imés en fonctions fuchsiennes d'une variable z, 

et que cette variable subisse une substitution l inéa i re , soit lorsque le 
point (x, y) décri t un contour fermé sur la surface f, soit lorsque 
(x', y') décri t un contour fermé sur g. 

L'ensemble des substitutions qui laissent à la fois x, y invariables 
forme un groupe H : celui des substitutions qui ne changent pas x',y' 

forme un groupe K . 
On peut trouver m — 1 polygones homologues de A 0 par rapport 

à H ; A 0 , h,, A O T _ n tels que les points P 0 , P 0 P 2 , P O T _ H si tués 
respectivement dans A 0 , A , , . . . , A m _ , et homologues entre eux par rap-
port à H ne soient pas homologues entre eux par rapport a K . Consi-
dérons le polygone A 0 -+- hK -+- . . . 4- hm_{ et amenons P 0 sur un côté C 0 

de A 0 . Soit C'0 le conjugué de C 0 dans A 0 ; G',, C 2 , . . . , C w _ , les homo-
logues de C 0 dans A n A 2 , . . ., A / r t _ , , C 0 , G',, . . . , C'm_i ne sont pas homo-
logues entre eux par rapport à K . Or i l ne peut y avoir plus de 
m points homologues entre eux par rapport à H qui ne soient pas ho-
mologues entre eux par rapport à K ; donc, parmi C 0 , C',, C'7 W_,, i l y a 

S. . a 



un côté qui est homologue à C 0 par rapport à K . Soit C 1 l 'homo-
logue dans A, de C 0 dans k0. Il n'est pas homologue à C 0 par rapport 
à K ; i l a, parmi C' 0, C^, C ' w _, , un homologue Cj qui ne peut donc 
coïncider avec En procédant ainsi, on conjuguera les côtés du poly-
gone k0 -+- A, -f- . . . -+- h,n_{ de manière à former un polygone m0 géné-
rateur d'un groupe fuchsien M contenu à la fois dans H et K . On a entre 
les S de m0, de h0 et de k0 généra teur de K les relations 

Soient 1; et y] deux fonctions fondamentales du groupe M , entre les-
quelles a lieu la relation 

<p(S, *0 = o. 

A un point ( £ , Y ) ) répondent un seul point {oc,y) et un seul point 
(x', y); mais à un point (x, y) r épondent m points (Ij, y]), et à un point 
(x',y') n points ( £ , Y]) . 

La correspondance entre les deux surfaces deRiemann f et ^-résulte 
donc de deux correspondances d'une nature plus simple, en t r e / e t <p, 
g^et cp. Nous ne ferons plus désormais intervenir que celles-ci, ce qui 
revient a ne considérer à la fois que deux groupes fuchsiens dont 
l 'un contient l'autre. 

Deux problèmes se présentent : 
i° Déterminer les sous-groupes d'un groupe fuchsien. 
On obtient les polygones généra teurs des sous-groupes en réunissan t 

plusieurs polygones du réseau du groupe pr imi t i f et en conjuguant 
convenablement les côtés restés libres. 

2
0 Considérons un groupe fuchsien G qui dépend de pa ramèt res 

variables. Pour quelles valeurs de ces pa ramèt res est-il contenu dans 
un autre groupe? 

Il est intéressant de chercher quand cette circonstance se p résen te , 
parce que ces groupes particuliers sont plus simples que les autres et 
que le calcul des équat ions fuchsiennes correspondantes peut même se 
faire a lgébr iquement dans certains cas. Le groupe G engendre une 
équat ion fuchsienne 

(0 



et, si G est contenu dans un groupe T engendrant l 'équation fuchsienne 

00 

(a ' ) 

x' et y' sont des fonctions rationnelles de x et dey, mais x et y sont seu-
lement des fonctions a lgébr iques de x' et de y'. Nous dirons que l 'é-
quation ( i ) , ( V ) est réductible à l 'équat ion (2 ) , (2 ' ) . 

Soient 

R le polygone généra teur du groupe G ; 
p le genre de ce groupe; 

les sommes d'angles de ces différents cycles. 

L a S du polygone R est 

(3> 

D'autre part, 

P é tant le polygone généra teu r du groupe T; 

cy le genre de ce groupe; 

les sommes d'angles des cycles, 

(4) 

Le rapport étant un nombre entier N , on a 

(5) 

L a formule (5 ) , malgré son aspect, n'est autre que la formule de 
correspondance établ ie dans le § I, app l iquée au cas qui nous occupe. 
Il est instructif de démont re r l ' identi té des deux formules. Chacun des 
cycles de P donne naissance, dans le polygone R, à N points non homo-
logues entre eux par rapport au groupe G, mais qui peuvent être dis-
tincts ou bien coïncider entre eux. Deux circonstances différentes peu-



vent se présenter : je supposerai que la première est présentée par le 

cycle de P qui a pour somme d'angles et le second par celui qui a 

pour sommes d'angles 

i° Tous les points qui correspondent au cycle dont la somme d'angles 

est — sont à l ' in tér ieur de R. Parmi les puissances de la substitution 

elliptique de pér iode p , , qui a pour point double l 'un des sommets du 

cycle, i l n'y a que la substitution identique, c 'est-à-dire la puissance (x, 

qui appartient au groupe G. Les N points coïncident donc p., à [/.,, et 

N . . . 

— est un entier qui exprime le nombre de ces points qui sont distincts 

entre eux. 

2° Supposons que, parmi les points qui , dans R, correspondent au 

cycle dont la somme d'angles est i l y en ait qui coïncident avec les 
sommets des cycles - et et que les autres tombent dans l ' in tér ieur 

deR. Puisque le groupe T comprend le groupe G, la substitution ell ip-

tique, qui a pour point double l 'un des sommets du cycle et pour 

pér iode a,, est une puissance de la substitution elliptique qui a le 

même point double et pour pér iode fx2; donc est un entier. Cet en-

tier exprime combien des N points sont absorbés par le cycle de 

même est un entier qui exprime combien des N points sont absorbés 

par le cycle Il reste N points qui tombent dans l ' inté-

rieur de R; ceux-ci coïncident (JL2 à pu. Donc est un en-

tier. Cet entier exprime le nombre des points distincts s i tués à l ' inté-
rieur de R ; le nombre total des points distincts, en y comprenant les 

deux cycles et est 2. Or la formule du § I peut 

s 'énoncer ainsi : la différence entre ip — 2 et (arar — 2 ) N e s t la somme 
des nombres de points qui coïncident , moins le nombre total des coïn-
cidences. La somme des nombres de points qui coïncident est N / ; le 



nombre total des coïncidences est 

On a donc 

ce qui est précisément la formule ( 5 ) . 
Etant donné le groupe fuchsien G le plus général de genre p et dont 

2 7T S T'" ? 7T 
le polygone généra teur possède n cycles avec —> —> ••••> — pour 

sommes d'angles, dans quels cas est-il contenu dans un autre groupe 
fuchsien? A chaque solution de cette question correspond un système 
d'entiers N , /, GT, p.,, yku, . , . , satisfaisant à l 'équation ( 5 ) . N , tx,, 
fx2, • • -, pi sont plus grands que i ; / et GT sont positifs ou nuls. De plus, 
les groupes G et T étant fuchsiens (n i rationnels, ni ell iptiques), les 
deux membres de l ' équat ion (5 ) sont positifs. 

Inversement, on est conduit à chercher, pour résoudre la question, 
un système d'entiers satisfaisant à l 'équation ( 5 ) et aux conditions pré-
cédentes. Lorsque l 'on aura obtenu un pareil sys tème, on construira le 
polygone fuchsien P correspondant et l'on cherchera à former par le 
groupement de P avec ses homologues un polygone R. Montrons d'abord 
que le nombre des systèmes d'entiers que l'on peut obtenir est f in i . 

On a, en effet, 

Chacun des entiers [J. é tant plus grand que i , chacune des parenthèses 
est supér ieure ou égale à | ; d'ailleurs rar a pour minimum o; donc le 

premier membre est égal ou supér ieur à Comme 2, on a 



Donc / n'a qu'un nombre limité de valeurs; i l en est de même de ts. 
Désignons par s le premier membre de l 'équation ( 5 ) ; on peut mettre 
cette équation sous la forme 

les valeurs que l'on peut donner à & et à / sont en nombre l imité. D ' a i l -
leurs rar et / é tant donnés , l 'équation ne peut être vérifiée par des va-

leurs de N , pt,2, . . . , surpassant toutes 2 W _ 2 y Le nombre des 

valeurs que l'on peut attribuer à N , p.,, fx.,, [/./ est donc l imi té . 
C. Q. F . D . 

Mais le problème proposé peut ê t re examiné de plus près . A chaque 

cycle — ( ¿ = 1 , 2 , . . . , / ) correspond un certain nombre de points situés 

aux sommets de R. Désignons par — > ?—,.. . ,— les sommes d'angles 

des différents cycles de R auxquels appartiennent ces sommets; kt peut 
être nu l . D'après ce que nous avons dit plus haut, a,., a 2 . , . . . , a*, sont 

des diviseurs de (/.,-, et est un nombre entier. 

A ins i l 'on devra satisfaire au système suivant : 

(G) 
(a , .a 2 . , . . . , ak d iv i s en t ^t) 

k\ -+- k% + • • • -+- ki — ti 

Les nombres ctjt sont des nombres a, , a 2 , a n , pris chacun une 
fois et une seule. 

Les nombres xn, fx,, fx2, p.t appartenant à une solution du sys-
tème (6) dé te rminent , avec les invariants de la relation de genre ru, 

qu'on peut prendre arbitrairement, un type fuchsien. Ce type, d 'après 
un théorème de M . Poincaré , contient une équation fuchsienne. Le 



groupe de cette équat ion est engendré par un polygone fuchsien P, et 
à P correspond une surface de Riemann de genre m, que nous suppo-
serons placée dans l'espace. Soient M 0 M 2 , M , les points de cette 

surface qui correspondent aux cycles — , — , • • -, — • Recouvrons cette 

surface de N feuilles, d'abord isolées les unes des autres. 
Traçons un système de ixz coupures rendant la surface primitive 

simplement connexe; puis une coupure allant de M , à M 2 , une autre de 
M 2 à M 3 , . . . , une de M / _ , à M / et une de M* à la l imite . Nous supposons 
qu'en faisant chacune de ces coupures on tranche à la fois les N feui l -
lets placés les uns sur les autres. On aura ensuite à rejoindre les bords 
devenus libres et s i tués en face les uns des autres, de façon que s u r M , 

i l y ait un premier sys tème de — feuillets réun is cycliquement, un 

autre système de — feuillets, etc., un de — feuillets, et que les autres 

feuillets, s ' i l en reste, soient r éun i s [x1 à \xt et que, pour M 2 , M , , 
les choses se passent d'une manière analogue. A toute nouvelle surface 
de Riemann ainsi construite correspondra dans le cercle fondamental 
un polygone R, composé de N polygones P et engendrant un groupe 
fuchsien G satisfaisant aux conditions proposées . 

Pour donner une idée de la manière d 'opére r dans les questions de 
ce genre, je traiterai le p rob lème suivant : Etant données neuf droites 

parallèles entre elles, trouver les courbes du quatrième degré tangentes à 

huit d'entre elles et ayant quatre points coïncidents à l'infini sur la neu-

vième. 

E n prenant la neuvième droite pour axe desy et pour axe des x une 
perpendiculaire à ces huit droites, l ' équat ion de la courbe sera du 
troisième degré en y , et elle donne naissance à une surface de Riemann 
à trois feuilles : o est commun aux trois feuilles, at, a2, as é tan t 
les abscisses des huit tangentes, les points at, a2, . . a $ sont communs 
à deux feuilles. 

Supposons le problème r é s o l u ; soient i , 2, 3; 1', 2', 3' six demi-
feuillets de la surface de Riemann 1 sur 2, 2 sur 3, 3 sur le demi-plan 
positif des x ; 1' sur 2', 2' sur 3', 3' sur le demi-plan négatif. Une des 
valeurs de y reste pour x = a{ fonction uniforme de x. Nous attache-
rons cette valeur aux demi-feuillets 1 et 1', de telle sorte que ces demi-



feuillets sont joints le long de oaK et le long de aKa2 {fig. 2). Pour 
définir quelles valeurs de y sont at tachées aux autres feuillets, nous 
supposerons que, lorsque x tourne dans le sens positif autour de o, 
xy parcourt successivement les demi-feuillets 1, 2 ' , 2, 3', 3, i \ Alors 
la superposition et la jonction des feuillets est partout complè tement 
dé t e rminée . 

Inversement, pour dé te rminer les courbes du qua t r ième degré ré-
pondant à la question, on placera, sur le plan des x, six demi-feuillels 
r, 2, 3 ; 1/, 2 ' , 3' . Le problème consiste à réuni r leurs bords de manière 
à obtenir une surface à trois feuilles const i tuée comme je l 'ai dit. 

Fig . 2. 

La jonction des demi-feuillets aura lieu ainsi 

Le long de a2as deux des demi-feuillets restent joints comme ils 
l ' é ta ient le long de aKa2; pour les quatre autres, i l y a interversion. 
On peut donc imaginer trois cas : 

Les chiffres infér ieurs forment les trois permutations paires de 
1/, 2 ' , 3 ' . Le long de aza4 les trois hypothèses admissibles sont formées 
par les trois permutations impaires. 

Les surfaces de Riemann cherchées sont au nombre de 3 e . 
Une de ces surfaces de Riemann ne définit pas complè tement la 
fonction y, mais toutes les fonctions y de cette surface de Riemann 
s'expriment rationnellement par x et par l'une d'entre elles. Au con-
traire, une fonction y d'une surface de Riemann ne peut s'exprimer 
rationnellement par x et par une fonction r d'une autre surface. 



§ III. — Applications. 

Voici des exemples. Dans les premiers, on prend les cas spéciaux 
où un groupe G est contenu dans un autre. Dans le dernier on déter-
mine, au contraire, certains groupes contenus dans un groupe donné . 

A . 

i° On considère un quadr i la tè re R dont les côtés opposés sont con-
j u g u é s . Notons les sommets i , 2, 3, 4 en tournant dans le sens positif. 
Ils appartiennent tous au même cycle, dont je supposerai la somme 
d'angles égale à 7t. 

On a ic i 
/? = 1, n = 1, — 2, 

et la formule (5) du § II devient 

(0 

d'ailleurs, 

donc 

On trouve aisément que m est nul , et que 

/ = 4 ou 1—3. 

Le système (6) du § TI s 'écrit 

(2) 

Pour / = 4, l 'équation (r) s 'écrit 

S. 3 



où trois des p. divisent N ; pour y satisfaire, i l faut poser, en tenant 
compte de (a ) , 

N = 2 , f*i = 4, (H = [J-S = (M = 2. 

Le polygone correspondant peut être mis sous la forme d'un triangle 

A B C , où A H- B -h C et où les demi-côtés D A et D B , E B et EC, FC 

et F A sont conjugués ; le triangle dépend de deux paramètres comme 
le quadr i la tè re R. 

Le groupe G de tout quadr i la tè re est en effet contenu dans un groupe 
r engendré par un de ces triangles. En effet, la diagonale i 3 partage R 
en deux triangles 123, i 43 qui sont égaux comme ayant leurs trois 
côtés égaux chacun à chacun. En conjuguant entre eux les demi-côtés 
de ces triangles, on forme un polygone duquel dérive un groupe F 
contenant év idemment le groupe G. 

Soit maintenant 1=3, nous aurons à chercher les solutions en nom-
bres entiers de l 'équat ion 

N i 
fj-2 et [x3 divisant N et étant entier. 

On voit a isément que, lorsque deux des entiers o. sont égaux entre 
eux ou lorsque l 'un d'eux est égal à deux et le second double du troi-
s ième, la solution considérée peut se ramener à une autre. Il n'est né-
cessaire de considérer que les solutions i r réduct ib les . Nous étudierons 
spécia lement les quatre suivantes : 

(a) 

((3) 

(y) 

N = 6 , 

N = 6 , 

N = i o , 

N = 12 , 

Pi = 4, 

P i = 4, 

p 2 — 2 , 

^/.2 = 2 , 

f*8 = 3, 

^3 = 6, 

^3 = 5, 

en cherchant à former des groupes contenant non seulement G , mais 

encore T. 



En appliquant les formules (6) du § II au groupe F , on a 

p=o, n — 4> <*i = 4, a 2 = a 3 = «4 = 2 , 

57 = O, N = 3, p-i = 12, p., = 2, {J . 3 r=3; 

nous savons déjà que les sommets du quadr i la tère font partie du cycle 

i l en est de même des sommets A , B , C du triangle ; donc 

= 4, 

N i 
Comme, dans cette hypothèse , - = o, on a 

hi — o, kt =• i , 

{ji3 = 3 n'est divisible par aucun des a ; donc A 3 i, k3 = o; par 

suite, 

£ 2 = 3, « 1 , = «2 2 = « 3 4 = 2> 

Imaginons donc une sphè re , et recouvrons-la de trois feuilles; en 
deux points de la sphère , les feuilles seront réunies trois à trois, et, 
en prenant l 'image, dans le cercle fondamental, tant des trois feuilles 
que de la surface tout en t iè re , on obtient un triangle ADBECF (fig. 3 ) , 

Fig . 3. 

formé de six triangles égaux entre eux et ayant pour angles 

La réun ion de deux de ces triangles forme le quadr i la tè re 1234, 

où les côtés opposés sont conjugués, 



Si le quadr i la tère éprouve une rotation autour du point F égale à тт, 
les substitutions qui transforment l 'un dans l'autre les côtés opposés 
engendrent encore le même groupe. Il en est de même si l'on fait 
tourner le quadr i l a t è re , soit autour de D , soit autour de E . Le groupe G 
engendré par le quadr i la tè re est donc un sous-groupe distingué du 
groupe F engendré par le triangle ÀDBECF. 

On reconnaît de même que G et Г sont des sous-groupes distingués 
du groupe engendré par le triangle СОВЕ, dans lequel on suppose OB 
et OC, E B et ЕС conjugués . 

Occupons-nous maintenant des fonctions fuchsiennes fondamen-
tales du quadr i la tè re . Le triangle ОВЕС est l'image du plan d'une va-
riable x' ŕ laquelle nous pouvons attribuer la valeur oo au point O, la 
valeur  о  aux  points  В  et  C,  la  valeur  i  au  point  E . \Jx'  est  une  fonc­
tion  uniforme  de z  dont  le  plan  a  pour  image  le  triangle  A D B E C F . 
Désignons-la par x. On pourra prendre x = r au point F, x=j au 
point D , x =f2 au point E . La fonction 

(où / e t y 2 sont les racines cubiques imaginaires de l ' u n i t é ) est uni-
forme par rapport à z, car elle ne peut offrir de ramifications que 
pour x — o, i ,j ouy- ; or les valeurs de z qui correspondent à oc=  о 
sont  des zéros quadruples de cette fonction, et les valeurs de z qui cor-
respondent à x = i ,j ou j% sont des zéros doubles respectivement des 
fonctions x — i , x — j, x — /-. y et x forment donc les deux fonc-
tions fuchsiennes fondamentales, et le quadr i la tè re est l ' image de la 
surface de Riemann 

dont l 'équat ion peut aussi se mettre sous la forme 

Des raisonnements analogues aux précédents conduisent au qua-
dr i la tère figuré ic i {fig. 4)« H est formé de douze triangles ayant 
pour angles 

On prendra pour polygone généra teur du groupe F le quadr i la tè re 



A B C D E F  dans  lequel  on  conjugue  CB et  CD, A B et  E D , F A  e t F E .  Le 
quadri la tčre  A B C D E F  de  genre  o  est  l'image  du  plan d'une  variable x; 

Fig . 

je  prends  pour  valeurs  de  celle­ci,  en C,  en F,  — i ; en  A ,  i ; en B, 

k  est  une  inconnue  ŕ  dé te rminer . 

Je  dis  que  la  fonction u = est  uniforme.  En effet*  elle  ne 

peut  offrir  de  ramifications  que  pour x  =  i  et x = c'est­ŕ­dire 

aux  points  A et  C et  aux  points  homologues  par  rapport  au  groupe  F . 
Or  les  valeurs  de s  qui  annulent x  — i  sont  des  zéros  quadruples  de 
cette  fonction,  et  celles  qui  annulent  i  ­h kx  sont  des  zéros  doubles. 

L'image  du  plan u  se  fait  sur  le  quadr i la tč re  A E A ' E ' {fig.  5)  dans 

Fig.  5. 

lequel  on  conjugue  la  moit ié  de  chaque  côté  avec  l'autre  moi t ié .  En 
effet,  en  deux  points  symétr iques  par  rapport  ŕ B , D , F ou F ' , x  prend 
la  męme  valeur.  Donc u  prend  deux  valeurs  égales  ou  égales  et  de 



signes  contraires.  C'est  la  premičre  alternative  qu'on  doit  choisir  parce 
que  B ,  D, F et  F ' ne  sont  ni  zéros  ni  infinis  de u. 

Retranchons  de  ce  quadr i la tčre  les  triangles  B E ' F ' ,  D F ' A ' en  y 
ajoutant  les  triangles  symétr iques  respectivement  par  rapport  aux 
points  B  et  D .  Nous  obtiendrons  le  polygone  A F ' B F ' D F ' E F ,  dans 
lequel  F " A et  F" 'E,  B F ' et  BF", D F  et  DF'" sont  conjugués .  Suppri­
mons  de  ce  polygone  le  triangle  FEF"' pour  l u i  ajouter  le  triangle 
F A F ( 4 } ,  nous  aurons  le  quadr i la tč re  F ' F / / F ( 4 , F W ,  dans  lequel  la  moitié  de 
chaque  côté  est  conjuguée  avec  l'autre  moit ié .  Or le  triangle  F F ' B F " , 
dans  lequel  F F ' , F F " ; B F ' , BF' ' sont  conjugués ,  est  l'image  du  plan 
d'une  variable w,  soit w —  o  en  F  et w = ce en  F' et  F" ; F ' F " F ( 4 ) F W  est 
l'image  d'une  surface  de  Riemann formée  de  trois  feuilles  réunies  cy­
cliquement  trois  ŕ  trois  aux  points  o  et  QO  du  plan  des w  :  i l est  donc 

l'image  du  plan  de \[w; u  est  une  fonction  l inéaire  de \fw\  les  valeurs 
de u  en  des  points  homologues  des  triangles  F F'F'",  F F ' F ,  F F ( 4 ) F " 
sont  donc  les puissances  d'une  substitution  l inéaire  de  pér iode  3.  Soit 

l'expression  de  la  valeur  de u  en  un  point  du 

triangle  FF 'F ' "  en  fonction  de  la  valeur  de u  au  point  homologue 
de  F F " F ' . 

La  substitution  é tant  la  période  3,  on  a 

a, H­ d — i . 

Les  valeurs  de u  au  point  F ,  respectivement  aux  points  F ( 4 , F"F 'F* ' , 

sont  chacune  d'elles  reste  invariable  par  la  substitution 

l inéaire .  Ains i  l 'équation 

a  pour  racines  :  donc 

D'autre  part,  le  point  A ,  comme  appartenant  au  triangle  F F ( / , ) F " , 



et  le point B , comme  appartenant  au  triangle  F F " F ' ,  sont  homologues. 

Or  la valeur de u  est  en  A , o  en  : donc  • 

m a i s 

Les  deux  valeurs  de k  é tan t  inverses,  nous  prendrons  celle  qui  est 
moindre  que  i , et  la  relation  elliptique  engendrée  par le  quadr i la tčre 
dont  les  côtés  opposés  sont  conjugués  se  met  sous  la  forme 

Imaginons  que  l 'on  fasse  tourner  le  quadr i l a tč re  autour  du  point  F 

d'un  angle  égal  ŕ  ^  et  dans  le  sens  positif;  le  nouveau  quadr i la tč re 

engendre  deux  fonctions  fuchsiennes  fondamentales oc', y'  liées  encore 

par  la relation 

et  oů x'  est  donné  en  fonction  de x  par  la relation 

Le  quadr i la tč re  correspondant  est  formé  de  vingt  triangles  ayant 

pour  angles 

Nous  cons idérerons  encore  le  groupe T  comme  engendré  par  le 



quadr i la tč re  A B C D E (fig.  6)  dans  lequel  on  conjugue  A B et  E D , CB 

et  CD, F A  et  F E .  C'est  l'image  du  plan  d'une  variable x,  et  je  sup­

poserai  que  celte  variable  prend  :  en  C, la valeur  — y;  en  F ,  la  valeur 

— i ;  en  A ,  la  valeur  i ;  en  B ,  la  valeur  ^­  La  fonction 

est  uniforme  par  rapport  ŕ z.  El le  se  représente  sur  le  pentagone 

G G ' G " G ' " G ^ (fig.  6 ) ,  dans  lequel  les  demi­côtés  F G , F G ' ; A G ' ,  A G " ; 
F 4 G " ,  F , G'";  C , G " \ C, G ( , , ) ;  CG, C G ( 4 ) sont  conjugués .  A u x  points  homo­
logues  des  triangles  G K G ' ,  G ' K G " ,  G " K G ' ,  G ' " K G ( 4 \  G W K G , u  prend  des 
valeurs  qui  sont  fonctions  l inéaires  les  unes  des  autres.  La valeur  de u 
en  un  point  du  triangle  G ' K G "  s'exprime  en  fonction  de  sa valeur  en  un 

point  homologue  du  triangle  G K G ' par  étant  une  substi­

tution  linéaire  de  période  5 ; et,  par  conséquent ,  en  prenant 

a  ­+­ S est  égal  ŕ i  cos  On  démontre  a isément  que m  =  i . 

Les  valeurs  de u,  qui restent  invariables par cette substitution,  corres­
pondent  aux  points  K et  GG'G"G ' "G ( 4 )  ;  or,  K  et  G ( 4 )  é tant  symétr iques 
par  rapport  ŕ B , en  ces  deux  points  <r a  la  męme  valeur  et,  comme  B  est 
un  zéro  double  de kx-+-  r, u  a  des  valeurs  égales  et  de  signes  con­
traires.  On  en  dédui t 

Pour  F, u = la  fraction  doit  prendre  la valeur  zé ro ;  d'oů 

F i g .  6. 



pour  C, u  la  fraction  doit  prendre  la  valeur  d'oů 

On  dédui t  de  lŕ 

et  l 'équation  a§ — [3y =  i  donne 

et,  comme 

on  a 

En  prenant  la  valeur  de  Ł  moindre  que  T ,  la  relation  elliptique 
cherchée  est 

Le  quadr i la tčre  est  formé  de  vingt­quatre  triangles  ayant  pour 

angles 

Le  triangle  A D B E C F {fig.  7 ) ,  dans  lequel  on  conjugue  DA  et  D B , 
EB  et  EC, FC et  F A ,  est  l'image  du  plan  d'une  variable x.  Le  triangle 
B D A F ,  dans  lequel  FA et  F B ,  D A et  DB sont  conjugués,  peut  ę t re  pris 

pour  image  du  plan  de  ­  — 1 ;  en  deux  points  homologues  des  deux 

triangles  B D A F ,  C E B F , x  a  des  valeurs  inverses.  On  peut  choisir x  de 
telle  sorte  qu'elle  ait,  au  point  F ,  la  valeur  — 1 ;  au  point  A , 1;  au 
point  D , i;  au  point  E ,  — i.  On  en  conclut  que  le  quadr i la tčre  est 

S.  4 



l'image  de  la  surface  de Riemann 

est  réel  sur  tout  le  contour  du  triangle  FAD  ;  i l faut,  sur  le  con­

tour  de  ce  triangle,  ou  bien  que x  soit  rée l ,  ou  bien  que  mod^r =  i . 

Le  premier  fait  se  présente  pour  le  segment  F A , le  second  pour  les 

segments  A D et DF . 
Fig .  7. 

Soit s la fonction dont  le demi­plan fait  l'image du  triangle  A G H , s est 
une  fonction  rationnelle  de x;  je  suppose  que s  prenne,  en  A ,  la  va­
leur  00, en  G,  o,  en  H ,  1; s  est  du  s ixičme  degré  en x  et  l 'équation 
s  =  co a deux  racines  égales  ŕ  1 et quatre  ŕ  — 1; s = o  a  toutes ses  ra­
cines  triples, s =  1  a  pour  racines  ­h * et  — i,  et  ses  autres  racines 
sont  doubles.  On  trouve  ainsi 

On  peut,  ŕ  l'aide  de  cette  formule,  calculer  les valeurs  de x  aux  points 
G  et H . 

3  ­t­ iU 

On  trouve,  en  G, — g — et,  en H , 
Le  groupe  G de  genre  1 est  ici un  sous­groupe  dist ingué  du  groupe 

T  engendré  par  le  triangle  ADBECF (fig.  7 ) ;  le  groupe T  est  lui­męme 
un  sous­groupe  dis t ingué  du  groupe T  engendré  par  le  triangle  B D A F ; 
F '  est  lui­męme  un  sous­groupe,  mais  non  dist ingué  du  groupe Y" 

engendré  par  le  triangle  G A H F ,  dans  lequel  GA et  GF, HA et  HF  sont 
conjugués . 

Des équations fuchsiennes. 

Parlons maintenant  des  équations  fuchsiennes,  dont  les  groupes  sont 
engendrés  par  les  quadr i la tč res  dont  les côtés  opposés  sont  conjugués. 



Soient 

les  valeurs  de x  respectivement  en 

B,  D,  E, F. 

Fig .  8. 

L'équation  différentielle  peut  se  mettre sous  la  forme 

(0 

(O 

oů  l 'équation  (1)  prise  isolément  est  l 'équat ion  relative  au  groupe  en­

gendré  par  le  triangle  A D B E C F .  Posons 

d'oů 

<p(a?) est,  comme  on sait,  égal  ŕ  on  en  déduit 

La  fonction  prend des valeurs égales en des points 

symétr iques  par  rapport  ŕ  D ,  E ,  F ;  en  effet,  en  de  pareils  points, x' 

prend  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  e t y  également  ;  donc 



l(z)  ne  change  pas, Y(z)  a  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires 
et \"{z)  les  męmes  valeurs. l(z)  a  un  zéro  simple  aux  points  A , B , C. 

La  fonction  a  donc  en  A  un  infini  quadruple,  et,  comme  c'est  lŕ son 
seul  inf ini ,  elle prend  une  seule  fois toute  valeur  dans  le  triangle A B C . 
C'est  donc  une  fonction  linéaire  de x 

En  exprimant  que 

on  trouve 

/ ré tan t  quelconque;  les  constantes  M et  N ne  peuvent  ętre  déterminées 
par  un  calcul  a lgébr ique .  Mais  cela  est  possible  dans  les  cas  parti­
culiers  signalés.  Soit 

A"2 =  —  i . 

Je  suppose  que  la  variable z  s'annule  au  centre  F  du  quadr i la tč re . 

Posons 

Pour  déterminer  M et  N , je  chercherai  deux  expressions  différentes 
d e F ( î s ) , 

D'ailleurs 



2 °  Nous prendrons  un  nouvel  exemple parmi  les  octogones  dont  les 
côtés  opposés  sont  conjugués  et  la somme des  angles  égale  ŕ  2TĎ.  L 'oc­
togone  considéré  se  compose  de  quarante­huit  triangles  ayant  pour 

angles  II  est  l'image  d'une  surface hyperelliptique 

pour  image  le  triangle  F F ' F " ,  dans  lequel  on  suppose  la  moitié  de 
chaque  côté  conjuguée  avec  l'autre  moi t i é ; u  est  une  fonction  ration­
nelle de x  du  quat r ičme  degré 

i°  P(a?) — Q(x)  est  qua t r i čme  puissance  parfaite  ; 
2 0 kV(x)  — Q(x)  est  carré  parfait  ; 

3° Au = — ^  ( ' )  correspondent x  =  o, x = i,  et  deux  valeurs 

égales  entre  elles ; 
4°  Pour u =  — i , une  valeur de  est  infinie. 
On  en  déduit 

(!) k  est  le  module  des  fonctions  elliptiques engendrées  par  le  quadrilatčre  F F ' F ' T ' " . 
Il  a été  calculé. 

oů R(x)  est  un  polynôme  du  sixičme  degré .  Je  suppose  en  A , x — ao, 
en  O,  Łr =  o,  en  B , x =  i . Soit u (Jig.  9)  une  variable dont  le  plan  a 

F i g .  9. 



fraction  qui  satisfait  ŕ  la  premičre ,  ŕ  la  deuxičme  et  ŕ  la  quatr ičme 
condition.  Soit 

v  est  une  fonction  fuchsienne  dont  le groupe  est  contenu  dans  celui 

de u,  et  contient  celui  de x  ;  pour u  =  — j> v a deux  valeurs  dont  une 

correspond  ŕ x = o, i ,  l'autre  ŕ la racine double  ; donc,  l'une  des  deux 

équat ions 

a  pour  racines o  et  i ,  et  l'autre  une  racine  double.  On  en  dédui t ,  par 
un  calcul  facile, 

B . 

Considérons  l 'équation  différentielle 

qui  a pour  points  singuliers o, i , oo, a.  Pour  les  trois  premiers,  la  dif­
férence  des  racines  des  équat ions  déterminantes  est  pour  le  qua­
t r ičme  ~.  Je  suppose  la constante A déterminée  de  façon  que  l 'équation 
soit  fuchsienne. 

On  propose  de  déterminer  une  substitution rationnelle  du  qua t r ičme 

degré , x =  Q / " | >  t e ^ e  i l 1 1 6  1 1 soit fonction uniforme du rapport  de  deux 

intégrales .  Pour  cela,  i l  faut  que u reste fonction  uniforme de z,  quand 
męme u  cesse  d'ętre  fonction  uniforme  de x.  Or,  les  valeurs  de u,  pour 
lesquelles u  se  ramifient  par  rapport  ŕ x,  sont  données  par  l 'équat ion 
du  sixičme  degré 

P(u) Q'(u) — Q(a)  P ' (w)  =  o . 

Cette  équation  ne  doit  avoir  que  des  racines  simples,  pour  lesquelles 
x =  o,  i , oo, a;  ou  une  racine  triple  pour  laquelle x  = a. 



Je  distinguerai quatre  cas  : 
i°  Toutes  les valeurs  de u  pour x = a  sont  simples. 
2 °  A x = a  correspond  une  seule  valeur  double  de u. 

3°  A x = a  correspondent  deux  valeurs  doubles  de u. 

4°  A x = a  correspond  une  valeur  quadruple  de u. 

Dans  le  premier  cas,  les  six  racines  de  P(w) Q'(u) — Q(u)V (u) =  O 
répondent  ŕ  07 =  0 ,1 ,00 ,  et,  comme  ŕ  chacune  des  valeurs  ne  peuvent 
correspondre  plus  de  deux  de  ces  racines,  ŕ x =  o,  1,  co  correspondent 
deux  valeurs  doubles  de u. 

En  discutant  les  hypothčses  possibles  dans  les  trois  autres  cas,  sans 
distinguer entre elles celles qui  peuvent  se  ramener  les unes  aux  autres 
par  la  permutation  des  points  singuliers o,  1,  co, on  obtient  les  résul­
tats  contenus  dans  le Tableau  suivant.  Il  donne  le  nombre  des  points 
singuliers  de  l 'équat ion  fuchsienne  dont u  est  la  variable  et  la  diffé­
rence  des  racines  des  équat ions  dé terminantes  relatives  ŕ  ces  points 
singuliers. 

ce. 

p. 
Y • 
0 . 

y 

X— 0. 

2D 
2Ü 
2D 
2D 

i D ;  2S 

X — i . 

2D 
2D 

i D ;  2S 
2D 

i D ; a S 

i D ;  2S 

X = «>. 

2D 
i D ;  2S 
i D ;  2S 

4S 

4S 

î D ; 2S 

x = a. 

4S 

i D ; 2S 
2D 
2D 
i Q 

i Q 

Nombro 
des points 
singuliers. 

4 
5 
6 
6 
6 
6 

Diff. des racines 
des équations 
déterminantes. 

Ě 

3 2" > 2 = 4* 
L 
2 
1 
2 
1 
2 
1 
2 

S signifie une valeur simple de w; D une double; Q une quadruple. 
Les cas y, S, E , £ indiquent quatre équa t ions fuchsiennes à six points 

singuliers, et dans lesquelles les différences des racines des équat ions 
dé terminantes sont | . De pareilles équat ions fuchsiennes se rencon-
trent, comme nous le verrons plus tard, dans l 'é tude des polygones 
fuchsiens du genre 2 . Lorsque les six points singuliers sont pris arbi -
trairement, l 'équation fuchsienne contient trois quant i tés qui ne peu-
vent être déterminées par des calculs a lgébr iques ; mais, dans ces cas, le 
nombre des constantes transcendantes diminue de deux uni tés . J 'achève 
les calculs pour chacun d'entre eux. 



Soit 

i °  P(w)  est  carré  parfait; i° V(u) — Q(u)  a  une  racine  double; 
3° Q(w) a une  racine  double;  4°  P ( w )  — aQ(u)  est  carré  parfait. 

En  posant 

la  premičre  et  la qua t r i čme  condition sont  remplies. 
On  a 

Q ( t t ) - ( « ! + B « + C - « ) ( « 2 + B « + C + tt). 

Si  les deux facteurs  avaient  une  racine commune,  celle­ci serait  nulle, 

ce  qui entraînerai t C = o; mais alors la fonction ^S,
u

\ se rédui ra i t au 

deuxième degré, hypothèse que nous écar tons . Donc l'un des facteurs 
est carré parfait, ce qui donne 

(B — i ) 2 — 4 C = o ou (B 4- i ) 2 — 4 C = o. 

La seconde hypothèse se ramène à la première en changeant u en — u, 
puis B en — B ; on a donc 

( B - i ) 2 = 4C. 

En exprimant la deuxième condition, on trouve 

le radical \ji — a contenant le double signe; on en dédui t 

et, en posant, 

i — a = g2, 



les  points  singuliers  de  la  nouvelle  équat ion  fuchsienne  sont  donnés 
par 

u — o, II — ce, 

i °  P ( « ) est  carré  parfait;  2 0  P ( M )  — Q ( " ) est  carré  parfait;  3°  de 
męme  P ( M )  — aQ(u)  est  carré  parfait.  On a 

les points singuliers de  la nouvelle équat ion  fuchsienne  sont  donnés  par 

a  =  o, u = co, 

Les  racines  des  deux  équat ions  précédentes  sont 

i°  P ( H ) est  carré  parfait;  2 0  P ( K )  — Q(w)  a  une  racine  double; 
3°  P ( M )  —  flQ(w)  est  quat r ičme  puissance  parfaite 

les  six  points  singuliers sont  racines  de  l 'équation 

—  6 M +  I ) 2 + Ŕ ( M  +  I ) 4 ] = 0 , 

oů  X =  c  ­  i  est  une  quanti té  arbitraire. 
S. 



j.°  P ( ^ )  a  une  racine  double;  a° P (w)  — Q(u)  a une  racine  double; 
3°  Q(w)  a  une  racine  double;  4°  P(#)  — aQ(u)  est  une  quat r ičme 
puissance  parfaite.  En  posant 

la  premičre  et  la  qua t r ičme  condition sont  remplies  : i l faut  exprimer 
la  deuxičme  et  la  t ro is ičme.  Si l'on  pose 

l 'équat ion  s 'écrit 

toute  racine  double  annule  la dérivée,  qui  est 

L\uz{a  — JC) cp ( u) -+- 4u3 JC  ­h  (a  — x) uk  cp' ( u), 

et,  les  deux  premiers  termes  étant  nuls, 

Soient  X =  i — a et  p. =  i , X ;  les deux  équat ions 

( I ) u* — y. u- — [J. B u —  p. G  =  o 

ont  chacune  une  racine  commune  avec  l 'équat ion 

( 2 ) 2 M 2 - + - 3 B « H ­ 4 C  = 0 . 

En  divisant le  premier  membre  de  ( i )  par  le premier  membre  de ( 2 ) , 

on  obtient  pour  reste 

(9B 2—  8 G  — 2/*)M +  I 2 B C  — f^E  (fA =  ! , * ) , 

et  les  deux  équat ions  qu'on  obtient  en  égalant  cette  expression  ŕ  zéro 
donnent  les  racines  de  l 'équation  ( 2 ) ;  en  él iminant u,  on  trouve 

a 2 ( i 6 C — 4 B 2 ) + ^ ( 2 7 B t - - i 4 4 B 2 C +  128C 2 )  4­ a58C» = o, 



dont  les  racines  sont  [x =  r, X ;  donc 

En  é l iminant  B  entre  ces deux  équat ions,  on  obtient 

6912  C 4 —  2881  C 2  +  16 O .  ( i +  Ŕ) — Ŕ2 =  o, 

équation  qui donne  les  valeurs  de C en  fonction  de  \ . 
Par  ce  qui  précčde  se trouve résolue  la question  : chercher  les  groupes 

de genre  zéro qui sont  contenus  dans  le groupe  de  l 'équation  fuchsienne 
ŕ  quatre  points  singuliers  et  dont  le  polygone  généra teur  est  quatre 
fois  plus  grand que  le polygone généra teur  du groupe de cette  équat ion . 

§ IV. — Sous-groupes distingués. 

THÉORČME.  —• A toute substitution permutable avec le groupe  G d'une 

équation fuchsienne correspond une transformation uniforme de Véqua-

tion fuchsienne en elle-mкme. Réciproquement, à toute transformation 

uniforme de Véquation fuchsienne en elle-mкme correspond une substitu-

tion permutable avec  G. 

Soient 

(0 

( O 

l 'équat ion  fuchsienne  engendrée  par  G ;  ^  la  substitution  permu­

table  avec  G.  Soient  a?,  r ; x', y'  les  valeurs  des  deux  fonctions  fuch­

siennes  fondamentales  qui  répondent  respectivement  ŕ z  et  ŕ  |  • 

Faisons  décrire  ŕ њy  un  contour  fermé  sur  la surface  de  Riemann  ( V ) , 

z  subit  une  substitution  de G, et  —  +  |  la  transformée  de  cette  substi­

tution  par  qui ,  par  hypo thčse ,  appartient  ŕ G ;  donca?' et y  re­

prennent  leurs valeurs primitives  :  ainsi  le point analytique x'y'  comme 



fonclion  du  point xy na  qu'une  valeur.  Or f(x',y')  =  o,  et 

étant  la môme  fonction de x'y'  que z  l'est de xy,  peut  ętre  défini  comme 
le  quotient  de deux  intégrales  part icul ičres  d'une  équation 

/(.&'-, Y')  =  o, 
J  V  J  '  C. Q. F.  Ü. 

*  L'équation  algébrique f (x,y) =  o  admet  une  transformation  uni­
forme  en el le­męme;  cette transformation  permute  les points singuliers 
de  l 'équat ion  fuchsienne,  de  telle  sorte  qu'on  retombe  sur  la  męme 
équat ion  fuchsienne.  Réciproquement ,  supposons  qu'une  équat ion 
fuchsienne  ( i ) ,  ( i ' )  admette  une  transformation  uniforme  en  elle­
męme.  Soient xy, x'y'  deux  points  que  cette  transformation  fait  cor­
respondre; z  et z'  les points  du cercle  fondamental  correspondant.  A 
un  contour  fermé  quelconque  décri t  sur f(x,y)  =  o par xy  répond un 
contour  fermé  décrit  par x'y';  le domaine  naturel de chaquepoint x'y' 

est  conforme  au domaine  naturel  de chaque  point xy.  Or z'  reproduit 
le  domaine  naturel de chaque  point x'y  comme z  reproduit  le domaine 
naturel de chaque  point xy;  donc z'  et z,  considérés  comme  fonctions 
de xy,  ont les męmes  propriétés  fondamentales.  Or un  type  fuchsien 
contient  une  seule  équat ion  fuchsienne;  donc z'  est  fonction  l inéaire 
de z.  D'ailleurs  le groupe  des substitutions  subies  par z'  est  le  męme 
que  le groupe  des substitutions  subies  parz. Cette  substitution  est  donc 
permutable  avec G. 

Parmi  toutes les représenta t ions  d'une  surface  de Riemann de genre 
/ ) > i  ŕ  l ' in tér ieur  du cercle  fondamental,  la  plus  importante  est celle 
oů  tous  les  cycles  ont  pour  sommes  d'angles  27: ; nous  l'appellerons 
représentation naturelle de la surface.  Alors ,  ŕ  toute  transformation 
uniforme  de  la  surface  en  elle­męme  correspond  une  substitution 
permutable  avec G. 

On  peut  chercher  les  transformations  uniformes  des  surfaces  de 
Riemann  en  elles­męmes  par la formule  d'Euler  général isée .  Nous dis­
tinguons  deux  cas : 

i° La période de la transformation est un nombre premier m. — En 
faisant  la  transformation m  fois  de suite,  un  point  donne  naissance  ŕ 
m  points  différents,  ou  i l reste  toujours  invariable.  Soit q le  nombre 



des  points  restant  fixes.  On  peut  partager  la  surface  en m  régions  qui 
se  transforment  les  unes  dans  les  autres.  En  prenant  la  représentat ion 
naturelle  de  la  surface  sur  le  cercle  fondamental,  et  en  exprimant  que 
la  S de  l'image  de  la  surface  entičre  est m  fois  la  S  de  chaque  rég ion , 
on  a 

rjy dés ignant  le  genre  de  chaque  région. 
p  é tant  donné  et  > r ,  cette  équat ion  n'est  satisfaite  que  par  un 

nombre  l imité  de  systčmes q, m.  A un  pareil  systčme  ne  correspond 
pas  nécessai rement  une  transformation  de  la surface  en  elle­męme.  Il 

faudra  former  un  polygone  de  genre  GT  avec q  cycles  ayant  ^  pour 

sommes  d'angles  et  chercher  ŕ  grouper m  de  ces  polygones  et  ŕ  con­
juguer  les  côtés  de  l'ensemble  de  maničre  ŕ  former  un  polygone  de 
genre p. 

Des  considérat ions  de  Géométrie  dans  l'espace  permettent  souvent 
de  répondre  ŕ la  question  d'une  maničre  affirmative. Considérons,  par 
exemple,  le  systčme 

m =  2, — O,  </ =  2/? 4­ 2. 

Une  surface  de  Riemann  de  genre p  peut  se  mettre  sous  la  forme 
d'une  sphčre  plus  ou  moins  déformée  dans  laquelle  on  aurait  fait p 

trous. 
On  peut  disposer  une  pareille surface  de  maničre  ŕ  obtenir,  pour  sa 

Fig .  io , 

section  par  le  plan  du  Tableau  la  figure  tracée  ic i {fig-  10),  et  ŕ  lu i 
donner  un  axe  situé  dans  ce  plan  par  rapport  auquel  elle  est  symé­



trique.  Par  une  rotation  de  180 0  autour  de  cet  axe,  la surface  coďncide 
avec  e l le­męme,  et  les ip  ­h 2  points  auxquels  elle est  rencontrée  par 
Taxe  ne  changent  pas.  La  surface  est  une  surface  hyperelliptique. 

Soit 
p — 3, m = S, 7X5 — 1,  <7 = 2. 

Imaginons  la  section  de  la  surface  donnée  par  quatre  cercles  dont 
trois sont  intér ieurs  au  qua t r ičme  et  disposés  régul ič rement .  La surface 
se  projette  dans  la  partie  du  plan  intér ieure {fig.  n )  au  grand  cercle 

Fig. it. 

et  ex tér ieure  aux  trois  petits  :  elle  a  deux  parties,  l'une  an té r ieure , 
l'autre  postér ieure  au  plan  du  tableau.  On  peut  évidemment  la  dis­
poser  de  telle  façon  qu'une  rotation  de  120 0  autour  d'un  axe  perpen­
diculaire  au  plan  de  la  figure,  et  qui  la rencontre  en  deux  points,  la 
fasse  coďncider  avec  el le­męme. 

Les  trois  régions  s'obtiennent  en  faisant  passer  par  Taxe et  par  les 
centres  des  trois  petits  cercles  trois plans dont  les  intersections avec la 
surface  déterminent  les  courbes  limites. 

Soit 
p — 3, m — i, us — 2, q — o. 

Prenons  deux  cercles  concentriques {fig.  12)  et  deux  cercles  dis­
posés  symét r iquement  par  rapport  au  centre  commun  des  deux  pre­
miers  ;  je  suppose  que  l'ensemble  de  ces  quatre  cercles  représente  la 
section  par  le  plan  du  tableau  d'une  surface  formée  de  deux  parties, 
l'une  an té r i eure ,  l'autre  postér ieure  au  plan  du  tableau,  qui  se  pro­
jettent  in té r ieurement  au  grand  cercle  et  ex tér ieurement  aux  trois 
petits.  On peut  faire  tourner  de  180 0  la surface  autour  d'un  axe  pas­



sant  au  centre  de  la  figure,  perpendiculaire  au  plan  du  tableau,  de 
maničre  ŕ  l 'appliquer  sur  e l le­męme. 

F i g . 12. 

2 ° La période de la transformation est un nombre non premier m. — 

Imaginons  qu'on  répčte m  fois  cette  transformation.  Outre  les  points 

complč tement  invariables  et  les  points  variables  ŕ  chaque  transfor­

mation,  i l peut  y  avoir  des  points  mixtes  qui  restent  invariables  par 

une  puissance  o  de  la  transformation.  Par  les  § — i  premičres  opéra­

tions,  un  de  ces  points  P  donne  naissance  ŕ S —­ i  autres  points;  le 

§ičme  c o i n c i ( ] e  a V e c  P, S est  un  diviseur  de m.  Pendant  les m  transfor­

mations,  la  suite  des  § points  est  parcourue  S' =  y  fois  dans  le  męme 

ordre. 
Prenons  un  point  voisin  de  P ,  les B — i  premičres  transformations 

le  changent  en Ł — i  points voisins des  § — i  transformés  de P,  la  Ł i č m e l e 
ramčne  dans  le voisinage de P ;  dans la suite  des m  transformations,  i l 

sera  ramené $'=,-j  fois  dans  le  voisinage  de  P.  Si nous  supposons  la 

surface  de  Riemann  par tagée  en m  régions  qui  se  changent  l'une  dans 
l'autre,  i l y  aura  S' de  ces  régions  aboutissant  au  point  P ,  chacune  par 

! 27T 

un  angle -y • 

Soient d], d2, dh  des  diviseurs  de m  dans  lesquels m  peut  se 

trouver  une  ou  plusieurs  fois;  on  est  conduit  ŕ  l 'équation 

(3) 

oů  le nombre  des  points  qui ne  sont  pas  complčtement  variables est A, 



et  oů  les  puissances  des  transformations  qui  les  laissent  invariables 

sont  respectivement 

Pour/?  == 3,  l ' équat ion  est  satisfaite  par 

m = 6, TU =  o, h — L\, dx •==. d2 =  6, dz — d^ — 2. 

Je  figure  la  section  d'un  tore (fig-  i 3 )  par  le  plan  des  paral lčles 
ex t r ęmes ,  et,  dans  ce  plan, je  trace  un  axe  vertical .  Je  fais  tourner  ce 

F i g .  i 3 . 

tore  successivement  de  i 20 0 ,  puis  de  240 0 autour  de  cet  axe.  J'obtiens 
ainsi  deux  nouveaux  tores  qui  se  coupent  clans  leur  partie  supér ieure 
et  dans  leur  partie  in fé r ieure .  A  la  partie  supér i eu re ,  je  supprime 
toutes  les  parties  de  chaque  tore  qui  sont  in té r ieures  ŕ  chacun  des 
autres,  puis  je  raccorde  entre  elles  les parties  qui  restent.  On a alors, 
ŕ  la  partie  supé r i eu re ,  une  surface  formée  de  six  tuyaux  divergents ŕ 
partir  d'un  noyau  commun.  A  la  partie  infér ieure ,  je  laisse  les  trois 
nappes  indépendan tes  les  unes  des  autres,  sans  qu'on  puisse,  bien 
qu'elles  se  coupent,  passer  de  l'une  sur  l'autre  aux  points  communs. 
On  obtient  ainsi  une  surface  qu'on  peut  ramener  par  une  déformation 
continue  ŕ  une  sphčre  percée  de  trois  trous  et  qui  est  par  conséquent 
de  genre  3.  Si l 'on fait  tourner  cette surface  autour  de  l'axe  vertical  de 

elle  revient  s'appliquer  sur  e l l e ­męme.  Mais  les  deux  points  oů 

l'axe  de  rotation  la rencontre  dans  sa  partie  supér ieure  ne  changent 
pas.  Chacun  des  trois  tores  vient  s'appliquer  sur  le suivant.  Par  suite, 



les  trois  points oů l'axe  vertical  rencontre  les trois  tores  dans  la partie 
inférieure  de la  figure  et sur le plus  petit  parallčle  se permutent  cycl i ­
quement.  (Ces trois  points,  quoique  occupant  la  m ę m e  place  dans 
l'espace,  sont  différents  au point  de vue  de la géomét r ie  de  situation.) 
Donc,  quand  on aura  fait  trois  fois  la rotation,  ils reviendront  ŕ  leurs 
positions  primitives ;  i l  en est  de  męme  des  trois  points  situés  ŕ la 
partie  infér ieure ,  sur l 'axe,  et sur le plus  grand  para l lč le . 

Les  six régions  sont  l imitées  par trois  plans  bissecteurs  des dičdres 
formés  par les plans  des paral lč les  ex t r ęmes . 

L'existence  de cette  transformation  sera  mise en évidence  en  prenant 
pour  polygone  généra teur  du groupe  de  genre  3 un polygone  de dix­
huit  côtés  A . B . C ,  A 2 B 2 C 2  A 3 B 3 C 3  A , B 4 C 4  A 3 B 5 C 5 A 0 B C C G (Jg.  14), 

Fig . 14. 

dans  lequel  A 1 B 1  et  A 2 C ^ A 2 B 2  et  A 3 C 2 ,  A 3 B 3  et  A 4 C 3 ,  A,B„ 
et  A 4 C 6  sont  conjugués ;  d'autre  part,  B 1 C 1 est  conjugué  avec  C^B,,, 
B 2 C ,  avec  C 5 B ? ,  B 3 C 3  avec  C 6 B 0 .  I l y a  quatre  cycles dont  trois  formés 
respectivement  par  B 1 C 1 B 4 C / l ,  B 2 C „ B 5 C 5 ,  B 3 C 3 B G C C ,  et  un formé  par 
A ,  A 2 A 3 A , A 3 A 0 . 

Pour  dé te rminer  les cas  oů un  groupe  G est  contenu  comme  sous­
groupe  dis t ingué  dans  un groupe,  on fera  encore  usage  des  équa t ions 
(6)  du § II ; seulement,  i l faudra  que sur une surface  de genre p existent 
des  transformations  uniformes  de pér iodes  p M ,  JJL2 ,  ^ .  On est  ainsi 
conduit  ŕ des systčmes  de nombres  qu ' i l  faut  essayer. 

Je  suppose  que le  groupe  G  donné  soit  le  groupe  de  la  représen­
tation  naturelle  d'une  surface  de  genre  3. Les formules  (6) du § Il 
deviennent  alors 

4 — (257— 2 ­h / ) N  H­ ky +  / t 2 + . . . +  A / = o . 

s.  c  . 



Or  ce  systčme  admet  la  solution suivante  : 

ż = 4 ,  f i t = f X a  =  3,  p-3 =  p.4 = 1, TZ = 0,  N = 12. 

Plaçons  aux  sommets  d'un  té t račdre  régul ie r  quatre  boules  solides 
et  relions­les  entre  elles  par  des  triangles  au  nombre  de  six (fig.  i 5 ) . 

F i g .  i5 . 

La  surface  du  corps  ainsi  formé  est  de  genre  3. Elle  coďncide  avec  elle­
męme  quand  on  la  fait  tourner,  soit  autour  des  quatre  hauteurs  du 
té t račdre ,  soit  autour  des  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arętes 
opposées. 

F i g .  16. 

On  met  en  évidence  les  transformations  en  prenant  pour  polygone 
généra teu r  du  groupe  G  de  la  représentat ion  naturelle  de  la  surface 



(fig.  16)  un  polygone  de  vingt­quatre  côlés  : 

AtBtCtDtEtFtGiHt  A 2 B 2 C 2 D 2 E 2 F 2 G 2 H 2 A 3 B 3 C 3 D 3 E 3 F 3 G 3 H 3 . 

A ,  B,  et  A 2 H , ,  A 2 B 2  et  A 3 I L ,  A 2 B 3  et  A , H 3  sont  conjugués  ;  B, C 1  et 
D 1 E 1 ,  G, H ,  et  F , E ,  sont  con jugués ,  et  les  choses  se  passent  de  la 
męme  façon  dans  les  deux  autres  parties  d e l ŕ  surface;  G<F,  et  C 2 D 2 , 
G 2 F 2  et  C 3 D 3 ,  G 3 F 3  et  CH D 4  sont  conjugués . 

Il  y  a  sept  cycles :  A , A 2 A 3 ,  B , E , H 0  B 2 E 2 H 2 ,  B 3 E 3 H 3 ,  G , F , C 2 D 2 , 
G 2 F 2 C 3 D 3 ,  GgFgCjD^  ;  la  somme  des  angles  de  chacun  de  ces  cycles 
est  égale  h u 

Autre exemple.  —  Formons  une  file  de n  polygones  P  de (\p  côtés 
avec  côtés  opposés  conjugués ,  en  réunissant  chacun  d'eux  au  suivant, 
toujours  suivant  une  męme  paire  de  côtés  conjugués .  Le  polygone 
total  n'est  plus  l imi té  que  par  deux  côlés  de  cette  paire  qui  sont  forcé­
ment  conjugués  entre  eux.  Nous  laisserons  les  autres  côtés  conjugués 
dans  le polygone  total  comme  ils  le  sont  dans  chacun  des n  polygones 
pris  i so lément .  Soit  R  le  polygone  de (l\p  — i)n -+- 2  côtés  ainsi 
formé.  Les  sommets  donnent n  cycles  (dans  la fig.  17),  le  cycle 

F i g .  17. 

A B C D E F  en  est  un) ,  dont  la  somme  d'angles  est  égale  ŕ  celle du  cycle 
formé  par  les  sommets  du  polygone  de l\p  côtés .  Le  groupe  G  en­
gendré  par  le  polygone  R  est  un  sous­groupe  dis t ingué  du  groupe 

(*)  Les  deux  fonctions  fuchsiennes  fondamentales  peuvent  se  représenter  en  fonction 

d'un  paramčtre  arbitraire t  par 

oů j3 = 1. 



engendré  par  les  polygones  P .  Une  seule  des  substitutions  qui  r éun i s ­
sent  les  côtés  opposés  de  P  ne  figure  pas  dans  G, soit 2; Zn  appartient 
ŕ G,  Soit u(z)  une  quelconque  des  fonctions  fuchsiennes  engendrées 
par  le  groupe  G ;  soit j  une  racine  d'ordre n  de  l 'uni té  et 

on  a 

mais, u(z2,n)  = u(z),  puisque  Z" appartient  au  groupe  G.  Donc 

Donc  [ / ( s ) ]"  est  une  des  fonctions  fuchsiennes  engendrées  par  le 
polygone  P  et  s'exprime  rationnellement au  moyen  des  deux  fonctions 
fondamentales  de  ce  polygone.  En  prenant  pour j  successivement  les 
n  racines n i è m e s  de  l ' un i t é ,  on  aura n  fonctions f(z),  dont  la  somme  est 
nu(z); u(z)  s'exprime  donc  par  des  radicaux  d'ordre n  au  moyen  des 
deux  fonctions  fondamentales  du  polygone/» . 

Pour  une  valeur  donnée  de m,  un  groupe  fuchsien  G  engendre  un 
nombre  fini  de  fonctions  l inéa i rement  indépendantes 

sans  discont inui tés  dans  le  cercle  fondamental  et  telles  que, 

é tant  une  substitution  quelconque  du  groupe G, 

ce  sont  les  fonctions  thę tafuchs iennes  de  deux ičme  espčce. 

THÉORČME.  — Soient cr == —  + n une substitution linéaire permutable 

aveu le groupe  G et 

Q,,(z%) e s i u n e fonction thкtafuchsienne de deuxième espèce. 



En  effet,  & h ( z )  n'est  pas  discontinu  dans  le  cercle  fondamental. 
D'autre  part, 

or Zt<T  =  cr2y, 

Or (poti -f- q^(i)z  ­+­ pfii-h q$i  est  la  dé te rmina t ion  de  la  substitution 
E^­oy;  i l est  égal  au  dénomina t eu r  de  la substitution CTE,­ qui  est 

d'autre  part, 

et,  par  suite, 

Puisque &,XZ)  e s t  u n e  fonction  tbętafuchsienne  de  seconde  espčce, 
elle  s'exprime  l inéa i rement  et  d'une  manič re  homogčne  au  moyen 
des  fonctions Qt (z),  © 2 ( s ) ,  . . . , Sk(z).  On  a  donc 

les Aih  é tan t  des  coefficients  constants. 

THÉORČME.  — Toute surface hyperelliptique de genre p peut se repré-

senter conformément sur un polygone de l\p cфtés dans lequel les cфtés 

opposés sont conjugués et les axes des substitutions concourent en un 

mкme point. Réciproquement, si, dans un polygone de f\p cфtés, les cфtés 

opposés sont conjugués et les accès des substitutions concourent en un 

point, ce polygone est l'image d'une surface hyperelliptique de genre p. 

Soit 

une  relation hyperelliptique  de  genre p.  Formons  une  équation  fuch­
sienne  de  genre  o  ayant  pour  points  singuliers a, b, <?,, c2p,  la 
différence  des  racines  de  l ' équa t ion  dé te rminan te  é tant ,  pour x — a, 



-^y,  et  pour  les  autres points  singuliers  Traçons  des  coupures  allant 

de a  a b, ct, ...,c2p(Jоg.  18).  Le rapport  de deux  intégrales  de  l 'équa­

lion  fuchsienne  devient  fraction  uniforme  de x  dans  le  plan x  modifié 

par  ces  coupures. 
F i g .  18. 

L'image  de  ce  plan  sur  le cercle  fondamental  est  l imitée  par ip  ­+­ i 
arcs  symét r iques  par  rapport  aux  points B ,  G 0  C 2 , C2p  qui  corres­
pondent  aux  points b, c,, c2, c2p.  On  peut  les  remplacer  par  des 
ars  de  cercle  orthogonaux  au  cercle  fondamental  en  ajoutant  et  en  re­
tranchant  du  polygone  des  parties  homologues  entre  elles.  On  obtient 
ainsi  le  polygone  A , C, A 2 C 2  • ­ • A2pC.2p  A 2 / H _ ,  B (Jig.  19),  dans  lequel  la 

F i g .  19. 

moitié  de  chaque  côté  est  conjuguée  de  l'autre  moi t ié . Construisons le 
symétr ique  de  ce  polygone  par  rapport  ŕ  B .  Nous  obtenons  un  poly­
gone  total  de l\p  côtés,  dans  lequel  nous  conjuguerons  les  côtés  op­
posés ; x  admet  le  groupe  engendré  par  ce  polygone.  La  fonction y  est 
uniforme  par  rapport  ŕ z.  E n  deux  points  symét r iques  par  rapport  ŕ B 
ou  aux  points  C, ,  . . . , CAp, x  reprend  la  męme  valeur,  donc y  reprend 



des  valeurs  égales  ou  de  signes  contraires.  Or, B , C , , C 2 ,  . . . ,  C 4 p  sont 
des  zéros  simples вey  ;  donc  les  deux  valeurs dey  sont  de  signes  con­
traires.  La  substitution  qui  conjugue  A , A 2  et A2p+2A.2p+i  est  le  pro­
duit  d'une  rotation  de  180 0  autour  de  C,  par  une  rotation  de  180 0 

autour  de  B .  Donc,  en  deux  points  correspondants  de  ces  deux  côtés, 
y  reprend  la  męme  valeur.  C'est  une  fonction  du  polygone  total  et  la 
surface  byperelliptique  se  représen te  conformément  sur  ce  polygone. 

La  substitution  A 4 A 2 in A2p+2В2p+i  est  le  produit  d'une  rotation  de 
TC autour  de  C, par  une  rotation  de  TC autour  de B ; par  suite,  elle  trans­
forme  év idemment  en  lui­męme  l'arc  BC,  et  a  cet  arc  pour  axe.  A ins i 
les axes  concourent  en B . 

Pour  d é m o n t r e r  la  r éc ip roque ,  dés ignons  par B  le  point  de  con­
cours  des  axes.  Les substitutions  peuvent  ętre  considérées  comme  les 
produits  de  rotations  de  TU autour  de  certains  points  C , , C 2 , C2p 

si tués  sur  leurs  axes  respectifs  par  une  rotation  de  TU autour  de  B . On 

démont re  a i sément  que  —  étant  la  somme  des  angles  du  polygone,  le 

produit  de  ces  rotations  dans  l'ordre  B ,  C, , C 2 , C2p  est elliptique 

et  de  pér iode m.  Le polygone  peut  se  décomposer  en  deux  polygones 

de  genre  o,  qui  sont  chacun  l'image  du  plan  d'une  variable x;  i l  est 

lui­męme  l'image  d'une  surface  byperelliptique 

THÉORČME.  — Si, dans un octogone, les cфtés opposés sont conjugués et 

la somme des angles égale à  2 TU, les axes des substitutions concourent en 

un mкme point. 

Je  note,  par  des  chiffres,  les angles  de  l'octogone (fig-  20),  de  façon 

Fig. 20. 

que,  si  l 'on  considčre  un  sommet  du réseau  engendré  par  cet  octogone, 
en  tournant  autour  de  ce  sommet  dans  le  sens  positif,  on  rencontre 
ces  chiffres  dans  l'ordre  de  grandeur  croissante.  En  parcourant  le  con­



tour  de  l'octogone  dans  le  sens  positif,  les  chiffres  croissent  de  trois 

uni tés ,  mod. 8.  Soit 

S­.=  i 4 in85 ,  S ' = 4 7  in  38,  S" =  72 in  63,  S * = s $ i n i 6 , 

on  a 
SS ' ­ 1 S" S'"­1 S­ 1 S'S''­ 1 S/;/ — 1, 

gg/_i g,/ g///_i _ g^_i grg/_i g _ 2. 

Les  substitutions  S S ' ­ S S'­ 1 S  ont  une  męme  L , 20c; S^S'"­4,  S"­ 1 S* 
une  męme  L , 2p . Soit 2p  la  L de S ;  les  axes  de  S S / _ 1 ,  S 'S ' " ­ 1 ,  2  et  de 
S ' ­ 1  S,  S"'­'S' 7, S  appartiennent  respectivement  ŕ  deux  triangles CAD, 
EBF (fig. 21) dont  les  côtés  sont  a,  ˇ3, p et  qui , par  conséquent ,  sont 

F i g . 2.. 

égaux  entre  eux,  les  angles  de  ces  triangles  peuvent  ęlre  réels,  c'est 
le  cas  de  la  figure,  ou  imaginaires.  Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 
i°  Supposons  AD et  EB placés  de  côtés  différents  de  l'axe  EFCD  de  S. 
Le  milieu  M  de  ED est  aussi  le  mil ieu  de  FC, et,  ŕ  cause  de  l 'égalité 
des  angles  ( rée l s  ou  imaginaires)  A D C , FEB ; A C D , BFE (fig. 22) , i l 

F i g . 22. 

est  le  centre  des  deux  systčmes  ( A D , B E ) ,  (CA, E F ) . Mais,  comme  S et 
S'transforment  S S ' ­ 1  en  S ' ­ 1  S,  leurs  axes  passent  par  le  point  M ,  pour 



la  męme  raison  les  axes  de  S"  et  de  S"; y  passent  aussi  ; i°  AD et  EB 
sont  du  męme  côté  de  EFCD.  S i ,  par  M , on  mčne  un  arc  perpendi­
culaire a FC, les axesdeS ' ­ 'S .SS ' ­ ' , S""1 S w , S'^S"­'  sont  respectivement 
symétr iques  par  rapport  ŕ  cet  arc,  les  axes  de  S,  S',  S", S w  sont  tous 
perpendiculaires  ŕ  cet  arc  et  concourent,  par  conséquent ,  en  un  męme 
point  imaginaire. 

Nous  rejetterons  le  second  systčme  de  substitutions  dont  les  para­
mčtres  forment  une  multiplici té  complčtement  séparée  de  celle  que 
forment  les  paramčtres  du  premier  systčme,  et  nous  ne  considérerons 
que  des  substitutions  dont  les  axes  concourent  en  un  point  réel  ( ' ) . 

Relations entre les L des substitutions  S,  S', S", S'" et les angles des axes 

entre eux.  — Soient 2~X, i\",  les L  de S,  S',  S",  S'".Prenons  le 
point  de  concours  pour  centre  du  cercle  fondamental.  Soient  3  l'angle 
des  axes  de  S et  de  S';  ˇ3',  (3"'ceux  des  axes  de  S' et de  S", de S"  et  de 
S",  de S" et de S~ (. Les quatre  substitutions  peuvent  ętre  exprimées  par 

(chX,  sh/.) ,  ( chX ' ,  s h X ' V P ) ,  [ch).%  s h X V ^ + P ' ) ] ,  [ch>.'",  s h X ' V ' I M 3 +faj, 

soit 
(3­r­(3'­r~Ł"­r­(3"'=  7T. 

En  exprimant  que 
S S ' ­ 1  S" sv /  ­ 1 =  S '"­ 1 S"  S ' s ­ 1 , 

on  trouve 

th>. th ) /  s i n 3  H­ thX' Ihl"  s i n 3 '  ­+­  l h / . " th / /" s in 3" +  th),  th).'" s i n ̌ 3" 

—th  ). th >/ th A" th V  s in (3+,3") - 1  h 1 th )." s i n (S ­hS ' )—th ).' l h )/" s i n (6'­i­S") == o. 

THÉORČME.  — A toute transformation uniforme en elle-mкme d'une re-

lation hyperelliptique de genre p  ]>  i correspond une substitution linéaire 

sur x. 

Soit 

(»)  Pour  construire  quatre  substitutions  du  deuxičme  systčme,  on. formera  un  hexa­
gone  A B C D E F  dans  lequel A +  C +  E =  B +  D +  F . Soient  T i , T 2 .  T 3 ,  T*, T 5 . T 6  quatre 
substitutions  linéaires  inverses,  ayant  pour  lignes  de  points  doubles  des  arcs  perpendicu­
laires  au  milieu  de  A B ,  B C ,  CD,  D E , E F , F A ; on  posera 

S =  T , T S ,  S ' = T 2 T 5 ,  S " = T 3 T 5 ,  S " ' = T 4 T 5 : 

S.  7 



la  relation  considérée.  Il y a,  pour  IK==  fonctions  thętafuehsiennes 

de  deuxičme  espčce 

Si G est le groupe  de la représentat ion  naturelle de la surface,  i l existe 

une  substitution  permutable  avec  G.  Soient 

D'aprčs  le  théorčme  donné  plus  haut  sur  les  fonctions  thęta  fuch­

siennes 

Зth(oc)  étant  un polynôme  entier  en x  de degré p  — i ; donc 

Ains i xK  est rationnel enx.  Inversement, x  est rationnel enxt ; donc 
xK  et x  sont des fonctions  l inéaires  l'une  de  l'autre. 

La  recherche  des cas oů un groupe  hyperelliptique est  sous­groupe 
distingué  se  ramčne  donc  ŕ  l 'é tude  des  groupes  finis.  Les solutions 
répondent  aux  cas  oů les  racines  de P(x)  sont  les sommets  d'un po­
lyčdre  régulier ,  d'un polygone  régul ier ,  d'une  pyramide  régul ičre  ou 
d'une  double  pyramide  régul ič re . 

Dans  le cas des polyčdres  régul iers ,  l 'équation  fuchsienne  est de la 
forme 

oů  l 'équation Ґ(x) =  o représente  les sommets  du  polyčdre. 

THÉORČME.  — L'équation Q(x)  =  o représente les pфles des faces du po-

lyèdre. Le degré de multiplicité de chaque racine est égal au nombre des 

cфtés de chaque face moins deux. 



Lemme.  —  S i ,  clans  l 'équation 

on  fait  la substitution  et  si , dans  la nouvelle équat ion,  on 

fait disparaître le second terme, on obtient une équation 

où Q< (cct ) = o et = o ont les mêmes racines. 

Ce lemme se démontre par le calcul direct. 
Imaginons le cercle fondamental partagé en polygones réguliers 

F i g . 20. 

ayant le même nombre de côtés n que les faces du polyèdre et pour 
angles la moitié des angles des polygones réguliers sphériques formés 
par les projections des arêtes du polyèdre sur la sphère circonscrite. 
Prenons pour exemple le cube. Chaque face donne un quadr i la tère 

dont tous les angles sont égaux à | - La sphère des x est représentée 

conformément sur le demi-polygone O B 1 A A ' A " A " ' A ( 4 ) A ( 3 j B 7 O(fig. 23). 



Soit xK  une  fonction  l inéaire  de x  s'annulant  au  centre  C d'un  de  ces 
polygones  et  infinie  en  un  point  C  correspondant  au  point  diamétrale­
ment  opposé  ŕ  celui  qui ,  sur  la  sphčre  des x,  correspond  ŕ C.  Soit 

f(u>zc)  est  une  fonction  linéaire  de f(zc)  et,  d 'aprčs  le  choix  de x l t 

/(Ű>*C)  =  " / (*< : ) , 

D'autre  part,  l 'équation  fuchsienne  devient,  en  substituant OC I  3. OC • 

or 

donc 

Si  P 4 ( x 1 )  a une  racine  i l  admet  aussi  la racine  GJ<;; donc  P , ( ^ ) n e 
contient  ż»7, qu'avec  les exposants  multiples de n,  et 

P ^ c o x )  —  P ^ ^ O ,  Q i ( w ^ i )  =  w ' J _ 2 Q i ( ^ i ) ; 

Q, (x{)  est  donc  de  la  forme 

D'aprčs  le  lemme, Q(x) = o  admettra  comme  racine,  au  degré  de 
multiplici té n  — 2,  la valeur  de x  qui  répond  ŕ x{  =  o.  Ains i  le  pôle  de 
chaque  face  est  racine  de Q(x)  =  o  au  degré n  — 2.  On  épuise  ainsi 
toutes  les  racines  de Q(x),  car  le  degré  de Q(x)  est,  d 'aprčs  un  théo­
rčme  élémentai re ,  inférieur  de  quatre  unités  a  celui  de V2(x).  En dé­
signant  par  S  le nombre  des  sommets  du  polyčdre , F  celui  de  ses  faces, 



on  doit  vérifier  la  formule 

(n—  a)F =  2S —4; 

or nҐ  est  le  double  du  nombre  des  arętes  du  polyčdre . Cette  formule  re­
vient  donc  ŕ  celle  d 'Euler. 

RÉSULTATS  NUMÉRIQUES. 

Cube : 

Dodécaèdre : 

Icosaèdre : 

La  męme  méthode  permet  de  traiter  les  cas  du  polygone  régulier ,  de 
la  pyramide  régul ičre  et  de  la  double  pyramide  régul ičre . 

Polygone régulier : 

Pyramide régulière : 

Double pyramide régulière ; 

PROBLČME.  — On propose de déterminer la relation hyperelliptique en-

gendrée par Voctogone ci-dessus, formé de quatre-vingts triangles ayant 

pour angles 



Je  choisis  la  fonction  fuchsienne ce, de  telle  sorte  qu'au  point  O 
(fig.  24) ce =  o, aux  sommets  de  l'octogone ce =  oo,  en B , x  — 1. 

Fig .  24. 

Deux  rotations  de ­•>  l'une autour  de O, l'autre  autour de K ,  sont  per­

mutables  avec  le groupe  de  l'octogone.  En vertu  des  conditions  impo­

sées a x  et  en posant x = f(z0) =  9 ( ^ K ) » 

f(iz0)=—f{z0), cp(zK)y(—zK) = a. 

De la connaissance de la constantes  dépend  la solution du  problčme. 

Soit s  la  fonction  qui représente  le  triangle  OF1F sur  le  demi­plan po­

sitif  et qui prend  en H , F , O les valeurs o,  1, co; s ne change  pas quand 

on  change x  en  — x  ou  en  donc,  en  posant 

est  une  fraction  du  cinquičme  degré .  Le plan  de  la variable u a 

pour  image  le pentagone  régul ier  O P G P ' D P " K P " ,  dans  lequel on  con­

jugue  OP et O P ' , GP et  GP',  DP' et  DP",  K P "  et  K P " .  Le polynôme R(u) 

a  pour  racines a1  ­t­ 1, ia  et — 2a,  et  une  racine  double;  S( /ż) , 

//  — ce et  une valeur  quadruple;  R(w) — S(u),  une  valeur  quintuple. 

On  peut,  d 'aprčs  cela,  déterminer  une fonction u' = telle  que 



Soient  fx<0  a 2 ,  ix3 les trois  racines  de  l 'équation 

on  a 

et,  en él iminant  a,  (3, y, 0, on  a l 'équation  réciproque 

/4 a ( 5 fx2 jn 3 ­h  fz t) 4­ ( a — i ) 2 ( 5 /J4 /JI2 ­f­ p. 3) — ( a H­ i ) 2 (5{x,£i 3H­  ( a 2 ) — o. 

En  permutant  [x2 et  JJ.3,  on a  l 'équation 

4a(5fi 2f* 3+  fx,) +  ( a + i ) 2  fjE.2) — ( a — i ) 2  (5JX,JXS +  ,U3) =  o, 

qui  est  la  transformée  en  — a de la  précédente . E n les multipliant, on 

F i g .  a5. 

en  conclut  que# 2 ­ t ­  —2 est une fonction  rationnelle  de \LK ŕ  coefficients 

entiers.  Il faudra  prendre  pour \xK  la racine  réelle  de  l 'équat ion. Aux 

deux  racines  imaginaires  correspondraient  deux  octogones  n'ayant pas 



d'axe  de  symétr ie ,  mais  une  disposition symétr ique  l 'un  par  rapport  ŕ 

l'autre. 

Retranchons  de  O P G P ' D P ' K P " (fig.  25)  le triangle  D F 'GP et  ajou­
tons  son  symétr ique  par  rapport  ŕ  D , nous  aurons 

( 0 ) ( P ) ( G ) ( P ' ) ( I ) ) ( P " ) ( K ) ( P " ' ) , 

consti tué  de  la  męme  façon  que  le  premier  (proprement  équ iva l en t ) . 
Les  sommets  du  réseau  qu ' i l  engendre  correspondent  un  ŕ un  aux  som­
mets  du  réseau  engendré  par  O P G P ' D P " K P W .  En  joignant  dans  ce 
second  réseau  les  points  de  la  męme  maničre  que  dans  le  premier 
pour  construire  l'octogone  A A ' A " A W A W  A ( 5 ) A ( c ) A ( 7 ) ,  on  a  l'octogone 
( A ) ( A ' ) ( Ŕ " ) ( A " / ) ( A ( 4 ) ) ( A ( 5 ) ) ( A ( 6 ) ) ( A ( T ) > ( A ( 8 0  qui  correspond  ŕ  l'une 
des  racines  imaginaires. 

§  V. —  Groupes  symétriques. 

J'appelle substitution linéaire directe  une  substitution  de  la  forme 

substitution linéaire inverse une  substitution 

Le  produit  de  deux  substitutions  linéaires  inverses  est  une  substitu­
tion  directe.  Le produit  de  deux  substitutions,  l'une  directe,  l'autre 
inverse,  est  une  substitution  inverse.  Une  substitution  inverse  trans­
forme  un  arc  orthogonal  au  cercle  fondamental  en  un  arc  orthogonal 
ŕ  ce  cercle. Un segment  d'arc  et  son  transformé  ont  męme  L . 

Soient  A B ,  A ' B ' deux  arcs  orthogonaux  au  cercle  fondamental  et  de 
męme  L .  Il  y  a  une  substitution  inverse  unique  qui  transforme  A B 
en  A ' B ' .  Prenons  en  effet  le  symétr ique  A , B 4  de  A B par  rapport  ŕ l'axe 
rée l ;  A B se  transforme  en  A , B ,  par z0;  mais  i l  y  a  une  substitution 
directe  qui  transforme  A , B,  en  A ' B ' .  Le produit est  une  substitution in­
verse  qui  répond  ŕ  la  question.  Il  n'y  en  a  pas  d'autres;  car,  si  cela 



avait  l ieu,  i l  y  aurait  deux  substitutions  directes  changeant  A , B , 
en A ' B ' . 

Les  valeurs  de z =  a  ­f­ ż̌ 3 invariables  par  une  substitution  inverse 
sont  données  par 

Si p  o, (A)  représente  le  cercle  fondamental  : ( B ) un  cercle  ortho­
gonal  ŕ  ce  cercle.  La  substitution  laisse  en  général  invariables  deux 
points  du  cercle  fondamental  et  change  en  lui­męme  le  cercle  ( B ) , 
que  nous  nommerons  son axe.  Pour p — o  elle  change  en  lui­męme 
chaque  point  du cercle  ( B ) . 

h un groupe discontinu de substitutions directes et inverses répond  un 
polygone générateur.  On  peut  supposer  ce  polygone  limité  par  des 
arcs  orthogonaux  au  cercle  fondamental. 

Les  côtés  sont  de trois espèces. 

Cфtés de première espèce.  —  Ils  sont  en  nombre  pair  et  conjugués 
deux  ŕ  deux  par  des  substitutions  directes. 

Cфtés de deuxième espèce.  —  Ils  sont  en  nombre  pair  et  conjugués 
deux  ŕ deux  par  des  substitutions  inverses. 

Cфtés de troisième espèce.  — Ils sont en nombre  quelconque,  et  chacun 
d'eux  définit  une  substitution  inverse  qui  laisse  tous  leurs  points  in­
variables. 

Cherchons  maintenant  les  conditions pour qu'un  polygone limité  par 
des  côtés  de  ces  trois  espčces  engendre  un  groupe  discontinu  de  sub­
stitutions  linéaires  distinctes  et  inverses. 

Faisons  d'abord  une  remarque.  La disposition  des  points  conjugués 
sur  les  côtés de deuxičme  espčce  n'est  pas  la  męme  que  celle des  points 
conjugués  sur  les  côtés  de  premičre  espčce.  En  effet,  supposons  qu'on 
parcoure  un  côté  de  premičre  espčce  en  décrivant  positivement le  con­
tour  du  polygone,  nous  savons  que,  pour  parcourir  le  côté  conjugué 
en  suivant  les  points  conjugués  dans  le  męme  ordre,  i l  faut  décrire  le 
contour  du  polygone  en  sens  contraire.  A ins i ,  dans  le  parallélo­
gramme  ABCD (fig.  27),  A est  conjugué  de  D  et  C de  B.  En  allant 

( A ) 

(B) 

(p — iq) (a}  H ­ (32)  — 2 w a + 2î'mj3  — (p -+• iq)  —  o, 

p ( a 2 ­ f ­ [ 3 2 —  1) —  o, 

^ ( a 2 H ­ ( 3 2 ) H - 2 « a  — 2/n(3  ­4­ q = 0. 

S.  8 



de  A en  B, on  parcourt  le contour  du  polygone  dans  le sens positif,  et 
en  allant  de D en G, on  le parcourt  dans  le  sens  négatif. 

F i g .  26. 

A u  contraire,  si  l 'on  a  deux  côtés  conjugués  par  une  substitution 
linéaire  inverse,  i l  faut  suivre  les  deux  côtés  en  tournant  dans  le 
męme  sens  pour  rencontrer  dans  le  męme  ordre  les  points  conjugués. 
Ainsi  deux  côtés  conjugués  par  une  substitution  linéaire  inverse  offri­
ront  la  disposition  figurée. 

On  le reconnaît par cette propriété des substitutions inverses : si un 
point M (fig. 27) voisin de A tourne autour de A dans le sens positif, 
son homologue M ' tourne autour de A ' dans le sens négatif. 

Fig. 27. 

Les sommets du polygone généra teur peuvent se grouper en points 
homologues. Les ensembles de sommets homologues entre eux s'ap-
pellent cycles. Pour reconnaître la nature des cycles, envisageons le 
réseau formé par le polygone généra teur et tous ses transformés. Pre-
nons un sommet de ce réseau S, et étudions la région p d'ampli-
tude 27t qui l'environne. Trois cas peuvent se présenter : 

i° Un point M infiniment voisin de S n'a pas d'homologue infiniment 
voisin de S. Alors tous les côtés des polygones du réseau qui abou-
tissent au point M sont de première ou de deuxième espèce. En effet, 
s'il y avait un côté de troisième espèce, la région p serait partagée en 



deux  autres,  chacune  d'amplitude  TT  et  formée  de  points  homologues 
aux  points  de  l'autre. 

Si  la  région  p  contient  plusieurs  points  infiniment  voisins de  S ho­
mologues  entre  eux,  on  peut  la  partager  en  régions  limitées  par  deux 
arcs  de cercles  orthogonaux  au  cercle  fondamental  et  homologues  les 
uns  des  autres.  On  obtient  ainsi  le  deuxičme  et  le  troisičme  cas. 

2 0  Les deux  arcs  limites partant  du  sommet  peuvent  ętre  conjugués 
entre  eux.  Ils  le  sont  nécessairement  par  une  substitution  linéaire 
directe.  E n  effet,  la  substitution  doit  laisser  S  invariable,  et  une  sub­
stitution  linéaire  inverse  n'a  de  points  doubles  que  sur  le cercle  fonda­
mental,  sauf  le  cas  oů elle  en  a  une  infinité  sur  un  cercle.  Mais  alors 
au  sommet  S  aboutirait  un  côté  de  troisičme  espčce,  et  la  région  p  ne 
serait  pas  divisée  suivant  l 'hypothčse .  L'angle  des  deux  arcs  limites 

est — n  étant  entier.  J'appelle  les  cycles  du  premier  et  du  deuxičme 

cas cycles de première catégorie. 

3°  Un des  arcs  limites est  un  côté  de  troisičme  espčce.  L'autre  arc, 
n'ayant  pas  de  conjugué,  est  aussi  un  côté  de  troisičme  espčce.  On 
obtientalors  une  région  angulaire  qui  se  reproduit  par  symétrie  autour 

de  ses  côtés.  El le  est  donc  d'amplitude  ­ j ­ {fig.  28), n  étant  entier.  On 

a  un cycle de la deuxième catégorie. 

Fig .  28. 

Tout  polygone  qui  est  limité  par  des  arcs  orthogonaux  au  cercle 
fondamental  répar t is  en  paires  de  premičre  et  de  deuxičme  espčce  et 
en  côtés  de  troisičme  espčce,  dont  les  cycles  satisfont  ŕ  ces  condi­
tions,  engendre  un  groupe  discontinu. En  effet,  en  faisant  les  substi­
tutions  directes  et  inverses  qu ' i l  définit,  on  obtient  un  réseau  de  poly­
gones  juxtaposés  et  ne  se  recouvrant  pas  les  uns  les  autres. 

(J'ai  abrégé  l'exposition  de  cette  théorie  parce  que  les  développe­



ments  offrent  une  analogie  complčte  avec  ceux  de  M .  Poincaré  dans la 

théorie  des  groupes  fuchsiens.) 
Remarquons  encore  qu ' i l  y  a  le  męme  nombre  de  cycles  de  la 

deuxičme  catégorie  que  de  côtés  de  troisičme  espčce.  E n  effet,  chacun 
des  deux  bouts  d'un  côté  de  troisičme  espčce  sert  de  limite  ŕ  l'angle 
d'un  cycle  de  la  deuxičme  ca tégor ie ,  et  d'autre  part  l'angle  d'un 
cycle  de  la  deuxičme  catégorie  est  l imité  par  deux  arcs  de  trois ičme 
espčce. 

Nous  désignerons  par im, in, q  respectivement  les  nombres  de 

premičre ,  deuxičme,  t roisičme  espčce,  par  /  le  nombre  des  cycles  de 

premičre  catégorie. 

Contours complets et incomplets.  — Imaginons  des  côtés  de  troisičme 
espčce  A B , BC, CD, DE  limitant  un  polygone  générateur  P ;  chacun 
des  angles  B , C, D  est  nécessairement  une  partie  aliquote  de  TC; en A 
et  E aboutissent  des  côtés  de  premičre  ou  de  deuxičme  espčce.  Si les 
points  A  et  E  sont  homologues,  nous  appellerons  le  contour  A B C D E 
contour complet;  dans le  cas  contraire, contour incomplet.  E  appartient 
ŕ  un cycle  de deuxičme  catégorie  ;  considérons  le réseau  engendré  par  P 
et  dans  ce  réseau  le  deuxičme  côté  de  troisičme  espčce  limitant l'angle 
du  cycle  auquel  appartient  E . Ce côté  appartient  ŕ  un  polygone  égal  ŕ 
P ;  soit  F G son  homologue  dans  P ;  FG est  l 'origine d'un  nouveau  con­
tour  incomplet  F G H K . 

Si  K  est  homologue  de  A ,  nous  appellerons  l'ensemble  des  deux  • 
contours  incomplets  A B C D E ,  FGHK contour complet.  Sinon  nous  conti­
nuerons  de  la  męme  façon  :  comme  nous  supposons  que  P  n'a  qu'un 
nombre  l imité  de  côtés,  on  finira  par  retomber  sur  un  homologue  de 
A .  Je  désignerai  par s le  nombre  des  contours  complets.  Ils  sont  ana­
logues  aux  cycles. 

THÉORČME.  — Si n = o, m — l — s est impair. 

Transformons  en  effet  d'une  maničre  continue  le  polygone  P  en  ré­
duisant  ŕ o  tous  les  côtés  de  troisičme  espčce.  On obtient  un  polygone 
(P)  dont  tous  les  côtés  sont  de  premičre  espčce.  Chacun  des  contours 
complets  donne  naissance  a  un  cycle  de  sommets  de  ( P ) .  Les  cycles 
de  premičre  catégorie  dans  P  subsistent  sans  altérat ion  dans  (P ) .  Le 



nombre  des  côlés  de  P  est 2m,  celui  de  ses  cycles/­+­s.  Soit  /?, son 
genre 

m — l— S = ipy—I.  C . Q . F . D . 

Étant  donné  un  groupe T  de  substitutions  directes  et  inverses,  i l  est 
évident  que  les  substitutions  directes  contenues  dans T  forment  un 
groupe  G.  Soit  P  un  polygone engendrant T  ; on  formera  un  polygone 
R  engendrant  G  en  réunissant  P  avec  un  polygone P'  de  son  réseau 
ayant  en  commun avec P  un  côté  de  deuxičme  ou de  troisičme  espčce. 
Tout  côté  de  troisičme  espčce  dans  P sera  conjugué  avec  le  côté  homo­
logue  de  troisičme  espčce  dans  P ' ;  chaque  côté  de  deuxičme  espčce 
dans  P avec  l'homologue dans P' de  son  conjugué  dans  P . 

Je  me  propose  maintenant de dé terminer  les cycles de R.  Considérons 

un  sommet  du  réseau  engendré  par  R.  Si  dans  P  i l  appartient  ŕ  un 

cycle  de  premičre  catégorie,  ŕ  ce  sommet  aboutissent  deux  arcs  con­

jugués  par  une  substitution elliptique  qui est  directe et  par  conséquent 

appartient  ŕ G. Le cycle  subsiste donc  sans changement  dans R.  S ' i l ap­

partient  ŕ  un  cycle  de  deuxičme  catégorie  dans  P,  ŕ ce sommet  abou­

tissent  deux  arcs  faisant  un angle  >̂  et  définissant  chacun  une  substi­

tution  inverse  qui  laisse  tous leurs points  invariables. Le produit  d'une 

de  ces  substitutions  par  l'autre  est  une  substitution  elliptique  de pé­

riode k  faisant  partie  de  G ;  ainsi  ce  cycle  de  deuxičme  catégorie  donne 

naissance  dans  G ŕ  un  cycle  ayant  pour  somme  d'angles  qui  com­

prend  aussi  les  sommets  homologues  dans  P t . 

Le  nombre  des  côtés  de  R  est l\m  ­f­ [\n  ­t­ 2q — 2 ;  celui  de  ses 
cycles  est,  d 'aprčs  ce  qui  précčde, 2I •+• q.  Il a donc pour  genre 

G  est  un  sous­groupe  dist ingué  de T. 

Considérons  une  équat ion  fuchsienne 

oů  les fonctions  rationnelles f(oc,y)  et  cp(a?,y)  ont  leurs  coefficients 



réels.  Soit ab une  valeur  spéciale  du  point xy, (v)  et (J^;j> (v)'  et 

( c ë )  ^ e u x  s y s t e m e s  arbitraires  de  valeurs  initiales  de v  et  on 

pourra  développer ,  suivant  les puissances  croissantes  de a? — a,  deux 

intégrales  de  l 'équat ion  fuchsienne  correspondant  a  ces valeurs  in i ­

tiales.  D'autre  part,  l 'équation f(x,y) =  o  admet  aussi  la solution a0, 

b0;  et  l'on  pourra  développer,  suivant  les  puissances  croissantes  de 

x — a0,  deux  intégrales  correspondant  aux valeurs  initiales de v et de 

pour x = a0, y = b0.  A u x deux  points 

analytiques xy, x0y0  r épondent  donc  deux  quotients  de  deux  in té­
grales  imaginaires  conjugués .  La variable  ż1? du  cercle  fondamental 
prend  deux  valeurs  qui  sont  fonctions  l inéaires  inverses  l 'une  de 
l'autre. 

Le  groupe G de  l ' équat ion  fuchsienne  est  donc  sous­groupe  d'un 
groupe  r  de substitutions  directes  et  inverses. 

Application aux courbes du troisième genre.  —  Je  prendrai  des 
exemples  dans  la  représentat ion  naturelle  des  courbes  du  troisičme 
genre  qui admettent  des  équat ions  ŕ coefficients  réels .  A chaque  con­
tour  complet  répond  une branche  réelle  de courbe.  Nous  supposerons 

Fig . 29.  Fis.  Зо. 

que  chaque  contour  complet  ne  contient  qu'un  côté  de  troisičme 
espčce,  et  que  la  somme  des  angles  adjacents  ŕ ce côté  est  TU.  Nous 
prendrons  / =  1 ;  la somme  des angles  de ce  cycle  est  nécessairement 
2TC. On a donc 

m n — 4 . 



Soient n  =  o, m = l\\m — s é tant  pair  et  non  négatif, s =  2  ou s —  4. 
Ces  deux  hypothčses  donnent  les  polygones  ci­dessus.  J'indique  les 
couples  de  côtés  conjugués  en  les  écrivant  entre  paren thčse ,  les  côtés 
de  troisičme  espčce  en  les  écrivant  seuls (fig.  29  et  3o). 

( M J A J ,  M 2 B i ) ,  ( M 2 A 2 , M 3 B 2 ) , 

( M , A 8 , - M * B , ) ,  ( M 4 A 4 ,  M , B 4 ) , 

( A . B O ,  ( A 2 B 2 ) , (A3B3),  ( A 4 B 4 ) . 

( M t A ^ M . B O , ( M 2 M 3 , M 5 M 4 ) , 

( M 3 M 4 , M 6 M 5 ) , ( M 6 A 2 , M 1 B 2 ) , 

( Ŕ . B , ) , ( A 2 B 2 ) . 

Nous  examinerons  encore  les  cas  suivants (fig-  3 i  ŕ  34) 

Fig .  3 i .  Fig.  З2. 

n —  1 , m — 3, s — 3, 

( M . A i . M . B , ) , ( M 2 M 5 , M a M t ) , 

( M , B „ M 4 A , ) , ( M 4 B 2 , M 3 A 2 ) , 

( A / B , ) , ( A 2 B 2 ) ,  ( A , B , ) . 

s ~~2, m = 2, n  ••—  2. 

( M 1 A „ M , B 1 ) , ( M 2 M 5 , M 3 M 6 ) , 

( M 3 M 4 , M 4 M 5 ) , ( M 6 A 2 , M , B 2 ) , 

( A / B , ) , ( A 2 B 2 ) . 

Fig .  33.  F i g .  Ц. 

s — i,  m — i,  ?i  — 3, 

( M , A i ,  M 2 B J ) ,  ( M , M „ M T M ; ) 

( M 7 M „ M 6 M , ) ,  ( M 4 M 5 , M 3 M 6 ) , ( A ^ 

5 =  0 ,  m — o,  n  ­=. 4. 
i U , M 2 . M 8 \ l , ) , ( M 3 M 8 , M 2 M 7 ) , 

( M 7 M 4 , M 3 M , ) , ( M 4 M S , M 3 M 6 ) . 



Le  dernier  cas  fournit  une courbe  du troisičme  degré  qui n'a pas de 
branches  réel les . 

THÉORČME.  — Si 

est une substitution inverse permutable avec un groupe  G, et  ®(­s) une 

fonction thкtafuchsienne de deuxième espèce, 

est aussi une Jonction thкtafuchsienne de deuxième espèce. 

Ce  théorčme  se démontre  comme le théorčme  analogue  du § IV. 

Application aux relations hyperellipliques.  —  Soit  un groupe  G de  la 
représentat ion  naturelle  d'une  surface  hyperelliptique y = R(a?); on 
démontre  aisément ,  ŕ  l'aide du  théorčme  précédent ,  que, si le  genre 
p de la surface  hyperelliptique est plus  grand  que i , ŕ toute  substitu­
tion  l inéaire  inverse  permutable  avec  le  groupe  G correspond  une 
substitution  l inéaire  inverse  sur la variable x.  S ' i l y en a deux,  leur 
produit  est  une substitution  directe  permutable  avec  G ;  cas  é tud ié . 
Nous  n'en  supposons  donc  qu'une  de pér iode 2, et par suite  réduct ible 
par  une transformation SL x' = x0. 

Ains i  nous  sommes  amenés  ŕ  considérer  les  groupes  qui corres­
pondent  aux  surfaces  hyperelliptiques y —  \/R(a?),  oů R(x)  a ses 
coefficients  réels . 

Soit (n impair) 

R(,r) - (x — a)(x — bi)(x — b2)...(x — bn)(pc — cx)(x — c%)...(x — cm)(.r — c',)(.z  — c'2)...(x — c'm) ; 

considérons  l 'équat ion  fuchsienne 

oů  toutes  les  différences  des  racines  des  équat ions  déterminantes 
sont  ~. 

Je  suppose a, b.„ bn  réels (fig.  35), c{  et c\f c2  et c2, ... 



cm  et cm  imaginaires  conjugués .  Traçons  dans le  plan des x  une  coupure 
suivant  l'axe  réel  de  la  surface,  puis  des  coupures  partant  du  point a 

et  allant  aux  points ct, c2, c3, cm.  Le  rapport  de  deux  intégrales 
de  l 'équat ion  fuchsienne  devient  alors, dans  le demi­plan situé  du  côté 

F i g .  35. 

positif  de  l'axe  réel  fonction  uniforme  de  la  variable x,  et  le  polygone 
P'  qui  représente  ce demi­plan engendre  un  groupe  F  de  substitutions 
directes  et  inverses. 

L'axe  réel  est  représenté  par  une  ligne  brisée  A B , B 2 . . . B W A ' 
(fig.  53)  dont  les  angles  sont  droits  et  qui  forme  un  contour  complet. 
Chacune  des  coupures  menées  dans  le  demi­plan  positif  donne  nais­
sance  ŕ des  arcs  symétr iques  respectivement  par  rapport  aux  points C, , 
C 2 , Cm  images  de cK, c2, cm.  On  peut  toujours  modifier  ces 
coupures  de  maničre  que  ces  arcs  deviennent  des  arcs  de  cercle  ortho­
gonaux  au  cercle  fondamental.  Cela  revient  en  effet  ŕ  ajouter  et  ŕ  re­
trancher  au  polygone  des  parties  homologues  entre  elles.  Les  côtés 
C , A \  C , A " ; C 2 A " , C 2 A " ' ; C,nA

(m+i), CmA  sont  conjugués  entre  eux 
et  forment  des  côtés  de  premičre  espčce.  La  somme  des  angles  A 

est  ­ • 

Pour  obtenir le  polygone  généra teur  P du  groupe V des  substitutions 
directes  de  F ,  je  prends  le  symétr ique  du  contour  A ' A "  A ' " . . . A(m+i)A 

par  rapport  au  côté  B„A',  A ( w + 2 ) A ( w + 3 ) . . .  A ( 2 W ­ , ) A ( 2 / W J (fig.  36);  les 
points  C , , C 2 ,  . . . ,  C m ont  pour  symétr iques  les  points  C' t , C 2 ,  . . . , Cm. 

L'arc  A ( 2 W ) B „  est  symétr ique  par  rapport  ŕ Bn A'  de l'arc  AB„ ; prenons  le 
symétr ique Al2nHml)Bn  de  l'arc  AB„ par  rapport  ŕ  B ^  B / 4 ,  l'arc A{'2m+i)Ba 

vient  se  placer  alors  dans  le  prolongement  de  A ( 2 w ) B r a ,  et Bn  est  le mi­
lieu  de  A ( 2 m , A ( 2 w + 1 ) .  A ( a m 4 ­ , ) B f l _ 1  est  symétr ique  de  A13„_<  par  rapport 
ŕ  B w _ j B r t .  En  prenant  le  symétr ique  de  A B r t _ 1  par  rapport  ŕ B«_, B„_ 2 , 

S.  9 



cet  arc  se  place  dans  le  prolongement  de  A 2 m + 1 B r t _ 0  et  ainsi  de  suite 
jusqu 'ŕ  ce  que  l'on  arrive  en  un  point  symétr ique  de  A  par  rapport 
ŕ  B , . On  obtient  ainsi  un  polygone  P  ayant im  ­h n  côtés,  et  dans  le­
quel  la  moitié  de  chaque  côté  est  conjuguée  de  l'autre  moit ié .  Ce po­
lygone  engendre  précisément  le  groupe  de  l 'équat ion  fuchsienne  de 
genre  o. 

Fig .  36. 

Pour  obtenir  le  polygone  R  généra teur  du  groupe  G de  la  représen­
tation  naturelle  de g=\J~R(x),  on  prendra  le  symétr ique  de  P  par 
rapport  au  point  B 4 , et  l'on  conjuguera  les  côtés  opposés  du  polygone 
total. 

Lorsque  toutes  les racines  de R (x)  sont  imaginaires  conjuguées  deux 
ŕ  deux,  les  constructions  précédentes  ne  s'appliquent  plus.  Remar­
quons  toutefois  que  P'  a  encore,  dans  ce cas,  un  côté  de  troisičme  es­
pčce ;  car, x  restant  réel,  le  rapport  de  deux  intégrales  de  l 'équat ion 
fuchsienne  décri t  un  arc  orthogonal  au  cercle  fondamental,  et  deux 
points  symétr iques  par  rapport  ŕ cet  arc  sont  homologues  dans Y'.  Ceci 
posé,  traçons  une  coupure  suivant  l'axe  réel ,  puis  d'un  point d  pris 

Fig .  3 7 . 

sur  cet axe  menons  des  coupures dc{, de,, ..., dc,n (fig.  37)  aux  racines 
situées  dans  le  demi­plan  positif. Le demi­plan  ainsi  modifié  se  repré­



sente  dans  le  cercle  fondamental  par  un  polynôme  D D ' D " . . .  D ( w ) 

(fig.  38), oů les milieux  de m  côtés  sont  C , , C 2 , . . . ,  C w . 

Fig .  38. 

On  peut  choisir  les coupures  et le point d de  telle  sorte  que les côtés 
soient  des  arcs  orthogonaux  au  cercle  fondamental  et  que  l'angle 

en  D soit  droit .  Alors  la  somme  des  angles  D' , D", B(m)  est ­ • Je  con­

struis  son symétr ique  par rapport  a  D D ( , n ) . 

Pour  construire  le  polygone P,  généra teur  de T,  je  prends  le  symé­
trique  CJ de  C, par  rapport  ŕ C 2 , puis  le  symét r ique  C 2 de  CJ par  rap­
port  ŕ G 3 , et  ainsi  de suite  en parcourant  le  contour  formé  par  la  réu­
nion  des  deux  polygones. Je dis que  le dernier  point C^m~{)  auquel on 
arrive  est  symét r ique  de  par  rapport  ŕ  C, . Pour  cela  i l  suffit  de 
démontrer  que  C', etCi

i

2m"i)  sont  symétr iques  l 'un de  l'autre  par  rap­
port  ŕ  D ' 2 w ­ ! ) . 

En  effet,  C; D" et C  D' ainsi  que les angles  C, D ' C 2 ,  C] D"C 2  sont  égaux . 
Par  suite,  l'angle  C] D"C 3  est la somme  de  G, D ' C 2  et de CaD^Cg,  l'angle 
C 2 D'"C 4  est  la  somme  de  C , D / G 2 ,  C 2 D " C 3 ,  C 3 D C 4  et  ainsi  de  suite;  par 
conséquent ,  l'angle Cl?m~i)'Dl*mr~t)C\  est  la  somme  de  tous  les  angles 
D ' ,  D", . . . , B^-'K  c 'est­ŕ­dire  TC. Donc  C ^ ' D ^ ­ 1 '  est dans  le  pro­
longement  de \){2m~i)Cr  Gomme  on a 

d D ' = C{IY'=  C 2 D " ' = . . . =  C i 2 1 )B(im-iJ 

et  que  C,D'== C ,D =  DC, == C ; D ( 2 m ­ 4 ) , Ct  et C\  sont  symétr iques  par 
rapport  ŕ D ( 2 w _ , ) .  On a donc P,  généra teur  de T, dans  lequel  les demi­



côtés  sont  conjugués  entre  eux.  En  prenant  le  symétr ique  de  P  par 
rapporta C\  et  en  conjuguant  les  côtés  opposés  du  tout,  on  aura  R, 
générateur  de  G. 

SECONDE PARTIE. 

§ VI. — Polygones équivalents. 

Définitions.  — On  nomme polygones équivalents  deux  polygones qui 
engendrent  le  męme  groupe  fuchsien.  Si R  et  R , sont  deux  polygones 
équivalents ,  les  substitutions  S,  S',  S",  S ( '°,  qui  conjuguent  les 
côtés  de  R , s'expriment  par  les  substitutions  S { ,  S',, S",,  . .  .,  S"' ,  qui 
conjuguent  les  côtés  de  R , , et  inversement  ( ' ) . 

Les  deux  polygones  R  et  R ,  sont proprement équivalents,  s'ils  sont 
consti tués  et  notés  de la męme  façon.  Alors n' = n,  et  i l y  a  les  męmes 
relations  entre  les  substitutions  de  męme  nom  des  deux  polygones. 
Dans  le  cas  contraire,  nous  appellerons  R  et  R ,  polygones impropre-

ment équivalents. 

R  et  R<  é tant  improprement  équivalents ,  pour  transformer  R  en R , , 
i l  faut  faire  une  certaine opération.  L'ensemble  de  toutes  les  opéra­
tions  qu ' i l  faut  faire  pour  transformer  un  polygone  en  un  polygone 
quelconque  proprement  équivalent  forme  un  groupe  Ce groupe  est 
dérivé  de systèmes d'opérations fondamentales  qu i ,  par  leurs  combinai­
sons,  suffisent  ŕ  l'engendrer. 

THÉORČME.  — Les groupes (® et. ($&t d'opérations qui transforment deux 

polygones improprement équivalents  R  R , en polygones qui leur soient 

respectivement proprement équivalents sont isomorphes holoédriquement. 

(!)  Je  considčre  toujours  comme identiques  deux  polygones  dont  les  substitutions  sont 
les  męmes.  Je  me  borne  aux  polygones  qui n'ont  pas  de  partie  négative  ou  qui  peuvent 
ętre  ramenés  ŕ  des  polygones  de  ce  genre  en  déformant  les  côtés,  mais  sans  altérer  les 
substitutions. 



Soit,  en  effet, §8 une  opérat ion  de  qui  transforme  R en  R . Dans 
les  formules  qui  expriment  les  substitutions  de  R,  par  celles  de  R, 
remplaçons  les  substitutions  de  R  par  celles  de  R'.  Les  nouvelles  ex­
pressions  définissent  un  polygone  R'(  const i tué  et  no té  comme  R , , 
équivalent  ŕ  R ' ;  R'  é tant  lu i ­męme  équivalent  ŕ  R,  et  par  suite  ŕ  R 0 

R<  et  R'̂   sont  proprement  équivalents .  A ins i  ŕ §5 dans  ©  correspond 
une  opérat ion S${  dans  © 4  transformant  R,  en  R' (.  Inversement  ŕ 
dans dS>t  correspond  ż8? dans (̌ ˇ5. 

Il  estsouvent  utile d'employer  tantôt  l 'un, tantôt  l'autre  des  groupes 
isomorphes  entre  eux  pour  mettre  leurs  propr ié tés  en  évidence. 

Il  faut  encore  distinguer,  parmi  les  polygones  proprement  équiva­
lents,  ceux  qui  font  partie  du  męme  réseau  et  ceux  qui  appartiennent 
ŕ  des  réseaux  différents.  Généra lement ,  nous  ne  ferons  pas  de  distinc­
tion  entre  les  polygones d'un  męme  réseau,  de sorte  que  nous  regarde­
rons  comme  égales  ŕ  l 'unité  les  opérat ions  qui  transforment  un  poly­
gone  en  un  polygone de  son  réseau . 

THÉORČME.  — Envisageons les expressions des substitutions d'un poly-

gone  R, engendrant un groupe  G< contenu dans un groupe Y, parcelles 

de P, engendrant Y.  i ° Si l'on remplace dans ces formules les substitu-

tions de P< par celles d'un polygone Yt de son réseau, on obtient des poly-

gones R; engendrant un nombre fini de groupes différents  G , ,  G 2 ,  ­ , G N . 
i° Si l'on remplace  P, par un polygone proprement équivalent  P^ qui 

n'est pas de son réseau; puis P\ par un polygone de son réseau; les 

polygones  R; engendrent  N groupes tous identiques aux  N premiers ou 

tous différents.  3° Le nombre total des groupes  G que l'on peut obtenir 

en remplaзant  P, par un polygone proprement équivalent quelconque est 

fini. 

En  effet  :  i °  soit n  le nombre  maximum  de points  homologues  entre 
eux  par  rapport  ŕ Y  et  non  homologues  entre  eux  par  rapport  ŕ  G ( . Il 
n'y  a  pas  plus  de n  polygones  R f  engendrant  des  groupes  différents. 
Ains i  N < n. 

2 °  Il y a  les  męmes  relations  entre  les  substitutions  de  P 1  et  celles 
de  męme  nom  de P{ ; le nombre  des  groupes  dédui ts  des  polygones  du 
réseau  de  P­j ne  peut  donc  ętre  infér ieur  ou  supér ieur  ŕ N . Soient G­J, 
G{  GŁ ces groupes.  Si G{,  par  exemple, était  le  m ę m e  que  G , , G 2 , 



G 3 ,  . . , G N , qui  sont  les  t ransformés  de  G,  par  les  substitutions  de  F 
devraient  se  retrouver  parmi  G 2 , G{, G{, qui  sont  les  transformés 
de  G{  par  les  substitutions  de  T,  et  les  N groupes  G 7  seraient  iden­
tiques  aux N  groupes G . 

3°  Construisons  la  surface  de  Riemann  dont  le  polygone  P<  et 
aussi P 0  etc.,  sont  l'image.  Le nombre  des  surfaces  de  Riemann  ayant 
N  feuilles  et  satisfaisant  aux  conditions  nécessaires  pour  représenter 
un  polygone  R  est  l imité .  Imaginons­les  toutes  :  en  prenant  l'une 
quelconque  de  leurs  feuilles  pour  en  faire  l'image  sur  P , ,  les  surfaces 
de  Riemann  ŕ  N feuilles  se  représentent  sur  des polygones  engendrant 
tous  les groupes  G, qu'on peut  obtenir  en  faisantrvarier tant  les indices 
inférieurs  que  les indices supér ieurs .  Donc  le nombre  total  des  groupes 
est  l imité . 

Remarque. —  Soit Nk  le nombre  des  groupes  G ; ces  groupes 

Gi,  G 2 ,  G N ;  . . . ;  G{, G 2 7  Cr(­;  . . . ;  G * ­ 1 ,  ( IN ­ 1 

se  déduisent  de N polygones 

P  P  P ,̂ •  •  P­' l*J  P i •  •  P*­i  pfc­i 

Imaginons  les  substitutions  de  tous  ces  polygones  exprimées  par 
celles de  P , . S i , dans  ces  expressions,  on  remplace  les  substitutions  de 
P,  par  celles  d'un  polygone proprement  équivalent ,  les N K groupes G 
ne  font  que  se  permuter;  le  groupe  H de  ces  permutations  est  i m p r i ­
mitif  et  les  G{, G{, ..., G{ forment  les  systčmes  d ' imprimit iv i té . 

Le  groupe  i )  des  opérat ions  qui  transforment  P,  en  un  polygone 
équivalent  offre  avec  II  un  isomorphisme  mér iédr ique .  H  contient, 
comme  sous­groupe  dis t ingué,  un  groupe  intransitif  I,  formé  des  per­
mutations  qui  ne  déplacent  pas  les  systčmes  d ' imprimit ivi té ,  mais qui 
ne  font  qu 'échanger  entre  eux  les  éléments  de  chaque  systčme.  A 1 ré­
pond  un  sous­groupe  dis t ingué  J ď  de $). 

Les  deux  théorčmes  suivants  sont  fort  importants,  et  les  §§ V U 
et  VIII  sont  en  grande  partie  consacrés  ŕ  leurs applications. 

THÉORČME.  — Si un groupe T contient un sous-groupe distingué G et si 

R, est un polygone générateur de G, quand on transforme  R, par les sub-

stitutions de T , on obtient N polygones appartenant à des réseaux différents 



R, ,  R 2 ,  . . R N . Si l'on exprime les substitutions de ces N polygones par 

celles de R , , les expressions obtenues définissent un sous-groupe fini Ј du 

groupe des opérations qui transforment tout polygone  R constitué et 

noté comme  R, en un polygone proprement équivalent, quand mкme le 

groupe, engendré par'R ne serait contenu dans aucun autre groupe. 

E n  effet,  G étant  sous­groupe  dis t ingué  de T,  les substitutions de  R 2 

étant  les  t ransformées  des substitutions de  R< parune  substitution de F 
appartiennent  ŕ G et s'expriment  par  les substitutions de R , . Imaginons 
que  nous  ayons  ainsi  formé  les expressions des substitutions des N po­
lygones  par  celles  de  R 4 ;  en  considérant  comme  égales  ŕ  i  les  opéra­
tions  qui  transforment  R< en  un  polygone  de  son  réseau,  ces  expres­
sions  définissent  un  groupe  fini  d 'opéra t ions  d'ordre  N .  Faisons varier 
les  paramčtres  dont  R,  dépend,  sans  nous  occuper  si  le  groupe  qu' i l 
engendre  reste  sous­groupe  dis t ingué  d'un  groupe T.  Soit  R le nouveau 
polygone.  Ses cycles  sont  les  męmes  que  ceux de  R , .  Or  i l  n'y  a,  tant 
dans  R  que  dans  R , ,  de  relations  entre  les  substitutions  que  celles 
fournies par  les cycles et  les combinaisons de celles­ci  entre  elles.  A ins i , 
les  relations  entre  les  substitutions de męme  nom de R et  de R, sont  les 
męmes.  Si  le  groupe S  est  fini  et  d'ordre  N , c'est  que  certains  pro­
duits  des substitutions de R,  sont  égaux  ŕ  i . Les produits  des substitu­
tions de męme  nom de R seront  aussi  égaux  ŕ i . A ins i  l'on obtient,  quel 
que  soit R, un  groupe S  d'ordre N . 

Remarque. — En transformant  R, par  les  substitutions d'un polygone 

générateur  de  T ,  les  expressions  correspondantes  donnent  les  opéra­

tions  fondamentales  de S. 

THÉORČME.  — Si Von exprime les substitutions de  R, par celles d'un po-

lygone  P générateur de Y et si, dans les expressions obtenues, on remplace 

les substitutions de  P par celles d'un polygone proprement équivalent V 

et tel que R, se change en R, proprement équivalent  ŕ  R, , les expressions 

des substitutions de  R'4 parcelles de  R, définissent des opérations formant 

un sous-groupe M de  (ˇ3 et ayant S pour sous-groupe distingué. 

Il  faut prouver que la transformée  d'une  opérat ion  de S  par une  opéra­
tion  de M  est  une  opérat ion  de S.  Soient P\  et  P, deux polygones gé­
nérateurs  de  r  du męme  réseau  ; WK et R/ les polygones généra teurs  de G 



qui  en  dérivent .  Les  expressions  des  substitutions  de  R,  par  celles 
de  R,  définissent  une  opérat ion  de S.  Soit  t  une  opération  chan­
geant  P,  en  P',,  et  telle  que  le  polygone R', qui  dérive  de  P',  soit  équi­
valent  ŕ  R, ;  les  expressions  des  substitutions  de  R',  par  celles  de  R, 
définissent  une  opération  C  de  J t .  Faisons  sur  P,  l 'opération  t.  Elle 
donne  un  polygone PV.  Comme P, : est  le  t ransformé  de  P,  par  une  sub­
stitution a- de  T,  P^ est  le  transformé  de V\  par  cr.  R,  dérivé  de  P).  est 
aussi  le  transformé  de  R', par  cr;  i l  se  dédui t  donc  de  R',  par  une  opéra­
tion  Ł>' de S.  Il  se  déduit  d'ailleurs  de  R; par  C  On a  donc 

%-xm = &,  C.  Q.  F.  D. 

Notation des opérations. —  Pour  noter  une  opéra t ion,  je  suppose  les 
substitutions  du  polygone  désignées  par  une  męme  lettre  affectée  d'un 
indice  ou  d'un  accent,  et  j ' éc r i s  entre  deux  traits  verticaux  les  expres­
sions  des  substitutions  du  nouveau  polygone  par  celles de  l'ancien,  en 
suivant  l'ordre  de  grandeur  croissante  des  indices  ou  des  accents  des 
substitutions  qu'elles  r ep résen ten t . 

Sur les polygones hyperelliptiques.  — Toute  relation hyperelliptiq ue  de 
genre p  peut  se  représenter  naturellement  sur  un polygone de l\p  côtés, 
dans  lequel  les  côtés  opposés  sont  conjugués  et  les  axes  des  substitu­
tions  concourants.  Pour p^>2,  les  surfaces  hyperelliptiques  peuvent 
se  représenter  naturellement  sur  de  pareils  polygones,  mais  dans  les­
quels les  axes  des  substitutions  ne sont  pas  concourants.  Les polygones 
de l\p  côtés,  dont  les  côtés  opposés  sont  conjugués  et  qui  représen ten t 
des  surfaces  hyperelliptiques,  se  partagent  alors  en  mult ipl ici tés  dis­
tinctes,  telles que  dans chacune  d'elles  les  substitutions  jouissent  d'une 
propr ié té  géométr ique  spéciale . 

Soit  (̌Ł5 le  groupe  des  opérat ions  qui  transforment  un  polygone  hy­
perelliptique  dans  lequel  les  axes  des  substitutions  sont  concourants 
en  polygones  proprement  équivalents  de  la  męme  mult ipl ic i té . Je me 

propose de déterminer un système d'opérations fondamentales de  (ffi>. 
Soient  S,  S',  S",  . . . ,  S ( 2 / ? _ , )  les  substitutions  du  polygone ; on  a 



Les 2  é tant  des rotations  de T C . 2 2 / , + 1  est celle  qui a  pour  centre le 

point de concours des axes. Nous ne considérerons  pas  comme  distincts 

les  systčmes 
S,  S' ,  . . . , S ^ ­ 1 )  et  S ­ 1 , S ' ­ 1 ,  . , . , 

le  second  est le transformé  du premier  par *L2p+{.  Sous  celte  condi­
t ion ,  i l y  a  isomorphisme  holoédr ique  entre  (Č5 et  le  groupe  g des 
opérat ions  qui transforment  le  polygone  défini  par les S en un  poly­
gone  équivalent .  Pour  fixer  les idées ,  nous  prendrons  un polygone de 
2 ^  +  1  côtés,  oů les demi­côtés  sont  conjugués,  et les milieux  sont les 
points doubles  de S, , S 2 , 2>.2pJh{ (fig. 3g).  Le  point  double de E 2 / J 4 _ 2 

est  le sommet  compris  sur le  contour  entre  le point  double  de S, et 
celui  de Ł 2 ^ , . 

F i g .  3g. 

Soient a n a2, a2p, a 2 p + t , a2pi_2  les racines  du polynôme  placé 
sous  le radical dans  la relation  hyperelliptique.  Le polygone  dont les 
substitutions sont les 2,  et un systčme  de coupures  allant du point a.2p+2 

aux points a2, ..., a2p, a2p+_i  se correspondent  d'une  façon  unidéter­
minative.  On peut  donc  substituer  ŕ la  considération  de deux  poly­
gones  proprement  équivalents  celle  de  deux  systčmes  de  coupures 
constitués  et  notés de la męme  façon,  que nous  appellerons  aussi  pro­
prement  équivalents .  Soient C , , C 2 , . . . , C2p_hi  et G' 4, C' 2,  . . . C'2p+i  deux 
systčmes de coupures  tracées  : les premičres ,  entre le point a2p+2  et les 
points aK,  <72, . . . , a 2 p + i  ; les secondes,  entre  le point cij  et les points 
aJt, aja, ..., ct;i+i,  oů les j  indiquent  les ip  ­h 1 premiers  nombres  dans 
un  ordre  quelconque.  On suppose  que, dans  chaque  systčme,  un  mo­
bile  infiniment voisin  du point  oů les coupures  se  réunissent  et  tour­
nant  autour  de ce point  dans le sens  positif  les  rencontre  dans  l'ordre 
des  indices  croissants.  L 'opéral ion 

permet  de remplacer  le point ajs  + 3 par un quelconque  des  autres. 
S.  10 



Il  nous  reste  donc  seulement  ŕ ramener  au systčme  C,, G 2 ,  . . . , C 2 / M ( 

un  systčme  C' ( ,C ' 2 ,  . . . , C 2  ,  partant  de a2ph2  et aboutissant  ŕ aj., tfy2, 
« y­. p + i.  Gomme  la  derničre  substitution  s'exprime  par  les autres,  nous 
ne  la  ferons  désormais  plus entrer  dans la notation des  opérat ions. 

THÉORČME.  — Pour réduire le système  C au système  C, il suffit des deux 

opérations 

Deux  systčmes  de  coupures  doivent  ętre  considérés  comme  identi­
ques,  lorsqu'on  peut  ramener  l'une  ŕ  l'autre  les  coupures  de  męme 
nom  en les déformant  d'une  maničre  continue. 

Remarque I.  — Considérons  une portion E de sphčre  limitée  par une 
courbe  L , un  point a pris sur L et un point b pris  dans  E . Les arcs s i ­
tués  dans  E , et  allant de a en b sans se couper  eux­męmes ,  peuvent  se 
ramener  l 'un a l'autre  par une déformation  continue. 

Remarque IL — Marquons dans  E un point c,  tous  les arcs  allant de 
a  en b  sans  se  couper  eux­męmes,  et  sans  rencontrer  un arc  fixe  A 
tracé entre a et b, se partagent  en deux  classes  : i° les arcs d'une  męme 
classe  peuvent  ętre  ramenés  l 'un ŕ  l'autre  par  déformation  continue 
sans franchir c;  2 0  deux  arcs  de  deux  classes  différentes  peuvent  ętre 
ramenés  l'un ŕ  l'autre,  mais en franchissant c  une fois.  Nous appelle­
rons première classe celle  ŕ laquelle appartient A . 

Remarque III.  — L'opération  m permute  cycliquement les noms des 
coupures. 

Remarque IV. — Si l'on fait sur un systčme  C, , C 2 ,  •  • •» C'  , (fig- 4^) 
l 'opération n,  les coupures  C'4, C' 3, . . . , C'2p+i  ne changent  pas,  la cou­
pure  C 2 est  remplacée  par C',. L'ensemble  des  bords  des  coupures C'3, 
C' v,  . . . , C ' a / > + ,  forme une courbe  L .  D'aprčs  la remarque  II, l'arc suivant 
lequel  est  tracée  C'2 et  le point <2yt définissent  deux  classes d'ares; C\  est 
remplacée  par une coupure  C", tracée  suivant  un  arc  de  la  deuxičme 
classe.  On peut  déformer  C 2 et  C" de  maničre  ŕ  les  rendre  infiniment 
voisines  sur tout  leur  parcours,  le  point aix  étant  entre  les deux.  Si 
l 'on  fait  abstraction du nom des coupures,  l 'opération n n 'al tčre  qu'une 



des ip -+-1  coupures,  C' 2, qui , au  lieu  d'aboutir  dans  l'angle  de C',  et 
de  C' 3,  aboutit  dans  l'angle  de C\  et de 0 2  ,  L 'opérat ion nmr*n  ne 
change  que les noms  des ip  coupures  C' 4, C'3,  G'  t ;  mais  la der­
ničre ,  au lieu  d'aboutir  dans  l'angle de C, et de C' 3, aboutit  clans l'angle 
de C2p  et de C 2 p M .  En général ,  les opérat ions  m et n  permettent,  en 
changeant  seulement le nom de Acoupures, de faire aboutir les ip-\~ i —h 

autres  dans  l 'un quelconque des angles  de celles­ci,  et, comme m per­
mute  cycliquement les noms des  coupures, on peut  passer d'un  systčme 
qui  a h coupures ŕ un systčme  oů ces h coupures  sont  les h  premičres . 

Fig . 4o. 

L'opération n~{  ne change  pas les ip  — i  derničres  coupures,  rem­
place  G', par C'2 et C'2  par une coupure qui ne rencontre  pas C, et qui 
correspond  entre  elle  et C\, le point aJt. 

Pour  démontrer  le  théorčme,  i l suffît de démontrer la proposition 
suivante : si les opérat ions m et n permettent de réduire le système C' 
au système C, lorsqu'ils ont les r - t - i premières coupures communes, 
elles permettent de les réduire l 'un à l'autre lorsqu'ils ont les r pre-
mières coupures communes. 

Ains i les coupures G,, C 2 , C r sont communes; C'r+i, . . . , (T 2 p + 1 et 
Cr+{, ..., C2p+i sont différentes. Une coupure  С,,  г >> r aboutit  au point 
a r + i .  On peut (Remarque IV),  sans  modifier  les ip  autres  coupures, la 
faire  aboutir dans l'angle de C,.et de Cr+r  Alors Cr+i  etC^.+) se terminent 
toutes  deux  au point a r + i .  Supprimons les ip  — r dernières coupures 
dans chaque système. L'ensemble des bords des r premières forme une 
courbe fermée L . Cr+i et Cr+i sont tracées suivant deux arcs allant de 
a2p+2 à a r + i . On peut donc (Remarque I) ramener Cr+i à Cr+l par une 
déformation continue. Pendant cette déformation, C^.+ 1 franchira les 



points ar+2, ar+3, a 2 p + i .  El le  ne change  d'ailleurs pas de  nature 
tant  qu'elle se  déforme  sans  franchir un de ces  points;  soient (Gr+i){, 

(C'r+i)2,  . . . ,  (C^ + 1 )A  les  étals  successifs  deC'r+i  pendant  la  déformation. 
Dans  le passage  de Cr+i k(Cr+i)t, Cr+i  deviendra  infiniment voisine 

d'un  point ai(i^>  r +  i ) ,  (C^., ),  sera  la coupure  infiniment voisine de 
C'r+l,  telle qu'entre  les deux  i l y ait at.  Imaginons  d'abord  les deux  cou­
pures C'r+i, (Gr+i)i  existant  en  męme  temps  et  menons  des coupures 
Ç + 3 , . . . , C"2p+i aux ip — r— i derniers points des deux systèmes. En-
levons ensuite (G^. + 1), et menons la coupure C'r+2 à at. Les deux sys-
tèmes G, , Go> ...» C r , C 7 . + l , C r + 2 , • • •, C 2 ^ + 1 ; C, , C 2 , • • •, Cr> C r + 1 , C / > + 2 , . . . , 
C" f ) o n t r - f - i coupures communes; nous admettons donc qu'on peut 
passer de l 'un à l'autre par les opérat ions m et n. 

Par l 'opérationnf, le second système devientC r + l , C'r+2, C2p+i, C , , 
Со,  . . . ,  C r ;  / г ­ 1 substitue à la deuxième coupure de ce système (C'r+l){. 

Par les opérat ions m et n, on peut passer (Remarque IV) du système 
obtenu à un système où C , , C2, ..., Cr, (Cr+i )t sont les r -+- i premières 
coupures. Le même procédé permet évidemment de passer de (Cr+i), 

à ( C r + 1 ) 2 , et ainsi de suite jusqu ' à ce que, dans les deux systèmes, les 
deux coupures de rang  г ч ­ i  soient  les mêmes. c. Q. F. D. 

THÉORÈME. — Le groupe © admet pour opérations fondamentales: 

L — | S ' S ^ S ' . . . -i$(*p-vf S ' S - 1 . . . S(*p-*)-iS(*p-»} ... S - 1 S ' . . . S ^ - 2 ) - ' S ( i P - ^ | , 

M = | S 'Sr 1 , S'S-' 1, . . . , S f ^ J S - S S- 1 1 , 

N — j S', S 'S- 1 S', S * , . . . , S f » ^ 4 | . 

En effet, L , M , N sont les opérat ions de (j& qui correspondent à /, m, 

n opérat ions fondamentales de 

VII. — Du genre 2. 

Opérations fondamentales. 

Nous prendrons pour polygone généra teur du groupe fuchsien de la 
représentat ion naturelle d'une surface de genre 2 un octogone dont les 
côtés opposés sont conjugués. La notation en a déjà été indiquée au 



§  IV.  étant  le  groupe  des  octogones,  les  trois  opérat ions 

A = |S' , S", S"7, S - 1 1 , 

B = | S, S - 1 S', S - 1 S', S- 1 8*1, 

C = | S^'SS'-1, S'^S"-1, S"-1, S'S"-11 

forment  un  systčme  fondamental.  Vo ic i  d'abord  quelques  détails  sur  le 
calcul  des  opéra t ions .  Étant  données  deux  opérations 

, H = | S 1 , S 1 , S 1 , S 1 | , H ' = | Sg, S 2 , S 2 , S 2 1 , 

oů  les S,  et  les  S 2 sont  des  produits  de  S,  S', S",  S",  le  produit  HH  s'ob­
tient  en  remplaçant  dans S 2 ,  S'2,  S'2,  Sď  les  lettres  S,  S',  S",  S'7'  par  S,, 
S,,  S'],  S" qui sont  les  produits  de  ces  lettres;  en  supprimant  les  sub­
stitutions  qui  se  détruisent ,  on  a 

i m ' = | s 3 , s 3 , s ; , s ; ' ! , 

oů  les S 3  sont  des  produits  de  S,  S',  S",  S"'. 
Nous appellerons  inverse de H une  opération  H ­ 1 ,  telle que  IIH  ' = i . 

Les  S,  sont  des  produits  de  S,  S',  S",  S'", 

S, = P (S, S', S", S'"), S'i — P" (S, S', S", S";), 

. S't = P'(S, S', S", S'"), S'J'= P'"(S, S', S", S'") ; 

en  résolvant  ces  équat ions  par  rapport  ŕ S,  S',  S", S'",  on  aura,  pour  S, 
S',  S",  S'", quatre  expressions  en  S,,  S',,  S",  S'"; ces expressions  définis­
sent,  en  supprimant  les  accents,  l 'opérat ion  H ­ 1 . 

Posons 

E = | S, S', S 'S- 1 S"- 1 S", S" | , F = | S, S', S", S"7 S"-1 S'S- 11 ; 

on  trouve 
E = A B - 1 A - 1 B 1 A - 1 C - 1 A 2 , F = ( A E " 1 ) 3 ; 

les  deux  opérat ions  E et  F sont  commodes  dans  les  calculs,  ŕ  cause  de 
leur  forme  simple. 

Comme  dans  tout  octogone  dont  les  côtés  opposés  sont  conjugués 
les axes  des substitutions  sont  concourants,  nous  conservons  la conven­
tion  générale  pour  les  polygones  de  cette  espčce, 

| S- 1 , S ' - 1 , S*- 1, S'"-1 | = i , 



L'es  opérations  L , M , N du § VI ont  pour  expressions 

L  ~ ­ A F  ' A  '13 A,  M =  BA,  N =  A F  1 A E _ 1 A 2 ; 

elles s'expriment donc  par  A , B,  G : cela  démontre  que  A , B , C formen t 

un  systčme  fondamental. 

Interprétation géométrique de  A,  B,  C. 

Les  trois  figures  suivantes  indiquent  les  octogones  i / 4 '7 / 2 / 5 '8 / 3 '6% 

Fig.  4 i .  F i g . /,2. Fig.  43. 

obtenus  quand  on  fait  sur  un  octogone 1 4 7 ^ 5 8 3 6  les  opérations  A , 

B ,  C (fig.  4 i  ŕ  43) . 

Propriétés des opérations  A,  B,  C. 

THÉORČME.  — Les opérations  A et C engendrent un groupe fini. 

Le  calcul  donne,  en  effet, 

A 4 —1,  C 2 = i ,  CA = |  S"S"­ 1,  S" ­ 1 , S'S"­ 1,  S 'S^S" 7 ­ '  | 
et 

( C A ) 3 = i . 

Ces  trois  relations  montrent  que  le  groupe  engendré  par  A  et  C  est 
isomorphe  au  groupe  d'une  équation  différentielle  du  genre  o  ŕ  trois 
points  singuliers, avec  \ ,  { et  ~ pour  différences  des  racines  des  équa­
tions  déterminantes .  Or  le groupe  de celte équation  étant  fini,  le groupe 
qu'engendre  A  et  C  est  fini  et  présente,  avec  le  premier,  un  isomor­
phisme  holoédr ique  (*). 

( 1 )  Comparer  DYCK, Gruppentheoretische Studien, t. 



On  peut  aussi  considérer  ce  résul tat  comme  une  application  des  théo­
rčmes  du  § V I . 

Construisons  un  octogone  régulier  dont  la  somme  d'angles  est i~ 

(fig.  46),  conjuguons­y  les  côtés  opposés  et  exprimons  les  quatre  sub­

Fig. 44. 

stitutions  de  cet  octogone  au  moyen  des  substitutions  cr et v'  ayant  res­
pectivement  pour  points  doubles  M et  N  avec  les  relations 

S  est  le produit  d'une  rotation  de  180 0  autour  de  Q  par  une  rotation  de 
180 0  autour  de  P, 

D'autre  part,  cr'^'cr  est  une  rotation  de  ~  autour  de  P  dans  le  sens  po­

sitif;  S',  S'',  S" sont  des  transformées  de  S par  cette  rotation,  son  carré 

et  son  cube, 

S>=aa'(<j'<7y(<ja>y S" = {aa'Y(cr'a)4(oV)2, Sw = (aa1 )*  (CT'CT)W ; 

i l  est  donc  clair  que  l 'opération  A remplace  S,  S', S",  S"' par  leurs  trans­
formées  au  moyen  de  a­' ­' cr. 



Considérons  dans  la  figure  les deux  triangles  QTS,  LRQ, soit 

QTS  in L R Q = r = (стст7-1 ) 2 ст(ста' - 1 )2 = crcr'-1 стст'стст'-1. 

Je dis  que 

T - 1 S"r = S"7-1 S"-1 S"7, -r- 1 S777 г = S'7'-1 S7 S"-1 S /7 /, 

r ^ S r  =  ( ^ ^ ( f f ' f f ) 6 ^ ' ) 4 ^ ' ­ 1 ) 2 ^ ^ ' ­ 1 ) 2 

= (ет'ст)2 а (ста 7- 1 ) 2 (стст' ) 4  (сто­'­1 )2 а (стст'­1  )2 

=  (ст'сг)2 (сг'­ 1 ст)2 (ст'ст) V " 1  стст'стст'­  1 

=  (ст'сг)2 (cr'"1 о­)2
  (ста'"

1

  У сг'­
1

  аст'ста'­
1 

=  (ст'сг)2 сг'­ 1 стст7 (стст'"1 )2ст (ст'сг)2 ст'"1, 

SS'­  1 S'77 =  (ст'сгУ crcr' (ста'­"
1  )» (стст' ) 2  (ст'сг )4 стст' 

=  (ff'or)»(<y'­1<x)V<7(r ,­1ff  (ст'сг)3 стст' 
=  (ст'сг)3 (стст')3ст'стст'­1сг  (ст'сг)2 а'" 1 

=  (ст'сг)2 сг'"1 стсг'асг'­1 ста'' 1  сг (ст'сг)2 сг'­ 1 ; 

les  deux  derničres  formes  de  т ­ 1  S T et  de  S S ' ­ 1 S'" sont  évidemment  les 

męmes, 
r ­ 1  S 'T =  (ст'сг)2 сг (ст'сг)2 стст' (ст'сг)4 (стст')3 (стст'­1 ) 2  сг (стст'­1  )2 

=  ст'стсг'­1
 crcr'­

1  (ст'сг)3 сг'­ 1  (аст') 2 (стст' ­ 1 ) 2  сг'­ 1 стст'­1 

=  сг'­ 1 стст'"1 (стст' ) 2  стст'­1 сгсг'сгсг7­1, 

S"­1  S"' —  (сг'­ 1 сг)2 (стст'­1
 У аст

1

 (сг'а)'*  аа' 

=  сг''
1

  аа'  (ста'­
1

  У (ста
1 ) 2  стст'­1 

=  сг'"1
 crcr' (ст'сг)4

  (ста' )2  стст'­1 

—  cr  crcr  [crcr  )  crcr  crcr  crcr 

On  fait  de  męme  les deux  autres  vérifications.  Ains i  l 'opération  С est 
celle  qui  transforme  l'octogone  primitif  en  un  octogone  construit  sur 
le  triangle  LRQ de la męme  façon  que  le primitif  l'est  surQTS.  CA donne 
un  octogone  construit  de  męme  sur  QRH. 

THÉORČME.  — С A  et  С  sont  respectivement  le carré  et  le cube de  deux 

opérations  du  groupe. 

Construisons un réseau  d'hexagones  réguliers  ayant  leurs angles droits 
et,  dans  ce  réseau,  l'octogone  1 4 7 2 5 8 З 6  (fig.  47)­  Cet  octogone  en­
gendre  un  réseau  d'octogones;  en  convenant  de  le  désigner  par  1,  on 



peut  désigner  chaque  octogone  par  la  substitution  qui  sert  ŕ  changer 
en  celui­lŕ  l'octogone  r.  Faisons  tourner  de  6o° autour  de  son  centre 
l'hexagone  désigné  par  H et  l'octogone  i 4 7 2 5 8 3 6 ,  cela  donnera  un 
nouvel  octogone  i'#  f 2'5'8'3'6'.  Le  contour  de  ce  dernier  n'est  pas 

F i g .  45. 

contenu  tout  entier  dans  l'octogone  i ;  mais,  si  une  partie  de  ce  con­
tour  est en dehors,  i l suffit  d'indiquer son homologue  dans  l'octogone  i 
et  l'octogone  oů  elle  se  trouve.  i ' 4  est  divisé  en  trois  t ronçons,  dont 
chacun  se  trouve  dans  un  octogone  différent  du  réseau;  je  désignerai  le 
premier  que  l'on  rencontre,  en  parcourant  le  contour  i '4 '7 '2 '5 '8 '3 '6 ' 
dans  le sens  positif,  par  i'4'aî I e deuxième par I '4B Î  le  troisičme  par 
i '4y.  i'4's  e s t  dans  l'octogone  1,  et,  comme  i l . va rencontrer  le  côté  85 
de  cet  octogone,  i'4'y  est  dans  l'octogone  S;  quand  on  est  arrivé  au 
sommet  4'»  i l  faut  suivre  un  arc  faisant  avec  i ' 4 T  tin  angle  égal  ŕ 
l'angle  4»  ce  qui  donne  4'7a  dans  l'octogone  S;  4'7a va aboutir  sur  le 
côté  14,  de  sorte  que  4'"]'& est  dans  l'octogone  S ­ 1 S — 1;  e s t  dans 
l'octogone  1 et coďncide  avec la seconde  moitié de 83; 7'2'p est,  par  suite, 
dans  S~1 S" / _ 1 S" et  coďncide  avec  la  premičre  moitié  de 83;  a'5« est  dans 
S­ 'S" ­ 1 S '" ,  a'5'p  dans  S '^ 'S" ,  a '5 y  dans  S",  2 '5 3  clans  1,  2"5;  dans  S'", 
a'5ç  dans  SS"', 5'8« dans  SS'", 5'8' s  dans  S";, 5 '8 y  dans  S ­ 1  S'", 8'3'a  dans 
S­<S"',  8'3'3  dans  S",  3 '6 a  dans  S\3. '6 ' p  dans  S S ^ S " ­ '  S"',  6 ' i ' a  dans 

S.  i i 



S S " S " ­ « S w , 6 ' i p  dans  S'"S , / ­ , S , , / ,  G 7 i Y  dans  S " ­ 1 S"',  6 ' ig  dans  S'",  6 ' i ' Ł 

dans  i , 6 ' i ç  dans S ­ 1 ,  i'4a dans  S ­ 1  et,  comme  vérification,  i'4'a dans i . 
Dans  le  nouvel  octogone,  pour  obtenir  i ' 4 '  in  8'5',  on  remarquera 

que  i ' 4 a est  homologue  de  5 '8 ' r  Or  i ' 4 a  est  dans  S ­ 1 ,  5 '8 y  dans  S _ , S" ' ; 
donc 

i '4'  in  5'8' =  SW. 

Ainsi  l 'équation  qui  transforme  l'octogone  primit i f  dans le nouveau  est 

G  =  | S'",  S ­ 1  S'",  S'­ 1  SS* S"­1  S'",  S"­1  S'"  |, 
G 2  =  | S"­1  S"',  S"7­1  S"­1  S"',  S'"­1  S'S"­ 1 S'",  S"­ 1  S'S­ 11  =  CA, 
G 6  =  i . 

On  a,  pour G, l'expression 

G  =  A 2 F A B ­ 1 . 

Soient  2 , ,  l o ,  Ł 3 ,  2 4 ,  Ł 3  des  substitutions  de  période  2,  ayant  res­

Fig.  46. 

pectivement  pour  points  doubles  les  milieux  de  14»  47»  7 2  e t  2 ^ 
46)  et  le centre  de  l'octogone 

Faisons  tourner  l'hexagone  K de  180 0 autour  de M milieu  de 2 , ,  2 5 ,  les 

2  se  changent  en  (2 , ) ,  ( 2 2 ) ,  ( 2 3 ) ,  (Ł 4 )> ( 2 5 ) ,  et 

Les  substitutions  (S ) ,  ( S ) ,  (S") ,  (S")  de  l'octogone  construit  sur  K 



dans  sa  nouvelle  position ont  pour  valeurs 

soit 

comme  le  montre  le calcul  direct.  On a  donc 

d'oů 

Des  trois  relations  G ° = i ,  H 2 — i ,  ( G H ) 2 =  i ,  on  conclut  que  le 
groupe  engendré  pnr  G  et  II  est  isomorphe  holoédr iquement  ŕ  un 
groupe  fini  de  substitutions  linéaires  ŕ une  variable  et,  par  conséquent , 
fini. 

J'ai  annoncé  que  G était  le  cube  d'une  opération  du  groupe;  pour  le 

démontrer ,  i l suffit  de  faire  voir  que  C est  une  transformée  de  G 3 . Po­

sons 

donc  (MGM­ 1) 3­­­= C. Le calcul  donne 

THÉORČME.  —  A B est  une  opération  de  période  5. 

On  a,  en  effet, 

Cette  opération  change  l'octogone  14723836 ,  formé  des  deux  pen­
tagones réguliers  4 7 2 6 8  et  4 8 3 6 1 ,  en  un  octogone  égal.  Une rotation 



de  ~>  autour  du  centre  d'un  des  pentagones,  est  permutable  avec  le 

groupe  G engendré  par  l'octogone;  mais G est  contenu  dans  un  groupe 
plus  étendu  qui  ne  lui est  pas  permutable.  Soit  O le  centre  de  4 7 2 5 8 . 

Fiff. 47­

Menons  la  bissectrice OP de l'angle 2O7, le triangle OP7  a pour  angles 

5"'  7o* ^  e s t  décomposante  en  trois  triangles OPQ, RQO, QR7 égaux 

entre  eux.  Si  l 'on  envisage  l 'un  de  ces  triangles  comme  l'image  du 

demi­plan  d'une  variable  u,  le groupe  r  de  u  contient  G. 

PROBLČME.  —  Trouver les  opérations  fondamentales  du groupe  des  trans­

formations  du polygone  P, P lQoP^OjPa  (fig­  48), dans lequel 

a ^ P j P ;  in  P , P 2 ,  T 1 =  Q 1 P 2  in  Q j P ; ,  T 2 =  Q 2 P ;  in Q 2 P ; , 

en un  polygone  équivalent, 
Fig.  48. 

Ce  polygone  est  l'image  d'un  plan  modifié  par  les  coupuresp 2 p { , 

Piq­2>P­2<]i
  D a n s  t 0 l l t  s y s t č m e  de  coupures  proprement  équi­



valent,  le  point  de  réunion  des  coupures  sera  /?,  ou  p2.  L'emploi  de 
l 'opération 

permet  de partir d'un  systčme  de  coupures  oů  le point de  réunion  est  p2. 

Fig .  49. 

Cela  posé,  pour  ramener  l 'un  ŕ  l'autre  deux  systčmes  qui  ont  la cou­
pure  ptp2  commune,  i l  suffit  de  l 'opérat ion 

En  effet,  cette  opérat ion,  faite  sur  un  systčme  de  coupures  p2pt, 

/>2(</2),  Pz(qd(fig>  5o),  remplacep 2(q 2)  p a r / ? 2 ( ^ )  e t /? 2 (^ , )par  une 

F i g .  5o. 

coupure  qui  ne  diffčre  de  p{(q2)  que  par  l'interposition du  point  (qt)­

L'opération  inverse  remplacep 2 (ç<)  P a r
  p2(ç2)  et Pz(q2)  P a r  u n e  c o u _ 

pure  qui  diffčre  de  p2(qt)  par  l 'interposition  du  point  (q2).  Or  l'une 
des  coupures  p2(q{)  ou p2(q2)  a  les  męmes  extrémités  que  p2(Ç\)>  et 
(Remarque  I,  § VII)  on  peut  la  ramener  ŕ  p2qt  par  une  déformation 
continue.  Dans cette  déformation,  elle  franchira  une  ou  plusieurs  fois 
le  point  q2  et  passera  par  plusieurs  états  successifs.  Pour  passer  d'un 
de  ces  états  au  suivant,  on  emploiera  M  ou  son  inverse.  Finalement, 
on  obtiendra  un  systčme  oů  p2(q{)  et  p2qK  seront  les  męmes,  et  alors 



p2(q2)  etp 2q,  seront  aussi  les  męmes ,  ou un  systčme  oů p2(q<>)  sera  le 
męme  que  p2q,,  et  on  les  ramčnera  l 'un  ŕ l'autre  par  M " 1 . 

Considérons  maintenant  un  systčme  dans  lequel  la  coupure  tracée 
entre p2  et  p{,  (p2p<)  [fig­  5 i ]  est  différente  de  p2p{.  On peut  la  ra­

Fig . .  5 i . 

mener  ŕ p2P\  par  une  déformation  continue. Soient (p2pt)\  •••»  (j
h

iP\)
k 

ses  états  successifs  pendant  cette  déformation.  Dans  le  passage  de 
(p2p{)  ŕ  (p2pt}'>  (i

J

2P\)  devient  infiniment  voisin  de  l'un des  points 
qK  ou q2;  on  formera  un  systčme  de  coupures  avec  (p>Pi),  admettant 
pour point  (q{  )  celui  des  deux  points qK  el q2  qui va  ętre  dépassé  et  une 
coupure  p2(q2)  : on  sait  passer  du  systčme  primitif  ŕ  celui­lŕ,  puisque 
la  coupe  (p2Pi)  est  commune.  L'opération  suivante 

permet  d'introduire  (p2p^Y­  De (p2pi)'  on  passera  ŕ  (p2px)"  et  ainsi 
de  suite.  Les opérat ions  A , M , N  forment donc un systčme  fondamental. 

Remarque.  —  Une équation  fuchsienne  ŕ quatre  points  singuliers el 

pour  laquelle deux  des  différences  des  racines  des  équat ions  détermi­

nantes  sont  égales  ŕ  ­ ,  et  les  deux  autres  ŕ  \>  est  réductible  ŕ  une 

équation  oů  ces  différences  sont 

Groupe  d'opérations  permutable  avec  A 2 . 

D'aprčs  le  § VI , on  obtiendra,  comme  i l suit,  un  groupe  d 'opérat ions 
permutables  avec  A 2 ;  on  formera  un  octogone  qui  reste  invariable 
par  A 2 . Un  pareil  octogone coďncide  avec  lui­męme  par  une  rotation de 
90 o  autour  du  point  de  concours  des  axes.  Son  groupe  G  est  contenu 



comme  sous­groupe  dis t ingué  dans  un  groupe  Y'  engendré  par  le  poly­
gone P 1 PIQ.P ' .Q, P 2  (fig.  5­2).  Quand  on  remplace  P,PI Q 2 P ' 2 Q , P 2  par 
un  polygone  proprement  équivalent ,  l'octogone  se  change  lui­męme 

F i g .  52. 

en  un  octogone  proprement  équivalent ,  et  le  groupe  des  opérations 

ainsi  définies  est  permutable  avec A 2 . 

On  a 

A  donne 

donc 

comme  on  le  vérifie  facilement. Un calcul  analogue  donne 

Remarque.  ­  Le groupe  F  est,  d 'aprčs  une  remarque,  sous­groupe 

dist ingué  lu i ­męme  d'un  groupe  Y"  engendré  par  un  triangle  qui  a 

pour  somme  d'angles  ­  et  dont  les  demi­côtés  sont  conjugués  entre 



eux.  Tout octogone  invariable par  A 2 reste  aussi  invariable par  Topé­

ration 

Groupe  d'opérations  permutable  avec  le  groupe  i ,  C A ,  ( C A ) 2 . 

Reportons­nous  au  réseau  d'hexagones  réguliers  formé  plus haut  et 
qui  nous  a servi  ŕ trouver  la  racine  carrée  de  CA.  imaginons  l 'hexa­
gone  H  (fig.  53)  remplacé  par  un  autre  hexagone,  non plus  régulier, 

F i g . 53. 

mais  coďncidant  avec  lui­męme  par  une  rotation de 120 0 autour  de  son 
centre;  sur son contour,  deux angles  consécutifs  sont  supplémentaires. 
Sur  cet hexagone,  construisons  un  octogone  en  suivant  la  męme  rčgle 
que  plus haut.  Si l'on fait  tourner  l'hexagone  H  de  120 0 autour  de  son 
centre  et  l'octogone avec lu i ,  le nouvel  octogone  est  équivalent  au  pre­
mier  et  s'en  déduit  par  l 'opération  CA. 

Considérons,  dans  la  figure,  le  polygone P 1 P 2 Q ,  P ' 2 Q 2 P! ,P , ,  oů  P , , 
P' 0,  P'g sont  centres  d'hexagones; 

oů 

Il  engendre  un  groupe  F  contenant  G comme  sous­groupe  dist ingué. 
L'équation  fuchsienne  de  genre  o  correspondante  a  deux  différences 
égales  ŕ f  et  deux  égales  ŕ 



Calculons  les trois opérations  fondamentales  du  sous­groupe  corres­
pondant  de  G. On a 

A  donne 

d'oů 

On  véritie  aisément  que 

A  l 'opération  M correspond 

ŕ N , 

Remarque.  — Les octogones  que  CA transforme  en  octogones  égaux 
ne  changent  pas  non  plus  par  les  opérations  A 2 C A  et  G ­ < A 2 C A G ,  qui 
engendrent  avec  CA un  groupe  fini  isomorphe  ŕ  celui  d'une  double 
pyramide  réguličre  ŕ douze  faces. 

Des  polygones  invariables  par  C  et  du  groupe  d'opérations 

permutable  avec  C. 

Considérons maintenant  des polygones que  l 'opération 

laisse invariables. 
S.  I 2 



Soient  S,,  S 2 , S 3 ,  S 4 ,  S 5  54)  un  systčme  de  cinq  substitutions 
engendrant  le groupe  T  qui contient  G, chacune de  période 2.  On  peut 
remplacer G par  une  opération  faite  sur  ce systčme; 

revient  en  effet  ŕ  C.  Elle  transpose  les points  doubles de S 2  et  de  2 4 , 

Fig. 54. 

de  2 3  et  de S 5 ,  le  point  double  de  2,  avec  celui  de  Pour 
que  le polygone  reste  invariable, i l faut  que  ces points  soient  symétri­
ques deux  ŕ deux  par  rapport  ŕ  un  point.  De  lŕ,  la  construction sui­

Fig. 55. 

vante  des  octogones  de cette espčce  {fig.  55). Soient 

a 1 =  P 1 Q 3  in  P J Q : ,  <r2 =  P 2 Q 3 '  in  P 2 Q 3 , 

TT =  Q t Q 3  in  Q , Q 3 ,  r 2  =  Q 2 Q' 3  in  Q 2 Q 3 , 



et  ^3  une  substitution  de  période  i  ayant  Q 3  pour  point  double  r 

On a 

c'est­ŕ­dire  que  le nouveau  polygone se  déduit  de  l'ancien par C, 
Le  groupe  fini  ne  se compose  que  de C. En effet",  ŕ des  rotations  de TC 

autour  des  points  Q, ,  Q 2 ,  Q 3 , substitutions  appartenant  ŕ  T,  corres­
pond  la  substitution  uni té ,  et  <r2  s'exprimant  par  cr,,  T , , T 2 , T 3  donne 
aussi  C.  Ce  n'est  pas  ici  le  groupe  des  transformations  du  polygone 
Pi  Q 3 Q 2 Q 3 Q 1 Q 3 P 2 Q 3  en  un  polygone équivalent  qui  fournit  un  groupe 
permutable  avec  C,  mais  un  sous­groupe  distingué  de  celui­lŕ  (§ V I ) . 
Le  polygone est  l'image d'un  plan  modifié  par  des  coupures  qzp{,  q3p2, 

<73<7)>  (fig­  56),  y — sjR(x)  étant  la  relation  hyperelliptique  de 

Fig .  56. 

l'octogone;  aux  points  qif  q2,  qs  correspondent  des  valeurs  de  x  qui 
annulent  R(x);  i l n'en  est  pas  de  męme  pour  les points pt  et  p.2.  On ne 
peut  donc  échanger  entre  eux  que  les  rôles  de  p{  et  de p2,  et  ceux  de 

q%>  Çs  pris  isolément.  La  méthode  dont  j ' a i  déjŕ  donné  plusieurs 
exemples  permet  de  trouver  encore  ici les  opérations  fondamentales  du 
sous­groupe  distingué  et,  par  suite,  celles  d'un  groupe  d'opérations 
permutable  avec C. 

Des  relations  et  des  cycles  des  différents  ordres. 

Nous avons  déjŕ  trouvé  plusieurs  relations  entre  les  opérations  'A, 

B, C, 



Nous avons  désigné  par  L et M les opérations  suivantes 

elles ont  pour  expressions 

Or,  comme  elles sont, permutables  avec A 2 ,  on a 

en  remplaçant  L  et  M par  leurs expressions  en A , B , E ,  on  a deux  rela­

tions entre x\, B , E . 
Citons  encore  la  relation  remarquable 

B E B ­ ^ E ­ 1  —  i . 

Lorsque  l'on a  choisi  un  systčme  fondamental,  tout  produit  des  opéra­
tions  du  systčme  égal  ŕ  l 'unité  s'appelle  cycle  du  premier  ordre.  Il y a 
une  infinité  de  cycles du premier  ordre;  car  un  produit  de  deux  cycles 
du  premier  ordre  est  un  cycle  du  premier  ordre.  A condition de  ne  pas 
considérer  comme  distincts  les  transformés  d'un  cycle  par  une  męme 
substitution,  tout  cycle  du  premier  ordre  peut  ętre  formé  par  la  com­
binaison  d'un  certain nombre  de  cycles fondamentaux  du premier  ordre. 

Je  donne  ici le  calcul  de quelques  cycles : 

i°  Sur  i 4 7 2 5 8 3 6  (fig.  ^7) ,  je  fais  les opérations  A C et  BAC,  ce  qui 

Fig .  57.  Fig.  58. 

donne  deux  nouveaux  réseaux;  j ' a i  noté  par  i ' 4 ' 7 ' 2 / 5 '8 / 3 / 6 /
  (fig.  58) 

les angles  du  réseau  AC, et  par  \"t\"*f 1 " W l e s  angles  du  réseau 



BAC.  Pour  plus de  clarté,  je  figure  ensuite  un  polygone générateur  du 
réseau  BAC dans le  réseau A C . 

Je fais sur  BAC  l 'opération  A B  ;  le nouvel octogone a  pour  côtés 

la  diagonale  4'8'  et  les  paires  appartenant  aussi 

ŕ  l'ancien;  A B " 1 donne  un  octogone  ayant  pour  paire 

A ­ ' B ' A ­ 1  donne  enfin  l'octogone A C ; donc 

B A C A B A B ­ 1  A ' B ­ 1  A ­ 1 =  A C , 

B A C A B A B ­ 1 A ­ 1 B ­ 1 A ­ 1 C A ­ 1 =  i . 

2 0  Je  forme  A 2 C et  B A 2 C .  Je  construis ensuite  B A 2 G  dans le  réseau 
de A 2 G (fig.  59 et  60). 

Fig.  5g.  Fig . 60. 

On  réduit  B A 2 C  ŕ  A 2 C par  l 'opération  A 2 B ­ 1  A 2 ;  donc 

B A » C A « B ­ I A " C A » =  i , 

ce qui  montre  que  A 2 B A 2  est  permutable  avec C. 
Voici  un  exemple  de  relation d'ordre  supérieur .  Nous  avons  posé 

d'oů 



Par  suite,  entre  L et  M , on a  la  relation  de  męme  forme 

L M L ^ M ^ J . 

Soient 

les  équations 

sont  trois  relations  du  premier  ordre  entre  A ,  B , Л .  Le  signe  =  i n ­
diquera  que  deux  produits  d 'opérations  sont  les  męmes,  non  seule­
ment  par  rapport  aux  résultats  qu'ils  donnent,  mais  par  rapport  aux 
opérations  qu'ils contiennent.  On  a 

d'oů 

Le  premier  nombre  devient  égal  ŕ  i  par  suite  de  Ł = i ,  DXL  =  i , 
SX, =  1 ;  d'autre  part,  en  y remplaçant  D \ i ,  2>L par  leurs expressions, 
toutes  les  opérations  se  détruisent .  Nous  dirons  que  la  relation  ainsi 
obtenue  est  une  relation  du  deuxičme  ordre  entre  les  trois  relations 
du  premier  ordre  i , 3K> =  i ,  f  =  i . 

Si  l 'on  a  fait  choix  d'un  systčme  de  cycles  fondamentaux  du  pre­
mier  ordre,  toute  relation du  deuxičme  ordre  entre ces cycles sera  un 
cycle  du  deuxičme  ordre.  Les  cycles du  deuxičme  ordre  pourront  ętre 
engendrés  par  des  systčmes  de  cycles  fondamentaux  du  deuxičme 
ordre.  Tout  produit  des  cycles fondamentaux  du  deuxičme  ordre  qui 
se  réduit  ŕ  i  par  la  destruction  des  cycles  fondamentaux  du  premier 
ordre  est  un  cycle  du  troisičme  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

§  VIII.  — Du genre  3. 

Opérations  A,  B , G, D (fig.  6 i  ŕ 64).  — Nous étudierons  ici les  opé­
rations A , B, G, D analogues  aux  opérations  A, B ,  C du  §  VII  et  qui 



s'appliquent  ŕ  des  dodécagones  dont  les  côtés  opposés  sont  conju­
gués  : 

Nous  noterons  les  angles  d'un  dodécagone  par  les  douze premiers 

Fig .  61.  Fig.  62. 

Fig.  63.  Fig.  64. 

nombres, de  sorte que,  en  tournant  autour  du  dodécagone  dans  le sens 
positif,  les  nombres qui  indiquent  les angles  croissent de  cinq  unités 
(mod.  12). 



Les  figures  ci­dessus indiquent les dodécagones  i ' , . . 8 '  déduits  des 

dodécagones  i ,  . . . ,  8 par  les  opérations  A , B, C,  D. 

Des polygones  hyperelliptiques.  — Toutes  les  opérations  sur  des  octo­

gones  sont  permutables  avec  l 'opération 

Nous  avons  été  conduit  ŕ  considérer  dans  le  §  VII  cette  opération 
comme  égale  a  i . Dans le  genre  3,  cette  opération  a  pour  analogue 

les  opérations  L ,  M , N du  § VI engendrent  pour  p  =  3 un  sous­groupe 
permutable  avec  A 6 . Les  opérations  A et  B  appartiennent  ŕ  ce  sous­
groupe­ Mais l 'opération  C ne  lui appartient  pas, et,  en  faisant  C sur  un 
dodécagone  dans  lequel les axes des  substitutions  sont  concourants,  on 
obtient  un  exemple  de  dodécagone  hyperelliptique  dans  lequel  cela 
n'a  pas  lieu.  Soient, en  effet, 

les  substitutions  du  premier;  celles du second  sont 

les  axes  des  trois  derničres  passent  au  point  double  de  25  et  les  axes 
des  trois premičres  n'y passent  pas  en  général . 

THÉORČME.  —  C A 6
 et  GA 2

 engendrent un  groupe  fini. 

On  a,  en  effet, 

d'oů 



et 

D'ailleurs 

dont  le  cube  est  l 'uni té .  Soit  une  équation  fuchsienne  de  genre  o 
ŕ  trois  points  singuliers  et  pour  différences  des  racines  des  équations 
déterminantes^ ,  | ,  {.  Le  groupe  G de  cette  équation  et  le groupe  S, 

engendré  par  CA°  et  C A 2 ,  sont  évidemment  isomorphes.  Je  vais 
montrer  que  cet isomorphisme est  mériédrique  et  que  S  est  isomorphe 
holoédriquement  au  groupe  des  transformations  en  elles­męmes  de  la 
surface  de  Walther Dyck  ŕ 96  feuilles (Mathematische  Annalen,  t.  17). 
On  peut  prendre  comme  polygone  générateur  de  G le  triangle  MNPQ 

(fig.  65) ,  dans lequel MN et  MQ, PN et  PQ sont  conjugués,  et M = 

Fig .  65. 

A' 1  correspond  ŕ  (MN in MQ), CA° ŕ  (PN in PQ).  Si l'on 

considčre  le  triangle  Q'M'N'P '  placé  comme  l'indique  la  figure, 

QMNP  est  le  transformé  de  Q 'M'N 'P '  par  une  substitution  hyperbo­

lique,  dont  l'axe  passe  par  les  points  P  et  R.  A  cette  substitution 

hyperbolique  correspond  l 'opération 

Or 

S.  r3 



et,  en  élevant  au  cube, 
( C A ­ 2 C A 2 ) 3  =  i , 

or  la  surface  de  Walther  Dyck  peut  se  représenter  naturellement 
comme  i l suit  : le polygone  générateur  du  groupe  fuchsien  est  formé 

de  quatre  octogones  réguliers  dont  les  angles  sont  égaux  ŕ  ^ et  qui 

sont  réunis  par  un  sommet.  Je  désigne  les  paires  de  côtés  conjugués 
par  et  les  substitutions  du  polygone  par  de  telle sorte  que 

lij-^r-ij^  i l !  l>"p, 

oů  i =  r,  2 ,  3,y =  i ,  2 , 3, 4­
On  a entre  les  les  relations suivantes  : 

Imaginons  les  triangles  QMN,  Q ' M ' N '  (fig.  66)  dont  nous  nous 

Fie .  66. 

sommes  occupés  tout  ŕ  l'heure,  placés  comme  l'indique  la  figure. 
C A ~ 2 G A 2  correspond ŕ la substitution  ( Q ' N ' i n  QN) ; o r S M  est  le  cube 
de  cette  substitution.  Ainsi  ŕ  2 n ,  dans  G, correspond dans S  l 'unité. 
La  substitution  S,,  est  le  cube  de (RS in R ' S ) .  Le quadri latčre  RSR 'S ' 



n'est  autre que le quadri latčre  Q " N Q N '  transformé  par  une substitution 
de  G. Donc  l 'opération  de S,  qui  correspond  ŕ  ( R S i n R ' S ' )  est  la  trans­
formée  de  l'opération  qui répond ŕ (Q"N in QN') par une opération  de S. 

Mais  Q"N in QN' =  QN in Q 'N ' ,  et  ŕ  QN in Q 'N ' r épond  ( C A ^ C A 2 ) ­ 1 . 
Ains i ,  ŕ  2 S I  répond  une  transformée  du  cube  de ( C A ^ Ç A 2 ) - 1 , c'est-
à-dire i . 

En vertu de la relation  2 u i S â , £ 3 ) = i , à S 2 l répond aussi dans S 

l 'unité. On démontre aussi facilement qu 'à 2 1 y et à S 3 y et, par suite, 
à I 2 y - , pour les quatre valeurs de y, correspond l 'unité dans S. 

Par suiter on aura toutes les opérations distinctes de S en ne pre-
nant que les seules substitutions de G, qui transforment un point situé 
dans le polygone précédent en un point encore situé dans ce poly-
gone; le groupe S est donc fini. 

Remarque.  — Toute relation de genre 3 peut se représenter sur un 
polygone de vingt-quatre côtés, tel que celui que nous avons choisi 
pour image de la surface de Walther Dyck. On repassera de cette re-
présentation à celle qui nous est habituelle, comme i l suit. Les rela-
tions entre les S résolues par rapport à 22;(/ = i , 2, 3, 4) et par rap-
port à 2/3(i  =  1, 2, 3) donnent 

en égalant les deux valeurs obtenues pour S 2 3 , on trouve 

égalité qui peut s'écrire 

ce qui, en posant 

devient 



S,  S', S'7, S", S ( 4 ) , S ( 3 )  sont  donc les substitutions  d'un  dodécagone  dont 
les  côtés  opposés  sont  conjugués.  Voici  maintenant  les  expressions  de 

en  fonction des  S obtenues  en  résolvant  ces  formules  : 

La  surface  de  Dyck  fournit,  par  l'application des  théorčmes  du  § VI, 
un  groupe  fini  dont  on  détermine,  comme  il suit,  un  systčme  de  deux 

Fig.  6 7 

opérations  fondamentales.  Faisons  tourner  l'octogone  P  (fig.  6 7 ) de 

|  autour de  son  centre  et  imaginons que  le  polygone générateur  tourne 



avec  l u i , les  substitutions  du  nouveau  polygone sont 

Par  les formules données  plus haut  et qui font  correspondre  unidéter­
minativement  ŕ tout  polygone de vingt­quatre côtés un  dodécagone  dont 
les  côtés  opposés  sont  conjugués,  on obtient  l 'opération  de  période  8, 

L'octone  P  étant  décomposé  en  triangles  équilatéraux  égaux  entre 

eux  et  dont  les angles  sont  >̂  faisons  tourner  le  polygone  générateur 

de  2 ^  autour  du  centre  du  triangle T . On a 

l 'opération  correspondante  est 

THÉORČME. — D A 2 et  D A C  engendrent  un  groupe  fini  isomorphe  au 

groupe des  transformations  d'un  cube en  lui­męme;  D et  D A 2
 engendrent 

un  groupe fini  isomorphe  aux  transformations  d'une  surface  hyperellip­

tique en  elle­męme. 

Le  calcul  donne 

( D A 6 ) 2  =  i ,  ( I )A 2 ) 4 =z, ,  [ D A , ( J ) A " ) ­ 1 ] *  =  i ; 

ce  sont  précisément  les  relations qui  existent  entre  les  deux  rotations 
fondamentales  qui  engendrent  toutes  les  transformations  d'un  cube  en 



lui­môme.  Comme  le  groupe  des  transformations  d'un  cube  en  lui­
męme  n'a  pas  de  sous­groupe  dist ingué,  les  deux  groupes  présentent 
un  isomorphisme  holoédrique.  Le calcul  donne  aussi  D 2 =  i .  Comme 
on  a aussi  ( D A 2 ) 4  =  i  et  ( A 2 ) 0 =  i , o n voit que  D et  D A 2 engendrent  un 
groupe  isomorphe  avec  le  groupe  d'une  équation  fuchsienne  ŕ  trois 
points  singuliers  et  ayant  {,  \ ,  § pour  différences  des  racines  des  équa­
tions  déterminantes.  Reprenons  la  figure  que  nous  avons  faite  pour  le 
cas  oů,  dans une  rotation  hyperelliptique  de  genre  3,  y  =  les 
huit  racines  de R(a?)  forment  les sommets  d'un  cube.  On suppose  que, 
dans  le  triangle  MNPQ  (fig.  6 9 ) , ŕ  (MQ in  MN)  correspond  A 2 D ;  ŕ 

Fig.  68. 

(PN  in P Q ) , D ;  xV2 répond  ŕ une  rotation  de  ­  autour  de  Q dans  le sens 

positif.  DA°  répond  évidemment  ŕ  la  substitution  hyperbolique  qui 
transforme  l'arc  6N11  dans l'arc  TQS.  Or 

( D A 6 ) 2  =  i . 

Donc ŕ (611  in  D 1 2 ) répond  l 'uni té ;  ( 9 4 in  io3 ) et  (27  in  38)  sont  des 
transformées  de  cette  substitution.  L'unité  leur  correspond  aussi.  La 
substitution  hyperbolique  16  in  LP est  le  produit  d'une  rotation  de 
180 0  autour  de M , qui  répond  ŕ ( A 2 D ) 2  par  une  rotation  de 160 0  autour 
de  Q,  qui  répond  ŕ A G . Or 



Le  calcul  montre  que 

Ains i ,  ŕ  1 6 in  127 répond  l 'uni té . 

Le  groupe  engendré  par  D et  D A 2 est  donc  isomorphe  holoédr ique­
ment  au  groupe  de  transformations  uniformes  en  elles­męmes  d'une 
surface  hyperelliptique de  genre  3,  lorsque  les  huit  racines  forment 
les sommets  d'un  cube. 

THÉORČME.  —  A B est une  opération  de période  7 ; A est une  opération  de 

période  1 2 , et  A engendre,  avec une  opération  de période  2 ,  un  groupe 

isomorphe à celui d'une double pyramide régulière de inngl-quatre faces. 

Autre exemple.  — Nous donnerons  encore un  exemple  de groupe  fini, 

Fig.  69. 

fourni  par  une  surface  réguličre  du  §  IV. Cette  surface  se  représente 
naturellement  sur  le  polygone  figuré.  Soit (fig.  6 9 ) 

Hj  —  AtB[  i n  A 2 H „  H 2 =  A 2 B 2  i n  A 3 H 2 ,  H 3 = : A 3 B 3  i n  4 ^ 3 

©!  —  B t C i  in  EjDt,  0 2  =  B 2 C 2  i n  E 2 D 2 ,  0 3  =  B 3 C 3  i n  E 3 D 3 , 

© J ^ H J C T !  i n  E i F ! ,  0 2  =  H 2 G 2  i n  E 2 F 2 ,  0 3  =  H 3 G 3  i n  E 3 F 3 , 

h  = G 1 F 1  i n  C 2 I ) 2 ,  I 2  =  G 2 F 2  i n  C 3 D 3 ,  I3  =  G 3 F 3  i n  d D , . 



Les  sept  cycles  du polygone 

A i A 2 Ŕ 3 j  h\GjGsDa,  F 2 G 2 C 3 D 3 ,  F I G I C D I ,  H ^ D , ,  H 2 E 2 B 2 ,  H 8 E 3 B 3 

donnent 

En  éliminant 0' 4,  0' 2,  0' 3,  puis H 4 ,  H 2 , H 3 , on  a la  relation 

ŕ  une  relation  de  1 2 0 0 autour  du  centre  O du  polygone répond  l 'opéra­
tion  de période  3, 

si  l 'on fait  tourner  le polygone de  180 0 autour de P, les deux polygones 
M 2 B a C 2 D 2 E 2 F 2 G 2 H 2 N 2  et  M 3 B 3 C 3 D 3 E 3 F 3 G 3 H 3 N 3  sont  remplacés  par 
deux  autres,  limitrophes du  polygone  générateur  en  G 1 F 1  et C , D , . 
On  a 

La  relation  entre les 0  et  les I  peut  s'écrire 

et,  en  posant 

on  a 

Les  S sont  les substitutions d'un  dodécagone  dont  les côtés  opposés 
sont  conjugués.  Les deux  opérations  calculées  engendrent  un  groupe 



isomorphe  au  groupe  des  transformations  d'un  té t račdre  régulier  en 
lui­męme.  Le polygone  OA, M, P, N H A 2  dans  lequel  O A 4 et  O A 2 , A 4 M 1 

et  A 2 N 0  P 1 M 1 et  P 1 N 1 sont  conjugués,  engendre  une  équation  fuch­
sienne  ŕ quatre  points  singuliers, deux  différences  égales  ŕ  Ł  et  deux 
autres égales  ŕ {.Le groupe de cette équation,  ayant  comme  sous­groupe 
distingué  le  groupe  de genre  3,  fournit  encore un groupe  fini S  d'opé­
rations.  Nous connaissons  les  opérat ions  fondamentales  qui  changent 
O A , M i  P< N , A 2 en un polygone proprement  équivalent ;  ŕ ces  opérations 
correspondent  les  opérations  fondamentales  d'un  groupe M  admettant 
S  comme sous­groupe  dist ingué. 

Opérations  inverses. 

к 

Jusqu'ici  nous  avons  réservé  le nom  de proprement  équivalents  ŕ deux 
dodécagones  i ,  6,  . . . ,  8 ;  \ \  6',  . . . ,  8',  qui  engendrent  le  męme 
groupe,  dont  les  côtés  opposés  sont  conjugués,  mais  tels que  les  nom­
bres  qui indiquent  les  angles  croissent  régul ičrement  de  cinq  uni tés 
(mod.  12)  lorsqu'on parcourt  le  contour  des  deux  dodécagones  dans 
le  sens positif.  E n  étendant  la dénominat ion  de proprement  équivalents 

ŕ  deux  dodécagones  dont  les  côtés  opposés  sont  conjugués  et  qui 
engendrent  le  męme  groupe,  mais  tels  que  les  nombres  qui  indiquent 
les angles  croissent  réguličrement  de  cinq  unités  (mod.  12)  quand  on 
parcourt  le  contour de  l 'un  dans  le  sens  positif  et  celui  de  l'autre  dans 
le  sens négatif,  on  définit  en  męme  temps  de  nouvelles opérations  que 
nous  appellerons  opérations  inverses,  en  réservant  le  nom à'opérations 

directes aux  opérations  considérées  jusqu 'ŕ  présent.  Le produit de  deux 
opérations  inverses est  une  opérat ion  directe.  Le  produit  d'une  opéra­
tion  directe  par  une  opérat ion  inverse,  ou vice versa,  est  une  opération 
inverse.  D'aprčs  cela,  i l  suffit,  pour  engendrer  toutes  les  opérations 
directes  et  inverses, d'adjoindre  ŕ  un systčme  fondamental  d 'opérations 
directes  une  seule  opération  inverse,  par  exemple 

qui  transforme  1,  6,  . . . ,  8  en  1',  6',  . . . ,  8' (fig.  70). 
Nous  avons  étudié  différents  cas  ( §  V ) oů  un  groupe  G  de  genre  3 

est  sous­groupe  distingué  d'un  groupe Y  de  substitutions  directes  et 
S.  "  1/, 



inverses.  Soient R i e polygone  générateur  de G etR'  son  transformé  par 
une  substitution  inverse  de  Y:  les  expressions  des  substitutions  de  R' 
par  R définissent  une  opérat ion  de  période 2. 

Exemple.  —  Le polygone  généra teur  de  Y  est  (fig.  7 1 ) 

M, A, 1$,M 2A 2P» 2M 3 A : i B 3 M ,  A,\> n, 

dont  les substitutions  sont  les  quatre  substitutions  directes 

et  les quatre substitutions  inverses 1\,  T 2 , T 3 ,  T 4  définies  par  les  côtés 

Fig.  71. 

de  troisičme  espčce  A 4 B „ A 2 B 2 ,  A 3 B 3 ,  A 4 B , .  En prenant  le  symétrique 

de  ce  polygone par  rapport  ŕ  A , B 0  l'ensemble  donne  un  polygone gé­

Fig. 70. 



nérateur  de  G, dont  les substitutions  sont,  outre  les  S, 

avec  les  relations 

(0 

Les  transformées  de  ces  substitutions  par  T 4  ont  pour  valeurs 

Remarque.  — Si un  polygone  est  tel  que  les  substitutions  ainsi  dé­
finies  soient  les  transformées  des  anciennes  par  une  substitution  in­
verse T\,  le polygone  générateur  de F* admet  quatre  côtés  de  troisičme 
espčce  et,  par  suite,  G  engendre  une  courbe  du  troisičme  genre  ŕ 
quatre  branches  réelles. 

Comme  T,  transforme  2,  en  elle­męme,  les axes  de 1\  et  de 2,  coďn­
cident;  ď {  transformant  A en  A ~ 1  transforme  en  lui­męme  Taxe  de A , 
ce qui ne  peut  avoir  lieu  que  si  T 4  a  une  ligne  de  points  doubles  per­
pendiculaire ŕ  cet  axe.  Soit  T 2 =  A T , , T 2  a  aussi  une  ligne  de  points 
doubles;  or  de  T , S 2 T 1  =  K2  et S 2 AS', A " 1  =  i , on  déduit 

donc  les  axes  de  T 2  et  de  S 2  coďncident.  On  retrouve  ainsi  comme 
polygone  générateur  de F  le  męme  polygone  que  plus  haut. 

Si  entre  les  relations ( i ) on  élimine  2 , ,  2' 2 , 2' 3 , S'4,  on  obtient 

qui  peut  s'écrire 



En  posant 

les  S  sont  les  substitutions  d'un  dodécagone  dont  les  côtés  opposés 
sont  conjugués.  En résolvant  les  équations  précédentes  par  rapport  ŕ 
A , A ' , 

les  autres S sont  donnés  par 

A  l'aide de  ces  formules,  on  obtient  l 'opération  inverse de  période  i 

qui  est  telle que,  lorsque les  nouvelles substitutions  sont  les  transfor­
mées  des  anciennes  par  une  substitution  inverse,  le  dodécagone  en­
gendre  une  courbe  du  troisičme  genre  ŕ quatre  branches  réelles. 

Soit  P le  polygone générateur  de T. Les polygones proprement  équi­
valents ŕ P s'obtiennent  de  la  męme  maničre  que  les polygones  équiva­
lents  ŕ  un  polygone de  genre  o  ayant  quatre  cycles dont  les  sommes 

Fig.  72. 

d'angles  sont  différentes  de  au  et  égales  entre  elles. Les contours  com­
plets  A , B 0  A 2 B 2 ,  A 3 B 3 ,  A , IL,  jouent  ici  le  rôle  des  quatre  cycles. 
Imaginons  dans  un  plan  quatre  coupures  partant  d'un  point  m  quel­
conque et  allant  aux  quatre  points  singuliers a n  a2,  as,  a,t  (fig.  72) 



de  l 'équation  de  genre  o.  On  transformera  ce  systčme  en  un  systčme 
proprement  équivalent  quelconque  en  combinant  les  deux  opérations 

soit  (P)  un  nouveau  polygone proprement  équivalent  ŕ P. Le polygone 
(R)  dérivé  de  (P)  est  proprement  équivalent  ŕ  R. 
correspond  sur  R  l 'opération 

et,  en  se servant  des  formules  plus haut,  on  obtient  sur  un  dodécagone 

l 'opération 

répond 

et  sur  le  dodécagone 

Les  deux  opérations U et V  sont  permutables  avec Q ,  ainsi  que  le 

groupe  qu'elles  engendrent. 

Autre  exemple. — V  est  engendré  par  le  polygone  (fig.  ^3) 

i l  n'y  a  pas  de  côtés  de  deuxičme  espčce  : A , B 4  et  A 2 B 2  sont  de  troi­



sičme  espčce  et  définissent  deux  substitutions  T\ e t T 2 ;  en  posant 

A ,  les S  et  les Z ' définissent  un  groupe  de  genre '5 ;  on  a  les  relations 

Fia­.  73. 

on  obtient  l 'opération  inverse 

on  repasse  au  dodécagone  par  les  formules 
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