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MEMOIRE SUR LA THEORIE DE L'ELASTICITE DES
CORPS HOMOGENES A ELASTICITE CONSTANTE.*

JOURNAL DY C(RELLE T.LVIII, I’328—351.

Nous désignons par N, N,, N et T, T,, T, les
composantes normales et tangentielles, rapportées &

Punité de surface, de la force élastique exercée sur les
trois plans perpendiculaires aux coordonnées rectangu-
laires @, y et z; par , v, w les projections sur les axes
coordonnés du déplacement d’un point matériel (z, y, 2);
par p la densité du milieu, par X, Y, Z les composantes
des forces accélératrices qui powrraient agir sur I'élément
de la masse.

Les équations qui scrvent comme point de départ
dans les probleimes que je me propose de résoudre
donnent pour les forces élastiques les valeurs

ou
A}; = ).0—{—2/16;(;.
dv
N = Dy —
N, A0+2p 5y *
ow
—_ L9, 7
N, A9-+2 7
O ow
Tl = H (g +@)1
:[2 = /"(é:ﬂ ; (r?—u>a
bx 2
dw | Ov
T, = gy )

1*
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dans lesquelles 2 et y sont des constantes, et # est Ia
dilatation, exprimée par

ou , ov |, Bw

De ces six équations, en posant
. & & &
4 = poed -+ e + pre
on déduit dans le cas de I'équilibre d’élasticité:
06 .
(A+p) Ep—{—ﬂd“u +pX =0,

6” 2 s
(l+#)a—y+#dv+ﬁi =0, (O

o .
(l+/z)6~z+/zd wtpZ = 0,
et dans le cas du mouvement:

(1—{—‘u)%oc+,ud‘u LpX = ou

Par
0 -, :
At g, tudepl = pge, ™
80 , s O
(A-+p) 5 HudwpZ = p5x.
1.

Elimination des forces accélératrices.

Les fonctions u, v, w se composent de deux ecspéces
de termes dont les uns, que nous désignons par u,, o,, I,
font disparaitre les composantes des forces accélératrices
X, Y, Z; les autres forment les intégrales générales des

équations (1) et (2), ces forces étant nulles. Nous ferons
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done voir que Pon pourra toujours déterminer les fonc-
tions w,, v,, w,, les X, ¥, Z étant des fonctions connues
quelconques; et, pour géndraliser le probleme, nous sup-
poserons que ces forces sont aussi des fonctions du
temps ¢, ce que nous indiquerons en ajoutant un ¢ sous
le signe de ces fonctions.

En effectuant les différentiations, on vérifie aisément

o(t=2)  pe(t—%)

(LEAZ—‘—H—’—‘ = —‘_~—,—’ (3)

I'équation

ol a est une constante, ¢(¢) une fonction quelconque de
L, a, B, v et » égal &

Viz—af+(y — By (z—7)~

Cela posé considérons lintégrale

do désignant I'élément de volume da-df-dy el 'intégra-
tion se rapportant & un espace quelcongue. En appli-

quant & cette intégrale les deux opérations 5 et 4° on
trouve
(+=2) (+=3)
. plt—~ ool t——
6_. do.> 4 _\g g_’ u , 3a)
ot r or
¢(t—€) ¢l t—=
£\dw —— A dof— " (3h)
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Mais I'équation (3h) n’est exacte que dans le cas ol
le point (z,y, 2) se trouve en dehors des limites de 'inté-
gration relative & 4, 3, 7. Dans le cas contraire, il existe
des éléments infinis souns l'intégrale, + pouvant s’évanouir,
et la différentiation sous l'intégrale cesse d'étre permise.

On trouve aisément la modification que Péquation
(3b) subit alors en considérant l'intégrale

?(ti(t)

do——
s

L’expression & intégrer ne devient plus infinie lorsque
» s'évanouit. On a donc

sa(t“;) —o(?) \so(-t—:%)—sﬂ(t)

P\do e = do f————-——-
pour 'un et l'autre des deux cas distingués ci-dessus; el

1 .
comme le terme AZT qui se trouve dang le second

membre de cette équation est identiquement nul, on a
(] . () N )
ot —2) (t-’-)
4 \dw = dwf — .

équation exacte pour des valeurs quelconques de =z, y, 2.

Si maintenant on multiplic (3¢) par la constante «'.
qu'on en déduise (3a) et qu'on se serve de U'équation (3)
et du résultat connu:

2 (¢ a ]
A‘Sdmw(";‘ﬁ’l—) = Aot x,y,2) on = 0
suivant que (=, y, 2) s¢ trouve ou ne se trouve pas
entre les limites de l'intégration, on parvient & Péquation
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50{15—2, a B r)

a clm_r» -
»
& ¢(t'_‘av a, B, 7’)
— 3 dm—-r_ s —drdiot, %, y,2), (&)

le point (x, ¥, 2) ¢tant situé entre les limites de l'inlé-
gration.
Désignons par X(f), Y[(t), Z,(¢) les fonctions yui
satisfont aux équations
FX () = X(t), &£Y[(t) = Y(), L4 = Z(t),
par A(t), B(#), C(f) des fonctions correspondantes i

celles-ci x, ¥, 2z étant remplacés par «, 2, y, et posons,
pour abréger,

7 l 7
7 1 \do 6A2<t_;(;)) aBﬁ(tWZ) Laq(pd
T ixg) | Ou ! 63 ' o
7 ot 1
L= uﬂd_m s e I )
o 4‘7ra)2._ r | or o3 J’
. I8 )
w1\l (=) oal=)
T hdae’) L Oa iy J’
5 ) L
i \w 04,(t—") o (fj(;)
R EIA RS i a3 fu |
ou )
P R )
P P

Les limites des inlégrales sont les limites du corps dlas-
tique, ct les dérivées partielles par rvapport 4 «, B, 7
sont prises en laissant » counsland.
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On trouvera donc que les valeurs

oM
u°=_+@~___£,
__8F 0L N 3)
b = ajl‘tgg—“‘%’ @
oM 0L
+ax Fl],

satisfont aux équations (2). La premiére équation (2),
par exemple, en y substituant ces valeurs de u,, v,, w,.
deviendra

2 o [ON oM ., O |OF oM
¢4 6x+ A[ ]+‘\ (9—7'[_8; oy dz}'
Mais, d’aprés 'équation (4), on a
o g oF a);,t 8Y (t) 64 ¢
oy I _ aX(t>+aYz(t),
Y _ M alﬂ(t) _{_%(i)
ot ox 0z

et notre équation se réduit done & l'équation identique
—ALX (4 X = 0.
Ainsi la premiére des équations (2) est vérifiée el
les deux autres peuvent l'étre de la méme maniére.

Le probleme de I'élimination des forces accélératrices
étant donc complétement résolu, nous ferons dorénavant
abstraction de ces forces.
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Des mouvements d’un corps élastique illimité qui sont
q q
produits par les mouvements dans wi plun.

Avant d'entrer dans la question dont il s'agit, nous
ferons quelques remarques mathématiques d’'une grande
importance dans la théorie de I'élasticité.

Une fonction finie de plusieurs variables f(x,, z,, ,,

.y Tn-1) peut étre exprimée par une intégrale définie
de la maniére suivante:
flz, z,. .... 2a_y)

Ty =ty

<IN

1 7 —_
_TGn [gd‘ﬁgd"z- .. \(Za,,_if(a.i, Ayy ooy ay) e y

Tin )

o/

oll

7= Vg, —af+ (@ + . (@)

Dans cette formule les limites de l'intégration sont
arbitraires et assujetties & la seule condilion que les
valeurs

g = Tp—y

y solent comprises.

Cette condition sera donc toujours remplie, si cha-
cune des »—1 intégrations esl faite entre les limites — oo
et 4 oo. De plus la différence x,--u, est supposée étre
positive avant d’étre nulle.

On vérifie celte équation en considérant que, =z,
étant égal & a,, tous les éléments de I'intégrale s’évanouis-
sent, excepté ceux pour lesquels » est égal & zéro, d'on

x =«
fla,, a,,

et en se servant du résultat connu d’apres lequel Tinté-

r

2

=a,, ...
s ) = f(x,, Z,, .... To_y),

11

grale
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dE et G I—
da \da, .. \da,_, —-—
. I

—m — o

qui se transforme en

+ = (bt -+

d'::l dg. den—l n'A.l" P ‘;‘"
= ;

A {421 o)

par les substitutions

("1"'171 = El(x,,v~((,,). s Uy —Xy—1 == éll—l(xlz'“arl
ln

F()

vol. 12, pag. 60 de ce Journal (Journal de Crelle), or

est égale a (Jacobi: De transform. intégr. mull.,

I'intégrale dont il s'agit est ddsignée par 2*—18).

Il est bon d’ohserver que Pexpression comprise entir
les crochets (6) satisfait & Péquation aux dérivées par-
tielles

oo
, 0

L JIE S

ax,

& &

dx® ' Ox

= 0.

@'t

Une fonction de deux variables f(z, y) sera done

exprimée par

flg) = o |tufor™ 3 o ﬂ)}izr
= V(@—a)+(y—Ff 1)
ou
) = = 3= [ faufas™% '”} (i)

le point (z,y) étant situé entre les limites de Tinlégra-
tion relative 4 o, 8 el z—p étant supposé posilif avanl
d'étre nul.

Liexpression comprize cnlre les crochets satislait o
I'équation différentielle 4* = 0, et elle exprime allrae-

tion que d'aprés la loi newtonienne un plan exerce sur
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un point dans la direction de la normale du plau, la masse
d’un élément étant f(a, §)dadf, el laliraction exercée
par unité¢ de musse a unite de dislance étant cégale a
Panité. La formule (7) équivant done a cet énoncé, que
Pattraction que le plan exerce dans la direction de la
normale, sur un point infiniment rapprochdé, est égale a
Qnf(zx,y), Cest-a-dire o la masse de Példment plan
dxdy divisée par 5)1?_ dxdy.

—_it
Supposons (wil sagisse de salisfaire & Pegualion
différentielle

"
@ SF — -g,!

N

)

a étant une constanle et que la fonction £ <oit en outre
déterminée par la condilion ¢ue pour un plan arbitraive-
ment limité que nous prendrons pour le plan coordonné
(y, 2) et pour des valeurs queleconques dua temps ¢ elle
se réduise & une fonction donnde de y, 2 et ¢, de sorte
que lon ait

=1

[F] = F(t,y.2).

cela posé, le mouvement sera déterminé dans tout l'espace
da coté positif du plan coordonné (y, z) par I'équation

Fle=""p +
A3\ dy- ( o P7)

F=— . » : (3)

=V (— B )"
les limites de lintégrale ¢lant celles du plan donnd,

Cette expression salisfera o I'équation différenticlle et.
pour z = 0, on aura
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d’ott, d’aprés la formule (7)

r=10
[F] = F(t7 ?/vz)
ce ui est la condition donnée.

Nous sommes donc en élat de résondre, par la
méthode indiquée, un probléme, que lon n’a résoln
jusqu’ici que d'une maniére inexacte et incompléte grice
au principe de Huygens.

L’intégrale F nous fait voir que le mouvement peut
étre considéré comme partant de chaque élément plan
dB-dy avec une vitesse conslante, égale 4 a.

Passons maintenant aux trois équations (2) du
mouvement, en faisant abstraction des forces aceélératrices.

En les ajoutant, aprés les avoir respectivement
différentiées par rapport 4 2, y et 2, on obtient, comme

on sait -
/. 2/,5 £ — &0
N

par consequent\/ —*—"‘u = £ est la vitesse avec laquelle

chaque condensation ou dilatation se propage dans le
corps élastique. Par Télimination de 4 on déduit des

équations (2) ce résultat:

_63_610
0z dy’
Bp, To )00 bu
pAgp_ﬁf $ =16z &
?u_ 9
TR
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Il y a donc une autre cspece du mouvement, «ui

. 4
se propage avec la vilesse ‘/L = .
7]
i
Pouwr la premiére espéece de nouvernent, il faut faire

¢ — 0% d'on

oF oF  OF _eF
~& Ty T =g O

f — @*_Z‘___@i =0, ,
doxr ' Oy 4 _
d’ott (10)
) & 2 42, i L 010 ’
(UAI(r:—'W,:. w g = 5" w Ju = SE"

Désignons maintenant par w, v, 2 les projections
des déplacements, qui dépendent de w; par o', o, '
celles qui dépendent de £; par U, V, T les sommes de

ces deux, et introduisons les nouvelles fonctions:

(] 7
ctan) LK s
1 ( w’ / ] 1 ] 7
97 P8 \d m Co0= g \B N
? 4, \
1 (t"_‘" ﬂ’ /) 1 Z ¢(f—7j_ [9, r)
- A BANICARSRD.
9z g \d ;- v 52 dp \dy .
* {
1 7(7‘—_"/917\) Zt (),/9 I)
e e A e
v

= Vo' (y—3f - (e —7)"

Nous verrons que l'on powmrra déterminer les nionve-
ments d'un corps élastique illimité, si Pon connait, dans
le plan coordonné (y, 2) =oil la pression normale ct les
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déplacements tangentiels, soit les pressions tangentielles
et le déplacement normal. Dans le premier cas nous

poserons
) )
=0 Y = \
8y oF ., aF
=¢9—.z;—81;’ v‘:a—”v (11)
b 0K _8F . oF
b G2 T oz
d’ou
| &F
F"‘X +a,/+az1=ZW’
) o @ 0 AP OX| 1 &R,
NoTE R =% ‘“ T T T T

Ces valeurs satisfont aux équations générales du
mouvement (9) et (10) et, pour x égal & zéro, on obtient

Bu Bu' == rapy==?

Oz dx
A _ &= [0y, 2) | Oyt Y, z)l
- [z S&(t, Y, z) —Q 1 ay i oz )

[v+v’]x== (i = 499,
[w+zo’] — [W] /(t Y, 2).

Les fonctions ¢, ¢ et y seront donc determmees par
les fonctions

Ulz=0 =0 z=0
| triTe o

=0
Si Pon connait, au lieu de [;95], la pression nor-
=0

male [N}, on posera
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() = [0-+205)

0ty 2) _ Gyt y: 2)

= M lip(t’ Y, 2) — 8y Oz

équation par laquelle la fonction ¢ est déterminée.

Cependant, nous r'avons pas fait attention a la
fonction arbitraire ui doit entrer dans les valeurs des
composantes. Ces valeurs arbitraives de u, », w, qu'il
faut ajouter aux valeurs trouvées, scront

»
U = 1 i dB \d 161‘(16—;’ é 7’)
~ gy VB V- o
(] -p ]
a0 VP YT 3B '

»
W = ~— ! ,,_i‘l d d f(t;(—v-’ ﬂ’ T)
= gz aoy YO YT S

ou les dérivées partielles par rapport & g ct y sont prises
en laissant » constant.
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En intégrant par parties et désignant les limites de

B et r par B, B, et r, 7., on pourra metire les ex
« NOTE 4. pressions précédentes sous cette autre forme?*

r y=r
1 8 f(t“‘gv ﬁa T)
=m0y V=70
r 1‘9=ﬂ1
1 & f(t_ujv ﬂv T)
T 9102 &y | —————=1,
27 0° 7 /3;_[30 ‘
AN I CC
1 8 f(t—av /9’ 7’)
v = —gmgg B~
2 Ox r r=r.
» A=F
1 5 d f(t—av 4@1 7‘)
YT e ) r =B,
Dans

le deuxiéme cas, si on connait dans le plan

coordonné (y, 2) les pressions tangentielles et le déplace-

ment normal, il faut poser

80 OF ,  4F
~ % G bz
. OF oF" 9
v ¢_"—aga ':"a?v . (1'))
oF oF"
w—=X=% Y=
d’on
- b (950'_1_61\’_ 1 &F
A =gt oy 75 o
- W' [0 0¥ | 84Xl 1OF
F =gl oy "%~
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N - r * Y - !

(\ 5“)”‘!’51{‘{'(_‘ )
L 4 +

\; e . e .
;7 SUCRpomHuE -

Les fonctions ¢, ¢ et y seront donc déterminées par¥ » NotE 5.

& =
Sa(ty Y, 2’) = T3 01
V=t o — r=0
Y ) = | _l_‘—* e =
</(t771‘2’) [(9.1] | P [l]
. oM " —w* 8 20
. o) — w4 ] .
2t 1 9 [&UH Ty
Or, les pressions tangentielles
=10 T 7 =10
[T:!] = Au l"aﬁ( ! dT
oy 3
=0 eU | oWe="’
[T.] _ﬂ[é‘z e
étant connues, on trouvera
9
Sﬂ(t, ¥ 2) = l_%_—'/l[U‘-l-‘r:(l’
[,l
1 - =0 } a vz =0
/ g) = — !
pty 2) = LT, 1+ /l @I/[l] ,
1, == v
O e R TL

Les valeurs arbitraires des composantes, quil faut
ajouter & ces valeurs, scront les dérivées par rapport
a @ des valeurs arbitraires {rouvées ci-dessus (12).

3.
Diffraction.

Le mouvement vibratoire d'un corps élastique ot
illimité, ayant traversé une ouverture d'un plan fixe,
serait déterminé par les mdthodes indiquées, si l'on
pouvait considérer comme connu le mouvemement qui se
produit dans Pouverture. Mais cela n'est vrai que dune

IL. 2
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maniére approximative, car le mouvement dans l'ouver-
ture n'est pas exactement le méme que celui qui aurait
lieu, s’il n’y avait pas de plan fixe.

On aura un mouvement réfléichi de l'ouverture en
méme temps qu'un mouvement transmis, et, pour déter-
miner tous les deux, on aura les conditions suivantes:
1° la somme des composantes du mouvement dircet et
du mouvement réfléchi est égale aux composantes du
mouvement transmis & travers 'ouverture, et 2° les pres-
sions normales et tangentielles sur les deux faces du plan
qui coincide avec Pouverture sont égales en chaque point.

Désignons par U, ¥, IV les composantes du mouve-
ment direct, par U, V,, W, celles du mouvement trans-
mis, par U,, V,, W, celles du mouvement réfléchi, et
par 6, 8,, 6,, les dilatations correspondant & ces trois
mouvements. Faisons coincider le plan coordonné (y, z)
avec V'ouverture. Cela posé, nous aurons pour z = 0

x =0
[0+U,—U] = o,

=0

=0

(VLV,—7] =0, J (14)
(WL W,— 7] = 0,
et de plus
=0
R A A
OUAU—U) | o(V+-V, =P )"
[ Oy - oz ] =9

[6 U+U U) + HWHTW,— W_l)]'l'::" 0.
ox
Les trois derniéres équations peuvent étre simplifices,
au moyen des tiois premicres, dérivées par rapport
# ou z; de cette maniére elles se réduisent aux équations
suivantes.
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U+ U0,
Ox -
(.)(-,/r+ I'rﬂ‘— !‘rl) =10 i
[’ax—J = 0. (1)
G(W-=W,—17) ’2_0 0
-
Introduisons les notations du numéro précédent et
posons
U =u-tu, V, —=vo-tv, W = w-tu,
U,= w4+, T,= 140, W, =w-1u,
. oF, , or, , OF
% =>—11 3 =T15 w, =
! Oz : oy ! oz’
o, E
T Tyt 2_6‘1/? 12—*6;'.

Le mouvement dirvect peut étre supposé dépendant
ou de la vitesse &, ou de la vitesse w. Dans le premier

cas, nous poscrons

A G
éx 8y 0z

On trouvera que les composanles u,, u,, cte., qui
dépendent de w, s'évanouissent*, et les équations (14)
et (15) deviendront

= 2NN B A =10
LA 1 R L )

ox

Notons les équations

@41’" =10 6([}’ =0

ox

S

dans lesquelles x est supposé s’évanouir, apres avoir eu

une valeur ndgative, et posons
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i
F"_': (1)’_1—66—3:1 l

. 16)
. i O (
F— 0. l

Ces valeurs étant identiques pour les deux fonections
F, et F,on a

z=0 =0
[F;—F;] = [F’] = st(t’ Ys Z)v
F(F_—If)]i [‘?.F 'r=°

oo | ~ew| = 2oy 2.
Les équations précédentes déterminent les fonetions
¢ et ¢, et par conséquent les fonctions @' et ¥,
Dans P'autre cas, le mouvement direct étant dépen-
dant de la vitesse w, nous avons U=u, F=v, W =1r.

on , dv | 0w
wioy T — %
Les fonctions F, et F, s’évanouissent, et les équa-
tions (14) et (15) deviennent
=0 =10
[u’—]l—u:»'_—uJ = 0, [’l)+’02—vl] = 0,

=10

(104 10— 0] = 0,

o(uu—u))"=" 8w+ ov,—o)]"""

T g, (NPT RTY
ox ox !

?

[3 (w4 “’z—“’l)r;o 0.
Oz

Introduisons les fonctions @,, ¥, X,, en les faisant
dépendre des nouvelles fonctions ¢, ¢,, 7, de la mcéme
maniére que, dans le numéro précédent, on a fait dé-
pendre @, ¥, X de ¢, ¢, y, et posons
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=

o0, 8(F--F)

Y Bl -F)
w, == - e e
. T G(F+F)
v == R U S N
Rl TR (17)
w, — yu 0N _oF+E)
T e 0z '
d’olt
N 8y, 0X] 1 &F
e %[er@T z] — e
g PO OV OX _ 1ZE,
St T ey 6 W Or

Aux composantes du mouvement réfléchi c’est-a-dire
aux quantités «,, ¢,, 1, nous atiribuons les mémes valeurs,
avec la seule différence de prendre z toujours négatif,

En supposant, que

[F] =0, |52 =0, (18)
nous trouverons*
=0 2=0
[u—*_uz_“x‘] = [_26]—2¢1(t, Y 5) = 0-,
r=0 =0
le4o,—0] = [0]—24,(t y.2) = O,
r=0 r=0

[, —ir,] = [1w]—2y(t,y,2) = 0,

0 (re—t1e,— =0 19,17="
[L—Cx_”) = [a;;;]—ﬂ’sﬂ(t’ y.2) = 0,
d(o4v,—0)|" 0]~

[‘(vlcr—/ = [5}]”4(& y,2) = 0,
(e, — w2 [éw]™)
[Liﬁ"‘ 1 [é.; —2y(t,y,2) = 0.

Les fonctions ¢, ¢,, ete.. scront donc détermindes,
et maintenant on vériticra aisément les équations (1S).
Si, par exemple, le mouvement direct forme une onde
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plane, on trouvera pour l'onde transmise & des distances
assez grandes de Pouverture les expressions que M. Stokes
a déji trouvées d'une maniére moins rigourcuse.

4
Tuywux sonores.

Considérons maintenant les petits mouvemenls vibra-
toires dans un corps élastique et complétement finide
entre des plans fixes, qui permettent aux points contigus~
de faire librement tous les mouvements paralléles au plan
en excluant le mouvement normal. -— Quand le corps
élastique est completement fluide, la constanle p esl
égale & zéro, et il n'existe qu'une seule cspéee de vibra-
tion, celle qui dépend de la vitesse &.

En désignant par u, », w les composantes des dé-
placements, nous posons

or oF or

a—.’E:”’ 8—.1/‘_ v, ’(g

= 1w,

et donnons & la fonction I’ le nom de potentiel de l'onde
ou du mouvement,

Supposons que le corps fluide soit renfermé dans
un tuyau d'une longueur illimitée et & hase rectangle.
Faisons coincider ses pavois avec les plans coordonnes
(y = 0) et (2 = 0) et avec les plans paralleles o ces
derniers (y = b) et (2 = ¢). Le potentiel du mouve-
ment direct et de tous les mounvements réfléchis pourra
donc étre de la forme.

_ _QLTZZ ag d/f(‘t*—g'—ﬂi)} (19)

r o= Vo (y 24,0 £ pYH (e 200 L),

By
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223 désignant la somme pour foutes les valeurs enticres,
négatives et positives, de ¢ et /,, et le signe 4 intro-
duit par » dans la fonction F', ayant ici, comme dans
ce qui suit une signification spéciale, définie par

fonet. (=) = fonct. () - fonct. (—).

Cette valeur de F satisfait & 1'éguation différentielle

. 1 &F
AF = 5
et donne
=0
[Zl] = f(tv ?/,Z)a
y=10 y="b
[v] = 0, [¢] = 0.
z==0 z2=c

{w] = 0, [w] =0

Supposons a présent que le tuyau soit limité, qu'il
soit coupé normalement a4 Paxe et forme un prisme
droit de longueur «. Faisons coincider avec le plan
coordonné (x = 0) son premier bout, qui powmra étre
fermé ol ouvert, mais supposons que l'autre bout soit
ouvert.

Cela posé, le mouvement produil au premier bout
se propagera d I'autre bout ouvert. et il sera en partie
réfléchi, en partie {ransmis an {luide illimité qui se
trouve hors du tuyau.

Les composantes des vibrations iéfléchies étant

_oF, o, _oF,
2 bx’ "t Gy T o=

ct celles des vibrations transmises

_OF o, OF

", == — v, = .
: fx' ! dy ! fz
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nous aurons, comme dans le numéro precédent, les
conditions suivantes:

[F4F—F] = 0, (20)
O+ F,— )"
[ ( ax"‘)‘] — 0. @1)
* NOTE 8. Posons maintenant*

Fo=az ZZ @ dr( %ﬂ rl} (22

r==V@—@T(%+%ﬁiﬁ%+@x~@iﬁﬁ

et
B A (e
1 ( A 7)
F— =g ie\ors S — Ly

r = V= =B

Ces valeurs de F, et F,, introduites dans (21), nous
donnent I’équation

(5| At v —fitw s =0, @

au moyen de laquelle on peut éliminer 'une des fonetions
f. ouf,; Lautre doit donc étre déterminée par I'équation (20).

Mais, en général, on ne peut pas effectuer cettc
détermination. Nous chercherons donc une solution
approximative, en supposant, que tous les hdéplacemenls
entre les parois du tuyau se fassent seulement dans la
direction de l'axe du tuyau.

Cette hypothése, qui ne s’accorde pas exactement
avec 'équation (20), nous conduira au résultat le plus
juste, si nous égalons & zéro la somme des erreurs pour
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toutes les valeurs de y et 2. L’équation (20) doit done
étre i‘emplacée par celte autre

b c Tr=a
Qdy gdz [F+F—F] = 0. (25)

(40 (Y

Maintenant le calcul peut s’étendre a des tuyaux

d'une base quelconque, et nous pouvons poser* * XOTE 9.
F = hcosk(9t—x), (26)
F,= h,cosk(2t+x—2a— 4d), 27
R = —gznk{agfar EE === |
in r (28)
r = Ve T =B+ =17 )

en déterminant les constantes 7,, %, 4, ¢ par les équa-
tions (21)
LSS A
O o
et

\dy(dz[F+F—F] =0, (29)
les intégrations devant étre étendues 4 toute la surface
de la base.

En développant sink (&2t —»r—u« — o) suivant les puis-
sances ascendantes de », on trouvera
{ay Sdz [F] - I B[—zsink(Qt—a—0)+& cosk(Q—a—4)],
B étant D'aire de la base, ¢ ct ¢ des conslantes posi-
tives. Nous aurons donc, cn vertu des équations (21)
et (29),
hsink(2t—a) —h,sink(Q—a«—dy = hsink(Qt—a—7g),

hcosk(Qt—a)+n,cosk (Lt —a—J)
= I, [— esink(Lt-—-a—3)—+ & cosk(@t—au—3a)].
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En comparant les coefficients de sink(2t—a) et de
cosk(2t—a), on trouve

s %2e .
tgkﬁ = I——Ez—-——sm’ (30)
h, = —7rh,
_|/d—¢&r+e 31
= Vi oas (reoyre |

Supposons d’abord que le premier bout du tuyau
soif fermé par un plan fixe; dans ce cas, le potentiel du
mouvement primitif, produit d’'une maniére quelcongue 2
l'aulre bout, sera /icosk(2t+z); aprés la réflexion pro-
duite par le plan fixe (x =0), il deviendra hcosk(Qf—x).
et le potentiel de la somme de ces deux inouvements
sera 2hcosk % coskz.

Lorscue les réflexions de la premiere onde se seront
répétées n fois au bout ouvert, le potentiel sera

2l coskx[cosk t—ycosk (2 —2a— )
—+ricosk(Qt—4a—2.0)— ...
- (—y)rcosk(Qt—nQa-+ 4)].

Pour #n = oo cette expression converge vers la limile
o o
2— cos kx cos (k2 —-4), (32)
IO

ou 'on a posé
o = VI o cosk(2a 1+ 4y,

sing — Lsin E2a-d).
g

Cette valeur du potentiel aura son maximum powr

F2a-t4) = @p-t D,
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~1

Q-

-

p étant un nombre entier. En désignant par 2 = T

la longueur d'une onde entiére, le mouvement vibratoire
aura donc sa plus grande force, quand on aura
ba24d

9p-+1 (33)

2
ou
L4 A 32 5)
ST g d

Dans ce cas la valeur (32) du potentiel devient

1—’1— cos kx cos kgt . (34)

Supposons en second lien que les deux bouts du
tuyau soient ouverts, et que le mouvement se produise
au second bout (x = «). Le potentiel du mouvement
primitif sera

hcosk(2t 4 x).

Apreés la réflexion qui a licu au premier bout ouvert

(z = 0), il devient
—hycosk(Qt—x—d);
le potentiel de la somme de ces deux mouvements sera

donc

h[cosk (2t x)—;ycosk(@t—x—J)].

Lorsque les réflexions se seront répétées un nombre
infini de fois, le potentiel sera

—g[cosk(.(26+x—ﬁ)——;‘cos E(Qt—z—d—0)], (35)

ou 'on a posé
p = V1-Lt;4—9:%cos2 A(u—J)

sing — © sin%k (- ).
o
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Le mouvement awa donc sa plus grande foree,
quand on aura

2k(a+4d) = 2pn,

5 = Q(a;}-d)

d’olt

(36)

ou

>

A 21 3
a—l_A:a_)‘—, *E)"‘, —-9—.

i ™

Dans ce cas la valeur (35) du potentiel devient

— —1—]_— sink 2t sinkx -+ li—l, cosk Qtcoskx.  (37)
On voit par la valeur (32) du potentiel que, dans le
cas olt I'un des bouts du tuyan est fermé, il y aura des
neeuds ou des points parfaitements immobiles, savoir
ceux qui donnent sinkx — 0, tandis qu'au contraire
dans le cas (37) ou les deux bhouts sont ouverts, on ne
pourra dire que d'une maniére approximative gquil y a
des points immobiles.
Pour ces points on a coshx = O.
Si le tuyau est cylindrique, R étant le rayon de la
TOTE 10. section circulaire normale & I'axe, on trouvera®

' 2nt1 _ ( l)n
néo(klf) + L8 ln 8

n= (_ 1);1
2042
%(ILR) T2 r(nt3)"

Pour des valeurs trés petites de AR, on aura

& d'r ¢ =0,
d’olt, par l'équation (30),
16
4=y,
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Pour un tuyau ouvert aux deux bhouts on aura

done
flp—a S
o — 3y = Osiss.

Ce résultat est parfaitement confirmé par les ex-
périences de M. Zaminer (Ann. de Pogg. 97), qui, pour
un tuyau ouvert aux deux bouts, d'une longueur de
500m et d’'un diamétre (d) de 25™m, a lrouvé

i 1) = 5222,
d’ol
li—a
)
22— 0,848.
d !

Dans le tableau suivant jai calculé la valeur de 7

pour différentes valeurs de 2R ou &, divisé par 1A

2d ERR T |

A . d N i d
_____ ——— ‘ e

0,00

0,9488 / 040 ; 0,7293

0,05 08462 | 043 | 0,7080

0,10 | 083 ' 030 . 06873

0,15 a 08263 | 055 . 06672

020 | 08106 | 060 0,480

0,25 [ 0,7921 [" 0.65 f 0,6298

0,30 | 07720 ", 0,70 | 06125
[

y
0,35 | 07508 | 075 0,596G2

"

Si 'on applique les nombres de ce tableau aux don-
nées de lexpérience que nous venons de citer, on aura
plus exactement:

L
ii—a
22 = 08163,

d

Les expériences de M. Wertheim (Ann. de chim. et
de phys. 31) donnent, pour les tuyaux cylindriques ouverts
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aux deux bouts, §= 2V7-0,87 = 0,668, indépendani-
ment du diamétre, tandis que M. Zaminer trouve que la
valeur de ?fZ diminue, quand le diamétre devient plu:
grand.

Ses expériences donnent cependant un décroissement
plus fort que ne Pindique le caleul, dont les résultats
sont par conséquent compris entre ceux de ces deux
physiciens. Les expériences faites sur des tuyaux fermds
ne s'accordent pas avec les résultals du ecaleul, sans
doute par ce que le fond du tuyau n'est pas compléte-
ment immobile.

Il v a encore beaucoup d’autres problémes, dont la
solution serait importante; mais on ne serait pas & méme
de contréler les résultals du caleul au moyen d’expc-
riences. La difficulté que Pon éprouve dans les expd-
riences & réaliser d’assez prés les hypotheéses mathéua-
tiques, a empéché jusqu’a présent un accord suffisant
entre la théorie et les observations.

5.
Equilibre du prisme rectangulaire.

Considérons un corps homogeéne, & élasticité con-
stante, qui soit limité par les plans coordonnés, et par
trois autres plans paralleles aux premiers, aux distances
a, b et c

Si les données relatives aux déplacements des points
situés dans les six faces, ou aux forces extérieures qui
agissent sur ces faces, suffisent pour déterminer complite-
ment I'équilibre intérieur, il faudra résoudre le probléme
de déterminer par les données tous les déplacements ct
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toutes les forces élastiques qui se produisent en chaque
point du corps. Nous allons nous borner ici aux deux
cas (ui comportent une solution exacte. Dans le premier
cas, les déplacements normaux et les forces tangentielles,
dans le sécond les déplacements tangentiels et les forces
normales sont donnés, pour les points situés dans les
six faces. On admet que les valeurs des forces données
sont compatibles avec les conditions qu’exige I'équilibre
extérieur du corps.
Posons

rm - 33 Sl o020

r =V R 2y 2P LB+ (e Thekr),
r = Ve Qi D+ 200 E A+ 20 er)

(38)

ou le signe - a la méme signification qu'auparavant, et
ou la sommation se rapporte aux trois nombres i, %, <,
dont chacun prend toutes les valeurs entiéres, positives
et négatives, de — » Jusqu'ds -+ oo

Il est évident par ce qui précéde que la fonction

F vérifie les équations suivantes:

FF =0,
(9F z=0 é\F Tr=ua
[%} = £y, 2), [;95} = 1(2),
y=00 agryE=0¢
e

Introduisons encore, en conservant les mémes nota-

tions, la fonction

7, — —%ZZZT&,; gizr |57 n—5r6.0] 69
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elle satisfera aux équations

FF, — F,
aF y=0,b 61;12—00
[ o & -

et 'on trouvera en outre

GE = rwa [ = rwa),

aF r=0,a 62 61’_‘” Te=0,0a
oy [ ] =0, b‘zz[@x] = 0.

Bien que les expressions F ct F, aient des valeurs

2

infinies, cefte circonstance n’infirmera en rien 'exacti-
tude des développements ultérieurs, car on ne se ser-

vira que de celles des dérivées de ces expressions, cui
restent finies.

Fa;’ soit en rem-
placant la somme triple par une intégrale triple, soit en
développant f(8,7) et f,(8,y) suivant les cosinus dex
multiples de D'arc

Si 'on transforme la valeur de

T T . .
> et de larc fct, on parviendra i

une autre expression, dont lintégrale par rapport
* NOTE 11. est*

o

N mhy  wig  mhfA  miy
1 Cos T cOo§ — e cOos A cos _C
F = — b_c-ZZ odﬁ odT P (epa__e—l’a) T

< [(e7«= er =) f(8, 1) — (e - ) £, (B, D),

ol

i 4

b' ¢’

3

P ==

ol

Cette valeur de F, qui est finie, satisfait aux mdomes
conditions que l'on vient d’écrire pour la valeur (38)
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de F. On trouve pour F, une valeur correspondante

qui est finie, savoir:

b ThY ﬂ
L P PR
-~ % 8 N gy
ert et | A \
((a—a:) (epla—a)_g—rle—2))— (g ( Tt —)) (ere=rer (““‘”)))f (B7)

~ px — PX P+ g—p T —pI
—| @ (erm—e )~( i )(e +e ) | £,(8,7)

Introduisons en outre les fonctions & et @ en les
faisant respectivement dépendre de f, f, et de ¢, ¢, de
la méme maniére que # dépend de f, f,. Introduisons
enfin les fonction §§' et @', qui dépendront des mémes
fonctions f, f, et ¢, ¢, et qui ne différeront des expres-
sions de {§ et @ contenues dans les équations analogues
a (38) que par l'acception du signe .

Nous distinguerons le nouveau sens qu'il faut attii-
buer & ce signe dans les sommes ol il se trouve, en
I'écrivant [=], et en y attachant la signification définie
par I'équation

fonet. ([4]) = fonct. (4)—fonct. (—).

I y a des valeurs finies de §’, @' semblables aux
valeurs de ¥, @ qui sont contenues dans les équations
analogues a (40). On arrive & ces nouvelles valeurs en
remplagant dans §§, @ tous les cosinus par des sinus.

On voit aisément que l'on aura

F'=0¢et ¢=0 pow y=0, y=0b2=0, z=c,

et o r= 6! r=a
[3]—fu»,[§}:ﬁma,
=" LU/
[5&:} 99(’/72)7 [-5?] = %(?/’3)'
II. 3
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Posons maintenant

u= ax[%+(°>+e)ﬁ'—(1+ SEp
o= g [FreP—(+agR] 20 @)
w=a—z[g+sF_(1+e)Wg]~9?%,
ou
2
e = P

Ces valeurs des composantes, qui satisfont aux équa-
tions de I'équilibre, donnent

(] = £ 2) (. 2),

11720 Ge) Be(y,2)
_.62.‘11 0z oy
117" 6y, o (v,
L= f(/ Z)+ sﬂ(l/ 2),
(2 °]

(4] = £.(5:2)+ 1.1 2),
1_ T—x: 6f1(?/72)__0§91(y’z)
2 7] 0z oy '
R A (1/, 2) 6‘90,(/,2)
:02/1 Ta_ - + s

tandis que les déplacements normaux et les forces tan-
gentielles qui se rapportent aux points situés dans les
autres faces du prisme sont nuls.

Les six fonctions f, f etc. seront donc déterminées
par les derniéres six équations, et, si l'on connait les
déplacements normaux et les forces tangentielles qui sc
rapportent aux points situés dans les deux faces (z = 0)
et (x = «), les composanies des déplacements, qui en
dépendent, seront déterminées par les équations (42).
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De la méme maniére on trouvera les composantes
des déplacements produits par des ddplacements nor-
maux et des forces tangentielles qui se rapportent aux
points situés dans les autres faces du prisme.

Il est bon de remarquer, que la solution que 'on
vient de donner contient des fonctions arbitraires; elles
y entrent par la détermination de {(y, 2), f,(%, 2), ¢(v, 2),
et ¢, (4, 2).

Lorsqu’il s’agit de résoudre le probléme inverse,
dans lequel les forces normales et les déplacements tan-
gentiels pour les points situés dans les six faces sont
donnés, on formera les composantes des déplacements
qui dépendent des forces normales et des déplacements
tangentiels relatifs aux points situés dans les deux faces
(x = 0) et (#z = «); elles sont données par les équa-

tions:
& 5
w= é’yéz{ F—(1+¢) d:C'J ox*’
o 5! .
v—ﬁxﬁz[ —(+ )6‘/]+01,6J (43)

65%

10:(?[ b—(14-« )az-] Tz bz

3

Ces valeurs des composantes, ui satisfont aux équa-
tions de I'équilibre, donnent

2 an

= G (G B

2u Oy Oz "o
LyJz ot (2 7
|| = D — (ot )i,

m“i_" or(z/, )+ (I/,Z)

[v]r‘“ af (Z/v ?) W A% AL 095‘(1/7”)
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[w] af(./v 2) - (9;0 2

dy
=2 o (y, 2) O (y,2)
[’tl)] - az - ay 1

tandis que les forces normales ét les déplacements tangen-
tiels qui se rapportent aux points situés dans les autre:
faces sont nuls. On pourra donc déterminer les fonc-
tions f, f ete. par les six derniéres équations et le pro-
bléme sera résolu.

Copenhague, le 28 novembre 1860,
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NOTES.

NOTE 1. Une analyse de ce mémoire se trouve
dans les ,Fortschritte der Physik«, t.17, p. 106—113.

NOTE 2. Clest-a-dire, qu'on doit avoir ¢ = 0, si
la premiére espece de mouvement a lieu seule. Mais
dans ce cas on aura par conséquent

or oF or
U=, V= —0—\, W= _—.
Ox oy ¢z

Les équations (2) se réduiront alors &

(P Uo_f) a( oy %P) 5( FFF— pr )
o = 0 S A S
O ’ oy . bz

par ou l'on reconnait que
err—Cr
ot

est fonction de ¢ seulement et que F peut éue choisi
de maniére que
r\a[p

o
o

= 0.
NOTE 3. On ne peut pas déduive I'éguation

s

w0 o oX 1 & F
A —
P dx v oy oz]
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des équations (11); mais on reconnait qu'elle est compa-
tible avec ces équations et cue les équations (9) et (10)
sont vérifides, si F et F' sont déterminées de maniére 3
satisfaire & I'équation en question et & I'équation préec-
(ﬂiﬁen'te De plus on voit alors que pour z = 0, é,{:

seront identiques, d'ou Lorenz conclut que F et I

et

wE
aussi seront identiques.

[
De méme on reconnait que pour & = = 0, =5
5P %

et qu’alors

-l
B!

o
<~

S

seront identiques avec ——, ——
dyt ' 0

FF R o O
@ +aj'a—a— pota, %)

NOTE 4. Dans l'expression de » on différentie par
rapport & B ety en laissant » constant. Par conséquent

af(t_:_ui /91 v

on aura, en désignant par - la différen-
or

tiation compléte par rapport a 7,

)

En intégrant par parties, on obtiendra

ey (e N B L ! A

V=7

. 1
—\dg drf(t‘;’/”’ )0( )+;1£f(-w”9 >g}r

1 1
bF %%

mais comme —— = — ——, et comme f|{{—— ) ne
5 T f( o AT

dépend de 2 que par I'intermédiaire de #, on en déduira

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC

.
or

3rf(— » B )“_—f(t__»ﬁ T)+a)f(t—:—;,/9, ;‘)-(,.‘

t



19 7
d, SZ ——~fle—1=,
Yas\arzzr(e=L. 5 )
)
14 r=ng f(t—;;, B r)
- 2rle— L S -
S;ﬂ{rf(f oh)| 4 5zSdﬂSd/ !
V=7
NOTE 5. On aura
=0 T ="0
(0] = | — e+ 5|
ox bx ' bx
Or
a(l) w=1
LEJ = ¢(t,y,2)
et
a@f;ﬁﬁ)”°waw ey
)| ¢ LSEE_}E} '
ox o ox ’
Mais
ep 160
IO =
et
g = L
& o
et par conséquent
=0
o
1

62 ([) (92 (1)1 ) T
ox°  ox
ox

On déduit de 14

oF _OF'| /1
or  Ox —w<5

Pelthy2)

o & ot

)

1
) £60.2),

=10 ” 1 1
[U] = 90(?%?/,2)—(0'( '—ﬁ)?(fa?/az)

De méme on oblient

w
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oV’ e 0 [0F  8F'"=°
'a—x— = SJ(,’Z,Z)—'% (9’1/ 5‘1/_

o .1 14 do(t, y, 2)
— 9,/)(25, Yy 2)—(0 <w2 —22—3) —Agy_

y

d’on T'on peut déduire V'expression du texte, On obtient
d’une maniére analogue la valenr de y(¢, y, 2).

NOTE 6. Je ne crois pas qu'on puisse démontrer
en toute rigueur que les quantités w,, », ... s'évanouis-
sent; mais on reconnait que les conditions (14) et (15)
sont remplies si l'on fait cette hypothése et si 'on sup-
pose de plus que

v P F— R
La supposition que #,, u, ... s’évanouissent équivaut a

admettre que les vibrations longitudinales ne peuvent pas
par diffraction étre transformées en vibrations transver-
sales.

NOTE 7. Voir note 6 p. 22 du premier tome.

NOTE 8. Les séries (19) et (22) sont en général
divergentes (voir la remarque faite par Lorenz lui méme
p. 32).

NOTE 9. On ne peut pas, au moyen des supposi-
tions faites, déduire les équations (27) et (28); mais on
reconnait qu'on peut satisfaire aux conditions données
en supposant que F, et F, sont déterminées par les
équations (27) et (28).

NOTE 10. Les séries qui expriment e et & pecu-
vent étre obtenues de la maniére suivante.
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On a
({07 dydz — 1B —esin k(@ —a—3) 4 £'cos k(Qb—a—g)]

et
sink (2 —»r—q—9
F=—0)—IzlkSS ( — O)dﬂd;—,

R o = () R e
les deux intégrations s'étendant a toute la surface d'un
cercle de rayon E. En développant sink(.Qt_.,-_a_ow)
suivant les puissances croissantes de » et introduisant
les coordonnées polaires, on obtiendra facilement

n=w

-1 nk2ﬂ+l R
Be _2 ( gn' p PS i

gv 2n—1dg,
s

(_1)uk"n+2 R all
B¢ = ona il p( oSp

22 g,

n=0 ]

r = VpFp'"—2pp'cosd,

ou, en remplagant p par Ep, p' par Ry,

Ew T(—1)ef2n+i p2nts )
Be = ( ) 251 Kpdps 'dpgﬂn 1(10’

_ 1 n k21z+"R'> n--4 on
2 9T QP d OSP dﬂ'g ride,

= Vp+p'*—2pp'cosd.

Nous considérerons l'intégrale
1 W1 27
"y = glo dp \p’(l,o’ (rf' ag
0 oy e«

—_ sp (ZPS‘OI(ZP,S(;E_FP'Q— 2/)‘0'(205 8)r7~24g.
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Mais comme lintégrale triple
o

gpdo Qp dpS 2pr—2 g

0

reste invariable par la permutation de p et p’, on aura
par conséquent

1 27
Uy = R,o dps 'dp'\(2p"— 2pp' cos B)iT2dl

27
"do’ (Z’p— 2p' cos f)rr—2d4.

. o L
Mais 2p —2p'cosf = 7 et, en intégrant par pai-
ties, on obtiendra

1 27 -
= gp do' \(VTE-p"—2p cosb) dﬁ—f Up,

to

2%
ty = =g gpdo ﬂ( V1025 cosh) df.

%o

Or cette expression peut étre’ regardée comme une
intégrale double étendue a toute laire d’un cercle de
rayon 1, chaque élément de la surface étant multiplic
par la p-iéme puissance de sa distance & un point fixe
de la circonférence. Sil'on prend pour origine des coor-
données polaires ce point fixe et pour axe le diamétic
qui passe par le point fixe, on obtiendra

T

Up = 1 (;lﬁ j::i?d: Ao cosl+"¢9dﬂ
? 2—1—4 (ZJ“LO)(Z’+4)

Si p est un entier impair 21 —1, on ohtiendra
[ b

0

4. 92n-+t 2n 99 —2 9
Uopy_y == . . -
T @3 (@2n4-1) 2n+1 9% —1"""3
Q2nlm

I3 In+3)°
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et, si p et un entier pair 2,

e 4. 92n+2 2n4+1 1=
T @u+h@n+2) 2n+2 22
2n+1!x
T T3 T(nE9”

En introduisant ces valeurs dans les expressions de
Be et de B on obtiendra les résultats du texte,

NOTE 1. Les séries (40) et (41) ont toutes Ies
propriétés assignées par Lorenz aux séries non conver-
gentes (38) et (39), si 'on admet qu'elles sont conver-
gentes, ce qui aura lieu, si la fonction f(y, 2) satisfail aux
conditions nécessaires pour qu’elle puisse dans l'intervalle
O0<y<b, 0<Co<c élre développée en série suivant

les cosinus et les sinus des multiples de % et de '%?/

De plus on reconnait que la fonction # est compléte-
ment déterminée dans Pintervalle

O<e<Tua,
O<y<d,
O<z<e,
si dans cet intervalle elle satisfait aux conditions

. dF\==1 dF\T=
sr—0, (S =rea. (3)=fwa),

[\ u=0,b z=0,¢
(@) ', (‘?E) ",
oy 0z

et si 'on suppose (ue dans cet intervalle cetle fonction
et ses dérivées puissent élre développés en série suivant les
Ty w2

cosinus et les sinus de smultiples de 3 o de la forme
¢
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o Ty wi,2 .
F = 2X4,, cos —b‘— (:osT2

+22B,, ,sin EZ—J sin cz

les 4 et les B étant fonctions de x seulement. On voit
immédiatement comme

e ED
oy Oz

que tous les B s'évanouissent.
Du plus on aura

AF(:c)—E E[ pA,l,,,,] b/ :"f_’ce_z=o

et par conséquent

& A,‘,,2 .
v P 4

=0,

b ip
Ai,, iy == 611, iy erx + (',1, in e—PE,

Mais comme

OF==0 vy mie
[&ItJ = f(y’ ) == 22})(6‘;,,,2 czx’h)cos :

—ZZ[) Sdﬂ Sdrf(ﬁ, 7) cos T/ co lzf ¢0S T;;lﬁ cos '”62/

on aura

Clyyig ™ Cly i = chdﬂSd;«f(ﬂ,y)cos-—‘ﬁcos (_ — .

De méme on reconnait que

, 4 — 7 ﬂ o , ’
Ciy, ip €% — Ci, 1,6 7P = = 7%e gdﬁgdrf(ﬂ,r)cos A cos T_ 0.
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Des deux derniéres équations on déduit

’ D-—ye ” v—uebt
61'1,1'2 == epa_e_paa cil. iy =0 2P _g—pa )
par ou la fonction F' est complétement déterminée.

On verra de la méme maniére que la fonction F,
peut étre déterminée, si 'on suppose qu’elle satisfait aux

conditions

£#F, = F,
RPN [RE
dy| oz | "
AR § R
[W”} = 12, [79;] = 1(y:2),
D i e X ) et
Oyl oz | — ' 8 |6x|

et de plus que cette fonction et ses dérivées peuvent

étre développées en séries suivant les cosinus et les sinus
Ty w2

des multiples de 7 o On trouvera
. 7t Ti,2
F, = X3B;,;,cos ’—I:J cos =2

: ¢

et comme A£'F, = F

dzBi 1, a I4 . ”
52— "By, = Ciy, i €+ Gy €0

dz

et par suite
x ,r . ” e\ L, pr ”" —pr
Bihiz = 94—_2-7(ci1"'26 —Ciy, i € P') G _’_.(/ix-fze s

. I3 ’” 3 S . - . ‘ag
ou g; . et 9, sont deux constantes mnouvelles. Ces
constantes peuvent étre déterminées par les conditions
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"3F z=10 8 r=a
F-EJ = f et [8_17‘2] = par ou P'on obtiendra la

0a® 0x’ v
oF, . . -
formule (41). c’i—a; s’évanouit aussi bien pour z = 0
O’F, O°F,

9 n

que pour z = ¢, et par conséquent —==%, et —=%
{ue 1 ’ P L ox dy* dx dz’

s'évanouiront aussi dans ces deux cas.

Document numérisé par la Biblioth&que Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR
LE NOMBRE DES MOLECULES

CONTENUES DANS UN MILLIGRAMME D’EAU.
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SUR LE NOMBRE DES MOLECULES CONTENUES DANS
UN MILLIGRAMME D’EAU.

VIDENSK. SELSK. OVERS. 1870, P.40—43.
ZUR MOLEKULARTHEORIE UND ELECTRICITETSLEIIRE,
POGG. AXN. CLX. P.644~647.*

On a jusquiici cherché a caleuler le nombre des
molécules contenues dans un corps donné, ou du moins
A en obtenir une évaluation passablement hien fondée en
considérant seulement les forces moléculaires, leur gran-
deur et leur nature. A. Dupré a ainsi trouvé que le
nombre des molécules contenues dans un milligramme
d’eau est plus grand que 123.10% (125.quintillions), ou,
ce qui revient au méme, que la distance de deux molé-
cules voisines est moindre que%-,%”“" (% de millionniéme
de millimétre); et, d’aprés le ealeul de W. Thomson, ces
nombres sont environ 4000.10'¢ ct ‘—',i-T%E’“‘“. Je suis,
moi aussi, parvenu & des résultats analogues par unc
voie toute différente, en considérant la quantité d’élec-
tricité et la grandeur de la tension dont on a bhesoin
pour la décomposition chimique de P'ean on d'autres
corps.

Comme mesure de lintensité du courant électrigue
je me servirai, dans ce qui suit, de I'unité ¢électromagné-
tigue, et comme unité de quantilé d'électricité je pren-
drai la guantité qui passe dans uie scconde par chague
section transversale d'un conductear parcourn par un
courant dont lintensit¢ cst unild.  Par quantité d’élec-

IL. 1
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tricité jentends ici, en modifiant légérement la concep-
tion ordinaire de cette quantité, la somme de la quan-
tité d’électricité positive qui passe dans la direction po-
sitive et de la quantité d’électricité négative qui passe
dans la direction inverse. La répulsion qui s’exerce entre
deux corps contenant les quantités d’électricité e et ¢,
et qui se trouvent & la distance » l'un de l'autre, peut
alors étre exprimée en unités absolues de force par

F— a-i— ol ¢ = 31074.107.

La tension électrique d'un corps ou sa fonction
potentielle peut étre définie comme le travail nécessaire
pour ajouter au corps une unité d’électricité.

Si p est la tension électrique et e la quantité d’élec-
tricité qu'il contient, un accroissement infiniment petit
de sa quantité d’électricité de demanderait un travail pde;
par conséquent le travail total correspondant & la ten-
sion p et & la quantité ¢ est déterminé par I'équation

4 = &epde.

Si nous supposons, par exemple, que la distribution
de la quantité d'électricité ¢ est uniforme sur la surface
d’une sphére, dont le rayon est 4, la tension sera

2d’e

1) EES (_)\ y

et le travail représenté par V'électricité sera dans ec cas

2 9

4T pe

P

Le travail nécessaire a la décomposition d’'un milli-
gramme d’eau est accompli par un mécanisme dans
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lequel une certaine quantité d'électricité subit une perte
de tension.

D’aprés Weber et plusieurs autres physiciens celte
quantiié est 107 unités d’électricité. Par conséquent, si
N est le nombre des molécules contenues dans un milli-
gramme d'eau, et si ¢ est la quantité d’électricité que
chaque molécule doit recevoir et perdre ensuile pour
étre décomposée, on aura

Ne = 107.

De plus nous pouvons admettre avec Bosscha que
la force électromotrice d’un élément de Daniell est cn
unités électromagnétiques

10258 . 107,

nombre qui du reste peut aussi étre déduit des expé-
riences de Favre et Silbermann sur la quantit¢ de cha-
leur produite par Lactivité chimique d’un élément de
Daniell. GCette force électromotrice est identique a la
tension électrique, définic ci-dessus, du pole positif d’'un
élément de Daniell, qui n’est pas fermé et dont le pole
neégatif est dérivé & la terve.

La décomposition de lean exige unc tension au
moins 1,46 fois plus grande. Si elle est dédsignée par P,

on obtiendra par conséquent

P o= 15.10%.

De plus il existe une relation simple entre le nombre
des molécules et la distance ¢ de deux moléeules voi-
sines. En effet, on peut admettre comme probable que
les molécules d’eau sont disposées en ordre tétracdral, en

sorte que le volume d'un nombre donné de moléeules
4t
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soit le plus petit possible pour une distance donnée de
deux molécules voisines; de 1a résulte que
Ve

N=—éﬁ.

Or le travail chimique de la quantité d’électricité
quwa regue une molécule doit s’opérer et pour cette
raison il faut que cette quantité se répande de telle ou
telle maniére dans l'intérieur d’une sphére de diamétre 4
qui entoure la molécule, cette sphére étant approxima-
tivement le volume correspondant & chaque molécule, si
le volume du corps est divisé en N parties égales ct
si une molécule est placée au centre de chaque petit
élément de volume. Mais le travail qui peul étre ac-
compli par la quantité d'électricité donnée sera aussi
petit que possible, si I'électricité se trouve uniformément
répandue & la surface de cette sphére. Car on recon-
nait facilement qu’on ne peut pas changer cette distribu-
tion en .une autre, sans qu’un travail s'opére; toute
autre distribution de la méme quantité d’électricité dans
lintérieur de la sphére exige donc un travail plus grand;
et, par conséquent, il faut que Pélectricité ait pour toute
autre distribution une tension plus grande.

La tension correspondante & une distribution uni-
forme de la quantité e sur la swface d’une sphére de
diametre ¢ est, comme je I'ai dit ci-dessus, détermince
par 'équation

2d’e
p=—5-

Or la tension de la méme quantité d'électricild,
dans la disfribution qui se produit en réalité, a été dé-
signée ci-dessus par P.
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Par conséquent on doit avoir
p< P,
d’ott Ton conclut, au moyen des formules rapportées

ci-dessus, 1
N=>1360.101® ¢t

’_)‘<__._1_1mu

1010

On reconnait facilement (u'on obtiendra une limite
supérieure de N, si 'on fail la supposition que la sphere
d’action de 1'électricité soit plus petite, (que ce soit, par
exemple, la surface des atomes dont est composée la
molécule d'eau) ou si lon fait le méme caleal pour
d’autres corps, plus faciles & décomposer. Le méme
calcul, fait pour 'oxyde d'argent, par exemple, au lien de
Ieau, montre, avec une certaine probabilité, que la limite
de N peut étre supposée 27 fois plus grande que celle
que nous avons trouvée ci-dessus ou bien que 4 est 3
fois plus petit.

Il n'est peut étre pas sans intérét de remarquer,
que, tandis que la quantilé d’clectricité e provenant d’une
source d'électricité & tension constante P fait le travail
Pe, si elle est amenée de la tension P 2 la tension 0,
au coniraire unc molécule contenant la méme quantité
d’électricité ¢ & la méme tension P ne contiendra que

a

la moiti¢ de cette quantité de travail, savoir =, sous

forme d’électricité. Par conséquent il peut se faire que de
celte maniere le travail de I'¢lectricité soit perdu, jusqu’a
concurrence de moilié¢, pour la décomposition chimique
et se produise sous une autre forme, cas qui, i ce gu'il
semble, peut précisément avoir licu dans la décomposition
électrolytique de ean.
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NOTES.

NOTE 1. Une analyse se trouve dans les ,Forl-
schritte d. Physik«, t. 26, p. 669-—670.
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EN MESURES ABSOLUES.
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DETERMINATION DU DEGRE DE CHALEUR
EN MESURES ABSOLUES.

VIDENSK. SELSK, OVERR, 1872, P, 1--21,

POGG. ANN. CLXTL P, 429--452.%
PHILOS MAG. (4) XLVL D.62—77,

Rien n'a plus contribué, de nos jours, { éelaireir,
indépendamment de toutes hypothdses physiques, la rela-
tion des forces différentes, que la détermination des
guantités dépendantes de ces forces, an moyen des
mémes unités absolues. Mais, tandis gwon a établi la
théorie de la mesure absolue en ce ui concerne I'élec-
tricité et le magnétisme, aw contraire le degré de chaleur
n'a jusquici été déterminé que d'une maniére arbitraive;
de sorte (u'on a, pour ainsi dire, tranché le lien qui
rattache la chaleur aux aunlres forces physiques. Cest
pourdquoi j'ai entrepris, dans la présente recherche, d’établiv
d’une manicre complétement expdérimentale une définition
du degré abhsolu de chaleur et de montrer I'emploi qu'on
peut faire de cette définition pour déelaiveir et préeiser
la relation qui existe entre '¢lectricité et la chaleuy.

Nous nous servirons dans ce qui suit des unilés
absolues introduiles par Gauss et Weber, & savoir du
millimetre comme unité de longueur, de la seconde comme
unité de temps et du milligramme comme unité de poids,
En se servant de ces unités on a, comme on sait, défini
I'unité électromagnélique de lintensité d'un  courant
comme P'intensité d'un courant qui, en parcourant la cir-
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conférence d'un cercle de surface égale a I'unité, influence
le péle d’un ainant comme un aimant infiniment petit donl
le moment est 'unité. De plus Weber a choisi comme
unité de masse d’électricité la quantité d’éleetricité posi-
tive, qui dans Punité de temps traverse dans la direction
positive une section d’'un conducteur parcouru par un
courant, dont l'intensité est l'unité, ce qui pourtant pré-
suppose (u'en méme temps la méme quantité d’éléclri-
cité négative passe dans la direction opposée. Nous
considérerons pourtant dans ce qui suit, ainsi qu'on le
fait d’habitude & présent, comme unité de masse d’élec-
tricité -la somme des quantités d’électricité qui passent
dans I'unité de temps par un conducteur dont I'intensité
de courant est l'unité dans les directions opposées sans
tenir compte des signes.

L’'unité ahsolue de chaleur est définie comme la
gquantité de chaleur qui équivant a l'unité absolue de
travail. Or, si Pon veut définir un degré de chaleur par
I'élévation de température que produit I'unité de chaleur
sur Punité de poids d'eau, le degré de chalewr scra
pourtant déterminé arbitrairement, puisqu’il dépendra de
la nature physique du corps choisi, & savoir de celle de
lean. Si au contraire la quantité d’eau est remiplacée
par un certain nombre d’atomes d’un corps simple, V'él¢-
vation de température produite sur eux par une certaine
quantité de chaleur sera, d'aprés la loi de Dulong et
Petit, indépendante de la nature du corps choisi. Resle
encore a déterminer plus précisément le nombre d’atomes
quiil faut choisir.

La loi citée n'est powrtant pas valable en toute
rigueur pour les corps solides; mais les éearts ont, conumne
on sait, été expliqués par la supposition naturelle, qu'ici
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la chaleur ne produil pas seulement unc augmentation
de la température, mais aussi un travail moléculaire in-
térieur. Au contraire la loi est certainement valable en
toute rigueur pour tous les gaz, pour lesquels on peut
supposer quaucune partie de la chaleur communiquée
n'est employée & produire de travail intérieur, La perte
de chaleur produite par le travail extérieur peut étre
¢vitée par le chauffage de l'air & volume constant.

D’aprés Regnault, la chaleur spécifique a volume
constant est pour

'azote l'oxygéene I'hydrogéne
0,24380, 0,21751, 3,40900.

Par conséquent une élévation de température d'un

degré C. exige & pression constante pour
14mer. d'azote 16mer- d'oxygeéne 1mgr. @*hydrogéne

3,41320, 3,48016, 3,40900,
unités relatives de chaleur (ime~ d’eau 1°C.). Ces trois
nombres, surtout le premier et le troisieme, qui sont &
peu prés identiques, montrent, en concordance avec la
loi de Dulong et Petit, quil faut la méme quantité de
chaleur pour faire monter d’un degré la température du
méme volume & la méme pression, ct par conséquent,
d'aprés notre hypothése, du méme nombre d’atomes des
corps choisis.

A volume constant la chaleur spécifique de ces gaz
devient 1,40 fois plus petite (daprés les déterminations
antérieures 1,41, et d’aprés la détermination de Regnault
13045); et, si I'on remplace les lrois nombres cités par
la moyenne des deux qui se rapprochent le plus (ceux
qui correspondent & I'azote et 'hydrogene), & savoir par

34111,
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on trouvera ue
2,436 unités de chalear (1me~ d’ean 1°C.),

est la quantité de chaleur néceszaire pour élever d'un
degré C. a volume constant la température d’'un nombre
d’atomes d’'un gaz permanent égal & celui des atomes
qui se trouvent dans 1ms- d’hydrogene.

L’unité relative de chaleur, dont nous nous sonmmes
servis ici, peut facilement étre exprinée en unités abso-
lues de travail, et nous Iappellerons 4, quand elle scra
exprimée de cette maniere. L'unité citée est, comme on
sait, équivalente a un travail de 433 milligrammetres, of
comme le poids d’un milligramme est 9806 unités abso-
lues, & savoir l'accélération de la pesanteur exprimce cn
millimetres, on aura

A = 4925.107 unités absolues.

Pour échauffer 1wer d’hydrogene de 1° C. & volume
constant il faut par conséquent

2,436 4 = 1035. 107 unités absolues.

De méme qu’il faut une quantité déterminée de
chaleur pour élever d’un degré la température du mcme
nombre d’atomes de corps différents. de méme, dapres
la loi électrolytique de Faraday, il faut des guantilés
égales d’clectricité pour dégager des quantités équivalentes
d'un électrolyte. Mais, comme les masses équivalentes
ne correspondent pas toujours au méme nombre d’atomes,
il sera nécessaire de choisir ici un type déterminé ou une
norme de l'électrolyse.

Je prends powr type d’électrolyse celle des corps
composés comme I.Cl (Br,J); en partie parce que le
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méme nombre d’atomes est dégagé aux deux poles, en
partie parce que nous avons ici le plus grand nombre
d’atomes qui puisse étre dégagé d'un électrolyte par une
quantité donnée d’électricité. Tous dearts de la norme
admise doivent donc étre considérés comme produits par
les actions secondaires des forces chimiques. Par ex-
emple, quand on considére P’électrolyse de acide chlor-
hydrique concentré comme normale, I'électrolyse de l'eau
est une dérogation & la régle, dérogation qu'on peut
peut-étre expliquer en supposant que deux atomes d’oxy-
géne se combinent sous la forme gazeuse en un atome
double.

A TPintérieur d’un voltametre se dégage dans Punité
de temps gz d’hydrogene* sous I'action d’'un courant
d'intensité 1. Le méme courant dégagera ce l'acide chlor-
hydrique concentré le méme poids d’hydrogéne et un
nombre équivalent d’atomes de chlore, et par conséquent
aux deux pdles un nombre d’atomes simples égal au
nombre de ceux qui se trouvent dans ;™" d’hydrogene.
Pour échauffer le méme nombre d’atomes de 1° C. &
volume constant, il fant, d’aproés le résultat trouvé ci-dessus,

2,436

50 A = 0,005075. 4 = 216- 105 unilés abszolues.

Nous pouvons & présent définiv le degré de chaleur
en mesures absolues comme Pélévation de tempéruture
que lunité de travail, en se transformant completement
et exclusivement en chaleur, peut produire sur un wombire
d’atomes d'un corps simple égal & celul que Punité d'élec-
tricité dégage d'un électrolyte normal.

* Comparer: Wiedemann die Lehre vom Galvanismus, T, IL
p. 917 el suivantes,
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Cette élévation de température est, d’aprés ce que

. - . . 1 .

nous avans développé ci-dessus, égale & 31610 Centi-

grades; par conséquent, on awa, en vertu de la d¢fi-
nition admise:

1°C = 0,005015 4 — 216-10% unités abs.

La velation entre la chaleur et de Vélectricité, «ui
résulte de la loi de Dulong et Petit et de la loi électro-
lytique de Faraday, et dont nous nous sommes servis
pour établic une définition du degré absolu de chaleur,
n'est pas la seule connexion de ces deux agents physi-
ques; car il en existe une autre, en vertu de la loi de
Wiedemann et Franz, d’aprés laquelle le rapport des
conductibilités de la chaleur et de Délectricité doit ctie
le méme pour les différents métaux. On a pourtant
reconnu par des expériences ultérieures, que ce rapport
varie avec la température et que par conséquent la loi
ne peut étre admise sous sa forme primitive et doit ¢lre
modificée.

L’influence de la chaleur sur la conductibilité élec-
trique a été élucidée par les travaux de plusieurs physi-
ciens comme Lenz, Becquerel, Arndfsen, mais surtout
par une série d’'expériences de Matthiessen et v. Bosc*,
qui ont étudié la conductibilit¢ de 10 métaux purs, savoir:
argent, cuivre, or, zine, cadmium, étain, plomh, arsenic,
antimoine, bismuth. La conclusion remarquable qui résulla
de ces expériences était (ue la diminution de 12 conduc-
tibilité électrique par I'échauffement de 0° & 100° C. st
la méme, 29,307 pour cent cn moyenne, pour tous les

métaux en uestion. La résistance de conductibilite

* Pogg. Ann. CXV, p. 353.
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croit par conséquent de 41,46 pour cent par la méme
élévation de température, c'est-a-dire dans une propor-
tion un peu plus forle que celle de la température
(36,6 pour cent) si la température est comptée du zéro
absolu (—273° C.). Plus tard Matthiessen et Vogl* ont
trouvé que le fer fait exception & la loi suivie par les
métaux purs, sa conductibilité pouvant étre diminuée de
plus de 38 pour cent.

On v'a fait que peu d'expériences relativement a
Pinfluence de la température sur la conductibilité de la
chaleur; mais on doit pourtant remarquer gue toutes
les expériences antérieures sont en bonne concordance
pour confirnier la supposition, que la conductibilité ne

dépend pas de la tempcratare. Angstrom** a trouvé pour
deux barres faites d'un cuivre, qui pourtant n'était vrai-
semblablement pas tout & fait pur, une diminution de la
conductibilité calorifique, allant de 15 jusqu'a 21 pour
cent entre 0° et 100° C. et pour le fer de 287 pour
cent, tandis que Forbes™* a trouvé pour le fer forgé¢
une diminution variant entre 13,7 et 22,3 pour cent.
Par conséquent, si nous remarquons que la condue-
tibilité électrique est pour les différents métaux a peu
prés inversement proportionelle & la température comptée
a partic du zéro absolu, tandis que leur conductibilité
calorifique est plutot approximativement constante, et
que les écarts des deux especes de conductibilité ont
liew dans le méme sens, les faits cités semblent indiquer,
avec I'approximation quon peut attendre iei, la loi sui-

* Pogg. Ann. CXVIIL, p. 431,
** Ofversigt af K. Vetensk. Forhandl. 1862 Poge, Ann, CNVIIL,
p. 423,
*#+ Edinh. Trans. 1862—64.
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vante: le rapport de la conductibilité calorifique dun
métal pur & sa conductibilité dlectrique est proportioniel
& lo température comptée & partir du zéro absolu.

Pourtant ce rapport doit évidemment ¢lre modific
plus ou moins en plusieurs cas. Ainsi, si le métal n'esl
pas homogéne ou s’il contient un mélange de métaux
étrangers, et surtout dans les cas, ot 'échauffemenl
différent des différentes parties peul produire des courants
thermoélectriques & lintériewr du corps, la conductibilitc
calorifique sera vraisemblablement augmentée, ou, en
tout cas, le rapport des deux conductibililés sera modi-
fie. Un cas analogue se présentera sans doute & un
haut degré, si la chaleur peut ¢tre propagée dans lin-
térieur du corps comme chaleur rayonnante, et ¢'esl
dans cette propagation quon doit chercher Pexplicalion
du fait, que la conductibilité de tous corps transparents,
translucides et surtout de tous corps non mdtalliques st
évidemment plus grande que celle qui correspondrail it
leur conductibilité électrique. Enfin le rapport doit pour
les liquides étre modific & cause de la wmobilité des par-
teurles.

Ainsi, si Ton chauffe une coloune de liquide par
dessous, il va sans dire que cette mobilité angmentera la
conductibilité calorifique ohservee et si elle est chaufice
par dessus, on ne pourra pourtant pas éviter la produc-
tion de courants dans Vintérieur du lignide.  Chaque
élément du liquide situé dans la méme section horizon-
fale ne peut avoir exactemeni la meéme tempéralure:
les éléments les plus froids descendront vers le bas d
les éléments les plus chauds monteront vers la souree
de chaleur, et la conductibilité calorifique sera dans ce
cas diminuée par le wmouvemoent.
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On doit pour cette raison maintenir que la foi ne
peut vraisemblablement étre valable en toute rigucur que
pour les métaux purs, homogeénes et solides, si méme
elle est valable. En toule rigueur un échauffement in-
égal produirait une certaine non homogénéité du métal et
pourrait produire des couranls thermoélectriques.

Ces remarques faites, je chercherai & déterminer
au moyen des expériences faites jusqu’ici pour les md-
taux le rapport des conductibilités calorifique et dlectrique
exprimées en unités ahsolues. Il en ressortira le résultat
remarquable, que ce rapport est précisément égal a la
température comptée i partir du zéro absolu (—273° C.)
en unités absolues, détermindes ci-dessus.

Pour déterminer la conduclibilité calorifique en unités
absolues, il faut connaitre la quantité de chaleur qui
passe par chaque unité de surface d'une plaque d’épais-
seur donnée pour une différence donnée des tem-
pératures des deux cotés de la plagque. Les expdriences
antérieures ont, & cause de circonstances trés évidentes,
domné des vésullats discordants et trop petits. Par con-
séquent nous ne pourrens nous servir (ue des experiences
récentes d’Angster, de Forbes et de Neumann, qui
concordent assez bien, (uoigue ces trois observateurs
ajent exéeuté leurs expdriences indépendanmument les uns
des autres et par des proccdés tres différents.  Nous
nous servirons provisoirement des unités choisies par f\ng—
strém: le centimeotre, la minule, le cenligrade et coinme
unité de chaleur la petite calorie (15 d'eau 1° ().

Angstrijm* a trouve que la conductibilité calorifique
était pour:

* Pogg. Ann., t. CXVIIL, p. 423 el t. CXXIIL, p. 628,
I
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le cuivre 58,94 & 0° C.
— 6163 —

le fer 11,827 —

le mercure 1,061 & 50° C.

La derniére détermination a été faite sur une colonne
de mercure renfermée dans un tube de verre qui fut
chauffé par dessus.

Forbes a trouvé par les expériences mentionnées ci-
dessus

fer 12,36 a 0°C.
— 1242 - —
— 921 —

Neumann* a déterminé la conductibilité calorifique
pour 5 barres de métaux différents et de plus, en les
comparant I'un avec 'autre, leur conductibilité électrique
relative. Pour Pargent elle a été désignée par 100, et
pour le cuivre elle a été évaluée & 73,3. Les résullats

étaient, si nons nous servons des unités employées ci-
dessus

conductibilite conductibilité rapport

calorificque électrique q
cuivre. . . 66,48 733 0,907
laiton . . . 18,12 17,9 1,012
zine . ... 18,43 211 0,873
argenton . 6,566 6,45 1,018
fer. .. .. 9,824 10,2 0,963

Le rapport de la conductibilité calorifique a la con-
ductibilité électrique, qui est désigné par ¢ est le plus
grand pour le laifon et Yargenton, ce qui n'est pas wn

* Ann. de chim. 1862, p. 183.
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fait fortuit, mais tient plutdt & ce qu’'on n’opérait pas sur
des métaux purs. De méme on obtient, conformément
a4 ce que nous avons expliqué plus haut, un résultat
discordant et sans doute plus petit pour le mercure, au-
quel correspond en vertu des expériences "d’Angstrom
g = 0,665, si 'on admet que la conductibilité électrique
4 50° C. est égale & 1,62.

La moyenne des quotients ¢ powr le cuivre, le zine
et le fer est d’apres les expériences de Neumann 0,914,
1l est difficile de décider si ce nombre doit étre diminué
ou augmenté, en tenant compte des expériences d’autres
observateurs; or comme la conductibilité calorifique
n'est pas réduite & 0°C. dans les expériences de Neu-
mann, on doit pour cetie raison supposer qwil faut
diminuer ¢ un peu. On peut donc vraisemblablement
admettre, que

g = 090 & 0°C.,

est le résultat qui peut étre déduit avec la plus grande
prohabilité des expériences en yuestion.

La valeur de ¢ déterminée de cette maniére est
done la conductibilité calorifique d’'un métal, dont la
conductibilité électrique est V'unité, exprimée dans les
unités d’fmgstrém, si I'on pose' la conductibilité éiectrique
de Targent égale & 100. Par chaque millimetre carré
d'une plaque de conductibilité calorifique ¢ et dont
épaisseur est 1mm il passe dans chaque seconde

N | q
1001060 = 500
unités relatives de chaleur (ie~ d'cau 1° (i) pour une
différence de température de 17 C. entre les deux cdlés

5%
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de la plaque. Comme l'unité de chaleur employcée ici
est égale & 10004, et comme nous avons trouvé ue
1° C. exprimé en unités absolues est égal & 0,005075 1.
la conductibilité calorifique ahsolue correspondante i ¢,
que nous désignerons par k, sera déterminée par

b g 10004

— A T 398 1.
! 600 0,005075.4 32814

On reconnait par la que le facteur de réduction.
par lequel la conductibilité évaluée en unités & Angstrom
est réduite aux mesures absolues, est indépendant de ..

Avec la valeur trouvée ci-dessus pour ¢ on obliendra

k, = 296.

1

Si 'on désigne la conductibilité électrique absolur
correspondante par x,, celle-ci, en verlu de la loi cilée
sera donnée par

si 7' est la température comptée & partir du zéro absolu
et exprimée en unités absolues. Pour le point de con-
gélation de T'eau T’ est égal & 273-1°C., et si le cenli-
grade est exprimé en unités ahsolues

T = 1384 = 589.10%.
Il s’ensuit que

i == 0,00468 1 = 1,99 107,

-1

Pour déduire de la la résislance absolue d’une unife
Siemens (une colomne de mercure longue d'un mébre,
dont la section droite a 1™ carré a 0°C.), il faut con-
naitre le rapport de la conductibilit¢ spécifique de Pargent
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A celle du mercure; mais ce rapport varie assez avec
Pétat physique de Pargent, et mcéme si I'on choisit, ce
quon fait en général, Vargent sous forme d'un fil durci
par étirement, on ne peut pas oblenir une grande préci-
sion dans la délermination de cc rapport. Dans l'ou-
vrage de Wiedemann ,Die Lehre vom Galvanismus* (lome
premier p. 181) on trouve les nomhres 1,730 (E. Becquerel),
1,7 (Lamy), I,63 (Matthiessen) pour la conductibilité du
mercure, celle de l'argent ¢tant 100. Plus tard Matthies-
sen* a indiqué le nombre 1,65 et les déterminations de
Siemens** donnent 1,72 et 1,78. Ces nombres sont va-
lahles pour 0° C.

En conséquence nous supposerons que la conducti-
hilité du mercure & 0° C. est égale & 1,72; par suite, la
résistance évaluée en mesures absolues d’apres le caleul
fait ci-dessus, deviendra

1

1,72,

= 0,00272. 4 = 1,15. 107,

Il s’ensuit
S = 2724 = 1,16.10,

si I'on dédsigne par § Punité de résistance de Siemens
exprimée en mesures absolues.

Nous comparerons ce résullat avee les mesures ab-
solues directes de Punilé de résistance de Siemens qui
ont été exéculdes en partie au moyen de courants in-
duits, en parlie au moyen de la quantité¢ de chaleur
développée par un courant constant dans un condue-
teur. Par la premiere mdéthode Weber*** a {rouvé

* Pogg. Ann., t. CXIV, p.314; efr. t. CXVI, p. 377
** Pogg. Ann., t. CX, p. I8
R AL . k. Ges. d. Wiss, zu Géttingen 1862,
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S == 1,0257. 1010

tandis que la commission nommée par la British associa-
tion a trouvé comme moyenne

S = 0,964. 1010 *

Une petite correction indiquée par Matthiessen** cl
qui diminue ces deux valeurs de 3 pour cent est ici
sans conséquence.

Ces valeurs ne s'écartent pas beaucoup de la valeur
trouvée plus haut au moyen de la conductibilité calori-
fique; mais elles sont pourtant toutes les deux un peu
trop petites. On pourrait chercher la raison de cet
écart dans la détermination assez peu précise, qu'on a
jusqu'ici obtenue de la conductibilité calorifique des mic-
taux, surtout en comparaison de leur conductibilité élec-
trique ; mais je crois pourtant quwon en doit chercher la
raison ailleurs.

La différence considérable des résultats trouvés par
Weber, et par ladite commission, différence considérable,
surtout en raison de la précision avec laquelle les ex-
périences ont été exécutées, indique déja une errewr
qui ne peut &tre ativibuée & des errewrs accidentelles
d’observation, mais plutot & une théorie incomplite,
car I'écart en question s'éléve en réalité a 8 pour ceut.
Il faut pour cette raison remarquer, que les expi-
riences ont été faites avec des courants induits & inten-
sité variable; mais il ressort avee vraisemblance de dif-
férentes recherches récentes, tant théoriques qu’expérimen-
tales, que nous ne connaissons jusqu'ici la théorie des

* Reports of the 33" meeting of the B. Ass. 1863. Jenkin: Pogw
Ann., t. CXXVI, p. 369.
** Pogg. Ann, t. CXXV, p. 497,
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courants induits variables que dans ses traits princi-
paux, et que les résultats ne peuvent étre considérés que
comme une premiére approximation. Par conséquent
on ne doit pas, malgré le grand soin apporté a I'exécu-
tion desdites expériences, attribuer une importance trop
grande & leurs résultats.*

La détermination de la conduction électrique au
moyen du développement de chaleur produit par un
courant constant dans un conducteur est, quant a la
théorie, beaucoup plus certaine et simple que la méthode
d’induction, telle qu’elle a été employée jusqu’ici. Heu-
reusement nous avons une longue série d’expériences,
exécutées avec grand soin et calculdes par Quintus Ieci-
lius*, pour déterminer le développement de chaleur
produit de seconde en seconde par un courant a inten-
sité constante dans différents fils de cuivre et de platine
dont la résistance électrique était déterminée par com-
paraison avec un étalon gradué en unités absolues par
Weber. Si l'on désigne par 7 le nomhre d'unités rela-
tives (ime~ d’eau 1° C.) produit dans chaque seconde par
un courant d’intensité s dans une unité de résistance
de Siemens, on powra par ces expériences déterminer
la constante « définie par P'équation

V — -8 1,0257. 1019,
si nous nous servons, comme Pa fait Qu. Icilins, de la
détermination de la résistance électricque par Weber;
tandis que nous aurons, si 4 désigne toujours I'équivalent
absolu du fravail de l'unité relative de chaleur (1me-
d’eau 1°C.) et S la valeur absolue de Vunité de rési-
stance de Siemens,

* Pogg. Ann,, t. CI, p. 69,
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De ces deux équations on peut déduire
S = ad-1,0257. 1010,

Dans lesdites expériences, on s'est servi d'un calo-
rimetre rempli de trois liquides différents, & savoir eau,
alcool et huile de térébenthine. Le premier liquide I'in-
porte sur les deux autres, en ce qu'il donne immédiate-
ment la quantité de chaleur mesurée avec les unilds
choisies, mais d’autre part on ne peut pas ici éviter une
petite erreur & cause de sa plus grande conductibilile
électrique; d’olt il résulte nécessairement que le déve-
loppement de chaleur observé et par conséquent auss
la constante « sont trop petits. Les expériences failes
avec Palcool s’accordent si peu entre elles & cause de la
volatilité de l'alcool, qu’elles doivent étre négligées.

Comme moyenne de-28 expériences faites avec v
I'ean on obtient

¢ = 2,543.10—19,
et de 10 expériences faites avee de T'huite de téréhen-
thine

@ = 92,652.10—10,

La différence de ces deux valeurs de & n'est pas
supérieure a ce qu'on pouvait attendre 4 cause de Ia
plus grande conductibilité de I'eau; et, pour cette vaison
on doit admettre que c’est le dernier nombre qui résulle
avec la plus grande probabilité des expériences de Qu.
Teilius.

Si Pon se sert de cette valeur on obtiendra

S = 27204 = 1,16. 10,

ce qui est, comme on voit, exactement la valeur méme
de l'unité de Silemens en mesures absolues que nous
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avons déduite ci-dessus au moyen de la conductibilité
calorifique des métaux. C'est 1 connne on le reconnait,
une coinecidence qui doit étre considérée comme acci-
dentelle.

Nous obtiendrons encore par un autre procédé une
confirmation de la loi exposée; car nous trouverons (ue
cette loi met en évidence la plus grande concordance
avec la loi de la propagation de Uénergie dans les mé-
taux, que cette propagation soit produite par la chaleur,
ou qu'elle soit produite par le mouvement de I'électricité.

Par énergie on entend toufe quantité qui peut étre
mesurée en unités de travail. Nous ne considérerons
ici que la propagation de la chaleur ou de I'é¢lectricité
en tant quelle se fait dans les deux cas par conduc-
fion; ainsi nous faisons abstraction de la propagation
de la chaleur dans Vintérieur des corps par rayonne-
ment ou par courants thermodlectriques, ct de méme,
en ce qui concerne 'électricité, nous ndgligeons la pro-
pagation par induction ou par courants thermodlectriques.

Soit @ la quaniité d’¢énergie contenue dans l'unité

n

. oQ .
de volume d’un corps; Paccroissement ﬁflt que recoit

@ par la conduction de chalcur dans T'unité de temps
sous forme de chaleur scra déterminée par

00 _ 0 (1) 08Ty, 8 (0T
%~ mlte) ty () alE) O

T étant la température, et & la conductibilité spécifique
de la chaleur, qui en général doit ¢tre considérée comme
une fonction de la tempdrature.

Si T'on pose ici, en vertu de la loi exposée,

k=T,

Document numérisé par la Bibliotheque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



74

x étant la conductibilité électrique, on obtiendra

a(’)? ax( 66197:)_}_61( )+6z( %2)’ )

équation dans laquelle nous supposons que toutes les
quantités sont exprimées en unités absolues.

Comme l'accroissement de Iénergie se présente ici
seulement sous forme de chaleur, son rapport a I'accrois-
sement de la température, qui dépend du poids et de
la chaleur spécifique du corps, sera connu, et pour cette
raison I'équation exprime complétement la loi de la pro-
pagation de la chaleur par conduction.

-Soient wu, », w les composantes de la densité du
courant électrique en un point (=, y, 2) du corps; la
quantité de chaleur recue dans l'unité de temps sera, cu
vertu de la loi de Joule,

21 g2 1 g®
YV Gxd ydzdt.

Si I'élément de volume contient en méme temps la
quantité edzdydz d'électricité et si la tension électrique
(le potentiel) au néme point est P, I'édlément recevra cn
méme temps 'énergie

o

P (; dxdydzdt
¢

sous forme d’électricité.

Par conséquent, si @ désigne comme antérieurcment
la quantité d’énergie qui se trouve dans I'unité de'volune,
'accroissement % dt, produit par le mouvement de I'¢lee-
tricité et qui se présente en méme temps sous forme de
chaleur et d’éleciricité sera déterminé par

oQ | wve? n
i P R 3)
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De plus, en faisant abstraction de l'électricité pro-
duite par induction nous avons en vertu de la loi 'Ohm

U= — G-y U = —% — W = —x—-—, (_’1)

et aussi Péquation de Kirchhoff

0z («911 bic .
s oy | o :
6 = dav_|_ Tz ) (®)
Par conséquent nous aurons
oQ ou v | buw or 6P oP
kI Tl WY (P Bl N Nt S P il
o P(@x Vay T 6‘2) <H gz dy : 6.2)"

d’ou Pon déduira

909 _ _(6(1¢P)_L6(0P) ‘ (uP))

ot o dy - Oz

(6)

Si la propagation de Iélectricité fait naitre des forces
électromotrices (thermodlectriques) dans l'inlériewr du
corps, ni la loi de Joule ni celle d*Ohm ne s'appliqueront
a ces éléments. Toutefois il selble ue la dernicre ¢yua-
tion conserve sa validité méme dans ce cas, car clle
concorde avec le fait ¢u'un courant constant, qui par
une section droite du conducteur passe d'une tension
électrique moindre & une tension plus grande, produira
une absorption de chaleur proportionnelle a4 lintensité
du courant et & Paccroissement de la tension.

Nous faisons pourtant ici abstraction des cowrants
thermoélectriques qui peuvent étre produits dans inté-
rieur du corps, et nous obliendrons alors, en vertu de la
derniére équation au moyen des cqualion (%),

a@__:g_( OP)_}_:?_ (,@/p%(,ffi) (7

A oy bz
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Si l'on compare cette équation avee équation (2),
on reconnaitra cue les lois de la propagation de I'éncryiv
par la conduction électrique et par la conduction de
chaleur ont absolument la mdme forme; la tension po-
sitive ou négative et la température comptée o partiv
du zéro absolu se correspondront l'une & l'autre o
seront mesurées par les mémes unités, si 'on chui-
sit la mesure ahsolue du centigrade proposée ici. Un
corps recevra en vertu de ces équations le méme we-
croissement d’énergie dans chaque élément de volumen,
quil ne soit pas électrisé et quwil ait des tempéralures
différentes en des différentes parties, ou qu'il soit échault
uniformement, et quil ait une tension électrique - P,
dont la valemr numérique soil dans chaque poinl ¢gale
a T. Ici on suppose pourtant que x ait dans les denx
cas invariablement la mdéme valeur, ce qui n'a lien
quapproximativement. Dans linstant qui suit, les deux
cas différeront essenticllement, car Paccroissement e
Uénergie du corps électrisé se présentera alors sous
forme de chaleur et non de tension électrigue.

Pour cette raison Péquation (7) n'exprime pas I
loi de la propagation de lélectricité, mais seulement
laccroissement de ’énergie, tandis qu'au contraire, comme
nous l'avons reconny, la loi de la propagation de la cha-
lewr est exprimée par 'équation (2) scule. Si l'électricile
parcourt d'un mouvement permanent et sans interruption
un corps — et c’est le seul cas qui puisse étre traité ici
parce que nous faisons abstraction des courants induits —
la quantité d’électricité sera toujours la mcéme, et I'équa-
tion (5) donnera
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équatiou qui, combinée avec les équalions (4) donnera

9 [ OP\ & ( 6P\ 8 [ oP , .
i (vas) t oy T (o) =00 ®

Clest donc cette équation qui, combinée avec les
conditions aux limites, déiermine la tension dlectrique

On suppose ici que le mouvement de [éleclricité
est permanent, et on doit done, pour réaliser compléte-
ment ce cas, dériver la chaleur développée®, car c'est
seulement sous cette forme (ue 'aceroissement de U'énergie
se présente ici. Pour pousser a bout I'analogie de la
tension électrique et de la température, il faut admettre
que les suppositions analogues ont lieu dans le cas du
mouvenment de la chaleur. Que ces suppositions ne puis-
sent avoir lieu dans la réalité est ici sans conséquence.

Nous faisons donc I'hypothése d'un corps, dans
lequel le mouvement de la chaleur est permanent, ct
dans lequel toute Vénergie, (ue peul produire la chaleur
sous forme de travail en passant d’'une {empdrature o
une température plus basse, est dérivée de chaque point
du corps et de cette manicre ne se présente plus sous
forme de chaleur.

Si la guantité de chaleur 17 & la température ab-
solue T est dans chaque seconde contlinucllement com-
muniquée au corps ct si on dérvive en mdéme temps la
quantité de chaleur TV, & une température 77, la tempé-
rature ne variera pas, si toule la diffévence H— 11" est
transformée en travail, cl, dapres la théorie mdécanique
de la chaleur, on obtiendra toul le fravail que peut pro-
duire T en passant de la tempdratore T & la tempera-
tare 77 si l'on a

' 1 T
ifl’v’ = 7]11 . (9)

1

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC

* NOTE .



78

Si l'on pose, pour les trois faces contigues dun
parallélépipede rectangulaire infiniment petit,
w
T = Edydz + pdaxdz - {dxdy,

on aura pour les trois autres faces

0 d ‘ oL
= (5—{— (%(lm) dydz 4 (77 + 6—3 (Zy) dxdz + (C+ = dz)d.vdy

0z
el 'équation (9) donnera alons

0¢ @yJ_af_ X
%—{—5!—/ F = 0. (10)

Iei Tédydz est la quanlité de chalewr qui dans
l'unité de temps a traversé la swface dydz; mais elle
aT

O0x
tibilité calorifique; par conséquent on aura

est aussi exprimée par —k —— dydz, si k est la conduc-

LoT  oT

ST TTm T T e
et de la méme maniére
Y P
T Ty = T %%

Ces équations doivent étre combinées avec l'équa-
tion (10), ce qui donne

§ ( 8T\ , 8 T\ , & ( 8T\

A

De cette maniére nous reconnaitrons, que dans le
cas hypothétique du mouvement particulier de la chalewr
considéré ici, ol les suppositions sont choisies en com-
plete analogie avec les conditions effectivement réalisces
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par le mouvement permanent de Pélectricité, la tempéra-
ture sera déterminée par la méme équation différentielle
(11) que la tension dlectrique (8).

Le mouvement permanent de Uélectricité a travers
un corps produit de la chaleur, qui finalement prendra
elle méme un mouvement permanent, si elle est conti-
nuellement dérivée de la méme maniére. L'accroissement
de l'énergie, di en méme temps aux mouvements de
Pélectricité et de la chaleur, s'¢vanouira alors dans
chaque elément du corps, et l'on obtiendra, en vertu des
équations (2) et (7)

( (P“—f—Tz))+ ( a(P~{ F)_r_i( c’)(P—l—F)) o,
o0z Oy Oy oz 0z
équation qui, combinée avec les équations (8), déterminera
en méme temps la tension électrique P et la tempéra-
ture absolue P, si les mouvements de 'électricité et de
la chaleur sont tous deux devenus permanents.

Si l'électricité est conduite par une corps de telle
maniére qu’elle conserve toujours la méme tension P,
sur une petite partie ¢, de sa swrface et la tension P,
sur une autre petite parlie ¢, et si 'on conserve en
méme temps & ces deux surfaces la mdme fempérature
T,, le reste de la surface étant entourd de corps com-
pletement mauvais conductewrs de 'électricité ou de la
chaleur, on obtiendra finalement un mouvement perma-
nent de I'électricil¢ et de la chalewr, ot Vélectricité pro-
duira la méme quantilé de chalear que celle qui est
dérivée par les surfaces g, cf a,.

Si 'on pose

P T4 APLB = O, (13)
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A et B étant deux constantes arbitraires, on obtiendra
au moyen des equations (12) et (8)

8 [ 0\, 8 6D\, O/ O \
o750t a7t = 0

Puis les deux constantes 4 et B seront défermindes
de maniére qu'on ait @ = 0 sur les deux surfaces g,
et ¢,. ce qu'on obtiendra en posant

P T2 AP+ B = 0
PP T+ AP, LB = 0.

Si on se sert des deux valews de 4 ct de B di-
duites de ces équations, savoir

A4 = —(PD+P1)’ B = ‘l-)tw‘Pl‘_I"2 (1:!)

LRl

on aura pour tous les points du corps
=0, (16)

par ou l'on satisfait tant & Iéquation (14) gqu'aux con-
ditions pour les limites o, et o,, les conditions aux li-
mites sur tout le reste de la surface, ou » = 0, ¢élant
remplies par une valeur arbitraire de @, et par consdé-
quent aussi par la valewr admise. Des équations (13).
(15) et (16) on peut déduire

T*—T: — (P,—P)(P—P). (17)

Par conséquent si un courant électriqﬁe constanl
est conduit pendant un temps suffisamment long, par
un conducteur d’une forme quelconque entouré de corps
tres mauvais conducteurs de chaleur, et si la tew-
pérature des deux swrfaces, par lesquelles le courant
arrive au corps, est la mméme et constante, la température
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du chagque point du conducteur peut ¢étre calculde par
les différences de tension électrique dn point considéré
et de ces deux surfaces. Inversement le résultat trouvé
peut servir & la détermination expérimentale du centi-
grade en unités ahsolues.

L'élévation de tempdrature, due au courant clec-
trique, est 7— 7, .. Or on a

T T3> (T— 1,

et par conséquent, en vertu de la dernicre écquation,
(T— Ty < (P,— P)(P—P,).

Comme le second membre a sa plus grande valeur
pour 2P = P 4P, on aura, si P, cst supposé plus

0

grand que P,

Idal Iyl -Po—'-l)l

Il résuite de la que la plus grande élévation de tempé-
rature, qui puisse étre produite en un point du condue-
tear, est toujours numériquement plus petite que la demi-
différence des tensions électriques .dans les deux smrfaces
par lesquelles entre I'électricité.  Elle serait précisement
égale & cette demi-différence, si l'on pouvait refroidiv les
surfaces jusqu’an zéro absolu, savoir pour 7, — 0. La
différence de tension d¢lectrique ef la plus grande éléva-
tion de température quon peul produire ainsi sonl donc
infimément lices.

Pour cette raison il n'est puas sans intéret de cal-
culer la différence de tension dleclrique par exemple des
poles d'un élément galvanique, cesl-i-dire la force dlec-
tromotrice de Pélément, en centigrades. de manicre a
exprimer par la la plus grande dlévation de température,

II. 6
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que puisse produire cette différence de tension. La force
d’un élément de Daniell est & peu prés 12. 101 anités
ahsolues; la moitié de la différence de tension électrique
des poles, ou ce quon pourrait appeler la tension posilive
de l'élément est par conséquent 6-10%° unités absolucs
(la tension négative ayant la méme valeur), ou 2780° (i,
(1° G, élant égal & 216-10%).

En conséquence c’est la plus grande différence de
température, que I'édlément puisse produire dans un con-
ducteur par un courant constant, si on conserve la
température de l'élément counstante. En réalité celle
élévation de température n’aurait lieu que si 'on pou-
vait refroidir I'¢lément ou ses péles jusqu’au zéro ab-
solu; si lon fait la supposition qu'ils ont une tempc-
rature de 20° C. au-dessus du point de congélation e
Peau, on trouvera au moyen de I'équation (17) que le
plus grande élévation de tempéraiure est 2502° C.

Dans un élément thermoélectrique & pyrite de cuivie
et cuivre, qu'a observé Bunsen*, la force électromotrice
était presque 110 de celle d'un élément de Daniell, et puar
conséquent la tension positive environ 278° C,, quand une
soudure était échauffée au point de fusion de I’étain cf
lautre & 60° (environ) au-dessus du point de congélalion
de lean. En réalité la plus grande élévation de la
température calculée comume ci-dessus serait & peu pres
i11°C.

On ne peut pourtant pas conclure de la (ue, par
exemple, ce dernier ¢lément ne pourrait pas produire une
dtincelle et par conséquent un échauffement beaucoup
plus grand par Pinterruption du conducteur; au conlraire

* Pogy. Ann., t. GXXIL p. 505,
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je suis convaineu que cela est possible.  Pouwr meltre
en évidence la facilité remarquable avee laquelle se for-
ment les étincelles électriques par Tinterruption d'un
conducteur, je citerai Pexpdérience suivante. Un cowrant
électrique, dont Pintensité en mesures absolues était 20,
fut conduit par un fil de cuivre épais de 1mm, ] étail
en communication avec une tranchant d’acicr coupant, au
moyen duquel on tracait tres rapidement des trachures
sur une autre portion du fil. Dans l'obscurité complete
on pouvait encore observer une lueur entre le tranchant
d’acier et le (il de cuivre, quand la distance enire les
deux points qui farent réunis n'dtait que 400m™.  La [aci-
lité avec laquelle se forme une ctincelle par I'interruplion
du courant ne prouve pas autre chose, sinon quwici I'in-

duction joue un role essentiel.
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NOTES.

NOTE 1. Le mémoire nest que cité dans les ,Fori-
schritte der Physik«, t. 28 et 29.

NOTE 2. L’éeart entre les résuliats de Lorenz cl
ceux de Weber ou de la British association ne peut pas
étre expliqué de cette maniere. Car d'apres les expe-
riences directes ultérieures, la valeur de S doit encore
otre diminuée. Voir les deux mémoires suivants.

NOTE 3. Dans le cas contraire la conduclibilité
dlectrique varierait.
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LA RESISTANCE ELECTRIQUE DU MERCURE
EN MESURES ABSOLUES.

VIDENSK. SELSK. OVERS, 1873, P.(7—81.
POG. ANN. CXLIN. D.250—269. %

Lies déterminations de la résistance spécifique de ia
conductibilité électrique du mercure en mesures absolues,
faites par Weber*, par la commission nommée par la
British association®* et récemment par Kohlrausch**¥
n'ont donné que des résultats assez discordants, non-
obstant le grand soin ¢u’on a mis A faire les mesures.
On s'est servi pour ces mesures de plusieurs procédés
différents indiqués par Webher; mais ces procédds ont
pourtant tous ceci de commun, qu'ils reposent sur l'appli-
cation des courants induits & intensité variable. Comme
j’al soupconné que cette circonstance était précisément
la raison de ces écarts asscz mystéricux, ct comme, de
plus, l'exécution des mesures qu'exigent ces méthodes
présente des difficultés considérables, j'ai cherché & iinaginer
une méthode nouvelle, ol l'on n'edt besoin cue d’une
force électromotrice constante sans courant, ot ou la
détermination de la résistance de conduction, qui, en
mesures électromagnétiques absolues, est une vitesse
(Mil]il}!étre

Smm) fit aussi, dans lexécution pratique de l'expé-

rience, ramenée A la meswre d'une seule vitesse.
* Abh. der K. Ges. d. Wiss. zn Gottingen, 1862,

#* Rep. of the Brit. Ass, 1863. 1864.

#xx Nachr. von d. K. Ges. d. Wiss. zn Golingen 1870.
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L'appareil que jai fait construire a été exécuté duns
latelier mécanique du professeur Jinger. 1 est répre-
senté dans la figure ci-dessous.

Un pisque de laiton 4, de 200m de diametre, est
attaché au bont d'un axe B, trés mobile, qui est mis cn
comimunication avee un autre axe, muni d’une manivelle,
au moyen d'une roue d'engrenage et d’un pignon. A
chaque axe est attaché un disque épais de laiton qui
sert comme roue volante. Le disque A4 se meut dans
Iintérieur d’un anneau d’'acajou, dont le diamétre inte-
rieur est juste assez grand pour permettre la rotation libre
du disque. L'anneau, attaché & un support mobhile D, peut
étre déplacé dans la direction de Paxe; il est enlours
de couches trés régulicres d’un fil de cuivre, épais d’un
millimetre et recouvert d’une douhle enveloppe de fils
de soie. Le support D, qui permet de le déplacer, porte
de plus un montant avec un mince biton de lailon (ui
peut étre déplacé, et dont le bout amalgamé et pointn
peut ctre pressé contre le centre du disque tournant, ce
qui établit une communication conductive entre le disque
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et la vis de pression ¢. Une autre vis de pression située
dans le voisinage de la premicre est mise au moyen
d'un fil en communication conductive avec un ressort
mince de laiton f qui traverse la surface intériewre de
lanneau et qui est pressé légerement contre la circon-
férence du disque tournant. Deux auntres vis de pres-
sion % sont en communication avec les deux houts du
fil qui entoure I'anneau.

Si un courant électrique est conduit par la bobine,
et si 'on fait towrner le disque, une différence de ten-
sion électrique se produira par induction entre la circon-
férence et le centre du disque, et, s'ils sont mis ¢n
communication avec un multiplicateur au moyen d'une
vis de pression, on observera une déviation de laiguille.
On fait passer le courant primaire par le conducleur
dont on veut déterminer la résistance, par exemple par
une colomme de mercure contenue dans un tube cylin-
drique de verre et qui en deux points est dérivée par
deux fils minces de platine, noyés dans la parci du tube
de verre. Ces deux fils sont reliés an conducteur qui
est en communication avec le multiplicatenr et le disque
tournant, de maniére que le courant dérivé du courant
primitif, aussi bien que le courant induit par la rotation
du disque, arrivent par le meéme conducteunr au multiplica-
teur. Or on fait towrner le disque dans sens tel que
ces deux courants deviennent opposés, ct, en disposant
convenablement de la vitesse de rotalion, on peul faire
qulils se détruisent mutuellement, de maniere que lai-
guille du multiplicateur revienne au zéro. La vitesse de
rotation ainsi trouvée dommera, 4 un facteur constant
pres, dépendant de lappareil, la résistance de la colonne
de mercure comprise entre les deux fils de platine, el
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cette résistance sera évaluée cn mesures absolues. I
réalité, si w est cette résistance et si ¢ est Iintensité du
courant primitif, la différence des tensions électrirues
des deux fils est dans l'expérience en question sew.

Si de plus P est la constante de appareil, c'est-i-
dire la différence des tensions électrigues du centre du
disque et de sa circonférence quand lintensité du cou-
rant primitif est I'unité, et si Pon fait touwrner le disipe
avec la vitesse uniforme d'une rotation par scconde,
Psn sera la différence de tension induite dans lexpe-
rience par n rolations en chaque seconde. On aum.
par conséquent, si la déviation du multiplicatemr est
nulle, s = Psn, d'olt w = Pp. La résistance cherchie
est done indépendante de lintensité du courant primilil.
et les mesures sont pour cette raison réduites & la déter-
mination de la constante P de appareil, qu'on fait une
fois pour toutes, et a la détermination du nombre des
rotations par seconde pour chaque résistance & mesurer,

Javais primitivement 'intention de mesurer la vitesse
de rotation du dizsque & T'aide d’un apparveil électrique
construit & cet effet; mais les expériences préliminairves
montrérent immédiatement qu’on pouvait obtenir unc
précision inaftendue en faisant simplement tourner le
discue avec la main et en comptant les rotations de
manivelle, pendant que le temps était indiqué par les
coups d'une pendule hattant la minute.  Avec (uelque
exercice j'ai rapidement réduit les erreurs accidentelles
sur la détermination du nombre des rolations & ne pas
dépasser 0,2 pour cent, exactitude qui me semble =ul
fisante.

Le disque tournant était, dans les expériences que
je citerai, placé au milieu de Ia bobine. Comme souree
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de courant on s'est servi en général de quatre éléments de
Bunsen; le courant d’un seul élément & bichromate de kali
suffit pourtant. L'emiploi de cowrants dont les intensitds
différaient n’a donné aucunec différence dans les résultats,
et la précision a ét¢ presque invariable, méme quand
on s'est servi de courants plus faibles. Le multiplicateur
navait que peu de tours et ¢tait muni d’une aignille
double, dont Ja sensibilitité élait augmentée par la présence
d'un aimant & quelque distance du mulliplicateur. La
position de laiguille fut observée & Vaide d'un miroir
fixe, placé au dessus de laiguille, et d'une lunette placée
a Pendroit ot se trouvait Yappareil de rotation. Celui-ci
était éloigné de trois & quatre metres du multiplicatewr
et sa position était lelle, quun courant d'une grande
intensité qui passait par la bobine ne produisait aucune
action perceptible sur I'aiguille du multiplicateur.

Dans les expériences que jai faites, le courant dérivé
du courant primitif a produit une déviation de I'aiguille
du multiplicateur de 40° & 60°.  Je faisais towner l'ap-
pareil avec une main, pendant que jobservais les mouve-
ments de Vaiguille du multiplicateur, en m'attachant i
produire une vitesse de rotation telle que I'aiguille restiit
toujours au zéro; la plus légeére irrdgularit¢ dans Ia rota-
tion faisait passer l'aguille d'un coté a l'autre du zéro;
mais avec un peu d'exercice on arrivait facilement a
une régularité telle, que laiguille fat presque immobile
pendant toute la durée de I'expéricnce.

Par la rotation du disque il se produisait un cou-
rant thermodlectrique, qu’on pouvail facilement observer
en interrompant le courant primitif, el qui déviait ai-
guille du multiplicateur d'un degré cnviron. Pour celle
raison on déplacait le zéro du multiplicatenr de manicre
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que Taiguille indiquit dans chaque expérience le zéw,
quand on avait interrompu le courant principal en con-
tinnant & faire trourner le disque avec la méme vilesse.
Au contraire Dlaction inductirice du magnétisme terresire
sur le disque tournant était tellement faible, qu’elle ne
pouvait pas élre manifestée par le multiplicateur.

Pour pouvoir en tout cas éliminer par les cxpe-
riences elles mémes Vinflaence des différentes souves
d’erreurs, sur le résultat final, & savoir l'influence -
médiate de la bobine sur le mulliplicateur, des courants
thermoélectriques et des foreces inductrices du magne-
tisme terrestre, toutes les expériences ont été faites de
la maniére suivante. Aprés avoeir fait tourner le disqne
et avoir atteint la vitesse pour laquelle l'aiguille du miil-
tiplicateur indiquait continuellement le zéro, on a couw-
mencé & compter les rotations de la manivelle & parlir
d'un coup de minute de la pendule. Dans chacue mi-
nute suivante, on a observé le nombre entier le phs
voisin du nombre des rotations en partant de zéro; puis
apres avoir laisse s'écouler deux ou trois minutes, on a
changé le sens du courant au moyen d'un commutaleur,
en continuant sans interruption a tourner et & compter
les tours, pendant deux oun frois minutes. Au dernier
coup de minute, on a supputé approximativement l
fraction de la rotation inachevée. Puis on a un momant
interrompu la rotation; les fils conducteurs du muiti-
plicateur ont été échangds, de maniére que la dcvia
tion de laiguille devint égale et contraire & ce ¢uelle
était auparavant; le multiplicateur fut de nouveau regh
en faisant tourner le disque pendant gue le courant
primitif était interrompu, et Pexpérience fut répétie de
la méme manicre que ci-dessus.
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Toutes les mesures de longueurs ont Gté failes avee
un cathétométre, dont javais muni la lunette de deux
ohjectifs achromatiques, pour pouvoir placer Iobjet &
mesurer assez prés de la lanette (150m= & 200m™). De
cette maniére j'ai atteint une exactitude plus grande que
celle qu'on peut obtenir dans les mesures faites avec
les cathétometres ordinaires i des distances plus grandes,
et je pouvais, en toule streté¢, mesurer mcéme des lon-

1 mm
100

En premier lieu, on a mesuré les dimensions du

guewrs tres grandes avec une exactitude de

disque et de Tanneau: puis on a, au moyen dun tour,
enveloppé lanneaa avec le fil de cuivre (484 tours; 16
couches); ensuite cette hobine ,intéricure«, a été enve-
loppée de la méme manitre, aprés gquion et mesuré
son diameétre, de 410 tours de fil de cuivre en 14 cou-
ches. Les mesures ont donnd les résultats suivants:
épaissenr du disque . . ... .. amm 40
diametre du disque . . . .. .. 200m™ 00
diameétre intérieur des tours de (il 205m» 78
diametre de la bobine intérienre 237mm g
diametre de la bobine complete 266mm 0
largeur des tours. . . . . ... . 3(mms,

De ces nombres on déduit, par un caleul qui sera
détaillé plus loin, la valeur de la conslanle de appareil.
gui pour la bobine inléricure délait

1,3433 - 108,
et pour la bhobine complite
92115 « 108,

Les mesures faites avec cel appareil ont avant {out
en pour bhut de déterminer la résistance de conduelibilité
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du mercure. Comme réservoirs du mercure on ssl
servi de tubes de verre, rectilignes et cylindriques ol
dont I'un des bhouts était fermé. Trois fils de platine
étaient noyés dans les pavois des tubes, l'un pres du
bout fermé et les deux autres, dont l'épaisseur n'dtait
que de O™ 20, 4 une distance du fond denviron 1 «l
2 de la longueur du tube. IIs ne s'élendaient qut k
paroi intérieure du tube de verre. Le mercure dlait
purifié¢ par lacide nitvique dilué. dans lequel il élail
resté plongé pendant un laps de temps considérable,

jal trouvé que son poids spécifique a 5°,3 C. était 13,55,
ce qui correspond 2 13,508 a 0° C., par consdquent
presque exaclement le nombre de Regnault.

Le calibrage a ¢lé fait de la maniere suivaule
Aprés avoir rewpli le tube avee du mercure jusquian
fil supérienr de platine, et apres avoir fait disparailve
toutes bulles d'air en sccouant le tube pendant que i
était aspiré par uue machine pnemnalique & mercure, on
a placé le tube verticalement sur une base solide ol
mesuré la hauteur au cathétomelre. Puis on a enleve
une pelite partic du mercure an moyen d'un tube recti-
ligne dont on sest servi comme d'un siphon simple.
Le mercure enlevé a été versé dans un verre ot pesd
La hauteur du mercure fut mesurdée, une nouvelle
quantité fut cnlevée et pesée avee la précédente, cl
ainsi de suite jusqu'a ce que la surface du mercure edt
atteint le second fil de platine. Pour le tube 101 on a
trouvé de cette maniere:
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h P dh
mm gr- dp
152,91 A A
149,18 2,938 1.2696
144,55 6,355 1,3550
137.89 11,317 1,3422
130,30 16,980 1,3103
119,42 925,073 13444
108,72 33.010 [.3418
96,60 42,080 1,3118
83,28 dl,9u2 1,3438
72,04 60.356 1,3439
(0,60 68,848 13471
54,61 73,303 1,3145
52.15 75,118 13591
49 .42 77,218 1,2610

fei 7 désigne les hauteurs mesurées, p les poids de
tout le mercure enlevé, 4h la différence de deux hau-
teurs consécutives et Ap la différence correspondante des
poids. Les milieux des deux fils minces de platine se
trouvaient, & leur msertion dans le tube a 151™m18 et
49mm 02 lenr distance était done 1027m 14,

La température du mercure ¢tait 8780 G Par ces
mesures on trouve que la résistance de la colonne de
mercure comprise entre les deux fils de platine ¢tait a
0° C. égale &

0,0018587 U A,

o U. M. désigne l'unité de mercurc introduite par
Siemens, savoir la résistance d'une colonne de mercure
dont la longueur est d’'un motre et dont la section trans-
versale est d'un millimetre carré 4 07 G

De la méme maniére on a trouvé pour le tube
ne 2 que la distance des denx fils de platine était

102»m 54 et la résistance

0,000582¢ L. M,
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et pour le tube n°3 la distance 156™™,06 et la résistance
0,00079067 U. M.

Le tube n° 1 a été rempli complétement de ner-
cure, et on a fait disparaitre les bulles d’air de la ma-
niére dite ci-dessus. Puis il a été intercalé au moyen
des deux fils de platine, 'un noyé dans le fond du
tube, lautre appliqué au hout ouvert, dans un conduil
fermé d'un courant formé par quatre éléments e
Bunsen, un commutateur et la bobine eompléte de I'np-
pareil. Les deux flls de dérivation du tube [(urenl
mis en commuuication avec le disque de Papparcil ol
avec le multiplicateur, dont Paiguille indiqua une dévia-
tion de 57°5, avant qu'on ciit fait tourner le disque
Le résultat de Uexpérience faite de Ja maniére indiquee
ci-dessus était, pour une rotation continue de qualie
minutes, précisément 117 rotations de la manivelle par
minute; et, apres avoir permuté les fils conductenrs du
multiplicateur, on a obtenu le méme résultat. La tenpi-
rature du mercure était 6°.84 C. Dans une aubre ex-
périence, qui a donné exactement le méme résultal. la
température du mercure étail 6°40 C.; la moyenne dv
ces deux températures est 662 C.

A chaque rotation de la manivelle correspondaicnl
quatre rotations du disque. La pendule n'indiquail pus
précisément le temps moyen; car entre deuax batleinents
de minute ne s'écoulerent que 59,185 secondezx. L
nombre de rotations du disque dans la seconde dlail
done dans U'expérience citée

4. 117

39’1? == ,9074 .
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d'olt Pon déduit, en mullipliant c¢e¢ nombre par la con-
stante correspondante & la hobine complete (2,2115 . 109),
que la résistance du mercure en unités absolues est &
6°,62 C.
17,487 . 108,

Pour réduire cette risistance a 0, il faut la mulliplier

par le binome 1—0,00075¢, ol ¢ = G,62. De plus si 'on
millimeétre

désigne 10" unités absolnes de résislance (") —) par
seconde / *
U. 0. (unité d’Ohm), on obhtiendra

0,0018587 1. M. = 00017400 {7, O.

Il s'ensuit que
1 UM = Op362 [, 0,

Pour le_tube nuniéro 2 on a trouve, quand on avail
intercalé seulement la bobine intdéricnre dans e cirenil
principal

GO, 6O, 61 60, 60O, 61
rolations de la manivelle par un dénombrement continud
pendant 6 minutes, au cours doquel o w conmmuldé le
courant primitif au houl de trois minutes: puis. apres

avoir échiangé les lils conducteur= du mnlliplicateur,
60, 61, 60 60, 61, GO.

La température  do mercire dtait 900 G0 Onoen
deéduit par un caleul analogne & celui quion w it ci-
dessug, comme o conztanle de fa hobine intéricure est
1,3433 - 108,

LM == 0338 70,

Pour le méme tube en relalion aver Ta bobine com-

plete, le nombre de rotalion= dlail
IL. .
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36, 37, 36 | 37, 37, 36
36, 36, 37 | 87, 37, 363

a 62,60 C., d’on l'on déduit
1U. M. = 09330 UL O.

Les expériences faites avec le tube nmumero 3 o

relation avec la seule hobine intérieure ont donnd

81, 81, 82 1 81, 82, 82
81, 82, 81 | 81, 89, 82

rotations a 5°22 (., el avee le mdéme tube en rveladion
avee la bhobine complete

49, 50, 50 | 49, 49, 50
49, 50, 50 | 49, 49, 50

rotations a la meme tempdérature. Les vésultats calenles
d’apres ces données sont respectivement

10 M = 09324 U.O.
10 M = 0932 U 0.

Lo moyenne des cinyg expériences est
10U M == 0p33 U0,

cest-d-dire que Vunité de wmercure est égale & Opasr - f0V
wnités absolues.

J'ai de plus cherché i déterminer la résistance dwn
élalon de résistance de Sienmens, qui éqt{i\‘alait Qune
unité de mercure.  Mais je n'ai pas obtenu une grande
preécision par celte délerminalion, car la reésistance oail
trop grande pour pouvoir ¢étre mesurce  divectenient
par mon appareil, el pour celte raison je ne mwre-
terai pas aux détails de ces recherches dont Uin-
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portanee n'est que secondaire. Pour [aire la comparaison,
je me suis servi d'un fil de cuivre long de G6m, c¢pais
de 1m0, dont la vésistance spécifigne était, dapres des
mesures faites en différents points du [il avee mon appaveil,
193500 & 9°,2 ., 48,25 fois plus pelite que celle du mer-
cure & 0°. Ce fil tul par la mélthode de Wheatstone
comparé avec I'étalon, et lon {rouva que sa résistance
était 0,943 U. 0.

Le résultat obtenu ci-dessus par mes déterminalions
directes de la résistance absolue du mercure, ol 'erreur
commise ne peut guere excéder 0.2 pour cent, est plus
petit d’environ 2 pour cent que la valeur trouvée par
la commission anglaise (09629 et Ouaat U. QL) qui elle-
méme est plus petite que les valeurs trouvées par Uautres
observateurs, & lexception de Kirchhoff*; car Weber ¢l
vécemment Noblrausch ont trouvé les valeurs [o2s7 ot
09705 U. O.

Jai done ohtenu par mwes mesures nue confirmation
de la conjecture que jai faite an conmmencenrent de ce
ménioire, & savoir que la divergence des résultats lrouves
jusqu'ici provient de ce que les cxpériences ont ¢té
faites avec de courants induilx & inlensité variable. Celle
supposition est déja en partic conflirmée par la sdérie
d'expériences publié¢ par la commission anglaize (Rep. of
Brit. Ass. 1864. Pogg. Ann ., CXXVI): car les expériences
faites avec des vitesses de rotalion plus grandes donnent
un résultat trop grand, et les aulres wn résultat trop
petit en comparaison de la moyenne. Dans un mdémoire
antérieur ,Détermination du degre de chaleur en moesures
ahsolues* (Overs. o. . K. D. Vid. Selsk. Forh. 1872: <esl le

* Pogg. Ann., .76, G Berliner Berichte 183, p. 781
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« NOTE 2. mémoire précédent)® j'ai déji émis quelques dontes sur
la valeur des mesures de résistance faites avee des con-
rants variables, mais on reconmait & présent que les
dévialions sont en sens inverse de celles gue javaix
supposces alors.  Comment se comporte le développi-
ment de chaleur par un courant électrique dans un con-
ducteur dont la résistance est délerminée en unites
absolues, c’est ce que devront éclaireir des expériences
fulures.  Draprés les expériences faites jusquiici par v.
Quintus Ieilius* et H. Weber®* il semble que le développe-
ment de chalear est supdérienr @ celui quiindigue Ia
théorie.

Je ne ferai que wmentionner en peu de mots quel-
ques aulres expériences que jai faites avee mon appareil.
SiTon inlerrompt le courant primilif pendant quion fail
tourner le disque et pendant que Faignille du multiplica-
teur indigue le zéro, 'aiguille recevra une impulsion qui
produira une déviation de plusieurs degrés, et L divee-
tion de Timpulsion est telle que le courant dérivé Ietu-
porte, au moment de Finterruption, suw le courant induil
dans le disque tournant.  On obtiendra un mouvement
inverse si PFon ferme de nouveau le coarant primilif,
Ces  couranis momenlanés remarquables ne  peuvend
guere ¢tre expliqués par I'induction que prodnit Te ehang-
ment brusque du coarant primitif; mais. & ce quiil ne
semble, ils doivent plutot ¢tre altribuds & une moditica-
tion des lois de la digtribution des couraniz dans I
partie ramifice du circuit lors d'an changement hrasgne
du courant. Un courant primitif intermittent, produil par

* Pogg. Ann, t. CL
** Inauguraklizseclation.  Leipzix 1863.
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un inlerruptewr automatique intercald dans le o civeuil,
donne, & ce quiil me scible, les mémes rézultat= qu'un
courant consztanl. Pour oblenir, dans les expiriences de
cette espece. gue la position de Taigaille soil fixe. il
imporle d'avoir soin que e conlacl enfre e disque el e
ressorl qui touche la circonférence du dizque zoit coni-
plet; Cest co dont on peul facllement sTassuver en fui-
sant towrner. par un courant prinbil constant, le dizque
dans un sens lel, que le cowrant primilif et e courant
induit se renforcent.  Si Fon obtient dins ce cas une
déviation plus gramde, et qui en méme lenps reste con-
stante, le conlact peul ¢lee considerd conme complets e,
dans le eas contraive. Fuaignille scrail Lees agitée. Mes
expériences avee des courants inlermitlents ont hien donnd
un résullat supéricur de 1 ponr cent & celui qui résulte
des mesures failes avee an courant constant: maiz jal-
tribue cet deart o des erreurs d'obzervation:; car, duns
ces expéricncees, il élail Wwoes difficile de lenir Faiguille
en repos complel, et Fexpirience m'a montrd gue javais
une tendance o faive tourner le disque lrop vile, quand
laiguille nwétail pas en repos.

Conmme Temploi des colonnes de mercore assez
épaisses (7" 4 14™m) pouvait peul-clre  fuire nailre
guelgques doutes, jai exceuld quelques expériences poar
examiner = la hanlewr du mercore aon dessus du fil de
platine le plus élevé, par lequel le courant étail dévive,
pouvail avoir quelque influcnee =ur le rézaltat.  Cetle
hauteur, dans les expéviences déerites ci-dessus,  ¢ail
presque aussi grande que la distanee des fils de platine,
par lesquels le couranl délait dévivé.  Or jai répdlé les
expéricnces avee le nbe mwundro 3 et de plus peliles

colonnes de niercure, mais =ans obtenir aucune change-
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ment dans les résultats, sauf quand javais oté tant dc
mercure que le reste pouvait a peine couvrir le fil de
platine et que la coupole était élevée d'un millinuctee
environ au dessus du fil. Dans ce cas la résistance dlail
de 1 pour cent plus petite que précédemment; c’est-i-die
que lintensité dlectromotrice du courant dérivé dtail
diminuée de 1 pour cent.

Plus tard j'ai trouvé par le caleul une confirmation
de ce résultat, en déterminant le mouvement d'un cou-
rant électrique constant dans un cylindre circulaire droit
guand le courant entre et sort des bases du cylindme
par un fil conducteur. Comme ce calcul ne peul gucre
intéresser ici, je me bornerai & indiquer que ce pro-
bleme peut étre résolu en toute généralité au moyen
des fonctions de Bessel.

Calcul des constantes du Uappareil.

Imaginons ¢u'un couwrant éiectrique, d'intensité ceale
a Tunité, soit conduit par un cireuit circulaire et quun
disque infiniment mince, concentrique et paralléle a co
circuit tourne avec une vitesse uniforme de 1 tour par
seconde. 1i se produira alors dans ce disque par in-
duction une différence de tension électrique p entre lo
centre et la circonférence. Pour caleuler cetie quanlite
p on peut imaginer que, dans chaque seconde, uue
unité de masse d’électricité est conduite du centre du
disque & la circonférence, pendant que le disque tourne
dans la méme direction que le courant dans le cirenil
circulaire et immobile. Le travail nécessaire pour conlre-

halancer, pendant chaque rotation complete, la résistance
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électrodynamique sera alors dgal & la différence de ten-
sion cherchée p.

Comme la miasse totale d'éleclricilé conduite dit
centre du disque a la cireonfdérence passe par chaque
cercle concentrique a la circonférence, ct comme lin-
fluence du conducteur immobhile est la méme en chaque
point d’un tel cercle, on peul aussi bien imaginer gue
Pélectricité est conduite par un conducteur lindaire du
cenire du disque a la circonférence, et p sera alors le
travail nécessaire pour faire accompliv une rotation com-
plete & ce conductenr radial par lequel passe un courant
d'intensité dgale a 1.

Soient » le rayon du disque, I le rayon du con-
ducteur circulaire et « la diztance du plan du disque &
celui du conductenr. En parlant des lois électrodyna-
miques connues, on trouvera que le travail eherehé et par

conséquent p est déterminé par la formule®

©
7l

rRcosf
p=2a\dl———
VIl a*— 2 Brcosf

On pose ici

(B—ryta* . 4 Rr §— 9

R T ¢ == l-——(r == S5y TNz o
(B+r)y—a*’ (B-ry e
et 'expression peut ='d¢erire =ous la lorme
SN |
— 2t —
p o= »’1'7.'[/1'11’(,"\(/50 —

: S C
o - s

Si Von introduil ici les nolations bien connues de

la théorie des fonctions clliptiques,
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K—\2_% _ (2. %
VI—csin'e V1—¢'sing

e
]

z

v = \depV1--¢'sin’g,

. '40
on obtiendra
s [2—=¢ ., 2
p o= 4dzVrkdi" ,—4/('———,E’]
¢ ¢
* XOTE 4. Maiz, comme on zait*

o d N

I = ¢cK'—9%¢
e

1

et par conséguent

Vo= 47rl/;'lf(!"[]{’,{_ de J_K_}
de

Nous considérerons ¢ comme une quantité assez pelite,
el nous chercherons & développer K' en série suivinl
les puissances croissantes de ¢ = 1—¢. A cel effel,
cn peut se servir d’une relation bien connue dans [

théorie des fonctions elliptiques, & savoir

cc’([x"i]i—K@i) = ',z,
o de de i
d'on
g — Tl %,
47 e K

Dans cette intégrale indélinie, la consiantle esl deter-
. . 1,16
minée par la valeur limile K’ = 5/-=, valable pour
e [

une valeur infiniment petite de ¢.  Si K est développe

en série suivant les puissances croissanles de ¢, & =avoir

7| i T3, .
K=Gtvgergpr
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1
7

K'= 21

16

_[]

[4
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1 9 T
T:,I‘C—{—m(/ ]-—4(—193{ T

et si Pon introduit cette valeur dans I'expression de p,

on trouvera

p=

%W“R[zﬁ

[d

2
2 o
(1+7etges

33 3 31,

——i—)—(f——g_/l‘(f'—...

..)_4‘

Nous remplacerons & preésent le conduocleur circu-

laire et linéaire par un anueaun., concentrique avee lui,

asection rectangulaire el que traverse une quaulité d'élec-

tricité wm fois plus grande.

Soient R el R, les rayons

des surfuces cylindriques, intéricure el exlérieure, de

cet anneau; et soienl «, el ¢, les distances des hases doe

I'anneau au plan du disque lournant.

Si Ton désigne

Cpar P la différence des tensions aun centre el & la eir-

conférence du disque, on aura*®

On pose ici

et par conséquent

ENOTE
1ty o
AR da
P =m )L—) — T — .
L= \i,—«,

Wiy [
R = r(14+3), ¢ = ra,
a:_F /92 (o R /3:’):

ARGy

II faut alors en premicr licu délerminer les fone-
tions d(a, ), B(a,3), C(a, ) qui entrenl dans linlié-

grale double

Sda S(lﬂ P

97 [;1(,1,3)1 -
[Z4

64 N ‘ -
’ P - B(a. ) arclg ’,’); - C(ay,3)

T i
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* XOTE 6. On trouvera*

. 1
A(a,8) = af L aﬁ J—lc)a +4baﬂ 019 lO)Sa(o -

e . 11,
B(avﬂ) = a— h—gﬂ _"_1_20( ceey

1 .3
C(a,ﬂ)—-'——aﬁ—i— aﬁ—[—%aﬂ—{—waﬂ 7bbgﬂ4 1;qo,?

Au moyen de ces formules on peut calculer Uinli-
grale définie P. En effet, si 'on pose

B = »(1+8), R, = r(1-+48), ¢, = ra,, a, = ra,

et si I'on désigne par P(q, §) I'intégrale \d \dﬂp ser

o

exprimeée par

n . SYPPTY
P (/9 ﬂ)(f/*‘ﬂ [.P(U,,, 2 _P(ax’ ﬂﬂ)_P(az’/jl)JA—] ((/'1‘!“‘1'
On a supposé ici Iépaisscur du disque infiniment
petite. Si nous supposons qu'il ait été déplacé d'une lon-
gueur 2 dans la direction de l'axe des z, a, sera vemplace
par a,—z et a, par «,—a et I'expression préeédente

P par
1 to—T
dR du ,
R Z? a, — (’112
I .

Par conséquent, si 1'épaissear du disque est 2¢, P
sera remplacé par la quantité

+3 relin an—2
" dx dR da :
MY \o—e \—— P,
Qe \R,— 1 \a,— ul '
—z 1"1— nlfr

car  prendra toutes les valeurs de —e o Lz, ct les
distances a_ et @, sont comptdées & partir du plan a2 = .
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Si e est une quantit¢ pelite, JTa dernicre expreszion

peut approximativement clre dgalde o

#llo iy
P Em\ dR da &p
Y6 \B,— R \e,—ua, da*’
l-’l— (l]-

et par conséquent on doit ajouler & lexpression de
P(a, f) trouvée ci-dessus la correclion

F AP (a3

61t ddt

Enfin une bobine remplace dans Pappareil annean
conductenr du caleul précédent.  Sile nombre de tours
de la bobine est m, ot & T'unité de masse d'éleclricit¢
passe en chaque seconde par chaque tour, w» unités
d’électricité passcront dans chaque seconde par Ia section
de la bobine, ce qui est la meme masse d'électriciteé que
celle qui passait, d'apres notre supposition, par la sec-
tion de Panneau. La scule différence entre 'anneau ct
la hobine consiste en co il existe, dans cetle la derniere,
des espaces nou conducteurs entre les tours de fil.  La
correction de P(a, 8) qui s'ensuil est pourlant sans con-
séquence dans le cas en (uestion el pour celle raison
je me bornerai i indiquer le résullat de ce caleul, »
savoir qu'il faut ajouler & P(u, ) la correction

7 Pla3) | EP(%3))
" ea T 0F )

si le fil de la bobine ecst lincaire ot =i 7 est la distance
de deux tours voisinz.  Celte correction n'excede pas
0,01 pour cent; ct, conme le [il a une dpaizseur appre-
ciable, la correction est en réalilé encore plus pelite.
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Dans Pappaveil en question, on a pour la hobine
complete

m o= 894, « = —oa, = 01825, 7, = 0330,
B, = 0,028, == 0017, 7= 0,0118,

et pour la hobine intérieure
m = 8%, 3, = 0,188,

les autres quantités ayant les vuleurs indiquées ci-dessis,

On trouve dans le premicr cas
P = 92124 10%,

et la correction pour Pépaissear du disque — Q4 pour
cent.
Pour la hobine intéricure on trouve

P = 13440108

La correction est —0,05 pour cent.
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NOTES.

NOTE 1. Une analyse de ce mémoire e {rouve
dans les ,Fortschritte d. Phys., [LXXIV, p. 731

NOTE 2. Compurer le précédent mémoive, . 70,

NOTE 3. Liexpression de p peut étre oblemie de
la maniere suivante.  On zait que le potenticl d'un cie-
cuit linéaire sur un autre circuit linéaire peuat étre ex-
primé par

“«ls ds' cos g

0

ve {

Fintégration étant ¢tendue anx deux civeuit= dont o~ ol

dy

sont deux ¢élémenls; o st leur distance el = Fangle
que fait s avee oy,

Le travail exéculd par le mouverent duw eiveuit
sera done la varindion de intégrale double produite par
ce mouvement.  Or le disque tournant peal, d'apres la
théorie développiée dans e texte. éfve rempliocé par nn
conducteur lindaive qui v duc centre 0 T circonférence,
et comie le wmouvement de Uélectricilé dans le dizque
peut étre  considéréd comme indifférent pourva quiune
unité d'dlectricité passe duns chaque seconde du cenlre
A Ta circonférence, on peut = figurer que Uélectricite
passe du cenlre & la circon(érence de long d'un rayon fixe.

puis suive la circonférence jusquiau point de deérivation.
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On reconnaiira alors que, si le disque tournc dny
angle df', la scule variation de T'intégrale double jnu-
viendra de ce que la partie de la circonférence enlie
le rayon fixe et le point de dérivation est augmentic
de rdé'.

Par conséquent on aura

rRdAAdE cos b
dp = \——mm——m————=.,
VR -t a*— 2 Br cos f
L)
,_\ \_ mrasayeoss
! VEL- P *—2Rrcos fl
o\ Rrdfcosd

VR L 2Rrcos 6

NOTE 4. Les formules sont bien connues dans la
théorie des fonctions elliptiques; mais clles peuvent.
facilement étre établies d'une manicre dirccte.  En effel

on a

R

P Qym do

LAY

-
w3y

sin® o do

! sin’
W) g f

V1—¢'sinto V1—dsinfe
o 4

ef, en intégrant par parties,

Mais on reconnait immédiateinent, comme e -+ = |

que
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ar . w' s de
e (l/l—(, ~m<r)
— %K' 1) Mo
= = (l/l — ¢ s’ ¢)

el par conséquent

T

vl

cos’ 90(150 VR 9 rU('
(Vl —dEite) de
= eK'—2¢¢ (ZKf .

de

On a de plus

I 1 desin'e
= s\
de ) L..VJ _
(L' .
Q ,( S o 'w
2o I

et, en vertu de Véquation précédenle,

dE' , dK' (Z K'
(3 e—--9¢ Dee
= N'--(3¢ ¢) = T — el o

On en déduit I'équation diftérenticlle

K- 4(c—« )ti] —ded %/!cl = 0,

Mais JC satisfail @ L wenme dqnalion différentielle,

On aura donc

l.[ lﬂj(’, .{II(' ([1(‘
i ,( o1 N WO I __
e (] g — K g )= e (K — )
et, en deésignant pau e Lo quantité —U} - K ',[[{j )

Document numérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



dlv 1__ 1
de ¢ ¢
k
U = R}
ce

ol & est une constante. Cette constante peut clre déter-
mincée en remarguant que

gee ™ o g
de
L dK 9K 9K,
de
toe( K9 A _J"@ZI_() _OKK 9K F— k'
St Pon pose ici ¢ = 0, on awmn K' — g, I =
OR(K'— 1) = 4K
L dr = . 0ok ) .
Mais dr = g bour ¢ = 0, el il faut cadendr b
valeur limite de ¢K pour ¢ = 0. On a
K A W

P 2 17" ! 2 )
Vsin®e = coste
X ¢ A

Mais st ¢ est tres pelit, ce ne zont que les eléments
de lintégrale correspondanl & ¢ tros pelit qui penvent
influencer le résultal; aatee partic de intégrale s7éva-
nouira, ¢tant mulliplice par ¢, On peal done =
erreur sensible vemplacer ¢ K par

e

(% do
S\, . . |
Vsinfg - c'cose

olt @ est tres petit.
Mais ¢ élant tees pelit, on peul remplacer <inge
par ¢, cose par 1; par ol on obliendra
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, o
K — ﬂ/(i“:; i,—}]),
Ve ¢

expression cul s'évanouil c¢n méme
conséquent on awra

oo (100K

temps que . Par

d Y e

Enfin le caleul approximatil de K pour ¢ tres pelit
peut se faire de la manitre suivante.

On a
de
K=\--— "% .
Vsin w--c'cos ¢
0
¢ B
(]90 . - (l(rf:
Vsinfe -+ e'cox’e  \Vain'e - cos’e
¢
1]

Si I'on suppose ici que ¢ est tres petits maiz quil
est pourlant grand en comparaizon de ¢, la premicre

intégrale peut étre exprimée comme ci-dessus par

<) r,
expression gqui approximativement peut ¢tre égalée ol =2 S
Dans la scconde intégrale on peut négliger le terme
¢'cos’p, ce qui la réduit sensiblement a
MY gsg) — —109).
sing ¢

(4

Par conséquent on aura approximativement
IL.
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NOTE 5. On suppose ici que les mémes quanlilis
d’électricité passent toujours par les cléments ¢galenien
grands d’une section du conduclenr. Sur la plausibilil
de cette hypothése voir la fin du mémoire suivant.

NOTE 6. On reconnait facilement que le résullaf
ne contiendra que des termes de la forme

A2 Blaguag?, Clad)
y a2+ﬂ25 3 { D/jv 1 3

ot A(a,fB), B(a,p), C(a,f) sont des sérics procidunl
suivant les puissances croissantes de o et g Si T
néglige dans le résultat les termes donl le degre sl
supérieawr & 5, on n'a hesoin dans 'expression de p e
des termes qui sont au plus du dégré 3, et dans celle
supposition on trouvera

G* 1 ., 3., 3,
.l ‘5:( *_Qﬂ *Eﬂ—t—ma~b—,ﬂa[7")

p = 2m

(

. 1,1,
—4— ‘8 bﬂ ')fl[_§a~~:_1(l,91|'

Pour faciliter lintégration je donnerai ici les [or-
mules suivantes (ol sont négligées les fonctions avhitraires),

rd i, ), ’;-
\Sz O dadp — a1t — () arclg? g,

,c—{—ﬂ U_ﬁ ’ 173
" 64 3a/9J_/3:! G/j. 9 .
PO = 3 L —— h Lrn
Ssalaz_};‘gg dadﬂ () l ﬂ 5 (l rU(, g
N
Tg”’“"
» 64 @3, 64 N ﬁ;_i_gw “
=0 P22 arcly
SSa pliy dadp 3 lag_+/,_ =5 uucﬂ
: 1 .
}- %(Laﬂ~* G 3
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64 543—73, Gk 2 A

3 - il

U.l—‘,‘.,d dl = ——“4—]—.,—,.,—*:/ arclty L

SS a1 adg 20 a5 9 * ®u
9

2 1
‘,lr) ([‘/9 Q() Ij /I. .

', S’ 84", 64 . 2 (/
{ ! {——, — - Farcle -
SS L ﬂ dadp = —g5— 1o ™A 5
! 1") ¥ :)' 34

; 9—()0,/1—~E, a.

NOTE 7. Pour déterminer la correction gu'il faut
ajouter, nous calculerons d'abord la correction dans le
cas ot un conducteur lincaire ¢t circulaire de rayon R,
situé A la distance « du plan de disque, est remplace
par un anneau & section carrde dont le ¢oté est . Nous
supposerons de plus que le conducleur passe par les
centres de toutes les sections carrées de 'munean. La

correction sera alors

. it 7 sl
d = p—S\dR \dup
Y
II—.7) (1—4—7{
+-7Z— 0—1—17 2T
) 2 2 L+ o
=p—"§r dx\dy \dé: (JErz)cosfr - ]
7 ]/(IH—I) 7 (a+y) = G’(]wl)) cos ¢

Si I'on développe le dernier terme en série suivant
les puissances de @ et y, ct si l'on effectue Iintégration,
on verra que le premier terme qui ne s'évannouira pas

Sera
// [(l yZ of? 1;[

Tonldp da’]’

telle est done approximativement la correction qu’il faut

ajouter pour un seul lour.
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La correction pour tous les tours scra par cous
Ui Z[dp +dp]
T 9% dl ' da
ou si la sommation est remplacée par une inlégralion

By o 2 2
7 M c &y f?‘p
2% (R—R ) (t)—a,) D dR\da [ (7 da

quent

ce qui donnera immédiatement la correction indiiue
par Lorenz.
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LA DETERMINATION DE L'OHM.
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SUR LES METHODES A EMPLOYER POUR LA DETER-
MINATION DE L'OHIM.

PROPOSITIONS FAITES A LA COMMISSION INTERNATIONALL
POUR LA FIXATION DES UNITES ELECTRIQUES.*
D'ALMEIDA: JOURNAT DE PHVRIQUE. DBEUNIEME SERIE, T. T, 1882,
P 4T — 483,

En définissant 1a resistance comme le rapport de
la force électrique a Pintensité du courant, on suppose
que la résistance est inddpendante de la varialion, par
rapport au temps, de ces deux variables.

En général, cette supposilion est erronde. Tmaginons-
nous, par excmple, wune pile thermodiectique traversée
par un courant variable. Sous U'influence du courant, les
soudures de la pile seront réchauffées el refroidics, de
manicre que, si le couranl est constant, il se produira
une force électromotrive agissant comme résistance et
d'apres les mcémes lois gu'elle; landis que, le courant
étant variable, la rdésistance diminuera (nand le conrant
augmentera, et deviendra plas fort quand le courant
déeroitra.  Au moment méme ot ’le courant cessera. il
restera une foree dlectromotrice, el la résislance, ¢'est-
a-dire le rapport de cette force i lintensilé du courant,
laquelle est nulle, sera en ce moment dgale & Tinfini.

Quand a la résistance des corps homogenes. o1 ne
sait quel role y jouent les forees thermodlecleigques.
L’homogénéité elle-mdéine est une abstraction qui wexizte
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pas en réalité, et il serait difficile d'expliquer la velatioy
intime entre la condactibilité de la chaleur el celle .
Iélectricité, sans avoir recours & des forces mléricin..
“thermo-électriques.

Une théorie géndrale de la conductibililé éleclvigin,
fondée sur des expériences précises, powrrail sensijile-
ment modifier les idées jusqu'ici admises sur ce =ujol.

I faut donc, a mon avis, gue la délinition de
résistance et que les expcériences qui aurond pour wiique
but de la meswrer soient restreintes & des corranls -
stantz. Cela posé, il ne nous reste (u'une seule queslion
{héorique & examiner au moyen des expériences: L re-
sistance est-eclle, comume on Ia admis jusquiici, con-
pletement indépendante de Pintensité ou de la densite
du cowrant?

En se bormant 4 des couranls constanls, on na
guere de choix quant aux mélhodes & employer. b
tous cas, il faul mesurer la différence de potentfiel anx
extrémilés de la résistance donl on cherche la valer
celle-ci étanl parcourue par un courant constanl.  Celie
détermination pourrait élre faite an moyen dhun dlectio-
métre, mais seulement dans le cas on lon accepic
Punité électrostatique; tandis que, si I'on veut déterniner
immeédiatement la résistance en valewr dlectromagndtioe.
il sera nécessaire d'employer uue force dleclromoliive
d'induction, en la comparant avee la différence de po-
tentiel cherchée. ‘

Pour comparer ces deux forces, on pourrail duale-
went se serviv d'un électrometre; mais il serail s
simple d'égaliser les deux forces. En les opposanl Tune
& lantre dans un méme civeuit, Pégalité sera indiquer
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par un galvanométre qui, placd dans le civenit, ne devea
pas dévier.

La force dlectromagnétique d'induction peul ¢lre an
variable ou constante. Dans le prenvier cas le cireuil ne
doit étre ferm¢ (ue pendanl nn temps tres courl: par
exemple, au monent ot la foree d'induction alteinl une
valenr maximum. Celle méthode, qui o ¢lé proposde
par MM. Carey Foster cl Maxwell, el réeennnenl pav
M. Lippmann, a l'avanlage d'ctre applicable & de grandes
résistances; mais I'élat vaviable de la [orce declromotrice
étant nécessairement accompagnud de pelits mouvements
d’électricité, je nc puis recommmander cotte mdéthode pour
des expériences qui ne doivent laisser aucune doule i
Pégard de la {héorie.

Quand il s’agil de produire une flurce clectromotrice
constante d’induclion, on sera réduit en pratique a l'eni-
ploi de mouvements rolaloires d'une vitesse couslanle
dans un champ magnélique invariable. Ces mouvenients
doivent sculement produire des lorces dlectromolrices,
sans donner naissance i des courants dans Uintérienr du
corps tournant tant que Péleclricité développée w'est pas
dérivée a lextéricur. Cetle condilion est ndcessaire,
parce que Pon ne pourra caleuler exactement les effets
de ces cowants intévicurs, dantant plus que  ceux-di,
étant fixes dans Pespace, scront toujours variables par
rapport aux moléeules du corp= tournant.

Pour satisfaire @ cette condition, il =era nécessairve
et suffisant que les forces magnélizantes, qui agissent en
un point quelqonque du corps lournant, aient la mcme
valeur et la méme direclion par rapport au corps dans
toute I'étendue du cercle que déeril lTe point, quand on
fait towrner le corps.  Celle condilion renmplie, la forme
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et le magnétisme propre du corps tournant pourrmil
étre cuelconcues.

Or il faut employer, ou un champ magnéticue con-
stant comme celui du magnétisme terrestre agi=sani
paraliglement & Paxe de rotation, ou un champ wmagne-
tique distribué d'une maniere réguliere autour de l'uxe
de rotation, comme celui qu'engendre un courant yui,
perpendiculaire & l'axe, parcowrt une surface de révoln-
tion, dont l'axe coincide avec P'axe de rotation.

De 1a deux méthodes distinctes, dont l'une a ¢
proposée par M. Lippmann. ,Un disque de cuivre ol
mobile autour de son axe, qui est parallele a laienill
de déclination. Sous Uinfluence du magnétisme tervesive,
il 8’y produit une force électromotrice d'induction dirig:e
radialement, et que l'on recueille au moyen de frotleur:
placés, I'un au centre et l'autre sur la circonférence.~”

La force électromotrice produite ¢tant ordinaircinai
trés petite, il faut employer un disque de grande dinien-
sion et & une grande vitesse de rotalion. Eu e
temps, le frotteur appliqué & la circonférence produir
une force thermoélectrigque qui pourrait méme surpass
la force électromotrice d'induction. Il y awra done. duns
ces expériences, de sérieuses causes d'errewrs que Lo
ne pourra éliminer que hien difficilement.

Je propose de modifier cette méthode, en emplovaul
denx disques, on platot deux grandes roues 1mohibe
autour d’axes paralleles entre eux, ct mises en conlacl
a lewrs circonférences.  Quand on fait tourner les duix
roues cn sens contraire et avec la méme vitesse, lewrs
axes ¢tant paralleles & Paiguille de déclinaison, la furee

* Yoir Journal de Physique, 20 série, 1882 t 1. p.313.
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lectromotrice d’induction est dirigée, dans Tune, du
centre & la circonférence, dans Uautre, de la circonlérence
au centre, de sorte que la foree peut élre recucillie au
moyenn de deux pointes placés aux deux centres,  De
cette maniere, on évile completement les elfels thermo-
électriques des frotteurs.

En employant cette méthode, il faudra mesurer et
la vitesse de vrotalion et Pinlensilé dn courant qui a
traversé I'étalon. Cependant, on peut se dispenser de
mesurer lintensit¢ du magundétisme terreslre en valeur
absolue; seulement, pour les corrections, il faut coun-
parer lintensité du champ magndélique aux deux en-
droits ot sont placéz les roues et le galvanomdtre.

L’autre méthode, donl je viens de parler, a été
imaginée et employée par moi-méme. il y a déja dix
ans. Un disque de laiton, mobile autour d'un axe
perpendiculaire & aiguille de déclinaison, a ¢élé place @
Iintérieur d’une hobine concentrique lraversée par le
méme cowant que la résizlence dont on cherche Ia
valeur. Deux f{rotleurs de laiton sont appliqués, 'un au
centre, Vautre & la circonférence du disque.  Le chimmp
magnétique élant engendré par le méme courant qui
parcourt l'étalon, on trouve la résislance, en multipliant
par une constante € le nombre de lours que fait le
disque par seconde. De celte manicre, les experiences
sont réduites & la plus grande =implicite.

Clest surtout de Uévaluation de la constante € que
dépend Pexactitude des rézultads.  Snpposons que le
disque soit place & Uimtericur d'un solénoide indini el
qu'il soit mobile antour de Taxe du solénoide, on aura

—ll'ﬂ.‘b’
C ==

of
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S etant la surface dn disque, d la dislance des filets i
solénoide.  Cette valeur, gui est d'une simplicité remare-
gquable, n'est pas beaucoup altérée pour un solénoide
d'une longueur finic, mais qui excede plusicurs lois =on
rayor.

Or je propose d'employer, au liew d'une bobine,
evlindre de laiton, muni d'un pas de vig, dans leguel on
A enrould en une scule couche un il de cuivee bien
izolé.  En faisaul par exemple la longueur du eylindre
de 1™ et son diametre de 0m333, la valeur de € indignde
plus haut est diminuce =eulement de 5 a 6 pour cenl
La valewr de cetle constante sera =uflixcunument grande,
si Pou prend la distance de deux filels de Ta vis deale
A lmms et le diametre do disque égal @ Om30 Par ex-
emple pour déterminer la résistance dune colonne de
mercare de 050 de longueur et de O™oq de fargenr, e
disque ne doit faire que sept tomrs par seconde. ki
supposant lintensité du courautl deale & 1 ampre, le
champ magnétique au milien du cylindre atleindra une
intensilé quarante fois plus grande que celle du magin-
tisme tervestre.  Les forees  thermodleclviques qui =e
développeront par 'échauffement des frotleurs =cron
petites par vapport aux forces dlectromolrices dinduction,
et powrront ctre observiées fucilement, en interrompin!
le courant ou en changeant le sens du cowrant.
peut éliminer ces lorees, en introduizant dans le cirenil
des forees clectromolrices Cgales et apposdes, fn-m‘vn:ml
ou de la dévivalion d'un courant queleongue, ou 'éle-
ments thermodlectriques.

Sans entrer dans les délails des expériences, jajou-
terad seulement que, pour eviter des courants intérieurs,

I'axe tournant doit ctre isol¢ de =es supports et de Ten-
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grenage, et, pour amoindrir les forees thermodleclrigques,
le disque deit ¢tre on de laiton avee dex frotteurs do
méme métal, on de cuivre avee de frolleurs de cnivre
ou de laiton.

Le disque doit clre examniné quanl & son magne-
tisme qui aggrandirait les lorces déleclromotrices d'indue-
tion, tandis que le magndlisme du evlindre comme celui
de Paxe, pourva (ue celui-ci leaverse loute la longuenr
du cylindre, nauront pas d'effels sensibles.

Powr me résumer, je propoze de mesurer la resi-
stance d'une colonne de mereure, en employant exclu-
sivement des cowrants constanl=, et d'aceepter, pour les
expériences, denx mdéthodes dislinctes savoir: la mdéthode
de M. Lippmann ct la micnne, toutes les deux modi-
fides de la manicre que je viens d'indiquer.

Addition. — Soicul X', Y. Z lez compo=antes de
Vintensité d'un champ magndéligue.

Les composanies des forces gui agissent. dans ce
méme champ, sar un clément d'un courant dont 'inten-
sité est égale & T'unité, sont

Zdy —Ydz, Ndz— Zdx, Ydo—Xdy.

de, dy, dz élant les projeclions de os snr les trois axes.
En faisant tourncer le corps awquel appartient Télément
ds autour de laxe des a, le moment des lorees agissanl

en ds & Pencontre de co mouvement =seru
(Xdz-——Zdr)yz — (Ydx— Xdi)y,

laguelle expresgion reprézentera en mene temps la foree

¢lectromotrice d'induction développée dans Iélément ds,

quand I vitesze de rolation est dégale & unilé,

En intégrant celle expression =ur toute ['¢lendue
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d’'une courbe fermée quelcongue, on aura la somme des
forces électromolrices dans ce circuit. En géncral, il =c
développera des courants a l'intériewr du corps, ef, dans
le seul cas ol Pexpression ci-dessus indiqude de la foree
électromotrice dIf sera une différentielle exacle, il ne =¢
produira aucun courant, tant que l'on ne dérive pas
lextérieur Véleetricité développée dans le corps.
Or, pour que Pexpression

— (Y L 2Z)de+yXNdy--:Xde = dI

soit une différentielle exacte on doit avoir

bz gy
0 0.\
— T2/ j—
ay(z/l F2Z) -y =9,

a%(yY—l—zZ)—:—z%% = 0,

d’otr T'on trouve, en mettant y = » cost, & = rsindg,

0. O(yY - 22)
= 0, — aa = (.
ot i
En introduisant le potentiel £ de Vintensité du champ
magnétique, on aura

X = (?nEv Y = - 1
ox
¢r  &F
552 _{—@5 -

ou bien, en coordonndes semi-polaires,

e\ ) e —

[0 ) ( érF‘)Jr L& F
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Il gensuit que T'on aura

bX | oYy+29) | iDL Zy)

ox ' ror ‘ 106
Le terme — Yz —+ Zy doit donc clre de la forme
A 4 Bf -~ CF,
ou les coefficients .1, B, ¢ sont inddépendants de 6
mais d'un autre c¢oté, les forces étant des fonctions pério-
digues de #, on awra B = 0, 0 = 0. % *NOTE 5.
Les trois composantes
b e | < ,rrz T 7]
X, Yy Lz, Y-z
r r r
de Plintensité du champ magndtique doivent done ctre
indépendantes de Vangle 4, quand on impose cette condi-
tion qu'aucun courant ne puisse prendre naizsance dans
l'intérienr du corps tournant.
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NOTES.

NOTE 1. Un résumé se hrouve dans les ,Beiblittler
zu Wiedemanns Annalen® 1883, p.48.

NOTE 2. Cowmparer note 12 au mdémoire suivanl.
On suppose ici que les rayons du disque el du eylindre
sont égaux.

NOTE 3. Le terme — Yz -+ Zy doit étre de la [orme
A-LBf#, ou 4 et B sont indépendants de #; on
done B = 0.
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DETERMINATION DE LA RESISTANCE ELECTRIQUE
DU MERCURE EN MESURES ELECTROMAGNETIQUES
ABSOLUES.

VIDENSK, SELRIL SRRIFTER. VI 0h, PUslo=mn 1885,
WIED ANN., T.XXV. P15

4A la demande du congres internationad, tena cn
octobre 1882, pour Ia ddétermination des unilés électrigques
de mesure, le gouvernewnent danois m'a conedde une
somme de 5000 Kr. (7000 fres) powr Pexcéendion des
présentes expdriences.  Jab eu ainsi o ma disposilion
des ressources qui dépassaient de bheaucoup celles avec
lesquelles javais fuit mes vecherches antévicures =uv le
meéme sujet.®  Par la bienveillimcee de 'éeole mililaire,
le local de son laboratoire chimique a ¢t¢ mis & ma
disposition, et le directewnr da laboratoive, M. fe Dr. H.
Topsge w'a lowrni de différentes manitres son assislancee,
qui m'a été du plus grand sccomrs, en prewder lien par
Fexécution d'une grande partic des mesures.

Pour la détermination des unilés fondamentales ih-
solues, le temps, la longueur ol la masse, on est pro-
curc les appareils suivants.

1o, Un chronometre & pendule, donl la marche a
¢té déterminée par compirnizon avee le signal quotidien
2 lobservatoire astronomique.

* Overs. over del K. D. Vidensk. Selsk. Forh, 873, po 1 wveir

p. 86).

u¥

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC

* NOTE 1.



= NOTE 2.

132

90, Un metre normal et un cathétometre, tous deus
fabriqués par la société génevoise. Pour le premicr ¢full
indiquée la correction Omm0237, juste & —1°25 Gy el
était déterminée par comparaison avec un metre noriial
vérifie au bureau international de Paris.

3°.  De poids normaux de Weslphal en Celle.

L. Méthodes pour les mesures de résistance.

Mesures absolues.  La mdéthode appliquée est oy
principe la méme dont je me suis servi dans mes -
cherches antérienres. J'ai au contraire introduit des modi-
fications essentielles dans Pexécution; cn premier licw, v
ce gui concerne l'appareil de rolation, que Jai modii
conformement aun projet présenté par moi o la couli-
rence internationale.* Ces chungements sont mentiom's
en détail dans ce qui suit.

Mesures relatives, Dans toutes mes mesures rela-
tives, je me suis servi d'une mdéthode particalicre. qui a
¢té reconnue aussi {acile & employer gue susceptible d'u
haut degré d'exactitude; ¢’est pourquoi je peux la recon-
mander de préférence aux mdélhodes ordinaires,

Les deux résistances 4B et CD qui doivent clee
comparées sont lides par un fil conducteur el inlroduites
en combinaison avee deux bobines, dans un civeuil clee-
trique. Ces deux bobines sont disposées o distaner
convenable en avant el en arricre d'un galvanomel?
A miroir. Le cournnt est dérivé en deux, des qualies
poinls 4, B, C, D au galvanomdélre de manicre que Ve
tion du courant dévivé sur les aiguilles du galvanomilie

soit opposce a celle du courant principal.

* Jownal de phys, « I, 1, 1477, 1882 (voir . 119).
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On a de plus introduil un rhéostal dans le conduc-
tear, qui mene au galvanomolre, alin de faive vavier la
résistance jusqu'i ce quon ramene le miroir du galvano-
métre au zéro de la graduation.

La résistance totale du galvanomcetre et des fils, par
lesquels Uélectricité lui ext amende, est désignée pur G,
les résistances du rhéostat par B, R, £, sclon quon a
dérivé les points, AC, BD ou AD. On aara alors

FodC — G R,
k-BD = G-It
kodD = G4 R,

kE—+1 correspondant au rapport constanl du courant
principal au courant dérivé.  On en déduit

cD R b
AB T ]1’3 —7]{_1.

Les expcriences peuvent étre modifices par la dévi-
vation faite cn deux aulres points comme AB ou €D,
par olt Pon obhtiendra un controle du rézultat trouve,

Pour ponvoir en moéme temps faire vavier la con-
stante & d'une manicre déterminde, le [il des hobines
était composé commnie un cible de 11 fils isolds 'un de
Pautre. Le cable étail faiblement tordu; comme aussi
les houts de chaque hobine. longuex de plus d'un melre,
étaient entrelacds et conduils de ¢old @ un conminutateur.
oit les 22 houts des filz, qui ¢laient situés lout pros Fun
de l'autre, pouvaient dctre réunis d'une manicre quel-
conque,

On pouvait de celle manicre, en conservant invaviable
la position des Dbobines, uaugmenler lewr action =ar le
galvanometre 2, 3 el jusquiac 11 lois, [ va sans dire
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qu’il fallait, en faisant varier ces combinaisons, veiller
ce que le conducteur total du courant principal
dehors des hobines n’exercit aucune action hnmddial.
sur le galvanometre, ce qu'on a obtenu en retirant jes
bobines du circuit et en compenszant le reste du con-
ducteuwr an moyen d'un neeud du conducteur qui Glail
placé tout pres de l'observateur.

Le galvanometre ¢tait un appareil de Thomson
miroir plan et se lisait & Paide d'nne lunette. 11 y avail
deux bobines; linférieure, qui conlenait un assemblaur
de petites aiguilles aimanidées, avait un fil ¢pais; cf L
supérieure, dont on s'est servi exclusivement dans i
expériences, était composée d'un il double, minee o
tres Jong, qui enlourait Faimant auquel dlait fixdé e
miroir.

Toutes les expériences ont élé faites dans un local
non chauffé. La variation du zéro du galvanonwin
pendant la durée d'une suile d’expiriences a ¢té com-
pensée par un aimant placé dans le voisinage de l'ol-
servateur. Le rhéostat détait un rhéostat de Siemens o
allait de une jusqu'a 10000 unités; il fut parfois combin:
avec un autre qui allait de i% d'unité o une unitd.

Par calibrage on a trouvé que le premier rhiéosla
était tellement exact, qu'il n'était pas néecssaire de coun-
struire un tableau de corrections. Je peux ajouter que
le rhéostat était & ce moment tout neuf et quil apparud
six mois plus tard de variations sensibles qui rendiven

nécessaire un ajustage nouveau.

II.  Calibrages des tubes de verre.

Tous les calibrages ont ét¢ exéeutes par M. le D
Topsse. A une petite distance du cathélométre, qui clail
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placé sur des fondations de béton, ¢l placce verlicale-
ment une planche d'acajoun fixée sur une table qui paveille-
ment reposait sur des fondalions de béton.  Duans celte
planche étaient encastrés le mclre novmal et, o coté de
lui, le tube & calibrer.

Le calibrage des Inbes étroits (it excéeutd de cette
maniére: une petile colomne de mercure ¢tait déplacée
par le tube de telle facon que Ia swlace infévieure de la
colonne touchdt chacque [lois la surface supcrieure de la
colonne dans sa position précédente.  Clest ce qion a

—

pu réaliser aisémentl et avee une grande exaclitude de la
maniére suivante. Un tube de verre, de la forme que

fait voir la figure, dlait placé horizontalement dans une

Fig. 1.

rainure de la planche que nous avons menlionnée plus
haut. Au bout recourbé du lube ful fixé verticalement
le tube qui devait ¢tre calibré. Liantre branche verlicale
du tube, qui servail o verser de mercure dans Pappareil,
fut fermée par un bonchon de verre.  Liappareil ¢lail
fermé par un bouchon muni 'un déerou, par lequel
passait une vis longue el fine. Le toul d¢lait [t en
acier. Au moyen de ladile vis on pouvait faire monter
le mercure 4 une hauleur arbifraive dans le tube qui
fut calibré.

Le tube élail doublement recourhé vers le haut el ¢tire
en pointe.  Apres avoir [ail monler le mereure jusqua

la pointe, il fut de nouveau velivé, de manicre que la
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colonne fut suivie d’une petite bulle d'air et puis d'une
colonne de mercure longue de deux millimétres environ,
C’est au moyen de cette derniére colonne que le cali-
brage a été exécuté.

Le calibrage accompli, on a fait sortiv du tube Iu
petite colonne qui fut recucillic dans une coupe et pesde
Puis, séparée par une hulle d’air, une colonne plus longue,
dont la longueur correspondait a peu pres & loute la
longueur calibrée du tube, fut refoulée dans le tube.  Apris
avoir mesuré Ja longueur de cette colonne et sa position par
rapport & une marque qui se trouvait sur le tube, on «
fait sortir cette colonme el elle a été pesée. Enfin on a
oté le tube, dont on a détaché les bouts dans le voisi-
nage des limites de la partic calibrée et dont les denx
extrémités ont été rodées en forme de cone. Puis Ia
longueur du tube a ¢té mesurée.

Soient

Ly dy Ay A

1?

les longueurs de la petite colonne de mercure dans ss
positions différentes et posons

A4 ... = L.

T AT A
De plus désignons par L' la longueur de la (grande)
colonne de mercure introduite ensuile, et pur A ot j
les parties restanles de la longuecur calibrée; alors an
aura

< N 71

L—%—n = L.
Pareillement, soient L" la longueur du tube détachd, ;7
et 4, les parlies restantes de la longucur ealibrée et par

suite
L7 — 3 = L.
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La résistance /' de la colonne de mercure L7 peut
alors étre exprimée par

» | [ . ! -
s S_ Sn—y Sp

R=r (L—LL b e 2,,——);;:\)

ot r désigne la résislance spceifique du mercure ot
8,y & ... Sx les seclions moyennes correspondantes
Ay Ay v Au.

Soient w et 1" les poids reduils au vide de la
petite colonne calibrante et de la colonme L. Les vo-
lumes de ces colonnes sonl désignés par ¢—2x et
V—2z, z dtant le pelit volume limité par la swrface
convexe de lextrémité de la colonme, du plan tangent
a son centre ct par la surface cylindrique mtérieure du
tube. Par suile, si 'on désigne par p le poids d’une unité
de volume de mercure & 07 C., ce (ue NOUS SUPPORONS
provisoirement étre la lempérature pendant la durée de
l'expérience, on aura

w = pv—2xy*%, I = p(I'—2z),
et par conséquent
W = p(V-—20).

De plus nous avons

. /:f Z’
V= (”__ 1__,’{)2/”
2 )wt

¢ '\‘1}‘1 \:2-_’ -
Si l'on pose
L N L . L \
A— == 0,, })—— = Gy ooy bu—— = O
I o * n

les (uantités 6,, 4, ... 4, ¢tanl bres petites, et si T'on
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mtrodnit la notation

a2 2 2 ? 2
P ... = 3O

on ohtlendra

I "

R(W—w) = 7’p(n~ 1 —ﬁ—‘— %) (%~ — A0 F o X,

* NOTE 4, SRR

Supposons que les mesures des longueurs Loet /)

alent ét¢ faites aux températures ¢ et £, ct que h
température & laquelle Iétalon normal esl juste il
f(—1%25): de plus solent & et g les coefficienls v
dilatation lindaire du laiton et du verre el y le couf-
ficient de dilatation cubique du wercure. La -
stance de la colonne de mercure réduite o zéro est alors
déterminée par

p 1O —28) g 20—

)
it

# NOTE 5. B =

Les valeurs des constantes, dont on g'est servi ici. =onl

p= 135952, = 10,0001795, b ==0,000018. ¢ = 0,00000%1.
En ce qui concerne la constante » employée ci-

dessus, on peut remarquer qu'on chtiendra B exprimd o

unités de mercure ordinaires, si les longucurs sont ¢vi-

luées en millimétres, les poids en milligrammes et si oy

1

1000°

Les résultats des mesures ctaient:

pose 1 =—

Tube n° J.

L = 368119, 2, = 19406, 4, = 19™315,
) = 357,042, ,\; — !1’(;85’ 7Y o= (mm 382,
L' = 364p1, X = —0s87. i = 4"3s.

n =19, ¢ = 10%, = 11"0.
0= 1395mer 75, = T5me 40, 2" = 04714,

R = 126612 unités de mercure,
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Tube ne 2.

L = 44536, 2, = 19965, 2, = 20mm gy #

L' = 44232, 2 = 3,06, X = —(Omwor,

L' = 43530, 2/ = -—-158, i, = L[I"us,
no= 922 ' = 9°%6, ' = Y°.0.

= 351mer 52, = l0m05, 26° = 1,1714.
R = 742080 unités de mercure.

Le calibrage des tubes larges qui devaient =ervir
aux mesures ahsolues de résistance, savoir
trois tubes longs d'nn metre of larges d'an,
deux, trois centimetres, fut exceuté de la
maniére suivante. Les fubes dtaient fermés
a un bhout par un couverce de fer muni
d'un robinet, et & Tautre bout entourds
d’'une bhoite de fer. Si I'on vounlait remplir
un tube avec du nercure, apres I'avoir
placé horizontalemeni, on le meltail en
communication avec une machine pnewna-
tique au moyen ('un tube de verre muani
d'un robinet de verre, et I'on [(aisait le vide
autant que possible, puis on introduizait le
mercure au meyen du robinet de fer. Puis
le tube de mercure d¢tait placé en posilion
verticale, et lon attachait & son extré-

mité supérieure appaveil d'acier representé
par la fig. 2.

Il était compos¢ diume enveloppe extérieure immo-
bile portant une fente, ¢t d'une enveloppe inlérieure,
munie en bas d'un lenon divigé par la lenle et en haul
taillée en forme d’une vis fine qui passail par un cerou
et enfin a l'inléricar dune barre dacier pointue anx
deux extrémités qui pouvail a volountd ¢tre déplacie ef
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fixée. Le tout était soigneusement arrondi. La pointe
inférieure fut abaissée jusqu'i ce quelle touchdt a4 la
swface du wercure, ce qui fut observé avec la lanetic.
puis on visa, avec la lunette du cathétometre, sa pointe
supérieure, dont on mesura la hauleur. Ensuite le nier-
cure fut peu a peun vidé par portions convenables, presgue
égales entre elles, et 'on continua de cetle manicre lex
mesures sur toute la Jongueur du tube qui devait ¢
ealibré.

Le plus large des trois tubes était pereé de qualre.
les autres de deux trous fins et coniques. Chaque frou
avait une fermeture imperméable & Iair, consistanl ci
une petite plaque de platine retenue par un ressorl de
montre cqui entourait presque le tube. Les houls ve-
courhés de celui-ci élaient lids par un fil de cuivre, wui
servait pendant les. expériences suivantes commne con-
ducteur élecirique. Quand le mercure, au cours du culi-
brage, arrivait juste au-dessous d'un de ces trous, Ir
ressort dtait détaché et déplacé; la pointe inféricure
était placée au point milieu du trou. qu'on pouvait cn-
core observer assez commodément avee la lunetie:; ol
puis on observait la hauteur de la pointe supdricure.
De plus on a mesuré séparément la distauce des trous
qui tous détaient plaecés sur une meéme ligne verlicale.

Comme on ne pouvait pas éviter, pendant la durée
des expériences, de petites varialions de la tempéralure,
les mesures ont été par de petiles corrections rapporlies
i une température commune moyenne.

sSoient L la longuenr calibrée a la lempcérature
moyenne £, W le poids correspondant du nmiercure veyse,
L’ Ta distance de deux trous mesuree o la lempéralur
¥. La résistance I de la colonne de mercure comprise
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entre les deux lrous peut sans correction de lempérature
étre déterminée par
B'W = »p LLy.

p étant un nombre qui ne differe que peu de Tunité el
qui représente la correction provenant de la forme -
parfaitement cylindritque du tube; celle correction, cal-
culée par des mesures particulicres, est tres petite, commie
on le verra par la suite; et cest ponrquoi il n'est pas
nécessaire de rapporter ici en détail les mesures qui for-
ment la base de ce calcul.  De la valeur de I trouvee
de cette manicre on peut ensnite déduire la rdésistance
& correspondant & 07 de la mcéme manicre que ci-dessus,
sauf qu'on remplace ict £ el 2 pavr ¢ ot F.

Les résultats des mesures dlaient:
Tuhe ne 1.

L = 595mmo3,  + — 19249, 11" = 92312197me.,
L'= 499mm 35, 1" == 1076, g = Loovorl
d’olt
I — 0,00154180 unilés de mercure. ®

Tube ne 9.

Ce tube étail percé de quatre {rous A, 3, C, .
La résistance it 0° des colonnes limitées par ces trous
sont désignées pur ADB, BC, CD.

AB.
L — 200m™ 45, ¢ = 11°50, 1V = 210322mer
L= 19950, = Y. g = Lo,
BC.
L —= 2030w 10, ¢ == 10 70, U = 2124558mr,
L= 199mma7, = 9%, pn = Toowzi.
CD.
L = 201mm gy, ¢ = 117,22, 17 = Q089375mer
L= 200045, # = 90, p = [l
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d’ont
AB = 0,00025836 unités de mercure,*
BC = 0,0002596+
CD = 0,00026279

Comme on a reconnu plus tard, par les mesures
des résistances absolues, qu'on obtenail les résullals
les plus exacts avec les colonnes de mercure gui avaicnt
la plus petite résistance, on n'a fait aucune détermination
de la résistance absolue au moyen du troisicme tube, donl
la résistance détait 0,0062215 unités de mercure.

UL Cocfficient de température de la résistunce de con-

duction duw mercure.

Le miercure cmployé o toutes les expériences dlail
préparé par M. le Dr. Topsge de deux manicres différentes.
Une partie ¢lait soigneusement purifiée de la wanicre
ordinaire, sans ¢tre pourtant distillée, 'autre partie ¢lail
produite en quantité considérable par la distillation d'w.
oxyde de mercure, préparé lui méme avee du mercure
purifié.  Ces deux modes de préparation n'ont donne
lien, dans des expériences réitérées, i auncune différence
appréciable dans la conductibilité électrique.

Dans les expériences en queslion on s'esl servi de
deux tubes non calibrés dont les bouts ouverts étaien!
élargis en forme de réservoirs cylindriques.  Le premier
tube, long d'un metre environ, large de 1mm ctail tordu
en spirale autre long de 260m», large de O™ dlail
récourbé en forme d'U.

Apres avoir ¢té remplis avee du mercure, les Lubes
farent placés sous le récipient d’une machine pneuina-
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tique, et la résistance fut ob=crvée pendant quion faisail
le vide. Si le mercure contenait de pelites halles dhair,
celles-ci grossziraient pav la ravéfaction de Uaie du réci-
pient, et la résistance angmenlerait.  Enoeme teinps il
faudrait qu’une pelite augmentation de la résistance se
produisit sculemenl par la diminution de la pression =ur
le mercure; mais au contraire jai {rouveé wune pelile
diminution constante de la résistance, qui pour le tube
en U monta & 0,076 pour cent. Dans d'aulres expériences
qui seront mentionnées plus tard, dans lesquelles on s'est
servi de tubes droits placés horizontalement el donl les
extrémités dtajent couvertes de mercure, on na pas
observé d'anomalic pareille.  (Vest ponrgnoi je =upposc
quelle tient & F'épuisement de air contenu enlre le verre
et le mercure dans les parlies supdéricires des tubes.
En tout cas les expdriences ont [ait ressortir «quiaucnne
bulle d'air appréciable ne pouvait =¢ frouver dans les
tubes.

Puis on a placé Pun des tubes dans un réservoir
rempli d'alcool, qui ¢tait entourd d'un réservoir plein
d'ean, par lequel la température du premicr réservoir
a €t¢ renduc constante.  Le premicr réservoir contenail
de plus un thermomctre normal divisé en dixicmes de
degré et un agitaleur.

Les micsures de la résistance onb ¢é laites de la
maniére indiquée ci-dessus.  On ddsiyne par AB la vé-
sistance d'une colonne de ercure o la tempérabiee ¢
contenue dans un des tubes, par BC la résistance d'un
fil de platine qui velic e tube 0 un rhéostal, donl Ia
résistance CD dail dans o premicre séric dexpdriences
une unité de Siemens, dans la seconde 30.
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Tube en forme de spirale:
t = 13°28 k.AB = G+ 24642
k-AD = G-+066715
E-BD = G4 743,
d’ont
G = 34642, k-BD = 42073
k-AB = 5928,1 (cale.: 5928,3).

t — 10°00 k-AB — G-} 2445
koAD = G- 66540
k-BD — G-+ 743,

|

I

d’oll
G = 34651, k-BD = 4208,
k-AB = 59110 (cale.: 5911,0).

t = 0° k+AB = G 12392,
E-AD = G L 6600,0
kBD = G4 T74ls
d’olr
G = 34656, k-BD = 49074
k-AB = 5858,2 (cale.: 5858,2).

P = 97°32 k-AB = G1-253738
keAD = G-L06746,0
k-BD = G 7435

d’ou
G = 346477, k-BD
k-AB

49082
6002,5 (cale.: GOO2,5).

I

Les valeurs calculées sont déduites de la formmle
ke AB = 5858,2(1-+0,00000131),

et sont, comme on voit, presque complétement cn con-
cordance avec les valeurs obhservées,
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Tube en U:
Le fil double du galvanomclre élail ici rémmi cn un.
t = 8°32 keAD = G-+ 8773,1,
k-BD = G--39612

d'ont

keAB = 48119 (cale.: 48110).
t = 33°,43 hoAdD = G--8882.s,

F-BD = G--39612
d’olt

hAB = 49216 (eale.: 4921,8).
t = 35°31 b AD = G --88)1.3,

k-BD = G--39%1,0
d’ont

h-ADB = 24930,3 (cale.: 4930,1).

Les calculs sonl exéeutés d'apres la formule

b AB = 4775,6(1--00000167).

Les coefficients lrouvés iei pour 'nugmentation ap-
parente de la résislance din mercure dans les {ubes de
verre pour un cehanffement dan degreé sont done

0,0000013 culre O ot 27 32,
0,000016  enlre 8 32 ol 35931,

Les coefficients sont un pew plus grands que ceux
qui ont élé trouvés pur Lenz el concordent  presgue
avec les coelficients lrouvés par Siemens of réeennment

par Mascart.

IV, Influence de la capillarité sur Ta conductibilite

die mereure.

Dans une scéance de la conférence dleclrique inler-
nationale de 1882, Becquerel o appelé Patlenlion sur
II. 10
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ladite source d’erreur*; & ce sujet Helmholz a il
remarquer que Siemens a toujours trouvé la plus graude
concordance entre la résistance observée du mercure o
celle quon avait calculée pour des colonnes dont |-
diameétres variajient de 1mm 3 9mm et Boscha a fait savoir
que Rink (de Delft) avait comparé des tubes différent-
et trouvé des résultats concordants & ﬁ pres.  Comune
il fallait que mes déterminations absolues fussenl ox-
écutées avec des colonnes d'un diametre compris cnlre
gem et 3em, tandis que la résistance normale devail ¢l
rapportée & une colonne dont la section transverse ¢lall
d'un millimétre carré, jal cru nécessaire de rechercher
par des expériences précises, si les modificalions molc-
culaires de la surface du mercure le long des parois du
tube de verrc pouvaient produire quelque changenien
appréciable dans la conductibilité du mercure.

Les premiéres expériences ont été faites au moyen
d’'une auge formée d'épaisses placues de verre a glace.
Sur une base de verre i glace étaient fixdées avee de l
colle de poisson deux picces de verre a glace hautes -
1em 3 une distance de 2em I'une de antre. Deux plagues
d’acier formaient les extrémités de l'auge. Elle fut ren-
plie de mercure et 'on avait placé une plaque de verre
& glace tout prés et au dessus de la surface du mercure,
Dans celte plaque étaient percés quatre trous, deux plus
grands et deux plus petits; dans ces derniers cdlaien!
placées deux aiguilles & coudre porpendicul:}ires i la
plague. Elles étaient en conmnunication avec le galvano-
metre et on faisait passer un fort courant par les cx-
trémités de Tavge et par les bobines placées dans v

* Procés-verbaux p. 68, 1882
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voisinage du galvanomotre.  La résistance de la colonne
de mercure comprise entre les deux pointes des aiguilles
fut déterminée comme dans les expdériences précédentes;
puis on obhserva si la rdsistance variait, quand on abais-
sait le couvercle jusqu’a la surface du mercure.

On a en effet toujours constaté une petite différence
de résistance, en opdéranl ainsi; mais elle c¢tail tantol
positive,, tantot négative, et i ressorlit des expériences
que cette différence était produile par la pression exercée
sur Ja surface du nercuve.

Or cette pression pouvail ¢lre tanlot positive, tantot
négative, selon que l'auge détait plus ou moins complete-
ment remplie de mercure.

La premiere circonstance pouvail ¢tre reconnue &
ce fait, que la surface du mercure était convexe dans
les deux grands trous du couvercle, tandis que cetie sur-
face était concave dans le cas contraire. Mais par Peffet
de ces pressions, les pavois de Pauge étaient un peu
courbées: sous une pression intérieure plus grande la
section transversale ¢lait agrandie, la résistance dimimude
et inversement. Il résulta des mesures, que la différence
produite par le conlact seul du couvercle et du mercure
s de 1o résistance totale, si
méme cette différence se produisait.

L’action de la capillavité influe swr la formule de la

ne pouvait pas excéder

résistance de conduction d'une colonne de mercure, en
ce sens qu'on doit ajouler i la scclion transversale de
la colonne un termie proportionnel au périmetre. 11 res-
sort de la que cette action doit en premier lieu devenir
appréciable dans les expcricnces sur des tubes tros
étroits.  (Vest pour cetle raison que jai exceuté les
mesures sur de parveils tubes, cl tout d’abord sur les
To*
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tubes calibrés mentionnés ci-dessus sous les ne 1 ¢l =,
dont les diamétres étaient Omm 06 el 0™™,273,

Le tube fut fixé dans un trou percé au milicn din
bloc carré de hois (Partle du carré avail 2=m; I'épaisscnr
du bloe 1em), qui fut placé dans une auge conslruile .
la maniere décrite ci-dessus, mais ayant une haulewr
double.

L'auge fut remplie de niercure, comme aussi le il
par lequel les deux parties de 'avnge étaient en commnin-
nication. Le couvercle permetiait de lai donner i
fermeture impermeéable & lair. ct Pon pouvait aspive
Pair pendant qu'on observait la vaviation de la résistane.
De cette maniere je me suis gardé d'avance de la pr-
sence de petites bulles d’air dans le tube.  Tuis on
de nouveau 0té le couvercle, ¢t les mesures ont été faili-
de ln méme maniére que précédennnent, le couraunt prin-
cipal étant conduit par les extrémilés de Tauge ol une
unilé de Siemens, tandis que deux poinls de ce condue-
teur étaient en communication avec le galvanomatn.
Les expériences ont fait ressortic qu’aucune  différen
ne ge produisait dans la résistance mesurée, quand le
deux bouts du conducteur qui comnumniquait avee I
galvanometre ¢taient mis en contacl avee le mercure des
deux cotés du bloe, puis déplacés le long des parois i
tube jusqu’d ses deux extrémités. Au contraire une varii-
tion appréciable s'est manifestée anssitot que les point
de ddérivation étaient mnends plus loin, en dehors dis
swrfaces extrémes. (Vest pourquoi Pon pouvail admelive
que la différence potenticlle, mesurée lorsque les poinl:
de dérivation se trouvaient dans le voisinage du hlor
de bois, élait identigue @ celle de deux points placds s
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extrémités du tube sur la circonférence extérieure de sa
paroi de verre.

Si Pépaisscur de la paroi de verre peul ¢tre consi-
dérée comme infiniment grande en comparaizon du dia-
metre intéricur du tube, la résislance mesiwée de le
maniere indiquée corvespondra o la résislance de la
colonne de mercure du tube prolongée de 082 fois le
diamétre intérieur.  On doil pourtant ajouter unc petite
correclion &t ce nombre, qua calculé Lord Rayleigh,
quand Uépaisseur des parois de lube est finie, correction
que j'ai cherché & déterminer aussi bien par le calcul
que par l'obscrvalion.  Je ue rapporterai ich que nes
expériences & ce sujel.  Elles furenl failes an moyen
d'un tube long de 300, Jarge de 2mw724 U s surface
intérieure et de fmm2 A osa surface oxtéricnre. On a
d'abord détermind la vésistance de ce tube. Puis on I'a
coupé en deux parlies, longues & pen pres de 200w ¢l
100m™ et on a mesurd la résistance de chagque partie sc-
parément; enfin la partic la plus longue a éLé divisée en
deux fragmenls égaux ct I'on a de nouveau déterming
la résistance de chaque morceau séparéient.

Si T'on désigne pav d; ot d, les diametres intérieur
et extérienr du tnbe, on frouve par Iexpdrience la for-
mule empirique

0,82 — 0,35 di

d,

exprimant le nombre qui, pour des dimensions finics,
doit remplacer le nomhre de Rayleigh.

Javais en vue de délerminer de la mdéme manicre
divecte la correclion du tube ne I'; mais le tube fut brisé
accidentellement avanl l'exéeuation des  premicres me-
sures. Les deux morceanx furent fixds sépardment dans
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deux blocs carrés et plaeés dans launge, qui de cetle
maniére fut divisée en trois parties. La distance des
deux extrémités des tubes qui étaient tournées l'une
vers l'autre était prescque de 3em,

Si Pon désigne par B la résistance totale des denx
tubes et de l'espace intermédiaire, par S la résistance
de mon unité de Siemens et par z celle du conductewr
qui faisait communicquer ces appareils, on aura les ré=ul-
tats suivants des mesures dans lesquelles les deux fil-
du galvanométre étaient réunis en un:

t = 10°10 E(R-+S-+z) = 9063,3-L-G,

k(R+x) = 4766,8-LG,
E(SL ) — 35510 G

d’'olt
R = 1,28297 8.

Par des expériences directes on a trouvé que lu
résistance de l'espace intermédiaire entre les tubes dai
égale a 0,00000S. Par réduction & 0° C. au moyen
coefficient de température 0,00090, on trouve par con=c-
quent que la résistance totale des deux tubes est égale &

1,27132 S.

Lanité de Siemens employée était signde: Dec 82,
Nr. 2713, o = 0,000340, richtig hei 15°5. Ramende 5
cette température, la valeur trouvée se réduit a

1,26899 unités de Siemens.

Comme vérification, 'unité employée a élé comparce
avec une unité normale B. 4. (vérifide par Lord Rayleigh.
juin 1882, n° 54, ¢« = 0,00025, juste & 11°,5); on a trowv

ainsi
18 = 095411 B. 4.,
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tandis que Lord Rayleigh et Mrs. Sidgewick* ont trouve,
en mesurant les résistances de colonnes de mercure
dont le diameétre variait entre 1mm ol 2mm '

1 unité de mereare = 0,05418 B. ..

La résistance du tube trouvée parle calibrage (p. 141)
était de 1,26612 unités de mercurce et la correction par
rapport aux quatre bouls des tubes, calculée par la
formule indiquée ci-dessus, dans laquelle il faat poscr
di = 0™ 5056 et d, — 3mma, dlait de 0,00315 unilés de
mercure. Par conséquent la résistance du tube, obtenue
par le calibrage est de

1,26927 unilés de mercure.

A supposer (ue mon unité de Siemens correspondit
exactement & 'unité de mercure, la résistance obscrvée
était de 0,022 pour cent cof, avee les expdriences de Lowd
Rayleigh comme base, de 0,020 pour cenl plus petite que
la résistance théorique.

Le tube calibré no 2 avait wue résistance d'environ
7 unités de Siemens; et, pour le micux comparer avee
mon unité normale de Sicmens., on a successivement {ait
varier le nombre des tours des cibles des deux bobines
extérieures introduites dans le conduil: ainsi. Ton a
d'abord dérivé T'unilé de Siemens senle au galvanomelre
en se servant de trois combinaisons différentes: puis, au
moyen d'une quatricme combinaison, le tube gui dlait
placé dans lauge vemplic de nmercure de la manicre
indiquée. Si les deux rézislances =onl ddésigndes respec-
tivement par § ct I, ot le rapporl des inlensités du

A

o e I .
courant principal ot duw conrant déeiveé par —,  » ¢tant
i

* On the specific resistance of mereury.  Phil. trans. of the Roy.
Soc. Parl 1. 1883, p. 173,
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le nombre de fois qu'on a augmenté les tours des bobines
(ici successivement 9, 5, 2 cl 10 fois), les résultats des
mesures seront

t = 9°32 ES = 9(596,50 G - 8),
S = 5(1635,60 -+ G- 5),
S = 2(5378,;7 -G+ 9),
KR = 10(8504,7-- G+ I).

Dans le second membre de ces dqguations on peni
avec une exactitude suffisante poser S = 1, B = 7,51
et 'on trouvera

R = 7,51057 8.
La résistance du tube réduite a zéro sera par conse-

quent
7,43243 unités de Siemens.*

La résistance trouvée par le calibrage monte o
7,42980 unités de mercure. Le diametre intérieur dn
tube était Omm 273, le diametre extérieur 3@3, ot 'on
dédnit que la correction par rapport aux bouls du tidbe.
caleulée comme ci-dessus, est dgale o 0,00360 uniteés dr
mercure. La résistance corrigée monte par consceuent i

7,43349 unités de mercure.

La résistance calculée par les moesures direcles o
par conséquent de 0,014 powr cent plus petile que celle
qu'on a calculée, si 'on suppose que U'unité normale e
Siemens corresponde exactement & I'unité de mercure.

Conmime les déviations trouvées de cette maniore
sont tres petites et eomme clles sont toutes dirvigées duns
le méme sens, on peut conclure de la que la capillarité
n'exerce guére d’influence appréciable sur la conducli-
hilité du merecure.
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V. Reésistance du erewre en mesures absolies,

Lrappareil de rotalion élait compoes¢ d'un cylindre
creux de laiton, placé sur une plaque de bois cb dans
I'intérieur duquel =e trouvail un disque de laiton ou de
cuivre fixé sur un axe. Le cylindre élait long de 1m068,
le diameétre extéricur de 0m333, le diamelre inlériewr de
Oms22, Sur la surface extévieure du eylindre on avait
creusé avee unc machine une hidlice dans laquelle étail
placé un cible compose de 7 fils de cuivre épais de 3™
Chaque fil, comme aussi le cible enticre, était entowrd
de deux couches de soie. Ce cable faisait 472 towrs
autour du cylindre ¢t les bouts du cible élaient ramends
des extrémités de la bobine au milien du cylindre et de
la chacun allail rejoindre sa vis de pression placée au
support du cylindre. En mesurant la hautear de chaque
cinquantieme de tour, on <'est assurcé que 'hélice était
parfaitement régulicre, el 'on a trouve la hauteur corres-
pondante a 472 tonrsz dgale o 9U8»m 70,

Llaxe, sur le milieu duquel était fixé le disque. ¢lait
conique dans le voisinage de ses exlrémités qui repo-
saient sur des coussinels isolds, encastrés dans les deux
bases du cylindre. On pouvait le faire towrner an
moyen d'une dynamo. dont Paxe de rotalion était situé
dans le prolongemcnt de l'axe du eylindre ot les deux
axes étaient lics par deux joints universels isolés ¢t par
un tube de Luton long de 4m3, épais de 26™m, que sup-
portaient quatre coussinets solides.  Quand on voulait pro-
duire une vitesse de rolation plus grande (soit plus de
30 rotations par seconde), on sc =ervait dune anlre dy-
namo & fil plus mince, actionnée par une machine &

vapeur; pour les vilesses plus petites, on n'avail au con-
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traire besoin que du courant d'une pile galvanique de
10 & 20 éléments, qui permettait d’obtenir de 6 i 12
rotations par seconde. Une partie du courant qui lra-
versait la dynamo était dérivée par un civeuit latéral, dan:
lecuel était intercalé un rhéostat, de sorte quon pouvii
aisément régler la vitesse de rotation en faisant varier
la vésistance.

La force électromotrice induite dans le disque tour-
nant fat transmise & un conducteur par deux conlacl-.
Pun placé au centre de extrémité de l'axe, Panlre o lu
périphérie du disque. Le premier contact détait forme:
d'une pointe conique de lailon, qu'un ressort pres=uil
contre le centre de I'axe en un point oll sa surface ¢lail
4 peine d’un millimetre carré. L’autre contact était (orn
d'une picce mince, d'un centimetre de largenr, du mcne
médtal que le disque (cuivre ou laiton), yui était soudée
une barre pareillement du méme métal. La picee -
versait le disque, épais de 11mmg, et dlait légtremen
pressée contre lui: elle était revétue derricre avee
fentre mou, de I'épaissenr d’un pouce, qui remplissail
Vintervalle compris entre elle et le cylindre.

La bmre était allongée en dehors du ceylindre o
fixée. Les deux contacts étaient huilés.

Grice & ces dispositions, les courants thermodcler-
triqques produits par les coniacts sont restés assez faibles
et constants, et le disque towrnanl ne fut pas d¢ehanlr:
d'une maniere appréciable par la rotation.  Du resle |l
n'a pas mangué aun début de difficullés & surimonter
pour l'arrangement des conlacts.

De l'un des contacts un fil conducteur allait i la
colonne de mercure, dont la résistance de conduclion
devait étre déterminée; de i, & un galvanomelre, cf de
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la enfin & lautre contact. Le mercure élait renfermd
dans un des tubes calibrés mentionnes ci-dessu=, long
d'un metre et Jarge de 2em ou 3o, Le lube ¢lail placé
verticalement et compléternent vempli de mercure; mais
tandis que le courant principal parcourail toute Ia colonne,
le courant dérivé au galvanomelre dait condnit par les
trous percés dans les paveis du verre et par les veszorls
de montre qui entouwraicnt le tube. I fallait que le
résultat fiit le méme, lorsque le cowrant principal pas-
sait par les {rous ct lorsque le courant dérive sortait des
bouts de la colonne. Mais, conmine cet arrangement ne
présentait pas d’avanlages pratiques, il ne fut pas essaye.

II va sans dive que les forces clectromotrices qui
sont produites dans les fils condocteurs du galvanometre
par le disque towrnanl et par la eolonne de mercare
doivent étre dirigées en sens inverse, les expériences
ayant, comme on sait, powr bul de délerminer Ia vitessce
de rotation dn disque & Pinstant ot ces deux forces
glectromotrices se détruisenl mutaellement. '

Le galvanométre était, comme je Iai dil ci-dessus,
un galvanometre de Thomson. et 'on g'est servi il de
la bobinette inféricure qui avait une résistance de con-
duction a peu proés dgale & 0,7 Ohm.  L'influence du
magnétisme tervestre sur Taiguille aimantée n'étail pas
ordinairement compensée dans ces expcériences par I'ui-
mant extériewr de Tappareil. car il importail auw plos
haut point, que les oscillalions sc fiszenl vile (une oscil-
lation durait cnviron 3 secondes). A une force clectro-
motrice d'un millionicme de volt correspondait wne dd-
viation de 120mm sur I'échelle obscrvée par la lunelle.
Pour la détermination de I résistance de condnetion d'une
colonne de mercure, vésislance qui faisait 0,00024 Ohio,
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Pintenszité du cowant était 2,9 ampéres, et par consc-
quent la foree éleetromotrice & mesurer 700 millionicnn-
de volt, ce qui correspondait & 84000mm de Péchellr,
Comme la déviation du zdére de Uéchelle n'excéda gucre
10m™ dans le petit nombre de secondes ¢eoulées pendinl
quon nesurait la vitesse de rotation du disque, Ver-
rear correspondante ne dépasserait pas g, pour cenl.

Le chronographe. Outre le disque mentionnd -
dessus, placé au wmiliew du cylindre, un autre loud sein-
blable était fix¢ en dehors du eylindre el tout pics
lui sur I'axe towrnant. Ces deux disques, dont an élail
de laiton l'autre de cuivre, pouvaient ctre permulés. U
ruban de papier divisé en millimetres entowait le howd
du disque extéricwr, dont la circonférence se trouvail
ainsi divisée en 940 parties environ. A petite distanee
du ruban étaient places Ies bouts de deux fils de platine
dezquels des étincelles électriques jaillissaient loules les
deux secondes sur le bord du disque pendant le tewnps
quwon mettait & mesurer la vitesse de rotation. Pour
pouvoir reconnaitre la succession de ces marques on a.
dans tous les cas ou il en était Dbesovin, échangd v«
positions des deux fils aprés chaque dtincelle; la chiose
était possible, parce que ces fils étaient placés dans un
tube mobile autour de son axe et de telle manicre que
l'un des bouts de fil se trouvait dans l'axe, Pautre cn
dehors.  De cette maniere on ne déterminait «que [
partie fractionnaire du nombre de lowrs faits pendud
la durée de deux secondes. Le nombre entier pouvadl
ou c¢tre détermind diveetement ou étre considére eomne
conni; car la détermination de ce nowmbre enlier ne
comportait par d'erreur possible.

Les deux fils de platine étaient en relation ave
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une machine de Ruhmkorft, dont le cowrant principal
était interrompu toules les deux secondes.  Celle inter-
ruption ful dans toules expériences finales prodoile par
le moyen suivant, simple mais pacfailement satisfai=ant.
En avant du chronometre était placée une horloge a pen-
dule, dont on sc¢ servail & Pordinaire pour faire des ex-
périences sur la chute des corps el donl Ia marche a
souvent été comparée avee celle du chironometre par la
détermination des hullements de pendale  coincidants,
A la pointe inférvienre du pendule était fixé wn fil de
soie long d'un mclre & un netre el demi, dont Tantire
bout était fix¢ 2 la maéme hauleur, danz le plan d'oscil-
lation du pendule, de maniere que le fil fut faiblement
tendu par chaque oscillation double du pendule.  Au
milien de ce fil dtail suspendue wnie pelile picee de
cuivre, recowrhbée en are, dout les deux hranches pas-
salent par deux wils dans deux verres cylindriques, I'un
entierement rewmpli de mercure, autre vempli o moitie
d’alcool, & moiti¢ de mercure.

Pendant les oscillations du pendule. la pelite picee
de cuivre reposail la plupart du temps sur les wollsl el
ce West que quand le fil élail tendu, quielle =c (rouvait
lancée cn haul avee une grande vitesse: et lout dlail
réglé de manicre que la pointe dhune hranche de Fare
fat élévée au-dessus du mercure dans Falcool, aur moment
ou Ton jugeait que la vilesse ¢tait la plis grande. Par
ce mouvement on inlerrompait e courant prineipal de
Pappareil de Ruhmbkorit ¢t en mome temps Télineelle
électrique jaillizsail sur le disque tonrnant,

Disposition des expiériences.  Les appaveils claienl
placés dans deax chambres sépavdées par une lroisicme,

Dans [a plus grande se trouvaient Pappareil de rolalion,
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la dynamo, le chronographe et la colonne de mercur
dont il fallait mesurer la résistance. L’axe commun -
lappareil de rotation et de la dynamo élait dirigé ap-
proximativement de l'est 4 P'ouest et Pon avait eu scin
de ne laisser aucun objet de fer dans le voisinage v
Pappareil de rotation. Tous les fils conducteurs allaienl
de ces appareils a l'autre chambre ou le galvanomdir:
était placé, & une distance de 10 metres de Pappard]
de rotation et de 15 metres de la dynamo. Outre cel
différents commutaleurs, clefs et rhéostats se {rouvuicnt
v a portée de lobservateur. A un connnutalenr
aboutissaient les fils conducteurs d'unc pile de 24 dle-
ments de Bunsen placée & Pautre extrémité du bhaliment.
Du commutateur les fils allaient aux tours de Pappa-
reil de rotation et de la, en suivant un cible suspendn
en l'air, ils arrivaient & la colonne de mercure et revenaicen!
au commutateur. Preés de l'ohservateur élait intercalee
une clef, de maniere que le courant ne fut ferme que
par une pression exercée sur elle.

Une autre pile de 10 & 20 éléments servit connne
force motrice de la dynamo, avec laguelle elle communi-
quait par un circuit direct. Sur ce circuit fut ramific
un circuit latéral qui était en communication avec wn
rhéostat a liquide, placé pres de Pobservateur. Ce rhéo-
stat consistait en un verre haut et cylindrique, remyli
d’une solution saturée de vitriol de cuivre, au fond du-
quel était placée comme clectrode négative une plague
de cuivre, tandis qu’un fil épais de cuivre, (u'on pouvait
aisément éléver ou abaisser, servit commnie électrode posi-
tive. Parfois on intercalait aussi un rhdostat & bou-
chon. De cette maniére on pouvail sans ditficulté, on
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ajustant la résistance du rhéostat, régler la vilesse de la
dynamo et la conserver conslante.

On pouvait faire fonctionner luppaveil de LRuhm-
korff au moyen de qualre éléments, quun cirenit reliait
a une clef placée pres de lobservalear. A Taide de
cette clef on pouvait faire fonctionnmer le chronographe
au moment ott 'on mesurait lu vilesse de rolation.

Enfin un courant dévivée d'un senl ¢lément de
Daniell a servi & compenser les courants thermodlec-
triques dans les fils conducteurs du galvanometre. Dans
le circuit de Uélément é¢tait intercalée la résistance néees-
saire d'un rhéostat, et une partie de ce circuit, nn fil de
cuivre long de 1=, ¢pais de $m=, ¢lail inlroduit dans le
circuit du galvanomdétre. La résistance du rhicostal inter-
calé s'élevait en génédral & «quelques milliers dunités
de Siemens et la force nécessaive & la compensation ne
dépassa que rarement 3 millionitmes de voll.  Ce cou-
rant dérivé a servi en meéme lemps @ faire voir sile
circnit du galvanometre fonetionnait hien, car Fexpdrience
eut bienlot fait reconnaitre (uelle c¢lait la déviation du
galvanomeélre qui devait c¢lre produite par une variation
donnée de la rdsistance du rhicostat.

Enfin on doit ajouter uon avait aussi inlroduil un
commutateur dans le circuit du galvanomectre.

Les expérieuces oul él¢ faites de ln manicre sui-
vante. Apres avoir fait tourner la dynamo, on a fermé
par la pression d'une clel le courant qui de la pile passa
par les tours de l'appaveil de rotation, et en observant
la déviation du galvanomctre dans une lunelle on a
réglé la vitesse de rolation par le rhéostat @ liquide, de
maniére que le mireir du galvanomelre [ut approxima-
tivement au zéro. Puis on a interrompu le eourant de
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la pile qui passa par 'appareil de rolalion et, en cou-
tinuant & faire tourner 'appareil de rotation, on a cou-
pensé le courant thermoélectrique de la maniere indiqu.
ci-dessus.  Puis on a de nouveau fermé le courant e
I'appareil de rotation et réglé exactement la rotation
le rhéostat a liquide. Pendant que le miroir du galve-
meétre dépassait le zéro avec une vitesse faible, le con-
rant qui traversait 'appareil de Ruhmkorit ful femr
par une pression sur I'autre clef, et de cette manicie an
a fait fonctionner le chronographe.

Apres deux et parfois plusienrs décharges successivis
séparées par un intervalle de deux secondes, qui fured
distinctement entendues de I'observateur, tous les con-
rants ont ¢té interrompus, la rolation arrctée, el Fon o
noté toutes les marques des détincelles sur le rubi
papier. Immdédiatement apres, on a répété expéricn
en faisant parcourir au courant 'apparcil de rotation cn
sens inverse, et Pon a fait deux mesures correspondantes
en échangeant les fils conductewrs du galvanomeotre.

Enfin, on a reconnu u’il ¢tait ncéeessaive de ain
les quatre mcémes mesurcs pour la rotulion inverse o
changeant les fils de arnnature tommante de fa dynanm,
On a de ceite maniére combiné 8 expériences immeddiate-
ment conséeutives en un groupe, et Pon a pris la moycnne
de ces § expériences.

Pendant la duwrée des expériences on a souvenl
observé la tempdérature du mereure au .moyvn i
thermometre divisé en dixiemes de degré.  On w =ow-
vent essayc de permuter les poles des différentes hatleries:
mais on a reconnu ue ce changement était sans inlluenee
sur le résultat final.
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Enfin je remarquerai que, quand on fermail et
ouvrait le circuit du courant qui pavcourail Uappareil de
rotation, il s'esl parfois produil des décharges $Cindne-
tion dans la partie du circuit du galvanomclre qui se
trouvait an voisinage des bobines de Vappareil de rota-
tion, ce qui pouvait rendre l'observation pénible; mais
il n'était pas difliciie d'éviter ces décharges en modifiant
la position de la partic du circuit du galvanomelre qui
se trouvait dans le voisinage des tours de Pappareil de
rotation et aqui avail produil ces décharges d'indnction.

Calcul de la constante de Pappareil de rotation. S
Pon désigne la résistance de la colonme de mereure derivée
par R, par » le nombre de rotations du disque par se-
conde trouvé par les mesures ¢f par € la conshunte de
l'appareil de rotation, on doit avoir

= nC.

Je me Dbornerai ici & indigquer e caleal de cetle con-
stante dans le cas oit e disque tonrnant est infiniment
mince, ot le centre du disque coineide exaclement avee
laxe commun de rolation ol axe du eylindire, el o de
plus le contacl cenlral =¢ trouve exaclement sur cet
axe; car les dearts qui existent entre ces condilions ol
la réalité donnent licu o des corrections =i petites quion
peut négliger leur dvaluation pricise. Soient o la hauleur
de I'hélice, dans laquelle on a placé le fil du eylindre,
7 le rayon des lours, p le rayon du disque, «, el @, les
distances du disque aux towrs exiréies do fil: la con-
stante € doil ¢tre caleulde par la formule

0y 27
957 . rocosf
O = = (/;I‘S(/H S R

V' *-L ‘nﬁ~ 2 rp Cos 17

II. 11
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Si l'on pose ici pour abréger o = g7, 21" = /",
et pareilement «j~»* = o,7%, a;+1* = g, et de pli:
a 27
da d4cosl

= = reerrry

on obtiendra
Tqr

¢ = 010+ Qul.

Si T'on développe Pintéarale double en série, on
o 1

obtiendra
R 2 P fa‘,(Z_ ‘
0 — 2mq)y ‘7[1 8o T 1ea (174)
33

ou le nombre des termes indiqués suffit pour le calenl
numérique. Le développement complet donne
"=
“Qu = 2r D"
* NOTE 11, m=4

3...2m—1 1 an (a*l\"

1
94 ... 2w 1.2...mtYdam\ o b

Résultats des mesures. Les mesures avec Pappardl
de rotation n'ont pu commencer qui la lin de maurs
(1884), et jai communigqué le rvésultat des premicres
mesures (une unité de mercure égale a 0,9417 Ohm) i
la conférence internationale tenue le 28 avril, en ajon-
tant gqu’'on ne pouvait considérer ce résullal yue conme
provisoire, car je n'avais pas encore Iéussi i oblenir
une concordance satisfaisante entre les diverses mesures
particulicres. Il en fut encore de méme dans les expc-
riences suivantes, jusqu'a ce (ue jeusse essay¢ de répeler
les expériences i direction de rotation inverse. Je chor-
cherai & m’expliquer avee plus de préeision.
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Une isolalion parfaile ezl impossible dans des ex-
périences électriques; mais il est exceplionnel qu'un défaul
d'isolation complclement inévitable puisse, conme ¢'¢lail
le cas ici, avoir une influence appréciable sur le résultal.,
Le circuit du galvanomoétre détait en deux points 4 ct B
en communicalion avee la colonne de mercure donl il
fallait mesurer la résistance, et qui ¢lail parcourue par
un courant électrique d'une grande inlensilé .

La résistance AB dlait tres faible, savoir 000026 jus-
qua 0,0015 unilés de mercure. Siode plus un point C
du circuit du galvanometre est en communicalion faible
avec un poinl D du cirenit principal, une partic rela-
tivement considérable du couranl principal sera ddérivée
par Ja au galvanometre.  Or si Pon désigne par CD la
résistance entre les deux circunits, ¢t par » la reésistance
de la partic dn cireait fermdé du galvanomelre qui va de
Aou B i C par le chewin qui ne contienl pas le gal-
vanometre, la force dleclromotrice /2 dérivée au galvano-
metre, qui pendant les expdriences est dquilibrée par la
force €lectromotrice mduile dans le mcéme civenit, peut
approximativement otre exprimde par

E— z’-ABll-’r,-BD:.J:“J

—JADB CD|’

en supposant que Ja résistance AB esl tres petite en
comparaison de BD ot », comme aussi que CD est Lres
grand en comparaison des aulres résislances. Le sisne
supérieur correspond au cas, ol le galvanomélre  est
situé dans le circuit de 4 o ¢, Uinfériear aun cas ot il
se trouve dans le circuil de B a €. Quand lexpéricnce
est répétée avee une rotation fuverse du disque. les

bouts du circuil da galvanomelre en A ol en B odoivent
11%
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étre permutés, ce qui change le signe du second lerne,
On reconnait ainsi cue Verrcur provenant de la co-
munication de C et D peul é¢tre édliminde pay la répeli-
tion de l'expérience avec rotation inverse, en prenani i
moyenne des deux résultats.

Je citerai comune excmple la premicre expéricia
faite & rotations iuverses.  Le courant principal pues
cing fois autour du cylindre de votation, ct la résistine
de ce conduit, qui approximativement doit &tre dégul
la résistance BD ci-dessus, élait 195 unités de Siennns,
De plus on avait dans cetle expérience AB = Oy
u. de 8. Le nombre de rotations du disque on diig
secondes ctait & droite 14,0820, & gauche 1457505 L o
viation de la moyenne élait par conséquent 037 pom
cent. On aura done dans ce cas, cn vertu de la formnl
indiquée ci-dessus,

0.0037 = 1(‘_)_3_ .
T Gooiss CD
d'on
CD = 34.108.4.
Si Ton pose ici apres estimation » = 0,5 w de 5.

le résultat sera qu'un défant d'isolation par suoite dwgnd
la résistance monterait & 17 millions w. de S, =uffiadl -
expliquer la dévialion mise en évidence par les ox
périences 2 rotations inverses.  Comme il étail ncres
saire que les deux eircuits fussent situés tout pres Um
de Pautre tant par Tappareil de rotation que dansle
voisinage de Tobscrvateur, on ne pouvait guere déviter de
si petits délauts d'isolation; cest pouruoi ces crrems
devaient &lve ¢liminées par les expdriences.

Liisolation des fils particuliers du citble w'était e
salisfaisante au commencement, surtout quand I'air ot
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humide, c’est pourquoi on a plusieurs fois trempé le
cdble dans une solution étendue de gomme-laque. Apres
une durée d’une semaine, on a trouvé que la plus faible
résistance des couches isolant les six fils les uns des
autres et les isolant du cylindre était 500000 u. de S.,
isolation qui suffil ici. 1l fallut au contraire rejeter le
septieme fil, et pendant la durée des expériences il fal-
lut encore rejeter un fil, parce que l'isolation diminuait;
de sorte qu'on ne s’est servi. que de cing fils dans les
expériences finales.

Les mesures détaillées de 'appareil de rotation ont
donné les résultats suivants, I'unité étant partout le cen-
timeétre.

Rayon des tours de fil

Hauteur de hélice:
d == 0,211589
distances du milien du disque aux tours extrémes du fil:

a, = 50,99, a, = 49,80.

Les mesures du diameétre 2p du disque de laiton,
faites avant les expériences, ont, pour quatre endroits
différents, donné les résultats:

29,897, 29,909, 29,901, 99,913,

€n moyenne
29,905 .

Aprés D'exécution d’un grand nombre d’expériences
faites avec l'appareil et immédiatement avant les ex-
Périences finales, on a trouvé
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29,889, 29,879, 29,804 ,
11]0)’(31]1]@
99,8933 ,*

et, aprés I'achévement de toutes les expériences,

29,889 , 29,894 , 929,808,
moyenne
99,8937 .

Les derniers résultats presque idenliques font vour
gquaucune usure appréciable n'avait eu liea par I'efi
des expériences finales. Au contraire Pinflaence e
T'usure dtait tres sensible sur le disque de cuivre. pone
lequel on a trouvé les diamétres suivants avant ct apres
les expériences finales:

29,867, 29,871, 29,872, 1moyenne 29,870,
29,856, 99,853, 29,859, moycnne 29.856.

La constante € calculée avee ces valeurs numcrign -
par la formule développée ci-dessus, diminuée de la co-
rection mentionnée au méme endroit, correction qui
monte qu'a 0,6 unités, est 150ur le disque de laiton

39656,1,*

et pour le disque de cuivre avant el apres les expérienees

finales
395941 el 39556,1,

et de ces deux valeurs limites on a caleulé par inter-
polation les constantes correspondant & chacune de:
trois séries d’expériences faites avec ce disque.

Cette counstante caleulée pour 0% devient & 7 duale
4 C(1-+0¢t), ot b = 0,000018 est le coefficient de dilala-
tion linéaire du laiton.
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Désignons le nombre de rotations du disque en deox
secondes da chronographe par s -~ ,i' ., o1 e esl le nombre
entier de rolalions, » le nombre de millimétres Tn sur
le ruban de papier enlre deux margues de deux étin-
celles successives, ot p la longneur du ruban de papier
en millimétres.  De plns soient ¢ sccondes de chrono-
graphe égales 2 une ceconde, s le nombre de fils du
cable Introduits en série, R la résistance de la colomme
de mercure en unités de mercure i 07 el 3 (= 0,00000)
de coefficient apparent de tempeératre de cette résistance.

On obtiendra alors

1w de mere. = 1 Ohm. abs.

o) S 10
Pop ) Rt

Je me bhornerai ici & rapporter les ré=ultats de mes
mesures finales qui ont toutes ¢été faites entre le 9 ¢l le
13 juin 1884, ot dont je me suis =ervi exelusivement
pour la détermination la plus probable de la rézistance
en unités de niercure, correspondante a4 FOhu, qui re-
sulte de mes expériences.

Tube we 1. Disque de luiton.  Les valeurs de n,
powr la déterminalion desquelles on a changé sueces-
sivement la direction du courant de 'apparell de rota-
tion et du galvanometre, dtaient:

4910, 5837, SHldw, 5710,
et par répétition des memes mesures
49926, OSls, 4965, 5926,

en moyenne 540,34,
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Aprés avoir changé le sens de la votation, on

trouvé les valeurs analogues

651,01, 6768, 6
663,1, 6817, 64

G
o S
[i3 —
wr ot
o D
IS

en moyenne 640,77.

On déduit de 1 pour la premiere direction de rola-

tion, comme m = 14, p = 9398
1
m -+ — = 14,5751,
Y4

et pour Pautre

9"
nm -+ " — 14,6820.

De plus on a

s =05, ¢ = 101024, ¢t = 17°05, R = 00015415,

C = 39656,1,
d'olr T'on tire

1 u. de mere. = 0,94455 Ol abs.*

Les expériences suivantes ont ¢té exceutées avec o

disque de cuivre et le tube calibvé n° 9, qui a conlenn
les irois colonnes de mercure AB, BC, CD. Lua ris-
stance de chaque colonne en particulier était & peu pres

G fois plus petite que celle du tube n° 1; c¢’est pourquui

on avait réuni les cing fils du cible de
rotation en un; par sanile la résislance

Pappaveil de
du cable [l

divisée 25 fois et lintensité du courant multipliée par 12

Il suit de liv que, bien que la résistance mesurée ful b

fois plus petite que dans la premicre série
la force électromotrice ¢tait double; ce
penser que l'exactitude des expdriences
approximativement double. De meéme la

d’expeérienees,
qui donne A
suivantes ezl

différence des
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résultats obtenus ici par les rotations

aussi, étre diminuée, si le défant d’isolation ne varie pas.

Tube n° 2, AB. Disque de cuivre.

Valeuwrs de »
243,5, 9530, 2341,
250,8, 2585, 2152,

moyenne 246,4.
Par rotation inverse

9716, 2804, 9698, 977.0,
260,0, 269,65, 2700, 2715,
moyenne 258,9.%
De plus on avail
m =12, p = 9395, s =1, o =
t = 17°97, I = 0,0002583,, C — 3
d'on Pon déduit:
1 u. de mere. = 0,94391 Ol abs.

Tube w02, BC. Disque de cuivre.

Valeurs de u
3515, 3952, 3414,

moyenne 333,7.
Par rotation inverse

3498, 3248, 3438,
moyenne 335,0.

12, p o= 940, 5 =1,
t = 18°73, I = 0,00025954,

d’ou l'on déduil:

f w de mere. = 094110 Ohin. abs.
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239,85,

o
[R5

o = 101915,

C = 395710,

# NOTE 15,



Soanponut_ 170

Tube n° 2, CD. Disque de cuivre.
Valeurs de #n:

4328, 4350, 436,1, 4412,
moyenne 436,5.
t = 18°32, ¢ = 1,01935.
Par rotation inverse

37,7, BIS4, 4960, 5182,
4958, 5220, 4842, 51lp,

moyennc 504,24,

ﬁ._
I
—
o)
Q
o
Q

= 1,01945.
m = 12, p = 9415, R — 00020270, C = 39562

d’ott I'on déduit:
1 u. de merc. = 0,94301 Ohm. abs.

De la combinaison de res résultuts des mesures résoi-
tent comme valeurs finales les plus probubles

1 unité de mercure = 0220 Ol abs.,

1 Ol abs. = 1pasa unités de mercure.

Ce résultat concorde presque complétement aver
ceux qu'ont trouvés F. Kohlrausch et Roiti, tandisque le
procédés employés different essenticllement.  Les vésul-
tats qui ont été communiqués & la conférence inter-
nationale font surtout ressortiv — en premier ljicu coniue
Wild est récemment parvenu a un résullat qui, apres
la correction d'une errcur, concorde complelement aver
la moyenne du reste — quaucune des méthodes appli-
(quées n'entraine guére d'erreurs coustantes,

Javais eu des doutes sur la légilimité de Temploi
des courants variables; car il était possible que des
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différences intéricures thermodlectriques dans un condue-
teur eussent la mceme influence e, par exemple, la
polarisation d'un délectrolyte et en particulicr produi-
sissent une résistance plis pelite que ponr des courants
constants.  Je peux & présent abandonner tout o fait
ce doute; car je suis parvenu & la miéme conclusion par
des voies difl¢rentes.

Tant pour mes détermimations des résislances rela-
tives que pour celles des résislances absolues, qui ont
été faites avee des cowranls constants, jai souvenl répété
les mémes mesures avee des courints intermittents; mais
dans ancun cas il ne s'est manifeslé aneune différence
dans les rdsultats, Jajouleral cencore une remarque, ui
nest pas tout a fail déponrvae Cintéret. STl exislait
en réalité une dilférence appréciable de conduaction entre
les courants constanls ¢t les couwranis variables, elle
influerait sur la constante d'induction d'un conducteur.
Par des expdricnces antérieures javais en vérild trouve
un pelit éeart entre les constantes obzerviées et les con-
stantes calculées*; les premicres ¢taient en moyenne de
5 a 6 pour cent plus petites que les dernicres.  Le cal-
cul était fait comme o Pordimaire, ¢est-i-dive sans tenir
assez comple de ce [nit, que la densité du cowranl est,
pour les courantz variables, une fouction de ln distance
a laxe du fil conductewr.  Aprés avoir {enu compte de
cette circonstance, jai reconnu que la constante d'indue-
tion, trouvée par la wdéthode ordinaire, devait ¢lre dimi-
nude de la longnewr du fil. el cette corvection corres-
pond & peu pres i Péeart constald.

* Yoir le mémoire =uivant: Sur la propagation de Peleetvweile.
Overs, 0. d. K. D). Videns=k. Sel=k. Forhandlinger 1879,
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Comme, par suite, les divergences entre les détermi-
nations de POhm faites par différents savants peuvent
¢tre considérées comme aceidentelles, on doit cerlaine-
ment tenir la valeur de I'Ohm adoptée par la confcrence.
savoir

1 Olun = 1w wnités de mercure,
qui se rapproche le plus de la moyenne de toules les
expériences, pour ¢ire la valeur la plus exacte obtein:
jusquici. De plus, on a vraisemblablement obtenu par
cette détermination le degré de précision, qu'on avail
primitivement en vue, savoir la précision dun millicie.
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NOTES.

NOTE 1. Une analyse de se mémoire se trouve

dans les ,Fortselivitte der Physik¢, t. 41, p. 616—061S.

NOTE 2. TPour influencer aiguille du  galvano-
metre.

NOTE 3. Ces expressions ne sont pas exacles cn
toute rigueur, car o n'est pas absolument coustant. Les

erreurs introduites par v ne sont pourtant gucre appre-
ciables.

NOTE 4. On a ¢,--4d,+—...--0, = 0.

NOTE 5. I est la vésislance d'une colonne de mer-
care qui & O° Cooremplilt le tube. 1 gera délerminde
par I'équation

R — ]1)'(1 %[{/f')‘l(l _{, [{ ({!_{U\)) (7-1_%_ ])7(]11_7_ fUD
() .

qui se réduit & Pexpression de Lorenz, si lon néglige
les puissances dordre supcéricur de b, ¢ el 7.

NOTE 6. Les nombres ne concordent pas mutuelle-
ment, car on doit avoir I = L'-- 2 2, = L"-L 3/ 47,
ce qui donne I, = 445,37 ou 445,38,

NOTE 7. 0,00t54172 d'apres mes caleuls
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NOTE 8. 0,00025846 d’aprés mes caleuls.
NOTE 9. Mes calculs donnent 7 43259,

NOTE 10. Voir le mémoire ,La résistance électrique
du mercure en mesures absolues®, pag. 103 et note 3.
p- 109.

NOTE 1. La déduction de la formule

™ =rco

. omat 3. Qm—1 1 m e
— 9 g2m Tt . IR £
@ Z(l k.. 2m 1-2.._(,;1._1._1)((0_",( )

1o

[74
m=10

peut se faive de la manicre suivante.
On a, en vertu de la définition,

I/3 2w

do cosfdA
Qa = i =

Va—1\Va+¢—2¢cost’

[

et, comme ¢« est plus grand que ¢, en développanl

—— ————— en scrie de fonctions sphériques
Va-+¢—2gcosd

o W L¥
§ 2 do cosf
Qa o= q‘7nz+i _— COSf)P;z7n+1( h,->(lb):
am i g—1 Ve
0 1 L4

car les coefficicnts des puisances paires de ¢ s'¢vanouis-
sent, parce que cos# ne figure (ue par ses pulssances
impaires.

Si 'on pose

a 27
Cos A
Qm = '—*-EZ*U:_: COSHsz_}_[(A.,—)(ZH;
a" 1Y a—1 Va
1 o
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on peut trouver une c¢quation diflérentielle linéaire a
laquelle satisfait Q.
On a en cffet

m ] o= C0s A
dQu _ — \c0sOPon (f";’ T
(]a am—Ll l/(/_ V(/-
et en intégrant par parties
l m 1 F
4Qu = —-- S\m HP:;,,,M(LO’_‘? df.
da "’+1Vu(a—l) Ve

On déduit de Ia

27 35
§C030P2,“+1<(';) )(Z{'} e Om*ll/((/"—l)'zoam

oo 73

7 o5 ¢ ——— ()
sin® 4 P, 4 = gty (p—1) 22
Su M< Vo ) Vie—1) do

Si Pon différentic pur rapport & «, on oblient

SCE)S 0P2m+1<(0gﬁ lf — m+'u_ll ——I iQ,,,
: Ve d o

__(Q)}L:{jé)lf”“’f2+*—“)(/ll i J)(/’”*‘+‘ d ()m
Vo—1 (lr/,

et de méme

(X0

o5 t/Po,,,M(“O’”> do

Va

a* ., 5 (o == D) e+ — (L = /)I/'”J_” 75 0,,,

= btV g—1 -2 T N S
ddo’ Va—1 (/o_
[ @m+3) (Qm+4) o~ (2 n+3) (2m+D) - (22 ] unt )
+l + 2m42) @By o> , | 4.
(0——l)l/a~l dao
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27
Puis, des expressions de gsin"’ﬁPé,,,jL, (clo/s 0> dé ol

o (74
cos f
de Scos 0 P2y (—b——> df, on conclut

Va

2 ¢ @ O

g 2:,z+1( 050>d0 — 2kt 1=t

0 \ VC( d(j‘

(2m L2 g+ H— (| D) g +i+E A Q)

Va—1 da '

et, par différentiation de la derniére expression,

gléos BPMH((IO; 6) dd

[\ \ [73

dn‘Q"‘ | o dm - 8)gmt+t— (f[)nf—G) ’"‘”1/ 0,

== 4— Um +4 l/a - 9:
cl a Va—1 Ao
(2m+2) (2m+4) a4 — [ (Dn+2) (2m+5) - (2m+1) (2 +2) Ja )
+ +(2m+1) (2m+3) g2 . o J it .
(r— OVa—1 iy

Mais, comme on sait,
(1= ) P (@) — 2 Phoy () - (2 - 1) 2 - 9) oy () =

et par conséquent

cos'f cos #- 5 COS H co=#
[O ﬁ 1— —— f)m —9 - )_'. m =
i K ) +‘< Va ,) Vo _H( l/u>

(@»H1)<°>vn+°>)12"1“(°;"’>} 16 — 0.

a

Si T'on substitue les valeurs des intégrales (ui cn-
trent dans cette relation, on en déduira I'équation diffe-
rentielle

de) i

@ ')"‘+[°’(m +2)a—(2m +3)] l‘)'” (m+1) (m=2) =77 =

(1) (e-1ay
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En différenliant celle équation » fois, on ohtiendra

a3 O

()"l
(a-—l)a ! L (2a— D+ 20m- —-r))(/——(')ul—~)]

‘dar+2

A (2= 3) = (- 2) (- 1)] dor (‘)1" =0.
En égalant le dernier lerpe de cetle équalion
7éro, on Lrouve
[ —(m-+1)
| — (e --2);

dans le dernier cax Pégqnalion différenticlle se réduira &

o=

o fm=1) (L) 1/:()’“

(a—l)a Ao Ifm‘( ) == ()

—ne

da-

cest-i-dire que Uintégrule de 'équalion
da L 0
(A) (a — 1) o m — ())l = _,) i == 0,

différentice w foig, donne une intégrale de I'équation

o

oo d'e , . e ode
(B) («— l)a»(sz;‘j%—[? (m+2)a— (2 3)] J //_"'"(”[J'—Q) (m;l)d;_ = 0,

Mais on a

'(l__l w1
(T
[24 :

ou ¢ cst une constinle arbilvaive, eb par conséquent ()
admet intégrale parliculiere

(lm ([‘ — 1,)7“%
‘ «

o= - — .
dum

Mais, conune on le reconnail tacilement, toute mte-
grale de I'équation
IL. 12
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() (a—1)a S — n -1 = (),

ol ¢(a) est un polynome entier et arbitraite du degee
m-—1, donnera aussi par ¢ différentiations successives
une intégrale de I'équation (B). L’intégrale géndrale de

(4") est
a___‘l‘ m4 3 am—-é ]
= () 0 S
a (e— 1)+

Si T'on pose ¢(a) = «—1,

(a_1 m-t-ka am—z} Z
U = | —- —
« ) S(a—l)mﬂ

N

sera une intégrale particuliere de (B), et intégrale gene-
rale sera

144
am 6_(_1 o "z
° qm .a_1>m+% IL’”W}
72

v = cl - Jm —}_ C,, ((l . 1)11! %

: da-
d o™ 2 d o™
1)

ol p esl une constante arbifraire.
De l'équation (B) on déduit

(a—i)a;%i L(2(m+ 1) a-—(2m—+3)] ~;~—m(m— Do = C.

et nous avons établi I'équation

—Va—1 i LO:H
'7(‘"1-1—1-}—} 0s” HP"m—Ll( l/a )[ﬁ

o N

20, 1149

= a(e—! do

= a(a—-‘l)d(-lQ;f——["(m-}—l)a—(c’uz+ )](ll(’i"'
—(7”-{*'&')(“—-1) On

= C—m(@m-+1)Qu—(m - 1)(a—1)d Qm
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si Pon fail la supposition que o dans P'équalion préce-
dente soit dgal i @,. Cela fait voir que C est dans ce
cas égal 4 zéro. @, salisluit done o Péyualion

d*v

N2t
(a ])adag'

A+ Da— (2m--#)] :5‘; (-1 = 0,

qui a pour intégraic géudrale

l (0.‘—‘1 m4 % o
( —— -
) . n « ) . (lm u___l )m-}_.} a"'i'}(ll/,
= ¢ - - -, - T
3 d o™ Crda™ “ (a—1)ymri],
et comme Q, doit s'évanouir pour « = 1, il fant que

¢, = 0; car

174
d" fog—1\"+8Y m-id g
P

du™\ «

gui peut éire développé en une =évie de la forme

(O] re(f) e () -
/4

.

o ymd . -
Lo, (47 V.
i (Jm ( u ) /(l/a T Vu l)).

ne s'dvanouira pas pour « = 1. On aura done
(an ) _1 mak
Qm = (.1 T(/.”' _%(/_ ) .
Reste encore o déterminer ¢, Mais on a
dq 1 cos #
- —[J—ﬂ = - - — \(COs i .l)g,,,+ o = (Z ﬁ
[ am-p(l/{l_ﬂl o, l/a
; 1 s om =k
(/m-i—l(l_i B
o
= (' - = .
! o g+t ’
12
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et ¢ sera déterminé en comparant les coefficients

=+ dans les deux derniers membres de cetle équation.
On a

R Wt b

T

P,(z)

el le coefficient de ¢—®+2 dans le premier membre =cra

(1) Zm-=1)2m-2m—=1) ... (m—+2)-(2m+2)! _
1.2 .3 " Q1 (Y- 1)1
( 1)",(27)1;[7 HEm—1)...3-1 _

TR AL

et dans le second membre

(—Dme, (m-= 1)1 =
par couséquent

13 @2m=1) 1

¢ == - o - S
! 2:4 ... 2m 1.2.3 ... (m—-1)

19
1

NOTE 12. La moyenne des nombres  cités esl
29,8874 ; mais on obtiendrait la moyenne indiquée 29,802,
si Pon remplacait le nombre 29,879 par 29,s07.

NOTE 13. Mes caleuls donnent pour le disgue de
laiton ¢ = 39689 el pour le disque de cuivre 39626
et 39588, ce qui ne modifierait pas les deux prenicres
décimales des nombres qui expriment 'onité dé merenre
en unités absolues.

NOTE 14. Les nombres qui expriment Punité de
nmercure cn Ohms absolus ne concordenl pas avee L for-
mule de la page 167, Cette formule donnerait ces nombies

multipliés par 10°.  Si Ton se =zert des mémes nolalions

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



Is]

que dans le ncémoire inlitidé  La rdsislance cleelrigue
du mercure en mesures absoliess, on doil, dans la for-
mule citée, remplacer | Ol abs, par nne unité abs.,
et poser 1 Olniy abs = 109 unités abs. ('mite¢ de lou-
gueur étant 1em),

NOTE 15. 2713-.958,9 est la moyenne de 2713
et 246,4.
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SUR LA PROPAGATION DE L'ELECTRICITE.

VIDENSK. SELSK. OVERSR, 1879, 1. 41-72,
WIED. ANN,, T.VII, D 161—1e, *

I ne peut guere échapper o Patlention de ceux
qui sont au courant des recherches sur la propagalion
de Télectricité, que nous n'avons pomt d'expériences sur
la propagation des cowants pdériodiques dans les fils
conducteurs, qui soient en pleine concordance avee Ia
théorie. M. Feddersen®, aprés avoir par ses belles ox-
périences démontré Uexistenee de décharges oscillatoires,
""" (i peu-
vent se produire dans cerlaines condilions, avail ddéter-
miné le phénomene avee pluis de précision par une
suite de mesures, ct par la fourni de bons matériaux,
auxquels M. Kivchhoff*#* 3 zon lour appliqua bientol apros
la théorie. Ces expdricnces dtaient dans leur ensemble
admirablement propres & cet objel, el en geénéral la
théorie a bien soulenu cette ¢preuve.  Ce nlest quia
propos de la durde des oscillations qu'il s'esl manifeste
une divergence esscutielle entre les caleuls et les obser-
vations, car la durée obzervée dait en géndral presgiwe
double de celle qu'on avait calculée.  Kivchholt fait
bien remarquer, dans introduclion @ ses calenls, que

* Pogg. Ann., t. GXLIL p 637 el t. GXVL po 132
3

** Phil. Mag., t. V. (853, p. 303,
#E Poge. Ann., 1121, poadl,
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la connaissance imparfaite des conditions nécessaires ponr
produire et continuer l'étincelle éleclrique constitue un
obtacle essentiel & l'établissement d'une théorie exacle
du courant de décharge de la bouteille de Leyde; iz
il résulte des expériences elles-mémes, que ni la lon-
gueur de l'étincelle, ni ta grandeur de la charge n'influent
d'une facon appréciable sur la durée de loscillation:
d’'on il me semble ressortir nettement, que nous ne pon-
vons pas chercher dans I'étincelle origine du dézaccord,

Je crois qu’'on peut du moins avec certitude déduire
de la théorie que les conditions particulicres de I'élin-
celle ne peuvent produire aucnone augmentation dans Iy
durée d'une oscillation. Je ferai & cel ¢gard remarquer
que, si I'on considere que Vetincelle, apres s'ctre éteinte,
dans chaque oscillation individuelle, ne peut &tre pro-
duite de nouveau que par une certaine différence .
potentiel a Vendroit de Iinterruption, on trouvera lu
duorée d’une oscillation plws courte au licu de la trouver
plus longue. De plus, si on tient compte des conrants
de digjonction d’Edlund, on introduira une correction
dans le méme sens.

Pas plus que par les expériences précitées sur la
décharge, la théorie n'a élé complétement confirmdée par
les cxpérience faites avec des cibles télégraphiques <ur
la vitesse de propagation de Pélectricité.  Le dézaccord
tient probablement & ce que les ohscrvaleurs n'ont pus
tenu compte, ct en partie nwonl pas pu tenir comple,
de toutes les circonstances dont dépend ici essenticlle-
ment la vitesse de propagalion; mais il en résulle pom-
tant que nous chercherions vainement des démonsiralions
expérimentales de Penticre validité de la théorie dans tous
les cas, ot elle cst appliquée aux mouvements o=
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rapides de Pélectricité, dont il est ici question, tandis
que les écarts constatés enlretiennent comme une sus-
picion permanente & égard de toutes nos recherches
théoriques sur Pdlectricitd.

Ainsi se présente la question primordiale: Quel est
le point & modificr dans Ia théorie admize jusquiici?
La théorie revient, comme on =ait, a admetire que la
densité d'un courant en un point donné est proportionnelle
a la force éleclromotrice en ce point. On suppose de
plus que cette foree provient de deux causes: 4 savoir
de T'action distributive de [U¢lectricité statique environ-
nante et de Paction inductive des courants électriques
et des aimants du voisinage. En ce qui concerne la
premiére, les lois simiples auxquelles elle esl assujeltie
doivent étre considérdes comme établies avee certitude,
surtout depuis qu'on a appris a tenir compte de Pac-
tion distributive différente produile par les dléments
intérieurs conducteurs des corps icolants. LEn ce qui
concerne les lois de linduction. bien ¢quon puissc avoir
des doutes sur I'action particulicre de chaque ¢lément
de courant, on ne considere en fait que Faction des
courants fermés, ct les lois de Tinduction de tels cou-
rants doivent. au moins dans lears traits essentiels, otre
considérées conmne complétement fondées. I est bien
possible, que les lois aienlt hesoin d'étre modifides el
étendues, quand les conranls considérés sont renversés
avec une vitesse comparable & celle des vibralions de la
lamiére, & savoir des trillions de fois par seconde, et jui
moi-méme déji cherché @ introduire une telle modifica-
tion*; mais elle esl, au moins sous la forme. sous Jaguelle

* Overs. ov. Vidensk, Selsk. Forli. 1867, po L Sixieme ménire
du tome premier.
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je lai introduite, sans influence appréciable méme sup
des couranls qui sont renversés quelques millions e
fois par seconde.

Mais si U'on doit considérer la thdéorie des lorees
inductrices, dont Paction est produite par un certain
champ, comme admissible, au moins pour les cas consi-
dérés ici, il ne reste plus que la question de savoir s
le mouvement de Iélectricité ne dépend exclusivenmenl
que des forces agissant & distance, de manitre que les
variations du courant en un point donné ne puisscnl
exercer aucune action ¢lectromotrice s le point hii-
meme. Aussi bien cette question n'a pas ¢té laissée cu
dehors de la science. W. Weber* et Lorberg

onl
étudié en détail les conséquences de la supposition, que
I'électricité soit doude de masse et dlinertie, ce qui
introduit un terme indépendant des forces o distance
dans les équations du mouvement de Péleelricité.  Nous
ne ferons ici qu’admettre la possibilité de Pexistence d'u
tel terme dépendant des varialions du courant au poiul
considéré, sans avoir besoin diexawiner avec plus de
précision les causes physigues auxquelles serait due =on
existence.

En formant les équations du wouvement de ['élee-
tricité dans les fils conductears, nous considérerons e
premier licu le cas, ott I'intensité du courant dépend du
teinps, mais est en chaque instanl la méme dans lons
les ¢léments du couranl.  Ce eas comprend, ‘pmu' il
dire, loutes les expériences de laboraloive, ce qui résulte
tant des expériences de Weber que des calenls de Kiveh-

hoff.  Ces caleuls ont, dans la question présente, mani-

* Abh, der siichs. Ges. d. Wiss, IX. 1864, o, 573,
#* Jownal de Borehaudt, t. 71, p. 53.
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festé une bonne concordance entre les expéricneers ol la
théorie: comme excmple je cilerni ce vésullal, que la
supposition adinise n‘amdénerail, mcéme pour 10000D) oz-
cillations par scconde pour un fil long de 100™ 0 guifune
erreur de . pour cent sur la durde calenlée d'une oscil-
lation.
Dans le ecas considérd, le monvement de I'électricite

sera déterminé par I'équation

. . _

N:]-—C-df-. (N
ot 7 ezl la résistance du it conductenr, @ Pinlensité du
cowrant, I Ia différence de potenticl céleclroslatique entre
les deux bouls du fil et —(':;; la différence correspon-
dante de  polenticl dlectrodynamique  produile par [
rariation du cowrant, Cetle derniere sl la sounmne de
toutes les forces éleclromotrices qui onl pris naissance

dang chague ¢lément du il condneteur dans s divec-

tion, cn tant que ces forees =out produites, paclic par
la variation de cowrant qui a licu dans dlément ni-
méme, parlic par la vaviation qui a leu dans le rese
du crenil, IBn ce qui concerne Teffet de la vaviation
du cowrant dans Udéldment lui-mcme, il ne peul de-
pendre que de la variation de la densité du courant,
et pour celle raizon il sera le méme dans tous les
cléments du il i resle nous suppo=ons, pour sim-
plifier, que la force cleelromolrice produite par la varia-
tion du conran! dans Pélément lni-mcme es=t, comme
le reste des forees dlectromolrices induites. proportion-
nefle &t dévivee premicre de Pinlensité du courant
prise par rapporl an tetips. Lo constante ¢ laocon-

stante Clectrodynamique, sera done une sonune de denx
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termes, dont l'un, que je nommerai la constante d’induc-
ton, et que je désignerai par C, dépend seulement des
forces inductrices ordinaires agissant a distance et peul
étre calculé comme & Pordinaire, tandis (ue Pautre peul
étre exprimé par D%, ot I est la longueur du fil, 5 <
section normale et [ une constante inconnue. On aura
par conséquent

C = O’—{—D%. (2)

Une détermination de la constante électrodynamiue
d'un conductenr peut etre obtenue par la wmesure du
courant extraordinaire produit dans le conducteur cn
fermant et en ouvrant un couwrant électrique. M. Edhind
a le premier cherché @ déterminer quantitativement les
courants extraordinaires.* Plus fard Rijke** el plusicurs
autres physiciens se sont occupés da méme problene.
sans qu'on ait pourtant réussi 4 oblenir par celte voie
une détermination passablement exacte de la constante
électrodynamigue.

Parecillement, des déterminations plus indirectes, par
exemple au wmoyen du développement de chaleur pro-
duit dans la décharge de bouteilles par des conducleurs
rawifiés, n'ont pas donnd e résultats salisfaisants. Ainsi
nous trouvons, dans les longueurs ¢quivalentes de Kno-
chenhauer, qui peuvenl ¢tre considérées conmme une
expression relative de Ia constante clectrodyntmique du

iz

conducteur, ainsi que I'a démontr¢ Feddersen®#, des
écarts de 16 pour cent avee la théorie. = #*

* Poge. Ann., L. LXXVIL D, 161,
** Pogg. Ann., t. CII, p. 481
*E Pogy. Ann., t. CXXX, p. 439,
*EE Pogy. Ann.. L CGXLI, p. B,
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(Pest pourquoi mes premiers efforts ont tendu Q
trouver une mcthade par laquelle on put déterniiner
la constante dlectrodynamique avee exactitude. St l'on
fait des expériences dluprés la méthode de Wheatstone
pour déterminer la résistance relative de deux fils con-
ducteurs, on pourra parfois observer yue le galvano-
metre intercalé dans le pont, et qui nindirue avcune
déviation pour un courant constant, indique des dévia-
tions opposces quand on ferme et ouvre le courant.
Ces actions sur P'aiguille du galvanomctre sont produites
par les courants exiraordinaires qui prennent naissauce
dans les deux branches: clles ont servi o M. Herwig*
pour obhserver les courants extraordinaires dans des bairres
de fer.

Les expdriences peavent étre faites de nnuniere
compenser l'influence des conrants extraordinaires des
deax branches; car on peat introduire dans Ia branche,
pour laquelle le courant extraordinaire ¢tait le plus fort,
une résistance plus grande, jusqua ce gue le galvano-
mélre reste en repos quand on fere et ouvre le cireuit.
Si le rapport des résistances des deux branchies est alors
comme w est & 1, Je mpport des tensités des deux
branches sera commce 1 est &, Des conrants différents
produiront des courants extraordinaives & florees dlectro-
motrices dgales; pour les mcémes inlensités des courants,
le rapport des foreces d¢lectromotrices des courants extra-
ordinaires scera par conségquent conmue woest a1y ce
sera done le rapport des constantes dlectrodynamigues.
I se produira aussi des courants extraordinaires dans

les deux branches du fil & wesure, mais ils se compen-

* Poge. Aun., t. CLILL p. (15,
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seront pareillement, le rapport des constantes électro-
dynamiques de ces deux branches étant égal, tout an
moins avec une grande approximation, aun rapport des
branches, c’est-a-dive a m: 1.

Il v a pourtant un obstacle essenticl a 'exéeution
de mesures passablement exactes par cette méthode:
car il n'est pas possible d'obtenir un galvanomelre asser
sensible pour ce but. Mais si I'on intercale, au licu d'un
galvanometre, un téléphone dans le pont, il sera pos
sible d'observer & laide de ce téléphone les courants
momentands extraordinaires les plus faibles, 7l rogne
un silence partait dans le local d'observation, ct la me-
thode ne laisse rien a désiver comme simplicilé et connue
exactitude.

Pour toutes les mesures suivantes je me suis sclrvi
d'un téléphone a4 un fil court et ¢épais. On a olé I
bobine d'un téléphone ordinaire, et elle a ¢té remplacie
par un fil de cuivre couvert d’une envcloppe, long dv
3 4 4 metres, épais de O™, qui enlowrait Te hout de
I'ahnant.  Les bouls ¢taient en relation avee deux il
de cuivre soudéds au {il & mesure.

Comme source de courant on s'est servi en géndrl
d'un seul élément de Léclanché, parfolzx d'un élénmen
de Daniell; de celle manicre le couranl délait toujonrs
si faible gquon n'avait & redouter aucunc erremr prove-
nant de 'échauflement du fil. Lian des poles de el
ment ful donc relié aux deux fils conducteurs, donl on
voulait comparer les constantes dlectrodynamiques, e
ces deux conducteurs aboulissaient aux deux bouls dn
fil & mesure, un fil dargenton long de Omg, ¢pads e

Omm 5. Dans I'un des deux conducteurs on a encore
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intercalé un {il dargenton, ¢pais de Omm25. qui pouvail
a volonté ¢lre vendu plus long ou plus courl.

Le (éléphone, relid avee le fil & mesure, dlait ap-
proché de Poreille pendant qu'on amenail un fil, que je
nommerai fe fil & souder, relié & aulre pole de Iélé-
ment galvanique, sur e fil & mesare. Parfois on a
aussi, pour micux s'orienter, intercalé dans le pont, un
galvanometre a4 ¢oté du téléphone.

Quand la dilférence des constantes électrodynamigues
des deux conducteurs ¢tait considérable, on entendail un
grand bruit & tout wouvemwent du {il & sonder s le
fil & mesure, et souvent on ne pouvait pas mcme perce-
voir un winimuin & Pendroit ot le galvanometre n'in-
diquait aucune déviation. Quand on cut augmenté la
résistance dans la branche, ol le courant extraovdinaire
était le plus fort, en allongeant ici le fil mince d'argenton
intercalé, un minimum distinet fut hienlot percu, el suc-
cessivement ce mimimuwin de bruit s'est translormdé en
un silence complel par Teffel d'un allongement continu
du fil intercalé.  Ce point morl du fil & mesure, ot un
contact du fil & sonder (surtout par sa pointe) ne pro-
duit aucun bruit dans le téléphone, est Wros caractérislique
et trées distinet.  Ce poinl une fois lrouvd, on obtiendra
le rapport des constantes dlectrodynamiques des deux
conducteurs, ¥ compris le il d'argenton inlercalé, par le
rapport des distances du poinl morl aux points dw fil &
mesure qui sonl reliés au téléphone. Plusicurs expdriences
préliminaires faites o différentes ¢poques avee les mémes
conducteurs ont donné des rézultals qui ne différaient
entre eux que d'une fraction d'un pour cent.

La méme mdéthode peut aussi fourniv la détermination
de la constante d¢lectrodynamigque en mesures absolues,

11, 13
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si 'on suppose que les actions inductrices qu’exercent
deux conducteurs I'un sur l'autre, (ce qui revient d tenir
seulement compte des forees 4 distance), peuvent ctre
calculées par la théorie ordinaire. On peut par exemple
constituer l'un des deux conducteurs avec deux bo-
bines placées tout prés Pune de lautre et faire deux
expériences, de maniére que la direction du courant dans
une des hobhines soit dans la premiére expérience opposce
4 la direction, qu’il a dans l'autre, tout le reste du dis-
positif étant le méme dans les deux expériences. Si l'on
a calculé en mesures absolues la constante électrodynu-
mique correspondante & action mutuelle des deux ho-
bines, les dites expériences donneront les constantes élec-
trodynamiques des deux branches en niesures absolucs.

Dans les expériences avec des fils suspendus, il
importe beaucoup d'éviter autant que possible l'in-
fluence inductrice des corps environnants, parce (u'elle
est difficile & calculer. A ce point de vue, jai pu
disposer d'un local qui était tres propre o installation
des fils.

A coté du cabinet de physique de I'école militaire.
au chiteau de Frederiksberg, est silude la vieille chapelle,
dans laquelle est installée la bibliothéque. Clest 1a que
les fils ont été tendus & une hautewr de 4m8 au-dessus
du sol entre deux tribunes. La distance des {ils au pla-
fond était de 3m3, le local était large de 7m.5.

Les fils étaient suspendus sur des elous isolis par
de tubes de verre vernissé ou par de tubes de caout-
chouc; ils allaient et revenaient de Pappui d’une tribune
4 celui de l'antre (distance 15™334). Le premicr {il élail
de cuivre habillé, épais de 0mm5; il faisait 5 fois le double
parcours entre les deux appuis. Les fils étaient toujours
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paralleles ef Ia distance enlre deux fils successilx éait
d'un déeimétre. Lo premier einguicime de ce fil sera dé-
signé par le ne [, le fil lotal par le ne 2. Le fil suivaut
(n 3) était un fil de cuivre, L double enveloppe, ¢pais de
Imm of faisait une fois le double parcours. Le (il snivant,
non cnveloppé dtail de cuivre, épais de Iy et faisait 4
fois le double parcours. La premier quurt de ce fil sera
désigne par le ned, le fil lotal par le ned. Les lils
suivants ctalent des fils de fer, qui seronl menlionucs
plus tard en détail. Les constantes clectrodynuniques
de ces fils seront dcésigndes par (1), (2). (3), (4), (9).

De plus javais deux bobines de fils enroulés sar des
cylindres de verre. Llune clait composde d'un fil de cuivre,
épais de 1™, long de 24m77, quentourail le cylindre
d'une seule couche de 96 towrs. La hautewr de Ja ho-
hine & partir des exirémilés des tours dtait de 121w
Les houts du fil, longs de Imss5. dlaient ramencs au
milicu du cylindre et de I conduils enscinble plus loi
L'autre bobine détait composée d'un fil de cuivre recou-
vert de caoutchouc, dpais de 1»m3. La longueur dua fil
enroulé était de 20m 562, le nombre de tours 76, Ia hau-
tear 216™™. Les bouts du fil, Tongs de 0w 77 claient
placés comme pour la premicre bobine.  Les constantes
électrodynamicques  des deux bobines seronl désignées
par (4) et (B).

Pour le caleul des constantes dinduction de ces con-
ducteurs, je suis puti de ce que la constanle d'induction
correspondante i laction inductrice mutuelle de  deux
éléments d’un couranl est powr chague élément en parti-

orfa!

culier —-—cosg, ds ol s désignant les longueurs des
>

éléments, » lewr distance et ¢ langle quiils fonl enlre eux.
1n*
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Powr un fil de rayon «. qui va et revient we fois cn
tours paralleles, qui out pour longuewr [ et pour di-
stance o, la constante d’induction calculée de cette ma-
niere sera®

—(Zm-2)log2 L (2m-3)log3— ...
( (

el

' = 4l [m (log d -7
[£3

A LS

2d 1N d =1 m—=2
S L R T ST

d (ni—’_L7;1—.); >7;
-+ 5 { | o T e

Dans cetie dévaluation on a tenu comple mdéne des
petites parties do {il yui alternativement aux deux ex-
trémités réunissent les longs fils pavalleles.

Pour le caleul de la constante d'induction d'une
bobine 2 une scule couche de tours. jai effectudé wne
intégration au lieu d'une sonmuation: je suis ainsgi parvenn
a la formule*

C = }—1‘7?’—! — 1 —(-:j—l - ——]\
20 e
plus facile & employer que la formule de sommalion dv
Kirchhoff. Iei i désigne le rayon des lours, « la distance
de deux tours successifs déduile par division de la liw-
teur totale de la Dbobine comptlée o partiv des extre-
wités par le nombre des tours. De plus on a posé

. &4)¢
T4 e

tandis que A et £ représentent les expressions biv
connues des intégrales elliptiques completes de prewiere
et de scconde espece, i module ¢
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Pareillement j'ai calculé la constante d’induction
correspondante & l'action induectrice mutuelle de deux
hobines pour le cas, ou l'axe de I'une est situé dans le
prolongement de Vaxe de l'autre et ou leurs rayons ne
different ue pen. La formule trouvée est* * NOTE 4.

4

128 7% Vo' [37(r'— ;-)V1_c2+9c2_1F+1_cﬁK]
= Bad (r+7y —2(r"-+r)e ¢ e '
ol »# et /' sont les rayons des tours, ¢ et o' leurs di-
stances, et ot S désigne la somme des quatre valeurs

différentes que prend le terme entre parenthéses, cuand
I'on égale <* successivement &

4,’-’.' 41_1.1
&4+ (ALY (LY
Lyy! Ay

(d+nP—+(0+y" @Y +)

les expressions correspondantes aux deux derniéres valeurs
de ¢’ étant prises avec le signe négatif. De plus /i et 7'
désignent les hauteurs des deux hobines et d leur plus
conrte distance. Si dans l'expression ci-dessus on fait
Y=y, M =N et d = —h, on obtiendra la valeur
doublée de la constante d'induction correspondante a
une seule hobine, qu'on a calculée précédemment.

Dans les expériences, ot P'on a introduit les deux
bobines réunies, la bobine (4) a été placée au-dessus
de la hobine (B), de maniére que les axes des deux ho-
bines étaient situés sur la méme ligne droite, et que leur
distance minimum était de 48™. On avait donc ici en
millimetres

ro= 4los, ¥ = 43,07, L = 121, I} = 216, d = 48,
¢ = 1,260, o« = 2842,
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La constante d'induetion relative de ces deux ho-
bines sera ddsignée par (4, B). Les constantes d'induc-
tion des différents conducteurs calculées numdériqueinend

d'apres les formules indiquées sont: *

(2) = 19990, (3) = 37927,
() = 1271m.,

(A, B) = 1661,

(1) = 4l4ms,
(4) = 3332m¢,

(4) = 3880, (B) = 1666™,

Outre les conducteurs menlionnés, on s'est servi
dans les expériences de pieces de [il plus pelites, donl
les constantes d'induclion provaienl ¢lre indiquées avee
une approximmation sullisante par eslimalion.  Jai uins
évaluc les constantes des fils plus épais o 10 [uis leurs
longueurs, pour le fil mince d'argenton & 15 fois la lon-
gucur, ct pour les deux fils de cuivre situcés Pun pres
de lautre, qui dtaient en relation avec les hobines, i1 3
fois Tn longueur, le toul ¢valud en metres,

Les constanles d'induclion des pelites picces de il
imlercalées sont ci-dessous partoul indiqudes v coldé des
conslantes des conducteurs cux-mémes.

Les premieres expdriences, qui ont cu pour ohjet nne
comparaizon des conslantes ¢leclrodynamicues des (il
snspendus, ont lout de suile mis en ¢vidence une con-

cordance presque complete entre les expdriences el les

caleuls,  Les résultats des expdériences élaienl:
((;J))f{; = T.083 {cale.r 1,076),*
((;2))j:)/ = 0,137 (cale.: 5,187),
(%L_:’) = 022 (cale.: O.205).
E::;Tiﬁ = 108 (ealc.: Tu7).
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Les ¢earls des valewrs observies eof calenlées mon-
tent en moycune i 0,6 pour cent, et sont compris entre
les limites des erreurs dexpérience. Une comparaison

entre les hohines et le {il nw 5 a domé le résullal suivand :

AY-L3Te
T_))y LG = B33 (cader 3,067),

3) - 17,2
() A Lo (caless 1,318).

Ici les deax rapports observés sonl de 2 ¢l 6 pour
cent plus grands que les vapports caleulés: les écarts
excédent done de beaucoup les limiles des erreurs d'ol-
servation.

Enfin on a comparé le fit 1 5 avee les deux bobines
réunies, placdes contme on o indiqud ci-dessus, Tune
au-dessus de Uaulre, le comrant passant dans la pre-
micre expérience dans la méme direclion par les deux
bobines, landis que dans aulre expcérience il a ¢lé
commuté dans lune des hobines.  Ces expériences, qui
ont été excenlées avee grand =oin,
reurs d’observalion av minimum, onlt donné

pour réduire les cr-

() +(D) -Hzl ) 90,4
(9) -6,
(

= 1,776,

(‘1)_1—( Y T
(,)) == O,
Si Pon inlrodnit iei la valewr de (AL 53), soil 166m.4,

on obtiendra
(A)y— () =
(9) == 1162™ (cale.: 1271). %

H2m (ealesr 5H406),

Connne les erreurs des obzervalions parliculicres se

présentent el considérablement auginentées, on doil con-
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sidérer le résultat comme assez satisfaisant en ce qui con-
cerne les bobines, et si 'on introduit dans les résultals
des expériences les valeurs calculées de (.1) et (B). quon
doit & présent considérer comme les valewrs les plux
exactes, les deux expériences donneront (5) = (201
et 12015, dont la moyenne est 1203 (cale.: 1271).  Les
expériences donnent par conséquent aussi dans ce cis
des ¢earts de 5 a 6 pour cent: cesl powmrquoei les con-
stantes caleulées des [ils suspendus doivent ctre diminuces
de 5 & 6 pour cent.

Ces écarts peuvent, en ce qui concernc les fils sus-
pendus, ¢tre expliqués d'une manicre satisfuisante par I
réaction inductrice des corps enviromants qui doil preé-
cisément diminuer les constantes de ces fils. On doil
par conséquent considérer les résultats des expériences
comme d'accord avee la théorie.

II y a pourtant encore une éventualité, dont nons
sommes obligés de tenir compte. Les expériences zond
faites de maniere ue les constantes dlectrodynanigues
des deux conducteurs qui doivent ¢lre compards soient
précisément proporlionnelles i leurs résistances e con-
duction. Si Ton ddésigne les deux constantes par € ol
C,, ct les résistances de conduction par » el »

1 ] CXpre-

rience fait ressortir la valcur du rapport
o= - =
qui peul aussi ¢lre derit =ous la forne

S

A étant un facteur arbitraire.  Par conséquent, =i la

conztante dlectrodynamigie d'un conducteur contient wn
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terme proportionnel & la vésizlauice de conduclion, ce
terme, quelque grand quil soit, ne pent célre décelé par
notre procédé.  La question dénoncée plus hiant (p. 184)
et exprimée avee plus de préeision dans Fégquation (2)
(p- 190) n'est donc pas complélement tranchée par les
expériences faites jusquici: maiz les résultals des ox-
périences font pourtanl reszortir avee une grande vraisein-
blance, que la conslante D de Péquation (2) doit, si
elle differe en géndral de zéro clre propovtionnelle ponr
les différents meélaux (cuivre, argenton) o leur résistance
de conduction spdciliue.

IT était natmrel de rechercher, = Fon obtiendrail les
meémes vésultats cn vemplacant le fil minee Cargenton.
dont on g'élait zervi pomr produive la résislanee néces-
saive. par un rheéostat A lignide,

Jai employé¢ une auvge contenant une =olution con-
cenleée de sulfate de cuivre, dans laquelle on avait mis
comnie C¢lectrodes des plagues de enivie. On 'a pas
tardé & reconnailre que les expériences ne pouvaient
étre exceutées de cette manicre, pavee quion ne pouvait
réduire Paclion snre le [éléphone qu' un cerlain wmini-
mun. I ne se produisail aucun ,point mork, de manicre
gquon ne ponvail pas oblenir une coimeidence complele
des courants extraordinaires dans les deux conduclenrs.
St Pon Lient compte (e poinl minimum observe, le rhéo-
stat avait pour eftel de diminuer la constanle dlectro-
dynamique, ce qui ponvait chre le résullat de la polari-
sation de I'électrode par Finderruplion du couranl: ear
laction de la polarisalion et oppos=ée @ celle da convant
extraordinaire. On obzcrva en mdéme lemps quiun mulli-

plicateur, intercalé a cold du tétéphone, indiguail une
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déviation pour le point minimwun du téléphone, el que
cette déviation était produite par un execes de la brancle
du rhéostat a liquide.

Comme il étajt évident que la polarisation pouvail
troubler gravement les expériences, jai de plus recherchi,
si une parveille perturbation pouvait ¢lre produite pur
un courant thermoélectrique.  On a observé que cola
n'était pas le cas, au moeins pour les couranls [nibles
dont je me suis servi. Jui mdéme pu intercaler tonle
une pile d’éléments thermodlectriques sans produire -
cune pertarbation dans les rdsullats des expériences.

Une autre wdthode powr la délermination de
constante élecirodynamique procede des expériences e
Feddersen, sur les décharges des bouteilles. 1y avail
d'autant plus lieu,de répéler ces expiricnces, que ¢ el
la seule manicre de découvrir les causes des dearts enfre
la théorie ct les résultats trouvés par Feddersen. o
n'ai pourtant pas jugé nécessaive d’assumer la lounde
tiche de repéter toute la suite d'expériences <i adui-
rablement exécutées par Feddersen, car jai pensé qne
quelques mesures exactes et bien [ailes suffiraient ponr
le but en vue.

Au moyen d'un apparveil de rolalion, uactionné par
unc manivelle et qui était placé sur un socle isolé, on
fait tommer trés vite, grice ooun engrenage de roues,
un wiroir plan d’acier dont le dianctre élail de 27m=» A
chaque tour de la wanivelle correspondaient 4683 rola-
tions du wmiroir, el l'on pouvait [acilement obtenir de
100 a 200 rotations du miroir par scconde; les expérienees
onl ¢té faites avee des vilesses comprises cnlre ces
limites. Pour pouvoir délerminer In vitesse de roladion
on avail fix¢ sur faxe de I manivelle un disque de
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humide, c’est pourquoi on a plusieurs fois trempé le
cable dans une solution étendue de gomme-laque. Aprés
une durée d'une semaine, on a trouvé que la plus faible
résistance des couches isolant les six fils les uns des
autres et les isolant du cylindre était 500000 u. de S.,
isolation qui suffil ici. I fallat au contraire rejeter le
septieme fil, et pendant la durée des expériences il fal-
lut encore rejeter un fil, parce que l'isolation diminuait;
de sorte gu'on ne s’est servi. que de cing fils dans les
expériences finales.

Les mesures détaillées de l'appareil de rotation ont
donné les résultats suivants, I'unité étant partout le cen-
timetre.

Rayon des tours de fil

Hauteur de Phélice:
d == 0,211589
distances du milien du disque aux tours extrémes du fil:
a, = 50,99, a, = 49,80.

Les mesures du diameétre 2p du disque de laiton,
faites avant les expériences, ont, pour quatre endroits
différents, donné les résultats:

29,897, 29,909, 29,901, 29,013,
€n moyenne
29,905 .

Aprés Iexécution d’'un grand nombre d’expériences
faites avec l'appareil et immédiatement avant les ex-
Périences finales, on a trouvé
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De la, un conductenr court allait & un déchareenr
fixe, composé de deux petites boules de cuivre ou d'cliin,
recouvertes de gomnie lague, & Uexception de deux pefiles
taches, et placdées a une distance horizontale denviray
Hmm une en face de lautre.

De ce déchargeur 1'dlectricilé repassail enfin par
des fils conducteurs mentionndés ci-dessus o avimalue
extérieure de la batteric.

Dans Pespace intermdédiaire entre le déchargew: fise
et le miroir tournant, on avail placé un appareil de fen-
tilles pholographiques, par lequel les rayons de I'élineclls
ont été recucillies de maniere ¢ue toul le faisceau il
recucilli par le mivoir cf, de li, réficehi sur une plagne
photographique placée un peu au dessus da déchagenr,
sur laquelle se formail une image un peu agrandie -
I'étincelle.  Les plaques employdées délaient a pellicule e
gélatine, seches et tres sensibles.

Les images photographiques oblenues avee les il
conducteurs courls étaient indistinetes: au contraire jui
réussi 4 obteniv, avee les fils conductewrs longs, [roi
images dans lesquelles les raies dauidislantes, correspon-
dantes aux oscillations suceessives el produites par la
décharge oscillatoive, d¢taient asser dislinctes, powr quon
put mesurer leurs distances.  La vitesse de rolation du
miroir fut, apres la décharge, mesurée an moyen de h
ligne sinueusc décrite par la pointe du diapason =ur Il
disque de laiton noirci, car javais placé s le di=que
un secteur concentricuie de papier de 20° d'ouverture
qui avait une fente par laquelle on pouvait voir la nque
de ldtincelle; Javiis aussi wmarqué les poinls diater-
seetion du secteur et de la ligne d'ondulation par deux
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traits au crayon. Puis on a complé le nombre des
vibrations du diapason enlre les deux marques.
Sioroest la dislance du wireir a4 1a plague phologra-
phigue, Timage formée sur la plague se mouvra avec
une vitesse correspondante au chemin 4z pour chaque
rotation du mivoiv. S le airoir fait »# rolations par
seconde, limage aura dang le temps 17 pavcowru le

chemin
b= dzrnd.

Par conséquent, si 7' est la durde dune oscillation
de Uétincelle, 4 sera la dislance des 1aies de limage
photographiyue.

Si de plus w esl le nombre de vibrations completes,
qua déerites le diapuson entre les deux marques de
crayon, comme la distance angulaire de ces deux mar-
ques est 207, el comme le diapazon fail 226 oscillations
completes par scconde, on awa

220

o
0= 4683, .
TS

De ces deux dquations, oi T'on conmait » qui est

égal & 45570 on déduira
T = 002067 10=80,

Ici & doit ¢lre exprimdé en millimdétres.

Dans 'une des expériences on avail intercalé tout lo
conducteur de fil mendionné ci-dessus, & =avoir les con-
ductenrs nres @, 3 et 5 el de plus un il de cuivre en-
towré de caoutchoue, qui allait des conduclewrs longs au
local contigu et sombie. ot les expericncees ont €14 [aites,

En comparant ce fil qui scra désigné par ne 0, avee un
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des fils longs, on a trouvé expérimentalement e o
constante électrodynamique était (0) = 2163,

L’image photographique a fait voir cing raies mie,.
équidistantes. La distance des raies extrémes ¢lail 2Gom ,
d’olt Ton déduit b = 6,55. De plus on a trouvé w40
On conclut de 1a, que la durée d'ane oscillation, expring,.
en secondes, était

T = 816108

pour les conducteurs ne 0, 2, 3, 5.

Les deux auntres expériences onl ¢té exéeutées gvi
les conductewrs n° 2 et ne O pris séparément.  lei oy
pouvait apercevoir respectivenment 4 ct 5 raies minces
dquidistantes.  Les distances des raies dlaient Smu
correspondant 0w == 38,5 el A5 Ao = 36,70 Oy

obtient comme moyenne
T = 6,32-10-% pour les conductenrs n* 0 et 2,

En ce qui concerne la détermination théorigue e
la durée d'une oscillation, je pourrais renvoyer au -
moire de Kirchhoff; mais, connne le calenl est fres simple
dans les cas correspondants aux expéricices, je le repro-
duirai ici en le résumant. Nous introduirons des le com-
mencement la supposition. rendue plansible par le caleu
meme de Kirchhoff, (ue la résistance du conductew
n’influe pas d’une manicre appréciable sur la durée dune
oscillation. L'équation (1) pag. 189, domnc en dgalant
P Z€ro, i

Al
V == C(ﬁ'

Ajoutez 2 cela que la différence de potenticl des

deux extrémités du conducteur, armatures intéricure ol
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extérieure de la batterie, peut étre déterminée par

IQV = a’eQa

o @ est la ,charge disponible* de la pile et @ sa ,ca-
pacité«, ou la charge disponible correspondant a la diffé-
rence potentielle 1, toutes les deux mesurées en mesures
mécaniques. Si nous nous étions servis de ces mesures
dans les calculs, la constante «, qui entre dans Péqua-
tion ci-dessus, serait égale & 1; mais comme nous nous
sommes servis des mesures électromagnétiques, on doit,
comme on sait, considérer cette constante comme une
quantité qui est & peu prés égale a la vitesse de la lu-
miére, soit
¢ == 300.10% metres.

Enfin une perte de charge disponihle —d@ corres-
pondra pendant la durée de la décharge & une augmen-
tation égale de la quantité d’électricité ui se trouve dans
le conducteur sons forme de courant. Par conséquent
on aura

aQ .

Des trois équations que nous venons d’établir on
tirera, par élimination de Q et ¥V, l'équation différen-
tielle
&’

2, Ay —
az—{-ﬂ(,dt2

0,

dont lintégrale a la forme

. t . . ¢
i = Acosa -+ Bsing 4,

’ T )
T —Zygc. ()
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Telle est done la durée calculée d'une oscillidion,
Counne on le voit, cette expression dépend de la con-
stante Clectrodynamique C el en outre de la cupacile
A de la pile. Reste encore & déterminer cette quantite,

Cette détermination a été exécuté, par comparaizon
de la pile avec deux grands condensatewmrs de forines
simples. L'un était composé de deux eylindres hauts (-
Om,997 et formés de lames de zine épaisses de 1™mzs, s
étalent placés verticalement sur des supports de goniue
lague 'un a Uintérieur de Vautre et concentriquement avier
lui. La circonférence du cylindre extéricur mesurée sur fy
surface intérienre était 1m,253, la cireonférence du cylindr:
intérieur mesurée sur la surface extérieure était 1m0

Si Pon caleule la capacité de ce condensatewr, «que
nous désignerons par 8, an moyen de la formule
B — g

! ogu

ls‘

ot ) est la hauteur des cylindres, et o le rapport dv
leurs circonférences, on trouvera
B, = 3m083, *

La formule employée suppose pourtant que I li-
stance des cylindres puisse étre considérée comme infini-
ment petite en comparaison de leur hautewr. En veality
la capacité doit étre considérablement plus grande.

Lautre condensateur était formé par deux plagu-
circulaires d’acier Bessemer, dont le diametre ¢t de
Ima71, et Vépaisseur de Gmm5.  Elles ctaient plucie
horizontalement et linférieure reposait sur un suppott
de hois.

La plaque supérieure reposait sur six cylindres de
verre, hauts de 32mm 5, placés swr la plaque infévicure.
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Si I'on calcule sa capacitd, que nous désignerons par 3,

par la formule

oit B est le ravon des plagues, ¢ leur dislance, on obtiendra
B, = 2msTl.

Ce résultal est aussi beaucoup trop petit. 1l n'existe
pas de solulion complete de ce probléme sur les con-
densateurs; mais Kirchhoft a dans les ,Berichite der Ber-
liner Akademic® pour 1877 déterminé la correction qu'il
faut ajouter & la formule cilée ci-dessus, dans le cas ol
la distance et I'¢paisscur des plagues peuvent étre con-
sidérées comme infininient petites en comparaison de leur
rayon. D'apres celle formule on lrouverait 7, = 2ma2,
valeur de pres de 14 pour cent plus grande. Comne
la correction peut acquérir une si grande valeur, alors
quon supposc dans les caleuls qu'elle est infiniment
petite, on peut douler de =sa légitimilé; el, comme on
n'est pas str que la valeur corrigée soit plus pres de I
réalit¢ que la valeur non corrigée, je préfére me ser-
vir de la dernicre, dont on sait an moins avee certitude
quelle cst lrop petite. =i Pon adopte un ¢eartement
plus petit pour les plaques du condensaleur, ce que jai
du reste essay¢, on inlroduira de nouvelles errears, cn
partie & cause de la difficulté de izolation, en partie
parce que les petites crreurs indvitables failes sur les
distanices aurout alors une trop grande influence.

Pour [aire cu premicr licu la comparaison des 9
houteilles, dont =e corposait wa ballerie, je les ai char-
gées en combinaizon Nune avee Naulre et puis déchargées
chacune sépardiment au moyen d'un galvanomclee & miroir

1. 1t
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a tours nombreux, olt Yon avait de plus intercald un
tube vempli d’ean. Les capacités c¢laient alors propor-
tionelles aux déviations du galvanomctre observies avee
la lunette. Les bouteilles ont él¢ reconnnes presg-
égales & V'exception de deux. dont les capacilés élaicnt
d'environ 20 pour cent plus grandes que celle des autres,
La capacité de la hatferie enticre dlait 937 fois plns
grande que la capacité de la bouteille qne juvais chaisie
pour faire la comparaison avec les conductenrs menlionnds,

Pour faire la comparaison, je me suis scervi dim
¢lectrometre a torsion, dont la barre horizontale et mo-
bile était mise par le fil de suspension en communica-
tion avec la barre fixe. De cette manicre leg deax harres
étaient toujours chargdes au meéme potentiel. Pour le:
mesures on a, au woyen d'un bouton isolé, [ail tourner
le point de suspension du fil tordu de waniere i réduine
la déviation & un angle constant de 207, ¢t puis on a
ln Pangle du torsion sur un cercle divisé placé au des<us,
On a mis 'armature intérieure de la bhouleille de Leyde
en relation avee I'électrometre dont 'armature extéricurr,
comme le cylindre extérienr du condensateur cylindriqun.:
et la plague inférieure du condensateur o plaques, c¢laicil
en communication, tant avec le conduit de gaz quiavee
celui d'eau. ]

Pour les expériences, la boulecille a ¢lé chargie
d’électricité, l'angle de torsion de 'dleciromelre a ¢le
détermind; puis la bouteille a ét¢ partiellement déchargee
au condensateur, et on a de nouveau déterminé Tanele
de torsion. Trois expdriences faites avec le condensa-
teur cylindrique ont donné les rapports suivants des angles
de torsion observés:

g L5, 8 = 147, ?—4

' 20

£ = 1,448, moyenne i
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Le potentiel de Ta bouleille eb de I'électromdétre est
done réduit par la décharge de Vidadss = 1211 & 1 don
résulte que le rapporl de la eapacild de la bonteille (les
capacités de I'dleclrometre obf du il condnctewr délant
tellement petites qu'elles peuvent ctre ndgligées) i celle
du condensaleur ¢lait 1:0.211. Si la eapacité de ln bon-
teille est désigndée par A, on aara par =uite, en ewployant
la valewr de 3, indigude ci-dessns,

N == |Smss,

Pareillement on a fail la comparaizon des capacitds
de la méme bonteille ol du condensalewr o plaques. avee
cette différence pourtant quw'ici Fon a déchargd trois fois
la bouteille an condeuzateur par lrois décharges sneces-
sives. Le potenticl diminua par ce procédé de Lang 1,
ou par chaque décharge de i'/‘lf_,.f,(-‘, = 1,36 & L. En
employant la valeur caleulde de la eapacité du conden-
sateur @ placgues, on Lrouvera

K == [Smon;

mais il faut remarqguer, quon doit admettre que les deux
valeurs trouvies sont considérablement (rop petiles, 2
cause du caleul incomplel des capacités des deux conden-
sateurs, ct que les correclions seraient vraizemblablement
différentes dans les deux cas.

La capacité tolale de la pile =era par conséguent

un peu plus grande que
937 188y — 177™0,
Si 'on infroduit cotte valeur de 7 dans Uéquation (3),

et si de plus, en employant les notations antéricures, on

pose C = (0) -1 (-2 (3)-1-(3), olt (V) = 2i6mx, ot ol
e
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les (rois autres constantes ont les valeurs ealeulées ci-
dessus, en soustrayant pourtant 3,5 pour cent, on obticndia
C = 3653™ et

T = 8,42-10-% (obs.: 8,16.10-9),

Aux deux autres observalions de la duwrée dune
oscillation corvespond € = (U)-+(2) = 2100™, cl, =i Uon
introduit cette valeur dans I'dquation (3), on obtiendra

T = 6,38-10~% (obs. (,32-10-9).

Comme on le voit, il y & une honne concordanre
entre les observations et la théorie; il faut pourlant
remarvyuer, que cette concordance esl un pew plus
petite en réalite qu'en apparence; car la capucité de la
batterie esl assurément plus grande que celle que nous
avons admise. Bn [ail, la durée observiée d'une oscillalion
est un peu plus petite que la durde caleulée, résullal qui
est précisement conlraire & celui qui résulte du cale
des expériences de Feddersen, fait par Kivchhoft, s
on en peut conclure, quil Wy a pas de raison dil-
mettre que I'électiicité ait de Uinerlie, ni d'atlacher de
Uimportance au terme hypothétique de I'équation (2). Cv
que nous avons nommé la constante d'induction devien!
done identigue 2l conslante clectrodynamique, el celle
conslunle ne dépend, conformeément & la hcorie adniz
jusquiict, que des forces @ dislance.

Si nous altachons quelque importance aux Ceuls
constalés, on doit plutot en chercher Uexplication duis
Iétincelle elle-méme qui, comme je ai dit aw connmen-
cement de ce mémoire, produit vraisemblablement une
diminution de la durde d'une oscillalion, & rui=on des
circonstances parliculieres qui accompagnent fa formation
de Uétineelle.
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A présent, on peut sans difficullé reconnailre ori-
gine de lerreur [aite dans le calenl des expériences de
Feddersen. Feddersen n'avail pas caleulé Iui-méme la
capacité de sa batterie, et Kirchholf I'a calenlée en sup-
posant d’apres une indicalion de Siemens que In puis-
sance distributive (la constanle de diclectricit¢) du verre
était égale a4 2. LIn fail ce nombre est trop petit. Une
de mes bouteilles de Leyde s'détant hrisée par aceident,
jal eu Poceasion de faire de nonbreuses mesures sur les
épaisseurs du verre & différents endroils.  Elle dtait en
moyenne de 27 30 pour les parois el de 74 pour le fond.
La hauteur de l'arinature inléricure dtait 252mm el zon
diametre 1077m On en déduit, en désignant par ¢ la
puissance distributive du verre, que la eapacité div fond
était 0m,0967 2 et que la capacilé de la partie eylindrique
était 2756 g1, en loul 2m.853 .

Par les mesures précédenles on a reconnu (ue la
capacité de celte bouteille smrpassail de 3 pour cent
celle de la bouteille dont on s’est servi pour faire les
mesures mentionnées.  On obtiendra ainsi

2,853 1 = 19,46
et
o= s

En réalité, la puissance distribulive est encore un
peu plus grande. Ainsi Uerverr commise dans le calenl
des expériences e Feddersen tient @ ln détermination
de p; si on mulliplic celte constante par 341, la durce
calculée d'une oscillation est multiplice par Vo1 — 1.85
et s'accorde avec Pobservation.

Ajoutons que d'aulres ob=crvaleurs ont trouveé pour

le verre une puissance distributive ros grande.  Ainsi
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Wiillner* indique pour le verre 6,10, Hopkinson** pour
le flint de 6,57 & 10,1, Schiller®* pour le verre demi-
blane 2,96 a 3,66 ct pour le verre & glace hlane de 5.
a 634 Enfin on trouve dans le mémoire meme de
Slemens ®#5% - ol la puissance distributive du verre sl
indiquée comme voisine de 2, une expérience ot Loy
peut déduire un rdsultat toul différent.

Un fil de fer ¢pais de deux lignes anglaises. lone
de 120mgs Stait isolé et suspendn & 8% au-dessus du
=ol.  Ba capacité fut comparée avec celle dune pligne
de verre épaisse de = 4 ammative de 2,25 décimilies
carrés, et on a trouvé le rapport 2138: 2048,

SiTon calenle la puissance distributive du verre par
cette expérience, on obtiendra 5.21.

Outre les délerminations des constantes dleclro-
dynamigues mentionnées ci-dessus, jal encore exdenle
quelgques mesures des constantes declrodynaniiques des
fils de fer. Un fil de fer galvanisé, ¢pais de 2o, clail
stuspendu & ot des fils de cuivre et allait denx fois
d'une tribune & Tautre. 1 fut comparé avee un des il
de enivre, ce qui montra quon ne pouvail pas fuir
coincider les deux courants oxtraovdinaives des  deus
fils: on a powtant observé wun mininnn dislinel; doi
résulterait pour la constante électrodynamigque du {il e
fer une valewr pros de G fois plus grande que celle du
fil de cuivre ne 4 gui dail de la mce longueur el un
peu moins épais. Par comparaizon avee la bobine (4) on
a obtenu une valeur corvespondante, savoir 2080m,  On

) Wiedemann Ann., L1 p 400
) Proe. Roy. Sov. 26, . 295,
%) Pogy. Ann, 1 CLIL p 307

) Pogw. Aun. L CLL p. 66,
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a oblenu o peu pres le meme résultal avee un autre
fit de méme longueur, mais plus wincee (épais de 1mm),
On a opéré avee plus e précision en comparanl les
deux fils de fer entre cux; sans aveir pu pourtant faire
coincider completement Ies deux courantz, on a lrouvé
que la constunte du {il plus mince (et plus wou) délait
1,13 fois plus grande que celle de Paatre fil,

Le fait que les couranls extraordinaives sont coii-
sidérablement angmentés dans les fils de ler est bien
comnu, swrtoul apres les recherches de Villari sur ce
sujet; il esl mentionnd¢ dans ,Die Lelire vom Galvanis-
mus* de Wiedemam (L 1L, p. 53). Herwig® o cludic
avec plus de précision les couranls exbraordinaires dans
les harres de fer & Paide du dispositil’ de Whealstone avec
un galvanomelre dans le pont ol il a dédnit de ses ex-
périences ce résullal, que fes courants extraordinuires dans
des barres d'¢paisseur variable détaient enbre eux comme
les carrés de Jewrs seclions droites. Ce résultatl est en
contradiction avee celui que jai tronvd ci-dessus; mais
lemploi de barves aussi courtes (1™ el Im7) ol dun
appareil insulfisiment sensible comme le galvanometre,
ne peut donner, pour de telles mesures, que des résul-
tats tres incerlains.

Herwig el G, Wiedemanm s’accordent pour expliquer
la grande inlensilé du cowranl extraordinaive par e
magnétisime bapzversal ol annulaire prodoil dans un il
de fer, gquand wn courant ¢leclrigue e parcourt: el on
ne peut gucre douter de celle orvigine. Je chercherai a
déterminer ce magndclisme of =on action indoelrice avee

plus de précision dans leocas Qun fil eylindrique long,

*) Pogg. Ann. L GNLULL po 1150

T
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détermination ¢ui ne présente pas de difficultés, car an
a affaire icl & une espece de magndtisme dont les effels
ne sont pas du tout magnéticques, mais sculement ¢lee-
triques.
La force magnétisante qu'exerce tout le couranl

des points du fil situés sur un cercle & la distance o v
I'axe du fil est dirigde suivant Ia tangente au cercl,
L’élément de courant ¢ni a pour coordonnées scnii-
polaires x, r, #/, et pour intensité », exercera sur un poinl.
dont les coordonndes sont 0, «, O, une influence magndli-
sante, ayant pour direction cette langente et pour grandenr

(a—rc co\H)uh il dH

(@15 —2arcos H)z )

Si l'on intégre cette expression de ¢ = — = &
& = -+, ce qui revient a supposer le il infinimeni
long, de 8 =0, a 8§ =2xctder =00, =al

rayon du fil) on obtiendra
27 u a.

Par conséquent, si on désigne par % la fonction e
magnétisation du fer et par M le moment magnétige
produit dans l'unité de volume du fil & la distance « dv

Faxe, on aura
M = Q7 uak.

Pour un ¢élément de volume de coordonnées v, « ol
# le moment magnétique sera par conséquent M di d.rdi,
Une variation de ce momenl produira sur un point dv
coordonnées 0, », O, une force c¢leclromolrice dont la
composante suivant Paxe du fil est

. (U[ (n—rcostyadadedd

37

At (2 2 cos b):
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d'ott Pon déduit, en inlégrant entre 2=~ — % ol w—-' =,

entre a = Oel 0w =, entre A= 0cl # =22,

. e,
— ,l }T’/IT {/{ (//_——“ A

).

La force dlectromolrice induite est done maxima
sur Paxe el s'¢vanounil & la surface du il Si nous pre-
nons la moyenne de toute la section normale du fil, ot
si nous désignons l'intensilé du courant par / = =o',
cette moyenne deviendra
li

. ¢
— 97k -

dt”

La constante d¢leclrodynamique d'un fil de grande

longueur / peut done ¢tre exprimée par
¢ — /(210g/ 4_2;7.-)
a

Il vésulte de Ia que la fonction de magndtisalion A
entre d'une manicre simple dans Uexpression de la con-
stante électrodynamicue, el que augmentation de cetle
constante produite par le magnétisme est indépendante
de l'épaissenr du fil. Dans les expdriences citées ci-
dessus on avait / = 3™ et € = 2080 pour le il le
plas épaiz. On déduil de v que & est dgad & 10 envivon,
résultat qui concorde assez hien avee ce que nous savons
de la fonetion de magnelisation du fer.

Cette fonction ne peul pourtanl pas, comme on saif,
étre considérée conune une conslanie proprement dite,
et, ce qui importe surtoul ici, la variation du moment
magnétique ne correspond pas i chaque instant & la
raviation simultande des forces. 11 s'ensuil que la durde
du courant extraordinaire d'un {il de fer sera plus grande

que celle d'un f{il de cuivre; c¢'est pourquoi 'on ne doit
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pas s'attendre, (ce qui ressort dailleurs des expéricuces).
& ce que les courants extraordinaires d'un {il de [er o
d'un il de cuivre ou méme de deax fils de fer dill-
rents puissent coincider compléteinent.

L’influence des proprictés magndéliques d'un [il teéle-
graphique en fer ne sonl pas en tout cas nuisibles
Bien qu'une vitesse de propagalion plus pelite correspongd
A une constante dynamique plus grande, en meéme temy-
le coefficient d'absorption ou le déceroissement de Pinlen-
sit¢ des courants périodiques pour les distances pli-
grandes sera plus petit.  Au conlraire lUinfluence de
I'mertie magndtique sera en lout cas nuisible, car ol
effacera les impulsions donndes.  Le magnétisme du il
les rendra un peu plus forles, mais moins dislineles,

I iporte essentiellement, pour le calenl de la vitess:
de Ddlectricité dans les fils télégraphiques en fer. e
tenir compte du magnétisie du fer. On pourrail bicn
aussi se demander pour des fils dun autre wnétal, si Vi
fluence du magnétisine de 'air ambiant ¢t des proprictes
magnétiques ou diamagndétiques du fil lui-meme ne seraicnt
d'aucune conséyuence; mais on reconnaitri bientol que
ces circonstances n'auraient quune influence négligeable.,
Au contraire la réaction des courants induils dan= I
terre elle-méme auront unce influence nnportanle. e
calcul fera ressovtiy ce résultal intéressant, que de nide
quiun corps éleclrise produit dans la terve e dislyribu-
tion électrique qui réagit comme il y avait dans
terre une image du corps dlectrisé cliuwgée dune guanlile
d’électricitc égale el opposce, de méme un civeuil Geve
an-dessus du sol et placé horizontalement produivic dans
la terre des couranls induils qui, & lawr towr, réwyiron

swr e cirewit an dessus du sol de Lo méne mauiére qoe

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



319

sil gy avait au-dessons o sol wne cirewdl Flégraplique de
courant égul et de sens inverse, placé symctriquement puar
rapport @ la sirfuce de wivean de la terre,

On pourrait au premier abord croire que la réaclion
dépendrait tant de la conductibilité de Ta terre que de
la fréquence des changemenls du cowranl; mais une con-
ductibilité plus complete el des changements plus fré-
quents n'auraient lous deux pour effel que de renforeer
les courants & la surface de la terre, el ces couranls
préserveraient pour ainsi dire les couches de dessous, de
sorte (ue les influences inductrices ne s’étendraient qu'a
une plus petite profondeuor.

La démonstralion exacte de cetle proposition peul
flre faile de la manicre suivante.  Soit /7 I'imlensité du
comrant dans un ¢lédment s dun (il Lélégraphique au
dessus du sol & un temips donnd £, el posons E—]; = il
Solent de plus « el o les densilds des cowrauls. paral-
leles a U'élément, mduits dans la lerre aux points corres-
pondants aux coordonndées sphériques », # w, 7, #, o',
tandisque Taxe fixe du systéme de coordonndes est sup-
posé passer par 'dlément s, =ilud @ la distance « de
Porigine, placc au cenlre de la terre.

Comme le rayon de la lerre peul olre =supposé in-
finiment grand e comparaizon de la distance du dreuit
télégraphique o la surface de la terrey les cowranls élee-
iques induits dans Uinlérieur de la ferre ne pourront
pas produire d'électricite Hibre @ la surface de Ia terre:
Cest pourquol nots polrrons  <Upposer que les courantz
i Fintérienr de la terre ne sont produils que par indue-
tion, en parlic pur les comrants induils du volsinage dans

la terre, en partic par le cournnt dans Uélément o~ du
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fil télégraphique. Par suite la densité » du couranl sera
déterminé par la formule

oo ‘
= - I{/: (\(]‘l.’ N —J_ I. —"') . ( “
. ‘fl ‘(1

ou K est la conductibilité spécifique de la terre, o' el 4
les distances du point en question (1, A, @) WL poinl
(", #', ') ct & T'élément ds, et ol 'intégration cst c¢ten-
due aux éléments de volume /¢ de toute la terre cor-
respondants aux coordonndes /', #', «'. De cetle -
tion on peut déduire I'équation aux ddériviées particlli=
bien connue:

d )nc"ru ) ., 1 @ sin(i&“ R G St ()
S i [t — ) e e e, = 2, (0
cr or, sinf o ctl s Cw’

oll nous avous poz¢ pour abréger Iz Kl = ¢
L’intégrale de cette équation peut étre exprimée par
une somme de la forme

w = NC,P,e.(r), ()

ot # prend toutes les valeurs positives et enticres de 0
jusqus w, et o C, est unc constanle; £, est le cocr
ficient de »» dans le développement de

1 I

[ %k

o Vil *— 2w cosf
suivant les puissances croissantes de i, el ¢, () mw

fonction de » seul.
Cette derniére fonction doit salisfaire o la condition

“ ()‘2([95"(';)) = [uu--1)--»*°

dr\" T dr
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équation qui est vérifiée par la série convergente

ou(r) = ”‘( *@fcm)+9.—4(‘9‘ j_ )(%*.)) ) @

Si 'on introduit ces valews de w# et o' dans I'équa-
tion (4), la constante (, aura pour expression
SR ds
Ch = ———>— % 8) * NuTE 11,
n 4:(‘rz+1951“1(]{)1 ( )
ou E est le rayon de la torre.

Les courants déterminés de cette maniere dans l'in-
térieur de la terre produiront & leur touwr par induction
une force électromotrice parallele au courant au point
y 0y @ situé o Textériear de la terre (r>K). Cette
force électromotrice sera exprimée par

. A,
X — —/.\(['r’—,-‘
. 4]
i
intégrale qui ne differe de lintégrale de I'équation (4)
quen ce que le point fixe r, ¢, w est situé & l'extérienr
de la terre. Effectuant lintégration indiguée, on trouve

f 2l
X = —dn2 Ca InTz’""“(j’) ()
(Tn1)(Qn-L3) ¥t

Pour déterminer cette somine avee plus de précision.
on peut remarquer que la fonclion ¢, () peut &tre
exprimée & I'aide de fonclions analogues d’indices moin-
dres, en vertu de I'équalion

Erup(r) = (2w 1) (20 --3)reai (1)—¢. (7]
et quon a

s o L g

#) = g ) =
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Dans le cas qui nous ocenpe on peut de plus con-
sidérer Re commme un nombre tres grand, puisgu’on a
& = 4z K1, ou z dépend de la fréquence des variations
du courant. Si Pon prend la seconde pour unité de
temps, et si I'on suppose que 2 soit un nombre con-
plexe, son module ne sera supdrieur a 'unité que ponr
des variations tres lentes du courant, cas qu'on jpeul
négliger ici. N représente Ia conduclibilité de la lenw
et il faut trancher la question de savoir si /A pend
¢tre considéré comme un nombre lres grand.

Le metre étant pris pour unité de longuenr, on
I® = 4.10® environ, et la conductibilité du mervcure par
exemple est égale & 0,1, de sorte que, meme si la con-
ductibilité de la terre ¢tait plusicurs millions foix pli-
petite que celle du mercure, F°K serait cncore un grand
nombre; il faudrait la terre dut otre considerée comne
un izolateur proprement dit pour que notre supposilion
fiit erronce.

Avec ces hypothéses on reconnait facilement (o

aura
Eenit(B) = (20120 +3)gui(f),

par suite, en mtroduisant dans Péquation (4) la valenr
de C,, exprimée par la formule (8), on obtiendra finale-
nent

Y — 2ids P, R2n+t B Jids n
A== Ads "“1{+F,.n+1 T *7*7'T’2" e '

u,\//)_e+ (7) _2;-(17'(2) Cos

di
['/_/‘.
St lon pose w—B = loy r—B = h, ct Bsing = o )

On pourrait ici de nouveau remplacer 27 par

étant la distance du fil télégraphique & Ia terve, /A I
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distance de la terre au point, ol la force électromolrice
induite par la rdaclion de la lerre est X, el o la distance
des verticales des deux points, on aura, puisqne £ peat
étre considéré comme mfiniment grand en comparaison

de ces deux distances,

Vo i B :;/ij . (1
At V(h-=h )=

La proposition énoncée est done démoutrée.

Par ce résultat la constante dlectrodynamique d'une
unité de longuenr 'nn fil télégraphique an-dessus du =ol
est réduite o

= 200g2 1 any »
o
ou /i est la hautewr du il aun-dessus de Ia terre, o le
rayon du fil et 4 sa fonction de magndéisalion.  Pour
des fils non magndliques ce terme s'évanouira.

Si l'on sc sort de cette expression de la conslante
électrodynamique, par exemple dans le cas des expe-
riences faites par Fizeau et Gounelle® sur la vilesse de
la propagation de [éleetricité dans le {il de fer enbre
Amiens et Paris, on lrouvera dans les conditions donnces
une vitesse de 126000 kilomatres, si la lonction de magneé-
tisation est 10, tandisque Ta vitesse observée dlait de
101710%m,

La différence des vilesses observie et caleulde esl
ici considérablement plus petile que par la méthode de
caleul employée jusquiici, ot Idéearl qui subsiste peut

* Comptes vendus. 30, 1850,
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¢tre attribué principalement au défaut isolation. A raixon
de lintérét théeorique que présentent les expdériences
sur la propagation de électricité par fils placés au dessus
du sol, il faut déterminer tant l'importance du défanl
d'isolation que, par des mesures divectes, la constante
électrodynamique des fils de fer.
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NOTES.

NOTE 1. Une analyse de ce mémoire se trouve
dans les ,Fortschr. d. Physik*, t. 35, p.828—830.

NOTE 2. Si l'on se sert de Uexpression de la con-
stante d’induction C' (le cocfficient de selfinduction d'un
corps) indiquée par Lorenz, on aura, dans le cas on le
conducteur est composé de deux fils linéaires paralleles
ayant la méme longueur, placés a4 une distance ¢ 'une
de Tautre et formant un rectangle, quand leurs bouls

sont en communicalion

ol
dsds

Vis— ) &
vy ey

— 4 [l]og ((L/ 4 l/[(zé;)z—|— 1) — VP P rl] .

St [ est grand en comparaison de «, on peul ap-

proximativement poser

, 9
) ](]og -_1>+,.z ,
d

N\

et si d est petit, Ie dernier terme peul aussi ctre ndgligd,
St 'on des fils est remplacé par une couche cylin-
drique, d'épaisseur infiniment minee dr, dont axe est
a la distance « de Paulve fil el dont le rayon est », »
et d étant petits, on aura approximativement
IL. 15
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2

2T

2]

C’ Bl ai“ r (l"(lﬁ <10g ST s e l \
2ardr ) Vd* 12 —32d.rcost

ot C' désigne le coefficient d’induction mutuelle du fil
et de la couche cylindrique.
Mais si I'on pose

w — \'iag V& —92d-rcostdd,

LX)

on aura
2T
du | U—decost) g,
dr \d*F " —2d-rcost
0 d>>r
= ! 9, selon que
l —)Z ! < r.

On awa par conséquent dans les deux cas

u = fe

| 2z logr +¢,,

ou ¢ et ¢, sont indépendants de r; si I'on fait d = o.

on obtient dans le dernier cas v = 2xlogsr, et par suile
¢, = 0. Comme « est symétrique par rapporlt i ol
7, on obtiendra ¢, = 2= logd, et par conséquent
2!
l &l <log-—(z-_l) d>r
C = 9] . selon que .
Ilyl(log'%—]) s

On reconnait par 1& cue, si d >, la couche cylin-
drique peut étre remplacée par la ligne droite qui coiu-
cide avec son axe. [l s'ensuit (ue le coefficient d'indue-
tion mutuelle des deux couches cylindrigques de rayons
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ret o' (4" plus pelit que ) yni ont les deux lignes

pour axes sera

. 27
¢ — 4-/(1037——1).

Enfin on aura le coefticient €' d'induction mutuelle
de deux couches cylindriques dont Pune, de rayon r,

entoure I'aulre,

, 20
o= M(]og 7_1).

La constante d'induction € d’un cylindre solide de

rayon ¢ sera par conscjuent

La constante d'induction d'un corps composé de
deux fils paralléles et cylindriques de rayon ¢, placés a
la distance ¢ l'un de 'autre sera par suite approxima-
tivement

¢ — 4 (1og-f+ 1)
si lears longuewrs sont / ct si lewrs bouts sont reliés
par un {il. Celte expression concorde avec celle qu'a
obtenue Maxwell (voir ,Eleclricity and magnetism* 3¢ ¢d.,
t1I, p. 318).
Si Pon a deux lils cylindriques ayant tous les deux

la méme longueur « el dont les axes sont situds sur

15*
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P

la méme droite et dont la plus courte distance est pd:
si, de plus, lenr rayon « peut étre considéré comme in-
finiment petit en comparaison de ¢, on aura pour cx-
pression de leur coefficient d’induction mutuelle

o o
o\ \__dxdy
pd-txty

= 2d{(p-+2)log(p+2) — 2(p-+Dlog(p+1) +plogy|

Apres avoir établi ces formules, on peut détermine
la constante d’'induction dun fil de la forme de celni
dont s'est servi Lorenz.

Le fil était composé de 2m segmenls cylindrique
et paralleles de longuenr 7 et de rayon g, dont les honl:
étaient reliés par (2m—1) segments de longuenr o
de rayon «. Tout le fil était situé dans le mcéme plu
et la distance de deux segments voising était J. la
distance des segments extrémes dait done (2w — hd,
I y avait donc 2m—1 couples de cylindres de la lon-
guewr !/ & la distance d l'un de l'autre, 2m—2 2
distance 2d, et ainsi de suite.

De plus il y avait (2m—3) couples de cylindres de
longueur d, placés de telle sorte que 'axe de I'im ¢t
situé sur le prolongement de l'axe de l'autre el don
la plus courte distance était d; il y avait (2m—2
couples dont la plus cowrte distance dtait 2 el aind
de suite.

Si Ion se sert des expressions obtenuecs ci-dessis
la constante d'induction du fil lotal sera par con-
séquent
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C = 41[1;1(10g »f;~7:)~—(§v)1~—l)(log—dv—l>

L 9al (1 2d 3B
- 24 [(_m — )(og-a———_ﬁ)

+ (2 —3)[3log3 — 41log?]
4+ (2ne—5)[5logh —8log 4+ 3logd]
(2 —T)[7Tlog7 — 121log 6 +-ilog 5]
+ 12w — Dlog(2m — 1) — (Fm—4)log (2m — 2)
L (2 —3)log(Zm 3)].

Mais 2m— 1) —(2m —2)+-2@m4-3) ...+ 1 = m.

Par conséquent onr aura

ﬁ
——
Qlw

=
S
=l o
p—

+2d [(2;)}» 1) log

4 (2m—4).-3log3 — (2m—25) - 4log 4
+ (2m—06)5logd ...

On doit powrtant introduire ici une petite correction.
Car la constanle d’induction de deux fils lindaives et
paralléles est

2/
-’la/(logn——l)»)— A,

e qui tait ressortiv que le coefticient d'induction mutuelle
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de deux ecylindres &4 axes parallcles, calculé p. 229 doit
étre augmenté a peu pres de 4d, si d est grand oy
comparaison de a.

Par conséquent lUexpression de €’ trouvée ici dail
étre diminuée de

Ld[(2m—1)=2(2m=2)+3(Zm=3)+ ... + (Zm—1)] = dwd,

Je ne sais pas comment Lorenz a obtenu son ex-
pression, qui ne concorde pas avec l'expression obtenue
iel.  Llexpression de Lorenz est sans doute erronde
Clest pourqoi toutes les constantes d’induction de Lorenz
(D, (@), 3), B, (®) sont trop grandes el doivenl ¢l
diminuées de 2ml == m-30" (cnviron), ce qui est de
plus en parfait accord avec les expériences.

NOTE 8. Le coefficient d'induction de deux cercles
égaux el dont les centres sont aux deux exirémités d'ny
segment de longueur %, perpendiculaire @ leurs deny
plans, est

27T
y cos (/ dd
272,"7' e T T
VIEH 4t sin®l ¢
Yy

Le coefficient d’induction d’un cercle qui forme la
hase d'un eylindre circulaire droil de hauteur A, si chaque
portion annulaire du eylindre, de hautewr 1, esl pr-

. . 1
courue par un courant d’intensil¢ » (u- —_ ,)[)7 osl
YA Mt
27t dh
2 Nceos#dd\
ViE4 4a7sin®l ¢
0 v,
27

Tt I e
= 92 ] -—»—.f—-k\/‘l——»- - costdl.
« Og(@rsn 16" T sine 1 {/) =
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La constante d’induction d'une couche cylindrique

comme celle ui est mentionnée dans le texte sera done

' —
417 ) ; ]1;7 ‘ //' | IS )
(( S(Obﬁ({ﬁ Slo (*;] 1,77 T l/ 1 - {[:)'25'“]1:1: p (l]l

©ew 2T
¥ Xl s"§ Hdi
-—4—727— I/ ‘ —\VIP+40%sin® Lo cozddo—5r
a l//l s L6 - e
. .. R ’Jr'"
Si Pon pose ici # = 7—2¢, el ¢ = g, o8

obtiendra facilementl 'expression du texte.

NOTE 4. Le cocfficient d’induction wmutuelle des

deux bobines sera

(1 C14 ©T
Lagri' cosfdA
(4, By = —"— -\ dx \d2'\-—~
aa 1/(1_7;H (j)ﬁ
. , L%} 0
étant posé
0 = Vi 2 cos .

(4.B)

y
Lari (™
= ~\dxz

aa

bp s (27 | Lo
= i_r;—l [\cos(}dﬁh log <£’iLJl ‘/( —47/’» : ) q—l)

i
Par conséquent on aura

\‘z;\ Ao [log <x A==l - ‘/(i:(:#ﬂ e 1)

’I )

(P e )]

@ o I n
27 (1] {
—\cosfdd s
I/(L—{—(/ L/t) 4~0

\Zcow‘/(lﬂ// ow( i \/( ) 1>

’ r(h
+S oz .[/(L - f/ —‘— 0
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Mais on a

h
gm__&ﬁ — VWL —V@F YL

Vie+-d-+-Ny4-p /_ g
¢ Ning [ I +d /1-_&:1'4-1”‘\
__((l+h)loo( p +‘ (-— , )+1)
+(d+h')]oor( ”lTV(’_'jﬁ) )
et ’
rdx
SV,(H_d)2+ — Vil — VT

(VY
(V)

14

Si lon substitue les valeurs de ces intégrales das
lexpression de (4, B), on obtiendra

dmry! h+l'+d i ey
== S
(4, B) . {Scos 6de [(h+h +d)lo ( V ( )

— V(/l 4 /l - //)'— /f,

Losfldﬁ (R r/)log(h d—g—\/(l n'/) i)
—V(h—+dy —r/;[

Scos[)dﬁ (k' d)log (7’ d (?Lj ")l_, 1)

VAL
+ cosb‘d(i dlofr +\/(‘£)+1)—vw }

Loy

I en résulte que (-, B) est composé de qualre Leres
de la forme
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NCE 4 S -
4;;’1 cos§do [p log (;; N \/(f(’ ) i 1> VY P} .

Une telle cxpression peut otre évaluée
intégrales elliptiques. On a, cn eflet,

au moyen des

27 2T

P cosﬂ]og(g—, V(p) )(l(i P ﬂjlidg

0 ;ﬂel/j):‘:‘-pg

¢

ey
kil
] !
sin*2¢ de
N ﬁ 777777 2¢dy : o
L —rY+dri'cos®e V- (r 4 1) '—4)) >m§p
LX)
ce quon oblient en posant # — 7—2¢. Si I'on pose
de plus
) L
& —

T

cette expression prendra la forme

i

8
dptry sin*2¢ dy

l/p (- ) ( rF—r ) Lrir'cos® 9a)l/J;~é Sint o (f;

Mais
p* —f F = (' —¥
— n*L"':: L= 2 l/}' }" ( - ) J— (, .I‘)_. ,
Vp*(r-=0) ¢ Ve
et
) sin*2ede
(() — )J—’l: reoste) V1—¢ sin® w
- o —
1 " sin® gde (- ) ) sin’ g de
o l/l—(,“sm o o (»(r—-r ¥+ A o <;Jl/1-< sm"w

0

Si Pon suppose que »'—r esl pelit en comparaison

de v, le dernier terme aura une valeur lres petile.
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Il peut étre calculé approximativement de la manicre
suivante.

Sio»'—r est petit, les éldments qui correspondent
aux pelites valeur de ¢ n'auront qu'unc somme ndéuli-
geable en comparaison de ceux qui correspondent aux
valewrs de ¢ voisines de 7. Si on met lintégrale son
la forme

el

cos“‘ydg o B
[(— 7)Y dri sind] l/fl—c LOS‘Q/

on peut donc négliger la parlie de Pintégrale pouwr ln-
quelle ¢ n'est pas petit. Mais, dans ce cas, on poeul
remplacer sing par ¢, cos¢ par 1, et lintégrale pent
sans erreur sensible étre remplacée par

@iy

1 d(,}

|

= — aretg =—— |
A =) V1= ¢ P—12
2V .
et, comme . est trées grand, on peut remplacor
AV 7 7 -
arclg gL g Py En négligeant les termes dans

lesquels +—» figure o une puissance supéricure a l
premiére, on aura alors

1
Y

dp*ry sin*2¢p dg
Vpib (r 0y [(or— Y- 4r' cos’ o] VI — ¢sin®e
oy

1 ¢ Y sin‘p dy (r'—r)

= D1 N\ — —r____ N .

4( ¢ ) 2V Vi—ésinte  V1—¢
L

ey
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Si I'on introduit les mémes nolations dans Ia seconde
intégrale, il viendra

~

27 h
cosOVp +ptdl = 4Vpi+ (1) &'( 0520V 1-'sin*e de
(4 to
S
== ‘VUL gu)s"g V1—csin‘edg.

LA

On aura finalement

47);§ 0(/’; ey v' ]
v cosf/dﬂ[plo p—r—‘/ (;)» —Vp

T W UL SR L PR )

AV e =z é ¢

0A

3

3ad

Cette expression ne concorde pas complétement
avec Pexpression de Lorenz: mais la différence des valeurs
des deux expressions cst tres petite. On a en effet

3= VT ¢ 7 Bal'— VI

Qe 2 20 1)e
L A o [ e 2O X
4 ¢ V} r” (/ 0 ) ’

diflérence qui, dans le vas présent, est insigniliante.

NOTE 5. Les constantes (1). (2). (3), (4), (3) doivent
toutes étre diminudes de w-30m envivon, m désignant le
nombre de tours des fils.

NOTE 6. Vraisemblablement les valeurs 4, 17 cte.:
guon a obtenues par eslimalion doivent ctre diminuées
de quelques unités pour cent aus<i bien que les valeors
(1), (2) ... De cette manicre les valeurs calenldées seront

a peu prés les mames que celles qu'a caleuldes Lorenz.
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NOTE 7. Si Ton tient compte de la correction
indiquée dans la note 5, la valewr de (3) sera o peu
pres 1150m, ce qui concorde presque complélenenl avee
la valeur observée. C'est pourquoi je crois qu’on doit
supposer que les valeurs calculées de A et B doivenl
seules étre diminuées de 5 & 6 pour cent.

NOTE 8. 3,966 d’apres es caleuls.

NOTE 9. Daprées la note 2 celte constante duit

étre
2 3 \
1(210g> —2 +axk).
\ 5, 9

Lorenz fait dans ce qui suit une application de la
formule. Cetle application n'est pas admissible. Car I
forinule n'est valable que dans le eas d'un fil rectlivie,
et dans Tapplication il s'agit d'un fil qui fait un tour.

NOTE 10. P, désigne un polynéme de Legendre
. . . }.]l
d'ordre 1, et par suite il est le coefficient de — duns
. 1 o
le développement de —.
0

i

NOTE 1ll. Comme on le reconnait facilement, on a

() .
" E Cnat

G

et
(Z(w"+l ).n-}—?.)
D = (2 3) eyt
oy ( [ )9"
Si l'on suhstitue la valeur trouviée pour u duns
Péguation (4), on aura
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X
-~

2T TR

o P — —&° 120l ') Bu(cos ) sin' do' d' di
nPnln % - RN 37 eos,
£ Vit ri'cosy
u ] 1] .
L ids )
I~ —_— |
V- 1" —Yru cos
ol cosy = 0S¥ cosA'--sinf sind cosw'.
Mais on a
'.IL
1 n (‘t’v) ey
— , . selon que =,
Vol — 2y cosr o e <
( a))i;l—l-l
et de plus
2 Tre
¥
P, (cosd) P, (cosy)dw' d8' = 9,01 P, (cosd).
e Lo -
Par conséquent on a
7 1:
, e‘_‘ 7 ]V,,_;_f) /
) J— ¥
E(mgpnln =~ C, prEe) el dir' =\ = [5, Ry i
LA 'r
irtds
e ((n—H " .

Fon égale les coefficients de P, dans les deux

membres de cette équalion, on obtiendra

_IV

ris .I;
& Az [\ rn+? ’ Lrtds
C,,sg" = Cn,’)— ' Cu( )(]}"+ / %u( ) i . _L'_
4z CREEER A VERI ye T
1A Jr

Si Pon divise les deux membres de 'éguation par
et si Pon fait ensuile tendre » vers zéro, on obtiendra

I
C — B o en (1) dr! e dds
S FYR e e ]
L
= C,,g,,ﬁ,(.lh)_]h o __773'17((.\' ]
- 1]'11—1 [ !1 7:((1:+l °
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De la méme manicre on obtient Pexpression (4).
Enfin on peut remarquer que l'équation

Ergar = @0+ 1) @03 (rgus—p0)

est une conséquence des deux équations

¢_1l
d ( 7«11) Ez§9"+‘l "0 d (5.0,, )-n—H)

S S AN A S i s A = QA1) oy,
dr @ni-3)m © dr @rt Do
Si, dans ces deux équations, on pose n = — 1 ¢l
n = 0, on obtiendra
d{o_y7) 5 dlg,-r) ]
Tdr TSR dr T

De 1a on déduit

iz =) _ c(egt o),

dr
r(g,etgon) = o,
et si l'on fait » = 0, on reconnait que ¢ = 1.

De la méme maniére on ohtient
o1 —o,e) = e
$GII*‘|
d (7;‘;—1

Fon = @u-p ot

Si 'on se sert de Péqualion

on obtient par induction

. ey n(n4-1) e Eitn—s
ety — 1-3...(9)1—%—1)[ S Ty e
(=D (n-=Dy(n4+92) e Bu, s
T e
P 1y9 .
(=1 1234 (2rn=12n u,
o 9 4 An gyt )’

et (=t
(e

=

ou #, =
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Si Tl)« est une uantité numdériquement petite cf si »
£
n'est pas trop grand, on peut approximulivement poser
"~
¢n = 1:3... (20 LS
Si au contraire » est un normbre trés grand en com-
paraison de £ on a approximativement

pu(r) — .
1 suit de ces remarques quion peut, comme l'a fait
Lorenz dans les équations (8) et (9), égaler e, q(f) Q

(V) n _.l_ 0 " —{— 3) Sflzfl(ll)a

par ot Pon obtienl Péquation (10).

Je ne comprends pas ce que Lorenz dil de la
quantité 1, savoir que A peut ¢tre considéré comme un
nomhre complexe.

Vraisemblablenment il veut dire, que le caraclére
périodique de 4 peut étre indiqué en posant 1 = e+
et si Pon ne considere qu'un petit nombre de vibrations,
at sera tros petit et par conséquent ¢ une quantité qui
ne différera gucre de I'unitdé.

NOTE 12. Daprés la note 2 on aura

} 2h 1
C = Z2log (-l—f}—d—% k.
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SUR
LES CONDUCTIBILITES

ELECTRIQUE ET CALORIFIQUE DES METAUX.
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SUR LES CONDUCTIBILITES ELECTRIQUE
ET CALORIFIQUE DES METAUX.*

VIDENSK. SELSK. SKI. II (6), P. 36—70.

Voici les considérations théoriques sur lesquelles est
fondée la premiere des deux méthodes par lesquelles
jai cherché a determiner la conductibilité des différents
métaux.

Supposons qu’une barre soit chauffée & 'une de ses
extrémités. En un point situé & la distance z d'un point
donné mais arbitraire de la barre, soit u, la tempéra-
ture, Péchelle des températures ayant pour origine la
ternpérature des corps environnants. Considérons une
série de points équidisiants et soient w,, w:, w2, ... 2y,
les températures de ces points, [ étant la distance de
deux points consécutifs. La partie de la barre située
entre les sections droites qui corvespondent & z = 1/
et # = (n—1)! recoit done, dans l'unité de temps,
d'un coté la quantité de chaleur kq -ui-?f‘—’, si k est la
conductibilité calorifique de la bare el ¢ sa section

droite, tandis qu’elle communique a4 I'antre coté la quan-
Yn—tyr — Uns

tité de chaleur kg /

pose

Par conséquent, si 'on

un~7(’[_“(('(7z—l)l_}_ Upr == J7

kqd
%sera la quantité de chaleur recue par unité de

etmps par la partie considérée de la baire, et cette
16*
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quantité de chaleur sert en partie & chauffer la havre vl
en partie est absorbée par le milicu ambiant.

La partie de la barre comprise entre les deux =i
tions a pour longueur (n—1)7 et peut otre divisée o
21— 1 tranches dégales. Pour ¢lever d'nn degré la teny-
rature de chaqune de ces parties, ¢dgl nnilés de chidew
sont absorbées, si ¢ est la chaleur spéeifique du et
¢ son poids spéeifique, et comme Pélévation de lenie-
rature au milieu de chaque iranche par unité de tens
diu;  dusy e, — 1y
e Tdi T de

nécessaire & 'échauffement des (#—1) ranches par il
"

est , la quantité totale de chalo,

. . LG dY
de temps, pourra &tre exprimée payr cmﬂvﬁ.
f{

bl

,'r = 7!,—}—7{-21—{—— cee Uin—1y1.

L’autre quantité de chalear, cclle qui est alizorfi
par le milien ambiant, est une fonction de la temnpin
ture; et si nous supposons que les tempdératures dis
diverses tranches ne different pas beaucoup, cetle quanlil
de chalewr peut approximativement ¢tre  considere
comme une fonction de la température moyenne ¢l pa
suite comme une founetion f de 3.

Nous obtiendrons donce I'équalion

had \ dy g
—"llfz C(IQ[—(ZT—"'f((l). ”l

Par conséquent, si 'on chauffe une extrémiteé de b
barre, et si 'on délermine J el X par des obscrvalin
immédiates (an moyen d’éléments thermodleclriques).
si 'on fait ensuite cesser I'échauflement, ce qui réduin
bientdot 4 4 une nouvelle valewr J’ tres petile, penda

que X parcourt en sens inverse les mémes valewrs e
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térieurement, on obliendra pour la dernicre suite d’ex-
périences I'équalion correspondante o (1)
hgd' LGl .
—— = coql-" =L ().
[ VA PR 7
En retranchant ces deux ¢quations ot 'on suppose
Y = 23 on lrouve

k N QY
%(J—J):CJW(d ¢ »

dt - dt
.4y e (A . .
ou est positif, dr négalil.  On obtiendra de celle

maniere par une seule séric dexpeériences une série de
A
déterminalions du rapport (]9 £,
s
Par une légere modilication cette mdthode peut cn-
core étre renduc un peu plus exacte. Pour le mettre en
gévidence et pour oblenir cn méme temps une évaluation
de la grandeur des crreurs gqu’entrainent les hypotheses
mathématiques qui ne sont adwmissibles quavee une cer-
taine approximation, il faut recourir & I'équalion différen-

tielle du mouvement de 1a chalear dans une barre:

o I \ I
¢ o o
- ]‘lf— == ('/)( o )]11(. P/
m«'wx Top 71 (=)

v

Iet entrent commie coeflicients les quantiiés mention-
nées ci-dessus ¢l en oulre, le périmelre p o de la harre,
et le coelficient / de conduction de la chuleur extévieure.
Tous ces coefficients soni en géncral de fonclions de w;
mais si l'on suppose que w soil pelil el qu'il ne subisse
pas de grandes vaviations, ils peuvenl avee ane approxi-

mation suffisante c¢lre exprimés par
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T = U'o(l _{_au)v ];(j - [}“(l—{—ﬁ“),
kq = kqe™

ou les coefficients nouveaux sont considérés comme cou-
stants.
Par la I'équation différentielle est transformée en

&

&t

, ou . N (e s ,
= (1) 5 + b, (1 Br) u ;(m) ¢
On reconnait facilement qu’on a

(n—1)Lox+l 5%,
gdx \dx = U WUy~ Uy = .
ox

(3] o

De plus on aura, f(z) étant unc fonction arbitvaire

Q"Eié”\'?&f(m) —~ Z(;‘(/ L F@DA . fi—1)])

o

* NOTE 2. + = 1“’ (f(n/ —f—=0—f L)+ ....
expression qui peut étre transformeée en
E(FU) @D A oA F(tn—=2)0) -l — 1)) -
car on a approximalivement

F(e= DD 45 (F oy — fn—1)) = f(fn—311).
F(D— 5 (F D — o) = FL1).

En modifiant légerement le sens du gymbole Y of
posant maintenant

) S — . 1
2 = ui_;l—{—ugl—{— Lt I fu— 1) 25 (It

nous tirerons approximativement dc (3) par I'intégralion
double indiquée:
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(n—1)1

0 i ey -
d = (Lolﬁ—i-_bol - Q(/L '\(11((1014 nf—f—bo, (6xw )

o
La derniere intégrale peut éire considérée comme une
gquantité petite en comparaison des autres termes qui
enfrent dans 'expression. pourvi que les expériences ne
comportent que des dlévations de  lempérature assez
petites. C'est pourquoi nous pouvons caleuler approxima-
tivement cette intégrale en nous servant, en ce qui la
concerne, de Péqualion différentielle plus simple

M = -Ch" + b,

ox® ot
que nous intégrerons en tenant compte des condilions
particuliéres des expériences. On doit done remarquer
que Péchaunffemenl de la barre a ¢été fait de manitre
a maintenir 4 a peu prés constani pendant Ia durée des
mesures.

On satisfait o cette condition par une inlégrale de

la forme
&,

1w = c‘r"m—{— Bc—ﬂ/g{ﬁ Ce @,

et quoiqu'on puisse employer ici des intégrales de formes
différentes, on peud pourtant supposer que Uexpression
choisie convienne pour exprimer Uétat de la température
dans la harre pendant la durde des mesures.

L'une des exlrémités de la batre est de plus & une
distance 1/ du premier point ot la lempdralure est
mesurée. Comme la perte de chaleur est faible au bout

de la baue on peut avee une approximalion suffisante

poser — = 0 powr & = — /.

o
b

On peut par I climiner les constantes A, B, ¢ et
on ohtiendra
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(n—1) a1
* NOTE 8. gdx \dmug = 1—i-ldf
(n—1) 1241 6/“ .
Sodx Sldx, ((?7:) = Ly,

ou f et g désignent des nombres déterminés, dépendauls
de [*b, seul.

En introduisant les valewrs suivantes de ), qui
comprennent les valeurs différentes que cette yuantiité
prend dans mes expériences, savoir:

£h, = 0,01, 00225, 004, 009, 0.6,
j'ai trouvé les valeurs correspondantes de f et ¢

f= 1408, 9,34, 7.6, 485, 3,05,
g = 313, 278, 240, 176, 133,
nombres qui peuvent avec une grande approximalion

étre exprimés par la formule empirique

.68 3
F=s5>Toors, ¢ = 1010080,

Ot

Si Pon pose de plus

fo.lB—ygr = 7, ao<l+7&£fa) - u,

s
L= g\
bo<1_1_n_»jl?) = b,
N . . o
ol @ et ) désignent par conséquent les valeurs de /_

]/

¥
qul correspondent i la température moyenne --- K
H—

lcquatlou () se réduira a

6

d(l—pd) = al— —]—bl Y. (1)
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Comme toules les quantités «ui entrent dans 7 peu-
vent étre déduiles des expdriences elles-mames, jai pu
calculer la correclion indigquée par le terme 7.4 pour
toutes mes expériences; il ressorlit de lu que cette cor-
rection est insignifianle pour lous les métaux a condue-
tihilité considdrable. Pavcillement elle est sans impor-
tance pour largernlon, qui appartienl aux mdétaux plus
mauvais conducteurs, parce (uici y est exceplionnelle-
ment positif.  Au contraive, la colrection monle dans
mes expériences sur Pantimoine @ 5 pour cenl et sur le
bismuth méme a 10 pour cent, fraction dont il faut di-
minuer la valeur trouvée pour «.

Les expériences dtanl exécutées de la manicre in-

diquée ci-dessus, on aura, cn dgalant 5 U zéro,

" W -
ol = é; \T*’(v NE) (/)
&t ot

équation qui détermine .
Il fant encore remarquer que les expériences ne
e

=
donnent pas immédialement les valeurs de T Les ex-
s

périences sont exéculées de manicre & délerminer les
valews du temps ¢, £, 7,, ... qui correspondent aux

valeurs données de N, X, A, Y, ..., les N croissant

o
ou décroissant en plurrlowon Lluthmcllquc Soil f le temps

-— m —1 e m

correspondant & ¥ = o - Onoaura

2‘ .l‘m -lmfl 1 b 2 e i}
E? _ (1 |'— JJ) (l m m—i) e "'>* (‘5)

Z‘m - fm— i

ol le second termne de la séric n'a déji quiune valeur
tres petite dans wes expdriences,  On tiendra pourtanl
toujours compte de ce terme daus les caleuls.
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Les métaux qui ont éié l'objet de mes recherehes
étaient cuivre, magnésium, aluminium, cadmium,. fur
étain, plomb, antimoine et bismuth et des allinges
laiton rouge ct jaune et argenlon. De ces 12 inélanx
jai fait fabriquer des barres cylindriques, longues de
30 et épaisses de 1em5, Les barres furent percies
d’une suite de trous tres fins (0™ de diamélre). L
de ces trous, qui devait principalement servir & la déter-
mination de la résistance électrique, était situé & une
distance de I de I'une des extirémites de la barre. Lan-
dis que la séric de neuf trous pareiis, distanls ' de
Pautre de 2¢m, cormmencail & la méme distance de Fautre
bout. Ces derniers trous seront désignés par 0, 1.2...5,
Ills étaient paralléles et transversaient la barre suivanul un
de ses diameétres. De plus il y avait encore deux frous
situés entre 0 et 1 et entre 7 et 8 & une distance e
tem de 1 et 7. Ces lrous élaient forés perpendiculuive-
ment aux premtiers et un peu excentriques, s =eront
désignés par 1’ et 7.

Dans ces trous étaient placés les éléments thermo-
électriques, en géncral composés dun fil de cuivic
épais de 0™1 et d’un fil d'argenton épais de 0™z, [a
soudure était entourde e soie qu'on avait préalablenienl
déroulée de l'enveloppe du fil de cuivre. On a fai
pénétrer le fil de cuivre par le trou jusqu'a ce que la
soudure fat au milien du trou. L'enveloppe du fil diu-
genton formait bourrelet en dehors du trou. L'¢lémenl
était complétement isolé du trou, ce quon a loujoms
vérifié spécialement.

Pour les deux trous 0 et 1 ef pour
servi d’éléments doubles, car on avait ici soudé 1'un des

—

7 el 8 on sl

bouts de deux fils de cuivre au bout d’un seul fil Jur-
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genton, qui n’était long que de quelques centimotres, Ces
deax éléments doubles n'ont indigqué que la différence
de température des deux trous O el 1 el de 7 b 8. De
plus les deux fils de cuivre qui correspondaient anx
trous 0 et 7 onl été réunis par wue soudure, de maniére
4 faire correspondre la différence thermodlectrique des
fils de cuivre qui partaient de 1 ¢t 8 & la différence de
température désignée ci-dessus par .

De plus 7 élements thermodlectriques furenl placds
7' et combinés en chaine,

0

dans les 7 trous U, 2, 3 ... G,
et toutes les soudures en dehors de la barre furent
placées dans un compartiment particulier, ot elles ont
pris la tempdrature du milien ambiant. La différence
électrique des exlrémitées de ce cirenit correspondait
done a la somme des fempératures désignée ci-dessus
par & (équalion (4)).

Les deux fils de cuivre issus de 8 et 1" dtaient
tous les deux réunis pur une soudure avec un il de
cuivre épais de I™m (G dans la ligure), et deux aulres
fils de cuivre épais de 1™ (D el S) élaienl réunis, le
premier avec le fil de cuivre issu de 1, le¢ second avec
le fil d’argenton issu de¢ 7. Les différences dleclrigues
de G et D et de G et S correspondent done nux deux
températures J el X, qui doivent c¢tre détermindes par
les expériences.

Apres que tout ful ainsi disposé, la barre ful placée,
pour y étre chauflée, dans lappaveil que veprésenle la
figure. Cet apparecil élait compos¢ dun cylindre fermé
(de 47em de longueur ¢l de 1005 de diametre), par leguel
passait un tube B, Jarge de 43 of ouverl.  Le tout
était fait de lailon el avail des parois épaisses.

On a employé cel appareil. =oil en maintenant oen-
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stante la température de lappareil au moyen d'un
courant d’eau qui entrait par le tube «, soil en v
chauffant & 100° grace & un courant de vapewar (ui
entrait par & et sortait par le tube ¢. La barre étail

5 A
==|—| | = /[
e o T O OO W i Igii e ==
151 — T o Epmm— iyt R
1 \rl
L

fixée dans le tube intérieur B au moyen de deux bhou-
chons de liege. Un troisitme bouchon de liege., qui ne
fermait pas complelement 'ouverture, était plaeé & quelque
distance de la surface antérieure ¢ de la barre el ne
servait que connme éeran, de sorte que lair venant dv
la partie la plus chaude de la barre élail forcé de puasser
tout prés des parois du tube. Les éléments lhermo-
électriques étaient amenés par de petils trous pereds
dans le bouchon placé & lautre extrémité de la hare,
de maniére que toutes les. soudures qui devaient avoir
la température de Pappareil & chauffer se lrouvaien
dans le compartiment ¢, oun elles élaient entourées
coton peu serré. Les trois fils de cuivie, D, G ol N
mentionneés ci-dessus, étaient placds dans un bouchon
de liege qui (ermait complélement Pouverture.

Les forces ¢lectromolrices des eléments thermocice-
triques furent mesurées de la manicre suivanle.  On
avait placé un fil de cuivre, long de 5™, dpais de [,
sur une table, de maniére que son premier demi-mcdre
fat étendu sur une échelle divisée en millitnelres, Landis
que le reste du fil était, de demi-meétre en demi-mnclre
a partiv du zéro de échelle, fixé a la table et forwail
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ici un petit arc.  On avait mis en relation avee ce fil
un rhéostat de Siemens, ainsi qu'une boussole de sinus
et un élément de Daniell.

Du bout du il &, qui sortait de I'appareil & chauffer,
un fil conducteur allait & un galvanametre de Wiede-
mann a mireir, dont le miroir ¢tait rendu sensiblement
astatique au moyen d'un fort aimant, ct de I au zéro
da fil & mesure déerit ci-dessus.  Des deux autres fils
D et S deux conducleurs allnient. par Ia table & mesures.
a Pobservateur assis. Si Ton f[ait toucher I'un des deux
fils conducteurs au fil & mesure, le galvanometre sera
traversé tant par le couranl dérivé du fil & mesnre que
par celui qui provient des dlédments thermoélectriques.
Si les deux forces dlectromotrices produites par I dans
le circuit sont égales et opposées, aucune déviation
napparaitra dans le galvanometre.  De cette maniere,
toutes les ohservations soul réduites & des obzervalions
du zéro, et l'on powrra lire sur le fil & mesure les va-
leurs des forces dleclromotrices J el 2 indiquées en
millimetres. Ces forces sont précisément celles dont la
détermination est le but des expériences, J est déterminé
par le conductenr qui sorl de D et est mesuré sur la
partie étendue du fil & mesure, tandis (ue X est déter-
miné par le conducteur qui sort de S et n'est mesaré
que de demi-melre en demi-metre sue le veste du fil a
mesure.,

Tous les lils conducteurs, y compris le fil & mesure
et le fil du galvanomctre. daient faits du méme fil de
cuivre épais de 1™, el parloul ot les bouts de deux fils
étaient réunis par une vis de pression, les fils claient
immédiatement en contacl I'nn avee Tautre. Liun des
bouts du fil, qu’on amenait en un point du fil & mesure,
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n’était pas manié directement par l'observateur, mais
fixé sur une manche de bois. Les mesures furent exc-
cutées a la Jumiére d'une lampe, dont le galvanomdolre
était abrité par un écran. On avait le plus grand soin
d’empécher tout rayon du soleil d’entrer dans le local
des expériences. L’élément de Daniell fut toujours s
en relation avec les conducteurs une heure avanl lv
commencement des mesures, ce qui permettait d’oblenir
un courant constant pendant toute leur durde. Enlin
on a comparé exactement les résistances électriques des
différentes parties du fil & mesure.

Grice aux précautious susdites, on a presque lou-
jours trouvé 4 et 2 égaux i zéro, quand la barre avail
pris la température constante de la colonne d'ean. i
au contraire I'appareil était chauffé par la vapeur d'can,
cela n'avait pas lien, et on devait alors compter 4 el ¥
& partier du point de Péchelle qu’'indiquerent les mesures.
quand la température de la barre avait atteint I'élal
stationnaire. Ces forces électromotrices constantes étaient
en partie produites par les tirois fils de cuivre plus épais
qui allaient & Vappareil a chauffer, parce qu'ils avaicn!
des températures tres différentes & leurs exirémités, enbre
lesquelles existaient des différences thermoélectriques
assez considérables, produites par I'échauffement pria-
lable de I'une d’elles pendant le travail de Ja soudure.

Au commencement d'une cxpérience, le tube doe ap-
pareil a chauffor est fermé en ¢ par un bouchon de
litge et Pon attend le mioment ou la barre, placée dans
Pappareil & chauffer, a pris la température constanle de
celui-ci. Puis le bouchon est oté, et une barre, en génd-
ral la barre de cuivre, qui a déja été chauffée o avance,
est amenée en ¢, pendant qu'on conlinue & chaufler lu
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bare extérieure au moyen d'une lampe lLrés faible.  Ce
chauffage doit étre conduit de maniere o faire croitre
rapidement la différence thermodlectrique de la harre
placée dans l'appareil & chaulfer, et @ la mainlenir en-
snite sensiblement conslante pendant (unelgque  tewps.
Pour pouvoir régler le chauffuge avec sireté, on doit
avoir soin que le contacl des deux bharres soil com-
pletement métallique; aussi la swlace extreme de la
barre extérieurc dtait-clle toujours amalgamce de frais.
Du reste, je ne puis donner aucune régle générale pour
le chauffage; on n'a besoin que de quelque pratique
pour réussir, et jai du rejeter les mélhodes plus ration-
nelles de chauffage.

Aussilot que les mesures indiquent que J sapproche
d'étre constant, on cherchie & déterminer Y en amenant
un instant la poinle du fil qui sort de S en coulact
avec un des petits arcs situcés sur le {il & meswre qui
indiquent 500, 1000 ... jusqua 5000, ¢t Pon obscrve
au moyen d'une pendule le moment ou le conlact ne
produit aucun courant.

Puis 4 est délerminé avec précision, et I'on observe
de nouveau le woment ou X' dépasse la division suivante
de I'échelle (distante de 500m» de la précédente) et ainsi
de suite, jusqu'a ce que J ne soit plus conslanl ou
guon ait atteint le poinl extréme (H000™) du fil a
mesure. Puis le chauffage est inlerrompu.  Liappareil
est de nouveau fermé avec le bouchon de licge: J dé-
croit alors rapidement et s'approche de zéro.  On con-
tinue & observer les X' déeroissantes de la mceme mauitre
gue précédemment, jusqu'a ce guon soil revenu o la
limite de X observée en premier licu. Le caleul dune
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telle suite d’expériences est cxécuté an moyen des équa-
tions (7) et (8).

Pour examiner avec plus de précision les diversis
causes d’erreur que comportent ces expériences el pour
m'assurer complétement de I'acceptabililé des risulluls
obtenus, jai, avant le commencement des mesures
finales, exécuté un grand nombre d’expériences, varides
de diverses maniéres (en tout plus de 100 sérics d'ex-
périences). Ainsi, jai fait des expériences en parlic
avec l'appareil & chauffer déerit ci-dessus et qui a =cvi
a toutes les mesures finales, en partie avec un autre ap-
pareil et finalement aussi dans Pair libre. Dans cur-
taines expériences, la barre était entourée de colon o de
duvet d’édredon. J'ai chauffé & des températuves difli-
rentes, faisant varier la résistance intercalée dans le ci-
cuit du fil & meswe de 300 a 50 unités de Sicmeons
Outre les éléments ordinaives de fils de enivre cl dw-
genton, j'ai essayé encore des élémentls de fils de ler o
de cuivre, Comme la force électromotrice des premiers
éléments croit quand la température s'éleve, tandis que
celle des derniers décroit, de maniére que les indicalions
de la température obtenues par ces éléments s c¢earfiul
en sens inverse de Uéchelle ordinaire de tempéralure.
ces expériences ne sont pas dépourvues dintercl: ¢l
pourcuoi je relaterai plus loin une séric d’expériences
faites avec des fils de cuivre et de fer. Enfin. jai ave
les barres de fer, d’argenton el de bismmth, employe
seulement des fils de cuivre qui ont été placés dans hs
trous en relation avee la barre comme dlémenls therme-
électriques. Je me bornerai ici & remarquer, (uanl i
ces expériences préliminaires, qu'elles n’ont mauilesle
aucun désaccord essentiel des résultats obtenus.
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Une fois terminées ces recherches préliminaives qui
m'avaient pris beaucoup de temps. les mesres finales,
dont je citerai dans ce gui suit les particularités, purent
étre exéculées assez rapidement, parce «u'elles ne pre-
sentent plus, apres quelque exercice acquis, ancune ditfi-
culté particulicre.

La résistance dlectrique de toutes les buarres a ¢te
déterminée immddiatement en mesures ahsolues & 0° ot
100° par la wdéthode dont je e suis servi antérieure-
ment pour la détermination de la résistance électrique du
mercure (voir: Overs. over Vidensk. Selsk. Forh. 1873,
p- 67, p.85 de cette ddition) mdthode par laquelle les
mesures de petites rvésistances peuvent cClre exéeulées
avec facilité et avec exactitude. Pouwr les mesures en
question j'ai remplacé aiguille double astatique par lc
galvanomeétre i miroir qui esl plus sensible; d’autre part
I'aiguille double est moins sensible & Uinfluence du cou-
rant de la grande hobine de Vapparveil & mesurer. Ce-
pendant, comme cetle dernitére peut étre placée 4 une
distannce telle du galvanometre et dans une direclion
telle que linfluence devienne imperceptible, et cowme
on a de plus dang les expdériences elles-mémes le con-
trole nécessaire des erreurs produiles par 14, jai prefére
le galvanomeétre a miroir.

On amenait les harres a la lempdrature 0° en les
entourant de glace, et & I lempcérature 1007 en les pla-
cant dans lean bouillante ou dans Tappareil a chauffer
(nagnésimn el ahmmininm). De plus quekques expériences
ont été faites avee des bares placdes dans Iaiv libre o
la température du local.  Pour une fempérature donnde
les résultats étaient les mémes. que les barrves fuzseul
entourdées d'eau on d'air.

II. g
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Pour ces expériences je me suis servi exclusivenen
de 1a hobine extérieure de mon appareil, au moyen de
laquelle j'ai en méme temps exéeuté quelques expéricnces
sur la conductibilité du mereure. Les résultats étaicnl
identiques & ceux que javais obtenus antérieuremant.
et par lesquels j'ai trouvé un résultat inférieur de denx
pour cent a celui de la commission de la British A=x-
sociation.

Plus tard M. Rowland (Journal de Silliman, 1. NV
(1878), p. 281) est parvenu & un résuliat infermddinire
entre les deux précédents; mais il faut remarquer que
ni M. Rowland, ni aucun auire observateur n'a jus-
quici déterminé la résistance de conduction du mercure
lui-méme en mesure absolue, mais sculement la résistance
d’¢talons de Siemens obtenus par comparaison avee dies
colonnes de mercure assez 1inces.

Dans mon mémoire sur la résislance du mercure
cité ci-dessus, j'ai mentionné (p. 100) qu'en fermant ol
en ouvrant le courant principal pendant les mesures on
influait considérablement sur le galvanometre. J'ai trouve
(ue ce phénomeéne, qui alors m’'était tout & fail inex-
plicable, est produit par l'action inductrice de la hobine
sur le conducteur ¢ui mene au galvanomdotre. Sice con-
ducteur est placé perpendiculairement aux tours de la
bobine, ces phénoménes d'induction disparaissent tout i il

La détermination du poids spéeifique des nicétaux
a été exéeutée a lu température ordinaive; jen ai déduil
les poids spécifiques & 0° et & 100° en me servant des
coefficients connus de dilatation. Les expériences sii-
vantes furent exécutées avec des picces longues de o,
détachées des harres.

Enfin jai encore déterminé la chalewr spicilique a
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irois températures différentes de tous les métanx om-
ployés. Llappareil & chaulfer, mont¢ dans ce hut, ctait
composé d'un cylindre de cuivre (hautenr 1562, diamdétre
apmm qui entourait un tube fixé dans le couvercle (lon-
gueur 1287m, diamétre 27»™) et fermié du bas, Le cylindre
était rempli d’alcool éthylique ou amylique gu’on a con-
tinué a faire bouillir, la vapeur c¢tant condensée dans un
alambic, d'ott elle repassait, & I'état liquide, dans le
cylindre. La petite barre dont on voulait déterminer la
_chaleur spécifique était placée dans le tube et y était
chauffée a Ia température du point d'cbullition des denx
liquides (78° et 131°). Enfin on meitait le méme appa-
reil avec la barre dans un mdélange réfrigérant de glace
et de sel.

Quand la barre avait pris la température coustante
de l'appareil & chauffer, elle était amende au moyen d'une
manivelle prés d'un caloritnetre, ot y était plongde vite-
ment. Du reste, on a excéeuté les mesures comme o lor-
dinaire. Comme la tempdérature de la chambre dtait
pendant la durée des expdiriences voisine de 20°, les
températures 1oyennes correspondantes aux chalewrs
spécifiques trouvées dtaient 4 peu pres 07, 507, 75°,

Pour chaque température on a fait an moing deux
mesures. Les moyennes trouvies seront indiquées dans
ce qui suif.

De ces observations jai déduit les chalenrs spéei-
fiques correspondantes & 0° et 1007 par les formules

¢, ¢e-0,5e—030" )

e = ¢-H020e-1- 1,20 J

pY

I

)

ol ¢, ¢+ et e--&" sonl les valeurs des chalewrs spéci-
fiques & 0°, 90° el 75° trouviées par les observations.

17%
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Ces formules sont calculées par la méthode des moindres
carrés, les poids des valeurs trouvées de ¢, ez ¢t - ¢
étant aprés estimation 1, 2 et 3,4.

Dans les tableaux suivants jai réuni les vésullal:
de toutes les mesures exécutées comme il a d&té dit,
rangés dans l'ordre des expériences sur lu conduction
calorifique. # est la température de Pappareil & chaufier.
les valenrs de J et 2" indiquées dans la premicre ligne
sont les tempdératures constantes au commencemoent des
expériences, mesurées en millimetres sur le fil & mesure,
W™ est la résistance du circunit do fil & mesure.
général la résistance employce a été¢ 102 unités de Simeng,
résistance pour laquelle 19 C. correspond & 48™™ (i il
i mesure L 0° et o H8™m i 100°.  La premitre colome

m == Ay

des tableaux contient les moyennes ="~ 5 ~des deuy

valeurs de X' observées successivement, la zeconde lizue
le nombre de sccondes (¢) ceouldes entre ces deux ol-
servations. Avec ces deux séries de nombres, on a
(troisicme colonne) caleulé ((_} au moyen de I'éguation (3):

. i . L0y 3
on obtient ainsi, sauf une petite correction o =
La quatricme colonne contient les valeurs ohscrvées (o
4. Llcb trois colonnes suivantes indiquent les vilews
correspondantes trouvées dans la période suivante de
refroidissement, pendant laquelle 2 reprend les méiws
valeurs en ordre inverse. LEnfin la huilicme colonne cou-
tient les valeurs de a/* caleculées par I'éguation (7). ol
I = 9, et la derniére contient les valeurs Z—j 105 caleuleée

au moyen de la formule
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oy
b it J
« y AT

Il faut remarquer qu'on doil dang le caleul de fi/ compter
Jet X & partiv des points fixes délermiinds au conmunen-
cement des cxpériences: aun contraire ils sonl sans im-
portance pour le calcul de «.  Comme unités absolues
on s'est servi partoul ici du granune commnie unildé de
masse, du centimetre cornne wnité de longueur ot de fa
seconde comme unité de lemps.

Ltain.
. =06, J=0, X=0, "= 102 w de 5.
‘ e e A

, gy \ S b

N | ot T S s S U VR A Ty
{ ot ‘ ot «

S — e SRR N VT S = ‘}~__i
1250 | 153 | 327 | 45 a1z oo 0 1056 T
1750 | 187 | 2,67 | 4 370 I 1 10.72 N2
250 | 25 | 2,05 | 43 308 104 o100 9%

| i
29 =064, 1—=0, Y—=0, W = 102 u. de 8.
320 | 100 | - s2178 . 282 5 foae do2
370 | L6 | 43 ) 155 a2 RS (N 09
4950 | 114 1 440 1 90 141 | 253 E R TINE 1)

| 1 ! |
304 =82, J=0, Y= —30, TV = 102 u.de S.
250 | s ha0 | T w10 —2 071 76
730 | 105 | 476 | 72 D 203 236 0 —% o5z 76
3230 | 114 ! 439 | 700 N3 274 =3 102t I
3150 | 130 | 3 IS B B Y —% losn o7
50 130 38 | TE 1T 3 TINE) N0
Log = 100°, 4 = 22, ¥ = 700, 11" = 102 u. deS.
250 | 120 | 417 0 S8 om0 15T 92 15t (ol
250 | 185 371 | 90 | 20N TR I RN N 100
370 | 160 [ 303 0 90 206 20E 25 1k (02
3750 | 216 { 2,32 K710 257 30 1LY 1013
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5. 8 — 100°, 4 —

=927, X = 1500, TV = 102 u. dex

I | } [ i

. | oy L ey K
2 t - ‘ 4 vt | —-2 0 d ] e =

' ot ‘ ot 1%

| | "
3750 | 61 [ 820 | 93 | ws | oa21 | —e7 1142w
150 | 68 | 785 | 97 | 170 | 205 ¢+ —97 120k 1
4150 | 70| TLE |96 | 110 ‘ 9415 l —22 1170 1o

Les trois séries d’expériences 1, 2 et 4 sont exceuldes

avec des ¢léments thermodlectriques de fils de cuivre o

de fer; les autres el toutes les expériences suivinibe:

avec ‘des éléments de fils de cuivre et d’argenton.

Les séries 1, 2 ¢t 3 donnent comme moyenne
16° C.*,

T
les séries 4 et 5

10,44 &

a = 1154 a 1067 C.

i

Si T'on en deéduit

et 100°, on obtiendra
da, = 1021, 4a, = 1lut.

Les chaleurs spécifiques observies sont

aor i 50° a7o
0,05368 0,055:34 0.05643,

d'ott T'on peut calculer au moyen de la formule ()

¢, = 005300, ¢, = L05731.

100

Les poids spéeifiques correspondants & 0 ol
¢taient
0, = 1,275, 0, = 7.220,
d'out
e, 0, = Oguou, e 0, = 001,
Les conductibilités calorifiques & 0 et 100 . 4

k., sont donc

1y
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A Y N
¢, 0, ¢, 0 I
ko= 2= 00528, ko= 0w oee (23, 0 = L7,
¢ (lj ‘ Hluu /‘.Lm

Les conductibililés éleclriques oo ¢ el 1000 =ont

. 5 P4
2, = U6 1078, 5 = Gzg s 1090 T = s,
T 1ot
d'olt
k IO & - koh
o 1633, T e 9081, T — [anl
ZO le?‘ll Xllm zlr

Fer.
I 4 =98, J=0, Y=0, N = 114 u de S

- | I ! ! (‘
) ! X b
e A I R VI L]
ato 1 ] ot ‘ | c
o i o |
i ! :
2250 | 86 | DS ‘ 141 - 553 1 o 2 Y062 40
9750 | 84 5495 1 Lk 440 114 22003 4l
3250 | Yo | L4 8661 1,37 2 2050 42
3750 | 90 Pl 2o 1w 22000 13
4950 | 94 CIE 268 1T 40T
4750 | 04 1512400 208 820060 B0
2 0 = 100°, 4 = —13, Y = 300, 0" = 62 u.dex.
2750 | 180 | 978 77 | plo ] nos =N ~>>|,n A
3230 | 202 194 7O B03 0 197 —G 4
30 | 9/S 20 79 T | LA 2 G
4950 900 | 172 0 bsos e+ o

.
La série 1 donne comme moyene:
Lo = 2021 0 197 C,
La série 2 donue comme movenne
Ao = 92273 4 1147 G

on en déduit

Aa = 19751, Aa, = 22314,
il v 1t

Les chaleurs specitiques sont
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a 0° & a0° O 75°
0,1050, 0,1107, 0,1136,
d’ou
¢, = 0,1050, ¢, = Qil65.

De plus ou a

o, = 1,828, 0, = 7,799,
¢,0, = 0,821y, ¢ 0, = 0,008,
Par conséquent
/‘.
ko= O665, Lk, = 01627, ]‘.“ = Lo,
ton

Les conductibilités dlectriques sont

z, = 103741078, » = Gu2s. 103, L = L,
1uy
ct par conséquent
& .k - kK
t = 1605, M= 2455, - Y= 1530,
ZU z]nu zmu zo
Argenton.
1. § =90, Jd=0, Y= 240, T = 102 u.de s

—
0N | 2 b

¢ ,‘ ¥ tod t \ r—f’ A Y I (05
| L 1 “

194 | 425

157 | 3,18 | OIS |4 o8| ol
167 § 299 | 193 | 376 | 133 1 6 144200 4
176 '0%' 192 | 310 14T N a2 i
D202 248 0 191 | 320 106 200 14238300

10°3 Jd =25, Y= 100, T = [02u de s

S0 146§ 342 0 907 0 449 L1313 10
D | 140 ’ 3,57 ' 222 | 396 126 | I8 R
159 13,14 | 220 | 380 | 1,32 | 50 30
100°, J = —929, X = 350, T = 102 w.dex
3750 1 T3 | 685 | 260 | 342 198 | 9
4250 | 73 6.8 ‘ 81 34D 1,45 i)
A0 T4 6,76 | U988 | 975 ; 1,82 ’ Y
i, 4 = 100°, Jd = —21, Y= 1100, W = '1()2 e S
350 1276 L LSL [ 0% | 432 10 LIG | —13 3603 1 52
250 1 298 EGS | UG 400 0 13 | — 7 iEhan 0 a2
3700 1 362 1,8 ‘ 100 | 386 130 | 4 3 3s6a0
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Moyenne des séries 1 et 2
Lo = 4280 & 19° C.
Moyenne des scéries 3 ot 4
Ao = 3543 & 108° C.
On en déduit
ho, = 4437, Lo, = 3600

Les chaleurs spdeifiques sont

a 0 a4 507 a7y
0,00153, 0,00292, 0,09407,
d'ott
e, = 000141, ¢ = 0,00467.
On a de plus
0, = Sy, o, = 8,457

1
0, = 0,8006;

o
o0 7100

¢,0, = U,7760,
par consequent on a

. I3
k, = 007004, k= 008874, " = 00,7893,

10
Vion

Les conductibilités clectriques sont

2, = 3766+ 1075,y = 332 (073, Q = 1,037,
A /. / / lllm
5 - 1 . : ) | -
-2 — 858, ~%" = 2443, _'ﬂ’::"—’ = 1,314,
Zu /'1=.n Tl "0

Cuicre.
Lo# = 11°2, J =0, XY=250, II" = 102 u.de S.

| |

oy e |
B R G R T R I R TR W LT

ot ‘ (it i (t
—d I ! ' - [ I
1250‘ 186 | 260 15 J 8y 002 ’ 1 1,36 64
1730 ' 162 I8 1 6so 0,74 2 £ R 72
W50 156 | 32 21 51 0OS | ADE k)
2750 | 154 } |o2h ' 10065 124 0 & a7
3230 | 150 -1 S T P by £.50 Nl
350 | 156 1320 29 Toask D 176 L 65 45D S
4250 ; 153 327 32 246 204 8D A 44
4750 ) 150 [ s D oewd o 22 oo | & O
208 =100, 4 =3, ¥ = 150, W = 52 a deS.
3230 | 94 | Han o0 98T LTS 075 k6l SS
330 | 101 [ 495 0 40 2n0 2,01 N 103t S
230 1 107 4068 ) 220 0 2O Y 160 ST
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Moycenne de la série 1:
Loa = 4,43 2 19° C.
Moyenne de la série 2:
hoa = 4 o 1177 CL
On en déduit
hu, = 440, bda, = 455

Les chaleurs spécifiques sonl

a0 a alr RISy
0,0808s, 0.00164, 0,031,
d’ou
e, = 008070, ¢ = 0.00421.

De plus on a

g, = 8,827, 04, == 3,783,
¢,0, = 05018, ¢,,0,, = 08274
.
k, = 0,108, k,, = 07226, = = 0,006,
llur.
e —_ 2o —3 ) _ -
K, == 4»),A~l 10-° X vi»),S_" 103, v = 135z
s U
k - k -k, K
Do — 1574, 2 = 9137, ¢ = 158,
Zo /‘lon .‘l(m zo
Plomb.

1. &4 = 11°0, d = 0, XY = —50, " = 102 n.de =

| 'f |
1AW i ¢ o\t
| [ ' ! b .
\‘ P~ Ead r 1 0
P Y I ol I L Y7 R (L
’ ’ Gt i i ot 1"
B o l \ |
T [ i i | i
1750 1 8% | 5,9 | 136 1 9273 ‘ 188 0 4 1G.9% [
2950 | K6 H81 140 211 258 st 16,48 11
Q70 | 4o 1 3,05

145 - 17D 2 86 N 17.30 1
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AN (::

B e R
‘ ot ‘ | | ot

I AR U E D

9250 | 142 353 105 L2t 2
Cars0 | 149 | 336 [ 114 1 1TE 288
e R
970 | 183 | 274 | 120 126 397

3_ $ = 100C, J = 3’3- -\-‘ = ;00'

1750 | 111 | 451 8| N0 1,33
9950 | 132 | 3,79 79 a6k 1,01

4, § = 1007, J = —35, X = 630,

3250 | 233 | 206 0 76 ) 121 447

102 u. dc S.

“t ~1 !

‘ 16,99 12
16,71 120
(1668 1

= 102 u.de S.

=30 1184 129
—2% IS0 145

I = 102 u.de S,
A9 T1TN0 106

2750 | 273 | 184 0 8% 0 94 | D2 —&4 17NN 19D
Moyenne des séries 1 el 2
Aa = 16,84 0 197 C.
Moyenne des séries 3 el 4
Lo = 18,05 & 105 C.
On en déduit
da, = 1657, da,, == 17,8.
Les chaleurs spécifiques sonl
a0° dLH0° 75
0,03067 . 0.03092, 003071
d'ott
¢, == ¢, = 003077

De plus on a

o, = llpst. 3, =

[}
~

co = 03164, ¢ 0

ne JUL RS (NG

b, = 008362, kb = 007642,

1o

11,163

-

/‘.

Jinr

%, == 5,41 - 100y =a Doz e 105
Mo qger, Bw g, B b
Z” zlnn /lu«) Z,

== (13435,

= 1,004

Z

R T
Zlm
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| 4,55

[ 450
: ! 4,63
3750 | 114 1 439
9, § — 100, 4 —
1750 1 90 | 5,06
2950 | 86 | 381
2730 | 83 1o
3950 | 80 | 6,25

par un contact de peu de durée avec une

d’ou
* NOTE o,

268

Laiton (rouge).

—42, W = 102 u.de S
0" b .

to — d | e |- s

ot «

70 98 ! 0,90 ’ 3 ! 19,99 ‘ i)
73 1406 i 124 ‘ & 12021 o6
77 348 1,44 D 11, L6 | a6
SO | 98E | 176 | 6 1203 M

— 145, Y= —273, W =102 u.dex
[§5 050 } 1,10 —12 11156 i [
G& 318 1.08 — 14 11,10 (1
72 1% t 908 | =21 1081 Ty
7701310 382 | —30 1063 67

On a dans cette expdérience accéléré le vefroidissement

Moyenne de la série 1:
Lo = 12,05 4 21° C.

Moyenne de la sérvie

Q.

<.

barre froide.

Lo = 1102 & 107° C.
On en déduit
da, = 12,29, L« = 11,10,
Les chaleurs spécificques sont
a 0° & 507 a7
0,08901, 0,09224, 0,09396,
¢, = 0,00005, ¢ = 0,00306.%
De plus on a
0, = 8395, 0, == S38,
0, = 0,750, ¢+ d, = 0,784,
]l.
k= 0210, k= 0287, F“ = 0,8701,
100
- . - V4
= 15,15 1073, 13,81+ 10-5, 2% = ],183,
Zl'ln
o __ 15()_, ]hllm 212,}.’ {':ggu 7:0 — 1,3['1().
z(’ Zlﬂﬂ ZIU‘) ZYI
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204

Luaitoi (Juune).

1, & =129, 4 =0, 2= 173, " = 102 u. de¢ S.
e s T T R e e
2 t e 4 Pl -0 d | Aa 2, 109
| ot \ ' o/ J 'u
= ————re— == - S - Z=mm— o o o e — -
3920 | 6> | T | 143 | w2 bo1a6 |0 bwewr | 7
3750 | GG | a8 | 147 | 2id LU0 | 16 13,82 S
4950 | 67 | 746 | 150 | 204 ‘ 244 { 13310 ] 3
2. 8 = 10°3, d =0, Y = 120, W’ 102 u. de S.
2950 | 304 | 1,66 | 44 | D05 | 100 | S 11353 7
3. # = 100°, 4 = —0, ¥ = 550, 102 u. de S.
2750 | 170 | 294 y 47 0367 137 7 —=b 1120 66
3250 | 192 | 261 | 48 ‘ 20T L6 | =3 1208 6y
3750 | 226 | 222 ¢+ 4S8 1 266 L 18N O 1L7L 74
4250 | 275 | 182 | 48 | 2% | 15 | 4 | 1led 76
Movemne des séries 1 el 2
Lo = 13,73 0 207 C.
Moyenme de la séric 3
4o = 1lse o 107° C.
On en déduit
oy, = 14,16, b, = 12,01
Les chaleurs spécifiques ¢laient
a o a ot a 757
0,08833, 009218, 000265,
d’ou .
= U,08876, ¢, = (.04
De plus on a :
0, = 3,040, g, = S,000,
co U\o == 0’72'2—)‘ (‘mu omo = 077627’
, k,
b, = 032041, kb, = 0250, = 0.,8035,
/]100
- - X
%, = 12,625 . 1073, », = 1101075 =2 = 1138
100
k g o K
2 — 1617, Fay 2300, —“1”:/Lu = 1,125,
% ™ L %y
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Magnésium.
d =0, Y =210, W = 102 u. de =.

. 1 — :
6y ; 63" 1b
Y t 4 0t — =t fa 12 1P
‘ ot | l t‘ .(L

3730 | 63 | 794 | 56 | 153 | 3,27 P 2 )/L,s» } %
250 1 66 | 7H8 | 59 32 | 379 3493 1
150 | 63 1794 | 61 15 | 4% | & | &GE | 115
9. # = 10°8, 4 =0, ¥ =250, W = 102 u. de &
1250 ' 121 " 413 | 235 | 514, 09y 0o ADY 2
1750 © 118 | 4,94 | 245 | 368 1.37 0 4,37 | S
2950 0 124 | 403 | 265 | 268 18 . 05 j 4,40 40
o750 | 132 (379 | 8" [ 226 | 222 | 1 l4h1 | w
3250 137 1365 | 30 | 190 | 264 1 2 44D | 47
3750 ¢ 150 | 338 [ 32 | 152 | 330 0 2 4% 0l
3. 08 = 100° 4 =0, ¥ = —20, W = 102 u. dv 8,
2750 | IS% [ 272 1 985 | 173 | 280 1D &SL | 1t
3250 20& | 245 | 30 15 | 345 1250 466 12
3750 0 235 | 2,13 ' 315 | 124 J 4,03 346 |12
4230 273 | 183, 305 | 122 1 410 f 5 A3S 1LY
o9 =100°, 4 — —2, ¥ =0, W =32 u. de »
3250 | SLP617 | 44 148 ‘ 338 [—2 {482 | 10t
3750 | 96 | 521 | 405 1 125 | 400 | =32 | 461 o7
4250 | 129 | 388 | 38 119 | 420 | —15 | &89 1 1o
£750 | 166 | 3,01 J 35 | 106 | 476 [+15 | 438 J 17

La derniére suile d’expériences est excéeutée non par
chauffage mais par refroidissement, lJa barre extérienre
n'étant chauffée qu’a 80° environ et ¢lant relroidic dans
I'air libre pendant lexpérience. Pour cette raison on
avait renversé le courant dans le fil & mesure.

De toutes ces sdries d’expériences on a rdé comme
nmoyenne

o = q,612,

Les chaleurs spécifiques claient

a 0° ol a 7o
0,2456, 02519, 0,250,
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d’out
O ==y = 025037 FNOTE T
De plus on a
o, — L, 4, 1,725
o = 04335
Au = /I-w = 0,3760,
- = Z
2, = 2847 10735, o = 17,50 1075, =0 — [39s,

zluu

b

k, = 1337, /‘—'—1‘"’ = 2149, é'—"’“:i” = 1305,
ZO Zl()ll ZIOU ZU
Alwniniwmn,
L =137, d =0, ¥ =0, = 102 u dc S.
| oy | | e b
B T T e Y T S e O Y LY PR 1
ot | ¢t ) [ "
1 i . .
0 | 6l | o0 | 7 o0z P E NS TR
4250 63 | 7,04 i YR B | N S S (9] 89

29 =140, =0, Y= 0, "= 102 u de S.

0 0 85 | 588 B2 L3y 1.65 2 Gk 71
39350 S8 568 bE o 243 20 T n
30 9% 1532 55 202 1 26 4 Gl il
8950 . 96 | 520 57 L6E 305 3 685 NS
300 97 1515 L oax L IS0 938 75 6a7 S3

B¢ = 100°, J — ~ 15, ¥ = 220, I — 102 u.de 5.

- - - i !

30 | 94 | Hu2 0 4 200 0287 - L6 N
50 92 ks 44 181 276 =10 609 0 NT
m()‘ 92 1543 0 4T 167 1 299 — Y 66 T NG

, , .. :
1y = 320, " = 52 u.de s
3350 23 a2
"f,‘.)” 262 -5 65,00 79
4230 | R T Y
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De toutes ces séries d’expériences on a lird la moyenne
ha = 6,517,

Les chaleurs spécifiques sont

ao° a o0 aTn’
0,2055 , 0,2088, 02144,
d’ou
¢, = 0,2043, Cp = 0,2168.
De plus on a
9 =a¢ -
d, = 2730, 9§, = &m0,
¢,0, = 0,5506, ¢, 0, = 05807,
b — 08135, k. — 03619, - — O
v, = ,3-13&), Voo == ,3()1-). 7"‘*‘ = g0
loo
- P B
%, = 2946+ 10-5, » == 1731.107%, = = Lo
y’l(m
k, = 1529, Py _ 2001, /'49":;" = 1,307.
% X 100 Ziw %y
Cadmndrin.

10§ == 13°3, d — —1, ¥ — —70, W = 102 w.de

|

. _ . . _
~ g i " |
: g ox | b
D (R = I I RN T U R SR U
ot ot }
| R Co
1950 | 67 | 746 | 7 566 | 000 -1 ‘s,m fis
71706 | TA | 396 | 127 | —1 | 903 i
TR LTG0 16— R NIT
7200 69% | TS | 945 | 205 | —1 1870 T
Th | 676 [ SL oy 200 | 250 | —L P8s6 T
T4 1 6,76 85 ' 178 42,81 0 | 8,88 | 0
7| 667 | S8 | 156 | 391 IR N
9 04 =147, 4 =0, Y =0, W =52u den
1750 | 68 ‘ 735 | 78 A0 | L300 o2
9950 | 74 | 676 | 78 | 2% | 195 | 0 0,16 i
2050 | SL 617 | 75 | 938 210 0| N0 N
5250 | 98 | o10 | 71 | 107 ‘ a5 |9 oy S
3750 | 123 1407 | 67 1 ISL | 276 5 008 N
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b t Y A j — 1
l «
—_— R RO S
1950 Ss “ 0 ! 877 | T2
1730 | 95 0N 74
2950 | 114 L on | 90 78
9750 | 140 [

Lo 9—100°, J— 335,

3BO 167 | 746 | 55 | 20
330 b 60 8E3 1 oee 93305

4350 | 65 | 769 | 6| 190

4750 | 67 | 746 | 69 03

b, % = 1007, J4 = —17, X

2930 | 133 | 376 :;n.s] 915 ooy 117 | 998t si
3750 | 140 | 3.36 | 425 m[ 2T —IhS 95T 1 S
4950 | 18T | 2,67 | 43 163 30T =13 | 076 | ot

Moyenne des séries 1, 2 ot 3

L = 8,927 4 24°,
Moyenne des sérvies 4 ot 5
da = Y493 a 1107,
d'olt
do, = 8760, da, = 9.21.

Les chaleurs spécifiqques sont

a 0° ol a7y
0,05562 , 0,05643 0,05607
d'oli
¢, = 0,05585, ¢ = 005632

0, = 8638, 0, = 8,556,
('.0(}0 = “’4824’ (’lm)”\mn - “"ISM)’
/l.
ko= 02200, k= 02015, ._‘ = 1,076,
L6
I 18
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%o = 1441107, », — 1018+ 1075, ™ — L,

k by, b

= = 1597, 2 == 2009, 2*:-*= 1315.
xO ZIOO ZIOD ZO
Antimoine.
1, # = 16%35, 4 = 0, Y= —00, TV = 102 u
0 9 0
s A b — A e i
ot d ot \ e
. e
1750 | 138 | 3,63 | 174 | 274 1,84 O 3181
9950 | 162 | 3,00 | 179 | 195 257 0 131637
2750 | 192 261 181 169 3,04 9 l 31,68

9 ¢ = 15°1, 4 — 0, ¥ — 180, W = 102 u.
2750 89 | b,62 | 278 156 320 10 13147
3250 93 | 338 | 294 138 3,63 B | 32,07
3750 | 100 | 500 | 30% | 115 | 433 8 0 3L6%E
4950 | 112 | 447 | 308 | 107 | 468 | 16 | 3193,
3. % = 100°, 4 = —2, ¥ = 800, W = 102 u.
3250 | 133 | 3,77 1 257 | 12t 1 414 | —15 " 34487
3750 | 14l | 356 | 276 1 107 468 3484
4250 | 168 | 299 | 291 | 90 5,03 RUVRE
4750 | 197 | 2,55 | 301 ‘ 87 | 5,70 | 12, 34,78,
Moyenne des séries 1 ¢t 2
da = 31,75 2 24°.
Moyenne de la série 3
da = 34,08 a4 108°,
On en déduit
da, = 3001, &a, = 3440.
Les chaleurs spécifiques sont
a0° a o0° a 757
0,05162, 0,05174, 0,05070,
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Lo

—— p—

de s
125
[P
124
127

de s
10
i)
160
1S



d’olt '
¢ = ¢, — 0,05120.% * NOTE 8.

o, = 6,613, 6, = 6,653,
¢, 0, = 03417, ¢, 0, = 03406,
g Y a2ae /1‘0 1 »
k, = 004421, hk,, — U, 03961, = 1,110,

100

%, = 21091075, » = 152210773 7 =[4435,

&=
pe )
o

o

g

=

b — 2011, Zw — 9603,

X
£
¥
g

Bisuuth.

L §=16°1, J =0, =0, W = 102 u.de S.

|

. 03 oxl
2 t Jd t | — 1 d N de =108

ot Gt i It
200 (96 | 522 | 77 |0 | o219 | a0 10
V0 | 12 | &AT | O8I | 10 | B3k | 28 | TI0 13

2 ¢ = 15°8, 4 =0, ¥=0, T = 102 u. de S.

U0 105 477 DL ATS 2N |12 ] Tl0 12
000 | 133 | 877 | 547 13k | 874 | 16 | 707 137
3400 | 181 f 278 598 10y l GO 0 [ 7LD . 1
300 310 | 1,66 5 H11 . 8% 1 D4w ,~m~ 7L 142

308 = 100°, J = —4, X = 340, ' = 102 u. de S.

1900 | 159 | 3,16

440 | 169 1 208 1 =30,
2400 | 196 | 9,57 :

B3 196 | 398 | =18 770l 164

L9 =100°, g = —4, X = 330, ¥ = 102 u. de S.

100 1 176 1 285 | 408 1 293 | 296 w1 737 170
;400 2 207 | 421 LTS 282 £ TS 169
2000 | 424 | 129 422 152 | 330 70 . 779 166
18"
UPMC
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Moycmme des séries 1 et 2
La = 7095 & 25°.
Moyenne des séries 3 et 4
Lo = 76,88 4 105°,
d'out
da, = 69,10, da, = T051.

Les chalenrs specifiques sont

a o a a0? a7
0,03013, 0,0306, 0,03000
d'oll
¢, = O,03014, ¢, = 0,03116.

De plus on a

(}o = 9,74(‘) y (7"") = 9.507.
¢,0, = 0,237, Cmo()mo = 0.3025,
: k
* NOTE 9, k, = 001700, K, = 0,01581, ]"u — 1
‘IDU
5 8 = Y4
x, = 0,9203 . 103, T 0,629 - 10_a’ LTS
X so0
]AT ]: _ ]
s — 1830’ lﬂ“: 9)10' lmo “ __ '73.'_3
% %100 X %o

Apres avoir achevé toules ces  expériences, (i
durérent de janvier & octobre 1880, jai tenu, suvloul i
cause des résullals des expériences de H.F. Weber (D
richte der Akademie d. W. zu Berlin, 1880, p. 457) qui
différaient d'une maniére frappante des miens, o répele
la détermination des conductibilités ealorifiques des hures
par une mdéthode qui différit loul & fait de celle g
javais employée cn premicr lieu. A cetie fin, jai cliois
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la méthode de Forbes: Pobservalion de la température
stationnaire produite en des points différents de la barre
par I'échauffement de 'une de =ex extrémilés el Pobser-
vation du refroidisscinent de la barre par la conduction
extérieure apres qu'elle a élé chaullée o une tempéralure
uniforme.  Commie je voulais en moeme lemps  dviter
lemploi de Pappareil & chauffer dont je m’élais servi
dans les premicCres cxpéricnces, je me décidai o faire
ces expériences dans TMair libre & la tempdrature de la
chambre, renoncant ainsi i déterminer I'influcnce de la
température sur la conduclibilité,

Jai commence ces observations par des expériences
sur la conduction extévicure apparente: ¢'est ainsi que
jai étudié, en partic auw moyen de thertometres, en
partie au moycen d'éléments thermodlectviques, le refroi-
dissement dans laiv libre de corps de grandeurs cb de
formes différentes.  Pour le caleul de eces expériences je
me suis servi d'abord de la formule de Ia conduction
extérieure, adinise récemment, d'aprés laquelle la quantilé
de chaleur communiquée par chague unilé de sarface
est exprimce par lew (171, olt # est la difiérence des
températures du corps cl du milicu ambiaul ct o 7 et
A sont deux conslantes indépendantes de v, Celle for-
mule suffit tant que le refvoidisscient ne dépasse pas
une certaine limite approximativement dgale o Lw,
étant la valeur de » obscrvée primilivement. Au-dessous
de cette limile, les valeurs observées ont [uit ressortiv un
écart régulier avee les valeurs caleuldes,

Comme celle formule cmpirique nélait pas, @ mon
avis, tout & fadl salisfaisante, jai essayé dobieniv par
des vues théoriques une formule plus acceptable. M. A.

Oberbeck a le premier, il n'y a que deux aus, lenté de
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s

développer une théorie de la conduction extéricure
la chaleur (Ann. de Wiedewan, t. VII, p. 271).

Mais, comme cet auleur s'est servi de développ-
ments en série suivant les puizssances croissanles du
coefticient de dilatation de Tair ambiant, il n'a réu=<ia
trouver une solution admissible que dans le cas ol Pair
ambiant était tres raréfié; au confraire la solution pra-
tique proprement dile échappe tout & fail & ses recherches,

Imaginons qu'une plaque, de hautewr H et infiningn
large, soit suspendue verticalemenl et que sa tempéralue
soit maintenue constante el plus élevée que celle de i
ambiant. Des cowants ascendants se [ormeronl daus
lair ambiant et, si 'on suppose que les cowrants horizon-
taux soient ici sans importance, la pression p de i
sera parlout la méme dans chaque plan hovizonlal:
contraire il va sans dive qu'eclle variera d'une couche
horizontale & l'autre,

Siow est la vitesse verticale de l'air, 7 le cocelliciend
de [rottement intéricur, o' le poids spéciligne de T
et ¢ Paccélération de la pesanteur, Péquation du mouvi-
ment de I'air, dans les hypolheses que nous faisons, =cru:

o O y o , ép G G 0
—— T W)V = —0lYy— = 77\ o5 o}
PEe bz PI75s T aE T e

Soient de plus les températures de Fair au poind
(z,2) et & l'infini T'4+ & el 1" degrés, coinptés o parly
du zéro absolu, et soienl ¢ la chaleur spécifique de lair
& pression constante el A sa conductibilile calorifigne:

Iéquation du mouvement de la chaleur sera

LR AN ,
oo )= e te) 2
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Une partie de cetle varialion de témpérature est
due & la dilalation de Tair ascendant; mais conune Pair
nest refroidi par la que d'un degrd powr 100 ou 07,0001 C.
par centimetre, cette quantité peut élre considérée comme
trés petite en comparaison des varvialions produites par
les autres conditions.

Si I'on désigne le poids spéeifique de Fair @ dislance
infinie de la plague (z = =) par p, on aura

LY

~

{

o7 = J(T+9) b Etpy =0,

[l

et par suite
op o, , —
E\;hx;og = (/,._.‘,))',/ = 27*1‘_,(],10:’]‘
Si nous ne {cnons compte que de la tempéralure
stationnaire produite par la constauce de In lewpérature
de la plaque, les équations (1) et (2) se réduiront o

G #oog T8 (G G )
W = gy g, T e 3
bz Iy, 7 dat e
i
0 LT+ ((r?gz} a0 )
e M = .- T T e v ). -1
oz pe I \ft T oF

Dans ces équations on peuf, avee une approximation
suffisante, considérer les coefficicnts des derniers teries
comme des fonctions de 7' sculement (an licu de 7' 9)
Cest-i-dire que # peut ¢tre ndgligd dans ces coefficients.

Dans toule la couche dair limitde par deux plans
horizontaux ui passent pay les bords supériear ef in-
férieur de la plaque, air enfrera par le plan inféricur
avec une vilesse ¢ dépendimte de e et s'élévera jusquau
plan supérienr sans d¢prouver de variation sensible dans

sa vitesse, tandis que ln ltempérature da meéme cowrant
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d’air ne differe au commencement que peu de 7', muis
se transformera rapidement en une température 7'+,
gui de méme est constante jusquwau plan horizonlal
supérieur. Ces suppositions se rapprochent d'aulant
plus de la réalité que la hautear A de la plaque el
plus grande et que les courants en cuestion sont situ:
plus pres de la plagque; mais, comme tout le caractite
du phénomeéne dépend essentiellement des mouvenicls
et de la température des couches d’air les plus rappro-
chées de la plaque, on n’introduira pas d’crreur sensible
en faisant les mdémes suppositions pour les courants &
toutes distances de la plaque.

Les suppositions mathématiques sonl done, ¢ue
ne dépend pas de z entre les limites 2 = 0 ct 2 = /I
mais qu’il est entre ces limites fonction de x seul, tandis

Fa

08 . .08
que & et i sont nuls pour z = 0, aprés quoi - croit
= 3

rapidement et décroit de nouveau jusqu'a 0, de =orle
que & ait déja pour une valewr de z, petite en conpa-
raison de H, une valeur constante (il conserve, comnme
le fait w, jusquw’a 2 = H. A cette derniere limite mce
on suppose que v et § soient constants.

Si lon multiplie les équations (3) et (4) par d el

I
quon les intégre entre les limites @ = 0 et 2 = If,
obtiendra par conséquent:

& | g Ew -

( _— — 4 B

) 9 T o dt ( 1
H% &8

{ _ . o~

Jw = PR N {H

Comme Pair est en repos, tant au contact immddial
de la plaque qu'd distance infinie d'elle, et conme h
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couche d'air voisine de la plague a la tempcérature con-
stante de celle-ci, que nous désignerons par T'—— 4, les

conditions des dquations différenticlles  correspondantes
anx limites seront:

&

$ =0 el 1w =0 pour ¢ = z.

I

g, et w =0 pour z = 0,

]

Si on pose
x = gz, w= Fu, $ =094,

on peut choisivr « et ;7 de manicre gue les équalions
différentielles prennent la f{orme

&yt , s -
0 A {7)
Eal? i
On doit alors poser
Vg HT ) JhG L,
A peld

Les conditions aux limites s réduiront alors

Y =1 el ' = 0 poar 2/ = 0,
¥ =0 ct ' = 0 pour &' = =.

Comme toutes les conslanles sont réduites de cetle
maniéte 4 des nombres purs, les intdgrales des dquations
ne contiendront que des coellicients numdriques.

Si Ton désigne par L la quantile de chaleur com-
muniquée par scconde cb par cenlimelre carrd par con-

duction & Pair ambiant, on awra:

] o, SEY
L= -k = =2,
G e = ) w b’ iy

et, si I'on introduil ici la valeur de ¢ trouvie ci-dessus,
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4 77 A'_B_
L — N\/;{{[T Vpd,' )
ou
7
o ("??L" .'!":0 a

est un nombre pur, dont la valeur sera détermince dins
ce qui suit. Pour les gaz parfaits Uexpression trouvee
de L prendra une forme encore plus simple, car i
?— ne differe, comme on sait, que peu de I'unité,

Bien que le résultal trouvé ne soit tiré que de =up-
positions trés élémentaires et qu’il ne puisse powr ceflr
raison étre considéré que connne une premicre approxi-
mation, il représente avec une exactitude ctonnante les
lois de la conduction extéricure de la chaleur (la radii-
tion de chaleur n'y est pourtant pas comprise). Comue
on sait, Dulong et Pelit (Ann. de chit et de phys.
t.7, 1817, p. 225—264 ct 337—3067) ont, de leurs ohser-
vations de la vitesse de relvoidissement de corps diliv-
rents, déduit qu'elle est proportionelle & mpedt, <i 'm
soustrait la partie dde o la radiation.

Comme la vitesse de refroidissement est propor-
tionnelle a la perle de chalear L, ¢l comme Ia pression
de Pair p est proportionnelle & son poids spécilique g,
on reconnait que déja les formes des résultals lrouves
par les expériences el par le calcul sont complétemen
en concordance. De plus, Dulong et Petit ont tronve
pour tous les gaz proprement dits & = 1,233, Landisie
cet exposant est d'apros (8) dgal & 1,25, par conségnent
approximativement le mdéme. Au contraire ils ouf fronve
que ¢ différait un peu pour les différents gaz, & suvoir
0,45 pour Pair atmospheérique, 0,315 pour lUhydrogene,
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0,617 pour lacide carbonique ct 0,501 pour Iéthylene,
tandis que la formule théorique donne ¢ = 0,5 pour
tous les gaz. Si l'on tient comple des erreurs commises
par ces observateurs & cause de lears connaissances in-
complétes des lois de la conductibilité calorifique des gaz
trés raréfiés, on doil sur ce poinl encore considdrer la
concordance comme satisfaisante.

De plus on a trouvé rue les valeurs de la constante
m étaient powr l'air, Thydrogtne, l'acide carboniyue ct
I'éthyléne, proportionnelles & 1:346:0,956: 1,33, landis
que les rapporls correspondants déduits de (8) sont
1:92,46:0,85: 1,07. Mais la remarque faite ci-dessus est
aussi valable ici. Par exemple, on {rouvera, si I'on se
sert de la correction pour Thydrogene indigude par
Stephan (Berichte der Wien. Acad., t. 79, II, 1879) que
le nombre 3,46 doit ¢tre remplace par 3,11, nombre qui
déja est considérablenient plus proche de la valeur cal-
culée 2,46.

Enfin Dulong ¢t Pelit ont encore trouvé que w
était indépendant de la terupérature absolue, ce qui con-
corde aussi passablement avee (8); car on reconnailra,
si 'on introduit les coclficienls de tempdérature de &, 7
et ¢ trouvés par Winkchnann, Obermayer el E. Wiede-
mann (voir ,Theoric der Gase* de O. E. Meyer, 1877,
p. 101 et 201) que les coefficients de (8) ne varieront
que faiblement par la varialion de la températlure ab-
solue (P’air atmosphérique et 'hydrogéne —0,14, l'acide
carbonique —0,04, U'éthylene 0,13 pour cent poar 17 CL).

L’évaluation mumcrique de N qui entre dans I'équa-
tion (8) rend nécessaire une intégration de I'éyuation (7).

1 .
On pose 2’ == IogT—l, et on développe ¢ el ' en
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284
séries suivant les puissances croissantes de y, savoir

¥ — L—by+biyf—+ ..., w = wy-—ay...
Les séries doivent satisfaire aux ¢équations différen-
tielles et aux conditions limites
&f
¥ =0 et w = 0 pour y = 1.

1 et &' = 0 pouwr y = 0,

En tenant compte successivement des termes s
séries toujours en nombre croissant, jai trouve les valeurs
suivantes de b;:

—1, —0,6667, —0,5002, —0s5642, —0,5539 ,..%

série ui converge avec grande approximation vers —0.a1s,
Mais on a

54! aut
C P
0x' oo [y Jyo

Par conséquent, on awa
N = 0,58.
Pour l'air atmosphérique & la pression ovdinaire a
0° on a de plus, avee les unilds admises,

g = 931, = 0,001204, » == 0,00019, K& = O,o000;,
= 0.2

par ot I'on obtient
L = 0,000006 I~ 43

Par des expériences dont jjomels ici les particulariles,
jad trouvé pour une plaque carré de laiton, de [l o
cote,
L — 0,000125 H—i 8%,
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Comme le coefficient va déeroilre pour une plague
imfiniment large, on doil aussi ici considérer la concor-
dance des coelficients obscrveé el caleulé comine assez
satisfaisante.

Par conséquent, =i nous ¢égalons Texposant & de la
formule de Dulong ct Pelil & 2, el si de plus nous
prenons comme point de départ T formule de Ja perte
de chaleur par ravounement, sans doule plus admissible,
introduite par Stephan. Ia vilesse de relloidissement d'un

corps suspendu dans l'air libre zcra détermindée par

A S VA Al ()
o T et 1" sont les {empdralures du corps et du milicu
ambiant complées o parliv du zévo abzolu, w la masse
du corps, ¢ sa chalewr spécifique, ¢ sa surface ef g et 2
des cocfficients coustanls,

Pour des dehanfloments plus {aibles on peut ad-
mettre que le rayonmement est proportionnel a 17— 7, = §,
et la formule se réduira alors 2

D, . , : i
e /u/(_l—{—'q"/"). (10)

olt 2 el  sont des conslantes. Si Ton pose # =4, pour
t = 0, on en déduira

x g—! |
N He -l
I = ~log - +
,(}1)‘ ! _‘F

~

(1)

=

Pour donner un exemple de Iulilité de celle for-
mule, je citerai une expcérience faite avee un cylindre de
laiton verniss¢ ol rempli de mercure.  La longuewr du
eylindre, qui était suspendu horizonlalement, ¢lait 15¢m.85
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et son diametre 3°mg2. Sa température a été lue sur
un thermomeétre divisé en dixiémes de degré. On a
trouveé

§ = 12%9, 9°9, G6°9, 2%+, 1°4,

t = 0, 496, 1207, 3473, 4733 sce.,
t(cale.) = O, 499, 1208, 3470, 4733.

Les valeurs calculées de ¢ correspondent & i = O 0002402
et y = 0,63.

On peut encore réduire la formule de la vilesse de
refroidissement, lorsque la quantité de chaleur perdae
par rayonnement ne constitue ¢u'une petite partic de I
perte totale de chaleur, car on obtiendra dans ce cas

o4
o . 5
— =l 12)
5 ; (
formule dans laquelle wentre qu'une constante 7. On
en peut déduire

4

t =7 Yy 9. (1)

Cetle formule peut d'abord otre appliquée @ dex
corps petits, terminds par des surfaces métalliques. Goune
exemple de linfluence qu’exerce la grandeur du corps
sur le coefficient de la conduction calorifique extéricure,
je citerai les résuliats suivants de mes cxpdériences. Un
peut en méme temps y trouver une cxplication des
grands ¢earts qui existent entre les déterminations de e
coefficient faites par différents observateurs.

Les expériences sont exéculées en parlic avee des
thermometres, en partie avec des éléments thermodlec-
triques. Le calcul a ét¢ exécuté de maniere & déler-
miner d’abord ¢, soit par la formule (11) soit par (I%),
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puis & calculer % pour la moyenne 7 des plus haute
et plus basse tempcralures obscrvées. Enfin on a dli-
miné au moyen de I'dqualion (9) la parlie de Ia perte
de chalear due au rayonnement. Comme poinl de
départ, je me suis servi de la valeur du cocfficient d'émis-
sion du verre g, trouvée par Graelz, o = 1,085 - 102 (Wied.
Ann,, t. 11, p. 913) jai délerminé par des expériences com-
paratives le rayonnemenut des auntres surfaces employées
par rapport au verre. Sil'on prend le coefficient d'émis-
sion de celui-ci conune unité, le cocfficient du laiton vernisscé
est d’aprés ces expériences cgal & 079, celui du laiton
poli égal & 0,11, Pour toutes les swfaces complétement
métalliques el polies, on a trouvé presque le méme coel-
ficient; lantimoine et le bismuth sont pourtant des ex-
ceptions remarquables, car ils ¢metlent ane quantité de
chaleur trois & qualre fois plus grande que les autres
métaux. En ce qui concerne la barre d'antimoine, on
peut peut-étre trouver une cxplication dans sa surface
poreuse, mais la brunissure de la barre de bismuth n'élait
pas sensiblement différente de celle des autres harres.
Par ces expériences jai trouvé les valeurs suivantes
du coefficient £ (équation (9)) de conduction exlévieure:
Pour des cylindres suspendus horizonlalement:

1. Diamétre 3¢m,82, longuceur 1585, i = 0,000069,
2. Diametre I°m5,  longueur 239m8, 4 = 0,000090,
3. Diametre 0m46, longueur S0=m0, 4 = 0,000165.
Pour des sphores:
Diameétre 10em64 ... ... 7 == (,000055,
9. Diameétre 4em71 ... A = 0,000074.

Comme je n’avais en vue que de constater la grande
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influence de la dimension des corps sur le coefficien{ 7,
je n’ai pas poussé ces expériences plus loin.

Les deux sphéres étajent creuses et les expdrienvi:
ont été faites tant avec les sphéres vides cu'avec les
sphéres remplies de mercure. De méme, j’di fait des
expériences avec un fragment dune harre de lailon,
long de G, et je les ai répétées aprés avoir creusé le
fragment et aprés l'avoir ferm¢ avee un bouchon de
laiton. Bien qu'on ait, de cette manitre, oblenu drs
vitesses de refroidisseinent tres différentes, la swfie
étant la méme, je n'ai pu appréeier aucune vaviation
dans la conduction calorifique extérieare. Ce vésullal
est important pour toutes les expériences sur la condue-
tion intérieure des métaux, car on suppose toujours (ue
la perte de chaleur & Pextérieur est la méme a la méme
température, que la température du corps chanffc =oil
constante ou qu’elle soit variable. Celtie question ne
peut étre tranchée que par lexpérience, car il csl hien
possible théoriquement que la vitesse de refroidiszenat
influe sur la conduction extérieure. On peut, par o-
emple, imaginer qu'un corps chauffé, entouré d'un cors
mauvais conducteur, soit refroidi tellement vite, par v
emple par le passage d'un courant d’eau froide & son
mtérieur, qu'il puisse méme recevoir de la chaleur du
milien extérienr, que précédemment il échauifait.

Si le corps se trouvait dans Iair, un courant dir
plus fort se produirait en méme tempé, ce qui mrai
I'effet contraire.

Aprés avoir achevé ces expériences preliminaires
toutes mes barres, & I'exception de la barre de magné-
sium, furent par galvanisation couvertes d’une couche d
nickel. Comme malheureusement la barre d'anlimoine
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s'était brisée lors du polissage sur le tour, et comme la
harre d’étain était devenue trop courte par les expériences
antérieures, je n'ai relenu que neul barres pour les ex-
périences ultéricures.

Ces expériences furent exécutées de la manicre sui-
vante. Le bout de la barre fut placé dans Ie meéme
appareil & chaufter qui, anlérienrement, a servi a déter-
miner la chaleur spécifique.  L'appareil élait rempli
d’alcool, et on a toujowrs maintenu la température d'ébulli-
tion de Valcool. La harre ¢lail placée en position hori-
zontale & peu prés &3 contimetres auw dessus de fa table
et hien abritée par des derans contre les courants dlair
et contre le rayonnement de lappareil @& chauffer. Au
hout d'environ cing heures, quand ta tempdrature était
devenue stationnaire, on a successivement mesuré la
température des diftérents trous de la barre avee un
seul élément thermodlectrique composé d'un fil d'argenton
épais de Omm2 ot d'un fii de cuivree ¢paigs de Ommg, Le
procédé était donc le weéme (ue celui dont on s'était
servi auparavant; quand on inlercalait dans le circuit du
fil & mesure unc résislance de 112 n. de S., 57vmy
correspondaient a la tempcérature ordinaive a 1° €. Les
houls des fils de 'éléinent thermodlectrique étaient dans
ces expériences placds 'un i coleé de Foubre, el ils élnient
sondés par la pointe. Les deax fils dlaienl isolés jusqu’a
la soudure, et, quand I'élément clail placd dans un wou,
la soudure se trouvail s 'axe de la barre. Une pelite
goutte d’huile ¢lail davance inlroduite dans chaque trou.
Les deux autres houts de 'éléient élaient en relation
avec le fil conducteur du galvanometre et le il & mesure.
et les deux communicalions s‘opéraient aw moyen de
denx verres & mercare placés sur la lable.

IL. 1
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Aprés avoir mesuré les températures des trous, on
a oté la barre de lappareil & chauffer et elle a dl¢
chauffée uniformement & une température considérable-
ment plus élevée que celle a laquelle les expériences
suivantes devaient étre exécutées. Quand la tempira-
ture de la barre se rapprocha de ce point pendant I
refroidissement suivant, la barre, qui était suspendue cn
position horizontale au moyen de deux cordons de =i,
fut amenée a Yendroit ol étaient exécutées les premicres
meswres et olt tout était sans changement, sauf que l
barre était & présent en dehors de I’écran de Fappael
& chauffer et gue Pouverture produite par I dans I'¢ern
était fermeée. Du reste la lampe sous 'appareil & chaufler
était continuellement allumée. L’élément thermodlectriqgue
fut introduit dans un des trous de la barre ct You a
ohservé les instants ou la tempdrature passail devaul
certains points fixes du fil & mesure.

On reconnaitra par ce qui suit que la formule (L)
& une seule constante suffit complétement au caleul de
ces expériences sur le refroidissement. Si Pon désigne
la température indiquée en unités du fil & mesare par
#, nous aurons done pour ces expériences sur le refroi-
dissement
I — -{l— (11_3 — ) (14
l o ?
tandis que Véquation différentielle correspondante :nx
premitres expériences & température stationnaire devient

— ey = Z’uj, (19

. . co
ol comme précédemment « = T La constante " st
i

a la constante [ de I'équation précédente comme la =wr-
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face courbe de la barre est i sa surface totale, par

s

conséquent /' :l = 1: (‘l TC)L][J)’ si d est le diametre de

/

la barre et L sa longueur.

Les trous dont on a mesuré la température se trou-
vaient & des distances de lem, 3em, 5em |, du bout libre
de la bharre. Les températures mesurées sont désignées
par w,, iy, U, ... .

Concevons que la barre soit allongée juste assez
pour que sa surface courbe soit augmentée de laire des
srfaces extrémes, et qu'a présent les surfaces extrémes
soient imperméables & la chaleur: la perie de chaleur
Pextérieur sera & peu prés la méme cue précédemment.
Si cet allongement est désigné par &, on aura par consé-
quent ¢ = }d = 037, puisque ¢ = 1°"5 pour toulcs
les barres. Par conséquenl nous pouvons admettre que

o

= 0 pour & = —¢
bx L =

si lorigine du systéme de coordonnces est situ¢ sur la
surface extréme de la barre réelle.
De l'équation (15) on peut déduire

cie L
— al’\uﬁ* dx,
o

o3 B
et puis
2 n--1 241 FREE SN
o 5 5 .
%dx = Ugppt— Uan—y == al'| 2\t dx - Vet (Qu—1—2)dx[*
2n—1 3 —g 2n—1 *NOTE11.

Si I'on remplace les dcernitres intégrations par des
sommations, on aura avee grande approximation

5

5 kY
} T t i
Ugnat — Honty = ll-(tl’[.~g,,_1—:~ 5 (”2"4-1 —lﬁ;j,,_l)_]
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b A
g 3_1_1,4_1_ wi oL s = (14 _Es)ul

Si 'on pose suceessivement # = 1,2 ... »e on tiny

de Ia par sommation
Uamyq— U, = [J!Ulls2m—i1
ol

‘Szm—i = § _J“S'_\l" ) “‘\“ Sam—1 _[‘ lg(”"m—l-! _‘” )

Je citerai dans ce qui suit les quantités obscrves
par les expériences et je montrerai conune exemple, par
les expériences faites avee la barre de plomb, de quell
facon j'ai exéeuté le calcul.

Plomb.
Températare du local: # = 3°1 C.
Résistance du civcuit du fil a mesure: W= 112 u. =
Longuecuyr de la barve: L — 23em 7,

1) Llexpdrience sur Iéchauffement o temperadie
stationnaire a donné les lempdératures suivantes corne-
spondantes ,, 1w,

w = 315, 324, 340, 364, 399, 430, 489, Ho8mo.

Le calcul a été excéeuté dlapres le tableau sniviunl:

" } 2l 8 S Lul
S -
1 D ] 1327 J 1576 1580 00007
G434 1 1375 PAIEY | 4938 0,005
50 340 | 1460 | 4411 1 060 Loooss
7 1 364 . 1590 GO0 L4977 00056
9 399 1 1783 | 7786 | 22780 | 000044
11 | 439 | 2000 9793 32507 ! 000534
13 1489 | 2300 | 12093 24724 1 000043
15 | DS | 9712
i 708 1\ 130156 0,005440
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La premiére colonne indique en centimelres la di-
stance observée du trou au hout de la barre. Les co-

lonnes suivantes indiquent u,, u, ..., #,3, ) ... et la
W,—i, U —U,

derniére colonne contient les quotients —'Ag.,m, g

1

3 5

qui indiquent les valewrs de 4«l’ correspondantes aux
températures successives observées w,, . La valeur
finale de celte quantité est déterminée par le guotient

wtu, .o —Su 708
R B e o = 0,005440 = dal’.
TSI ... T8, 130050

2) Dans I'expérience sur le refroidissement, exécutée
immédiatement aprés, on a trouvé:

== 600, 500. 400, 300mm
o= 0, 114, 264, 463 sce.,
¢ (cale.) = 0, 114, 261, 463 sec

Le caleul de ¢ est fail au moyen de I'équation (14),
ot / = 0,0003304. A cette valeur correspond /' = 0,0003203;
par conséquent on aura 4« U,00544 16.08 3 1(

(3 H & _A.=.A_.7\7="ri ol al

K | 0,0003203 08 @ yC.
environ.

Les expériences exdéeutées d'apres g premiére mé-
thode ont donné 4« = 16,84 & 19° C. environ.

Laiton (rouge) § =2°2, W =02 n deS. L—=293gs.

1) w = 366, 372, 378, 386, 400, 419, 438, 461mm
dott dal' = 0,001974.

9) w = 600, 500, 400, 300un_
t— 0, 237, 519, 971 so¢
t(calc.) = 0, 939, 547, 970 sec.

[ = 0,0001676, 1" = 000001528, %o =~ 1949 3 16° C,
(d'aprés les expériences précédentes 1245 5 91°).
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Argenton. & = 2°9, W = 62 u.de S. L = 2
1) » = 361, 377, 396, 434, 488, 545, 635™™,
* NOTE 12. d'ou 4al' = 0,006836. *
2) u = 600, 500, 400, 300m~,
t 0, 237, 539, 955 sec.,
t(cale) = 0, 236, 539, 956 sec.

|

I = 0,0001600, I'= 0,0001551, 4 == 44,07 & 17° (d'apris
les expériences précédentes 42,80 a 19°).
Cadmiwm. § = 3°4, W == 62 u.de S. L = s
1) = = 368, 372, 380, 392, 409, 429, 454,
* NOTE 13. d'ot 4al' = 0,002272. %
2) u == 600, 500, 400, 350, 300, 250, 200,
t = 0, 1338, 3206, 439, 578, 743, 9061,
t(cale) = 0, 142, 325, 439, 576, 745, 962.
I == 0,0002656, ' = 0,0002675, d¢ = 8,82 & 17° (d'apris
les expériences précédentes 8,927 a4 24°).
Cuivre. & — 4°3, W == 62 w.deS. L = 233
1) » = 331, 331, 333, 337, 342, 347, 352, 3.
» NoTE 14. A’olt 4al’ = 0,000656. *
2) w = 600, 500, 400, 350, 300, 250,
t =0, 251, 392, 805, 1047, 1358,
¢ (cale) = 0, 259, 592, 801, 1050, 1358,
I = 0,0001456, I' = 0,0001412, 4e¢ = 4,65 & 16° (d'apres
les expériences précédentes 4,43 & 19°).
Laiton (jaune). ¢=3°2, W==062u.deS. L=2.
1) « = 341, 345, 353, 3065, 380, 400, 424, 450
d’ott 4al’ = 0,002420.
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2) n == GO0, 500, 400, 300,
t = 0, 237, 538, 962,
t(calc.) = 0, 236, 539, 956,

I = 0,0001600, {' = 0,0001553, 4a = 15,58 & 17°> (dapres
les expériences précédentes 13,73 a4 20°).

Bisnuth. & = 1°6, W= 112 u.de S. 1. = 21.4.

1) » = 127, 138, 163, 202, 255, 329, 439,
d'ou 4al = 0,023823.
2) u = 500, 400, 300, 250, 200,
t = 0, 130, 317, 442, GO1,
f(cale) = 0, 134, 318, 442, GO1,

I = 0,0008624, {' = 0,0008501, 4a = G635 &4 77 (Lapres
les expériences précédentes 69,10 & 07).

Fer. § = 4°, I = 62 w.de S. L = 23,5

1) w = 348, 354, 3064, 378, 396*, 418, 4445%, 476,
d'on 4al’ = 0,002793.

9) w = 450, 400, 350, 297,
t — 0, 184, 400, 677,
t(calc) = 0, 185, 402, 678,

! = 0,0001400, I' = 0,0001357, 4 = 20,58 & 18 (d'apres
les expériences précédentes 20.24 & 19°).

Des valeurs de {" trouvées pour les différentes harres
par les expériences sur le relvoidissement on tire, en
- d . L
multipliant par i ed, ot d est le diamétre de la barre,

¢ sa chaleur spécifique, 4 son poids spécifique, la quan-

* Ces deux tempéralures des deux lrous ne sont pas nhservées
a cause du houchage des trous, mais caleulées par interpolation.
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tité de chaleur correspondante a4 w = 1 qui est cédee
aux environs par seconde, et par centimitre carré.

Si la température du corps dépasse de 1° C. celle
des environs, cette quantit¢ de chaleur sera égale &
d - 1 - d .
Z’-ch-aﬂ,?i pour W == 112 w, de S. et l'-,lco-;il,‘.n‘x

pour W = 62 u. de S.

Les coefficients de la perte extérieure de chalewr
calculés de cette maniére sont pour les différents, mdétny
nickelés rangés par ordre de grandeur:

Plomb . . . . ... 0000114 Bismuth . .. . .. Qoo
Cadmium . . ... 0000111, Laiton (rouge) . . Ono01u,
Alumininm . . . . 0,000109, Lailon (jaune) . . O,0000m,
Etain . . . .. .. 0000100, Cuivee . . ... .. 00000,
Argenton . . ... Qupoo107, Fer......... O,00008,

La concordance de ces nowmbres doit e considere
comme satisfaisante, en parlic parce que les expiricnces
ne sont pas faites dans des conditions extéricures con-
plétenment identiques, en partie parce que les surfaees
nickelées n'étaient pas tout & [ait les mcmes.

La barre de plomb, par exemple, avait évidemmnunt
la plus wauvaise brunissure. Avant toul les résullals
font voir que les coclfficients ne sont pas rangés d'apri-
les vitesses de rvefroidissemwent des barres, car par ex-
emple la barre de hismull, qui a la plus grande vilesse
de refroidissement, cost ici placde an milien de la scériv;
et ces expdriences donnent une confirmation du il que
la vitesse de refroidissemncni clle-méme n'inflne pas sei-
siblement sur la conduclion extérieure de chaleuar.

En ce qui concerne la délertnination de « ol pur
& de la conduclibilité calorifique des mdélaux, je considrre
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la concordance avec les expériences antérieures comme
satisfaisante pour toutes les barres, a l'exception de
I'une des barres de laiton. Je considére pourtant la
premiére méthode comme la plus exacte pour toutes les
barres, & l'exception de la harre de bisrauth pour la-
quelle les résultats trouvés ont rendu nécessaire une
correction, qui, d’apres le calcul, devait diminuer la valeur
trouvée pour a de 10 pour cent environ.

Comme les derniéres expériences ne donnent pour-
tant qu'une valeur inférieure de 4 pour eent, je crois
que la correction ne doit pas élre plus grande.

Le tableau ci-dessous indique les conductibilités
calorifiques et électriques trouvées par la premiére méthode;
la conduetibilité calorifique du bismuth est toutefois aug-
mentée de 4 pour cent.

- i l\ h

k, ko 2,0 103 o o 1OP ky e ]—"

i % H Ziw %o
Cuivee. . . . . 07198 | 07296 4574 | 3882 1574 | 1,358
Magnésium . . || 0,3760 | 03760 1750 1337 | 1,398
Aluminium . . | 03435 | 0.3619 | 17,81 1 1529 | 1,367
Laiton (rouge) | 0,2460 | 0,2827 13,31 | 1562 | 1,360
Cadmium. . .| 022001 02045 1441 10,18 | 1927 | 1315
Laiton (jaune) | 0,2041 | 02540 12,62 | 11,00 | 1617 | 1428
Fer ... .. 0,1665 | 01627 © 10,37 | 6,628 1605 | 1,530
Etain .. ... 01528 | 0,1423 9346 © 6324 1635 | 1,334
Plomb. . . . . 0,0836 | 00764 D141 1 3,602 1627 | 1,304
Argenton . . .| 00700 | 00887 3766 | 3,632 18R | 1314
Antimoine . .|| 0,0442 | 00396 | 92199 | 1522 20101 | 1,294
Bismuth .. .| 00177 | 00164 | 0929 1 0,630 1900 | 1,372

| i

Si T'on compare les résultats trouvés ici avec les
déterminations faites par d'autres observateurs des con-
ductibilités calorifiques des métaux en mesures ahsolues,
on constatera de grands cearts. Ciela ressort précisément
avec €vidence de la comparaison avee les plus récentes
mesures de Tait (Trans. Roy. Soc. of Edinb. 1878, p. 717)
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et de H. F. Weber (Monatsher. der Akad., Berlin Isw,
p. 457), qui tous denx onl déterminé aussi la conduclibits
électrique. Weber trouve, par exemple, que le rappo
des conductibilités calovifique et électrique est pour I
cuivre & 0° égale & 2007 et pour le bismuth & 1288, Lk
que j'ai trouvé pour le cuivre 1574 (d’apres la second:
série d'expériences 1500) et pour le hismuth 1900. (i
pendant comme ces deux observateurs ont déclaré que
leurs résultats n’étaient que provisoires, je ne recherchen
pas ici les causes de ces écarts.

Du tableau ci-dessus résulte:

1) Une confirmation de la loi de Wiedemam o
Franz, en ce qui concerne les métaux assez bon con-
ducteurs, car le rapport des conductibilités calorifique
électricue est iei &t pen prés constant tant & 0° quia oo,
Pour les métaux relativement mauvais conduclenrsz. w
rapport croit beaucoup, lorsque la conductibilité déeral,
de sorte quils servent de cette maniére de transilion
aux corps non métalliques, oW, comme on sait, la con
ductibilité calorifique ne diminue pas, beauconp s
fant, autant que la conductibilité¢ clectrique. La eause
peut en ¢tre dans lear plus grande lransparence el lew
plus grand pouvoir émissif; ct, en ce qui conceme
le dernier point, il faut bien remarquer que tanl lanii
moine que le hismuth se signalent tous denx par ds
pouvoirs émissifs remarguablement grands.  Du reste,
est bien possible que les forces thermoélectriques fu
prononcées du laiton, de Ianlimoine et du bismuth con
tribuent 4 une plus tacile propagation de la chaleur.

92) Le rapport /)ﬂ’i“ est, peu s'en faut, le memne powr

100 "o

tous les métaux, & I'exception du fer, cl & peu pres oal
au rapport 1,367 des températures absolues corvezpon
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dantes & 100° et 0°. On aura par conséquent, si les
conductibilités & la température 7' sont désignées par
ket :

é = T > constante.

Cette loi est, & ce quil me semble, valable d'une
facon plus générale que la précédente, car T'argenlon,
Pantimoine et le bismuth se comportent par rapport a
elle comme les autres métaux. Tres étommant est le
grand accroissement de la conductibilité calorifique par
Idlévation de la tempdérature dans les alliages, comme le
laiton et I'argenton, en méme lemps que la variation de
la conductibilité électrique est tout & fait irrégulicre, car
son décroissement est heaucoup plus petit que chez les
autres métaux. Il en est de méme & un moindre degré
pour I'aluminium.

Jal déja, en 1872, dans les Vidensk. Selsk. Overs.
(Détermination du dégré de chaleur en mesures absolues,
p- 54) énoncé cette suppositiou:

,Le rapport de la conductibilité calorifique d'un
métal pur & sa conductibilité électrique est proportionnel
a la température compiée du zéro absolu“. L’admissi-
bilité de cette supposition est done confirmée et les ex-
périences ont fait ressortir que la loi peut etre élendue
aux alliages. En ce qui concerne ses conséquences, je
ne peux (ue renvoyer au mémoire cité; il faut pouartant
remarquer que la valeur du rapport des deux conduc-
tibilités déterminde par les obscrvalions connues jusqu’-
alors était trop grande.

II ne sera peut-cétre pas dépourva d'intérct de
chercher & faire un pas en avant dans la théoric.

Imaginons qu'on fasse lexpérience suivante: quun
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fil de métal soit coupé en un grand nombre de pelils
fragments de méme longueur I, et qu'un autre {il de
métal soit aussi coupé en fragments d’une autre longucur
I'; que ces piéces soient soudées alternativement et qu’elles
soient intercalées dans un cirenit électrique.

Par leffet du courant il se produira, d’une parlt m
développement de chaleur dans le fil total, d’autre put
un développement de chalenr dans une moitié des =on-
dures et une absorption de chaleur dans l'autre. Soien
T, la température stationmaire finale des premicres =on-
dures, I celle des dernicres.

Dans les soudures se produisent de plus des forees
thermoélectriques cui, d’apres la théorie mécanique dv
la chaleur, peuvent étre exprimées exactement par —-L7
et ET, ol /7 est une censtante, si Pon supposc ponr
les deux métaux qu'auvcune différence thermoéleclrique
ne préexiste entre deux points du méme métal chaullis
i des températures différentes. Par le passage du cou-
rant €lectrique par deux soudures successives le polentid
électrique sera donc diminué de E(T,—T)). De plu
la résistance de conduction des deux fragmeunts de (il
mémes diminuera le potentiel; mais on peut supposr
les fragments de fil tellement courts que cette perle
soit négligeabhle.

Dans les mémes hypotheses les températures 7 o
7' d'un point de Tun des fragments [ ou ' peuveul
étre exprimées par

T — Tbaztba®, T = T'-tdw--U7,

x étant compté de la soudure la plus proche & guuche
du fragment considéré. Les constantes doivent salisfaire
aux équations
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T, =T, Ltal+0F, T = T, --all -1,

car Jextrémité d'un fragment doil avoir la mdéme icm-
pérature ¢ue Porigine du suivant.

De plus les soudures rendront la méme quantité de
chaleur quwelles recoivent. Les soudures doivent, d'apres
la théorie mécanique de la chaleur, recevoir par le pas-
sage du courant une guanlit¢ de chalewr égale & A7 LT
et —AIET,, si A est I'équivalent calorifique du travail
et ¢ l'intensité du courant. Soient de plus & ct ¥ les
conductibilités calorifiques des deux fragments dc fil, ¢
leur section droite; on aura

. . "\']‘ , kg Al
AzE,jo = _]l.(l |:(le —k "l [gfi ;J ’
LTy CT |,
. - ",77’ r;:[v
~AIET, = —}'q [2 ,] kg F.;»- .
1 or 20 car ret

En retranchant ces deux équalions el inlroduizant
les valewrs de 7" et 7" indiquées ci-dessus, on obtiendra.
aprés avoir éliminé «, b, o', I/

G E(T AT — 20(T.— T)(F =¥
f?'(ol u‘“-"[( o 0)7_'17-

La perte de potentiel produite par le passage du

conrant par deux soudures successives sera donc

. S R T
(T —T) = 4di " o
o L. | /.
ACES
_ T
o T = %‘-’ est o tenmipérature moyenne des sou-

dures.

On reconnait par I que les forces therniodlectriques
prises séparément produiront une rdsistance qui dépendra
des lois ordinaires de la résistance de conduction dlec-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



302

trique, car cette résistance produirait la perte de poten-

!
tiel il;__l, si T'on désigne la conductibilité électriqgue
x

apparente du fil par x. Le fil se comportera dans le

cas en question comme si la conductibilité était

koK ,
(r+7)e+n
ART

¥ =

Nous nous représenterons de plus que le mdéme li
était chauffé & Pun de ses bouts et refroidi & Faulre,
sans étre parcouru par aucun courant, et quil éiail du
reste entowré de corps complétement isolants pour I
chaleur. On awa alors, si les températures de lrois
soudures successives sont 1', 1\, T,

T—T A N '

L Ay

ot k désigne la conductibilité calorifique gqu'on devrail

attribuer au fil, ¢'il était considéré comme un conduc-
tewr homogene. Il s'ensuit que

o B A .
L (Z‘L_A_ .[’__1_[)
E Yl TR I AV R T

La derniére équation fournit donc le rapporl que

- U 13 AET
s LT

donnerajent les expériences pour les conductibililés p-
parentes, calorifique el dlectrique, du fil considcéré,
L’intérieur d’'un corps quelconiue est toujours dis-
continu. Il y a des surfaces limites intérieures oit lon
doit supposer la production de forces thermodleclyiques,
ou, d’aprés une maniere plus moderne d’envisager les
phénoménes, de couches clectriques doubles. Un cou-
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rant électrique produira donc par son passage dans un
tel corps les mémes résultats que dans les expéricnces
fictives déerites ci-dessus. Une résistance de conduction
électrique proprement dite ne sera, ici comme I, dau-
cune conséquence cn comparaison de la rdésistance pro-
duite par le passage par les couches clectriques doubles
et Yon naura, & vrai dire, avcune raison Cadmetire
quil existe aucune autre résistance.  Léleclricit¢ se
mouvra donc librement sans perte de potenticl le long
d’'une couche double et une variation de potenticl ne se
produira que par le passage dec 'électricité par une telle
couche.

De plus on n'aura pas de raison pour admettre une
conduction calorifique proprement dite, car toutes les
différences de température seront réparties par des cou-
rants électriques locaux. De meéme que la chaleur se
propage commme chaleur rayonnante par des courants
locaux alternatifs de la ménie espéce que les courants
produits par la deécharge d'une boutcille de Leyde par
un fil de métal, de méme la chaleur se propage par
conduction par des courants locaux de la meéme cspice
que les courants produits par la décharge d'une pile
galvanique.

Imaginons qu'une ligne traverse un corps et que
cette ligne coupe trois ecouches successives, Soient A,
B, C les points d'intersection el 7 et I les dislances de
daBet de Ba C Soit 1) la tempcérature de o et
de C, T, la température de B. A cause des différences
de température des circuits, des courants locaux se pro-
duiront, cqui vraisemblablenienl amc¢neront en moyenne
des guantités égales de chaleur de B it 4 et de B a C.
Si l'on suppose que ce transport de chaleur est produil
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par la conduction calorifique et si 1'on désigne la con-
ductibilité entre 4 et B par k, entre B et C par I, I«
quantités de chaleur transportées de B a 4 ou i ¢
. ., T -1 T--1

seront proportionnelles & & =°- [ ¢ et A:’%’. Siovees
quantités sont égales d’aprés notre raisonnement ci-dessi,
on aura

k K
LU

Par 1a Texpression {rouvée ci-dessus du rapporl s
conductibilités calorifique et électrique se réduira i

— (z) L.

Ce rapport est donc proportionnel & la tewpéralir

~||>|

absolue dun corps, ce (qui concorde avee les résullats des
expériences. Ces expériences ont de plus fail ressorli
(que ce rapport est le méme pour tous les mctaux wsw=e
bons conducteurs, d'ou lon déduit que £ a la mome
valenr pour tous ces métanx. Le calcul numdrigue
donne £ = 30400. La différence potentielle £7°, que
nous nommerons la diffévence potentielle molceuluire
devient d’apres ces suppositions par exemple 23 fois
plus grande que celle qui est produite par le contacl du
cuivre et du lailon.

Comme lexpdérience montre (ue la.différence poto-
tielle moléculaive cst la mcéme powr les différents corpe
et proportionnelle i la lempdérature absolue, il est nulned
de considérer cette différence polentielle comme idew
tique avec la température absolue. On obtiendra
cette maniére une mesure absolue des degrés de chadew.
et 1° C. sera égal & 30400 unités absolues.
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J'ai, dans mon mémoire cité ci-dessus, appelé Fatlention
sur ce fait que le counrant électrique produit par une
différence potentliclle P — £, ne peut produire u'une
certaine différence de lempérature. Si la tempdéralure
du corps est 7, ct si 1), est la plus haule lempdérature
a laquelle le corps puisse c¢lre amené par le colrant,
on aara, si Pon introduit la mesure absolue proposde
ci-dessus, P, --P -= 1 1. Par conséquent, sila
température cst considérée comme une différence poten-
tielle moléculaire, on pourra dire quun corps parcouru
par un courant dlectrique ne pourra recevoir de ce cou-
rant une différence polentielle moléenlaire plus grande
que celle qu’il avait auparavant, augmentée de la valeur
numérique de la plus grande différence potenticile élec-
trique entre deux points de sa surface.

Si Pon admet que la force clectromotrice dun éle-
ment de Daniell =oit égale & 11.107 unités ahsolues, la
plus grande élévation de température produile par un
tel élément sera de meéme 11.107 unités absolues. ou
11107
30400

Dans mon mémoire antérienr, javais (rouvé un

= 3600° C.

nombre moindre, savoir 2780° G. & cause des obser-
vations incomplétes faites jusqu'alors. De mcéme la con-
ception de la relation, (ue je pensais alors avoir trouvée
entre les lois de I'éleclrolyse, de la chaleur spécifique ct
des conductibilités dlectrique et calorifique doit  ¢lre
modifiée pour ln mcéme raison.  La relation vérilable
entre ces lois est la suivante.

Par le passage d'une unilé d'électricité par une
7

L - A .
combinaison binaire sont dégagés Gun Sranuues d'un
At
meétal, si N esl le poids alomiyue da mdélal.  Poor
II. k(L
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éléver de 1° C. la température de N grammes d'un
métal il faut 6,4 unités de chaleur environ ou 6,442 19
unités d’énergie, et pour élever la température du meéme
poids de 1 degré absolu, d'aprées la définition admisc

‘ ' - 6,4-42.106
ci-dessus, il faut - 30400

. 1 " . . . .
gie. Il faut donc 3 unités d’énergic pour élever la tempr-

= 8800 unités absolues d’¢ner-

rature de la masse dégagée de métal d'un degré absol,
Jtandis qu'il faut une unité d'énergie pour augmenler
le potentiel de 'nnité d'électricité elle-méme d'ane unite,

Enfin jappellerai lattention sur le lien inlime qui
existe entre la conception de la nature de la vésistiner
électrique développée ci-dessus, d'apres laquelle les cou-
rants électriques peuvent subsister continuellement dans
lintérieur des espaces limités sans résistance et par con-
séquent sans transport d’énergie, et la théorie du magne-
tisme et du diamagnétismme, dont elle est le fondement.

De tels courants électriques représentent une certaine
énergie cinétique. Si nous considérons, par exetuple, 1
conducteur linéaire fermé, parfaitement conducteur, don
la constante d’induction est | ¢t si nous approchonz de
ce conductewr un pole magndtique au magnétizsnie .
on aura

0i o
Ccﬁ_‘_m?}[ = 0,

ou / est Uintensité du courant induil el o Pangle solide
du cone, dont le sommet est au pole magnélique ¢
dont la surface enveloppe le conducteur. Puar conséquent
st aucun courant n'existait au commencenment el que par
conséquent 1 = 0 correspondit it i =0, on avwa Ci-nrr =1,

Le travail exéculé par le mouvement esl
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(;nz.'(lw = 107,
0
ce qui détermine Pénergic représentée par le courant.

Si nous considérons un corps & conductibilit¢ pan-
faite, les calculs font ressortir que des forces extéricurcs
ne pourront produire aucun courant & lintérienr du
corps, mais seulement & sa surface. La conductibilité
de lintérieur ne jouera donc aucun role et les courants
électriques ne seront donc, comme 1'électricité statique,
que des phénoménes superficiels ou des phénomeénes qui
n'existent que dans les surfuces terminales du corps.

Si l'on approche un aimant d'un tel corps, des
courants permanents se produiront a sa surface et le
corps se comportera comme un corps diamagnétique. Si
par exemple le corps a la forme d'une sphére de rayon
r, et si lon amene un pole magnétique 4 la distance
« de son centre, d’apreés le caleul que jai fait, le mo-
ment magnétique M des courants dlectriques produils

. . . o’ ) .
par la sera représenté par M = o-; et I'énergic cor-
[

1
respondante par i'i,

Comme résultat du développement théorique ressor-
tira que nous ltrouverons vraisemblablement dans l'in-
lérieur d’'un corps, outre les mouvements de masse, des
couches électriques doubles & différence de potentiel pro-
portionelle & la température absolue et des courants
glectriques, comme formes différentes de P'énergic.
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NOTES.

NOTE 1. Une analyse de ce mémoire se trouve
dans les ,Fortschritte der Physik#, t. XXXVII, Abtheiluny
1 u. 2, p. 840—845.

NOTE 2. On a

{n—1){ px4-l p=n_l:l S
© = gdx Sf(m)dx = \def(pl—!—:v)dm.
L] x ]1=1 v — T

En développant ici f(pl--x) en série suivant los
puissances de z, on aura

p=n—1

! —+T 2
w = (aa{(Fon+rove+rmn S,
11=1 (Y] v—g -

=f< PF(oD)+ 15"+ ) :

Or on peut, avec une certaine approximation, ad-

)

mettre que

£(pl) — Mﬁéﬂ)ﬁ%@r_ )

et si l'on substitue cette valeur dans expression de .
on obtiendra

n—1

w = DA+ 1y (0 — (= D) —F+10) + -

1
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NOTE 3. Comme

_ _ by
Vo — — 2y
= AL B O @,

n
ou
et comme i 0 pour 2 = — 1/, on peut poser
o
" — ((r+w)vbo_L —<z+wao)_,_ Ce @,
ol £ est une consiante.
Mais comme
d = 1, — wr—tU(p—ry1— Unt,
on aura J == ei, ou ¢ dépend de la seule constante

b, De méme ou reconnait facilement que

g

2 = 5711+(91—1)Ce_&;t,

ou im dépend de la scule constante 7b. De plus on a

(n—1)2 (b + ! ) (n—1)1 0z 1 . 2(“L )1/1»0 _2(Az-+?’) Vi,
de \drw =\dz \dzg +e 49
0 T 0 T
b, (n—{) i L1 N, - VB
19:00 '\ gz \o ( (e+a)l | —(reg)h
L9eCe dz \dz\e . e
[ [

b (n—1)ldr34-1
L -2t
+C = \dzx %‘(Zx
(] LA
Ly Ly
= FdpF+m—0ECe % L2:mCle¢ %,
ou p est une constante qui ne dépend que de b P, et
ot le dernier terme s‘obtient par ceite considération
quon a approximativement

(n—1) pr-l
Sodx Szf(:v)dw = F(f(ah+ren+.
A (=2 ((n—3)1).
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Si Ton introduit ici

on obtiendra

(n—1)! ar-1 9 /2 \
2 pa m)' | el (X—em)m
gdx gdxu' — Pep+ ,,(” en)’ +¢f.g),1

o Jr 7 n—1
mtN o, AT
= ZE('J g+ —
P—3 +)L—1
wn’
. n— 1 rar
L ety R
n—1
n’
. n—1 . . .
ol P = [ est fonetion de "), seul.
De méme on obtient
()l (b L (n—1)i(0r 1 ] 2(z+?’)1/z70 —2(m+£)l[70 ,
Q(lw dx(a”) = b\ dz ([;L'( Le —2
o z z ( &
. N
= ¢’h = A'—l
I . .
ol g =y est fonction de- 0, seulement.

NOTE 4. Si Pon integre I'équation (6) en considé-
rant 4 comme constant, on ohtiendra

1 b
2 =Hld(lﬁ>7d)—4l—06 ”l,

ou C est une constante. Si l'on égale ici successivement
Yy ¥ 2171_'_‘\4‘712—(
-

& 3my, =5 -, 2w—( on obtiendra par soustraclion
C _ —’\:m - .'Snz—l . 2',,, - ‘;\,',,,; 1
- b vy b 3 :
Q(EFFt"’———-e*?l) 2(0_7[__ e_;‘m—i)
b
« e Tim L gy
t = — - log ! —
b 2
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Si 'on développe ¢ suivant les puissances croissantes

b , .
de - et st 'on ne conserve (ue les deux premiers termes,

on obtiendra

tm + tmwi 2
f o= q P (tm tm—l) .
On a de plus
Voo +a ‘(t —)+ 5 ‘(t,, ..
“m th m 1- 5) atz ¥
‘ B ) :
Lm—‘l = "[L ﬁ(tm—i" )—1_ 1 C) atZ (t”’*i ’) + M)
g no A
Zlm—'é\.‘m—i == 6:( m tnxﬂl)+5) r)tg (tm m—l)(tm Tim— 1_0 t)
1 03 \'
—11— () t:, (tm tm_._x) ((fm "t) - ([m"t) (tm—l _t)

A by B

Mais comme on suppose que J est constant, on dé-
duit de I'équation (6)

i) boy &Y b
o T adt’ oF o«

15

|
=

Si I'on tient compte de ces valeurs et de celle qui
a été trouvéde pour ¢ et si 'on ne conserve que les

. . b, .
termes qui contiennent - & la seconde puissance au plus,

on obtiendra
, é‘,l' 1 b" .
) = (tm‘ z‘m——l) ( 10 (tm (m—l)_)y

4
m— ~m—1 =

ou bien
y Ly

62,' -rm .l,n—
( + 1;) ( mo m—-i) —f— )

ﬁ ¢ m— tm i
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NOTE 5. Lorenz windique pas comment il a cil-
culé Ja température moyennc. Vraisemnblablement, il
pour chaque série d'observations, pris la moyenne des
2, qui sont indigués en millimélres, et divisé ce nomle
par 7.48 ou 7-58,5 correspondant & une tempérabine
voisine de 0° ou de 100° et 1" = 102 w. de S. Puis, apris
avoir de cette maniere obtenu la température moyenne
de chaque série d’observations, il a pris la moyenne
des différentes séries en cuestion, en attribuant & chaque
série un poids proportionnel au nombre dobservation:
quelle contient. Quand W différe de 102 u.de S., quiund
il est, par exemple, égal a 52 u. de S., Lorenz x'vsl
vraisemblablement servi des nombres 48. 1502—2 et Sb,m
ou lien de 48 et 58,5. Mais cetle maniere de proceder
n'est acceptable que si I'on suppose que la diftérenm
potentielle des poles de P'élément de Daniell reste tou-
jours constante, et gne les ¢éléments thermodélectriques
sont composés de fils de cuivre et d'argenton. Quud
ils sont eomposés de fils de cuivre et de fer, comue
dans les séries 1, 2, 4, Lorenz n’indique pas quelle lun-
gueur du fil & mesure correspond a 1° C., pour un I’
donné.

NOTE 6. Mes calculs donnent

¢, = 0,08074, ¢, = 000524,

NOTE 7. Mes calculs donnent
¢, = 02468, ¢, = 02532,

1

La moyenne est 0,2500, nombre a peu preés icdenligue
au nombre donné par Lorenz.
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NOTE 8. Mes calculs donnent
e, == 0,05195, ¢, = 0,05054,

dont la moyenne est 0,05125.

NOTE 9. Mes caleuls donnent

NOTE 10. On peut sans difficulté obtenir les nom-
bres qu’a calculés Lorenz, si Pon prend un égal nombre
de termes dans les deux séries; mais je ne sais pas com-
ment Lorenz a calculé le nombre vers lequel tend la

série des nombres trouvés.

NOTE 1. L’expression peut étre remplacée par
une somme, si I'on pose

241 2n -1
o\ ubdzx 4 gui‘(i'-u— 1—z)dx

—e 251
0 p=n—12p42 20
= N\uidxL2 Wi de -\ i (Qn—1-—2)da
vz =0 ©v2p 2n—1
2n 4+ 1
~§u? (2u—1—2)dur.
2
Si I'on pose «i = f(z), on aura

2p+2 1
Ku»%dw = \[f@p-+1t+a)Lf(@p-L1—a)]dx

v2p "y o
)_'_7_:(91’7 D)

2

— 2f@p+1

en négligeant les termes d'ordre supérieur.
Mais on a, avec une certaine approximation,
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fCp+3)—2fCp+H+F(2p—-1)
. :

Freap+1) —
et par suite
p=n—i2p42
5 5 5 Ll
2 gu‘ dxr — 4(1&1‘ R I 1(§n._,)
vz
p=0 ¥4 .

+ & (Man 1 —Uzn g — 2,1y,
. ou

Mais, comme i 0 pour # = —¢, on peut ad-

niettre que w reste sensiblement constant quand z esl
petit. C’est pourquoi 'on peut poser u, = wu_, et

® s s
wide = zut.
g 1

5
De plus, en posant de nouveau #i = f(z), on a

20 2041
geﬁ @2n—1—x)de+ Qu’} 2u+l—a)dx

e2n—1 2

= gi:f(@-n “Gx)—f2n—a)| (1 —z)dz

— (approx.) 27 (2n) Q:x(l_x) dr — Lf'(2n).

Mais (approx.)
f(@n) = f@n—+ 1)»;ﬂ9n— 1)’

=

et par suite

2n 201
uh(2n—1—=z) (lw+gni" Zn+1—z)dx

2n—1 2n

= %('N2n+1—‘?ln—1)-

Si 'on tient compte de ces valeurs, on obtiendra
Pexpression donnée dans le texte. Toutefois, ce raisonne-
ment ne fait pas ressortir que I'approximation est grande.

comme le dit Lorenz.
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NOTE 12, 0,006846 d’aprés mes caleuls, et par suite
g = 44,14,

NOTE 13. 0,002201 d’aprés mes caleuls, el par suite
ba = 8,897,

NOTE 4. 0000660 d’apres mes caleuls, ot par suite
ba = 4,677.

. —E v
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SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS AU MOYEN
D'INTEGRALES DEFINIES.

TIDRSKRIFT FOI MATIIEMATIN 1860, P. 160—168. *

On connait plusiemrs méthodes qui servent i ex-
primer des fonctions arbitraires an moyen d'intégrales
définies; ces développements ont eu surtout de l'impor-
tance pour la théoric de TPintégration des équations
différentielles sous des conditions donndes: aussi est-ce
surtout en physique mathématique quion a fait des ap-
plications élendues dc¢ ces méthodes. Quiil me soit
permis ici d’appeler I'attention sur une méthode nou-
velle, de mettre en évidence la relation qui existe entre
elle et les méthodes connues et enfin de faire ressortir
une partie des applications détendues quon peut faire de
cette méthode dans toutes les parties de la théorie de
I'élasticité.

Si b est positif, on arrvive aisément, au moyen de
l'intégration par parties, a Pidentité

100 b
\c bz cosa dr = FLR

*0

=

Multipliant par de et intégrant entre les limites

¢« =0 et « = « on en tire
» .
e~ sinaudr are te
e . = are »o
£ L/

b
1%
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d’ol1 I'on déduira, en faisant b = 0,

9] Y

= , a>0
de = [ (H

, a<0,

(]

19/ 3

11 faut pourtant remarquer que le premier membir
de cette équation est indéterminé, et qu'on ne peul Iv
déterminer qu’en tenant compte de lorigine de Pintégrale.
qui est une valeur limite d’une expression déterminge,
et doit étre considéré comme une manicre abrégée d'éerive
I'intégrale

=0

30
ge—‘“ sinax de

o x

expression 4 laquelle on devra recouriv, si T'application
de la notation abrégée conduit & des résultats inddler-
minés. La notation ci-dessus exprime qu’on doit égaler
b & zéro, non pas avant, mais aprés Pintégration; ic.
comme partout dans la mathématique, quand on (raile
des quantités qui, & un certain endroit des calculs doi-
vent étre égalées a zéro, il importe essentiellement d'ob-
server 4 quel moment cela se fait.

Si nous cherchons maintenant la valeur de Ia sdric
Xe-tcos am, ou la sommation est étendue a toules
les valeurs entiéres de mz, depuis O jusqu’a l'infini ct on
I'on ne prend que la moiti¢ du premier terme, nous
ohtiendrons, en remplacant le¢ cosinus par son expression
en exponentielles imaginaires et sommant tous les termes.
la valeur

1 1—e2
2 1—%¢tcosa—+e 2"
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Pour 6 = 0 [lcexpression s'évanouit, & moins gue
cos¢ ne soit en mcéme temps dgal & 1. Si nous suppo-
sons la valeur de « comprise entre — 27 et 27, sans
pourtant atteindre ces deux limites, « sera infiniment

: « )
petit* et cosuw = | —5 . Par conséquent on awa * NOTE 2,
b=0 IA b=10
Ne—tmeoswm) = (- 53,
o - ])-

valeur égale a Pintégrale définie considérde ci-dessus.

Si on mulliplie par de les deux membres de celle
équation et qu'on intégre de ¢« = 0 jusyu'a « = «, on
obtiendra

T R
= pour 2z >4 >0,

sinam l 2
— = 2
Z n l 7 )

, bour —27 < w <,

ont le premier membre est derit sous la forme abrigee,
qui est plus commode el géndralement employée, mais
ot la remuwrque faite ci-dessus est encore valable.

Si nous partons de I'équation

2\r)te = {r(rda— (oo, ®

ou la valeur de & esl comprise enbre unce conslante plus

grande , ct une constante plus pelile n, el si nous

multiplions le second membre par

":,Jo - -

| 2\9111((,1-—0.),3‘)11/1 —

A - ‘1? *
LA

n

oll le signe supcrictr est valable pour o >> «, l'infériear

pour x <7 ¢, nous ohtiendrons
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9 (4 Sin (i —a) /
2\f(x)dx = :\‘f(a) da sn‘ni(ir; ~9)/ dga.
T yiL b 19

4

En différentiant les deux membres par rapport & =, ou
obtiendra

flz) = igufl(a) du QZOS (x—a)3-dga, (4

! v/ o

n<lx <,

ce (ui est le théorcme de Fourier.

)

Si, de méme, on multiplie le second membre de ()

L2 2 sin(e—a)m 1
- 90 '

ou le signe supéricwr est valable pour 27 >a2 —a >0

par

I'inférieur pour 0 >z —a > —27, on obtiendra de ln
meéme manicre

flz) = %Z\;‘r a)ycos(m(@—a))-da, =>x>—x, (2
«—77
ot z—a doit &tre compris entre les limites — 2z ¢l
%7, et on par conséquent x et ¢, qui tous deux peu-
vent parcowrir la méme série de valeurs, sont compris
enfre —x et -=.
ies deux développements au moyen d’intéerales
définies sont connus et ont recu des applications étendues.,
Il y a pourtant encore un troisicme développement, qui
peut ¢tre obtenu d'une maniere analogue, f{t savoir cn
multipliant le second membre de (3) par

11 LS

|
st

m-a]‘"=19

aretge =
[ Sy—3

IS
&

ol le signe supériewr cst valable pour z > ¢, le sigue
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inférieur pour @ < ¢, et ot l'ont suppose que y—7F s'ap-
proche de zéro en parcourant une série de valeurs posi-
tives. On obtiendra alors

1 [ [ =7
@ — L| ) da n<a < ()
a) 4 (y—3) —/5)
Si 'on supposait que y— 3 (it originairement négatif,
le second membre de (6) devrait ¢tre changé de signe.
Au moyen de ces trois méthodes on peut aussi
développer sans difficulté des fonctions de plusicurs
variables au moyen d’intégrales définies. Nous nous
hornerons ici a lapplication de la dernitre méthode.
L’équation (6) peut &tre derite sous la forme plus géné-

rale
fLy t=7

o) — L N ETT
f('z’v./) [\f( )7/)(] ( )4_(~_7)‘-' -

On trouve facilement

1= Vie—a)'+ (y—3F~ ()"

et, si 'on remplace le sccond membre de cette ¢quation,
qui figure dans Iéquation ci-dessus. par le premier. on

obtiendra
1y i =y
@) = oo | \Flanda \ " E g
un —=

Comme le second membre s'évanouil pour toutes
valeurs finies de +. il faul seulement tenir compte des

éléments pour lesquels 2 = o, y =
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Cest pourquoi l'on peut remplacer y par 3 cl
choisir des limites arbitraives de « et #; il faut powtan
que x et y soient compris entre elles. Par consdquenl
on obtiendra

fley) = o [SczaS(Zﬁz;

=z

=7

"1 8, @

Fag) = —g [ \ad g e 270 @

lci le point (x, y) est situé entre les limites de P'inli-
grale et I'on suppose que z—;y est originairement posilil
Dans le cas contraire le signe doit éire renversé.

ou

On peut remarquer que l'expression enire crochels
dans V'équation (7) satisfail & Péquation différenticlle

& P &
S I = 0 N
oz’ + 5‘7/2_'_ FES ! (™)

et qu'elle exprime, d’apres la loi de Newton, l'attraction
qu'exerce un plan dans la direction de la normale sur
un point, si un élément du plan a la masse f(a, §)dadz.
et si I'on prend comme unité d’attraction I'attraction de
P'unité de masse a Punit¢ de distance. L’équation (7)
exprime alors que attraction exercée par le plan dans
la direction de la normale sur un point (ui s’approche
infiniment de lui est égale & 2xf(x,y), c'est-li-dire o
25 fois la masse de 'élément le plus proche, divisée par
la surface drdy de I'élément.

Pour des fonctions de plusieurs variables (2, z,, ... 1, o)
on trouve plus géndralement

f(xj" '11 MR | "l"'l——l)
£y

L3 . * ) ’/, n— ;},
_— [S(lal '\(la! .. .\(la,l_if(al, hyy - an—l) ' ']’ (‘,i)
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r = V(=) + @)+ e w)

T,y Z,y ...y 2y—y sont situés entre les limites de linté-
grale el z,—a, est supposc positif & Porigine.

On peut facilement se convainere de la validit¢ de
cette équation, si l'on remarque, qu’on n'a hesoin que
de tenir compte des éléments pour lesquels z, — «,
%, = ¢, ... On peut done remplacer f(o,, a,y ..., @u_y)
par flz,, 2, ..., T.—1) el remplacer les limites arbitraires
par -— o et + . Alors 'équation (9) est vérifiée sans
difficulté. *

L’expression entre crochels satisfait & I'équation

>
PO
(5

kS

= 0. (1)

(o]
&
e
el
gy

X

Par conséquent cette mcthode pour exprimer les
fonctions peut surtout otre employée pour lintégration
des équations différentielles de la forme (10) donl lintd-
grale est une fonction domnée powr une valewr donnde
d'une des variables, de manitre ¢ue les deux fonclions
arbitraires qui enlrent dans I'intégrale de (10) sont déter-
mindes par cclle fonction et par les limites de linté-
grale.

L’intégrale cst done dans ce cas déterminde par le
second membre de (9), si l'on supprime les crochets.

Mais la mdéthode peut encore servir o Iintégralion
('antres équaiions différentielles apres avoir été legore-
ment géncralisce. Nous prendrons comme exeinple I'équa-
tion différentielle qui exprime la loi & laquelle sonl assu-

* Gfr. Jacobi.  Jouwrnal Jde Grelle, vol. 12, p. 59 el 60,
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jettis tous les petits mouvements des corps élasticques ¢
élasticité constante, savoir

2

N
>

o;o o° __1
+aJ S T

(1)

On peut facilement se convaincre que cette dqualion
est vérifiée par

(r=2.87)

7 - ot 7 = V&' (y— 3+ (e—);

par conséquent aussi par

ap\ty—~————L 1y

Cette expression se réduit, d'aprés (7'), & f(x, 4. 3)
pour z = 0. Car, seul, le premier terme est\ & consi
dérer dans le développement de ¢ t—(—}, A3, 7} suivant
les puissances de l, si »r = 0, de sorte ¢u'on peul

@
négliger tous les termes suivants.

Si le mouvement, qui est déterminé par intégrale.
émane d’'un plan (z = 0) & limites donnces, et si I'on
suppose que l'intégrale est ici exprimée par f(#, y, 2)
qu’elle ne soit pas assujettie & d’autres conditions, I'éqna-
tion différentielle est pour z positif complétement inti-
grée par (12), ou lintégrale est étendue aux limites du
plan, et pour z négatif on ne doit que changer e signe.

L’intégrale (12) fait ressortir qu’on peut considcrer
chaque élément d3dy comme Uorigine d’unc partic du
mouvement en (z,y,2), qui en émane avec une viless
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constante @, la partie de Pintégrale duc & cet élément
étant
1 o 1 (f~_ B )
——-97:(1[3)(l)’z€ ———7_ .

Si la distance du point considéré au plan primitive-
ment mis en mouvement est finie, on peut considérer
chaque élément du plan, d3dy, comme un centre de
mouvement, de maniére que le mouvement du point
considéré devienne la somme des mouvements qui éma-
nent des différents centres de mouvement.

(Vest la proposition ¢ui exprime le prineipe d'Huygens;
mais ce principe est incomplet parce qu'il ne suffit pas a
déterminer le mouvement. 1l est de plus inexact, et si
lon s’en sert (comme le fait Lamé dans ses ,Lecons#)
pour le combiner avec les équations ordinaires du mouve-
ment, on parviendra & ces résultats incorrects, parce qu'il
n'est pas valable aux distances infiniment petites du plan
en mouvement.

Dans ce dernier cas, le mouvement doit ¢tre consi-
déré comme d¢émanant, non pas d'un point mais d'an
éément dBd;y du plan, et Pexpression exacte de la
partie de lintégrale qui en provient sera, si 3 ot
sont les coordonnécs du point milien de I’élément

.o ds (I/ "
1 [ lj+ ?_If -+ .) f (f——'*. I)‘. ;‘)
— _ dg dy . )
2z ba . 47 (?;' !
F— 5 Yy —

2}

expression qui, (‘apres (7). se réduit & f(# y, ) powr
r = 0.
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Comme exemple de Papplication de I'équation (12
on peut supposer que I'intégrale puisse dans toute 'étendys
d’'un plan (x = 0) étre exprimée par f(wt—ny—nz).
L’intégrale peut alors étre exprimée sous une forme pli:
simple, et le probleme qui consiste i déduire cette forme
de I'équation (12) ne sera pas dépourva d’interét.
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NOTES.

NOTE I. On trouvera une grande partie de la
substance de ce mémoire développée dans les deux pre-
miers mémoires des tomes premier et second des cuvres
scientifiques de Lorenz. Ces deux mémoires font de
plus ressortir les applications qu’on peut faire des théories
développées ici. Du reste la méthode dont on g'est
servi ici differe de celle qui est employée dans les
mémoires citds.

NOTE 2. (Vest-a-dire, si & converge vers zcro,
¢ doit également converger vers la mdéme limite, si Pex-
pression ne s’évanouit pas.
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UN THEOREME SUR LA FONCTION POTENTIELLE.

MATHEMATISK TIDSSKRIFT, 1863, P. 52—63.

L’imporlance de la fonction poientielle pour 'appli-
cation de la mathématique & la nature est fellement
considérable, qu'unc connaissance approfondic de ses
propriétés est indispensable pour la solution d'un grand
nombre de problemes présentés par la nature elle-méme.

Mais, nonobstant les recherches nombreuses faites
sur cette fonction, on aura pourtant, il me semble, en
traitant les problemes de la physigue mathématique,
parfois le sentiment, que nos connaissances sont trés
limitées & son dgard. La prdsente recherche, provoquce
par différentes difficultds de la physique mathématique,
qui peuvent &tre rapportées i la solution du probleme
en question, a encore confirmé ma conviction (ue notre
connaissance de la fonction potentielle est encore res-
treinte, et que la présente contribution & son dtude
n'est que peu de chose par vapport & ce (ui reste encore
a faire. Que cela soit pour les autres, comme ce les
pour moi-méme, une incilation 4 pousser avec énergie
Pétude de cotte fonction!

La fonction potentielle d'un corps par rapport & un
point (2, ¢, 2) est exprimée par

V = \(/a \(l,?\d“ WACY Y
AR

Vi
IL. a
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Les intégrations relatives aux trois variables «, j3, ;
peuvent ici étre étendues de —wo jusqu'a oo, la fone
tion f(a, 8, y) étant tout a fait arbitraire, méme discon-
tinue, et par exemple égale & zéro dans certaines por-
tions de l'espace. On sait alors qu'on peunt inversemenl
déterminer f par la fonction potentielle V, ear on a

) &V OV &V
—_— A — 4 ’
ax2+ 3!/2 ) 4‘7770(5”’.% z)

Je chercherai & montrer comment le probléme cor-
respondant peut étre résolu pour la fonction potenticlle
d’'un plan par rapport & un point du plan lui-méme
probleme dont la solution ne peut pas étre déduite de
la proposition citée.

Cette fonction est, powr un plan que nous prendrons
comme plan des zy, définie par

o g o
s\l

—w —_0

Le probleme est d'invertir cette équation, de manicre
a déterminer la fonction f par la fonction .

La fonetion potentielle peut étre exprimée en coor-
données polaires sous la forine

% 27
; f(r,0)
B(pro) = \rd\do -
(2, 9) S’ ¢ ’S( VP " —2pr cos(6—¢) )

o (]

Avant de passer au détail de la transformation de
ces intégrales, il faut commencer par établir quelques
propositions auxiliaires, qui serviront a la solution du
probléme.
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I
On peut mettre I'intégrale

:clr :‘d-‘ﬂ fﬂ&ﬂ_
Vp ' —2pr cos 8

0

)

sous une autre forme, en développant le dénominateur
suivant les puissances croissantes de »r, sl r<<p, ou de
py st r>p, intégrant ensuite terme & terme, puis som-
mant la série ainsi obtenue (voir Ramus: Méch., p. 88).
Le méme résultat s’obtient par I'application de la formule
(voir Schlémilch: Hoh. Analyse, p. 339)* * NOTE 1.
92"
cosmbdy

[
27

( sin ¢ am dé
= g™ o e ) —e— e —, <1
l/1~|—u”~9u.cosﬂ) V1+a*—Zacosd !

o

ol 'on a posé (voir P'endroit cité)

sind — sind
V1I-F&*—2acosd &
d'ou résulte
1 o V]q—(ﬁ__i’](tCOSw(; d __l’—i(:psﬂ
V1—a&sin’¢ o 1 —acosg ' 1 L' —2qcosfad.

En multipliant ces deux équations, on obtiendra

d¢ . (4

R _A"i'_? - .,__T,_:' [
Vi—d*sin®y V1L —2acosd

ce qui transforme l'intégraic ci-dessus en
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27
sin®™ ¢ de
V1—d'sin®g’

les'limites étant les mémes pour ¢ que pour #, car sing
doit prendre toutes les valewrs entre —1 et 41, limites
qui correspondent & cos#l = a.
Comme sing n’entre dans lintégrale que par =ou
. . . N
carré, on peut encore faire varier ¢ de 0 a o et qua-
drupler le résultat, ce qui donne

27 . I
y a2
cosmdy Lam\ S"Y d¢
V14+a*—2acosf V1—a®sin’g
0 v,

A .. ” P
Si 'on remplace ici ¢ par 7 ou par - suiy anl que
1-§ P, on reconnaitra aisément que intégrale (3) peul

étre exprimée par

7T

7 P B . (-4 .

rdrf(r) ™ rdrf(@y o
VF— ')'ESill"'g!Jp’“ ! V;z—jlgsﬁ]TSZl gm o
o

Y

&\ sin®*™ ¢ dy
(75
Dans la premiére de ces deux inlégrales, je pos

rsing = psing, par ol jobtiens

(lgl/ o (.[¢

ViEi—rsintg | Vil psinie

Or I'intégration peut étre exéeutée dé deux manicres.
soit d’abord par rapport a ¢, les limites de sine élant

9 . - . .
O et -+ buis par rapport & 7 cntre les limites » = 0 o

r = p, soit d’abord par rapport & », cntre les limile

r = psing et » = p, puis par rapport & ¢ de ¢ =1

\ i - ~ . .

A= '5 Dans les deux cas les deux variables par-
-~
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courront la meéme série de valeurs; mais on doit i¢i
préférer la derniére méthode, parce quelle permet d’exé-
cuter immédiatement I'addition des deux termes de (4),
en remplacant de nouveau ¢ par ¢. Cette expression
sera alors transformde cn

P

E . oY e "
i\simzmgag\ YTt
guy ] 2 ein? n
Vit—pfsin® »
¢ psing’:

Si lon pose ici
psing = ¢, d¢ = —=-2- -

on obtiendra par conséquent

[ T ‘
rdr (ZH*:_L(M—f
Vp'-1r"—2prcost

L]
(l([ L‘Ad/'f(/) -([2 m
Vﬁz;? l/;-"!__..(lg ,-1711)1)1 )
(4 7

On pourrait transformer la seconde intégrale de (4)
d’'une manicre analogue, en posant '

psing — rsing,
d’ou
dh 7_77(19 L

Vi pisintg  Vpi—itsintg

Comune précédennnent, on suppose que Uintdgration
est exécutée en premicr licu par rapport a »r entre les
limites » = p ct »r = Sif]';;’ et puis par rapport & ¢ de
p=0i ¢ =",

Si I'on remplace de nouveau ¢ par ¢ ct si Pon fail

l'addition des deux termes de (4), on trouvera
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17
g
rdr f()) 7
l/p — sin® 2 pm ’

rof 5

d\sin?¢dy

o

et, si I'on fait ici la substitution 5%7 = ¢, on obtiend:a
. o
une nouvelle expression de lintégrale en cuestion ().

savoir
0 27

rdr\ag-_ F0Icosmy
V' i*— 2prcos ¢

dg i rdrfry rmpm

= 4 -
Vo'—p* Y Vo= "
r [

{1

On reconnait pourtant facilement que les deux ex-
pressions (5) et (6) sont identiques, ee qui devient évident

si 'on pose dans la premitre ¢ = pu et » = pur,
et dans la seconde ¢ = pv et » = pow.
II.

Abel a démontré qu'une fonction d'une seule variahle
peut étre exprimée an moyen dune intégrale définie de
NOTE 2. la maniére suivante (voir Ramus: Diff. et Int., p.269).*

T

[
sin mw dn ¢'(z)dz )
T (.7;‘— )lgm ((.} N)m’

[ i

pla) =
o1 m est une fraction proprement dite, positive et arhi-
traire,
Nous poserons ici

m=15%, #=q, 2 =1, =)~

puis nous remplacerons ¢(p*) par ¢(p). On obtiendra
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ainsi " ode (o ()
qdq (1) dr

¢(p) = ———~Ll— 'S:———‘;‘*‘—'._,«'- (
Vp'— o \Wet—r

¥

P‘.
=

119

=
b

On peut se servir de cette expression si l'on a, par

exemple,
/4

V1o

1 ). ©)

(2 ) —
¢ (p) Vi

w
b

pour déterminer inversement la fonclion ¢ par ¢, car
on doit avoir
L4 '( ) ]
__\gujar o
o(g) = \ S22 (®)
Vg —*

a
Au contraire, si dans la formule (7) nous posons
1 1 I 1
@ q’ TR P’
. . 1
et si nous remplacons cnsuite r( 7) par ¢(p), nous
P

obtiendrons

1 1o

— _pdq l¢(;)d; (10)

c(p) = —
«(p) (M_P V; o

~
&

Cette équation va ¢tre différentiée par rapport o p:
mais il faut observer qu'on doit alors, pour éviter des
indéterminations provenant de termes infinis, exécuter la
différentiation en supposant d’abord yue la limite infé-
rieare soit p-+72, puis intégrer par parlies ct enfin [aire
tendre % vers zéro*. Si lon éerit de nouveau ¢(p)
la place de ¢'(p), on obliendra aiséinent de cetle manicre

o™ 1 (Feinya
e(@) = —= L A u,(:)(/

_ 11
=\ Vgt (/-’l l) — (D
[/
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La différentiation indiquée par rapport & ¢ peul
étre exécutée de la méme maniére, par ol Péquation
prendra la forme

T \Vg¢—p Wi—¢
vp q

) 0 o0 aa’ N
sp(p) _ 2 __qd__q, M (19)

I

A présent nous passerons de ces recherches prélimi-
naires au probléme en question. Il sera alors naturdl
de chercher en premier lieu la solution d'un cas parti-
culier, celui ol la fonction f(r, §) de Péquation (2) e
dépend que de » seulement. On peut dans ce ecas rem-
placer §—¢ dans 'équation (2) par 4, tandis que les
limites de # seront constamment 0 et 27, et @(p, ) sera
alors fonction de p seulement.

Nous pouvons alors partiv de I'équation

o0 27T

() = \rar\do SO
O =\ N e

] (]

qui, au moyen de la relation (3), olt m = 0, sera trans-
formée en

» %0
dg rf()dr
V:ps___ q:' ‘Vrz___ qe
o 7

w(p) = 4

Si nous posons ici

cf)a'f(r) dr
—_— et = ] , 1, ’
Vg 49 (9)
q
nous aurons
(7
7dq¢(9)
(il _ 4: e
(l}) Vz)a_qz ’
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équation qui est identique & 'équation (9), si 'on pose

z%f) = ¢(p). L'équation suivante (9') deviendra alors

1 (@ () ar

¢lg) = 9 \1"s 2
2T \Vg'—i"
A 1

d'ol, en introduisant l'expression trouvée ci-dessus pour
¢(q), 'on déduira

1Gryar 1 (@e)ar
q 1’1;'2— (j2 9 V&F__—}e
Cy 1]

Si maintenant on multiplie cette équation par

=

2 pdg o b -

— — ——==— et qu'on intégre entre les limites ¢ = p
x Vi—p*

et ¢ = w, on obtiendra

2 ) Py .:f(r)clr 4 np(l(j .qm’(r) dr
AT T e e
P oy r [
Le premicr membre est d’aprés (10) égal a Sf(p) dp
si 'on remplace ¢'(r) par f(r), et I'on tirera de I'équation,
en différentiant par rapport i p,

() — 1 d m_pdg %S'(r)dr
D= =z \vio \vir
P o

Le problome est donc résolu, car la fonction [ est
exprimée au moyen de la fonction @, mais il y a avan-
tage & mettre le résullat sous d’autres formes.

Si la différentiation par rapport & p est exécutée de
la maniére indiquée ci-dessus dans un eas analogue, on
obtiendra *

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC

* NOTE 4.



* NOTE 5.
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80 2
1 dq d @'(r) dr
f(') = -5 |
. ) l/qz p l{] 1 l/gz_ 7"

puis

o0 q
_ 1 dq dr  d(ro'() \
f(p) - ?gvﬁ qu-_’ d' . (1 l)
op

Sous cette forme le résultat se préte mieux au
calcul pratique. Du reste il est identique au résullat
suivant

L4 (1]
114d d dg \drra(r)\, ..
== —=—— Y 5 —_— R —— ]'
) = pdp (P dp l/ff—p’S ve—r |’ (13
P [

ce qu'on peut reconnaitre en effectuant les différentiations
indiguées.

Si nous cherchons au contraire & donner le résulial
sous une forme analogue & 'équation (13), nous pourrons
nous servir de I'équation (6), ol nous ferons m = 0 !

d’abord f(r) = d—__())?l;( 1)

équations (14) et (15) se transformeront en

0 (YA .
Ty dg d(ro'() .
f(ZJ) 47:.187 di \VPTJI—) G)]N cos 0 rdr (1(1]
v

et
27T
t1daf da\ \  db-w() 7
flp) = —4.72;)@(7 (lpS) (l'§1/2,+, 9 cosﬂ) .

de maniére a représenter f(p) sous forme d’une nouvelle

, puis f(r) = @(r). Parla b=

fonction potentielle.

Aprés avoir résolu le probléme dans le cas spécial
considéré, nous passerons au cas général. Soit proposce
I'équation
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N )
ﬁ‘f 2 = 7 d" (IH ittt S e bt
(. ¢) § § Vpr-t® —9pr cos (6 —¢)

o L)

il est & prévoir que la fonction f(r, #) pomra étre ex-
primée sous une forme analogue au résultat obtenu ré-
cemment; c'est pourquoi nous examinerons en détail
P’expression

% 2T N
F — grdr 208 g
®.

Vp*La®—2pircos (A—¢)

) L2
Iei on a
o 2T f()', r)
a(r, 0) = \.;-' dr\do' - (19)
A Ve ™9 cos (H —b)

0

oll nous exprimerons f(;', #), d’une maniere hien connue,
par une intégrale définie (voir Ramus: Diff. ¢t Int., p. 82),
savoir

(', 8) = — E ]‘(1' dycosm (#'— P dd.  (20)
C—
2 désigne ici une somme étendue o toutes les
o v

valeurs entitres et positives de w, le premier ternie
devant étre divisé par 2. Le second membre de (18) se
présente par ces substifutions sous la forme d'une inté-
grale quintuple, ol nous remplacerons § par #-t-¢ el
¢ par 6-+6-+¢, sans pourtant changer les limites
de Vintégrale; cosw(#'—¢) sera donc remplacé par
cosm (6’ 6 - ¢ —¢), mais, comme les termes qui con-
tienment sinmé ct sinmd s'évanouiront dans I'intégration,
bel *

on peut remplacer coswm (#'+-#-4-¢—¢&) par

cosmfl cosmtl' cosm (¢ — ).

Si Fon pose, pour abriger.
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¢(r) = C"dr’ K:l.t-i’ 7, ¢) cosmtf
R S ViR —2r cosd

/]

F sera exprimée par

—_ _Z d(,)Cos m(p— y)gi er;lH - V(i‘) cosm(}
AN 9 prcosk’

Iei nous pouvons employer les formwules trouvdées
antérienrement, car nous aurons d’apres ()

| d’f l (l)'f ) /, ' 2m
gy = 4 I/Fé-r’_ V o ( ,,)—j;;;",;,
q I

[

et d’apres (6)

<t 27 ’ » l l

rdr (l(}——w——— — 4\ M1 ' ”Ji(,'_)_'- L
T

Vp*+1*—3prcosd l/q —~1; Vg e

et par conséquent 'expression de F sera

16 o " q

s 7

—= . (Zs,/ CcOos ( y) ——(——~
— e/

(3]

'L?L_ ! (l_([' ' d'__f('vﬁ!}') (1"’mpm

l/{l — V.’-'E_ qﬂ’- V’ NERPY (lu q..m) T

Yy o i

Mais, d’aprés (8), on a

7 s
rdr \dq o' (¢) T e
Vi—r\Vi—q* 3¢

]

Par suite, I'expression ci-dessus se transformera cn

+7 o

lye(q) pm

F =238 dds cos s (g — o) \— L2 ]
2 deosu(p—d) = sy
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Si nous différentions par rapport & p. nous obtien-
drons

=8 E dpcosm(;;-—-")\ : l(lsf(j)—""?('f)] zm-‘r-i'

Comme on a de plus

a4 “_uq_dg_ (9 _ zz'dq d ¢'(q)

(lp l/{'lT;?z 127)1 l/_([ ]‘ (],1 q2m
L2

et

a\ dg  elg) _ ) qdy
d'p VQT:—ZJ:! ’12 m P VMQE;P
P .

. o1

. 9
2[‘19’ (p—2me(] (Im
si Pon différentie de nouveau l'expression ci-dessus par

rapport & p, on aura
18 &F
]—'l ép (1 &p
(st

=8 E dgcosu (v — ) __'f.'f,,[,m d s/f,‘,[,)—l—m 2 § c(q) .
I/Q"_._l)" (7(1 (1’ lem

— o/p

Si 'on remarque «ue la dernitre partie de Iintégrale

s
n2 1

est égale &L — — +—,, en faisant passer cc terme au

premier membre de I'équation, on obliendra

Lég éry 1&F
P 61}( cp) j) O¢*

W

ly d {t,
= 8 y PN AT ﬁt Bt S el Y
E ddrcos i (¢ —dp VQ e 2 dg (‘l”" ) @n

— 7

Iei il faul substituer, dapros Pexpression trouvee
ci-dessus de ¢'(¢').
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2 T ] Jm?
q Vit—g !

(g Sﬁ’ arfr, ) 1

et nous pourrons nous servir de I'équation (11), si nous
r
ryh -
remplacons » par », ¢(r) par Z%_.,’?f-)-, pour réduire le
second membre de I'équation (21), qui deviendra

-7

—4x E Sdgb cosm (o — @) f(p, ¢).

—_T

Mais, d’aprés (20), cette expression est identique &

—47f (0, ¢),
de maniére que I'équation (21) se réduit a
i a 61" l Qz_'li, P P : )
20 (P _d?) + g —47f(pg). (22

Le probleme est donc résolu, car ici f(p,¢) ost
exprimé, au moyen de F, et si l'on introduit la valeur
(18) de F, on aura

1 190 7]
f(p, o) = —E(Tya—p”a‘p

e T b)ds .
+ =) \rdr — 2
r (799') S )Sl/])”—}—) 9 prcos (f—gp) - (39)

o

En introduisant les coordonnées rectangulaires, on
tirera de I'équation de départ (1), ou

+oatw )
(e, 3) = Sda Sdﬁ’ (e, 7) (24

Via— Y (3—FY

d’apres le résultat trouvé

16 " B(a, §) . o-
* NOTE 6. &, _ 1_ la\d G — 1 ¢ L Pk
F ) 475-( oy’ ) \( aS ﬂV(x—u)+(j—ﬁ) =
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On peut écrire le second membre de cette équation
sous une forme plus commode pour le calcul, en remi-
placant « par «--z, B par A4y puis effectuant les
différentiations indiquées et enfin remplagant de nouveau
at2 par a, f-+y par f, par ou l'on obtiendra

}~00. (8-}-20

1 dg ¢ &
1Y) = — g\da\-~ o) Pl
M) =~ g\ \ oy T (g B 26

D’'une maniére analogue on transformera (23) en

00 27
2

bes) - —go\rdr T(Mi_ “(;li"'—ng—ﬂtl 7 )m(; f). @27
da VP 1= 9preos(@—g)\ v Or or

o
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NOTES.
NOTE L On a
w o (7 _cOSmBdD 5T cosmfdt
ol/l + ¢*—2a cos V14-a*—2acosy

) “{V1 +a*—%ucosf'

2a S" sini mf sin ¢dd

Mais, d'aprés un théoréme bien connu de Jacohi, on
aura
sin (marc cosx)
“i(l—afym—d i

—_ [—1\m—t (lw’ . e
== dz»—t  1.3.5...@2m—1)’

et par conséquent, en remplagant dans lexpression ci-
dessus cosf par z,

iy

——s iz = !]. v
1 damt W1+a™—2an)’

4
0o o=l &l’l"—‘(l-—xﬁ)"*-é 1
‘ 1.3.5.”(97”__1)

En intégrant ici (m— 1) fois par parties; on obtiendra

+1
(1—2)m—tda

Y = Eam L S dz
‘.zVi—[—-—aﬁ_Qamqu_n
—1

ce qui est préeisément l'expression de Lorenz, si ['on
remplace de nouveaun z par cosé.
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NOTE 2. Comme toute la suite de ce mémoire est
fondée sur le théoreme d’Abel (Oeuvres complétes, tome
I, p.27 ), je développerai ici la démonstration d’Abel,
légérement modifiée. On a, en remplacant z par fz, ¢
par fx,

i gedg ﬁz'l—‘(lz — pats 0’1—"‘+‘cl(i 2% dz
(w_ﬁ)t_m Sﬂ_z)m - (1 0)1—-17: 0(1 z)m'

Si I'on suppose ici O<<m<<l, u—m—+ts>—1, «>0,
on aura

(="~ Tlats+D

S/ja—m+‘¢lﬂ [(a—m~-s+4-1) I'(m)

1

S s~tds  I(a) I'(1—m)

(1—2)"  Da—m-1)°

et par suite, comme

T
sinmz’

I'm) '(1—m) =

x .
gote sinma Ia-}s+4-1) [a—m—+-1) g:de 22—z
Tz I(a) (a—m~+s+1)  Nz—6)—" Yo—z)

o

Si 'on pose ici s = 0, on aura

@ 0
g o Smmm\  df |\ a*~tdz
P (x_”)l—m (H__z)m

() 0

En multipliant les deux membres de cette équation

par f(a)da et intégrant de « = ¢ & « = b, on aura
Y o '
S ) S » S saf(a) 2%dg
sinmr a J
Cdg = —— |, - — — |2 lz.
[t = = o=~ ¢
II. 23
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b
Si 'on pose enfin Sf(a)x“ da = ¢(x), on obtiendru

4 4
__ sinmzx dy ¢'(2)dz
@ pl@) == o(x-ﬁ)“ﬂ&ﬁ-z)’"'

Mais ici se présente cette question: La fonction ¢(r)
peut-elle étre tout & fait arbitraire?

On reconnait immeédiatement qu’elle doit s’évanouir
pour x = 0 et gu'elle doit étre différentiable.  Puis on
reconnail que, la formule (7) étant valable pour chaque
terme d’'une somine, elle 'est encore pour toute la sonmue,
En conséquence, si ¢'(2) peut étre développé en une
série de puissances a4 exposanis positifs, la série repre-
sentera f(z)—f(0). On peut encore conclure de 1a qur
la série représentera f(x)—7(0), si f'(z) peut &tre déve-
loppé en une série de Fourier.

Si 'on pose s = —1, on obtiendra
) z 0
. sinmr df zaidz
20— ———— (a— )\ i 0
T 0(.7;_0) —m (H—Z)"'
[ o

formule qui n'est valable que pour ¢ >>uwu.
On en déduit

wa—m J—

.r o
smmrrg ag-x— \(a—m)z*"—t.2"dz
T
e

@—g) (6—=)" :

puis, multipliant par f(«) da, f(«) étant arbitraive, et inld-
grant entre les limites « et b,

gl}'(a) 2= g

v

2m .
sinmx dag zt-m (S,,
T oﬂ(x_ﬁ)t—m . (ﬂi;:z')m

) .
&) (e —m) z4—m—1 (la) dz
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lb
Si I'on pose \f‘(a)x“—’"(la —= ¢(x), on awa

L4

__ sinmz i zt-mdy Sp(‘,)z’“
S”(x) — e ﬂ(.’l, H)l—m (H ) dz.

Comme ci-dessus, ¢ (x) n'est pas tout a fait arbitraire,
mais doit s'évanouir pour 2 = 0. Si 'on remplace ici
4 -+ 1 ( _L)
z, 0, 2 par x m, 6 m, z w el g~ W par o(z),
on obtiendra

1—m

. (5l Ll
sin mm # w dy _ ¢(2)d=
5”(“) = - M 71 t\—m 1 1\m °
(ﬂm—wm) ( I-—ﬁm)
x
Pour m = %, on trouve la formule (12) de Lorenz.

Iei g(x) doit s’¢vanouir pour x = o« et, du reste, on
peut analyser la validité de cette formule comme celle
de la formule (7). Si ¢(o) n'est pas égal & zéro, on
doit remplacer ¢(z) par ¢(z)— ¢(% ).

NOTE 3. Au lieu de procéder comme le fait Lorenz,
on peut se servir d’'une autre méthode, qui me semble
plus facile. On a
e(p) = —2; —7?—%-9—_—.,, M
TV —p* ) Vi —yq
Si 'on pose

Fe () dr
sy — \'¢ )
¢(9) Vi

et si 'on remplace ¢ par py, on aura

2(* (Z
e(p) = — _\- = 199,

23"
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, 20~ dg
p) = — = 5
¢'(p) nquz_l J'(pg)
[ 53

2(* dg
- = 5
qu 5 - ().

Si 'on remplace ici ¢’ par ¢, on obtiendra la for-
mule (11).
Par la méme méthode on obtiendra

° md(re()
J(q) — diq 2'_55(:')(7"'"' _ l dr__ .

Vr—q' V=g
Mais on a
= d(re() *
ES TS :181 ¢'() +re)
L, ViR ¢ q Vit—¢q
= qu;’}( r)dr+ V7" — gg(r).

Si hm 1/7 —¢°p(r) = 0, on obtiendra l'expression

de Lorenz.

NOTE 4. Les différentiations peuvent étre exdeatées
comme dans la note 3.

NOTE 5. Dans la note 3, nous avons trouvé que

{
V’l - \T” l
I DR __f_-‘l. - dq
dp o V§&—p*

—p S—"”_'f‘f') dg, ()

si |9V —p| = 0.
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De la méme maniére on obtient

"B g, “ d(rw(r)
Mt 1 S" e
dg T ), Ve—r
q
Vai—r

Si T'on se sert de ces deux formules, on obtiendra

o0 7 R “ 7. .
i\ (ot gy 10 ey,
PIE—r W=t Yy Y —

si dans la formule (I) on pose

(0 re(r
dg) = S—V(_ =

et si 'on se sert ensuite de la formule (II), Vexpression

prendra la forme
ES” q'dyg gq_m"(r)clr
PIVGE—p V=

. . e d
En exécutant sur cette expression I'opération — ——.p

pdp
"0
AWLE Q )ar
AN TS TAR T

et, si dans la formule {I) on posc

ru())d)
"g) = q s
¢{q) Slq ;

Qf’ dg_a \'o0ydr
V=) e

on obtiendra

on trouvera

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



354.
ot l'on suppose que

s\ @'(r)dr )

V¢—p® = 0.
’f_l 7 P.,,l/q’—--r

3
P

Si T'on se sert de nouveau de la formule (II), on
retrouvera lexpression (14).

NOTE 6. On peut démontrer la proposition de
Lorenz d’une maniére différente et plus facile.

Si Ton a donné la densité superficielle f(z,y) de
chaque point (z,y) du plan 2z = 0, le potentiel d'un
point arbitraire du plan sera

(T duap fa, f)
ada AU TN
=) =S Si/TFE)f—.f(;/f)é?’

—

et de méme le potentiel d'un point arbitraire de 'espace
sera

400 %0
__ GadBf(@p)
) = S S_V(x—a)“wr —Ar+ 2

Mais en supposant que

§ ey 2y e

—0 ¥/,

soit une quantité finie, le théoréme de Lord Kelvin me!

en évidence qu'il n’existe qu'une seule fonection satis-

faisant, comme [7, entre les linites de Uintégrale a "équa-
Fu  Fu | Ou

ion 73+~ 53+ %= = 0, et prenant pour z = 0 Ies

tion o ay2+ 92 H p I &

mémes valeurs @(z, y) que /I Or la fonetion
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4o g
1 58 S @(a, f)dadj

T 9702

V(ie—a)+ (y—B)+=*
—x ¢/—w0
satisfait & ces conditions. Par conséquent, on aura

¢+o (a0
. GadBf(e,B)
Vie— o+ (y— 8+ 2
L% —o0

—00

4o (oo
1 38 S ©(a, f)dadp

Iz 02 Vie—af+ (y—By+7<
et comme
o0 ) =10
_ 2o _dwdptwd |y
2702 ) W@—af+(—pfr+#

+o0 2=0

@7 wwpdads
f@9) =\ e SWWH z

e

Mais comme

on aura

(T dedgo @B
. V(@—a)f -+ ~3)

—
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SUR L'EVALUATION DES AIRES.

MATNEMATISK TIDSSKRIFT 1864, P. 33—38.

L,évaluation de I'aire d’une surface peut étre ramenée
a Dévaluation du volume dun corps infiniment mince,
de méme forme «que la surface, car le volume divisé
par Pépaisseur du corps, qui est supposée partout la
méme, donnera laire de la surface. Comme cette con-
ception peut offrir des avantages pratiques, ainsi que le
montre, & mon avis, 'exemple suivant, jespére qu’il ne
sera dépourvu d'intérét d'en faire une étude plus détaillée.

L'équation de la surface donnde est

w = I'(x,y,2) = 0.

z-+h, y+ &, 2+ ¢lant les coordonnées d'un point
situé infiniment pros du point @, y, & sur la normale i la
surface en ce point, on aura

bu, | b, . Bu
F@th ytb et = gl g b+ gl

et de plus

h . k - _/_ _ =t

TR TR
ol

e = VIPL P,

et

a” a
|

RV Ao
v= ‘/(6J,r>+(83/) ‘ <63)'
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¢ est la distance du point a la surface.
Au moyen des valeurs de X, k, [, déterminées de
cette maniére, on obtient

F+h, y+k, 21 = ve.

Si I'on se déplace de cette maniére & une pelile
distance de la surface, dans la direction de la normal:
4 un nouveau point x,y, 2z, la valeur de la fonction :’
variera de 0 & g, et, pour un point situé sur cetle nor-
male, & une plus petite distance de la surface, la valewr
de% sera comprise entre O et e.

Pour chaque point z, 4,2 appartenant au corps in-
finiment mince ayant méme forme que la surface ot une
épaisseur constante e, on aura donc

e> % > 0.

Le volume d'un corps peut &tre obtenu par son-
mation de tous les éléments de l'espace illimité, mulli-
pliés par un facteur qui est égal & 1 pour lous les clé-
ments appartenant au corps et égal & zéro pour lous
les éléments situés en dehors du corps. Comme factenr
de cette nature, on peut prendre, par exemple, l'intégurale
définie

105 da-h 1

arctg 0% Care tg 1,
he - ho

si 'on fait, aprés lintégration, converger / vers uzéro:
car on aura dans ce cas
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T u
5 bour ¢ >
arc tg =" i ’
TR e I 2
— <y bour e<l—,
- s
et
7 u
= pour — >0
"t = ‘C‘
arc tg - ==
o il pour " <0
2 v ’
Les deux termes sont donc en mdéme temps égaux
T
a-o‘)—, 81

a>§>m

au contraire ils scront de signes contraires pour toutes
2 - -
les autres valewrs de 5 et par suite ils se détruiront.

En conséquenco, on aura

13 h=0
1 dav*h [ 1

7 \(u—ay -1 l 0
0

selon que le point =, y, 2 est situé & lintérieur du corps
ou & 'extérieur.

Le volume du corps se trouve en multipliant cette
intégrale définie par dxdydz et intégrant dans tout
I'espace illimité; laire de la surface est donc ce volume
divisé par épaisseur ¢ du corps. Par conséquent on aura

+% At a+2 42
1 . do - °h
A = ;;de dy dcgk(ﬁdir)“i‘——-ff'
L X o

4
—R Y —w ¥ —0

Mais, comme ¢ est une qnantité¢ infiniment petite et
comme on a, en général, pour une fonction arbitraire ¢(e),
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-+ a+w g+ a
1 v h ,
A = Z\dae\dy\dz . l
7 4 % t
— o ® @ —n

Il va sans dire, qu'on ne doit pas intégrer par rap-
port & x entre — o= et 4 @, mais seulement entre les
limites ¢ui correspondent & deux plans donnés, dans le
cas ou l'on ne cherche pas laire totale de la surface.
mais bien laire limitée par deux plans, que nous sup-
poserons paralléles au plan des yz.

Dans l'application de la formule (1) & Pévalualion
d’'une airve, on ne doit pas perdre de vue que & cst e
quantité infiniment petite et que, par suite, tous Iles
éléments de Uintégrale s'évanouissent, & moins que » soil
en méme temps infiniment petit. C'est pourquoi I'on
peut, soit conserver la forme des coefficients de . et /#
comme fonctions de trois variables, soit exprimer ces
coefficients en fonction de deux variables en éliminanl
la troisiéme variable an moyen de I'équation » = 0.

La formule trouvée pour .l peut aisément élre
ramenée a la forme ordinaire, si nous multiplions lo

n

. . . ou .
numeératear et le dénominateur par iy et si nous posous

1 ptoptoats | [‘Dz]%h *
7 \de\dy\dz - i ————

oo 2] (2 110

4 =

ou les crochets [ ] indiquent que 2z est éliminée au moyen
de Péquation # = 0.
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En intégrant par rapport & z, nous obtiendrons
o
[v] —h
= = arclg

T T

intégrale qui est ¢gale & = toutes les fois que » prend
la valear # = 0, 2z parcourant toutes les valeurs de
—ow a + . Par conséquent, on aura

Bl @
i

en méme temps que = = 0, de manicre (ue les limites

A = \dx\dy

de lintégrale deviendront les valeurs extrémes de x ct
y, admissibles sous cette condition.
Comme exemple de T'application de la formule (1),
nous prendrons Pévaluation de l'aire d'un ellipsoide.
Nous aurons ici

P

x’l !j’.’. 2 ]
“ o + s + ¢ 1 !

et, par suite,

7 2
I LY
v o= e A + EJJ .
S1 nous posons
z 7 . 2 . .
o= r cosd, b/ = rsmnfcosw, -~ = rsmfsine,
¢

nous obtiendrons
dedydz = &0 simddidrde,

de maniére (ue laire de la surface tolale de Iellipsoide
deviendra, l'intégrale étant ¢tendue a tout Vespace illimité,
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o0 e 2T
@b\ . 4l
A = -Q)'“(Z;Ksmﬁdﬁ da)( ) Sy ye
N T Lo vy o *
ol
@ = ' cos’f+ U’sin*d cos’ w -+ ¢’ sin’fsin’ w.

Comme tous les ¢éléments de cette intégrale s'éva-

nouissent & moins que «*r*—1 = 0 et par suite r = -,

I
on peut substituer cette valeur dans les coelficients de

I et de %% et l'on powrra de plus poser

&' —1 = (r—+1)(ar—1) = 2(ar—1).

De cette maniére on obtiendra

20 w 2T
bt )
4 = - .:Z) fln{}dﬁgdw ( ar _1)—|“/)

formule qui, aprés lintégration par rapport & o+, se ré-
duira a

K ,'zzr
a7 » . dw
A = P \sinfdd \—
7] b
./O .‘D

Si lon introduit ici la valeur de « indiquée ci-dessuz
et si 'on effectue lintégration d’'abord par parties par
rapport & # et puis complétement par rapport U w, on
parviendra sans difficulté aux résultats connus. Le r¢-
sultat peut s’obtenir plus facilement sous une autre forme
de la maniére suivante.

On a

0L 0L ol |
o 1
sttt e T T

et par suite
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T 27
@ b ¢ . de
4 = — \sin#df \— .
o) <<((u+bcb+ ) o
L) o
En intégrant d’abord par rapport it w, ct appliquant la
formule
27 dew 9z
T T e e, oo
it cos® w -t wVm'-
LA
on obtiendra
T 2T ~
. dew sm {1t
sinddf\-— = 2= S e —
e l/u cos’ f/—[—b SNV @ cos*hl ¢ sinth
¢ [

intégrale qui pent ctre immdédiatement mise sons forme
d’intégrale clliptique par la substitution
CoSfl == f_cif— tadr,
Var— ¢
oll hous supposons « >>b>>¢. Llinlégrale ci-dessus se
réduira ainsi a

e dep
LY T T T
]/]) (o — ) — @ (D°— &) sin® ¢

. { -
ol p = are cos - . On awra donc
i 0 ¢\ d¢
4= ——Qn-a'b'c‘(T o k- > s s —_=,
ada * béb ' cé 1/5 P )_“ (B— ) sin'

ce qui peut, avec la nolation ordinnirc des inlégrales
elliptiques

/ {d i
F ]ﬂ, == - *( === o —- /
(roge) gl/'l — i sintg? ’ / \/ @ — ¢
(A0

84
s'écrive de la lacon suivanie

S DS £ 3 6W é 0 )1’ (71 {/)
A —/u(l[)t(”n Jr/'(n_{) T e fe M/U_(
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SUR
LE MOUVEMENT PERMANENT

DUN LIQUIDE.
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SUR LE MOUVEMENT PERMANENT D'UN LIQUIDE.

TIDSSKRIFT FOR MATHEMATIK 1866, I’ 65—"7+.

Quand le mouvement d’un liquide parfait est devenu
permanent, la vitesse du liquide est en chaque point
constante en direclion et en grandeur, et toutes les parti-
cules du liquide qui passent par le méme endroit doi-
vent avoir le mdéme mouvement et déerire la méme
courbe. Il est bien connu que la pression p exercée
sur chaque particale d’une telle courbe peut étre déler-
minée, a savoir par I'équalion

p = —pgz—Loh—0C,

ou p est la densité constante du liquide, g la pesanteuar.
qui est supposée la seule forec accélératrice, agissant
dans la direction négative de l'axe des z el 2 la vitessc.
Si la constante € est éliminée au moyen des valeurs
correspondantes p, /., &, d'un point donné de la courbe,
Péquation peut s’éerire

P—p, = pg(e—2z)—3o(l'—1). (D

Mais tandisque la pression est de cette manicre
déterminée pour tous points de la méme courbe, décrite
par une parlicule du liquide, I'équation (1) napprend
rien sur la pression cn général d'un point du liyuide.
car les constantes peuvenl varier d'une manicre par-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



370

faitement inconnue, dans le passage d'une courhe i
une autre.

Nous ne pouvons, par exemple, rien conclure de
cette équation, pour la pression d'un liquide qu'on a
fait tourner autour d’'un axe fixe, et la supposition que
toutes les constantes fussent les mémes pour toutes les
courbes aménerait & des résultats faux.

Au contraire, 'équation a, comme on sait, élé cin-
ployée avantageusement i la détermination de la pros-
sion en tout point d’un liquide qui, par une ouverture
trés petite s’écoule d’'un vase, ct c'est pourquoi l'on
doit rechercher dans quels cas il est permis de [uire
une telle application de Péquation.

Les mouvements permanents peuvent &tre divisis
en deux especes, i savoir les mouvements en courbhes
fermées et en courbes infinies. Les premiers onl
lieu dans le cas d’un mouvement permanent proprement
dit, produit en un espace fini ct limité; car chaque
particule du liquide doit ici, pendant la durée infinie du
mouvement, finir par repasser en un point ot elle esl
déji passée antérieurement et, par suite, déerire unc
courbe fermée. Il est évident qu'on ne peut pas, dans
ce cas, employer I'équation (1) a la détermination de la
pression en géndéral.

Dans le 5econd cas, ou les espaces parcourus de-
viennent infinis, ce qui suppose le liguide illimité, le mouve-
ment peut, soit s'étendre & foutes les particules, et duns
ce cas nous ne savons encore rien de la loi dapres
lacuelle la pression varie d'une courbe & une autre, =oil
gtre limité par la condition de n’atteindre 4L une gran-
deur appréciable qua lintérienr d’une porlion limilée
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de l'espace, tandis qu’il s’évanouit au voisinage des limites
de ce domaine.

Dans le dernier cas, la pression peut Clre déter-
minée en géuéral; car, dans ce cas, chaque particule du
liquide qui participe au mouvement a4 da, dans la suite
infinie des temps, passer en un point de l'espace ou le
mouvement était infiniment petit; aussi pouvons-nous,
dans I'équation (1), égaler /i, & zéro, tandis qu'on, a d'apreés
la loi hydrostatique,

pu = a;_/0.(/’?'0’

ou @ est la pression extéricure swr le liquide, le plan
des zy passant par la surface du liguide dans le méme
endroit.* Nous supposons, dans ce qui suit, que celle *NOTEL
pression est constante.

On awa done

Pp—w® = —pyz—7iLpl’, ®)

équation qui ne contient plus de constante susceptible
de varier d'une courbe & l'autre et par laguelle la pres-
sion est, en conséquence, déterminde pour tous les points
du liquide. 11 va sans dire que la surface libre et
toutes les surfaces de niveau sont délermindes par cette
équation, c’est-i-dire par la vilesse /f.

On peut évidemment faire une application approxi-
mative de ce résullat dans des cas trés nombreux., savoir
dans tous les cas ot le mouvement d'un liquide n'est
constant que pendant un certain tewps et o, en oulre,
les courbes déerites par les parlicules peuvent élre con-
sidérécs comme ayaut pris naissance  des endroils ol
le mouvements est 1res faible, ce qui, par exemple, a
liew pour un lignide qui s'é¢coule d'an gramd vase par
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un petit orifice placé aun fond. U faut pouwrtant que
le mouvement du liquide soit négligeable & une distauce
suffisamment grande de cet orifice, et que par consécuent
le mouvement du liquide ne soit pas un mouvement de
rotation.

De plus les conditions peuvent ¢Ctre réalisées con
d'autres cas, comme par les mouvements des corps
parfaitement liquides dans des canaux, dans des fou-
taines, etc. Mais il va sans dire que, si 'on veut ap-
pliquer la théorie aux liquides réels, on doit, sclon L
nature du probléme, tenir plus ou moins de compte dn
frottemeut.

A présent nous pouvons avec sirelé faire un pa:
en avant, en retenant les conditions de validite de
I'équation trouvée.

Si Pon pose pour abréger

1
—;(2’—"‘75)—!/‘3 = (¢

I'équation (2) se réduira &

q = 3I° = } (o't 3

ot #, v, w sont les composantes de la vilesse suivanl
les trois axes. Les équations générales de 'hydrodyiui-
micque, dans le cas des liquides en mouvement perna-
nent, peuvent, avec les notations introduites ici, s’¢erine

) Ou Ou Cu

Tq_ == U= —*' -, + w 'i'\—' 1

or fx y 0z

g v v dv )
e Py w2 (h
Cuf ox Ay ‘z

0q Bm + ow 810

dz 0// Yoz
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Si, de meme, on déduit de (3) les dérivées de ¢, on
obtiendra par comparaison

oo éir bu ou
P A - D e - AU
+ o éy T ez

da
etc., par ol I'on parvient & ces deux dquations

ov b i fu fu v
0  dy ox bz ey bx )
o= T T i}

" v w
On a de plus équation de continuite

b ar | G i )

T;ri‘L '4.'?'/}7 T s = 0. (6

On peut remarquer le cas particulier ot les nung-
rateurs des équations (5) peuvent s'évanouir el ou, par
suite, %, », w deviennent les dérivées de la méme fone-
tion par rapport 4 2, y, 2, cas qui a ¢té considéré a
plusieurs reprises. Il est hon de remarquer que cest
précisément le cas d'un liquide qui s'éeoule d'un vase
par une ouvcrture circulaire, sous les coudilions énon-
cées ci-dessus; car on lrouve facilement dans ce cas

du v . ;
—— - = 0% ¢t par conséquent les aulres numdra-
dy bz

teurs des c¢qualions (5) doivent aussi s'évanouir.

Pour micux mettre en évidence le sens des équa-
tions, nous introduirons un nouvean systeme de coor-
données, composd de lrois systemes de lenjecloives ortho-
gonales, qui par consdijuent se coupent partoul sous
des angles droits.

Suient pour axes coordounés les lignes d'inlersec-
tion de trois surfaces lixes, savoir Ou, 0B, OC, O ¢lant

Porigine; la posilion d'un point est déterminée par les
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trois segments a, b, ¢ détachés sur les trois axes par li
surfaces trajectoires qui passent au point considire,
Soient o, A, y les ures

c

des cowrbes d'intersee-
tion des trois surlaees
trajectoires, comptis duy
point aux surfaces fixes
coordonndées. Lens
prolongements, les ¢l
ments da, df, dy, [t
entre eux des angles
droils, et soient 7.7,/

les cosinus des angles
quils font avee uxe
des z d’un systéme plan et rectangulaire de coordonudes:
m,, m,, m, ceux des angles qu'ils font avee 'axe des g
My, ny, n, ceux relatifs & l'axe des 2. Cest ce que ré-
présente le tableau ci-dessous

da df dy

wllh \leila ]
_° ‘i I

PRIE Y RSB &

Yl (o iy

oll, comme on sait, la somme des carrés des lrois gquan-
tités qui se trouvent dans une rangée horizonlale on
verticale est l'unité, tandis que la somme des produils
de deux quantilés voisines dans deux tangdes purl-
leles s’évanouit,

On aura done, si «a, b, ¢ sonl choisis comme variables
indépenclantés et si ¢ désigne unc fonclion qyuoelcongne

de «,0,¢,
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Si l'on pose ensuile
da &b e "
G =8 3= & 3= 5%
da 03 éy :
on aura
da Ou I éb ! ‘e
_— = g, — = g — = g, I
Ox o R g e G
Par conséquent, on aura
Il o] 9
O e Do O¢
o = gl el SF-Lel %
Oz 2 ga P TEE QD TR fe
fal [} )
1 (} i
b _ e, L e, e, i
dy 1 da L) e G
) 0 e %)
e TN DR
Oz fu 272 8h * e

ol les deux
trie.

* NOTE 8.

dernicres ¢quations sont formdes par symé-
Si Pon multiplie ces équalions respectivement par

I, m, n, et quon les additionne, on obtiendra la premicre

des équations suivantes:

[0
o

D' ™

P

n

(4
Qo' Dn
=6

o
(K4
7

0"
3de

o .
Aer ‘e

{ = Z 4 n

1,“._,1‘ 1 1(“,1/_{_ 1
(e e

R I TR

*éx *0y :
e (e
oL, o

l“c”w s 4,

les deux derniéres s'obticnnent d'une maniere analogue.

Du reste, on peul encore déduire immdédiatement
A

ces trois dguations.

Il faut encore se servir du développement suivanl.

CGomme les trois sysleines =e conpent suivant fears lignes

de courbure, ainsi que I'n démonlré Lamé, les deux

droites ¢ui, par cxemple, soul mendées normalement

la sarface o aux deux extrémités de T'élément du se
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couperont en un point. Si ¢ est 'angle infiniment pelit

. . 0 .
formé par ces deux lignes, 7 sera la combure de lare ¢
274

* NOTE 4. dans la surface oy * Tin-
disque l'une des duux
droites fait un angle droit
avecda, lautre fera I'angle
g—l—(? avee le prolonge-
ment de cet élémenl ol
avec les axes reclangu-
laires, des angles doni

n

. &l
les cosinussont/ - . % dy,

2T 8y

n n

ém, , Gu,
1= tda, - o

- (473 - N/A

Par conséquent on aura

L ol , ( om, )
cos (94-0) — (13+ ) -, (4

é

+n, (-na -+ _0)1_11 da) .

~\

et, par suite, comme ¢ est infinimenl petit et

I+ mm,—4nn, = 0,

0 / ol o on, | } én,
e mee . o2 N, ——=—— ==
du u Y8 N g )
ou bien
3 ol dmn &n
L= s\ bzt Tl') . {*
do *0u 2 éu *éu

Mais cette courbure peut encore d¢tre déterminde
d’une auntre maniére; car on {rouve facilement pur lu

figure
da—dd _  d(da)
g dg -
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do =

on trouvera

(10)
Les deux ¢quations (9) ct (10) donnent donc
ol &l én e, 0e
A St U VRt S et ) 11
290 " 2 e & &b (1)

Ces considérations finies, nous reviendrons 4 nos
équations hydrodynamiques (4), et, supposant que les
courbes « soient les chemins parcourus par les parvticules
du liquide*, nous poserons * NOTE 5.

w= W, v=1Iln, w=/hn.

On doit ici remarquer que les courbes ¢ ne déter-
minent pas seulement les surfaces 3y, yui partout font
des angles droits avec ces courbes, mais encore les
deux autres systomes de surfaces, car ces deux sysiemes
doivent passer par les lignes de courbure des swrlaces
Ar. Daprés (7) on a en géndral

b e . P f¢
" —{—‘l' po iy = ][Elr—,
o iy (i1 cdu

de manicre que les ¢yualions (4) se transforment en

i au ¢ & g 7
g _ e, S, B g ) lq g, o)
0x Yode T By ode 8 b lu

I
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d’ott I'on déduira au moyen des équations (8) et dex
relations connues entre les quantités £, m, »

0q oh
¥ i 71.:1%,
é ol, 6:)1 On
agp = “‘(16 T ~’3?[>’ (2

B )
Si 'on compare la seconde c¢quation (12) avec l'ex-
pression (9) de la courbure de la courbe « dans la sur-
face ay, on reconnait que le second membre de (12) esl o
carré de la vitesse, multiplié par cette courbure, ct par
conséquent égal & la force centrifuge dans la direclion
opposée a dj, résultat qui, du reste, pouvait étre prévu,
Une remarque analogue peut étre faite sur la troisiéme
équation ci-dessus. Ces deux équations peuvent de plus
au moyen de (11) étre transformées en
by _Iroe, oy _ s, (13
ob g 0b ' Oc 80
L’équation de continuité (6) peut éire transformdée
d'une maniére analogue; mais on obtient plus vite le
méme résultat, si on remarque que, d’apres la conli-
nuité, hdfdy doit étre invariable pour lous les points
d’'une courhbe décrite par un courant et par conséquent
fonction de 6 et ¢ seuls. Ainsi I'on peut poser

= (b, ¢)s,¢,- (14)

Si maintenant nous considérons I'espece particulitre
de mouvement pour laquelle est valable I'équation (3),
g = 17°, nous trouverous, en iniroduisant cette valeur
de ¢ dans les équations ci-dessus, que la premidre équa-
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tion devient identique et quinversement elle entraine,
par intégration, I'¢quation (1), tandis que les équalions
(13) donneront
1 6h 16e 16k 1 6s .
O (A (15)
h 0b c ¢
d’oit 'on déduit par intégralion

h = I'(«)e, (16)

F étant une l(onction arbilraire.

Ce résultat qui, combiné avee (14), fournit les lois
du mouvement ct qui le détermine complélement, les
conditions nécessaires ¢lant doundes, peut étre rendu
plus intelligible par les considérations suivantes.

Le mouvement d’ane particule d'ecan peut étre con-
sidéré comme une rotation autour d'un axe parallele i
dy, passant par le cenbre de courbure du courant situé
sur le prolongement de 2 cl, de méme, comme une
rotation autour d'un axe paralltle & djF el passant par
Pautre centre de courbure, situé sur le prolongement de
dy. La vitesse angulaire de la premicre rotation est, si

N
l’or\x se sert de la nolalion ¢ employce ci-dessus, 515 ou
thOd’ si de cst e chemin parcouru par une particule
d'eau dans le temps dt. Si on s’imagine qu'une par-
ticule d'cau de la courbe « esl liée par une ligne dg3,
normale & la courbe, avec la particale la plus proche de
la surface «3, ceile ligne sc déplacera dans I"élément
de temps dt el lormera langle —;]; dt avee sa posilion
primitive, la dircction posilive élunt/cmnptée de la mcéme
maniére que ci-dessus, pour la détermination de la
courbure. La vilesse angulaire de la rotation de cette
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ligne est donc
ol ‘h

T T T
Mais, d’aprées Uéquation (15), combinde avee (10)

on a
oh .

T s T €

d’on1 ressort ce vésultat remarquable, que cette vitesse
angulaire est prdcisement cégale et opposée o celle du la
particule autour du centre de courbure situé sur le jiro-
longement de dF. Une proposition analogue est valahle
pour la rotation autour de lautre centre de conrhure
de la courbe du courant, ct ces deux résultats, qui pev-
vent remplacer les équations (15), conliennent done.
conjointement avec l'équation de continuilé, toules lvs
lois du mouvement du liquide. Un corps flottant lilie-
ment dans le courant doit done, en géncral, ¢prouver mie
rotation inverse de celle du courant, c¢e qui esl pricise-
ment le contraire de ce qui arvive & un liquide. lors
quil éprouve une rotation uniforme aulomr d'un axe five

Les expressions (14) ct 16) de la vitesse peunvent
élre employées & la détermination graphique approxime-
tive, abstraction {aite du froltement, d'un couwrant dans
un canal. Si Pon suppose que le fond est plan, il pedl
¢tre pris powr le plan coordonné fixe A5, cl comme
les courbes des couranls ne different que pea dun pho
horizontal on peut, comme premicre approximalion, =up-
poser dy constant et ¢égal & de pour lous poinis de h
surface A B. On a donc ici ¢, = 1 el le mouvement
sera d’apres (14) et (15) délerminé par

= F(0)s, = ()=,
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Pour b =0, on a g = 1, et pour « = 0, ¢, = 1,
de maniére qu’on peut encore cerire ces équations sous
la forme

T

v="0 Gy

=" =T

(7]
Ry

9

i

O

Qu'on imagine des segments é¢gaux a de et db portés
sur les axes fixes, el inverscment proportionnels aux vi-
tesses, de maniére qu’on ait

(0" da = [0 ab;

alors on aura da == dg.

Les trajectoires orthogonales, dont l'unc représente
les directions des courants, formeront donc partout
des carrés, si leurs iraces sur les axes fixes sont mar-
quées a intervalles infiniment petits, inversement propor-
tionnels aux vilesses aux points considérés, et les cotés
de ces carrés seronl aussi inversement proportionnels
aux vitesses.

Par conséquent, si les conditions limites nécessaires
sont données, on powra déterminer graphiquement la
direction et la vilesse du courant; mais il va sans dire
quwon doit ici remplacer les carrds infiniment petits par

“des carrés petits, mais linig, et construire les trajectoives

orthogonales de manicre & satisfaire aux conditions donndes,
Il faut pourtant remarquer que cette mdéthode de con-
struetion peut facilement entrainer une accumulation
d’erreurs et par suite, conduire 2 des résultats incertains.
C’est pourquoi 'on ne devra 'employer quavee précau-
tion,

IL, 23
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NOTE 1. On suppose qu'une partie de la surface
est en repos et par conséquent plane, el qu'on fait puasser
le plan des ay par cette partic de la surface.

NOTE 2. La vitesse sera en chaque poinl divigée
suivant une droite rencontrant la verticale cui passe par
le centre de lorifice et ne dépendra que des distances
du point considéré a cette verticale et a la surface libre

NOTE 8. On ne désigne pas ici par g—: la dérivee
partielle par rapport & a, g et ;- é¢tant constants, mais la dc-
rivée suivant la direction de a—;—b— et CB—C ont des sighi-
fications analogues. I I

NOTE 4. Lorenz parle ici et dans ce ¢ui suil de
la courbure d’'une courbe dans une surface sur laguelle
elle est tracée. 1l résulte de son texte qu’il a en vuc
la courbure de la projection de la courbe sur le plwn
tangent & la swrface au point considéré.

De méme, quand il parle des divers centres de cowr-
bure d'une courbe, il entend les centres de courbure
des projections de la courbe sur les différents plans gni
passent par la tangente au point considérd.

NOTE 5. Lorenz dit quil prend pour courbes «
les chemins parcowrus par les particules du liquide.
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(est en géndral impossible; car on ne peut pas, en
général, construire une surface ¢ui passe par un point
donné d’'une des courhes et (ui coupe ces courbes par-
tout 4 angle droit: méme dans le cas ot l'on peul con-
struire une famille de surfaces jouissant de ces proprictés,
elles ne peuvent, en géndral, apparlenir & un systéme
de surfaces orthogonales, 4 moins que leur parametre ne
satisfasse & une certaine équalion aux dérivées partielles.
Si les surfaces de niveau g = const. sont perpen-
diculaires aux cowrbes du courant, on doit avoir
(')([ ('7!] 6(1
R

N v !

ce qui entraine

BT e Ou o Oc
e — - |t — ) 0| —— ) = 0,
bz &y ér (z by lx

équation qui est incompatible avee I'équation (5), & moins

que les numératewrs de (5) ne s'évanouiszent.
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SUR LA RESOLUTION

DES EQUATIONS ALGEBRIQUES

AU MOYEN DE SKERIES
ET D'INTEGRALES DEFINIES.

Document numérisé par la Biblioth&que Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS ALGEBRIQUES
AU MOYEN DE SERIES ET DINTEGRALES DEFINES.

TIDSSKRITT FOR MATHEMATIK 1857, P 71—80,
Soit proposée I'équation
z = atye(), (1)
a résoudre par rapport & x; on pouwrra, comme on sait,
se servir de la série de Lagrange
-—1 nfty 7"
_ e M CA O KIO)
f@) = fla) + () f' () ... — g
1 da !
qui exprime non seulement z, mais une fonction guel-
conque f(x) au moyen de « et de y. Dans I'application
de cette série, on rencontrera pourtant une difficulté
double, 1° parce que la série devienl souvent divergente;
20 parce quelle ne donne qu'une seule racine de I'équa-
tion. (Vest pourquoi il ne sera pas sans intérét d'exa-
miner la question plus en détail. I me semble inpor-
tant avant toul d’obienir des séries convergentes pour
toutes les racines des équations algébriques, dont la ré-
solution n'est cn géndral (qu’approximalive.
Pour applifuer la série de Lagrange a4 la résolution
de I'équation
t—zx+a = 0, (3)
seul type d'équation algéhrique dont nous nous occupe-
rons ici, nous devons dans I'dqualion (2) poser
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Yy = 11 sp((t) = «,

et x, on une puissance de z, sera donc déterminde par

la série
x? = artpaPtety-. ..

4p (p+ng—1) (p+ng—2)...(p+n@q—1+41) ar oL

n!

Si I'on se sert des signes de sommation et des
fonctions I, cette série peut étre écrite sous la forme

— Flpt+ng) vy (-
o= 1’2 TG Fag—0 L) re+n@ " O

n devant parcourir toutes les valeurs positives et cn-
tieres de O jusqu'a c. On peut en outre obtenir uue

expression analogue pour logx an moyen de 1'¢qua-
tion ci-dessus, par exemple en faisant converger p vers
0. Si p est négalif, la formule est encorc valable, pourvu
que la fonction [I' soit définie de manicre & verifier
encore la formule

al(a) = [(a-}1)

pour « négalif; car alors les valeurs de la fonction powr
a << 0 sont déterminées par ses valeurs pour « > 0.

La série trouvée de cette manicre devient pourtant
divergente aussitot que la valeur numérique de « dépasse
une certaine limite, et Pon trouve comme & Pordinaire.
que la condition de convergence est, abstraction failc
du signe,

ar < (g—1) g, (6

De plus la série n'exprime que la racine qui s'é¢van-
nouit en méme temps que «, tandis que l'équation a
encore g—1 racines différentes ¢ui ne s’évanouissent pas
avec .
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Pour trouver un développement convergent qui re-
présente toutes les racines de I'équation, nous partirons
de 'équation plus géndrale

1 Z -

L= ot g

ot nous déduirons pour toute fonction de x deux

séries, procédant I'une suivant les puissances croissantes

de y, l'autre suivant celles de 2 Ces séries peuvent

étre obtenues au moyen de la séric de Lagrange, géné-

ralisée par Laplace; aussi peut-on dire gue nos résul-

tats sont contenus dans cetie formule, bien qu’on n'ait
pas encore, que je sache, fait cetle remarcue.

Cependant, comme la forme symdétrique de I'équa-
tion c¢i-dessus rend les caleculs considérablement plus
faciles, je préfere donner une démonstration directe des
séries cherchées.

En différentiant 1’équation donnée par rapport a y
et z, on trouve

L (v i,”,(x))ﬁ'_«'

0= o~ (or + ) 3y

_ L (v %)gi"_(@) ba

) (so'(x)ﬂ TYEy ) &

et par conscéquent

ox ox :
%) — h(z) o, 8
£() g, = ¢(0) 51 (8)

Si nous avons de plus deux fonclions f(x) et F(x)
développables en série suivant les puissances croissantes
de 2, savoir

f(x) = Ao—}—Al-l—+A T e

%
e f
.
L(

F(x) = BABT+B,
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on obtiendra en différentiant respectivement par rap-
port & z et y

. 4
f(?:)a—z_ A+Az+...,

02 dB;
F(x)-@ = ay +

dB, =

WT+...

Si la fonction ¥ est déterminée de maniére 2 ren-
dre ces deux séries identiques, on aura

4 _94B 4B

‘—3;17, ,_,=?Z?/‘,...,
et

F@s — Fe)g,.
d’ou Pon tire, par comparaison avee l'équation (8),
F) e@) = F(x)g@). ()
Les coefficients 4, et B, peuvent étre exprimés par

‘Ao=f(/9)’ BuzF(ﬂ)’

ol B désigne la valewr de # pour 2 = 0. £ est donc
d’apres (7) une racine de l'équation

p(@) =y. (10

Nous avons donc

__ 4B, _ F'(g)df _ (A4
oy Tldy  d(B) dy
et nous pouvons détermineir B, car ce coefficient d¢-
pend de la méme manicre de I’ que 4, de f; cest

pourquoi nous aurons

B _ B AEP) (s;i/fg)di(/i)
d(p

PTE) Ay dy
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1!

Ensuite la valeur de 4, se déduira de celle de B
car 4, est la dérivée de B, par rapport & y. En con-
tinuant de cette maniére, on trouvera flacilement les
termes successifs de la série f{x) et I'on obliendra

flo = fig) + £ B = (B

Comme on peut, dans Péquation proposée, permuter
en méme temps y et 2, ¢ et ¢, on déduira de la der-
niére équation, si y est une racine de I'égquation

o(r) = =, (10

en effectuant la permutation indiquée,

o) = f) -2y, (4,&(;«) ")y
oly) dz 1 777 D dart\g(y)) dz |nl"7
Si nous considérons I'équation algébrique (3), nous
reconnaitrons qu'elle peut, de trois maniéres différentes,
étre rapportée au type (7), car on peut isoler chacun
de ses frois termes a gauche du signe d'égalité, puis
diviser 'équation par ce membre.
On reconnait pourtant que ¢’est senlement en don-
nant & l'équation la forme
1 1%
Tt av
que nous obtiendrons toutes les solutions. a Iexception
d’'une seule, dommée par I'érquation (5).
Nous devons done poser
olr) =z, ) =27, y =1, 2= —u
et d'apres (10) el (107)

1 1
g =y et y =z,
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Les deux séries de 7 deviendront donc d’apres (11) et (11)

.
( ,I“i) (— a) dn_ — l(jq 1) (_(()ﬂ
— —1 —1 \
ap — yf +yq g + o+ 77|V a7 | -
ou l'on doit poser y = 1 aprés avoir exécuté la diffe-

rentiation, et

2 1al) g a | 2 ales) | 1
R e Al

ou l'on pose 2 = —a.
Si 'on conserve la notation 4 pour la racine (¢— 1)
de l'unité et si on pose pour abréger

ng—p_, n—p

q_l - na — Sn,

la premiére série donnera

(ig)p= . ﬁ+ o (7,, ) 5 0),.,-:(-;-,1—72,-1—1) (/g-)"_:“:

tandis que l'autre donnera

(s,l—n +1)
n

2P == (—a)ots,(—a)r+.. s, (sn 1)(9n ) (—a)n .4

Pour obtenir les conditions de convergence de ccs
deux séries, le mieux est de comparer le nieme terme avet
le (n+4q—1)eme de la premiére et le (-1 g)eme de la
seconde: de cette maniére, on trouvera, comme & l'or-
dinaire, que la série (13) est convergente sous les mémes
conditions que (5), c’est-a-dire si 'on a, abstraction faite
du signe,

q
a<(g-— 1)(12_—0’

Document humérisé par la Bibliotheque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



303

tandis que la série (14) est précisément convergente cquand
cesse la convergence des autres séries, savoir quaud
e
a>(g—1)g'~.

Les séries (3) et (13) se suppléent, car la dernicre
donne les (g—1) valeurs de «” ¢ui ne sont pas contenues
dans (5), si l'on fait prendre & A les diverses valeurs de
la racine (g—1)°*me de l'unilé. Au contrnire, aussitot
que ¢ dépasse la limite indiquée ci-dessus, on ne peut
se servir que de la série (14) et eclle donne encore la
solution complote, car (—a) est élevé 4 des puissances
dont les exposants sont des nombres {ractionnaires de
dénominateur ¢: on awa donc 1, solutions  différentes

avec les q valeurs (ue prend (—a)e.

Si ¢ est un nombre réel, on reconnait, si I'on peut
se servir des premicres séries, « ne dépassant pas la
limite indiquée ci-dessus, que V'¢quation awra deux ou
trois racines réelles selon que son degré cst pair ou
impair, # ayant toujours unc ou deux valeurs réelles ot
la série (5) donnant toujours une valeur réelle. Si, au
contraire, « est positif et dépasse la limite, on n'aura
d'aprés (14) aucune racine réelle, si le degré de I'équa-
tion est pair; on en aura unc si ce degré est impair.
Cette disparition de deux racines réelles fait soupconmner
que 'équation a des racines d¢gales pour la valeur limite
de «, .
ce qui peul servir a la résolulion de I'équation dans ce
cas limite. Or on doit avoir, dans le cas des racines

égales,
1

gar—'—1 = « el par snite a = ¢'-9,
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valeur qui est précisement racine de I'équation proposce,
gquand ¢ prend la valeur en question.

I n’est pas sans intérét de remarquer qu’on penl
dans la série (13) réunir dans une somme tous les lermes

qui conticnnent comme facteur commun la méme puis-
1

sance de § — 179-', car ce facteur se répete pour chaque
(g—1)#me terme, et chaque somme prise sépardmnent
peut é&tre considérée comme la racine (g--1)%c d'un
nombre réel. Dans la série (14), les termes qui corres-
pondent & une valeur entiére de s, s'évanouiront, cl, =i
elle est ordonnée d’'une manicre analogue, cette sirie
contiendra (g—1) sommes dont chacune, prise scépari-
ment, peut étre considérée comme la racine gi¥me
nombre réel.

Si 'on veut exprimer la série (14) au moyen des
fonctions 17, on peut le faire de la maniére suivanle.
Le terme général du développement contient le produil

Se—D(sn—2) ... (sa—m) ... (Sp—n4-1),

dont le premier facteur est toujour positif, le dernier
négatif pour des valeurs suffisamment grandes de n
de maniére ¢u'on peut toujours trouver un nombre
entier m pour lequel s,—in est compris entre 0 cf 1.
Les n—m—1 facteurs suivants, qui par conséquent sont
négatifs, peuvent, si 'on change leurs signes, éfre conme
les précédents exprimés par les fonetions I, el Ie pro-
duit peut s’écrire sous la forme

[ ,]_1(29") r(l_j’f), i ( _ 1)n77n—£
L(sa—m) [ (1— s+ m) :

Le dénominateur peut ¢&tre transformé au moyen
de la formule
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rora—s) = °

sin Il 78

et, comme on le voit facilement, la séric (14) prendia
la forme

s s, 7w [“(‘s,,)l“ 1—Su) Syt sy .
— E I+ 1) (- " a . (1D)

Dans cette formule am n'entre pas et elle est valable

pour toutes les valeurs que prend », de O jusqu'a o,
si Pon a égard & la remarque faite ci-dessus relativement
4 la définition de la fonclion I” pour un argument négatif.
Si 'on pose .
o= g -y,

m et p étant des nombres enlicrs, on aura s;, = m—tsy,
et I'on obtiendra la sommce de fous les termes en fai-
sant prendre & g loutes les valewrs de O & g—1 et &
m toutes les valewrs de 0 & «. Si Uon différentie par
rapport & «, la série prendra la forme

M=q—1 .

d sinsymw, | )

— P = S'a il (— l)s‘fj‘ (l‘s:u—/l—l _Ru ’

da T :
fL==1 (1())

§ ’l(uz.s,,)[_jﬂL{):é/HruH) ==ty
'tmg+p+1)

La premicre somme ne contient que (¢—1) termes;
ar, d’apres la remarque faite ci-dessus, le terme pour
lequel s, est un nombre entier s'évanouit. On a ic
cherché une expression de la dérivée de 2r par rapport
a ¢, parce que cette séric peut, comme nous le verrons,
sexprimer plus facilement par des intégrales définies.
Du reste, on voit facilement qu’on n'a pas besoin d'in-
tégrer pour obtenir a?: car, en différentiant I'équation
proposée, on irouve
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dz
(gt — 1) +1 = 0,

équation (ui, combinée avec la proposée, donne

dz x
da  aq—x(q—1)’

. . d
d’olt I'on peut tirer 2 au moyen de o

Les séries trouvées ici peuvent toutes ¢tre [acile-
ment sommées au moyen d’intégrales définies.

Pour sommer la série B, dans la formule (16), on
peut, par exemple, se servir de 'intégrale eulériennc

gzt"_i(l—u)ﬁ—‘ die = ﬁa_) 11_(';9)) ,
to /2 m'

par ou l'on obtient immédédiatement

1
By = X Qu"' Fsu— (1 —ayma—D=sutFly . qmm -,

Yo

ou, en effectuant la sommation,

S—4 fL—.
B ar—! L (1—L)l " {u
O P el
” a?— e (1 — a7t
Yo
Si Pon pose ici
y 2

on obtiendra

R/A = (l-/1'+1_8/" LA )
« T—z4a

ou 2 croif numériquement de telle sorte que Ia limite
supérieure de Pintégrale est + oo si ¢ est positil el — =
si @ est négatif. Par cette transformation on obliendra
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I'mtégrale d'une {raclion dont la déconmposition exige la
solution de I'équalion

ST—z——a = (),

ce qui est l'¢qualion proposée.  Aulant que je sache,
les différentes solutions qu'on a irouvies jusqivici des
équations algébriques an moyen d'inlégrales définies peu-
vent élre rapportées & ce type. Maiz une telle solution
ne peut pas ¢lre considérée commnie une solulion cffective,
car on ne powrrait pas, par exemple, trouver une solu-
tion d’une c¢quation du troisieme degréd, et ces intdgrales
définies ne sont d’aucnne ulilité tant qu’on n'en peud
pas déduire un développement en sdrie.

Un type nouvean de solutions peut ¢tre oblenu par
la sommation de la série (5) au moyen d'une intégrale
définie. J'emploierai o cel cffet le théoréme suivant de
Gauss el Legendre:

1—m

, . 1 ] nm—1 DN
lam) = [(a) ] (a+7> 1'(a+ f;lf)m’”“'*%(“_’;:) 2
: . i /
et je développerai application relalive aux équalions dit
troisieme et du (quatrieme degrd,
Pour ¢ = 3, p = [, la formule (5) donnera

I (Bu-1)

e (2t
[@En=2 0 =n "

x

ou l'on pose, d'apres le théoreme cild,

F(u 1) = o 1 1 3) Heb ) 1 s

Py

Apros avoir différentic: par rapporl @ «, on awra

de 1 _/'(H =W e--3) SRR
;/u_zxz L2 -1) Co T

I 24
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et la sommation peut &tre effectuée comme ci-dessus an
moyen de l'intégrale eulérienne.
De cette manitre on obtient

de V3w i(l—u) 4

do = Tz \T=07 el =)

qui se transformera en

i _ i\ ety
de 27 \(14+2)—27a

par la substitution

ij dz

z

1=

On pourra sans difficulté effectuer les intdgrations, v
décomposant la fraction et en appliquant la formule

par ol lon frouvera les cxpressions algébriques bicn
connues des racines de Péquation.  [Sinlégrale donnera
la solution compléte, bien que la série, dont la somua-
tion a fourni lintégrale considérée, ne corresponde qu
une seule racine de 1’équation.

Pour V'équation du qguatrieme degré, la formule ()

— 1(4‘H_l_ 1) _ 4t
“ Zr(,, IO J-l)” ’

et le théoréme de Gauss permettra d'éerire

donnera

[ln1) — @n3) P@u-1)2" @)~
et
P@n1y = P43 Hn =128 T 22)7
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En multipliant ces deux équations, on obtiendra unce
expression de ['(4»n-+ 1) (uon introduira dans l'expres-
sion ci-dessus de z; puis, apres avoir différentié I'équa-
tion par rapport & «, on aura

21 (CXE I VAUSS 2) gin o,
(Zu F'(5n+1) o

Comme ci-dessus, la somumation peul ¢lre exéeutée
au moyen dunc intégrale définie et 'on obtiendra

1

dz | Ll —u)
de ™~ = -]—()!Lu‘ W (1 —u) dit

*y

ol lintégration dépend de la vésolution dhune équalion
du troisitme degré et peut élre exécutée comme ci-dessus.

Tandis qu'on peut, de cetle maniére, résoudre cffec-
tivement les équalions du troisiéme el du quatricme
degré au moyen d'intégrales définies. le provédé échoue,
au contraire, pour les dqualions de degré supérieur, a
raison d’'intégrations qui ne peuvent pas étre exdeutées,
ainsi qu’on pouvait du reste s’y attendre.
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CONTRIBUTION A LA THEORIE DES NOMBRES.

TIDSSKRIFT FOR MATHEMATTK, 1871, P 07—114.

Si P'on cherclic & résoudre le prebleme de trouver

le nombre des solutions de I'équation mdélerminée
w'~cit = N, §h)

ol m et n désignent des nombres entiers posilifs, nuls
ou négatifs qui salisfont & I'équation, ¢ ¢t N étant des
entiers posilils, il wrive qu'on peut parfois trouver. pour
certaines valeurs singulicres de ¢, une loi simple meltant
en évidence la dépendance qui rattache le nombre en
question aux facteurs de N. Ici el dans ce qui suit,
par ces mots ,le nombhre des =olutions®, nous entendons,
a moins qu'une aulre significalion ne leur soit expresse-
ment donnée, le nombre tolal des valeurs, positives
négatives et nulles, «ue peuvent prendre m et » dans
I'équation (1).
Si nous considérons, par exemple, U'équation
it = N,

el si nous posons successivement

m == (),
o= 1, -2, ...
m o= -1,

no= 0, 4= 1, -2,
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lés différentes valeurs que N prendra dans ces condilions
seront énumérées dans le tableau suivant

1,2 4& 5, 8, 9. 10, 13, 16, 17, 18, 20,, ...,

ou les nombres qui n'ont pas d'indice correspondent
aux valeurs de N, pour lesquelles le nombre de solulions
est 4; ce nombre étant le double, c'esl-i-dire égal o ~,
pour les nombres qui ont lindice 2.

On peut, a titre d’essai, chercher & former In weme
série de la maniére suivante. On commence par cerime
la série des nombres entiers:

1,2 3,4 5,6,7,8. 9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 15, ...

Puis on souslrait 3, qui est le premier nombre qui
ne se trouve pas dans la scrie ci-dessus, et tous les ninl-
liples de 3, par conséquent

—3, —6, =9, =19, —15, —18, ...,

nombres qui sont affectés du signe négalil’ pour indiquer
(u'ils doivent étre soustraits.
Puis nous forimons les sérics

5, 10, 15, 90, o
-7, —14

et ainsi de suite, de manicre que chague série suceessive
commence par le nombre impair suivanl, changeé de
signe, el soit continudée par les mulliptes du premiver
nombre.

En additionnant les nombres correspondants de e

slries, on obtliendra la série

1,2, 4, 5, 8,9, 10, 13, 16, 17, 18, 20,

a

o lindice 2 signifie que le nombre correspondant =e
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trouve deux fois dans les sdéries en question.  Nous
retrouverons ainsi, au moins pour les nombres consi-
dérés, la premiere séric: et, en conlinnant de fa wmcme
maniére, on obtiendrail facilement une plus grande vrai-
semblance de la concordance absolue des deux séries,
Si cette concordance existe réellement, ce gifon ne peual
démontrer en toule rigueur par celte méthode empirique,
nous pourrons [(acilement trouver la loi du nombre des
solutions, parce que les dernieres séries sout fornides
d’apres une loi simple. Le lerme géndral de la premieére
série peut étre désigndé par s, celui de la {roizidme par
5u, celui de la cinquitme par 9 cle.. par conscéquent
en général par (4w yr, tandis que le terme général
des séries O lermnes négalifs devient (dm-=3)0, olt w
peut prendre toutes les valewrs enticres & parliv de zéro
jusqui Tinfini, el » de | jusqua 'infini. Un nombre
N se trouvera par conséquent antanl de fois dans la
série finale qu'il y a d'unités dans le nombre des divi-
seurs de N de la forme 4ae-- 1. diminu¢ da nombre de
ceux qui ont L forme 4 -4-3. Soit o le nombre des
solutions de 'éenation w4 n* = N, el zoienl vy ¢l by les
nombres des diviseurs de N de la formne 4o 4-1 et
dm+-3; p, esl délerminé par

Oy = Flu—0b).

On peul, en fail, par ce procédé completement ewmn-
pirique, obtenir une solulion exacle de la plupart des
problémes (ui scront résolus dans ce qui suil; mais il
va sans dire que de telles solulions ne sont paz =alis-
faisantes au point de vue malhématique, parce gu'elles
se présenlent comme loul a fail fortniles el mauguent

de la riguenr quon est accontiine i demander aux
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résultats mathématiques. Cette mélhode d’essai n'ext
pourtant pas sans portée; c’est pourquoi je ne lai pas
négligée, parce qu’elle peut, par 'orientation des résullals
gu'on cherche, indiquer la marche qu’il faut suivre dan:
les calculs.

Si on cherche & démontrer toutes les propositioins
quon peut trouver par la méthode d'essai indiquée ¢i-
dessus, on pourra, ou bien suivre la’ méthode plus syn-
thétique dont on se sert d’ordinaire dans la théorvic dr:
nombres, ou bien chercher v obtenir la solution par un
voie purement analytique; c’est celte derniére (ue ju
préférerai ici.* La méthode analytique consiste dans la

transformation de la série

-+ = + =
E E (/m‘~’+cn2, ((1< 1)

en une série d’'une autre forme. Puis, en comparant les
termes des deux séries qui ont le méme exposani N, on
détermine le nombre de fois qu'on rencontre cet expo-
sant et par la le nombre des solutions de I'équalion
m4cn’ = N.

Cest de cette maniére que Jacobi (Journal de Crelle,
tome 12) a résolu le probléme dans le cas de ¢ = I
en transformant la série au moyen de la lhéorie des
fonctions elliptiques, Dans sa ,Thcorie des nombres
(3ieme éd., p.216), Legendre, en établissant que ol
nombre positif est nne somme de quatre carrés (on

* Dans le dernier fasce. de ce journal, que jai regu apres avoir
terminé la rédaction de ce mémoire, M. J. Petersen o Llraité le
méme probléme par la premiére méthode. On aura done
I'occasion de comparver les deux méthodes.
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moins) appelle Patlention suar ce fait que ce théoréme
peut &tre démontré au moyen des séries de la théorie des
fonclions ellipticques, et il ajoute que la démonstration
de Iidentité des séries, ct par suite du lhéoréme, doil
pouvoir étre faite au moyen de calculs purement analy-
tiques, par oti I'on obtiendrail ,la démonstration la plus
simple gu’il soit possible® de donner du théoréme cn
question.

C'est dans celle conviction que jai essayé de faire
ressortiv wne solution immédiute, analytique et plus goné-
rale, de cette sorte de problemes, de maniere d éviter
le détour difficile des fonctions clliptiques, qui, de plus,
ne peuvent étre employédes que dans le cas singulicr
mentionné plus haut. De plus, jindiquerai une applica-
tion des résullats trouvés a lu sommation de quelyues
séries, probleme qui a ét¢ l'origine de ces recherches.

Nous considérerons en premier lieu la série

4o
gt = f(x), (2)
s
o # peut prendre toutes les valcurs positives, négalives
et nulles, et, apres avoir délermind 'équation [ondamentale
de la série considérée comme fonction de 2, nous trans-
formerons la série au nmoyen de celte équation en un
produit d’un nombre infiniment grand de facteurs. La
solation de ce probléme esl, sous une forme peu diffé-
rente, une queslion bien comue dans la théorie des
fonctions eliiptiques; mais comme je ne présupposc ici
ancune connaissance de cette théorie, [indiquerai en
détail le calcul.

En supposant que ¢ esl plus petit que Punité, la

série est convergenle pour une valenr (uelconque de .
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Si 'on remplace z par ¢*x, on obtiendra

ax

+ >
]"(q'-’x) —_ E (]113+211xn — E (l(vx+l_)'—’~ 'iT/'",
- =

— =%

expression dans laquelle #» -1 peul étre vemplaced par
1. Par conséquent, on aura

flga) = qlw 1 (x). i

Inversement, si I'on cherchiait 4 déterminer fiz)
moyen de cette dequation, on powrait le faive en expri-
mant cette fonction par une série procédant sunivanl les
puissances positives el négatives de x ct en délerminu
les coefficients au moyen de I'équation fondamentale.
En procédant de cette manitre, on se convainers e
tous les coetficients peuvent ctre déterminés, auun faelewr
constant prés, qui reste arbitraire. Toute lonction /i
qui satisfait & Péquation (3) peut donc dlre exprine
d’une maniére générale par

¢ () F(¥) = [(2). (
ou ¢ est une fonction arbitraire, dépendant seulemen
de g¢.
Or, la fonction

F(a) = (1 g2) (1) ... (L gz (e ).

satisfait 4 l'équation fondamentale; car, en remplacul
z par ¢z, on obliendra

F(ge) — (142 (L ¢') ...
(g2 (I ge ) (g ) oo

d’otr il s'ensuit que
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. Pt [
F(yz) = _!'l—*l‘r P I'@x) = g P(x).

Nous aurons, par suite, en nous servant d'une notation
abrégée,

+ o=
D = @I D 6

@«
out /7 désigne le produil d’une suite infinie de [acteurs
1

obtenus en posant successivement © = 1, 2, ... jusqu'd
h = . A présent, la fonclion indéterminée ¢ (4) doit
étre détermindée par comparaison des valewrs que pren-
nent les deux wmembres de Péguation (4#). quand on y

remplace z par des valeurs données. Pour ¢ = — 1
el # = V—1, on ohtiendra les deux relations .
1 — 22— 20" ... = «(q) I(1— g1,
1
1 =244 2¢°—24%... = ¢(q) (14",
1

ot la seconde série est déduite de la premicre par le
changement de ¢ en ¢ Nous obtiendrons done

(@) 10— g 4 == ¢ () IT(1 4.

d’ol résulte

#(9) (L= 2 _ m s
B — 1 | = (=g ) (1= g¥).
(79 ! U 1

Dans la dernicre suile de facteurs. ¢ aura succes-
sivement lous les exposants 2, 6, 10, 4, 12, 20, ...
c'est-i-dire tous les nombres pairs, & I'exceplion de S,
16, 24, ...; pour cette raison ['équation peul cncore

s'éerire
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24

e@) ~ M=

Dans cette équation, on remplace g par ¢, et I'équalion

el¢) _ gl—o™

e(¢ T T—¢g®R

formée de cette maniere, donnera, par multiplicatios
avec la précédente,

¢@ _ gl=g¢"
ol ¥ T

lei on powrra de nouveau remplacer ¢ par ¢" o
ainsi de suite, et, en remarquant que g< ! el qu'on
aura ¢"== 0 ct. d’aprés (5), ¢(0) = 1. on obliendr
finalement

o(g) — JH(1—¢).

par ol la fonction ¢ est déterminée.

Si 'on introduit cette expression dans 'équation (5).
et si 'on pose en méme temps xz = 1, le seul cax donl
nous nous servirons ici, on aura

-r
E ,1112 — I](l _ q?h)(l + q?llfl)‘z.

Cette équation aequiert une forme plus c¢onvenahle
pour notre but si on la multiplie par le facteur

| — ”(lr_qtmu)(l 4/1)

(1= g (1= )

. o (L__(Iﬁh) . o 1 o
- Il ( ‘411_ Sz] 4/;)' - {I '("1"_ (141:—'2)(1'_%_ ’Iw').

par ou lou obtient finalement
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+ o

2 m(l—ll_gh)(l *}—([2]'"1) )
Z(l = lll(l—,_’lgh)(l’_‘(jZI‘”‘)' (())

—w

A présent il est facile de former le produil infini qui
exprime la somine double

+ = + = + = + %
E (111124-0"'-3 o E (jm‘-’ E ,jrn2’
savoir
—+x 4=
E E f[111'3+011‘~’
w 1_ 22 I ] 2h -1 1_ 20 [ L g(2k—1)e _
— gU=enten ) (=g (1 =g™709 g

F () (Lm g2 1) (T g2) (1 g0

Il veste encore a résoudre le probleme de trans-
former le produit inlini en une série de puissances, mais
toutefois différente de la séric primifive.

Jai cherché & obtenir cette transtormalion au moyen
de certains produits infinis de facteurs iractionnairves, en
décomposant ces [ractions dapres les régles ordinaires
de la décomposition des [ractions rationnelles. Nous
considérerons en premier lieu le produit

'l » l __QZII -1 ;7‘._;“ ,[111—2 , .,
/ '1—17-"7.1'—{— ’j“’ == P('E)' (b)

Cette fraclion doune par sa décomposition une série

-

Q-

de la forme suivante

A A, ‘ A
) = L — et L — L
Plx) A Rt/ it o M M ST

oit 'on déterminera ., vn faisant » — 2 dans P(»)(2—x).

puis 4, en faisanl == ! j_(f dans (I — ¢ e = ¢") L(0),
i
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et ainsi de suite. On lrouvera de cette maniérce
w /1 —g2h—1,2
4, — 11( L )
1 1 (j"
'Al = [109(1+q2)‘ ‘:{2 = ‘Ao{f(l +(l4)’ Azxz /lo(lﬂ(l-i_'l”)'
Par conséquent, on awra

PO 1Ll | g
A, —a ' 1—qgrt g + 1— 4—}—4/

Si Von pose @ = —-2, on obliendra

(4

4P(=2) _ ,7(1 Lt =g )
Ao— -4 1+E:»/T l_ﬁ(jzh .

équation dont le second menibre est idenlique avee v
second membre de Péquation (7), ou l'on fait ¢ - L
Pour ces valeurs de ¢ et a, les équations (7) cl ()
donneront

+ + >

E E (1m~+n- — 1+ (1 : _(l_*__l-}—rj" ....). (l(’)

Si Pon se sert du signe de sommalion, la derniere
équation peut étre éerite

4 m + o @

. . (1”
m-n? A4
2 2 q 1 i 1__*_,[.’71
— > _ w 1 *
P 1 + 4 E l(jn — q';}n _1’_ (1571 .. .} ,

ou, si lon se sert d’'un nouveau signe de sommalion
double,
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}-0 +«
qm‘-!-{- n2

—_ —

= 1 + 4 E E [q(yn—{—l)n_ q(ém—{-s)n ; (1 1)

dans le second membre m parcourt toutes les valeurs
partir de O jusqu’a o, et » & partiv de 1 jusqu'a ce.

Nous obliendrons ainsi le résultat mentionné ci-
dessus, savoir, que si Péquation

mnt = N (19)
a py solutions, et si les équations
(4m—+1)n = N et (4m~+3)n = N

ont respectivement ay et by solutions, # et m n'ayant
que des valeurs positives (et de plus m la valeur zéro)
dans les derniéres équations, on aura d’apres (11)

oy = 4'(“‘\'—1)4\'),

puisque ¢ doit se trouver le méme nombre de fois
élevé & la méme puissance N dans les deux membres
de P'équation (11). On reconnait facilement que ax et by
sont les nombres de diviseurs de N des formes 4m 1
et 4m+43. Ce résultat peut étre énoncé par la propo-
sition suivante:

Si le nombre N contient les factewrs premiers p,,
Py .. de la forme £m—4-1 avee les exposants a, a,, ...
et $'il ne contient de factewrs de {u forme £ -3 quélevés
& des puissances puires, le nombie des solutions de Uéqua-

tion m*-n* = N est exprimé par

px = Hlay+1)la-1) ...
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mais si N contient wn seul factewr premier de la form
4m—+ 3, élevé & wne puissance impaire, on awra py =1

Supposons d’abord que le nombre N ne contlivl
que des facteurs premiers de la forme 4m-1. Duns
ce cas, la proposition résulte immédiatement du théoréme
trouvé; car le nombre des diviseurs du nombre N el
(¢, + D)(2,+ 1) ..., et ils sont tous de la forme 4w 1.
Le nombre des diviseurs de cette forme ne vavie pas
gquand N cst multiplié par 2 ou une puissance de 2:
mais si on le multiplie par un facteur premicr de [
forme 4m -3, on introduit autant de diviseurs de celiv
forme que de la forme 4m - 1. Par conséquent ou
aura

by et oy = O.

ay f

Si le nombre est de nouveau multiplié par Ie meme
facteur premier, on introduira de nouveau ay factcurs
de la forme (dm-3)* = 4w’ 41, et ainsi de suile.

Voici comment la formule (11) peut étre cmployde
4 la somumation de séries. Soit px le nombre de solu-

tions de l'équation #’-#" = N; on aura
+o 4w o)
> o) = D Tosf (),

ou f est une fonction quelconque i laquelle correspond
une série convergente. Nous supposons.qu’on supprime
dans la série double le terme unique correspondanl i
m=n =0, de sorte que N ne parcourt que les valeurs
entiéres et positives.

On reconnait facilement ici que f(1), 7(2), ..., =
trouvent le méme nombre de fois dans les deux membres
de léquation, c’est-a-dire multiplids par le méme facteur.
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Si l'on se sert des notations employées ci-dessus, on

aura de méme

o

jj/‘((a, 1) 1) ==Z(I‘vf(i\7) ,
ijf((a, - 31) =Sb_q”(N) .

Comme py = 4(«x—0by), on déduira de ces trois

équations
+ -0

Dty

— 42§['f((4-m+ D) — F(EmE3ym]. (13)

Par exemple
+w ]

;g mij—}—iuﬁp
= 4 Z 1209’ [(_;T)ﬁf ._E Y (T“T—[f—})l’ﬁpJv

ol, comme nous 'avons dit, on n’a pas tenu compte
dans le premier membre du lerme olt m == n = 0, et
ou l'exposant p cst un nowbre quelecongue pour leque
la série est convergente. La derniére déquation peut

y +0 T X
71 *1’71 A
e142 2 (m® - n*)
1 | ] 1 1
= (1—}—2’1‘—{—-:—;—1')—*!* .)(1_3;1‘1—’—37)'—-..).

La sommation double est ainsi ramende a deux

o7

encore s’écrire
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sommations simples, qui peuvent étre facilement cx¢-
cutées avec une exactitude aussi grande qu’on veut.

Si p est un nombre entier, on peut encore ici
comme dans ce qui suit, effectuer avec exactitude I'ue
des sommations.

Nous pourrons de plus nous servir de la fraclion
P(x) des équations (8) et (9) dans un autre eas. Posons
z = 0 et nous aurons

QP(O) o ﬁ( 1__9211 >‘-’ 1+ q4l4—2

Ao AT qzh———l’. 1+ qah
Si 'on remarque que
. 1 QM - 1 — (14 ho—2
S E e B

on reconnaitra facilement que le produit infini ci-dessus
coincide avec le second membre de I'équation (7), o
l'on a fait ¢ = 2.
Des équations (7) et (Y) on tirera par conséquenl,
pour z = 0 et ¢ = 2,
+o o

m24-2n2 ___ G)IQ(1+(12) (12(1_*'_([_4) ‘ Ay
q 1"{'*.:\ 1+q4 1+(18 —{—...j(ll).

——c0 —00

le second membre pouvant s'éerire sous la forme

) Z‘” ¢+
1_‘_-‘ 1_‘_(1411
o 1+Q E [grz_qart+q9n_..__‘__qfiu__q?n_l_qiln_.”‘,

on aura 4 +e0
qm! =+ 2n*

—w —oo
= 1 _l__ 9 E E [q(Sm-}-l)n + q(8m+3)u - q(8m—|—5)n _ Q(Sm-}-’n')n
© 1

(13
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De ce résultat nous pouvons déduire le nombre de
solutions de I’équation

m*-F2n° = N; (16)
car, si ’'on pose successivermnent

Bm~+1Nn =N, Sm+3)n = N,
@Bm—458)n = N, (Sm-+7)yn = N,

et si Pon désigne les nombres de solulions de ces équa-
tions par ax, by, cy, dy, ot e et » ne peuvent prendre
que des valeurs positives et entidres, m & partiv de 0
jusqu'a oo, n & partir de 1 jusqu' o, on aura

oy = 2 ((L_\' + [)A\' —Cy— d‘\*) y

parce que N se lrouve ce nombre de fois comme ex-
posant dans les deux membres de 'éguation (15). Mais,
comme ay, by ..., sont les nombres de divisewrs de N
de la forme Sm—+1), Swe-L3), ..., ils peavent trés
facilement étre déterminés.

De 1a on déduit la proposition suivante:

Si le nombre N contient les fuctewrs premiers p,,
Pa -y de la forme Sm--1 et 8m—-3 avec les exposants
a,, @y, .., €t 8i les fuctewrs premiers de la forme 835
et 8m 7 1wy figurent qi’d des puissances paires, le nombre
des solutions de Uéquation n® <21 = N sera exprimé par

— 977 [ .
oy = D(HI—{_J)(QZ_I_I) R
mais st wn sewl fuctewr premier de lu forme Swm—-35 ou
8m -7 entre duns N @ wue puissance hnpaire, on «ura
,01\’ = 0'
Pour parvenir & cetle conclusion, nous pouvons
nous servir d'un développement analogue a celui (ue

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



418

nous avons exposé relativement & Uéquation m* -+ »n® = A\
si I'on remarque seulement que les puissances paires dex
nombres 8m-+5 et Sm-F7 sont nécessairement de lu
forme 8m -} 1.

Si 'on emploie Péquation (15) a la sommation de
séries, on obhtiendra

ij(m +20%) = ")Z’Z'[]‘((bm-;-l)u)—}—f((bmL )il

—F(Bm+3)n) —f((Bm+T)n)|. {17)
Ici, comme dans I’équation (13), on n’a pas temu
compte du terme ot m = n = 0 dans le premicr
membre.

Par exemple

o0 +a0
1

9 < [0

1 1
= Z qu [(8m+1)7’ (sm+3)‘ T (Bmab)y (Sm+Ty

~(t+gtgt-) (1t F-g=—mtEt |

Il n’est pas difficile de trouver des [ractions dv
forme autre que P(x), qui peuvent étre cmployées dans
cette sorte de questions. Nous considérerons par exciple
1 ml—QZ"_’x—{—(j“‘—z 1+Q21"E+’14" ‘

o DT Q). (18
_wl,] T—ga b g [ geh—ig | g Q). (18)

Cette fraction pecut éfre décomposée en une séric de

8]

fractions

o) = 5 4,

+1+qx+q+1 ¢r¥q

it
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ot nous frouverons, par les regles ordinaires de la dé-
composition des fractions rationnelles,
1 (2/1 1 1 ("/4
4, — ¢ 4 )( +,1
SO = )
A = 2q4d, A4, = 244, 4, = 244,

a

Si 'on fait ici 2 = 1, on obtiendra
Qﬁ_) _ 7 1__92114_‘“94/._ 1- 7(1_/1#(14/: (l;—g"")(l—L-gg" 1)
Ao i 1— (jz"‘i— ,1411 1+g-/,—1+ ,]4/1_ ( >h 1) (1 _1_ (1’11)

oll NoUs pouvons poscr
( 2/L i_‘_{[}k 2)(1 L 2/1 ) — 1_'_{16/1—3’
(]~|_ ,1'711 e 41‘)(1 2/1) — 1__,11111
(1+12/:—1_LQ4/:- )(1 ‘7/1— ) _ 1 th 3’
(= 4 90 = 1

Grice a ces trapsformations, la série de facteurs
ci-dessus devienl identique au second membre de (7).

ou 'on a fait ¢ = 3:; el nous obtiendrons done
00 +w
E E 971;9—!-3112
—»n '—w
9.0 8 (
C’)([ 24 \ 2q Lo (19

M I+qgt+g¢ 1= qu[_a«' [ (eI
1— :
= 1+9[(],I,_,,93+ : '. 16+ :qﬂ i l

-1

Si 'on se sert des signes de sonnmation, celte équa-

tion peut s'écrire sous la forme

= 1 — g2n—-1 1 e g2
Q ; 2n—1 - _ 2 L
1+- |:(1 1_rlcn_3 | lj ] ; ’IGJ

—_— 1_*_9 E E [Q(Sm-}-()(?nal)(l ‘g‘.’n~l)

+ ((I(Gm 420 _ (1—(6711—{»-4)‘_’11') (1 + {12")] .

PQ
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Dans cette identité entrent des termes de la forme
glm+12n et g®m+3)28  qui peuvent étre éliminds au moycen
des équations

0 0 e o0

E E q(6m+1)2n —_ E E [q(3m+i)2n_(1(8m+4)2n] ,
o 1 [ 1

oC 0 o0 o0

E .;- q(Gm +5)2n E E [q(Sm—}-Z)Zn _q(6n1+2)2n] .
o ) o 1

dont la validité devient évidente, si I'on développe les
deux menbres suivant les valeurs croissantes de .
L’expression ci-dessus se réduira alors a

+x 0 oo [
E E qm'—’+3n‘3 — 1_'__2 E E [q(3n1+1)n_q(3n:+2;:1
— —® [ 1

+ 9 9(3 m41)4n ___ gq(s m —|—2)4n] . (2())

En ce qui concerne les solulions de I'équation
m*-+3n* = N, @n

nous pouvons comme dans les cas précédents, en sup-
posant que les équations

Bm—41)n N, @Bm+29n = N,
Bm41)4dn = N, (Bm+24dn = N,

!

aient respectivement ax, by, cy et dy solutions en nombres
positifs et entiers, conclure qu'on aura  *

py = 9 ((t‘\'-— b;\') + 4. (C_.\'— dl\').

De cette équation on peut déduire un théorcme qui
doit ¢étre considéré comme nouveau dans la théoric de
nombres, parce qu’il ne peut pas étre déduit immédiate-
ment des théorémes connus:
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Si un nombre N contient les fucteurs premiers
Pur Pas -+ de la forme 3m -1 avee les exposants ay, oy, - -
et st les factewrs premiers de lu forme 3m -2 w'y entrent
quwa des puissances puaires, le nombre des solutions de

Véquation ni--3n* = N est exprimé par

py = 2,1+ Do, +1 ...,

si N est un nombre impuir, ¢t par

oy = 0@ +D+1 ...
st N est pair. Si, au contraire, N contient wn fuctewr
premier de la forme 3m—2 & wne puissance lmpuire, on
aura py = Q.
Si l'on applique l'équation (20) & la sommation de
séries, on obliendra
] )

ZZIC(M&T‘ 30

—w
o)

=9 § 2 , [7"((3»;—}— D) —F(Bm-+=2)n) (22)

42 (Gm— D) In) —2f((Bm -2 4n)

olt 'on n’a pas tenu compte da terme m = 0 dans le
premier membre.

Par exemple

- ¢ 4o
1 |
32 2 iy
= N[ 1 9
=Z EZ [(& m - 1)1’_(37“+:)1’](1+!Lb)

11 to1 1,1 9
=(1+@+3i’+“‘)(1“27’*'".11*57’+Tv_“')<1+7u;>'
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Nous examinerons finalement la fraction

1 o 1__|_q2hx+(]4h 1_(]4/[_21;_{_(]%—4— o oo
Q——m(’l—l—g“";l:—}—g‘"“:’._"l _qunx_}:]ssh - 1‘(“’)v (—")

qui se décompose en une somme de fractions

A, A, A,
5z I gatg  Ifgeie
A, \
g T

A
+
Cl—gleg

ou les coefficients auront les valeurs

[y ]_ _'_ q?h 1 - q4h—2 2
4, = 11 [’1_|_(]2h—1 ' T— g% ]’
A =qd, A =q¢Ad, ..., 4, =24, A =2%"A4

1

Si T'on fait ici # = 0, on trouvera

-+ + o
Q‘R(O) — w244 n?
4, U

par ou l'on peut obtenir un développement en série dc

cette somme double et, par des procédés analogues a
ceux des cas précédents, une détermination du nombre
des solutions de l'équation

e —+4n* = N. (24

Ce résultat peut d’aillears étre obtenn d'une aulre
maniére plus simple, en comparant 'équation (24) ou
bien m*+ (2n)" = N avec I'équation (12), m® 4 = .\.
On reconnait facilement que, si N est ici un nombre
impair, m sera dans le dernier cas impair, si 2 cst pair
et inversement, et que, par conséquent, le nombre des
solutions de (24) est dans ce cas la moiti¢ de celui de
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Péquation (12). Si N esl pair. mais non pas divisible
par 4, m et » seront tous les deux impairvs dans P'éqgua-
tion (12), et (24) n'auwra pas de solutions.  Finalement,
si N est pair et divisible par 4, e ct 2 scront tous les
denx pairs dans U'équation (12). et (12) et (24) auront
les mémes solutions. Le rdsultal peut en tous cas élre
exprimé par la formule:

0

ij'(m%-’uf) = QZm'j{f((im—}— 1)

—f((m+3)0) —fF(Gm =120 L F (G -+3)20)
+2f(Em -+ Do)y =21 ((Gm -+ 3) /in)]

25

par o l'on obtiendra, par excmple,

Ao

T

+2 .
Z (P Aty
— (3= g ) AN )
“\"Taa T W ((E)I?T\)" (A -3
1 0

4 +»
_(r_ 11 o
9 9t T A (=)

Nous ferons cncore cn peu de mets mention de
quelques autres cas dans lesyuels on peut appliquer les
formules développdes.

Si dans I'équation (18) on fait # = —2 on obliendra
j(b)(_y_)) [? ‘1__(]2/, 1_!_(]2/1_1 £l
- AT7 o 1;;‘:/?/1'1_,]2/121 :
Ce produil infini est d'apres (6) dgal @
4+ 420
S" 4 Z—»w
[ (171‘-‘] —_ (112—}—711'-‘—}.71‘-’4-1)'-"
=
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ol le signe de sommation du second membre désigne
une sommation quadruple étendue & toutes les valeurs
entiéres des quatres nombres [, m, 2, p 4 partiv de —x
jusqu’a o, y compris zéro. Pour cette somuine qui-
druple on obtiendra le développement en série connu de
la théorie des fonctions elliptiques et par conséquenl lu
détermination du nombre de solutions de I’équation

Pm*+0*tp* = N

et la formule de sommation pour XYF(E-mi—f 045,
De plus, si dans 'dquation (23) on pose & = —2.
on parviendra au cas de l'équation

L2074 29" = N.
J'ajouterai les résultats suivants, dont on peul s
* NOTE. servir quelquefois en physique mathématique*

w0 +»

E [ (- 1)

= bjj[}”(@ m-F Dy — F(BGum-t+2)n)

ou le terme n = m = 0 doit étre négligé, ct

+ -+

E E F 3 - 1= mn - =) -+ 1)
3 E Z[}‘((3m—{~1) (6 —35)—F(Bm-+-2)Ga— 1)

* La démonstration de ce théoréme est développée dans un
mémoire, que jai l'intention de publier dans le journal de
Borchardt.

Document numérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



495

ou l'on doit, dans le premier membre, tenir compte de
tous les termes.

Si, dans 'équation w4 ¢n® = N, ¢ est négatif, le cas
differe essentiellement des cas traités ci-dessus. Dans
ce cas, le nombre de solutions est en géncéral infini, sauf
dans le seul cas ot —¢ est un carré parfait.

Nous considérerons ici le'seul cas de-¢ = —1 ou

m'—n' = N. (26)

La méthode analytique consiste ici encore 2 trans-
former la série
]

E E qm?—n? :

—Q

mais comme l'exposant est égal & N, nombre entier et
positif différent de O, on doit ici effectuer la sommation
de maniére que ##¢—n* reste toujours positif. Par suite
1 ne peut prendre que les valeurs entiéres, positives et
négatives, qui sont numériquement plus petites cue .
tandis que m peut recevoir toutes les valeurs entiéres
de —oo jusqu'a -+, 0 seul étant exeeptd.
Par conséquent la série sera

g+ g+ 2q+ 0+ 20 20 - H 207 24 20+ .,

ot la série enire crochets peut étre décomposée de la
maniére suivanie

1

g+20+2¢ ... — 1}_;}
4

424+ 24" .. =ff—}fg"
o 1 6

I+20 24" =q»1j3“
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et ainsi de suite; nous obtiendrons de cette maniérc

1 27+m Z—/ 27 1 + 2n
§ me—n? qn- q

Le second membre de cette équation peut étre rem-

placé par les deux sommes

— 4n. An—2
; Tm- l I— 9411 el ; ](2"_1 1 + (j-l n—2

‘que nous traiterons séparément.

La premicre peut étre rapportée a la forme geéndrale

rr
2 g et —+—(g],,w = ¢@),

expression qui sera identique & la somme ci-dessns.

lon fait # = 1 et si I'on remplace ¢ par ¢
De la derniére équation ou
_ 1‘(1 plge gsl+<11
o) = quy I gt T T
on tirera
o +q‘v o5 L-q'x
CogP) = 9 O
et, par conséquent, I'équation fondamentale

1 gz
(@) — ¢ 2" plqx) = qafl—lﬁ-

¢(x) est complétement déterminée par celte équalion,
car le développement cn scric par lequel ¢(x) est primi-
tivement définic peut facilement étre déduit de celle
équation. Par conséquent toute fonclion qui salisfuil a
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Péquation fondamentale sera idenlique a ¢fx). Mais il
est évident que la sdérie

_gzﬁ g n — ol o
PPt ot T = s, o<

satisfait & cette équation fondamentale, car on aura

o) — L AF T
7T ¢q) = l—yz ' 1—¢g'2 ' 1—¢g'2
et par conséquent
(.Z)—(E"l}g /T(l"l,') — __J[L 7’21:2_1_(:33:3# 47;-1_[_
4 VKR AVE T— g JE ] qa
— gplda®
1—aqx
Nous parviendrons de cetle manitre o Pdquation
remarquable
: f '1__!_([71‘1; w ’j" a
E nrp2n—t 4 LY A :
qx 1—{/":’1) ]*’172‘1:' (50)
1 1
Si Von fail ici # = 1 el quon remplace ¢ par ¢

on obtiendra

o

. 1 _17941: Zw/ ([M
E An® i L= T S, K
q | —- ’f“’ 1 l __11411 i (3 I )

1

La secondc somme qui doit ¢tre transformde peut
étre rapportée o l'expression

& . J 1 (14 n—2 ., ;
2 7(2“41}-'7"2”77[ 1 L 7 s 9/'(‘7") ’ (:M)
1

fonction qui, comme on le recomait facilement, salisfait
a P'équation londamentale

) — g dlg) = qrt - (3
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Par l& ¢(x) est complétement déterminée. La méne
équation est vérifice par la série

gz g 9 — 4
1—92-7" { 1_(1‘” i 1 q .’L‘+ ‘r’(x)’

car cette série donne pour, ¢z <1,

Ho)—q'x*Plg'x) = 1‘1‘“'(1*;—1—911 L ST S

I K
=Ty

On aura donc
= 2
40— 2n-—-1 ATt
(Zn-—i)‘-'x?n»«l +q z — z : (’”
q 41:—2$ 1__9411— }’ it
1
d'on, pour xz = 1,

N —ty? 1 +q41z— (271—X -
Z g 1— 4"——2 4‘ , e 41;__ (ol

1

En additionnant les deux séries (31) et (33). on ob-
tiendra la transformation en question des séries yni
entrent dans I'équation (27), savoir

o

l gm'l_n'l _ gin o 92 n—1 7
9 ; ; . : 1_9471 | 1_q4n —‘_’_ *

% 1

ou bien, en mettant aussi la derniére séric sous la
forme d’une somme double,

+ 2] [
% E E qm'-’_n‘-’ — E E [gém n+ 9(2111—1)(271—1)} . (")1))
—o 1 1

On peut conclure de la que la moitié du nombre
des solutions de D'équation w*—n® = N est dgale au
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nombre des solutions (m ¢t » positifs) de Péguation
dmn = N ou de I'édquation (2m—1)(2u—1) = N:

ces deux équations ne peuvenl pas avoir lien cn méme
temps. (e résultat peul encore c¢tre expriné ainsi:

Le wombie des solutions de Péquution wi'—i* = N
est égal aw double du wombre des diviseurs de N ou de
AN, selon que N est imputr o divisible pur 4. Si, au
contraire, N west divisible que pur 2, Uéguation 1’ point de
solutions.

En conséquence de (36), on aura de plus

+
é 2 f(n— )
:ZZ[/"(-’LM ny =R —10E2n—1] (37

Par exemple,

DI YL
2 (nP— Yy
_ 1 S | E [ N .
T4 n? nr !
13 1 1

1 7 ]
(2m :1)1'2 (2u—1y
=(.;1__I_i_l_.__)2_t(1_1_i_'_1,,_f_ )
9 ' 4r : e oo

Si p est un nombre pair, on peul lrouver la valeur
exacte de ces deux sommes,
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NOTE.

Lorenz n'a jamais publié aucun mdémoire sur ee
sujet dans le journal de Borchardt. Mais les deux théo-
remes quil cite peuvent facilemeut ctre déduils du
dernier théoréme démontré pag. 421 sur le nombre des
solutions de l'équation N = L 3%

L’équation

N = - W' an (1)
peut s’écrire
AN = Qw4 n)y--30, ()

par ou l'on reconnait immédiatement que toute solution
de I'équation en question donne une solution de I'éyuation

4N = wi-+ 3, (")

et comme, dans cette équation, w, et w, sont en meénw
temps pairs ou impairs, toute solution de ['équation (¢
fournira une solution de I'équation («). Le nombre des
solutions de («) est done ¢égal & celni de (¢), ce qui di-
montre la premiére proposition de Lorenz.

La seconde peut d<&tre démontrée d’une manicre

analogue. Si l'on a

N = 3+ wt-um—+m-+ )+ 1, (/)

on aura
AN — 3(@m -t 1P-LBu-t 1) ()
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Mais N et par conséquent 4N doivenl &tre de la

forme 3p -1 1, el si I'on pose
AN = 33, 8

n, sera de la forme 3p -4~ 1; par couséquent, soit », soit
—n, qui tous deux satisfonl a I'équation (f), scra de la
forme 3p -1, tandis que m, ct »#, scront en méme
temps pairs ou impairs. Par conséquent, & toute solu-
tion de (f) pour laquelle », est de la forme 3p-1
correspondra unc solution de lI'éguation (¢). L’équation
(¢) a donc un nombre de solutions «qui est la moitié de
celui de I'équation (f).

Par conséquent, on awa

2 4w
E E FB e 0w mn—+ -+ iy -+ 1)
—ca —_—

- gzn 2 [F(Bmt-1) B r+1) —F(Bu+2) Bn4-2)].

De plus, on peut négliger toutes les valewrs de
3n+1 et 302 (ui sont paires; car & toule solution
de I'équation

N == Bm-ED(Br-1),
olt (3n—+1) est un nombre pair, correspond une solution
de I'équation

N = (Bm-L2)(3n-2),

3n1) )

a savoir
N = ((3m+2)( 3
ou (b4 2) est pair.
Mais un nombre impair de la forme 3p--1 peut
toujours c¢tre derit sous la forme 6r—5, et un nombre
impair de la forme 3p 42 sous la forme Gn— I

28
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SUR LA COMPENSATION

DES ERREURS D’OBSERVATION.
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SUR
LA COMPENSATION DES ERREURS D'OBSERVATION.

TIDSSKRIFT FOR MATHEMATIK, 1872, P,1—-20.%
(Lu dans la séance de I'Académie des seiences, d Copenhague, le 12 janvier 1872.)

L

Introdaction.

Si lon a plusieurs observations qui dépendent en
quelque maniére les unes des autres, on peut souvenl
déterminer les valeurs particulicres observées avec une
précision plus grande que celle (ui ressort des observa-
tions immédiates. La condition pour qu'on puisse de
cette manicre diminuer ou compenser les erreurs com-
mises dans les observalions consiste en géncral en ceci,
que les vraies valeurs des quantités observées soient des
fonctions d’une ou plusiewrs variables, dont les valeurs
vraies ou probables sont connues pour chaque observa-
tion.

Si ces fonctions different pour toutes les obscrvations,
on doit, an moins, quand une compensation est possible,
connaitre lenrs formes, et le nombre des constantes in-
connues dont elles dépendent doil ¢lre plus petit gue
celui des observations.  Au contraive, si les fonctions
elles-mémes sont completement inconnues, ce qui est
souvent le cas en rcéalité, il [aut quon =ache que les
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valeurs vraies de plusieurs quantités observées peuven
étre exprimées par la méme fonction.

Les valeurs observées, qui, du reste, au lien d'¢h
immeédiatement ohservées, peuvent étre le résultat dune
ou plusieurs observations, combinées avee des cuanlites
indépendantes des observations, étant désignées par

0, 0, 0, ..., Oy,
les valeurs vraies correspondantes seront représentées par

o, o, 0, ... O.

19 21 2

Si ces derniéres quantités sont des fonctions d'une
ou plusieurs variables, on pourra, au moins approxin-
tivement, exprimer ces quantités comme fonctions linc-
aires de constantes inconnues ou éléments, ', W, ¢' ...,
dont le nombre est ¢, de maniére gu'on peut approxini-
tivement ou exactement écrire

0 — o086 ... ]
0, — aA+6B L ... o
0; — a0+ W4 S . ]

ot maintenant les coefficients a, 6, ¢, ... affectés d'in-
dices sont des fonctions connues ou inconnues des viiu-
bles connues pour chaque observation.

Sil n’y a, par exemple, qu'une quantité obscrvee,

on aura 0, = O, = O, ..., et Ton powmra poscr
a, =0, = @a, ... =1, tandis que les autres lernu:

s’évanouiront, de maniére que ' devient la seule quan-
tité inconnue dont la valeur probable doit ¢tre déler-
minée par les observations.

S’il n'y a, pour citer un autre exemple trés dendu,
gqu'une variable indépendante ¢, qui pour les différentes
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observations 0,, 0,, O, ... a les valews ¢, 4. ¢, ...,

3 3
a, b, ¢, ... seronl des fonctions de ¢, a,, 0,, ¢, ... des
fonctions de ¢, ... Si, de plus, ces fonctions ne sont
pas connues, mais si l'on sail que O;, O,, O, ... sont
exprimées respectivement par la wmcme fonction de
ty t, t ..., on pourra essayer d'oblenir des détermi-
nations de O;, O;, O, ... soit par un développement en
série suivant les puissances de ¢, par ott on awa q, = 1,

b =1t

X by € = 1, ... cl ainsi de suite, soit par un dé-
veloppement suivani les puissances d'une fonction de ¢
appropriéc aux circonslances données. Parfois un dé-
veloppement suivant des fonclions pdriodiques peul étre
avantageux.

Il est un cas oit les coefficients a, b, ¢ ... peuvent
étre choisis arbitraivement: c'est celui ot Fon suppose
que le nombre des dléments des dquations (1) est dgal
au nombre # des observations. Mais, dans ce cas, on
ne pourrait évidemment obtenir aucune compensation au
moyen de ces ¢yuations, et elles ne fourniraient aucune
relation entre les observations,

Le dernier exemple indique déjiv une proposition
(ui résultera avee plus de précision des recherches sui-
vantes, { savoir que les valewrs o, b, ¢ ... qui sutisfont
exactement «ux équations (1), ct que nous diénomme-
rons les virwies valeurs, ne sont pas wéeessaireaent iden-
tiques @ celles qud donnent la compensution la plius avan-
fugeuse. Le scul cas dexception esl celui ont il n'y «
qa'un élément.

On a toujours jusqu’ici, en exccutanl wne compen-
sation au moyen de lu wmdélhode des moindres carrés,
considéré les valeurs vraies des coclticients a, b, ¢
comnie des (uantilés donndées, dont les valeurs devraient
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nécessairement passer sans changement des expressioy:
vraies des observations aux valeurs compensées. On a
ainsi négligé lexistence possible d'uutres valeurs de cis
coefficients qui pourraient amener une compensation jilu:
avantagense, et 'on a écarté le cas ou il serait, par ex-
emple, préférable de supprimer l'une d’elies (ue de
conserver. Les conditions sous lesquelles une telle omis-
sion doit étre considérée comme plus avantageuse seron
précisément indiquées dans ce qui suivra.

Mais si, méme dans le cas ot 'on connait les valews:
vraies des coefficients a, 0, ¢, ..., la question n'est s
tranchée, de savoir ¢'il n'y a pas d’autres valeurs plus
favorables pour la compensation, il y a d'autanl pli
lieu de poser cette question dans le cas ou l'on ne con-
nait pas les valeurs de ces coefficients, mais ou il ne
peuvent étre exprimés quapproximativement, par cx-
emple, par un développement en série. Le problome
résoudre sera done de trouver combien de termes de
série et lesquels on doit conserver, puis de décider, i
I'on a essayé de se servir de différents développements.
lequel d’entre eux donne la compensation la plus avau-
tageuse.

Nous ne pouvons donc dans aucun cas. sauf dais
le cas d'un élément unique, considérer les coefficient:
o, b, ¢, ..., qui seront employés par la compensalion.
comme des données. Mais, d'autre part, il ne peul ¢l
question de déterminer au moyen des quantités obseiries
les fonctions des variables indépendantes qui donneraicnt
absolument la compensation la plas favorable. Le pre-
bleme doit ¢tre limité de maniere & indiquer les condi-
tions générales de la compensation la plus favorable
sous une forme telle qu'il soit loujours possible e
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choisir, parmi plusieurs compensations «ui pourraient
étre employées, velle qui doit ¢lre considérée comme la
plus favorable.

Transformation des coefficients.

Dans ce qui suit on se servira souvent d'expressions
de la forme
GAL6B+0C+0D4 .

o lindice » représente l'un quelconque des normbres
1,2,3...n. Il sera convenable de transformer d’abord
ces expression par lintroduction des quantités nouvelles
dy Uy By oy B,y 7, ooy qui sont déterminées par les
équations suivantes

[paaje,+[pabd] = 0,
[paa)a,+[pab]s-+[pac] = 0,
[Pba]a,+[200] 34 [pbc] = 0.
[paa]at[pab) g+ pac]y, [ pad] = 0,
[Pbaja+[pb0]3,+ [p0c]y,+[pod) = 0.
[peala+[peb] B4 [pecly [ ped] = 0,

(2)

ot l'on s'est scrvi de la notation abrégde ordinaire de
la sommation, a savoir [pab] au lieu de p,a,0--p,a,b,
eeebpaay by cte. Les quantitcs Dt P+ o Pu désigneront
dans ce qui suit les poids correspondaits aux observa-
tions 0,, O, .... O,

Puis, si I'on pose

Uy = 0,

by = Q1.

e o= O, b3 0 3
Ay == qpu, b3, 05— Di s
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on aura
[pac] = [ paa], ‘
[pb0] — [pabla+[pbt],

tandis que les équations (2) donneront

!
<

[pael] = 0, [pac] = 0, |pud] s e
[pbe] 0, [pbd] =0, ....7 ()
[ped] = 0, l

I

Si nous introduisons de plus, dans U'expression con-
sidérée

ﬂ)?[ + br% —ll‘ C)@ _*— br@ + .uny

les constantes nouvelles 4, B, C, ..., au moyen dis

éyuations
N = A+ Be, -~ Co,~+ Do+ . . ., I
P = B —C3-+D3,+ ... {6}
¢ = C LDy ...,

I'expression sera transtornide en une autre de la mcine

forme et ayant le méme nombre de termes, savoir
trd+0,B+¢,C=-d,D— ... (1)

Dans cette expression les nouveaux coefficients «, b, o, ...

satisferont donc aux équations (3).

Compensation par des fonctions linéuires des obsereations.
Les quantités compensdées qui correspondenl s
(quantités ohservées
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seront désignées par

O+rv, O-~v,, O-lv, .... O,71,.

“

On peul tonjours supposer que le caleul de ces
valeurs soit cxdeuté au moyen d'expressions de la forme
(7), de manicre qu'on peut poscr

Opt+vp = a,Ad-L 0, B0, C- ... (8)

on r =1, 2 ....w. Les coefficients o, b, ¢. ... sonl
formés avee q, 0, ¢, ... de la manicre indigquée dans le
paragraphe précédent. et ils satisferont donc aux équa-
tions (5).

Conmme les coefficients oviginaires q, b, ¢, ... ne
doivent pas ndcessairement satisfaive exactement aux
équations (1), nous pourrons, en introduisant les nou-
veaux cocfficients et les nouvelles constantes 4', B, (7, ...,
écrire

0. -+vp = 0, A'-0,B'-Le 0, .. Q)

Tandis qu'on doil de cette manicre, si Ton se sert
des cocfficienis choisis a, 0, ¢, ... iniroduire des correc-
tions (r;) dans les valeurs vraics (0;) correspondantes
aux observations, nous powrons imaginer une lroizsicme
suite de quantitcés

oo oY L., Ol

1* ]

qui & présent se comporteront comme les valeurs vraies,
cest-d~dire comme des quauntités pour lesquelles les cor-
rections calculées &’évanouironl. Nous aurons done ponr
cette suile

O — apd" L0 B e (0 (1)
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Les constantes 4, B, C, ..., des déquations (8) doi-
vent en général ¢tre considérées comme des fonctions
des valeurs observées et des coefficients choisis a, b, ¢, ...

Il sera pourtant nécessaire de restreindre ici la géne-
ralité du probleme par la condition que A, B, C, ...
solent des fonctions linéaires des valenrs observées.

Nous poserons done

A = 20~+x0+...4+2,0, = [20], 1 m
B y0l], € = [0], ...., ] '

ou x, ¢, 2, ..., affectés d'indices dépendent des coclli-

I

cients a, b, ¢, ... et par conséquent aussi de «, b, ¢, ..
mais sont indépendants des valeurs obsecrvdées.
L'équation (S) est ainsi transformée en
0,+v. = a,[x0)+D.[yO)+c [20] .... (12
Si les quantités O sont caleulées de la mcue
nmaniére, on aura
A" = [20"], B"= [y0"], C"= |:0"], N F S
mais les corrections calculées doivent ici s'¢vanouir, el
par conséquent les équations (10) seront exactement
vérifices par ces valeurs des constantes. Clest pourquoi
nous pouvons éliminer les quantités Oy, Car, si l'on
ntaltiplie Péquation (10) par z,, et si 'on additionne le=
différentes expressions obtenues en posant + = 1,2, ... 1,
on aura '

[20"] = |ax] A"+ [bx]|B"+ [ex] O+ ...
et par conséquent
A" = [an] A"+ b | B+ [ca] C"+ ...

et par analogie
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o

B = [ay] A"+ [by] B'+[ey| €7 ...
C'"= [az] A"+ [ba] B"+ [es] C"+ ...
Cependant, comme les coefficients A", B, C", ...
sont des quantités qui ne peuvent pas cétre détermindes,
les équations formées de cette manicre doivent détre
identiques, et les cocfficients x, y, @ doivent donc satis-
faire aux équations

[ax] = 1, |ay] = 0, |ez] = 0, ... l
[bx] = 0O, [by]l =1, [bz] = 0O, ...
[e@] = 0, [ey] = 0, [ez] =1, ... ]

Le nombre de ces équations est ¢, si e cst le nombre
des éléments, landis que le nombre des cocfficients
Y, 2 ... est en. Clesl sculement dans le cas de
¢ = n que les coelficients a,y, 2, ... scraienl compleéte-
ment déterminés par les d¢quations (14), ct, si l'on em-
ployait les valewrs ainsi déterininédes, on trouverait toutes
les corrections v, = 0.

Si les coefficients w®, y, 2, ... sont remplacés par
les coefficienls nouveaux &, 7, I, ... ddfinis par les

équations
R Ly — 1)"0” -
F= e = T | 5
oo DO e ()
T e T

les équations de condition de ces nouveaux coefficients
seront

(€] = O, Juag] =0, [«l] =10, ... I
[65] = 0, |by] =0, [bZ] = 0. ... J (16)
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Les conditions (14) ou (16) doivent donc &tre rein-
plies pour toute compensation dans laquelle les valewr:
compensées des observations doivent &tre des fonclion:
linéaires des valeurs observées. Reste & déterminer les
conditions de la compensation la plus favorable; s
cette question ne peut étre ftranchée que par un calenl
de probabilités, et les régles qui doivent étre employdes
seront traitées en détail dans le paragraphe suivantl.

4.
Calculs de probabilités.

Aprés quon a exécuté unc obscrvation, [lerrenr
gqu'on a commise sera une cuantité complétement déler-
minée, savoir la différence des valeurs vraie el observie:
mais avant U'observation et, par conséquent, avant qu-
cette guantité ait recu une valeur déterminée, il y a /u
possibilité d'une multitude infinie de valeurs pour l'ol-
servation et pour son erreur. Nous partirons de ce point
de vue aprioristique, en supposant cque le ealenl e
exéeuté avant toute observation et (uon doit, par suite.
tenir compte de toutes les valeurs possibles de l'erreur

En ce qui concerne les crreurs d’ohservation elles-
mémes, nous supposerons que la probabilité des erreurs
possibles de chaque observation prise séparcment ol
déterminde par la loi exponenticlle des erreurs. La
“validité de cette supposition est, comme. on sait, fondee
sur ce que l'on peut imaginer que les crreurs sonl pro-
duites par une multitude d’erreurs particlles indépen-
dantes 'une de lautre qui, prises chacunc séparémenl.
influent sur l'errenr totale. Cela implique une suapposi-
tion double en ce (ui concerne les observalions elles-
mémes, {1 savoir:
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1) Que Perreur comumise dans une obscrvation parti-
culiere n’influe sur auvcune autre observation;

2) Que chaque crrewr d'obscrvation peut indifférem-
ment prendre les ménes valeurs positives et ndgatives,

Oulre les erreurs d'observation, une autre espece
derrenrs intervient encore dans les valeurs compensces;
cest celle qui provient de la différence entre les coceffi-
cients choisis a, b, ¢, ..., et letrs valewrs vraies. Tandis
que les crreurs d’observation, que nous désignerons par
#, sont détermindes par

iy = O —0,. (17)

Fautre cspece d’erreurs, (ue nous NOMMCLIoONs errenis

r

de formule et que nous désignerons par o', peut étre

définie par I'équation
n = O — 0. (18)

Pour ces erreurs on awa de méme ceant le choix
des coefficients a, 0, ¢, ..., une infinit¢ de valears pos-
sibles; mais nous n'avons aucun moyen de déterminer
les lois des ervenrs valables ici, et surtout il n'y a au-
cune raison pour supposer ici la validité de la loi ex-
ponentielle, comme mnous 'avons fait powr les crreurs
d'observation.

Nous powrons pourtant loujours supposer remplics
les deux eonditions suivantes: 1) loutezx les erreurs de
formule sont indépendantes Fune de Fautre; 2) elles peu-
vent toutes prendre indifféremnient les mémes valeuws
positives ct négalives.  Or les 2 errcurs de lormule ne
dépendent que dn choix des # coclficients a, b, ¢, ...,
et Uon peut tonjonrs supposer que les choix arbitraires,
en nombre infini, de ces coelficients vavient de manicre

II. 2
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a faire qu'une errear de formule parcoure toute la scrie
de ses valeurs, tandis que les autres ne varienl jus
et quen méme temps chacune des erreurs prend aissi
souvent les mémes valeurs positives que ndégatives. I
va sens dire que les erreurs de formule sont en Lo
cas indépendantes des erreurs ducs aux observalions
elles-mémes.

Nous définissons comme a Porvdinaire -l colevr
moyenne* d'une fonction des erreurs comme la sonnne
des valeurs que la fonction prend en tous cas possibles,
divisée par le nombre de ces cas. Si Ia mdme valewr
se presente plusieurs fois, il faut la comptler autant e
fois qu'elle intervient. Comme notation de la moycnne
d’'une fonction on se servira dans cc qui suit d’un trait
horizontal sur le symbole de fonction: ainsi @ désigne
moyenne de . Il suit de nos suppositions sur les -
rears que la moyenne d'un produit de deux faclewr:
dont l'un est une fonction d’erreurs qui n'entrent pas
dans Pautre est égale au produit des moyennes des deny
facteurs, et que la moyenme dunc puissance hnpire
d'une errcur est nulle. Si nous remplagons une fone-
tion U des erreurs inconnues, par V, lerreur cowminis
sera U—V. ,L’erreur moyenne* A de la mcme sup-
position sera définie par

M — (U=VY.

Plus petite est cette crrewr moyenne, plus ,avan-
tageuse* est jugée la détermination. Cowmme JM* a =
plus petite valeur pour ¥V — U, savoir la valeur

M= U—(UY, (14

la plus avantageuse déterminalion de wu,. sera u, = m
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=0, et le carr¢ de son crrear moyenne scra wi. Le
spoids* p de cette détermination ou de la valeur obser-
vée O, est inversement proportionnel au carré de Per-
rear moyenne de la déterminalion, d’ott il suit que

Pt = Pty e = Patty = nid, (20)
ou m désigne 'errcur moyenne de I'unit¢ arbilraire de
poids. Ces relations ne sont valables que pour les er-
reurs d’observation, mais non pour les erreurs de for-
mule.

Comme nous supposons ue les crreurs d’observation
sont assujetties a la loi exponentielle des erreurs, nous
dirons, conformément au principe d'ou la ,mdéthode des
moindres carrés® a tiré son now, que les valeurs les
plus probables des valeurs observées scront celles pour
lesquelles la somme

[p(O'—O0—0F) = [ple—o)|*

devient un minimum. Dans la mdéthode ordinairement
suivie pour le calcul des valeurs les plus probables, on
n'a pas considéré les cocflicients a, b, ¢, ..., comme
variables, et le probléme peut alors, comme on sait,
étre réduit & chercher le minimum de la somme | po°].
Mais on reconnait facilemenl que ecla ne saurait chre
permis ici, ol les cocflicients a, 0, ¢, ..., sont supposés
variables, par cclie premicre raison que, dans le cas ou
Pon choisirail autant d’¢léments que  d’observations,
toutes les eorreclions ¢, s’¢vanouiraient ¢t que par con-
séquent le minimum absolu de [ pv°] serait zéro. Mais
a ce minimum ne correspondrait évidemment pas la
compensation la plus avantageuse. Conmime nous ne
connaissons pas la grandenr des crreurs ¢, nous devons

DGE
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a Pégard de [p(w—wv)*] chercher sa détermination la
plus avantageuse, savoir sa valeur moycnne

[P (e —2)'].
et au minimum de cette quantité correspondra, par suit:,

la compensation qui doit ¢tre considérée commic la plis
avantageuse.

5.
La compensation la plus avantagense.
On a, d’apres les équations (10), (11) ot (12),
Or+vp = a,[2x0]+ 0 [y O] L e [20] ... )

. ; 21
0F — a, 20"+ bo[y 0" +efz0 ..
et comme O)— 0, = u,-Lu,., on obtiendra, par =ou-
traction de ces deux équations,
Hp—0p = —tp+a @) L bp|y oo’y 4.0 (22

Si uous ¢éerivons
Lp(—2)] = [po] —=2[pre] [ ps],*

le dernier de ces trois lermes sera délerminé par l
premieére éeuation (21); an coniraire, les deux premices
contiendront les errcurs inconnues. Aussi ne pouvons
nous seulement que déterminer les valeurs les plus avan-
tageuses de ces deux teriues.

On a, d'apres Péquation (20),

[ pu’] = nwt, (2
et, d’apres I'équation (22) ci-dessus,

Prttatiy == Pptty (Ur 2= 23) — Py ttprtn |2 (0 - 04') |

— bt [y ey ).
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par ot nous trouverons facilement, au moyen de la
regle de la délermination de la valeur moyenne donnce
dans le paragraphe précédent,
[pre] = [ pa] — [ pid ax)—| peby] — ...
Cette expression se réduil en verlu des équations
(20) &

o — [ aw | — né by | — ..oy

ensuite nous obtiendrons au moyen des ¢quations (14)

uv] = wnd— e, 24
[peo] (

Par conséquent, si nous désignons la valeur moyenne
cherchée de [p(e—0o)| par V, en posant

Vo= [pw]—2[puc]+[p2,
V sera déterminde par
Ve [ p2f]+ Qe —n)udt (25)

Cela [ait ressortiv qion duit considérer comiie lu
Plus avantagense {a compensution pour luquelle la quun-
tité |po*] 4 [2e— n|u et par conséquent wussé

[ p e 2ew?

i le plus petite ealewr pour une suite donnée d’obser-
vations.

Pour un nombre invaviable ¢ déléments, la com-
pensation la plus savanlagense correspondra done 0 la
valear mintima de | pe®]; cest pourquol nous pourrous,
les coefficients a, 0, ¢, ... élant donnds, exdéeuler le
caleul conmie o lordinaire: mais, si l'on compare deux
développements  qui sont  caleulés pour des nombres
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différents d'éléments, on doit de plus tenir compte dy
nombre des éléments,

Nous pouvons aussi déterminer la valeur moyenne
de [p@—o)] dune autre manicre, en remplacanl
vraie valeuwr de [po*] par la valeur la plus avanlageus
de cette somme calculée avanl les observations. On
d'aprés 'équation (22)

(r—2,) = (1 —2¢2,—20py,...)
Ra C T R VA TR
A Qe bp [y (W] L

par ou l'on obtient
B [p (e—v)) -
= [pu*(1—2ax—20y ...) |+ [pac] 22"

- [pb0] [y ()] ... (217

Ici on introduit les expressions de 2, y, 2 ... donndes
par (15), ce qui fait intervenir les coefficients nouveanx
&y ¢ ... qui doivent satisfaire aux conditions (16).

Des plus, nous emploierons la notation abrégée

. e 1 — peu  pbb w0
NOTE 4. W -~ [pu (1—T1m—(l1 [pbb?]”') SO

ot le second membre est toujours posilif, & moins (il
n'y ait pas d’erreurs de formule, auquel cas nous aurons
m! = 0. '

L'équation (206) deviendra donc

[phi—v)] = (n—e)n*t-em® | poa| [E@F ]
[P ] [ G- )]+ - (2
Cette expression aura, pour des valeurs donndes des
coefficionts «, b, ¢, ... sa valeur minima ¢uand
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et les coefficients @, #, z, ... seront donc, pour la déter-
mination la plus avantageuse de (15) fournis par les
formules

Dplhy 1Oy )y Cp i
Prity _ 2, =,,,2' ! (-}())

= lpaal” VT 0] T [peal’
Si 'on emploie ces valeurs des cocfticients z, 9, 2. ...
on tirera des ¢quations (11) el (12)

_[pa0] 0], [pe0)]
 paal’ B = [p00]° ¢ = Tpec)’ (31)
et
v rener LpeOF  [pbOF [ peOF 09
[po] = [»O0]— [paa] — [pbd]  [pec] (32)
Si nous voulons de nouveau introduire dans ces ex-
pressions les cocfficients primitifs a, 0, ¢, ... au lien de

a4, b, ¢ ..., ccla peut facilement se faire au moyen des
équations (3) et (4). Si nous introduirons en ménme
temps les constantes 9, B, €, ... an lien de A, B, C, . .,
ce qui powtant sera superflu d’ordinaire dans le caleul
pratique, les résultats prendront la forme sous laquelle
ils sont présentés d’habitude dans la théorie des moindres
carreés.

Si I'on compare les deux expressions (23) et (28)
de la valeur moyenne de [ p(x—¢)°], on obtiendra avec
les valewrs calculées des coefficients x, . =z, ..., pour
la déterminalion la plus avaniageuse,

it = Lrel .
' N—

/«
o
b

=

L'erreur mioyenne M de la délermination
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[pu]—2[puo] = [pw]—2[pur]
employée pour la déternination de ¥ dans (25) est, daprix
I'équation (19) rapprochée des équations (23) cl (24
déterminée par

M = ([T 2 sl — e — o

Le calcul de la valewr moyenne cherchée ici pen
otre exécuté sans difficulté et le résultat prend une forne
simple, si Pon suppose que la loi exponenticlle des
erreurs est valable ici pour les crreurs des obscrvalions
car nous obtiendrons, grice a ces hypothoiscs,

proat = 3’
ct, comme résultat final,
M = Qi w® (n—e) ¥ (54

Il en reésulte B
M= V2t *

Comme nous avons, de plus, d’aprés la délerming-
tion la plus avantageuse donnée par (33),

[po] = (n—e) i’

on reconnait que le rapport de Perrear moyenne
que nous employons pour la détermination de la cow-
pensation la plus avantagense, a la somme | pe*] con-
verge vers zéro powr un nombre croissant d’observalions.
si le nombre des d¢léments ¢ est ou un nombre donn
ou dans un rapport donné avec le nombre » des obser-
vations.
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6.
La compensution la plus wvantuyense caleulie d’une autre

nuiicre,

La condition de la compensation la plus avanta-
geuse trouvée dans ce qui précede ne dépend pas de Ila
loi des erreurs de formule el le résultat ne doit done
pas varier, quelles que soient les lois de ces errears, 2
condition ¢ue nos deux supposilions relalives aux er-
reuwrs soint réalisées.  Pour cctte raison il ne sera pas
sans intérét de controler le résultat trouvé en exceutant
les calculs suivant les prinecipes appliqués dans la mé-
thode des moindres carrdés en faisant cette hypothese,
que la loi exponentielle des erreurs soil encore valable
pour les erreurs de formule el que les meémes poids, p,,
qui correspondent aux errcurs des observations, ., cor-
respondent enecore aux errewrs de formule, o), tandis que
les erreurs moycnnes de Tunit¢ de poids des deux
especes d’erreurs peuvent différer.

En partant de ces deux suppositions, on pourra
dans les éguations (V) et (10), savoir

O vy — apd 0B o (" .,
OF = up A", B ("L L,
traiter les quantités O, comne observations ayunl les
poids p, et O) comme les valeurs viaies correspoudantes.
Les constantes A', #, (" ... devront done élre déter-
minées suivant les principes counus des inoindres carrés
par le nombre corvespondant ' équations normales«<,

[pad ] = 0, |[pbe] =0, [pud] =0 ... (35
pocr i

En méme lemps on trouvera par souslraction des
deux équalions ci-dessus
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U, +0,— 07 = v} —at, = a,(A'—=A") Fb(B—B"Y L ...; ()

par suite, au moyen des équations (35) en multiplianl
par p.o; et en additionnant toutes les équations (ui cur-
respondent aux indices 1,2,3 ... %, on obtiendra

[po' (—2")] = 0. (37)

La détermination la plus avantageuse est de phis
donnée par l'équation bien connue de la théoric dus
moindres carrés

[pe*l _ [p2'7 (3]
2 C ne—e

Nous pourrons traiter d'une maniére analogue les
équations
O,4+v, = 6, A+0,BL¢.C ...,

0} = a, A"-L0,. "L, C" ...,
par ol nous obtiendrons

[pav] = 0, [pbr] = 0, [pecv] =0, ...
et
O+0,—0) = v~1,—tt;, = ,(A~-A")+0.(B-B")+ ... (i)

Grice a cette derniére équation, en multipliant par
pro, et additionnant les équations qui correspondent aux
indices 1,2 ... #u, on trouve

[po@—1u—u)] = 0; (1h
de méme en multipliant par p,v;,. on trouvera d’apres (39)
[ (v —u—1)] = 0, (+2)

tandis que des équations (36) et (39) on tirera 'wr
maniere analoguc

[2)1: (' — 17')] — 0. ('I-Z;)
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De plus on a I'équation correspondante a (38)

ple-a'y s )
ILW‘"] _ ,L,[_’tl,' (&%)

On peut encore ajouter deux équations que 'on ob-
tient en remarquant que les crreurs d’observation # ne

’

dépendent en aucunc manicre des errewrs " el dont

Porigine est duc sculement au choix des coefficients

4, b, ¢ ... Il s'ensuit que la détermination la plus
avantageuse et la plus prohable sera donncée par les
équations
[pur'] = 0. (49)
[pur] = 0. (40)

Au moyen des relations, les unes exactes, les autres
seulement probables, «ui ont été établies entre les erreuus
— et nous aurons précisement hesoin de toutes ces
équations -— est il possible de déterminer la valeur la
plus avantageuse de | p(e—)*] exprimée par des quan-
tités connues.

En premier licu, cn additionnant les cing ¢yuations
(37), (41), (42), (43) el (46) on trouve

[:1)('1."2_ ?.'2—{‘"”17)—' = O, (117)
tandis (.{ue les équations (44) ct (45) donneront

P I VL I V2 (4%)

N w—e "

Au moyen de ces deux équations, combinées avec
Péguation (38), nous pourrons climiner | pa'<] ot [pe®].
par ot nous obtiendrons

[pue] = —“—;f [ p].

Document numérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



456

La valeur la plus avantageuse de [ p(uw— v)| scra
done

S H—e » - M
[pu] — 2" 2 [ pud) 4 [p¥7],
i m i
expression qui sc transformera en

[p?¥*] 4+ Fe—) s,
si nous introduisons la notation w¢, Perreur moyenne e
I'unité de poids, et si nous rvemplacons [pe®] par la
valewr la plus avantageuse de cette somime, & savoir » i’
Le résultat cst donce identique au résultat lrouv
dans l'article précédent.

7.
Applications.

Lo condition pour qbon puisse obtenir wn résaliv
meillewr par les valenwrs compensées que par les valewys
observées est

[p(u—oF]< [ pi]

Si Pon remplace ces (uantités respectivement par
lewrs valeurs les plus avantageuses, savoir [ po*] -+ (2e—u) i
et w0, on ohtiendra

Lpv]

2 Qur i
n—e 710 ()

condition qui done doit étre remplie, si l'on veul u'il
y ait avantage probable & faire la compensalion avec
les coefficients admis.

Si Pon ne connait pas Perrcur moycenne e de Punilé
de poids des obsecrvations, wais au contraire les valenrs
vraies des cocfficients a, b, ¢ ..., ou pourra, en faisant
la compensation avec ces coefficients, déterminer la
valeur la plus avantageuse de e, au moyen de I'équation
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= ";Ji(l,
squation qui résulte de (33), car nous awrons dans ce
cas m' = 0,

Au contraire, si I'on ne connail ni les valeurs vraies
des coefficienls a, 0, ¢ ni Perreur moyerme de 'unité de
poids, on ne peut pas savoir, si la compensution donnera
un résultat mellewr que les observations imnédiates.

Powtant, mtme dans ce cas, la compensalion peut
étre d’une utilit¢ essentielle, & un autre point de vue.
Tandis ¢u'on ne peut, comme nous Pavons supposé.
rvien savoir de la grandeur de la somme des carrés | p ]
des erremrs d’ohservation elles-mémes, on pourra au
contraire délerminer par la compensation les limites,
entre lesquelles est wvruisemblablement comprise la somine
[p(e—o)] des carvés des wvaleurs compensées el lon
pourra de cette manitre juger dans un caz donné, si
Fon peut, ou non, ze¢ contenler des valeurs compensces,

On auwra d’apres (33)

mt = l-14)1:.—]——1/1'2,
"—c

9

et st nous introduisons cette valeur de 27 dans T'ex-
pression

7= [ pr*] L+ (Qe—n)ur,

nous obliendrons

. P ' .
[” _ e . — ¥ :! S . l:. :U
,,_L,I./”,I_( e—=n) '’ (50)

deux expressions ui font voir que 17 ou la valeur I
plus avanlageuse de | p(n—2)] esl comprise enlre les
limites
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[pr] et (pv’].

Pour ¢ = 1#, ces limites coincident.

2) La compensation calculée comme & Uordineire pur
les vulewrs vraies des coefficients a, b, ¢, ... est plus
urantageuse, qu'aucune autre conpensation & wn nowbre
d’éléments égal ow plus grand. Par conséquent, si I'on
n'a quun élément, les valeurs vraies des coefficienl:
donneront toujowrs la compensation la plus avantageus..

On recomnait facilement I'exactitude de cette yro-
position, en posant dans l'une des expressions ci-dessns
de V

) (mi—u'?),

[p¥] = (u
par ou l'on obtient
Vo= enl+(n—c)u'" (21

Si lon se sert dans la compensation des valeurs
vraies des coefficients a, 0, ¢, ..., on awa »' =— 0 ¢l

par conséquent
V = em?;

au contraire si Pon se sert d'autres valeurs et si 'on
admet ¢ ¢léments, on aura

Vo= ¢ni’+ (- —e)ud'?,

valeur qui est plus grande que la précédente, ¢, si »
est égal ou supéricur i e.
Adu contraire, on peut obtenir une compensation plis
uvantagense avec wi nombre plus petit d&'éléments.
D’apres (32), nous avons

_ LpeOy _[pboy__ _ [plOf
[pac]  [pbb] " [pl]’

[po']—=[p00] =
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en désignant par ! le dernier des d¢léments «, 0, ¢ ...
tandis que leur nombre est désigné comme dans ce qui
précede par e.

Si nous négligeons le dernier terme de celte série,
[p10F
Tri
ments diminuera d’unc unité. Par conscéquent, en négli-
geant le dernier ¢lément, on augmenicra V de

elle sera augmentée de et le nombre des élé-

(plO} _, .

(piy — 77
Done, si T'on a

LplOF _ 5

—["Z—)T:l‘ <z

cet accroissement sera négatif, et 'on peut vraiseinblable-
ment avec avantage ndgliger ce dernicr ¢lément. Que
les observations puissent en réalité avoir de telles valeurs,
cest ce qui se voit facilement; rien meéme n'empéche
d'imaginer une série observations powr laquelle [ p{0] = 0.

Il va sans dire qu'on peuat de méme se demander,
si Pon ne doit pas négliger deux on plusicurs éléments
et remplacer les coefficients a, 0, ¢ ... que 'on conserve
par des valeurs autres «ue celles qui originairemnent
dtaient les valeurs vraies.

3) Si Von ne conmait pas les valeurs vraies des
coefficients a, 0, ¢ ..., on doit choisir ees valeurs arbi-
trairement, de manicre pourtant o salisfaire o la con-
nexion donnée culre clles, d'olt deépend la compensation
(voir section 1).

Ensuite, on caleule successivement les coeflicients
g, b, ¢ ... (voir section 2), et l'on trouve de cette ma-
niere les termes successifs de la série {po*| —[p 00|
indiquée ci-dessus.
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Quand on parvient & un terme numériquement plis
petit que 27, il doit étre néglig:é et de méme U'élément
correspondant; en gdénéral on powrra s'en tenir any
termes calculés avant celuni-la.

Si, de plus, m est inconnu, on pourra pourtant rn
tout cas reconnaitre quels termes de la série ow we dod
pas négliger: ainsi tous les termes qui sont numdrique-
ment plus grands que 2w et par conséquent aussi lis
termes qui sont plus grands que QI—NPLL(I doivent c¢ipe
conservés. On powra ici déterminer [p+*] au maven
des termes déji caleulés.  En géndral il ne sera pas e
grande conséguence pour la détermination du nombre
des éléments, que 'on connaisse w:, ou noin,

Finalement, si l'on veut comparer plusieurs com-
pensations calculées avee des coefficents diftérenls, on
doit en premier lieu déterminer pour chayue compensa-
tion en particalier le nombre le plus avantageux 'cle-
ments et puis comparer les valewrs de ¥ obtenues e
cette maniére par les différentes compensations.

Parfois on peut, en outre, demander 'l cst plu:
avantageux de caleuler toute la série des observalion:
avec les mémes coefficients ou de la subdiviser c¢n plu-
sieurs séries el de caleuler chaque partie an moyeu v
coefficients particuliers, aucquel cas on doil remarquer
que, les nombres des éléments des séries particulicres
étant ¢, ¢” ..., le nombre total pour toule la séric =
dte' L.

Une telle subdivision d'une série donnée d'obsor-
valions peut, par exemple, &lre encore appliqudée i des
observations dc deux ou de plusicurs cuantités, dans
lescuelles les valeurs observées sont mélées d'une manidér
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inconnue, ou o des observations d'une seule quantité,
pour lesquelles l'on conmait Uerrcur moyemne des er-
reurs accidentelles, mais ot sc sont cn outre introduites
des erreurs constantes pour quelques observations parti-
calitres, sans qu'on sache powr lesquelles.  Nous ne
traiterons pas ces probleémes particuliers de compensation,
parce que nous avons indiqué¢ la marche & suivre powr
trouver une solution, s'il en existe une, le probléeme ¢tant
en tout cas réduit & la détermination des corrections ¢
de maniére & obienir pour la série totale d’obscrvations
la valeur la plus petite possible de

[pe’] 4+ Zem?.

il
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NOTES.

NOTE 1. Ce mémoire conlicnt un supplément & I
théorie ordinaire de la compensation des erreurs d'uh-
servation. En se mettant au point de vue aprioristique,
Lorenz soutient que, méme dans le cas ou on connall
les valeurs vraies des diéments, on n'obtiendra pas ton-
jours la compensation la plus avantageuse en se scrviud
de ces valeurs vraies.

La théorie de Lorenz a été combattue par 1L I
capitaine (& présent général) Zachariae.*

NOTE 2. La condition
[p(—w»y| = Min.

donnera le méme résultat que la théorie ordinaire s
moindres carrés, si Pon remplace, comme le fait Lovcuw.
les quantités inconnues par leurs valenrs moyennes.

NOTE 3. Le texte de Lorenz cn ce passage sl
trés peu clair. Lorenz dit que la valeur de [pof] o
déterminée par I'équation (21) et que, pour cette raiz,
on ne peut déterminer la valewr la plus avanltageuse de

* Voir ,Tidsskrift for Mathematlk®. 1872, Zachariae: Udjevning
af ITagttagelsesfejl (deux notes) p. 97—103 et 182—18N, el lex
répliques de Lovenz, dans le méme jowrnal, Bidrag til Uidjev-
ningsproblemet, 1872, p. 125—135 et Eb Gjeusvar, IN73, il
—32.
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[pw']—2[puv] -+ pe’] que par les deux premiers Lermes.
On doit done en conclure gu'il considére », comme une
constante et que par conséquent [puv] — 0. Le ré-
sultat ne concorde pas avee celui de Lorenz; mais c’est
qu'en effet, ici comme dans la formule (28), il remplace
la vraie valeur de », par sa valeur la plus avantageuse
calculée avant 'observation.

NOTE 4. Je ne peux pas voir pourquoi la quantité
désignée par Lorenz par »* doit ¢tre supposée positive.
NOTE 5. L’évaluation de Pexpression

M = ([pw]—2(pue])—2e—ufw

peut se faire de la manicre suivante.
On a

M = [ p L E puv][pu@w—u)]—(2e—n)ym';

Y

nous allons calculer séparément la valeur de chaque
terme.
On a
[pe] = pori == pyus = ... == partt,
et par conséquent
[pe]f = [P’ ] 22 pepeiiiad,
ol le dernier groupe comprend i[(i)—ﬂ termes, et comme

Pt = 3w, peal = i, on aura
[pu] = n(n-2)uc
Considdrons cnsuite le terme
Gt =a)
= [pu(utuw)—o|e(eda)| =0y @4-u)] -]
< [pu(—a[z (@ w|—0ly ()| ...)
S0°
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Tout terme ¢mi ne contient »' qu'a la premiére puis-
sance s'évanouira; aussi les termes qui dépendent de «
se trouvent ils dans l'expression

[pu(—alzu]—blyw] .. )T
[Pl (™ @ [ 0] - b

= wm'm'*(n—e).

™) — Qazu®— by )|

Reste & calculer la valeur de
—pu(u—alzu]—b[yu] .. J[pu(afzu]-F0lyn|.. )]
= —[p@[pazwtpby .. ] [pu(e[zuw]-F0[yn]...].

Mais on peut remplacer p i par n, plul par 3

par conséquent, on aura
[pef] [ pemift-pbyt .. )]
= m'(n4+2 ((ax]+[0y]-+...),
et comme [«2] = [hy] = ... 1, il viendra
[p®] [pax®+pbyd .. .] = m'e(n-1-2).
Finalement on aura

CpriGaen] T oyl T

= [pual[zu+{pd Flyu ...
42 pua] [ pub][zw] [y] L ...

— (1 1] L e ]
m ([a »] [p] L [0°p] I R
4+ & X (arasmr s bpbeyrys L)
+2([@2 4 [0 T+ . )
+2X[pab] F}ng

44 ¥zy ba) |

+ 280 by + 23 Yapbs sy,

= m‘(;"[a“p] BT] - 2X[ax -2 2 [ay] [ ba]

+22[a][by]4-2 X [pab) VT/] )
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Mais comme [pub| = [puc] = ... = 0 ect, par
conséquent, [ny] = |uz] = ... = 0, on vera facile-
ment que toute Pexpression se réduoit &

nt(Be-+te(e—1N).
On awra donc

M= n(n-L2yni+4nd " (n— ) — bnde(n-+2)
hndBe-e(e—1))— (2e—n)

= Qa4 mtn? (e —e).

NOTE 6. Lorenz a, par mdprise, éerit
M< Vi

mais sa conclusion est pourtant juste.
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SUR LA REDUCTION DU FACTEUR EULERIEN.*
TIDSSKRIFT FOR MATHEMATIN 1874, I as—5w

Lies fonctions transcendantes qui seront traitées ici
peuvent étre classifices de la manitre suivante.  La trans-
cendante mondéme du premicr ordre est définic par
0 = \fla)du,

1

o la limite supérieare de Tintégrale est une fonclion
algébrique de = ot y, tandis que la limite mfdricure esl
une constante. La fonction 7 est, comme les autres
fonctions qui, dans ce qui suit, scront ddésignées par la
méme lettre affectée d'indices différents, une fonction
algébrique de la variable indépendante, icl ¢; au con-
traive, on suppose (que # ne puisse pas dlre exprimde
algébriquement par la variable,

Une fonetivn trunscendante dw prender ordre qui
est désignée par ¢ cst une lonection algébrique de &, v,
transcendantes monomes du premier ordre comme #,
b, ... ct des fonctions inverses de 4, #; ... 5, 7, ...

considérées comme lonctions de o, « Uie fonetion

b
mondme i second ordie « la forue

H, = \fl(/l)tlfl.

La fonction transceidante du second ordre cst une
et

ae 7, e

fonction algchrique de &, 4, 6, ¥, ... 7,7, ..o

Doy B+ -y OW los dernicres lonctions sout les fonclions
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*NOTE 2. inverses de #,, #, ...* En continuant de cette manicre.,
la définition des transcendantes monodomes ct des foune-
tions transeendantes d'ordre supdérieur est immdédiatenicni
évidente.

Une équation entre les fonctions transcendantes dr
ladite espéce écrite sous la forme la plus simple, d«
maniére que le nombre des transcendantes mondmes dr
I'ordre le plus élevé et de leurs fonctions inverses sail
réduit & son minimum, doit étre identique en particulivr
par rapport 4 chaque fonction de ladite espice; car
autrement on powrait exprimer une d’elles algébriquemcni
par les autres et par les fonctions dordre mféricr, il
sorte que le nombre des transcendantes de Pordre |-
plus élevé nc serait pas réduit & son minimum.

Je suppose maintenanl qu'une équation donnee
dy -+ Pdx = 0, ou P cst une fonction algébrique de .«
et ¥, a un facteur intégrant qui peut étre exprimé pur
les transcendantes de lespéce définie ci-dessus; le pro-
bléme & résoudre sera, de trouver une forme normale i
laquelle peut &tre réduit chaque facteur transcendant v
ladite espéce. J'ai cherché i résoudre ce probleme de
cette maniére: jimagine quun facteur intégrant F soil
donné comme fonction transcendanle de lorvdre », e
& dire comme fonction algébrique de #a, 6n, oo 70y 70 .
de fonctions mondmes d’ordre inférieur, de leurs fone-
tions inverses et enfin de 2 et y. Je eherche alors
réduire ce facteur & un autre, d’ordre inférieur ct ainsi
de suite. On suppose toujours dans le caleul que lv
nombre des transcendantes est réduit & son minimun.

Nons chercherons d’abord la réduction de F par
rapport & #,, que nous désignerons provisoirement, pour
abréger, par la seule lettre #.
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L’équation de condition du facteur est

eF el P
- LT =
ey by

e 0. (1

far

Comme F est unc fonction algébrique de # (et des

autres variables), nous pourrons considérer F comme
racine d'une équation algéhrigue irréductible

a,+a - .. 4w, " = 0, (2)

ot les coefficients sont des fonctions entieres et rationnelles
de 8 (et des autres variables). De la méme manicre P
est racine d'une équation algébrique; mais 4 une racine
particuliére de celle-ci ne correspond pas nécessairement
une racine cueclconque de (2), et il n'est permis que de
supposer qu’une scule racine de (2) satisfasse & I'équation
différentielle (1).

Soit @#* Ja valeur limite vers laquelle tend une racine
de I'équation (2), lorsque # croit a linfini ou, ce qui
revient au méme, le premier terme de la séric gquon
obtient par le développement de la racine suivant les
puissances décroissantes de 6.

Ce terme peut ctre déterminé de la manicre sui-
vante. Dans Téquation (2), £ est remplacée par QF° el
lon sépare dans les coeflicients «,, «,, ... les termes
qui contienment les puissances les plus ¢levées de #, a
savoir ¢ A, ¢ #”1 ...; nous aurons ainsi provisoircment
Péquation suivante pour déterminer

Cy e - ¢, {1+ Q cee O mms O”’ = () (:";)

Pour® trouver les valeurs différentes que peut prendre « NoTL 3,
@, nous chercherons d’abord l'exposant e pour lequel

o=ty - 1t

4 »
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olt p désigne un indice quelconque plus grand (e 0.
Puis on peut poser s — —"i;—[-—”-i’, valeur pour |-
quelle pp+ps<p,, par ol 'on reconnait qu’aucun cs-
posant de # dans (3) n'esl plus grand que g, ki
négligeant tous les termes dont les exposants sont phi
petits que g, % scra facteur commun des termes res-
tants et le coefficient de #% dgalé & zéro donnera une
équation propre & déterminer Q.

Si ¢ est lindice le plus grand des termes de celle
derniére équation, on cherchera ensuite un exposant ».
4 indice plus grand, pour lequel

Mr— g = [lp—4q

r—q = p—yq

1

ou p désigne un indice (uelconque plus grand que 4.

. fly — 1L 1y .
Puis on pose s = —;"—'(—", par ot l'on obticndra
=Y
Mo 8 > i+ PS8

el par conséquent p,-¢s sera a présent la puissance
la plus grande de ¢ qui entre dans (3). En négligeanl
tous les termes de degré inférieur et en divisanl par
t*q+3Q1, on obtiendra unc équation nouvelle par l-
guelle d’antres valeuwrs de @ peuvenl étre déterminces.
En continuant de cette manicre, on obliendra les
équations suffisantes pour la détermination de toules
les valeurs de @ correspondant aux @ racines de I'éiun-
tion (2).

Du reste ces équations peuvent aisément élre lron-
vées de la maniére suivante. Qu'on représente p, p, ...
comme des ordonnées successives rangées d’apres lours
indices et que I'on construise un polygone couvese, e
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maniére a faire coincider sez sommets avee les extre-
mités des ordonndes, de telle manicre qwaucune delles
ne soit en dehors du polygone. A chaque ¢olé¢ du poly-
gone passant par deux ou plusicurs poinls ;. correspondra
alors une équation en Q; par cxemple, { un c6té pas-
sant par les points y,, g, p, correspondra I'équation

e,F e Qf-te @ = 0,

Aprés avoir trouvé de cetle manicre la valewr de
@6t correspondante 4 F dans Péquation (1), nous rem-
plagons /7 par cette quantité, et, comme I'équation est
identique par rapport i #, nous égalerons i zéro le
coefficient de la plus haute puissance de #. Comme

o8 , 04 . .
e et -~ ne contienment que des transcendantes d'ordre

9y
inférieur, cette puissance est #, ct 'on trouvera
8Q  oP

QQLP_«_I_-,_Q = 0,

dr ' By ' Oy

par ot l'on recommait que @, qui nc contient pas #, est
un facteur imtégrant.

De la méme manicre on peut réduire le facteur par
rapport & toutes les transcendantes mondmes d'ordre w ;
et 'on ohtiendra finalement un facteur ne contenant que
les fonctions inverses des transcendantes mondmes
d'ordre .

Si une telle fonction est désignée par 7, ct si 'on
se sert de nouveau de la lettre /7 pour représenter le
facteur imtégrant, I'équation de condilion sera

0F | LoF | 1 f»F[az,,_l . P(’-‘t.,,-.t] P o

or T oy Tty ey |Ter T ey T ey

ou la différentiation par rvapport a 7 esl indiquée sé-
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parément et ol 5 est la fonction inverse de # = _\'f(f,,_l)df,, L
d’oun résulte

oy 1

Otuy f(g)°

Dans Péquation ci-dessus nous chercherons le coul-

ficlent de la plus haute puissance de 7, apres avoir
déterminé de la maniére indiquce ci-dessus le premivr
terme de @y dans le développement de F' suivant lox
puissances décroissantes de ».  En méme ftemps on
trouvera la quantité k7 olt & est une constante, savoir
le premier terme du développement correspondant de

7 () Les termes de l'équation (4) qui entreront cn

considération seront donc
Q L) a—1 Ul‘n—l Otnfl
o+ sore(fp )
oP
0J

Il gensuit que @ sera un facteur intégrant, si g cst

Q}—}—...:(). ] v

plus petit que 1, on si s est égal & zéro. Si g>1 cl =i
s differe de zéro, on aura

é‘Ifu—l_J_ 0tll—l
oz P oy

= 0, (1

par ou Pon voit, en différentiant I'équation par rappor

X Oty o . o
&y, que —(,;’y—' doit étre elle-méme un factewr intégranl.

Enfin, si ¢ = 1, on doit tenir compte de lous lex
termes de U'équation (5), et Péquation (u'on obtient en
égalant le coefficient de 7* & zéro fait voir que Q-
sera un facteur intégrant; car, si 'on remplace I par
cette valeur dans DPéquation de condition (1), on ob-
tiendra Péquation trouvée,
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Apres réduction par rapport i toutes les transcen-
dantes inverses d'ordre », le facteur intégrant peut dtre
mis sous la forme ¢,y 1 oU c"l'u—l+[§’n——1, ol ¢, el
¢a— sont des fonctions lranscendantes d’ordre (n--1).
Néanmoins, en vie des calculs qui suivront, ce facteur
sera rapport¢ i la forme plus générale

= c‘r‘u—( =00, CL ) (7)

W

o Cp, () ... sont des constantes.

L’exposant de e, que nous désignerons pour abréger
par ¢, a pour dérivée par rapport a une variable quel-
conque une fonetion transcendante d’ordre inféricur & #.
Dans I'équation de condition de ¢

cc+ __L:Tf) =0, (%)
les transcendantes monodmes et leurs fonctions inverses
seront au plus d'ordre »--1. Par conséquent, cetle
équation est identicque par rapport & #,—, et peut donc
étre différentiée par rapport a cette variable. Comme
les coefficients diftiérentiels de #,_;, de mcme que P, ne
contiennent pas #,—,, l'équation deviendra aprés avoir

été différentice™ “ NOTE 4.
f o ~f Ce
C.(@,_) (( H‘r )
(ll,_ ( _
_.‘—"-—1’ + ) - 1 — U. (‘J)
cxr (J
é 0( °t %*")
. . [ N . Clly—1 /
Par suite, si -~ 7 n’est pas une constante*, — 2 s xaTE 5.
Cthuy cy

sera un factewr intégrant; celui-ci est done réduit o ordre
n—-1. De méme on peut taire une réduction analogue,

0 .
—a—ﬁf— n'est pas constant ete.; ce n'est (ue dans le cas,
n—1
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ol ¢ a la forme
95’ _ 5/’7;—_1 ”J;‘ Cn~| 071—1 + Y;1—1 ﬁ:l——l + e (1“)

¢n—y ne contenant pas @,_y, Hnp—y ... mais seulenicnl
leurs fonctions inverses, quon ne peut plus faire aucune
réduction ultérieure.

Si l'on différentie 'équation (S) par rapport & 7, .
(ue nous désignerons pour abréger par la scule lethe ;.
et si I'on divise par f{7), on trouvera*

a(f—‘—l—) o(%-.0)
N ) o p e £ _ (i
o ‘ Oy

Par cette équation on peut de nouveau réduive -
factewr intégrant a lYordre 2 — 1, & moins que oo
n’ait bp. L ¢, d'olt I'on déduiva ¢ = ¢-4-c\f(y)7.

oy () R
¢ ¢tant indépendant de . Mais on reconnait facif-
ment, que la derniére intégrale est d’ordre moindee e
7, de maniere que ¢ ne contient pas en réalit¢ 4 dans
ce cas.

Nous pouvons donc conclure, ou bien que la fone-
tion ¢,_, de l'équation (10) ne doit contenir aucunc de-
transcendantes inverses d’orvdre (n—1), et ¢ aura alor
la forme

@ = S»/'n—2+("11—1 Hn—i—{" C;t—lﬁ;z——l ey (l-))

ou bhien que la facteur intégrant peul étre réduil
Pordre (#—1). Mais on pourra alors continuer la rédue-
tion de la méme manicre (ue ci-dessus jusqu’a ce g
nous arrivions & la forme de ¢ indiquée dans (12)

* Cest M. le Dr. phil. Jul. Petersen qui a le premiier vemavgue
cette éruation.
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Mais on reconnait alors facilement que la réduction peut
étre continude Jjusqu'd ce (ue nons arrivions f{inalement
a la forme

¢« =¢LCH+CH ...

oll ¢ est une fonction algéhrique de z et y.

Donc, sile fuctear ISnlérien de Péquation dy - Pde == 0
peut étre exprimd par des transcenduntes de lespéce con-
sidérée ici, ce fuctenr peut Phre védict o wne forme nor-

male déterniinée par

o S\tade{pada

Les sens des notations employdes dans cette équa-
tions cst mis en évidence par ce qui précede.

II. 51
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NOTES.

NOTE 1. Ce mémoire est un remaniement d'une
note ,0Om den Eulerske Factor® (sur le facteur Euldricn)
insérée dans Math. Tidss., 1873, p. 174—1706.

Comime M. le professeur J. Petersen avait averli
Lorenz d’une erreur contenue dans ladite note, Ll
que le résultat conservait sa validit¢, Lorenz a devil I
présent mémoire,

NOTE 2. Les fonctions inverses 7, sont définies de
la maniére suivante.

Soit 4, = Sf(t,._,)(lt,,_i, ol t,—y est une fonelion
transcendante d’ordre n—1; alors on aura

tn—i = Bf(vn) d77n s

O 1
Otus  [(yn)

NOTE 3. Lorenz cherche les valeurs de s pour les-

ou bhien

quelles deux ternies au woins ont des exposanls dgaux
et supérieurs & tous les autres.

Le plus grand exposant doit au moins étre dgal
o, et lon cherche & déterminer une valeur de s pour
laquelle ¢, = p,+s¢ est supéricur ou au moins dgal
aux valeurs des autres exposants. On doit donc avoir

ty = T30S 5P,
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ot p peut ¢tre un nombre ueleonque compris entre 0
et m. Par suile on aura

Mo My = M, — Hp
U 1 i) ((l)

y o
et si cette condition est remplic, s peul avoir la valeur
-1ty

. . . L —
indiguée par Lorenz ©°
/i

—11 - .
BT ost la valewr minimum de s. Supposons gue
4
¢ soit la plus grande valeur pour laquelle p, =, + ¢s;
alors on aura,

Au,,—%—[)ﬁ<‘u,,Trjs,
o e~ T M - NIRRT iendys . olle
sl s> el p<qg, ot Ton obliendra une nouvelle
" /
valeur de s en cherchant un nombre »>¢, pour lequel
fa =S = s> ()

p étant un nombre quelcongue compris entre les limites
q et . Si cetle condilion est remplie, on peul poser

I L e ]

- r—y P—y

On reconnait facilement qu’on peul continuer de la
méme manicre en se servant & présenl de g, conne
point dc déparl, sio» est le plus grand nombre pour
lequel la condition () est vemplie, et ainsi de suile.

Le raisomement de Lorenz n'esl pourlant pas exacl,
car on ne sail pas s les cocfticienls « ne contiennent
pas de variables qui devienuent infinies en méme lemps

(que #.

31
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NOTE 4. On voit immédiatement que

ql‘ [
o(z) o)
5oy T Eh,, = O

mais on peut éerire

Oe O By L[_t?gl

877 = 6ﬁ7z—1 ax ! 6.’1" !

. [Oe] .. e .
ol [(% désigne la dérivée de ¢ par rapport & a, f,

étant considérée comme une variable indépendante de
Puis on aura

(O O ) s ( dg
= .. 0| ' 0 =
¢ (5’.1:) 6‘9’/‘ 0611—1_ ( (-"‘{in—- ¢ Olﬁ";_t)

0ty 002, ox fa - ox

¢t de méme on obtiendra la valeur de —

COlly—1y
o Iy
. ot . o . e
NOTE 5. -\27"='7 sera un facteur intégrant si - °
oy Cl,_,

n'est pas indépendant de y, c¢est & dire ne sc rdéduil
pas & une constante on i une fonclion de a seul. Lovenrz
’a pas considéré le dernier cas,

NOTE 6. Si y.— est définie par 'équation

fhs == '\‘f(vn-—l) ({7]11—1 3
on aura
_(?7711——1 1

Bta"s — flgns)’
ct, par conséquent,

Op o O¢ ,_1__ .5511_2 4 [_(7_55]
or E"—_‘ {(Gao1) O drl’
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. [0e] ... S . ;
ol [5—; désigne la dérvivée de ¢ par rapport & e, prise
en regardanl z,—; comme une variable indépendanle,
Puis on aumra

oo ) [é
a(m) _ "( s [ 1)) Elus _f’_[v.,;]
B 7

5’7/'nf Chn—t b !

et, apres maltiplication pm -

/n—l) !
(¢
)
1 6.(})
f(.ou—-l) 67/‘11-—[
o (9" I ) “ 6@
4 -, — | - U=
o k,l B (Of/u f(7711»~|) ) U’ln:_J 1 [Oll‘
f(7/‘ —1) ~—'//u~l Jx /(/“,1) (r‘/jn—l
c'gf 1 1%}
o ) [ G
_ .(/n—l) 077:1—1 0 n—l e /(//,,_Al [’f/"*|
(hyn.-.l (?.); T f
)
. f(7/n ) (7711—«1
i

De [a méme manicre on obliendra

s [fo , I fe
Ié, > ()(T)Uﬂ ')
Lo Ney) 0V (gu—1) €y

-

Fguar) Egumr &y
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EQUATIONS
CIN ETIQUES FONDAMENTALES
D'UN SYSTEME DE POINTS.
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EQUATIONS CINETIQUES FONDAMENTALES
D'UN SYSTEME DE POINTS.

TIDSSKRIFLY FOR MATHEMATIK ISTA, P ST—86.

Un point domnd, fixe dans Pespace, étant diéterminé
par ses coordonndes u, b, ¢, convenons cue le nowbre
des points appartenant i un systéme donné qui se rou-
vent, & Pinstant ¢, & Pintéricur du parvallélipipede linité
par les plans « et «-Lde, b et b-db, ¢ et e—de s0il
représenté par

N (l‘, , D, {;) ol @.

Les points peuvenl avoir des vitesses différentes, Ceux
d’entre eux dont les vilesses composantes sont comprises
entre les limites «' et o' +do', O el B db, o el o' = di”
seront supposcés au nobre de

N, a,bye)s (b, w, by e, U ) dBdT,

ol do' = ' dl'd¢.  La fonction » peut ctre appelde,
d'un  terme emprunt¢ au caleul des probabilités, l«
probabilité des composanles de vilesse o', ', ¢ dans le
parallélipipiéde @ el au moment £ D'une maunicre ana-
logue, soit s, (£, w, by ¢, o' 0y ¢!y " B, c") 1 probabilité des
composantes d'accdleration «, 5", ¢" qui correspondent
aux composantes de vilesse o, 0, ¢/, aux coordonndes de
lespace «, b, ¢ ¢t au moment 7, el ainsi de suile.

Lorsqu'un point d’un  systéme  qui, au moiment
donné £, a pour coordonnies .y y, 2 et pour vilesses
composantes ., ¢, &', salistait aux condilions
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a<<z+rcL...<alda, b<<ytycLt...<<bLdb,
c<< 2ttt < etde,

il se trouvera, au bout du temps ¢4 ¢, a Pintéricur di
parallélipipede . En négligeant les puissances supcrienves
de 7, nous powrrons déterminer le nombre total des poini-
qui au moment #-I- ¢ se trouveront & Uintérieur du paral-
lélipipéde da par Pintégrale

N4 abe)ds
= S\\ de'dy'de \\\dedydz N (¢, 2, y,2) 5 (¢, %, 9, 2, @y, <),

ol les intégrations par rapport i =z, y, = doivent ¢l
effectuées entre les limites « —uw'c et «-t-da—a'z, b—y':
et b+db—y'c, c—2't et c+de—2'r; celles qui sc rap-
portent & &/, ¢, 2’ entre les limites & Pextérieur desquelle:
s s'évanouit, car ces variables doivent parcourir toules
les valeurs possibles.

De cette manicre on obtiendra d’abord

N(t+ca,0,¢) = \'\'\-dx'dy’(lz' N(t, x,y,2)s(t, 2, y,2, 2,12
ou

7

s

w

b

= — 'z, y:b_y';-’ [y —

et puis, en comparant les coefficients de r,

BN | oo o [6(Ns) | O(Nsy) | 0(Ns2)] _
oo+ Wy [P 2GR T — o

Pour abréger, on écrit ici N au lien de N(#, «, 0, ¢)

et s au lien de s(t,«a,b,¢,2'y'2).
Nous appellerons l'intégrale
S\\(ia,"dy’dz' sa'
la valeur moyenne de &' correspondante au point «, b,

et nous la désignerons par «', et nous désignerons de
méme les valeurs moyennes de I’ et ¢ par &' et . lwr
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Pemploi de ces nolalions, I'équation ci-dessus prendra
la forme
N ( 'll)

L
T

ot

v
LEODLEND g

D'une manicre analogue on pourra déduire de I'élat
du systéme au moment ¢ le nombhre total des points qui
se trouvent, au hout du temps ¢ -, & lintérieur du
parallélipipéde d@, si en méme temps les composantes
de vitesse sont comprises dans les limites du paraliélipi-
pede d@'; c'est-a-dire qu'on doit avoir

N+ a,by)s(tLoa,bye, U, ¢)
= \\\ da"dy"d2" N(t, x, v, 2) ss,,

ol s dépend des variables ¢, a,u, 2, &, ¢, & ct & de ces

mémes quantités ct, en outre, de 2" " 2", variables qui
’ Y '

satisferont aux conditions suivantes

c=un-ta'c, b=yLtyr, c=z-"2".

(! — .T"J_—-T‘”T, bl____ :]/!_!_?/Hr’ (‘! —_ U ,:_HT

les puissances supérieures de ¢ étant ndgligées.  On
remplacera donc partout ci-dessus .« par ¢—«'z, a par
¢—a"r ot ainsi de suite, ct les intégrations seront éten-
dues & toutes les valeurs possibles de ", %", 2". On en
déduira, par comparaison des coefficients de =,
C(A\)_LC(J\S) ; l_O(Ab)b,

& ba ‘

en éerivant N au licu de N4 «,b,¢) ¢t s au licu de
s(t, @, b, e, ', 1", ), tandisque «”, 0", ¢ sont les valewrs
rr

moyennes de a”, ", 2" qui correspondent an point «. &4, ¢
el aux composantes de vitesse «', V', ¢, ¢fest o dire
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o CC 70 T g S NI R TR T S
@ = A\ dy" d" sy (8w, by ey o &y 2

et ainsi de suite.

Jappellerai les éynations (1) et (2) premiéie cl s«
conde équation de continuité. Ce sont les premicres de
toute une suite d'équations de continuilé qui penvend
facilement ctre formdes pav le proeédé cmployd i
Chaque équation de la suite peut sans dilficullé ¢l
déduite de la suivante. (Pest ainsi qu’on retrouver
premiére équation de continuité en multipliant la seeomds
par dea'db'de’ ot intégrant entre les limiles des variabli=,
Pour ces limites s s'évanouira, et lon aura de phns

\S\ dd' db'de’ s (u, by e, o, V) = 1,

si les variables parcourent toutes les valeurs possibles
En geénéral, on peut de cette maniere déduire les prenmicre
seconde, ...., (n—1)twe gyuations de la wi™ve qui, par
suite, peut étre considérée comme une génédralisalion e
toutes les équations précédentes.

Ces équations puremenl cinétiques, peuvent ¢
employdes dans la dynamique de la maniére =uivanie.
Imaginons que tous les points du systeine aient La mome
masse #, qui est supposée dtre une quantité invariable
comme le nombre de ces points matdriels, de manior
quaucun d’eux ne puisse c¢tre divis¢ en plusieurs et que
plusiewrs ne puissent ¢tre réunis en un.

En géndral, tout eorps est supposé formdé de plusicirs
systémes de cette espece. On ne fail de la sorte auenne
hypothese sur la nature du corps, sauf celle de Pinvaria-
hilité de sa iasse; supposer le nombre des poinls -
vaviable au cours des caleuls, est qu'une fiction pure-
ment mathématique sans conséquence physique.  hes
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équations de continuilé ¢lablies ci-dessus =ont valables
pour chaque systéeme en particulier.

De plus toute pression exercée sur un ¢lément super-
ficiel de Pespace peut ¢tre considérée coimne produite
par le mouvement des points malériels «qui passent par
cet élément, la pression =nivant une direction donndée
étant dcéfinie avee plus de précision comme la quantité
de mouvement, estimée suivant la direction donnde,
des points qui dans Uunilé de temps passent par Udle-
ment considéré. Dans le cas d’une pression variable,
cette quantit¢ de mouvement doil étre mesurde par la
quantité de mouvement au moment considérd.  Cette
définition est une conséquence divecte de la décomposi-
tion supposée du corps en points matériels mobiles, el
elle aussi n'inlroduit aucune hypothese physique.

La pression sur une surface ¢n mouvement peut
étre concue d'une manicre analogue: il suffit d'imaginer
que la surface se meuve en mime temps gque le corps,
de sorte que tout élément de la surface par lequel passe
un grand nombre de points matériclz recoive le monve-
ment moyen de ces points. Par ,mouvement moyen®
on entend un mouvement dont les vitesses composantes
suivant les trois axes sont les vitesses des élémenls per-
pendiculaires & ces frois axes sc¢ mouvant de manilre &
faire passer des masses égales des denx cotés.

Si Pon désigne par 2 une somme dendue & tous
les systtmes de points matéricls, donlt esl composé¢ le
corps, on verra, en employant la notalion ci-dessus, que

NN dt db de

est la masse tolale qui dans U'élément de temps of passe
par la surface lalérale dbde du parallélipipede. Si cette
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swface a une vitesse telle qu'avcune masse n'y pass,
on aura
XmN(@—u) =

u est donc la composante de la vitesse du mouvemenl
moyen dans la direction de I'axe des x. Les deux aulres
composantes sont déterminées par

Y NP —v) =0, YmN( —w) = 0.

Si Pon multiplie 1'équation (1) par m, et si 'ou fovine
les équations correspondantes pour tous les systonies,
puis quon additionne toutes ces dquations, on trouver

[ §(mN) , d(mNd') | d(mND)  d(mNC)

= (,
ot T Oat : ¢b ‘ fe
Cette équation, combinée avec les éyunations ci-desans,
dommnera
A 3
@ (,A”_i) E (f v)  o(erw) _ 0, )
ot ' da ¢ e

ot I'on a remplacé XYmN par p, qui représente en cun-
séquence la sonune des masses des points maldricl
compris dans I'unité de volume; par suite p n’est auli
chose que la densité du corps au point «, b, ¢. De plus,
comme #u, v, w sont les composantes de la vitesse dv v
meéme point du corps, si Ion ne tient compte, conune
I'ordinaire, que du mouvement moyen du corps, l'éqia-
tion (3) est tout a fait identique & I'équation hien comue
quon nomme spécialement Uéquation de continaits.

Si l'on multiplie équation (2) par wa'da’ db'de «
qwon lintégre entre les limites des variables, puis «qu'on
additionne les ¢éyuations correspondantes pour lous le
systémes, on obtiendra
E[O(I)z.N(__a')v;lc')(mN;t—'“)LG(MN(L’O’) | O(mNd')

ot ' du ' R

— mNu"| =0,
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"

Iei " désigne la valeur moyeme de «” pour toufes
les valeurs de o', I, ¢. En ce qui concerne le caleul
indiqué, on doit remarquer que 'on a effectud Uintégration
par parties des trois derniers termes de I'éiuation (2) et
que les intégrales (ui correspondent aux limites de «', ', ¢'
g'évanouissent: en effet s entre comme facteur dans ces
intégrales, et les limites de o', ¥, ¢ sont choisies de
maniére que la probabilité s s'¢vanouisse pour ces limites,
qui peuvent ¢tre considérées comme finics, méme si elles
sont aussi grandes u'on veut.

Par suite si P, 1), T, sont les pressions dans les
divections des axes des «, des y ct des = sur 'unité de
surface du corps sur la face latérale dbde du paralléli-
pipéde dw, on aura, en conséquence de la ddfinition
donnée,

P = YmuN(@—uy, T, == YmN(@—u)(l'—r),
T, = YN —u) (¢—¢),
d’'otr, en ayanl dgard aux équations
ImN(@—u) =0, YuN{'—o)=0, YnuN({'—uw)=0,

on déduira

2mNu® = P+ puw', YuN = T, —pue,
SmNda'e —= T,-- pur.

Si Pon porte ces valenrs dans I'équalion (4), et qu'on

en retranche I'équation (3) mullipliée par «, on obtiendra
'W‘ 0 . l"\ -,I M r../ 1
P(@_IL gl_ﬁu +€/\H . ou w) - C\'Px L (’Aj:g + {{? = ., (5)
ot ' bu &b de dut ob de !

ot pA remplace YmN«”. .1 peu télre considiéré comme
laceélération du mouvement moyen au point «, 0, ¢ dans
la direction de l'axe des a.

Document numérisé par la Bibliotheque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



499

Des expressions analogues peuvent ¢tre formdes pony
les autres faces latérales du parallélipipide dw.

Ces ¢quations sont bien eonnues ct sont employee.
pour le caleul des mouvements ot des pressions dune
les corps, tant solides et dlastiques que liguides; on v
introduit seulement, sclon la nature dun probléme, cor-
taines suppositions restrictives. Au contraire, les dqu-
tions qui dépendent seulement des mouvements moyens
ne suffisent pas & résoudre tous les problémes propuscs
par la science moderne, comme la délermination de Iy
diffusion, le frottement intéricur, la propagation e
force vive, qui ost aussi intimement lice & la condielion
de la chaleur.

Ce sont de tels problémes gui indiquent la nnuei
suivie ici. Les dquations de condilion ¢lablies jci <o
les équations cinétiques fondawentales; car clles expui-
ment les lois générales du mouvewment dans Pindévienr
des corps, indépendamment des forces mises cn jon
et elles sont en méme temps, si on passe de la manio
indiquée aux pressions intérieures des corps, wue géudyi-
lisution des équations dynamiyues ordinaires (Cquation (9
et les deux analogues). (Vest pourquoi elles peuvent che
considérées conune servant d'infroduction i la diserizsion
générale des problemes mentiommdés plus haut, tundis
que la solution de ces problemes ne peut, cein va =
dire, ¢tre obtenue que par Vinlroduclion dhypollises
particulicres,
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SUR LE DEVELOPPEMENT

DES FONCTIONS ARBITRAIRES

AU MOYEN DE FONCTIONS DONNEKES.

IL

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS ARBI-
TRAIRES AU MOYEN DE FONCTIONS DONNEES.

TIDRSKRIFT IFOR MATHEMATIK 1876, . 120—144.

Le développement d’'une fonclion donnée f(x) en
série infinie ou par une intégrale définic ou la variable
nentre que dans des fonctions donudes peut ctre rap-

porté a la forme
f(2) = Sk (e, h). (1)

Le procédé powr la détermination d'un tel déve-
loppement consiste généralement & déterminer dabord
les cocfficients A, du développemenl, supposé possible,
puis & disculer les conditions de validité de ce développe-
ment. Nous supposerons que les cocfficients sont déter-
minés par

Ay = \.l}"(:v')gf(ar', k)l (2)

oa

et que l'intégration est effectude suivant un chemin réel,
de @« & 0. On reconnail alors immdediatement que e
développement trouvé nest valable que si @ est réel ot
compris entre les limites ¢ et b; car le sccond membre
de Pexpression (1) est indépendant de loutes les valewrs
que peut prendre la fonction f(x), quand la variable esl
imaginaire ou quand clle reste en dehors desdites limiles.
Aprés avoir déterminé la fonction ¢ (), on doil discater
plus en délail les conditions de validit¢ du développe-

Dos
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ment et cela se fait généralement d'apres une mdéthode
que Dirichiet a imaginée & propos des développeneni-
au moyen des fonctions circulaires (sin. et cos.) et
moyen des fonctions sphériques (Repert. de Dove, tome |
et Jownal de Crelle, tome 17). La marche de ceil
méthode est de chercher d’abord la somme d'un nombe
fini de lermes de la série (1), puis d’exécuter Vintégraliog
indiquée dans (2) ct finalement de chercher la valenr
limite de la somme, quand le nombhre des termes croi
a Vinfimi. Si 'on cherche cette valewr limite avant 'ci-
fectuer les intégrations, le rdsultat sera cn général in-
déterminé, bien que fini; aussi les formules exigenl coll-
que les intégrations soient exdeutées d’abord, el, ru
général, il n'est pas permis d’intervertiv Pordre; pour-
tant, il va sans dire qu'on a le droit, comme l¢ ful
Dirichlet, de sommer d'abord un nombre arhitraire, nii-
fini, de termes, avant d’effectuer Pintégration.

C'est cette marche qu'on a suivie de preéféreuc,
aprés lui.  Ainsi on la retrouvera dans le ,Handluh
der Kugelfunctionen® de Heine, dans les Particlle Diiti-
rentialgleichungen® de Riemann, dans le mémoire dv
Hankel ,Die Fourier’schen Reihen®. Dans ce dernier
mémoire (Mathem. Ann., tome 8) la méthode esl,
tant que le permet la nature du probleme, applique:
pour la premiere fois au développement par les fone-
tions cylindriques ou fonctions besséliennes (de la pre-
miére espéce). Dans un mémoire de Schlafli, récemmnien
publi¢ (Mathem. Ann., tome 10) le¢ méme probleme o
traité d'une maniére nouvelle; mais la méthode esl encore
celle de Dirichlet.

Sans doute la théorie du développement des fone-
tions arbitraires an moycen de fonctions données ol
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d'une grande importance, surlonl powr la physique
mathématique; aussi est-il & prévoir qu'elle s'élendra
snecessivement & des [onclions de développemenl beau-
coup plus nombreuses que celles quwon a cmploydes
jusquiici,  Mais la midéthode de Divichlet comporte ddja
dans les cas lrailés par lui-mcéme des dilficultés assez
considérables, «ui proviennenl en premier licn de ce
qu'on doit sommer un nombre fini de fermes dlune
série non convergente ct puis intégrer entre des limites
finies Ic résultat trouvé.,  Mais celle difficullé 1'est pas
inhérente o la nature da probleme.  Le probleme exige,
comme on voit, dabord une intégralion par rapport a
z dans (2), cl cette opération peut toujours clre facile-
ment exceulée, au moins enlre deux limites infiniment
rapprochces.  Puis on peut effeclucr la sommation (1),
pourvu ¢uon se borne & cet élément de Uintégrale; car
la séric doil toujours & présenl ctre convergentle, et en
traitant de la méme wanicre tous les déments dans
lesquels 'imtégrale (2) peut ctre décomposée, on obtiendra
la somme chicrchide.

Pour opérer ladile inlégration entre les limiles 2

et x,, on powra appliquer la proposition suivanle

T s
i F o g oM o Al
\(u \(z.z (/@) — () (¢ (@) — ¢ () I
LIRS 1 2 o
2o ol 2 (d\)

= 2(x,~—.r) \f(.r') o (@)l —2 \/‘(z’) ! \/c. (2yd'.

L] ,7'1 L] J‘l . 4’1'1

lei Pon suppose que ay—-r esb une quantité infini-
ment pelite.  Si les deux fonctions [ et ¢ sonl finies el
continues entre les limiles et o, on reconnait facile-
ment que le premier menibre de 'équation est infiniment

petit de Pordre de (e,—w), Landis que les deux termes
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du second membre sont chacun de Uordre de (a,—u.).

| 1 Te ,
Dans ce cas, ou l'on peut remplacer P g]‘(.v')d.z- P
2 1o,

It

f(x) ou f(z,) on aura donc

g?(-’f’)%’(&") de’ = f(,) S} (") da'. h

b v
Dans le cas ou I'me des deux fonctions, ¢ () |,
exemple, est finie mais varic infiniment vite, de manivr

qu'elle cst comparable & coshx ou sinkz pour & infini-
ment grand, ¢(2')—¢(2") aura une valeur finic ol -

premier membre de (3) scra de lordre de @9—7'1.!).
.
tandis que chacun des deux termes du second meinhn
sera de lordre de mﬂ;a“ J Done Péquation (4) =
encore valable dans ce cas, qui se présentera pricis -

ment dans ce qui suit. Au contraire, si les deux fon-
tions ¢ () et f(x) sont de cette espiéce, tous les fevie-
de Péquation (3) seront du méme ordre ct Fégqnation (i
ne sera plus valable.

Done si lintégrale (2) est décomposée en une o
d’'intégrales de la méme espéce que le premicr mewnbr
de équation (4) ot les deux limites de chaque intégral
sont infiniment rapprochées, I'équation (4) sera valahl
pour tous les éléments d’intégrale, pourvu que f(x) =uil
une fonction finic et continue entre les lanites « el /4 of
que ¢{x) soit finie et conlinue ou varie nfiniment vile.
Mais, f(2) élant finie et discontinue, si I'on a soin qu-
les points @, et «, coincident avec les points de discun-
tinuit¢ de la fonction, e¢e qui est tonjours possible. =
condition que la discontinuité ne se produsie quen un
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nombre fini de poinls entre « et b, 'équalion (4) =era
encore applicable dans ce cas.

Sila fonetion f(#) devienl infinic en un scul point
ou en un nombre fini de points ¢, o ou z, devra de
méme coincider avec Pun de ces pointsy par suite, Pun
des éléments de l'intégrale desquels on tient cowmpte
dans la somme (1) sera

ﬁhmﬂammemm 5)
Eode

Iei #, peat étre sulfisnmment voisin de ¢ pour que
f(z') soit toujours ou croissante ou décroissante entre
les limites de I'intégrale.  Alors, d'apres une proposilion
employée par Dirichlet, Pexpression ci-dessus sera coni-
prise entre les limites

MV@wﬂothwwﬁ
M et N détant la plus grande el la plus petite des valeurs
que peut prendre

e By (e, k)

B

entre les limites de Uintégrale.  Done, sl cette quantite

est finie, méme si elle est ndéterminée, cl si f(x) deviem
[ka

infinie de telle manicére que \7'(:1:')¢/;1:’ reste finic et con-

va

tinue pour toute valeur de x comprise enlre « ot 4, la
somme (5) convergera vers zéro.

Aprés avoir délermind les ¢lédments dlintégrale au
moyen de 'équation (4), on doil opérer la sonuuation
par rapporl & A indiquée dans Péquation (1). Dans une
classe de  développements fonclionnels qui sont d'une
grande importance pour la phys=ique mathématique, les
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k sont les racines de l'équation I'(b, k) = 0, ct le do-
veloppement entraine que f(z) soit nulle pour la valcur
limite & = b.

C’est pourquoi jexposerai quelques formules geéne-
rales relatives a la sommation de cclte cspéce de sévies.

Soit donnée une t'ractionz(; Eg, dont le numdrateur
et le dénominateur peuvent tous deux étre développe-
en série suivant les puissances entitres et positives v
Yy, ces séries étant convergentes pour toutes les valeur-
de y. De plus, soient £ les racines de 1'équation ¢(y) = 0.
on suppose quaucunc de ces racines n'annule p(y). On
considére l'intégrale

| _SZ{@. a@ g (i)
Qi Yy (t) t—y ’

ol la variable ¢ est supposée complexe. Celte variable
est supposée parcourir dans le sens posilif (sens inverse
de celui des aiguilles d’une montre) un cercle de rayon
o et ayant son centre au point origine. Done si I'on
pose t = pe, on aura

1 pf(Lewj ‘O(j”i(lﬂ -

Q) = — - - . (1)
U q(pe(n) pem_y
[i]
p croissant, ¢ convergera vers zéro, si 'on a
(])(pe”i)\"i”] 0, pour sinf 2 0, ) N
ilp | «, pour sinf =10, |

ol « désigne une quantité finie.

D’autre part, on peut déterminer Dintdégrale ¢ o
décrivant dans le sens positif des cercles infiniment pelits
autour des points qui correspondent aux racines de
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Péquation ¢(¢)(f—y) = 0. Dec celle manicre, si toules
les racines & sont différentes les unes des autres et dif-
férentes de y, on remplacera P'équation (G) par celle-ci

o=2W v rEH_ )
) R E—y)

Par suite, on peut dégaler cetie expression a (7),
pourvu que la sommnation soit délendue & toules les
racines k& plus pelites que p et que de meme y soit
plus petit que p*. o croissant & Uinfini, on aura donc,
si la condition (8) est remplie,

YAS) NN R— (10)

9 " Y g R —y)
la sommation étant étendue a toutes les racines & (qui
sont en nombre infini) rangdes d’aprés l'ordre de gran-
dewr de leurs modules. On voit ainsi yue la régle de
décomposition des fractions rationclles peul encore étye
appliquéc & 'espece de fractions considérée ici, pourvu
que la condition (8) soit remplic.

Si le développement de q(y) suivant les puissances
croissantes de » commence par une puissance posilive
de y, comme y™, ct si celui de p(y) commence par la
méme puissance ou par une puissance supéricure, on
pourra, pour éviter les racines & = () communes au
numérateur ct au dénominateur, diviser p ot ¢ par y™;
mais on reconnail facilement que la formule (10) sera
encore valable, si 'on ne [ait pas ectle réduction, a con-
dition qu’on ne tienne pas comple des racines & = 0
dans la sommalion.

On peut cncore faire ce caleul dans le cas ou
Péquation ¢(y) = 0 a des racines égales.
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o=
1<

- ca .y {1
Nous considérerons en particulier le cas de -1 (e _
{quny
ou, comme ci-dessus, q(y) = 0 n'admet pas de raciuc-

égales ni de racines (ui satisfassent & p(y) = 0. Alor-.
par une analyse analogue & la préeédente, ou en u-
pliquant les regles de la décomposition des fractions, «r
trouvera

PAC) IO ( »(F) ) =0 (]

(g % ¢&) di \q' (k) (k—y) ’ '
pourvu ¢ue la conditions correspondante a (8)

(‘p(p(’ﬂi’) V7" [0, sind 2 0,) ()

(q(p#{ﬁ‘»z) | @, sin# =0, | )

soit remplie. Si le développement de ¢(y) commenr
par y™ et celui de p(y) par ¥* ou par une puissans:
supérieure, on peut employer la méme formule, & con-
dition qu'on ail soin de ndgliger les racimes b = (.

Je vais maintenant faire 'application de la motinwi
générale indiquée ici & deux développements d'une foii-
tion arbitraire au moyen des fonctions bessélienmcs i
la premicre espece. Ces fonctions sont définies ponr
tout indice 2, entier et positif, par I'égalité

) = (3 ) wl !_‘(%)’xfziﬁ'jril’)’rfz l

d'ott 'on déduit, pour » = 0,
2 A (
7 7 7
. o AN
'Iu() ) 1 Qe giR AT

Nous appellerons lattention sur les équations =ni-
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vantes que nous emploicrons ulléricurement el qui peu-
vent facilement otre déduites de (13)

L2 T,(r :
17(“ (];. (} )) = n--1 ().)-, (1’1)
d(r J.(r) i . -
o =1 J"—i(’ ) . (]'))

1 d ¢ dJ.(n) 2 8 .
odr (' Cdr ) B (1_ 7) Julr) = 0. (16)

Si 'on admet que les équations (14) el (15) sonl
encore valables pour (# — 1) négatif, on déduira succes-
sivement de ces équations

'[*’(}') = _Jx(")v J—"—’(r) = ']2('.)'
J_u() = (— 1) ().

L’extension de la définition au cas des indices (rac-
tionnaires ne devant c¢tre d'avcune utilité dans ce qui
suivra, nous l'omettrons. Nous ajouterons encore rue
Ja(r)y est une fonetion périodique «ui, pour des valeurs

. . 2 921
croissantes de », <approche de ‘/ };('os JL— i)

"

et que Péquation J,(r) = 0 n'a que des racines véelles:
pour la démonstration de ces propriétds, nous renverrons
aux ,Studien diber die Bessel'schen Funktionens  de
Lommel *

En conséquence des déquations (16), nous aurons

1 d dJ(ar T
- £ (-)' (/Sw—)) + (a'— 72')-/,,((0') = 0,

»odr
1 d [ dJ(3r) ( WY oo
s () (=) = 0.

Si I'en multiplic la premiere de ces relations. par
Ju(@r) et la seconde par J,(«r), on obliendra par sous-
traction
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Lo 42

7

4 (- ) J,, (w') Ju(31) = 0.

‘ette équation, wultiplide par »dr ct intégrée enbre
les limites + = O et r = 1, donnera

AL (a) JH(B3) — a Ju(3) Ju () I
; T
= () SJ () T (3r)redr, l (e

ol .J, représente, suivanl la notation de Lagrange, lu
dérivée de J,.

Si nous supposons que k ct &, sont des rvaciues
différentes de I'équation J,(r) = 0, on aura

\Jutter) 7, i,y r e = 0, (151

el si &' ct & sont de racines différentes de la devivee
Ju(r), Véquation (17) donnera de mcme

\Jn(k'l') Ju(Fryrdr = 0. (I
Différentions I'équation (17) par rapporl a 7 f

faisons ensuite « — J3; en ayant égard & I'équation (16).
on trouvera

N @iprar = (1=2) Gu@)+
et par suite
2\(-1,; k) rdr = (Ju(R))s (20

vy

QRI(J,I EMYrdr = (1_ /f:‘,;)(Jn(l,:'))", (20
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Nous considérerons o présent le  développenient
fraité par Hankel el Schiifii

() = 2dudu(hr). (22)

oit la sommalion est ¢tendue & loutes les racines posi-
tives &, de J,(#) ==0. D'aprés ce qui précede, on pourr
déterminer les coefficients A, en mullipliant Féguation
par 2, (k ryrdr et intégrant de » = 0 & » = 1; par
olt 'on obtiendra, en vertu des d¢quations (18) ¢f (20)

2 RJ,, by rf(rydr = A (Jo(k)).

ou, en cerivant 7 au lieu de » el & au lien de Ay

9 @

A = (:E—-(—];;D._, .\:/,. (kY F(7 ) (23)

Il suit de 1a gue le développement (22) déterminé

de cetle manitre ne peut ¢lre valable que pour » réel

et compris enlre 0 ¢t 1. Pour ces limites elles-mémes,

le second mewmbre de (22) s'évanouira, sauf dans le

cas » = 0 ¢t » = 0. Pour disculer avec plus de pré-

cision les conditions de validilé du développement, it faut
considérer la somme

o (') 1 O i, (24)

v 2Julhr) \
k (J;‘ (/‘))J 7y

ou les limiles », ot 2, de I'imtégrale sont comprises entre
0 et 1 et ot r—r, est une quantit¢ infiniment petite
et positive.

Pour exceuter la sommalion (ui se prézente ici, on
fera d’abord dans (11) ¢ (y) == Ju(y) ¢t 7 = 0; comme

{
dik (7.'.]1,(/.3)) = 0, on obliendra ainsi, dapres (16).
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5| == SO (2
(Ja())’ '

Si Pon fait de plus p(y) = Jugm (1) Jagm(yry), 01 e st
un entier positif ou 0, on trouvera sans difficullé que In
condition (12) est remplie si la somme de » ¢t »,
tous deux sont positifs, est plus petite que 2%, el comme
on obtiendra au moyen de (14) et (15)

[ P (y)_}yii o V')

i

j}'(k) = I Jn+rlz—1 (]“.) Jn—i—m (k)'l) - '.lJﬂ—'y—lll (]lfl') Ju—{-m—l—l (/l."l ).

I'équation (25) donnera pour u >0

T it F e .3 A

yrtnas®0) Tum(r) _ 7y Tasnlkr) s (br7)
(Jr(R))k r (Jruk))'k )

Ces séries sont convergentes et les sommes conservenl
pour des m croissants une valewr finie, ce qu'on pent
reconnaitre en introduisant les valeurs limites des lone-
tions besséliennes pour & croissant a linfini*. Si done
on fait successivement m = 1,2,3, ..., et si Pon mul-
tiplie les équations obtenues de cette maniére, on recon-

nait que pour < r

Tl T )

IS Asdin S L) 0
- (J;I(lx))"k 01 () 1< )) (26
Pour m = 0, le premier membre de (25) devieudra

reetoet Pon aura, & cause du résultat ci-dessus,

.

‘]H—l(]‘:}') ']n(k"t) _

'_). ( '6/‘)7)3},77 . '.n~—l }.;l’ '.‘< ’». (27’

A
k
La somme est doublée ici, parce que le méme tere =
répele pour deux racines égales, mais de signes cou-
traires; elle ne s’étend done uwaux racines posilives.

Ensuite, pour déterminer les mdémes sommes dans
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le cas de », dgal ou supéricur que »#, nous considérerons
Pexpression
o valhr) Julkr)

— gyl
" (o o))k

En employant les formules (14) et (15) on en déduira

Awr=" g, walEr) Juga(ker)

(/I R OV /47 ) o S
d(wr) . wIn /» ) Julkr)
dr r ()

Si nous avons conune ci-dessus 1 <1, 0N verrd,
d’aprés (26) et (27), que la premicre de ces expressions
s'évanouit; la seconde devient -— r2#—t% Il en résulte que

71

A
U == C)’f ((/} n__ u)
ol ¢ est une constanle provisoirenient indéterminée. On

aura de plus

(l(ltl") . Dgen N ]”(/\') ]”*l(l\) ) I ] i
e S 151y i S G

Toutes ces dquations gui sont déduites de (26) ot
(27 sont, conmune ces relations elles-mémes, valables
pour » < i et r——r <2, On peut done poser r = 1,
st r, veste plus pelit que Tunité, ot si Fon porte cette
valewr de » dans la derniere équation, J,(4) ¢tant nul,
on trouvera ¢ == 1. Si Uon lient cotupte de celle valeur de
¢, la meme équation donnera, par permulation de »avee »,,

']n—l(]”') Jn(/l' .1)

2y3-
P (Jule)) ke

= i), (1) (28)

Enfin, si dans la relation
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(_l (_u_,___"l _— 2 Py 4\" J”;H(’”) ';]",(A,)l)
dr R 405)

on introduit la valeur trouvée de = et quon peruu.:
» et »,. on obtiendra

9 \‘_JLZ")__J";H(A_)J — .)-n'.l—n—i, (,. >7.) (24
-~ ’ o . -
R CAGYY !

La fonction w elle-méme peut facilement ¢tre défe:-
minée, si », >, en permutant r et». On verra alors .
cette fonction qui est continue, acquiert pourr, = lavule -
" . C
=— (*—"}, sauf dans le cas limite » = 0. Par cui-
2 !

sécuent, on aura
9 ,\‘LJZI(*]“.),)E‘ — i ().—n__.}.n)
r (Jak)) h* I ’
équation qui, multiplice successivement par »* ol |.»

—2n

=27, donnera, apres différentation par rapport o ».

o ),g,,?,(kr)-) Ju(kr) _ i__,.zn—« i
v Tk 9 !
9 \)_'_]"MB‘H(I‘T) —_ i (1
T (Jalk)k 37

pour 0< 7 < 1.

Nous revenons maintenant & la sommaltion 1.
figure dans Pexpression (24). Diapres 'équation (4)
sous les conditions relatives @ cette équation, on posc

ey poryar = ey ifi,(m')-;-'t—n ar';

oy oy

apres Uintégration faite, cette expression deviendra

_]:()]l) " [t T(kry) = 4= Tua () | (32)
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ou l'on pourrait d'ailleurs dans I'expression f(»,)7 rem-
placer #, par », ou par une quantilé arbitraire entre »
et 7. II reste, pour obtenir expression (24), it calculer
les deux sommes

Qt]{,(/.:)-) Ju—a (hr, )

v

7"_"'.;4 \ . SV et FRES “\‘ig‘)'jﬂ(&)) ']117@ (/;/1) .
e 3 (k) ke g (Salk))'h

Draprés (28), ces deux sommes sonl pour r>>,
égales a »—7—*; de méme d’apres (27) elles sont dgales,
si r<’7y, & r-". Au contraire, si »r est compris entre
7, et ., lear différence sera —;—"  On voit par la que
Pexpression (24) s’évanouit, 4 moins (ue » soit compris
entre les limites », et r, auquel cas elle est dégale & f(»).
Done le développement (22) est valable pour toute fone-
tion f(»r) finie et conlinue entre les limites O et 1.

St f(r) est unc fonction discontinue pour un nombre
fini de valewrs de », on fait coincider, comme nous
Pavons dit ci-dessus, les limites 1 ou », avee les points
de discontinuité, lorsque ceux-ci sont infiniment rap-
prochés de ces limites. Si de plus » tombe en un
point de discontinuité, on verra d’apres (30) que, pour
r =1 ou» = r,, l'cxpression (24) est égale a }f(»).
ce qui montre que le développement (22) donne, pour
les points de discontinuité, la valewr moyenne deg deux
valeurs de f(»).

Si » et r, sont tous deux dégaux i l'unité, on ne
peut plus employer les formules de sommation qui sup-
posent »+,<C2, mais on reconnail immédialement
que le développement (22) s'¢vanouit pour » = 1. Pour
7= ¢ = 0, Ia formule de sommation (30), quil fau-
drait employer, cesse de¢ méme d'étre valable, el le
développement (22), ainsi que nous Favons vu, s réduit

1L 33
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a zéro, A I'exception du cas ou l'on a en méme tewy-
n = 0.

Nous étudierons le dernier cas plus en détail. 1l v«
évident que pour » = 0 tous les éléments de l'intégral.
(24) s’évanouiront par la sommation, a DIexception d-
celui qui correspond & # = 0. Done si l'on sup-
pose en méme temps » égal & zéro dans (23), on pourrn
écrire

4 — 2O &g — 21O
A = Gy VA = = e
par ou le développement (22) deviendra pour » = 0
0y > 2
IAPAGIS

Cette sommation peut facilement étre exécutée
moyen de la formule (10), st l'on pose p(y) = I
q(y) = J,(y) et y = 0 ce qui domnera

)

%J;(A;)‘i;- =1L

Il en résulte que le développement (22) est encor:
valable dans le cas considéré.

Reste & rechercher, si le développement est encorc
valable quand f(») devient infinie, tandis que \.f(r):/;‘

[X1]

est finie et continue. Cela dépend, ainsi que nous l’'avon:
prouvé, de la sommation ¢ui figure dans (22), si clle
donne un résultat fini, méme s'il est indéterming, quid
la sommation est exécutée avant l'intégration, » ot ~
étant différents. La somme & discuter est

o Tulkr) Ju(kr)
ALY

pour » =, (35)
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Dans cette somme J,(rk) s’approche de la valeur
IR 2

‘/—— oS ]H'——J—:r , pour des valeurs croisantes
nkr 4

de %, tandis que la mitme racine s'approche de la valeur

C2n—1
mTT- T.

Si 'on compare la série ci-dessus avec

! / Q1 AT
Y cos( bnr— " a)cos( k' —T——x), (34)
Vi & 4
\

. 22— 1 .
ou kn, = (1)1+—T) 7 et ol e parcourt toutes les

valeurs entitres de 1 jusqu’a oo, on reconnait que les
termes de ces deux séries tendent & devenir les mémnes.
Néanmoins il se peut que les différences des termes
correspondants des deux séries ne forment pas une série
convergente; aussi doit-on s’assurer du fait en dévelop-
pant les termes de la premiére série suivant les puis-
. 1 . . .
sances croissantes de P On peut d'ailleurs déterminer
directement la différence des deux séries de la maniére
suivante.* Si I'on pose

* NOTL s,

P(y) == ry_zi/"‘F(')'Jn(yr’)']; (_1/)')_—7"']u (f/') J;:(_’/”)), ([(!/) = Jn(!/)a

M 9
2,(y) ==7!/_7[—I'COS(‘/) '+- ,)sm(ﬂ et )
Vi A

Il o, 2
-+ 'cos (y/r-— ——”41 -rr) sin (JI — —'—lﬁ_—l )} ,

) 91
st = oo (52 1e),

Py )
(7 @) (@Y

3

et si 'on forme les fractions <5, bien qu’on
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ne puisse pas décomposer chacune d’elles en particulic
en une somme de la maniere indiquée dans (11), pare
que la condition (12) n'est pas remplie, on pourra pou-
tant appliquer 'équation (11) & la différence des decne
fractions, car ici la condition (12) est remplie, ce i
est facile 4 reconnaitre. De cette maniére, on obtiendr
précisément la différence des deux séries en question (i3
et (34) pour le méme nombre (infini) de termes, el comm
chaque fraction en particulier s’évanouit pour y =

on voit que la différence cherchée est 0. Cependani |.
série (34) donne une somme finie, mais indéternind:,
la série (33) se comportera donc de la méme maniénr .
Il suit de la que le développement (22) est valabl
méme si f(r) devient infinie, pourvu que V'(r) dr resl

v

finie et continue.

Jappelerai finalement 'attention sur un développ -

ment nouveau au moyen des fonctions bhessélienne-
savoir

f() = 2Buda(kr), B

ol les &' sont les racines de I'équation J,(r) = 0. Paou.
déterminer les coefficients By, multiplions les deux mo:-
bres par J,(A\#)rdr et intégrons de » = 0 jusqu’.
r = 1; nous obtiendrons ainsi, en vertu des équativi-

(19) et (21)

9&”“‘“'”'7"(?') dr = Be,(1— Z_L,:)‘('L,(k’,))‘-‘.

De 1a résulte

al
By = e T Ju (K)o FO) i (m
( }‘u)(']"(k' )2

‘i 19
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On peut rechercher les conditions de validité de ce
développenient par le meéme procédé qu'on a employé
pour P'équation (22).% Clest sculement pour » == 0 que
le développement wn'est pas valable, car alors il faut
ajouter une constante €, qui nentre pas dans la déter-
mination de By, puisqu’on doit avoir

\Jo(k'r) rdr = J‘/(:’L) — _J"]Er]’) = 0.

‘o

Pour déterminer cette constante qu’on doit ajouter
au second membre de (35) pour » = 0, on peut multi-
plier cette équation par »dr et intégrer de » =0 jusqu'a
r=1. On trouvera de cetle waniere que le dévcloppe-
ment (35) devient pour » = 0,

) = oy 4+ 2T @y oy (33

" &

Les deux développements (22) et (33) peuvent ctre
employés dans la physique mathématique pour calculer
le potentiel (par exemple, la température ou la tension
électrique) dans lintériewr d’'un cylindre droit a base
circulaire, quand on donne pour les deux hases le poten-
tiel ou sa dérivée suivant la direction de l'axe (corres-
pondant & la quantité de chaleur ou d'électricité qui
entre), tandis que le potenticl ou sa dérivée suivant la
direction perpendiculaire & l'axe est donné égal i zéro
sur toute la surface courbe.

Dans le premier des deux cas, le potenticl peut
facilement ¢tre déterminé au moyen de (22), dans le
second par (33). Donc les deux développements ont
des applications correspondantes ct se complétent 'un
par I'autre.
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NOTES.

NOTE 1. Lorenz dit que les cleux membres seronl

de 'ordre de (1— g S et de Tordre de 2 f’: en realile
k

ils sont de l'ordre de (—7—%—@ ct de (t—7l—‘), ce qui pour-

tant n’entraine aucune modification dans les résultats.

NOTE 2. Lorenz appelle quantité complexe plus
petite que p, une quantité dont le module est plus petii
que p.

NOTE 3. La proposition concernant la réalit¢ des
racines n'est, en général, valable que si lindice de [
fonction J est un nombre entier.

NOTE 4. Cela devient évident, si I'on introduil le=
valeurs limites des fonections pour une variable indépen-
dante complexe, dont le module croit &t l'infini.

NOTE 5. On reconnait facilement que la scric
formée en remplacant les fonctions besséliennes par leurs
valeurs limites est convergente; mais cela n’impligue pus
que la série originaire soit convergente. La démonstra-
tion, pour étre rigoureuse, exigerait que les différences
des termes correspondants des deux scries formassenl
une série convergente.
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NOTE 6. Pour contrdler les propositions de Lorenz,

nous devons chercher les valenrs des expressions (—((;l)’—
VAV
(2 ((J))) pour les valeurs de » dont le module est trés
grand.

Pour de trés grands modules de y nous aurons, en
employant la méme proposition que ci-dessus sur la valeur
limite de Jau(y),

ply) _ vy o\ 4
()P — e cos
" 9
‘/ (05(‘/)~—H7+—
cos” (]/ —
AN 1
 (n @y
Si Pon pose y = o('f”, p ¢tant infiniment grand, on

Q-1
peut choisir p de maniere que cos (7/-— 7
égal & zéro pour aucune valewr de #. Daus celte sup-

W) Py 1

7:) ne =oit

osition — era fini pour sinf == 0
PO Ly Tty !
(é)gl/))) s'évanouira pour toute autre valeur de #. car
I'expression (Z)(—S/)} sera du méme ordre de grandeur que
(N

O r— 2y sing),

ne )

[sing| ¢tant la valear numdrique de sin#d, et comne
cette expression s'évanouit pour p = -+ =, I'expression
en question #’évanouira de méme.

Du reste, je suppose cue Lorenz a derit par in-
advertance le dénominateur *—* de p(y) ol que ce
dénominateur doit ¢tre ndgligd,
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NOTE 7. Pour examiner avec plus de précision
les valeurs des séries

“’J,, k’))\J,,(k' Y )tl)

H = ve

v (—,)MM»

on a besoin de valeurs des séries

2Ju(k'r) Su(k'r)

\‘ = . - _
kr (]\,’ — N ) (J"(kl))‘z ’
Pour trouver la somme d’une telle série, on cousiddrv
I’'expression ll (1/2)(5;/ (——))N ) ] en posant dans (11) ¢(y) =uJu(y

et en remplacant p(y) par p(y) (y"—»’), ce qui doune

[P(y)(yz—ng)] oy K ‘1 ( kP )
y(J=@) Ju(k) (' —y)

(L" n®) Ja(k') di’
relation ou l'on doil pourtant supposer que p(y) con-

tient en facteur y*» (» >0) ou une puissance supérieurc
de y. Dans cette supposition, on awra pour y = 0

oGy s 8 )
() (A"*—2%) (Ju BN

Si Pon pose ici
Py) = Jorn(ty) ugn (1),
on aura pour m >0, >0

,"k’Jn-}-m—l (k'r_)._'/n+m (k"'z) — 7_.1 ,\']f,.‘,],”"'"'(ik,r) J"+7"+l(]‘"r‘)
F—w(LEY o ) (E)

Ces séries sont convergentes pour »+»<Z2 el l'on
verra de la méme maniére yue plus haut (p. 506) qu’clles
s’évanouissent si », <. Par conséquent
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]x Jn(]bl).],,_H(A )
o (A=) (Ju(k))

Sim = 0, n>0, le premicr membre de I'équation (1
1 |

— 0 (r,<7r).

devient — 2, d’olt résulte

o K TR TR

9 . A (i )

TRy (Ju)

Par la méthode qu'emploie Lorenz on obtiendra la

valeur de
PACHPAIAR

T— C) \‘ P AN S

LI l\,“— H )(J A ))-’.
On trouve pour » < r

'll
wo— g ()
et pour » >r
2.‘: L]" (]L ')t]"+j (A i’ )k, = )'7‘)'—“”—1
v (A=) (k) ) )
9 v 71—4(A }).]”(A 1 A' —
N CE ~n)(fn(7~ ))

Si Pon fait tendre », vers la valeur », on voil que

pn—t ()-711 + ).l—-n).

).H .
1 se rapprochera de 77, (r*+ r—=%) que s, soit plus grand

que », ou quil soit plus petit. On aura done, si <1,
, '] (k',.))‘l Izs
DN ( LS . —n o
A;(/I:IL,——NQ)(-]"(AJ))_ "))l( +' )
@ott 'on déduira facilement
v Toa (K'Y Tu(Kr) A _ i
v (B —08) (Sulh)) 2T
J,,(/. Py S (MY A |

)\‘

C R kY T 3

A présent, on peut, de la manicre développée par
Lorenz, chercher la valenr de la série en question,
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AP 9;)]’"(’42) _ Jn (k’-r’) )"f(')")d'r'.
& (1 —k—u) Jn(kr)': o

Les développements faits dans cette note ne sont pour-
tant pas valables pour » = 0. Il faut dans ce cas de-
2(y)
(/i)

chercher la valeur de I'expression pour y = 0. Si 'ou

composer l'expression en fractions partielles

pose
) = Ju(y) Ju(ry),

on aura comme ci-dessus

lin.ll m() Z/) /m() 1/)]/_0 0

(@)
pour m >1. Mais comme, J)(y) = —J(y), on aw.
pour m == 1,
. .y y=0
lim [J’&(ﬁ('i/]),g/‘——)()'g’ 'I/)]J = I
— _ogyT J(k'r) I(/\' ) — 1S (R ) SRy )
k' (S (R)Y

et, comme le dernier terme s'évanouit pour » <r,

—r, = AQ,J(A]'():;_;;()A)' ) pour 7, <

On doit ensuite chercher la valeur de

Jyr) S (yr)
(@)

Iei, I'on peut décomposer la fraction comme & Iordinaire.

mais on doit tenir compte de la racine y = 0 de I'¢iua-
tion Ji(y) = 0, valeur qui ne satisfait pas & Uéquation
-]0(3/7').L(y7'1) = 0.
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On obtiendra ainsi

HmAn) &gy 1 (HED Ik
CHON ¥ oTT A AN E ) 20
ou bien, si I'on fait tendre y vers zéro

lllll(]f Llyr) T, )

Sy
G)\JJ(A))J( J—)J(Z?)_f(ﬁf})
_ K (J (WY
Mais
H /1 :Zn(.l/‘r)']()(:{/rl) ZI=_0 e .
lim (—F— (T ) = =1

Si I'on suppose < #,. on aura donc
oy I ERI) L
K (J (k)Y !

A présent nous pouvons sans difficulté trouver la
valeur de la séric

w = 2 »J(l, )) (J(lx’ VO di.

Si 7, et », sont infiniment rapprochés, el sous la con-
dition que f(») reste finie et continue. on aura

Q.]Eo(k’)"))"f(r')(lr' = f(r) &'[" ¥y dr”

o'y D

= § O ACTA RS I AATR

et, par conséquent,

(4
9y (/(,'3 \ T ) F0) o

—=f(,-)[o) \‘7."0("’)"’;(" '.:)_;,)_\‘ (l‘))](/")
O R N 115 S WA 0

= fr)[—rn+r]. s>, ou <,
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Si #,>»r >, Pexpression est égale & (1—», 4+ 1) f(.
Si o, et », sont infiniment rapprochés, on peut poscr
ry—r, = dr, r,+r, = 2, et en prenant la sommu-
de tous les éléments de Tintégrale, on obtiendra

-

w = f()—2 \.)'1]"(1',) dr,,

(X

ce qui démontre la proposition de Lorenz.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR LES NOMBRES PREMIERS.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR LES NOMBRES PREMIERS.
TIDSSKRIFT FOR MATHEMATIK 1878, D, 1--3,

Ii est toujours possible d’obtenir une expression ex-
acte de la forme

f-[p,n = Bp'“‘ 4+ Jp,n (1)

du nombre (f,, des termes de la suite 1,2,3 ... »
qui ne sont pas divisibles par les nombres premiers
2,3 ... p, G, ¢ftant une fonction périodique qui
reprend les mémes valeurs quand » angmente du pro-
duit des nownbres premiers donnés.

Cette fonction périodique peut d'ailleurs, grice a
des méthodes bien connues, c¢tre déterminée au moyen
des fonetions trigonowmétriques. En effectnant ce caleul,
jai trouvé (ue le résultat peut étre exprimeé sous forme
simple par la fonction pdriodique

TR . Qs (m—Nnx
sin—- sin- = sin-—— -——
/ Y y P
A = — — e e b e i 2
" . @ . 2x . (m—1)z (2)
sin — sip = sin ~——"
m M m

ol m est un nombre impair, » un nombre pair. On
obtiendra ce résultat de la manicre la plus facile, si l'on
exécute la sommation, les fonctions trigonométriques
étant exprimées en exponentielles imaginaires. On trou-
vera de celte manidére
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N = 10— Qmpr* 4

» étant le nombre des termes de la série 1,3, 5... (w—1i
divisibles par s Il s'ensuit que

yoo N, "

Qm
ainsi » est exprimé pwr la fonction trigonométrique w,.
Dans la série 1,2,3 ... » (n pair) se trouvent 1.

nombres qui ne sont pas divisibles par 2. Des nombre-

. n—
restants impairs —6)—33 sont d’apres (4) divisibles par .

Le nombre des termes de la série 1,2,3 ... n qui
sont divisibles ni par 2, ni par 3, est donc } (n — & (n—u)).
Si I'on en soustrait, de plus, le nombre des nombre
divisibles par 5, on soustrait deux fois les nomhres divi-
sibles par 3.5; c'est pourquoi l'on doit ajouter le dui-
nier nombre & la différence. Par conséquent, le nombrr
des nombres non divisibles par 2, 3 et 5 est

1 i 1
0(11 -—(n 5(” u)+% =(n—mn, )>.

/

On reconnail de cette maniére sans difficulté quon
a dans la formule générale (1)

B b (03 ()

et, en se servant d'une notation symbolique,

.1 ", > Ay .
- §[1-—(1—»3) (\1*-5) (1-—2—'”, (t

ot l'on doit, aprés avoir exceuté la multiplication, rveni-
placer nyu, par n,, Ces formules sont valables pour
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# pair; mais, comme » cst lui-mdéme un nombre non
premier, on doit avoir

-’lp,n—i _ Jip,n- (7)

Si, dans I'expression (2), I'on (ait parcourir & » toutes
les valeurs paires & partir d’'un nombre arbitraire iz, jusqu’a
n,—+2m—2, et si 'on fait la sommation des valeurs
correspondantes n,, le résultat s’évanouira. Il s’ensuit
que pareillement la somune des (5, , s'évanouira, si #
parcourt les valeurs d'une séric de nowbres pairs consé-
cutifs dont le nombre est 3.5 ... p.

D’aprés (7) on peut poser

Apnoy = Bp(n— 1)+ By 1+ Gy,
et, par COHSé({Hel]t, on aura, pour ]_)ﬂil',
(/"p,n~1 == BI'_I_ C , T,

La valewr moyenne de (5, cost, par conséyuent, si »
parcourt toute la série des nombres pairs et impairs
Jusqua 2.3.5 ... p, dgale o LB,

Sio ¢ (i) désigne le nombre des nombres premiers
dans la suite des nombres entiers 1,2,3 ... », ot si p
est le plus grand nombre premier inférieur & ¥, on aura

dpw = @) —¢(p) + 1, ()

car A, , cst le nombre des nombres premiers inférieurs
& n, & l'exception des nombres premiers cux mémes,
2,3,5...p dont le nombre est ¢(p)--1. On aura donuc
approximativement, en négligeanl la partie périodique,

e()—e¢(P)+1 = Byen,
expression assez bien connue. La fonction ¢ () a cte

Fobjet de recherches i approfondics que je n'ai rien
II. REY
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d’essentiellement nouveau 4 en dire. Pourtant, je nc me
souviens pas d’avoir vu aucun essai fait en vue de déter-
miner ¢(n) par une équation différentielle, probléme qui
pourtant peut facilement é&tre résolu.

Quon pose approximativement

¢(p) —¢(p) = By 1,

e, p, étant le nombre premier qui suit p,
= 2 ’ 1 N
Sp(pl) - ¢(1)1) = Bpl P = _Bp 1 — Z_) Y-

Si 'on considére ¢(p) comme une fonction conlinue
d’une variable continue, et si 'on développe cette [uie-
tion en série de Taylor, on obtiendra, dans 'hypolhése
ou p—p est trés petit en comparaison de p,

d
@(sﬂ P)—¢M)(p,—p) = Bp-2p(p,—p)— Byp.

De la méme manitre on déduira de I'équalion
o(p)—¢(p) = 1 l'équation ¢'(p) (p,—p) = 1*; puix
par élimination de p,—p et de B, on obtiendra

d

4 " 2— g :
HHem—p)) =2 )

Pour les trés grandes valeurs de p on déduira

facilement de cette équation la formule de Gauss ¢ ()
W

lz N L .
= \Iz" la premiére approximation étant

o

U
" dx P
e(P)—¢(p) = T 30p"
P

Document numérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



527

valeur qui satisfait & équalion différentielle* D’ail- = NoTE 4.
leurs, l'intégrale compléte de I'équalion (4) doit contenir

pour les valeurs finies de p une fonclion arbitraire ou

un nombre illimité de constantes arbitraires.
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NOTES.

NOTE 1. On aura, # étant un nombre pair,

sin nw in® inm
- e —— i(n—1) 7 i(n—3)% i(n—)=
mn em—p ™ ! _tn—t)w
—_— el — m g & m . m
— = = L ¢ el €
sin — m._ g, m
e ¢ e
n—1)x (n—3)x e
= 9 cos(ﬁ cos—— L., -} cos
( m + m { + )’
et par conséquent
[ n—1)m 2n—1)m m—1)(n—11 7]
oy = 2 cos B—1)7 ' cos 2=z )'L...—cos(r)( -
] m m n

P Ul ) ‘

o 9(n—3)
cos(n 3)7r—~cos (n 3)/«..

2 ..
+ ] M m m
[ 97 (m—1)=
2 [cos — —cos — . cos
+2 | m m l

L 2t+1
Mais si l'on pose% 7 = ¢, t ¢tant un nombre

. (] .
entier, on aura dans le cas de cos % z 0
§ = 2[cosqg—cosZq ... —cos(m—1)q]
Loy . om—1
2sin 71 sl —y— ¢
q

COs =
9

= 2,
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Mais cosé est différent de zéro, si (2¢6--1) nest

{

. .2+
pas un mualtiple de m. Dans le cas contrairve Elat est
.
un nombre entier et impair, 2 ¢tant un tel nombre, et
par suite cosqg = —1,
s = —90m-—1).
Il en résulte que
"
Wy == 2(5—;-)——2(115—1);' = n—2mr.

NOTE 2. Tout le procédé de Lorenz repose sur
une hypothése qui n'est pas démontrée et ne peut
donner quwun résultal incertain, puisqu’on ne connail
pas les limites des termes négligés.

De T'équalion

¢(p)—e(p) = |
Lorenz déduit, par exemple, au moyen de la séric de
Taylor, I'équation

gwp—p) =1,
en hégligeant les termes d'ordre supérieur par rapport

a p—p. Mais on ne sail pas si les termes négligés ne
sont pas tres grands en comparaison du terne conservé 1.

D4
NOTE 3. Si I'on pose ¢(p) = (T; on auwra
o Cia

6 o (Q A P d
() —¢(p) = e —elp " ip \uey
n

p
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En négligeant les deux derniers termes, qui sonl
petits en comparaison du terme a)]l%' on obtiendra l'ex-
pression du texte. On reconnait facilement que 'équa-
tion différentielle est satisfaite, si 'on pose en mdime
temps

. )
() — ¢(p) = gz—(z)—
et

¢'(p) = ,(11“)—)
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RECHERCHES ANALYTIQUES SUR LES NOMBRES
DE NOMBRES PREMIERS.

VIDENSKABERNESR RELRKABS SKR. V (SERIE 6), 1891, D 27— £30.

Dans le mémoire célebre ,Uber dic Anzahl der
Primzahlen unter einer gegehbenen Grisse**, Riemann
s'est servi comme point de départ de T'équation d’Euler **

url(l—pr) = 1, (1)

ou la somme Y porte sar tous les nombres entiers n,
et le produit /7 sur tous les nombres premievs.

De ce point de départ Vanalyse ne mene pas a la
détermination direcle de la fonction #(¢), (ui exprime
le nombre des nombres premiers inférieurs & .« (x inclus),
mais plutol & une autre fonction J(x), gue M. le Dr.
J-P. Gram a appelée (¢ nombre des puissunces divisées

des nombres premiers™¥, et qui est définie par I'éguation
- 1
Iw) = B(x)L-Lo(ez)-L L o)+ .. (2)

C'est cette fonclion que Riemann a cherché a déter-
miner sous forme analylique. Riemann a de plus dé-
montré gqu’on peut, en partant de celle fouction, retrouver
la fonction #(z); mais il faul pourtant remarquer que
toujours, pour reprdsenler analytiquement #(¢), on devra,

* Monatsberichte d. K. Akad, d. W, zu Berlin 3 nov. 1854, p. 671,
** Euler: Introduclio in Analysin Infinitoron, b1, p. 287, 1748,
*** Videnskabernes Selsk. Ski. IL (sévie 6), p. 8.
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sclon toute apparence, contrairement & la déterminalion
théoriquement exacte, partiv de la limite (infinie) sujw-
rieure de la série des nombres et puis se servir un
calcul approché pour les valeurs de 2 exlrémemenl
grandes, ce qui exclut la détermination de #(z) pour les
nombres petits et aussi la détermination de #(r) an
moyen de #(x). Celte derniére fonction peut toulefeis.
aussi bien que le nombre méme des nombres premiers,
gtre représentée au moyen de tableaux que I'on forme cn
se fondant sur les dénombrements de nombres premicrs:
c'est pourquoti il suffit, en fait, de déterminer §(x).
Bien qu'on ne puisse pas accepter la démonslralion
de la formule de J(x), telle que Riemann I'a présentde.
le travail de Riemann a fait ressortir ce rdsultat final
que Pexpression de la partie apériodique de d(x), v
logarithme intégral Li(z), est en pratique parfailemen
suffisante, au moins entre les limites enlre lesquelles
est connu jusqu'ici le nombre des nombres premicrs,
et de beaucoup supérieure & toutes les formules déve-
loppées antéricurement & la suite de recherches emnpiriques.
C'est ce fait que Glaischer® principalement a élabli
pour chaque intervalle de 50000 nomhres jusqu’'a 9 mil-
lions et pour 10 et 100 millions d’aprés les nombres
de nombres premiers caleulés par Meissel*™*. Les cearls
sont représentés graphiquement et, pour la formule do
Riemann, le diagramme indique une réparlition uui-
forme des écarts négalif et des écarts positifs. Fu er

* James Glaischer: Factor tables for the sixth Million. London
1883.

** Meissel a plus tard (Math. Ann., tome 15, p. 231) calcule v
nombre des nombres premiers jusquit 1000 millions.  Son
résultat (50847478) ne dépasse que de 23 unilés le vésullal de
Gram, calculé au moyen de la formule de Riemann.
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qui concerne les nombres plus yrands, crs éearts semblen!
se développer successivement cn de longues périodes, de
plus en plus réguliéres.

Dlaprés cela, la marche natarelle pour la recherche
analytique des nombres de nombres premiers sera de
choisir le méme point de départ que Riemann, & =avoir
la formule d’Ealer (1), parce qu'elle méne immédiate-
ment & la détermination de #(z), dans laquclle la forme
de la partic apériodique s'est montrée simple en pratique:
de chercher & déterminer analytiquement cette partic
apériodique avec une exactilude aussi grande que pos-
sible; puis de chercher & déterminer la partie périodicque
de #(x) par un développement en série, de maniére &
faire apparaitre en premicr lieu les termes qui sont de
Pordre le plus éleveé par rapport & r, pour faive ressortiv
analytiquement de cette manicere, sl esl possible, les
longues périodes mentionndes ci-dessus qui apparaissent
pour les nombres tres grands. Clest cette marche que
jai suivie dans mes recherches.

Nous commencerons par une série de la forme
(4347 ) = Q) 2+ o' (3) 3 . A (@) (3).
ou » est une (uaniité arbilraire, s un nombre entier et
& (z) un coefficient qui indique le nombre des manieres
différentes  suivant lesquelles » peut ¢lre formé par
multiplication de s nombres entiers, le nombre 1 non
compris.

Si nous posons de plus

A(@) = Q) (3) - ... ax(2). )
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a’(x) étant le dernier terme de la série (3), on ama
As(@) — As(x—1) = a*(xv). ()

Si Von prend le logarithme des deux membres do
I'équation identique (1), et si 'on emploie le dévelopjn-
ment en série de log (1 4 y) suivant les puissances croix-
santes de ¢, sans tenir compte de la convergence de I
série, on obtiendra de nouveau des développements iden-

tiques* qui, pour » = 0, font ressortir I'équation hien
connue

Ax)  A(e) | A _

sy — SO _L@ L

Cette série est finie; car tous les premiers coeflicients
o jusqu'dl «%(2%) s'évanouissent, et par conséquent l5(»)

s . . log .
g'évanouira d’apres (4) pour <72 ou s> -2 Nons

log @
remplacerons les quantités A%(x) par d'autres quantilcs
B¥(x), qui se pretent mieux au caleul suivant; pour les

définir, nous modifierons légérement la série (3) en posu
2+ 3+ 4, ) = F(1) + F(2) 2+ F(B) B+ A (a7

et

B(a) — F) 44D+ ... +#@. )

Les coefficients 3() seront de méme les expressions
des nombres de maniercs différentes suivant lesquclles »
peut étre formé par multiplication de s nombres culicrs:
mais & présent le nomhre 1 est compris parmi les «
facteurs, seulement on ne prend que la moitié du nowne
des décompositions ou figure le facteur 1.

* G les remarques de J. Pelersen sur le mémoire de Gram,
Vid. Selsk. Overs. 188%, p. 14.
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On aura alors

As(x) — Bi(a)— > Bt () +" (‘f,al’ B=2(x) & ...

+(— 1)1 oii Bx) — (-— %) (9) = NOTE 1.
et on peut remplacer (6) par une série de la forme
L B‘( )« () LB L) log &
)= —a,+ —~§~——}—...Ia N >16§§—1’ (10)
ou les cocfficients « sonl délerminés par
' 1)
e NI p>0, (1)
11,11 11 ,
G =1 gy T e (12)

On peut remarvcquer «ue le nombre s pcut otre
. I log
choisi arbitrairement pourvu, qu’il dépasse Tow ¢ el peut

dtre pris égal 4 oo, valeur & laquelle corrcspond a, = 9,
= log 2

Mais si lon ne considire séparement (uune partie
des fonclions #z) et B(x), il va sans dire qu'il n'est
permis de poser & = o« que =i la série correspondante
powr cette valeur de & devient convergente.

Comme fondement de mesz recherches jai choisi
la formule de sommation de Poisson, d’apres laquelle on
a exactement

-3

|
§+2’+3"+...+m’ ((l: a(1+2Xcos2zm), m =12, = (13)

LSt

Siles limites sont choisies d'une maniere convenable.
on peut en oulre exprimer Ja puiszance s-ieme de cette
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série par un intégrale s-uple

1] 1]
\(laflzv’l' (14+2Xcos2mm, ) \dxg;v; (1-+2%cos2am,x) ...
[t

%

gr]:vs 27(1 42 Xcos 2man,as),
v

ot m,, M, ..., #; parcourent chacun séparément lues
valeurs 1, 2 ... .
[ei s'introduisent les variables nouvelles

Wy == T,0, . sy Uy== &0, ... L5, Us_y == Lo g5, Us==1"

Comme la limite inférienre de toutes les variables .«

est I'unité, ce sera aussi la limite inférieure des variables
P o Us_—y

nouvelles. La limite supérieurc de u, = r‘ est o,y
B |

de méme, celle de wu,_, scra wu,_, el ainsi de suile.

jusqu’a w,, dont la limite supérieure sera désignée par
u. De plus, nous aurons

2 i
drs = dug, dasy = y Ay — 2 de, — -
s et .

De ceite maniére on peut représenter Iexpression
(7) par une intégrale s-uple, et l'on verra quon pent
arréter le développement & B%(x)x", pris comme dernier
*NOTE 2. terme, en posant la limite 4 = &+ 1.*

Si l'on fait ensuite » = 0, on obtiendra
(1] 2y gy
du, e N
Byz) = \du, SrlRr s (1+Q.Lcos/1,r—‘)
"_’ Us ",
1 1 1

(1 + 2 X cosps_y ﬁ:—?») (142 N¥ecospous), (19

ou l'on a posé, pour abréger,

2am, = py, 2mi, = g, ..., 2 = p
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De méme (ue tous les ¢léments de Uintégrale simple
(13) s’évanouissent, si o, n'esl pas un nombre entier, de
méme tous les éléments de cetle intdégrale wmulliple s'éva-
nouiront, a moins que toutes les [raclions

o, sy ",

T PO , g
w,' o, s 1

solent en mcme temps des nombres enliers,

Si Pon effectue la multiplication de tous les facteurs
entre parentheses, les fermes da produit pourront dtre
ordonués d'apres le nombre des signes de sommation
qui y enlrenl et 'on peul démontrer que toutes les inté-
grales qui contiennenl le mcéme nombre de signes de
sommation sont dgales. En effel, si f, g, & désignent des
fonetions arbitraires, on peul démontrer Videntité

Up_y oy

duy f(_”l’—__' \) ity 7(; ””~>/t (ps1)

p "y Upry 7N Uy

1 1

1«17_1 .111[,

o Uy i . i -

» » p41 P :
e s ey

iy Ly Wpiy \ Upay

L X5 ey

dont les denx mewmbres ne different que par la permula-

tion de /" avee g. Le premier se transforme en

vy iy
dit, U,y gy "y,
e )\
Uy Up MUpit Hp+1
1 L
. 1"y i ) .
si Pon remplace w,y par -, 8 lon introduit la
¢
P+l

notation

. du [, i
Gy tp) =\ - F (_f’*‘>/,<‘>
J U " Upyy
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I'intégrale ci-dessus peut étre exprimée par

U q uy,

d [\du
P+
dup

ity \ \ Upyy
¢y

1
9 (pa) G (ttpy ) ) — —— g (10) ¢ (2 1)
4

1

Up_4 oy |
du du
“\u P2 g (tpd) ¢ (p—ts Ups) — \= L g () ¢ (215, 43)
p+1 p
vy 1

olt wu,yy peut dans la premiére intégrale étre remplace
par u,. Les deux intégrales peuvent ensuite étre réunics
en une seule

oy _y

du
TP.(/ (up) (¢ (p—r s 11p) — ¢ (ttp s 1))
P

1

tp_q Uy q
d, drtyay . f Up_ "
4 i) p—t p+1
=\ Yol \- ]‘(—)h( ),
Uy Up iy Upyt Up |
e/y up

. Up—y . WUp—y
et si 'on y remplace u, par —’?’(—, PUis 2pyy Par —= - wpy.
» ]

",
I'expression sera identique au second membre de lidei-

tité (15), qui se trouve par la démontrée,
Si nous revenons maintenant an produit en queslion
et si nous considérons séparément P'intégrale qui conlient

. p . . Up_y
Yeosu,-—2—, mais non 2'coSpp_y ———, NOUS POULTONS

?lp..H Up
poser
o\ d
daty \ ditpyq i,
o\ 2 —ﬁ—XCOSa], !
Py i
"y Hpgt Ups1
1 1
lﬂp_’ Ilp
T tp_q \ dtipay
= ...\ Xceospp—— \ 2L
tp Up  \ Upsgs
1 1
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De cetle maniere on peut {ransporter toutes les
sommes Y de droite & gauche en faisant un changement
correspondant des indices, par ol loules les intégrales
pour lesquelles le nombre des sommes est le méme
deviendront identiques.*® > NOTE 5.

Les intégrales qui conliennent p signes de somina-
tion prendront donc la forme

u (11 p Up 4o ey
du, du, 9 N cosy, ity 2 208 11p o\ e us

'\, T, Upept gy Y tpae s
1 1 1 1 1

Si Ton ddésigne cette expression par X, el si Pon calcule
les derniéres intégrales, on ohtiendra, pour p<C s,

u %y 1

P
di, . <, U ditny o o u log 1,4 )P} .
X;= dl(l »~'9.2.C0$ul—1... e 2;\(:05/1,, '—’L-( © p‘i)_ y - (1 )
", Ty, Hpps Mppr  (s—p—1)!
1 1 vy
0 u
. du, u, .
Sil'on a p =« on pose\du, = u o Tt Puison
!
./ [IA !
My oo . .
peut permuter W et le signe de sommation suivant en

changeant les indices ot ainsi de suile. La derniére
intégrale deviendra

"sv__j

dts . Sin ety

SR 2NCeos s — AN

sy ! s Hs )
vy

et 'expression lolale prendra la forme

u ¢t15> o

du , U ity o o, Us_o S, Moy
D=u\"T19 )¢ Sp, -\ 0 2Xcos ey — 23T (17

7(1 ”1 He .y ! ey '/157{5_1

1 L

II. i
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Si I'on porte ces valews de X, et X; dans l'équa-
tion (14), elle prendra la forme

B@) — X+ Ys-p‘(’_“ XXX (0

[ci se présente tout d’abord le probléme de délerminer
la partie apériodiyue de B°(x), que je désigneral pav ()
en employant, comuie dans towl ce qui suit, un lrai
horizontal au dessus du signe [onctionnel pour représeuter
la partie apériodique de la fonclion.
La derniére intégrale qui figure dans (16) esl

“p
_111113_;_1'9 X cosp Uy (lon Upys )P
Upyy Uppr (5=~ 1)'
1

'IP

dut 1 o loz 1, —- log u OEY
S gy cos,u,,u,ur.( g 1ty —10g 1p41)

Upti - (s—p— 1!

Si l'on décompose la derniere intégrale en les denx

suivantes
o0
du,,+, (log u, --log wpy,)s—P—1
(,Oaupu,,_H ) 1)
Up (s—p—1)!
1
<
ditprr 4 (logu,— log wpq )~
— \- 2 M eos pp ity N ,
Upp1 (s—p—1Nn!

Ml‘

la premiére peut étre considérée comme la partic apério-
dique, la seconde commie la partie périodique de Finle-
grale. La premiére peut étre mise sous la lorme

y (log )7 (100 ”p)  (log up)y—r=3

"’)'+ 2(s—p—3)!

ou les constantes ¢!, sont définies par I'équation
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C, = .(_"[.]!,)1 'i(’_'(log w2 N eospae; ¥ (19) * NOTE 4.
1
on trouvera ainsi
C, = 007721 ...
C, = 007281 ...
() = 000484 ...
C, = —0,0003% . ..
C = 000009 ...

Si de plus, Pon pose, pour abréger,

8 L a F

T L 0 _ 9
C°a(10g")+c‘(5logu.)2 h 2(6102.[1),«, = e ‘Jlogu, ( ())

la partic apériodique de la derniére intégrale de (16)
prend la forme

(log 1)+~

oz S (s—p)!

Cette expression étant portée dans (16), la derniere
intégrale peut s'écrire

(LY
d“PQ v Up—i (log i,y
- N oSyt dogug,
Up Uy (s—p)!
3
g
A (10 #,— — log p)"

2 eospy g ur Jlow,,_

C et

Uy
1

d’olt Ponr conclut comme ci-dessus que la parlie apério-
dique est déterminée par

J ¥ (log p_ )+ o (log ity )7+
logup_y loguy, (S_P _’_ 1)| = Hloguy (S—_p + l) '
gmi

)
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De cette maniére on reconnait facilement que la
partie apériodique de (16) peut étre exprimée par

att . f—1
X, \du J.Og,,l(log “‘3)' . 21

En conséquence, la partie apériodique totale de (18) peut
se mettre sous les formes symboliques

(log 2,1 sdogu g1
By = Sdl‘ (! +Jlogu1)s (n )l)! = Ssl-ve”(l Jr.J,,)s,(H__“!. (22)

Tant que nous nous trouvions enlre les limites i
z qu'on a atieintes jusqu’ici par le dénombrement o
le caleul exact du nombre des nowbres premiers, liwiles
qui correspondent respectivement i log x = 16
logz = 21, les difficultés pour la délermination de Ia
partie apériodique de #(x), si 'on porle les valewurs
trouvées de f5{, dans I'équation (10), ne seront pas in-
surmontables, s, étant le plus grand nombre entier iu-
férieur a i%g; Le résultat ne peul guére étre mi= zous

g2

une forme notablement plus simple, <i 'on veut feniv
compte de toutes les constantes C, qui entrenl duns
Jy; mais &i 'on ne tient compte que de la premiére (.
la série sera convergente pour s, = o, et la sommalion
pourra facilement étre effectuée. On aura évidemment
pour s, = «, C, =0, C, =

5("1») = —10g2—|:—3‘( l)s—igg\dve"(l_{_c )“'I"‘_'
s=1

odv) sl
dlogu 1 g=22 QA(C e—?? C" d? p—te
—log2+\dvev —— ——+~,—0° (1;-' )— (L )L
AN v 1! do v 2! dv v

et, si on effectue la sommation au moyen de la scrie
+* NOTE 5. de Lagrange*, on aura
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2y

— log u ) 1 £ o
H(x) — a-logﬂ—}gc/vm A L
AR (23)
120 =
ES —logQ—:—Li(u)—Li(u 1-}?20'.,).
Iei on a 77»-7—(' = 0,73215 ce (ui fait ressortir que
‘1+6)(7 o2l ..., CC (] jt 1SS g

Pexpression trouvée, pour les valeurs de z trés grandes,
ne diffetre pas essentiellement du logarithine intégral de
z et qu'on pourrait méme poser €, = 0. ce qui n'au-
rait pas sensibiemenl modifié la valeur de #(z). Dans
ce cas, le résultal prendra Ja forme simple

o+ logu
7k v

I‘/(J/) = O0 “)+ A
#logu
En pratique ces résullats sont donc en honne concor-
dance avee ceux de Riemuann.

La partie périodique de X, p<ts, n'a que peu
d’importance en comparaison de Xj, et, de plus, comme
la premiére peut étre déduite de la derniére, je me bor-
nerai dans ce qui suit & la discussion de la seule fonc-
tion X; qui est définie par l'équation (17).

Nous commencerons par considérer le cas s = 2,
4 savoir

[

/m "
X =u . -2 Meosp, (T.QE

1 1

Sin g, ¥,

oM,
vy

L’intégration par parties lransforme X; en

(1

sinye, "
X = \u2y -2 X eospr,u,
{1 -
1
1
(1]
du, U . AT
= 2XMN\--tsin( g, — Ly, ) L sinl g, — — g, ) ).
M, u, cs A °
e,
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On pose ici

U — u -
_ — Oy . T 9N/
[ + o, = 20Vu nu, g Tt == 20V 0
1 1
u, ‘/‘i = 0L V'—1 = — v + V1
12,1t -
i1
v & un minimum pour » = 1, el la condition pouwr qne

cette valeur se trouve entre les limiles de Tinlégrale e
o
1,
1< ‘/ It <,
12
i

condition ¢qu'on peut encore exprimer en disant que .,
et u, doivent tous les deux étre plus pelits que Vi .
u, étant croissant, le radical Vo—1 passe, lors du mini-
mum, du négatif au positif. Si le minimum a lien pour
une valewr moindre que la limite inférieure de 'intégrale
(1,10 < pr,) le signe & prendre entre les limiles de Vinle-
grale est le signe plus; c'est, au conlraire le signe moins
si la valeur qui donne lieu au minimum est plus grande
que la linite supérieure de l'intégrale (g, > p, ).
Si I'on pose pour abréger

WV ot = @, pu4p, = av, p-pu == at,.

P SN o
:ulu My = ((’Uo’ iy ’I[,_,H = .

on obtiendra de cette maniére

L
" CGhu v L
X = XYY —|\do (1 -—— ) s e
U - ]/UQ—- s
¥
(L
!
i ,
+ dv'{ —1 + f,nj) s v’
oy Vo' + 1,
]

Ici 'on a
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S 9y \,slllu anu " — \lnu u \II] (/

Aty . I¥:
\(/zfsm ur \(/L \lllf(l’)
¥

‘Ilhll_

expression (ui s'évanouil, les deux termes devenant
identiques si 'on permnle les indices.

- Llexpression esl done réduile @

‘o) (LY

.l

T
ey vy’

le double signe étanl délerminé de la manicre indiquée
ci-dessus.

Nous considérerons d'abord lUintégrale

dz- .
(,llzl
Ve -
relative & la variable complexe ¢ = v-wd. Si Uinlé-

grale esl prise le¢ long d'une courbe fermde, celte intégrale
s’évanouira; si donc on integre le long dun rectangle
dont les sommels sont situés eu 1, o, ¢, +wi, 1=/
on trouvera

alg

O p— ([‘l' -+ (,L((I+ '/” e Q, o v+ i)
Vl l’(l —]-1{1 —1
(l” (1+1(’) (i i) i
V(1 4+ iy 1 )
vy

Les deux derniers lermes peavenl ¢éhre développés cn
séries semiconvergen{es; mais, pour abréger les calenls,

nous ne conserverons que lex lermes qui ne gévanoui-
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ront pas dans le résuliat final, 'expression de X;. pour
w = o, et nous procéderons de la méme maniére dans
ce qui suit. En conséquence, nous obtiendrons

(1)
0 — dv-v avi+ ll) eov ‘/277.’ a+;)i
VE"—— 1 a Vv '
et par suite
100 P
dv.v v, COS A, 1 27 . , T
———sinay = —-2—=—"-+— /T sinfu+ ")
Vo — 1 “ l/vvo—— 12 “ 4
(X
[

Iei », est supposé plus grand que 1. Dans le cas de
v, = 1, il va sans dire que l'intégrale s’évanouira. Une
équation analogue peut étre obtenuec en remplagant
par v.*

Si la valeur qui donne le minimum est comnprize
entre les limites de l'intégrale, on aura

1< t/‘ﬁﬁ<u,
Fe

wVei—1 = pu—p, = u?f,

aVvi—1 = p U= = —
(18] 1 'arli
dv.v dv.v .
dv(j: — )sm av = —\-—=—sinw +\ _ == sinue.
Vo' — Vot — 1 Vo' —1
Yo vy ey

Done on aura, d’aprés 'équation trouvée ci-dessus, dans

ce cas
(L0
, ) .
(l'l} (I ——?':) Sinav
Vo'—1
Yo
v, C08ay, . ¥, COS D 9r T
=ty 1+\/5—>m (-7,
o, 4
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tandis que l'intégrale se transtormera pour », == 1 en
b COS (10 11 /2% z
2 L I
! F sin{ «—+ il
et pour v, = 1 en

v, COSav 1 A, Iy
— T \/ sm{ a5 ).
ar, = o 4+

Si la valeur qui donne le minimum est moindre
que la limite inférienre, on awra

mu<pryy, Vo—1 = —u, Vo,—1—= —u,
¥y
v p,LOS UL, | v, COSar
clv( - )sm e == — b
Vo' — arl at
Y

et, si cette valeur est plus grande (ue la limite supéricure
de Pintégrale, on obtiendra

u,>pit, Voi—1 = o, Vii—1 =
vy
. ©,C080L, . COSUD
(lv(—k—»_f SiN@Y = — ' — A,
Vit — av' v,
o

En remarquant qu'on a en tous cas

r

dv-v vl cosuy, T cosar]
s -SiNae = — —1
l v +1 ) "o,

[

&

on verra que X peut ¢tre exprimé par

4 :E)_ /t-)._ g P

~Lu‘ Zn . T 1(( /=
2 ' / ’ i
= N, .|/ sin{ «-- ) \ sifa—+ -
N g % Y L) >, Ty

g du [_ Leosun, | eosar, B, COSHE, V] Cos u)
[ B 1 " . T,
« v " £, v,
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* NOTE 7.

050

ou 5, §,et 8, désignent trois sommes doubles par rip-

port a wm, et m,, telles que le produit a m, parcowr
dans S, et S, la série enliere des nombres de 1 jusqu's
w, tandis que chaque facteur s, on w, ne parcowrt dins
S, que la suite des nombres plus pelits que Vi m,, of

dans 8, la suite (ui correspond précisément m, =V in i

et m, = Vo m,u.  Dans la somme double S, m, el w
parcourent tous nombres entiers de 1 jusqud o« @ Fex-
ceplion des valeurs correspondanses soit & m, == Vi, n.
soit & my, = 1mmnae.*

La derniére somme double se décompose, =i P'on
y porte les valenrs données de «, r,. o, v, ¢, il le-

] 1t Ty

deux sommes

1 R . o U — 1
SJ**- <—’»'1— L2 eos (g0 —=pe,) == oS (e —‘//u})
778 U —t1, s 1,
1 (- 1g,—= 2,0
+S, - (‘—‘ P oS (- mnt) —=1 7" COS (1, — u,u)) .
2 ., Tt B ] 1 it f
Uythy \pr, = 1,06 PR /Nl ‘

qui sont égales, commc on le reconnail en permulaul

les indices. Si lon pose ici p, = 2zmy, p, = 2w
w = x--1, la somme lotale des deux sommes =

réduira a

g —1)m 1 1
Ye (ml (r+1)— mg_l_ m (e 1) - 1112>'

Dans cette somme double on doit, d’aprés la con-
dition de la sommation, ndgliger les terines qui corves-
pondent & m (x--1)—m, == 0; grice 4 cetle condilion.
la sommation peut facilement étre exécutée. Do celle
maniére la somme double ci-dessus se réduit &

boomge(=ym 1
(e w0 12+

En conséquence, cette somme double peut étre négligee,
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si Pon ne lient pas comple des lermes qui s’évanouissent
pour z = . Mlorslerésullat total peat clre exprimé par

S (-’llrr(mlm_,u)%—!— ;—)

= oy L

i =2 (ml»m_:uﬁ
et la sommalion double doil ¢lre exdéeutée connne i a ¢le
dit ci-dessus pour lex sommalions désignéex par S, et S,
Le vésullal trouvé el en évidence que, si l'on
néglige les Lermes qui s'évanonissent pour # = =, les senls
éléments utiles de Tintégrale qui représenlail originaire-
ment X3 seront les ¢léments voisins du poinl minimuan:
et, ce lhéoréwe dlanl acquis, le caleul pent clre exéeule
plus facilemient d'une aulre manicre.

Si Pon désigne la valeur de w

. ait point minimum

7R
par ¢,. on aura v, = ‘/ —— et la condition pour yne
14

ce point soit situé eunlre les Timites de Pintégrale sora
1<z, < u. Sicelte condition est remplie. on peut poser,
en dehors du point minimum w, = ¢ (1 - y), et regarder
y cowme assez petit pour quon =oit en droit, dans le
développement snivant les puissances de y. de ndégliger
les puissauces de » supéricures a la scconde.  Enlfin.
Pintégrale peut étre prise entre des limites indéterminées
—w el +eo (déliniex avee plus de précision daus mou
mémvoire Vid, Selsk. Skr.. sdérie 6, tome VI p. 13, (Bavres
scientifiques, tome I, p.422) on, ce qui icl revienl au
méme, de — % -+ Siole point minimum se con-
fond avec une limile de Tintégrale, Tune de ces limites
de y =era remplacée par O el le résullat doil en ce cas
glre divisé par 2. Si le poinl minimum oest =ilué en
dehors des limites de Vinlégrale, le résultal sera 0. De
cetle manicre on obtiendra
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sin (9 ]//1hu,_.u -k 1‘)
2= QuYz XY \

1’11/12 1[)-{

les sommations devant étre exécutées de maniére quc

/ 1 . C .
1< ‘/ ! < u et devant étre divisées par 2 dans les cas

ou l'on a, soit 1 = l/&!—u, soit % = l///f‘ﬁ .
e y

Celte expression est précisement identique au rcé-
sultat trouvé ci-dessus; et, comune nous avons de cetie
maniére démontré la légitimité dn procédé, nous en
ferons une application au caleul de X:.

L’expression trouvée (17) peut étre écrite sous la

forme
(1

o du
Xoo—= 2uyy. .. L
u,
L)

o
dus_y 1 r , Hs_o , "
ST e TSI (et st e )
Us—y  flalls—y frefleamfts—ty, =y

1

ou les doubles signes expriment quon prend la somme
de toutes les expressions correspondantes aux différentes
combinaisons de ces signes. Cependant un minimum ou
un maximum 1'est possible que dans le cas ol fous les

signes sont positifs et il est alors déterminé par
Hs_ 32 u .
Msls g = 1y ot = ... _I? =V

ol |

Y s (#s{1s~1 e 'ullt)s.

b

Les conditions pour quec ce point soit situé entre
les limites de l'intégrale sont exprimées pav

pp<v powr p = 1,2,3 ...s
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Si les valeurs des variables u,, #,, ... %, au point
minimum sont désignées par v,, v,, ... v:_4, elles seront
déterminées par

¥

o, =", o,

oyt
1 = T g

Pl o oo Ms—1 U v
Ty v ey Vs = s I
v = v y #s
Nous introduirons maintenant de nouvelles variables
Yyr Y, - Yo—1, Qéfinies par les équations

u = 111(1—1-—(8—1)]/1), U, = 1’2(1+(8—Q)(y1+y2)),
vy ey = V(g 9,4 .. Ys).

Ces variables peuvent étre considérées comme assez
petites pour étre négligées dans les coetficients des fonc-
tions trigonométriques et 'on peut arréter le développe-
ment de I'angle

Us—2 + “°

UsUs__ — vee fl,—
UsUs 1+/ls 1,”/3_‘ #lu‘;

suivant les puissances de y, aux termes du second degré
par rapport 4 y,. Dans ce développement*, les coefficients
de y, et de y,y, s’évanouiront si p differe de ¢, et le ré-
sultat se réduira a

vs+v(sG—Dyi4+ 6—DE—Dp+... +2-1y_)

Ensuite, si les intégrations par rapport & y,, 3, ... ¥s—1
sont étendues de — o & -+ oo, on obtiendra

1+
X = 2u(s~1)!.«‘.‘2‘...7§dyl
V—o
+-c0
...gdy,_isin(ys+-.§-u(s(s—1)yf+ o +2. 1y§_|))

o, —o0

Qu 17272\ . . T
= =X3...=—{==)? sin(vs s—1)=}).
Vs v( u) (y + )4)
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B
i i
Ieilon ay = (un, ... pett)® == 2m(un, ... i)

et par conséquent

1
sin (2 s (.. 1) ﬁ',—(.s—l)';—)
TR )
Tt i

RO g RARNEN

(myn, ..o 28

I

Dans cette somation s-uple, le produit w m, .
varie de | & %3 mais chaque facteur pris séparénent
ne doit pas, d’aprés la condition p,<C v, excéder la limite
(g, .o u.)l" ef, quand il atteinl cette limite, anguel cis
le point winimum est confondu avee 'une des limites de
la variable #,, le résultal ne doit étre compté que pour
moitié.

Si Pon pose w,m, ... == 1, on pourra transformer
la sommalion s-uple en une sommation simple, pourvy
gqu’on multiplie I'expression sur laquelle porte la somma-
tion par un facteur ;$(m) qui indique le nombre des
décompositions différentes de e en « facleurs, y compris
le nomhre 1 et sous la condition quaucin facteur ne
dépasse la limite 2 == (m u)ﬁ. Dans les cas ou celle
limite est atteinte, les résultals ne sonl complés que pour
woitié.  Avec ces nolations, I'équalion (24) prendra Ia

forme
0w = sin (°7~s(mu) +(5—1);1)
rs 4 " S

A= VS 711~1 7 "(m) s+t (:‘)))

T _

’ () 2* .

1
no= (mu)s .

La quanlité y4(m), définie ci-dessus, peul élre déter-
minée comme coefficient de w7 dans le développeneni

(TH4-2r 3" o = (e =1y - Ly
= -2+ (B)3 s m)m = (26
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Si dans Uéquation (10) on remplace B(x) par la
valeur de X§ tiouvée de celte maniére, en vue d’oblenir
la partie périodique correspondaute de J(z), et si Pon
effectue les calculs numériques pour une valeur de a,
donnée trés grande, et pouwr des valeurs de m choisies
arbitrairement, on reconnailra que, pour des valeurs
croissantes de s, les lermes, apres avoir présenlé des
varialions de =igne tout & fait irrégulieres, =e rénuissent
successivement en groupes de plus en plus grands de
méme signe et que ¢est de la sonunation de ces groupes
gque le rvésultat dépend cssenticllement.  On peul facile-
ment mettre en évidence la forwation d'un tel groupe.

On pose

Los—1

D (ma)s -+ = ts;

alors le lerme suivant sera délerminé par le développe-

ment
de, 1 . '8 1
Bsps = N ey
S P A A
T AN A e . .
Si et les dérivées suivantes sout des quanlites

ds*

\ . . db, L . i

trées petites el si / est un nombre enlicr impair, positif

s

ou neégatif, dans la série (10) ou les termes ont des signes

alternés, un groupe de ladile espéce se formera autour
du terme correspondant & s,

On a ici

dH; Ly log naey 1
e 2y [ L= T T =)
il ( ) N 't
o . ' (loe m)®
. = 2(nu)s (o ,,r,.) .
ds ;
- log nne
ou, si 'on pose 7 = /.
< !
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ddy &g, ¥
- = ‘2 & —_ 1 U e 2 oy .
ds @(1=+1, ds® ¢ log mu -

On doit done avoir, p étant un entier positif, négalif

ou nul,
b s
ds = 2e(l—y)+1 = 1—-92p.

Commie y est nécessairement positif, les valeurs négatives:
de p ne sont pas admissibles, et l'on trouvera*

y = 083774..., & = 231114... pouwr p = 0
y = 1,19011..., e = 3,28746... pour p
y = 140051 ... e¥ = 405727 ... pow p

y = 1,55459 ..., w = 473317 ... pour p =

. d* b; e .
Puis on verra que 75 et les dérivées suivanles
2

I

19—

l

prendront des valeurs trés petites, au moins por les
valeurs les plus basses de p, si logmw est un nombre
trées grand. Au dessus des limites pratiques (logae = 21)
et pour les valeurs inféricures de m, cette condilion
n'est satisfaite qu’assez approximalivement; powrtant, on
pourra facilement faire ressortir la formation des groupes
correspondants aux valeurs inférieures de p, si x est de
Pordre de grandewr des millions.
Dans ces groupes entrera done

. . 2ev+1 1
sinzwhs == sinz | logmu- ety 1 ,
y 4

et, si la fonction périodique est écrite sous la forme

. . logu !
singl, == sin2x (_g__ —!—k,,.), (27)
4 sera déterminé par
y U) 3
=23 . 9IS
ety .
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La parlic de #(r) qui correspond au groupe con-
sidéré peat done ¢tre representée par une courbe donl
les points d’intersection successifs avee axe des abscisses
ont une distance constante ) 2, si logw ou, ce (ui revient
au méme, log.e est pris pour abscisse.

Aux valeurs indiquées ci-dessus de g correspondent
2= 034388 ..., 034875 ..., 033487 ..., 0,31999...

Toutefois on a di remarquer gue ce sont précisé-
ment les grandes valeurs de s, & =avoir celles qui sont
voisines de logwur, qui produisent les longues périodes
de J(x); mais, & cause de cefie circonstance, il faut de
nouvean disculer le caleul (ui a conduit & 'équation (25).
II faul ¢e rappeler que nous avons étendu la variation
des variables y, 2 linfini dans les deux directions, ce
qui peat ¢tre légitime, A condition que y, dépassc cer-
taines limites étroites. Mais, si le nombre s des variables
et celui des intégrales do\lcnneul sl grands qu'on ne

puisse pas considérer /un‘ comme unl grand nombre. ce
qui est précisément le cas ici, il n'est plus permis d'éten-
dre & ce point la variation de y,. La conséquence sera
que f., surtout pour les valewrs les plus petites de .
!

s'approche fort de sa limite inféricnre, qui est 25 (mw)”
augtient¢ d'une constante indépendante de s, Si nous
passons a cette limite inféricure elle-iéme, nous aurons
d A, ]
o= 2e(1—y) = 1—2p,

ds (1=y) 1

et les valeurs de y calenlées par celle équation seront

y o= 076803 ..., e — 215553 pour p = O,
yo= LIGTIS ..., o = 318087 pour p = 1,
Yy = 137800 ..., ¢ = ‘,‘.)b/ Al pour p = 2.
y o= 1,B3736..., ¢ = 465232, pour p = 3.
IL bl
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La période elle-méme peut a présent étre déter-
minée par
A= ye? (29)
et aux valeurs calculées de y correspondront respective-
ment

A = 0,35631..., 0,36378..., 0,34736..., 0,33045...

Les valeurs vraies de 2 seront donc comprises entre
ces valeurs et celles qu'on a calculées ci-dessus; et, pour
les valeurs les plus petites de p, auxquelles correspondent
les groupes les plus grands, elles seront certainement
plus proches des derniéres valeurs. Du reste, les périodes
qui correspondent aux valeurs inférieures de p différent
tellement peu qu’elles se combineront sur une grande
étendue en une seule période qui ne differe que peu
de 0,35.

On peut, en outre, conclure de l'expression (25) que
les coefficients des fonctions périodiques trigonométriques
ou les amplitudes seront, pour les valeurs les plus
grandes de s, et par suite aussi de 2, & peu pres du
méme ordre de grandeur que xt et d'un ordre inférieur
pour les s et les A décroissants el par suite pour les
périodes courtes. La détermination plus précise de I'am-
plitude et de la phase des périodes différentes semble
pourtant présenter des difficultés trés considérables.

Le résultat auquel je suis parvenu par les calculs
ci-dessus peut étre retrouvé, en ce qu'il a d’essentiel,
par un autre procédé, (ue j'exposerai ici parce (u'il me
semble jeter une lumiére nouvelle sur la uestion.
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Posons
A4+243+ . =14+ 24 ... + () ..., (30)

ri(z) désignant le nombre des décompositions différentes
de x en un produit de s facteurs, y compris I'unité.
Posons de plus

G@) = 1+72)~+ ... + 7' (2) (31)

On peul caleuler y*(x) a laide de ;*~!'(x) en som-
mant les décompositions cui correspondent au facteur
nouveau; on obtient de cette maniere

.S _ T 5—1 E
7 ((I)) - ‘:‘I (d)’

la sommation étant étenduc & tous les divisewrs de .
De plus, en se servant du symbole E de Legendre pour
représenter le plus grand entier contenu dans une frac-
tion, on a

st (®Y _RT T =1\ ]
22 (g) = S (B -(F) )

par ol l'on obtiendra

re = 5 (H5) 5" ) @, e

9=1 q
et par suite
T : o
Go(z) — ;E(—')-;J“(q). (33)
7=t \¢
Ces expressions peuvent étre mises sous formne ana-
lytique, griace aux relations

me
cosdqg -

% Sfx—1" oy q 24
L(Q)—E(iqﬂ) V'm;-l 7 _([7 ! (.)4‘)

36*
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. m{x--1
) _ smﬁn.*(f ;)
x 1 mTq q )
* NOTE 10. E(~) po=y 4k o5
9 )
q =~ m=1 0 . m
2¢sing —
q

dont on constate facilement l'exactitude, en effectuant
les sommations indicuées.

Nous analyserons avec plus de précision y*(x) sons
la forme qui en résulte, & savoir

cos 27 =

=rnae q
TS(‘T) =q——%l ”:\:' —————— q_ : )‘571((1')

(¥4
0s 25 "7
M= q=:x

{,
\ \ 1 o8—1
_ & - _(‘—“_' / § (q) .
m=1 g=m q

Dans la derniére expression posons

q = GG Gt

puis la sommation simple par rapport & ¢ est trans-
formée en une sommation (s—1)-uple par rapport a
Gir Qo «-- Gs—1, Sommation étendue i tous les eas pour les-
quels

MGy Yot < X (37

Comme cette transformation fait disparaitre le faclenr
7*~*(g), on obtiendra

mx
cos2g —-— — —

ey Qo-n- Gs— au
Py = 2 2y ... e g
=1 /T
les signes X... indiguant la sommation (s—1)-uple,
exécutée sons lesdites conditions par rapport aux (s—1)
variables 4. q, ... .
Nous considérerons d’abord la sommation sinple
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ol ¢, parcourl une longue =érie de nombres successifs,
série qui, du resle, n'est pas détermince avec plus de
précision, cl ot «, cst un nombre tres grand. On re-
marquera alors quil se formmera pour cerlaines valeurs
de ¢, que nous désignerons par ¢;, de part el d'autre
du lerme correspondanl & ¢f, un groupe de termes de
méme signe. On trouvera quiil en est ainsi sous les
conditions suivantes.
Quion fasse g, = ¢ty el quon suppose
o

e M =
(71 4 /'.1)-

11

ou A est une fraction proprement dile, w, un nombre

1
entier. Oun pourra alors former le ddéveloppement

(fx — _’;’17 o fll (.Vx *l'l) + uy ('/1—/‘1)“ - ..

O T U s A N U o)
qui, par une élimination particlle de & et 4, =se lrans-
forme en

”1

K 0
- , we (g, — k)
2= AV —m (YA + (, — k) _

1 (If
Iei o (y,~F¢) esl un nombre entiers et =i, de plus,
esl en méme lemps un nombre tres petit en cownpa-
raison de ,,l-,‘t, les conditions pour la formation du groupe
congsidéreé seronl. satisfailes. Si ¢, atleint la limite ¢, = =
et si iy est supposé {ini, les leres de chaque groupe
particulier peuvent ¢lre sommdés exactement en rempla-
cant la sommation par rapport & y, par une intégration
entre les limites — = et -~ =, pourvu que le groupe
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ne soit pas un groupe limite, interrompu par une valenr
limite donnée de ¢, Le résultat de l'intégration est

cos (‘2 72 (m, )t 4 ;E)

V2 (m, )i

.

La formation du groupe aura encore lien, si «, c=l
fini, mais trés grand. tandis que m, appartient aux termes
inférieurs de la série des nombres, et la somme des
termes d'un groupe sera a peu prés la méme que celle
que nous avons trouvée ci-dessus. Mais. & mesure que
la grandeur de m, approche de .3, le nombre des termes
du groupe va décroitre, et lexpression de la somme
va perdre de son exactitude; puis la formation des
groupes cessera complétement. Mais, si m, croit ensuile
constamment et dépasse la limite aﬁ, oun peut inversc-
ment considérer chaque terme & la variable ¢, comme
produit par la sommation d’un groupe de termes a lu
variable m,, groupe dans lequel chaque terme a pré-
cisément la forme indiquée plus haut. On peut facilement
se convaincre de lexactitude de cette assertion par un
calcul analogue a celui qui a été exécuté ci-dessus*. Par
conséquent, si 'on peut négliger les termes pour lesquels
m, (comme q,) s’approche de a3, la transformation iu-
diquée de la sommation relative a la variable ¢, en unc
sommation relative a la variable m, peul étre considérée
comme valable en général pour tous les g¢,.

Cette restriction faite par rapport & la zone neutre
ou aucune formation de groupe n'a lien d'aucun colé.
on pourra poser

¥
cos { 22 (mya) L+~
W 27 7 1Y
2 teos —— Y - T L, (34)

1, /A Ve (@)
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équation ou les limites des deux sommes peuvent élre deé-

duites des relalions entre les deux variables g, et m,.

. d, .
Posons cnsuite ¢, = -* et concevons qu'une somna-

tion soit effectuée dans les deux membres par rapport
a la variable ¢,, supposée parcourir une longue série de
nombres successifs. Dansz le second membre posons
= q,+, et
(m,a,)
K]
(g.+ k)

ol k, est une fraction proprement dite s, un nombre

= m,.

entier. On powra alors. comme précédemment, former
le développement

g
4 (m " u)

2(1”="‘-') 3 —m (g4 U .
q

m,(y,—~q.) est un nombre entier, ¢l par conséquent
un groupe se formera autour du terme correspondant &
q., si ne: est suffisamment petit en comparaison de (n, m,@,)?
et par suile m, petit en comparaison de (m)s. Les
termes du groupe étant sommdés comme ci-dessus, on
obtiendra

)

.

1
B , co% (2 -3 ()9
vy Uy o, v
XY —tcos2xp P = XNyt v )
0, A V3 (mana,)3

B 3y

équation dont la validité peul étre étendue comme celle
de T'équation (39) o des valeurs de m, tres grandes,
tandis qu'elle cesse de subsister quand m, et g, appro-
chent de (m,a,)s.

De cette maniére on parviendra sans difficulté & une
formule valahle en général avec les mémes restrictions
que ci-dessus, savoir
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= o

1 ‘ ty

. COsSZmT -
’/1(12 e p f[:% < p

, o
| cos(2:1(1)-}—1)(7)11;)1,_,...l;fpzz,,)1’+‘~{—])%) (0]

p+1

?

e
(mgn, ... oinigiey )Pt

Les relations entre les deux systémes de variables peu-
vent approximativement étre exprimées par

s 1
Z b
«, (myua) (mpmg)s
;'2 'S I P I T = ”';,7
12 1s® s
ol
a. tt
t, = -, o, =7
©s 7s

On peut déduire de la les équations approchées
1
Mgy = g, = o= Mpgp = (0, . NPT (B

SiP'on en fait application aux sommnations indiguces
dans la formule (38), on doit poser p = s—1 et «, ,
= nx; mais on doit toutefois remarquer qu'on ne peul,
de cette maniére, représenter quimparfaitement I'ex-
pression totale de ;%(x), tant a cause des zones ou la
formation de groupes cesse en meéme lemps des deux
cotés, qu’a cause de la détermination des limites des
variables, Cependant, ce qui importe ici, c’est de lenir
compte séparément des termes de y%(x) dont dépend la
formation des longues périodes de la série des nombues
premiers: et, pour cet objet, c’est surtout la détermina-
tion des limites inférieures des nouvelles variables i,
my, ..., qui a de Pimportance. Il résulte de I’équation
(41), quand on y fait p = s—1, et «s—, = mx, quon
a approximativement
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Yo eeslfs—1 = ——————— ) (’1"_))
(meam oo g} s

et d’apres (37) la limile supéricure de ce produit est a.

Toules les variables e, m, ... ms—y ont done 1 pour

limite inférieurc, tanl que m est petit et ne deépasse
1

point la limite #*—*,
Nous pouvons done, dans I'expression (38) de #(»),
choisir une suite de termes qui peuvent étre transformeés

en une somme s-uple
1

'

cos(Q,-r-s(m‘ml... g—pt) s+ (s— 1) ;LL)
MY = o T )

— s -1
Vs s
(emy .ooneg_gor)
ol toutes les variables parcourent la série des nombres,
depuis 1 jusqu'a certaines limiles que nous ne détermine-
rons pas.
Si nous cherchons censuite i délerminer la série
correspondante de G*(x), nous poserons d’abord

@@ = 3 p) + Gla—1)s

i
ou w«x, et x peuvent tre czmsidérés I'un et aulre comme
des nombres trés grands; et, si nous remplacons ici y5(&)
par l'expression (43), nous pouwrrons effectuer, au licu
de la sommalion par rapport & 2/, une inlégration dont
le résultat est facile & obtenir approximativement, en
remarquant que toutes les valeurs que parcourt i« sont
de grands nombres. Prise =épavémeut, cette partic de
Go(x) qui dépend de ., peut otre exprimée par®  NOTE 12,
1
. sin(:’,-:.s(m e, ... ms,..r)-“'a;—(s—l)u) )
E -
(o oo m TO R

=|

1
2
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La fornie de cette expression est identique, sauf
le facteur 1, & celle de X; que nous avons trouvée dans
Péquation (24). Dans les deux cas, 1 est la limite in-
férieure de toutes les s variables; mais la ressemblance
ne va pas plus loin, les deux développements représen-
tant deux fonctions périodiques différentes, quoique
d’'une grande affinité.

Comme on a, eu égard a la série (9),

s(s

As(z) = G*(x)— G‘—’( )+ 1)G‘-'A’(x) (1)
on peut facilement obtenir un développement de #(a)
analogue a (10), de la forme

9@) — —b 40, TD 5 FD L, T
logx

5>

log2

Si I'on y porte l'expression de G*(z) donnée par (44).
on obtiendra la partie correspondante de #(z). Comme
on le verra facilement, la discussion ultérieure de cette
expression sera essentiellement la méme que précédem-
ment; le résultat sera pareillement de constater l'existence
de grandes périodes ayant logz comme variable et la
période 1 définie par Péquation (28). Mais, en ce qyui
concerne la détermination plus précise des amplitudes et
des phases des fonctions périodiques, les mémes obstacles
se présenteront encore ici, quoique sous une forme nou-
velle.

J'ai déja mentionné dans Pintroduction que les écarts
périodiques entre les nombres de nombres premiers
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trouvés effectivement et ceux qu'on i calewlés par la
formule de Riemann seinblent se développer successive-
ment pour les grands nombres en périodes de plus en
plus réguliéres.

Heureusement, il se trouve yue M. le Dr. Gram a
traité cette question. d'un point de vue empiriyue, dans
son mémoire cité dans Uintroduction. Il g’explique sur
cette question de la maniére suivante (p. 250):

sGlaisher, pour mieux mettre en évidence la varia-
tion des écarts, en a fait une représentation graphiyue
dans un diagramme qu’il a joint 4 son mémoire. Il ¥ a
quelque chose qui powrait faire soupconner une période
dépendante de /n, en ce sens que la période esl & peu
prés 0,17, log, » étant pris pour argument, et par conseé-
quent 0,39, i étant 'arguinent.«

Par une communication verbale M. Gram m’a donné
le moyen de compléter cetle indication. La fonction

périodique étant mise sous la forme

. logz
str:( °T 40,
7
M. Gram & déterminé les constantes par une compensa-
tion géométrique simple et il a trouve

=030, (= 034

Cette formule a bien manifesté des ¢éearts conzidé-
rables avec le diagranmne du neuvieme million; maix
M. Gram a négligé ces dearts parce quil « sowpconné
qu’ills provencient en partic derrenrs que contiendraient
les tublewnx des nombres premiers calenlés par Dase®; en
effet, les résultats de ce dénombrement sont difficiles &
mettre d’accord avec le calcul du nombre des nombres
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premiers jusqu'a 10 millions fait par Meissel. Au con-
traire, la formule a mis en évidence une grande concor-
dance avec le diagramme de 3 jusqu’'a 8 millions.

Enfin, aprés avoir calculé les écarts avec la [ur-
mule de Riemann pour la série des nombres premicrs
correspondante & lintervalle de logx = 0,1 jusqu’a
logz = 15 (r = 3269017) M. Gram esl parvenu an
résultat suivant: ,Que Papparente distribution régulicr:
des grands maxima et minima do diagrainnie de Glaisher
est vraisemblablement die & un accident.®

Tant cque la tentative de déterminer les périodes
ne comportait (que des titonnements, nécessités par les
données relativement peu nombreuses qu’on possédail
et dont une partie, en outre, était entachée du soupueon
d'inexactitude, il pouvait sembler sage de renoncer &
cette tentative. Heureusement, M. Gram a fait connailtre
les résultats de ses essais de compensation; el 'on recon-
nait a présent, & la lumiere de la théorie, ue la double
conjecture d’'aprés laquelle on devait prendre log.x pour
I'argument et 0,3Y pour la valeur de la période, dlail
essentiellement correcte et qu'une discussion ultériemr
des matériaux empiriques dont nous disposons jusywici
est tout a fait superflue. La circonstance mcéme que les
longues périodes régulicres s’effacent, si a ne dépasse pas
une certaine limite inférieure, devient une confirmalion
de la théorie.

Le fondement théorique obtenu est un fort encou-
ragement i poursuivre la détermination exacte du nombre
des nombres premiers. Il serait surtout du plus han
intérét de contréler le ecalcul, fait par Dase, du nomlne
des nombres premiers jusqu'a 9 millions, soit (uwon se
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servit de la mdéthode de Meissel. soit quon (il usage
d’'une méthode analogue. I importerait aussi de déler-
miner une suile de poinls enlve 10 ¢t 100 millions. par
exemple de 10 en 10 millionx,  On fournirait de cetle
manicre des maltériaux  précicux pour la continuation
des recherches théorigues,
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NOTES.

NOTE 1. On reconnait facilement qu'on a

A@) = @@+ yei @)+ E(S_Tl) @=@)+ ...

ou, sous forme symbolique, 3(x) ™~ («—+ 1)(x).
On en déduit

a'(x) oo (8 — 1) (x),

et par conséquent
A(x) > (B— })(2).

NOTE 2. Dans cette note je chercherai a recon-

struire le raisonnement de Lorenz sur lequel est fondée
la formule (14).

Soit donnée la série

§ = Qf(x) 2(14-2 S cos 2am, x)dz,

&7y

ol fix) est une fonction finie et continue entre les li-

mites z, et x,; quelle est la valeur de cette série?

m
Posons sm, = 14+23cos2xmz; alors on aura,
n'étant pas un entier

sin@m+-1)g o
singq v 1 e

m T

m=uow

q . T sin(2m - 1)
S = lim Qf(”) sin ( . iriqli—)—j dz,

L2
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—

f(z)

t, si L2 =
sing

d(7). ¢(x) sera encore finic et continue
entre les - llmites x, el &
entre ces limites

2

si aucun entier n'est compris
En intégrant par parties, on obtiendra

(L)

(J)s!ﬂ("m + l)q i

sin q
L 2 21

_ _|ftm)cos(Zm—-1) g
o (@m - 1)zsing

[XE]

dz';( z) cos (2m+1) gdz.
T1

Par conséquent on aura, si m croit a linfini

1
(2-m+1)n
I'Tl

(2F)

f(@)sm(a’m—kl Y L g
sing -
Si les entiers

ry, r+1, r4+2 000 (r+53)
sont compris entre les limites x; et x,, on peut diviser
I'intégrale de la maniere suivante

rd’ art —d1 ar+14- prdsto, et
S = +§+ + \—{— + & ¢(x)dz,
W, or—0 Jr+d  drt—di Jr4s—d ,)r+s+(5‘;
() = fle)(1+2 "COs"‘)))I ),
les quantités ¢
veult.

étant arbitraires, mnais aussi petites qu’on

*—0
Daprés ce qui précede, les intégrales Q
§r+2——é‘z

71—
s’évanouiront
er+i+d

Ty

o 1d
Reste a déterminet

les intégrales
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r+p+0'p
Q;o(x)dm, p étant un nombre entier compris entre les
er+p—0Op
nombres » et r-Ls. On aura, en remplacant »-+p par .

7o (?'p 4 t')vp o
¢(r)de = Qf(w) (142 ‘:_ cos 2z, x)dx
. '}I‘ oyl — ‘j\p

+d, "
— Kf(r’—li— x)(14-22 cos2xm z)dx
1

©—dp

()‘, -]
= V(T'—%— 2)(1+22cos2mm,z)dx
o
Jp w
LN\ —2) (1 + 22 cos2zm x) dur.

(]
Par des méthodes bien connues on reconnaitra que

les deux iniégrales sont égales & it )

1\9‘

Par conséquent

8 = f0) 1) o ),

4 l'exception des cas ou l'uime des limites de lintégrale
ou toutes les deux sont égales & des entiers. Dun-
ces cas les terines correspondants doivent étre comptes
pour moitié.

Considérons maintenant la formule (14) de Lorcns.
Dans ce qui précede, Lorenz dit qu'il cherchera une cx-
pression de la puissance s-itme de 1273 .. Lo
Mais il ne le fait pas et il n’a pas besoin d'unc lclle
expression. Au contraire il trouve par la formule (14)
une expression intégrale de

Bi@) = B+ ... f),
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et la remarque d’aprés laquelle tous les dléments de
Iintégrale s-uple qui se trouve au second membre de
I'écquation (14) s’évanouiront, & moins «que
" " ey s
L) N L ' e T
u, o, s I

ne soient des entiers, met cette proposition en évidence.
(Pest pourquoi nous chercherons avec plus de détails a
vérifier cette remarrue.

Soit donnée une intégrale double

B L}
du \f(u,10,) du,.

1 1

Comme on le reconnait facilement, on peuat inlerverlir
Pordre des intégrations. L’intégrale est une somine double
de tous les éléments du du, multipliés par f(u,. «,) sous
les condilions que #, et w, soient tous deux plus grands
que 1, que «, soit plus grand que #, ct que «, soit plus
petit que w. C’est pourquoi 'on aura

n ey W L3
K(/nl \f(ul,u?) dit, = \(Iu,_, fl,. ) du,.
1 'y u.

LS e 1 2

On reconnait de la mcéme manicre que

O iy Ug
Sdux du, . .. (f(ul. Wy oot
*)

1 L%
u (wu u "
:Qdus 5{11(_\»_, die_s ... g]"(z(,. My oottt
._vl us '-"S—l '_,Hg
et par suite
II. 47
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u Un Us—4
du du , "
du\—2...\——(1+22 cosp,- ) 1+2 Ycospe—y - ')
A R Us \ Wy
1 1 1 ,
(1422 cospsity)
u U
du , du,_ 1( _
= \=C (1422 cospu)\- = ( +2¥cospy )
113 Us
1 "s
u o
du, , 2,01, . 4, U
e L P cosff—-) du, (1—}-92 cosL*J).
, o, ",
Uc 112

En conséquence de la proposition développée ci-
dessug, tous les éléments de la derniére intégrale s’évan-

nouiront, & moins que ” ! ne soil un nombre entier. Dan-
T a
o . : oM,
ce cas I'élément sera égal & u, (ou & 5, si cest

e

élément limite). En conséquence on aura

U 13
a’u , TR
- (1—{—“’2 cos’ ) dul(l—}—chosf'-;l--‘)
11:,2 3 ) Uy *

"o

7
= \duo <1+2 2 cos’u2—)
U
Yy 8

- U, . . .
sous la condition (ue ;‘ soit un entier. En continuan

2

de cette manicre, on verra que chacgue élément de l'inte-
grale s-uple donnée est égal & zéro, & moins que toules
les fractions

w, U, Us—y  Us

, e )
u,  u, ", 1

ne soient des entiers. Dans ces cas, les éléments sont
égaux a [Punité oun, si ce sont des éléments limites, a
unc puissance de 3.
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Comme on le recomnait facilement, l'exposant de
cette puissance de & indique le nombre des fractions
U
TR
tent en dvidence l'exactitude de la formule (14).

o

. qui sont égales o Punité. Ces remarques met-

NOTE 3. La démonslration de I'équation (15) met
en dvidence guwon peut permuter les trois fonctions f,
¢, h. Dés lors on peut transporter la somme 2 2" cos g, its,
comme toutes les aulres somunes, de droite & gauche,

NOTE 4. Les constantes €/, peuvent ctre détinies

par I'équation
4
— 1. du .
C, = (,Q')fhm ku (log )2 X cospu
n! g\

ol p est un entier.
On aura alors (x >>0),

i !—,Q’f('og"j log*3 | log"(p—1)
Ca —,}Lnl, wt 2 + 3 e p—1
log"p _logt*ip
2 ekl )

Comme on le voit facilement, ces valeurs soni, au
signe pres, les coefficients de la série

sE(1-8) = ¢+ s-Fe,5 -+ ...

2™

ot £ (la fonction de Riemann) est définic par U'équalion

) l—x
Z(s) = lim (i‘p‘-‘~- v )

p=o V1 1 —»

Ces coefficients ont été calculés par MM. J.-L.-V.-W,
Jensen et Gram. Voir Comptes rendus 1887, lome [10%
p. 1157 et Overs. over det kgl. danske Vidensk. Sclsk. For-
handlinger 1895, p. 308,

Y
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NOTE 5. Si l'on pose

2 = ud(z)+v,

on ¢ est une fonction donnée, u et » des variables
indépendantes, on aura, f(2) étant une fonction arbitrairc.

flo) = A Aty A
L= ), de = STQOTE)

do—1
Pour faire des applications de cette formule, on doil
encore chercher le reste; mais, dans ce qui suit, nons
supposons que ce reste tend vers zéro pour un nombuve
croissant de termes.

Nons posons
2= —uz+w,

3

fl&) =\ dz, F1e) =

a

>
&~

La série citée de Lagangre nous donnera alors

* Y dl(- e
2 e~ 2dz  wo 0—2‘ 0 v
Zdz = N
2 2 v 1.2 dv
a a
\8 ,— 20
e
d® ( )
¢
3 /
JE— ?( - - -
do* !

Différentions cette équation par rapport a ‘¢; nous
obtiendrons ainsi

2 d (M_?D) & (D:e_-_»v)
v o - o -
e~2dz e 13. e " v ) v
2 dv v " dv 1.9 dv*

8, —21

Pe—2

d:(" r)
—wr bt
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Si nous posons ¥ = 2C, nous aurons la formule
0
(23) de Lorenz.

NOTE 6. Considérons lintégrale

%
_de o, D) e
Ve, wiy—1
o
ot a est trés grand et ou 7, differe de l'unité. Alors
ce ne sont que les petites valeurs de « qui influent sur
la valeur de P'intégrale et nous pouvons sans crreur sen-
sible remplacer lintégrale donncée par [intégrale plus

s (,uvni » v Ayt
_ELL,”_ dar v =— 1, ,i_o_ .
. a Vei—1

simple

De la méme maniére, on peut remplacer

A (14 100) gy
V(14 ai) — 1
par '

(L4

wi\ dae—ae e ‘ /
[ —— == =
Dy i Qa’

De cette [acon on oblient

o\t ine 1y em (),
| alVel—1 Q"

o)

mais celte équation n'est pas valable quand » est dgal
a 1 ou ne differe que peu de 1. Dans ce cas le membre

v (;mor

(ll/i —

de I'équation devient infini, tandis que l'intégrale
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(1)

dv
Vo' —

pas si l’expression trouvée peut étre appliquée a I

est égale & zéro; c’est pourquoi l'on ne sail

sommation approchée de la série qui exprime X;.

NOTE 7. L’indication de Lorenz qu'on doit dans
la somme double S| négliger les termes qui correspon-
dent & m, — Vm mu et m, — Vi m,u n'est pas cor-
recte: on ne doit négliger que les termes pour lesquels
les dénominateurs s'évanouissent. D’aillenrs Lorenz lai-
meénme n’'a dans les sommations suivantes négligé que
ces termes.

NOTE 8. Posons
Sp o= Y,V -+ Yps

alors, en négligeant tous les termes d’un ordre supérieur
au second, 1ous aurons

Us_2

U = petts_y+pre—t- iy - —I»-‘u
$—1
1+_hg_2 ].+3Ss_3 1+(3—1)b 1
L+8 i+ = S ... S )
( + ! 1 bg_l 1+205_2 '|+(S—Q) 52 ( 1)
N V(s—-l "b’s_gb'(_, —2.35; 382... —(s—2)(s—1) 85, )
+ 18, %S, +(s— 1) S
Si 'on porte dans la seconde série Sy = (yp—+ Sp-1) Sy
p = s—1,s—2 ..., on aura

U= v(8+Se—1 s—1— No-2) + 252 (2Ys—2—Ns_3) . . (s— L),
Ici 'on pose S,y = ys_,+ S;_z, d'olt

] = v(s+yia+ Sia(Ftfs—a— Ss_a—285,_3)+ ...).
Dans cette expression on pose Si_3 = ys_24 Ss—5, d'oll

U= U(S+"I/_qz_1 +3.l/s’*g +3 15'5*3(3 Ys—s5— Ss_g- lSS_.4 )+ .. .).
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En continuant de cette maniére on obtiendra ['ex-

pression de Lorenz.

NOTE 9. M. J.-P. Gram mw’'a communiqué qu'il
existe une certaine relation cntre les valeurs de y lrou-
vées ici et les racines de £(¢) = 0, £ étant la fonction

de Riemann. Voici la communication de M. Gram,.

[’équation
2er(I—y)+

met en dvidence yue 27 ¢ doit approximativement étre

= 1— 2p

A

égal & l'une des racines, «, de Z(#) == 0, puisque le
nombhre des racines dgales i N ou plus petites que N

est dgal a

N/ Y )
3 (losg, — 1) iy TE

(efr. la note de M. Gram. Vidensk. Selsk. Overs. 1902,
p- 15, Note sur les zéros de la fonction £(s) de Riemann).
Les valeurs calculées de y (p. 556) douneront

2ze¢r = 14,521 tandis que a — 14,135
C 90,635 21,022
25,442 25,011

29,734 30,425,

Les valeurs de y (p. 537) domneronl

Oge = 13,5438

19,987

24,927

29,231.

Cest vraisemblablement inexaet

pose qu'il ait trouvé les limites de A

gquand Lorenz sup-

Il est vraisein-
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blable que son y doit &ire précisément égal a log{'_.

Sl en est ainsi, le développement de Lorenz met i
évidence le fait intéressant qu'il traite les racines « do
&(t) = 0 sans recourir aux fonctions £ en indiguan!
leur importance — & son point de vue, bien entendu, —
pour la partie périodique de &(x).

NOTE 10. L’équation (35) n’est pas juste, & moins
m(x+ 3

sin2x
que —- o pe soit égal & 2(z-+ 1) pour m = .

.om
sin ;T —
q

C'est ce qu'on reconnait de la maniére suivante.

Si T'on pose
2rm(z+ 1)

m=q—1{
A (]
S — y T
me=t 9 sin T
= ] (1
on aura
1m=g-1 /1 Qrm 9.97m Qxxm
§=- X (54 cos—— 4+ cos——— ... cos - )
g m=1 \2 i i q
et
m=g—1 Lermr
2 §—— = g—1
m=1 q
si ¢ est un factewr de », tandis quon aura dans le cas
contraire
m=g—1 rm
Y oeos T = —1
m=1 q

Par conséquent

o lfg—1 x 1 T 1
S Y15 aaB(E) ) = (2) — o,
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NOTE Il On pose m, = m,--z, ol
a Quk
= = -} — ;]l—‘—ll—
h I

Si k, est trds petit en comparaison de ¢, on peut dans

la série m] négliger les termes suivanls et poser

Vm,u, =

Do, by )”
1

Dy Iy 2
_(zllx,)

/R
avec unc certaine approximation,
z-+m) étant un nombre entier,

On aura donc

o GO ( <2 (m, (() 7:)

..7“. —
%) NOIXAE
cos2x ((—'i lq (
a, 4 A a,
Yy \/ «,

1

Si lon prend la somme d'un grand nombre de
pareilles expressions et si 'on remplace la somme par
une intégrale (de — = & <4 =), on obtiendra

(i, COS (0— () )

l/‘:’ (m u )1

v ('t 1% - -
— Vi{fl} (‘OS“;)TF(”I—iq1 2 : )(l: — Yeee T
\ 4 a, -8

N\
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Je suppose que c'est de cette maniére que Lorenz

a prouvé son hypothése.
Comme on le voit, le procédé ne met pourtant pas
en évidence le degré d’exactitude du résultat ohtenu.

NOTE 12. Lorenz dit qu'on peut approximativement

poser
r 3 T
1 \¢os (QWS(AI)HH-!...l)ts_l.b‘)s —}—(3—1)4—)
Gie) =22, =\ S e e e
LEN (mea, ... ms_yx)2s
-+ G (2,— 1).
Mais on aura
L2 1 T
; \cos (Qn—s(m.m.l T Y CE l)i )
e dx
Vs ES (.. .ms_y2)2s

. . .
sin (Elrrs(mm1 ce gy ) —}—(3—1)%)

T 3aVs o s+i
b (mem, . ..oms__yx)72s
i?i. t T
(s— 1) sm(ﬂ TS(Memy ... gy a)s - (s—1) 1 )
5 — L)
~amasvs )] - - d.r
ST Vg (mom, o.ome_y ) 2s

ou € est indépendant de .

Dans cette expression, le dénominateur de la der-
niére intégrale est trés grand en comparaison de celui
de Dintégrale proposée; aussi cette intégrale peut-elle
étre négligée. De cette maniére on obtient lexpres-
sion (44).
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NOTE 13. Yoir la note de M. Gram: Rapporl sur
quelques caleuls entrepris par M. Bertelsen et concer-
nant les nombres premiecrs.  Acta mathem., tome 17.
p. 301— 314 1893.

La revision faite par M. Bertelsen des tahleaux de
Dasc confirme complttement la supposition de M. Grau.
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