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THESE D'ANALYSE.

THEORIE DE L'ELDIINATION.

INTRODUCTION.

La théorie de I'¢limination considérée en général constitue, pour ainsi
dire, Vanalyse méme. En cffet, toute question d’analyse peut ¢tre mise sous
fa forme d’un probleme it résoudre. On obtient alors des équations entre
cerlaines quantités, dont les unes sont les données, et les antres les in-
connues du probleme. Te but de Punatvse ensuite est dlextraire de ces
equations les valeurs des inconnues; ou, en dautres mots, &déliminer les
quantités que Pon adopte comme inconnues. Selon la nature et le nombre
des équations, ces valeurs ponrront s’obtenir par des expressions finies ou
non, par des formules dapproximation plus ou moins rapides, en nombre
¢gal ou supéricur i celui des inconnues.

Mais, dans le sens communément recu, le mot élimination se rapporte
specialement au eas auquel les ¢quations sont de nature telle, qu'on puisse
assigner par clles des expressions finies ¢t purement algébriques pour
les inconnues. Ce cas est précisément celni o les équations donnces sont
alecbriques. Sous ce simple aspect, la théorie de Pélimination présente
encore plusicurs questions, ot alovs parmi elles nons choisissons celle-ci
Etant donné un systome d’dquations en nombre supérieur d'une unité a
colut des inconnues qui y figurent, tronver : 1° a quelle condition ces cyua-
tions pewvent étre simudtanément satisfaites; 2° quelle est I'expression
analytique e cette condition; 3Y quelles en sont les propriétés.

Quoigue plusicurs géometves wient touchd i cette question par eurs re-
cherclies, on peat affirmer qu'elle navait été jusqu’ici ni complétement ni
simplement vidée, Aussi nous avons tach¢ dans ce teavail, d'une part
de simplifier ouw d'é¢tendre ce qui avait ¢té déja fait, ot de Fantee de faire
avancer la solution de la question par de nonveanx théoremes. On remir-

i
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(quera surtout 'usage important que nous faisons des fonctions que nous ap-
pelous isobariques, soit pour établir un théoréme fondamental sur les
fonctions symétriques des racines, soit pour donner une méthode abrégee
et jusqu’a présent unique pour calculer une résultinie quelconque, soit
pour développer des fouctions de fonctions a plusicurs variables, etc.
Puissions-nous avoir contribué tant soit pen au progres ou au développe-
ment de cette théoric! Ce serait le comble de nos désirs et le veeu unigue
de nos efforts.

— O P -

PREMIFRE PARTIL.

THEORIE DE L'ELIMINATION DANS LE CAS D'UNE VARIABLE.

§ I,
Sur les jonctions symétriques des racines.
1. Soit I'équation
(1) aga™ 4w, 2™ g, " -y, =0,

et désignons par o, %a,..., %, ses racines.

Une fonction donnée des racines est appelée symnetrique, lorsqu'elle veste
la méme, quelque échange que 'on opére entre les racines. On concoit fa-
cilement que si cette fonction est entiere, elle pourra toujours ¢tre décom-
posée en une somme d’autres fonctions symétriques plus simples, qui serout
toutes de la forme

N - !
2 o= dldd

Or on démontre aisément que ¢ est une fonction entiere des sommes des
puissances semblables des racines, qui a leur tour peuvent s’exprimer en
fonction enticre des coefficients. Ainsi, toute fonction symdétrique et entiere
des racines d’une cyuation donnée peut s'cxprimer en fonction enticre de
ses cocfficients.

On a, cn effet, sous la forme d’un déterminant symbolique cette nouvelle
formule :

Spo S S S
Sy Sy Sup S
-;‘3) o= | Sy S S Sipy ove | s

Sy S Sy Seees
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en désignaut par s, la somme des puissances pms des racines, et en ad-
metlant qulapres avoir effectué les opérations on change les produits sym-
boliques de Ta forme s, s, 5., cle., qui contiennent des indices entre
parentheses, en des lacteurs simples s, ..., dont Pindice soit égal i la
somme des indices qui figuraient dans les produits précédents. On aura, par
exemple,

—
v .
‘}d “, z., = 'c/; ‘S‘v/ - 's/l /Al

P a4 — ¢ o . . N S
2 Oy Oy %y T2 88y 80 = S8y = Sy Sy = Spay $p T 28, e

Ajoutons pourtant que si L exposants devenaient ¢gaux entre cux, il faudrait
diviser le vésulvat par le nombre de combinaisons que Ton peut faire avec
[ quantitds, ¢est-d-dire par le produit 1.3,/

Quant aux sommes s,, on les aura immédiatement en fonction des coel-
ficients & l'aide des deux formules suivantes, dont la seconde est due
Waring :

Hy dy O 0L O
2, W, dy  O-... O
Jay,  wy oa, dy... 0O
7 1 ’
< $, == (-{—; ) ha, a, a, a,... ©

(p—1)ap_y tpy tyy py... Q.

P, py dys Gy gy @,

. t\” (——x))v(/)ﬁ)'l,—l'i .
a N, = — - 2 sl Ve S Ak ddh qds L anis
( ) 14 I < ‘,) ‘«"‘)()")(-)':‘;"'("I" 0 ' 2

3
¢

an ‘i) et (p— k, — 1) expriment, pour abréger, les produits 1.2.3...0 et
P23 (P — ke — )5 iy dayoony by etant dailleurs des nombres assujettis
a verifier les deux équations de condition

(6) do 2y A Dy A o =Py
(7) by 4+ 2dy + 3ky .4 md, = p.
2. La formule (3) cependant, quoiqu’elle conduise au but deésivé, ne

cesse pas de donner encore lieu a des caleuls assez longs. 1l en est ainsi de
toute expression ui s’appuie sur les sommes des puissances semblables des
racines. Celiodépend de ce que Tonaa tenir compte, dans cette sorte d'ex-
pressions, d'une multitude de termes qui, finissant nécessairement par se
détruire dans le résultat final, ne sevvent qu’a prolonger inatilement les
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calculs. Supposons, pour fixer les idées, qu'on ait a caleuler la fonction

212 %7, et posons pour un moment @, = 1. On aura, d'apres ce qui

précede,
220."’{3“7 = §,83 — 5,8, — 2828, -+ 2y,
sy = —a,, Sy=a®—aa,a S;=—a}+3a,a,— 3a,,
s,=at — jata,+ haja, + 2a; - 4a,,
s = —a% +5ata, —Sa,ai — Sata, + ba,a, + Sa,a, — Ha
5 — T 4 T y 2 1o RS Tt R B 2003 i)

et I'on trouvera
2 2, K
E [72 ‘C = — Qady + 5(!,(7,., 5(15

Ainsi les quatre premievs termes de 55, les deux premiers de s, et le pre-
mier de s; étaient ¢trangers au résultat, et n’ont cu d'autre effet que de
rendre le caleul plus pénible. Mais on peut maintenant éviter lintroduc-
tion de ces termes et éerire méme d'avance la forme linérale de la fonction
des coefficients, qui représente une fonction donnée des racines, a aide
d'un théoreme importani, cependant encore généralement ignoré. dn i
M. Cayley et a M. Brioschi, et dont j’ai donné, dans les Annales de Torto-
lini (septembre 1855), une démonstration extrémement plus simple que
celle donnée par leurs auteurs, qui l'ont tirée de considérations tout a funt
transcendantes. Voici le théoréme.
La fonction des cocfficients qui exprime la fonction des racines

(83 o= 3 diatui = N Calaral (%)

est de degré egal au plus grand des exposants p, g, r,..., et les indices avec
les exposants qui figurent dans chaque terme satisfont a U'équation

Q) Mt 2)de 3 = p 4 g r = sonune des eaposants.

Pour le démontrer, nous partivons de celle remarque aussi simple qu'im-
portante, a savoir, que les coelficients de 'équation donndée (1) sont des
fonctions linc¢aires par rapport a une quelconque des racines. En effet, quel

(*) Rous supposons ici pour plus de simplicite a, == 1. Nous {evons observer quun then.
1¢me semblable et la formule (3 ) ont lieu ponr les fonctions symctriques des solutions con
munes & des équations i plusicurs variables.
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que soit 4, le coefficient a; sera, en général, de la forme

[12] i
(10) a;=M"a; + N,

; ti . . s everga) . N T P LYTIPRN
Mj.‘), le‘) désignant des fonctions des autres racines, hormis I racine z,

choisic arbitrairement parmi les racines v, 2y 2,.... Par conséquent, si dans
la fonction

¢ = E Carvaban. . .apn

on remplace les coefficients a, a,... a, par leurs valeurs (105, on aura

Y]

I of f ’1,“".l : 2.’ m vone
= Soaa =3 C(M g+ N (M7 4 4 NP -~<.\rj.)a,-+.r\l g

/

et le plus grand exposant dont sera affectée la racine quelconque 2, sera la
plus grande valeur de la somme des exposants

),' - ).-_3 + )\3 TR )<[[15

qui devra étre égale i la valeur maximum des exposants p, ¢, ... que
nous appellerons pour plus de clarté =, D'un autre coté, la somme
Ay dy = 2y - As by, représente préciscment le degre de la fonction <.
considérée par rapport aux coefficients : donc le plus hant degré de ces
termes, ou, en un mol, le degré de la fonction, sera hien ¢gal au plus haut
exposant de la fonction donnée des racines.

1 autre partie du théoréme se démontre avee la meme facilité. Supposons
que les racines o, 5, 7,... deviennent respectivement Ao, AS, ky,..., L
fonction @ deviendra AP+~ mais cn méme temps les coefficients de
Péquation proposée se seront changés en

ka,, hAa,, K a,,...,

et ils auront gagné autant de facteurs A qu’il y a d'unités dans lewrs indices.
Par conséquent, chaque terme de la fonction o des coefficients aura gagné
le [acteur

/l‘). EE P S DI R

I faudra bien done, pour que Pégalité (8) continue & subsister, que I'expo-
sant de & dans e second membre soil constant et égal précisément a la
somme des exposants des racines dans le premicr.

Remarque. — La fonction &, + 23, + 3k + . .. -+ ik, Cest-d-dire la
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somme des produits des exposants par les indices des coefficients apparte-
nant 3 un méme terme d’une fonction donnée, joue un grand role dans
'analyse que nous allons exposer, et en général dans tous les développe-
ments réels ou symboliques des fonctions. Il sera douc convenable, pour
mieux préciser et faciliter par suite le raisonnement, de lui assigner un nom
spécial. Nous Vappellerons le poids de la fonction, et quand ce poids sera
constant,nous dirons que la fonction est isobariyue. Ainsi, dans le casactuel,
on dira simplement que la fonction ¢ des coefficients est isobarique et de
poids p4+q-+r—+.... (¥)

Application. —Prenons, par exemple, la fonction Y a® . Ieile plus grand

exposant est = =3, et la somme des exposants p-+ q -+ r+...=4. Donc
la fouction des coefficients, qui la représente, seva de degré 3, isobarique
et de poids 4. Donc clle sera de la forme

Aata, + Ba,a, + Cal + Da,.

Les coefficients numériques A, B, C, D pourront se déterminer de plusieurs
manicres. On peut se servir des sommes des puissances semblables, si elles
sont connues, en y négligeant tous les termes qui seraient d'un degré supé-

rieur 4 3, comme on aurait pu le faire dans le cas de la fonction Y a?f*y
traité ci-dessus, si 'on avait connu le théoreme en question. On peut en-
core employcr des équations dont les racines soient connues. Ainsi, les
équations
x?—1=0, xX*+4+2x+1=0, x2*—3x®*4+3x+1=0, x'—2a’+1=0
nous auraient fourni les équations de condition

C=—2, 4A+C=2, 27A+3B+9gC=0, D+ 4C=—4;

d’onr

Voici un tableau de diverses fonctions de racines, calculées par ces mé-

{*) Nous appellerons aussi équipollence V'état d’une fonction remplissant ces condi-
tions.
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thodes, qui pourra étre utile quelquefois :

Za""ﬁ = — a,d, + 3a,,

Eazﬁ')’:“c”s—/lﬂu

Ea2 P =aj —2a,a, -+ 2a,,

2 w3 =ala, —a,a; — 2a; + 4a,,

¥ o =al —2a,a, -+ 2a,a; — 204,

N @B =~ a,ai 4+ 2ala,+ aya; — haga; + Sas,

2 3B =al— 3a,a,a, + 3ata, — 3a,a;+ 3ai — 3a,a, + 3a,,

N o' prp=ataa,+2a,a; —a,a,ai + 2a,a5a,— 8a,a,a,+ 3aj+- .

Si I'on introduisait de nouveau le coefficient a,, alors ¢ deviendrait

’

o= (%)UZ Caa a*al...al"
et on pourrait énoncer le théoreme précédent sous cette forme :

La fonction ¢, par rapport awx coefficients, est, a une puissance prés
de a,, homogene et de degré =, isobarique et de poids p +q—+r. ...

3. Supposons maintenant qu'on ait a exprimer en fonction des coeffi-
cients une fonction enti¢re des racines de Ia forme

W= (o) b a). (o).

Y{a)= bya" + by + by *. .. + b,

[l est évident que la fonction ¥ sera, en vertu du théoréme précédent, de
degré noau plus et de tous les poids, depuis zéro jusqu’au nombre in, par
rapport aux coefficients de I'équation (1). De plus, on voit qu’a chaque
produit de la forme o af & ..., correspond le produit b, , b, , b, . ..
des coellicients de la fonetion ¢, qui sera toujours de degré i et
de poids i — (p+q-+r-+...). Ainsi chaque somme particlle, qui
figure dans la fonction W, sera de poids in et de la forme

. r
Onpbnygbu,... 2 of al o ...,
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ou encore

1\D PR ame
— a i
((10> bypbygbn, .. E Ca a, @

sous les conditions

l‘ '+2)\2+3>\3+...:P+q+r--.,
Ao +=Xd +h+... A, =

Maintenant & peut varier depuis o jusqu’a n, et pour unc méme valeur de s,
le poids de chaque somme partielle peut varier depuis = jusqu'a iw. Appe-
lons donc

(k) (h)
Am ’ Bm

v

des fonctions des coefficients (@,, a,, a,,...) ou des coeflicients (b, h,, b.,...}
de degré & et de poids k; on aura

W= B, + B, Al + B, AL + B, AQ + .+ B AL
+ [BY AL B AT+ B, A

+ [Bloy AL+ By A+ B A

+ By Al + Bl Al 4+ - .+ BOAL

Observons cependant ici que les symboles en B, quoique désignés par les
mémes notations, ne représentent pas les mémes produits. Ainsi dans la
premiére ligne on a

= b,,_, bn—a [),,. o s
et dans la seconde,
B, =buobub,. .,

Nous n’avons voulu donner, par le second membre de Péquation préce-
dente, que la forme de la fonction, sans compliquer inutilement les nota-
tions. Elle nous suffit pour établir le théoréme suivant, auquel nous vou-
lions arriver :
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FEtant donnée une fonction syméltrique des racines de Uéquation

Ay 2™ 4= @, X" = el 2™ Ay = 0

telle que

V= Z“P(”«) Ylow, $(og)- - blay),
o

q" (.1) = [)()‘T'z -+ b| x! -+ b2 x””z —+ ... == ])",

la fonction des cocfficients (a,a, a,...a,, byb by... by, qui la re-
présente , est homogéne et de degré n, par rapport aux cocfficients (a),

1 ’ . g . - .
homogene et de degré i par rapport awx coefficients (b)), isobarique et de
poids in par rapport & Uensemble des cocfficients (a) et (b).

~

§ 11,

Islimination de la variable entre deux équations a une variable.

1. Soient les ¢quations
(1) 0=a,2"+a,x" "'+ a, 2"+ .. .+ aq,= o0,

(2) U=byax" + b, a" " A+ b, X" ...+ b, = 0.

1

Si ces équations doivent coexister par hypothese simultanément, il faudra
qwelles aient au moins une racine commune. Mais, i cet effet, les coefficients
des deux équations devront évidemment satisfaire & une certaine condition,
sans (uoi les coefficients pouvant étre quelconques, la solution commune
pourrait étre toujours rendue impossible. Or, si, par un moven quelconque,
on déduit de ces équations une troisieme, d’ott Ia variable est disparue | ce
sera ki la condition a laquelle satisferont les coeflicients. Déduire une telle
équation de condition s'appelle éliminer la variable, et le résultat de cette
élimination s¢ nomme résultante. La vésultante exprime done et pourrait
se délinir : la condizion qui doit exister entre les cocfficients de dewx ¢yua-
tions donndes @ une variable, powr grlunc valeur de celle-ci les vérifie simul-
tancment. Mais remargquons ici qu'il ne s'agit que d'une solution unique:
cars'il y en avait davautage, des nouvelles conditions définies par le theo-
réme de Lagrange surgiraient entre les coefficients. Par consequent, dans
tout ce qui suit, afin d'obtenir toute la précision et la simplicité désirables.
nous supposcrons que les équations susdites n’admettent qu’une solution

unique.
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2. On peut facilement concevoir divers procédés, plus ou moins com-
pliqués, pour trouver cette résultante, et de quelque maniere qu’on y arrive,
elle devra s'annuler, des qu’on suppose aux deux équations une solution
commune. Mais la réciproque ne serait pas généralement vraie, car cette
résultante pourrait contenir un facteur étranger, introduit par la nature
méme du procédé qu'on aurait suivi. Elle pourrait done s'évanouir, sans
cependant que les équations proposées pussent étre satisfaites par unc
méme valeur de la variable. Il importe donc, avant tout, de connaitre
quelle est la fonction des coefficients qui sera la vraie condition, ¢’est-a-dire
qui devra nécessairement s’annuler s’il existe une solution commune, et
qui, réciproquement, devra révéler l'existence ou la non-existence d'une
solution commune, selon qu’elle s'annulera ou qu'elle ne s’annulera pas.

A cet effet, désignons par «, a,.. .o, ct par B, 3,. . ., respectivement les
racines des équations o = o et ¢ = 0. On aura

(3) o =day(x —a,)(x — a,)...(x — . =o,
(4) b= bolx — B) (£ — Ba). (% — ) = 0.

Il est clair maintenant que si ¢ et ¢ admettent une racine commune, une
quelconque des racines () et une seule, telle que a;, pourra et devra étre
égale 4 une quelconque et une seule des racines ((3), telle que f£;. Ainsi
donc il faut qu'une et une scule des différences quelconques des racines

— B; s’annule. Par conséquent, si 'on forme le produit de toutes ces
différences, le produit devra s’annuler, puisqu'un de ses facteurs devra
nécessairement s'évanouir. Réciproquement, si ce produit s’annule, un des
facteurs au moins devra se réduire i zéro ct, par conséquent, il y aura au
moins une solution commune aux deux équations ; et si aucun de ses fac-
teurs ne s'annule, le produit ne sannulera pas non plus, ce (ui nous
suffit. Le produit donc

'R=alh] (o, — i) (o2 — B (@ — 1)

)
(g — Ba) (¢ta — L)+ (s — foa),
O’. ﬁ ) (02 ﬁ ) """ (am - ﬁu),

[S44
S
N

qui d’ailleurs est une fonction des coefficients (a, &), puisqu'il est une
fonction symétrique des racines de chaque équation, sera bien la fonction.
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cherchée et définie ci-dessus. Mais a présent, toute fonction des coelficients
qu’on aura trouvée pour le résaltat de élimination opérée par un procédd
quelconque, coincidera-t-clle avee R, ou n'en différera-t-elle que par un
facteur, fonction aussi, lui, des  coefficients? Cest ce que nous allons
examiner,

o. I est ’abord évident qu'une résultante quelconque R’ sera bien de la
forme QR, Q ¢étant une fonction des coeflicients, qui pourra se réduire o
I'unité. En effet, comme nous avons déja remarqué, dés que nous suppo-
sons unc solution commuune aux deux équations, R’ et R doivent s’évanouir
en méme temps. Or si R était distinet de R de maniere & ne pas le contenir
en facteur, on pourrait concevoir qu'on extraie de I'équation R'=o lu
valeur d'un coefficient ¢n fonction des autres et qu'on la porte dans R; c1
comme par hypothese R et R ne fourniraient pas pour ce coefficient la
méme expression, la fonction Rapres la substitution ne serait plus identi-
quement nulle, et, par conséquent, les deux ¢quations proposées n’admet-
traient pas une solution commune, ce qui scrait contraire a notre hyvpo-
these.

Ce raisonnement ne souflre d'exception que lorsqu’on supposerait R
décomposable en deux ou plusieurs facteurs, car alors R’ ¢t R pourraient
stnualer  simultanément,; sans que R’ conticnne R en  facteur. Mais
M. Cauchy a démontré (Faercices « dnalyse, t. 1, 1840) (u’en suppo-
sant aux coefficients toute lewr généralité, R ne peut étre décomposable
en facteurs, fonctions de ces mémes coefficients. Ainsi donc dans cette
méme hypothese, R’ sera nécessairement de la forme QR. La vraic condition
donc qui annonce la coexistence ou la non-coexistence des équations pro-
posces, est I'¢quation R = o. Nous sommes conduits par la a en considérer
de plus pres ses propriétés, comme nous ferons ci-apreés.

4. Nous avons dit que R, ¢tant une fonction symétrique des racines,
est une fonction enticre des coefficients (2, &), Voici la maniere de le dé-
montrer et d’en trouver méme la forme. On voit d’abord, selon qu’on con-
sidere la fonction R partagée en lignes horizontales ou verticales, qu'elle
est indifféremment susceptible des deux expressions suivantes :

R=ad(a)¢(@)....- & (i),
R= (- ’)mn oo (f)e(By)-- 0 (£)-

Ces deux expressions rentrent dans le cas général contemplé par le théo-
reme du n° 3, §1, eny posant { = moui=n; et en choisissant con-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(14)

venablement les fonctions. Par suite donc de ce méme théoréeme on
obtiendra celui-ci :

La fonction R définie par Uéquation (5) est une fonction homogéne et de
degré n par rapport aux coefficients (a), homogéne et de degré m par rap-
port aux coefficients (1), isobarique et de poids mn par rapport en méme
temps aux cocfficients (a) et (b).

De plus, en supposant n = m, on aura encore le nouveau théoreme
sulvant :

Les termes de la fonction R, qui se déduisent les uns des autres par
léchange des coefficients d’'une équation avec ceux correspondants de
Lautre (*), ouw par Uéchange des coefficients équidistants des extrémes
appartenant a une méme équation, auront les mémes coefficients nume-
riques , précédes du méme signe ou de signe contraire, suivant que m sera
pair ow impair.

Celte propriété est aussi facile a démontrer. 1l s’ensuit que quand m sera
pair, un méme coefficient pourra multiplicr quatre termes, tous de méme
signe, ct deux positifs et deux négatifs, lorsque m sera impair. Cela ressor-
tira mieux dauns les exemples que nous donnerons plus tard.

5. Par le théoréme précédent nous possédons maintenant un criterium
pour juger si R’ se réduit a R, ou s’il le contient en facteur. Car, puisque R
doit étre de degré m + n par rapport a 'ensemble des coefficients des deux
équations, toutes les fois que R’ ne sera pas de ce degre, il sera nécessai-
rement de la forme QR, et le facteur Q se trouvera aisément en comparant
les degrés ct les poids de R’ et de R. La question posée au n° 2 est donc réso-
lue, et nous pouvons énoncer ce théoréme:

Toute fonction des coefficients de degré m + n, résultante de Uélimina-
tion opérée sur les équations @ et y par un procéde quelconque, ne pourra
différer de R que par un facteur munérique, et, par conséquent, elle pourra
étre prise pour cette mémne jonction R.

Mieux éclairés a présent sur la nature de lu résultante, nous pouvons en
toute stireté passer en revue les différentes méthodes qui ont ¢té proposées
pour la trouver, ce qui nous fournira Voccasion de parler de celle que nous
avons trouvée en particu]iel‘.

{*} Nous entendons par cogfficicnts correspondants, ceux qui dans les deux équations affec-
tent la méme puissance de z.
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§ HI.
Exposition de différentes méthodes ('élimination.

1. La premicre méthode qui naturellement se présente pour caleuler R
dont 'expression peut se metire sous les deux formes,

2

R=(be, +b o7 " +byu |77 ... + b,),
(booiy + Doy " by, D

« - e .

(Dot~ Dyt Dyt o+ bu)s
ou
R=(@, [ +a 5 +af 7 +. ... +ay,
ayfi+a, i +a, [’"—’—f— ..... + @p)s

e e e s e e - A

"l IN 2
()[J - a, Jn ‘L‘a In —{—.....—{—(1,”),
consiste i faire précisément 'un de ces deux produits, et a calculer ensuite en
fonction des coefficients de ¢ ou de ¢, les diverses fonctions symétrigues des
racines dont les formes générales seront

-l r Xl /4
Za"'aja:u-, ou 2[3{'[31‘9

el que nous avons appris a calculer dans e § 1er.

Mais cette mélthode est extrémement laborieuse, et il faut voir dans
I'Analyse des lignes conwrbes par Cramer, quels pénibles efforts elle a coaté
a ce géomelre, pour arriver i déterminer de “cette manicre la fonction
R pour les cas meéme les plus simples. S'il avait connu les formules (2) et
(3), ainsi que le théoréme du § I#7, ses caleuls auraient été déja de bean-
coup simplifics. Malgré cependant les avantages ¢u’on  pourrait  tirer
maintenant de tout ce que nous avons dit dans ce paragraphe, des simpli-
fications plus importantes et propres a la nature de la fonction R, ont
éLe proposées par les géometres, de manieére i constituer pour ainsi dire des
nouvelles méthodes.

2. Méthode logarithmique de Lagrange. — Soient s_y, $_a, S_y,... ls
sommes des puissances 1, 2, 3,... des racines réciproques de I'équation
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9 = 0; et g,, Gy, Oy,... celles des puissances 1, 2, 3,... des racines de I'équa-
tion ¢ = o, et posons

1 1 1
I‘:O’,J_,—}-;O'QS_,—FgO';,S_S+ZG§S_,,+....
On aura
1 . r’ ,.')
——R=¢"=1—1r4+ —— 4,
a’ b 1.2 1.2.3

pourvu que dans les opérations indiquées on néglige les termes dont les di-
mensions dépasseraicnt les nombres m ou n, par rapport aux coefficicnts
des équations ¢ ou g.

11 est évident qu’en changeant ¢ en ¢, et vice versd, on aura une autre
expression de r, qui conduira aussi au méme résultat.

Cherchons, par exemple, la résultante des deux équations

ax?® +bx + ¢ = o,
ax*+bx+c=o.

On aura
) b 1’4
‘s_-‘:—-;’ 0‘:—;7,
. b 20 b\ 2¢
mEn T T \e) T

et, par la formule ci-dessus,

1

1
-— 2 2 .
—mR=1—0 s + ;(— G+ 0787 — G 8 ,0,8,)

4

dont les quatre derniers termes fourniront 4 chacun un terme utile scu-
lement. On arrivera ainsi, toute réduction faite, 2 'expression connue

1

1
— 30383 — 8

3 Ty Sy +

2 02
GaSla,

R=(ad—a'c)?— (abll— a'b) (bc'— b'c).

3. Méthode de M. Cauchy. — Soient s,, s,, §5,... €t ¢,, 04, c4,... los
sommes des puissances semblables des racines des équations ¢ =0 et ¢ = o.
.Posons

i(i—1)

i
S""‘—‘ ;8o -TS,'_‘U|+?—$[_2 Gq — ...tsu(f,-,
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ou, sous forme symbolique,

S,': (S —_ G)i.
On aura, sous la forme de déterminant,
S, I 0 0. 0 o
S, S, 2 0. 0 0
S, S, . 3 0 0
1.2.3...(mn — 1)mnR= | §, S, S, S, . 0 0
Smn—t Smn—-'z smn—a Smu—!. s Si mn — 1
mnn mu—4  ‘“rin—2 S"”l’-‘a b 82 S‘

Mais encore ici, si le théoréme du § 1° ne fournissait pas maintenant le
moyen de dégager de ces formules tous les termes inutiles, les calculs se-
raient encore bien laborieux.

[l importe done de voir comment on peut se passer des fonctions svmc-
triques. Ce sera 'objet des paragraphes suivants.
[

§ IV.
Méthodes d’élimination, par lesquelles la recherche de la résultante est

réduite a trouver celle de Uélimination de plusienrs variables lices entre
elles par autant d’équations lincaires.

La méthode que nous allons d'abord exposer fut dounée par Euler
et Bezout ecn méme temps. Soient, comue avant,
(1) o =0a,x" 4+ a, x""" + y x"*+ ...+ a,= o,
(2) b=tbyx" + b, "' + b, x"*+ ...+ b, =0,
les deux équations entre lesquelles on doit éliminer la variable x. Multi-
plions la premiere par un polyndme en & de la forme
(3) O=A,x" '+ A X" ...+ A,
et la secconde par un autre en & de la forme
(4) V=B, x" "'+ B, x"* 4+ Bya™ %+ ...+ B,_,,
et composons la fonction ®o + W, dont le degré sera m + n — 1. Cette
tonction, pour une racine x commune a ¢ ct & ¢, s'évanouira en meéme
temps (ue les deux fonctions proposées. Or, puisque parmi les coefficients

(Ao, Ay, Auyeo Ay Boy By, By, Bumy)y ily enam + n— 1 dlarbitraires.
3
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on peuts’enservir pour annuler tous les coefficients des 1 + r — 1 puissances
dex dans cette nouvelle fonction. Mais la fonction des coefficients, quirestera
avec le dernier terme en x°, conservera encore la propriété de s’évanouir
avec ¢ et ¢; si donc elle est de degré m + n, ce sera bien notre résultante
dépourvue de tout facteur étranger.
Or, en général, le coefficient de £™+*~'~*, dans la fonction

Do+ Vo= (A ™'+ A, X" 4 .+ A"+ 4+ Ay)
X (@Gex™+a,x™ '+ .+ a4 a)
+ (Boa™ ' By x"™*+ ... + Bix™ ' + ...+ B,,)

X (box" + by + ...+ bt .+ by),
sera

(5)

Aoa,“*— A‘ Ai—i + A,a,'_,—{— “os + A"no
-+ Bobi+ B, b,‘___. + Babi—ﬁ 4+ - B"bo.

Enfaisant donc varier idepuis o jusqu’a m +n — 1, 0on aura lesm + 7 — 1

équations
[ Ava, +Bobo =0
An a|+A|ao +Bo[)|+B|ba =0
Aja,+Aja, +Aa, +Bobz+B|b| +szo =0
Ajas+-Ava, +Aa, 4+ A4, 4+ B,b,+B, b, + B,b,+ Byb, =0
(6) ........... e e Cheee e e ame e Ch e .
Ajai4-Ajai_+Aai_, 4. . ... +Byb;+B,b,_+By b .. ... =0
Aps@n+Ap i an + Ba—sbn4+Bn_ b= o0
i A, _,a, +B,._, b, = o

Ces m + n équations peuvent étre supposées contenir les m + n inconnues
(AoAys..y Ap; BoB,,..., B,). Par suite, 4 1'aide d’'un théoréme connu, la
fonction restante cherchée sera le déterminant

a 0 0 o... o o b o o o... 0

a, a, o o0..... o o b b, o o.... o

&, a, a, oO...... o o b, b b, o.... 0

o R
(7) b By bia b

a;, 4, a,, a; 4 o o i t—t Ui-2 Uj-g o 0
o 0 o0 oO...... a, 4, ,0 O O O...... b, b,
0O 0 o0 O.... o a, 0 o 0ee... 0 b,
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et comme il est évidemment de degré m + n, il représentera bien la résul-

tante en question.
En faisant faire a ce déterminant un demi-tour ¢t en le retournant sens

dessus dessous, on voit que cette résultante cst identique a celle fournie
par le déterminant suivant :

a, a, Q; Ay eoue.oo.. Ay Uy O o [ J 4} ‘
0O a4y, 4, Oy ....... . Ay Opey Qm O L+ S, o |
O O Gy (e eeeeenn, Upey Ay Qu_y p O. ot ivernnnn 0 !
0 0 O (yoe.... - Ay mes Amen Ogy Ome oo oeeeoan s o) |
0O O 0 O0...... Ve a, a, a a, a, Ap_) An O 1
O 0 O O.evivennas 0 a, a, sy a, Az Uy, Uy
(8) b, b, b b, .. b, o © o o o.. o o o
o b, b, b... by i, o o o 0.... 0 o) o |
o o by ... bu_s b, b, o i} o.. o o )
o o 0 b bn_y bna by by © o... 0 o 0
o 0o o0 o....b b b, b, by be.o. ... by b, o
0O 0 0 0....0 b, by b, b, bo...... .. byen b, b,

dont la loi de formation est plus facile et pourrait se formuler ainsi
1° Ecrivez n suites des coefficients de Uéquation de degré m, Uune au-dessous
de l'autre, en avangant chaque suite d’'un rang a droite. 2° Aprés ces n
suites, et vis-a-vis de la premiére suite, écrivez m suites des coefficients de
léquation de degré n, l'une au-dessous de lautre, en les avangant parcille-
ment « droite d'un rang. 3° Remplissez toutes les places vides par des zéros;
lensemble des lignes constituera le determinant cherche.
Pour fixer les idées, supposons m = 4, n =3, on aura:

a, a, a, 4, a, O O
o a, a, a, a, a, o

0o o a, a a, a, a,
R

I
>
>
&

hy o o o
o b, b, b, b, o o
o o by b by b, o
o o o by b, b, b,

>
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qui sera une fonction de 3° degré par rapport aux coefficients (a) et de

4¢ degré par rapport aux coefficients (5), comme cela devait étre.
b
Observens maintenant que si I’on avait éliminé des équations suivantes :

{ .1""‘cp =0

x"2p =0

J’.ll——-S(P — 0

.’Y.'QO =0

q) =0

(9) a‘.m—l q) — 0
xm—'JqJ — 0

‘x‘f"—:id{ —_ 0

xb=o0

les m + n puissances de x

o T Sl PP R T T A
en les considérant comme des inconnues, on aurait obtenu précisément
la résultante sous la forme (8). Cest ce qu’on pourrait voir dircctement i
I'aide de Véquation

Yo+ Wy =o0
convenablement préparée.

Le procédé d’élimination fondé sur les équations (g) et donné par M. Syl-
vester n’est ainsi qu’une tl‘ansformation, et comme un retournement de la
méthode d'Euler. Mais Pavantage de cc procédé, c’est de pouvoir s'appli-
quer avec plus de facilité & un nombre plus grand d'éqnations a plusieurs
inconnues, comme on verra dans une note a la fin (*).

(*) Voiciencore une méthode propre & fournir les conditions pour que les deux équa-
tions proposées ¢ et J aient une ou plusieurs racines communes. Supposons qu'il ne s’agissv,
pour le moment, que d'une seule racine z, ct posons 2 =m. Il faudra évidemment
que l'on ait

9= (2 —a) (P 4+ p, 2"+ .. 4 Pa_i),
b= (2 2) (o2 2" A ),
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C'est a laide de la forme de la résultante (8) et d’un théoreme, dont
nous parlerons plus tard, que nous avons calenlé les produits des carrés
des différences des racines pour le 4° et le 5° degré. Supposons que les
équations données soient

axt 4+ 4bx? + Gex* + fdx + ¢ = o,
ax® + 5bhat 4+ 10cx’ + 10dx®* + Sex + f= o,

et appelons A,, Ay les produits vespectifs ; on aura:
Y 3¢ d o o o

a 30 3¢ d o
o o «a 3b 3¢ d
b 3¢ 3d e o o
o b 3¢ 3d e o
o o b 3¢ 3d e
=a*e — 04 0°d® + 3602 c*d! — 12a*bhde? + Sracte — 1Soabc® de

—18a*c*e* — Gab*d*e + 108 (abed® + b cde) — 27(a*di —+ b* e*)

+ 54 (ab*ce? 4- a*ed?e) — 54(ebh? ¢ + ac® d?)

=

et alors, en ¢liminant le facteur 2 — «, il viendra I'é¢quation
(g 4 a, 2" 4 @ 2", {l,,,_l) (o A= 2" e G
= (hoam™ 4 byaam™ A b)) (e e T A P )y
qui, devantétee identique, fournira les ¢quations de condition
0= qa,— pb,=o,
0 == qeat, 4 poby— p,b— p, by,
0= ¢y 4 q &, 4 q,a:— pbs— p by — p, b,

O — Ym-r Uy — Pm—y Do
Par suite, 1’élimination des quantites (p) et (¢) conduira & un déterminant de Jatornie
a, a, a; ag...Qg_ @y O  O.. .. 0
by b, b b, . by b, o 0O.... o
o by b by L bpy bu_ by O.... o
0 0 a4 a...Qn.

o o l’n [)I .. -bm-—,' bm—‘.’ 1),,,,. [)m

Ay () Ape - . o

> 2

[¢]
[}
O dy, A, .. Ou_z Qu_ Uy O....0 o
o
o
o

Q

0O 0 0 O....4y, a, a ay.. An_, a,

o o o o....b, b b, by, .. bn_ b,

plus mnémonique en quelque sorte que les precedents et qui sera la résultante cherchee.

Document humérisé par la Bibliotheque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(22)

et
a 4b 6¢c 4d e o o o
o a 4b 6¢ f4d e o0 o
o o a 4b 6¢ 4d e o
o o o a 4b 6¢c 4d e
Ao = b fc 6d 4e f o o o
o b 4ec 6d fe [ o o
o o b 4c 6d 4e f o
o o o b 4L 6d 4e [

=a'f* — 3375h" d* — 20a’ bef?® — 120a’cdf * + 2640a’ P f?

—10a*b*e® f2 — 164oatbedef? + Sv2oac® d® f — 18oab e’ f

+ 28480 abc*d?ef — 14920ab’ cde® [+ gooo b® cde® + 2000 b2e *e?
+ 256(ate® + b5 f3) + 3456 (ac® f2 + a*d®f) + 6400 (ac* e+ b* d'f)
+ n200(ab?ce* + b' de* f) + 360 (a®d*ef* + a*bc® f*)

+ 160(a*ce’ f* + a*b?df?) + 5qbo(atcd*e® + bPc?d f?)

+ 320(atbee’ f+ abdef*) + gbo (ab*d’ e f)+ abc® e f)

+ 7200 (abce*d® + b’ de f) + 4480 (a*c*de® f+ ab®cd® f*)

+ 4o8o{a?bd®e® f + ab®clef*) — 2560 (a*c?e' + brd? f?)

— 4ooo (B*de? + b c*e’) — 640 (ade® f + abc f?)

— 2160 (a*d*e® + b2 c*f?) — 11520 (abed! [+ act def)

— 1920(a?bde’ + bicef?) — 1440 (a* bd® f + a*clef?)

— 3200 (ac*d? e* + b*c*d*f) — Goo(ab* d*e® + b c?e?f)

— 16000(abe*de® + b*cd?ef ) — 10080 (a*cdi e f + abeddf?).
En comparaison de ces méthodes d’élimination, celle que nous donnons

ci-aprés offre quelques avantages et peut leur servir dans tous les cas de
controle.

§ V.

Méthode nouvelle pour calculer la résultante a Uaide de coefficients
indéterminés.

Cette méthode repose sur une propriété nouvelle de la résultante, et qui
consiste en ce que la fonction R doit vérifier I'équation aux dérivées par-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(23)

tielles
dR dR dR dR
(\ ma, - + (m —1)a, Ta—,+ (m — Q)a,d” e e, T '
[) = 0
d R d R dR dR
+’1b0E+<n—])b|E+(n —2)bad_[h+...+ bnh'l[—b"~

Pour la démontrer, rappelons-nous qu’on a

R:“ob"o'(“i_ﬁ«)(“z_ 30 (s — By)- - (“rn_ﬁ4)
(g — Ba)(og — Lo){og— L) (&m — f2)
(2) (o — Bs)(oa— Bi)(ets— La)- - (Gt — £3)

(al - ﬁn)(a'.’ - 5,,)(0!3 - ﬁn) e (am - ﬁn )
Or, si dans les équations proposces on posait x = X' + h, la résultante R

ne changerait pas, car la constante & disparaitrait dans les différences deux
A deux des racines. Appelons donc

Aoy Ay Ageey Aus Boy By, By, By

les cocfficients des nouvelles équations en &', dont les valeurs seront

/\0 - (10
A, = a,+ ma,h,
Ay=a,+ (m—1)ah+ M-:'—)a(,izz,
(m—l\(m-——z) m{m—1){(m—2)
Ay=a,+ (m—2)a b+ — R a h*+ —773——)(10713.

. Am: Uy + Ay k + QAp_g k2 -+ Ay ha +...+ aohm‘
3 (.

B, = bm

B, = b,+ nb,h,

By = baot (n— 1),k + Vg I,

By = by + (10— 2) by ho+ (“‘)__<_)1; o =B =2 s,

By= by bp il by B+ by IO - bo b,
et supposons qu’on ait

(4) R =F((l0, Ay, Agy.. ., Anp, bo, bn b27 ces n)'
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La nouvelle résultante R’ sera
(5) R'=F(A,, A\, Ayy..-, Ay By, By, By, ..., B,
ou encore

(6) RI_F a0+ 6‘“0» [1.—!—(?(1,, a2+ d‘(lg,---, aln_'_d‘nm
T | b+ by, by + by, byt by, ..., b+ 00, )

en désignant par da,, day,..., 0b,,db,, ..., les accroissements
Ag—ay, Ay—ay, ..., Ap— ay, By— by, B, — biy..., B,— b,

qui résultent des égalités (3). En développant alors R’ suivant le théoreme
de Taylor étendu & plusieurs variables, on aura

. 4R dR dR 4R
o R+ﬁmnod—al—i—(m—l)n.(/—(17+('n—2)”2(7,_|+~-"*‘“m-|T,,m e
7 — 4
dR dR dR <R
' n[)o{TI;—;—(n —-1)b, d_b—,+(n —2)527[;: o+ 1),,_,(—/7”/

Mais R’ doit coincider avec R; & d’ailleurs est quelconque; donc tous les
cocfficients des diverses puissances de %, et en particulier celui de la pre-
miere, devront s’annuler. C. Q. F. D.
Supposons donc que la forme littérale de la résultante R soit connue, ce
qui sera facile & 'aide du théor¢me donné dans le n® 4 du § 11 joint i la
remarque qui suit, et qu'on représente les coefficients numériques par des
coefficients indéterminés A, B, C, D;.... En substituant cette expression de
R dans I'équation (1), le résultat devra étre identiquement nul; par consé-
quent, tous les coefficients des nouveaux termes qui se formeront, devront
se réduire & zéro, et fourniront ainsi autant d’équations de condition, par
lescjuelles on assignera la valeur de coefficients indéterminés A, B, C, D,.
Soient, par exemple, les équations

a,x* 4+ a, x + a, = o,
box?+ b+ b, =0;
la forme littérale de leur résultante sera
A(a2d} +ad?) +Blaya, b by + a,a,byb,
+ C(aga, b + a2b,b,) + Daga.b,b.,,

et I'équation aux dérivées particlles (1) deviendra

2 la (1R+ b dR dR b dR o
2 % da, 0 db, +a da., + O db, 7
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dont on tirera les équations de condition

A+DB=o,
B+ C=o,
2B+ 4C+ D=o;

el comme un des coefficients de la forme de R est toujours arbitrairve, on
peut prendre ici A =1, d'ou

B=—1, C=1, D=-— 2
Ainsi la résultante des équations (8) sera

t{abt+abl)—1.(aga b, b, +a,a,b,b,)
A1 (a,a. b + atb,b,) — va,a,b,b,
= (a, by — arbe)? — (a,h, — a,b,) (a, by — ay b,).
Cest i Taide de cette méthode que j'ai caleulé les résultantes des ¢qua-
tions
ax® + bx* + cx + d = o,

pxd 4 gx? + rx + s = o,

ax® + bx* 4+ cx*+ dx + ¢ = o,

pxt 4+ qx® + rx® + sx 4t = o,

que Je rapporterai ici telles que je les ai données dans les Annales de Tor-
tolini. T les appelant respectivement Ry, Ry, ona

By == @' — PP~ actq?s — B2 dpri-- ad? ¢* — b3 s* p o (bd? p*r—a® cps?)
+ Pty — ratd + aterts — cAdptr + ed? pry — P brs?
+ ab*qst — bl pg* - 3{ad? pts — a*dps*) + bedgpr — abegrs
4 pgsacd — abdprs + 1 (abdgr® — be* pgs -+ b*eprs — acdy*r
~+ 2 (acdpr® — ac* prs - l)ﬂd/J}/s — abdy® s)
-+ 3{aheps® — ad® pgr + a*dqrs — bedp® 5.
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ad’epqit+abeps’t
Deps’ +ad gt

ade* p*qt + a*beps ¢
abidgsit+bdiepgis
cepir+aicre
acieq st b*d prie
abdeqris 4 bcidpgst
abe*pist +a’depg
bee*p* P+ atedgre?
ace*pirt - adceprit
abdiq st + bidepq st

| acleqis 4 b diprit

@ @rst = O e
ce'prr4 atert’
abdeqs' + bid: pgst
berp’s'+atd g
adgt +bedp's
ac’pit+ a‘ept?
n’é’pr’t'-{- nc’el)’('-‘
@eiqris 4 betdpre
a‘e’ﬁ’ g5t + abdep’e

(26 )

Ri=+6a’ept+10abdipyst + (a't' +p'e') + (b pe - qlae®) — (de'p' g +sea’ D)

Pt F o+ttt

(I

|

-2

biptt+aeq' + d'p*t + a'es'

P g+ albire 4+ el - & ptr
brepr 4 n.c]r]’t’ 4 ard'rt 4+ preicte
aeq'rt 4+ p erbice + ale'pris 4 actdpit
abt‘('(]’st ~+ bdepgre + acdepg st -~ abdprst
belpqgit 4+ ableqs 4 OV dpsit 4= adieqs
Adipirt + ateerist + b’ prit 4 ace’ gl
betep st 4+ a?deqrit + ac? dpg et + aberpris
ace gErt o Detpre + ateer’st 4 ol plre
ade*pg’s + ab dpst ++ a*bpysit+ bdlPepiqe
bepgt 4= ab gt - atdst~-diepis
betepgst 4 abdiqrie 4 actdyst + Pdeprs
abdeprs® - pystacd? 4+ abde qirt 4+ bicepgst
abEqr 4 abe' pgt + a’der's + ¢ eptst
bee’pgr 4 abcrqre? 4= ated rist 4 dep? oy
ad@*r + hieps 6 4= @ bers' - cd' P gt

@ P P - @ erit 4 it
| abeeqrit + betepqrt + acdepris 4 a ot dprse
| aleepq € ~+ ab et part 4 acde p? st 4= @ deprst

adlepirt & ateepsit - ablepre’ ~ ac’p gt

. | acet gt rt - 1)"'('"1)1'!-' “+ ateerist - pire

Epigs 4 @ bdrt - ale qst® + bd e prrt
abeeqrst - bed pare - acdegrs + Dedprst

L bd ptre - aeeq 8 A Brdpre - acet s

Cepirt 4+ ateertt G- acdpre 4-aceprt
acteyirt + [fccp rit - ac zf’/;r.c"' + acd’prie
[)(:"/1"//[' -+ ('{7[)(‘(/ 04 ardrset -k edeipts
b’e"'/)(/’t “+- 0 /)"‘c(/"t"' —+ (t’(/’//.s"t - a (l"('/r‘.\“
abeep s’ 4= pyrtad’ + acdeg® t + bieprse
bedipist + atdeqrs: - O edpg "+ abe? g*ry
adepgri-= abe pst 4 @ berist <= ctdeptgr
e pirt  aiceqttt + at dpret 4 aeeps?
ad:ptts 4 atdep s’ 4+ D epg - abelqie
adiepqrs + abedpsit 4- a b eqrst + bedepy ot
wet prys - atbdp F - acqs et - lule’/)-‘l
arelprst - acd' Pt - @ gt - [/-‘cc/ﬁt"
bedepirt 4 a* ceqrst = abedprtt 4= ace® pgrs
a‘ersit+cdiept 4+ alpygir+a 0? ept
rdep?st + atdeqist + abd*pgt 4 abdpy s
he c’/)’f/l“ “+ albegrt’ + aledps £ 4 adct pies.
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acq.1t7

(27)

Le long de ces recherches et de ces caleuls, j'étais arrivé 4 une méthode
extrémement simple pour trouverla résultante Ry mais un illustre géometre
m’ayant averti quielle coincidait avée fa méthode abrégée de Bezout, je
me contenterai d’en donner une démonstration nouvelle (%),

§ VI. -
Mthode abrégée de Bezout powr trowver la résultante.

Sclon cette méthode, la résultante est exprimée par un déterminant
syiétrigue de m lignes et m colonues, dont chaque élément se compose de
déterminants binaires isobariques formés par deux coelficients d'une équa-
tion et par deux coellicients correspondunts de antre, Or tout dérerni-
nant symétrique, tel que celui-ci, peat ¢étre considéré comme le résultat de
Pélimination de m variables entre m équations homogenes, qui seraient
les déviviées prises par 'm[)]'mrt a chacune de ces variables d'une certaine
équation de second degré entre ces mémes variables; si done nous trouvons
une ¢quation de sccond degre qui donne licu, de Lo manicre indiguce,
un déterminant qui soit précisément fa résultante cherehée, nous aurons
trouvé en méme temps son expression fournie par kvméthode de Bezout.

A cet effet, posant n=m, et, pour plus de simplicité, ag=b, =1, con-
sidérons 'équation du second degre v variables

t

M= e ey e st e

\ | T e r e e o
‘I i ‘ '

/ . | |

L Y AT (@ g R e

et formons les dérivées

1 d ¥ t JdF td ITas
2 de’ 2 r/_)"g ooz T LW’
qui seront des fonctions homogenes et lindaives en ey y, 2,000, 00 Je dis

en premier lien que la résubtante de ces fonctions egadées a zéro est I'-

(*) Lefond de la démonstration est puise duns les travaus de M. Hermite, inscrés dans
e Journal (e Crelle,
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verse de la résultante cherchée R. Car leur résultante serait

1 1 ... .. I z
Oy O.o Ay . - o Uy
2 2 2
oy 2y 0‘§ . %in
1
(SR o o
Yale o g unbab . bon e e e .. s
o=t anmt gt L e
m m n m
&y fo 44 ay ...y

ou, par des théorémes connus,

(3) =

Vada. . bam R

Cherchons maintenant une transformée de F telle, que la résultante des
nouvelles dérivées soit I'inverse de celle-ci, c’est-a-dire R. Pour y arriver,
posons

X+ ay+aiz+. . A+uiTe=A,,
4o, y+azz+ . . Aay te=A,,

X+ o,y +u3s+. . . 4+aytv=A,,

D

XA oy ans 4. . AonT v =A,;

\
on aura
- AJ A: A1 A A:
) D — ! 7 a L., -k Tt - _
) Vovn T Tara  Taen T T e = 200 7 )

et
1 dF

A
adr sz)w(a)’

a® A
= AP
1 dF o™ A
\5?17“24»(0')?'(@‘

le signe 2 s'étendant a toutes les racines a, ¢y,.. ., Gp.

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(29
Exprimons maintenant F en fonction de nouvelles variables X, ¥, Z,.. V.
qui seraient liées aux ancienues par les équations

'Y — vdlF A, o+ A, 4 + A
il T R g (e T a0 T T ()
) a0 7 A o, A o A
Yy==-"= o nh A e
2y p(a)e (e Y(a)e () 7 {%n)7 (70
o p . ny
(7) 7 = .IE —_ . “ Ar‘ . — _—_/,Z 1\': -+ . ~- T “n Ao
2 dz y(a.)? (a,) V()9 (#a) Y(tm) o' om)
1 dF A AL o A
V= fl = A R e
| 2 do \p(al)? (11) ':I\u;» ?I(“u> \:’{"J-ln)'? \ *m

Pour cela, nous tirerons de ces équations les valeurs des quantités

Ay Ay Ay, A,
en lonction de ¢, #,, . . .,2,, ct des nouvelles variables X, Y,...,V.

Rappelons-nous & cet effet que, quand on a un systeme d’¢quations tel
que

(PeH Pt Pt P =
I). )\g -+ [)2)2 -+ [73 k3 + .. 0. ...+ Pm)\m: l”
(8) PR h = padit . o PRkt =,

P AT e AT T A Pt =

la valeur de p; est déterminée par I'équation
(9) f,()‘i>[)z‘: /1'0[0 -+ /{‘ [o -+ /fnlg 4+ 4 /‘.m—l lm-”

ko, Ky Khayo ooy Ctant les coefficients des puissances 1, 2", . ... 3" duns
la fonction

SO

A= X

ou, en d'autres termes, le second membre de (g) ¢tant ce que devient
S

{ ki

» apres y avoir changé les cxposants de Zen indices. Par conséquent,
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en désignant par § une indéterminée quelconque, on aura

;A _ 9’(‘:) .

Y(a) — t—a

A e(y)

(10) $(w) E—a
An__ 2(8)

T R

pourvu que, la division faite, on change

CO, gl, :/:2’ Ce ey gnn 1,
r'espectivement en
X, Y, Z4,..., V.

A Paide de ces valeurs, Pexpression (5) de F deviendra

(=) v (8) w(¥)

pie)—al —a

(1) F=

' étant une autre indéterminée analogue a £, dont les puissances succes-
sives
O sy 2 o yth—14
e, g, et e

devront aussi se changer en

Mais on a encore

ou enfin
(12) ;= ) = M),

et 'on voit que, sous cette forme symbolique, ¢ est immédiatement expri-
mable en fonction des coefficients des deux équations proposées.
1l reste maintenant & démontrer que la résultante des nouvelles dévivées

1 d¥ 1 df W d3 1 dF

(13) sa%’ aay 34z s av
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est 'mverse de celle des dérivées anciennes
1dl 1 dF 1)

sz’ 2dy o ds

1 d1°

s ey
o ds o v

Car enappelant i Vinvariant de Ja forme quadratique enae, y, 2,05 00 quo
peut considérer comme la transformée de celleen X, Y, 7,0V, dont nou
désignerons Uinvariant par 1, on a, dCapres un théoréme connu

(= 1.58%,

S étant le déterminant de L substitation (7) Mais on a
[: S pomed }—

T

done I, ou la résultante des fonctions (13), sera ¢gale a

R=y (o) y(2)b(ey - ¢ ()

Vinsi L recherchie de cette résultinte Roest ramende i celle de fa résultani
de élimination des variables X, Y, Z,..., V entre fes dérivées de 75 e

comme de Uéquation (12) on déduit aisément la suivante

1 7= IN ] — .
O - . . v
F= Z 2‘ (ﬂi /)j_ﬂjbi) (>\m—i—| -\(;n—j n ~\m—1‘—2 Km—j-t—( e va/#-( X.‘//—z .

{==aj=o0

ou, pour rendre la loi de formation plus évidente, on a changé les variables
X, Y, Z,....V,

n-sln'c!i\'(‘lnvnl en

Xy X0o Nuy o v oy Xt

on conclura que la vésultante R pourra se metire sous la forme d'un deter-
mimant svmérique, dont chaque élément sera la somme d'an certain
sombre de déterminants binaives isobariques (a;b; — a; b;).

Supposons, pour fixer les idées, m = 3, 43 on aura successivement
FT=(a,h, —a,by) X2+ 2{agb, —a,b,) N, Na+ 20000, — aghy AN N,

“

/ o [’:\ — ['u ) \ % - ; »
k:z. by - :l-J,/u> Nt +2(a by — agh )N X+ (a,by — a,0,) X3
Fe=iagh, — byby) X2+ 2(a,by —ayb,) No Xy -+ 2 (@g by — a, 0,0 X\,
' o 02, — «/u oy / u{J— ll)”' ; - e
K” ' ”')>.\'+' (” S ).\‘.\2+ 2(ayhy —a b 1 XX,

a by— a, b, 2 al,— a0,

a b, — a, b,

|/i“‘“ )ll r9 : - Y .
+ (" e ))_\; +o2(a by —a by N, Xy+ 2(ahy—a, b, X\,

)

+agd, —a,by) ASH
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et les résultantes R;, R, correspondantes, seront

ab, — a, b, agh, — ab, a,b, —a,b,
R — a, by — a, b, agh, —asb, a by —ayb,
g =
+(l, bg -_— [l._, b'
aob, — a, b, ab,—ab, a,b,—a,b,
ah, —ab, ayb, —a,b, doby—a by, a,b,— a,b,
ayb, — a,b, ayh, — a,b, aby—ab, a b, —a.b,
R +a, by, — a,b, —+a b, —a,b,
5 —
aghy, — az b, ayby — agb, ab,—ab, ab,—a,b,
+a by —a b, +aby,— a,b,
ab, — a,b, ab,—a,b, ab,—ab, ab,—a,b,

Posons encore m = 6, il viendra

ay b, — a b, ag b, — a. b, a b, —a, b, agh, — a, b, ayh, — a, b, ayb, — u, b,
| ayb. — ay b,  ayby— a b, a by —ach,  ajb,— agh, agb, ~—a, by, a by — ab,
+ a,b, a b, +ab,—a b, +ab,—ab +a b, —alb,
Vg, — ay by a, by — a, b, ay by, — a, b, ayh, — a, b, b, — a b, a.b,— . b,
+ b —ah, + a by —a. b,
—a, b, —a,b ! ; + a.b, —a, b,
IR U ah, — ayby, - ayby— b, :
Ry =
ab; — a, b, a, b, — ay b, ah, — a,b, ab, —a, b, ab,—w b, a b, — b,
a b, —a, b b, — a, b,
+ a by~ ab, +als 20y by R e ahy — a b,
+a by —a b, 4+ a b —a, b,
avb, — a,b, i, b, — a, b, a b, —a b, a b, — ag b, ay by — a b, a, b, a, b,
“+a b, —a b, +aby—a b, +a by — a, b, +a,b,— a,b,
ayb, — ag b, a b, — a; b, ab,—a,b, a,b, — a, b, abg— a. by a, b, — a, b,

Ces excemples serviront 4 mieux saisiv la regle gque nous établirons pour
former la résultante en général.
Soient donce

G
|

— aox.lll + (l‘.l’m“‘ + ((ux,m-—‘.: + a, a™mI ey X A Ay = O,

= boax™ + b, am™ "t + byt - b 4 by = by, =0

les équations données.
1°. Formez tous les déterminants binaires que I'on peut faire avec les
coefficients correspondants des deux équations et tels, que dans chaque

. I « . ) [ )
couple entrent, ou les premicrs coefficients <l“>, ou les derniers KI; );
AY ’» m
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ces déterminants seront de la forme

Ai=a,b,— ab bt

09 ou Ui = bm -

Ill

ordonnez-les suivant leur poids depuis 1 jusqu’au nombre 2m — 1 enforme
de déterminant symétricue de mteme ordre. Ce déterminant sera

Al 4'\'_' A:s A& < I\m A‘ln

A A, A, A Am Ay
A 3 A 4 A " A [ \m +- Ar +2
A A Ay A, cee \m--“ 5
Am Z\m+| AHH-: Am+:! ce A!m—Q A 2n—4

2%, [Faites par la pensée dans ¢ et ¢, a, = by = a,, = b,,= o, et diviscz
parx. Répétez la méme opération comme avant sur les nouvelles équations,
que nous désignerons par les symboles (m — 2). Vous aurez un nouveau
déterminant symétrique de (i — 2) ordre que vous emboiterez symétrique-
ment dans le premier, de maniere a laisser libres les lignes extérieures du
premicr délerminant.

3. Failes de méme dans les équations (m — 2),

a, = by = Ay = [),,,_, = 03

formez le déterminant de (m — 4)*"° ordre avec les coefficients qui res-
tent, ct emboitez-le symétriquement dans celui de(m — 24 ordre, et ainsi
ile suite. Le déterminant total ainsi formé scra la résultante cherchée.

Apres avoir traité jusqu'ici des différentes méthodes, par lesquelles on
peuat trouver la résultante, il est bon d’en exposer maintenant les propriétés
et les applications.

§ VI
Propriétés diverses de la résultante de denax cquations.

1. Supposons que Uon mette les équations ¢t & sons la forme de fone-
fions homogenes ddeux variables

4 S mn JH—1 S, W2 4L P/ B
1) R S BT ¢ Yo a, XVt Ay, p T == 0

\,)> ,!J - ],U_,,.n e ,,| n——if —+ /) Hn—2 Y e [)” l).n =o0:
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on aura ce théoréme :
La solution commune aux e'quations p=o0 ¢t Ll) = 0 est aussi une solu-
tion de I'équation
(3) D;9.Dyy — D¢ D¢y =o.
En effet, en posant pour un moment y =1, la vraie valeur du rapport

, /
i, qui par hypotheésc se présenterait sous la forme * —, serait =« De la méme

?
() vl z)
o(=

serait 1

lll'dI]ICl‘C en l)OSﬂ]lt X == —a la vraie valeur du I'dl)POlt ) —(T
P (=

viendra donc
7 / ! ’ P
o (z) — ¢'(x)9'(2) = o,
équation qui coincide avec la (3).

On peut donner de ce théoreme une autre démonstration; mais comme
celle-ci est susceptible ’étre généralisée, nous nous réservons de Ta don-
ner plus tard.

. THEOREME. — Si dans les équations proposées o et &, on substitue aux
variables (x, y) des nouvelles variables (u,v) lices aux premieres par des
équations lincaires telles que

x = pu -+ qv,
( y=pu+qv,
la nouvelle résultante déduite des équations transformées sera égale a l'an-
cienne mudtiplice par une puissance du déterminant de la .mb.st:[utum,

’ /

Py —prq-
Mettons, en effet, les fonctions ¢ et & sous la forme

~

D) e=a(x—ay)(x—oayy)..  (x— a,-)'\,-...(a: — %,,)) = o,
(6) 4= bo(x =) (T = foy). (@ = fi7) (2 — fo ) =
Par suite de la substitution (4) les facteurs quelcomiues

x— oy, x—[r
deviendront respectivement

(P -—-y_‘.p’) (u u >, (P_ﬁ,'[)') (lz, q' ﬂ—’l v).

p—ap = B i
el les transformées @ et W de ¢ ct ¢ seront
o = ) <u o1, )(lt_!_‘__‘/J PN
(7) 02 (ps ') —ap e (‘u )
8) ¥ =bot(p,p) (1 - "3'—’/)<,¢_'/B__:Jj.,_’ _ =
.8) 0% (PP P—ep p— Bap’ X p——b,,/,‘)
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Or, comme nous U'avons vu, la résultante R est le produit de toutes les dif-
{érences o; — f3; que Von peut lormer avec les racines de g et de . Dail-
leurs, cette différence quelconque des racines serait maintenant pour les
equations b et W

(g el NN N bl S Ve Bt S DA B
2 p—ap  p— P (p—ap ) {(p— B

i revenant, par conséquent, a Pexpression de R donnée au n® 2 du § 11,
et en y remplacant a, el by respectivement par aq0 (p,p') et byl {p, /)"\, la
valeur de Lu nouvelle résultante R’ sera

(10) R ={py— pq/™R. C.Q.F. D.
Corovratee. — St dans g et wx on remplace La variable 2 par 1’, a,
2] ‘— r/

z ¢tant une nouvelle variable, Ja résultante des nouvelles équations sera
¢oale i celle des anciennpes multiplice par une puissance du bindme
7 ’
IH/ -— /) (7.
o Tneogine. — Soient
C=py+qb, V=po+qy

dewx nouveliles fonctions lices lincéairement anx fonctions données ¢ et b,
leur résultante R’ sera égale a celle des fonclions o et g multipliées par une
puissance de py' — p'yq.

En effet, st dans Uexpression (12) de & donnée au § VI, on remplace ¢

ct ¢ respectivement par @ et ¥, on aura une nouvelle transformée qui sera

R E:(Z')W")] = (py' ~ p'9) 7.
Par conséquent, chaque élément de déterminant a déterminants binairves,
qui exprime Je réseltante R selon la méthode abrégée de Bezout, acquerra
le factenr pg' — p'q et la résultante elle-méme le facteur (pg’ — p'¢)"

CoroLrairk. — Lorsque ¢ ¢t ¢ sont respectivement les dérivées par rap-
port 4 a el y d'une meéme fonction

\/"

J=a,x'+ la,x' " y+ - X2yt 4oy,

leur résultante est naturellement une fonction des coefficients de f. Or, 1

5.
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dans f on fait la substitution
x = pX + qY,
r=prX+qy,

et que 'on appelle F la transformée de £, la résultante fournie par les équa-
tions

(lF__ dF—r
ax =9 ax=°

: i Lit—1)
sera égale & 'ancienne R multipli¢e par (pq’ — p'q)

Cela est facile & démontrer, en ayant recours au théorcme précédent, et
en remarquant qu'on a

dF [ df - ulf)
(lx_p((/x de, )

dF df L
=) ()

Ainsi, pour toute fonction enticre et homogéne en x, y, il existe une
Jonction de ses coefficients qui a la propriété de se repioduire a un _factcur
pres et indépendant de ces coefficients, lersqilon y remplace les variables
par d’autres, lides linéairement aux premiéres.

Il est aisé de voir que dans le cas actuel cette fonction n’est autre chose
que le produit des carrés de toutes les différences entre les racines de
I'équation donnée. Mais elle n’est pas la scule; car, comme M. Cayley I'a
démontré, toute fonction entiére et homogene en x, y admet une infinité
de fonctions jouissant de la méme propriété, dont cependant senlemen
[ — 2 sont indépendantes entre elles..

Nous remarquerons en passant que les fonctions pour { = 4, [ =5, telles

que nous les envisageons actuellement, ont été déja données au § IV.
4. THEOREME. — §i dans les équations

p(x,y)=o0, ¢(x, y)=0

on substitue pour x, y des fonctions quelconques entiéres et homogénes de
netdev,

x =G (u,v), y =MH{u,v),

la résultante des équations transformces ® etV sera égale a celle de ¢ et
mudtiplice par une puissance de la résultante des équations

G (u,v)=o, H(x,v)=o.
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Démonstration. — Faisons dans
p=cay(x—a, y)(x—2y) . .. (x—2,7)
p=bo(x—=fiy)(x=fuy) - (2—=Lay)p
la substitution indiquée. Les équations transformées, ¢ et ¥, seront, en
designant par [T Ja caracléristique d'un produit,
b =a, 1[G (u,0) —aH(u,v)],
Y =5b,11|G(u,v) — LH (2,v)]
Or ces équations admettront une solution commune des quiil v en anra
une pour deux facteurs quelconques
G(uy,v)—all(u,0)=o0,
G(u,v)— L1 (1, v)=o,
c'est-a-dire, d’aprés le théoréme précédent, dis ue leur résultante
(= L) Q
s'évanouira. Nous sous-entendons ici que Q désigune la résultante des équa-
tions G = o, H = o, et q leur commun degré.

Autant dong il y aura de combinaisons de facteurs, autant il y aura d’ex-
pressions, telles que (o — £)7Q, qui en s'annulant exprimeront la possi-
bilité pour les équations ¢ et ¥ d’avoir une solution commune. Tensemble
done de ces conditions, & savoir

erm Rf]
sera la résultante cherchée, puisqu'il n'y aura pas cas de solutions qu'elle
ne comprenne.
Cxemple. — Soient les équations
p=ax’+bxy+cy?, v=ax*+bxy+cy?,
et transformons-les en d’autres @ et ¥ par les équations
x=pu+qu+rv', ¥y =pid - quw+ 1o,
la résultante de & et ¥ sera
|(ac' — e — (@b —a'b) (be' = b'e) P [(pr'— 1} = {pg — pg) tgr'— 1y’ -

COROLLAIRE. — Supposons que ¢ ct ¢ soient les dérivees par rapport a x
et 4y d’unc méme fonction homogeéne f(x, y):
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La résultante de D,. f, D,. f sera une fonction des cocfficients de f, dont
une certaine puissance aura la propriété de se reproduire a un facteur pres,
lorsque dans £ on remplace les variables x,y par des _fonctions quelconques
entiéres et homogénes d’autres variables uet v.

Telle sera, par cxemple, la fonction

(ad —be)* — 4{ac—b*) (bd —c?)
correspondante i la fonction de x et y,

ax® +3bx* y +3cxy®+dy.

§ VIIL

Recherche de la solution commune.

1. Apreés avoir vu jusqu’a présent a quelle condition deux équations don-
nées admettent une solution commune, il est naturel de se demander main-
tenant : Quelle est cette solution? M. Abel, dans ses ccuvres, et M. Liou-
ville, dans son Jowrnal de Mathématignes, ont donné divers procédes
pour la trouver et pour déterminer inéme une fonction quelconque ration-
nelle de cette solution au moyen des coefficients des ¢quations proposées.
Mais ces procédés, quoique extrémement ingénieux, sont bien loin d'étre
les plus simples, et il est a croire que la réponsce la plus facile a cette ques-
tion aurait été connue depuis longtemps si 'on avait tenu un plus grand
compte des procédes d’élimination d’Euler et de Bezout. Prenons en cffet
la méthode abrégée de Bezout; alovs les diverses puissances

xm-—! xm—2 xm—z . . . .1‘3 xz J," .1‘0

de Lt solution commune a satisferont aux équutions

s 3

0 (v . (s o x
A X AL A a2 AL+ AL =0,

12 (2;

) (: . 5 ()
Ay 2™V A "t A X" P4 AL XA =0

BN

% . D) e
Ay 2"+ A a™ A, 2P A+ A =0,

im) i) ( {m)

(m)
.Aﬂl .ZJ'I'—I "*“ A‘\m |-|‘1-'”1_‘2 + /xm-r-z\x.m_s + v 'l’_ A .‘Ill‘—l'"l' *1“ A-,-m.»s = O\
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ou les coefficients des diverszs puissances de x correspondent aux élément.
du déterminant a déterminants biuairves formé d'aprés Ju regle du § VI

Comne le nombre des équations surpasse d'une unité celui des puis-
sances de o, considérées comme inconnues, on pourra tiver de ces équia-
tions m expressions d'une puissance quelconque (m — &) de x, lesquelles
seront toutes égales entre clles si la résultante s’annuale. Une quelcongue
de ces expressions sera représentée par le quotient de deux déterminants
P et Q, dont le premier sera ce que devient le déterminant

(0 ) {1} e [
A( A: .Az P Am——! J\m
(2 (1 (2 (2} (2
AA-I 4“3 A; T Am—| A reper
{3 ) (1 o [
A; A., A N Alll+l Am-i-:
() om (my (e g
A m Am+l A:A-H . A a2 szr:—x

lorsqu’on y néglige une ligne quelconque et que T'on remplace la ¢o-
lovme (7) par la derniere colonne prise avec les ¢léments changés de sizoe
el le second Q ce que devient le méme déterminant, lorsqu’on v néglige
la meéme ligne horizontale et la derniére colonne.
Soient par exemple les équations
a, 0%+ a, x*+ a,x 4 i, = o,
box* + b, a® + h,x + b, = o;

lewr solution commune satisfera a une quelconue des trois equation s

(aghy — a, by 4 (aghy — ayb Y + (aghy — a by = o.
[ a by~ a, b,

; _ 2
(””/): “ bu\'x + \ +a by — a b,

>.Zl.“ G {ahy, —a,b = o.
(agly ~ azby)) x* + (a, by — a, 0 + (ayby — a,0,) = o.
et si elle existe, une de ses expressions scra

(b —a b)) {a,b,—a b, —{a, b, —ab,ila b, — a. b,

14
X = — - -
(aghy—abyiab,— aih)) —{a,ba— a.bjash,— u b,)

2. On peut, de reste, cn ne connaissant que la résultante, trouver fa so-
lntion commune. Soit en effet o cette solution; remplacons, ce qui est

¢ 1 faut noter det, ce quiil est aisé de démontrer, que toutes ces ¢quations s'annulent

en meéme temps que les denx proposces.
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permis, les équations ¢ et ¢ par les suivantes :

QG X™+ a, X" a, X" L A X+ A+ A —a)= o,
box +byx" ' + by x"?+ ...+ by x + b, + p(x —a)=o0;
la résultante nouvelle devra encore s’annuler, puisque la premiére solu-
tion o en sera encore une pour les nouvelles équations. Par conséquent, «
sera une racine de la nouvelle résultante égalée a zéro, et pourra étre tou-

jours déterminée. Observons, en outre, qu’on pourra se servir des indéter-
minées X et p. pour simplifier les calculs.

Supposons, per exemple, qu'on ait & trouver la solution commune ()
aux deux équations suivantes :

ax*+ bx +c¢ =o,
ax?+bx+c=o.
Ces équations mises sous la forme
ax® +bx +c¢ +r(lx —u)=o,
ax*+bax+cd+XNx—a)=o,
fourniront la résultante
lac'— d'c—a(a) —a'))P—(ab'—a' b+aX —a'))[bc'—b c—ar by — b1},
<iui, en négligeant la partie
(ac’ — a'c)* — (ab' — a'b) (bc' — b'¢),
nécessairement nulle d'apres notre hypothese, et en posant
A=b, V=¥,
se réduira simplement a
(@b — a'byo? — 2(ac’ — d'c)a+ b — bc.
En égalant cette expression a zéro on obtiendra pourlavaleur commune des

racines

ac’ —a’r

C= A —ab]
comme cela doit étre. Si’on avait, au contraire, posé
r=¢, ¥N=1<,
on aurait eu immédiatement
o be’ :[),, c

, Y
ac — a r
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qui sera encore la méme solution en vertu de I'évanouissement de la reé-
sultante.

On aurait pu obtenir ces valeurs bien plus simplement ;5 mais nous n’a-
vons voulu par cet exemple quéclaircir la méthode.

3. Soit maintenant @ (aj une fonction rationnelle quelconque de Ja so-
lution @ commune aux deux équations ¢ et ¢. Par un théoreme connu
clle pourra toujours étre ramendée i la forme

do 2 A+, x™

les coefficients (X étant des [onctions rationnelles des coefticients de § et
de ceux des cquations proposées ¢ el .

. . P . . . ,

Soit, par conséquent, <Q> Pexpression de fa puissance x’ de a, diter-
Ji

minée comme nous avons expliqué an n® 1,3l viendra

8 = g -+ ), (g)+ % <g>+ R Y <g)_

Ainsi la question d'exprimer une fonction rationnelle quelconque de la
solution en fonction des coefficients des cquations donndes cst compléte-
ment vésolue, ety je crois, de la maniere Ja plus prompte et la plus simple.

B s

DEUNIEME PARTIE,.

THEORIE GENERALE DE L'ELIMINATION.

§ lcr‘

Recherche de la résultante. — Méthodes pour en trouver U'expression.

1. Avant d'entamer la théorie générale (ue nous nous proposons d’ex-
wser. 1l importe de bien établir le théoréme suivant, di a Euler, gui en
| ] ’ |
forme conne le point de départ

|
Ftant donndes dewx cquations complétes  dewx variables de degré m

ot nrespectivement, le nombre de leurs solutions communes ne peut pas de-
passer le produit mn.

Soient, en effet, ¢ et ¢ ces deux équations, que nous désignerons, pour
abréger, par les notations

(1) o= {(x, y,a, b, ¢,...,t)" =o,

(2) = (x, 7, d, ¥, c,.,t'Y=o.
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En éliminant la vaviable y ou x, on trouvera, en appelant A, B, G, .. .,
A, B, C,. . . les coefficients respectifs, deux équations de la forme

(3) X=(x, A, B, G,..., TY" =o,
(4) Y=(y, A, I, C,.,, Ty = o,

qui seront de degré mn en x ou en y, en vertu du théoreme du n° 4, § 1.
Par suite de cela et en s’appuyant sur quelques cas particuliers, Euler en a
conclu immédiatement le théoréme en question. Cependant la conclusion
n’est pas si évidente, ct demande quelques réflexions préalables.

Lorsqu’on est arrivé anx équations (3) et (), qui peuvent remplacer les
équations données ¢ et ¢, on serait tenté, au premier abord, de croire que
puisqu'elles admettent mn racines chaque, on aura, en les combinant entre
elles, m?* n? solutions, ou, aumoins, plus de mrsolutions pour les équations
proposées ¢ ct . Clest cette difficulté apparente qu'il s'agit d'aplanir.
Observons a cet égard que si cela ¢tait, il faudrait que pour chaque racine,
par exemple, de I'équation Y = o, les équations ¢ et b admissent plus d'une
solution commune. Si, par hypothese, ces équations ne peuvent avoir plus
d’une solution pour une méme valeur de y, la difficulté est ¢videmment
enlevée, et elles n'admettront pas plus de mn solutions communes. Mis
supposons au contraire que, pour une meme valeur de y, elles admettent
par exemple deux solutions. Alors, d’aprés le théoréme de Lagrange, il
faudrait d’abord que cette valeur de y satisfit aux deux conditions

. ; dyY *
o] Y=o - = 0.

( ) + ’IG' ( )

Soit y, cette valear, les proposées admettraient les deux solutions

Xy Yo Las )y
x, et a, étant les valeurs de & qui seraient associces a y, pourvu cepen-
dant qu'il existe une certaine condition entre les cocflicients définie par I
coexistence des ¢quations (5).
Maintenant, si chacune des autres mn — 1 racines de I'équation

Y=o

pouvait s’accoupler avec autant de valeurs de x distinctes de x, ou de x,,

(*) Onsuppose ici que @ represente le dernier terme de Uéquation ¢ = o ordonndée pay

rapport i ..
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c'est-a-dire avee mn — 1, il s'ensuivrait que les ¢quations proposées admer-
traient mn - 1 racines en 2, ce qui est impossible daprés Uéquation
X = o. I faurt done que parmi les racines de 'équation Y = o il y en ail
deux ¢gales & yy. Ln poursuivant fe meéme raisonnenent, ou verrait, en gé-
néral, que si l'on admet d'un coté plusieurs solutions commumnes en & pour
une méme valeur de g, il faut de Pautre admettre autant de racines égales
dans l’éqtmli()n Y = o. Ainsi, pour p gl‘uupesd(t solutions communes ¢n x,
il y aura p racines distinctes en y, et comme la somme des p groupes doil
reproduire les mn racines en x, celui des couples des solutions ne pourra
ctre que ma. Laméme chose arriverait vice versd pour y rapport i x.

Il est Lacile de conclure par la que, nonseulement le nombre des solu-
tions ne pourra pas dépasser le produit mn, mais u'en supposant sewleinent
les équations complétes (%), il sera égal précisément « mn, quelles que soient
les conditions déduites da théoreme de Lagrange qui puissent exister entre
les coefficients; 29 que pour p groupes de solutions, il y awra mn — p con-
ditions entre les coefficients des deux dynations.

Iacemple. — Sotent les ¢quations
at = 3xtyA- Jaxyt +18xy — g+ 23x — )P — gyi— 23y — 15 = o,
x'+ox?y+ Jxyt - Obxy —3x°— a4+ 9" - 39—  y+ F=o.

On aura, a un facteur numéricque pres,
Y=y -+ (y+22r—00+3)

[l faut done qu'a la racine y = o répondent deux solutions en &, trois

y=—1, deux & y= — 2, une pour y =1, et cufin une solution pour
J =2
On a, en eflet, les groupes suivants :
y=o, z=3|y=—1, t=o0|y=—2, 2=3 |y=t, a=2|)y=-, =2
y=u0, r=1]| y==—1, .L‘::4 Yy=-—2, xr=1
ryr=-—1, r=2 i l

(qui exigeront quatre conditions entre les coeflicients, et que X, en outre,
ait l'exprossion suivante :

X=x(x—=37(x—2"(xr—1%(x—4),

pi

comme cela doit ¢lre.

(*) Cest=d-dire celles ot les plus hautes dimensions des termes en .z et » sont paretlles.

6.
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Remarquons enfin que la proposition susdite suppose qu'on laisse varier
indéfiniment les modules de @ et de y depuis — > jusqu’a + = . Si, au
contraire, on les astreignait 4 varier entre des limites données, le nombre
des solutions serait aussi limité et différent de mn, et pour le trouver il fau-
drait vecourir & un théoreme donné par M. ermite.

Passons maintenant a la théorie générale de I'¢limination, ¢t pour plas
de clarté bornons-nous a considdérer trois équations quelconques homo-
genes en x, ¥, zetde degré quelconque I, m, n. 1l sera facile ensuite d'eé-
tendre les théorémes a un nombre plus grand d’équations.

2. Soient donc

\ = 2 p g ‘TI))J/ @=o,
3 O
(6) 1 l‘l) = 2‘ [)p,r].r '1")‘)'7 Y=o,

b= 3yt = o

les trois équations données, dans lesquelles le signe Z s'étend successive-

ment  toutes les partitions que lon peut faire des nombres £, m, nen trois
parties, zéro compris, et ot les indices des coefficients (@), (/), (¢) suivent
dans chaque terme la valeur et Pordre méme des exposants. Le nombre des
termes dans chaque équation sera respectivement

i+ 1)t + 2) m ) (m—+ 2) nin 1) (n-+2)
(70 L3 TYTyLs o TTThLas

Posons pour le moment z = 1. On se propose maintenant d’¢liminer o,
entre ces trois ('qualions ou, en d'autres termes, de trouver la condition
nécessaire et suffisante pour que ces (‘,quzltions admettent une solution
commune (&, ¥).

A cet effet, observons que, d’aprés le théoreme précédent, cette solution
se trouvera parmi les lm solutions des équations et ¢, parmi les {n solu-
tions des cqnations ¢ et §, et parmi les mn solutions des équations ¢ ¢t 6
Soient

(8) Xy XaYay Xy Fayeos Lo Yims
(9) B
9 ]’ 2.}‘27 3.7:n"'7'r/nfm7
h "o ” ” " v ) i
(10) XY Xy Far Xy g LoV,
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ces Irois suites de solutions, et considérons spécialement la premicre. Sub-
stitnons chaque couple de cette suite dans la roisicme ¢quation G, et for-
mons le produit

(11) R=0(x,5)0(xy7,)0{axsyss - G0xu, Y

Ge produit sannulera si une des solutions (8) satisfait encore a I'équadion
0 = o réciproquement, si ce produit s"annule, Féquation § == o sera sitis-
[aite par une des solutions (8). Par conséquent, il sera la résultanie meme,
puisquil exprimera la condition nécessaire et suffisante pour que les trois
("(|1|;lli(ms pl'()p()ﬁ("('s adntetlent une solution conmune.

3. On pourrait caleuler b résultante Roen ayant recours a Lo methode
que Poisson a donnée powr exprimer les fonctions symétriques des solution
cominunes en fonction des coefficients. Mais si cette: méthode permet de
concevoir la possibilit¢ de trouver larésaltante, elle est, d'un antre coré,
tout a fait impraticable par les caleuls excessivenient longs qu’entrainerail
la détermination des fonctions symétriques muldtiples. On gagnerait, par
consequent, quelgue chose si 'on pouvait réduire immédiatement les calenls
a ceux des fonctions symétriques simples. Clest ce qu'on peul faire en
caleulint le logarithme de la résultante au lieu de la vésultante elle-mcmee,
Mais alors se présente celte question :

Divelopper une fonction quelconque (lune fonction enticre a plusicun «
variables suivant les puissances ascerdantes de ces variables.

Nous allons voir guiau moven des fonctions isobariques ¢ développe-
ment se (it de la manicre la plus prompte el la plus simple. Soit douc, pour
fixer les idées,

o(W=g A+ A -+ A y+ dc+ A%+ Ay A2

12
(+2) 4+ Alxy + Aoz + (A yzae APt Ayt 4.

une fonction de trois vaviables a développer suivant les puissances ascen-
dantes de ¢, , z. [l faut bien remarquer que le coefficient en général du
produit &? y? 2" est désigné par A7, de telle sorte que les sommets pi, ), 7
correspondent toujours aux mcémes variables respectives &, ¥, z, et pren-
nent lears exposants pour indices.

Cela posé, désignons par a caraetéristique (p, ¢, #) unc fonction de
degré ¢ par vapport aux coelficients (,_\'l Y, isobarique et de poids respec-
tivement p, ¢, r par rapporl aux indices des sommets correspondants aux
variables 2, 9, 25 telle en outre que chaque coelficient qui entre dans un
de ses termes avee Pexposant £, soit divisé par le produit 1.2.3...7; le

N
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coefficient de x” y7 2" dans le développement susdit sera exprimé par la for-
mule suivante :

a3y OO G+ Q) (g ) @A) (g
-+ ‘Pp»o—(/+r—l (A)(P‘f' q, )p+qw~| 4 ?pb-r] iy A (I) (17 ’\p oAl

Exemple. — Posons A = a, et soit a trouver le coefficient de 2* yz; on
aura :

o (@) ) + ¢ (a) [\, A+ &+ A A A7

4 —}—cp’"((.')[ "A‘+A”A,.A+AA‘.A+A AT,

AA A

w

1) ———-

+ ¢ (1) —

Pour mienx éclaircir la régle, supposons qu'il n'y ait que deux variables.
etremplagons partout la lettre Apara. En faisant alors ¢ = o dansla formule
précédente, elle donnera, par exemple, pour les coefficients de xy®, 2* y*,
dans le développement de la fonction ¢ () :

{15) o' (@)a, + ¢"(a)|ad d; + dy a, 4+ d a,]
- / (a )i @' (a)
+ ¢ (a) [a Ay dy—+ — -I+(p“ —
,((l)(l'—l— ”((l) ((yz)’ o (12 —+ (l.’ (l’
QO 4 ? 1.2 e "te R |
. W'V oa, M, ¥ . . e V-
+ ¢" (a) [—~‘—~ 4 Ll +a* aa,+a,a,a, + “.ldfa
1.2 2 - [.2

Dans le cas actuel la fonction ¢ est un logarithme, et 'on a

9l (@) = (— 1)+

«

*s On trouvera dans notre Thése d’Astronomie la démonstration de cette formule.
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Revenons maintenant i 'expression de R, i savoir,
R=0 (e, y)0(xay,r o 0(2um ¥imis
qui donne
(17)  log R=log 8 (x, y)) -+ logd{x, y.) 4 ... + logllay, y...

On (l(s\'cl()pp('m chacun des Jogarithmes contenus dans ce second membre
suivant la méthode qu'on vient d'indiquer, et Von obtiendra de cette ma-
nicre log R sous la forme

1y log R = Z C.. l—Z.X"")’"-»-

1 ne vestera plus ainsi quic caleuler les fonetions symétrigues simples

Al 3y N . .
Zx” r?, ce que Pou pourra faire par Ja méthode de Poissoun. Alors e

lms:lnlz
o) log R =,
on aura enfin L videur cherchée de la résultante R par la série

2

{20} R=14r+4 4 -

1.2 1.2.3 0 7
en convenant toutefois d'arvéter le développement des fonctions dans les
différents termes de la série, lorsque lear degré dépassera celui que doit
avoir la résultante,

On comprendra aisément que cette méthode d'obtenir la résultante s"ap-
plique @ un nombre quelconque d’équations. Dans le cas le plus général
cette méthode est méme unigue; car an dela de trois variables il n'existe
plus de procédé particulier pour la trouver.

1. Observous maintenant que expression (11) de la résultante, conte-
nant bn facteurs 0, seva de degré [ par vapport aux coeflicients de I'équi-
ion 9. De meme, si Pon s'était servi des suites () ou (10) pour former Pex-
pression de B on aurait trouveé quelle serait de degré In et mn par rapport
aux coclficients des équations & et g respectivement. Par conséquent, le
degre de Ia résultante par vapport a I'ensemble des coefficients des trois
¢quations sera

mi - In + .

Mais i} y a plus. Rétablissons z dans les trois équations dounées, ou. ce (ui
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revient an méme, changeons en général le coefficient LAl en A2z Alors
un terme quelconque de R, qui dans 'hypothése z = 1 était de la forme

{21) Cafp yhraly yh ol yho oo xlto ylin

I/n tn ?

se changera en

- ’ 7 !
(22) (Jx‘/"t ‘7‘71 "\ x ) "4, Z xa J,Jlx Z n . x/:‘:,,” ) "Gt P iu.

lin

x’', y' désignant les solutions des nouvelles ¢quations. Mais on «
X'=rzx, y'=zr, pp4+q+nrn=mn

Par conséquent Pexpression (22) n’est autre chose que celle (21) multiplice
par =" Ainsi la résultante R obtenue dans le premier cas, acquiert le fuc-
teur '™ par le changement A} en A7 z". En d'autres termes, la résultante
est isobarique ct de poids Imn par rapport aux indices (r). De fa méme
inaniére on verrait qu'elle est isobarique et de poids Im par rapporl aux
indices (p) et (¢).

En résumant ces considérations et en les étendant au cas d’'un nombre
quelconque d’équations entre X variables de degré quelconque, on arrive
tacilement & ce premier théoréme géncral.

1¢* THEOREME GENERAL.

Fiant données ) équations homogénes entre X variables x, y, z
telles que

Qu = 2 Apgurs xP j'/ z'..
Yo = 2/;,,,. lequz.__vs’

e = X s X YUV

$
2 s X YTV,

de degré respectivement a, b, c. .. 1, dont nous désignerons le procluit par i1,

et dans lesquelles les indices des coefficients suivent la grandeur et Uordre
des exposants, leur vésultante sera : 1° une _fonction homogéne ct de degrc

. nonn I . , .
respectivement P par rapport awx cogﬁiczcnts rles cqualtions
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I

, 1 I Iy .

Oar Pby Ges--- P, €L de degré 11 <}{ +pr ok l—) par rapport a leur
ensemble; 2° isobarique et de poids 11 par rapport aux indices correspon-
dants a une méme wvariable, qui servent avec les autres a caractériser
les coefficients dans les diverses ¢yuations ; isobariques et de poids LI1 par
rapport a Uensemble des indices.

5. Posons maintenant & = 1’ + ¢y dans les équations (6. Elles se traos-
formeront dans les sutvanles:

—- Py !
\ D = Z Apgrx? ¥tz
: J — y g
¥ Z Bpgr X0 7q 7
) ~—— M A, "
’ o 2 Cpag.r X7 )12

A, B, C, étant des fonctions des anciens coefficients de la forme

’ N N2; o
\ A=a,,+ 0V a, e+ 0%a,, &+ .,

> YO N2 P
(25) B= b, XD, e DD, e

SN N A N2) 2
( C=c¢py,+ Ve, e +000, &+ ..

N Ny N\
MM, YD, O e

P
désignent, en général, les coefficients de ¢ dans les expressions des non-
veaux cocfficients.

La résultante R, qui ¢tait, par hypothese, représentée par la fonction

F (al’-‘!,r? b/»,q.rﬁ "'/r.t/.r ,\17
deviendra
Eidpgr B C

T -pur } .

et sera, par conscaquent, de Ta forme
(20 R+ & Re + ¥ Re? = ...

ou l'on aen particulier pour le cocfficient de ¢,

- SHTIS NN - 4R o AR A
(27) &' R= a0 Ay, Ef”'p.q.ro byt Zzlcp,,,_.p Cor-
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Supposons maintenant que le systéme (ay, 7%, %) de valeurs particulieres
attribuées aux variables &, ¥, z soit propre 4 vérifier les équations (6); on
aura dans cette hypothése

(28)

R =o.

Mais le systéme (x; + € ¥, )r Z) sera encore propre a vérifier les équa-

tions transformées (13), et, par conséquent, on aura

(29)

R+-"Re+dMRe2+...=

ou, en vertu de I'équation (28),

(30)

SR £ 9

E—+...

Or ¢ est quelconque; il faut donc que

(30)

dYR = o.

- 0.

0,

encore

Par conséquent, la résultante R devra satisfaire & I'équation aux dérivées
partielles fournie par le second membre de I’équation (16) égalée i zéro.
Cela étant, il s’ensuit le théoréme suivant:

Etant données ) équations homogénes entre ) variables x, y, z,...,

[I® THEOREME GENERAL.

v, defi-

nies comme aw premier théoréme, la résultante R satisfera aux X dquations
aux dérivées partielles suivantes :

O_‘Zda,,,,r

{R
° .—Zd{:l"l’
o=Xu

dR

dap,

o _Zd(lR

Ap.gr..

u d.a

zpg

&g,

pq,

\

pqr‘..

{R
: +2 (lb(

Za[),r/r...

Pooren.

dR .\
+ 27— O bpar.

+Zdrlﬁ

I"]”

dR .\
+ X O bpgr. .+

F'I'

’\

+ ¥ —

p G ..

p:/.r,..

d(',, q.r..

dRR

d‘c

N\

—— d,C

DT -

dR
2y o -

P

g 'p,:/,r,

dR
Y ol
e (Al gy
dR

N
D i

poqar.

{/ R
-+ 2 7 {/|, s,

P

s Oy Bygreess 8,05, €t ainsi des autres coefficients désignert

les coeﬂzczents de ¢ dans les expressions de A, , ., suivant que Lon augmente
la variable x, ou y,our,...,ouvdecy,decz et de ex.
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COROLLAIRE. — A T'aide de ce théoréme on pourra calculer les coefficients
numériques de la résultante, lorsque sa forme littérale scra conuue, ce qui
constituera une mcthode nouvelle et gencrale d élimination.

6. Bezout a donné une méthode pour trouver la résultante, qui, a part
les facteurs ¢étrangers qu'elle introduit, mérite d'étre remarguée. A cet
effet, il multiplic la premiére des cquations (6), dans lesquelles on peut
supposer == 1, par un polynéme complet en &, y, de degré m 4+ n — 2, la
seconde ¢ par un polynome semblable de degré [+ n — 2, ct La troisicme
par un antre de degré {+ m — 2. Soient &, ¥, 0 ces polyndmes multiplica-
teurs, et formons L somme

Go 4+ W + 60,

qui sera une fonction en x, 3 de degré [+ m -+ n — 2, jouissant de la
propriété de s’évanouir avec o, U, et 4. Disposons maintenant des coeffi-
cients de @, ¥, @ pour laire évanouir {ce qui sera possible) tous les termes
en 2,y dans la nouvelle fonction. I restera, aprés s’étre convenablement
servi des valeurs des coelficients ainsi détermindés, une fonction des coefti-
cients des équations proposées, qui jouira encore de la méme propriéte.
Mais comme elle sera de degré supérieur a la somme mn - e + [n, elle
ne sera pas L résultante, mais bien Ja résultante multiplice par un certain
facleur. A Ja vérité, ce facteur pourrait ¢étre dégagé en examinant le degré
et le poids de la fonction; mais les nouveaux caleuls, presque impratica-
bles, qu'il fandrait faire pour v arriver, donneraient bientot la mesure du
désavantage de L méthode,

En général, pour les équations détinies comme au premier théoréme gé-
néral, les polynomes multiplicateurs seraient respectivement et successive-
ment de degré

§—demd1, §s—bh—2d4+1, v —Cc—)+1,.5—1—171 11,

& otant la somme

a4 b ac+... L

7. Nous avons vu, au u® 2, que si les équations g, ¢ ot 7 admettent
une solution commune, il existe une condition entre les coefficients, expri-
mee par 'équation

R =o.

Mais s7il y o d'autres solutions, a quelles nouvelles conditions devront sa-

i
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tisfaire les coefficients? Lagrange a fait voir ce qui arrive alors pour le cas
d’une variable, mais il w’a pas poussé plus loin ses investigations. Cepen-
dant son raisonnement, comme on verra, s’étend 4 un nombre quelconque

de variables.
Posons pour plus de simplicité

¢ :(x>fa a, ba Cyeiry t)ly
(33) = (2, y,a, b, ..., t"",
6 =(x, y,a",0",c",..., "),

out, t', ¢ seront les derniers termes des équations. Substituous mainte-
nant a ce systéme le suivant:

|
(34) ¢y =0,
(6:0,

c'est-a-dire
(x, f, a, b, C,-..,f _— (.))[: o,
(7, T a,b,c,...., t')”‘ = o,

(xy yya’y 0" ¢y ooy U7 = 0.
Si la premiére résultante était de la forme
R=F(a,b,c,....t, a',b,c,....0, a,b,c,. ., t),
la nouvelle R’ aurait celle-ci :
R=F(a, b,c,..,t—w, a,b,c,.. ¢, a,b,c,. ., ),
ou, par le théoreme de Taylor,

dR d:
R=R— —w —I—-—I—-—f—{
. dr 1.2 d?

W — ...,

Par conséquent, pour chaque racine o de I'équation

. dR 1 4'R,
(35) o=R— -Jw +T—£?F-(¢) — ..,

le systéme des équations (34) admettra une solution. Si done p fonctions
parmi les suivantes :

dR d*R dP R drtt R
&’ Tde ) Taw awe

R,
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s'évanouissent, 'équation (35) aura p solutions « = o, et le systeme des
équations (33) admettra pareillement p solutions communcs.
On parviendrait i des conséquences semblables si, au lien du systeme (34,
on avait considéré un des deux suivants:

=0 ¢=0
q):')), ({J:O,
§=o0, G = uw;

on est donc conduit A ce théoréme :
IT1® THEOREME GENERAL.

P " )=} . 2 . ¢

Soient t, ¢, t",..., 77" les derniers termes des équations (23) dans lu
supposition v = 1., Ces équations admettront P solutions communes, si parini
une quelconque des suites

R, (/R‘ LI{ d*'R

' de’ Tae
AR CR @R
ot de'? dt’s
R, 4N, CR OB
dt dt”? dt”?

R, zl;\ : rI". B'.7 (/’R
deio— dy o im0

il y ap fonctions qui s'annulent,

§ 1L
Propriété de la résultante.

1. Avaut d’exposer ces propriétés, nous commencerons par donner nn
théoreme fondamental, qui jettera un grand jour dans les transtorma-
tions, et servira comme de lemme 4 nos démonstrations.

THEOREME YONDAMENTAL. — Siles fonctions proposées (12) ont ou n’ont
pas une solution commune, elles continueront a 'avoir ou a ne pas " avoir.
quelque transformation que U'on opére sur les variables.

Pour plus de simplicité, considérons les trois fonctions 9. &, § i trois
variables &, ¥, 2z, et définies au n® 2, §I; ct soient

x =g (2,7, %),

(]\,’ Yy = "lf( (xl’]’lvz’)’
< 04 '\\.x,7)f'1:")3

=
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trois équations homogeénes a trois variables ', y’, 2’ de degré quelconque,
au moyen desquelles on transformera les proposées

o(x, 7, z), ¢(=x, 7, z), G(x,y, z)

en celles-ci :
q)(x’,]” z’,)’ ll/‘(:r”]-" Z‘I)a @(1/,]‘/, 2.’)'

Formons maintenant par la pensée un tableau de six colonnes dont les trois
premieres comprennent toutes les valeurs de &, 7, z depuis — oo Jusqu’a
+ o, et les trois derniéres celles qu'acquierent les fonctions ¢, ¢, 6 par
une combinaison quelconque de valeurs attribuées & x, y, z, ct choisies
arbitrairement parmi celles en nombre infini contenues dans les trois co-
lonnes précédentes. Supposons d’ailleurs qu'une scule de ces combinaisons
annule a la fois les trois fonctions ¢, ¢, 6. Il est évident maintenant que,
quel que soit 'ordre qu’on ait suivi pour faire ces combinaisons, les trois
fonctions proposées ne continueront pas moins a avoir la seule et unique
solution que nous leur attribuons, et que I'ordre suivant lequel on substi-
tuera ces combinaisons de valeurs n’aura pour effet que de reculer ou d’a-
vancer I'époque de Papparition de cette solution. Or, lorsque nous expri-
mons x, ¥, 2z en fonction d'autres variables a’, »’, = au moyen des
équations (1) (qui de leur nature sont continues ct susceptibles de prendre
toutes les valeurs possibles en faisant varier x’, y, 2’ depuis — w0 Jusqu’a
~+o0 ), on ue fajt précisément que combiner les valeurs de x, y, z d'une cer-
taine maniére, différente, sil’on veut, de celle que 'on avait d’abord adop-
tée; par conséquent, comme on arvive évidemment au méme résultat, soit
quon substitue les valeurs de x’/, ', 2 dans les équations transformées
o, ¥, 0, soit qu’on les substitue en passant par les équations de transfor-
mation dans o, U, 0, toutes les valeurs acquises par @, &, 8 se trouveront,
quoique dans un ordre différent, dans celles acquises par ©, ¥, 9. Ainsi, si
les premiéres valeurs fournissaient un seul systéme (o0, 0, 0) correspondant
a une solution unique (x;, 7, %), les secondes fourniront aussi un seul
systéme (o, o, 0) correspondant a la solution (x;, 7:, z) des équations (1),
lorsque leurs premiers membres seront devenus respectivement xy, ¥ %
Si au contraire la série des valeurs

(@, ¢y O
ne présente aucune combinaison

(O’ 07 O)’
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celle des valeurs
((I), 1{/" @)

n'en présentera pas non plus.

Remarque. — Le théoreme énoncé est exact comme on voit. Mais lors-
que les fonctions ¢,, ¢, 8, sont de degré plus ¢levé que Punité, & un méme
systéme (x;, ¥y, 3;) des premiers membres des équations (1) peuvent corres-
pondre plusieurs systémes (&;, 7;, z;) des seconds, dont le nombre, du
reste, ne peut pas dépasser le produit des degrés des ¢quations. Soit done 5
le nombre, et s celui des solutions communes aux équations proposées

¢, ¥, 0; le nombre des solutions communes aux équations transformees
sera s s.

2. A l'aide de ce théoreme fondamental, on peut & présent démontrer
le théorcme général suivant :
IV¢ THEOREME GENERAL.

Si dans les équations (23) du § 1 on substitue awx variables x, y, z,..., v
Lautres variables X, Y, 7,..., V, lides linéairement aux premiéres par les

équations

x=aX +¥Y +c¢Z + ...+ UV,
=a'X +0'Y +¢"7 +...+1U'V,
(2) z=a'X +b0"Y +¢"7 ... +1"V,

<
!

P . -

0=aPX 4+ b?Y + e NZ 4 ...+ [V,

et que Uon appelle S le déterminant de la substitution, c’est-a-dire si L'on
[)OS@

a b oo !
al/ b" C/f l//
(3) S=ja" b ... "

an por e

la résultante R’ des équations tmnsforme’es sera
([l) R’:Sﬂhc"'l“.

I est évident, en cfiet, que si les fonctions proposces ont une solution, R el
R’, par suite du théoreme fondamental, devront s’annuler simultanément.
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D’ailleurs R’ aura le méme degré que R par rapport aux coefficients de

Pay Poy Pcye-v9 Pis

et elle ne pourra contenir implicitement aucune des constantes
(a', a",...; &', b",..5 'y U5

car autrement on pourrait en disposer pour annuler R', ct il s’ensuivrait
alors qu’on pourrait faire naitre une solution la ou par hypothese elle ne
peut pas exister. Donc R’ ne pourra étre que de la forme

R < par un facteur dépendant de (a’, @”,...; ', b",...; I', I",...).

Alors pour trouver quelle est cette fonction des constantes de la substitu-
tion, on supposera que les équations proposées sont linéaires, auquel cas
on sait qu’elle est S, et il sera facile ensuite d’en déduire Uexpression de R
pour des équations quelconques.

3. En suivant la m¢me marche et en s'appuyant sur le théoréme préce-
dent, ainsi que sur le théoreme du n° 4, § VI, on déduira cet autre
théoréme :

Ve THEOREME GENERAL.

Si dans les équations (23) du § 1 on substitue aux variables x, y, z,..., ¢
des nouvelles variables X, Y, Z,..., V, lides aux premicres par des équations
quelconques homogénes

=0, (X, Y, Z,...,V),
r=u(Y,Z, ..., V),
(5) 2= 0(X, Y, Z, ..., V),

v=U(X,Y,Z,. ..,V

la résultante R des cquations transformdes sera égale a
(6) & R",
& etant la résultante des équations de substitution Ga, Yy, .\ Yy, 0, 1
de certains exposants entiers a déterminer.

Si, par exemple, les équations proposées étaient toutes de degré m, ct
celles de substitution de degré n, on aurait
i) r=nTl, o= m.

Mais, dans le cas général que nous considérons, il arrive quelque chose
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de plus. Nous avons vu, au n® 1, que si les ¢quations (55 de substitution
admettent ¢ solutions, les transformées des fonctions ¢, ¢4, €0y .., 2.
en admettaient ¢, lorsque celles-ci ont une solition, ¢’est-a-dire si R = o.
Si donc on appelle T le dernier terme de 'une des ¢quations transformées

(ba, (va (1)05 B} ([)Ia
il y aura ¢ fonctions de la série

LT AT
oI 'l o T
i 8’¢vanouiront en méme temps que R, et seulement quand R s’annule.
Ces fonctions contiendront donc unc puissance de R en facteur, et 'autre
tacteur pourra étee composé des coefficients des équations proposées, melés
a ceux de la substitution,

Supposons, par exemple, que dans les ¢qnations

ax + by = o,
cx 4y = o,
on fasse Lo substitution
x = {u? 4+ muw + no®,
y =11+ muw+ no

Il y aura alors deux fonctions de la série qui s'évanouiront, et on auri
pour un des deux systemes
R ={ad—be)[In'—Un)— (Im'—ml) mn —m'n)|,
d R’ . s R .
— = (ad —bc) [me-+m'd)(lm' —U'm)—~2(cl+dl') ({0 —U'n)|.
n général, on verra facilement que, pour des fonctions a deux variables,
le nombre de ces fonctions qui veproduiront une puissance de la résul-
tante est zz, 2 désignant le degré commun des équations de substitution.

©. En vertu du théoreme précédent, on aura celui-ci -

VI¢ THEOREME GENERAL.

I'tant donnédes des fonctions homogénes difinies comme aw premier thco-
réme, la résultante des cquations

by =a" g, +b g+ o4 .+ 1 ¢
by=a" g, +b" o +¢" 0.+ ...+ ¢
by=a" o, +b" ¢ +¢" g+ ... +1" 9.
by =aP g, + b, + ¢ O+ L,

8
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est égale & la résultante R multipliée par une puissance du determinant

a, b, ¢, , U
tl” [’u C” l”
7 1 LA

m i "W
a’, b, e, 1"

.

a®, b, e, ..., 10

indiquée par le degré de la résultante de R, c'est-a-dire par

ﬂ.<1+1+1+...+1)-
a b c 1

3. Soit maintenant ¢ une fonction de A variables x, 7, z, ..., vet de
degré m, qui est transformée dans une autre par la substitution
x=a X+ Y+ Z+...+10V,
f:a”X—f—b"Y—i—C”Z—E—...+Z"V,
z=a"X+b"Y+ec"Z+ ... +1"V,
v = adX 4+ INY +cWZ 4 ... 4+ IOV,
on aura ce théoréme :
VII® THEOREME GENERAL.
La résultante des equations
dao do do o _
X=% =% zZ=9%9 oAV T
est égale a celle des équations
de de dy _ do
E-——O, Ty_—O, -d—z-—‘O, ey -E.....()
multiplice par une puissance du déterminant de la substitution indiquée

par le nombre X (m — 1 )"=2.
Cette résultante sera une fonction dépendante uniquement des coefli-

cients de I'équation proposée. Ainsi, pour toute fonction d’un nombre
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quelconque de variables et de degré quelconque, il existe une fonction de
ses coefficients qui a la propriété de se reproduire a un facteur prés inde-
pendant de ces coefficients.

6. Le théoréme du n° 5 peut faciliter beaucoup la recherche de la résul-
tante. Prenons, en effet, pour plus de simplicité, les trois fonctions g, ¢, 6,
déja contemplées au § I,

= Zap.q-r xP y9 2,
¢ = 2 by gra? y1 2,

= 3 pnr a7,

et supposons-les toutes de degré m. En vertu du I théoréme général,
la résultante sera de degré 3m?* et de poids 3m® par rapport 4 I'ensemble
des coefficients. Considérons maintenant un déterminant quelconque formé
par trois colonnes de coefficients, choisies arbitrairement parmi celles que
présentent les coefficients des équations ¢, ¢, ¢, rangées terme i terme
Pune sous I'autre, tel que

Qp,q,r5 ap'. g.r' Ay g,

b

I Cp,q, ry cpr. g Cpr/' g

PG TY bp’.q’.r" blf’,f/’,/’

On pourra former autant de ces déterminants qu’il y a de combinaisons
m{m—+1)(m+2)
1.2.3

Parmi ces déterminants choisissons-en 4 volonté m?, et multiplions-les
ensemble, de sorte cependant que le produit soit de poids m® par rapport
a chaque indice p, g, r. La somme de tous ces produits sera évidemment
une fonction qui satisfera au premier théoréme; mais d’ailleurs elle satisfera
encore au sixiéme, car le déterminant correspondant fourni par les fonc-
tions transformées ®, ¥, O serait

possibles trois & trois de quantités.

| a’ p q.r + b bl,,q,, + ¢ Cpoq.rs a’ ayt, o+ + b bP'-q':’J ~+ ¢ Cplgh s a’ aptt v, p + & bpll'qll, = Cp/t gl ¥ o

l
|

4 Ui "W " Ui
La” Wpyr + 1% bp,q,r + (-‘m‘-'p,q,r, a"'ll.n’-fl’,r’ + b”'bp’.l/" e €l gt ety @ At gt + b bp",q”, o == C Cptt, g

8.
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égal, comme on sait, au produit des deux déterminants

[ NN’
| a b C ap.q."! np',q’.r'? ([l)l/”,u"//’

a" b" C” bl’. q.r /}[Jl-’llﬂ"’ /)I’”"I”'"”7 i

mpm m . .
e ll) C [ (,1,_,7-,‘, (p'.q’.r'» (,‘IJH.VII_I//_ |

Ainsi tous les produits formés de la sorte sc reproduiront multipliés par Ia
puissance /m* du déterminant

comme cela doit étre. La résultante aura donc bien la forme d'une fonction
linéaire des produits que Uon pewt faire avec les déterminants fournis par
trois colonnes quelconques de coefficients pris m* a n* et de poids m* par
rapport a chacun de leurs indices. Comme il est ais¢ de voir, cela a licu en
général. Nous sommes donce conduits & la méthode abrégée suivante pour
former la résultante entre un nombre quelconque I d'équatious @, 94, . ., ¢,
de degré n : Formes tous les determinants que l'on peut obtenir en combi-
nant I a {les coefficients correspondants des cquations données. Choisissez
parmi eux n'=' déterminants, dont le produit soit isobarique et de poids n'
par rapport aux indices relatifs & une scule variable. La somme de tous
ces produits multipliés chacun par une constante convenable, qu'on ddter-
minera au moyen des cquations aux derivées partielles (32), sera la résul-
tante cherchée.
L’exemple suivant confirmera ce que nous venons de dire. Soient les
trois équations
p=axt+ byt + 5’ - dys + ecxs + fay,
b=a' 2+ by +c' 8+ dyz +exz+ [Ty,
f=a"2*+ 0"y +c" 2+ d"yz + "z [y,

qui, d’aprés nos notations, seraient ainsi écrites :

O = Qoo -+ ao’mf2 + @yo 22 Ay JE+ Qo X2 = Ao X )5
b= bago * -+ bogo ) + booa 8+ by ¥4 bro1 Xz 4= b0 XY
6 = Cago x* + Cozo ) + Coo23* + Cory Jz 4+ Crot XT 4 Crin XY
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Désignons simplement un déterminant quelconque
b d f
bod
neod

par le symbole (bdf). On aura, d'apres Bezout, en changeant pourtant
ses nolations,

= Naed)[(adf) + (a be! N —lacf[(def)—{abe)]— (ru;f)(n({/‘)"{(br{/‘)(t‘r/c)—é—(b(f;:'(/r'/;.
-i—)'(n B (ef)—(ade) |-+ abe ) —laef) (/1{/ Veef i {(bedy—{bee) —{hde)led) )
z(ubrl)( ade)—(ac\ 4 labheYabe)—{aef)! rd/)'s (a bely(cde)—{(abey (cde '
+g(ur( [(u(/f)—f—m/n)] {nwef ((:(f)—-\acf“ ([u-/)’bcrl)+< cd\(bef)—alul cdfy,
f(ubrl)(nm) {acf)abey ——(uff)//)(( ""rz/u bed —1—/1101)([)af>—(11/)1l,ur//
A=\ (abd )(acd)— (wbey? — (acf){bed: ) (abey—(abdacd),
4+ (abf facd) = {acf abe)—{acf; (b ofyolacf W bed 4 bde) acd\—(abedhee |
(@b bed [ (aef Yacd)— (af ede)—(wbe (a ce) )
—{(a bV b (aly Yt be) - (b (bl — b of LS,

Prenons maintenant un terme quelconque, par exemple celui-ci -
(abf) (ade) (cef) (hed),
quise trouve dans la troisicme ligne. Suivant nos nolations, ce produit serait
i - e .
(azooa Ug20, ano) aa0y Toris Byog ) (Aoy2y iors ano) (“0207 Aopay Aoy s
et I'on voit bien que les sommes des premiers, seconds et troisiemes indices
2412141 +1=8, 241+ 1414041 =08, 1 1 +24 1424 1=84,
sont constantes el égales & 8§ = 2, comme cela doit ¢tre.

Atnst la forme de cette résultante, dont le caleul a di cotiter & Bezout de
tres-longs efforts, aurait pu ¢tre cervite immédiatement; et en multipliant
chaque produit par ua coefficient indéterminé, les équations aux dérivées
particlles du denxicme théoreme général anraient fait connaitre les coefti-
cienls numeriques.

7. Supposous encore (ue les équations o, &, 5 de degré commun m soicut
décomposables en m facteurs lincaires de la forme
g == (o0 B w4y z) (T Bra . 2) (a_.‘ By gs) (e T Bay S yac)
b=(d e +frtq ) (e B r7 ) (4 e4+E oy +y2) . (& e by Ay s

G (o ey 8) (w8 oo 2) (e By b 2) (e By e,
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et désignons par II la caractéristique d’un produit : alors on aura

a £ 7,
R=1 af ﬁ J 7; ’

14 14 4
“ B
le signe Il s’étendant a toutes les combinaisons que ['on peut faire avec
trois nombres choisis arbitrairement parmi ceux de la suite
t,2,3,...(m—1),m
Cette propriété a lieu évidemment en général. On voit dans ce cas com-
ment les théorémes généraux IV et V se vérifient. Ce qui est extrémement
remarquable, c’est qu’on peut (*) toujours s’arranger de maniére & ce que
la résultante soit le produit d’un certain nombre de déterminants.
Soient, en effet,

X = 2,, Y= 1= 2y
la solution commune aux trois équations proposées; la fonction linéaire
— 2 ” ¥¥
T=r5X+x0y—2x,0% (")
aura la propriété de s’évanouir en méme temps que les équations ¢, ¢
et §. Par conséquent, les équations

O = P -+ ’GJ'IPO -+ 25"‘13, -+ ESI"PQ 3 i3 P, + ... +~aP_, = o,
Y=40+a"Q+a""'Q + 3" Q4+ 5" Qs+ ... +5Q,_, = 0,
B=0+a"R,+""'R, +a"2R, + R, + ... +mR,_, = o,

(*} Nons croyons devoir aller ici au-devant d’une objection qu’on pourait faire. Les ¢qua-
tions de condition, malyré la surabondance des coefficients indétermines, pourraient dans
quelques cas devenir impossibles; mais en mettant & part ces cas, la propriété reste,

(**) Au premier abord, on aurait songé an produit (z~—a,) (¥ — y.) (—2,), qui jouit
de la méme propriété ; mais il a 'inconvénient de n’étre pas une fonction linéaire 1 d'aug-
menter par 1a le degré de ¢, ¥, ®. Dans notre cas genéral, cette fonction serait

r ¥y oz . ¢
P TR [;l-—l—;‘--}«z—l—(;——x)'—,-,]

Peut-étre ces fonctions joucront-elles un jour pour les fonctions i plusicurs variables le role

. s T . , . .
que lebindme x.)’.(x— _§—> Joue actuellement pour les ¢quations ordinaires.
1 1

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(63)

ou Py, Q;y R; désignent des polyndmes homogenes a coefficients indéter-
minés de degré 7, jouiront aussi de la méme propriété, et leur résultante R’
s’évanouira avee celle de ¢, ¢, 6. Par conséquent, si la solution (x, y,, z,;
était connue, R’ ferait connaitre tout aussi bien que R la condition qui doil
exister entre les coefficients pour qu'elle soit possible. Or on peut dispo-
ser des coefficients de PoP,... Py, QuQ,... Qpuoyy RoRy R, (qui sont
en nombre suffisant), pour décomposcr les fonctions ©, W, © en facteurs.
Par (:onséqu(mt ity pourra, comme précéd(zlmnenr, s¢ mettre sous la forme
d'un produit.

Considérons en particulier les équations de second degré a trois variables
du numéro précédent. On verra que P'une quelconque de ces équations.
par exemple la premicre, mise sous Ja forme

&= ax*+ by*+ e+ dyz + exz+ fxy + My s, x+x 5, y—22, ¥,z %
est décomposable en deux facteurs ainsi qu'il suit :
P=plx+oax+ ffz)(x -+ 9y + 0z),

ou «, f3, 7, ¢ scront déterminées par des équations de second degré et 7
par une de troisieme.
8. Voici enfin un théoreme important di a M. Hesse.

VIII® THEOREME GENERAL.

Etant données ) égquations homogénes entre ) variables x, y. z..... ¢
definies comme aw 1 théoréeme geéncral, le determinant

z

D:¢uy Dy@uy Dithay - -0y Doty
]).u@ln D)'?(n ])z?bsu '7 Dv(fln
Deter Dyger Digor- oy Dot

D.e;, Do Doy, Doy |
ainsi que ses derivées par rapport aux diverses variables x, ¥, 5, ... v
s’évanouiront en méme temps que les équations proposées pour les valeurs
des variables, qui leur satisfont simultanément.

Ce théoréme, [acile & démontrer, donne lieu & plusicurs applications. i
fournit, par ecxemple, le moyen de trouver immédiatement la résultante des
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équations déja considérées :
o =ax® + by* +cz* +dyz + exz + fxy,
b=ax* + ¥y w2+ dys+ ez fay,
§=a"a*+ 0"y + "2+ d"yz+ " xs+ f"x7;
car, dans ce cas, les dérivées du déterminant ci-dessus sont de méme degré
que les proposécs, et sont, par conséquent, de la forme
o, =Ax* +By* +Cz +Dyz +Exz +Fy,
g, =A"2*+ By + Cz* + D yz+ L'z + Fay,
=AM+ Wy +C2+D'ye+ Loz + Fay.

Alors, en considérant x?, ¥?, z°, ¥z, xz, xy comme des incounues, on a
abcde /[
abcdef
aberdie f”
ABCDETF
ANBCDEF
A"B"C'D E' "

et, par un principe connu de la théorie des déterminants, on tirera ce
résultat remarquable :

{abc) (abd) (abe) (abf’) o (acd) (ace) (acf)
R = C D [ F _ B D E F
¢ ’ | O I B D E 1
04 D | DA U B D E ¥
o (bed) (bee) (Bef) | | (aef) (bef) (cef) (def
A D E I A B C D
+ +
A’ D’ E |0 A’ i c 1y
A’ D E’ 1O A’ B« D
(adf) (bdf) (cdf) o (ade) (bde) (cde) o |
_ A B C E 4 A B G I
AR ¢ E AR
A" B” c” J A" B [

par lequel la résultante des équations proposées est misc sous la forme de
six déterminants quaternaires, dont chaque élément est de troisieme ordre
var ranport aux coefficients.

Document humérisé par la Bibliotheque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(65)

Notons d'ailleurs qu’on trouve facilement

A= —3(aef), N =(abe)— (adf), A'=(ade,— (acf .

B = (abd) — (bef), B = 3(bdf), B'= (bele) + (bcf),
C= —(acd) + (cef), C=(cdf)+ (hce) C'= — 3(cde;,

D == abe + o (def), Y =aflhef )+ b(/e)] D= a|(bce;+ (cdf)].
== of —(acf) +(ade)], E'=/(abc) + 2(def), E'=2[lcef)—lacd)],

I = a|—(adf )+ (abe)], "= 2|(abd)+(bef)}, F'= +labc)+ a(def’.
Par ces relations, on voit que
ft=12A", D=2, D=20, D=LE=1",
F=92A, "=aB, FE=2C

Ainsi, Pexpression de la résultante R aurait encore pu se mettre sous cette
forme plus simple :

abc d e
albc d e f
a b ¢ d e S
A B C D 2A"24A
A’ B C 2B D 2B
AVBC2(C 2C D

Yailleurs il est aisé de vérifier que les conditions d’équipollence sont satis-
faites; car sous ce rapport il suffit de remarquer que 'on a le tableau sui-
vant :

A={(4,1,1), A'=(3,2,1), A"=(3,1,2)
B=1"{2,3,1), B=(1,4,1) B’

= ={1, 3, 2),
C=(2,1,3), ={(1,2,3), =14,

o
I

—~
¥
4\a
N

gl

ou. par exemple, I'égalité symbolique B” = (1, 3, 2) ne veut dire autre
chose, si ce n'est que B” est de poids 1, 3, 2 par rapport aux variables
x. ), Z respectivement,

Nous arrclerons ici nos recherches sur I'dlimination, que nous aurions
pu développer plus amplement si nous étions sorti hors du domaine de nos
efforts particuliers, Mais, en restant méme dans ces limites, nous espérons
(que ces quelques pages auront éclairei et étendu davantage le cercle de
N0s connaissances sur cetle partie importante de I'analyse.

9
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NOTE AU § IV. — PREMIERE PARTIE.
Soient, par exemple, les équations
r+y~+z=o0, rr=a, y'=0b, ==c.

Je trouve, i l'aide de cette méthode, que leur résultante peut se mettre sousla forme d'un
déterminant, ainsi qu'il suit :

~ ~ R N )

B T T N L I o T L T 4

~ = 8 R 8 8 8 N R 8 R =~ R IS ) 5
1 1 1 l
i
| 1 | i
!

1 1 ]
. 1 i 1 |
1

1 1 1
|
H 1 1 1 '
1 1 1
R=|- . . . . b e . 1
[ 74 ]

c b 1 :
i
|
a . 1 1 |
a I 1 . !
b . . . . . . . i . . 1 :
b 1 1 ‘
¢ 1 ' . ;
¢ . . . . . . . ' i

en sous-entendant que les places vides soient comblees par des zéros. Les produits marqueés
dessus servent a vérifier la provenance des ¢léments du déterminant.

Vu et approuve,
Le to juillet 1856.
L. Doven pE pa Faccrrt pes SCIENCES.
MILNE EDWARDS.
Permis. dunprimer.,
Le 1o juillet 1856,
Le Vice-Recreun pE L'Acangmie ne Pamis.

CAYX.
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THESE D’ASTRONOMIE.

INTRODUCTION.

I.e mouvement d'une plancte autour du Soleil, abstraction [aite de Faction
des autres corps, s'cfiectue, comme Pousait, le longd’une ellipse, dont le So-
leid ocenpe un des foyers. Les positions du plan de I'orbite et de son perigée
ctant données, celle de la planete se détermine aw moyen du ravon vecteur
ot de Panomalie vraie ou excentrique, trois quantités variables avec le
temps, qui constituent ce que Pon appelle les caordonudes de la planete.
Mais les relations qui ont Hew entre ces coovdonndées et le temps, la seule
variable qu'en détinitive on ait a cousidérer dans les problemes astrono-
nigues, ne sont pas fournies immeédiatement par des fonctions t‘.\plicil(-s
A temps. Celles-ci sont postéricurement déduites, sous forme de series
irigonométrigues, des équations implicites que les conditions du probleme
font de prime abord connaitre.

Depuis longtenips les premiers termes de ces séries sont connus, et des
mecthodes plus ou moins longues, phis ou moins difficiles, ont ote donuées
par les astronomes pour en caleuler numdériguement un terme quelconque.
l ne fois en possession des termes les p]us influents pour les ‘.\pplic;nions
qui auraient pu se ln'('smm-r, on ne s’estp\ns inqui\"té de Nachevewent ana-
I ligque de Ta question, a civoir, de fournir Uexpression la plas simple
Jdu terme ;;('n(‘rn\ de toutes ces series. Harive ('vpt‘nd;mi, et oassez souvent,
THRITT analyse complete conduil A des resultats benucoup plus élégants o
plus avantageux méme pour la pratique qunoe analyse approcheée. Ainsi
on verra pa e travail que jose presenter icd, quune seule table des valeurs
Qe certaine transcendante sufht pour catculer tontes les sérvies a Laide
desquelles on voudrait exprimer Jos coovdonndées dune plantte ou des

0-
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fonctions de ces coordonnées en fonction du temps. Il est a croire que si
cette proposition avait été plus tot connue, des peines immenses de calcul
auraient été épargnées. Mais il y a plus: eu égard a la simplicité de ces sé-
ries, il est naturel d’en profiter pour faciliter le développement de la fonction
perturbatrice ; et en effet, en ayant recours a diverses méthodes, on arrive de
la sorte bien aisément 4 l’expreésion du terme général de la fonction pertur-
batrice (tant de sa partie principale que de l'autre) developpée suivant les
puissances ascendantes et descendantes des exponentielles, ayant pour ar-
gument les anomalies moyennes des deux planctes.

Si ponrtant la marche que J’ai suivie peut paraitre la plus rapide et la plus
sire au point de vue de 'analyse, je n'ose pas affirmer qu’elle soit généra-
lement la plus convenable sous le rapport de la pratique. Des recherches
ultérieures éclairciront ce sujet. En attendant, je donnerai comme appendice
la belle méthode de M. Cauchy, par laquelle, sans connaitre 'expression
analytique du terme général, on peut toujours en calculer la valeur numeé-
rique avec une approximation fixée davance. En cela je n’ai d'autre but
que de profiter de cette publication pour offrir sous un seul point de vue,
et sauf quelques considérations et extensions particuliéres, les diverses re-
cherches délicates et profondes que I'illustre géometre a parsemées dans les
Comptes rendus, dans la pensée, J'espére, de mieux les faire connaitre e
apprécier pour le plus grand avantage de la science.

§ 1.

Développement des coordonnées d’une planéte dans son mouvement
elliptique.

La courbe décrite par un point mobile m, attiré vers un point fixe M en

raison inverse des carrés des distances, est une section conique, dont M
occupe un des foyers. En appelant alors

a le demi grand axe de 'orbite ;
r le rayon vecteur;

I’excentricité de 'orbite;

[}

<

I’anomalie vraie;
« I'anomalie excentrique;

T I'anomalie moyenne;
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les équations qui détermineront le mouvement de m antour de M seront

(1) nw—esinu="1".

(2) r=a(1—ccosu),

(3) reosy = a(cosu — ),

(4) rsing =asinuyi — 2,
~ ¥ I +¢€ t; 1
(f)) tu[]g : T \/;_:-_e t("]g ;u,

dount les deux premiéres, combinées avec I'nne des trois autres, suffiront
pour déterminer «, r, v en fouction de T.

Remarquons en passant qu’i I'aide de la série de Lagrange, la premiére
équation (1) donne aisément z en fonction de 'anomalic moyenne. Mais
dlans I'application de cette série on est conduit 4 calculer les dérivées d’un
certain ordre d'une puissance de fonction, et il érait & désirer qu'on put
les trouver directement sans passer par toutes les dérivées d’ordres inftérieurs.
Il se présente alors en général cette question :

Frtant donnde une fonction quelconque ¢ de la varinble x, lice a une
autre y par Uéquation

r=y(r)
trouver la deérivée n™ d'un ordre quelconque de la fonction o exprimée en
fonction de la nouvelle variable y .
Jai trouvé a ce sujet la formule suivante :

© Drp =St el (5] (35) () () o

1.2.3...¢

{*) TI st assez remarquable que cette formule peut aussi se mettre sous la forme de de-
terminant. Je trouve en effet

I"p"? —1 O v 0 o

L AR TR — o o

Vg 24"y Voo o o
(n—2)(n—3)

= in—-1 no— ) ir—2) L= o | .

$4 M 4 q) ( )‘;‘ 1 q) "o [ 1

'!J(,,,‘ v (”____' l)¢(n~!),? .(n, —.!.)_(n —_2.)\},(11—2_‘ g

‘;‘(n+l) 9 H.\;,(nl'?
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ou le signe z s'étend & toutes les valeurs entiéres et positives de p, i, j, k... L,
qui vérifient les équations
(7) p=i+j+h+..+k
(8) n=1i+ 2j+3h+.. .+ lk,
71 désignant, en général, le produit 1.2.3... L.

Lorsque, comme dans la série de Lagrange, on a
(9) ¢ () = ™,

la formule précédente devient sous les mémes conditious

, D*(Ly)" m{m—un)...(m—p-1) o (VNN B7\A
UO) —_— = 2 LA ¢ r ——) —_— .
1.2.3...n winjwh. .. v/ \r.2/ \(1.2.3
Dans le cas que nous considérons, c'est-a-dire dans le développement
de u en fouction de T, I'expression de 7 est fournie par une séric procé-

dant suivant les puissances ascendantes de Uexcentricité, et le coctticient

de ¢", en général, serait
DT sint T nlrn—1).. (n—p-1) cjeos Ty —siTy f—easT 4
(1 = :—Z - Lo 2 G (‘—) k_—\ e ]
Co1.2.3.. n " siwjnh. .. (I TIRTI t.n.3

sous les conditions
12) p=i+j+h+..., n—1=i4+oj+3h+. .
On aura de cette facon

R - - 0 - emy . , R i1 sint T
By =T+ esinT —i—s'smlcosf+sJksmlcos*l~ )+....
N . (.2

pourvi u'au bout des calculs on change les exposants de ¢ en indices de différentiation.

La formule ci-dessus sera désormais d'un emploi (réquent et utile. Par ¢lle on trouve im-
mediatement la formule de Waring { page 5) et quelques formules particulicres donnees par
Laplace et antres. Ainsi op a

— (g — / EONp i
R T -t ”+‘)(x' Y (;x’< L
14

wiwj =k .. Tal \v.2! \1.2.3)
DSl S0 (L ()
- Loe = —_— T —_—
i 2 3.0 mimfah,o.. 1 ').) .23

. . g v - l
P demaontrer celle de Waring, il saffit de vemarquer que s, est le coefticient de - dans
. Rh

P a,
a+2—+3 = ...
T a

. 1 .
le developpement de — ———— e . et par eonséquent cgal, en posant
A a, a,
ay 4+ =L
@ 2t
b Dl e ay eyt )
=, i — LT T T
LS L.2.3 L on—1
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Cette série que nous présentons nest pas celle en usage, mais elle a snw-
plement pour but de faire voir Putilité de la formule (6).
Voici maintenant les formules connues par lesquelles 2, r et v sont expri-
mées en fonction de 'anomalic moyenne. On a

1 ES R ) i . R
u="T4esinT + 25 ol 4 -—— {3*stn 3T = 3sinT,
1.2 1.2.3.2?
A £ 5 iy A 1a) 4
1 —— (Psin 4T — f4.2'sin2T)
(14) +l.:1 3..1.2‘“5‘|l f.2's ’
& /l

~
———,—~(5'5i115f—5 l%‘sit|3'1‘+i;sin’F) ...,
1.2.3 1.5 of 1.2 _

N 2 a3

€ | & oy
=il A- - —scos T — cos 2T — -
2 1.2

-(3cos3T — 3 cos T}
t.2.2°

_— ¢ Samc AT — £ afeae . /3 5T — 6.3 cos 3] .—j——i'
1.'.»..3.9.’(4 cosf T — 4.27cos2T) a3 KS cosST .3 coaﬁf—%—l'?mal)
s ((i‘ cosOT — 6.4 cos | T + GE cosaT)—...
1.2.3.4.5.2\ r.2
- (1) .
, pricospT— p(p —2) p~2cos ([)——2)T+/%,I' p—1rcosp—J1
& .n
a3 (p—a). o —1)(p— .
1.2.3 .. (p—1).2 ____/L(/i,__i:/)—z)(], —Gutcos(p— 6T +.

1.2.3

g n 5 K '
T e 5 o 5. 1 17 o
o =T + <:».e —— s‘) sinl + (7;— — &'+ o) sina T
\ a9 4 4 g
13 43 % . 103 G50 N L,
6 ) P4+ —e — -8 ) sin3T + (—_-a‘— I )sing T
0} i (l?. 64 ) ’ 46 490 1
10¢ . a3
- —:—)2 $inbT 4~ e " 5in6T 4. . .
400 gho

en négligeant les termes d'ordre supcricur au Greme par rapport a4 l'excen-
tricite.

Ces séries, telles qu'elles sont connues jusqu’a présent, ne se composent
que de termes dont il faut tenir le plus de compte dans les caleuls: mais la
loi générale de leur formation est encore ignovée: ¢’est ce qu'on peut con-
stater facilement en consultant le Mémoire de Poisson inséré dans les Addi-
tions a la Connaissance des Temps pour 1836. Nous nous proposons donc
de faire voir que ces trois séries s’expriment de la maniére fa plus simple et
la plus prompte en fonction de la transcendante

-y
(17 w=e ' T, x=e"

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(72
considérée pour la premiére fois par Bessel, et dont M. Cauchy a tivé un si
grand parti dans sa méthode abrégée du calcul du développement de la
fonction perturbatrice, comme nous Pexpliquerons plus tard.
Nous commencerons d’abord par observer que cetle transcendante se
développe trés-facilement suivant les puissances ascendantes et descen-

dantes de x. Soit, en effet, v, le coefficient de x’ dans ce développement,
o1 aura

[&
(l8\ 1’5,: I 23 a[&
ou
[ c’ c?
(19) B=1 —< —

t {4+ T2 (l+x\(1+2)

et le coefficient de x~! s’exprimera simplement au moyen de celui de x! par
la relation

(20) 'lﬁs._.[ = (— 1)1'1‘1‘)[.

D'ailleurs on aura encore la relation suivante entre trois fonctions consécu-
UV(’S 1\.)1_', wf‘h \‘}1[+,

R {
(2‘) ;“)[—'UoI_ —+ by

On a, en effet,

\ . M
by Vo, = pape J

27ie

1 IS )
el xr—— ¢ :‘(.r---
/ x~d. e ( I) _ - - } e r) di — 1 W,
([ %

De cette relation, on déduit la suivante qui lui est équivalente :

o
(22) = 3 — =T 3.,

D'upres cela, il suffira de connaitre les deux premicres fonctions g, et v,
pour trouver successivement toutes les autres. Les valeurs de by el b,
correspondantes a des valeurs de 2 ¢ comprises entre o et 3,20, ont été don-
nées par Bessel dans les Memoires de I Académie de Berlin, 1824. Ainsi
cette transcendante peut étre regardée comme parfaitement connuc et dis-
ponible a tout moment pour les calculs.
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Nous remarquerons en passant que la fonction a, satisfait a Péquation
différenticlle du second ordre

o* Why todd alhy

{23) + U.»,([,—:—:) =o(").

Dans les applications que nous allons maintenant faire de cette transcen-

d e P

dante, nous supposerons toujours que, lorsque nous ¢erivons W, on
l: , l'e _—
oy, OBy sous-entend ¢ = oo = — Il est hon dailleurs de e
jamais oublier que le cocfficient ¥y, est delordre ], parrapport adescentricité z,
Cela posé, on aura, pourles sérics en question, ces nouvelles formules
bien simples :
"N

. O 2 . .
—_ l':2‘~‘ll sinnT
”"n 1

nazyg

H==L

o bt} A n
n—i
n—=—x =
. 2 : . €
— T = Z =] Z).”(UL,H_,, 4 ) |sinnT, () = e
Ty — &)

{
;9,/;)< ke \ (W, —V5,_y) cosnT,
{

n=—i g=1

auxquelles Je joindrai encore celles-ci qui n'avaient pas encore été consi-
dérées :

M
()ui _— f_ 4 _’ ) " en'!‘i — c—nTi)
=5 7\ Won—y Wonsy ’
it
n==n
L St L BV Y N | .~ 3 SN
o=y — 2[1&1:,,_. <i et — e ) -+ Wy (:,»0 ’“‘—/.u""} }
=1 ’ C T
fzzco
i e
e — /)2 (l‘,\” ,,r"r’ — Aep € nTl)\
H=—1

=30 S2=piciet g2z

= E 3 By [

=0 s=_o

sz
/ nl: $le
) (‘ibh'-—-ll—-r,‘—f(’ = Whngp— o o C nl

—————————

‘j; de
(*)Eu posant Wy=¢v ¢ cette ¢quation se transforme en celle-ci

Iy
(‘%—{-)”-{-4("—1’:0
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</’ d l>’ P}: l—l’ désignant les nombres

prrp. c(p—s+1} pP—l.p.pt+1....(p+os—1)
1.2.3....5 ' 1.2.3....06 '

Notons que dans cette derniere série la partie constante sera égale it

(1 =AY (1 + pcosg).

Je me bornerai & démontrer la troisiéme série (24 ) et la deuxieme (25),
ce qui suffira pour faire comprendre la marche du calcul dans les autres.
Observons d’abord que le cocfficient de sinn T, dans le développemen

de v — T, sera 27 fois I'intégrale

. “+x AT
A= [T (e=T)erTiar,

G -
2T S~

Or, en integrant par partics, on a

_ 1 [(¢0-=T)e T = 1 2 _nri [ Av ,
‘.\_4_2“," ni Jo +27rni£ ¢ (ﬁ‘“l>(/r‘

ou bien

! R
A= '.27:'/1!'}/0v ¢ d_TdT

Mais on a

e’ — el . ' —')‘."‘—"‘i’
1 — Ac*
d’ou l'on tire
o Yt P
— =1 T eE—— ——
du + —heTu 1 — he¥f

Par conséquent, l'intégrale devient

* 2T

I o X Tt
N\ = — e T (1 -+ — i -+ ————’ z ) ol

amnl f, I — Az 1=z~

27 !
I ’"(7[‘(1'—;_) 1 1 .
_ x"e (—- L o b = )
A ‘ 1—2x F— l:

27N

t
T-—

:_f—fgnx‘”ec( I)[1+Zlq(x"+ x*")]dr(

2nni

I ¢ I

— L - S‘ q (a) L ()

oy 'lfb" —+ Py ). <U5”+q —+ ﬂlwll_q))
I

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(75)
et en multipliant cette valeur de A par 27, on aura I'expression du cooff;-
cient qu’il fallait trouver,

En passant a 'autre série, on aura, en appelant A, le coefficient de e
dans le développement de ¢, suivant les puissances ascendantes et descen-
dantes de eT¢,

1 2%

An —_— eV T d'l"
27 /o

ou, en vertu des équations et notations précédentes,

\w
2
-~
15
¥
‘!
.
i
‘:n
N
Hll-
Na——
| S
r
D e

: (.r —+ é)J du

Ap=

A= YT O

Le coelficient de e*7¢ se trouvera de la méme maniére, et I'on sera ains
amené, apres d'autres véductions faciles, a la série proposée.

1] reste afaire voir que dans cefte série le terme constant est egal a fex-
centricité prise négativement. Or ce terme est fonrni par Yintégrale

[

L(“ LT = _f PR b [x—-%(x+x“): du

raa (1—)at ) 27
= = 2
2% Jo 132 1+ 3

ce qui demontre a formule proposée.
On verra dans le paragraphe suivant le grand parti que l'on peut tirer de
Ia premiére des séries (25).
10.
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§ II.

Développement complet de la fonction perturbatrice suivant les puissances
ascendantes et descendantes des exponentielles e**, ¢V* ayant pour
arguments les anomalies moyennes de deux planétes.

1. Soient :

+ la distance mutuelle de deux planctes (i) et (in');

ry r' les rayons vecteurs respectifs;

a, a’ les demi grands axes de lcurs orbites;

e=sing, ¢ =sing’ les excentricités de ces orbites;

I leur inclinaison respective;

v, ¢ leurs anomalies vraies;

u, © leurs anomalies excentriques;

T, T" leurs anomalies moyennes;

U, U, »,5  les distances des planétes et de leurs perihiélies i la
ligne des nceuds.

La partie principale de la fonction perturbatrice, que nous nous propo-
sons en premier lieu de développer, sera

]
(1) %: (r* 4 r?—a2rrcos S‘);,

et I'on aura

(2) cos S == cos U cos U’ + sin Usin U’ cosT,
(3) i=v+wm U=+¢+w.

Ce qu'il convient maintenant de faire d’abord pour atteindre notre but,
c’est de donner 'expression la plus simple de +* en fonction des anomalies
excentriques. A cet effet, joignons ces trois équations a celles (1, 2, 3, 4)
du premier paragraphe; on en tirera facilement les suivantes

cos S = cos (v — V') cos (& — ') cos?
— sin {v — ¢')sin (m — @’) cos?

+ cos (v+ ¢ ) cos (w + ') sin?

Wi N N

2

Sy

~ sin (v -+ ') sin (& + @’) sin

{*) Pour rapporter les formules qui suivent au plan de I'¢cliptique, il suflirait &'y faire, en
appelant J, J' et 0, ¢’ les inclinaisons et les longitndes des necuds ascendants des plans des

. . G — J4 ) 0 —0\ [T
orbites, cosI = sin? (—2— cos . -+ cos? p sin > .
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/ I

rr! €os{ (0 4 o

H

(cosu— ¢) (cosu’ — &) —sinusina’ cosg cosy |,

rr’eos (v — o aa'[(cosu — &) (cosu’— &) + sinn sina’ cosry coso’ ],

)= ad'{

)= aa'{

rrism (v 4 o' ) = aa’ [{cosu — ¢) (sinu' cosy’ + {cosw’ — &) sinu cos |,
) [

’ ’

— {cosu — ¢) sine’ cos ¢’ - (cosu’ — &' s cosg |,

rrlsin(v—- o'y = an

I‘I', . 7 M l ’ N .y ’ 1 1 7 '
T P coss==  cos(m—+n')sin? = [cosucost’ — simusine’ cosycosy’ —zcosu’— ' cosu iz
) aa o )

’ -\] ’ M M ’ ’ ! ’ 1
+eos(m—a') cost--[cosn cos u - sinusing’ cosy cong’— 2c0su’— & eos i 4z

—sinm + =" 1sin? = [cosusinu’ cosg —-cosusinucose—zsin cosy'—e sinw o,

—sin{m—n")cos’ —{ — cosusinu’ cosy' +cos 4’ sineeoss e sina’ cosy —< sinu cony
5 .

Posons maintenant

, I NP |
cos(m — w')cost =+ cos(m + @' )sin*- =L,
R 2
I ool
cos(m — @' )cos® = — cos(m + &')sin® - = M,
" pt 2
61
: L N gl . ]
sin (m — &') cos? = + sin(w + @' }sin* - =1,
2 : -
. NS L
sin (@ — &) cos® = — sin(w + @' sin® = == M, :
2 : 2

on trouvera, a Paide des formules précédentes,
r’ =4+ a*— a2atccosn — 2a’d costd 4ot costut-at? cosu,
— coss = Lcoswucosi’ + Msinusinu coso cosg’ — L, cosg sinw cost’
4+ M, cosg’cosusinr 4 ¢’ [, — L (zcosu’ + €' cosu
+ & L cosgp sinu — zcoso’ M, sint,
el, par conséquent,

P cacoss = at—at+ oad' L 2 (ad L~ ate) cosu
42(aa’:L—a2a?d)cost'—a2aa’s L, cosgsinu
-+2aa’tM, cosg’ sinw’ — 2aa’lcosucosi
14 . .

(7 d — 2aa’ M sinusint’ cosgp cosg’
+ 2aa'l, cosgsinucosu

— 2aa’ M, cos¢’ cosu sinu/

+ a*eicostu + a'?e’? costut
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En employant ensuite les formules connues,

2 cosu cost’ = cos{u + ')+ cos(u — u')s

2 sinu sinw' = — cos(u + u') + cos(u — #')

2sinucost = sin(u + w') + sin(u — '),

2sing cosu = sin (4 + u') — sin{u — '),
2C08%1 == 1 + cos2u,

2c08*u =1 + cos2 ¥/,

il viendra

il 9 (ll 22 (I”
= e P o coss =+ at—o2aa' el L4+ - -+ ?
a’ ateteosa
+ —_— lcos2u +

—2a [(ae —a'¢L)cosu-+a’¢L, cosgsiny|
(8) —aa'[(a'd —azl)cosw —aecM, cosg'sinu]
+cos (u + 1) (— aa’' L + aa’ M cosg cosg’
+sin(u + ') (aa’'L,cosp — aa’M, coso’)

+cos{u — ') (— aa’l.—aa’ M cosg cos¢’)
+sin{u — w')(aa'L, cosp + aa’M, cos¢’).

Si maintenant on pose

h=a"+a*—2a02¢L + 5 + C0 =98 o
2 2 2 2
beosff =2a(as —a'L),
bsinfi = 2ad’'¢'Ly coso,
bicosffl =2a' (a'¢ — acl.),
(o U sinf = — 2aa’ 2 M, cos¢/,
g cosy = — aa’' (L — M cosg cosg'),
gsiny = aa' (L, cosp — M, coso'),
kcosa = — aa’ (L + Mcospcosg’ ),
k sina = ad’ (L, coso + M, cosg’),

on arrivera a 'expression cherchiée de+?, & savoir:

V=h—bcos(u — ) — bcos(u — )+ kcos(u — w — )
4+ gcos(u-+uw—7)+ lcosau+ l'cosa .

(10)
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2. Développons a présent 5 snivant lesexponentielles e, e *. A cet effet,

pour rendre la série le plus convergente possible, mettons cette fonction
sous la forme

: r 2y . 4 4 A 4 n;:
A—H — ’E’[eau-m:_,_ =] ‘; e —f | (=80
{ 2 ui —2 i . 2ui —2u'i
(11) + o (M et) + (B e

-+ ’12' [e“——m)iq gmlumwi=ai] %[e(““““"'/)" + ey,

en posant
H=h —2aa cos(t — v+ o — o),
k,cosa, = kcosa + 2aa cos(w — v'),
k,sin o, = ksin o0 — 2aa’sin (& — @’).
Faisons

T = eui, J,: e—ui. z = eu’[’ ¥ = e—u'i’
et appelons

Di, Q,, 0, ’D; ‘o, 13y 0, .Dl; DQ, 0., 20, 0

les coefficients respectifs de
x Z, v, X %, X% vy x? 3 zZ3, P
s Yy 3 vy XY, 72, y TV X5, 5, s V7,
dans la fonction «2. Tl viendra

1
(12) —= H+Oyx+0,y+.0z+'00+'0" xv +,0, yz\ 2
o + 0 xz+'0, yo+ 022 + [,y +,07+0v

Développons cette fonction suivant les puissances et produits ascendants
de x, y, 2, v, ce qui sera permis, H ayant une valeurconvenable. D’apreés le
procédé dont nous avons déja fait usage dans notre théorie de Iélimination,
et dont pour plus de clarté nous renverrons la démonstration 4 la Note
(page 102), le coefficient de x¥, yR, 20, v dans le développement de la
fonction
(13) ?(D +0Q'x+0ry+.0z+'00+ 0%+ 0,0 +... >,

)'p) I8
(R o ok e P

ou les indices caractéristiques des coefficients [, qui se trouvent a chaque
sommet, se rapportent constamment a une des variables et en égalent les
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exposants respectifs pour ch:lque terme, scra
(14) ¢ (@) (P s 1y 8) + 6" (@Ps g 1y 8P+ ¢"(D) (pyqu 8P+
- io([h)—l]—')—l'-i-S) (D) (p’ ({, r1 S)P+’I+r+:’

i 2 B ’ ’ M v .o . R R
(py q» 1. 8 désignant en général une fonction de degré i par rapport aux
coefficients, isobarique et de poids respectivement

P, QR S
par rapport aux indices correspondants pour chaque sommet aux variables
Xy ¥y 3 ¢,

. - (o . o .
et telle, que pour chaque terme le facteur Q0" qui y entre soit divise
par le produit 1.2.3... L.

Cela posé, si dans le cas actuel nous voulons, par exemple, avoirle coef-

. PRI . 1 . . . .
ficient de et*~« “ ! dans le développement de - il est évident qu’il faudrea
T
choisirarbitrairement P et Q dans une colonne quelconque de la série double
P=p+o, p+1, p+2, , um+j,..., p+>o,
Q= o, I, 2,..., Joeeos @,
et R, S dans une des colonnes de la série
R= o, i, 2,y J'yeees o
S=uw+o, p'H+i1, pa4o.., pH+j.., w4+x

Alors la fonction (P, Q, R, S)* sera en général de la forme

L A S S A S S S S S
- ; g PR o Ot v Y 0 o O o o s P o IR o

5 P, Q, R, 8= : - ; - . .
(l ) ( ’ k’ ) 2(1"1)("7)(&3)U’"A)(A's)(A’u)(xf)(ks)(l"v)(l"lu)(/"u)(/"n,}

sous les conditions

ki+hki+ki+2ky =P=p+7j,

k2+/fc+z-3+2k00:(2: j’
(16) /f3+ kc.“}‘/"'z"'" 2If|c: R= j”
A‘A“i”‘ks"—/fs"*_ 2kl2:‘ :[J'/+jl’

K+ bk by+ ki + b+ k=),
) étant un vombre positif compris entrc o et p+ '+ 27 + 2.

Ui..\):l.z.:a.../{,, (/1‘2)21.2.3...:4'2,..., (/{.2)21.2.3.../\‘,,.
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Cette fonction sera d'ailleurs multipli¢e par

AN 3.5 25— 1 _ i
(17) ¢ (o) = <\/ﬁ> = _~;__,,“), T v

et il estiu noter qulelle est de Vordre
Ky + ko4 hy+ k4 2(khy+ ko + by + k)
par rapport aux excentricités. Cela posé, si 'on se borne d'un coté a I'ap-
proximation voulue, qui, pour notre systeme planétaire, sera d'un ordre peu
¢levé, et si Pon observe de Pautre (quien appelant m le plus grand des mo-
dules ¢ et A, H, le module minimum de M, celui d’'un terme de la fonc-
5 1y 1y ’

tion o) (P, Q, R, 8)* sera au plus égal a

7.y Boo ek —a '|\ # m\?
(19 o 4 (5 ; (_ 'y

0.2 Hy 2
On pourra renfermer les nombres 4 entre des limites assez resserrées, sans
craindre de dépasser Uerrenr & laquelle on veut d'avance s'arréter, et I'éva-
luation du coellicient de g™ —""w1 deviendra tres-facile.

Cela fait, pour trouver en dernicr lieu le cocfficient de e™*="“" dans le
développement de = il restera encore 4 caleuler en général une intégrale
y g

de Ia lhrmc

e\ el — 1’ u'i
as ) \ ] ,
— du i,
') rr Py
h—2ad cosin — o/ +w—a') 2

(qui, en posant u— ' -+ — %' = z, et pourvu ue l'on ait p. — p'=m— ',
revient a celle-ci:

27 (—nmzi
L emtemmim—n)i AN

(19) 2 3t

2

A (h—2 aa’ cos 3)

Comme on peut calculer cette derniere intégrale en termes ﬁnis, au nioven
des lonctions elliptiques, il en résulte que le coefficient cherché pourras’ex-
|)rime|' par une série res-coneise et tr('s-con\'(‘rg('ntc en méme tmnps.
Supl)oa‘ous donc quen v.mplm‘unl cette méthode ou toute autre plus avan-
. . , . . 1 . .

tageuse encore, on it dvveloplm la fonction — suvant les pussances ascen-
dantes et descendantes de e, =4 ¢t soient

g ame les cocflicients de g=tmermv e

Ao, =mt les coelficients de gtome=—mwri,

1Y
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chacune de ces exponentielles étant développée suivant les puissances ascen-

dantes et descendantes de e™¢, €' al'aide de la troisiéeme formule (25), § 1,
nous-obtiendrons pour le coefficient A,_, de e®™"")* dans le développe-

’ 1 ’ .
ment cherché de - la série double
R

! . '
d"m.— n' m’n-—m "’"’,,v_,,,: —_ “""m,m’ Woriem d",.'_,,,,,'

(20) nn'A, = 2 mm!’

1] 12
- w%—m,—m"\j‘:)n'_m' '\ﬂ)n.q.m -+ Ao—in,in’ 'Ub’H‘m ’U]"n'-i-m'

Supposons n > n’ et ordonnons cette série suivant les puissances ascen-
dantes des excentricités; nous obtiendrons, jusqu’au terme de 'ordre 7,

p=n—n'—1
I3
NI Ay = oW tenw + DL — P op Sonp—n = 1 (7 P) W00, don,—'—p)]
p=1
' o
+ n? Vor—z! o, ort ,ont + (_ l)" " 1P g Ubo ot -n
p=n—1
+ 2 (7 (2 — P)Voumstsp dontapovnt =+ (= V)" P 1 (1 Y Wiyt sy
p=1

= (= 1Y (7 1) o Worsbop, = (— 1) 2707 Wboinzn, '

A
— n(n—n') oy q_py W pt ey

en négligeant, pour abréger l'écriture, les termes provenant de la partie

o it Yo WY,y qUI S€ront au moins de ordre n' ou n — 7/, suivant que
7 4
nsSn—n'.

On voit avec quelle facilité se forment la plupart de ces différents termes

des que P'on connait ceux de la forme A, ., que nous avons appris
ci-dessus a calculer. Pour trouver en particulier le terme de lordren — »’

. e . ) . . . I,
par rapport aux seules excentricités, il suffira de réduire la fonction —'ala
suivante :

1 , I . LI
(22) = ‘a’ “+a't— 2aa’[eos (e¢—u'+ o —a’)cos 5 + cos(u '+ o + @) sm’;:n )

(SN

et d'y déterminer les coefficients &, p, fop,_n. A cet effet, posons

, I
aa cos’;
2 I3 .
(23) @+ a1+ u—i+wo—a=¢ uwv+i-+wv+a=y,
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on ara

l
=] -

| = [(r — Pe‘-iﬁ'f) (1 -0 te—'z“);— 2p fang® ;:cos 4.’
(24)

’i-—-.{ 1 1

— g b —

g] Av' # £ R ‘2 % [
_E[J (aplmw !) [1— peth (1— pe-¢f; cod

=26

Maison a (vou-: page 93)

t 1
(25) (1— petiy Foa (1t — pe—#) a "‘—2@,,(0""_&0“0«-)

ou, en posant - PT’ =n, 8, a la valeur

1
o Ruar el N l‘l ] 2p +1 {2p—1} (?p—{—Bwa"])-f—l}(?p—I)n‘zp 3s
By %4 — —— ," 2 —-I——. 9 + - + [y . +
6} o= g1 —¢) lp 2 qi‘[‘ ] YT 2.4 (2q+a)iag+. Hﬂ

On trouve eucore

\ . T, g ime TR 1% Y TS
cosP Y = —(o* o= 3P o L Y, =
cosPY = —(¢" 4 77 P = y 2 (Pl .

Done l'expression do - se transforniera dans la suivante :

'
A a1 )/ 1y { [ Ip — by 4"} [ g ool =0 Byt Ji
(2o | —— " Z= =1 {stapr =~} (p 0,] P TP A4 L ik
{ )(l 7 ) : 2‘,[?“)' ng 2\ (P10} + e

P ¢, Létant trois nombres positifs, les deus premicrs variables entré o et
I'infini et le dernier entre o ef p. Maintenant, d’apres les relations (23}, on
a les suivantes :
(28) t 3+{p—2D¥'=lg+p—2)utu{— g+p—2ltgl@—o)—(p — 2l)fw + o',
120) . . ~. - r
Ol (p — 2= g+ p—aljut {gp—ol) — glu — o) — [p — 2li{z 4.
ou bien, en faisant, pour ubréger, g +p —al=ga, —qg+p—2l=u
(29) g+ (p— 2l)¢‘= vu+ d'u — o' — ow,

Cela posé, d'apres la secondo des sommes {21), il faudea pour le terme de
I'ordre que I'on consideére, que
(a=rn, a=—10n'), ou (e=n, &=—n),

ce qui n'est pas po.ssiblo, iamoins que p = 2/, et dans ce eas on obtient

) p.p—t.};*ﬁ...{%%t

vy s N P\ .
{0} (p) = (— w i (== B
{: N2/ 1.2.3., ‘g

1.

Document numaérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



( 84 )

Nous aurons donc

! a+a\"
cq\nl__n == T:}_?

(31) q

15 1~

P wiE — g’
ZH (Pm“g’3> (]3)'%« AR
24, 2 2,
I 1
at+ a3 l / ’—)l' ]: .0 n{o—a)i
vee= (Trg) 2[5 s (e

Ainsi la partie de Vordre n — n’ que nous considérons daus A, _,s sera

!
;2 13\ —=~ r g —o)i .. nlm 4ol
3 o (T TR[E] (e ) (E)] wreee T i (e T
nn 140 2 p 2 2

A ; ; . P 1o copie
p etant un nombre pair compris enire o ¢t 2. Appelons enfin 117 la série

2p+12p—1, ep+3ap4r 2p—vop—3 o,
+ 2n+20+ 2.4 (2n+2)(2n +4) "' ?

nous aurons pour la partic de la fonction perturbatrice correspondante a
l'argumcnt nT — o' T et aux seules excentricités

( L I\?
. , - . » . olang® —
'LP ( £ ) Yoo Z [‘] (‘) (P-'l-“‘) - P B [ cos{nT—n'T'+n'(g —w ')
|/a=+(1” n 1—pt 2)p \2 2/, P — gt M 8

(33) ¢

Pour trouver la partie de A, _. relative aux seules inclinaisons, il suffira
de remplacer dans les équations (27) et (29) les angles n, ' par T, T, el
d’assujettir les quantités o, ¢’ a 'une des conditions

(2

lesquelles fourniront les suivantes :

«=—n"), (e=-—n'o=n),

(34)

,> , N+ n =unombre pair s
2
[ étant un nombre variable depuis o & . Par conséquent nous aurons,

‘ n~n' . :
en posant p = —— + 2 I, pour la partie cherchée :

l=x

’ 1 .- . ;
F4-0° \7 (0w —na') 1 1\ n—rn'+4!
35) z‘\-»:z,—,,'=2(m> ¢ Z 3 . 23 lang;) (p) 194

¢
=0 —_—
2

¢
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On constate que cette partie est an moins de 'ordre n — n’ par rapport
aux inclinaisons, ce qui doit étre. La partie enfin correspondante de la
fonction perturbatrice sera

=

. 4 14 7 n-nt , 1 ) 1 p \ I‘)"A“I-H[ b
(36) m —p p3 cos(nT— w'T +n w—nw’)z ;)P(p), “p-}-;]ﬂ, (1_—?9_') (tang;‘ K"f"’
l=o0 : ’
ou Fon a fait
30) K (P) ., 2p+1  2p—1 2p—3.2p+1 2p—1.2p—3
(37 4’ ST a(n+n +1) 1.2 2.4(n+n"+41) (n+r+2)+...

=
Les séries (33) et (37) d'une forme trés-concise sont rapidement con-
vergentes. En les joignant ensemble on aura donc, par des calculs peu
longs, la partie la plus influente de la fonction perturbatrice par rapport
aux seules excentricités et inclinaisons.
4. L’autre partie de la fonction perturbatrice qu’il nous reste & déve-

lopper est I’expression
Pl
rcoss

(38) R =

Appelons a cet effet p,., A,—n, les coefficients de e et de e T—"T¢ dans
le développement de &' suivant les puissances ascendantes et descendantes
de €™, et de €™, eT* conjointement ; on aura

B39) = f

u-—‘T

¢ nTi ! - —r T F Jrp
KT dT, Apn= — fo_p, € dT.
’ , ox )

Cherchons d’abord la valeur de _,. Observons pour cela qu’en posant

e
A= [cos(m — %') cos? ; + cos(w + »')sin® 2J cos v’
(40) N .1 . = Lcosy + M, sinv'.
Lsm @ — o') cos’~ — sin (m +o')sin’ 5] sin o'
A 1 . . g1
B= — sin(w - @')cos’ - — sin(w + &) sin? -2-] ‘
(41) . - =— I, cos¢'+ Msiny’,
+ [cos(zx — o) cos“I; — cos (= + »')sin® = :] sin ¢’ i

ona
rcoss = a[A(cosu — &) -+ Bsinucosg],

et, par conséquent,

(42) o = 2np’r [A (Wop—s — Wonet) 4 7B (o + Wt ) COSP |-
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Au moyen de cetle expression de &_,, la valeur de Ay -, peut se

mettre
sous la forme

3 a t T Pcosw’ + Qsine' +R 9y he
(4 ) An',—-n - 7 f rEnS e e,
anaorm [ (1 — €' cosu'}

P, Q, R avant les valcurs suivantes :

[
1%

= (lﬂ‘n_| - l|!|u+(> Il - l’(\“\n—( -+ ‘l".\"_lq) Iq cos g;,

(Whnes — W) M,y cos 0" =4 i(¥h,_, 4 W, )M cose cosg’,

= QO
I

— by — ey L& A 7 (W = W, 1L g cos @

L'intégrale qui figure dans le second membre de 'é¢quation (43) est sus-
ceptible de simplifications remarquables. Observons, en effet, qu'on a

/ 5) cos o’ t 1 1 I
(4 r— cose 1T 1 —< cosu’

o

Tt L0
¢ (1 — 3 cose'?

(45) = D (= )

| — & cosa’

(47) e el L e )l= ¥

2 étant une variable provisoire. Alors I'intégrale (43) devient

2y

% . e T e
([‘8> hrn (f;;' An',—n: - ’_‘:7‘[ l(!m’Q — [l) -+ (R ¢+ P) Dyl ‘[ L

’ "
ol — & COSI

pourvu quapres Uintégration on réduise la variable o & I'unité. Pour ¢va-
luer l'intégrale du second membre, nous observerons qu'en posant

, SR
I
ol a
: il ! e ! ! A’
= e (o MY
o — & cosu R e R R ¥ Vot ¢ \1— hr A
ou encore
o
! ] . ) .
T R l—%—ZA”(.rP_q-x*PJ
72— ¢ COs e Vot — e \
i . 1
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Par suite, on obtient

o T s : A
‘,Tj fense il A l“\/ wieh vhrgea Ty | e el
YT Jeen 2— cosu ow J_ . \/Z;._ o ) ]

- |
P
l -
e E l AR IS P ! }9
Vot — & .
Peo

an

en admettant que pour p=o on réduise le terme & moitié. Cela pose,
Iéquation (48) se transformera en celle-ci

P

a n ' - L4 py1—¢? .
. Au’__u: — = W Q === 2 \ P4 "'—([J—; o P -+ ¢ P\) 1'\ l“.!,,'_./, =+ W P
— ¢t

" § i \/1 — ' 1

p=n

. 1 . ' . .
ond = tang (; arc sin = ¢ ), et on aura de lu sorte Pexpression du coeffi-

/

cient u'il $’agissait’de trouver.

Ajoutons qu’en posant

. I« \ . 4 N 1 - I'
Gom == g, — d g g — 23 by, 2%k s
o a't I -t 2 42 n4-4 {l ’A'-')"
Tay oy S 3 N R
— k T-— .
1l = Pt W — Aoy — 2% b, R (EaE

on aarait pour le coefficient A, cette autre expression,

0w
ol (mewip , - ol Cry 4 N
An,»_“’ = { COs8~ :(’ (v -+ s —) 4 1 ; 2 U) “+1; /"/’ ”!"1"1""

i | Qs ol
qeost-e TN A sin? -
> a,

)
e g X ) -
¢ G ; 2 Y e l) NG wh, et
v
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APPENDICE.

Methode abreégee de M. Cauchy pour calculer avec une approximation fixce
oy , o
davance un cocfficient quelconque du développement de — suivant les
v

exponentielles e™, e~

1. Nousavons vu dans le paragraphe précédent comment le carré de la
distance mutuelle de deux planetes peut se mettre sous la forme
(1) V=h—beos(u— ) — b cos(t/ — L)+ kcos{u+u — )
+kcos(u—u'—a)+ lcosau+ ' cosaul.
Il importe maintenant de démontrer que cette expression est toujours
décomposable en quatre facteurs; car c’est sur celte propriété que roule

principalement la méthode.
Posons, a cet cffet,

(2) H=~A—bcos(u—f)+lcos2u,

K cosw = kcos(uw — a) + gcos(ue—+) — b’ cos 3,

(3 o . .

3) Ksing = Asin(u — o) — g sin(u—7y) — b sinf’,
il viendra

(4) =H+ Kcos(t/ — w) + [ cos2u,

expression qui, en posant encore

. K H
(5) x =e"’, 7:4{)7 77:3{]7
se transformera en celle-ci :
“ " ! . . .
(6) V= (xtgperixt + 6gaxt + fpre+ ).

Nous aurous ainsi i chercher les racines de 'équation

(7) at+ fpe~ivx® + 62+ fpxert + 1 =o.
4
en sera unc autre; et, par conséquent, si l'on fait &, = aev’, a, sera égale

Pour cela, observons quesix, = f(p, ¢, ») est une racine, x, =

1 . N o . .
a—evl. De la méme maniére, on verrait que les deux autres racines @, ¢t @,
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seraient représentées par des expressions de la forme
. I .
Xy = her't, Xy =g eyl
Mais puisque, d'apres éequation (75, a0, a, 2y = 1, i) faudra que
© + ¢’ = o. Doncles quatre racines serond
i

. . I ; ,
7) xo=aer, x,=-c, xy=hemv, a,=pemr

- . 1 2.ab .
et la fonction -, en posant 5 = M2, prendra la forme
1

1 o
(t—axer?) 2 (1 —bxes) 21— bhaxtem =y

18]
[TAEN

(8)Y(") - =M@ —axe—v))"

T

La détermination des racines, ou plutot des trois quantités a, b, ¢, se fera
aisé¢ment comme il suit, En égalant s¢parément a zéro la partie réelle et la
partic imaginaire de I'¢quation (6, on obtient les deux équations suivantes:

N

i I .
\ (m -+ F,) cos29—+ 4p (a +- ;) cos{s —w) 4+ 6g = o,

a ’
’

1 . .
( (rz+~)su|2r‘9+4psm(¢—~o)):o,
qqui fournissent, par Uélimination dumodule a, celle-ci
(10) 8p*[sinagsin(ao—an)—2sin’(p—w)cosapl+ 2sin*2g(cos2c =3¢ =o0.

Mais comme I'équation (6) est encore satisfaite par x = be—<t, il Luudra

ane Pon ait encore, par le meme procédé,

3,20 i v . " s — 2 . Ve
i b[/ [4s|n).<‘9 sm-{:zg;—}~ .zm) 281N (‘94—0))(052?]
4 4 2sin*2g(cosag —3qg) = o.

Des ¢quations (10) et (11) on tive, apres quelques reductions faciles,
f12) cosan —3qcos?20 +cosag (4P — 1)+ 39— 4pPeos2a =o.

C'est Ia meéme équation cubique propre a déterminer @, d laquelle on serait

(*) On remarquera que 'on peut toujours supposer b < a <1
12
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arrivé avec M. Cauchy, si I'on avait posé

1
].:;(x,x,—i—xsx,)#coszq:,
« 1 1 I
(13) y,:;(x.xs—i—x,x‘)::;(ab+;«5),
1 x - ) = 1 ja b
]'3._—3(.!', P SRCAPR 498 —([)—I— ’

et construit 'équation dont 7y, 3, 7, scraient les racines.
Posons maintenant dans I'équation

(14) ]’3_"39]'2‘*‘(4[72—I)]'+3(]—/¢p20052w::0
qui en résulte,

('5> J=F+q,

il viendra

(16) 2 —(1+3¢* —4p*) 2+ 2q(1— g*) + 4p* (g — cos 2 ) =0,

dont les racines seront réelles en vertu des équations (13). En les dési-
guant par

T T 25 t—2
f COSz P COS—5—> [ COS ——
les trois racines y seront de la forme
7). 7 =q+‘ocosi, Ve :(/+’0091_E~ 7’—-f+4c0sf-~'-+?'r.
JA 3 a ( h 3 S / ( () 3

dont la plus petite, qui sera inférieure a I'unité, fournira la valeur de ¢,
et les deux autres celles des modules a et 4. On tire d’ailleurs des équa-
tions (g) et de leurs semblables

a4+ i:_il’_ésll%@_—ﬂ
, , p
{18) \‘)
‘ L ”;sxn(?+w)
| b+ b sin 29

{*) A Yaide de ces valeurs, on obtient sous forme réelle
1 H

3 M sinze 2 sin2¢ s
et R cos (i — ¢) 1+ - cos \/¢+9)] .
v Y—a)i+ il 2sin(p—o) T asin (g o)
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dont on déduit ais¢ment les sulvantes :

(19) sin<p::-|—_/’l/’_5_ml’_l, COSgo:-_i[/’_°92L_;1
”+;_’b_5 (l+2+b+z

(20) , a—i—:—l—f—b-i—[i)

(20 ange = — l:mgw — T

i
a-+-——b—-
a b
Les équations (19) fixeront complétement I'étendue de l'arc ¢ sur la cir
conférence, et I'équation (20), qu’on peut écrire
I

a«+bab "
(21) tang ¢ = tangw — —

— —1

ab

bl

jointe aux précédentes, démontre que Parc ¢ st compris entre w —+ 7
et -+ i); lorsque & varie de o i a.

Lorsque Pare ¢ sera ainsi déterming, les équations (18) feront connaitre
les modules @ et . On peut du reste obtenir directement des valeurs de
plus en plus rapprochées de ces deux quantités en ayant recours a I'équi
tion (4). bn y négligeant I, qui sera généralenient tres-petit lorsqu’on le
rapporte a des anciennes planctes, on aura

(22) =H+Kceos{t/ —w)=H+ %(xc“mf -+ xm ent).

Alors deux racines de I'équation (7) disparaitront, et en posant

. 1 . K
(23) § = tang (; are sin = H)’
d’on
K : .
i24) =i afent) (1+axt G,

on voit que les deux racines seront

Tty U (mtai
(9")> x, = 90(-:—0— il 2, = 6_6\1 ol
En les comparant ainsi a celles (8), on reconnait que les premieres valeurs
approchées de a, b, p sont:

1 .
. ‘ a-=—= l-lllg; <dl(, sin = K,)’
(26) )/):0,
L0 =T+ o.
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D’ailleurs par la méthode de Newton, on trouvera les valeurs de «a, b, .
a tel degré d’approximation que 'on voudra. En particulier, les secondes
valeurs approchées de a et b seraicnt:

‘ a=0y1—20cosew (0> +62) -+ 020 + 0* + cosfw,

x b == s
(a7) (") ¢ =K
Osin 20 (01— 072)
L— ©cos 2w (07 4 072) ’

' ¢ =w-+7m+ e t;mg {

1

. . { 1
1 1
© désignant I'expression I
Il importe d’avoir des limites de ces trois quantités. Celles de b et de o
nous les connaissons déja : celle de @ ou de sa valeur approchdée 8 se déduira

, . . . N . K
de I'équation (23). Comme les maxima de 9 répondent i celles du sinus T

dont la valeur varie a raison de la variation de ¢/, on déterminera le maai-
mum inaximorum de § par I'équation
Du K Du H

2‘% —_
(28) K Ho— o

laquelle fera connaitre la valeur convenable de Panowmalie excentrique.
Cette méme valeur, substituée dans les valeurs approchées (27) de a et de b,
fournira une limite plus resserrée de ces deux guantités.

. . . . I ) . . .
2. Sous la forme (8) la fonction = se développe facilement suivant les
4 19

puissances ascendantes et descendantes de a'. A cel effet, en négligeant
pour un moment le facteur M, et en posant

; (0 —2)i (' — )i
{29) y=e , Z=2¢ ,
nous la décomposerons dans les deux produits

_1 . i
, oL @)\ 2 VR S
(30) - ay’) ‘-’[!-—)—;) ) (l~/)£‘-')'~’(l—-j,) ‘

{*) On peut remarquer que si dans la seconde des ¢quations (18) on néglige b en compa-

: ! : . o \ - i SIN {7 =2 ) ,
raison de --et quelony fasse, d’aprés(26), » = = 4~ w, il viendra — == — 4p ~—~(—_—~—-’-' =0
b ’ ' b Sin 2w

! !
dolt b= = —
ir K
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Soienl maintenant Y, Z, les coeflicients de p* e 27 dans les développe-
ments de chacun de ces produits suivant les puissances ascendantes et

descendantes de y et de z. On aura

\ .

() ([—aﬁ"l"(._f)-”:2\',,,]"', b =) = D

et, par conséquent,

312) l — M V 1‘111’()._ Wyl Lot (,—u'-,u’ (xt — Cl“l),
v el " N

. <l ’ N . . .
ou ch:l([uv 2‘ est dlendu i toutes les valears cntieres, p()sn'l\»'(*s ] nvg‘xllw.\
de /. 1 s’ensuit que le coelficient A, de 2" dang le développement indi-

R 1 f . s .
qué de = sera fourni par expression
v
~ Zan’ 2R PO 7,3 n'-'-’.'“-J AR J

(33) M= Memovi L . . o
A= LY ety LY et e

I ne reste maintenant quii trouver Y, ou Z,. Cherchons done en géncral
a développer une fonction telle que
N—s

(1—Gers(t—5e )

suivant les puissances ascendantes de e et de e de telle sorte que la

série solt rupidmm-ni convergente. Posons

34) (1 —8eP Yy (1—fe Py =0, + Z@” (e ety
L] i et

el supposons que Fon v change e en - On aura

(3",) ( | — bt )—s (I — (2P )—: = 0, + Z 0, (9-—/7 et G oty
Mais on a id()nliqnm‘n(mt

. ¢ — P\ —t
(I__eze_pr)—s: ([__ 62}"" (I—-’ __L.;i_) s

I/ S8 1) s 0 ..,(.Y+/1-,
¢, en posanl — = Y [s].= ! )”*._) ),

el
X

(l . (;I",') 4+ I SJ4 )\('»—m(l . (,p:)-—.w-c
+ I'SJEAQ c—:pi(l _ nm)-:+2 4 )

v P

5 (\lu@”)“‘(l——e”"\—"(x——).--'~ ,)
36}

:('_02)—5
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Comparons donc les seconds membres des deux égalités (35) et (36), dont
les premiers membres sont identiques, i} viendra

__ang s s 5—1 s(s+) (s=1)(s—2)ya o |
(37) Q= 00—y [, [ £ STty 4 L 0= e

Pour le cas qui nous occupe cette formule donnera

1 a” 11 .3 1.3 s
= r= | -} —1—- Y Vi T &
(38) Yo=Y, [2],,'\/,_a:[l 2 2n’+2k"+ G(2n'+2) (20" + 4)>“ '

-

2.4
. y _Ix I 1 1 1.3 1.3 1
(39) Ly =2n = l;],,' \/,__bzl:l— Ezn'+2xb+r4(zu’+z) (zn'+4))\h + l'

ou I'on a, pour abréger,
1 l-3.5...2n'——1 a? b
(o) [;]n' T 2.4.6...27 =1 M=

Si maintenant 7’ est un nombre considérable, les séries (38) et (39)
pourront étre réduites 4 leurs premiers termes, et 'on aura a peu pres

I a” 1 b
R w=[ilis w=lile=

Dans la plupart des cas aussi, b est un nombre extrémement petit. Par suite
on aura sensiblement

Zo=1y, ZL,=2_,=0, Zy=172_,=o,

et la formule {33) se réduira a celle-ci :
I T .
onf = [u] M(r—a®) 2g¥e "¢
2 |

et comme on a a peu pres pour de grandes valeurs de n’

3=

- = ="

21 rn'

il viendra en définitive, pour la valeur approchée de .,
M

\/nn’(l—a’)

3. Actucllement appelons A.,, Ay, Acn, o les coefficients de e=nT¢,

(42) ot = a” e~"'vt,

ot TV ' , . 1 . .
eE' T gxnTERTI dans le développement de la fonction — suivant les puis-
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sances ascendantes des exponenticlles e™, e™*, et posons pour plus de sim-

plicité

(43) r=el, 1=¢T¥

on aura d'abord, d’apres ce qui précede,

([‘/I) ! — 2 Ay 1-[ f— 2 R ‘z.n«l’

et

(45) A= lemidT.

De ces deux équations on tire celle-cr :

-+~
o 1 ! _nTi
l’\!‘() An = p— ﬂt'n‘-lf x" ,C T dT7
25 2 -
ns 1
) ] (I*;) . )
qui au moven de la transcendante e se transforme facilement daus

lIa suivante :

/ 14
(4-) A= (1— ;>.&q”_, W,

Wy, ayant la méme signification comme au premier paragraphe. On aurait

de meéme

’ ll
([;8) A, = Z Ql —_ ?) g Wby,

()I)SCI‘V()I]S maintenant (]ll‘Ol] a

T - T

: . /
A, v"dT= Py A, dT,
™

(49) An'.-—-n = —L

2%

d’ot P'on voit que A, _, serait connu si en général on pouvait exprimer i,
ou ., cn fonction explicile des anomalies excentriques 2’ ou . Mais pour
les caleuls numériques la difficulté analytique qui se présente peut étre
évitée, car au bout du compte le tout consistera a obteniv les valeurs 4 un
degre dapproximation fixé d’avance; toute autre recherche est, pratigue-
ment parlant, inutile. A cet effet M. Cauchy observe que I'expression de y,,,,
Asavoir
-
(5ol R - %x"' du,

2% - %
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peut étre calculée aisément au moyen de racines de I'équation bindme
(51) xt =1,
car en étendant, dans la fonction

x'—h
( 5?‘ i : = x eldn ‘Tn1

la variable n aux diverses racines de 'équation (51), on a

(53)

= :-R‘)n Jon+i -+ gt -+ cL'n+al ..

U P g o PP Y e S N Y B I

et par suite on obtient
1 T
(54) ‘-‘Ln:?Z* — G,

en posant d’ailleurs

(55) G = oyt -+ lgpal + oo+ Ay gy +
St maintenant [ est suffisamment grand, on voit qqu’on aura sensiblement

(56) Ly [2:

De la méme maniere il viendra

x/ir—a’

(57) Nl =7
en supposant le signe 2 étendu A toutes les racines de Péquation
(58) =1,

et en désignant par ¢’ la somme

(59) G = otk & Aewpadn o Nenfmtmp T Aeppap e

Alors la formule (48) dounera

(60) A,,l = 2 <I — f—-) lf‘vlf (1‘;;“' — O”) ’

pourvu qu’on rapporte la sommation aux racines de 1'équation (58).
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A T'aide de cette valeur de A,, Péquation (49) deviendra

i' — l, I - o ‘L.‘I'——n‘ .
An’,—-n == 2‘ (l — -”—,)Iﬂ)[/{ ; f o~ 'l (T. — 07 >%

—7

4

(61) ' == (' | _L ) g A tn

1 hs [I\
_~—f 2(1_-—,)115,1,5’1-"([[',
LR . n')

. 1 4T / I
ou bien, en posant n" = — f 2 ( t— 7) Wy o't dT,
- J_ . \

3 ! 4 r -
(()2) Auwon = Z"Z ( t— ;l_'> Wy Ay 't — 7.
Celte expression se simplific encore, si 'on remarque que l'on a identi-
quement
£
e’ = 2 Uy x’“‘";
d’on
n'e = 1
: | -
2('_"') Wyt = (1—5Dy)e’ *
(()3) \ Ky n'

1
11—

|
e
TN

bt

[}

+
8 = .
——
|
e
.LI H\
—~

et, par conséquent,

(64) An',—n = 71—"2 A -n T [[ -

Oun trouverait de la méme maniere

(65) Ap .= %ZA"' T"LI— %(:c—f— %)] i/

ou le signe Z s'¢tend 4 toutes les valeurs de o qui vérifient Péquation

Pk
8
+

8|~

S

e
!
5\

(66) xh =1,

el n désigne l'expression

(67) n = 2% f:z (‘ - [Z) vy o7 AT,

3
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dans laquelle on a

(68) ¢ = t:L‘—n+l—k -+ "l"--n+l—2k + ... +""~n+l+k + 'R"—n+l+2k +....

Or, en prenant &, &’ suffisamment grands ct supérieurs a n, ', les modules
des sommes 0 et n’ scront généralement trés-petits, et, par conséquent, ces
sommes pourront étre négligées dans les formules (64) et (65). Dailleurs
on peut calculer le degré d’approximation auquel on parvient lorsqu’on
les laisse de coté.

A cet effet, observons d'abord que l'erreur commise sur le module
de A, _, sera au plus égale au module de »', et que celui-ci sera inférieur
au module maximum de Ja somme

’

(69) 2 (‘ -~ %) Wby 5y

laquelle se calculera approximativement & l'aide de la formule i 42 .
Lorsqu’on suppose A — ' notablement supérieur a I', la valeur appro-
chée de ¢’ peut étre réduite & son premier terme
1

M(i—ea®) ° ol okt
= bopler = __(_/)—"—; gt gtk i
Vi (b’ —n' 1)
qui, en y négligeant I/ en comparaison de A’ — ', devient
H
r__ M(i—a) * Rmrtel QK= ld

(70) =
70) ¢ \/w(/{" —n')a

AY

Substituant cette valeur de ¢’ dans la somme (6g), en tenant compte de la
formule (63) et en se rappelant que

X' = aedt,

il viendra

. r o ke e
‘7[‘ 2(]"";> “!‘1 G/Z{,' (I\./__"zl) 'lal\—-n C,‘/\*"]:_l.‘

L étant égal a

n o<

N R TRt I )
(72) (= =i S (o 2) ] e -

s

Soit maintement # le module de la somme (Gg), ou en d’autres termes la
limite de Perreur que I'on se borne 4 commettre, ct appelons A le modale
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de £, on aura

(73) 8 = A (K — n’)'—” at ",

Cette ¢quation fera connaitre la quantite inconnue A ou, ce qui revient
au méme, la différence &/ — 1. Mais ce nombre A — 2/ sera évidemment
une fonction de Pangle «, ¢t il conviendra de lui atiribuer le maximeum
maximorum des valeurs dont il est susceptible. La valenr convenable
de u, en mettant I'équation ci-dessus sous cette forme

i
(77) a (A —u)? =Aab ™,
est fournie par I'équation
(75) D, a+ Y D,,A_o

qui montre que les valeurs maxima de k' — n' vépondent a celle du mo-
dule a. Par conséquent, le maximum maximorwm de cette différence
correspondra sensiblement an maximuan mazimeruwm de ce module.

Une fois qu’on aura trouvé ce nombre A ou &, on caleulera A, , par les
formules

r—n' '
Wm0 2 AT s —dcosu;

;\__,‘: 2 ( | — ;l[_) ‘|1'7,1.V1¢.*n$(

\
jointes a la formule (33), et Ta question pratique proposée sera compléte-
ment résoluc.

En vésumé, on voit que Pesprit de Ja méthode up'proché(‘. de M. Cauchy .
consisle en ceci : 1 calealer par approximation, a Paide d'une moyenne
géomeétrique, la valeur de o, ownde a5 29 se seevir de la formule exacte (33
pour déterminer davance le degré d'approximation anquel il suflit de
starrcters 3¢ par des (ransformations analytiques, taire dépendre la déter
mittion de A, L de celle de Ay, on de .

rCos .y
La méme méthode peat sappliquer an ¢ aleal de Pautre partie - de

Lt fonction perturbalrice, et nous arviverons ainsi a des résultats semblables
a ceux déji annonceés par M. Puiseux, dans les Comptes rendus, juillet 1856,
A ceteller, metions les quantités P, Q, R deésigndes dans les ¢quations 4.1
de la page 86, sous la forme

76 Pe=Aes, Q=Be*, R=Cr,
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et partageons l'intégrale (43), page 86, en deux parties, I'unc réelle et I'autre
imaginaire, que nous appellerons E et /F. En supposant qu'il suffise, pour
Papproximation désirée, de diviser la circontérence en A parties, on
aura successivement pour ces deux parties :

a 2 Acos(n' T —a)cost’+ Beos(n' T'— B)sinu’ + Ceos (w17~ 4 )
2nka” (1 — ¢ cos u' )

(77)3Ez

a EAsin(n' T —z)cost’ 4+ Bsin(a'T' —f)sine’+ Csin (#' 'I"_—_—_l).
(1 — € cose’)

F=—

anka?

On voit que les quantités A, B, G, a, 5, 7 étant calculées une fois pour
toutes, il n’y a plus qu'a attribuer a 2/ les valeurs successives

i

2

T?

297 A o 2%

o, I‘F, 2'75 5-73"'7 (k'——l)
et en déduire celles correspondantes de T, pour trouver les valeurs de E et
de F. Cela fait, la partic relative & I'argument 7’ T' — nT duns la fonction
rcoss

7

(78) Ecos(n'T"—nT)+ Fsinn'l’ — nT).

serad

Il reste maintenant a trouver le nombre & le plus convenable pour que
I'erreur commise dans cette évaluation soit au-dessous d'une certaine limite .
A cet effet, il 0’y a qu'a calculer, comme avant, le module mazinum de la

. . 1 . . .
somme (69), lorsque, au lieu de la fonction ~ on substitue la fonction
N T

Fooss .
— Posons, a cet effet,

r’!’
m=~K—n+10,
on aura
a 3 +ﬁA+B(I/+I'—')—1C(II-—-7."_‘)

) Teose V'
a’arw J_ {1t — & cosu'}

2" di.

(79) Qg iy = oy =

A, B, C étant déterminés par les relations suivantes :

'

~ A=¢dL—¢Lcosu—+ ¢ L, cosgsinu,
{80) 2 B=Lcosu — 1L, cosgsinu — Le¢,

( 2 C = Msinu cosg cosg”+ M, cosg’ cosu — ecosg’ M,
Or on a, en posant,

(81) ¢ =-
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N\ s
et en appelant S, le coefficient de a7 dans le développement de (;) >

¢\ 1 1
(2_i> (1—¢cose’ P (1—r2P(1—ra/ )
= %2(;}—}— ) (p+ 2))\”.%""2([)—*- N(p+ 2))\1’“««;’:25? xP.

(82)

Par conséquent, en revenant a I'expression de ., on obtiendra

/2 ’
(83) %(%) o = 2 b J A.r"*""*‘”—{— B ( '+m+p+l+z/+m—l+p)_{'c (1J+m+|+p_zl+m—|+p](lul

= Asm + B \(sm——l -+ Sm+l) ~- iC (Sm—l _ Sm+| )

Mais si dans cette valeur de #,, on n’y conserve que les termes de P'ordre
m — 1 et m par rapport aux excentricités, ct si 'on observe que 2 est de
Pordre de ¢, cette expression se réduira a la suivante :

2 r\3
(84) = (:xj om= 2 m (im 1) = (B + iC).
De méme, en négligeant dans B ~+ {C les carrés des inclinaisons, il viendra
. .. —o')i
(85) B—f—zC:é(cosu—-s-}-zsmu]e(U ,

. 1 E .
dont le module maximum est - Nous aurons donc pour la valeur maxi-

mum de Qog_pirs
€

3
(86) Dot = —14-‘- {07 (2—?‘—) (l -+ s) ("__ 24 )(‘1_ ey I))‘A'—~n'+[f_|_

Substituons-la maintenant dans la somme (69), il viendra

s

‘ 2( )w.,m = i;l—,z(%})s(l—f-e)E(]_%) (Bl ) () b =
" =i () ()0 Loms e B (o) ol

ou bien, en ayant recours a I'équation (63),
ne

S(= Bpeemin(2) (59 wlrop g0 ] D,

et enfin, en tenant compte de I'équation (81),

n'e 1
s 1a f2) J1— ¥ T(l\';) , Y \)
2(“;)“"""—1 ( )(“)E e F=r)
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L. ST X
Ainsi nous trouverons, en négligeant —
} el

2

2

(88) w:[,:—,,%hﬂ—e)cosy'e""'w’?'l"""'k’;

d’ou P'on tirera facilement, en prenant les logarithmes, la valeur de &,
qu’il s’agissait de trouver.

Note sur le développement d’une fonction de _fonction a plusieurs variables
suivant les puissances ascendantes de ces variables et de leurs produits.

1l n’existe jusqu’a présent aucune méthode pour ce genre de développe-
ments. Celle que je donne sera, je I'espére, bien accueillie par les géometres,
tant par sa simplicité et généralité que par son utilité. Pour mieux la faire
comprendre, nous supposerons qu'il ne s’'agisse pour le moment que d’une
fonction de trois variables.

Et d’abord nous remarquerons que le succés et Pemploi facile de la mé-
thode reposent en partic sur les notations adoptées. Ainsi, en général, pour
désigner le coefficient du produit x? y? 2" v..., dans une fonction de m va-
riables, nous prenons un polygone régulier de m cotés, et a chacun de ses
sommets, que nous faisons correspondre invariablement a une des variables,
nous attachons un indice représenté¢ par Vexposant méme, qui affecte la
variable que l'on considere (*). Par exemple, ,A?, i, etc., seront les
coefficients des produits x? y7 2", P y95" ¢*, etc., dans des fonctions a trois,
quatre, etc., variables.

Soit maintenant
(1) F=g¢ (¢)=9(A+A LMy iai+A x4 pe gt A2 >

+ATXY + A XA (AT
la fonction qu'il s’agit de développer, et proposons-nous par suite de trou-
ver le cocfficient ;A Y du produit xfy?z" dans ce développement.

Désignous a cet effet par le symbole (P, Q, R) une fonction entiere et
homogéne de degré i par rapport aux coefficients, isobarique et de poids
respectivement P, Q, R par rapport aux indices {(p?, (¢), (r), c'est-a-dire

une fonction telle que ’on ait
L

(2) (P’ Q’ R)‘ 2 A A’Io rlAql ’,Az: "xA,‘;:“”’

i*) Ces polygones auraient lavantage de rendre la régle plus claire et sensible; mais, faute
de caractéres typographiques, nous y substituons plus bas des lettres avee des indices, dont
le rang tiendra licu de sommet.
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sous les conditions

(3) ho-+ Ty Dy Fby+ .. =1
\ polig-=pihy = piley+p, i+ =D,
(4) Cqule =g by - qu - gl =

‘ oo+ r bl 4-rshy4-ry by ... = R,

v ¢tant un coefficient numérique vaviable d'un terme i Fautre, qu'on déter-
minera par la suite,
Le coefficient cherché sera de la forme

A= (A (P, Q RY 46 (A) P, Q RP g™ A 1, QR Yo

(5) + ?(l‘-t-O-i»n)(A)(])’ (\)~ I{)(l‘—i—(}-{-l’n).

Pour démontrer cette formule, observons qu’i Uaide de la série de Ma-
claurin, on a, i un coefficient numcrique pres,

(6) WBa= DHDPDODHF L e

Or il est bien évident qu'a mesure que 'on différentie, on introduit dans
le résultat un cocfficient de plus. Ainsi chaque dérivée de Povdre 7 dans | o
devra cétre accompagnée d’'une fonction entiere et homogene de degré 1.
Dailleurs changeons dans la fouction ¢ les variables a, y, z. respective-
menten bae, Ky, Iz alovs le terme

» L0 R
RAQ X __7 ~

du (1(3\'("()‘)]1(‘,“18[1l. de F se Ch;mgeru h

QLK
z°,

- RIS TN
(\/) /:/-l“_\Q.Z‘]'

Mais le changement indiqué des variables dans ¢ revient a celui des coethi-
cients A" en ,ATAP AT Effectuons done ce méme changement dans la pre-
micre expression de 455 le résultat devea concorder avee (7). Or cela ne
pourra évidemment avoir licua moins que les conditions {4 ) soient salis-
laites. Ninsi laforme (5) est bien justifice. 1l veste i trouver les coefficients
numeériques. Pour cela, supposons que 'on ait en particulier
F=d"=(A+ A2+ A y+, 022 A% + Ay y? 4+ A2 )
il viendra i 'aide d’une formule connue

FeTl A" (a4 A, v +4,A ;)f. (A A0 4+ A48 oy 3 s, 0
= (’“)En.m ) nie)
onlonall, = r.23.. 4, et ou chaque parenthese dunumérateur comprend
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successivement des fonctions partielles complétes de degré 1, 2, 3, 4.... Dé-
veloppons par la méme formule chacune de ces parenthéses, on aura

a, a, a b, b, b, b,
Al. A, .A‘ "lt Ay 3y A? 1’ ’AJA b, b, b,

N .
F-_—II(m)Zn(‘.a) famama > J 2 Zn b,)n(b,) n( ub‘) x y

Il est & noter maintenant que, grace a la décomposition que nous avons
faite de la fonction donnée, chaque cocfficient qui se trouve sous un des

signes ¥ ne se rencontrera plus dans les autres. Par conséquent, on voit

immédiatement que, quel que soit le terme que I'on considere, un coelfi-
cient quelconque ,A; n’y entrera qu’en apportant avee lui en diviseur une
factorielle IT(7), si [ est I'exposant dont il y sera affect¢. Ainsi donc les
coefficients numériques cherchés seront pour chaque terme 1'unité divisée
par le produit des factorielles

IM(Ay), (R, T(Ry),...,

en admettant que ho, %, hy,... soient les exposants qui figurent dans ce
terme.

En résumant ce qui vient d’étre dit, on conclut que le coefticient de-
mandé sera fourni par 'équation (5), pourvu que I'on désigne mainte-
nant, sous les mémes conditions (3) et (4), par le symbole (P, Q, R), la
fonction

;.,, I:. hy
(A B A
mh, .0k .1k,

En général, soit a développer la fonction

F——?(LP)——?S p,q,r, lxqu'r..ﬂ/t,

le coefficient xP yQ zR...w", dans le développement de T, sera

i=P+Q+...+T

ApQ R, T = X ¢"(@(P, QR,..., T,

i=1
(P, Q, R,..., TY désignant une fonction enticre et homogéne dc¢ degré i,
par rapport aux coefficients (@, ,, ,, ¢, isobarique et de poids respective-
ment P, Q, R,..., T par rapport aux indices (p), (q), (r),...,(2), telle enfin
que pour chaque terme le cocefficient (a,,, ., . .Y qui y entre soit divisé par
le produit 1.2.3...1; et ¢ (a) représentant la dérivée i™ de la fonction
réduite a son premier terme a.
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Note sur le développement de la _fonction perturbatrice suivant les
anomalies excentriques.

On peut trouver d’une autre maniére le coefficient &, _,s dont il est
yuestion a la page 81.

7 I
On a, en posant - =P = J,
T 2 -3
—=~(1+ p* — 2p cosS§)
Désignons en général par les symboles ( ) [ ] les factorielles

ale—1).. (x—ﬂ—i-l) ale+1). . (a4 p—1),

1.2.3...p 1.2.3...8 ’
on aura en développant - suivant les puissances ascenidantes de p,
T
p=n h= (’p 1
L _ 2 P_—'_Q\) —20
= 2,9« Py < - (2 cos Sy,
":0 1—0

ou % est un nombre entier positif pouvant prendre toutes les valeurs depuis
f T P
zéro jusqu’a 'entier le plus proche de =
jusq plus p P
Considérons a part le facteur,
c0s 8P~ = cos I~ [cos (v — V' + &—&") + cos (V4 + m+a') tang® I} °
En effectuant la puissance indiquée, il viendra
k=p—2h
— 2/
cos SP—h == cos J P-4 E <-_ y l) cosP——k(o — o' 5 — o) cosf (v v 4 & + ) tang* ).
k=0
Or on trouvera sans difficulté que le produit des deux puissances quelcon-
ques des cosinus qui figurent dans cette somme est égal a
g=p—oh—k I=k

1 p— 2h—k [u. vtgr )/ (V4w 7 r
X 3 () (1)
g——O

I=o

1. et ' ayant les valeurs suivantes :
p=p—2h—oag—2l, p.’:-—/)-kﬁ/f~9.l-‘.»—9./1+:1~.
Par conséquent, en substituant il viendra

p=n h=p k=p—ah I=k g=p—2 —k

=L X X X

p=0u h=—0 k=0 "=0

) S AT AT (O {4
2 p—0\ [p—a2h\ (p—2h—4F )(os.l’l’- b tane i e PG ,*.
p--h h & _ g ¥ - e

; y

—

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



106 )

Tout se réduit donc a trouver le coefficient de e™*~""“% dans I'expression

’ l
re (e

e - Or sa valeur, an facteur T pres, sera
1 T e.”-u’ ) I aw /.Llull- , s
— ——————e " du x — e (1 —¢ cos )P e due,
27 Jo  (1—ecosu)p 27

ou

ST go=us t'——u'—i-p f':]}—u'

(2 —p—1] [r+p+U| (E+P\ (P—p \ysts st
e I D D i L | e A e L T

smQ 7=0 s'=0 s'=n

sous les conditions
s—oc=nu—m, §—od=pu+m.
. . s v 1 .
Le coefficient donc de ™21t daps le développement de < suivant les

exponentielles imaginaires ayant pour argumentsles anomalies excentriques,
sera sous les mémes conditions

p=x h=p k=p~oh I=k q:p-'ll—' s=mw or=w s'mpdp s'=p—y’
22 Z 2> 2 22 2 Z (=
p=0 h=o =0 =0 $==0 ¢=0 =0

A T 1
5 . _ S S . — e ' ot
e [__‘ i h) (P 2h) p—2h—k L_) L—r '] [u'+p+l] (f" TP) (l’—_,'i) cosJ =it tang gt
p—h A .k & ! s z K ¢

RXopl+m)l /o) str . ss (l-&—},’)p-’-l ( a )p
4 ———— ——n .

a - 3?

Vu et approucé,
Le g juillet 1856,
Le Dover pe ria Facurrt pes Sciences.
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Permis dimprimer,
Le g juillet 1856,
Le Vice-Recrevr pE v’Acavémie pe Parnis,
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i

ERRATUM. — A la page 73, ligne 12, lisez E—;—E—, au liew de \/1 — o

PARIS, — IMPRIMERIL. DF. MALLET-BACHFLIER,
rue du Jaerdinet, 12.
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ERRATA.

t

sy

—
3 —

Page 73, ligne 15, au liew de y1— ¢, lises
Page 74, ligne 4, au liew de (1—\W, lisez (— 1 )P.
T——“

Page gb, ligne 6, an lieu de %EZI’ IisezliZ'.':_.

Page g9, aux lignes 16 et 15 substituez celles-ci :

i T
Ay, == = A_pt% (1— ¢ cosu’) Av,—y =~ Apt®(1— s cosu)
k ¢ £

?
I !
A, = 2 <I — n—) LYY N Ay = 2 ( I— 7) Aot Uyt
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