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THESE D'ANALYSE.

SUR LES APPLICATIONS

DES

FONCTIONS ELLIPTIQUES

A L'ETUDE

DES COURBES DU PREMIER GENRE.

INTRODUCTION.

Le genre d’une courbe algébrique C d’ordre 7 est la différence entre
le nombre maximum des points doubles et des points de rebroussement
que peut avoir une courbe de méme degré, et le nombre effectif de
ceux que possede la courbe C. Cette différence p est donnée par la for-
mule suivante, olt d désigne le nombre des points doubles et 7 celui
des points de rebroussement :

(n—1)(n—2)

P= —d—r.

L’importance de cet élément dans P'étude de la fonction algébrique
définie par I’équation de la courbe ressort principalement des décou-
vertes faites par les géometres allemands au sujet des intégrales abé-
liennes. Riemann a démontré, en effet, que le nombre des fonctions de
premiere espece auxquelles peut se ramener I'intégrale f[f(xz, y)dx, o

v
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2 et y sout les coordonnées des points de la courbe, est précisément
égal 4 p. C'est en partant de ce fait que Clebsch a été conduit & des
résultats tres remarquables sur les propriétés des courbes algébriques,
et son Mémoire sur les applications des fonctions abéliennes (') a
ouvert une voie nouvelle aux travaux des géometres de notre époque.

Deux cas particuliers donnent lieu aux recherches les plus intéres-
santes. C'est d’abord celui des courbes de genre zéro ou unicursales,
dont les coordonnées s’expriment rationnellement en fonction d’un

parametre variable. C'est ensuite le cas ot p =1; la courbe admet alors
Mpoinls doubles, et les coordonnées de ses points s’expriment
en fonetion rationnelle d’un parametre et d’un radical carré portant sur
un polynéome du troisieme ou du quatrieme degré. L’intégrale abc-
lienne se ramene, dans ce cas, aux intégrales elliptiques.

L’étude analytique des courbes du premier genre, ou courbes ellip-
tiques, forme I’objet de ce travail. Leurs propriétés ont été étudiées par
Clebsch, soit dans les deux Mémoires publiés au Journal de Crelle
(t. LXIII et LXIV), soit dans I'Ouvrage intitulé Vorlesungen iiber Geo-
metrie, complété par M. Lindemann. Les travaux récents de MM. Har-
nack et Westphal (*) sur les cubiques planes et sur la courbe gauche
qui résulte de I'intersection de deux surfaces du second ordre méritent
¢galement d’élre cités.

Dans les Chapitres I, Il et III, nous avons reproduit, en essayant de
les compléter sous certains rapports, et avec un mode d’exposition que
nous croyons plussimple, la plupart des résultats obtenus par Clebsch.
La démonstration relative au degré du polynome placé sous le radical
qui figure dans P'expression des coordonnées nous appartient, aiusi
que cerlains calculs qui se rapportent aux points doubles et aux points
de rebroussement. En outre, aprés avoir introduit dans I'expression
des coordonnées les transcendantes snu, cnu, dnu, nous montrons
comment on peut leur substituer les fonctions p(u), p'{u), souvent
employées par M. Weierstrass, et exprimer p'(u) en fonction de p(u)
et des invariants de la forme biquadratique placée sous le radical pri-

(1) Journal de Crelle, 1. LXIIL
(%) Mathematische dnnalen, t.1X, XII et X1
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mitif. Cette transformation permet d’appliquer aux problemes dans les-
quels intervient la multiplication de I'argument la formule remar-
quable due a M. Kiepert (*).

Nous avons rappelé, eny ajoutant une courte explication, les expres-
sions des coordonnées obtenues par M. Hermite au moyen des fonc-
tions Z(¢).

Dans les Chapitres IV et V, nous nous sommes assez longuement
étendu sur les courbes planes du troisiteme ordre et sur la courbe
gauche intersection de deux surfaces du second ordre. En ne nous ser-
vant que des propriétés les plus élémentaires de ces courbes, et sans
recourir aux procédés du calcul symbolique, nous avons retrouvé les
formules qu’Aronhold et M. Westphal ont déduites de considérations
différentes. L’emploi de la fonction p(u) nous a conduit tres simple-
ment, dans le cas des cubiques, & certains résultats, dont plusieurs
nous paraissent nouveaux, spécialement au sujet des points sextatiques
et des courbes de sixieme classe enveloppées par les droites qui joignent
deux points dont la différence des arguments est constante.

Signalons encore la méthode directe par laquelle nous exprimons,
en fonction des invariants de la courbe et des coordonnées d’un point,
les racines de Péquation du neuvieme degré qui détermine les points
d'inflexion, et la discussion qui s’y rapporte.

A I'égard de la biquadratique gauche, nous avons obtenu la rela-
tion qui existe entre les parametresrelatifs & un méme point, dans deux
modes de représentation différents.

Enfin la condition que doivent remplir les arguments de quatre points
situés dans un méme plan nous permet de démontrer aisément un
certain nombre de propriétés de cette courbe.

(1) Journal de Crelle, t. LXXVI.
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CHAPITRE L

EXPRESSION DES COORDONNEES D'UN POINT DE LA COURBE
A L’AIDE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

§ I. — Théoréme fondamental.
1. Soit
(1) flz,y)=o0

[ _ - . 3
une courbe de degré n admettant n‘nz 3) points doubles. En adjoi-

gnant a ceux-ci 2(n — 1) points ordinaires de la courbe, on détermine
un faisceau d’ordre (n—1)

{2) u-+ilv=o,

u et v représentant deux courbes du faisceau. Parmi lesn(n —1) points
d’intersection de la courbe d’ordre n avec une courbe du faisceau, le
nombre de ceux qui varient avec X sera

n(n—1)—n{n—3)—aln—1)=2.

Exprimons les coordonnées (£, n), (£, 4') de ces deux points en fone-
tion du parametre 2.
A cet effet, supposons qu’entre les équations (1), (2), et celle d’une

droite indéterminée
Az +By+C=o,

on élimine x et y; le résultant sera un produit de n(n—1) facteurs
linéaires par rapport 2 A, B, C et correspondant a chacun des points
d’intersection. En supprimant les n(n — 1)— 2 facteurs indépendants
de %, on aura une équation de la forme

(3) pA2+ p'B24- p"C24-2gBC +2¢'CA+ 29" AB = o,
ou les coefficients p, p’, ..., ¢” sont des fonctions entieres de degré n
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par rapport a A. En identifiant le premier membre avec le produit
P’ (AE+Bn+C) (A& +Bn' +C), on aura

P EE =p,
pllnnl :P,,
(4) P(n—+n')=12q,

PI(E+E) =24,
pll(g_nf _}_ E/'ﬂ):?‘q”,

7"

prE—Epr=4(q*—pp",
pia—a'=4(g* —p'p")-
D’ailleuars, 'expression (3), considérée comme une forme quadratique

par rapport 2 A, B, C, étant un produit de deux facteurs linéaires, la
forme adjointe est un carré parfait, et 'on peut poser identiquement

'

Q

P 9 q =
g p 9
(5) , ; —H(lz+ly+ Uz,
/ g q p' 3 ( A )
X ¥y 3 o

o/, I', I” sont, ainsi que H, des polynomes entiers en X, dont le degré
sera fixé ultérieurement. On peut toujours supposer que /, £, /" n’ont
aucun facteur commun.
On aura donc

q* —p'p"="LH,

¢ —p'p=1H,

¢ —pp' =1"H,

pg —q ¢ =UUH,

Py — q"¢="0IN,

7"

Py — q¢ =1UH,

et, en vertu des équations (4),

Yl I___(,_Zl, VH
S = =g
() P
4/ —
1
o 2 \,{H
P
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Il est facile de prouver que les signes ne sont pas indépendants dans
ces deux formules et qu’an signe = dans la premiere doit corres-
pondre le signe 5= dans la seconde. On déduit effectivement des équa-

tions (4),
prE—E) ) =p"2[ln - )E+ §)—a by +En]=hlgq —p'q)=—4 U H
Cela posé, on tire des équations (4) et (7)

gl yH
é———'”—

(8) !
l g=1J/H
= =

1"

P

ct, si 'on regarde le radical comme affecté successivement des deux
signes supérieurs, puis des deux signes inférieurs, on obtiendra ainsi
les coordonnées des deux points considérés.

En regardant A, B, C comme des coordonnées tangentielles, I'équa-
tion (3) représente ces deux points; par suite, I’équation provenant de

la forme adjointe
lx+ly+U'=o

représente la droite qui les unit.

2. La méthode employée par Clebsch pour évaluerle degré de H, ou,
ce qui revient au méme, le nombre des courbes du faisceau qui sont
tangentes & la courbe proposée par la coincidence des deux points
Z,m), (§,7"), repose sur certaines propriétés du jacobien des trois
courbes £, u, ¢, dont la démonstration présente quelque complication.
Ces propriétés sont contenues dans les théoremes suivants :

1° Le jacobien de trois courbes f, u, v d’ordre quelconque passe par
tous leurs points communs.

2° Si les deux courbes u, v sont de méme degré, en chaque point
commun aux trois courbes le jacobien est tangent a la courbe f.

3° Tout point double de fpar lequel passent les .deux courbes de méme
degré u, v est un point double du jacobien, et les tangentes en ce point
sont les mémes pour la courbe f et pour le jacobien.
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Clebsch en conclut que le nombre des courbes du faisceau qui
touchent la courbe proposée est égal a quatre.

La méthode suivante nous semble plus directe et plus algébrique.
Elle consiste a calculer le degré. des fonctions /, ', I’ par rapport a ),
ce quirevienta déterminer combien on peut, par un point quelconqueP,
mener de droites telles que lx + 'y +{"=o, joignant deux points de¢
la courbe fournis par une méme valeur de .

A cet effet, menons par P une droite quelconque

ax +by +c+pldz-+by+c)i=o.

Elle rencontre la courbe en n points, et il résulte de ce qui a été dit
des le début de cette théorie que les n valeurs correspondantes de 7.
sont données par I’équation (3), ol 'on remplace A, B, C par a+ »a’,
b—i—y.b', ¢+ pc'.

Soit done

®A, p)=Mp2+2Nu+P=o

celle équation, en posant, pour abréger,

M= pa? + p' b2 + p” 2 + 2qbe + 2q' ca+ aq”ab,

N == paa’ -+ p' bb" + p"cc’ + q b’ 4 ¢b') + q'(ca’ + ac’ )+ 9" {ab + ba'

P =pa?—pb24+p’c24oqbe +2q¢ca +2q9"ab.

Si la droite considérée joint deux points relatifs & une méme valeur
de 2, on a simultanément

(2, p)=0o,

. . o0 . . N
Je dis qu'on a en méme temps 5, =0, car Iéquation ®(i, v = o,

st Pon y regarde 2 comme connu, fournit deux valeurs de p, et, par
suite, détermine les deux droites qui joignent le point P aux deux points
correspondant a celte valeur de A. Or, dans le cas actuel, ces deux
points sont en ligne droite avec P; les deux valeurs de u. se confondent

done, et i'on a o® =o0.
du

On le vérifie d’ailleurs en ealculant le discriminant de la fonction @,
regardée comme fonction de p.. Ce discriminant, en effet, a pour valeur
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N* —MP ou, en remplacant M, N, P par leurs valeurs,

p q// ql (bcr__cb/)
q;/ p/ q (ca'— ac')
q q p’ (ab' — ba')
(be' —eb") (ca'—ac’) (ab' — ba') o
c’est-a-dire, en vertu de V'identité (5),
L rrp
Hia b ¢
a b <

il admet done comme racines doubles les valeurs de X pour lesquelles
les deux points correspondants (£, ), (§', v’) sont en ligne droite avec P.

Il résalte de ce qui précede que les valeurs de p. relatives au cas dont
il s’agit sont racines doubles de I’équation obtenue en éliminant 2 entre

9P
7 0A
2(n— 1) par rapport aux coefficients de @, et, par suite, d’ordre
4(n—1) en w. Outre les valeurs de i« dont on vient de parler, il admet
encore pour racines : 1° celles qui correspondent aux tangentes menées
du point P & la courbe /, car alors deux valeurs de X se confondent pour
une méme valeur de p; le nombre de ces tangentes est

les équations ®=o =o0. Or, ce second discriminant est d’ordre

n{n—i1)—a2d—3r=2n—r,

d’apres la formule de Pliicker; 2° les r valeurs qui correspondent aux
droites joignant P aux points de rebroussement, puisque alors encore
deux valeurs de A deviennent égales. En défalquant ces deux especes de
valeurs, il reste 4(rn — 1)— 2n =2(n — 2) racines égales deux a deux.
Le facteur correspondant

l ll lll
a b c |,
a b ¢

dans le premier discriminant, est donc d’ordre n — 2, et, en vertu de
I'identité (5), on en conclut que H est du quatrieme degré.
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3. On peut done énoncer le théoreme suivant :
Les coordonnées des points d’une courbe d’ordre n et du premier

genre peuvent s exprimer rationnellement a ’aide d’un parametre ) et de
la racine carrée d’un polynéme du quatriéme degré en ).

Onvoit en méme temps qu’il existe quatre courbes du faisceau u—+ 1,
tangentes a la courbe proposée en leur point variable d’intersection.

La droite qui joint les deux poinis variables d’intersection des courbes
du faisceau avec la proposée enveloppe une courbe de (n— 2)%" classe.

Enfin les équations (8) montrent que le point milieu du segment
déterminé par ces deux points décrit une courbe unicursale d’ordre n.

4. Au lieu d’un faisceau d’ordre n— 1, on aurait pu faire usage

n{n—3)

n — 2 points simples de la courbe. Le nombre des points variables d’in-
tersection est encore égal a 2.

d’un faisceau d’ordre n — 2, en adjoignant aux points doubles

5. L’analyse précédente donne le moyen de calculer les valeurs
de 2 relatives aux points de rebroussement de la courbe, dans le cas ol
elle en possede, et de reconnaitre si celte circonstance se présente,
lorsque la courbe est donnée directement par les formules (8). Entre
les équations

X p)=Mp2+2Nu +P=o,

o _ AN ap
T dr & T a

=0

¢liminons s 'équation résultante

dM . dP AP dN\ /.. dN _dM
(9717—“‘3%) (\a Pm)(*“a “dx)
est du degré 4(n — 1) en X et admet pour racines doubles les valeurs
de X dont nous avons parlé, c’est-a-dire celles qui annulent le déter-

minant
[ lr lll
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que nous désignerons par D. On peut, d’ailleurs, mettre le facteur D*
en évidence dans le premier membre, au moyen de I'identité établie
ci-dessus (page 8) :
N:— MP —=HDz2.

Effectivement, I’équation considérée pourra s’écrire

dMPI|e AN d(MP)  , _ dAMdP _, . (dN)Q#

ou, en réduisant,

[d(MP) . d(Nﬁ)]2+4HD2[dl\I dpP (dN>2] —o,

d>. da dx di o \dh

c’est-a-dire

[ .dD dH\® dM dP  (dN\*7]
2 —— . D== 4 = ,
b 3<2Hd7. 0G| +J‘H[d)\ & <dx> ]S

0.

/

Apres la suppression du facteur D?, I'équation, comme on I’a prouve,
est de degré 2n, bien qu’elle semble étre de degré 2n + 2. Elle déter-
mine les valeurs de A correspondant au point de contact des tangentes

menées du point fixe P, et celles qui se rapportentaux points de rebrous-

. . aMdP  dN\*
sement, s'il y en a. Dans cette équation, I'expression —= —= — (W>

pourra étre mise sous la forme suivante :

dp dq” dq’ EN Y,
[—[7\‘ T/-;\— '37- "I)C —_ (,I) )
dq” dp’ dq [t ;
I o o lew—ad)
dq' d dp” ,
d—"z " o (ab' — ba')
(b’ — b)) (cd'—ac') [(ab' —ba') 0

Il suffit, pour le voir, de se reporter a la transformation analoguc
de MP — N2,

Dans le cas des points de rebroussement, les valeurs de A doivent
étre indépendantes des quantités a, b, ¢, @', b, ¢’; on pourra done les
calculer en donnant & ces dernieres deux systemes de valeurs arbi-
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traires et en cherchant les racines communes aux deux équations ainsi
obtenues.

Supposons, par exemple, le point fixe P a Iinfini sur I'axe des «,
¢’est-a-dire a=1, b=o0, c=o0, a'=o0, b'=0, ¢ = 1. L’équation
®(3, p.) = o devient

plpr--2qp+p=o,

le déterminant D se réduit a Z, et I'équation en X devient
dr dH? dp dp” dg'\ 2
-, . 4 - L [-L —
("‘Hd ¢ a)) +J‘H[d7. 7 (d}_> ] °
On aura de méme, en prenant le point a U'infini sur 'axe des «,
[ dl dH dp’ dp” dg\27 __
(“ﬂu“?ﬁ) 4H[dx 7y <2/7> _]*"’

et la condition nécessaire et suffisante pour que la courbe ait des points de
rebroussement est que ces deux équations aient des racines communes.

§ II. — Réciproque. Calculs relatifs aux points doubles.

6. Réciproquement, soitune courbe représentée par des équations de
fa forme obtenue précédemment,

. (L:“I_l'\/.ﬁ
P//

T Y

ol les signes sont associés comme ci-dessus et ot les fonctions entieres
"y 4, q' sont d’ordre n, [, I’ d’ordre n— 2, H du quatrieme. Je suppose,
en outre, que ces divers polynomes soient liés entre eux par les re-
lations (6 ), lesquelles, comme on le voit aisément, peuvent se réduire
aux suivantes,
¢*—p'p'=0EH,
q*—pp’=1"H,
P'¢—qq¢ =N,
lg +1lq-+1Up'=o,

q", p, p' étant des fonctions entieres d’ordre n, I d’ordre n— 2.
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Cela posé :
1° La courbe est de degré n. — On le vérifie en cherchant le nombre
de ses points d’intersection avec une droite quelconque ax+fBy—+7=o.
L’équation en X qui résulte de la substitution des valeurs de x et de y,
vendue rationnelle, sera

P—' (a2(q2—U2H)+B2{q2— 2H)-+ 2a3'qq + HIl )+ yp" (229 -+ 2Bq + yp" 1] =0,

d’ott, en vertu des relations précédentes,
ap 4+ PP yRpt - aByq + 2yxg -+ 223¢" = o.

Cette équation est bien du degré n en .

nin—3)

2° La courbe admet points doubles. — En effet, en un point

double, chacune des coordonnées x, y prend la méme valeur pour
deux valeurs 2, %, du paramétre variable. On aura done, en affectant
d’un indice les expressions qui se rapportent a la valeur J,,

' q’il'\/ﬁ . q',il’,\/H—,
s I)” PI:
) g IVH _ q FlVH,

7

P T4

(9)

On en déduit

P WHELp"VH| + q'p — q\p’=o,

=P WH=Lp" JH, + qp' —q p" =0,
en supposant toujours que 'on fasse correspondre les signes dans les
deux équations de la maniére indiquée.

En éliminant successivement yH et yH,, en élevant au carré et ayant

égard aux relations
]qr + ]/q 4+ lr/p//: o,
L, g+ pi=o,
il viendra
o HiL U= =g + b+ p"2,

Ul —Uhy2= ¢, +lq +1Ip\)>
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Ces deux équations peuvent encore étre simplifiées a 1'aide des autres
relations qui existent entre p, p', ..., ¢”, [,/, I, H. On trouvera ainsi,
apres la suppression du facteur p”, qui fournit évidemment des solu-
tions étrangeres,
pli + plE+ p i+ 2qlili+2¢' U\l +29"[ 1= o0,

(10}

L pr B+ p 24P U2 2 UV + o\ Il + 24" Il = o0.

Ces deux équations, débarrassées du facteur (A —2,)?, dont la pre-
sence est évidente si I’on se reporte aux équations (10), prendront la
forme

Q@ 2)=o,

) Q0 M) =o.

Elles ne different que par I’échange de X et de },, et sont de degrés
respectifs n—2, 2n—6 par rapport 4 X, 2n— 6, n—2 par rapport & J,.

Si Pon élimine 2, par exemple, le résultant sera de degré
(n—2)*+ (2n—6)* par rapport a X; d’ailleurs, il contient alors le
facteur Q(2, 1) de degré 3n—8; on ’abaissera donc au degré

(pn—2)2+(2n—6)>— (3n—8)=(5n —16){n— 3.

i

Alors encore 1l s’annule pour certaines valeurs étrangeres a la ques-
tion. Effectivement, si 'on a a la fois

LI —1l=o,
Lig+1lg+1lip'=o,
Iy +lqi+U'p\=o,
les équations (10) seront encore satisfaites, mais on ne peut pas de ces
équations remonter aux équations (9). En supposant ’, | différents
de zéro, ce systeme étranger peut étre remplacé par le suivant:
lg U — l" = o,
U= h g+ (LU —1T)g=o,
(W= B0 g+ (11— U, = o.

Par conséquent, les couples de valeurs de A et 2, qui satisfont aux
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¢quations
l/’: _ l”lg . 14 II: _ l" I

= % TR

ct n’annulent pas I, I se présenteront comme solutions étrangeres du
systeme (11). Mais ces couples ne sont aulres que ceux qui déterminent
les points doubles de la courbe unicursale d’ordre n — 2,
1
Xz = 2,—,? y= '17,
ou, ce qui revient au méme, les tangentes doubles de la courbe de
'n—2)™e classe enveloppée par la droite lxr+[l'y +1"=o. Leur

(n—3)(n—4)

nombre est donc » et, puisque I'équation finale fournit

aussi bien les valeurs de X que celles de 2,, le nombre des solutions
étrangeres dont il s’agit sera (n—3)(n —4). Enfin chacune d’elles
comptera pour quatre, car, si dans les équations (10) on regarde }, A,
comme deux coordonnées, les valeurs dont il s’agit correspondent a
des points doubles communs aux deux courbes représentées par ces
équations.

Le degré de I’équation finale sera donc

Sn—16)(n—3)—4{(n—3)(n—4)=n n-3,

ct, en associant par couples les racines de cette équation, on voit que la

n,__z -3)

courbe possede points doubles.

Un ou plusieurs d entre eux pourraient d’ailleurs dégénérer en points
de rebroussement; dans ce cas, les valeurs correspondantes de X et 7,
deviennent égales; nous avons indiqué dans le paragraphe precedent
un moyen plus simple de les calculer directement.

7. Les équations (11), qui déterminent les points doubles, et les
solutions étrangeres dont nous venons de parler peuvent étre retrouvées
immédiatement par une considération géométrique tres simple.

A chaque valeur de X correspondent deux points de la courbe, situés
sur la droite lx+ 0y +{"=o0. Un point double étant déterminé a Ia
fois par deux valeurs 3, 1,, il arrive, dans ce cas, que la droite qui joint
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les deux points (1) va passer par un des deux points (,), et inverse—
ment. On a done, en appliquant la formule établie & 1a page 12, pour
déterminer I'intersection de la courbe avec une droite,

Pl +p L2+ ptR4oql li+2¢ U [+ 29", =0,
prl2p - pilaq U+ 2 "1+ 24" Il = o.

Toutefois, les deux droites (A1) et (},) pourraient se confondre; dans
ce cas, chacune d’elles passant par les points situés sur I'autre, les
deux équations précédentes seraient encore satisfailes, mais il n’en

résulterait plus qu’un des points (1) se confond avec un des points(2,).
, ! r r .
Ce cas se présente lorsqu’on a - == 7 = > et I'on retrouve ainsi les

R A
(n—3){n— :
%ﬂicouples de valeurs qui correspondent aux tangentes

doubles de la courbe de (n — 2)¥= classe mentionnée ci-dessus.

8. L’équation finale d’ordre n{n—3), obtenue apres la suppression
des facteurs étrangers, peut étre ramenée 4 une équation de degré

cers . n{n—3) , . ;
moitié moindre, accompagnée de (—2- équations du second degré.

En effet, en vertu des équations (11), toute racine X est une fonction
rationnelle de la valeur 2, correspondante, et 2., la méme fonction de 2.
Soient done A= f(%,), 2, = f(3); posons

u:)\f(l):: h_f(l.};
n—3;

, . . , ni .
I’équation aux valeurs de « s’abaisse au degré ———> ¢t a chacune

d’elles correspond un couple de valeurs 2, 2,. Elles seront données par
une équation du second degré.

9. La formation des coefficients de I’équation finale en fonction de
ceux des polynémes p, p', ... ¢”, [, ', I, H présentant une cerlaine
complication, nous nous bornerons a calculer les facteurs étrangers.
Le premier, Q(}, 1), s'obtient en faisant %, =} dans une des équa-
tions (10), apres avoir supprimé le facteur (3 —3,)%. On trouve ainsi

i z‘”’—l'ﬂy— b A Al
@t d T 1a PW)
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ou, en développant et supprimant p”, qui ne doit pas figurer dans Q,

0p, = dl‘>2+ L(diNe  1die dedr o drdl o dldl
S EEPAD ”\ﬁ P (dl) Moo TPtaatta @

7

Le second facteur fournira les valeurs de } qui déterminent les tan-
gentes doubles de la courbe de (n — 2)*™ classe dont on a parlé. Pour
I'obtenir, éliminons A, entre les équations

Y |
A~k 7 A—N

Sotent
I=ly+ Lk + L2+ .+ Lo h72,

U=ty U+ 02 1 2,
UV=0+ A+ 0532+ 1, w2,
Les deux équations peuvent s’éerire :

l(ll:__l//) l”(lg—l) l’(l’:—l”) l//(['._ [’\!

A—h | A—h 2 i T T/,

- s

et les coefficients de )’ dans ces deux équations sont respectivement

YAy LS N RO LI S Ry A Ny ) A Vo S Y (A Ly

Y Y o T e T L A M e e K e /)
¢’est-a-dire
I . " . . R o
s LU Mo B e ) — (I L e+ )] = 5

N I N et B — P (LN L Nt e )] = 2L

2

Nous poserons, pour ¢ supérieur a £,

| PR 5 Ul BN FEND Und il INEY I
L, ;=LA O WP - [,
Ly =GN [ Ny - 1,
d’olt
ot — L':,,il— Lo,: V",
8= Uy U — Ly 0.
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Cela posé, le résultant cherché prend la forme d’un déterminant dont

s 7 . e s e . aAjPE— & 3
les éléments sont formés linéairement d’expressmnsu- Or on

AiHk+2

a, en remplacant les « et les 3 par leurs valeurs,

Lo: Ly Ly,
aifr— axBi=10"| Lox Ly Lig |,
l U I

et, en vertu des identités suivantes, faciles a vérifier, i étant sup-
posé < £,

l — Lok = )\IH-' Lk+t,n—‘2:
U'— L’ok: PUad L'A~+«,n—2’
4 2 3 "
U — Lok— ARt k+1,n-29
Lox— Lo: = A Li+l.kv
! I y. ’
ok — Los =3+ Ly

i+1,A

" n ;. n
Lok - Lui = ! Lz’+i.kv

on aura, en supprimant le facteur /”, que nous devons négliger,

’ ”
Lo: Loi 20
AfOk— UEO; : ; .
r3 7 Bl — AItA+2 Li+l,k L'i+|,k ’zI'H,/r — 7\‘+k+lpik-
’ 14
Lici,n—2 k+1.n-2 k+1,n-2

Enfin, en posant, pour: < £,
Ci,k == D0, ivk+1+ P1, itk oo+ Pik+is

ou 'on supprime dans le second membre tous les termes dont un indice
surpasse n — 3, le facteur cherché sera (*)

Co,0 Co,4 Co,2 .. Co,n—y
Cy,0 [ I B e C|,n_5
Cn—.'o,o “en - ‘e Cn—4,n—4

(1) Nous appliquons ici la régle formulée par M. Rouché pour obtenir le résultant de deux
équations ( Nouvelles Annales de Mathématiques, mars 1877).

3

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(18)
Chacun destermes p; estd’ordre i +h—i—1+n—2—k—1=n—4:le
degré du déterminant est donc {n—3)(n—4). Ce facteur, égalé a o,
donne les tangentes doubles dont on a parlé.

10. Le cas général ol les fonctions ¢, ¢', p”, I, I', H, qui figurent dans
I’expression des coordonnées de la courbe, ne seraient liées par aucune
relation, peut se ramener au précédent en multipliant les deux termes
q’il’\/ﬁ’ ¢+ IVH

7" "

des expressions

par leur dénominateur commun p”.

On verra ainsi que la courbe est encore du premier genre, mais géné-
ralement d’ordre 2n.

§ III. — Introduction des fonctions elliptiques. Module.

11. Pour introduire les fonctions elliptiques dans I’expression des
coordonnées de la courbe fournie par les formules (8), nous ferons
usage de la substitution linéaire

hs — Ay A— hs

(e2) P e A

k]

(3

en désignant par X,, Xy, Xs, X, lesracines de I'équation H = o. On trouve
ainsi

A — Dl h— s
S W T S W
x—/rﬁo:;”_7'2 Z—h,
' hi— e A— 1y
en posant
,{2_)7-—).2 ),—)_,’

et les valeurs des coordonnées prennent la forme suivante :

x:fllxp} +@/1—2{9)\/9(1—9)(1“‘/{2.9)’
"3) S Yuip)
Kl
’ _Fulp) + Pus{o)Volt —p}(r — ko),
L7 Yalp)

ou f, o, 4, F, @ sont des polynomes de degré marqué par leur indice.
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On serait arrivé directement a ces formules en prenant pour u et o
deux des quatre courbes du faisceau qui sont tangentes a la proposéc,
puisque, alors, parmi les quatre valeurs de 1, figurent o et % .

Soient enfin

p=sn%t, 1—p=cn?t, 1—k?s—dn2¢;

on aura
: dsn2t
fulsn2t) + $@u_a(sn2t)
P : Lo di
o a NSNS ’
1 ‘l; d 9
. o ,dsn2t
Fplsn2t) + 3@, s(sn2t; i

T $ulsnie)

Dans ces formules, ambiguité qui provenait du double signe du
radical a disparu; en donnant & ¢ deux valeurs égales et de signes
contraires, on obtiendra les coordonnées des deux points variables pro-
venant d’une méme courbe du faisceau.

12. Ces expressions définissent des fonctions de ¢, admettant les
deux périodes 2K, 2¢K’. Chacune d’elles admet n zéros et n infinis;
en effet, le dénominateur commun ¢, admet 27 zéros égaux et de signes
contraires, et chacun des numérateurs admet également 27 zéros. Or,
en vertu des relations initiales

¢* —EH =p'p”,
q*—U2H=pp’,
P’ —qq =1IUH,
on voit que toute valeur de A qui annule p” annule un des deux numé-

rateurs ¢'=I'VH de x et le numérateur correspondant ¢' = 7'V de v;
si donc ¢, et —¢, sont deux valeurs de ¢ qui annulent y,, 'une d’elles
annulera a la fois les numérateurs de « et de y dans les formules (14).
Donc a et y n’ont réellement que n infinis et n zéros.

13. Le module % des transcendantes elliptiques introduites dans
le caleul précédent garde une valeur constante lorsqu'on change
les 2(n —1) points fixes du faisceau. Soient, en ecffet, £ la nouvelle
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valeur du module, p’ celle du parameire. On voit sans peine, en se
reportant aux formules (2), (12) et (13), que o' peut s’exprimer ra-
tionnellement en fonction de x, y, et par suite en fonction de p et de

Ve(1—g)(1—#%p); il en est de méme de vp'(1—¢') (1— £2p"). Inverse-
ment, p et Vp(1—p)(1—#%p) sont fonctions rationnelles de o' et de

Vo'(1—g')(1—A&7p’). Les deux systemes

{ ‘X:P’

(I ? 5
Y =vp(1—pj{r—A%p).

) { X'=p,

[ Y=yl —p (1= k)

représentent donc deux courbes du troisieme ordre qui se corres-
pondent point par point.

Cela posé, soit un faisceau de droites issues d’un point fixe P situé
sur la premiere de ces courbes et la rencontrant en deux points va-

riables :
AX+BY+ C+pA'X+BY+(C)=o.

Il Tui correspond un faisceau de courbes d’ordre v, par exemple,
# (XL V) +p (X, Y ) =o,

passant par le point Q de la cubique (IT), corrélatif du point P, par deux
points variables et par 3v — 3 autres points fixes de cette cubique.
En particulier, aux quatre tangentes menées de P a la cubique (I)
correspondent quatre courbes d’ordre v passant par Q, par les 3v — 3
autres points fixes, et tangentes a la cubique (II).

D’ailleurs, on peut choisir le point P de telle sorte que le point cor-
rélatif Q forme avec 3v — 4 des autres points fixes le systeme des points
d’intersection d’une courbe d’ordre v —1 avec la cubique (II), car
3y — {4 points de rencontre d’une telle courbe avec une cubique déter-
minent le (3v — 3)¥™¢. On ne changera pas alors les points communs i
la cubique et aux courbes d’ordre v, si 'on remplace celles-ci par une
courbe fixe d’ordre v —1 comprenant le point Q et les 3v — 4 autres
points en question, et si on lui adjoint un faisceau de droites issues du
point fixe négligé. Mais un tel faisceau correspond linéairement a celui
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des droites issues de P. En particulier, aux quatre tangentes menées
de P ala cubique (I) correspondent les quatre tangentes menées a la
cubique (II) par le point fixe négligé. Le rapport anharmonique des
(uatre premieres droites est donc égal i celui des quatre autres, et,
puisque ce rapport, invariable, comme on sait, pour tous les points
d’une méme cubique, est égal 4 £* ou & une des valeurs conjuguées

1 E . . 2 Iy
et 1— 4%, ..., onen conclut que £ est égal 2 £* ou & une des valeurs

conjuguées. Par un échange convenable des quatre valeurs de X dont 4
est le rapport anharmonique, on pourra toujours faire en sorte qu’on
ait £* =47,

Ce rapport étant d’ailleurs égal a celui des quatre tangentes menées
en un quelconque de leurs points communs aux courbes du faisceau (2)
tangentes a la proposée, on en conclut que le rapport anharmonique
de ces quatre droites est indépendant des 2(n—1) points fixes du
faisceau (').

§ IV. — Introduction de la fonction p(u).

14. Il peut étre avantageux, comme on le verra plus loin, d’exprimer
les coordonnées «, y en fonction des (ranscendantes p(u), p'(u) em-
ployées par M. Weierstrass. A cet effet, reprenons les formules (8), et
transformons H en un polynome du troisieme degré privé de second
terme, par une substitution de la forme

nt

!

t—n

b

ou ), désigne une des racines de I'équation H=o.
Soit

H=_—— =)z —n +=m] 2=k s —n +mj[{ l—h)(z —ni+4-mj.

(1) La démonstration précédente, due a M. Cayley, est citée dans le Traité des fonctions
abéliennes de Clebsch et Gordan; nous avons ¢lucidé quelques points de détail.
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En posant alors, pour annuler le coefficient de 3,

m— 3ng()\1 —_ )ug) ()q -— ).3) ()\4 — )u,) = 3gF’(7\4>,
0= g Aa{[h— Ra) i Ra) = (R a) (b — Ka) 4+ (he— 2] (hy— Do) :gﬁg

g désignant un simple coefficient numérique, le terme constant

devient
g lg—)s)()\q—-)q ()|———}\\
A3

< [ — ) (ha — A ) — (i — M) (s — ]
3 [ =) (hs —24) — (k= 2a) D — s}
10— 20) e d) — (e — ) o — o

ou, en appelant J I'invariant du troisieme ordre de la forme biquadra-
tique H, et en se reportant a I’expression connue de cet invariant en
fonction des racines,

—2"5.33 ()q—)‘ ()\4—)\1 (;u-—)u)J

Le coeflicient de z aura de méme pour valeur

’A?,()u = 23 ) {2y —24)
0 ._> Ty _«7.—7 )()\,43)}[ — )i Ay — (M= ) (e — Ay)]
(= Ra) (o=} =l — 13—70)][ — )i — he)— [l — ha) Ay — 2]
—_[f7._;.;(;—73;~/,—> (e 22)] [0 — R)(ha— R — (b — o) (s — 2]

ou, cn réduisant et désignant par I I'invariant du second ordre de H,

—--—O“A ()\g—-}o)()\'——):g)()\q —14)2()\| —)\2)2(13—— )",)2
_ — 36g ()u ——)2)()\4'—;3) ()1 —)i)l,

d’ol1, en prenant g =%,

F2(0,)
1"//(}.’) 13
o=

et 'expression des coordonnées prendra la forme

H=

(f2°— 1z — 1Y,

f'l(_z> + 0,212 V42 —1z — J

LfJ,,(Z!
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o f, ». ¢ sont des fonctions entieres de degré marqué par leur
indice.
La relation qui existe entre A et z est donnée par la formule

_ 6F (4]
). -—)x[ -+ m'
Soit alors
b dh
U — — —_=
3, VH

Par le changement de variables indiqué, cette intégrale devient, on le
voit aussitot,

[t
C Ja i —1z—1

Soit donc z = p(u) la fonction transcendante qui résulte de I'inversion
de cette intégrale; on aura

Viz3—1z—1 =p'(u),

et les coordonnées x et y seront exprimées en fonction rationnelle
de p(u)et p'(u).

15. La fonction p(«) admet deux périodes 2w, 20’ liées aux racines
de I'équation 4z* — Iz — J = o par les relations suivantes, ol 5/, 5", 5"
désignent ces trois racines :

F=piej,
"=pl),
2" =pa -+,

Si dans la relation entre ) et u on remplace A, par une autre racine
de I'équation A = o, 'argument u qui correspond i une valeur donnée

de Asechangeenu+ w, u+ v ou u +o + o'
On sait qu’en posant
1 ut
glu)=ulll (I — ft—> e“’+2"‘",

o

ou lesigne du produit I se rapporie a toutes les valeursw = ama + 210’
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sauf la valeur o, m et n étant des entiers positifs ou négatifs, on dé-
montre la relation suivante (') :

(]ﬂlogc(u\ t ! ! 1

/ /

piu) = 4+ = .
) du? u? E (e —w)? we

Un des avantages que présente la considération de la transcen-
dante p(u) consiste dans 'emploi de la formule suivante (*), applicable
a tous les problemes ol intervient la multiplication de 'argument,

X]

(L‘n_-i( @) \!Jn;l { )
e v,

. ploe)=plu) —

b ()
en posant, pour abréger,
[) p// P(p—”
b (_ I)P"' pll pm . p(p)
A PRI R Py s b .
p(p~4) p(p) . p(zp—3)

Le calcul des dérivées successives de p(u) se fait tres simplement au
moyen de la formule p”"=12pp’.

§ V. — Expression de x et de y au moyen des fonctions Z.

16. L’expression des coordonnées x, y peut encore étre obtenue
sous une autre forme par une méthode synthétique dont I'idée est due
a M. Hermite (*).

En partantde la décomposition des fractions rationnelles en éléments
simples, on peut, en général, représenter une courbe unicursale par
des équations telles que celles-ci :

B L

- t—b+

A/ B’ L’

F=yo+ — ettty

1) KiEPERT, Journal de Crelle, 1, 76.
1) Id.,  ibid.
3) Journal de Crelle, t. 82.

— o~
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St n est le nombre des valeurs a, &, ..., [, la courbe est de degré n et
(n—1)(n—2 .
admet ———’2(—“—) points doubles.
On est amené a chercher un mode de représentation analogue dans le
cas des courbes elliptiques, en s’appuyant sur ce théoreme fondamental
de la théorie des fonctions doublement périodiques :

Taute fonction uniforme ayant pour periodes 2 K, 20K’ peut 4tre de-
composée en ¢léments simples ainsi qu'tl suit :

G+ AZ{t—a)+ A Z(t—a)+ At —a +...
+BZ(t—b)+...
+CZ{t—¢e)+...,

ou 1(t) est la derwée logarithmique de la fonction H(t) de Jacobi et on
les résidus A, B, C, ... ont pour somme zéro.

Nous poserons done, a, b,..., [ étant les n infinis simples communs
aux deux coordonnées,

{*=xo+ ALt —a;+BL(t —b'+... - LZ{t -1,

B N /
15
' | p=po+ AZit—a + BZ(t—b)+. ..+ LZt—1.

En supposant les deux relations A =o0, A’ =0, on voit que les
parametres qui entrent dans ces équations sont au nombre de 3n:
ce sont x,, y,, le module de la transcendante, 2n — 2 résidus, puis
enfin, en prenant /—a pour variable, les n—1 différences b — a,

¢c—a,...,l—a.Ce nombre de constantes est bien celui qui corres-

’

s . nin—3) .
pond a une courbe de degré n ayant —=_ ' points doubles.

17. Pour vérifier que la courbe représentée par les équations pré-
cédentes est de degré n, formons I’équation qui détermine ses points
de rencontre avec une droite quelconque. Le premier membre étant
une fonction doublement périodique admettant » infinis et par suite
n zéros, on en conclut que tel est le nombre des points d’intersection
de la droite et de la courbe.

On voit de plus que la somme des arguments de  points de la courbe
situés en ligne droite est constante, 2 des multiples prés des périodes.
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18. Evaluons maintenant la classe de la courbe, pour en déduire le
nombre de ses points doubles. Les arguments des points de contact
des tangentes menées par un point quelconque o, f8 vérifient I'équa-
tion

ay'— Bx' — xy' + yx'=o,

ou x, y sont les fonctions de ¢ définies ci-dessus; «', ¥’ leurs dérivées
par rapport a 2. Or on a

x,_ZA[H”(t—a) H"l(r—a!]’
- H{t—a) H2(l{—a)

N W —a) H"Z(t——a)]_
F= A[H;z—u)“'ue(z—a) ’

¥ 1
Hs(t—a) B3(t—0b)
yx'— xy’, et Péquation précédente admet n infinis doubles a, d, ..., /,
et par suite 27 zéros. Toutefois, on doit écarter comme étrangeres a
la question les valeurs qui annuleraient & la fois a2’ et ¥/, car elles
correspondraient 2 des points de rebroussement. En effet, les valeurs
de ¢ qui annulent ' sont celles pour lesquelles 2 une méme valeur
de = correspondent deux valeurs égales de ¢, ce qui a lieu soit aux
points de contact des tangentes parallelesa I’axe des y, soit aux points
de rebroussement. Ce dernier cas est seul possible, si ces valeurs
annulent en méme temps y'.

Soit done r le nombre de ces points. La clqsse de la courbe sera,
d’apres ce qui précede, égale 4 2n—r; on a done, suivant la formule
de Placker,

disparaissent dans

done les termes en

an ~r=n{n—1'—ad—3r,
d’oli
nin—3)

dar= 2T 20,
2

19. On arrive encore a la méme conclusion en calculant le nombre
des points d’inflexion £ au moyen de I'équation

z' " — 3 2" = o.
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Ona
A WA [Hn’(t-—-a) . H(t— a)A'(t — a) . H'3({—a)
R ET T

, TRt —a) Wt—a)Bt—a)  H3t—a)

J :EA[Hu—a)‘s H:({—d) +2H3(t—a)J’
ct, par suite, dans 'y’ —y'x", les termes en AA’, BB, ... se dé-
truisent, et ceux qui contiennent (AB’— BA’) ont pour dénominateur
H*(t—a)H?(t—b). L'équation admet donc 3 zéros; mais ici encore
il faut écarter les arguments des points de rebroussement, et chacun
J’eux, vérifiant & la fois les deux équations

x/‘yﬁ _.7_/ x// —o,
xlym__ ylx///: 0’
doit étre compté deux fois. Le nombre ¢ est donc égal 2 3n— 2r, et, cn
appliquant les formules de Plicker, on a
3n—2r=3n{n—2)—6d—8r
ou

n{n—3)
2

d+r—=

. . . , 3n
En méme temps, on voit que r ne peut dépasser —-
2
Le nombre des tangentes doubles se déduira de la formule générale

20=m{m—1'—3i—n,
et 'on trouvera
(2n—r2—ron- 5r
2

=

§ VI. — Transformation des expressions précédentes.

20. En partant des diverses expressions obtenues pour les coor-
données z, y d’un point de la courbe, on peut mettre celles-ci sous une
nouvelle forme, trés importante au point de vue des applications.

Soient oy, eyy oo vy Luy Bis Fov ooy o les zéros respectifs de x et de y
considérées comme fonctions doublement périodiques de z a I'aide des
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formules établies ci-dessus; soient @, b, ¢, .., [ les n infinis communs
de ces deux fonclions.

D’aprés un théoreme da & M. Liouville, %, /', ,, £ désignant des
entiers, on a

sy dae ot ap—{a+ b+ o+ =2k K + 20K,

30+ 53—4»...+§,1—(a+b+...+l},—_zlz,K+2lz',iK’.
Cela posé, I’expression

Hit— o M — o) H L — o)
H{i—a)l t—b)...0{—1

admet la période 2K et, lorsqu’on y change ¢ en 2+ 2:K’, est multiplice
2K ivht

¥ . Si donc on la multiplie par e %, le produit admettra les
deux périodes 2K, 2¢K'; d’ailleurs il a mémes zéros et mémes infinis
que 2. Donc on peut poser

pare

SEEH U — o Al — o) Wit — 2,
H{t—a)Ht—0b). . H{t—

{16} xr=-:Ae

et de méme

iw

RO 30 H  — Ba) W — B,
Hit—aH it —b)...Hit— 1)

y= e

3
A et w désignant deux facteurs constants.

21. Au moyen de ces formules, on peut transformer x et y en quo-
tients d’expressions algébriques de degré moindre que celles qui ont
é1é obtenues primitivementau § 1.

Soit, pour abréger,

a+b+...+1l=o5.

Considérons, dans le cas ou » est pair, la fonction
imht ’ \
- Hit—o. . . H{t—2p)
b

(o=

/
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et, dans le cas de n impair, celle-ci :

2

f,-_,.l(ﬂﬂ(z_ Z)H(t—a,)...H(t—xn}

(..)n+| (t—— E)
n

\

Elles admettent les deux périodes 2K, 21K'.

~

Posons : = sn? ;—l,

"—sn‘-’(t__ T\ (\/P('—aﬁ(r_]fze)_ \/rifl*p\h—/fzp}‘]i
b= n e

\

Si n est pair, on pourra poser

ef"“—,flfﬂ{t—z.)...H{t—a,,)
Or(t—2
n

ou F,, F, ,sont des fonctions entieres d’'un degré égal a leur indice,

2 2

—_ NP Infir et Y A A PN
=F, o) +ypu—pjn—k*p' ) F

n—4% W

et

2

car les deux membres de cette égalité admettent les périodes 2K,
21K’ et les mémes infinis; d’ailleurs, on peut déterminer dans le
second membre (7 — 1) coefficients par la condition qu’il s’annule pour

les valeurs =,, «., ..., «,-,, et par suite pour o,.
Dans le second cas, on aura de méme, en supprimant le facteur

i=h't
”_‘-—‘H‘(t—al\'-.n(t—‘%n\‘ ~ BN 7 .
e ‘ =VoF, ¢ V=g jun—IgF,_ 0,

QL (t — Z) B N T

n

_
|

et, en considérant d'une maniere analogue les expressions

~'—"K3-H(t~;3.)...Hu_@,,\7 Hit—a)...Hl{—1

(n (,_ z> (L] <l— z)
h h
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on meltra chacune des coordonnées sous la forme suivante, si z est
pair,

F, (o' )+ Vo i—p )1 —h2g/) Fai(0)

2

ol )+ Vo'l —p')(1— h2p") Wolo)

=

w

K

[T

et si n est impair, sous la forme

Vo'F, = 1= k% Faa (97)

VoW,V — o) (1 — A2 W s (g
]

2 2

, . A . , oa-+pB3
A 'aide d’une substitution linéaire o' = —7—,%2, on aura enfin

F(z)yM +F,(z}yN
p— p— —)
VYiz)yM+ ¥, (z)yN

Oz WM =D, (3) \/N'
Yiz)yM+¥,(2)yN

Ces formules conviennent aux deux cas considérés. Si n est pair, M et \

sont des fonctions entieres de degrés respectifs o et 4; F, @, ¥ sont de
n—4

, n , . M . ,
oré —: q . . R
degré =5 F,, ®,, ¥, sont de degré - Si n est impair, les degrés de

. o n—1 n—3
ces fonctions sont 1, 3, —

—- En toute hypothese, MN est du
quatrieme degré.

Clebsch a démontré que de telles équations caractérisent une courbe
d’ordre n et du premier genre. Nous n’avons pas a le prouver ici, car
il nous suffit de multiplier les deux termes de ces fractions par I'ex-

pression conjuguée du dénominateur pour les ramener i la forme

’ l/—
p= 4 IVH

I

P

y= 2;:—2231’
p
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étudiée au § Il de ce Chapitre. On a, dans le cas actuel,

H=MN,

p’=¥2M — ¥2N,

g =O¥M— O, ¥, N,

g =F¥M—TF, ¥\,
[=—®,¥% + OY,,
I =F, ¥ —FV,,

ct il est tres facile de constater que les relations supposées plus haut
(§ IT) sont ici toutes vérifiées.

CHAPITRE IL

INTERSECTION D'UNE COURBE DU PREMIER GEXNRE ET D'UNE COURBE
ALGEBRIQUE QUELCONQUE.

§ I. — Relations entre les arguments des points de rencontre.

22. Supposonsx et y exprimés en fonction de ¢ par les formules (16,
du dernier paragraphe. A chacun des points doubles correspondent
deux arguments donnant mémes valeurs respectives de « et de y. Dési-
gnons ces couples par 6,, 63 6,,6,; ..., 63, U5, en posant

N nin—3
0 - —-—_?—

L’équation qui détermine les arguments des points de rencontre de
Ia courbe avec une courbe quelconque d’ordre m, F(x, y) = o, sera de
la forme Q(2) = o, Q étant une fonction doublement périodique de ¢,
admettant les infinis @, &, ..., I, chacun au degré m de multiplicité.
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Soent ¢,, 2y, ..., t,, les mn zéros de cette fonction; soit encore

a+b+...+l=c;

le théoreme de M. Liouville donuoe la relation

i Eti—mgzzlzK—l—zh’iK’.

i=1

En appliquant le méme raisonnement qu’an § VI du dernier Cha-
pitre, on pourra donc poser

i=mn

18—

)Y —= K i=1 .
i=Ce * e =8 B — 1]

En donnant successivement a ¢ les valeurs 7., 5. , chaque coordonnéc
reprenant la méme valeur, on aura

Q6 =08,
¢’est-a-dire

i=mn

Hll(év—ti} .
e,

[ LD

i=1
en posant

H{0,—a)H({5—b).. Hi6,— 1)

PTHG —a M5, — b 00, —

la valeur de cette constante est donc indépendante de la courbe de
degré m.
,s . n'n—3) . o s
L’équation (1) et les = ——— équations telles que (2) définissent

(n—1){n—

.. 2) . .
alnsl ! relations entre les mn arguments des points de

rencontre des deux courbes. Effectivement, on sait que, pourm>n — 2,

n—1l{n—=2) . , -, n—ij{n—a

="~ points sont déterminés par les [mn - (—«#———/J
2

autres points.

2
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Si Ponam<n—2,il yen a seulement [mn— déter-

mim <+ 3)
E.

minés par les autres points. Dans ce cas, les équations qui précedent
ne sont plus toutes distinctes, mais elles sont toujours satisfaites.

23. Soit m=n—3; si la courbe d’ordre n — 3 est assujettie a
passer par tous les points doubles, ce qui la détermine complétement,
on voit que les équations (2) sont toutes vérifiées d’elles-némes, et
I’équation (1) devient

v=43
Z (8,4 0,)=1{n—3)o+2h K+ 24K

w=1

La somme des couples d’arguments relatifs aux points doubles ne
differe donc de (n— 3)s que par des multiples des périodes. Nous
pouvons supposer ces arguments choisis de telle sorte que ’on ait

‘/:8
2(9‘,4—9;):(11*3}0.

Soit encore e = n — 3, la courbe étant assujettie 3 comprendre tous
les points doubles excepté un (,, 6,), et en outre a toucher la courbe
proposée en un point. L’argument z du point de contact sera donné
par la formule

b, 0. ,
u=—=""F 4+ WK+ NIK,
2
d’otr les quatre valeurs
G+ 0, 8,40, 6,46, G, —+
o R, R L K, 202 LK, X ’—'—K—i—zI\
2 2 2 2

Les équations (2) sont alors idenliquement vérifiées, excepté celle
qui se rapporte a v = p. Cetle équation sera

H" 8, — u) ¢ H(6,— 6,) (eg— g, B 0,

-3 )
n.}ek ¢t

2(6,—u) He—e H(6,—06,) ' ’

ou le produit J] s’étend i toutes les valeurs t=1, 2, ..., 9, excepté
la valeur p.
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4 .
En faisant alors A'=o, u= j—“——;———j—i, on obtient la valeur de la con-
stante ;7" en fonction des arguments des points doubles:

e H 0.9, 9\ R(0,— 6}
H.0— 4 H 5,—5%)

iy

Les 0 équations (2) deviennent alors, en faisant successivement
— A
V=1, 2, ..., 0,

i= mn .
inh

™ . . ; ] —3
: H e B H{7,— 5 00—

i=1

et le signe J| se rapportant aux valeurs ¢=1, 2, ..., 0, excepté ¢==v.

2%. Cette équation doit étre modifiée lorsque parmi les ¢ points
doubles il y en a qui deviennent des points de rebroussement. Suppo-
sons qu'il s’agisse du point (7, 5,); posons §,= 0 ¢, et faisons tendre
¢ vers zéro. L’équation (2') devient alors, comme on le voit en appli-
quant aux deux membres la formule de Taylor,

i=1

9,—t) _izh  m O H 8, — 5 T 9~,—9;]'
Ho—7 K n—3

" %—%)  Hi%—5%

=1

le signe S‘ s'étend aux valeursi=1, 2, ..., 0, excepté t =v.
’ dnd

§ II. — Cas ou la courbe d'ordre m contient des points doubles
de la proposée.

25. Supposons que la courbe d’ordre m passe par (¢ — ) points
doubles, dont les couples d’arguments soient 0, ., 7,13 Tp.0s T3 - oo
6;, 5. Le nombre des points ol elle rencontre encore la courbe est

alors Z=mn — n(n—3) -+ 2p. Soient ¢,, &, ..., 4 leurs arguments.
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L’équation (1) devient

i=k
El,~2 Us4 0+ {m—n+3)g+2hK -+ 2K,
i=1 vt

et les équations (2) peuvent s’écrire, pour v =1, 2. .... p,

i

A / ivlh
ei_(ju—z—HH 94—*014-1 SH 6 — JH Uy — H 0;"'11 = LK_ (0,50

Hig = 0, W0, — 6, . H( ,'“"’f;gjin'o,; Ho—u — "

i=1

ou, en multipliant et divisant le second membre par /" et se reportant
a la valeur de cette constante,

i=k . =y
/ . AR * o \ -
E‘\{j;z«_ ll JE— II::f(,LK'- v o‘: H J)- ljl H G - (1[
- ¢ H.g6 — 0 H 0, —

i—1 i=t

i

le signe J] indiquant toujours qu’on excepte la valeur ¢ = .

Pour v=p—+1, ..., 9, les équations (2) sont vérifiées d’clles-mémes.
Si 'un des points doubles {7,, 5.}, non situé sur la courhe d’ordre m,
dégénerce en rebroussement, I’équation correspondante devient

2 [ R P ) m—n -+ 3
Ho%—¢ Kk n—3

i=1 i1

"
I
o
>

W9 — 5 | W 6,—6;)
TR A

M

iz

N [0t 1o

iod

26. A I'aide de ces équations, on peut résoudre le probleme suivant:

Etant donnés k — (1.4 1) des points communs aux deux courbes, cal-
culer les arguments t,, t,, ..., t,., des autres pownts par une équation de
degré v -1, admettant pour racines les quantités sn*¢,, sn*t,, ...,
sn*f, .

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(36 )

A cet effet, solent

v=1

"—2 B+ 9+ (m—n+3lc+2hK 420K — tya— tya—. .. — ts,
v=1

P CH{6,— 0, H(6,— 6) H(f,—tu+))...H(9.’,-—t,,).

' O, —0,)H(6,—0) | H(6— tysz)- .- H{6s— 15)

=1

Les équations du probleme prennent alors la forine suivante, ol les
seconds membres sont des quantités connues :

i=p+1
i=1
i=p-+1
HiB,—t)
H((if,— ¢) -
i=1

Considérons les fonctions doublement périodiques

f=a41
I] vie—
i=1
2 v
Quriit— ,_"_>
g

la premiere dans le cas de p. impair, la seconde dans le cas contraire.
Soit, en outre,

[ Y v
x=sn|t— ), y=cn{i— s z=dn t——-)-
‘U.—i—l o1 [T |

[l
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La premiere fonction, si p est impair, peul étre mise sous la forme

i=p+1

H H(t — l,‘)
= =F, (2?) +ays F,_,(2%) = ¢{¢),

e

g

et de méme, si p est pair, on aura

i=p-+1
T — =l oF, (a2) 4y B, (a2) =5(t),
oo (1 ) : =

g

les fonctions entieres F étant d’un degré égal a leur indice.
Dans les deux cas, ’équation ¢(#)= o, rendue rationnelle, admettra
. o v ¢ o ¢
pour racines sn® (t,— ———) y sn® <t2— >, <evy s0° (tp,+. — > ;
®1 2 vt
on en dédunira, au moyen de I’équation non rationnelle, le produit

v / v v
sn <t.,—— ———) cn (tv— ———> dn <tv—-
m+1 23k B | w1
dition, snz, pourv=r1,2,..., L+ 1.

Pour former 1'équation ¢ () = o, éliminons les x+ 1 coefficients in-
déterminés au moyen des équations de condition :

>, et, par le théoreme d’ad-

9(6~;)®y‘+'<9v-;—_0:—1>—6""?(6;)@)”*"(9(,— ¢ —):U

pour v=1, 2, ..., (. Posons, pour abréger,

x sn(@—#‘)—— ‘—cn<9-— U) dn/e _
i = \‘z P v Yi— i -+',, L= (l_{/_—kl)’
m:ew«&—~iﬁa

P

et affectons d’un accent les mémes expressions ol &; est remplacé
par§,.
Le premier membre de I'équation cherchée prendra la forme d’un
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déterminant & (w+ 1) éléments; si p est impair, les éléments de Ia
premiere ligne seront

Lo L @R ZyE, 227, ., 2ty

et ceux de la ligne d’ordre (i +1)

{r. AP HPSpS.. PR B ol Lt aetut
\Ze— €%ipij, iPiXT—EeVipiAT, .., (Ptx,- SRS TR

N ! u—2 pas o ot —2
BiZi JiBi— €PN By ey (BEXETYiZi— €ip X

J Z, ;e
Si p. est pair, la premiere ligne sera
x, X, ..., IV, yE, 22xE, ..., bRy,
ctla ligne d'ordre 141
nixi—eticixy), (pixl—etipix?y, ..., (pl Zett — evip; ZH
DYz — €L p)iBy ey (piETNyisi— et g a2
En toute hypothese, I’équation peut étre mise sous la forme symbo-

lique
(o101 — €105} (paba— €20, 0, (04 0n— €0, 6,

ou ehaque produit 7,9, ...0,0,.,...0, se déduit du premicr 5,5,... Gy
en remplacant les G par les ¢’ de méme indice. On peut transformer ces
produits comme il suit. Soit A, ., le premier produit dont nous dédui-
sons tous les autres : c¢’est le délerminant a (1.+1)* éléments dont les
lignes d'ordre 1 et 7 <1 sont respectivement, si p est impair,

1, X%, ..., 2, xys, xd¥yz, ..., ¥ 1yz,

9 P !
Iy Zfy ooy 'zl}kHv TiYi%i, x?:"llzl'y s ‘z‘l‘* ?_)”le}
el, sl est pair,
x, 2%, ..., 2P 3, xPyz, ..., abTiys,

Bl R4

. 3 a1 ooy ® pal oy G
iy Xy ooy .zf s ViZiy TPV Ziy o, x‘ Yi i

~ T . / ¢

Considéré comme fonction d’un quelconque desarguments (l — ;--7}>,
’ v ¢ . .
(5,— W_‘), (»@,_—— *—>, A, ., admet dans le premier cas les pe-
s gy Ly
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riodes 2K, 2:K’. Il en est de méme du produit xx, x,...x, A, dansle
second. On peut donc toujours poser

‘D‘l,@..9-3.....9,[\[]([-4—9.—4— 9-_)’}‘-.."-"‘ r/u—U\i

~
A:H—i = Lu+ - ]

Cy., désignant une constante et &(¢, 5,, G,, ..., §,) le produit

)’:Il‘f —-J_} [1(91.1. ('_eu.‘

Hie—0)Hit—5). . H(t—6,) H§ —

. . , . o v N n
On peut faire abstraction du dénominateur, car ©**' &t— ;::—) figure

dans tous les termes de 'équation, et le produit g, g.... 0, est préci-
sément égal au coefficient de A,., dans le produit symbolique qui
forme le premier membre de cette équation. Celle-ci pourra donc

s'écrire

v

l |¢9,~ et Gf,.‘f =0 {'==o,

ve=1

en convenant que, dans ce produit, le terme 7,7%,...7, soit remplacé

par
Dt G Gy S HIE 404 o+ Gy — 0],
et en général le terme 7,5, ...5,0,,,...%, par
A T - B e /T e SIS S/ FEE O
27. La transformation précédente permet d’arriver par une voic

nouvelle & I'équation qui fournit les valeurs de sn%¢,, ..., sn¢,. En
elfet, on a, par un raisonnement souvent appliqué,

[EEpe

11 Hie—u

= i 5
() t—~—

ar ‘j_]w [9 (e~ .)]p |

et, en donnant & ¢ une valeur particuliere pour faire disparaitre la
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constante,
i=p+1
II B —u)
Q1) =1 .
Q‘UO) TTi=a+1l
II H(t— t:)
i=1

d’ou, faisant t=o, 1, = (K,
. = (o)

(g e O0KT

sni;snty...snly =

Changeons ¢, ¢, en —¢, —¢,; la formule connue

H(t—u)H{t 1) _ ©2(¢) sn2t—sn2u
H(to— u) Bty +u)  ©O(&) sn1, —sn2u

donnera
i=p+1
H (sn2t — sn2¢;)
i=1 Q= [@(10)]2#*-’
=p+1 _—$2(t0)u(—t0) (")([)
H (sn2ty— sn2;)
i=1

SiI’on donne a ¢ et 7, une série de valeurs particulieres, on obtiendra
des équations linéaires propres a déterminer les fonctions symétriques
de sn*¢,, sn*¢,, ..., sn*z,, et par suite 'équation de degré p.—+1 dont
ces quantités sont les racines.

Le second membre de la derniere égalité se simplifie si I'on prend
pour ¢ et ¢, les couples d’arguments relatifs aux p points doubles par
lesquels ne passe pas la courbe d’ordre 7. On a alors

M — e%
AR
d’ot1 les équations

i=a+1

1—[ sn2fy—snt; __ Q(—6) [G){O:’,)]ﬂwﬁ
’ 9

; 5T = G
sn2g, — sn¢; Q{—6,)

i=1
pourv=—ru, 2, .... L.
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28. Les quantités sn®¢,, sn*¢,, ..., sn*¢,,,, regardées comme fonc-
tions des p.+1 variables ¢, ¢, ..., ¢, en vertu des équations du pro-
bleme, admettent p.—+ 2 périodes. Les p. premieres résultent de I'expo-
nentielle ¢, qui permet de changer ¢, en v, + 2A,i%. Les deux autres
proviennent des intégrales elliptiques. Remarquons seulement qu’en
changeant v en v 4+ 2AK + 227K’ on doit augmenter en méme temps v,

i . . .
de K (6,—94,), car, en ajoutant & I'argument ¢; 2mK + 2n1K’, le

facteur %EH est multiplié par X,

En se reportant & la forme des équations dans le cas d'un point de
rebroussement (p. 34), on voit que, si z est le nombre des points tels
que (6,, &) qui dégénerent en rebroussements, le nombre des périodes

s’abaisse & p+2—z.

§ III. — Probléme relatif a certaines courbes d'ordre n — 3.

29. Dans le cas d’une courbe d’ordre » — 3 passant par ¢ — p points
doubles de la proposée, et dont les 2 autres points d’intersection se
confondent deux i deux, les équations du probleme seront, en appelant
l,. ty, ..., 1, les arguments des u. points de contact,

l[_—_—%zf\%—k— 6,) + hK + A iK',
=1

ve=1

t

i

et,pour vy =1, 2, ..., u, [ [ ayant méme sens qu’a la page 34,

i

.

B — ) S e T, — 6, H(0,— 0]
H{g,— 6,06, —¢6)

H2 (6, —t;)

i=1 i=1

Leur nombre étant supérieur d’une unité a celui des inconuues ¢,,
I3y ..., Iy, une équation de condition doit étre remplie. Nous allons
chercher cette équation.

6
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A cet effet, soit

H(6,—6)H(6—6;) _ ,
HH(G;—@) H(G,—6)

i=1

d’ou, © ayant méme signification que dans le probleme précédent
(p- 39).

<6|1627"' 9{*) 2.2

(@, 6 ..., 0)

12|

o
)
Supposons les signes des racines carrées ¢, ¢, ..., ¢, choisis de telle

sorte qu’on ait

OO0, 02 oy bu)
®6,6,,....6,) W

Les équations du probleme pourront s’écrire

i=p v

1

T
i=1

Y

\
(6y+6) + hK + W iK'= o,
1

H{6,—t;) (— 1), eﬁ/z're,_e o

He—t -

En faisant x =sn <t— [%>7y:cn<z—[%>,z:dn<t—£)a et en sui-

vant la méme méthode que dans le paragraphe précédent, sauf le
changement de p. -1 en p, on arrivera a I'équation de condition

RS

[1(6—e8)=o,

v =1

ou le produit symbolique 9, 6,...6, doit étre remplacé par
@(9., 92, ey 69,)H(6|+ 92+. .o 95,,—— V),

et en général §,6,...6,0,,,...6, par Pexpression qui se déduit de la
premiere en remplagant§,, 0., ..., G, par 6, 0,, ..., 0.

Cela posé, dans le résultat obtenu, accouplons les termes en
ettt el en et lesquels, étant affectés des mémes signes

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(43)

que (— 1) et (—1)*", auront pour somme

§,6,...0,0m...0,
G102 0/0,1- -0,

eXrtvbae) gty »] .

(—a)re oy 00s...0,8, .. .6;‘[

Substituons & ¢, €%, ... leurs valeurs; le premier terme placé entre
crochets devient

in

r 1 r ,' - L= -G
(D(9|n 6,‘_,; ces 6/‘7 el-+|; ceey gp,) c 82 52 H(@"—%— 93—{—...—-{— 9,.—(—-9,.4_1 [ Qu-— (;) e-Tl((j‘-}-(jf..mUr—ﬁl—()g (jr)
2T H (G A Gat et O Gy e+ 0 — 0)

-ty

q’(gh 92’ cvey 6/‘9 9;'+1, cuay 6;1.)

Or on a, en désignant par ¢ un des nombres 1, 2, ..., ret par £ un
des nombres r +1, r—+2, ..., u,
DGy e By Oty ey B) =D, 6y sy 6 DBty Oryey - - -, O) I H {6 — G4} ],
D01, 02y ooy By Orgy ey 00) =@ (0,02, o o, 8) PGty Orons - - -, ) TI[H {0 — 64}]

Enfin, ¢, 7/ désignant deux des nombres 1, 2, ..., r, et £ toujours un
des nombres r—+1, ..., p,

o D208y, 0., .., 0, TI[H (9 — 0;)]T[H (5 — 6,) ] H[H 5 — 5]
T 2,6y, .., 6 M[H (G — 6, | [ H(5;— 6 M[H (6 — 65]

d’ol1 'on tire

U/ A S A
I N N A

Cette expression, tigurant aussi dans le second terme placé entre cro-
chets, peut étre mise en facteur; il reste alors

HY +6,~+. . . +6+0 ..., — ) 3}'1' 0,48+ .+, 06— ... )
, = : ; e :
Hio + 64+ 40+ +. .4 G,— )

iepf TR YTR

=h ~ N

S5l 20626
- (_ I‘/y.+}1’+}zi+...+/z:‘e v=1 v=1 .

En posant
=0+ 0.+ G+ 6;-+|+'~'+6P~_"’
Sl Gy A G By e Op—
d’ont

s+ =—2hK —2/iK,
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et par suite
Hc s alhiK) ey S
R S W
H(z)

on voit que la somme des deux termes considérés peut s’écrire, & un
facteur pres,

E=ITS vz =y v=3
<2‘9-—26+0hK> }L+2}lv ﬁ(kﬁ-—k())
(g =t +(—1) = e Mmoo

ik lz’ Etal vVER =
Z 8— 2 0> pt A,
—e v=1 v=1 (—I)(h+'>(/l,+‘)+(—l) v=1 .

Ce dernier facteur devant se présenter dans tous les couples de termes
analogues a celui qui a été considéré, on aura, en I'égalant i zéro, la
condition cherchée

V:P.

(h =) (B 1) +E/IV_=_,L +1 (mod. 2).

§ IV. — Conséquences géométriques.

30. Les diverses relations établies dans les paragraphes qui précedent
donnent lieu & des conséquences géométriques tres nombreuses. Pour
les déduire plus commodément, on peut transformer les équations (2’
du § T en prenant les logarithmes des deux membres et posant

H(0, —¢) [ 6, — 6,1 H(9,— 6)
H(G = ¢  nn—3)°8 HH 7 —6,0(5,—0)

M=log

ce qui donne, dans le cas général, le systeme des (0 + 1) équations

i=mn
2 ti =mo—+2hK + 2l/iK/,
i=1
i=mn /
(V) Vin N
Eti _2IIVI“+T\9"-Q!,) (V:[,2,....O),

i=1
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et un systeme de (@ + 1) équations analogues lorsque la courbe d’ordrem
passe par (0 — u) points doubles.
Les nombreux théoremes qui en ont été déduits par Clebsch n’étant
que la traduction immédiate de ces équations, nous nous contenterons
d’énoncer les plus importants.

1° Soit k=n(m —n—+3)+2p. Parmi les courbes d’ordre m qui
passent par (0 — p.) points doubles et k — r(p. + 1) potnis simples de la pro-
posée, ily en a 1%+* qui ont avec celle-ci, en p.—+ 1 points différents, un con-
lact d’ordre r. Ce nombre s’abaisse & r*+*~* quand = des p. points doubles
deviennent des points de rebroussement.

2° Le nombre des courbes d’ordre n — 3 qui passent par ¢ — u. potnts
doubles de la courbe et lui sont tangentes en . points est 2*+'—*. En par-
ticulier, il existe 2°*'~* courbes d’ordre n — 3 tangentes é la courbe don-
née en tous les points de rencontre avec celle-ci (»' désigne ici le nombre
total des points de rebroussement).

Ces 2"+'~* courbes forment un nombre de couples égal &
2°-#(2°**' —1), se partageant en deux groupes. Le premier groupe
contient (2% *~' —1) systemes de 2°~* couples; dans chaque systeme
figurent toutes les courbes d’ordre n — 3, chacune une fois. Les points
de contact de deux couples d’'un méme systeme sont situés sur une
courbe d’ordre 2(n—3). Le second groupe contient 3.2>* systemes
de 2= couples. Dans chacun d’eux figurent la moitié des courbes
d’ordre n — 3, et les points de contact de deux couples du méme sys-
teme sont sur une courbe d’ordre 2(n—3).

Ces théoremes sont illusoires quand tous les points doubles dégé-
nerent en rebroussements. Dans ce cas, en effet, il reste une seule

relation

) (= PR =2 o),
2

et, par suite :

Une courbe du quatriéme degré admettant deur points de rebrousse-
ment a une seule tangente double.

Une courbe du cinquicme degré ayant cing rebroussements est touchee
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en cing points par trois coniques. Les quinse points de contact sont sur
une méme conique.

Une courbe du sixiéme ordre ayant neuf rebroussements est touchée
par trots cubiques en neuf points.

CHAPITRE III.

APPLICATION AUX COURBES DU QUATRIEME DEGRE AYANT DEUX POINTS DOUBLES.

§ I. — Expression des coordonnées.

31. Nous emploierons les coordonnées trilinéaires. En prenant pour
un des cotés du triangle deréférence x, = o la droite quijoint les deux
points doubles, et pour les deux autres cotés des droites issues respec-
tivement de chacun de ces points, I’équation de la courbe sera

P

0 Sflen, o, 23} =23 2; + 22y 2223B + 23 AC = o,
oulon a

A—=ayxi+ axxs -+ asxs,

B—= b.x, -+ l)g.Z'g—!— b31’3,

C:c,.z‘,—l—chg—!— C3X3.

Les deux droites A = o, C=o, forment alors un des couples de sécantes
joignant les quatre points simples ou la courbe rencontre les droites
Xy —0, X3 =0.

Par les points doubles et par les deux points fixes (x, =0, A =0),
(x, =0, A=0), faisons passer un faisceau de coniques

(2) ZTadg—- 2Axy A = o.
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En combinant (1) et (2), et posant
Li=32a;— 21b; -+ ¢;,
on arrive a ’équation
(3) Liz, + Loxs+ Lixs—o,

qui veprésente la droite des deux points variables d’interseetion de la
courbe avec le faisceau. L’enveloppe de ces droites est la conique

AC—B2=o,

tangente aux droites A, C.

Pour calculer les coordonnéest;, v; des deux points, adjoignons aux
équations (2) et (3) celle d’'une droite quelconque

Uy Lyt Us X2+ Usx3=—=0.
Le résultat de I’élimination de x,, x,, o, sera

2)\(11 )\ag 7\(13 L| Uy
):(12 o 1 Lg U

Aas 1 o L3 u3{=o.

Ll Lf_» L3 o o

iy Us Uz o [o]

Ce déterminant étant ordonné par rapport & u,, u,, u; et mis sous

fa forme
Ezuﬁkuiuk (i,k=1,2,3),

on aura, en I'identifiant avec le produit S&u; Zn;u;,

Eini =wy,
Exng— wa,

Eink~+ Exni= 2 wix,
dou

(Eink— Exni )= 4 (Wi — wiwi).
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Considérons le déterminant

| 22ay has Ras Ly
l
7\02 0 1 L‘)
)\a:g i o L3

L| Lg L3 o]

on aura, chacun des mineurs formé avec les éléments du systeme
adjoint étant égal au produit de A par le mineur complémentaire,

w2, — waawiy3— ALY,
w3, — wsswy, = ALj,
wi,— wi wae=ALZ,
d’ol1 Pon déduit
£2ﬂ3—£3ﬂ2:——t2L1 \/K,
?_.3771—54723:i2[t2 \/—/Ss
Eq‘lia'—gzm:i2L3 \/7—\—

Dans ces formules, les signes supérieurs se correspondent ainsi que
les signes inférieurs, puisque les premiers membres ne sont autres que
les coordonnées de la droite L, x, + L,a, + Ly2, = 0. On peut encore
s’en rendre compte en calculant directement, par exemple, le produit

(gz'ns— Zsﬂz) (Ez‘m - Ec'l)a),

¢’est-a-dire

2(&2"21 -+ 21712) Ea‘fis— (Es'ﬂz—*— Ez‘ﬂs) (£|Y73+ Ea‘lli}

=4{wawss— waswy3' = 4AL; La.
On aura donc, en donnant au radical un signe déterminé,
Eitii=wy, Em=w2— Ly \/E, E3ni=wyg+ La \/Z.
Eo‘/)2 = wya -+ Lg \[A, Z,z‘ﬂ2=“’22; Zs'l)z: was — L \/Z,
Eitiy=wy3— Lo \/Kv Eang = wa3 + L, \/S, Eans = waa,

ou, en multipliant respectivement chacune des lignes par trois
constantes C,, C,, C;, introduites pour la symétrie ct telles que
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C, %y + Cyny + Cyny soit différent de zéro, et désignant ce facteur
commun par g,

I

ZC;‘W”"*" (C2L3 — C3LQ) ¢Sv
2Ciwa+ (C:}LI — G, Ls) \/Z,
2Ciwsi+ (G Le— CsLy) \/S

Basy

0cy

£2

22

e

I

f

En changeant le signe du radical, ces expressions donneraient les
coordonnées du second point 7.

Soient C, = 1, G, = C; = o ; substituons aux w leurs valeurs, on aura
s Py — — 2L2L3,

pra2= L3 [Lq —+~ )\(03 Lo — a» Lg) -+ \/X_j,
Q pxs=— Lg [Lq — )\(a;) Lz— aq» L3) - \/3].

Le polynome A placé sous le radical peut s’écrire
L?—*— ):2(03 Lg— ang)Q—\‘— 4).aqL2L3 — 2)\L|(ﬂ3L2+ ang),

et 'on vérifie aisément qu’il est du quatrieme degré en ).

32. Au moyen des identités

[L'.+ )\(a3L2—a2L3>]2— A:4)\L2(03L4 —‘afL:})v
[L4 -— )\((13 LQ—- agLs)]g— A:4)\L3((13L' — L.}

2}

on voit que les valeurs z,, x,, x; s'annulent simultanément si ['on
fait

Lo—o el \/3 — — [L{ -+ )\((lng—— as Lg)]
ou

L3:0 et \/A:‘*“[L,—')\((l;;Lg——angH,

¢’est-a-dire pour quatre valeurs de 2, en prenant un signe déterminé
devant le radical. Effectivement, dans ce cas p =C, =, est nul, et les
formules précédentes sont illusoires.

On trouvera de méme les quatre valeurs annulant séparément une
des coordonnées. On aura, pour x, = o,

Lg:O et «E:L|+)\(G3L2—02L3)
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ou B :
Li=o et yA=—[L — )\(a3L2—-(12L3,];

pour xr,= o,
L;—=o0 et \/Z:*—[Li —‘)-(aiiLﬂ—a?Li])]’

ou —
l—o el \/A:*- L,

ou enfin
a;Li—aLy=o0 et yA=—[Li+2Aasle— a:Ls}:

pour &, = o,
Lo—=o0 et ;/K:—{Li—-L)\(asLi‘"aiLfl‘,’]’

ou _
A=o et yA=L,

ou enfin 3
agL.—a.ngo, \,’/A:L|——7x(a3[‘2——03L3)-

33. L’introduction des fonctions sn¢, en¢, dnt dans les expressions
des coordonnées se fera comme il a été dit au Chapitre 1. Soient alors
— %y — P9, — 03, — [, les valeurs de ¢ qui annulent les trois coor-
données a la fois : les zéros de x, seront «., 3., a3, 355 ceux de a,
seront o;, [;, 7, 7. (ces deux derniers correspondent & ) =o et
a;L, — a,L; == 0); enfin ceux de x, seront «,, 3,, — 7 (pour A==0), et
75 {pour a, L, — a,L, = 0). On pourra donc poser

Zyzze Bl — e ) B2 — 3o )H{t — a3 ) H 2 — By,
‘Z‘l:CgH<l——d3)H/\t~§3)H(t"—"/ )[I(t_)/l,’,
1‘;;:C3H(l——(Zg}H([—ﬁg)H(f—i—Y )H(f—y:;).

La somme des zéros de ces trois fonctions étant, comme on 1'a vu,
la méme a des multiples pres des périodes, posons

s+ Bat s+ Bim=mas+ B+ v+ a=ar+ B2— 7+ 73={g,

le signe = indiquant que les égalités ont lieu en négligeant les mul-
tiples des périodes. Soient enfin

Ay — Pa==20y, a3— By=20;, ya—y3=20, yH+os=1,
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on aura
72:254—0, Y3i=2¢e—o0,

- -

d2:€+;+82, 0!;}:2—:-%63,
2 2

-~ -
(32:?--*--2-—32, 5328—;—&”

et, en prenant pour variable 1 —e¢= u,

\

’x.::c.H<u—3~ag>ﬂ<u_i+ag>ﬂ<u+1_63>ﬂ<u+3+ag),
2 2 2 2

xs—=cs H (u +£~63) H <1¢+§—!—63)H(u—-7+2)H(lt—a—c),

o

Xg== 03H<u—§—62>H <lt—12+62>H(u+7+E)H!\,lt-—£+7;,

\

ou, en introduisant le dénominateur ©* <u — ;) H <u. + —)) > et modi-
fiant les constantes,

En prenant pour nouvelle variable sn*u =z et appliquant le théo-
reme d’addition, on transforme ces expressions en une partie ration-

nelle du second degré en z, accompagnée du radical yz(1—2z)(1 —£*3)
multiplié par une constante.

Les valeurs de u qui déterminent les points doubles sont % + 0.,

< - T [N < ~ )
=~ —d, pour le premier, — -+ 9, — > —0d; pourlesecond. Lesvaleurs

7 —&, — 7 —¢e correspondent & A=o, c’est-d-dire aux pointssituésa l'in-
tersection de la droite Cavec les droites x, = 0, oy, = o; enfin les valeurs
¢+g, e—c se rapportent aux points de A situés sur ces mémes
droites.
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On calculera donc les rapports des coefficients ¢,. c,, ¢, en faisant
dans les formules (6) u=c¢+o, u=c¢—gq, et remarquant qu'on a
a,x, +a,x;, =0 dans le premier cas, et a,x, +a,x,=o dans le
second.

§ II. — Intersection de la courbe avec une courbe quelconque.

34. Les conditions relatives aux 4m points de rencontre de la courbe
avec une courbe quelconque d’ordre m seront, en appliquant les for-
mules du Chapitre II,

i=4%m

2 ui—=2hK +2071K’,

H (Z )
z:+nzH<-———-—8g+ul> 2iw h
2

—_— e

i—1 HK +O)+UI)

Lorsque I'un des points du systeme coincide avec un point double,
une de ces deux dernieres équations disparait. Enfin, si la courbe
d’ordre m passe par les deux points doubles, il reste seulement cette
condition

i=sm—4
j .
_2 wi—2hK + 20/ iK',

i=1

35. Supposons qu’il s’agisse de coniques passant par les deux points
doubles et tangentes a la courbe en quatre points confondus. L’argu-
ment du point de contact prendra 'une des seize valeurs

_ MK+ WK (/L:O, 1,2,3)

2 \f'=0,1,2,3

Il 'y a donc seize de ces coniques; en désignant chacune d’elles par I¢
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couple (A, /') correspondant, on en formera les quatre groupes
00,02,20,22, 01,03,21,23, 10,12,30,32, 11,13,31,33.

Il existe quatre coniques dont chacune contient les quatre points de
contact des coniques appartenant a l'un de ces groupes et les points
doubles de la courbe; quarante-huit coniques dont chacune contient les
points doubles et deux couples de points de contact pris dans des grou-
pements differents; enfin soixante-quatre coniques passant par les points
doubles et par quatre points de contact pris dans quatre groupes differents.
Les points de contact des seize coniques (h, k') sont donc réparus sur
cent seize coniques passant par quatre d’enire eux et par les poinis
doubles.

Enfin il existe quatre-vingt-seize coniques dont chacune passe par les
pownts doubles, touche la courbe au point de contact d’une des seize
coniques (h, k') et passe par les points de contact de deux autres; celles-ci
doivent étre prises dans un des groupes qui ne contiennent pas la premiére.

36. Revenons au cas d’une courbe de degré mZ2 2; les formules géné-
rales déterminent alors trois points d’intersection au moyen des 4m — 3
autres. Il suffira de leur appliquer la méthode générale exposée au
Chapitre II.

Supposous que la courbe d’ordre m passe par un des points doubles,
par exemple le point (x,=o0, x;=0). Les arguments de deux points de
rencontre se calculeront alors, en fonction des autres, par des équa-

tions telles que celles-ci :
Uy -+ uy=—w,

2

/

— e,

Ii{; 4o )il <3+62—u._.)
(

“—"‘—’J\g—[l|>]j (-———62~”2
2 ‘2

/

< ) ) ' , . .
En posant u, = ; 0, 1y = 5 9, la seconde équation devient

\ 2 2

H(f P Y o)n (\T S ’/)

2

m{——"_ 52—0)11("'“”’+a.,+ 9)
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ou, en appliquant une formule connue,

T— T—® .
sn?< 5 +82>—sn26 ®2< —o-_))

iT — M

3
e (T
su-’& —63>—sn? ®~’< —‘:—82)
2 2

’ot1 'on peut tirer sn?5.

37. Dansle cas d’une droite issue d’un point double, les équations
seront

uy +us—=~+2hK +2/iK’,

H(% +62—u.>H(E+82——uQ\) 2in b8,

H(%-a._,—u.)n(g_a._, —llg)

Elles sont évidemment satisfaites si lon fait A=7~"= o0 et

wy == -4,
2

llg::——-e.
2

Tels sont donc en général les arguments de deux points situés en
ligne droite avec le point double considéré. En particulier, les points
de contact des quatre tangentes issues de ce point double auront pour
arguments

—y =+ K, -+ /K,
2

+ K+ iR
2 2

Wi

En changeant v en — 7, on obtient les arguments des points de
contact des tangentes issues du second point double; ces quatre droites
peuvent étre associées avec les premieres, de telle sorte que les points
de contact de deux couples correspondants soient, avec les deux points
doubles, sur une méme conique.
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§ III. — Relations entre les arguments de quatre points en ligne droite.

38. Nous allons étudier spécialement le cas de I'intersection de la
courbe et d’une droite quelconque.
Les équations générales deviennent alors

Les deux
fierons en

dernieres se réduisent d’ailleurs a une seunle; nous véri-
effet, en transformant la premiere d’entre elles, qu’elle ne

change pas si I'on remplace 7, 0,, 9, par — =, d,. ds.
A cet effet, soient u, u', u’, u” quatre quantités quelconques. En

posant

20 —u —u +u' +u",
20 =0+ u'—u"—u",
2" = — '+ u"— v,

2w’ =1 —u —u' + u”,

on aura la relation suivante, démontrée par Rosenhaim (cf. Memoires
de U Institut, t. X1):

20 H{V Hiw" ) H (1”") = H (o) H{o') H{o”) H{e"] — H{o)H o} H (0" H{»";

— 0l6) 0610 0" 0"} + O{e) 0 (») 0 ("), n".

Appliguons cette formule a la seconde des trois équations du sys-
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teme (7), en faisant successivement

U —

“+ 0y — U3, U = + 0y— U,

+ 02— Uy, U ==+ Js— U, U=

-
N

’ <

—Qa— Uy, W= —08s—uy, u'=2>—0,—u,.

[EIAR]

Dans les deux cas, la valeur de o est indépendante des u;; o', ", »”
prennent chaque fois 1a méme valeur, puisque ces quantités ne con-
tiennent pas 0,. Si donc on divise par O(w) O (') (") O(n"), I'équa-
tion sera de la forme

A~ Bsnw'sne’sne” + Cene’ cnn” cnw” + Ddne’ dne”’dne” =o,
les valeurs de o', »”, »” étant

, Uy + Us— Uy — U,
W = H]
2

L, Uy — Ua = Uz — Uy
0 = L}
2

o — Uy — Us — Uy ~+ Uy .

2

Pour calculer A, B, C, D, faisons trols hypotheses particulieres, en
prenant d’abord la droite des deux points doubles, dont les arguments

T T - - - - -

sont -+ ¢, ~—d4, —=-+0,, ———0J;, puis une droite issue du
2 2 2 2

premier point double et remcontrant la courbe aux deux points

— ';—f- 0y, — ; — 0, enfin une droite issue du second point double et

passant par les points > -+ d5, - — 0.
On a, dans ces trois cas,
w =71, 0" = 02+ 03, ®”==0y— J3,
w =T, w’ = 20s, w” = o,
o'=—r1, o"=20;, " = 0.
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En substituant ces valeurs dans I'équation générale, on pourra éli-
miner A, B, C, D. On trouve ainsi :

"

sne’ sne”sne cne' cnw” cne” dnw'dnw” dno”

snzsn(8:+ 03)sn{da— &3) cnzen(d:—+3d;3)en{da—d;) dnzdn(da+ ds)dn(ds — o3}

0 cn7 cn2d: dnzdn29.

) cnTcn2d; dnzdna2d;
En opérant quelques réductions et appliquant les formules qui se
déduisent du théoreme d’addition (Brior et Bouqurr, Fonctions ellip-

tigues, p. 505), on arrive aux valeurs suivantesde A, B, C, D :

A= —sn(dy+ &3)sn(d>— d;)(cn2d.dn20; — cn29d; dn2d;)

B= ;‘)__ [en23:dn2d;— en23;dn238;,+ dn (32+ d5)dn (32— d3) (cn23;— en2dy;
+¢n(dz+0;3) en(9:—d3){dn2d,— dn2d;']

2
" sntf1 — k2sn2(d2 -+ 03 ) sn2(dx — 83)]

< [l 2$1(8343g) S (33 —Bs) +dn2(53-+03) AN2(3— 3)sn 2+ 83) S0/3a— 4]
—132Cl]2(62+63>Cﬂ2(82— 63) Sn(82+63)sn(62— 63\‘]

_ 2k2K"sn3(dy = Jd3) sn?(dy — )
T snt[ {1 — K2sn? (S5 + 03 )sn% (03— 03)]

¢ S8+ 3y) sn (3, — &) (dn 23, — dn 23,
- Canl—k25n2(3g+ 63)5[]2(62—63”

. 2’{25"2(624— 83)5“2(62—63)Cn(62+ 63)(’[](62— 61)
o ent{1— k2sn2(d:—+ 03)sn2(d; — d3 }]

b

_Sn(62+83)5n(62— 83)((}"262——(3"263)
" dnt|1— k?sn2(9a+ d3) su? (02— 03]

_ 251’)2(82—{— 63)5"2(62—83)dn(62+ 6‘;} dn(82—63)
dnz|1 — k?sn* (0 + 03) sn* (03— 03 )] '
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Ensupprimant tous les facteurs communs, on arrive enfin a fa con-

dition
k2sn (0, + d3)sn 0y — 03} snw’ snw” sne”
snT

1 —

CkZenids+dzlen 9y — dylene/enw” enm”
' k2ent
dnidy+ ¢y dn 0, — 0y dne’ dnaw” dna”

—_ -z 0,

k2dn~

qui évidemment subsiste quand on change =, 0., d; en —1, Jy, ..

En résumé, les arguments relatifs aux points de rencontre d’une
droite avec la courbe peuvent étre représentés par les formules sui-
vantes,

’ LN "r
A+ mn = m
My = ———
2
(I)’ — C')” — ’J)VU
Uy — —o————y
2
r a4
— ' 4+ — e’
Uy —— ————————————
2
— o — e
Uy —=——--————1
2

w', w”, »" étant liés par la relation qui vient d’étre étublie.

39. Dans le cas d’une tangente d’inflexion, trois des arguments u,,
’ ” m ’ . m’

wy. u, se confondent; on a w'=n" =w", et argument u=-— - du
)

point d’inflexion est donné par I'équation précédente, qui, rendue ra-
tionnelle, est du douzieme degré par rapport a sn’. Chaque valeur de »’
étant ainsi déterminée 3 un multiple pres de 4K -+ 4iK', celle de

’), N . . > crr . .
——1le sera & un multiple prés de 2K + 2/K’. Les douze points d’in-
flexion s’obtiennent donc sans ambiguité.

En posant u, =u,, u; = u,, et par suite " =" =AK +~ A'7K', la
formule générale fournit également les points de contact des huit tan-

gentes doubles, et 1'on est conduit & répartir ces droites en quatre
groupes, suivant les valeurs de A et de 4.
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40. Le calcul relatif aux tangentes doubles peul encore se faire
comme il suit.

En posant
Y} wll') , . . -
H(«‘z : ‘) s/Hiz—06,—0; Hiz—da +ow
't — log — e 2 S s
! ° T “ Hiz+dy+d; i+ du—da)
H(————-o:—u;) :
k- t)‘ E _—
— L 03—t
* = lo H< ks ’> 4 Hf-+d)—'~—r3nHv~~6~_,»!—6;u
;" — o < —
¢ ° Pt . Hz—os—dy Him+0y—o0; ’

les équations qui déterminent les points de rencontre de la courbe avec
une droite quelconque pourront s’écrire

i—=h
Eu,- —2hK +o iK'
i—=1
i=
2 imG,
'*"/I|ll e y
=% S
2) p 2h' I76,
u 2flainm - — .
K

Dans le cas d'une tangente double, les u coincident deux & deux.
Soient donc u, u, les arguments des points de contact ; on a

i +wu, =hK -+ iK',

ll’l.T: (}2

M+ u) = hyiw - ;

3

I imd,

w4 ud = hain - K

D'ailleurs, les entiers A, &', &,. &, sont liés par la relation
h+ (M vy ha==1 {mod. 2},

comme celarésulte du théoreme général établi au § Il du Chapitre 1I,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



[ 6o )
et comme il serait d’ailleurs trés simple de le démontrer directement
dans le cas actuel.

En désignant une tangente double quelconque par (4, #'; &,, k.), on
est amené a considérer les quatre couples suivants :

(0,050,0), (0,0;1,1); (1,0;1,0), (1,0;0,1},

fo,151,0), (0,1;0,1); {1,151,0), (1,150,1}.

Les nombres qui se correspondent dans deux couples différents for-
mant une somme paire, on peut énoncer les théoremes suivants :

Les pbints de contact de deuz couples sont situes sur une méme conique.
Il existe trois couples de coniques tels que les seize points de contact des
tangentes doubles sotent situés sur les deux coniques d’un méme couple.

Toute cubique passant par des points de contact de deux couples ren-
contre la courbe en quatre autres points situés avec les points doubles sur
une méme conique.

Tous ces points de contact sont les points fondamentaux d’ un faisceau
de courbes du quatriéme degre.

CHAPITRE 1V.

APPLICATION AUX COURBES DU TROISIEME ORDRE.

§ I. — Expression des coordonnées.

41. Dans le cas d’'une courbe du troisieme ordre, le nombre maxi-
mum des points doubles est un; on peut done, en général, exprimer
au moven des fonctions elliptiques les coordonnées des points d’une
telle courbe.
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Soit f(x,, @y, x;) =0 I'équation de la cubique en coordonnées tri-
linéaires; soit A son hessien, ainsi défini :

f 9*f orf

ox3 0x, 0xs Oxy0x3
| oer o ap e
36| das oz, ox; 0y 03

»f e ef

dxgox, ()xsdxg dx;'

Considérons un point (y,, y.. ¥,) dela courbe, et posons, pour abréger,

1 df . 10A
ﬁ—g @"‘} A[—'g 5}—[’
.1 0*f 1 0%A i =1,2,3
Ja=G oo “*=6 oy ora (1,:,,2,3)'

Les équations
S—= S‘Zf,'kx,'xk: 0,

P:Eﬁx,’:O

représentent les polaires du second et du premier ordre du point y par
rapport & la cubique. La droite P=o0 n’est autre que la tangente en v
a la courbe. '
Soient encore
I'=32Aux;izr=o,

H=2A;zi—o

les polaires de y par rapport au hessien. L’équation f= o peut étre

mise sous la forme
SII —TP—o,

comme on le constate tres facilement en supposant framenée i la
forme canovique ( cf. Sarmon, Higher plane curves, 2° édition, p. 19g).

La conique S = o est tangente a la cubique au point y et la rencontre
en quatre aulres points situés sur la conique I'=o0: ce sont les points
de contact des tangentes menées de y a la courbe /.
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Cela posé, on voit que toute conique du faisceau

I'—-328=o

]

rencontre la cubique en ces quatre points fixes, et de plus en deux
points variables situés sur la droite

3 MI—72P=—o,

qui passe par le point fixe (Il =0, P=o0), ol la tangente en ¥ va de nou-
veau rencontrer la courbe. Ce pointest appelé le tangentiel du point y.

D'ailleurs, la droite (3) étant la polaire de y par rapport 2 la co-
nique (2), la cubique peut étre engendrée en menant de ce point fixe ¥
les tangentes & toutes les courbes du faisceau considéré (2); les deux
points de contaet situés sur chacune d’elles décrivent la cubique. Pour
calculer les coordonnées %;, v; de ces deux points variables, éliminons
x,, T,, Ty entre les équations (2), (3) et celle d’une droite quelconque
U, &, + Uy, -+ Uy, =o0. Le résultant sera de la forme

CAn—ifi Ae—2fi Aa—1fi M—1fi w
Aoy — 2 foy Awo—32fos Auz—2foy As—0fs 12
Ay —fsr App—2fie Ap—2fss Ay—0fs wy | =2 wguu=o.
A —Wfi e —ifi Ay —fs 0 0

|

‘

b

? ", s s o o

En P'identifiant avec le produit 2u;Z;. Su; ;. on obtient

Zinr= wi,
Eink— Srni= 2w,
d'ott
itk — Erni = Gl — wiwgg
On a d’ailleurs, par une propriété des déterminants rappelée au

Chapitre précédent (p. 48),

Wag-— ety == DA — 2 f 2,

Wy — Wz Wy —— D(Az — )‘fl)2’

Arps— g = DAy — Ay,
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en posant
PAL—fie Aa—Rfiz Aa—RAfis N —Afi |
N Afar Am—Rfir An—Rfnn M Afs |
Ao fae Ne—Afar Aus- Afus A;,~1’/‘;,i
A —if N — A Ay —Of o |

n"“)-fll An—12fin Al:}‘—]fx:;%

D=

Ce dernier déterminant n’est autre que le hessien de & — 7 f, divisé
par 6, et dans lequel on a remplacé x,, x., r; parv,, v,, ;. D'uilleurs,
ce hessien est lui-méme de la forme w’A — X f, 11/, 2" ayant les valeurs
sutvantes :

..'}‘/ s 13— 1283 4+ 27T,

A6 2852 —Tr— 882,

On le voit au moyen des formes canoniques (SarLson, Highercurves,
p. 190). Set T désignent ici les deux invariants de la courbe.
On en conclut, / étant nul pour x;,=y;,

D= é-l()L' 5:).:3+I2S}. —_ 21‘}!

et par suile

afiz— Zyne = 2{ A — A VA Ly yE B 128k — 2T

gy

Ssny— Evay = 2 {As — 2 fu) ALy Vi 21288 — 2T,

(e — Eany = Im oAy — A e ALyl Vi 1284 — 2T,

ASY

les signes supérieurs se correspondant ainsi que les signes inférieurs,
puisque A, —2f,, Ay—2 fo, A,— L/, sont les coordonnées de la droite
des deux points.

En introduisant trois constantes C,, C,, C; telles que 'expression

Cini-Cono+ Cyuy =0
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ne soit pas nulle, on aura

/ £, =32Ciw,;i = G G l F(A +128) — 2T
24 iy Aa—2rfa As—Af 12 )y
(4) Pr»:ZC'w." C3 Cl }\"—4—1257\—21 3
J &2 g Way L 53 )\f:} 3' )‘fi !
= X2Ciws; £ \ G \ C. )\“+I2b)\—~ 2T
pEs iws; = = s Ao ]

Ces expressions se simplifient si 'on prend pour valeurs des con-
stantes f,, /5, fs. On aalors

Aoy —hfer Bos—dfas Aas—Afas As—Afs
Asi— Afsr Azo—2Afss Ass—Afaz Az—Afs
A, A, A, 0
fi Ve fs o
Asy—Afer Aso—RAfor Aoz—2Afas
=A{y)| Ass—Afar Aso—2fsa Ass—Afisi,

Ji S Ve

2Ciwi=

et I'on trouvera par analogie =C;w,;, C;w;;. En substituant dans les
formules (4) et faisant rentxerA(y) dans p, on veit que la partie ra-

tionnelle des coordonnées s’abaisse au second degré et que le coeffi-
cient du radical est constant. Pour réunir les trois formules en une

seule, faisons une combinaison linéaire des coordonnées. On trouve
ainsi

: A—2fie Dia—Mfie Av—Afis u |
Asy—Afar Ass—Afas Asz—Afes we

Asi—Afsy Aso—Afse Ass—Afss us

5) Ji J2 fs 0

Uy Us U

Aq A2 A;; \/%(7\3—*—1257\—2'1‘).
\ fi o fs

Suiz; =

H

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(65)

Il suffira d’égaler dans les deux membres les coefficients de u; pour
avoir la valeur de a; (*). Cette valeur est de la forme suivante :

(6) oxi==li+ m: + nizﬂt%¢m.
42. Lavaleur de n; n’est autre chose que — % A(y). Effectivement
on a, par exemple,
Sor far fas
m==| fuu fur fuo |=—DEL
fo fe s |

Quant aux «;, ce sont les coordonnées du tangentiel de y. Nous le
désignerons désormais par «. Ce point est le centre du faisceau li-
néaive (3).

Lorsque le radical s’annule, les deux points &, 4 se confondent; les
trois valeurs %', 2", ) pour lesquelles celte circonstance se présente
fourmssent trois des tangentes menées par o; la quatrieme est donnée
par 2= ; c’est la tangente en y.

43. Le rapport anharmonique de ces quatre valeurs ne dépend que
: ) . S3 . . , .
de I'invariant absolu = de la courbe, car I'équation aux carrés des dif-

férences étant de la forme z* +aSz* +bS*z+¢(64S* + T%), si I'on

. z . . i L
prend pour inconnue g» ce qui n’altere pas les rapports tels que -—»

. . S: , - .
les coefficients ne contiennent plus que 1 D ailleurs, y et par suite

sont quelconques. Nous démontrons donc ainsi que le rapport anhar-
monique des gualtre tangentes menées d’un point de la courbe est constant

et qu’tl ne depend que de %i

(1) Ces expressions ne different que par les coefficients numériques de S et T de celles
qui ont été obtenues par Aronhold et Clebsch au moyen de considérations différentes.
Nous avons, avec Salmon, appelé S et T les expressions qui, pour la forme canonique
I3+ y3+ z8 4+ 6maxyz, se réduisent & m— m* et 1 — s0m3— 8ms. Ces mémes quantités
seraient désignées par — 48 et —T dans la notalion des géomeétres allemands {voir Arox-
HoLp, Monatsbericht der Akademie zu Berlin, April 1861).

9
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4%. Supposons que y soit un point d’inflexion, et par suile coincide
avec son tangentiel . On a alors A=o et

ox; =i+ mip I (W 41284 — 2T,
Ces équations montrent que la droite représentée par les équations
pxi==li-+-m; A

est le lieu des conjugués harmoniques du point « par rapport aux deux
autres points de rencontre de la courbe avec une sécante issue de ¢.
Cette droite passe par les trois points pour lesquels le radical s’annule,
’est-a-dire par les points de contact des trois tangentes menées du
point d’inflexion. C’est la polaire harmonique de ce point.

45. Pour introduire les fonctions elliptiques dans les formules (6
soit

dot
VAR - 128k — 2T =/2"— )"y — 1" snient dnd.

Le nouveau parametre ¢ est alors défini par I'égalité

! = ———
\/ f \/I’-r-l’bl—?.l

et, o; désignant un polynome du second degré, on a

() Ji:"qi‘sn‘-’f—+—:’_)()\”’—)\”)\/L_G£1,- i‘(;*l’

46. En rapportant la courbe & des axes particuliers, on exprimerait
immédiatement les coordonnées en fonction de sn¢, cn¢, doz. Prenons
par exemple pour cotés du triangle de référence une droite x, = o, tan-
gente en un point d'inflexion, puis pour droite.x, = o une des tangentes
menées de ce point, et pour ;=0 la polaire harmonique du point
d'inflexion. L’équation est alors

XIX — Xy Xa— Xy — h2a, =o.
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I, == sn3i,

Ty— Snl,

xy=V{(1—sn2t)(1— k?sn*t)=cnidnt.

En partant de la forme d’équation ABC =D et considérant les hyper-
boles AB =20, M. Hermite a donné I'expression des coordonnées ¢n
fonction de 0 (Cours d’Analyse, p. 422).

Enfin on peut procéder synthétiquement, en posant

r=xo+AL{t—a),+BZ(t—b +-CZL 1

y=yo+ ALt —a +BZH—b 02—,
¢t prouver directement que ’élimination de ¢ conduit 4 une équation
du troisieme degré en «, y, si 'ona A+B+C=0, A'+B'+( = o.

47. 1l nous semble avantageux, pour les applications qui vont suivre,
de conserver les formules (6), en yintroduisant la fonction doublement
périodique considérée par M. Weierstrass,

L= pu)=np,

et quirésulte de I'inversion de l'intégrale

f i
= ————
2\/7”‘—1- mSl—ﬁT

pPriu)=4{p*+128p—aT)
p" () =6(p*+ 48),

prilu =2pp’,

On a alors

Un premier avantage est d’éviter la résolution de I'équation cubique
en A.
Les formules (6) deviennent alors

FQN xA;
'8 x; = ,—rm,p+lz,p-4————l;

' 2y6
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ou, remplacant p* en fonction de p”,

8’ 2 oy ' ¥i, ”
8] #i= Lok 38yel ) map + e p = g AP

Soient 2w, 2w’ les deux périodes de p(u), en sorte qu’on ait
p(m) =7, P(&) -+ m’) =, P(o)') — "

48. La relation entre les fonctions p et sn se déduira de I'équation
p=A={¥—2")sn2t + )",

qui a conduit aux formules (7). De la relation

\// -2 di d
{‘ Pt ———— ] V__\/A——/ lt-—h) 'y
VA3 128k — 2T f \//&—i—xzbl—-zl)

on lire

plu) =¥+ (F—¥)sn?(«— ' )yr — 1"

D’ailleurs, pour u = o, on doit avoirp{u) == = ; donc

\/7’ //I

0 — -
\/)A/'—-/f”
Finalement, on a

) "
S
+

plu) =14

sn? (u\/) a

§ II. — Relations entre les paramétres gquni déterminent un méme point.

49. L’expression des coordonnées déterminée par les formules (3
condnit 4 des conséquences géométriques trés importantes.

Un premier théoreme s’obtient en changeant le point y, et par suite
le centre du faisceau linéaire qui sert a engendrer la courbe. Soit u. le
nouveau parametre variable; sil'on pose p.=p(v), les arguments u, ¢
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qui correspondent a un méme point de la courbe ne different que par une

conslante.
En effet on a, en un point quelconque « de la courbe,

odrs— x5drs x3dr,— xidry xydrs— 2o (]x. + e xydr,

o o T E
oz, 0% oz, oz

oll ¢,, €5, C; SONL trois quantités arbitraires. Nous allons démontrer que
la valeur de cette expression est égale 2 du, a un facteur numérique
pres.

Prenons, en effet, pour ¢, les coordonnées o; du tangentiel de v. Le
numérateur de la différentielle considérée devient alors

2= a4, —f;;Ag jxadxs, c'est-d-dire E,f[z‘,‘ SA;dxi— E.&,’xiz'ﬁ‘(]x,‘.

D’ailleurs, le systeme des quatre tangentes mences de « a pour
équation (Savmon, Higher curves, p. 60)

(2 i) ~4f2x,—f:o,

isqu’ i - . N A
et, puisqu’on obtient trois d’entre elles en vemplacant A par e

Stz
dans 2* + 1282 — 2T =0 et la quatrieme par I'équation 2 f;z;=o, on
aura pour un point quelconque de la courbe, fétant nul,

P —
a,of g(2fixi )23+ 128) — 2T,

= ic. xodxs
Na
e 01‘1
2Aix;

1 2 fizi _ dh __2du

§ VA -+1284— 2T - gVI 1230 — 27T g

la valeur suivante:

d’ott 'on déduit pour la différentielle =

La constante g se détermine au moyen d’un exemple. On trouve
g=\6.
Cela posé, en remplacant «, centre du premier faisceau, par o',
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cenire du second, on trouvera pour valeur de ceite méme expression

ady
—- On a done
o

di = du,

¢—u—+C.

50. La relation algébrique entre ) et p. s’obtiendra donc par le théo-

reme d'addition appliqué aux fonctions p(u). En partant de la for-
mule

siv—ujgiv+u’ (",

pii;,—pyv;= [g‘u‘;]ztg’\u‘;]:

¢t diflérentiant par rapport 2 uet ¢, il vient

plu) ¢lv—u) Fe+u, o2 u
e I e e —
piu)—plo) ciw—u) glvtu cou
— plo glv—ut  Fledu) 25
¥v—' '7777v‘T: - B - ]
piu—p ol gev—u) Tiv+ u G.v
Y .
d’otr
1 e " \ . ot
e - plle) g'iv—u' v 20 u
L#L:_z;__+gl — 4'..,;
ple —piv) G v—u; g ciu,

en différentiant de nouveau et appliquant la formule

plu = d*logou

N

on {rouvera

e PPl P e e
‘ 2 alpuj—p el blpuj—py)

(129
’: 2T
(34 p) (g = 128) — 4T 4+ L2 P
2

C)= S
p{C) e

Celte équation, rendue rationnelle et débarrassée du facteur {3 —u.)?,
devient, apres quelques réductions,
22 p2 — 2p(€) dp (A -+ ) + p*(C) (2 — 2 — 2487y
+ (8T — 24p(C)S) (A4 p) 14482+ 8p{C)T = o.

(1} Kiepewr, Journal de Crelle, t. 76, p. 24.
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La constante p(C) peut se déterminer en faisant « =oou2 ==, ce
(ui revient a prendre le point y. On aura alors

E VY
Cette valeur est encore égale a STy ‘},, comme on le voit en faisant
iy i
¢=o0, ce qui donne le point y" analogue de y dans le second mode de
représentatlion, et en remarquant que p{— C)=p(C).
La relation entre A et p pourrait s’obtenir autrement, en élimi-
nant x,, x,, o, entre les trois équations

Jlz, zayxaj=o0, Aifixi—2Aixi=o, vifizi—IZNaxi—-o

Le résultant, qui est alors du troisieme degré par rapporta chacun
des parameélres 2, u., contient les facteurs

X frop— SAia), (wXfloi— ZAjx,
puisque la droite des deux points «, o, considérée successivement

dans chacun des deux faisceaux, rencontre toutes les droites de 'autre
faisceau.

§ III. — Condition pour que trois points soient en ligne droite.

51. Cherchons maintenant la condition pour que trois points de la
courbe soient en ligne droite.

Soit Ax, +Bax,+ Ca, = o I'équation de cette droite; si I'on v porte
les valeurs de x,, x,, x,. fournies par les formules (8). le premier
membre devient une fonction doublement périodique de u, de la forme

La-Mpluj+ Np2luj+Pp'u

admettant 'infini quadruple u=o, et par suile quatre zéros, entre
lesquels existe la relation

Uy Uy~ Ua - Uy== 0,
L’un d’eux, u,, est constant et égal et de signe contraire 4 'argument
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relatif au point «, centre du faisceau, comme on le voit en faisant
u, =u,=o0, ce qui donne la tangente en y.

Cette solution étrangére provient de ce que, pour u = u,, le facteur
commun p= f,q, -+ fy0,+ f;n, qui entre dans ’expression des coor-
données est nul, le point « étant sur la tangente en y. Les formules
sont alors illusoires, les trois coordonnées s’annulant simultanément
(voir p. 63).

La relation entre les valeurs de p relatives aux quatre zéros consi-
dérés sera évidemment

1 oplun) plue) p'{uo)
Coplu) prla) pluw)
Voplus) prwa) plus) |
Coplus) prlas) pius)

52. La valeur de p(u,), étant celle que prend ». quand un des deux
points variables devient le point «, peut se calculer comme il suit. La
conique I' — A8 =o est, on I'a vu, tangente aux droites qui joignent le
point y aux deux points variables; dans le cas actuel, sa tangente en «
sera la droite «y. On aura done

n=2fi An—Afa An—2Afis S|
Aoy —Afar Asa—Afor Aos—2faz Sfo
L Aui = 2far Npo—2fyr Ap—2fss fi
LA fo fi 0

1

= - L

Dans cette équation, le coefficient de 22 est nul; le terme indépendant
de % est le covariant du sixieme ordre

Ay Ay Agg fi
Asy Az Axz fo

Ayi Asx Ay il
fi fr fi oo

que nous désignerons par W. Le coefficient de 2 est celui de 2uv dansle
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déterminant auxiliaire

Avv—2fir Ae—2rfie Ais—2fis Ay—pf

Asi— Afar Ass—Rrfos Ass—hfos Ao—pfo

Asi — A fyr Asa—Afas A33_)\f33 As—pfs
LA —vfi A —vf Ay —ofs o

=P +2Q+ 2R+ (P, +2Q,+22R,) (g + v + (Py+ 2Q2+ 22Ry ) .

Ce déterminant, sil'on y fait . =), devient le produit de —4(A—v/
par le hessien de A—) £, lequel a pour expression, comme on I'a
va (p. 63),

— (341282 — 2T)A —6(28)2— Th— 882)f.

En identifiant les deux expressions du déterminant, on trouve

A(y)

Q=—Ri=—

b

et par suite

Cette valeur a été obtenue par Clebsch d’une maniere moins simple
“Journal de Crelle, t. 63). On a donc

12/

P ) =

A*ﬁm [216 W7 < 72SA*W — 2 TAs 1.
Nous allons montrer que Uexpression entre crochets est le carré d’un
covariant €.

53. La condition relative & trois points en ligne droite s’obtient
encore en égalant a zéro le déterminant formé par leurs coordonnées,
c’est-a-dire

' a
zi[l. “+ mypiuy) + nyp?lu,) +_|'—GP/(U'>
2y

. 23] ;
X | s mapius) 5 nap?lus) - —= plius)
2 \s’()

/ a3 o]
> [13 4+ maplus) + nyp?lu,) + —\/—6[)’ fugh |-

10
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On a done, par le théoreme relatif au produit des déterminants,

Stmmynsay —SHlnsay SElLmeay —a2y6S=lnmn; |
1 piad) prw) plus) Y
: pits) P2 ) Pius) o
r pius) p*lus) p'lus)

D’ailleurs, en se reportant aux valeurs de «;, 4, m;, n; [formules (5)
et (6)],

Ay) A
3 = - ¥ 6"

e ol AT 21,‘ﬁ'271,’$,‘-2)1[ﬁZ[{A[:~ 2l fi

Smnaoy=3m; ;i ZnAj— Zns fi Smi A

A(y) A2{y)  At(y)
)‘ —= Q2

=—2Zmf; ; 5 = 36

3’

. Somlingon  6W
2 minsay A2(y)

=plin),

et, en achevant de comparer les résultats fournis par les deux me-
thodes, on arrive aux relations

S 1imoay

priuy. =

—_—— 3
ZEm Raas

N 2 V6 3 =1 mang 12, V6 21 mayy
plitte) = — —% = 7y b,
WA

Nt mynaos
On peut donc poser

k " apd al \
ASlyip2u,)
i
4

216 W3 + 728 AW — 2 TAS = =216(2 £ imay;)t =02

34. Supposons i, = o. Alors y coincide avec son tangentiel : ¢’est un
point d’inflexion. Dans ce cas, p{u, ;=% , A =o0. La condition relative
aux arguments sera

Wy + Us 4+ Uy == 0,

et 'on a

1opluy) plluy)
H p(u-_») P’(ug) =0
1opius) plus) |
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55. La relation obtenue dans le cas général,

Wy Wy Uy - UIE=0,

permet de démontrer un grand nombre de propriétés des courbes du
troisieme ordre.

Supposons que la droite soit tangente & la courbe en un point
u, =u,; 'argument relatif au tangentiel sera — 2w, —u,. La valeur
correspondante de X sera

pl—2us— uy)=p(2Ua—+ ).

Cette valeur ne changeant pas lorsqu’on remplace le point u, parlc
point —u, —u,, situé sur la droite des deux points u,, 0, et par suitc
les deux tangentiels respectifs des points u,, — u, —u, étant en ligne
droite avec le centre du faiscean «, tangentiel de o, on en conclut ece
théoreme :

Les tangentiels de trois points enligne droite sont eux-mémes en ligne
drotte.

La quantité p(2u, + u,) s’exprime en fonction de p u,} et plau,)
au moyen du théoreme d’addition (50). Enfin p(2u,) est donné par la
formule de multiplication (15), en y faisant 2 =2. On trouve ainsi

P’ 9(p*--482
4p’r P 4op* -+ 128p — 27)

plaul=—o2ap -

56. Sil'on considere inversement les tangentes menées du point «,
de la courbe, on trouve pour arguments des points de contact les
quatre valeurs

Ug —+ 1,y Uy —+ Uy My Uy Wy —+

et e

—_—— A, - — + o, — -0+ .
2 2 2 2

Les valeurs des parametres correspondants p(u) sont les racines de
I'équation

plou) =plus+ uy;

ou
9ipr+ 48— 4 (p*+12Sp — 2T {op +p uy+ 1, .= o.
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Ony remplacera p(u,) par sa valeur gl(yﬂ et p(u,) par %, z; dési-
gnant les coordonnées du pointu,.

Cette équation du quatrieme degré ne change pas si 'on y remplace
u, par — a2u, — u,; ce dernier argument est celui d’un point situé en
ligne droite avee le point u, et le point «,, lequel est le tangentiel du
centre du faisceau, et par suite un point quelconque. On en déduit ce

nouveau théoreme :

St trois points de la courbe sont en ligne droite, les dousze points de
contact des tangentes menées de ces poinls sont repartis trois @ trots sur
seize droites.

En effet, parmi les quatre points de contact des tangentes issues du
point u, se trouve le sommet du faisceau «; les quatre droites qui le
joignent aux points de contact des tangentes issues de u, sont, d’apres
le calcul précédent, les mémes que celles qui le joignent aux points de
contact des tangentes issues du point —2u, — u,; en répétant le méme
raisonnement pour les trois autres points, on constatera I’existence des
seize droites dont on a parlé.

57. Dans le cas particulier de v, = o, I’équation du quatrieme degré
en p devient

9ip2+ 482 —4{p*+128p —2T)[2p + pius ;] = o.

Elle ne change pas si 'on remplace le point «, par le point —u,, situ¢
en ligne droite avec le premier et avec ie point d'inflexion qui, dauns le
cas actuel, est le centre du faisceau. Done :

S¢ deux points de la courbe sont en ligne droite avec un point d’in-
Sflexion, les quatre points de contact des tangentes menées du premier sont
respectivement en ligne droile avec ceux des tangenies menées du second
et avec le point d’inflexion.

Les valeurs obtenues plus haut pour les arguments des points de
contact des tangentes issues d’un point conduiraient aussi tres simple-
ment i ces résultats. On verrait encore que les trois systémes de sécantes
déterminés par les quatre points de contact se coupent sur la courbe,
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en des points u, — w, u, — o', 4, —w — ', qui peuvent étre regardés,
avec le point initial #,, comme les points de contact des quatre tangentes
menées du point qui a pour argument — 2u, — u,.

§ IV. — Points d’inflexion. — Résolution algébrigue d'une équation
du neuviéme degré.

58. L’étude des points d’inflexion de la courbe mérite une attention
particuliere. Supposons que les trois arguments u,, u,, u, se confon-
ug  2he+ole
_— + ——————
3 3
admet donc neuf points d’inflexion qui, désignés respectivement par
les valeurs correspondantes de 4 et de /', forment le tableau suivant:

dent; leur valeur commune est alors — La courbe

00 01 09
10 Il 12

20 21 22.

En les groupant, soit par lignes horizontales, soit par colonnes ver-
ticales, soit de maniere a former les six termes d’un déterminant i
neuf éléments, on constate I'existence de douze droites sur lesquelles
ces points se répartissent trois par trois. Ces douze droites forment
quatre triangles tels que les cotés d’'un méme triangle contiennent
tous les points d’inflexion. Pour les obtenir, on associera les points qui
correspondent soit aux trois lignes, soit aux trois colonnes, soit aux
trois termes posilifs, soit aux trois termes négatifs du déterminant.

59. Ces résultats peuvent étre retrouvés et complétés en considérant
I’équation qui fournit les valeurs de p. On a, dans le cas actuel,
., 6Y¥
pl3uy=piuy)= AT

Appliquons la formule de M. Kiepert :

' m ]

’

” v

PP
I) prv
p pv :il)“-ip,z(lzpp’gp”_' 4/, /l-’

P \2pp'

N

pBu)=p— L5

\

<
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En posant
V=pp— P = pt+248pr— 8T p — 4882,

12

on arrive a I’équation du neuvieme degré

9 05— YV 72 (2448 (7 128 p—aT) V— 64 [p3 - 128p =2 T)? o,

qui détermine les droites joignant le sommet du faisceau aux neuf
points d’inflexion. On I'eiit obtenue en éliminant x,, x,, x, entre les
trois équations

fiz)=o, Alz)=o, pSfizi—SAimi=o.

Si 'on suppose que y est un point d’inflexion, ou A= o, I’équation
devient du quatrieme degré : V=o.

Il a donc quatre droites joignant un méme point d’inflexion aux huit
autres; par suite, les neuf points sont repartis trois a trois sur douze
droutes.

I’invariant I du second ordre de la forme V étant nul, son discrimi-
nant est négatif, et, par snite, I'équation V=o0 admet deux racines
P
12
et une négative, pour laquelle p’ est imaginaire. En supposant, ce qui
est toujours permis, que y est un point d'inflexion réel, on voit qu’il
existe deux autres points d’inflexion réels, situés en ligne droite avec
le premier. Ceux qui correspondent & la racine négative sont imagi-
naires conjugués. Donc loute cubique admet trois points d’inflexion
réels, et six autres imaginaires, situés trois a trots sur douze droites, dont
quatre seulement sont réelles; 'une d’elles joint les trois points réels;
chacune des Lrols autres joint un point réel & deux points imaginaires
conjugués.

L’invariant 1 étant nul, on sait que les quatre racines de P'équation
V =o, et par suite les quatre droites issues d’'un méme point d’in-
flexion, sont dans un rapport équi/zarmonique ().

réelles : une positive, pour laquelle p est réel, puisque pp’® —

= o0,

(1) Clest-a-dire que les six rapports anharmoniques de ces droiles sont égaux, par groupes
de trois, aux racines cubiques imaginaires de —1.
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Les quatre racines de I'équation V=o sont, en fonction des périodes,

(2{;) - ?Jn') <4m -+ 403")
M

3 - 3
20+ for’ fo 4+ a0
P'-:P( 3*“) :/’(“"*“3 )

La résolution algébrique de cette équation peut s’effectuer par Ia
méthode d’Euler; on trouvera ainst

p:i\/—4s -+ :\’.fﬁi—\-/~4s+az/l~{-,—t\*’—48+ 2 VR,

¢n posant R=648*+T* et désignant par ¢, ¢* les racines cubiques
imaginaires de I'unité. De plus, les signes des trois radicaux doivent
¢tre associés de telle sorte que leur produit soit égal a +T.

En substituant 3 p une de ces valeurs, I'équation pf —A=o repré-
sentera un des triangles d’inflexion. Donc le produit des trois cotés d’un
triangle est réel pour deux triangles: il prend des valeurs imaginaires
conjuguées pour les deux autres. Le systeme complet des quatre
triangles aura pour équation

AV 248 f2A2— 8T f3A — 4882 f+ = o.

60. Revenons au cas général. L’équation du neuvieme degré (g,
qui détermine les points d’inflexion, peut étre résolue algébriquement
au moyen de radicaux. Nous nous proposons de le démontrer ici directe-

. . . N . {2
ment et de calculer les racines, ce qui revient & exprimer p (—) en
2
fonction de p{u).

A cet effet, soient «, B deux quelconques des trois racines cubiques

de Vunité, différentes ou non. L’expression

. T , [ ohm -2 htw\7]3 , Ju 2ho 2w |3
1| Xeefs ) o  Bemveen (5 25 |

.

ot le signe 2 s¢ rapporte a trois valeurs entieres consécutives de /
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et de A, est une fonction paire de u, admettant les périodes zw,
20’, et 'infini sextuple u=o; elle peul donc étre mise sous la forme
2A[p*{u)+ Bp*(u)+ Cp(u)+ D], et la valeur de A est 3°, comme -on
le voit en égalant les coefficients de 71«) dans les deux expressions.
De méme, 'expression

R oji eho 4200\ ]? o (U 2heo 2R\ TP
[l b St

v
est une fonction impaire, admettant les mémes périodes. Elle a pour
2éros w, o', w + o' : on le vérifie en comparant, dans les deux parties

u 2/1(»%—2/1’&)’)
3 3

>7 lesquels deviennent égaux pour u=3w,

placées entre ‘crochets, les deux termes a"@"'p(

2w + 2 o’

h e u

3%’y 3(w + «’). Enfin cette méme expression admet I'infini tripleuw = o,

, . u ,
car, en développant par rapport aux puissances de p (5), et 3’ se rap-

portant aux mémes valeurs de et 2’ que X sauf /.= /2= o, les termes
de degré supérieur seront

L o, fu 2he — ol ! , (w2l 2w\

ou, en réunissant deux a deux les termes analogues i ceux qu’on vient

de comparer,
,('z/lm 4 2/1'(;)"')

R0 e

p
pi(:lé) . p(zlzm ..Ez/l’m/)‘-ly

- . e 1
ce qui est du troisivine ordre par rapport & -

L’expression dont il s’agit peut donc étre remplacée par 2.3°Mp/(u).
On conclut de ce qui précede, en ajoutant (1) et (II) et extrayant la
racine cubique,

, o fien + 2l E
S ah@/z;,(f_c__;_’)_m"_%_L )):9\‘;;3[(;;+Bp‘-’(u;+(jpxu;+l)+Mp’(u'l.
3 5 Y \ 4 .

/

D’ailleurs, en donnant & « et 3, dans cette égalité, toutes les valeurs
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des racines cubiques de 'unité, et ajoutant les résultats, on constate
que le premier membre se réduit A gp <%), on obtient donc p (%) sous
la forme d’une somme de radicaux. Le no’mbre de ces radicaux est seu-
lement égal a huit, car, si on faita ==, le premier membre n’est

autre que la somme des racines de I’équation du neuvieme degré, ou
gp(u). On adonc

7

8
(ro] p(%) :P(")‘*"Y f/p"’{uj + Bp2u;, +Cplu, +D+Mp'uj.
\ dared
1

61. Il nous reste a calculer B, C, D, M.

Les coefficients B et M peuvent s’obtenir immédiatement : on a, en
effet,

- - [ 3
lE“’*”"”(%+M>] =3¢ p{u) + Bp2 () + Cp() +-D -+ Mp' u].
En développant les deux membres par la formule

I

v . 128
pUj= 5+ W

. . ]
et égalant les coefficients de —, on trouvera

B :%Eldﬁﬁhrp (2/2&) —f; 2h'ci’>,

qui, pour les différentes valeurs de «, 3, prendra les valeurs suivantes :

a=1, 3=¢ oOu a==1, B=e........... B:])(%C'-)),
2 20
am=¢g =1t oua=e? B=1............. B:p<—3->,
a=¢ B=e ou a=c¢ B=ec............. B:p(M),
3
_ _ . . fw 4 26"
2=¢ B=¢ ou a=¢e?, B=ec:............ B=p -—3—-).
¥
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On trouverait de méme directement, 3’ ayant méme sens que ci-dessus,

' , ,[2he + 200
M= Y 8 p <__5__.)

Mais nous allons retrouver les valeurs de B et de M par un autre pro-
cédé, qui donnera en méme temps C et D.
Considérons la fouction doublement périodique

paw o (1 2he o he 2 pap (1 2heo 2k 0"\T
[zaﬁ p<3+———————3 >][ a k374 p R — ,),’

laquelle, étant paire et admettant I'infini quadruple v = o, peut étre
mise sous cette forme
39 p2u) + bp2lu)+c].

En élevant au cube, et remplacant les deux facteurs de ce produit par
les valeurs que fournissent I’addition et la soustraction des expres-
sions (1) et (1), il vient

(p*P+Bp2+Cp+D)2—M2p'2={p*+bp +c;*.

En identifiant les deux membres, on aura six équations pour déter-
miner B, C, D, M, b, c. On trouve ainsi

3b 3h24-12¢
e ]

B:—?—’ C— _ —3bt+ fob2c +16¢c2

8 D= AR » M=

(b2— 42

1286

En substituant ces valeurs dans les deux derniéres -équations, on
constatera qu’elles admettent le facteur (b* —4¢)*, qui ne peut s’an-
nuler, M et & n’étant pas nuls; on aura

¢:=88 + % b2,
2707+ 288802 —64Tb — 25682 == o.
Cette derniere équation n'est autre que la transformée aux racines
multipliées par 2 de I'équation du quatrieme degré qui admet pour
26

. 1) . s
racmesp(?), p<—3~>, --+ Les valeurs de B sont donc égales 2 ces

quatre racines, comme on I’avait trouvé directement. Soit donc B = p;;
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on aura
— Pr
¢—= 8S + 50
C= 12$+23‘ra
D— pl—+328p? = 1;482_'>p,'3+528p,‘——|2'l‘
b[)i 3 ?

18\/p¢

A chaque valeur de p; correspondent ainsi deux radicaux qui different
par le signe de M. Nous les appellerons radicaux conjugues.

62. Ensubstituant ces valeurs dans la formule (10), on aura la valeur

2Ppw -+ 246 \
—P——q—>, 3 la con-

3
2ho a2l
3
~ oo . ; . e
pav o P 39, c’est-a-dire par une certaine racine cubique de I'unité.
On est ainsi amené a chercher quelles sont les déterminations algé-
briques des huit radicaux qui doivent étre associées entre elles pour

(]Pp< >, et plus généralement celle de p(

dition de multiplier chacune des expressionsZa"ﬁ”'p (% -+

U '
que la formule (10) donne la valeur de p(§>, ou, en général, de
/ W -+ 4 . . ,
p(%—i—z—pi?w»- Il est évident qu'on ne peut les prendre toutes
arbitrairement, car alors on aurait 3* solutions.
Considérons d’abord deux expressions de la forme suivante,

wen o (1 2he 200 2 " p o 2hw4 2
Z“r’ ”<3+ 3 PR A 3 ’

lesquelles,d’apresce quia été vu plushaut (p. 8o),donneront lieu a des
valeurs égales et designes contraires de M, ¢’est-a-dire & deux radicaux
conjugués. Leur produit étant égal & 3*[p*(u) -+ bp(u)+c], on en
conclut qu'a chaque valeur du premier radical correspond une valeur
bien déterminée du second, ce qui abaisse le nombre des valeurs
fournies par la formule (10) a 3*. En outre, si nous formons les quatre
groupes de deux expressions de ce genre, on pourra déterminer huit
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produits de trois expressions, prises respectivement dans des groupes
différents, et dont chacun est une fonction périodique de u bien déter-
minée. Considérons par exemple, ¢, ¢* étant les racines cubiques ima-

ginaires de l'unité, les quatre produits

oo [ ofeen a2 ley ﬁhqh, u
Es v‘p<3+-—h3 p3+

2heo + 2/1’(»’) ‘u

2l _
3 Z Piz~

u  2heo+2Me an o f0 2he+2le . fu
ch oz /L (__ __3“__,___>26_/z5h pk_} “+ __d—> P g

~

2hey + 2 M’ ¢

At E )
T3 )ZE ”(‘3*
2hw -+ 2w

)Eh/”<§+ 3

-

(1
2hw —;)2/1 o > 252"52”";) ( ‘

hrn (Y
) el

h I_L'
¢ (5

w

u - 2he + 2w
/’ 3 3

y.
>
X

?/Im -+ r/l )

ale + 9/) o
+ SR

?Ilb)—x— 2w
+

2/)!.)—;— '>/t m

)
)
)
)

ainsi que les produits formés avec les expressions conjuguées. Chacun
’eux est une fonction doublement périodique de u, admettant infini
sextuple u — o, et, par une méthode semblable a celle qui a été suivie

plus haut, on pourra le mettre sous la forme suivante :

36(p3+bp2+Cp + ®) + 36 p'.

En multipliant deux produits d’expressions conjuguées, on aura

I'identité

(P wp2+Sp4+- QP —IN2p 2= p>t-by p+ca) (p2+ by p+ 3} p*

2-bip i),

ol b,, ¢y, by, ¢y, b, c, serapportent aux trois couples d’expressions

conjuguées figurant dans ce produit. Cette identité sert &

déterminer

W, €, ®, M. Soit p, la valeur de p; qui correspond au quatrieme

couple. On trouvera les valeurs suivantes :

W = — &,
. 288
\’.«—-—"._5“7
1Q KT
® — — -H5P;+ l),
I — B’Ig—;— l\’I’;—FI“.
=y
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On voit dés lors qu'a deux radicaux pris arbitrairement corres-
pondent sans ambiguité des déterminations précises des six autres, el
(ue, par suite, le nombre des valeurs fournies par la formule (10} ne

’ . . - T u
peut dépasser neuf. D’ailleurs il en existe neuf, car, si I'on change 5

LU 2P0+ 2g0 wow (1 2ho ol
en g+ —fh«,cequxrevwntamullxpllerz §p<3+-——3——\

par « 577, il est facile de voir que les conditions précédentes ne sont
pas changées.

i

63. La détermination des points ’inflexion de la cubique résulte
. . , . 6\
des calculs et de la discussion précédente. Soient u=u,, p{u)= kvIenh
: (A
/ Q P . . .
plu) = Si—” (52); I’équation (ro) fournira les valeurs de p relatives a
W )

ces neuf points. On aura

v 3 +-528p; —12T 7
p-—h L 4+~ _,Z\/216‘V’+36p,‘l*-.3 +728+4pH )V AV 2p: 5?;/1’ 2 A6 +3 3; pi=368 QA5
Vopi

ol 3 se rapporte aux quatre valeurs de p;; chacune d’elles doit étre
combinée successivement avec les deux signes figurant a I'intérieur du
radical. L’expression des quantités p; en fonction de Set T a d’ailleurs
¢té donnée ci-dessus (59).

§ V. — Points sextatiques.

64. Parmi les quatre tangentes qu’on peul en général mener d’un
point de la courbe, 'une d’elles, dans le cas d’un point d’inflexion, se
confond avec la tangente d’inflexion elle-méme. Les trois autres ont
leurs points de contact en ligne droite, comme nous 'avons démontre
‘4&%). On peut le vérifier par le calcul des arguments des points de

contact. Soit
wy 2ho+2hn

wy = — R

3ty

celui du point d'inflexion; ceux des points de contact sont donnés par

la formule
Juzz Uy A= 2U == — Uy,
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d’ol1

2U=12U;.

Les quatre valeors de u sontdone u,, v, + o, u, +w', &, + o+ w'. Les
trois dernieres, ayant pour somme 3u,==— u,, correspondent i trois
points en ligne droite. L’équation aux valeurs de p s’obtient en posant

plaui=plau)

ou
vl 8[plad) — plullp®(uy)p'2(e) + p'2{ud p"2 (u)— p"* (u)) p*{u} = 0.

Ecartons le facteur p{u)— p(u«,) qui fournit le point d’inflexion ; on
arrive & 'équation du troisitme degré

[ +128pluy) — 2T p3 +18[28p2 (uy) — Tp w,) — 882 p2

a0+ 6{28p3(u) — 3Tp? (uy)— 728p{uy) + 8TS] p — 2T p* (u,
( — 14482 p2{uy) + 48TSp (uy) — 32 (T2 + 5483} 0.

Les valeurs de p(u,) ayant été obtenues par la formule établie au
paragraphe précédent, on voit que le probleme des points de contact
des tangentes issues des neuf points d’inflexion peut étre résolu algé-
briquement.

65. En éliminant u, au moyen de I'équation p(3u,)=p(u,}, on
arriverait i ’équation du vingt-septieme degré qui détermine tous ces
points de contact. Nous I'obtiendrons plus loin par un autre procédé.
Bornons-nous a chercher ici ce que devient cette équation quand on a
1, =o0. On a alors {59) pour tout point d’inflexion autre que le centre

du faiscean
vap () p'2{uy) — p*2{ui)=o,

et Péquation (11) peut s’écrire

P () — Gpu)[plu) +2p(ul]=o,
d ot

»

p't—8pp* 3V

s

ple)="—r0
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cn posant comme ci-dessus

7o

Ve=ppr— L2 = pia 24Sp2 — 8Tp — 4882,

12

En éliminant p(x,) et supprimant le facteur V qui fournirait les
points d’inflexion, on arrive a I’équation du douzieme degré

81V —108pp'2V+gp"p'tV—2ps=so.

On en conelut qu’il existe douze droites passant parun pointd’inflexion
et sur lesquelles se répartissent deux a deux les vingt-quatre points de
contact des tangentes menées par les huit autres points d’inflexion. Deux
points de contact correspondants proviennent de deux points d’inflexion
situés eux-mémes en ligne droite avec le premier, car & une valeur de
plu) correspond, d’apres les formules précédentes, une seule valeur de
p(u,). En considérant successivement les divers points d’inflexion, on
obtiendra cent huit droites de cette espece.

66. Les vingt-sept points dont nous venons de parler sont appelés
points de Steiner ou points sextatiques de la courbe. Cette dernitre déno-
mination provient de ce qu’en chacun d’eux passe une conique qui est
tangente a la cubique en six points confondus.

En effet, la condition pour que six points de la courbe soient sur unc
méme conique €1ant u, —+ Uy -+ Uy + U, + Uy + U + 21, ==0, ON aura,
dans le cas ol ces six points se confondent,

6u = —2u,,
uy 2hw+20Me
=== =+ —a (hyh' =o0,1,2,3,4,5).

Parmi les trente-six systemes de valeurs de £ et de /', écartons lex
neuf combinaisons de deux nombres pairs, lesquelles donneraient les
points d'inflexion. Les vingt-sept autres systemes, dans lesquels unc
au moins des valeurs de & et de &’ est impaire, coincident avec celles
qui ont été obtenues dans le probleme précédent.

67. Pour former I'équation aux valeurs de p, posons p(6u) = pl2u,),
ct, au lieu d’exprimer directement p(6u) en fonction de p(u), ce qui

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(188)

conduirait a un calcul assez compliqué, faisons 3u=1w'. On a alors
pl2wj=pl2u0),

et, en écartant le facteur [p(u') — p(u,)], qui donnerait les points d’in-

LY

. . . \ 6 27/ -
flexion, puis substituant p (u,) = jlg, pRu,) = %{’ on trouvera

Q2p3iu')+ 36A2[368W2— 3TAY — 4S2A+] p2(u')
+12[2168W3 — 54 TA2 W2 — 21682 AW + 4TSA] p(u')
— 432TW? — 518482 A2W2 + 288TSA W — 32(T2+ 54S%)A¢ == 0.

Enfin, dans cetle équation, on doit faire (voir p. 77)

2 72 ’6
pfu'}:p{?)u}:'q'v L4 39‘/;?2 P r,

Lorsque 'on a u,=o0, 'équation du vingt-septieme degré s’abaissc
au douzieme. En effet, soit A= o0; on trouve alors

pru)+128pl)—~2T—o,
¢'est-a-dive
p'(3u)=o.

En développant, il vient

/—_ 2plp’l(3pllv__ p,"\,‘ _ p12(31)1/1V+3p//\'l_4p/3p//}
gv? NE
TR AT A
EAR o

I)

Supprimant le facteur p” qui se rapporte aux trois tangentes issues du
centre du faisceau, on trouve, aprés quelques réductions,

81V3 —108pp 2 V24 gp”p'*V—2ps—o;
¢’est I'équation obtenue page 87, ce qui démontre de nouveau I'iden-

tité des points sextatiques avec les points de contact des tangentes
issues des points d’inflexion.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(89)

§ VI. — Polygones de Steiner. — Notions sur certaines courbes
de sixiéme classe.

68. La question des points d’inflexion et celle des points sextatiques
se rattachent au probleme suivant, résolu par Steiner : Inscrire dans
la cubique des polygones d’un nombre pair 2n de cités et tels que les cétes
de rang impair concourent en un point fizxe de la courbe, et de méme les
cOtes de rang pair en un autre point fixe. Si u et v sont les arguments
des deux points, le premier étant supposé choisi arbitrairement ainsi
que la direction du premier c6té, on trouve, pour déterminer ¢, la rela-
tion suivante :

2hw + 20w
U— ¢ ==- - - -
n

En v donnant a £ et 2" les valeurso, 1, 2, ... n—1, sauf 'hypothese
h=1»I =o, on obtient n* —1 points ¢. A chacun d’eux correspond
un polygone déterminé, qui toutefois pourrait avoir moins de 2n
¢Otés si nn’est pas premier, car, en supposant que & et A’ aient un fac-
teur d commun avec 72, on voit que le polvgone se fermerait apres 2v
opérations, si 'on a n=adv.

69. La question se résout algébriquement au moyen de la formule
de multiplication. La condition trouvée étant indépendante de «,, on

peut supposer que le point x coincide avec le point arbitraire —u,. On

2ho + 240 o . .
aalors ¢ =—u,— - -“Z”; tout revient donc i calculer les valeurs

n

2m -+ 20w
de Pl —
n

>7 et Fon en déduira p.¢) par le théoreme d’addition.

Ces valeurs sont données par I’équation

p/ " . l)(” -1)
v P P

p”’ == 0.
])(rz—l) p(ll) o p(‘.’u -3)

Si n est impair, ce déterminant est une fonction entiere de p, de
12
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n2 -1

degré > puisque, considéré comme fonction de u, il admet infini

2
«w=o0 au degré n®*— 1. A chacune des valeurs de « qui 'annulent en
correspond une autre donnant méme valeur de p; les valeurs corres-
pondantes de p’ sont égales et de signes contraires. On trouve ainsi,
pour p(v), n* — 1 valeurs. Si n est pair, le premier membre de 'équa-
tion admet le facteur p'(u), et, en supprimant les valeurs correspon-
dantes o, o, » + o', 1l reste n®> — 4 solulions.

70. Deux points d’inflexion forment un couple satisfaisant a la con-
dition trouvée dans le cas de I'hexagone; deux points sextatiques for-
ment un couple relatif au dodécagone. Ces derniers points, toutefois,
donneront naissance 3 un hexagone s’ils sont en ligne droite avec un
point d'inflexion, c’est-d-dire s’ils sont situés sur unc des cent huit
droites dont on a fait mention (65), car alors leurs arguments sont de
fa forme

wy 2hw+200 , o  2hio 4+ 2l 0 ,
—-§—+——%~——+l)w+qm, ——3—+—~——3——-p0)—qw,
2

(s 2(h — hyiey =2 (W —I o
dont la différence est : 5 !

»a des multiples pres des

périodes.
Les couples de points dont les arguments satisfont 4 la condition

o ey + 20w
n

V— U=

peuvent, suivant les divers systemes de valeurs de Zet de £, se
répartiv en ditférentes classes. Tous les couples d’'une méme classe
peuvent se déduire de 'un d’entre eux u, v, en faisant varier u et ¢
d'une méme quantité. On les construira géométriquement en joignant
un point arbitraire 7 de la courbe aux deux points u, ¢. Les points «/,
¢', ou les deux droites Gu, Gv rencontrent la courbe, formeront un
couple de méme classe que «, v, car on a

u—+0+u+ uys=o,
v+ 04+ 0 4+ upz=o,
d’ol
W—v=v—u.
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71. Plus généralement, le probleme de Steiner conduit 2 considérer
des points de la courbe dont la différence des arguments est une quantité
2hw -+ 2w

1

constante ¢, sans étre nécessairement de la forme

Les droutes déterminces par les couples de points correspondant a une
méme valeur de ¢ enveloppent une courbe de sixiéme classe.

En effet, soient ¢,(u), o;(u+¢) les coordonnées x; de deux points
d’'un méme couple. Les coordonnées de la droite qui les joint sont :

oa{u) oslu)
.A|: ’

oalt—+e) oylu+e

ol m

o (U, Py
Ao , :

oy{u+e) ofu-+e)
Ay== \ R

o{ue) ga{ute)

et, d’apres les valeurs de @;(u), »;(u-+¢) données par les formules (8,
page 67, on voit que A,, A,, A, admettent les deux infinis qua-
druples u = o, u = — ¢, et par suite huit zéros, dont il faut retrancher
lesvaleursconstantes v = u,, u=u,—:, qui annulent respectivement (51"
les coordonnées g, (u), et les coordonnées o, (u +¢).

La courbe est donc de sixieme classe, et les coordonnées de ses tan-

gentes s’expriment en fonction rationnelle et entiere de p(u) et p'(u).

72. Quant aux coordonnées X; des points de cette méme courbe,
clles peuvent se mettre sous une forme assez remarquable. On a, par

exemple,
. d 2
| 9s(u) I 71w o (u) oi(u) o2 (]
‘s os{u—+e) ¢lu+e) 3' e +¢e) oaf{u+e) +‘ o (u-+e! o u+e
oi(u) 92 (u) | @5 le) (e o3 {u) ov{ue)
_‘ olu+¢; oau—+e) 3‘ oz(u +¢e) ofu—+e) +‘ oy (tw+e) o(u+e
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ou bien
alu)  @lu) edu lute) oalute ouss
Xi=oul o{u+ce) oalu+ze) opfu+e)|+o u+e | ofu) 92 lu) oy lu
’ ’ r r \
| d{u+e) oh{u—re) oyu+e) P o) <) T3l

ct, en général, X; sera donné par une formule analogue : il suffira de
remplacer dans X, les facteurs ¢,(u}, ¢,"u + ¢) placés devant chaque
déterminant par o, {u), v;(u ).

Si Pon remplace ¢;, o; par leurs valeurs tirées des équations (8), et si
’on applique aux deux déterminantsune transformation dont on a déja
fait usage (53), il viendra

Lo pouys p2iug) p'{up [
!
. St 2700 '
s . \ T LT 1 pu prou) piu !
eNi = li--mip(u} + n;p?iu; - =plu'| , , , . . .
2y6 |1 opude prudte Pz, ‘
| . . \ ”
Lo pluteyepluteip u-te) plu+ g !
1 pluy) priug) plug |
' ) X . : 2, 1oplu+c) prie+e) phlu—z |
b miplut+e)+nmptiu+e, + o plu+c ) ) :
! 24/6 1 plu) piu) JaR
o plu) op i pae) pru:

Cette expression est une fonction doublement périodique de «, ad-
mettant les infinis du huitieme ordre u = o, © = —¢, et par suite seize
zéros, parmi lesquels u,, u,+ ¢, qui annulent X; et sa dérivée, doivent
étre comptés deux fois. En les écartant, il reste douze valeurs d’éva-
nouissement de X;, et, par conséquent, la courbe est du douzieme ordre.

73. La courbe dont il s’agit ici possede de plus la propriété d’étre
tangente 4 la cubique en ses dix-huit points de rencontre avec celle-ci.
En effet, les coordonnées X; deviennent proportionnelles aux coor-
données ¢;{u), et, par suite, le point X coincide avec un point de la
cubique lorsque le second déterminants’annule, ¢’est-a-dire lorsqu’on a

Uy+ U -5 2U=0.

Le point u+cest alors le tangentiel de , et la droite des deux points
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u, u + ¢ est tangente commune en z 4 la cubique et & la courbe de
sixieme classe. Les valeurs de u obtenues ainsi sont au nombre de neuf,
comprises dans la formule
m y+¢  2he+20e

0= — 5 -+ 3 .

De méme, le point X coincide avec le point u+: de la cubique
lorsque le premier déterminant s’annule, ce qui donne

uy+u+2lu+z=o,

Le point u est le tangentiel de w-+¢, et la droite des deux points est
tangente commune en [x+¢) aux deux courbes. Les neuf valeurs de
e +—c¢ sont donce
uy—e  2ha+ 200

3

©

i —

La courbe de sixieme classe est donc tangente a la cubique en ses
diz-huit points de rencontre. Ces points sont ceux de la cubique qui
formentavec leurs tangentiels des couples depoints liés par la relation
u—v=c¢. lls se partagent en deux groupes de neuf, et I'on voit que
toute droite jorgnant dewr points de groupes differents passe par un des
points d’inflexion de la cubigue. Le nombre de ces droites est égal a
(quatre-vingt-un.

Enfin, deux points de méme groupe forment un couple de points
relatifs & I’hexagone de Steiner.

I.’équation du neuvieme degré fournissant les points de chaque
groupe sera

pE3Vp’ — ph -

puyEs=p3u =p N

Elle ne differe de celle quidétermine les points d’inflexion de la cubique
que par le changement de u, en u, = :. Les coordonnées des dix-huit
points se déduisent donc des formules (10), page 81, en y remplacant
plu) par pluy=e. '
En supposant u,= o0, les deux équations du neuvieme ordre se ré-
duisent a une seule :
pie)=p3uj
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Elfectivement, dans ce cas, le centre du faisceau étant un point d’in-
flexion, les dix-huit points de contact doivent se répartir deux i deux
sur neuf droites issues de ce point.

74. Cherchons maintenant les tangentes doubles de Ia courbe. A cet
effet, exprimons qu’une méme droite rencontre la courbe en trois points
d’arguments u —z, u, u+¢ On a donc

Up+U —€e+U+U+Ee==0
ou
uo—+ 3u=o.

Les points « sont donc les points d’inflexion de la courbe du troi-
sicme ordre, et la courbe de sixiéme classe admet neuf tangentes doubles
dont chacune passe par un d’entre eux.

Pour étudier la position des points de contact supposons u,=o.
Les coordonnées de la droite qui joint le point o centre du faisceau au
point : étant alors de la forme suivante,

Xa a3y
A|: | N 4 . ey
lo+maple: I3+ m;ple)

on voit qu'elles ne changent pas si I'on remplace z par —e. Donc la
droite qui joint les trois points ¢, 0, —¢ est une tangente double. Quant
aux points de contact, on les déduit de la formule générale

tooplu) Pl
pX,~:[1,‘+m,~p(u)—l—a—fgp’(u:::l 1 plu-+e; plu—+e)
2y
o plu+ce) p'lu-+e)
Coplure) plute)
—t—[l,‘-%—m,'p(u—i—s)-#zi\/'ap’(u-i—s)] v oplu) piu)

73

qui représente dans le cas actuel les coordonnées des points de Ia
courbe.
En y faisant u =0, on obtiendra les coordonnées du premier point de
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contact sous cette forme :

pii=li+ mip(e)+ ~:p

e changement de ¢ en — ¢ donnera celles du second point. Les deux
points de contact d’une tangente double a la courbe de sixieme classe
Jorment donc une division harmonique avec le point d’inflexion de la cu-
bique situe sur cetle tangente, et le point de rencontre de cette drotte avec
lu polaire harmonique qui correspond au potnt d’inflexion considere (44 ;.

75. En outre, les points de contact des quaire tangentes simples mences
par le point d’inflexion a la courbe de siziéme classe sont situés sur la
polaire harmonique.

En effet, toute droite issue du point d'inflexion o rencontre la cu-
bique en deux autres points u, — u; elle sera tangente a la courbe de
sixieme classe si 'on a —2u==¢, d’oli les quatre valeurs

g c

€ e .
U==— =y —=—p, —=—@, ———n-—0,
2 2 2 2
B € ¢ , s ,
U+ &= —> - —+ 0, — 4 m, - T 0 .
2 2 2 2

Les valeurs de u, u +: étant égales et de signes contraires, les deux
déterminants

o plu) pliu; 1 1 ople+c¢e) plu+e
v plu-+e) plu—e | ~ 1 plu) piu)
fo plu+e pllu-re lo plia) pliu) |

sont égaux, et les coordonnées&; des points de contact ont pour valeurs

- R /
/,-+m,-p<§), l,‘—+—mgp<%+m>, l,-—+—m,'p<%+m'), Ii—i—rmp(

CEES)

—+ -t ) .

Ces quatre points sont donc sur la polaire harmonique, et I’on voit
de plus que les quatre tangentes simples sont les droites joignant le point
d’inflexion aux couples de points de contact des tangentes mences a la
cubique par les points ¢, — ¢, ou cetle dernicre courbe rencontre la tan-
gente double issue du point d’inflexion (74).
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C e, . 2he + 2k o
76. Un cas particulier intéressant est celui ol 'on a e = ————
ce qui donne quatre classes de couples relatifs 3 I'hexagone inserit
20 2.0’ 26 + 20 20 + 4o’
pour les valeurs e = =+ 3 i = = 3 » = 3 i » et quatre

courbes de sixieme classe correspondantes.

Chacune des quatre courbes admet pour tangentes triples les trois cétes
de Uun des triangles d’inflexion.

En effet, le tableau des arguments relatifs aux points d’inflexion
‘voir p. 77) montre que les arguments de trois points en ligne droite
different deux 4 deux de la méme quantité, 3 des multiples pres des

, . e 20 26
périodes, et que cette différence est, en valeur absolue, = 3
200 20 20+ fo

37 3
sidérée.

» suivant le triangle auquel appartient la droite con-

Soit, par exemple, e== — 22 == 2. Une des quatre tangentes simples

3 73
, ., . .. . 2.6 20
menées en général par le point u=o est ici la droite 5 — 3 clest
o)

2060 2%

37737
Les trois autres tangentes simples joignent les couples de points
. . . . 20 2%
sextatiques provenant des points d'inflexion —» — 3
trois des cent huit droites dont on a fait plusieurs fois mention. Ces
cent huit droites se partagent donc en quatre groupes, et les vingt-sept
droites de méme groupe sont tangentes 4 une méme courbe de sixieme

la tangente triple, joignant les trois points d’inflexion o, —

- Ce sont donc

classe.

Enfin les points de contact des quatre tangentes simples étant tou-
jours situés sur la polaire harmonique du point d’inflexion, on peut
¢noncer les théoremes suivants :

Les trois points de contact de chacun des cotés d’un triangle d’in-
Slexton avec la courbe de sixieme classe correspondante sont situés res-
peetivement sur les trois polaires harmoniques relatives aux points d’in-
flexion que contient le coié considere.

Les droites qui joignent un point d'inflexion aux trois couples de points
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sexiatiques provenant de deux autres points d'inflexion situés sur une
méme droite avec le premier sont tangentes a la courbe de sixiéme classe
qui admet cette derniére droite pour tangente triple, et les points de
contact sont situcs sur la polaire ﬁarmomque du point d’tnflexion con-
sidere.

CITAPITRE V.

APPLICATION A LA COURBE GAUCHE INTERSECTION DE DEUX SURFACES
DU SECOND ORDRE.

§ I. — Expression des coordonnées.

77. L’intersection de deux surfaces du second degré se projetant en
général suivant une courbe plane du quatrieme ordre admettant deux
points doubles, il en résulte que les coordonnées de ses points pour-
ront s’exprimer par les fonctions elliptiques.

Solent

les équations des.deux surfaces en coordonnées tétraédrales; soient y,
¥a, Vi, vi les coordonnées d’un point quelconque y de la courbe.
Posons

1 OF .
2 '0_)'}_ K,

i .
A

Un plan quelconque mené par la tangente en y i la courbe aura pour
équation

T 3 Fi+ Mi xi=o.
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Ce plan rencontre la courbe en deux autres points £, v, dont nous
allons exprimer les coordonnées en fonction de 2.

A cet effet, remarquons que la droite qui joint ces deux points ap-
partient & la surface du faisceau F--p /= o0 qui contient la tangentc
eny i la courbe. L’équation de cette surface s’obtiendra en exprimant
qu’elie est tangente au plan (1), ce qui donne la condition

A +payy An+pae Ap+pan A+ pay, F|+7\ft
Aoy +paay Asa—+0ay Agy+paay Asi+pas, Fot-2fs
Asi+oasr Az +pagy Azs+pass Az +pay, Fo-+13fy [—o.
Ay +oan A+panr Au—+pas Avi+osay, Fi+3f;
¥+ rfi Fardfs Faadfys Foadf 0

Cette équation du troisieme degré en p admet la racine double p=1.
qui correspond a la surface F +- )./ = o; effectivement, celle-ci est tan-
sente en y au plan (1), et les génératrices de contact forment le sys-
teme double dessécantes passant par les quatre points d’intersection de

Ia courbe gauche avee le plan. La racine simple est doncjp = — ,E(:f\ ,

en posant, pour abréger; W
A Ae As A S Ay, Ay ayy ay, F, ;
Aar Ass Aay Ay f'.’ asy  Ass day azy F. l

l{‘°}.>:_ Az Asz Am Ay f3 ? '(.7:‘:_ azy, ai. azy; ayz, F, :
Av A An Ag f" Ay Ays aiz a;,, F, }
f-' f-_, f: f'. o) ¥ , r ) F 5 ¥ . o E

Remarquons que les covariants R(x) et r(x) égalés a o représentent
I'un la surface polaire réciproque de F par rapport a f, 'autre celle de f
par rapport a F.

L’équation de la surface liea des droites Zq sera donc

(2, ry)E(z) —R{y) flz)=o.

Elle est touchée par le plan (1) suivant deux droites, dont 'une est Ia
tangente en y & la courbe gauche, 'autre la droite &4. Pour séparer ces

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(99)
deux droites, cherchons & mettre 1’équation (2) sous cette forme :

(3) riy)Flz) —R(y) fle)=2Fx; Zjixi— 2 fix;2)ixi= o.

Supposons les deux surfaces rapportées au tétraedre conjugué
commun. On a alors Ay, =a;;, = o pour ¢ 2 £, et par suite

2 . Az Y
R(}‘):An AxaAsy Ay, a,, 7';’), "(]‘):auazzas:ﬂlui"ﬂ ¥Yi-

Au aji”
Le coefficient de 2 dans (2) sera done alors

\||l(7>—-(l||l{( ) AH[(Z ~‘;(1“A?q‘}’f (’\00‘}"?—*‘[\’;3'}’~2;+A’.'¢)":::
X(a ,a33a,,r\rn+a||d)o(l,,A33—’—(l“a“>aHAH"

— @y [ Ao Ags A @i )7+ (@) + Qs - @)y
Ay AgsApi@a A Ase A +A v Ava Ags i),

¢'est-i-dire, en vertu des identités A, y? =o, Za;y? =0,

7 . N

) O R ©
fh\u]"l <r\1.022a33¢1.'..z]'1 - ;Au;ﬁ\ — 244 ) (a;lAQQ A33A!H']"| - j)' a, 1)‘1)

ou bien

2F|< l_QFI)_Zfl <Bi - &fq)

ou ©, 0, sont les deax invariants qui multiplient2® et & dans le diseri-
v or(y) 1 IRy

dyy o I

En général, le coeflicient de x? dans I’ equatmn (2) sera de méme

minant de F+-1 /5 r,, R, désignent &’ alllPurs

2F; (ri— 92 F;) 2 fi (Rl — % z) H

en le comparant & celui de 22 dans le second membre de Pidentité (3),
on est amené a poser

~ 9 _ O o4
/f:2<u-;Fl>, J,_Z(Rz———z— z;,
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etl’on vérifie aisément que le coefficient de a; x4 disparait alors dans le
second membre comme dans le premier.

Ainsi définis, les deux plans Xj,x;=o0, ZJ;z;=o0 sont les plans
polaires du point y par rapport aux deux surfaces auxiliaires (')

Jxi=o2r(x'—0OF(x;=0, Jzi=oR{z)— 0, flz!=0o,

et I'identité (3), dont les deux membres ont la propriété invariantive,
subsiste quel que soit le tétraédre des coordonnées.
Cela posé, on aura, pour tous les points communs au plan (1) et a la
surface (2),
\ S (Fi+2fi)ai=o,
| SFia;Sjiai— Sfiai Xizi=o,
d"ot

Sfixg Tixi+ 1 2 =o.

Le premier facteur se rapporte i la tangente en y; le second fournit
un plan covariant passant par la droite £q, dont les équations seront,
par suite,

4) \' E:F,‘—i— )\f[:ax,‘ == o,
' l E(J,’-}—?\ji}xi:o.

Déterminons les points de rencontre de cette droite avec une des sur-
faces du faisceau, par exemple avee la surface F + 3 f=o. Pour cela,
adjoignons aux trois équations précédentes celles d’un plan arbitraire
Su;x;= 0.

En faisant, pour abréger,

pi=Fi ~fs
Pie= Aix 4 raiz,

qi—=3¥i =1,

(1) M. Westphal (Mathematische Annalen, Bd. XII1) a été également conduit 3 consi-

dérer ces deux surfaces, mais par une autre méthode, exigeant I'emploi du calcul symbo-
lique.
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P
P
Pa
P
Py
q

En identifiant le
aura

b
j2Y
P
P
)2
g1

L

1

équation résultante

Pz
P22
P32
P2
P
UE

{2

sera

Pis
P23
P33
Prs
Ps
43

Us

Pra
P2
Pss
P
pi
q.

Uy

%

101 )

Pi
p:
P
P
0
0

o

qi
’_[:l
qs

p remier membre avee

iy
U»

Uy

ek =+ Erni == 2wy,

"—.- bl . PR I
itk — Zkni)t=

Constdérons alors le déterminant

Piz

22

P2

Pis
pas
P33
Pis
ps
qs

Pii
Py 2
P3v P3
P P
pio o
q 0

q
q2
g3
qi

o

0

q

!
4

Pis

qs

qs

wh— Wi Wk

0

—i+yly
Uiri+aAl),

en désignant par A(2) le diseriminant de F + 1 £,

i, :EV Wl Uy = 0.
o

\1

J!

le produit Su;Z:Zu;v;, on

q:
4
— 0]

O

On aura done, par une propriété des déterminants plusieurs fois

appliquée dans les Chapitres précédents,

(Bink— w02 = 4(prgm—pmqi)2[3(y) +2j {2 AR,

On en déduit six équations de la forme saivante,

Eink— Lk

=+ o

[ ==

Pegm—pmqe)[Jy) + 27y 1Va14),
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ou les signes supérieurs correspondent aux signes supérieurs pour des
permutations i4/m de méme classe, et aux signes inférieurs pour
des permutations de classes différentes, comme cela résulte des con-
ditions

Epiti=o, Zpini=o, Zqili=o, Zq/ni=o.

On obtient ainsi quatre groupes de formules telles que celles-ci,

o
L7 == Wy,

Sihe TS Wya+ (Psih - ['zq.?}[*’(.}") +)‘.l'(3'\)] \/AU‘)’
Sims=wis— (pagqa— pag) I () = {2 1VA(R),
Zvns = @i (paga— paa) () 27 ()AL

d’ou, en multipliant par quatre constantes telles que Zc¢;%; soit dil-
férent de zéro,

P21 P22 P2z P P2 g2
P3r P32 P3z P P3 (s

Les ¢ o
Pit P2 P P P . —
pr=| " 1 pe po p |3+ 0V T
14 P2 Pz Pa o o
PR

g q2 Gz ad. o o

Cy CH (45} Cy ¢] ]

Cette expression se simplifie si 'on prend ¢, = f;. La partie rationnellc
de Z, devient alors

p: pax pas pa pr g
Pai pi2 pss pa Ps Qs
P piz Pis Pa pi s
F, F. Fy F. o o
g1 4= ¢ ¢ o o
Jo o fs fs o o

P21 P22 pPas P2y (2
P P32 Paz P ;
:—[J(]"/+)J(.7')] Pir Paz Paz P 4
F| F» F;} F_'. (8]

f| f: f:z f’. 8

On peut donc faire abstraction du facteur commun J(y) +2/(y); en
remplacant alors p;, g; par leurs valeurs et en formant une combi-
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naison linéaire des £;, on aura

i A||+7\(1|| A.g-i—)k(,hz A|3+}.(I|3 A|'.+7‘(1H J|+7.j| iy l

Asi+ Rhazy Asa+Rdrs Asy+Rasy Asi+lasy Jo+2ps
Surii— Asi+ 2@y Age—hags Agy+ Aaay Ago—lag; Ty Ajs g
Av+hasy Asa+dan A4 dass A+ dan T+ ko
F, F. ¥, F, o o
£ £ fi /i o ol
fi Fv 1+ ).‘/', u,
N f» F. Jj+)~‘[.-)_ us I
i Fy L3 us s

‘f'. Fs J"—i—)\j'. wy

Cette formule donne les valeurs des coordonnées Z; en égalant dans
les deux membres les coefficients de ;. La partie rationnelle est du troi-
sieme degré-en A, le coefficient de VA du premier.

Les coefficients de y'A()) sont les coordonnées du point out la corde
variable Zq rencontre la tangente en y. Les parties rationnelles vepri-
sentent celles du conjugué harmonique de ce point par rapport aux

deux points &y.
Le lieu de ce conjugué harmonique est une cubique gauche.

78. La condition pour que &, 4 coincident, ¢’est-a-dire pour que le
plan tangent eny i la courbe lui soil tangent en un second point, est
¢videmment A()) = o. La surface F+J /=0 est alors un des quatre
cones du second degré passant par la courbe, et le plan hitangent n’est
autre que le plan tangent & ce cone au point y. Par chaque point de la
courbe, on peut donc lui mener quatre plans bitangents ; les quatre points
de contact autres que le proposé étant d’ailleurs situés sur les généra-
trices respectives des quatre cones qui sont issues de ce point ne sont
autres que ceux ol la courbe est rencontrée par les droites joignant
ce point aux sommelts du tétraédre conjugué commun.

Enfin I'équation qui détermine les valeurs de % relatives a ces plans
¢tant toujours la méme quel que soit y, le rapport anharmonique des
quatre plans bitangents menes d’un point de la courbe est constant.
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79. Pour que P'un des points £, » se confonde avec v, il faut que le
plan 271, +3.j;)r;= o passe par v, d’ol

Le plan tangent en y 4 la surface F + 2/ = o est alors le plan oscula-
teur en v a la courbe, et I’équation de ce plan sera, par suite,

l(}") EFix,- — R \}"\ Ej}x,- i s
80. Enfin, supposons que les deux points £, ; viennent se confondre
en v; les trois plans
IVix;=o, Sfixi=o, XJ + 1ji xii= 0

se coupent suivant une méme droite, et, par suite, on a

l F 1 ,ﬁ l F| 'f| “ 1 ry !

F'-’ f_’ J. 2 j: ! F-_z f_w [{»_» rs l
fi Jx ./':: % FJ f:; ]{3 rs 1 o

t& F"‘ f" J" l F’o f. R'. ry l

Cette équation, si on y regarde y; comme des coordonnées cou-
rantes, représente les quatre faces du tétraedre conjugué commun. On
le vérifie en rapportant les deux surfaces F el f a ce téiraedre.

Ces quatre plans rencontrent donc la courbe en seize points, en chacun
desquels le plan tangent est stationnaire.

81. On conclut encore de ce qui précede qu'une surface du faisceau
F+ ¢ f = o contient huit tangentes a la courbe. En effet, donnons & ¢
une valeur déterminée: les trois surfaces F=o, f=o0, J 45/ =0 se
coupent en huit points. Soit y I'un de ces points, la tangente en y a la
courbe appartient a la surface r(y;F —R(y)f=o0. D’ailleurs, on a
, . ) Ry
s Jr ry)

Chacune de ces huit tangentes en rencontre quatre autres, car la
surface qui la contient admet quatre de ces tangentes comme généra-
trices d’un premier systeme et les quatre autres comme génératrices

- Donc la tangente est située sur la surface F-+ /.
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du second. Toute droite joignant un des huit points de contact 2 P'un

des sommets du tétraedre conjugué commun va passer par un autre
de ces huit points.
82. Pour introduire dans les formules (5) les fonctions elliptiques,

il suffira de regarder X comme la fonction inverse de 'intégrale

Cette fonction se ramene d’ailleurs trés simplement aux fonctions p(u)
en posant, comme il a été dit au Chapitre I, page 23,

- [4 M
6 N P
HET T

.

2, désignant une des racines de I’équation

AMN=ArM + OB+ ©12+ 02 + Ay =o.

Si U'on fait 2, —)J.,, on aura

‘ :fﬂ%:):_f

les valeurs de 1 et J étant les suivantes :

4z
Vizi—1z—1

]:AFAf—“(;)(—)' + (D2

AT

12\, 30 o

J=-11 30 20 30,
127

20 36, 124f

A Taide de cette transformation, les coordonnées s’exprimeront en
fonction rationnelle de p(u) et de p'(u).

,
14
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83. La méthode synthétique de M. Hermite conduit aux expressions
suivanles, en coordonnées cartésiennes :
=z, —LEA[Z(t — a;),

i=1

i=4%
¥ =20 +EAEZ(t —a;),
i=1

i—4

z :zo—%—ZAEZ(t —a;),

=1

olt 'on suppose A, =ZA,=3A;=o.

§ II. — Relation entre les paramétres qui déterminent un méme point.

8%. Lorsqu’on change le point y, considéré dans le paragraphe pre-
cédent, en un autre pointy’, lescoordonnées des points variables de la
courbe s’expriment en fonction d’un nouveau parametre p.. Nous allons
chercher, comme dans le cas de la courbe du troisieme degré, la rela-
tion qui existe entre les valeurs de X et de w se rapportant & un méme
point.

Considérons, a cet effet, la différentielle relative i la courbe gauche

_ EZzaibixsdr,
T IR () fo 2 ugv.

D

telle qu’elle a été définie par Clebsch (Journal de Crelle, t. 63, p. 221),
ou les quantités a;, b;, u;, ¢; sont liées par les relations

Ju;ai=o0, Zujbi=o0, Zviai=o, Zvib;=o,
u,,v; pouvantétre quelconques. Les six quantités u; v, —u, 0, =a,b,,—a,.b,
sont les coordonnées d’une droite dont la position n’influe en rien sur

la valeur de la différentielle D,.
Lin prenant pour cettedroite la tangente en y a la courbe, M. Westphal
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. . . . dr
a démontré que D, peut étre mis sous la forme 5 a un facteur nu-

mérique pres. Nous I'établirons d’une maniére tres simple, en nous
servant des formules (5) (77).

. : . F
Soient donc u;=F;, v,= f; et, comme ci-dessus, 2= — ‘;f'x', F; dé-
[ X
oF )
sn.,nant f désignant de méme d){’ on a, pour 2 4,

Staybyxydey =2(F fo— Fr fi) (xidor — xrdzx;)
2Fix; 2fix;

= (2 fix:j2d
2Fidx; Xfidx; |

Quant au dénominateur de D,, il devient, pour ces valeurs de u, et de v,

Fi(z) Fa(z) Fi3(z) Fil(z)
Silz) folz) falz) filz) o
Fily) Foly) Faly) Fily)
Soly) f0) Bl filr)

L’équation T = o représente un cone de sommet y, puisque AT s’an-
5 dx;

nule pour x;= y;; ce cone contient les sommets de ceux qui font partie
du faisceau F +¢ f = o, puisqu’en ces points on a F;(x) + ) fi(x) =o.
Enfin il contient la tangente en y & la courbe, puisque pour tout point
de cette droite on a ZF,x;=o0, Efix;=o0, et que dailleurs
v_\':F,'VV,' = Z_ﬁ)@: 0.

Cela posé, si dans T on substitue les valeurs de x fournies par les for-
mules (5), le résultat sera de la forme ®(2)yA(%), ® étant rationnel ct
entier en A.

Car, en substituant d’abord les valeurs de «; réduites a leur partie
irrationnelle, on aura T= o, puisque les coefficients de yA(A) sont les
coordonnées d’un point situé surla tangente en y (voir p. 103). Substi-
tuons ensuite les parties rationnelles, aprés avoir remplacé la premiere
ligne de T par

Fi(z)+2fi{z), F:lz)+rfa(z), Fi(x)+2fs(zx), Filz)+dfi(x).
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Fpa

On aura, d’apres les
tionnelle,

Ay 4+ dayy
Ayy - haa,
Agy - Ay
T A+ daq
Fo(y)
AT

(

formules (5), ot l'on

Ao+ dasn
Ass 4+ Aass
Aga 4 A
A+ hay
Fa(y)
falr)

108 )

Ajg+day,
Aoy + daas
Ass+days
Avs-+Rayy
F3{y)
faly)

supprime la:partie irra-

A+ 2ay,
Asy - day
Ayq 4 Rag,
Agi=Rasy,
Fiiy)
Saly

ou, en retranchant la colonne d’ordre ¢ de la derniere,

Fiiz, —~hfilz}=MF;(r

M et N
annule T

S Nfily

Ji+ A

Jot-AJy

J:;“‘r)\ja
Jg 4= 1‘]'.
o

o]

St donc on porte dans T les valeurs completes de .x;, on aura

Enfin, remplacant A par — 2

membres, on trouvera

T =@

Fiz;

30 7 b
\Aj\/A‘\AA

(1) =g Sfizi?,

g étant purement numérique. On en déduit finalement

di

gV

Ay + day,
Aja-i Py
A[:;
Aip - 7

2 [T

V étant indépendants de 2. On voit donc qu’une telle substitution

-, et comparant les degrés des deux

Cette démonstration met de plus en évidence la propriété qu’a le
cone T de contenir la cubique gauche dont nous avons parlé (77).
En considérant un autre pointy’ et un autre paramétre u, on aura de

meéme
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d’ol1, A, w se rapportant 3 un méme point,

_dr _ _dp

VAR VA(w)

Lesarguments correspondants ne different donc que d’une constante.

85. Appliquons la formule donnée par Euler (Instit. Calc. integr.,
t. IV, p. 485) pour intégrer une telle équation. On aura, T’ désignant
une constante,

4TAr— 02+ DA A2+ 2(TO + 20, Afjhu(h + p)

b a(T2 4 aTD -+ 00 + 437 M) ko - (407 A — T2) 22 4 2}
4 2(TO, +207:) A+ )+ 4TAp— O 4 4P Ap = o,

et la question se ramene au calcul de T.

Pour cela, donnonsa A la valeur 3; d'une racine de ’équation A= o,
ce qui revient & mener par y un des plans bitangents, et soit u; la valeur
correspondante de p. En appliquant la formule indiquée d’abord {loc.
cit., p. 482), la relation précédente devient

A["-i\ , /- \
Ej——\—JXl_') :I‘ﬁ—(p—i—@\)\['}"{lz) +Af‘\/;[+ |U~[,i2
[¥atd L

ol
Apud e (Aphit ©)uf - (Ap2E 4+ O+ ) g+ Aphf + ON 4+ DU O,

= (T @) (i &)+ O p2 — 33) 4+ Ap(wf — 23} (pe+ M),
ce qu'on peut écrire, en réduisant,

—a )—F — O+ (28537 + O =T (pi— 1.
g
Supposons les deux surfaces rapportées au tétraedre conjugué com-

Ay

mun, et par suite };= — —: le point correspondant a cette valeur

ai;

étant le conjugué harmonique dey par rapport d un sommet du tétraedre
et a un point de la face opposée, ses coordonnées sont celles de y, saut
le changement de y; en —y;; on a donc

P SFiyi—2Fiy:

YT Sflyi—afiyd
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d’olr

(2;‘_F . @,) Sfvik (28003 -+ O%)3F,

~<ifl 420, )fy, (62,32 -+ 20N Fyi = TS fiyi-+ S ).

Substituons & 3; les quatre racines de A; ajoutons, en tenant compte
de ces relations,

Zf"}"[ o a;_L Do “Rr‘YI
Y A RAtLe Ar
Iriyi

SAF, ,_—z— _ 2y
7 .7 y‘ A.f

O Ap\ ..
ArSaFiyi= — z(m,+<p+~+ F)r ”i

0
=3

. (') T @4 xr 2 (I)
\':——’ = = 2\,'):—..'—~~'
2k Ar E 2 Ar 4 A7 2 Ar

On trouvera finalement cette valeur tres simple :

Sryi— OZFiyi = 0,2 fiyi — 2Ry,

GAF[2ZR i — O 21 7] —@[‘221’}_%— OXFiyi] _ 4730y — O3y
A XF yi—O2 fiy: GA/SFyi— O fly:

I'=

Bien qu’établie avec des coordonnées particulieres, cette formule
donne encore la valeur de " dans le cas général; en effet, la relation
entre A et p. montre que cette quantité possede la propriélé invariantive.

Au moyen de I'identité (3) (77), on constatera que I' peut s'écrire
¢galement sous cette forme:

A2 ) i — O X iy
4Ae 2 fiyi — O 2F 0y

En effet, en égalant ces deux valeurs, on arrive a I'identité

IGAfA[‘*-' @04) qu'rlz‘f )l’— ZJZ]/'IEFL_)F[) = 0

ou
(1627 Ar— 00 )[r(y)F(y') = R{y}f(y')] = o,

laquelle est satisfaite par deux points quelconques y, ¥ de la courbe.
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§ ITII. — Condition relative a quatre points situés dans un plan.
Applications.

86. Supposons que dans les expressions des coordonnées on ait
introduit les fonctions elliptiques, par exemple au moyen de la for-
mule
dA (L)

dh

d2A (A
aiplu) — St

[
]

La condition entre les quatre arguments u,, u,, u;, u, des points de
rencontre de la courbe avec un plan quelconque s’obtient comme dans
le cas de la courbe du troisieme ordre. Elle est la suivante :

Uy + u'(,—{— Eu,-zo,

u,, u, étant deux valeurs étrangeres que I’on peut déterminer en pre-
nant un plan passant par la tangente en y a la courbe

2(F; —P—pf[}.z‘[“——o.
L’équation qui détermine lesvaleurs de 2 relatives aux points d’inter-

section sera, en appliquant les formules (5),

-

AH—.L-)\GH A1-_)—:—Aa.2 1\13"?‘7\043 A”-*}—).(l” J'—‘F)‘J] Fq":*lof;
A;”—’.'—)‘agg Agg—f—)\ajg A23+)\(123 Agg-‘}‘).agj J-_\-‘l'-)\jg Fg+pf3
Asi+dayy Ass+RAazs Asa—+dasy A+ hasg 33+7\j3 F3+pf3

—t
A?l‘i“l(l“ A;-_»+)'.av.g A53+7\(1>.3 A,H'-{—)\aj!‘ J'.*%‘}jg Fg“\‘-pfg
F| Fg F;; F,g 0 o
S J f3 s 0 )

ou, comme on le voit aussitot,
A+ 2ayy As+ day Ay +2any A+ dhayy f¢

qu—f—)\agq Aasn - )x(lgz 1\3;;-%— 7\(133 Ag_'.+).a25 'f.,

7——‘5)[1{11]) -—}—)\I’(]‘)] A3|+)‘(l:1| A;gg+).a:;2 A:}3+).a33 A3,v,+)\(l3r, 'f;g = 0
A.’.q*i—)fl“ A!.‘_‘+7x(l'.2 A',;}—*:—).(l'.:; Aw.-f—)\a.u

fi ,f_’ s ﬁ o
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c¢’est-a-dire, en se reportant a la condition pour qu’un plan
2(Fi+cfilxi=o0
soit tangent i une surface du faisceau F + i f=o (77),
(A—o) [R(y)+2r(y)lr=o0.

La valeur 2 = fournit les deux points d’intersection autres que le
point y.
La valeur 1= — RiY) fournit, comme on sait, le point y et le second

r(y)

point de rencontre du plan osculateur en y avec la courbe. Les deux
arguments étrangers u,, «, sont donc égaux i celui de ce dernier point,
ou, ce qui revient au méme, leur valeur commune est égale et de signe
contraire a celle de argument u, relatif au point y. Effectivement, i
une méme valeur de X correspondent deux valeurs égales et de signe
contraire de u.

Soit donc ¢ = 2u,; la condition trouvée peut s’écrire

Sui=rs,
etl'ona
Ry
o Y
2 J;‘ V.S‘\))

ou, en résolvant la formule (7) par rapport d p(u),

(y)
R(y) (63722 + 30 + @) + 20 (6A¢ -+ 30,2, - D22)

g o )\g

87. La relation Zu;=7 conduit 2 un grand nombre de théoremes
sur les propriétés géométriques de la courbe gauche. On démontre
ainsi trés simplement les théoremes suivants :

Par chaque point de la courbe on peut mener neuf plans osculateurs
autres que celul qui se rapporte au point consideré.

Par deux points de la courbe passent quatre plans tangents a cette
courbe.
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La courbe admet quatre systémes de plans bitangents, et par une tan-
gente quelconque on peut faire passer un plan de cﬁaque systéme.

1l existe sur la courbe seise points stationnaires répartis en groupes de
quatre potnts situes dans un méme plan.

Si 2, et U, sont les valeurs du parametre et de I'argument relatifs i
un de ces derniers points, on a

N R,
=4 Upm== — 4 .
4T Jff)\ REYyy

88. En considérant une quelconque des surfaces du faisceau
F + 2 f=o0 comme décrite par une série flecordes de la courbe formant
un méme systeme de génératrices, on peut ¢noncer le théoreme sui-
vant:

La somme des arguments relatifs aux extrémites de chacune de cey
cordes est constante, a des multiples pres des periodes.

1l suffit, pour le démontrer, de combiner toutes ces droites avec une
corde fixe, prise dans le second systeme de génératrices.

Réciproquement, deux cordes sont des genératrices de méme systen.
d’une surface ¥ + ) f=o st la somme des argumenis de leurs extrémutes
est la méme.

La valear U de cette somme s’obtient en fonction de 2 en supposant
que la génératrice passe par le point y ou, ce qui revient au méme,
est contenue dans le plan 3(F; +2} f;)2; = o. Soit u un des arguments
égaux et de signes contraires, relatifs & la seconde extrémité de cette
corde, on aura

Y i S

M \/_X(}\\ 2

/

le signe == se rapporlant aux deux systemes de génératrices.

89. On déduit de ce qui précede la solution de ce probleme : Inscrire
dans la courbe un polygone fermé d’un nombre pair 2n de sommets et

dont les c6tés appartiennent alternativement aux deux systémes de gene-
15
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ratrices d’une méme surface du faisceau. Soientu,, u,, ..., u,, les argu-
ments des sommets; on aura
U=u, + u.,
57— U=u1,+ u;.

U=u;+u,,

d'oit

.,

G shoy+ ol
2 20

et les valeurs de A relatives aux surfaces répondant & la question seront
déterminées par la formule

oho 4+ olhw d}.
2n Ji VAT
cu bien
dAL
gl
) ____) ) ()).|
R o <2/zm+2/z'm’) 02\ 4y
) - -3
! \ 20 y Y5
Cahey o lie)
Quant aux valeurs de p (=~ —— )s cllessontles racines del'¢qua-
tion
! p' p’ P(Zn-l) I
” . . p(2n- 2)
Iz / .
/)(-.’n—-i‘z .. . p('.n 33

ol Von fait
p=ay 12‘ lz——.]

1 et J ayaunt les valeurs indiquées plus haut.
Le premier membre de cette équation est divisible parp’, qui donne
les valeurs p(w), plw’), plo+ '), ¢t, par suite, en leur adjoignant la
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solution A= A'= o, on retrouve les quatre cones du faisceau; mais cc
sont des solutions qui ne conviennent qu’improprement a la question.
Le nombre des valeurs de z qui déterminent les surfaces cherchées
est seulement égal & 2(n* —1).

Ce probleme se rattache a celui des polygones de Steiner inscrits
dans une cubique. En prenant pour centre de perspective un point S
de la courbe gauche, on transforme celle-ci en une courbe du troisieme
ordre, et les deux génératrices menées de ce point sur une des surfaces
considérées donneront en perspective un couple de Steiner. La diffé-
rence des arguments qui correspondent aux deux points de ce couple
‘ 2ho -2/

n

étant égale 4 2U — g, c'est-a-dire & » on retrouve la condi-
tion obtenue au Chapitre IV, § V1.

Les 2(n* — 1) surfaces précédentes se parlagent en quatre groupes,
dont chacun donne lieu & toutes les classes de polygones de Steiner,
relatives au nombre 2, car, en prenant pour U les quatre valeurs

g 20w +20w c ohey +20'e

— ———— P} S e — 1),

2 210 2 2n

7 2he+2h0 ., o ohe +ohy ,
S T 4w, S o
2 on 2 an

2ho +2h'n)
n
On voit que, si dans la formule (7). qui détermine 2, nous rempla-

cons X, par une autre des racines de |'équation A())=o0, ces quatre
groupes de surfaces s’échangeront entre eux.

on est conduit 3 la méme valeur de 20 — 5 =

_— , y , Y .
90. Ainsi que l'a prouvé M. Westphal, les diagonales qui joignent
deux sommets opposés dans les polygones gauches dont nous venons
de parler ont des propriétés différcntes suivant que n est pairou impair.
1° Si n est impair, les relations entre les arguments des sommels

peuvent s’écrire
2(U + Uy ) ==

N

2(Up 4 Uan) =23

Deux sommets opposes sont donc les points de contact d’un méme plan
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bitangent, et la diagonale qui les joint passe par un des sommets des
quatre cones du faiscean. Ce sommet sera différent suivant que la quan-
. ;. = G , . ,
tté ho +row' =u, +u,,, — S Uil — = Sera égale 24 o, u, v,
w—+w’. On est done amené i parler des cones o, », o', o+’ el a dis-
tinguer quatre especes de polygones gauches, lesquelles correspondent
aux quatre groupes de surfaces dont nous avons parlé, car les valeurs
de U sont respectivement de la forme indiquée ci-dessus.
2" 81 nest pair, on a

, ns

wy — gy =nl— —;:—:Izm = h'e,
nec .

Us ~— Upypr=nlU — —= how <+ W',

............................... s
nec

Up— Usp =nU — - =i+ No':

mais ici 2 et 2’ ne comportent que trois systemes de valeurs.
Pour interpréter ces conditions, soient par exemple A= 241,
I = 2k; en posant

U{;*}—llgz

u:r,'—‘ U, 1= :)

o1 aura

Uy — Upi g = .

Or les droites (u,, u,), (Ui U,) passent respectivement par les som-
mets des cones w, 0; par suite, la droite (u,, u,,,) rencontre I'aréte du
tétragdre conjugué qui joint ces deux sommets. On verra de meéme, cn
posant

g .
Up + U=~ + )+ @,
v 2

que cette droite rencontre ’aréte opposée.

Ainsi, dans ce cas, les diagonales du poly gone rencontrent deua arétes
opposées du tétraedre, et, suivant les trois couples d’arétes, on partagera
les diagonales en trois classes.
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91. On voit, par cetle méme démonstration, que, lorsqu’une corde de
la courbe rencontre une aréte, elle rencontre aussi Paréte opposée.
Appelons points conjugués les extrémités d'une telle corde. Il existe
trois groupements de points conjugués, correspondant aux trois couples
d’arétes.

Nous pouvons maintenant démontrer tres simplement differents
théoremes indiqués par M. Laguerre (*), au sujet de ces couples de
points.

St (u, ¢), (W,¢") désignent deux couples de points conjugues apparte-

nant au méme groupement, les droites uw', vv' sont situées sur uné méme
surface du faisceaw. Car soient

u —v=ho+ hlo,
w—v=ho+ e
on en conclut

U—+u=v-+ .

De méme, les droites ue', w'¢ sont sur une méme surface.

St par deux points quelconques de la courbe on lut mene les quatre
plans tangents, chacun des points de contact est conjugue respectivernent
dans les trots groupes par rapport aux trois autres points de contact.

Car, u, v élant les arguments des deux points, ceux des points de
contact sont compris dans la formule

uw—+v

5 -+ g + heo+ NV,
et les six différences des quatre arguments pris deux i deux ont pour
valeurs o, o', w -+ o'.

Les six droites déterminées par deux de ces points rencontrent donc
deux & deux les mémes couples d’arétes opposées. Trois droites issues
’un méme point apparticnnent aux trois groupes différents. Deux
arétes opposces du tétraedre formé par ces quatre points sont des cordes
de méme groupe.

(1) Bulletin de la Sociéié Philomathique (avril 1868).
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St les deux pointsu, ¢ sont conjugues etsi u',v'), et (1", v"; sont les couples
de points conjugues de méme groupement que u et v, qu’on peul obterur
parmi les quatre points de contact des plans tangents menés par uy. cha-
cun des points u, ¢ est le point de contact de deux plans tangents, menes
"

”
[

Uunpar u'v', Uautre par u

Supposons par exemple «, ¢ conjugués dans le systeme (w), ou

i — ¢=1m.

Les arguments des quatre points de contact sont alors

4
wW==—v+ - + —
2 2
, ) T
V=V — — + —»
2 2

L

€
+
|

we==—v 4+

v o -
V= ¢ — — -+

v i Q

v, '), (u”, v") forment deux couples du groupe ». On a d’ailleurs

7 '’
W v = w - ., T
U=— — F+ 0+ ~=— -——— 9+ 6 -+ —»
o, 2 2
u 40 T w4 .7
¢ =— = -0 4+ -
2 o2 2

ce quidémontre le théoreme.

Nous dirons que deux cordes telles que uy, u'v’ sont conjuguées dans
un premier systeme, et que les cordes us, u’v" sont conjugudes dans le
second.

Les quatre drotes qui joignent les extrémites d’une corde uv a celles
d’une de ses conjuguces sont situces sur une méme surface du faisceau.

En effet, d’apres un théoreme précédent, les deux droites wu', o
sont sur une méme surface. Cette surface a pour plan tangent en «' le
plan zu'v et pour plan tangent en ¢' le plan uv’e. Donc w'e, ue’ sout
deux génératrices de la surface.

De méme, uv, u”v", uv”, vu” sont quatre droites d’une autre surface du

faisceau.
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Toutes les droites obtenues en joignant les cxtrémités des cordes d’un
méme groupe a celles de leurs cordes conjuguées dans un méme systcme
sont sur une seule et méme surface du faisceau.

En effet, soient uy une corde du groupe (), «'¢' la corde conjuguée
du premier systeme. On a démontré la velation

[

w—+ v =v-+u==

10|
4
SN

Donc les deux droites uv’, vu’ sont sur la surface définie par la rela-
tion

laquelle ne dépend aucunement du couple considéré et, par suite, sera
Ia méme pour toutes les cordes du méme groupe.
En considérant les cordes conjuguées du second systeme, on trouvera
de méme
e b

Les valeurs de & sont done données par la formule

LAY 7,\
() 7‘1'

. . A ‘o )
ou p désigne une des deux valeursp(—)»p = +w')s et2; une quelconque
o \2/ 2

des racines de 'équation A=o. Il est évident que, si 'on échange entre
cles deux de ces racines, les valeurs de p ne changent pas ou se per-

N . a . (s}
mutent entre elles. Ces valeurs s’obtiennent d’ailleurs en faisant v= -

dans I'équation

/

])\21(\::— 2l)(uj_+v {)-( T,

",
aplu
ce qui donne
2

. , ) I L I2 o
Ji—gple)ps + ;I)'“‘f‘ [2J 4_],)&0)"]/)—&— © +JIploi=o,
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cette ¢quation admet les racines doubles

p <§> = p (;’2'_”), 4 <(i; + m'\) :p(}; 4»0)’\ .

Les valears de ces racines sont données par cette formule :

En v changeant w en o', w4+ «’, on obtiendra les valeurs analogues
qui correspondent aux deux autres groupes de points conjugues, et,
par suite, les trois couples de surfaces lieux des droites joignant les

extremités des cordes ’un méme groupe a celles de leurs conjuguées
sont compris dans la formule

)2
Fa+1 2+ "'—“‘-f'vf":;‘,i i e ;A - ')‘ f—o,
02AL;
2z += 332 — — Jm — L
o2 < - \/’ ;) D

ot z est une quelconque des racines de I’'équation cubique

43—z —J=o0.

Vu et approuré :
Paris, le 6 mars 1880.
Le Doven pr L Facurre pes Scresces.
MILNE EDWARDS.
Permus d’vmprimer :
Paris, le § mars 188o0.
Le Vice-Rectrer pe LAcapEvie pE Panis.

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Exposer les propriétés de la fonction p(u) de M. Weierstrass.

Vu et approusé :
Paris, le 6 mars 188o0.
Le Dovex pE ra FiacuLre pEs Sciences,
MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer :
Paris, le 8 mars 188o0.
Le Vice-Recteur pe L’Acapemie peE Paers,

GREARD.
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ERRATA.

Page 11, ligne g en descendant, au licw de 'axe des x, lisez I'axe des y.

Page 20, ligne g en descendant, au liew de X' = o, lisez X' =o',

P=g+1
Page 37, ligne 4 en descendant, au iew de l I

=1

Page 35, ligne { en descendant, aprés deviennent alors, gouzes en supposant o= 74" = o,

Page 6o, ligne 12 en descendant, au lien de par des points de contact, lises par les points
de contact.

Pages 66, 67, 68, au licw de x,, lisez partout ox,.
Pages 92, lignes 11 et 12 en descendant, au licr de =%, lisez =,
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