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AVANT-PROPOS.

I'idée de constituer en corps de doctrine la Physique mathéma-
tigue est due a Poisson, qui comptait publier un Traité complet sur ce
sujet. Mais il »’a pu faire paraitre que deux volumes de son Ouvrage,
se rapportant respectivement 4 la capillarité (1831) et & la théorie de
la chaleur (1835). La mort est venue le surprendre en 1840, avant
qu'il ait pu coordonner ses nombreux travaux sur les autres branches
de la Science 4 laquelle il venait de donner un nom, et notamment sur
le magnétisme.

La Physique mathématique, telle qu’on I'entend actuellement, doit,
il nous semble, étre considérée comme ayant pour point de départ la
théorie de la capillarité, que Laplace a substituée i la théorie trés con-
testable de Clairaut, laquelle est & peu prés tombée dans 'cubli.

Un peu plus tard (1807-1822), Fourier est venu donner a la Phy-
sique mathémalique un appoint considérable, en créant sa théorie ana-
lytique de la chaleur, qui a eu d’ailleurs pour conséquence de faire
faire un immense progreés A V'analyse des équations différentielles par-
tielles.

En 1824, Sadi Carnot jette les bases de la thermodynamique.

De 1819 4 1827, Fresnel crée la théorie actuelle de la lumieére.

De 1820 4 1827, Ampére crée I'électrodynammque.

En 1827, Navier donne les équations fondamentales de la théone
de 1'é¢lasticité, théorie qui a requ depuis lant de développements de la
part de Cauchy, Lamé et de M. de Saint-Venant.
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VI AVANT-PROPOS.

Les géometres francais ont, comme on le voit, joué un role capital
dans la création de la Physique mathématique.

Mais, depuis un certain nombre d’années, nos jeunes analystes, a
(quelques exceptions prés, ont tourné leurs vues dans une autre divec-
tion, tandis que les savants allemands (Clebsch, Riemann, Clausius, ete.}
et anglais (G. Green, W, Thomson, J. Thomson, etc.) s’emparaient
de la Physique mathématique, a laquelle ils ajoutaient de nombreux
et remarquables Chapitres.

(Vest avec regret que J'ai constaté cet abandon, et ¢’est ce qui m’a
décidé, en vue dattirer lattention de nos jeunes géometres, i pu])lior
quelques Mémoires, sur le sujet dont il sagit, dans le Journal de
Mathématiques pures et appliguces. Par la force des choses, jai ére
conduit a relier entre eux ces Mémoires, en les complétant de ma-
niére 4 en former un volume.

Jai cru devoir me dispenser de reproduire la thermodynamique, qui
est entrée dans enseignement ordinaire, et la théorie de la lumicre,
qui, par Uextension qu’elle a prise, est devenue un Chapitre i part de
Physique mathématique.

i GO g =
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ELECTRODYNAMIQUE.

i. Eleve de la premiére division de I'Ecole Polytechnique en 1849,
les lecons de Physique de Bravais avaient déterminé en moi une véri-
table passion pour la théorie de I’Elcctrodynzlmique. Cest ainsi que
jai été conduit i chercher s'il ne serait pas possible d’apporter
quelques simplifications dans les ealculs assez longs et pénibles d’Am-
peére, Uillustre fondateur de cette théorie, développée plus tard par
plusicurs savants, parmi lesquels Savary et Demonterrand figurent en
premicre ligne: Mes recherches ont aboutt dans certaines limites et
font U'objet de cette Note; elles ont été adoptées en partic par Bravais
dans son cours de 1350, puis publiées plus tard, ou plutot enterrées,
par extrait, dans les Memoires de la Societé d’emulation du Doubs (1857).
Jose espérer que cette exhumation sera accueillie avee faveur par
quelques-uns de nos lecteurs. J'ai apporté d'ailleurs, dans cette nou-
velle rédaction, de notables perfectionnements.

2. Premiers futs sur lesquels s’ appuve I'hypothése d’ Ampére. — L'ex-
périence nous apprend que :
1° L'action d'un courant rectiligne peut, en toute circonstance,
étre substituce a celle d'un courant sinucux dont la forme en differe
trés peu et dont l'intensité est la méme.
2¢ L/attraction ou la répulsion mutuelle de deux courants agissant
1
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2 ELECTRODYNAMIQUE,

Pun sur l'autre se transforme, par un changement de sens dans 1'un
d’eux, en répulsion ou en attraction.

3¢ Deux courants rectilignes paralléles s’attirent ou se repoussent
selon qu'ils sont de méme sens ou de sens contraires.

3. Conséguence. — 11 résulte du premier de ces faits que, si l'on
considére un courant de forme quelconque comme étant composé d’'tlé-
ments reciilignes, on peut substiluer & chacun de ces éléments un ensemble
de couranis de méme intensité, et dont il est la somme géométrigue.

On voit, d’aprés ce principe, que 'on arrivera & déterminer l'action
réciproque de deux courants de forme quelconque lorsque I'on con-
naitra la loi suivant laquelle s’exerce I'action mutuclle de deux élé-
1ents de courant.

Pour arriver a la connaissance de cette loi élémentaire, nous admet-
trons que {'action ci-dessus s'exerce suivant la drotle gui joint les exire-
mités des dewx eléments par lesquelles les courants arrivent ().

Du second des faits ci-dessus énoncés on déduit qu'un élément de
courant ab n’exerce aucune action sur un autre élément de courant a'ly
situe dans un plan mené normalement & U'extrémité a du premier, par
laquelle arrive le courant. En effet, si, par exemple, il y avait une attrac-
tion-dirigée suivant aa’, en faisant subir au plan aa'¥’, entrainant avec
[ui @’ &', une demi-révolution autour de ab, Faction mutuelle resterait
tonjours une attraction, tandis que 'élément &’ b prendrait, par rapport
a ab, une position inverse de celle qu'il avaitd’abord : or, d’aprés I'ob-
servation, I'attraction devrait se transformer en répulsion, ce qui est
absurde.

4. Action mutuelle de deuw éléments de courants. — Soient (fig. 1)

ab=ds, a'¥ = ds deux éléments de courants dont les intensités res-
pectives sonk i et ' ;

r= aa’ la droite qui joint les extrémités de ces éléments par lesquelles
arrivent les courants;

{1) Ampére admetlait que cette droile joignait les milieux des deux éléments
en présence. La différence entre les deux conventions repose sur une subtilité &
laquelle il n’y a pas lieu de s'arréter.
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ELECTRODYNAMIQUE. 3

«, o les angles formés par ab, ¢'d’ avee ad’ et a'a;
6 I'angle diédre déterminé par les deux plans baa’, §'a'a.

Nous pouvons substituer & I'élément ds ses denx composantes
ds cosu, dirigée suivant aa’, et dssin«, dirigée normalement a cette
direction. Nous pouvons de méme substituer i ds’ deux composautes,
I'une, d5' cose’, dirigée suivant «’a, et lantre, ds'sing, perpendicu-
laire & 12 premiére.

L'élément ds'sing’ se décompose en deux autres, I'un, ds’ sing cos?,
paralléle a ds sing, et'autre, ds'sin %’ sin 8, perpendiculaireau plan @’ ad.

IYaprés ce que nous avons vu 4 la fin dun® 3, ds'sine’ sin § n'exerce
aucune action sur ds sinz, ds cose, et par suite sur ds.

L’action de V’élément ds'sina’ cosd sur ds se réduit & celle qu'il

Fig. t,

T dssine cusd ds' sing dssina

'3 ds'sln e sln b o os' cepa’ (s cosm I

exerce sur I'élément dssine, qui lni est paralléle. Nous supposerons
que cette action est proportionnelle au produit des deux éléments et
des mitensités des courants, et en raison inverse d'une certaine puis-
sance n de la distance r, de sorte que nous pourrons la représenter
par

(a) i dsels' sinz sin 4’ cosl

fo!t

Nous conviendrons de considérer cette méme action comue positive
si ¢’est.une attraction ou si ds’ sin e’ cosd et ds sine sont traversés dans
le méme sens par les courants; le signe du produit sine sine’ cos9 fera
(ailleurs connaitre s'il s'agit d'une atiraction ou d'une répulsion.

1l nous reste maintenant a tenir compte de 'action de ds'cosa’ sur
ds cosa. Nous admettrons, comme ci-dessus, que cetle action est Pro-

. portionnelle au produit de ces éléments par ¢’ et varie en raison inverse
de 7*; si nons désignons par £ le rapport, supposé constant, entre les
actions de deux éléments en ligne droite de sens contraires et de deux
éléments paralléles de méme sens, toutes choses égales d'ailleurs, nous
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4 ELECTRODYNANIQUE.

aurons, pour l'action dont il s’agit,

Kif'ds s’ cosa cose!
’in‘l

(8)

L’action totale de ds’ sur ds ou la sommne des expressions (a) et ()
sera ainsi représentée par

iels ds’ . .
{¢) — (kcosa cosa’ + sinasing’ cosf).

Les hypothéses sur lesquelles repose cette formule ne peuvent
recevoir leur jutification que par la concordance entre les résultats
auxquels elle conduit et ceux que V'on déduit de V'expérience dans
tous les cas qui peuvent se présenter.

8. Détermination de la constante n. — Ampére a obtenu la valeur de
cette constante en partant de ce fait qu'un courant rectiligne p'q’, asses
long pour qu’'on puisse le considerer comme infiny, exerce sur un courant
rectiligne fini pq qui lul est paralleéle une action qui varie en ratson ingerse
de la distance des deux courants, action qui est d’ailleurs attractive on
répulsive selon que les courants sont ou non de méme sens,

Admettons (fig. 2) que pg se réduise & un élément ud = ds. Soient

B T TR
p}
b -
T
L3
. L
L1
- )
1 Tl ll:
Tl o .-
- )
w4l
L11 [ «
q?

"l =0a la distance de a 24 p'¢’; a’b’'=ds un élément de p'¢’. Nous
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ELECTRODYNAMIQUE, 5

avons § = o, cten ce qui concerne abeta'l’,

P
baad =, bVada=e¢'=180"—¢g, r=aa = -—.

L’attraction, st I'on admet que les deux courants soient de méme
sens, de p'¢’ sur ab sera évidemment dirigée suivant a0, et la for-
mule (¢} donne, pour la composante suivant cette derniére direction
de l'attraction produite par a'¥,

it ds
- -

sin”*a{— k cos*a + sin*a),

d’ou, pour 'action totale exercée par p'q’ sur ab,

sif ds
(d) _ s

.
sin*~2g{— ksin®ea + sin®«)dx.

mrl.""‘\

Ce résultat, comparé a celni de expérience, conduit i peser 2 = 2,
et la formule (¢) devient ainsi

i ds ds’ .
() LF__(kcosacosa'—l-sma coso’ cosh).

6. Détermination de la constante k. — On déduit de I'expérience qgue
Uaction d’un courant ferme sur un courant en arc de cercle est normale
& cet arc en son muliew, et, comme conséquence, que ['action d'un cou-
rant fermé sur un élément de courant est normale a cel élément.

Soient { fig. 3)

a'b' = ds' un élément du courant fermé ;
ab = ds I'élément sur lequel agit ce courant:
b, la projection de b’ sur a’a.
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§ ELECTRODYNAMIQUE,

- Conservons d'ailleurs les notations qui précédent.
En vertu de la formule (e), la composante de l'action exercée

Fig, 3.

par @'’ sur I'élément ab, estimée suivant cet élément, a pour expres-

slon
s ds . .
— — (kcoszcosy’ + sinu sing’ cosf) cose.
Orona
, at b dr
ds' = cosat  cosg

et I'expression ci-dessus devienl

L’angle triédre formé par les directions des droites aa’, al’, ab

. . - - 1 .
(f) i d.s‘(&‘ cos*ad - — singcosa tange’ cosd

donne

P N /”"‘-\’ LTS ,../I““ y
(&) cosball = cosbaa coslaa’ + sinbaa sind’aa’ cosd,
Oron a

aarey /"\;
bab’— a + de, cosbal/ = cose + dcose,

v,

Vad =

dr .
— .f_' tdllgﬁ( N
et la formule {g) se réduit & la suivante

dr
dcosa = — — singtang«’ cosf.

Document numérise par la Blbhothegue Imerunlversnalre Scientifique Jussiey - UPME



ELECTRODYNAMIQUFE,

~1

En avant égard a cette relation, U'expression (/) devient

t’i’ds(&cos“ad% + :—! d(ms”a).

Si I'on intégre cette expression et le premier terme par parties, on
trouve, ponr un courant quelconque fermé ou non,

—+ constC.

.y Ao (I Tl costa
() i ds[; cos®or + {7 — k)/ p

Cette intégrale doit ¢tre nulle, en partant d'un point d’un courant
fermé pour reveniran méme point, quelle que soit la forme du courant
on la relation qu doit exister entre » et «. Or, le premier terme
donnant un résultat nul, il faut, pour que le second terme s’annule,
que 'on ail

ﬁ = -I-,

2

et alors U'expression (¢) se réduit 4 la suivante:

. i els ds' feoszcose . ., 3
(1) = ~ + sinasina’cosé ).

Remarque. — La valeur positive obtenue pour £ signifie que I'action
mutuelle de deux éléments de courants en ligne droite est une attrac-
tion ou une répulsion, selon que les deux courants sont de sens con-
traire ou de méme sens.

7. Nouvelle expression de I’ action mutuelle de dewx éléments de courants
—Considérons un courant quelconque non fermé, anquel laformule ()

est applicable, En faisant dans cette formule % = é: on obtient pour

la composante suivant ds de 'action exercée par le courant sur cet
élément

i el " .

— = cos® o + (.

LI

Si le courant se réduit a un élément ds’, cette composante se réduit
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8 ELECTRODYNAMIQUE.

elle-méme a

i cosla
—dsd .
T

3
Enfin I'aclion totale de ds' sur ds suivant la direction de r a pour
expression

i s enst
(2) PR

8. Action d’un courant fermeé sur un élément de courant. — Prenons
pour origine des coordonnées (fig. 1) l'extrémité a du courant élé-

Fig. 4.

mentaire ab = ds, par laquelle arreive le courant, et pour axe des z la
direction de ab. Nous rappellerons que F'action résultante exercée par
le conrant fermé sur ab est située davs le plan zay.

La composante suivant ga de Paction exercée par un élément a'd’ de
ce courant sur ds est, d’aprés le numéro précédent,

it ey

“T L eost
cosa’ ax d -
2 Cos% r

En intégrant par partics il vient, pour la projection sur ax, de laré-
sultante cherchée,

) " /\_
i ds : T costx ,eusa’as
(cosrx cosa'ax — d-——=
2 R r COs% %
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ELECTRODYNAMIQUE. )
ou simplement

? .-/."‘\
. vy tls cnsta ,cosf au
(£} —i = | =l —

N [ Cing

puisque le courant est fermé.
Soieut ¢ 'angle formé pur aa’ avee sa projection ad' sur le plan zaz;
¢ l'angle ¢, ax. Les angles triédres rectangles déterminés par az,

aa', ad, et par aa', aa’, ax donnent

cosa = cosg sind,
/’\
cosa’a@x = €08y Cos ¢,

et I'expression () se réduit i la suivante,

(3) W dsAl,
en posant

Y1 rteosto dy :
(4) [E—."“'_:AJ"

Cette intégrale représente la somme des aires élémentaires du cone
déterminé par le sommet @ et par le courant fermé, projetées sur le
plan zax et divisées par 72,

Si I’on porte & partir du point a, sur la perpendiculaire élevée en ce
point a 'aire élémentaire @a’d’, une longucur proportionnelle i cette
aire divisée par le cube dela distance r, et si A" désigne la somme géo-
métrique de toutes les longueurs semblables, A ne sera autre chose
que la projection de A’ sur ay. _

En désignant par A la projection de A’ sur ax, on trouve, de la
méme maniére que ci-dessus, pour la composante de laction cherchée
suivant ay,

(39 i dsA,

On voit, d’aprés ce qui précéde, que le probléme proposé se raméne

2
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10 ELECTRODYNAMIQUE.

a déterniiner A’ en grandeur et en direction, en cheisissant convena-
blement trois axes rectangulaives (qui différeront généralement des
précédents), de maniére & ramener les calculs & lenr plus grande sim-
pheité.”

9. Action sur un élément de courant d'un courant circulaire dont le
rayon est trés petit par rapport a la distance du centre & U'élément consi-
dere.

Le probléme dont il s'agit se véduit, ainsi que nous venons de le
dire, a déterminer les projections de A’ sur trois axes rectangulaires
passant par Vextrémité a de 1'élément ds.

Nous prendrons le plan waz paraliéle i celat du courant circuluire,
et nous ferons passer le plan yax par le centre ¢ de la circonférence. I1
est évident que I'on a

A

= 0.

f

Soient

¢’, m’ les projections sur le plan xaz de ¢ et d’'un point quelconque
m de la circonférence ;

Fig. 5.

"

¢’, m” les projections de ¢ et m sur le plan yaz;
n l'intersection de ¢c” avec la circonférence, et ' sa projection sur ax;
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ELECTRODYNAMIQUE. rr

SN
w I'angle nem = n'c'm’;
A ta hauteur ec’ ;
¢’ le rayon de la circonférence;
{ la distance ac';
u = y& + A la distance ac.

Nous admettrons que leé courant circulaire aille de la droite vers Ia
gatuche, sens qui sera aussi pour nous celui des aires en projection sur
les plans coordonnés, comme au numéro précédent.

Nous avons

, M| . . — .
(/) A,=— )| am dairean’'m!, A, .= fam daiream’c”,
Or
airean’'m’ = airean’c'— airen'm'c’= - (/sinw — p'v),
. ; me” ENNRY
aiream’c’" = —ig‘— = ho' 22,
d’otr
[
‘ d.airean'm’ = P;(i’cosm — ¢')dm,
(%) :
i f
- f d.aiream’c’ = E-:-;f cosw duw,
Nous avons en outre, en négligeant les puissances de ﬁ’ :—: supé-

rieures a la premiére,

1215

P — . ) 3
am =\am’ + ;“2,) = (p" P+ A —2fp cosw) 2

"2 -3 ' 37y

= (p- [ 4 ¥ __ =0 k

= (pF+wr—2lp cosw) *=u (1 + cosm),

(Z)

o A -

En faisant les substitutions {4} et (/) dans les formules /), puis inté-
grant entre les limites w - - 0 et © = 2%, en remarquant que & = g? — A2,
on trouve

1 L1 Ta) Bl (L}

w?
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12 ELECTRODYNAMIQUE.

Soient A, la projection de A’ sur une droite quelconque av; y, d les
angles que forme celte droile avec ax et ay. Nous avons

A, = A, cosy+ Al cosd = — %u [cosd — 3A({cosy + Acosd)],

ou, en désignant par p la distance du centre ¢ au plan mené en a
normalement a ay,

" 2!

(6) Al =— (cosé‘f M)a

formule dans laquelle il ne faut pas perdre de vue que ¢ est 'angle que
forme av avec I'axe du courant circulaire.

10. Action d’un solénoide sur un élément de courant. — Nous rap-
pellerons qu’un solénoide peut étre considéré comme étant un systéme
de courants circulaires identiques d'un trés petit rayon, trés peu
espaces, normaux a une courbe directrice, quelle qu’elle soit d’ailleurs,
et qui est le lieu de leurs centres

Sotent ( fig. G).
&, ¥, z les coordonnées d'un point z de la courbe directrice rapportée

Fig. 6.

¥
2 lrois axes retangulaires ayant & pour origine, I'axe az étant, comme
aun® 8, dirigé suivant ad;
do 'arc élémentaire de cette courbe:
aT la perpendiculaire abaissée de 'origine @ sur la tangente MT en M.
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ELECTRODYNAVMIQUE. i3

Considérons le courant circulaire dont le centre est M.
Si nous faisons coincider I'axe av du numéro précédent avec ay,
10oUs aurons

o T o
cosd = e PEY fo=1cosTMO =u
et par suite
o mptldy By due = fdy o du’
Al —— (5o - = (s Fy ),
ks 34 \ s w? deo aclz\ & o
ou encore
\ . AP
(m} A’_}‘__ mfzﬁj,
on a de méme
i
’ L wET a
(m ) A'“— ads " u?

D’aprés le n® 8, nous aurons ainsi, pour les composantes suivant ax
et ay de l'action du courant circulaire considéré,

(n) Wds
reds " uw?
12
3 1 Pl
(r') H) a'szdad“s

Soient

g’ la distance coustante de deux courants circulaires consécutifs ;

P, P, les extrémités de la courbe directrice ou les péles du solénoide;

', y,uetx,y,, u les valeurs de @, y, u qui se rapportent respecti-
vement & ces deux points, Nous mesurerons ¢ a partir de P’.

I.e nombre des courants circulaires dont les centres sont sitnés sur ¢

[+3
est — et sur dc
o

{r) - ')

o

('} Cette maniére de procéder laisse sans doute i désirer lorsque g’ n'est pas
infiniment petit; mais, lorsqu'il n’en est pas ainsi, on fera Lomber toules les ob-
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14 ELECTRODYNAMIQUE,

Posons

{7) p=-

constante qui ne dépend que de la nature du solénoide.

En multipliant par la valeur (p) les expressions (n) et (r'), nous ob-
tiendrons, pour les composantes de 'action exercée sur ds par les cou-
rants circulaires correspondant i ds,

e ¥ .
\ —p'id £ suivant ex,

(g)

. x .
' pid= suivant ay.

En intégrant ces expressions entre les limites qui se rapportent aux
points P, et P, nous aurons, pour les composantes suivant ax et ay
cle Laction cherchée,

\ (IX—U.{(HH — %) ds,
f_ dY:p.’i(f,:;--— :_) ds

On voit ainsi que cette action ne dépend que des positions relatives
des pdles par rapport a ds, et non de la forme de la courbe directrice.
On peut méme considérer chacun des pdles comme exercant sur ds une
action spéciale, soit par exemple, pour le péle P/,

(8)

dX'= p'i 2 ds,

(9)
dY’: ©'e " ds.

u’-'

e —— N —

jections en considérant ds, non comme une diflérentielle, mais comme une longueur
assez petite pour que I'on puisse en négliger les puissances supdrieures & la pre-
miére, €t assez grande cependant pour comprendre un certuin nombre de cou-
rants circulaires.

Comment, d'aillears, pourrait-on comprendre (u'un parallélépipéde élémen-
taire pit renfermer une certaine rguantité de matiére nécessairement discon-
Linue, si I'on admeltait que ses dimensions [ussent nulles, au lien de les consi-
dérer comme trés petites, quoique supérieures aux intevvalles intermoléculairves,
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ELECTRODYNAMIQUE, rh
On déduir de [
Y _ &
X TT

ce qui signifie que chague pdle exerce sur I'dlément de courant une
action normale au plan mend par 1’ élément et le pole.

Si nous faisons passer le plan z0y par ab et P’, I'action exercée par
le pole considéré, que nous représentervons par dR’, se réduira 4 dX’, et
nous aurons )

dR! =y t% ds.

Si ¥ désigne 'angle formé par ab avec u’, on a
¥ = u'siny,
et, en supprimant I'accent de u# devenu inutile, la formule précédente

devient

. 5N T,
(to) dR'= p'i- - ds,

1
d’ou un théoréme qu’il est facile d’énoncer.

1. Action d’un courant fermé sur l'un des pbles d’un solénoide. —

Soient ( fig. 79
P’ le pole considéré ;
ab = ds vn élément du courant fermé ;
b la projection de b sur aP';
d6 V'angle ab'P".

L’action dR exercée par abd sur P', égale et contraire & R, est per-
pendiculaire au plan ab P’ et a pour expression

(10') dR = i Cosinbal’ . oY

L

£

]

al al’

ou, comme bb' = aP.d9,
dR == p'{ @

ab’’
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i6 ELECTRODYNAMIQUE.

En transportant cette force parallélement i clle-méme en P/, il en ré-
sultera un couple dont I'axe du moment p't 49 ne sera autre chose que
I'élément s¢, limité par aP', 6P, de I'intersection de la sphére dont ler
centre est P’ et le rayon u'i avec la surface du cone déterniné par le

Fig. 7.

courant fermé et par le sommet . Or, tous Jes axes tels que st des
couples élémentaires déterminant une courbe fermée, 'axe du couple
résultant est nul. Donc :

L'action d’un courant fermé sur {’un des péles d’un soldnoide se réduit
a une force passani par ce péle.

L’action du courant n’esl donc autre chose que la résultante des
forces dR appliquées en ce point.

L'expression (10') peut se mettre sous la forme suivante, en désignant
pav da Paive abe,

.aircabe . da
dR = 2p'i L= auy

—
L] —}

al’ al’
Soient Px, P'y, Pz’ trois axes rectangulaires menés par le point P’
da,, da,, da les projections de 'aire da sur les plans sP'y, 2Pz, yP .
La composante de dR suivant P'a sera

dX:zpfig%,

al”

d’ou, pour la composante semblable de action exercée par le courant,

X =i [ L

ab’
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ELECTRODYNAMIQUE. r7

Portons sur la normale au plan P'a, A partiv de ', une longueur

da
ma
ainsi obtenues; A, A,, A; les projections de cette résultante sur P,

Py, P'z; nous aurons évidemment

égale a » et soient A la somme géométrique de toutes les droites

X=opiA,,

et de méme

' .
() { Y o= ap'iA,,
Z=apiA,,

12, Action d’un solénoide sur U'un des pdles d'un autre solénoide. —
Soient

PP, le premier solénoide;

p le rayon des courants circulaires qui le constituent ;

g I'équidistance de ces courants;

P’ le pdle, du second solénoide P'P, que nous avons & considérer.

Soient, de plus, ¢ l'arc de la courbe directrice de P, mesuré i
partir du point P jusqu’a un point M quelconque dont les coordonnées
sont x, ¥, 5.

1l est clair, d’aprés la signification méme de A, que A, sera donné
par Ta fornmule (7'} du n® 10, en ¥ remplacant p’ par p et supposant
« = M. Nous avons done

Portons cette valenrdansla premiére des formules(11), multiplions-la
. I5 . .
ensuite par le nombre des courants % compris dans de pour avoir la
o

composante relative 4 cet élément, et posons

b=
nous obtiendrons

.r
{12) X =opp'd=-
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18 ELECTRODYNAMIQUE,

Soient

Loy Yor g les coordonnées de Py

&, ¥, 5, celles de Py;

=P, u, =P P;

7. 4, & les composantes de P'action totale exercée par PP, sur P,
estimées suivant Pz, Py, P'z.

Nous aurons, en intégrant I'équation (12).
! = g’ Lr_i — 9,
K= 2 ¥ oy
et de méme

. ’ _}_'1_ _ _}'.a
0= 2 (u.? EF‘)’

(10)

o +f # Sy
=2 I A
L7 - (tcf- ug)

Tl résulte de la que P, P, exercent sur P’ deux actions distinctes
g’ 2 up . s . s
Tb:'-‘?"’ _f:—,i, variant en raison inverse du carré de la distance, dirigées
1] ]

respectivement suivant PP’, P, P, et que si la premiére, par exemple,
est une attraction, l'atitre sera une répulsion. Mais, P’ exercant par suite
une attraction sur P, P exercera sur ce pole une répulsion et une
attraction sur P,. :
11 y a donc, en résumé, quatre forces en jeu sur lesquelles il nous
parait inutile d’insister; qu’il nous suffise de rappeler que, en défini-
tive, deux solénoides placés & une distance suffisanmnent grande Yun
de 'autre par rapport a leurs diaméires se comportent entre eux
comme deux aimants,

Tel est U'exposé succinct de la partie essentielle de la théorie d’Am-
pére. Nous avons omis 4 dessein les questions relatives aux actions
mutuelles et au mouvement de deux courants rectilignes situés oun non
dans un inéme plan, paralléles ou non, d'un courant circulaire sur son
diamétre, etc., questions dont les solutions sont trop simples pour que
nous ayons cru devoir nous en occuper.
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CAPILLARITE.

1. On s’oceupe peu actuellement de Ja théorie mathématique de la
capillarité, fondée réellement par Laplace ct développée par Poisson,
dont 'Ouvrage, publié en 1831, est un véritable monument.

La lecture de la nouvelle théorie de I'action capillaire de Poisson est
pénible; on ne retrouve pas dans ce travail la régularité didactique et
la coordination remarquable qui caractérisent les autres publications
de I'illustre géometre (). Tl établit d’ailleurs I'équation de ia surface
capillaire et la constance de I'angle que forme cette surface avec une
paroi d’une nature donnée d’une maniére telle, que I'étude de su
solution de ce double probléme exige un travail considérable, Enfin,
lorsqu'’il traite les questions sounlevées par les physiciens de son époque,
parmi lesquels Gay-Lussac joue le premier role, il emploie constam-
ment les mémes variables, au lien d’approprier le choix des variables a
la nature de chaque probléme, en vue d’arriver plus rapidement el
plus nettement i la solution.

Depuis 1831, le domaine physique de la capillarité s’est considéra-
blement agrandi. Les travaux de M. Platean sur la forme naturelle des

() Ce qui tendrait a faire supposer que l'ouvrage dont il s’agit est la réunion
e Mémoires successifs sans que I'auteur ait eu d'avance un plan bien arrété
de M f que l'aut. teud' plan | t
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an CAPILLARITE.

liquides et des bulles creuses de liquides visqueux, les expériences de
M. Boutigny sur les globules liquides formés sur des plaques portées &
une température telle que le contact n’ait pas lieu, etc., font époque
dans Ihistoire de Ia Physique.

Il m’a semblé qu'il ne serait pas sans intérét de mettre la théorie des
phénomenes capillaires au courant des progrés réalisés, en la rendant,
par sa simplicité, trés accessible aux jeunes géométres, et ¢'est & ce
poiut de vue que je vais me placer.

1. — Formules fondamentales.

Q. Forme de la surface capillaire. — Soient (fig. 1)

AmB une section normale faile en un point m, dont fa massc est repré-
sentée par la méme letire, de la surface de séparation de deux
fluides (L,) et (L), la concavité étant tournée vers (I, };

ab la trace du plan tangent en m;

I1,, IT les poids spécifiques des deux fluides.

Nous ne considérerons que le cas ou les forces extérieures agissant

Tig. 1.
A . Ly} B
':l
'
" b
1L} .

sur chaque point = de (L) et (L, }dérivent d'un potentiel mJ, § étant
une fonction des coordonnées de ce point. :

Le point m est cn équilibre sous Uaction des forces extérieurcs et des
actions qu'il regoit des molécules de (L, ) et (L).

On peut considérer la résnltante des actions moléculaires de {L,)
sur 7 comme étant due 4 celle Q, de ce fluide, dans I'hypothése ot ab
serait la surface de séparation, et a la résultante prise en sens con-
traire — Q) des actions provenant des molécules du ménisque.

Si nous désignons pour (L) par Q et Q' les équivalents de Q, et Q|,
'action exercée par ce fluide sur m sera de méme la résultante de Q
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CAPILLARITE. 23

et Q'; de sorte que les forces Q, Q', Q,, — Q, et les forces extérieures
doivent se faire équilibre sur le point m.

Nous supposerons, avec Laplace, Gauss et Lamé, que (L), (L, ) sont
Liomogénes dans toute leur masse, tandis que, par des considérations
trés contestables, Poisson est conduit & admetire que la densite des
deux fluides subit une altération dans le voisinage de la surface de
séparation. Les forces Q et (), seront ainsi considérées comme nor-
males & AmB.

Il faut done, powr l'équilibre, que la résultante de Q, — Q|
et de la force extérienre agissant sur m soit aussi normale i la surface,
ou que le travail élémentaire de ces trois forces soit nul pour un dépla-
cement de m sur cette surface ou encore que la somme de m ¥ et du po-
teutiel des actions du ménisque de (L) sur m et de celles du ménisque
de (I.,) prises en sens contraire soit conslante pour tout point de la
surface. '

Le potenticl de I'action de la molécule 2" du ménisque de (L) sur
est de la forme mm f(r), f{r) étant une certaine fonction de la distance
rde ces deux molécules.

Considérons un élément de volume de ce ménisque, limité par deux
plans normaux en 7z faisant entre eux un angle infiniment petit 6 et
par deux cylindres concentriques; soient ¢, d les intersections avec ab
et ¢, d' les intersections avec AB des génératrices de ces cvlindres com-
prises dans le plan de la figure et situées d'un méme coté de m. Si
I'on remarque que le rayon 7 de la sphére d’activité est extrémement
petit, on peut supposer r = me, et par suite ed = dr: lepotentiel di &
Vaction de la masse déterminée par 1'élément de volume est, par suite,

m%f(r)@rd& dr,

et, pour toute la portion du ménisque limitée par les deux plans nor-
maux,

1 J—
m]—l ds f S(ryec'rdr

Mais comme, en appelant « Je rayon de courbure de 'une des sections
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24 CAPILLARITE.

normales, on a

m & firrtdr=m—#,
g 2+ J,
cit posant
n
— rridr==k,
[

k élant une constante spécifique.

Soient R, R’ les rayons de courbure principaux en m de la surface;
I'angle @ étant censé mesuré i partir de la trace sur le plan tangent du
plan normal correspondant au premier de ces rayons, on a

1 cos?l sin?d

TR TR

et le potentiel pour Lout le ménisque est

k 7 feost0 | sinN_ L. L 70 |
m';{_[ ( R T) d§ =.mk (ﬁ +- IT’)

Le potentiel du ménisque de (L,) pourra se représenter de la meme
maniére par
3 1 I
mk, At )

Si donc on appelle 2C une constante, nous aurons

m&(ﬁ—#—%) — mi, (ﬁ+~l—)+rnj+mc=0,

R
d’ou
K X L) = E 1 o
(R+N F(+C)
en posant
ik— k) =K.
&

L’équation ci-dessus est celle de la surface AmB ou de ce que 'on
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CAPILLARITE. 25

appelle la surface capillaire. En la mettant sous la forme
mn i I
27— B (§ + ) = const,,

on reconnait sans peine que l'influence du ménisque se traduit par une
diriinution de pression positive ou négative au point m de la surface,

:‘cpr:’*se ntée pa r
i 1
K(ﬁ + W)‘

En attribuant des signes 4 R et R en raison du sens de la courbure
de I'une et de l'autre des sections normales, I'¢quation de la surface
peut se metire sous la forme suivante,

1 1 F
1) Rt {TTC),
g étant nne constante positive dépendant de la nature de (L) et (1},
que 'expériecnce seule peut faire connaitre, et C une constante arbi-
traire dont on délerminera la valeur dans chaque probléme par les con-
ditions aux limites.
Dans le cas ou la force extérieure est la pesanteur, I'équation (1)

devient, en pusant = =,
" a

| =

. L =
t2) R &

o

y étant la distance du point m &4 un plan lrorizontal déterminég, et 2 une
constante remplacant C.

3. Influence d’une parot sur la surface de contact. — Prenous pour

plan de la figure le plan normal au point m de l'intersection de Iu
paroi et de la surface.
Soient

mn, aa, (fig. 2) les tangentes en m aux deux sections faites respecti-
vement dans ces deux surfaces par le plan de la figure ;

¢ Vinclinaison de ma sur ma dans (L);

max la normale i la paroi, dont la substance est censée homogeéne.

4
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a0 CAPILLARITE,

Sila paroi était un plan indéfini, son action m. N sur m serait dirigée
suivant Qax, et N serait une constante.

Quelle que soit la forme de la paroi, on peut également considérer N

T, tie

L4

m

i

L

comie constant, car il est clair que les actions sur m exercées par les
molécules du ménisque de la pavoi ne peuvent donner, suivant O.r,
que des composantes de I'ovdre de quantités que Uon peat négliger.

NWous négligerons également U'influence des ménisques de {1.) et (L,},
qui est relativement faible, dans la détermination de la composante
sunivant mx de I'action qu’excrcent les deux fluides sur m.

Soient mm' f(r) I'action exercée par une molécule ' de (L) sur m,
r étant la distance des deux molécules.

Concevons dans (L) un cone ayant m pour sommet, d'une ouverture
infiniment petite dw, dont les génératrices fassent & un infiniment petit
préslangle e avec mn.La masse élémentaire gﬁ dw dr de ce cone donne

=]
suivant ma la composante

m I—] r*dadrf{r) cosa,
=4

et I'on a pour tout le céne
il v
m—do cosx f S(rirtdr = mq dw cose,
> a
¢ €tant une constante dépendant de la nature de (L).
H vient, par suite, pour la composante normale totale due a V'action

de ce fluide,
myq [cose dw,

Pintégrale se rapportant au fusean sphérique de centre m d'un rayon
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CAPILLARITE, 29

égal a Punité, limité par les plans mn, ma ; mais cette intégrale n’est
autre chose que la projection du fuseau sur un plan perpendiculaire 4

m.a, ¢'est-d-dire ; — :';'cosi. L'expression ci-dessus devient donc
mag=(1— cosi}.
g1 )

En appelant ¢,1'équivalent de g pour (L, ), ce fluide donne de méme
Ia composante normale

mqg(l + cOsi).

On a donc, en faisant abstraction des forces extérieures, dont I'in-
fluence est relativement trés faible,

= . 11 ..
{4 mg=(1 — s 082 —
mN -+ mg~(1 cosi) + myg, S {1+ cost) = o,
e
f!?\‘-l_—:(_q-‘r-(h)

COSI = .
={7 —)

et langle ¢ est ainsi constant.

4. BRappel des résultats de U expérience. — Dans tout ce qui suil, nous
l)l‘endmns le millimétre pour unité linéaive,

IYaprés Vexpérience, on a

. 2,
. nnn N N
Pour eatt, oot i e e ie e ans 2,826 13.5861
Pour une dissolution saturée de sel marvin, .., 2,30y 13,20
Pour Facide azolique. ... .. e 2,366 11,20
Pour lacide eblorhydvique. ..ol 2,291 10,50
Pour le mercure.... ... ... coconian., (,811 G.5a8
Pourlaleool.. .. .oo oo 1,732 6,00
owr I'huile delavande. ................. A I 3,00
P I'huile de 1 1 693 5,0

8i nous désignons par « I'angle aign de raccordement que forme ui
liguide avec une paroi, on a

&
"
Pour le verre ordinaire et le mercure (surface convexe)...... 43. 30
Pour le verre prive daic et le mercure » coaen 3300
Pour I'acier et I'alcool o Q.U
Pour le verre et Feau {surface concave)........coovonn s 0,00
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28 CAPILLARITE.

Nous dirons qu'un liquide mouille ou ne mouille pas une paroi,
sclon que sa surface sera concave ou convexe danslarégion du contact
avec la parol.

§ II. — Phénomeénes capillaires relatifs aux Lquides pesants.

5. Forme que prend la surface d’un liqurde au contact d’une lae ver-
ticale.— Nous supposerons que la lame est suffisamment longue, dans
le sens horizontal, pour que ses extrémités n'influent pas d’une ma-
niére sensible sur la forme de la partie moyenne de la surface que 'on
peut dés lors rggarder comme cylindrique. .

Le tout se réduil donc i considérer une section faite dans la surface
par un plan perpendiculaire & Vintersection ‘de la lame avec le niveau
statique du liquide. :

Dans ce qui suit, nous supposerons que la surface est convexe; les

Fig. 3.

-

formules oblenues s'appliqueront a la concavité en changeant le sens
positit de P'axe des y.

Soient (fig. 3) -
O.x et Oy ’horizontale et la verticale du point d'intersection O de la

lame et du nivean;
@, y les coordonnées d’un point quelconque m de la courbe;
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CAPILLARITE, 29
» l'angle que forme la tangente en ce poin! avec Ox;
« I'intersection de la courbe avec Oy;
sl'arc am ;
o I'angle de raccordement en a.
On a évidemment
I rle

dy = —dssing, dr=—dscosp, 7= ¢

On doit supposer, dans la formule {2}, R'== = et, en raison de I'in-
terprétation donnée a la courbure & la surface, ). = o0, d’otr successi-
vement

do . ¥
ds — @t
Ao sing
st T @t
1 dg? !
S g = gild + cosg),
¢n remarquant que i est nul avec ‘est-a-dire + o= 180% O
- q que - e H ¥, c'est-a-dire pour 3 = 180°. On
tire de li
o
ds=2 22,
2 [
¢os—
2

dy = — asin Edq:,
et, comme y est nul pour ¢ = 180°, il vient
{a) y=2acos§-

Nous avons maintenant

a coso o o r
d:.r:--——-%-:——a cos;*- —~ Cf?'.
cos — 2 C0% =
] ]
d’ou
e
. 1+ lang E
xr=—al 2sin: — log -—— ~+ const.
11— iang%

N
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30 CAPILLARITE.

Mais on doitavoir x = o pour ¢ = «, et par suite

o L]
I-+-tang - I ——l;m;.:fl

S .©
() w=al 2 (sm S — i ;) + log b
. S : I — lang

=~ R

1 l—l’lll{..?
"4

Comme x est infini pour ¢ = 180°, on voit qu'aw point de vue géo-
wétrique lu courbe est asymptotique an niveau; cette courbe est d’ail-
lears complétement définie par les équations (&) et (b).

Si nous désignons par y, I'abaissement du hquide au contact de la
lame, nous avons ' '

(¢) ¥, = 24 (‘osg,

s0it y, = 3", 22 pour le mercure ct une lame de verre.
L'eélévation de I'ean an contact d’'une lame de verve est

o m= 5™, 632,

6. Forme de la surface d’un liquide entré dewr lames verticales paral-
léles, dont I'une est mouillée et U autre non mouillée par le liguide.

Soient { fig. 4)

ax’ le profil du niveau;

aQd’ celui de la surface du liquide entre les deux lames, la partie Oa de
ce profil correspondant i la direction de Oz se trouvant au-dessus
du nivean;

Oy, Oy les portions de la verticale du point O situées respectivement
au-dessus et au-dessous du niveau.
Nous rapporterons respectivement les courbes Oa, Oa’ anx axes Qy,

Oux et Oy, Ox’, en conservant fes notations di numéro pr‘écé(lcnt.

Nous avons, pour Qa,

Y gin de .
—F--bll ‘P, X‘:—lnbf
et
ol 1
(ﬂ.) s — @
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. .
d’o0
dfp _ sine
dst T a ’
. T e . co50
() 2 — 222 4 const.
: @ efy

Si nous désignons par g, la valear de ¢ correspondant au point O,

Figr 4

i 1 4 } O'-'D .
comme, d’aprés la f‘onqule (a), ona - =opoury=o, Ia formule (&)

se réduit a

é —:ﬁ% = E‘%(cos% — €089 ),
d’on
ds = —a: -—d?———,
de— & cose do ,
V2 yeosp, —cose
_a sing dyp
=7 \/ﬁ"—%:_:
ct
a T cospdy

= =
va. ), y/cos?.,—cos?

(e) 4 cos? f? \/ Iz
vr— o Joosr—soss _cos? / COquo — (.Ub.:(

y= ayz YOS, — COSQ.
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32 CAPILLARITE.

Soit &, ta distance du point O & la lame considérée ; nous aurons

n . n
a e el L
(f) @ = / COS P, f ;’;ﬁ — f Veosg, — cosndy

En accentuant les lettres a, &, et a pour l'autre lame, nous surons
de méne

o e

. e et : ——————
&I = —=\ €05¢, ae————— VCosg, — Cosg (ffp
Va J.,  Veosse—cosg
L

Fu

u it
)

Enfin, si nous désignons par 2¢ la distance x, + .r|, des deux lames,
Fangle ¢, sera déterminé par 'équation

4 It 1t

e g
. el 2 S —
@l cosy, _— — yeoss, — cosy do
c Y COSLy — cos e .
.

Fu

t  ———rr———r——— v —
f +a Loq%/ " — f yeosy, —congdy | = aey 2

y cosuu— cosy S

quidépend généralement de s fonctions elliptiques, et dont la solution
ne peut se trouver que dans chaque cas particulier.

Supposons que les deux liquides soient 'eau et le mercure et que
les deux lames soient en verre; nous aurons ¢=o0 et, a 30 pré.-a,

o' = E, d’ou

_‘986

(2 lowtana_ + |cus— — 1 logtang— — fcos ‘")

T d@ T
—1,811{ cosp —_— Voosp, — cospdp | = 2¢y2,
° o \eosg, — cosy

équation dont il nous paraitrait superflu de faire des applications ou-
mériques.
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7. Forme d’un liguide entre deux lames paralléles de méme nature. —
Prenons pour origine des coordonnées le point maximum O du profil
de la surface, et soient Ox Ja tangente en ce point et Oy la verticale

Fig. 5.
—_— ”
——— |
0
¥ Ea
A !
Y

du méme point. Conservons d’ailleurs les notations précédentes. L'é-
quation (2) nous donne

. d 1
(a) %= Ly +1)

A désignant ici la hauteur du point O en countre-bas du niveau.
On déduit de la

e L
PRl sing,
(b) | 7 1
5 78 = 3(C— cosp),

C étant une constante au moyen de laquelle ) s’exprimera, en remar-
quant que les formules (a), (b) doivent donner la méme valeur pour
j—:; en y supposant y = o ¢t § =0, d’olt

(¢) A=ay2(C—1).
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34 CAPILLARITE.

De I'équation (&) on déduit successivement -

dee & 8
\/_\/C—cos ’

a sinody

=V_; \/G—cow’

(d) { y=ay2{JC—cosp +C—1),
. a cospdyp
dx_\/_\/b—cow

wla

(/m—fn\/—_c_cos?dg)

et 2 s'exprime au moyen de fonctions elliptiques. Si 2 e désigne lalar-
geur des lames, on a, pour déterminer C et par suite 2, I'équation

[ 3 d L3 -
= S(Cf \/ﬁ — yC—cosg cl:p),
[} [ 13

que I'on ne pourra résoudre que par titonnements. -

Mais, lorsque les lames sont trés rapprochées I'une de I'autre, on
peut éluder I'emploi des fonctions elliptiques en opérant par approxi-
mation, comme nous allons le faire voir.

8. Deux lames paralléles et verticales sont trés rapprochées Uune de
Pautre. — L'ordonnée y étant trés petite par rapport i e, le profil de
la surface est peun différent d’'un arc de cercle, dont le centre Gest situé
sur Oy, et dont nous déterminerons le rayon « par la double condition
que I'arc de cercle passe par le point O et les points de raccor-
dement,

. Soient

0y’ le prolongement de Oy au dela de O;

Cx' I'horizontale du centre C;

r=¢(1-+u) le rayon vecteur mené de ce centre au point m;
¢ I'angle formé par ce rayon avec Cy'.
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CAPILLARITE, 35

Nous supposerons que u et ses dérivées sont assez petits pour que
I’on puisse s’en tenir aux termes du prelmel' ordre.
Si X continue A désigner la hauteur du niveau au-dessus du sommet 0,

la hauteur au-dessus du point m est, a trés peu de chose prés,

}+1©—tcosh.
Nous avons ainsi

l:l_%(din+u)= ).+:.~10050_

cdit at

Si nous posons, pour abréger,

) T ).'-1-'&. 12
(a) O =k

nous aurons
4
Ll tu+ s ({3— cosf)=

0 ‘ﬂ)¢
d’ont
‘ uz;‘;_i(-—ﬁq—gsinﬁ +Acos€‘+Bsin6),
(&) i

i L0 . 4
= [Ecosﬁ + sm@(; —_ A) -+ Bcosﬁ],

A et B étant deux constantes arbitraires.
Mais pour ¢ = o nous devons avoir =0 par hypothése, et de

" du . .
plus Z = O, pour exprimer que la tangente en O est horizontale.

Les formules {6) se réduisent alors aux suivantes :

u= 2 [ﬁ(cos@— 1)+ gsinﬁ],

(®) e wlo 1
T [;cos@+sin€ (; — ﬁ)]

L’angle ¢, formé par la tangente en m avec Cy’, est donné par la
formule

() g="—% 40,
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36 CAPILLARITE.

Si & est la valeur de ¢ correspondant au raccordement pour lequel
on a ¢ =x — &, NOUS AUrons

o du
@—;-—a-i—(dn)w’

ou, aux termes du second ordre prés,

T
8’=;—-a+s,

’ d& T
¢ étant la valeur de zpourf=——«.

3 ™
Désignons par @' la valeur de z pour § = - — «; comme « est nul
au point de raccordement, nous aurons
w4 =o
ou
* | 1
B (sing — 1) + —(- - )coscx
232

£ . ! 2
+ = [(; — oc) sing + cos« (5 — p)] =o.

Une premiére approximation donne

I (1: ) cosu
ﬁ = —g) ———
. z2\2 1—sing
et, en tenant compte des termes du premier ordre et remarquant que

[ € Cosa
r = _— =
sind COo5%

2¢ étant la distance des lames,

1/m COS % a* = . I cosx cosax |?
f=3 (5 - a) [—sinz © & cosa[(;. -_a) (Sma_‘ 2 1-—5in¢)+ 2 ] )

L'équation (a} donne alors

(d) r=Zcosa + (E")

¥ >
2 I—s51na

aux termes du second ordre prés.
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Pour l'eau et le verre on trouve, pour Ja hauteur du sommet du mé-
nisque au-dessus du nivean,

Pour le mercure et le verre on trouve, pour la hauteur du sommet
du ménisque en contre-bas du niveau,

at 2,
1:0,701;+1,2[8=—’E—9+I,218.

9. De la surface capillaire dans un tube circulaire d’un faible dia-
métre. — La forme du ménisque étant trés sensiblement sphérique,
nous rapporterons sa surface a celle d’'une sphére tangente dont la po-

sition du centre et la grandeur du rayon peuvent éire, dans certaines
limites, considérées comme indéterminées,

raison des circonstances qui se produiront.
Considérons une section faite par un plan passant par I'axe, et con-
servons les notations du numéro précédent; nous aurons toujours

et que nous fixerons en

1 _ 1 1fdu . o du
RT3 L(E@'“‘)’ $=0+90"— o5

La surface étant de révolution, R’ est la portion de la normale dé-
terminée par I'axe Cy’, et nous avons

LI sind _I{ du
R = o(1+ a)cosh 'o( u+ d'ﬁtangs_i_l)'
La hauteur du point 7 en contre-bas du nivean étant

)+ ¢ —rcosh,
nous aurons

2 1 /e du __ A1 —cosb)
i E.;+-J)-tang9+2u)_-—a,—-,
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38 CAPILLARITE.

d’on
diu du kr 414 [{1—cosd) — aa?)
(@) = g —tangl o+ 2u+ p =
Posant
Ar4t—aq? 2
(8) e
I'équation (@) devient
dtu
(¢) W—umg&-—+ 2u+ — (ﬁ—cos&)

Plus généralement, considérons I’équation

(3) T8 —tangbTe + 2u+F(6)=o,

F(8) étant une fonction quelconque de 8, en raison de ce qu'elle se
présentera plusieurs fois dans ce qui suit, et proposons-nous d’en
trouver I'intégrale générale.
Posant
1w="Usinb,

Péquation (3) se transforme dans la suivante,

‘i:uU (2 cotl — tangf) + F{ne) 0,
d’ou
AL - [A—fF(@) sinf cos6 d@],
1+wng£
1—tang —

fsm‘ilcosufF(a)5in9c050d0,

A et B étant deux constantes arbitraires.

Document numérlse par la Blbhothegque Imerunlversnalre Soentillque Jussied - UPRE



CAPILLARITE, 39

On a enfin, pour l'intégrale cherchée,

1+lang%

u=DBsing +A[ —1 4+ sinflog -

(4) : _ ¥ —lang ~
—sinafmf‘{mﬁ(e)sine cos0 db.

Revenons maintenant & I'équation (¢); comme elle est satisfaite par
V28

2a

u = — 5, son intégrale s’obtiendra en ajoutant & cette valeur P'ex-

pression (4}, en y supposant

F(f)=— ;—icosﬂ,
ce qui donne

»
1 13- tang
T . .
u=_ﬁ+Bsm6+A — 1 +siné log
I— tang

wlslwe] =

.‘_3 -
+ 5 (0sind +cos).

1l faut que A soit nut, car autrement z deviendrait infini pour§ = go*;
il nous reste donc

: 25 . 1t .
(d) u=— —5 +Bsinf -- 7 (6 sinf + cosf),
d’'ou
(e) 9 B cosh -+ 1oy 6 cos0
oy T B a? )

Or cette derniére valeur doit étre nulle pour § = o, puisqu’au point
correspondant la tangente est horizontale, ce qui exige que B soit nul.
Nous avons donc finalement

; _ i 05inﬁ+c050)
() u__a‘-'( 2t 3 )
; du 12
(e‘) = —3a,60039.
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Soit §' la valeur de 6 correspondant au peint de raccordement par

lequel il nous est permis de faire passer le cercle de comparaison;
nous aurons
g  0'sind'+ coslV

=o,
(f) 2 3

r__® oy i
9-;—&—1—@60056,

équations qui feront connaitre ¢’ et 3. Mais comme, dans la formule (d),
. +, 2 N \ - -
{3 est multiplié par le facteur ':? supposé trés petit, nous I'obtiendrons

I -
avec une approximation suffisante en supposant §'= - — « dans la
premiére des formules (), ce qui donne

ﬁ=§[(§ — a) cos@ + sinoc].

En appelant 2¢ le diaméire du tube, on a

e e

T 3
sinf’ cosz

2 ™ .
§[(E - )COSG—FSIDO&]— l’

pour la distance du sommet du ménisque au niveau.

=

et la formule {5) donne

2a? e
A= _e_cosa + cos

0. Exzpression du volume d’un liquide compris entre sa surface libre
et un plan horizontal déterminé, quelle que soit la forme de la section du
tube. — Nous supposerons que la surface libre (S) présente sa con-
vexité vers le plan, et nous désignerons par A la section du tube ct par
Ple périmetre du contour de la surface (S).

En nous reportant an n® 1, nous pourrons écrire

(a) K(f+x)=Tr-C
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CAPILLARITE, A1

C. . . . .
7 étant la hauteur du plan au-dessus du niveau du hqmde extérieurau

tube. )

Concevons que I'on décompose la surface capillaire en éléments
par des lignes de courbure infiniment voisines dans chacune des deux
séries, et soient ds un de ces éléments et y I'angle que forme sa nor- -
male avec la verticale. Nous aurons pour le volume cherché, en ayant
égard i la formule (a),

() V=fycosxdm= %f(]l{"k l—%)cosxdm—l—%f&.

Considérons maintenant une surface {§') paralléle a (S) et qui en soit
distante d’une quantité infiniment petite z. Les normales aux sommets

de do détermineront dans ($') un élément dw’ dont les cOtés seront
¥

— —E

R—:
dans les rapports R o Avec ceux de do.

On a donc
de' _ (R—e)(R'—2) 1 1
e = RR ' ( +tR)E

et la formule () peut s’écrire ainsi :
K . C
V= ]-]—sf(dw—dm Joy + HA.

Or l'intégrale représente la différence des projections horizontales
des aires de (8) et (§'), ou la projection de la zone déterminée dans (S)
par les normales menées aux points du contour de (8}, qui est égale 4
Pscosa. On-a donc

kP C

(5) - V=rcosa+ A,

Si le tube est cicculaire et si le plan sécant est le niveau extérienr du
liquide, on a
C=o0, P=o2nx,

Kk n
et, en posant comme plus haut 3 =@%-ona

V =a® > 2rmecosd.
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42 CAPILLARITE,

En désignant par ) la hauteur moyenne de (S) au-dessus du niveau,
on aura
YV =12,
d’'onr
2
)‘. — 2a ;}051,

ce qui est conforme au résultat obtenu au numéro précédent, aux
termes en e prés.

Dans le cas de deux lames paralléles on a
V=ca*llecosx,
d'ou }, qui est moitié moindre que dans le cas d’un tube,

14. Liguides superposes dans un tube circulaire capillaire. — Consideé-
rons un tube plongé dans un liquide (A, ) dont la portion comprise dans
ce tube soit surmontée d’'un volume déterminé d'un autre liquide (A)
de moindre densité.

Nous supposerons que (A) mouille et que (A,) ne monille pas Ia
paroi intérieure du tube. Le méme raisonnement s’appliquera a toute
autre hypothese.

Considérons une section faite par un plan passant par I'axe du
tube.

Soient

aOa, a,0,a, les profils des ménisques supérieur et inférieur;

00, I'axe du tabe; '

11 'intersection, avec sa parol intérieure, du plan de niveau extérieur;

¥, ¥ les distances de deux points m, m, de aOa, a,0, a, situés sur la
méme verticale a la droite II;

r Vintersection de mm, avec II;

C Ia pression censée constante exercée sur la section II.

Nous admettrons pour (A) les notations qui précédent, en les affec-
tant de I'indice 1 pour (4A,).

Concevons un cylindre vertical d'une seclion infiniment petite dont
mm, serait 'axe.
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L’action dn ménisque aOa s’ajoute & la réaction G en n pour faire
équilibre an poids de ce cylindre, d’ou la relation

(a) | K (f+m)=Ty—C
On a de méme
(B) K’(Wll"‘ %):H,y,—-—(}.

Le volume compris entre les surfaces aOa et 4,04, est donné et
peut étre représenté par

(¢) le*H,
H étant la portion de la longueur du tube gqu’occuperaitle liquide dans

le tube sans les effets de la capillarité. D'aprés le numéro précédent,
les volumes 1a0al, I,4,0,4a,1, ont respectivement pour expressions

- b ™
K.2-¢ C-¢
cose

n [T
K.ane oSz, Cxe?
"I. “| "I ¥

en égalant leur somme al'expression (¢), on trouve

T Kcosx K, cosz,
T\ T T,
(d) c= :

7,

En portant cette valeur dans la formule (5), on obiiendra une
équation analogue a celle que nous avons intégrée par approximation
aun® 9,

Si par approximation on prend R,=R| = ecosa,, la formule (J)
donne, pour la valeur moyenne de la distance du ménisque inférieur au
niveau,

2/ coskz K,
_ aKcosz, - E( mo -“—.-cosal)
' e 1 1
TR
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A CAPILLARITE,
ou encore

% .
. Il — =({a*cnsz - a? cose,)
aa e
= 24i%n

Y=

¢ . 1,
1 4= —
B 1

La méme méthode s'applique au cas ou plusieurs liquides se super-
poseraient dans un tube.

12. Forme d'une trés petite goutte d’un liquide reposant sur un plan
horizontal qi'elle ne mouille pas. — Nous aurons dans ce cas

a”(l—',‘+%):y+).,

). étant une constante dont la valeur résultera de la solution du pro-
bleme. Si les dimensions de la goutte sont trés pelites, il en sera de
méme de y et en dehors de sa zone de contact avec Je plan.

o nous reportant an n* Y, on voit que la forme de la goutte est

donnée par I'équation (¢), dans laquelle £ remplace Vinconnuc 2. On
en déduit de la méme maniére

w = ﬁ(_ ﬁ - Osin -+ cosﬂ),
2 3

(a)

Si V désigne V'angle que forme la tangente avec le rayon vecteur,

on a

el

V-_—-"'(I)Oo— ?ﬁi

Soit &' la valeur de & correspondant an raccordement avec le plan;

on a

V=0§—go°+ a,
d’olr
(&) ¢#=r180°— o — g";;-gﬁ’cosﬁ,
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CAPILLARITE, 45

a

et, en négligeant le carré de —,
[e2

6'=180— a+ —— (7 — a) sina.

-35(:*
Nous supposerons que V'on prenne pour ¢ le rayon de la sphére équi-
valente 4 la goutte, ct qui est par counséquent une donnée de la
question,
Nous devrons exprimer que 'excés de I'aire de la section méridienne
sur celle d'un grand cercle est nulle, ou que 'on a

'y ¥ H ¥ ]
w(1 =4 &'} sind’ cos v
¢ [ wdy — X ) —-(r-—-§)=o0,

2
o

o' étant la valeur de © correspondant 4 § = ¢'.
On déduit de 1a

st e

.2 ¢
£ (— ¢+ sind cosf’) — =~ —
2 a* . 2
29 sin ) — O cosl) Eorpr v py Y
+ S| T — (67 sing’ + cos ') sing cos&’] =o,

Wi

équation ’otl I'on déduira

i, comme on devait s’y attendre, n’est

pas une quantité trés petite, puisque ¢’est devant son équivalent A que
nous avons négligé des termes.

153. Gouite trés large. — L’équation de la section méridienne de la
surface capillaire de révolution peut sc mettre sous la forme

(a) ez | osing ¥+ A

oy & a

@ étant 'angle que forme la tangente avec I'axe des a; cette équation
ne parait pas pouvoir s'intégrer, et, dans ce qui suit, nons devrons nous
contenter d’approximations.

Nous placerons V'origine au sommet de la courbe, en prenant pour
origine I'horizontale de ce point.
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Si une étendue assez grande ¢ reste suffisamment petite pour que
I'on puisse négliger le carré de cet angle, ce qui permet de supposer

ds = dx, ¢ = sing = tango = ;%, I'éguation (a) prend alors la forme

suivante,
dy 1 dy (¥+2)

dat x dr at

équation dont I'intégrale est
y+r=a [ (7)o
L}
+A’f= (BE“'“‘_,_ e“%“’”)log(wsin“m)dw,
[H]
A, et A, étant denx constantes arbitraires. Mais A, est nul, car autre-

ment y serait infini pour # = o, et, comme y est nul pour x = o, il
vient

. _ l e( Emw —Etoﬁu\ ]
(b) yar=g [ (e e Jdw (),
d’ou

d A T Zeso  —Zonsa
(¢) E{% = (g“ —en )cosm de,

o

? . C{y " —_ hd ot ‘A
et llon voif que is est nul pour & = 0, ce qu devait étre,

Supposons que la goutte soit assez large pour qu’une valeur de ¢,
de ¢, inférieure i 20°, corresponde & une valeur / relativement grande
de x, et soit y, la valeur correspondante de y. Nous aurons

® i ¢
yl“l‘)\ = i (e"tl!°!u+ e-—;cnsm) d&)
L]

%W

(d)

). iwsu —imu)
tangp, = swa ), (e“ +e cos o duw.

(') Poisson (p. 213) pose une formule tout autre, sans [aire connajlre de
quelle maniére il y est arrivé; mais elle est inexacte, car elle ne satisfait pas i
Uéquation différenticlle.
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Mais, comme ) est inconnue, la valeur de { ne peut pas étre fixée
a priori et est subordonnée a la solution du probléme,
L’équation (@) donne alors, par approximation,

. fde 1 -+ h
(e) Sll]?(d_y+?)=yaﬂ .

Quoique sous une forme plus simple, elle ne parait pas pouvoir s’in-
tégrer. Nous sommes ainsi réduit & déterminer des valeurs approchées

. ' B A 1
de ¢ et dex en fonction de y, en négligeant le carré de 7

"

1
] ’ - 1

dans (c¢) les termes indépendants et dépendauts de 7? hous trouvons

Si- nous posons ¢ = & + 5> etsi nous identifions aprés la substitution

. du ¥4+ X
4 do L du
/') 7,5+ veosu = o.

Si C' est une constante arbitraire, la derniére de ces équations
donne

i
+

= Sina’
et I'en a, par suite,
. . !
(g) 8iNg = sy -+~ Tcotu.

Mais # déduit de (f) renfermera une constante arbilraire C, et l'on
sera libre d’établir entre G et C telle relation que 'on jugera conve-
nable, pourvu que y =y, I'équation (g) donne 9 = ¢,. Il nous est donc
permis de supposer C' = o, et, en intégrant I'équation (f), on trouve

!

COSI = COSY == COSP, — ;# [(y +2) = (s +2)%],
d'ou

¥ !
. cose, — — f(y + 1) — (¥, 3)*]
x—i:fjcotqodtp: ; it dy,
X \/.Il *

cosi— 2o [ + 2 — (a+ 1))

intégrales réductibles en fonctions elliptiques.
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Sotent 4 la hauteur de la goutte ou l'ordonnée du point de raccor-
dement correspondant a cosg = — cosa. Nous aurons

(7) cosqo,—ﬁ (A 43y — (v, + a)*] =— cosa,

et I'équation {4) fera connaitre. la valear x' de & du point de raccor-
dement.

On concoit que I'on puisse exprimer que le volume de la goutte est
donné, ce qui établira entre ) et {une relation qui, jointe i Ja seconde
des formules (2), permettra de déterminer ces constantes. 11 faudra
s'assurer ultérieurement que / est relativement grand, comme on l'a
supposé.

14. Liguides soustraits a I'action de la pesanteur. — Dans ce qui suit,
nous considérerons avec M. Plateau unc masse liquide en suspension
dans un autre liquide de méme densité avec laquelie elle ne peut se
mélanger. _

Si la masse considérée est en repos, elle affectera la forme sphé-
rique. Mais si on lui imprime un mouvement de rotation, selon que la
vitesse sera au-dessous ou au-dessus d’une cerlaine limite, elle de-
viendra un sphéroide aplati, ou elle se décomposera en sphéroide et
un anneau tournant autour de ce sphéroide.

Soient r la vitesse de rotation; x la distance d'un peint quelconque

nat

de la surface & l'axe, le potentiel de la force centrifuge sera = ~; si

I'on attribue 4 @ la méme signification que ci-dessus, et si Pon pose

aa? . .
b = ng'y, I'équation de la surface scra

(1) R+ = g (@A)

A étant une constante,
Elle peut se mettre sous Ia forme suivante :

dy  sing 1 .
m'f' P "04(‘” +l),
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CAPILLARITE, 48,

ou, en multipliant par x,

drsing T, 4
dua z'b_“(x +4)

On déduit de la, en appelant C une constante arbitraire,

{2) sinp= {2 420 ¢
' T 4 z I)
et
at A ()
o=+
! -l 2 oa
y= ftang-p de—= — _ - —dx
. ! 4 N LA Y
[+ w7 o — 4 —)
L} 2 £

i LX . . %4 - ¥
pour l'intégrale de Y'équation proposée.

A5, La surfuce différe peu d’une sphére. — Clest ce qui a lieu quand
la vitesse angulaire est suffisamment faible, et alors Iégnation de la

surface pourra se melire sous la forme

e u du Vo,
W tangu - + 21 + E(am ¢+ =o0,

et a pour intégrale
0
[ lang;

. Ia? .
= DsinG — Py + Al —1 +blllﬁlog —
l——lang;[
[—'—['In" 0
3, R L
— ;—bismﬁlog——u -l-msm’é.
F—lang ~

Pour que « ne soit pas infini pour § = go®, il faut que les termes

0
T+ tang ~
log '__'T; disparaissent ou que I'on ait

[—Lng -
T g

23

A:W.

~
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3 ae ‘ . aal
et alors, en comprenant la constante de — #dansl indéterminée — ;;—ﬂ ,
il vient
. A oL,
= -_—— —— 81"
1 = Bsiné YRl 7
et
du 3,
- = Bcos§ — ;—b;smﬁ cosé.

Pour que la tangente au sommet soit perpendiculaire 4 Iaxe de
rotation, il faut que B soit nul on que I'on ait B = o, ct par suite

).'u.:‘ ‘La

=- 2 it +

-sin?g.

e

i

Si nous prenons pour« le rayon de la sphére équivalent au sphi-
u
roide, il faut que { u* d5 soit nul, ce qui donne

I
=7
il
i (i — :siu”ﬁf),

2

1
A

I =

En coordonnées rectangulaires, nous aurons pour I'équation de la
surface, '
x4+ Y=} 1+ u) =31+ 2u)
ou

ot 1 __ e(- < Voo
VY= T ) TR e

ou encore, aux termes prés du second ordre,

- a
]

x2+y2='(-2 P— 1_ - ;l:.
A5 R

ce qui est I'équation d'un ellipsoide en révolution aplati dont il est
facile de trouver les axes.
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THEORIE MATHEMATIQUE DF LA CAPILLARITE, 48,

16. La surface différe d’un tore. — Nous supposerons qu'il est ainsi,
sauf vérification ultérieure, lorsque la distance de la masse & P'axe de
rotation est trés grande par rapport aux dimensions transversales de

I'annean.
Soient ¢ le centre du cercle générateur;  sa distance a I'axe, nous

avons
@ = {4+ 5ind;

en désignant par G une constante

[ sinh . t
T — Tt . 4 PR -_ " .
VT = 7 [.«,uu {1 — cos2 6)_

Jar suite,

02 o { [

' "9 h ) 2
(-I—‘f+ i+ (i- — i) sinf — 5%00525—0:0;
don '
w=0C+ + ('Qw + li] 60086 — o086 -+ Acosb + Bsing
| s\ T §Eeos? '

{u nl:? . ® i
= '(" = %’) (cos§ —5sinG) 4+ 5 sin2f — Asing + B cos?.

AT g\ 8 Je

. . du . .
{n doit avoir — = o pour§ = go°, d'ou
wfaht L
A=—zl% ~7)

DPar suite,

t/alt . ® . ) 1 .
= —Z G — G = 7] — ¢ 5 i
o= ( o {) (cos; Gsing 2500 ) + g cosal+ Bsiné +C;

n

B et Cresteot indéterminés, en raison méme de Forigine qui n’a pas
été fixée. Si nous la placons an milieu du diamétre horizontal, i devra
avoir la méme valeur pour 4 = go® et § = — ge”, d’on

. 1 7a2dn? [ W2
(;—-U, I}-—E(T—?I)I]"'-S_p"
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48, CAPILLARITE,

§ M. — Des liquides wuniquement soumis @ leurs actions mutuelles.

Si 'on introduit une masse déterminée M d’un liquide A dans un
milieu formé d'un-autre liquide B de méme densite que le précédent,
mais avec lequel il ne peot pas se mélanger, A se trouve dans les
conditions d’un liquide uniquement soumis & ses actions mutuelles, et
¢’est ainsi que M. Platean a obtenu expérimentalement, suivant les
conditions qu’il imposait & M, les, différentes formes que peut affecter
un solide de révolution dont la moyenne courbure est constante. Nous
avons aiusi & nous poser un probléme résolu déja depuis longtemps
par bien des savants, mais' en nous efforcant a en simplifier la solu-
tion.

A7, Equation géndrale des swifaces de reévolution dont la moyenne
courbure est constante. — L’équation (1) du n®2 nous donnera I'équa-
Fig. 6.

N
N

nt

-.¥

lIOH différ ennelle de la surface de révolution que peut affecter une
masse liquide soush‘aite al action des forces extéricures en y supposant

= C
F=0, ¢t, en representant la constante m par 2 A, nous aurons

i 1
T ;:QA'

TR
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CAPILLARITE.
Soient ( fig. G

Oy Vaxe de révolution;

Ox la perpendiculaire en un point quelconque déterminant avec Ox
une section meridienne que nous allons considérer ;

o l'angle que forme avec O.x la tangente en un point 7 dont les coor-
donnécs sont @ et y; ;

mI la normale en m limitée & Qux;

s 1'are de la courbe mesurée a pariir de Oy-.

Nous avons

_ . P dp __ cossndy L LT
do=—dscosy, p=—gr=—0r" pEGI= 5
d’on
cospd sine
e = s = 2A
ou

drsine
T —=2Ax
dx

En intégrant ct désignant pa¥ B une constante arbitvaire, on trouve

Axr4+ B

(1) sing = -

Remarque. — Si la surface est fermée, on a 9 =0 pour x =o, par
suite B=oct

sing = A,

On déduit de la, en designant par C une constante,

dr _ tangn = ————___'\ sl
- —= L —_ 1
dr o T —AT
y+C=— sy — A%
et enfin
(y+CpP+at= 1

équation d’'un cercle. D'ow il suit que la sphére est la seule surface de
récolution a courbure moyenne constante qui soit fermee.
Revenons maintenant & I'équation (1), et désignons par x, et o, les
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485 . RESAL. — ‘TIIEORIE MATHI:ZM;\'['IQUE DE LA CAPILLARITE.

valeurs de x qui correspondent & o = go°, = — go®. Nous aurons

x, = Az’ + B,

d'on

A — [ B [ ;"‘1{‘2

k]
d— g N ]

et, en substituant @, et &, aux constantes A et B, nous aurons-

Sk Do
B (=t ) .
]
oSy = ——— fa® — a*y(a? = o?
7 oW *(a a)s
tango = * il T1i5

Vit — (e —el)
S5t nous posons
a? = x| cos*§ + x; sin’,
Y élant un angle auxiliaire, ce ¢ui est permis puisque x, et &, sont les
[ ]

valeurs extrémes des @, nous aurons
o4 rieosty 4 elsin®y —pyay dy
- (£} — riysinycusy = de’

(o] — .13 sing cosd el
o »

Vot costd 4+ o? sintd
d’ott

Gy b

dy = yx; cos* b + 1} sind d 7 —=== .
Voo eostd - i sintd

8i nous plagons 'origine des coordonnées de maniére que 'on ait
¥ =0 pour & = 0, NOUS AUrons

¢

Gy 1707 I‘i’“[\/“ a:'? ] L\/("““m«]

Nous aurons ainsi deux systémes de courbes selon que @, sera de
méme signe que &, ou sera de signe contraire.

e —— S —
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NOTE

SUR LE MOUVEMENT ET LA DEFORMATION D’UNE BULLE LIQUIDE QUI $'ELEVE
DANS UNE MASSE LIQUIDE IYUNE DENSITE PLUS GRANDE.

A

VoA e

SNIUREOMMT _L/

En 1733, Maupertuis a donné, dans les Mémorires de I’ Academie des
Seciences, 1a solution du probléme du mouvement d’une bulle d'air dans
un liquide, On a reproché i notre ancien Confrére d’avoir admis quela
bulle reste sphérique.

Un géométre belge, M. Pagani, a pubhé, en 1834, dans le Journal
de Crelle, un Mémoire sur le mouvement d’une bulle (B), liquide ou
gazeuse, en tenant compte de la résistance au mouvement opposée par
le licquide ambiant (A). Il est arrivé & des résultats qui sédwisent au pre-
mier abord et dans lesquels la cycloide joue le principal role ; mais, en y
regardant d’un peu prés, on reconnait que, en négligeant Ia résistance
de (A ), 1a hulle serait un cylindre vertical indéfini, ce qui n’est pas pré-
cisément conforme & 1’observation.

Maupertuis €tait donc moins éloigné de la vérité que M. Pagani en
admettant, @ priori, comme un fait acquis, qu’une bulle affecte & trés
peu prés la forme sphérique, fait qui n'a regu que plus tard son expli-
cation, ev partant de la formule de Laplace relative a Uinfluence, surla
pression, de la courbure de la surface d'un liquide. Cette formule,
néanmoins, n’est pas tonjours suffisante pour conduire 2 une solution
rationnelle de certains problémes qui se rattachent a la théorie de la
capillarité; on a alors recours, pour faire disparaitre I'indétermination,
a des hypotheéses plus ou moins plausibles, qui conduisent quelquefois
i des résuliats plus ou moins conformes & ceux de 'observation. Clest,

6..
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418 MOUVEMENT EFT DEFORMATION D UNE BULLE LIQUIDE.

notamment, ce qui a lieu dans la question dont nous avons & nous oc-
cuper, et qui ne comporte qu'une seule équation & peu prés exempte
de reproche. '
La surface de (B} est évidemment de révolulion autour d'une verti-
cale OI rencontrant en I le niveau I'H du liquide ambiant.
Considérons une section méridienne et soient

A’OAx le plan de Péquateur;

s la distance OI du centre O de I'égnateur & H'H;

11, p les poids spécifiques de (A) et (B);

B, B les poles supérieur et infévicur de la surface de (B);

m, m’ deux points appartenant respectivement 4 A’'BA, A'B'A et cor-
vespondant i la méme abscisse On = x;

mn=y, m'n =y les ordonnées de m, m’;

R le rayon de courbure en m, et R, la normale au méme point limitée
par Of; '

R’, R les longueurs semblables qui se rapportent a m';

1. le coefficient de capillarité;

¢ I'angle mTa formé par la tangente en m avec Ox;
V la vitesse censée coastante des molécules du filet élémentaire mm
ayant pour section do.

Nous ferons abstraction de la pression atmosphérique, qui dispa-
raitrait presque immédiatement des résultats du calcul,

Sila bulle était en repos, les pressions en m et m’ seraient respecti-
vement

1 1

1 1]
mais, & I'état de mouvement, la premiére de ces pressions doit étre
augmentée de la vésistance opposée an mouvement par (A} ot que,

(’aprés ce qui a été admis jusqu'a présent, nous représenterons par unc
expression de la forme

K
2 2
v Vicosto,
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AOUVEMENT ET DEFORMATION D UNE BULLE LIQUIDE. 48,

en désignant par K et @ deux constantes absolues dont le rapport ne
dépend que de la nature de (A) et (B).

L’équation relative au mouvement vertical du filet mm’ défini ci-
dessus est, abstraction faite du factear commun do,

Iz + ) +;J.([i{, -+ l{'—.l)‘“ﬂ(z ~Y)

K s av
—r’-(ﬁ +E)_FEV'°°SQ?_ Py +y) =g+ 1g =0

(“—P— E,(%)(ﬁ-y’)

(1) = 1 I 1 1 k
= — g + 5 ) — = Vicos*o = o,
\ "‘*’”(u""l{,) P’(l-{_'_R,) Fa ?

Telle est I'équation que nous avons énoncée; elle sera d’antant plus
exacte que : 1° la bulle sera plus petite, relativement & U'hypothése
que nous avons faite sur la constance de la vitesse V dans un filet ver-
tical; 2° cette vitesse sera plus faible, puisque nous avons estimé les
pressions extérienres de la méme maniére que si les particules de (A),
qui se tronvent dans le voisinage de (B), n’entraient pas en mouve-
ment,

Si (B) n’éprouvait pas de résistance au mouvement de la part de (),
I'équation (1) serait satisfaite par

m— __pdv 1 1

1 1 1
Prmeg@=% RK"RYR ™ 24
en donnant ainsi une signification 4 la constante a.

Si done la bulle était primitivement sphérique, comme nous le sup-
poserons dans ce qui suit, elle ne subirait, dans I’bypothése actuelle,
aucune déformation en s'élevant dans (A), et, sous ce rapport, on n’a
pas & critiqgner Maupertuis, en ce qui concerne toutefois une bulle in-
compressible.

La détormation de la bulle n’est donc due qu'a la résistance de (A),

résistance que nous considérerons comme assez petite pour qu’on
puisse en négliger le carré.
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48, MOUVEMENT ET DEFORMATION D'UNE BULLE LIQUIDE,

Posons, en conséquence,
r=0m=a(1+u), r=0m=a(1+u),
i , /.-\\
8 =mOx, $=mO0ux,

en désignant par u, ¥’ des quantités qui, de méme que (§ — §'), sonl de
Pordre de la résistance, ou, si ’on veut pour plus de simplicité, de
I'ordre de K. On a, au degré d’approximation convenu,

' t dtu 1 [ du
R:a(l—w—&)a ﬁl—a(!—u+tang6m)

B . I 1 .

On obtiendra des expressions semblables pour 7 et 7, en substi-

tuantu’ au, & a 0, et méme, au degré d’approximation convenu, en
faisant § = §; si donc nous posons

(2} w=u—u,

I'équation (1) devient

S (H" p— g %)a[(l +u)sing -+ (1 + «')sin ']
f

dtw dw .
+ g(‘&'ﬁ? - 2tangf —& + 2w) - EKV’t sin’f = o.

La résistance éprouvée par la sphére, rapportée au volume, a pour
valeur

3 K
v ()

(1) Soient, en effet, r la distance de m 4 OI, dw un élément de la zone élé-
mentaire de rayon r; la composante de la résistance sur dw suivant O1 est

BE vrginsad,
@

d’oit, pour fa zone entiére,

%-K Vizxradisindd — %5 ama? sin?l cost 4o,
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En continuant 4 négliger les termes du second ordre, V'équation (3)
sera satisfaite en posant

pdV 3 K
(fl) E*JE——-H-“P—§TT;!V2.
{5) Q;.!;p 2tang9 — + 2w + KV? (4 sinf — sm‘ﬁ)
" En remarquant que V dz = — dz, 'équation (4) devient
) av: 3 K
g e

et fera connaitre V en fonction de z, en exprimant que, au point de
départ de la bulle correspondant & z = z,, on a V= o. La bulle, tout
en se déformant, sera donc animée d’'un mouvement de translation
vertical, qui estle méme que si elle restait sphérique.

On a, pour l'intégrale générale de 1'équation (5) et en désignant par
A et B deux constantes arbitraives ('),

1+tang% .
w=Bsinf +A| — 1+ sinflog—— }+ EKV2 siné logcosé
1—tang —
I+ tang
- 2 U-
—|—%—sin$ — sinf + log 2 )
1—Lang§

et, pour I'’hémisphére supérieur,
=

]
"—fvsamsf sin®0 cosd.db — "hV“ @
1]

" En rapportant cette valeur au volume de la sphére, on trouve
3 ., Vs

L

3 [

(') Sil’on considére en général 'équation

dw dw
e —2Lang0'd—‘)- +a2w+F(8)—o,
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48,, MOUVEMENT ET DEFORMATION D'UNE BULLE LIQUIDE.
mais
6 . 0 0
l-;-tang; SII‘I; —l—COS;
log ——— =log o = 2log (sm + €os - ) logcosé;
I —tang —
2
par suite,

5 tw=DBsingd — A+ 2(A + I\T‘“)sinﬁlog(sing -+ cos 2)

(6) ’

— Asinf logcosf — -I-%‘fsinﬁa.

Pour que w ne devienne pas infini pour ¢ = go°, il faut que A = o;
alors on a simplement

. CKv:l . f .0 0 sin?0]
v =DBsind + — [sm@log(sm; + cos ;) — = ],

d'et
dew Kv? ] .0 9
— = Beosé + ——| cosf log (sm; ~+ cos ;)

- do
1] , 0
sin® (cos; —sin ;)
+ — sin@ cos@
0, 2%
' da

2 . b
§ln — -+ cos —
2 2

= 0,

Comme QA et OB sont deux normales, il faut que

son intégrale est

I+ tangg
w—=Bsind Al —i+sindlog
lmtang;

— sin fsm’ﬂcosﬁfF(e) sind cos0 4o,

On arrive facilement & ce résultat en posant w == Vsin0, ce qui conduit & une

équation linéaire du premier ordre dont la fonction est %
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MOUVEMENT ET DEFORMATION D UNE BULLE LIQUIDE. 48,
. dv o . . .
par suite —w =o pour §=o0, § =90’ ce qu exige simplement que
B =o0. Alors on a, en définitive,

Kv: . .0 9 sin b’
(7) w:u—u’:—g-sm@[log(sm;+cos;)— =5 |

11 suit de l& que, si & croit de 0 & go°, w diminue depuis o jusqu’a
KvV? /'y
(8) -5 (-

2

log \/:_z) = — 0,0769KV=.

En prenant @ égal au rayon de la sphére équivalente au volume de
Ia bulle, on a, en appliquant I'un des théorémes de Guldin,

g ) = 21:“3[‘[59(1 :“)ga@%(l + u) cos@
+£§(#)3d9'§(1 +u’)cos@']

na’[f
a
T

(9) fa(u + u’)-cosﬁ d? =o.

(14 3u)cosf df —!—fE(I + 3u') cos§’ d&’];

W

Au peintou nous sommes arrivé, on voit que le probléme est encore
indéterminé et que I'on peut donner au profil A’B’A toute forme peu
différente de la circonférence de rayon a, pourvu que cette forme soit
symetrique par rapport a OI et qu’elle soit normale & AA’; I'équation
de la courbe devra renfermer un coefficient indéterminé dont la
valeur se déduira de I'équation (g). Mais les consideérations suivantes
jetteront peut-étre une certaine lumiére sur cette derniére partie de la
question,

Les recherches les plus récentes sur la résistance opposée par un
liquide 4 un corps solide en monvement sont dues & Poncelet; mais
elles ne conduisent pas 4 la loi de la répartition des pressions élémen-

Document numérlse par la Blbhothegque Imerunlversnalre Soentillque Jussied - UPRE



48,4 MOUVEMENT ET DEFORMATION D UNE BULLE LIQUIDE.

taires sur la partie postérieure du corps. Il y a tout lieu de croire
cependant, d’aprés I'observation qui donne une idée de la maniére
dont se comportent les molécules fluides a larriere, que la pression
est plos forte aux environs de A’, A qu en B'.

Dans Iignorance ol nous sommes, 4 ce sujet, nous admetirons gue
Ja pression extérieure sur la partic A’B'A de la bulle est uniforme, ce
qui conduit naturellement, par suite, & considérer cette partie comme
un hémisphére dont le rayon croitra avec V. |

En supposant donc #’ constant et portant dans la formule (g) la va-
leur & déduite de I'équation (7), on trouve

a2 = % [g — Efglog (sm-— + cos 0) sina§ de]

(10) = 0,0250KV?.

d’ou

Cette quantité étant positive, le profil A’BA sera aplati et, en se re-

portant & 'expression (7), laplatissement en B, par rapport i la sphére
de comparaison, sera

{(11) 0,0519KV2,

Cet aplatissement est donc & peu prés le double du gonflement (10)
4 Yéquateur.
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COMMENTAIRE A LA THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR DE FOURIER.

L'unique édition (1822) de la Théorie de la chaleur de lillustre
Fourier (')est épuisée depuis bien des années. Les volumes, en nombre
restreint, dont elle se composait, ont été absorbés en grande partie par
des pays étrangers, surtout par I'Allemagne, d’ott certainement ils ne
nous reviendront plus. Cet Ouvrage ne se trouve, a Paris, que dans
quelques bibliothéques ouvertes au public, et dans des bibliothéques
spéciales destinées exclusivement a des catégories déterminées de p er-
sonnes. .

La plupart des bibliothéques municipales et universitaires de pro-
vince n’en possédent pas.

A la suite de ventes de bibliothéques particuliéres, on en trouve de
temps 4 autre un exemplaire dans le commerce, mais la plupart de
nos géométres ne sont pas en situation d’en faire acquisition, en
raison du prix élevé auquel il est porté. Aussile chef-d’ceuvre de V'une
de nos plus grandes gloires scientifiques n’est-il généralement connu
de nos jeunes générations que dans certaines parties, purement analy-
tiques, introduites dans les traités modernes de Calcul intégral (*).

1y Jean-Baptiste-Joseph Fourier est né & Auxerre le 29 mars 1768, et mort i
ply; I 9 7
Paris, secrétaire perpéluel de I'Académie des Sciences, le 16 mars 1830.
2) Yoir notammenl le Traité de Calcul différentiel et intégral de M. J.
(=]
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30 THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR.

Aussi ai-je reconnu, depuis longtemps, l'utilité que présenterait la
publication d'un extrait des parties essentielles de la théorie de
Fourier; je ne songeais pas i entreprendre moi-méme ce travail, mais
quelques-uns de mes amis m’ont engagé 4 m’exécuter, et j"aurais eu
mauvaise grace a ne pas me rendre a leurs désirs.

Toutefois, je n’ai pas cru devoir suivre Fourier pas 4 pas sur les
points suivants : 1° au lien de déduire I'expression du flux de chaleur
dans un corps homogéne de la considération d’un mur indéfini, je I'ai
établie directement en partant de la loi du rayonnement particulaire &
travers un élément plan ; 2° j'ai posé les équations en coordonnées cy-
lindriques et sphériques du mouvement de la chaleur dans toutes leurs
généralités, au lieu de me restreindre a des cas particuliers; 3° jai sup-
primé les développements métaphysiques auxquels Fourier s’est livré
sur la chaleur, et quine sont plus conformes aux idées actuelles des
physiciens; 4° j’ai également supprimé ses étudés préliminaires, qui ont
précédé le développement en série trigonométrique d’une fonction pé-
riodique, et finalement la représentation d’une fonction arbitraire an
moyen d'intégrales définies.

Pour éviter toutes recherches an lecteur, j’ai donné en note au bas
de la page les différentes intégrales et les formules dont ona besoin, en
en donnant des démonstrations ou plus simples ou plus rigoureuses
que celles qui se trouvent dans la TAdorie de la Chaleur, démonsira-
tions empruntées a divers géométres qui sont arrivés aprés Fourier.

Y ose espérer que ce Commentaire, une fois compris, facilitera la lec-
ture des Quvrages suivants, que l'on ne saurait trop recommander :
1° Théorie mathématique de la chaleur, par S.-D. Poisson ('} (1833);

Bertrand (2" Vol., 1870} ; le Traité de Calew! infinitésimalde M. Duhamel (1876} ;
le Cours &’ Analyse de U'Ecole Polytechnigue de M. Starm (1853); te Cours de
Caleul différentiel et intégral de M. J.-A. Serret (1880).

(") En dehors de digressions sur le rayonnement, le refroidissement et sur 'in-
tégration des Cquations aux différentielles particlles, Poisson ne §'est principa~
lement occupé que du mouvement de la chaleur dans la sphéve, indépendamment
de toute hypothése sur la répartition de la température initiale intéricure et sur
la loi de la vaviation de la température du milien ambiant avee la position des
éléments de la sarface avec lesquels il est en contacl. Il fait ensuile P'application
e ses formules aw monvement de Ia chaleur & Pintérieur et 4 la surface de la
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2° Cours de Physique mathématigue, par M. Emile Mathien (') (1873);
3¢ Legons sur la Théorie mathématique de la chalear (1861), pav M. G.
Lamé (*).

§ . — Généralités,
1. Du flux de la chaleur. — Soient

dm, de' les volumes de deux ¢lémients matériels trés voisins m, m' d'un
corps solide homogéne ;

V,, V| leurs températures, la premiére étant censée inférieure & la
seconde;

rla distance des deux éléments ;

F(r) une fonction de la distance r, dépendant de la nature du corps,
qui décroit trés rapidement qguand rangmente, et devient insensible
ou nulle quand r atteint ou dépasse une certaine limite r,, trés petite
et du méme ordre de grandeur que les intervalles intermolécu-
laires.

Une induction théorique tirée des résnitats de I'expérience conduit
& veprésenter par
F(r)(V, ~-V)dods'dt

la quantité de chaleur envovée par m’ & m dans le temps dt, excés
de température V| — V, élant nécessairement trés petit, en raison de Ja
continuité que présentent les phénoménes naturels.

terre, Ces deux queslions avaient déja été traitées & peu prés de la méme ma-
niere par Laplace dans le j* Volume de la Wécanique céleste.

(') M. Emile Mathieu a notamment ajouté deux echapitres importants A la
Théorie mathématique de la chaleur, Mun qui se rapporte @ 'équilibre de ev-
lindves indéfinis do dillérentes lormes, el P'autre i I'équilibee de wempérature de
Vellipsoide,

(*) Lam¢, abandonnant le ehemin battu, a abordé In Thiéorie Jdu mouvement |
de la chaleur, non plus dans Uhypothése d'un solide homogéne, mais plus génd-
ralement dans celle d'un eorps cristallisé. Commee il ¥ a peu de connexité entre
cel Quvrage et celui de Fourier, je ne erois pas devoir en dire plus.

9
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Soient O, Oy, O3 trois axes rectangulaires: do un élément super-
ficiel compris dans le corps et appartenant & un plan indéfini (P) pa-
rallele d zOy. '

Pour obtenir la quantité de chaleur ¢ qui traverse dw dans le
temps dt, il suffit de faire Ja somme des quantités de chalenr envoyées
par les molécules m’ du corps situées d'nm coté de (P) a celles des
moléculesm, situées de Pautre coté de ce plan, pour lesquelies les droites
m, m’, rencontrent do dans I'intérieur de son périmétre.

Soient

x, ¥, = les coordonnées du centre de gravité G de duw;
Via tempé'rature en ce point;

a1 y=-h, 5 kles coordonnées de m

-~y I, 5--F celles de m'.

D’aprés le principe élémentaire admis plus hant, les longueurs/, 4,
kI, It, k' sont trés petites, et nous pourrons négliger leurs puissances
supérienres i la premiére, leurs produits deux a deux, etc., ce qui re-
vient i poser

=‘T"1 "_(!‘_\‘ ‘F‘d‘_\g‘;
ITE:

v Ny, r?'\ dv

__‘ +dr‘! _-" o

On a done, pour la quantité de chaleur cherchée,

. riz[% [(_z*# O F(r)de ds
Cav o, coav £ ,
= D[k~ RYF(r) dm da' =+ - I)F(r)dmdw].

Par suite du groupement symétrique des particules du corps par
rapport a la paralléle en G & Oz, particules qui peuvent étre consi-
dérées comme ayant le méme volume, on voit qw’a une valeur der cor-
respondront deux systemes de 2, A/, £, & idenliques, mais affectés de
signes contraives; il résulte de Ia que les deux derniéres intégrales de
I'expression ci-dessus de ¢ sont nulles, et que I'on a simplement

¢ ::dz-—-fl"(r (0 — 1) dz d.

Déterminons d’abord la portion ¢ de £ qui se rapporte aux molé-
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cules m' et m, pour lesquelles la distance » reste constante en gran-
deur et en direction. Nous supposerous, pour fixer les idées, que les
molécules m' sont situées au-dessous de dw par rapport au plan YOz
censé horizontal. Ces molécules déterminent un cylindre oblique pa-
ralléle a'r, ayant pour base dw; de sorte que Fon peut prendre

de' = do dl';
d'ailleurs on a la relation
{--b zrcos{r,x),

et la limite de 2 est — reos(r, 2); il vient done, en eflectuant une
intégration par rapport i I’ entre o et cette limite,
f!\"r + 3 0 .
g == dt;,—;b (#)#2 cost(r, &) dw d,

et, par suite,

: . - dlz—gdmj F{r)rcos?ir, &) da.

“Cette intégrale s'étend a toules les molécules m situées an-dessus de
do et 4 toutes les valeurs de r comprises entre o et r,, et par conse-
quent c’'estune constante ¢ qui ne dépend que dela nature du corps.
Nous avons ainsi

¥
(1} 3 —--——ac;!;ct’wdt.

. i . ' dy
La constante « est essentiellement positive, attendu que - est

négatif et ¢ positif, puisque le mouvement de la chalear ne peut avoir
leu que de la partie la plus chaude du corps vers la partie [a plus
froide; elle a recu le nom de coefficient de conductibilité intérieur.

Si nous considérons la quantité de chalenr envovée par »/ a m
comme une forcedirigée de la premi¢rede ces molécutes versla scconde,
et que nous transportions toutes les forces semblables parallelement &
elles-mémes en G, leuwr résultante sera z, et, en ruison du groupemeunt
symétrigque des molécules par vapport a lanormale en G a dw, ellescra
dirigée suivant cette normale.

Le flux de chaleur, qui, & un iustant donné, se rapporte & un élé-
ment dw, cstla quantité de chaleur qui traverse cet élément rapportée

Document numérlse par la Blbhothegque Imerunlversnalre Soentillque Jussied - UPRE



54 THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR.

4 l'unité de surface et a 'unité de temps. Dans les conditions ci-dessus,
le flux de chaleur

A%
d

{2) X —u

peut étre représente par une droite perpendiculaire & dw ou 4 Ow.
Nous dirons aussi que X est le flux de chaleur au point G estimé paral-
Ielement & Oux.

L. Propriété genérale du flux de chaleur relatif & un point déterminé
d’un corps homogéne & un instant quelconque. — Soient

mx, my, ms trois axes rectangulaires partant d’un point 7 du solide;

ma = dx, mb = dy, mc = ds des longaeurs infiniment petites portées
respectivement suivant ces axes & partir de m;

da Paire du triangle élémentaire abe;

%, 2, vies angles formes par la normale a cet élément avee ma, my, ms;

N le flux de chaleur qui se rapporte an méme élément ;

X, Y, Z les flux de chaleur en m, paralléles aux trois axes.

La quantité¢ de chialeur qui pénétre dans le temps dz dans le tétraédre
abem par les faces bme = duw cosk, cma == do cosy, amb = dw cosy, a
pour expression '

dt dw (X cosh 4+ Y cosp + Z cosv).

En en ;'etl‘:lllcllant la quantité de chaleur N dw dt qui s’échappe par
abe, il veste ' ‘
dtdo(X cosh -+ Y cosp -+ Zcosy — N).

Mais cette derniére quantité de chaleur ne serait employée qu'a
élever d’'une quantité infiniment petite la températare du tétraédre qui
est du troisiéme ordre; elle est done nulle, et nous avons ainsi

(3) N == X cosd -+- Y cosp 4- Zcosv.

Soient y, 7, § les coordonnées de I'extrémité de la droite mN qu
représente N. I.’équation {3) revient i la suivante
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d'on

2 g X Y g,

X4t/ YN A TN XY
X"T_,) Tt F )t —35) = i

On veit ainsi que, si, 4 un instant déterminé, on fait varier l'orien-
tation de I'élément dw, 1° le licw des points N est une sphere passant par
le pointm; 2° ily a une position de Uélément pour laquelle le flux aiteint
wne valeur maximum que nous désignerons sous le nom de flax principal;
3° le flux de chaleur estimé suivant une droite quelconque est la pro-
Jection du flux principal sur cette droite; §* le flux principal est la résul-
lante geométrigue de trots flux a angle droit ().

ou encore

3. Egquation du mouvement de la chaleur en coordonnées rectangu-
laires. — Soient Ox, Oy, O3 trois axes rectangulairves auxquels on rap-
porte un solide homogéne dans lequel la chaleur cst en mouvement.

Considérons un paraliélépipéde élémentaire ayant son sommet en m
et pour aréles dr, dy, ds. La quantité de chaleur qui, dans le
temps dt, pénétre dans Ja face dy ds qui passe parm a pour expression

ayv
— (l{y da dt % )
et celle qui en sort par la face opposée

AV AV
-— o dyd» dﬁ(ﬂ ey d&‘&'),
d’otr, pour la différence,
A2V
adtdedy ds ——

(') Le ilux principal est normal a la surface isothecme passant par s a I'instant
considéré. In eflet, on a, par excemple,

dvE Vi v
det T dp Tz

ce qui est bien le cosinus de l'angle formé par O.x par la surface ¥V = consl.
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36 THEORIE ANALYTIQUE DE LA GHALEUR,

En ajoutant cette expression a celles que 'on en déduit en chan-
geant x en y et 3, on trouve que la quantité de chaleur qui reste dans
élément est )

dr g T uE

adzdm{ycz~("”" i 'i"’l')

. sy Sy (Y .
Mais cette quantité a été employée i élever de 77 ¢ 1a temperature

du volume dx dy dz, ou i produire I'effet calorifique
iV
Edxdyds :T dt,

en désignant par £ la chalear spéafique du corps rapportée au vo-
lame. Si 'on égale cette expression a la précédente, et si 'on pose

" 3
(4) Ko= 3
on trouve
.. d*y a2V d*V. ({V
) der T GE T T @

Lorsque la température en chaque point du corps varie avec le
temps, on dit que le mouvement de la chaleur est varié, et équation (1)
est celle de ce mouvement.

Quancl la température reste constante en chaque point du corps, on
dit qu'elle est siationnaire ou que le mouvement de la chaleur est uni-

Jorme. Dans ce cas, on a
dv
2=
ct Péquation (3) se réduit a

., LA L A £ A
[J) : el R};- T = 0.

4. Conditions relatives & la surface. — La fonction V, qui représente
la température au point {x, y, 5}, ne doit pas seulement vérifier I"équa-
tion aux différences partielles (5) ou (5'), il faut encore qu’elle satis-
fasse 4 la condition relative a la surface, dont nous allons maintenant
nous oceuper.
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Comme, dans ce qui suit, nous ne considérerons quie des corps placés
dans des milicux dont la température est uniforme, nous pourrons,
pour plus de simplicité, substituer & la température intérieure du corps
son exceés sur celie dn milieu ambiant, ce qui revient, en définitive, a
changer V'échelle thermométrique en prenant pour o la températare
du milieu.

Soient dr un élément de la normale menée au point 7 de la surface
du corps, mesuré i partir de ce point; dw 1'élément de la surface en m.

La quantité de chaleur qui s’échappe par do dans le temps d¢
est (1)

— o ay do dt.
efr

En admettant que V soit assez petit pour que la loi de Newton rela-
tive au rayonnement soit admissible, la quantité de chaleur rayonnée
par dw dans le temps d¢ est la forme 2V dw dt, A étant une coustante
qui ne dépend que de I'état de Ja surface et de la nature du milieu, et
qui a recu le nom de coefficient de conductibiliié extérieure. Nousavons
done

- a%ydm dt = hVdndt,
=

on
av AY
(6) =0
en pnsant
hr |
(;) = n

La condition {6) devra étre transformée en raison du systéme de
coordonnées dont on aura fait choix.

Revenons aux coordonnées rectangulaires.

Soient

(8) f(r,v,z)=o0

I'équation de la surface, et

o=/ T~

Document numérlse par la Blbhothegque Imerunlversnalre Soentillque Jussied - UPRE



58 TEEORIE ANALYTIQUE PE LA CHALEUR,
Ona

A _d¥de  dVdy | dVds_(aVdf  dVdr  aV
dr — de dr 7 dyvdr T ds dr T M\de de T dv dy T s dz)’

et la condition (6) prend la forme

= 0.

(Q) 1 ({IV df dvdf dv ({f) o v

a\de di (_ﬂ" E dz dz "

Ainsi, pour qu'une intégrale de I'équation (3) ou (') soit admis-
sible, il faut qu’aprés 'avoir substituée dans I'équation (9) on obtienne
un résultat compatible avec I'équation (8).

11 est facile de vérifier que I'équation () n'est qu’une conséquence
de la formule (3) du n® 2, en supposant dans cette derniére

dv

1
da

Y=—0af¥, 7=

X:-ma ({]" “,;$

N ==/"YV.

B. Condition relative a Uétat initial dans le cas du mouvement varie
de la chaleur. — A I'mstant pris pour ovigine du temps, la température
en chaque point du corps ne dépendra que de sa position ou de ses

coordonnées. On pourra donc la représenter par une fonction de la
forme :

F(x, y, 5),
et qui est censée donnée.
Ainsi, en supposant que Von ait satisfait & Véquation (5) et aux con-
ditions (8) et (g}, il faut encore, pour gue la solution obtenue soit ad-
missible, qu’elle satisfasse 4 cette nouvelle condition

{(10) V=F(x,y,3) pourt=o.

6. Equation du mouvement de la chaleur en coordonnées cylindrigues
— L’équation qu’il s’agit de trouver pourrait se déduire de I'équa-
tion (5) par une transformation de coordonnées, mais il est bien plus
simple d'y arriver directement.

Soient r la distance 4 axe Oz d'un point quelconque m du solide
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dont 'ordonnée est 33 ¢ la longitude ou I'angle formé par le plan méri-
dien mOz avee le plan 0.

Un élément de volume peut étre considéré conmme étant déterminé
par trois couples de surfaces orthogonales, savoir : 1° deux eylindres
circulaires ayant Oz pour axe et r, 7 -+ dr pour rayons; 2° deux plans
méridiens qui forment avec le plan zO.ux les angles ¢ ct § + di;
3° deux plans paralléles an plan Oy, et dont les ordonnées sont s et
3 4 dz.

La quantité de chaleur qui entre pendant U'instant d¢ dans I'élément
"de volume par la face située sur la surface du cylindre de rayon r est

dV
—adirdyds 5

et celle qui sort par la face opposée

—adtdd ds (I%} - (—f—; r% Jr).
d’oni, pour la différence,
IERY (AN
(a) e dt drd d;(r?—;? - %!:—)

La chaleur qui entre par la face située dans le plan méridien dont la
longitude est ¢ est

v
— wdtdrds KA 3
el

et celle qui en sort par la face opposée

drds FdV PR
—udt =Ty )

d’ou, pour la différence,

diedz bl BV
r dv

'\IJ) o dt

Enfin, par les faces correspondant aux ordonnées s, 5 4 ds, il enire

o
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et sort l‘espectivement les quantités de chaleur

v
~adtrdd drf{—_ ,

oV YV,
- adirdydr (}T; + o ds‘) \
- dont la différence est
ic edirdy drdz (—:?7\ .

La quantité de chaleur retenue par Velément ou la somme des ex-

. C oy v . \
pressions (@), (b), (¢) a servi & élever de —z di sa température ou a

T . dv
. [ I L
produire Veffet calorifique Brdddsdr - dt.
" En établissant I'égalité et se veportant i la convention (4), on
trouve

(1) Part T oar T

——

o R d¥ NiiaY 1 APV ” (j\
T e ot

"

- . A . .
En strpposant dans cette équation u =0 oo obtiendra celle ¢jui se

l'apporte au mouvement uniforme.

7. Eguazion du mouvement de la chaleur en coordonnées spherigues.
— Soient

rla distance d’un point m quelconque du corps i V'origine O;
¢ sa colatitude ou I'angle mOz; _
¢ sa longitude ou angle formé par le plan mOs avec ie plan sOx.

Nous déterminerons un élément de volume par les intersections de :
1* deux sphéres ayant O pour centre, et r, r -+ dr pour rayons; 2° deux
cones de révolution autour de Oz, dont les demi-ouvertures sont
6,6+ dj; 3° deux plans méridiens dont les longitudes sout ¢, ¢ + d¢.

Les quantités de chaleur qui entrent et sortent respectivement par
les eléments de surfaces sphériques de rayons » el » + dr sont respec-
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tivement

— aodtrsinG dyrdd (’Y = — adtsind dd df (

—afmeO(hpa’e( T w“,"d.e).

’ou, pour la différence,

2
(@) & a’{ db dddrsinGr -d;‘,;;

Les éléments situés sur les surfaces coniques déterminées par les
angles §, G -4- d6 donnent de méme

-- g dtrsing dgdrd‘ — adedydrsing ff-‘:,
— adtdbdr (sin G (;“, -+ fﬂ sing (ﬂ n"‘)
d’ou, pour la différence,
(b) e ded drdf 5 sinf Ly

Enfin les faces situées dans le méridien dont les longiludes sont
&, ¢ -+ d§, donnent

ay ddr dV

—adtrdidri——— 80 r/.a - sindl ?L ’
o dr (ZV 2V
- ¢ stnf) ‘d- el f"”
d’oni, pour la différence,
o0 dr of? \
(e) adi-gy db

Fa somme des expressions {a), (b), (¢) devant étre ¢gale &

B dtrsing dy dr rdﬁ d!
il vient

ks Ig I !
«€ qmﬁd\ SRR G ﬂsm&

. ad\Vy
(12)  sin6rL - msin0Th - gs T ja
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Si nous posons p. == cosfd, cette équalion se met sous la forme sui-
vante :
ey d 1A% Py R AN

(13) P A L U b sl Bl i

w

Telle est I'équation qui a servi de point de départ a Laplace dans ses
recherches sur la chaleur centrale du globe, et dont Poisson a fait |
usage plus tard dans sa Théorie de la chaleur.

Dans le cas o1t le mouvement de la chaleur est uniforme, on a sim-
plement

o, ey ol ey AN i Yy
e . ] = T e —_ — - -
(I‘% ) ! drt 7 e . - )'rf;:. E [TERTE 0.
§ 1. — Mouvement de la chaleur dans un solide dont les dimensions sont

trés petites el dans un solide indéfint dans lequel la direction du mou-
vement de la chaleur est constante.

8. Equation du mouvement de la chaleur dans le solide. — Nous sup-
poserons que le solide est limité par une surface canal, que la section
générairice w du volume est assez petite pour que, dans son étendue,
la températre puisse étre considérée comme constante, enfin que la
section w et son périmétre ¢ ont un centre de gravité commun. Nous
désignerons sous le nom de directrice le lien des centres de gravité,
qui, avee o, définit Ia forme du solide,

I.es théorémes de Guldin, généralisés par Sturm, seront implicitement
invoqués dans ce qjui suit.

Soit 2 la longueur d'un arc quelconque de la directrice mesurée i
partir d'une origine déterminée A,.

La différence entre les quantités de chaleur recue et rejetée par les
deux sections normales correspondant i @ et & -+ dx est

a2y

- dx )::r.cwd dx di,

(et — o dt s + am di (d‘ +

et represente la quantité de chaleur qui veste dans I'élément de vo-
lume » dx.
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Le milieu ambiant en absorbe la partic

) sdchV dt.

: dV
] T autre a pour effet d augmenter de —{—{\r- de la température dua vo-

lume w dx, et a, par suite, pour expression

(e} fia dx(i,v dt.

[

Si I'on pose

({n a... ) ‘.'(tu‘

sh

et si I'on exprime que I'expression (@) est égale i la somme des expres-
sions (b) et (¢), on trouve, en se rappelant la signification de K2,

(l) A 1Ay
_ det 7 at + e ot

On reconnaitra facilement que ceite équation s’applique i un prisme
oun eylindre d’une section quelconque, sans restriction relativement
aux positions respectives des centres de gravité de la section et de son
périmetre.

9. Mouvement uniforme de la chaleur. — Supposons que la section
correspondant i l'origine A, de x soit maintenue i une température
constante V,, sous I'action d’une source de chaleur ayant cette tempe-
rature; qu'une autre section w, en un point A, donl la position est dé-
finie par £ = &, soit mainlenue a une température constante V, sous
Vaction d'une seconde source de chaleur, et ainsi de suite. Au bout

d’un temps plus ou moins long, les températures deviendront sensi-
. . d¥ .
blement stationnaires, et nous pourrons supposer 7 =0 L’équa-

tion (1) se réduit alors 4 la suivante,

dtV ¥

(2) B
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qui a pour intégrale

x

(3) 'V=Mé"- Ne¢ *,

en désignant par M et N deux constantes arbitraires.

L’équation (3) fera connaitre la température dans une section située
entre A, et A,, correspondant 4 x, en déterminant les constantes au
moven des conditions

V,=M+N, V,=Me -+ Ne “.

Entre A, et A,, on peut supposer que & a pour origine le premier de
ces points, et nous aurons de méme

V,=M +N, V,=Me"+Ne ",
et ainsi de suite,

Supposons, en particulier, que le solide ne soit soumis gu’a I'action
de la source de la chaleur & la température V, disposée a I'une de ses
extrémités, et que I'autre extrémité rayonne dans le milien ambiant.
Désignons par { la longueur totale de la directrice. Nous aurons

d’abord

(6} . -"rn - WI -+ l\r,

puis la condition .
d‘.’ ) \l

—_ - == {) e
e ale pour n =/,

d’ou U'on tire, en se reportant i 'équation (3),
b 1 1 "i. i 1
(f) nle"(a-'r'”)— Ne ”(t_?_;;): 0.

Des équations (¢) et (/) on déduit
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On voit que, si la longueur { est trés grande, oun a sensiblement

M o, N=\V,
et

Voo V,e ",

formule dont les conséquences sont trop connues pour que nous pen-
sions devoir nous y arréter.

A0. Mouvement varié de la chaleur dans le solide lorsque sa directrice’
est fermée dans les dewr sens ou qu'elle est infinte. — Nous faisons cette
restriction que la directrice est fermée ou infinie pour ne pas avoir
égard aux conditions relatives aux extrémités, qui compligueraient
considérablement la solution du prolléme que nous avons a résoudre.

Supposons que le solide, apreés avoir été échauffé d'une maniére iné-
gale dans ses différentes parties, soit ensuite placé dans un milieu 4 la
température zéro, et proposons-nous de détermiver la loi suivant la-
quelle décroit la température 4 mesure que le temps augmente.

En égalant a zéro le second membre de I'équation (1), on a

A L
de T @

d’on, en désignant par U une constante arbitraire,

h

L) IS TP

' $i nous considérons maintenant U comme une fonction de x et de ¢,
et si nous substituons cette expression dans D'équation précitée,
nous trouvons

el
R T

—
-t
—

Désignons par p un nembre quelconque, par ¢ une constante arbi-
traire, par T une fonction de ¢ seul, et posons

U= Teospioe — a).
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66 THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR.

En substituant cette expression dans I'équation (3), on trouve

dT 3
o= K*p*T,

d’ou, en appelant A une constante arbitraire,
:11 - Ae_l\'!‘"eg
L’équation () sera ainsi satisfaite par
{6) U= Ae " cosp(x — «).

Supposons maintenant que, A et « conservant les mémes valeurs, on
s A . * L] - - * * " - ‘l . *r -
fasse croitre p de quantités infiniment petites égales a dp ; I'équation (5)
sera encore satisfaite par

AP cosp(x — u) dp.

La somme de toutes les expressions semblables entre deux limites
quelconques de p vérifiera encore cette équation ; mais nous prendrons
ici pour limites — % et o ; nous auroens ainsi la solution

(7} U= Afm e Pt cosplew — a)dp,

qui est plus générale que la solution (6). Cette expression peut se
mettre sous la forme suivante

T — ¥

(8) U AS Ly,

{1) Avant de monirer comment on arvive & celte intégrale, considérons d’abord
la suivante :

al - [‘e Vetdp,

o

dans laquelle y désigne une constanie. 11 est évident que Fon a

| L { e dp,

bl ]

Soit £ une constante arbitraire, yp = 4z, z élanl une variable auxiliaira sub-
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TNEORE ANALYFIQUE DE LA CHALEUR, 67

Supposons que I'on fasse varier o d'une maniére continue, et po-
sons
A ::f(ac) e,

en désignant par fune fonction arbitraive. .a formule {8) devient

_ ) S
U= —-ﬁ-e W de,

La somme de tous les termes semblables compris entre les limites

stituée & p; il vient
e

Tun

Muluplions cetle équation par 2¢~7' 4 el intégrons ensuile par rapport a £,
enlre les limites &£ = 0, & =0 ; nous aurons

2P f el f f o=kt g5 dfe
L3 B .{vn o

ou

O Gt 5 =

T Vo EYE N ,!-.p-
d'od

= \’E )
2y
cl
v =

() / e Crdpm VE

— ;
Revenons maintenant i ’équation (7) et posons
=K a—=2—ay,
y, ¢lant une variable auxiliaire substituée & 2. 11 vient, abstvaclion faite da fac-

leur A,

U— e U cosapy dp,
T )
dll 1 *
—_ o — a=g3 Pt oy - LN
@y T:_[,,L sinapy d{yp)?,
ou, en inlégrant par parlies,
dlL 2yl
dy w2

I
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63 THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR.

o= — % eta = o sera encore une solution de’l'équation {5), d’on
= _ [x—a®

(9) U= f L) T gy,

! L \’t -

On peut mettre celte expression sous une autre forme, en posant
r—z
QK\’E =—b

f étant une variable que 'on substitue & «. 11 vient alors

(10) U=2Kfuf(x-l—zliﬁ[3)e‘3,dﬁ.

En portant cette valeur dans 1'équation (4), aprés y avoir rem-
placé 3 par «, on trouve

{11} V= 21{.*:‘1':':"[‘.'= fle+ 2K ia) e du.

Soit F(2) la fonction donnée de x qui représente la loi de la répar-
tition de la température initiale, oun la valeur de V pour t=o0. Ona

Fla)=2K/(w) [ da=2Kf(w)r,

on déduit de 14, en appelant Uy la valeur U correspondant & y — o,

U= er..?!.
Or
U= f e~ dp = \f_—f—
Done, o
U= 6 e-%h
Y

En subslituant & y el v leurs valeurs en fonction de y et de K¢, on relombe sur
Ia formule (8) du texte.
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.

d’on
_ Fin
S#)= ahy=
et I'équation (11} devient
(12) v==¢ Z f F(x +2Kyia)e¥da (')

Telle est la solution compléte du probléme.
Dans le cas ou tous les points du solide se seraient trouvés primiti-
vement a la méme température V,, on aurait

_ Fla)=V,;
par suite,
Kt
V=V ',

11. Mouvement de la chaleur dans un solide indéfint en tous sens,
lorsque la direction de ce mouvement est constante. — Considérons dans
le solide des plans paralléles infiniment rapprochés les uns des autres,
et supposons que la température initiale soit uniforme dans chaque
plan, tout en pouvant varier d'un plan & un auntre. Il est évident que,
au bout d’un temps quelconque, la température resteraencore uniforme
dans chaque plan. On est ainsi ramené i considérer une droite indé-
finie Ay normale aux plans, et dont la température initiale serait repré-
sentée par F(x}; comme il n'y a pas d’échange de chaleur latérale, on
devra supposer 1 =0 ou a®*= o, en se reportant & la valeur (a) du
n°8.

En faisant cette supposition dans I'équation (12) du numeéro précé-
dent, on a, pour exprimer que la loi du mouvement varie dans Ic
solide, .

E

V=— F(.x+nl{\,’20:)e‘°" du.

(*) Ceutte formule est due a Laplace.
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70 THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEULR.

§ . — Mouvement varié de la chaleur dans une sphére.

12. Considérons une sphére homogene, dont le rayon est a, dans
laquelle, & une certnine époque prise pour origine du temps, les
couches sphériques élémentaires qui la constituent avaient chacune une
température constante, mais pouvant varier de I'une 4 'autre couche,
le solide ayant é1é placé dans un milien & o°. Au bout d’un temps
quelconque, la température sera encore constante dans toute 'étendue
d'une couche,

En nous reportant & équation (12) du n° 7 et supposant nulles les
dérivées partielles relatives & et ¢, on a

) eV rdy,
(v P NPT

En posant
(2) rV=20,
celte derniére équation se réduit a la snivante,

3 dl 1 dU
(3) drr T K: dt

La condition relalive  la surface est (n® 4)

av v
) —— 4+ — =0 pour r=a.
dr T n

En remarquant que V, par suite, U doit décroitre indéfimment quand
¢ augmente, on est conduit & poser

Ik
mc—i

U=ue *“,

en désignant par 2z un nombre quelconque et par # une fonction der.
Si 'on substilue cette expression dans I'équation (3), on trouve

i m*u
drt T at "’
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d’ou, en désignant par A et B deux constantes arbitraives,

. r I
# —Asinm- -+ Bcosm--
3 [«

. . . u .U .
Mais on doit avoir B = o, car antrement ~» par suite — =V seraient

infinis pour r= 0. Nous poserons donc simplement
. ¥
w=Asinm-.
£

Les équations (3) ot {2) sont donc respectivement satisfaites par

Kkt
—mEioar r
U=Ae “sm_,

‘KT
— m‘l-:- t

= _ e M R r
(5) V=A —sinm_ -

En ‘portant cette derniére expression dans la condition (4), on
trouve

(6) tangm = .

Cette équation en m a une infinité de racines égales et de signes
contraires ; mais, en changeant m en —m, A en — A dans’équation (6},
on obtiendrait le méme résultat. Il nous suffit donc de considérer les
racines positives m,, m,, ... censées rangées par ordre de grandeurs a
partir de la plus petite.

En désignant par A, la constante arbitraire qui correspond i la ra-
cine m;, nous satisferons en méme temps a 'équation (1) et la con-
dition (4}, en posant

=Rt

- . 1 - L
(f) = }-‘2.&‘-8 SINmn; o

Soit I'(r) la fonction donnée qui représente la température initiale
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72 THEORJE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR,
de la couche élémentaire de rayonr ou la valeur de V pour £ = o; nous
’

aurons, pour déterminer les coefficients A, l’équation

(8} l'(r ZA sinzm; -

S1 nous posons
5(r) = rE(r)

cette équation revient a la suivante

. r
(9) ?(FJ:EAESInme'
Soit m; un terme quelconque de la série des m;; multipliant 'équa-
tion (g} par sinmfgdr, et intégrant entre les limites »—= o, 7 =a, on

trouve
a® : r - @ »” ”
[ g(r) smmj-drng,-f singm;~sinm; - dr
Jy a A @ I
—i\f——-(m-sinm-cosm»—m inm; cosm;)
(mimi)y "4 g ! e ! 7

Or, de l'équation {6) on déduit

langm; _ langm;
"y "y

d’otr
m; SINm; COSMm; — M, SINM; COSM; = 0.

11 suitde 1a que, si ; différe de i, le coefficient de A, sera nul, et que
le seul coefficient qui peut avoir une valeur déterminée doit corres-
pondre & j =i; dans ce cas on a

al |
([ _ ——qmzm)

fcp‘(r)smm‘ dr=—=A; f sin’m; — dr—— vty

d’ou, en remplacant ¢(r) par rF(7),

o

. r
rF(r)sinm; E"dr

2lw

(10) A=

sinm e

Hi;
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I’équation {7) donne ainsi, pour la solution compléte du probléme,

s

. . ) r
sin ;n‘-i [ f‘l‘(!') SI]]?}!(Ed!' LR

(x1) V= 32 a Jo S

s r T .
1 — — sinamy
amy;

i

An bout d’un temps sufisamment grand, cette série se réduira sen-
siblement & son premier terme, qui correspond i la plus petite m, des
valeurs des m;.

13. Hypothese d’une tempeérature initiale uniforme dans U'intérieur de
la sphére. — Supposons que la sphére, avanl d’étre exposée au refroi-
dissement, ait été placée assez longtemps dans un milieu dont la tem-
pérature V, est constante pour que tous ses €léments atent pris trés
sensiblement cette température ; nous aurons

F(r)=V,,

et I'équation (r1) donne, en effectnant Vintégration,

. r
n - it
sy " m"..'-‘. .

F— mycotmy; a -
V=2V, - e '
my cosécm;— cosm; T

Si I'on remarque que I'équation (6) donne
1
m;cotm, =1 — w?

Pexpression précédente se met sous cette forme plus simple,

.

F 3

a e—-mfmn sin m;—

(12) V=2-YV, — .
n mgcoséemy—cosm;
;-
a

Nous allons maintenant étudier deux cas extrémes, en désignant do-
rénavant par V; la partie de V qui correspond a m;.
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74 THEORIE ANALVTIQUE DE LA CHALEUR,

3 - y 3 {7 — ({
1° Le rayon de la sphere est trés petil. Supposons que le rapport ;

soit assez petit pour que I'on puisse négliger ses puissances supérieures
a la premiére. L'équation (6) devient

(6%) . tangm =m (1 -+ E),

- L * a .
et Y'on voit que sa premiére racine m, est de I'ordre de —- Si donc on

remarque que 'on a, aux termes du cinquiéme ordre prés,

2
tangm; = m, (1 -+ 1’;—’),
I'équation (6') donne

3a
m,="—-
i3

Nousavons donc aussi, pour le dénominateur du terme delasérie (12)
qui correspond 4V,

ny 2 2 2n
- — Cosny= MM, = —3
sinn, 3 n
de plus,
sinm, L
‘a 1 omirt . rt
el - 6 o 2 an
ta
On a donc
(r3) V.=Vl ——]e .
aan

Les racines m; & partir de 7, deviennent de plus en plus grandes,

I . ' . 14 ] T s
et I'équation {6’) donne notamment, en négllgeant - devant I'unité,
m, = 4#,59483.

vV, V .. . .
Les rapports V?’ ~V—", -+» diminuent donc trés rapidement quand ¢
| 1
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croit, et deviendront négligeables au bout d'un cerlain temps; la
valeur (13) de V, pourra alors étre considérée comme représentant la
température V.

2° Le rayon de la sphére est trés grand. — Supposons que le rayon a

soit assez grand pour que 'unité soit négligeable devant le rapport ;{ .
L’équation (G) se réduit alors & la suivante

(6") tangm = —m -

. 19 . 90 . it . .
Si Von néglige les puissances de - des ordres supérieurs au premier,

cette équation donne,

. 113
m;, =1 (1 — —-) .
[

En partant de Ja, on formera facilement les expressions de V,,

. Y, V . . .
V., ...; mais, comme les rapports \—,', v‘, .«» décroissent rapidement
3 3

quand ¢ augmente, V se réduira bienlét a son premier terme, ou
sensiblement du moins, c’est-a-dire &

- @
V=2V,e * -

§ IV. — Mouvement varié de.la chaleur dans un cylindre circulaire

indéfint,

14. Nous supposerons que la température initiale est constante dans
chacune des couches ‘cylindriques élémentaires ¢ni constituent le
solide, quoique cette température puisse varier d'une couche i une
autre. Dans ces conditions il est clair que, & un instant quelconque,
la température sera également uniforme dans chacune des couches.
Nous désignerons par a le rayon du cylindre.

12
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En supposant que V soit indépendant de 3 et de ¢, I’équation (11)
du n° 6 devient
daxv 14V _ 1 d¥
(1) daT Y i TRE@
et I'on a, pour la condition relative a la surface,
dy v

{2) 4 T3 =0 pour r=a.
Posons
(3) V= Ue™,

U étant une fonction de r seulement, et m un nombre quelconque,
essentiellement positif attendu que la température diminue quand le
temps augmente. En substituant cette expression dans Péquation (1),
on obtient, pour déterminer U, I'équation différentielle

d*C 1 dU 40U

4 —_— e - — =
(") dr? rdr T e T
en 'IJOSilllt

mo 4

h: o’

ce qui donne i la valeur (3) la forme

(3" Ve=Uc¢ *"

L’équation (4) est satisfaite par la série (')
(__ !); LAY
=1 Z o2 53 2 ( 2 6) '

s, . .
(") Posous, en effet, »r — 0 I'équation (4) devient
'.’.\-’

n
fe £
h

2
() %—__l—_,J—:—éf—lE-l—U::o.
Soit
U— sf\j..j
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Ea valeur (5), multipliée par une constante arbitraire, ne représente
que 'une des deux intégrales pacticuliéres dont Ia somme doit donner
la solution compléte de équation (4). Mais la premiére de ces deux
intégrales est la seule que nous avons & considérer dans la question
que nous avons & résoudre, parce que la seconde, devenant imfinie pour
r= o, est inadmissible (*).

15. Les valeurs que I'on doit attribuer 4 8 ne sont pas arbitraires, car

une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de z 4 partiv de j = o, En
substiluant celle série dans (@) et égalant 4 zéro le coelficient de /-2, on lrouve
A—— if:.?.
Aj=—%
Il faut done que la série commence par A,, que les nombres ; soient pairs,

Solept f =27 On a
Apre
atg?

Ayy=—

et de méme

d’oti

et enfin
. xa (—1)* Y,
Usm A 14+ Y —————— (= .
o Latldd L it 2
1

r . -
En prenant A,-—1, et vemplacant s par 2 f_;v’ﬁ’ on obtient Ja formule (3) du
texie.
() Pour déterminer cetle seconde intégrale, posons
(H . U=+xU,,

U, veprésentant Ja solution (5) et « une fonction de ».
En substituant I'expression (&) dans I'équation {4}, on Lrouve

d*u 2 dU, 1\ du o
dri T Uy dr Cr)ar T
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_ik,
elles doivent étre choisies de maniére que Ue @ ou simplement U,
satisfasse 4la condition (2}, Enremplacant, dans cette condition, V par
I'expression (5), on trouve

(*—l)faﬂ" (—l)
(6) a Troatli ;:[I+21 22, 6]
Si nous posons

{— 1) ;
(7) 1+21 L 6= /(6),
cette équation prend la forme suivante

(8) L 16) - 97(8)=o.

De I'équation (7), ou de

d’oit successivement, en désignant par B et A deux constantes arbitraires,

du_____B_
dr U3’

. dr
u:A-i—Bf-U—f—:

d’oit, pour 'intégrale générale de I'équation précitée,

U= AU, +BU, fw

Tous les éléments de l‘inlégrale du second membre de cetle équalion sont po-
sitifs, et comme le pi emier, correspondant & r=o, est infini, il s'ensuit que
cette intégrale elle-méme est infinie, de sorte que, dans le probléme que nous
avens & résoudre, il faut supposer B == o.

Comme nous le ferons voir en lemps voulu.
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on tire :
{ —
S(6)=—1 _,_Zg. d*l) ‘__m ‘
f16)= u——‘;";(“%f—
et

= 1hf
£18) +0/"(0) —-—n+§‘“ s

ou, en remplacant { — 1 par ¢,

= —
[O)+6/O) =1 = Y 5Tl
et enfin

d d

(9) 0% + 5 +f=o.
Telle est I'équation différentielle 4 laquelle satisfait la fonction /.

On en déduit successivement
GO 2y A
dw d? el
dif 3df 4
O + @ o =

...........................

=0,

et, en général,

dv-i-lf d7+1f
b=z + v+ 1) 5

-+

a = O

Il suit de 1 que, si une valeur de ¢ annule une dérivée quelconque
de f(9), les dérivées adjacentes prennent des signes contraires pour
cette valeur, d’ou résulte que les racines en nombre infini de I’équa-

tion
SO)=

sont toutes réelles. Elles sont de plus positives, car, d’aprés la forme
méme de la fonction f(§) définie par la formule (7}, tous les termes qui
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composent f(— §) sont de méme signe, et par conséquent cette der-
niére fonction ne peut pas s’annuler pour une valeur positive de § (').
On conciut de 12 que Péquation (8) a toutes ses racines réelles et
positives,
Soient maintenant

84 Bas ... O les racines de 'équation (8) censées rangées par ordre
de grandeur & partir de la plus petite;

Uy, V, les valeurs de U, V correspondant i § = 6,, la premiére étant
donnée par I'équation (6');

A, une constante arbitraire.

(*) On faitici Papplication d'un Lhéoréme que Fourier cousidére comme ayant
¢té démontré depuis longtemps, mais il ne I'a pas mentionné dans son Analyse
des équations algébriques, publide aprés sa mort, en 1830, par les soins de Navier,
ek je n'en ai trouvé de trace nulle parl. 1l est facile, d’ailleurs, de combler cette
lacune ainsi qu'il suit.

Seient X une fonction entiére du degré m, X, X,, ..., X,, ses dérivées succes-
sives, Supposons gue la fonetion X jonisse de cette propriété que si une valeur
réelle de 2 annule I'me quelconque X, de ses dérivées, celle valeur rende X,
et X, de signes contraives; I’équation X — o a toules ses racines réelles.

La méthode adoptée par Sturm dans la démonstration de son Lhéoréme s’ap-
pligue évidemment ici, en substituanl, & la suite de ses fonelions, la suivante

X) XI) Xf! BN ] Xm.'

Or, Ia suite des premiers termes de ces dernidres fonclions ne présenlant que
des permanences, il s'ensuit que toules les racines de X —o sont réelles. Le
théoréme a-lieu quel que soil m, et par conséquent quand m est infini.

I1 est évident, d’aprés ce qui précede, que X;— o a toutes ses racines réelles.

On sait que, entre deux racines réelles conséculives de X — o, il yen aan
moins une de X;=o, et il est évidenl que dans Je cas considéré il ne peut y en
avoir qu'une seule. Si done Loutes les racines de X = o sonl de méme signe,
celles de X, = o porteront ce signe.

En désignant par A une constante, considérons I'équalion

{a) AX +4-zX =o.

Solent &', 2" deux racines consécutives de X, —o. Powrz=zr' etz =a", X
changera de signe, et il en sera par suite de méme du premier membre de 'équa-
tion {a). I¥oi 1l sunit que cetie équalion aura une racine, mais unique, comprise
entre ' el 2", el que, par suite, toules ses racines sont réelles. On voil aussi que
si les racines de X — o sont toutes positives ou négatives, il en sera de méme de
celles de équation (a).
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Nous avons, comme solution particuliére du probléme au point ou
il estarrivé,

1
(10) V,=A,U,e
et, comme solution plus générale,

Ul'.‘

(11) Vs Eau

16. Si F(r) représente la température initiale de la couche élémen-
taire de rayon rou la valeur de V pour ¢ == 0, on aura, pour déter-
miner les A,, V'équation

(12) szzmm
v=1

En désignant par ¢ une fonction de r, on déduit de 1

(13) ‘/oml'“.(r)a dr = SA-.,I“U\,GC{I'.

Supposons que la fonction ¢ soit choisie de telle maniére que toutes

les intégrales du second membre de I'éguation {13) soient nulles, &
e q ’
exception de celle qui se rapporte & il nous restera unc égalite

I ption d lle q pporte & U, il rest égalit,
qui nous permettra de déterminer A,. Le tout se réduit donc 4 trouver
la forme de la fonction .

De I'équation (4 ), mise sous la forme

40 2l 1 (IU
£ — :‘_,_‘,' — R
(4 ) @t P Tder U b A
on déduit

0, A U “a dU,
— 5= . — - =" J
| “2[ U,cd —jo it —|—£ T dr.

Mais, en intégrant par parties, on trouve

[oGrdr=c — [Gav=cQl —UL + [U5d
[ so fud o
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I’équation précédente devient ainsi

b, " “y[dis _d (o du, ds 3)a
—&?I U,aa‘r:f U,[E}-—a(}-)]dr—k(a?—Uva}—I—U,,r 0,

d'on

" dle d [a 4,0 _ {44, ds E)“'
[ ol () &= (G - vg O,
Si ¢ satisfait & I'équation
ofis o fa 40
(14) e ‘d;-_(?)*—az‘*"’
la précédente se réduit a

4 " du, de a\*
(15) E(Gp-—&,)‘[o‘ U,c dr—= (G-a? - Uz +Uv;)n‘

Or, en posant
G = 8§r,

Véquation (14) se réduit 4 la suivante

d?s 1 ds ae,‘é__
dr Trar T e T

On .voit done, en se reportant 4 I'équation (4’), que l'on peut
prendre

s=1U,
et, par suite,

(16) ¢ =1U,

. . U ;
Si Pon remarque, d'aprés la valeur {5), que %E est nul avec r, I'é-
- quation (15) se réduit 4 la suivante
.

a 1 dU, dU,\ =
(17) j U"Gdrz_:fM(U“}F‘ “'?t?)'
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Mais, d’aprés Péquation (2), on a, pour r = a,

1 dU, 0 db,

U, dr — I_: ol

Joir il suit que cette intégrale est nulle lopsque p. ost différent de v;
mais, lorsquiil ¥ a égalité, la valeur de I'intégrale est celle de ludérivie
di second membre de I'équation {17} par rapport i &, dans Iaqllf’"b

an o faitensnite r=a, 0, =0,. Si 'on remarque, d"apres Uéquation {5,
yue Uest de la forme

08) U=q,("70

.

on reconnait saus peine que la valeur cherchée st

(e, fl ¢dr— —(-p G— o9 — "y,

i

-2

en représentant ¢{6,) simplement par 5 ; mais les équations (2 el h)
donuent, en remplagant U par U'expression (18],

' a

= _,
apel,

f i ¥ ——
Y@ -f—? =0,

En éliminant dans la formule (19) o’ efo” awmoyen de ces équabions,
o trouve

{20 fU,adr——-(—E'Tl-l— }9?

+'a
En nous reportant i V'équation (14}, on voit que Foun a

4t

Fie)ri,de
2 e
v == 1

' e Ut
(l"'— 11120) 7 if

en représentant par U, 1a valear de U, poura == &, ¢ est-hedive 9 (9]
Le probiéme se trouve ainsi résoln.

13
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Sile temps écoulé est suffisumment grand, la série (11} se réduira
trés sensiblement a son premier terme, qui correspond a la plus petite
valeur 4, des 9,.

§ V. — Moucement uniforme de la chaleur dans un prisme carre
endéfini dans un sens.
17. Solent

0 le centre de la base du prisme;

Oz Taxe de figure;

Oz, Oy les paralléles en O aux cOtés de Ia bases
2a la longueur de ces cotés.

Nous supposcrons que la base du prisme est maintenue & une tem-
pérature constante que, pour plus de simplicité, nous prendrons égale
a T'unité, et que la tempévature intérieure est devenuc stationnaire.

Nous avons a considérer I’équation aux différentielles partielles

' Y &V @V

1 B ALl T Gl A

Wt rrciny oy? dat =

avec les conditivus

{2} iﬁ+l=0 pour x==*a,
dr b
dV ¥ .

o &= — —_ = W —_—
(2) e T o pour y=ta.

En raison de la symétrie, la fonction V doit conserver [a meéme
valeur quand on change les signes de a et y, et, de plus, elle doit
devenir nulle pour 5 == .

En désignant par p, ¢, 7 des nombres positifs quelconques, ot par A
une constante arbitraire, on satisfera a ces conditions en po’sanl

V= Ae " cospxcosqy.

En substitnant cette expression dans Uéquation (1), on trouve
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qu’elle la vérifie, & la condition que
FER:
r=a\p+q:.

Nous avons ainsi jusqu’a preésent

03 V= AeVr*7 cos PxCosqgy.
Si 'on exprime que cette fonction satisfait aux conditions vayetiat,
on trouve pour résultats

palangpa = &
\] ¢ m”a”,,’

—
——

[
" gatangga = -

Ces deux équations, en pa et ga, rentrent I'une dans I'autre et ont
une infinité de racines positives

Supposons que ces racines soient rangées par ordre de grandeur en
commencant par la plus peiile; soient m,, m., ... les quotients de ces
racines par a, ou les valeurs qu’il convient d’attribuer & p et a q; A,

; deux constantes arbitraires caractérisées par leurs indices.

I’expression

V=AA /g—z\/,,,:+/"f COS T COSTIY

satisfera & I'équation (1) et aux conditions {2); mais on aura une solu-
tion plus générale en faisant Ja somme des expressions semblables ol)-
tenues en donnant & 7 et/ toutes les valeurs entiéres possibles depuis
I'unité jusqu’a Uinfini.

Nous prendons donc

( jA g=amim? cosm,x + A,e” ~aVmiem} S cosma .. LA, cosm,y,
,.i 3 / . !
; + LA e cosm, & 4 Aye VI cosmy x| A, cosm,y,
-+ e

Mais on doit avoir V=1 pour z = o, quelles que soient les valeurs
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de relyentre — « el @, ou
1= (A cosm,x -+ A, cosmr -+ Aycosmyr + L)

\

Ay cosm v - Ay cosmay + L)

Il est évident que cette condition sera satisfaite si Von délermine les
coefficients A, de maniére que Pon ait, quel que soit & entre o ¢t a,

6 A,cosm,x + A, cosm,a + ... = 1.

N

Multiplions cette équation par cosmyxde, et intégrons cutre les
limites o et a. Le coefficient de A, ou

e i 2 SN A COSM ot — I COS DL STV, o
cosmx cosm;x dx = ,

mi— m

sera nul si 7 est différent de i3 c’est ce qui résulte de I'une ou Vautre
a nul si J est différent de z; ¢

des équations (1) qui donnent

m; tangma = my; langm, a,
d’on
m;sinm;a cosina — m;ecosm;a sinmja = 0,

Si nous supposons j = ¢, il ne restera dans I'équation (6), muluplice
par cosm,x et intégrée-entre x = o et x = a, que le lerme en A, dont
le coefficient sera

sinom;a )
_— ki

1
f cos*mxdr = ~ (a

T e

My

et 'on obtiendra de cette maniére

fsinm;a
YT aam; -+ sinama

~1

Le probléme est ainsi complétement resolu.
Avant d’aller plus loin, ncus ferons remarquer que la formule G
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conduit, d’aprés notre analyse, a la relation snivante

¢ sinmgaeosmga
T =~ - v
A

DO = SN

qui a lieu pour toutes valeurs de  comprises entre o ¢t @, et par suite
entre o et — «a.
18. Nous allons mzintenant ¢tudier deux cas particuliers.
10 L'épaisseur du prisme est trés petite. — Ln posant « = pa ou ga.
les équations (1) se réduisent i la suivante
. Iz
(5) utangu = —-
e 1"
4o « (24 . . . . .
Si la fraction W est tres pelite, celte oqn:itxon aura une racme u,
¢galement tees petite, dont Ia valeur approximative est
/u
i, = \/ —
A
Les autres racines s’obtiendront par approximation en supposant
a = o dans I'équation (8), et seront

U, =m, Uy==27, U,=3I", ...,

de sorte que nous aurons

)
27 a7

1 w a7
m,:\/w, Mmy=— s my= —, m,=_—,
(2423 = L a 22
1l résulte de la que m, est beancoup plus grand que m,, m,. ..., de
sorte que l'on peut se borner a considérer le premier terme de la

.. . e . .1 Y e
série (6), c’est-a-dire celui qui dépend de =271,

Son cocfficient
Jsiny
ay - siniy

A=

en raison de la petitesse de «,, est sensiblement égal & l'unité, de sorte
que I'on a sensiblement .
= . /Z /‘f;[, —
V=g Vi C()SV - cos\/g .
n vV v
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0 N . 1 . . 43 .
2° L'épuisseur du prisme est trés grande. — Si le rapport — est trés

grand, I'équation (8) donne, & trés peu prés,

= 3 =
lt.—g) iy, = 577, llﬂ"-;‘?"'-
4 \
d’ou
T I . 5%
my =— mMm,=-—> IMy=— —>
2a 2 2a 2a

La valeur de V, qui résulte de ces données, offre trop peu d'intérét
pour que nous croyions devoir I'écrire,

§ VI. — Mouvement varié¢ de la chaleur dans un cube.

19. Considérons un cube dont la température intérieure est uni-
forme et que I'on introduit ensuite dans un milieu dont la température
est zéro. Proposons-nous de déterminer la loi de la décroissance de
la température aux différents points du solide en fonction du temps
écoulé.

Soient

2a le coté du cube;

O son centre;

Ox, Oy, Oz les paralléeles menées par ce point dux trois couples
d’'arétes du cube.

Pour plus de simplicité, nous supposerons que la température ini-
tiale est égale & I'unité.
La loi cherchée se déduira de I'équation aux dérivées partielles

) 2V v A2V 1 dvV
s dz? W ds* — KEde’

en y joignant les conditions

LAY AY
i(——l——:o pour x ==Luaq,

de n

dV \Y

i o — = = =

2) dy +ta=0 ? Y a
iﬂ—i—!:O » 5 —= = d.

ds n
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Drapres le raisonnement fait au commencement du par:lgmplu-
précédent et d’autres considérations développées auparavant, nous
sommes conduit i supposer quune solution particuliere de la ques-
tion est de la forme

V = A cospa cosgy cosrs,

L, p, q, r désignant des nombres, et A une constante arbitraire, Cetle
valeur satisfait a Péquation (1), a la condition que on ait

I=R*(p*+ ¢*+ 1),
et alors elle devient

( ))) V = \ e—li=41»f+qa+:-t>l (‘OS[).Z' COsq_l)’ COSrs.

Les conditions (2) se réduisent aux équations suivantes :

na tang pa = z
patangpa = -
’ 0 a
atanggaq — —
(l.) _ q g9 n’
a -
ra tangra = —»
n

qui sc raménent a la suivante :

—
-l
—

o tang “
e tangu = —
= Il’

en désignant par u l'un quelconque des produits pa, ga et ra.

Cette équation, a laquelle nous sommes déja wrrivé au paragraphe
précédent, admet une infinité de racines positives ue nous suppose-
rons rangées par ordre de grandeur a partir de la plus petite; soient
m,, my, my les quotients des racines par a; A;, A;, Ay trots constantes
arbitraives. Dans I'état actucl de la question, nous aurons pour solu-
tion particuliére

T K2t et}
U=A;A;A eI M COS I, X COS TR Y COSTIY S

Aje it cosmux . A je Mt cosmyy . Age” e cosmy s,
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Nous obtliendrons une solution plus genérale en faisant la somme
des expressions semblables pour toutes les valeurs entiéres et positives
de i, j, &, et nous obtiendrons ainsi

\ V=[A,e ¥ cosm,a + Aye ¥ cosmyx + ...

Gy -

+[A e ™ cosm, 5 + Aye M cosm, s + L]

™

[A \ e—rl{’lll‘f[ COS"ZI:), 4+ A._,e' Kznlét (\05"12)/ -+ ., ]’

Mais pour ¢= o0 on doitavoir V = 1, quels que solent x, y, 5 entre
les limites — @ el @. On satisfera 2 cette condition si, quel que soit
entre — a et a, ou simplcmcnt oeta, ona

A,cosmyx + A,cosm,x 4+ ... =1,
ce qui, d'aprés le paragraphe précédent, conduit & prendre

\ Asinm;a .
I _-—
! Detan - SR

I'équation (6) donnera, par suite, la solution compléte du probléme.

20. D'aprés cetle équation, on voit que V est le produit de trois
fonctions semblables qui ne dépendent respectivement que de z, y, =
ot du temps. I st d'ailleurs facile de vérifier qu'un pareil produit
peut satisfaire i I'¢quation (1).

Soient, en effet, X, Y, Z trois fonctions de ¢, mais qui ne renfer-
ment respectivement que , y, z, et posons

-~

V=XYZ

En portant cette expression dans 'équation (1), on trouve la sui-
vante

7z LD e S A
Y2 X Dxv e (v2 0N e zx O o xy 55)

(ll.li sera verifice en l)OS('lllt

v AN d?Y [ (_11 d_lﬁ__l‘dé
K: de i TORE AT dsr TR de

.
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On satisfera aux conditions relatives i la surface en posant

ZAN v

pubs +—-=0 pour xz==a,
o n
dyY \

4 e 4 — =0 » y=="a,
dy n ’
d7. \Y

:td_'+—:() » z==+q,

cl il est facile de veconnaitre, en se reportant au n' 2, que 'on re-
tombe sur la solution (6).

21. Sile temps écoulé est devenu suffisamment grand, V se réduira
sensiblement & son premier terme correspondant a i =j =/ =1, ¢t
I'on aura par suite

sintm, a

{ ) — —3gh: qu[
V7 (2am,+ sinz2nya)? )

COSM, T COSM, Y COSIN, 5¢

, L
22. TLa température moyenne, au bout du temps 7, a pour ex-
pression

o

2"1(&‘ / ” f,, L/_'(:lvllx(lyd:

- —

= 'v'w‘f X(lx[ lcl_y/ Z(l (I”.\’dx‘)u’

expression qu'il est facile de calculer et dont 1| nous parait inutile de
donner la valeur.

25. Lorsque a est trés petit, la plus petite racine de 'équation (5)

«@ ]
esl & trés peu prés égale a \/; et Uon a

L’expression (7) devient, eu égard a la petite valeur de m, «.

Jhe

V=1c “ cos —-cos -1 cos——

Vna Vnra na
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Au centre d’une face on a

3h* 3K

it a ! 1o
V=oc¢ an COS\/TI,:c an I————),

et, en se reportant a la formule (13) du n° 13, on reconnait que cette
température est la méme que la surface de la sphére inscrite.

24. Siles dimensions du cube sont irés grandes, on aura, & tres
peu pres,

= 3w b=
I :G’ 7)7-2:0—(‘1 7)23:'—)—51

et il sera facile de former 'expression de V.

§ VII. — Mouvement varié de la chaleur dans un solide indéfint
dans tous les sens.

3. Nous n’avons ici qu’a déterminer la forme de l'intégrale de 1'é-
quation ’ :

&V &V 4V 1 dv
(1)

da? dy? d=2 — 2 de’

qui satisfait & la condition -

V=F(x,y,z) pourt=o,

~

F(z, ¥, 5) étant une fonction donnée qui représente la température au
point (x, y,5).

Soient e, 3, 7 trois constantes arbitraires. Nons avons vu (n° 10) que
I’équation '

AN 1 odv
de? T Kde
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esl satisfaite par

et (n® 20) que 'équation (1) est satisfaile par le produit de trois fone-
tions semblables respectivement en x, y, z. Nous aurons donc la solu-
tion particuliére

ir—ao? iy -t 12—t
v e 4R o EREY e 4Ksl
— T Vi

Si f désigne une fonction arbitraire, nous obtiendrons une autre so-
lution particuliére en mulpipliantcette expression par f(«, 3, ) dadf dy,
et enfin une solution plus générale en intégrant, par rapport a «, £, .
entre les limites — » et oo . On trouve ainsi

3 fir—a ¥y — B4 — et

V:]Mmﬂ[:mfwd%ﬂﬁﬁquﬂc e

En posant

2] . -

T—.r — v—3
——=u, ==y, ==,

alky¢ alye alk /¢

u, ¢, w étant des variables que I'on substitue respectivement & «, 3, -,
1l vient

(3) V=81 / du / dy [ diwe "+ (2 - 2uK Vi y+20KyE, s+200K \ 0],

et nous devous avoir

=

F(z,y,5)=8K? [ du /1 dv / diw e "V Ly, 5,
ou

F(a, v,z)=8K"f(x,y, 5) /ﬂ e du / e dy [ " d

L o/ -

3
=8K*n* f{x,y, 5).
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En portant la valeur de la fonction f déduite de cetie équation dans
la formule (3), on obtient, pour la solution du probléme,

3 % £ » T , - - .- s Y .
1) ’\":rr-E/ { / ¥(r+20KyE, v+ 20K 7,5+ 200Ky2) ¢ v dude diw.

—x v —w —w
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DEVELOPPEMENTS

SUR QUELQUES QUESTIONS QU1 SE RATTACIIENT A LA TUEORIE ANALYTIQUE
DI LA CHALEUR.

§ L
INTEGRATION DE L'EQUATION DE BESSEL
(1) /1‘3)'+m dy tny=—o,
dut z dr Y =

DANS LAQUELLE Mm ET n_—SONT DEUX CONSTANTLS.

26. Cette équation est une généralisation de I’équation différentielle
a laquelle nous sommes arrivé en nous occupant du mouvement de la
chaleur dans un cylindre circulaire (n® 44) ou nous avions m =1.

27. Intégration au moyen des séries. — Cherchons a satisfaire a 1'é-
quation (1) au moyen d'une suite

(2)
de termes proportionnels a des puissances de z. Si I'on substitue cetle

expression dans I'équation ci-dessus et que l'on égale a zéro le coeffi-
cient du terme en x/-2, on trouve

(3) Ajjy+m—1)+ni;,_,=o.

11 résulte de li que le probléme a généralement deux solutions,
I'une qui consiste a exprimer A; au moyen de A; ,, A;_,, ..., ce qui
exige que les puissances de @ soient entiéres, paires et positives pour
que l'on puisse s'arréter a la puissance zéro. La seconde solution
s’obtiendra en opérant en sens inverse.

I° Supposons que j soit un nombre entier pair que nous désigne-
rons par 21, et, pour plus de simplicité, que l'on prenne AO_ '
I'équation (3) donne, en y faisant successivement j ==, j=4, ...,

13
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e

(m A1)

A,
o L8

T a(m+ 3’

-9

- I;(m-;—fi)’

J=2t, ...,

P

I

I

2;

f(m420—1)

2

1.2.3.. . (m41) (M4 3)(m+5)...(m+20—1)

d’ot

Aui=
Nous aurons ainsi, comme solution particuliére de I'équation (1),
la série paire
. ( N\
i=o — — .‘%""‘L
. 2

) =1+ E 1.2.3.. i(m+1)(m+3)...(m+2i—1)

N

(

2° Si nous posons

J:—m+f+21i,

A 72 \
‘ > FRe— 20—

.‘&, =
— -3+ t(— m—+i—+2 l,‘)

I'équation (3) donne

et successivement, en supposant i =1, i=2, ...,

n
- ;‘) -’\—/u—i-x

((—m+3)

"
) (_" _;) A—m-t—;

a(—m+3)

........... e s e e e ey

{on
(_ ") A-——-m—1+21

A—m+3 =

5

R R ‘(_ B I == 24
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(-5)

A wi =
et 123, i(— 43 (— it +). (= m-+-|—l-21)

el
~d

d’ou, en prenant A_,,_,_,,

I’équation /1) sera done encore satisfaite par la série

i —_— .ll) pe a2
2

(5 7 —— w—m-l—l o .
\ )) + |z..,.u—-m—{—)(~m+)) A= - 2r)

Si les deux sérics (4) et (3) étaient toujours admissibles, en faisant
leur somme aprés les avoir respectivement multipliées par deux con-
!
stantes arbitraires, on obtiendrait I'intégrale compléte de |'équation ().
Mais nous remarquerons : 1° que, pour m = 1, les deux séries sont
q
identiques et ne conduisent ainsi qu'a une intégrale particuliére; 2° que
la premiére est inadmissible quand m est un nombre négatif impair,
puisque l'un des dénominateurs deviendrait nul; 3° qu'il en est de
méme de la seconde quand m est un nombre positif pair. Mais, quoi
qu’il en soit, 'une des séries subsistera toujours, et si on la désigne
parY, et que I'on représente par A et B deux constantes arbitraires, I'in-
tégrale générale de l'équation (1) sera

dx ()

(G) /},—A‘\__'—BY[ nt}l

28. Expression de Uintégrale de 'équation au moyen d’intégrales
définies. — Soient § une variable quelconque et o une constante.
En développant en série, on obtient

O (— 1) cos®0
(7) Cos(acosﬁ]:[—f—z a3, e’
1

(') On arrive & ce résultat en posant y = UY, U étant une fonction inconnue
de a; en substituant, on obtient une équation du second ordre en U que l'on
peut intégrer.
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on a d'ailleurs, lorsque m est plus grand que zéro ('),

! =

[‘ cos? G sin™ G db

(8) - 1.3.3 i ; "
_ 8.3, (2i—8)(2i—1) e
"'(m-{—x)(m+3)...(m-}—zi—S)(m—{—u—l)j: sin™! ¢ do.

Si donc on multiplie I'équation (7) par sin”-'§df et que V'on in-
tégre entre o et %, on trouve

e

cos(a cosf)sin™'§ df .

LAWY
(- 1) sinm~18.d0
A : 2 y

3...1'(m+1)(m+3)...(m—|—2i—1),

-0

= smrgdo Y
id V-2
1

(') En désignant par A,; cette intégrale définie et intégrant par parties, on re-
connait facilement que I'on a

Foooodsind ai—1 [T )
A= [ cos*—10 = sin”+10 cos0%—2 ¢}
Jo m m

ai—1 [T, ) af—1
= [ sin”—1§{1— cos?0)cos 022l — {(Agie— Ay,
m m

o .

d’ol

2f—1
Ayim —————— A,
m-9i—
et de méme

2{—3
Apjo— ———— A,
M2 n - af— 3 0n
i
A= o,
m1

avece

,—\,,,:f“sin""-'odﬁ.
0

En multipliant ces ¢galités membre a membre, on arrive & la formule (8) du
texte.
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En posant « = xyn, il vient

s f cos (xy/n cos§) sin™' 9 df
0

(9)

{
(_'_' o
2

1.2.3...(un +‘1) (m—+3).. . (m—2i—1)

‘ — f"sin""'éde 1+

1 [

...l\/Js

Or le second facteur du second membre de cette formule n’est autre
chose que la série (4) que nous avons représentée par y,; en conti-

nuant & désigner par la méme lettre cette fonction multipliée par une
constante arbitraire, on voit que

(10) y,=A / "cos(x yncos6) sin™5 db
0

sera une intégrale particuliére de¥équation (1), a la condition que 'on
ait m > o. ’

Sil’on remarque quelasérie (5) se déduit delasérie (4), en changeant
dans cette derni¢re — m en m + 2, et multipliant le résultat par ',
on voit que I'on peut poser, en introduisant une constante arbitraire,

(11) v, = Bx'™ / cos (@ yn coss) sin+' 5 d6,
L)
a la condition que — m +2 > o.
~ Ainsi donc l'intégrale générale de I'équation (1) peutétre représentée
par
s y=A / cos(z yn cosG) sin~' 6 d9,
( . 2) e
) + Bax'—™ [ cos(x\/n cos§) sin=" ' 6 df,

| o

lorsque 'on aura
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Il n'y a pas lien de se préoccuper de ces deux limites; en effet,
pour m=o, 'équation (1) s’intégre immédiatement, et pour m = 2, en

posanty = =, cette équation se réduit a

d’on

V= A cos \/r—z.r -+ Bsin \/; a

Jd

Si I'on suppose m = 1, les deux intégrales de I'équation (12) devien-
nent identiques, et cette équation ne fait plus connaitre qu’une inté-
grale particuliére de I'équation (1). Pour obtenir I'intégrale générale
de cette derniére équation, désignons par 0m une quantité infiniment
petite ct posons m =1 + dm; nous aurons

sin~'§ =sin®"§ =1 -+ dm.log¥.
sin'~"§ = sin"2"§ — 1 — dm logh,

M= a =1 — dm.logx;
par suite,

y=(A+B) /wcos(.t Vncos6)ds

0

-+ om [ "cos(w Vitcos6) [A logsinG — B(logx -+~ logsin6 )] d6.

Si nous posons

AB=A, Adm=Wm,
il vient

y :A’f hcos(m Vr cosb) df

+f hcos(x yncost) di(B loga sin*G — A’ dm.logx sinG).

En supposant maintenant dm = o et supprimant les accents de A
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¢t B, on trouve

y=A / cos(xyrcoss)dj +B / cos(xyn cos5) loga sin*5 df
ey ~u

.

pour Uintégrale générale de I'équation

TARE v ody .
m"*f- T “+ ny =—=o.
§ 1.

EXPRESSION D'UNE PONCTION, ENTRE DES LIMITES DONNEES

DE LA VARIABLE, EN SERIE TRIGONOMET[UQUE.

29. Si u désigne un arc quelconque, on a la relation | '

) 1 sin{m -+ Y
(a) 5 T COSU A+ COS2U . . .- COSIY = —————2—

9sln —
)

Soit F(«) une fonction quelconque assujettie seulement 4 la con-
dition qu’elle reste continue et ne devienne pas infinie entre les
limites a et b de 2. Nous supposerons que la valeur absolue de la dif-

(') En eflet, si dans Pexpression
A= b4 cosw - cos2u —. ..+ cusmu
on remplace les cosinus par leurs équivalents en exponentielles imaginaires et
que P'on pose i =y'—1, on Lrouve

1 ' eiu -+ e‘.’iu e emiu i
= —| I+ . . :
J o i - k+ ey e—ﬂtu B Ll )

(' (,i(m—H)u . [,iu ,.—i(m-l—l)u- o e—in')
1l + -

i
E u:u " T U—iu — 1

I ( (,1‘11141+ e—ilnu ei(lil+l)ll__e—i(ll1+l)ll)

9 9 — Ciu _ c«iu

En revenanl maintenant des imaginaires aux fonclions Lrigonométriques, il
vient
1 cosmi —cos(m -—1Yu __ sin(m 4+ $yn
2 \ — cosu -

==
. u
2 Sin—
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férence de ces deux limites est inférieure & 2. En désignant par «
une variable auxiliaire, nous poserons

U=—=a — .

Nous multiplicrons ensuite cc que devient l’équation (a) par
F(a)du, et nous intégrerons entre les limiles ci-dessus. Nous obtien-
drons ainsi

= at
.

b
‘;j F(a)do + EF(a)cosi(w — o) du
o i=1

' F(2)singm + 1) (—2)d=

. 2 2
sin )
)
t

B
1 Fiozysin(m + ) (2 — 0

R . A — 0
sm( —
\ 2

\ o N

./\
-
~
o] -

Le premier membre de cette équation représente une fonction de x
qui est périodique et dont la période est 2x, puisqu’il ne change pas
de valeur qiland on augmente la variable d’un multiple de == 2n.
Pour une valeur donnée de x, comprise entre a et b, le dénominateur
du second membre de |'équation ne s’annulera que pour la seule va-
leur z de «, en raison de la restriction apportée a la valeur de b — a.
Mais si, £ étant un nombre entier positif, on avait b<a -+ 2kn,
b>a-+2(k—1)r, le dénominateur dont il s’agit s’annulerait pour
une valeur x de « comprise entre ¢ et @ + x, et pour les valeurs sui-
vantes, £ + 7, ..., £ + 2(& — 1)r. Quant & présent, nous n’avons pas &
tenir compte de cette ohservation qui s'étend facilement d’ailleurs au
cas ol on auraitd — a>— (24 + 1)w et < — 24n.

Supposons maintenant que le coefficient m soit extrémement grand,
sauf a le considérer plus tard comme infini.

L’arc (m + §)(a — o) augmentera de 2= quand ¢ augmentera de la

ke

o r A . 2
quantite extremement petite
ne -+
2%

7 . l? 2
@ + —> la fonction —,(—)-
m--5 sin y(a— )

mement petite, que nous négligerons.

- St & n’est pas compris entre o et

1
3

ne variera que d’'une quantité extré-
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En posant w = « — x, la partie de I'intégrale du second membre de
I’é :  corr 1 limites 2% éduira :
équation (1) qui correspond aux limites « et & - —— se réduira &

Lt
- -

III+;
1 F(=) ) )

2 sing(«—x) /),

sin(m+1)w.dw=o.

Si donc a, et b, sont compris entre a et b, ct si o n'est pas compris
entre les deux premiéres de ces valeurs, ona

—: «

1'/‘ BBy sin(m - 1) (z- ) dx

2 siny(z—a)

1

La valeur de l'intégrale qu’il s’agit de déterminer se réduit donc a
celle de

1t csin{m—+-He.do

(2) Ef Flo+w)—p
— sin —
2

en désignant par ¢ une quantité infiniment petite. Comme la fonc-
tion F(x) est supposée continue entre @ et b, on peut prendre

Y .ow w s . .
F(x + @) = () ct, en remplacantsin — par —, I'expression ( 2) devient
? 2 2

(3) F(w)f‘si-n(/n—:—ujé)w.dm__

—_4

Mais, comme cette intégrale n’a de valeur sensible que pour des valeurs
infiniment petitesde «, on peut I'étendre entre des limites —» et =,
et I'on obtient ainsi @ pour résultat (*).

(') Soit en effet, n étant positif, I'intégrale

®sinna dz *®sinnx dne
ola)= [ EREECE ;

£ nx

—x o

on voit qu’elle se raméne & la suivante :

® . 0 . v
(a) f sinxdr (T snmxdr sincdr , /”smx dx
z x x - z
—=

—_e (o

En désignant par ¢ un nombre positif, considérons maintenant la nouvelle in-

18
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Si nous remplagons pour m U'expression de extrémement grand par
celle de infiniment grand, le raisonnement qui précéde ne laisse rien
a désirer au point de vue de la rigueur, et I'équation (1) se réduit ains
a la suivante :

(4) nF(x) = %j‘:bF(a)da —|—2L£bF(a)cosi(x —a)da,

i=1
qui fait connaitre le développement en série, dont le terme général est
A;sinjx + B, cosjx,

de la portion de la fonction F(x) limitée par & = a et x = b, la va-
leur absolue de & — a étant au plus égale i 2r.

tégrale

( /"e_llxsmx
o
o
(b) bad - et a2t 2 - d
fieed P/ — - e e i SE .
_[ |f 123 1.2.3.4.5 Loz 3o (2641) " J ’

on est ramené i déterminer une valeur de la forme

4
A, = f e~ xrtdr.

v 0

En intégrant par parties, on lrouve la relation

n
\,= ‘(j‘ Aspis
et de méme
: nw—1
Apoiz Ay,
Vi
a2
A== A,,
q
1
A= = A,
d’odt
a
1.2.3...n
\n : '/u ‘\(l )
or, on a évidemment
|
Ao ==
q
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30. Nous n’avons considéré jusqu’ici que des valeurs de x com-
prises entre a et b, sans supposer que la variable puisse devenir égale a
I'une de ces limites.

Admettons que I’on ait x = a; dans ce cas, I'intégrale de I'expres-
sion (3) devra étre prise entre o et € ou o et x ; de sorte qu'elle se

réduit 4 =- On a done

IS

d

_ s i h
(5) “F(a) =1 [ Fla) «_E[ F()cosi(a — o) da.

Soit maintenant x —= b; lintégrale de l'expression (3) devra étre
prise entre les limites —-cet o ou — » et o, ce qui donne

TTsinlm <+ Do
— " dw,

)
“0

par suite
1.2.3...n
) PWRSSRLELILITEL
I'équation () devient ainsi
- . . i
sinadr 1 — ) L\ I
[ eI — - -;HE-( . )— (—) —arclang --
Jo @ q al+1\gq q

Sig=o,o0na

1

/"‘ sincdr =
A T 2

par suite

/‘* sinvdx
—_ - 7.
S e
Supposons n négatif, nous aurons, en remplacant n par — n,
(— n) [‘ *sinna dx [ *sinn.rdndz =
g(—n)=— — —_— ———— T e —
: . x ) nax 2
I .

On voit ainsi que la fonction o(n) est essentiellement discontinue, qu’elle passe

brusquement de , pour 2> 0, & zéro pour n =0, et & — = pour n < o.
? 2
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ou, en remplacant » par — o,

“ sin(m <+ Nw
[ n(m ) g, —

(0]

1A

Rt}

Nous avons donc

14

i b
() wE@)=1 [ Fla)da+Y [ Fla)cosi(b— «)da.

51. Considérons la courbe représentée par I'équation y = nF(x).
Soient (fig. 1) O l'origine des coordonnées Oa = a, 0b = b; ABl'arc de

Fig.1

v

=
L
N
\
=

\

T____---_.-__-..B

la courbe limité par les ordonnées des points a et b. Concevons que
I'on transporte I'arc AB parallélement 4 Oa de = 2ix, ¢ étant un
nombre entier positif, et distinguons par I'indice == les positions
que prennent les points a, b, A, B.

Le second membre de I'équation (4) représentera les arcs AB,
AB,, A8, ..., A_,B_,, A_,B_,, puisqu'elle ne change pas de valeur
quand on y remplace & par x =+ 2k=.

Entre les points b et a,, entre x = b, x =a—+ 2r, il n’y a pas de
valeur de x qui annule le dénominateur de la fonction de I'intégrale
du second membre de I'équation (1); cette intégrale est donc nulle;
en d’autres termes, le premier membre de I'équation (4) se réduit
4 zéro. On voit ainsi que le second membre de la méme équation
représentera les portions ba,, b,a,, ..., ab_,, a_,b_,, ... de Taxe
des .

i ——————

r

~

[l N

|
=
1
<
i~
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32. Supposons que l'on ait
b=a—+2m+h,

h étant censé inférieur a 27, Entre nZ;, ,, U'expression sin(« — x)
s'annule pour « = x et « = 27 + 2. L'intégrale du second membre
de I'équation (1) se réduit donc a la valeur (3) ajoutée a ce qu'elle de-

vient quand on y remplace x par  +2m. Ona ainsi
b o
(6) =[F(z)-+F(x+ 2n)] = if F(e)de + Y F(a)cosi(z — «) da.
« -

Si & était plus grand que 2w, mais plus petit que 4=, on aurait de
méme
n[F(x) + F(x + 2arn) + F(z + 47)]

b hd
= %f F(x) de —i—EF(a) cosi(x — o) du,

i=1

et, en général, le second membre de I'équation (4) représentera la
fonction

n[F(x) + F(x + 2%) +... +F(x + 2ix)]
pour

b—alar(1+1) et b—a>o2nmL

33. En supposant b — a < 27, admettons que, pour une valeur ¢ de z
comprise entre a el b, F(x) passe brusquement d’une valeur M i une
autre N. La série (4) donnera encore F(x) entre x = a, x = c, entre
x=cet 2 =>0b. Il s’agit de savoir ce que donne cette série pour.x =c.

En se reportant aux formules (5) et (57), on a

EM:: %.[rF(a.)da +2£6F(a)cosi(c— o) da,

TN =1 [lFa)da+m “Facosic-a do
N =5 R Y Fla)cosife — a)
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d’ou

M—:N___;/‘ d“"‘?[ ' coszc——a)do&

ta

Donc la série donne la demi-somme des valeurs de la fonction cor-
respondant 4 la valeur de x pour laquelle cetle fonction devient

discontinue.
34. Si dans I'équation (4) on suppose a = o0, b = ax, puisa = — -
b= ';', on obtient les deux formules suivantes :

aw

(7) nF(x)= é ko(a.)a’a —I—S /. F(a)cosi(x — a)da,

(A ir:l‘o

(8) nF(x)= /5 )do +Z[ )cosi(x — a)da,

qui permettent respectivement de 1'epre'senter la portion de F(x) com-

lell
Wit

~O|7l

priseentre x =0, r=2met r = — —, xr=

53. Supposons que I'intervalle dans lequel on veut représenter F(x
par unesérie trigonométrique, au lieu d’étre 27, soit un nombre quel

conque 24. Posons, a cet effet,

x rentre dans les conditions du numéro précédent.
Les équations (7) et (8) deviennent

() = o2 15 i1
H(et) = [ H(De 322 o1

Or F ( 2 ) peut étre considéré comme une fonction arbitraire de y:
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il vient donc, en remplacant F( ) par F(y), puisy par x et f3 par «,

(9) ,/‘f‘ F(e)dn + AZ/ l COb—(.’L‘——~a)da,

(10) F /F d“+A2/1 cos—x—a)da

56. Supposons que la fonction F (x)soit telle que F(-—- x) =F(x);
I’équation (10) peut se mettre sous la forme

,Afx. «)do 4 gcos_, /;::I.H e

I\ . ime [
+ ZZSUIT f,_l‘(a)slnTcl/
i=1 -

(11)

On a

3

otk .
j-kF(o:)sinl—'/:T‘-da. :h() F(a) bll]———cl(l— f F(u sm—da— o,

en remarquant quie dans la seconde intégrale on peut remplacer « par
— o, —kparket F(— o)parT («).
On a de plus

ok v

/ LF( )cosTcZa-:zl( F(a)cosl—?d«.

L’équation (11), ou plutét I'équation (r0), devient ainsi

N

(12) F(.L):/l/ F(a)da%—%)cos‘ L/ F / .

)

i=1

Sik- m,ona

(12")  F(zx)= / F(e) da -+ EZcosmf;f ) cosix da.
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37. Admettons maintenant que Von ait F(— )= — F(«x). On
reconnait facilement que '

k . K . K .
[ T3 L AT S 2
L[A'F(a) cos ——da. = o, f_kF(a)sm—k—da :2»( F(a)sin— du
et I'’équation (10) se réduit 4 la suivante :
3 5 _a Q . iwa o . LT3 ]
(13) F(x) == Z_me_f—fu F(«) sin —- da.
=1

Lorsque £ = =, ona

(13) F(z)=

AN

= 3

zsinix [ F(a)sinioaa.
- 4 o

=1

Nous allons maintenant étudier quelques cas particuliers.

38. La fonction F(x) est constante entre x = o et x ==k et prend la
méme valeur changée de signe entre x =o et x = — k.

11 suffit de supposer F () = 1, car du résultat obtenu dans cette hy-
pothése on en déduira tout autre par une simple multiplication.
L’'équation (13) recoit évidemment ici son application; en y faisant
F(a) =1, et remarquant que 1— cosin = o, lorsque ¢ est pair et
1 — cosim = 2 quand 7 est impair, on trouve

y A/ wmr 1 . 3=z T . dwa
(14) 1::(51117 + g sin—= -+ zsin )

™

série qui est périodique et dont la période est 2£.
Si k = m, Péquation précédente devient

I

. .« r .
(a = sin@ + gsindx + gsindz + ...

£~

En remplacant x par - — =, cette formule se transforme dans la
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sulvante:

(0)

1

=7

= COST — 3 ' cosda + 2 (,os )x —

!

quis’applique entre les limites 2 = — =, x = °x

=

Si I'on fait successivement x == 0, = -, dans lu formule (b), on ob-
‘ 4

tient les suivantes

(¢) ek — g,
K} 3 ) ;
(d) e I M LA B
q\/T,' 3 ) v O 11

En multipliant I'équation (b) par dir et intégrant entre les limites
o et x, on trouve

.

<

(e) T

I . e
51 X - Tg smoyx -+ ...

et, en faisant # = =, on a cette relation, qui est connue depuis long-
temps,

w2

) §=I+;,+.,+
39. La fonction ¥ (x) est égale a x entre x = — k, x =£.

Comme ona — F(2)=F(— z), il faut encore s¢ reporter a I'équa-

tion (13) qui donne, en y supposant F () = =z,

2 . ime Y. ima Ak cosim . Ime
® =7 dsin—— o sin — dy = — — 2 s
L n LIS o (3 ~ ‘__‘ L {3
[ i=!
ou
ak (. =x 1 . 27> . 3—.:.:- ¥
(15) .x:—-<5111—~—51n—— + 7 sin—— su14——+ \
= \ k 2 3 3 I3

En supposant £ =m, on obtient la formule snivante

Iz

(2) L= sine — Lsinax + 5 sin 3 —
g - 5 sinax + = sin 3 — .
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qui estdue & Euler.En y faisant = =, on retombe sur la formule (¢)

du numéro précédent.

40. La fonction F (x) est égale & x* entre * = — = et © = n.
Nous suivrons exactement la méme. marche qu'au numéro précé-
dent, et nous aurons

a"’ 1 .o AT . . o 2.3\ cosim
- Ysinix | @’sintadue— — Y siniz(n® — ¢ -
el /g . L 2

i=1 1

ou
T 2.3\ . 2 2.3\ sinax
(‘? < —_— 2 Sy — {n° — o2 —E—
16 ;
( ) N 2.3\ sin3.x
-+ |7 — ? z ey

41. La fonction F(x) estégale d x entrex = o etx =k et a — xentre
oet — k. — Comme on a ici F(o)=F(—x), c’est a la formule (12)
qu’il faut avoir recours, ct clle donne, en y faisant F(x) = «,

-k

e 1/ o do. - 2\“ﬁcos (mr fka cos imda
N 1’421 ko kT

d’ou, en intégrant par parties,

k 4/~ T 3z Sma
(17) == <c s-/~+5,cor.—~+ L cos2ET A _,_)

En faisant £ == 7 dans cette formule, on arrive i la suivante

— 4 <cosm + 33

Y

() =

ERE |

5 ! cos3z + = ! cosba 4. )

42. Developpement entre x =o0 et x =n de sinx en cosinus d’arcs
multiples pairs de x. — Ici il faut avoir recours & la formule (g), dans
laquelle on fera F(x)=sinx et 24—=m. On reconnait famlement

qu’elle devient

R

o - -
—1 b (]
smx— I—i—Z(coszwc[ sino cosata do - smzz.r/ .smasmzzada).

i—1 N\ 0 0
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Maisona

v

/. singsin2iu do = ]—/ [cos(2f +1)a — cos(2i+1)u]dz -~ 0,
]

0 T
singcosaia dg == ~ — . —~————c— -,
A (20—1)(2¢t+1)
d’on ‘
wsina \ Ccos2 L
—_ e— = 1--2 — S
2 (2¢—1)(20+1)
i--1
ou
wsing I cos2.a cosjix | cosGux ;
(18) mr L (o8 sir | cosbr .
4 ) 1.3 3.5 3.7

Tel est le développement cherché. En y faisanta == =, on trouve

. o~ 1 J I 1
(¢) it T3 T3 T,

43. Expression trigonométrique de I’ordonnée du contour d’un tra-

Fig. 2.
g
]
|
} a [/
| T .
i N
! !
SN
A a 3 B +£

pese determinée par une parallele a la base d’un triangle equilatéral en
supposant cette base égale a =. — Soient

AB = wla grande base du trapéze;
ab sa petite base;
a'b' la projection de ab sur AB;
p=Aa =aa =Bl
Prenons la direction de AB pour axe des x et sa perpendiculaire
en A pour axe des y. Supposons que 'on ait

—_ F(w):l"(——x)
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entre — met . Nous devrons faire usage de la formule (12), qui repré-
sentera également I'ordonnée du contour AabB ct celle de son
symétrique par mpport aux axes.
NDeAadBouentrex=oectx=p,ona
y= F(w) =a.
Deaida bouentrex=petxr=n~—p,ona
F(a)=p.
DebaBouentrex=n—petxr=mn,ona
F(o)=r—.
La formule precitée donne ainsi

P

AU . TP 2" .
= Zsmm‘[/ a.smzada.—l—p/ sinio -+ [ (r— z)smlada].
o .

P ‘p

§roae

H

i=]
En effectuant les intégrations, on trouve

w0

2 \Y . . sindp, .
sintgx —= (1 — cosin),

r2 N

i=1
d'ot1, pour I'équation cherchée,

\

sin3psinda sindpsindx
psindr o).

f

.l - .
Vo - &smp sinx +
J = ) 3 52

/

Si l'on suppose p == -,, le trapéze devient le triangle équilatéral ACB,

dont I'ordonnée de I'ensemble des cotés AC, CB est représentée par

’r

(s

A7 . sin3.x sind.w
}’——IQSHI{E-—‘T _|_.. 51 ,_...>.
— o- 5% 3
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I1T.

Vs

EXPRESSION D'UNE FONCTION ARBITRATRE AU MOYEN D INTEGRALES
DEFINIES.

44. Une fonction arbitraire F(x) qui ne devient pas infinie pour
toutes les valeurs positives et négatives sera représentée dans loute
son étendue par la formule (10)du n° 35, en y faisant £ = = . Si nous

déSigDODS pare le rappm‘t infiniment P(“tit A 1ous aurons
11

1

Flo)= :EEI:F(a)cosie(x— o) da.

"

i=1

Mais nous pouvons considérer ;s comme une variable p 4 laquelle on
donne des accroissements infiniment petits ¢ = dp, et que l'on peut
faire croitre indéfiniment & partir de zéro. On a ainsi

(1) Fx)= % /m(lp [ml"(a)cosp(x—r.)da.

Le

On déduit de 1

d

(2) Flz)= )—'_ (lpf—l Fla)cosple - ' da.
45. Torsque F(- .v) —=F(a), on a

/'A F(a)sinpe do = o,

/tbF(a‘) cospude =2 /WF((/.) cospa du,

0

ct les formules (1) et (2) se réduisent & la suivante,

(3) F'\,r-)m—-é { dp cospx / ‘F(a}cospa. du.
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46. Dans le cas o F(— &) == — F(x), on trouve de la méme ma-
niére
(4) F(x)= ;_/ dpsinpx / F(a)sinpade.
"o o

47. Soit F(x)=¢* de x=oax==» et F(x)=e" de x=0 4
r=-—m,o0na

et 'on arecours alors a la formule (3), qui donne

Y]

(5) F(x [dpcospw/ cosp¢da_é/ P2 dp (')

7 1= p=

(') En eflet, on a, en inlégrant par parties,

' 1 . : . "
j e *cospa.dy i - (e““sm[)z + | e*sinpx.da
1)

I . I (e .
= — (e *sinpzr— —e %cospx— — [ ¢ cospy.da ),
P P r
d'ott
O]
a 1 e “cospa.da=
(@) “/u ¢ 1+ p?
On trouve de la méme maniére
m
. .. 7
) / e sinpa,de= i -
gy 14 p°

On remarquera ¢ue, si l'on pose

. Teospa.dp
= L+ p? ’

dr —é [ sinpa dlog (1 -+ p?),

on a
de

- =

expression qui est évidemment nulle puisque p et — p donnent dans lintégrale
deux éléments égaux et de signes contraires; y est ainsi indépendant de z, de

sorte que 'on a :
Ceosprdp - (7 dp
L— gt 1P -
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48. Soient F(a)=e¢ " dex=o0od x=mw,Fla)=—¢e¢"dex=0
& & = — o ;nous avons F(x)=—TF(— x), et nous n’avons qu’a ap-
pliquer la formule (4) qui donne, en y faisant F(«)= ¢*,

o o (7 psinp:
() Flo)=2 (B2 dp (),

49. Considérons le cas ou la fonction F(z) est égale & I'unité entre
x ==1 et x =— 1, et nulle pour toutes les valeurs de  quine sont pas
comprises entre ces limites. Comme on a F(—x) =F(z), on devra
avoir recours & la formule (3), en y faisant F(2) = 1. Mais comme,
d’aprés I'hypothése, F(x) est nulle entre & =1 et = =, l'intégrale

/ cospo dz
<o
se réduit & la suivante
1 .
_ smp
[ cospode = -
d’ou I'on conclut
2 ["“sinpcospax
(7) Fla)=1 [ SE2P%gp,
1]

Il est facile, d'ailleurs, de vérifier que cette formule remplit les con-
ditions voulues, car on a

“sinpeospx 5 1 (Csin(x+1)p 1 /‘”sin(;r—r\p
/ pP= °[ R )] p

Or, si x > 1 (*), les deux intégrales du second membre de cette
formule sont égales & = et se détruisent. Tl en est de méme si z <{— 1.
Maintenant, si x est compris entre —1 et + 1, les deux intégrales

(') Nous ferons remarquer que

T opsinpadp

- / sinpadlog(t + p?)== o,

1+ pt 2

. o

—»

car les ¢léments de l'intégrale prennent des signes conlraires (uand on v change
yen—p. )
(*) Voir Ia note de la page 103.
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s’ajoutent et donnent pour résultatq‘—:, d’ou F(x)=r, ce quil fallait
démontrer (').

50. SoitF(x)=sinx entre x = —y et x = 7 et F(&) = o en dehors
de ces limites. Comme [(x)=~— F{—x), nous devons faire ici 'ap-

plication de la formule (4), dans laquelle nous ferons F(a) = sing, et
I'intégrale par rapport & a devra étre prise seulement entre les limites
0 et 7, puisque F(«)==oentrex == yet x= .

Nous avons ainsi

1

!

0

F(x) = _: [wsiupxdp /.Tsina. cospa dz.

a 7 . . sinp.r
= [ (psinpysiny—+-cospycosy— 1) - 7 d,
i ——
L)
§IV.
PROPRIETES DES FONCTIONS SPHERIQUES. — FORMULES DE GREEN.

31. Des fonctions Y;. — Nous avons vu (n* 3 et 7) que I'équation
en coordonnées rectangulaires,

’
! p—

AV BV N
(1) @ e gm0

(*) Considérons I'intégrale (7) en ¥ remplacant la limite inféricure o par — o,
el posons
2 {" sinp cosp.r

A= dap,
A 14 R
nous avons
dv a 7.
it sinp cospr dp,
d. 7
S

expression qui est nulle, car, pour p el — p, deux ¢léments de lintégrale sont
égaux et de signes contraires. Il suit de 1a que 3 est indépendant de .« et que

I'on a
a [“Tsinpeospr 2 [“sinp
- / — [ —=dp—=n.
= 2 =, P

— — @
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avait pour équivalente en coordonnées sphériques la suivante
d*rv . 7Y ] [(EAY
( 2 ) I . 2y

R S N A R e
ur ol s IRV E R AT

dans laquelle 7désigne la distance d'un point quelconque m al'orvigine

- ’ . ~ s . . .
O des coordonnés, § la colatitude MOz, ¢ la longitude, c’est-a-dire
I'angle formé par le plan mQs avee le plan fixe z7Ox, 1 le cosinus
de 'angle 6.

Cherchons & voir si I'équation (2 ) ne peut pas étre satisfaite par une
expression de la forme
(3) V =1'Y,.
dans laquelle i représente un nombre positif quelconque et Y, une fonc-

tion de p et ¢ indépendante de r. En substituant, on trouve pour résul-
tat I'équation '

: d dY; 1 Y, . .
A a4 - L LA o —
(4) {I:J.(l 03 an T T s i(t+1,=o.

On satisfera plus généralement i I'équation (2] que par la valeurt (3
en prenant

¥ *
- - %l i
(3) 3\ :\ 'Y,
el
t-n
Nous désignerons sous le nom de fonction spherique toute fonction
de p et §. on de p. seulement qui satisfera 4 une équation semblable

aléquation (4). Nous dirons aussi, pour simplifier le langage, que Y,
est une fonction spherique de [’ ordre 1.

*82. Intégrale particuliére de I'équation (4). Supposons que Y, soit
de la forme

(a)

! Y, = w,

en désignant paru et @ deux fonctions qui ne renferment respectivement
18
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que p. et §. L’équation dont il s’agit devient

(o) - =t [,1 ,,%(' - .U-”)Z—:,', + (e l)] + = ‘f,% =
et sera satisfaite en égalant son second terme &4 une constante, par suite
sou premier termme a cette constante changée de signe.

Or, comme dans les questions de Mécanique céleste et de Physique
mathématique ou interviennent les fonctions sphériques, les expo-
nentielles sont inadmissibles, nous poserons, en désignant par » un
nombre quelconque,

1w N

— 5 == — 7
ol ’

d’oti, en désignant par A, B, deux constantes arbitraires,
(6) w == A, cosnd - B,sinny.

L’équation (b} se réduit alors & la suivante
c/:d(l——p.z) :
/ . B dy.

u—%—zy.u‘—f—li(i—!—l\— w=o.

1 — y.‘-’_

Dans ce qui suit, nous supposerons que r est un nombre entier po-
sitif,

En posant

n

(d) w=s(— i)

I’équation (c) devient

2 -

. o, ¥ N Iz . N )
(e} (:—p.)d?—2(n—+—1)p,zﬁ+(z~n)(z-+—n+[)z:o.

Essayons maintenant de satisfaire & cette équation par une suite de
la forme

(/) = E a, pp=

=90
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a, et p étant des constantes et v un nombre cntier qui a pour valeurs
successives o, 1, 2, .... En égalant a4 zéro le coeflficient de "= dans
le résultat obtenu aprés avoir introduit la valeur (8) dans I'équation (e,
on {rouve

\ a, | p—2v--1)|(p—2v+1)

oy ¢ —aa,[ —ap+viav4+1)—a2(n )y

0

' —a, pP+(2n+1)p—(i—n)i+n-+1 1 =o.

On satisfera & cette équation en égalant 4 zéro son troisieme terme
puis 'ensemble des deux premiers. La premiére des équations secon-
daires ainsi définies est

pr(en—s-t)p— i-—n){i-+n~+1 =o,
et a pour racines

(ll) /}:l.——ll,
(h') p=—({+n+1.
En portant la premiére de ces valeurs dans I'ensemble des deux

premiers termes de I'équation (g) égalé A zéro, on trouve

I-_I:‘H;——_—i(‘/iil)]lll— n—(2v—1)]
av[zy 41 —a(i-41)]

¥

() a,=d,_,

7

d’ou, successivement, en prenant a, =1,

(f—nYtdi—n—1)
\(l,‘—_— g 3
2(2(—1)
(]) ( ({—m\({—n—ND{{—n—2)(i{—n—3
. a, = e i T ’
( = 2. 02 — (20— D)

. En distinguant par les indices 7, n la valeur de u qui se rapporte
4 ces nombres, on déduit des formules (d), (/) et (j) la suivante :
) "o
Uiy = (1 — p2) Lp."” —
(I—m Vi —n—n\([[—n—2)i— n—3)
2(20—1)(2{— 3)

(b—n)({—n—1) ., .
2(2({—1) )

(7)

f—n—4

+
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Cette suitea un nombre fini de termes, car elles’arrétera au terme pour
lequel @, = o, soit &

—_—r
(8 ) v = + 1
2
si I — nest pair, soit a
{— 4
(8') v

si & — n est impair.
En nous reportant aux formules (a) et (6}, on voit que la valeur

Y, = (A, cosnd -+ B,sinnd)u,,

sera une solution de 'équation {4 ); mais on aura une solution plas
générale en faisant la somme de toutes les expressions semblables ob-
tenues en supposant successivement 2 == o, 1, 2, ..., {, SOmme que nous
représenterons par

(9) Y.— Z (A, cosny -+ B, sinnd) u;,.

Si nous considérons maintenant la seconde valeur (4') de p, nous
aurons, en accentuant u;, et les coefficients a, pour les distinguer des
précédents,

. . (1+/¢—|—"}—|)(:+/1+0v—0)
(&) a, = a, .
" AUE )

d’ou, en supposant @, = 1,

‘ =) (E+n-i1)
IZl: e il
A(i+1)

par suite

.- o3 YL n~-)
w = (! . Iu‘_)2 [P—(l+ll+()+ i" '/|)TE —:'l) -+ )! — {1+ 3)
(E+mY(i+n+0)(4+n+2Y{+ n+¥)

FE+0(E+9)

-

-u+n a) + . J
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En faisant la somme des expressions (7) et (7'), multipliées chacune
par une constante arbitraire, on aura l'intégrale générale de I'équation

(¢). Enfin il est visible que, sil'on substltue a ld valeur (g) la sui-
vante

: 3 . : .
(9) Y, = Z (A, cosny + B, sinnd ) u, + C,u, ),

dans laquelle C, représente une nouvelle constante arbitraire, on ob-
tiendra une solution plus générale de I'équation (4). Toutefois cette so-
lution n’est admissible que si la limite supérieure de § est moindre
que 5> carautrementdansl'intervalle;, deviendraitinfini; maiscomme,

dans toutes les questions qui ont été posées jusqu'a ce jour, ce cas ne
s'est pas présenté, ‘il v a lieu de s’en tenir a Pintégrale particuliére (g).

53. Proprieté des fonctions Y;. — Nous mettrons 'équation (4) sous
la forme

7 Y,
—sinfy —2 —
2S00 T+ o C {04+ 1)Y,; 816 == 0.

En désignant par Y ; une fonction sphérique de 'ordre j, nous aurons
de méme

o adY; R
%smﬁ R o +j(j+=nY; sing = o.

Retranchons ces deux équations I'une de 'autre aprés avoir multi-
plié la premiére parY; df dy et la seconde par Y, d9 db, puis intégrons
" ensuile entre les limites § = o0, § =
Nous obtiendrons ainsi

ety =o,¢ =2ar.

i1y —jij-+1) /":(15 /"“Y,.Yjsi_n%ln},

/Y-
blll — L5

"‘/' "’/ Xf i 0

i)

——[ dq;/ Y, lasmé ’dj

+ [ 4 [ < !(Zdj —-Y, r[,}, )df =z 0.
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Si V'on remarque que

d IY .o dY, [ A, n’Y,
[XJ 5 qm() a/J =Y msm@ - sinf —- - ds,
[Y, ik m9

on voit que, entre § = o, 6 = x, laseconde et la troisiéme intégrale de
I’¢quation ci-dessus donnent un résultat nul.
La quatriéme intégrale ou

f (Y [f}v -V n;l‘d >‘ di

est également nulle, pzirce que, d’aprés la forme de Y; et Y;, la'fonc-
tion

dY

O ds = Y, 5d sing — /51 n6 S g,

v dYe gAY
iqw T Vi

prend la méme valeur pour ¢ =0 et ¢ =27 D'ou il suit que
I'on a

= £ 34
lii+0—j+0] [ [ Y.Ysin6dy =o.
L U]

Si donc j est différent de 7, on aura
[”dé‘/MY,'Yj sinf dy = o,
o o .

A=l =

(10) [ [ Y.¥dpdy=o,

0

résultat remarquable qui recevra dans la suite bien des applications.
Mais I'analyse précédente ne peut pas faire connaitre la valeur de

S vidsan,

valeur que nous n’avons aucun intérét i déterminer.

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



THEOIH_E ANALYTIQUE DE LA CHALEUR. 129

54. Des fonctions P;. — Supposons que x, y, 5, r, 6, ¢ se rapportent 4
un point m, et que Pon accentuc les mémes quantités pour désigner
celles qui correspondent & un autre point m'. Soit « la distance mm’;
nous aurons '

Vi — ) (=) (5 — F)?

1
1

En considérant &', y', 5’ comme constants, il est facile de reconnaitre
que l'on a

@l (13i (/1.-1-

(11) T 4 —— =o,
da? dy? s

1

. ’ . . . i
et, en se reportant 4 I'équation (1), on voit que la fonction - est une

forme particuliére de la fonction V, et que par suite elle doit satis-
faire & Péquation (2), ¢'est-i-dire & la suivante

| ks

d 2 2 1 o
{12} '27;3—‘_7[{:(1 —{J)‘j:)"'l—'——‘;—“——o

Nous remarcuerons que I'on a

9 2

=rta ' — a2’ cosmOm’
=r*+1r"*— arr'[cosf cost + sinfsinf’ cos(y — ¢')]
. r
har suite, en supposant — <1
par suite, pposant — <1,
§ I

13) L=— 2
¢ 2r C o r
r \/1~—I7(cos.0 cos' = sin0 sin0’') -+ —

r
(14) =i ¥e(ly

le développement de cette fonction suivant les puissances ascendantes
t

r . ’ , ;o ’ .
de —ien subslitnant le terme général de cette série dans I'équation (12),
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on trouve

~ o sl v d*Py L y

I — iy — A == g e =t - ==
(15) Lm(l 9 )K[p. T + i+ 1)P;=o,

d’our il suit que la fonction P; est une valeur particuliére de la fonc-

tion Y; et que 'on a notamment

[ 1 [Z:Y,?Pj{lp.(l'q; = o0,

A |
si 7 est différent de 7.
Il est évident, d'ailleurs, que P; est également une fonction sphé-

rique en p/, ' et que sa valeur reste la méme quand on y change p
en p' et ¢ en &', ct vice versa.

3. Propriétés particulicres de la fonction P;. — Posous

r 0y [l a1 5 ene '
==&, pe= 088 cosT + singsinf cos(y — ¢');

p représentant ainsi les cosmus'de 'angle mOm'.
Le coefficient D; sera le coefficient de &’ dans le développement de

1
(A c=(t—opu—+ a* 7,
suivant les puissances ascendantes de «.
On déduit de 14
.o ds ) — 2
i a‘ —_— T / _ —u Y
: e o
(1—apx--2%)?
s %
by C = —
e dp i L3
(1—oapz -4 x*)°
d’ou
{5 s
o g2y “a,
W€ Telp T r "()(//)

En substituant dans cette équation le développement

(d) s zgaf‘p,,
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&
N |

et identifiant les coefficients de ¢/, on trouve

(¢} P.= d__p"__flpf*l
(e) zP,_de P

De 'équation (0) on déduit successivement

4 . dPi
— =34,
(1t —a2pz—+ d?¥? P
. i wyw AP
alotP;= (1 —2pu+ a)Zal dp,’
d’ou, en identifiant les coefficients de ™+,
- . )‘ .
) p WPiss AP AP

dp F dp dp

N g dP; . .
Si I'on élimine —— entre les équations (a) et (e), on trouve
P

dP.., _ dP,_,

(&) =g+ (2 1)P
d’ou

dPr,  dPi, .

-Wl: (/P"—i-(2l—-3)P,'_-_;,
(C) Lap,_,  dPi,

(_dp—:—WJ—(zt 7P

Si ¢ est impair, ces équations s’arréteront i celle qui correspond
2 i =1; on en déduit alors

(D) (12)/11:1 =(20+1)P;+ (20 = 3) Py -~ (20 — 7)Pr; - ..+ 3P,.

Dans le cas ou ¢ est pair, la derniére des équations (C) correspondra

. ) s dP g

a i = 2, et comme, d’aprés la formule (g), on a 717' =P,=1,il vient
’ (/PI'H ; Y ; , :

(D) 7 =(20+1)P;+ (20— 3)Piy+ (20— 7)P_;+ ...~ 5P, +P,.

Placons-nous dans les conditions de I'équation (D); ¢ — 1 est pair et
19
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en remplacant 7 par ¢ — 1 dans I'équation (D), on trouve la suivante

dp,

T (20— 1)Pi_ 4+ (20— 5)Piy-+...-+- 5Py + Py,

qui, ajoutée a (D), conduit & ce résultat remarquable

(16) % + % =P+ 3P, - 5P +...+ (20 + 1)P,.

1l est facile de s’assurer que l'on arrive au méme résultat lorsque ¢
est pair.

56. Des diverses formes que peut prendre la fonction P, :
1° Forme de Legendre. — On a d’abord

w

!
2.

a:[l—a(2p—a)]—%=l—&—éa(zp——a)—i-

-

«*(2p —a)’

I~

+ 2:4:6a3‘\2p—a)3+--~-

En développant ensuite les termes de cette expression, on trouve
pour le coefficient de o’

_v3a.ai—0T E—1)
sPi_ 1.2.3...n [P 2(21’—1)‘0

, =0 —o)i=3) ;.
| TG )

(17)

2° Forme d'Olinde Rodrigues. — Cette forme, qui est la suivante,

: _ . di(pt— 1)t
(18) P= 2l.1.2.3...¢ dp*

bl

a été déduite de celle de Legendre. Mais on y arrive plus rapidement
en partant de la formule de Lagrange. Nous déduirons le développe-
ment de ¢ de celui de son intégrale par rapport 4 p, ou de

3= |odp=— -:?\/1— 2po + o« 41,

en prenant égale a I'unité la constante introduite par l'intégration.
Cette équation donne la suivante

3=p-+

(32— 1)

[N ¥
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d’ou, en appliquant la formule de Lagrange ('},

s=p 42 (pt—1)+(

1.2.0...

a4
2/ 1.2 dp 2

[4%)
%
|

par suite

g 2dpren 2 &pt—) , # dip=n'_
¢=I+y dap 22.1.2 dp? e 2t 1.2.3...¢ dap ‘
et enfin
L 1 (l’(p-——l)‘
;= 2i1,2.3...( dp;

ce qu'il fallait établir.

3% Représentation de la fonction P; par une intégrale définie. —
Considérons d’abord l'intégrale

r— ” dw
T . A+ By —1cosw

dans laquelle A et B sont deux constantes réelles.
On voit que

. (A—}—B\/— 1.cosw) —A _ ’A[ . .
- . A*+ B2 A-—Q—B cos?w . A ﬂ—B cos*w
o - dlangw 2%

o 4A[ A*tang*w —l—A"'-i-B" VA_'__ B‘

Nous avons donc

oSy

ax

. dw __a2®m
. A+By—r1cosw YATLB

i do(p)? a4 a . dz?(p):* IR

1 e 1 ) Y
1 z=pag(a)=p+ee(p) + 7 dp 1.2.3  dp*

o “telp)
1.2.3...4 dp‘ !

:
-
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St nous posons

A=1—2acosp, B=uasing, p=cosy,
nous aurons
P 3 I - dw
(1—oop-ta®)?= —

27

, 1—z{cosy —y/—using cosm).

En développant suivant les puissances de « le premier membre de
cette équation et la fonction de I'intégrale, et identifiant les coeffi-
cients de o/, on trouve

2T

‘ P, = L_/ (cosp — \/— 15ing cosw)’ dw
) .

qui est 'expression cherchée, et d’ou I'on déduit d’abord P, = (== 1)’
pour cosp = =+ 1.

[~

(19)

1) -

Te

/m (cosg — y— 1sing cosw) dw,

Lorsque cos®g est inférieur a I'unité, P; tend vers zéro quand ¢ croit
indéfiniment. En effet, de Uinterprétation géométrique ordinaire des
“imaginaires on déduit facilement que le module d’une somme est
moindre que la somme des modules de ses parties; d’ou résulte que le
module de P; est inférieur a4 V'intégrale

e . £
- [ (cos®p + sin*p cos®w )2 dw,
=)

dont tous les éléments tendent vers zéro quand ¢ croit indéfiniment.

Lejeunc-Dirichlet a donné une autre expression de P; au moyen
d’uncintégrale définie. Mais, comme clle ne peut étre pour nous d’au-
cune utilité, nous ne croyons pas devoir nous y arréter.

87. Réduction d’une intégrale triple élendue a un volume Jini, a une
intégrale relative a la surface de ce vo'ume (*). — Soit U'intégrale

{20 U:[ffﬂdxdvd:,
] dx “

(') A notre connaissance, la premiére Lrace de cette lransformation se trouve
dans le premier Mémoire de Poisson sur le magnétisme (Mémoire de ' Académie
des Sciences, 1822).
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¢tendue & un volume déterminé,‘dans laquelle T représente une fonc-
tion continue des trois coordonnées.

Considérons au point (z = o, ¥, z) un élément superficiel dy d= que
nous prendrons pour base d'un prisme élémentaire parallele 4 Ozx.
Soient ( fig. 2), a partir du plan yOs, et en.se dirigeant dans le sens
positif

Fig. 2.

h¥

LTy as” Uy

zl \ N=><! N2 /)7?"4
. ‘r______ TN s /"&/
a

de Ox, a,, a,, ..., les intersections successives d'une aréte du prisme
élémentaire avec la surface du volume; «; 'angle que forme avec Ox
la normale extérieure a;N; a cette surface au point a;; dw; I'élément
superficiel correspondant; F; la valeur de F qui correspond aupoint a;;
on a, en mtégrant par rapport ax,

U:ffafydz(~ Fy4+ Fy—Fy 4 ...

Or
dvds = — dw, cosa, = dw, cosa, = — dw,cosz,. ...

par suite

U= /(F| cosx, dw, + Fycosa, dw,+ ...},
ce qui revient &

(21) U:[Fcosadw,

en désignant par d» un élément quelconque de la surface et par «
I'angle que forme sa normale extérieure avec O 2. Telle est la for-
mule qu'il s'agissait d’établir.
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" 88. Formules de George Green. — Soient

(Q) une surface fermée ;
(S) Pespace qu’elle comprend ;
deo un élément de la surface au point @ dont les coordonnées sont z,

y! z H
«, 3, 7 les angles formés par la normale extérieure en a avec Oz, Oy,

Oa’ 9
U, V deux fonctions quelconques de z, y, 5 assujetties seulement & la
condition de rester finies, ainsi que leurs dérivées dans I'espace (S);

(22) [[[v(g=+ e+ Y) e dy ds

d;r-

unc intégrale étendue & tout cet espace, et que nous nous proposons

de mettre sous une autre forme.
En intégrant par parties par rapport 4 z, on voit que l'on a

ff Uﬂdxdydz-
ff/a’:vdyda d—’r J/‘ff:;’g Zvdxdyd..

Or, d’aprés le numéro précédent, la premiére intégrale de cette ex-
pression est équivalente & la suivante,

fU%Ycosadw.
v

Dés lors, il doit paraitre évident que l'expression (22) prend la

forme suivante,

fffu<dx‘-l " bf -+ )dxdyd.

(23) fU <—cosa + dlvcosﬁ ‘g 'y)a’w

dU dVv dU dv du dv
_fff<d.z dx - dy d_}/-—'_d.. d.-)d d‘ydz
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Soit dn. unc longueur infiniment petite portée a parlir de « sur la
normale extérieure & ce point; nous avons

cos L f-=2Y, cosy==
[/ g ?{—I_l., COSIJ~— 7”-’ Ob/-——-CTI;)
d’ou
Aav dv dyv dV de  dV dy dV ds  dU

—l—COSd+TLOS - COQ/—}E%'JPT)_E*FE%—EL"

et, en désignant par du I'élément de volume dx dy dz, 'équation ci-
dessus devient

(JO(Y Y Y fott i

(24) ' _ /(dU dv le dvV.  dU a’V> du.

dz dw 7 dy dy = ds ds,

2° Si I'on remarque que le second membre de cette équation est
symétrique en U et V, le premier membre.conservera la méme valeur
en y faisant permuter entre elles ces deux fonctions, d’oti cette nou-
velle équation

(V& 2y
[v( ~ G+ ) du— [ UG do
/'V<({2U : (1'U+(l U> f ,(/L
- dz? " dy?

Dans le cas ot U =1, on a simplement

. ‘d*V  d*V d?y *dV
(‘26‘) ._[(WT.?{;YT— [___>dl j?[l—de.

3° La condition que les fonctions U, V et leurs dérivées restent
finies dans 'intérieur du volume considéré est indispensable pour que
Pon puisse établir les équations (23) et (24), car autrement les inté-
grations par parties dont on a fait usage ne seraient plus légitimes.
Supposons maintenant que, la fonction V et ses dérivées restant finies,
la fonction U, dans le voisinage d'un point intérieur A, puisse étre re-
gardée comme étant égale a l'inverse de la distance ¢ & ce point. Con-

\

|
"25) ,
f
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cevons une sphére d'un rayon infiniment petit ¢ ayant son centre
entre A. L'équation (23) s’appliquera évidemment & la portion du
volume extérieure & la sphére.

Comme on a identiquement

L b f
d? - d? — d2 -
v v *

da?

Vﬂ «U @t du
f der T T

- P'intégrale

peut étre étendue au volume total.
Il en est de méme de I'intégrale

l"V l2V darv
fU (dx* ‘ ( —— d~_)du'

car, en prenant du = 4m.'-' dv, la portion de cette intégrale qui se rap-
porte i la sphére est

v Al AN A AT dé
(d.z;'* dy A3t f
et, par suite, négligeabfl‘e.

L’intégrale

<

,,I

a*v.  d*V\ 4% ,
*Jy—ﬁ?z:-?)‘s‘e

TdV
j U= n dw,

qui se rapporte a la surface de la sphére, est aussi négligeable, car
elle est égale 4

dn =

day

= [lﬂ&m;

et par suite du premier ordre.
11 nous reste donc 4 déterminer la valeur de l'intégrale

fvi&dw

dn

étendue 2 la surface de la sphére. Soit V, la valeur V au point A;
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comme nous avons, en remarquant que dn est intérieur a la sphére,

1
du _‘ZZ._ '
dn = dv T E

I

cette expression est égale a4 = ala surface, et I'intégrale ci-dessus se

@,

réduit a
—‘:—;;‘fdm — 47V,

Nous avons donc enfin

d2v d*v *dV
fU( d., +F>([u-‘ /U'm'dﬁ)
U

( f\f(iliJL -+ [cll-)’ & U> du fV—— » — 4RV,.

Supposons que dans tout l'intéricur du volume on fasse U = -

D'aprés ce que l'on vient de voir, en ayant égard a |'équation (1)

3 PO §
du n° 51, & laquelle satisfait —» on aura
T

2y ay ! ‘ ; .
(28) f{(Cl—\«—kﬂ d‘ (lu+[ V»—-L -iﬂ)d@: - 4wV,

dx? dy? dn v odn

59. Propriétes des fonctions Y; et P;. — Considérons une sphére dont

O est le centre et R le rayon; un point déterminé A de son intérieur;

r, 8, ¢ les coordonnées polaires de ce point; r, 9, ¢ celles d'un point
_quelconque m de l'intéricur de la sphére; « la distance Am.

En supposant
P N I
V = I"Y i [)‘ = —
T
]1 r . [ . . .
équation (28) recevra son application.
Nous aurons d’abord
V,=r"%,,

20
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Y; étant la valeur que prend Y, lorsqu’'on y remplace 6 par§’ et § par{’.
Nous pouvons d’ailleurs prendre dm=R?*sinf didy. Nous avons

dn = dR, et pour un point de la sphéré

dy

— yRi—t
m——&R Y‘.

V == R.iY,‘,

L’équation (28) devient ainsi, en se rappelant que V vérifie I'équa-
tion (1) du n° 51,
d-

[Ri—1 i
R// < Rdﬁ>sln9d6a’q;—/;m Y.

D’aprés la formule (14), nous avons pour un point de la sphére

T
-l—--.i mﬂp'r_’lv’ (_ZE:_ =ﬂ(j—l—l)Pj]-/j’
T l{ TR dR © R
=0

j=0

et, en substituant ces valeurs dans I’équation ci-dessus, on trouve

ff& l ,115 Z(’+‘)"’P]sinededup—lmr”'Y; _

Cette équation devant avoir lieu quel que soit 7, il faut que le coeffi-
cient de chaque puissance dé cette quantité soit nul. On trouve ainsi

. =Y;
(29) ffY,-P,-sm@ dévdq;: o%Tf’
(30) [ Y,P;sinf df dg = o.

Nous avons déja écrit la derniére de ces formules. Quant a la premiére,
on peut la mettre sous la forme suivante,

oy [y = A%,

qui lui a été donnée par Laplace.
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60. Développement d’une fonction de deux variables au moyen de
Jonctions sphérigues. — Toute fonction de deux variables peut étre re-
présentée par une expression de la forme F(4, ¢), dans laquelle nous
attribuerons 4 0 et ¢ les mémes significations que ci-dessus. Laplace a
été conduit plutét par une induction que par une démonstration a

poser en principe que la fonction peut étre représentée par une suite
de fonctions sphériques ('). Soit done

(A) F(6, 4, =) Y.

11 suffit de démontrer que I'on peut déterminer les Y de maniére que
la série du second membre de cette équation représente bien la fonc-
tion du premier membre.

Multiplions I'équation (A) par P;sinf di dy, et intégrons entre les
limites 6 =0, 6 == et ¢ = 0, { = 27; nous obtiendrons, en nous re-
portant aux formules (29) et (30) du numéro précédent,

[ [’“F(e,q,)p,.sinedsdqz im_y

;o {38
Joo e 211

ou, comme P; est symétrique en G et §' et et ¢/,

fo [ F(6, §)P;sing' dy’ dy = '™~

i
L+1

Nous aurons donc, comme expression dela série du second membre
de I'équation (A),

s

(B) s=Y220 [0 (TR0, ¢)sing db’ dy.

ho=
4% Joo

() Poisson d’abord, puis MM. Lejeune-Dirichlet, Bonnet, etc., sonl parvenus
a établir directement ce théoréme avec toute la righeur possible. La théorie du
premier de ces auteurs a été quelque peu critiquée; il n'en est pas de méme de
celle des autres. Nous donnons ici la démonstration de M. Darboux, qui est, sui-
vant nous, la plus claire et la plus simple.
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Concevons (fig. 3) une sphére d'un rayon égal & 1'unité ayant pour
centrel’origine O; soient A et mles points de cette sphére correspondant
respectivement aux coordonnées ¢, ¢ et ¢, §'. Nous savons que P; pour
le point m ne dépend que du cosinus de I'angle mOA, et qu'il est ainsi
indépendant de I'orientation des axes coordonnés. Il nous est donc

Fig. 3.

4
permis de faire un changement de coordonnées et de prendre la direc-
tion OA pour celle du nouvel axe Osz; nous désignerons par §” et ¢”

les équivalents de ¢' et ¢’ pour les nouveaux axes; P; ne dépendra plus
v cos§”, et nous aurons d’abor
1e de cos§”, et d’abord

(C) cosG” = cos§ cos§’ + sin§ sing’eos(¢ -— ¢},
puis, au lieu de la formule (B),

. L .
g 21+ 1

(1) s=¥y2z ff., PF(67, 4) sing” db” dy”.

En posant

(D) [TEE ) g = 2n ficostr),

il vient

[,f HP,-F(G”’ l'{”) sing” do” dL:J”$ 21tflnPif((2056")5in6” d@",
v 0 [}
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-intégrale qui peut se mettre sous la forme

(E) 2z [ P/ (p) dp,

en posant p = cos§”, en se rappelant que P; ne dépend que de p.
La séric (B') peut alors s’écrire de la maniére suivante :

1 .
(B")  S=< [ f(p)dp[Py+ 3P, + 5P, (20+1)P;,
—1
en s'arrétant au terme dont l'indice est 7.

Mais, si l'on se reporte & la formule (16) du n° 33, on voit que
cette formule revient & la suivante

1
ot dP;  dP..,
s=3 ) /(G + %)
d’ou, en intégrant par parties,

5=

0| -

\ R l ' 3 K ¥4

[/ (PP + D] — ;f (PitPi S (p) dp-
2, g
Or, nous avons
Pi=1, Pi.=1 pourp=r1,
Pi=(—1), Puy=(—1)"" pourp=—1.
De plus (56), P;, P., tendent vers zéro quand ¢ croit indéfiniment;

nous avons donc, comme limite,

S = f{1),

ou, en se reportant & la formule (D),

27w

S: —_l_ o;zF(eu, qu/) dq/” polu‘ 6/1:0.

Mais pour §”= o, le point m vient se placer en A, et alors la fonction
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F(¢”, ¢") devient F(6, ¢) et est indépendante de ¢”; par suite,
S=F(4, §).

Donc la série S représente bien la fonction F(6, ¢), ce qu'il fallait
établir,

61. Expression d’'une fonction d’une seule variable au moyen de fonc-
tions sphériques. — Soient

g la variable;

F(cosf) = F(p.) la fonction a développer;

X, ce que devient I fonction Y; quand on la suppose indépendante
de ¢.

En mettant en évi ence la constante arbitraire qui entre en facteur
dans X,, nous powrr s poser, d’aprés le numéro précédent,

(A) F(;J.):EAiX,-.

i=0

Au lieu de I'équat on (4) du n° 51, nous aurons la suivante,

l dX; .
(B) 71— )G i+ K=o,

dont la solution sera donnée par la formule (7) du n° 52, en y faisant
n = o, soit

(€)  Rympi—

_ ((i—1)(i+2)(i—3)pi— _‘)
A(i+1) .

2.4(2i—1)(2{—3)

(1) L'équation ( B) est encore satisfaite par'expression (7') du méme numéro 52,
en y supposant n = o, savoir ‘

[(i+1) bt 4 i+ (i+2)(i+3)

(i) FarnGra) W

== ()

En ajoutant cette expression mullipliée par une constante arbitraire a 'expres-
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Les formules (29) et (30’) du n° 39 donnent, en y supposant ¢’ = o,
¢=0,P;=Y;=X,,

1
(D) [ X.X;dp.=o,

o 2
f X[(]p.: 201

-1

Si donc nous multiplions I'équation (A) par X;.dp., et si nous inté-
grons entre les limites — 1 et 1, nous aurons, pour déterminer A;,

I

21

+1 e
(E) A= zlj_lxib(p.)d‘ll.,

et le probléme est complétement résolu.

sion (C) multipliée également par une constante arbitraire, on aura l'intégrale
générale de I'équation (B).

Cette intégrale peut se mettre sous une autre forme. Posons X;— 5y, y, dési-
gnant l'intégrale particuliére (C). En substituant dans 1'équation (B), on trouve

d*s dy

dpt 2d_p. 211
ds — 1 1—(1.2’
du

d’oui, en désignant par C et C' deux constantes arbitraires,

s=C+C ["——dl}' ’
J eyt
et enfin pour l'intégrale cherchée

. 1.
X;:C‘_-i—cl‘ f_(q_.
/ x (r—p?)y
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§ V.
DU MOUVEMENT VARIE DE LA CHALEUR DANS UNE SPHERE DANS LE
E}AS LE PLUS GENERAL. — APPLICATION A LA CHALEUR CENTRALE
DU GLOBE.

62. Supposons qu'une sphére homogéne soit placée dans un milieu;
que, a un instant déterminé pris pour origine du temps, la répartition
de la température extérieure ait lieu suivant une loi donnée; enfin que‘
la température du milieu, au contact e la surface, dépende de la
position de chacun des points de cette surface. Proposons-nous de dé-
terminer la loi du mouvement de la chalear dans la sphére dont nous
désignerons le rayon par a.

Nous avons vu (20) que I'équation du mouvement de la chaleur en
coordonnées rectilignes, ou

d*V d*Vv Ad*VY .1 dV

w et ET @

est satisfaite par le produit de trois facteurs dépendant du temps,
mais ne renfermant respectivement que les variables z, y et z. En par-
tant de 13, on peut se demander si I'équivalent de cette équation en
coordonnées sphériques

(I) r(lzl‘V " i(l . ue)dV 1 BV \_’ day
' dr? n & 1 —pd dyr T KR ae

ne peut pas étre aussi satisfait par le produit de trois facteurs dépen-
dant de ¢, mais dans lesquels il n’entre respectivement que I'une des
variables r, pz, ¢. : '

Posons d’abord

(2) rv =0,

I'équation précédente devient

NZas LAUY AU L dU_
dar TR dr E(I—‘J')d_p. y—pEde

(3) r

/-
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Soit maintenant

/ - »—nﬁ“—:l
(A V =75Ye “

m étant une constante, s une fonction de r, et Y une fonction de p. et §.
En substituant cette expression dans I'équation (3), on trouve

[9g 4
—

r (l29+m‘-‘ _|_l d ] oy Y 1 Y|
S\t we) ry|al g Yo =o0.

1— p? 2

En désignant par . un nombre entier positif quelconque, posons

r*/fds m: o\ ..
¢ () =i

ha *]

don

e d*s m? i +1)
16 ,,“,3‘*‘[—2—7‘\9:0-

L’équation (5) devient, en affectant Y de V'indice ¢,

. d AT ) d*Y; [ .
(7) @('_“')TM+_—._;L2T;2+’(’+I)Yi:°’

éqllation connue dont nous n’avons pas a nous occuper quant a pl‘é-
sent.

63. Tl nous reste a intégrer 'équation (6) oudu moins & v satisfaire

en vue du probléme proposé.

Supposons que ¢ soit développable en une série ordonnée suivant les
puissances ascendantes de 7 a partir de I'une de ces puissances dont nous
déterminerons ultérieurement V'exposant. Désignons par » un nombre

entier positif quelconque et par £, une constante.
Posons ’

(8) o = X¢,r".

Ep substituant cette expression dans I'équation (6 ) et égalant a zéro

21
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144 TIEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUER.
le coefficient de 72, on trouve

mry,

(9) Gv=— ==+

Pour que ¢, ne devienne pas infini, nous ne ferons commencer la
série qu’a partir de v =1, et, en prenant ;= I, nous aurons successi-

vement
, m?
S = gy
. mt ,
b4 3030+ 5)
Cive = mb
P 35+ 3)(E+3)(d+7)

Nous avons donc, comme intégrale particuliére de I'équation (G},

— m?r? " mp
( =T T T T3+ 3 (i +5)
10 . -
' ) ] . mb e

- = — ... 0.
1.3.5(6+3) (i +d)(d+7) ]
Nous obtiendrons une seconde intégrale particuliére de la méme
équation, en supposant que p soit développé suivant les puissances
négatives de 7. En changeantv en — v dans I'équation (g), on trouve

(va-i—1)(v—1)%,
m?

> —_—
S—v—g =

La série ne devra conrmencer qu'a partir de v =1, et, en prenant
&_y =1, onlrouve

, 2(t+2
g = 22

m?
w2400+ 2)(['—}—4),
s a m*

o1, pour la seconde solution cherchée,

(10") s:% 1 -—

2l + 2) + 2 Ali42) i+ 1)

mert

m3r?
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1 |.;

En ajoutant les expressions (10) et (10') aprés les avoir multipliées
par des constantes arbitraires, on obtiendra lintégrale générale de
I'équation (6). Mais nous n’avons pas i tenir compte de la solulion
fvo’}, parce qu’elle devient infinie pour r = o.

64. On peut mettre 'intégrale de 'équation {6) sous une autre forme
((ui nous sera plus avantageuse en ce qui concerne la condition relative
a la surface de la sphere.

Si nous posons

i) o=ur",

équation précitée devient

) Pu i du m? w=o
dr? rodr w7

¢quation dont nous avons donné 'intégrale sous différentes formes aux
ns 26 et suivants.

Nous aurons notamment pour l'intégrale particuliére, qui ne devient
pas infinie pour r = o,

si [ S or e
w=DRr" / cos (m p cosG) sin*-'g.4,
Ty s

par sutte

a7

. ’ S or N g,
13) o={-) cos (m= cosf )sin* 15 df.
‘ al « y

N - . N 1 e, »
En prenant la constanle égale a et Legendre est arrivé a repreé-

senter s par la somme de deux termes proportionnels a cos(mr +¢) ot
dsin(mr+ ¢), ¢ étant unc constante. Poisson, en s'inspirant de I'idéc
de Legendre, est parvenu i une autre expression qui se préte beaucoup
mieux au caleul relativement & la condition & la surface, et que nous
allons faire connaitre.

Désignant par v un nombre entier positif, cherchions 4 satisfaire i
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146 THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALLUR.

Péquation (12) par une suite de la forme

Y TTE ‘
u—e y A,re.
=

En substituant et égalant a zéro le cocfficient de ', on trouve

v+1)(2i—y A«,+.+2”—l\.“— 1 —v)A, = o.
p \

Nous avons donc I'intégrale particuliére

oo
moy -1 m o —\’ =i =1 =Y. —
=3¢ " l—!—? 2=/ =1 ~ - - ;
) d a 1.2.3...v.adlai—1).. (20— v+ 1y

=]

cette suite est limitée et comprend ¢+ 1 termes.

Enremplacant dans la formule précédente y — 1 par —y/— 1, A par
A’,, nous aurons celte seconde intégrale particuliére

. m ST mom— N =0l — o) — e )
w==43a.e ° Il—l—Z(ﬂ—\,—I) : .
: «

123 vl al—1) (20— +1)

!

La somme de u«, + u, ou

S R
m=y—1i , e -1
u=A~Ae " +Ae “

ro—
N m’—l\/—l

+2 (2m \/:)" [Ao(— 1)

v=1

I . .
A e_m;v._ﬁ] i(¢ 1')....(1 I—I-.I)I
° 1.2...7.20020—1). .. (2f —v 1)

sera U'intégrale générale de 1'équation (12).
Remplagons maintenant les exponentielles imaginaires par leurs ex-
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pressions trigonométriques et posons

b e . . I
il — M i—a)(i—3)=
, ) ) V.

2220 —1) —
( )(12

X=- to2.20(nl—1) + a3 foad(al— (el —2)(ai—3) o
L s . 3 ~
(13) } o ami~ a3 l(l—l)(l——?,)(?;
: 1.2 1.2.3.a02(—1)(ai—2)

9,5m‘“’¢'(i—r)(z'——Z)(l'—3)("—4)£

+ 1.2.3..’..5.2[(2[71)(25—2)(2[—3)(2[—.’.)—

Désignons par C et (' deux constantes arbitraires substituées i A,, A"

dont elles dépendent, nous aurons

7

. . r I N I . r
u==C <_‘( sinm - — X'cosm (—l> + <‘{ cosm . —+ X’smm(—z ),

et enfin
i v il r ”
‘ g =0Cr (X sinm - — X'cosm —)
. a 43
(16) ¢ N
N . r . I
( ~+ Cr! (‘( cosm— + X’smm;) .
Pour de trés petites valeursde r, le second terme de cette expression
se réduit sensiblement a C'r~* qui, devient infini pour r=o. 1l faut
donc que C' soit nul, et alors nous aurons simplement

i o, ,
(1G") ,a::r“(X.smm——-X’cosm—);
' ' a a,
en supposant C =1, ce qui est permis, attendu que ce coefficient
ne ferait que multiplier les deux constantes arbitraires que renferme Y.

L’éqguation (1) sera donc satisfaite par
I :

[ --uﬁ;%l —m’;’-—:l
(17) V==Y = RY,e )
en posant
- 7,
(18) R=1?
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16. Condition relative a la surface. — Soit V' la température du mi-
lieu an contact de la sphére quipeut varier avec ., ¢ et £. La condition
dont il s’agit est la suivante
, dy 1
1 e+~ (V—-—V')=o0 pourr=au.

\ ()) dr + "(. A ) |

Les formules (1)et (1g) étanl linéaires, V se compose de deux parties,

I'une dépendant de V' ou des causes échauffantes ou refroidissantes

de Vextérieur, l'autre qui en eost indépendante et qui résulte uni-
quement de la maniére dont la chaleur a été primitivement dans la
sphere.

66. Partie dela temperature dépendant de l’élat initial. — Nous devons
ici substituer ala condition (19) la suivante
(19 Al + Y —o pour r=a
1O dr n 1 -
qui correspond a l’hypothése'd’une température extérieure constante,
V représentant 'excés de la température sur cette constante.

En substituant I'expression (17) dans cette condition, on trouve,

d> 1 1 »
(20) e o p(— — =~} =0 pourr=a,
* n a .

ou, en vertu de 'équation (16),

/ Xe 4 N (X,
23— (s 2)- (5
o a 2\ 5 a dr a

(21) ‘ ’
( +sinm[ﬁi"+xa<l_l>+ai<ﬂ’__> ]:o.
. a n a dr Ja.

Cette équation fera connaitre les valeurs ennombreinfini que 'on peut
attribuer a m.

Dorénavant nous désignerons par gy, Ri, les valeurs de p, R
qui correspondent au nombre 7 et i la racine m de V'équation (2r1).

A la solution -

ks
—m? =t

V=R;,Y:e “

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR. 119

de I'équation (1) nous substituerons la suivante, qui est beaucoup plus
générale,

WK
(22) v :ZY,-ZRM !
Faux))

le signe X se rapportant aux vacines de 'équation (21). Nous ver-
rons plus loin que cette solution satisfait & Loutes les conditions du
j-robléeme.

G7. Propriété des fonctions R, — Soient m, m’ deux racines de
Péquation (21); g paw les deux valeurs correspondantes de 2. De
I'équation (G) on déduit

) i d nn
R,-,,,[m’;’l— t(i+1) l—i—r dpz = o0,
7 c e dz:"im'
R [m i+ 1)] +r—g =o.

Retranchons 'une de Pautre ces équations, aprés les avoir multi-
pliées respectivement par R, ofr, Ry, dlr, puis intégrons entre les limites
r= o, r = a, nous obtiendrous

mr—m'? [ dpm (lo,,,,r
( 23) S_—(l—"_—— ‘[ r? BilnRim’ dl‘ -+ (F,‘,,‘I-W- —_ ) = 0.

, oy s,
D'aprés la formule (£3), =55 d”“ sontnuls pour r=o. D’autre part,

I'équation (20) donne

(19,,,, 1 1
Ptm - n =0, )

»pourr=a,
d?im' I Ly
dar -+ Pim' l_l - 2 =0,

d'otr il suit que le second terme de lequahon (23) est nul, ct que
Pon a

~

(2[3) j r? R, Ripe dr =o,
0

lorsque m est différent de m',
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68. Détermination des fonctions : p/zenques dont deépend la tempera-
ture, dues a Uétat initial.

Soit F(v, p, ¢) la fonction donnée qui représente la température
initiale. Nous avous

[25) F(r, o §) = ¥ Yi TR

2=0

De cette équation on déduit d’abord (59)

1 EY N
’ ? r o r__ [Iﬂ\i
Y/—“ dy".,[ F (I‘, 23 ,!{J )P‘ d!.l) o ~2—L——Q——l. ZRim’

(a6) [ R,,,,dr[ du_[ F(r, 0/, )P dy' = ["il/ (FBy)?dr.

¢

-]

(27) F(?',H,¢)=Elz

le développement de F en série de fonctions sphériques, lesquelles
dépendent de r.
I.’équation (26) se transforme dans la suivante

a . g e
[ FRuLidr=Y, [ (Rinydr,
©o L]
d’ont
n
/‘ I"R,‘m Zi dr
VA

(28) Y= ——
[ (rRm)dr
Ll ]
et le probléme proposé se trouve ainsi résolu.

Oa remarquera que Y, doit nécessairement étre indépendant du

choix de la racine m de I'équation (21).

69. Temperature finale de la sphére. — 1.'équation (21) a une racine
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nulle, comme on le.reconnait immédiatement d’ailleurs en portant la
valeur (13) dans la condition (20). Cette racine correspond a I'état
d’équilibre de température. Dans ce cas, I'équation (12) se réduit a

d?u 2l du o
dr? rde T

I’intégrale particuliére de cette équation, qui ne devient pas in-
finie pour r= o, est, en désignant par C; une constante,

u=C,ri+, .
d'ou
pi=Cirt,
I{‘-: C,-I".

Or la valeur de p; ne peut satisfaire a Ia condilion (20) que si C; = o.
Donc Y’état initial de la chaleur de la sphére n’a aucune influence sur
sa température finale, qui ne dépend dés lors que de la partie de Ia
température extérieure V', laquelle est indépendante du temps. Soit

' v=Yr,
: i=0

le développement de cette partic en fonctions sphériques. Comme
nous avons ici pour 'expression de la température stationnaire

v, =2Y,-c,-r,.,

i=0

la condition (19) donne
Ul . i Y
Y[ vici(iat+ 5) = 3] =,
n n
i=v

et il faut que chacun des termes de cette somme soit nul, ce qui
exige que 1'on ait ) ,
Y {— Yi’

1 —
;= —

( ny
a 1+_>
a

22
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152 THEORIE ANALYTIQUE DE LA CHALEUR.

On a donc pour U'expression de la température finale

= /r\{ Y,
(29) Vf:E<?z> o
ot l+l"(?

La valeur compléte de la température, abstraction faite de l'in-
fluence des termes variables de V’, s'obtiendra en faisant la somme des

expressions (29) et (22), en ne considérant dans la seconde que les
racines m différentes de zéro.

70. Avani-dernier état de la chaleur dans une sphére d’un grand
rayon. — L’équation (21) peut se mettre sous la forme suivante

(:osmim}\‘z —X [i — i(l—l— z)] —<d}\> ;
a “ln a dr /.
. X, S A | . dX
—t—smmim—’#—kX,,,[———(n—}-z) — > 2:0.
a n, n dr /4

Sil'on suppose que a soit trés grand, cette équation se réduit approxi-
mativement & la suivante

(23')

(21") X, sinm — X cosm = o.

En laissant de coté la solution m = o, la plus petite racine de cette
. . . . . 3 .
equation est/m = 7 pour 1 = 0, est comprise entre © et SR pouri=t,
.38 :
enlre 5T et 27 pour t = 2, etc,

Au bout d’un temps suffisamment long, il ne restera dans I'expres-

sion (22) que Vexponentielle qui a le plus petit exposant. Or, pour
{ = o, I'équation (21') devient

. I 1 m
smm‘(— — —) -+ —cosm = o,
a a

n

\ .y . nm
(l’ou, en ne conservant que la premiere jpuissance de 2’
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La formule (16’) donne alors

. r n
= Slnﬂ:—(l — —):
: a a

ct I'équation (22) se réduit &

’

> —_ 'l'.E 1—5'- ’l
(.30) VZG‘?_‘Sil‘lﬂ%(l—-g)e [”( n)]

en représentant par G la constante Y,. Au centre la partie variable
de la tempéralure sera :

e

et 4 la surface

(31) P L I
’ I3

. Le rapport de ces deux quantités, ou

est donc extrémement grand.

Désignons par .
av
AV= —c¢ (—)
dar /.
la variation que subit la température de la sphére a4 une profondeur
trés petite ¢ au-dessous de la surface; en se reportant a la for-
mule (19’),"on a

(32) AV= 2V,
a
et, en vertu de 'équation (31),
: TR0 Y]
(32 AV=ZGre L* (ol

71. Application & la chaleur centrale de la Terre. — Necus supposc-
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rons que la Terre est homogéne en lui attribuant, si Pon veut, sa
moyenne densité. A la surface la température moyenne, ou la portion
de V’ indépendante du temps, est assez bien représentée a différentes
latitudes par la formule suivante, due & M. Brewster,

V= —17°78 + 45°28 y1 — p?,

c'est-a-dire par la somme de deux fonctions sphériques dont 'une est
del'ordre zéro et I'autre de I'ordre 1. Si la Terre avait atteint son état
d’équilibre de chaleur, on aurait, d’aprés la formule (29),

(33) V= —17°78 + 45°28° ‘i‘“—;i
14—
a

et cette température finale, en raison de la grandeur du rayon ter-
restre, éprouverait des variations trés lentes prés de la surface et qui
seraient insensibles dans les mines les plus profondes. I’augmentation
de température observée 4 mesure que I'on pénétre dans l'intérieur
de I'écorce terrestre, et qui est de 1° pour 33™ de profondeur, semblc
indiquer que notre globe n’est pas arrivé i son état final de tempéra-
ture, et nous sommes alors conduit a étudier ce qui peut résulter de
I’hypothése o1t sa chaleur propre serait parvenue 4 son dernier état de
mouvement, défini dans le numéro précédent.

Nous pourrons prendre I'époque actuelle pour origine du temps, en
considérant ¢ comme négatif ou positif, selon qu'il s’agira de temps
passés ou 4 venir.

Ia formule (32') se réduit & la suivante

comme on a AV, =1 pour ¢ = 33™, on déduit de la

(34) G = ——%:61350.

*
337 = 33 x

Soient F une constante, / la longitude du Soleil, ¢ = @ — r une trés
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petite profondeur au-dessous de la surface de la Terre, V'=Tsin/z la
portion de la température extérieure V' due a I'action solaire.

Pour des points trés voisins de la surface, cest-a-dire pour de trés
grandes valeurs de r, I'équation (1) se réduit sensiblement  la suivante

rl_’\_’_ 1 dV
drr TR de’

ou a
» d*V 1 dv
(35) TR A

La condition (19) devient

. v L

(36) I; = ;';(V — Fsinlt; pour : = o.
Posons

(37} V = usinlt + ¢ coslt,

en désignant par « el ¢ deux fonctions de .
L’équation (36) se décompose dans ces deux autres

Cdiu { o
dit T K
3 S
( ) dv {
2
avec la double condition
du I
. ) ‘ - = ;(u —F),
36 : our ¢ = o.
de n'

Si A et ¢ représentent deux constantes, les équations {35 sont sa-
tisfaites par

58y o= Ae-\/gécos(\/g—ik—i- a),
[ u= —Ae—\/é'i‘sin<\/l§ K+")
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En changeant de signe le radical et remplacant A et « par d’autres
constantes, on aurait deux autres intégrales, et par suite les intégrales
générales des équations (35’). Mais nous ferons abstraction des deux
derniéres intégrales particuliéres, parce qu'elles dépendent d’'une ex-
pouentielle dont l'exposant est positif. D’ailleurs, les deux pre-
miéres (38) nous suffisent pour résoudre la question, puisque nous
nw'avons que deux conditions (36’). Pour déterminer les constantes,
ces conditions donnent

A= r
_c saf 1 L /Zﬁ-sinz
R G VAP N B VAPS ¢

(39) /T n
Vik

tanga:——_.—A

{ n

'TVaK

Enfin les équations (37) et (38) conduisent &

: i .
{40) V= Ae—\/’ ¥sin (ll — \/2 x— a>

Saussure a reconnu par Vobservation que, 4 une profondeur de

9".Go, le coefficient de la variation annuelle de V est égal & — de sa
t 2

- valeur, ce qui donne la relation

Loy f1 1
e K =
d’outt
\ )
(!I[) ﬁ:O,IES_'].

En observant Je maximum de la température annuelle a Paris,
maximum qui correspond a

+ «,

sin(lt —a)=1, d’ou ll:g
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on a été conduit & prendre

(42) tange = o,6.

En ayant égard aux valeurs (41) et (42), la seconde des équa-
tions (39) conduit a

(43) n=5,790.

La formule (32) donne, par suite, en y faisant AV=1, ¢= 33",
conformément & ce que 'on a vu plus haut, :

(44) ‘-(?(/:071754~

Si nous prenons maintenant le siécle pour unité de temps, nous de-
vons prendre / = 27 < 100, et I'équation (41) donne

KR2x? 11543
a.‘. lol.!

' . n . o, . .
En négligeant - devant I'unité, la températare a la surface au hout

du temps ¢ sera donnée par la formule (31), qui devient

115451
SRETIE

V.=o0,1754%¢

—
——

[ 4
—

En établissant un paralléle entre les plantes dont on retrouve les
traces dans les schistes houillers et certaines plantes qui croissent dans
la zone torride, on a été conduit & admettre que les premiéres avaient
dit croitre dans un milieu dont la température était de 35°. La tempé-
rature de la Terre serait donc abaissée a la surface de 2¢°, En supposant
done V,= 20 dans la formule (45), on trouve

— ¢ = 414000 000.

Ainsi il se serait écoulé plus de quatre cent millions de siécles depuis
la période houillére jusqu’a nos jours. :
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THEORIE DE L’ELECTROSTATIQUE.

§T. — GEnNERALITES.

L. Dans 'exposé suivant, nous n’avons aucune prétention al'inven-
tion. Nous n’avouns pour objet que de coordonner, i notre point de
vue, les résultats non sujets a contestation obtenus par Poisson et ses
savants successeurs, Gauss, Green, Clausius, Bertrand, etc.

Sans remonter plus haut, nous trouvons la fonction des forces dans
les OEuvres de Laplace et de Lagrange. Plus tard Gauss désigne cette
fonction sous le nom de potentiel, expression qui est devenue depuis
d'un usage général dans I'enseignement.

L'emploi du potentiel en électrostatique est souvent entaché d’ob-
scurité, a ce point que bien des géométres physiciens ont prétendu
que 'on y faisait une trop large part & Iarbitraire et n’ont pas, par
suite, montré une grande sympathie pour ce genre de recherches. Nous
nous sommes surtout attaché a faire disparaitre les ambiguités.

[Les formules de Green se manient avec. la plus grande streté lors-
quwon y regarde d’'un peu prés; elles n'ont d'ailleurs d’autre objet
que de conduire immédiatement & certains résultats généraux et de
supprimer des combinaisons pénibles d’intégrales définies, auxquelles
on est conduit en suivant la voie ordinaire tracée par la Mécanique
ationnelle,

2. Pour expliquer les faits qui se rapportent a I'électricité a I'état
23
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d’équilibre, on a recours & une hypothése que I'on peut résumer ainsi
qu'il suit : '

« Lorsqu’un corps u’est pas électrisé ou qu’il se trouve a I'état na-
turel,danschacune de cesmolécules se trouvent concentrés deux fluides
impondérables, en quantités égales censées indéfinies, qui sont & P'état
de combinaison. Quoique ces deux fluides se neutralisent ou qu'ils ne
produisent aucun effet physique, on est cependant convenu d’appeler
JSluide neutre leur état de combinaison. »

Pour que le corps soit électrisé, il faut qu'il y ait décomposition par-
tielle du fluide neutre dans ses deux éléments et que, par un procédé
quelconque, on ait fait disparaitre un de ces éléments, ou encore
que 'on ait réparti ces mémes ¢éléments sur deux parties distinctes du
corps. ' '

Les deux éléments du fluide neutre ont recu respectivement les noms
de fluide positif et de fluide négatf. Quoiqu'ils n’aient qu’'un caractére
fictifs, on suppose qu'ils jouissent des propriétés de la matiére; c’est
ainsi que Pon considére une molécule matérielle ¢électrisée comme
renfermant une molécule électrique, dont la masse mesure Uintensité de
I'¢lectricite.

En partant de la et des lois de Coulomb, on a été conduit a poser
ce principe élémentaire :

Deux molécules s’attirent ou se repoussent, suivant qu’elles appartiennent
aux deux électricites de signe contraire ou a la méme électricité; leur ac-
tion mutuclle est proportionnelle @ leurs masses et varie en raison inverse
du carré de leur distance.

Nous admettrons que chaque masse électrique élémentaire a unc
valeur algébrique et qu’elle porte avec elle le signe de I'électricité a
laquelle elle appartient. Ainsi, si 72 est la masse d’une molécule élec-
trique appartenant i I'électricité positive, elle devra étre prise en va-
leur absolue; si 77, est la masse d'une autre molécule électrique agis-
sant sur la précédente, elle devra étre considérée comme positive ou
négative selon qu’elle appartiendra a la méme électricité que m ou a
I'autre électricité.
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En désignant par r, la distance des m, m,, nous représenterons

Pill'
mnt,
3
ry

leur action mutuelle, qui sera positive si ¢’est une répulsion ct néga-
tive dans le cas contraire. Nous supposons ainsi que 'on prend pour
unité de force électrique 'action mutuelle de deux masses électriques
¢gales a l'unité, dont la distance est aussi égale & Punité.
Le travail total de I'action ci-dessus, pour une variation ¢uelconque
de r,, sera aussi
mm, f(—f'—' = — '—'# -+ const.

1 1

3. Fonction potentielle et potentiel. — Soient

’

m,, m,, ..., m;, ... les masses de molécules électriques agissant si-
multanément sur la masse m. )

x,y, 5 les coordonnées du point m paralléles a trois axes rectangu-
laires O, Oy, Os.
’ 1 ’ ’ . ]

x;, ¥;» 5, les coordonnées semblables du point m;;

ri=y(@—x;)*+(y — ¥;)*+ (5 — 3)* la distance mm;
X, Y, Z les composantes paralleles aux axes ci-dessus de la résul-
tante I' des actions exercées sur m par les m;.

Nous désignerons sous le nom de fonction potentielle 1a fonction de
z, v, z définie par

/

’ 7 ’ N I
- m n., m; m
(1) X—_—(—‘+——-+-~+—'+...):E——_!,

ry ry ri
et de potentiel de la masse m I'expression
(2) mY.

Le potentiel n’est autre chose, a une constante pres, que le travail
total de I ou des actions exercées par les m; sur m lorsqu’on fait varier
les distances 7; de quantités finies.
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102 TIIEORIE DE L’ELECTROSTATIQUE.

Supposons que les molécules m; forment une masse électrique telle
qu'on puisse la considérer comme continue; soient duz un élément de
volume en un point quelconque m’ de cette masse, p la densilé corres-
pondante, positive ou négative selon la nature du fluide; comme
on peut prendre m’ = du, nous aurons, au lieu de I'équation (1), la
suivante

. du
(3) v=— [+

I'intégrale s’étendant i toute la masse fluide.

La fonction potentielle peut étre étudiée indépendamment de toute
1dée de masse attl‘i.l)uée au point 7z ainsi réduit & I'état d’un point géo-
métrique, point que nous désignerons sous le nom de centre potentiel.
En faisant varier la position de ce centre, on n’obtiendra un potentiel
que lorsque ce centre pénétrera dans I'intérieur dela masse fluide con-
sidérée ou dans une autre masse sur laquelle agit cette derniére.

4. Propriéiés du potentiel et de la fonction potentielle. — Les formules
relatives & 'attraction d'un corps grave sur un point matériel (') s'ap-
pliquent évidemment ici, en y changeantle signe de V.

Nous avons d’abord

dVv dav dy

X=m-—— Y=m-), Z=m-—-
dr dy ds

,.,_\
|

_—

—r

Concevons que 1'on fasse subir & m un déplacement élémentaire d
suivant une certaine direction mZ et soit F; la composante de ¥ suivant
cette direction. Nousaurons, en égalant entre elles deux expressions du
travail élémentaire,

mdV = FpdE,
d’out
. . _dv
(5) Ig_m—(z-

(}) OFuvres de Laplace, L. 11, liv. 1II; Dunaner, Cours de Mécanique de
I’Ecole Polytechnique (édit. de 1845), t. 11, p. 163 et suiv.; 11 ResaL, Traite
élémentaire de Mécanique céleste, Ch. 111, -

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



THEORIE DE L'ELECTROSTATIQUE. 67

En désignant par C une constante arbitraire, 'équation en «, ), s.
vV=¢(,

représente unc famille de surfaces dites de niveau.

Sim estun point de 'une de ces surfaces, et si la direction de m& est
comprise dans le plan tangent a cette surface, nous aurons, en vertu de
la formule (5),

Fr,; = O,

et l'action exercée sur m est par suite rormale i la surface de niveau
correspondante

Soit dr la portion de la normale 4 la surface de niveau ci-dessus,
menée au point 7, limitée par une autre surface de niveau qui en est
infiniment voisine; nous aurons

a
dn /

(6) | F=m

(') Tl nous parait intéressant de trouver I'expression de I'angle formé par les
plans tangents en deux points correspondants de deux surfaces de niveau consé-
cutives.

Soient ( fig. 1) V=C, V=C + dC les équations de ces surfaces (A) et (A,):
m, les points ou la normale au point 7 de la premiére rencontre la seconde ou

Fig. 1.
’ ]
my
iy el 7!1 .
ay -
m m T
n a’

¥

le poinl correspondant de m. Nous prendrons pour plan de la figure celui del'une
des sections principales de (A) en m, déterminant dans cette surface la courbe
aa’ et dans l'autre le profil 2, d/,.

Portons sur aa’ & partir de m la longueur infiniment petite mm' — ds ¢t dé=i-
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Si le point m n’est pas compris dans 'intérieur de la masse fluide, la
fonction potentielle satisfait & 1'équatiov aux dérivées partielles sui- -
vantes : '

(__) 75AY } *V (13 — o
/ dz? W«‘ dz — '
Dans le cas contraire, on a

a2y ad*Vv vV
(8) priaa e

2 étant la densité du fluide au point intérieur m.

gnons par »7, le point correspondant de m'; menons en m, Ja paralléle a man'’
jusqu'a sa rencontre g avec m'ni', nous avons, en supposant la masse m égale
Fumité, )

dn—mm,,

dC dC

F= an’ dn = T
i
(l—.;
m'\q — (l‘;in ds = dC d_sl"
. TN
el. en appelant ¢ Pangle n, m, g,
: 1 |
— d—, o =
i= g 46 ¥ ds -.:th——F-
myq mm' ds ds

Si I'on distingue par un accent les valeurs de { el /s qui se rapporlent & {'autre
seclion principale, on a de méme
1
(lF
i’ == dC W .

Prenons les directions de mm,, mm’ pour axes des 5 et des z, 'équation du
plan paralléle en m au plan tangent mené au point mz, sera

o tangi—+ ylang{'— 5 =o.

Le cosinus de P'angle cherché v, que forme ce plan avec le plan xmy, sera donn
par '

1
Cosy—

V1 lang?i + tang?? ’
d’ou
— dGC dr:  dF?
— /e — £,
Y=VEF = k2 dst s
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Enfin, si le point m se trouve & la surface, on a

(o) : EV AV AV
9, dz? d,‘)/! dz? O :
§ 1I. — DE L'EQUILIBRE ELECTRIQUE D'UN CONDUCTEUR.
3. Nweau potentiel. — Si, 4 un instant quelconque, un corps con-

ducteur posséde une certaine quantité libre d’électricité, cette quantité
ne subira aucune modification que si 'on se trouve dans les conditions
suivantes :

1° Le corps doit étre placé dans un milieu non conducteur, et qui
exerce sur sa surface une pression supérieure a zéro; 2° il ne doit sc
trouver en contact qu'avec des corps non conducteurs; 3¢ il doit étre
sulfisamment éloigné d'autres conducteurs, pour que ces derniers
n’exercent sur lui aucune action appréciable.

Si 'équilibre électrique est établi, les deux fluides restent a I'état de
combinaison dans toutes les molécules matérielles du corps.

En effet, supposons que, en un point de ce corps, le fluide neutre se
trouve décomposé en ses deux éléments égaux m et m'. L'un de ces
éléments ¢tant soumis & une atiraction et 'autre & une répulsion, ils s¢
sépareraient de plus en plus, c’est-i-dire qu’il y aurait mouvement de
électricité, ce qui est contraire a I'hypothése de 'équilibre.

Ainsi douc il ne s’exerce aucune action électrique dans le corps a
partir de sa surface, ¢’est-a-dire que I'on a

XZO, YIO, ZZO;

ou, d’aprés les équations (4), que la fonction potentielle a une valeur
constante dans tout U'intérieur du corps. Cette constante, qui joue tn

(1Y On ne donne pas généralement cette formule, mais on Pétablit de la méme
maniére que la formule (8), par [a considération d’une sphére d’un rayon infini-
ment petil ayant son centre en 7. Mais I'on voil ici que Pon ne doit considérer
que la moitié¢ du potentiel de cette sphére.
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role important dans la théorie de l’Electrostatique, a recu le nom de
niveau potentiel.

L’équation (8) donne, pour I'intérieur du corps, ¢ = o, ce qui de-
vait pm‘ﬁitre évident & priori. On déduit de Ia que le potentiel d’un
point intérieur du conducteur est nul.

D'aprés ce qui précéde, on voit que la seule hypothése que 'on
puisse faire est de supposer que I'électricité forme une couche répandue
sur la surface du corps, et que cette surface est une surface de ni-
veau ('). L’épaisseur de la couche, généralement variable d’un point i
un autre de la surface du corps, ne peut pas étre appreéciée; toutefois,
on admet qu’elle est trés petite.

La couche électrique n’exercant aucune action sur le corps, récipro-
quement le corps, dans ses éléments, n’exerce aucune action sur la
couche. D'ottil suit que chaque molécule électrique de cette couche
n’est soumise qu'aux forces répulsives provenant des autres parties de
la méme couche. .

La fonction potentielle clungera brusquement de valeur quand on
passera d'un point de la surface & un point de la couche qui en sera
aussi voisin que I'on voudra; il en sera de méme lorsque 'on passera
d"un point dela couche 4 un point de sa surface extérieure; c’est ce qui
résulte des équations (8) et (9).

6. Densité électrique superficielle. Charge électrigue. — Soient dw un
clément de la surface du corps; € et p Pépaisseur et la densité corres-
pondantes de la couche électrique; on peut prendre du = edw, et lu
formule (3) devient

Ve e

Tais, comme il est impossible d’apprécier g et e, il est plus simple
M 1 est imj ble &’ g ete, il est pl ]

(') La surface libre de Ia couche ne sera généralement pas une surface de ni-
veau, quoiqu’elle ne soit soumise qu’'a une pression normale. En eflet, la condi-
tion qui exprimerait qu'elle est de niveau sera presque toujours incompalible
avec celle qui exprime que la valeur de la fonction potentielle de Ia couche ext
sonstante pour tous les poinls du corps conducteur. La distribution des pressions
dans la couche diflérera donc quelque peu de celle que donne I'Hydrostatique.
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de poser
c=A,

% étant ce que l'on est convenu d’appeler la densité superficielle de {'¢-
lectricité. On a ainsi, pour la fonction polentielle,

f[r)) \/:—/v/l%{;

et pour la masse de la couche dlectrique, c'est-a-dire la charge élec-
trigue du corps,

(16) M :l/./z dw.

Des considérations qui précédent, il résulte que I'électricité peut
étre regardée comme formant, & la surface du conducteur, une pelli-
cule sans épaisseur appréciable, mais ayant une densité constante ou
variable par unité de surface. :

7. Relation entre deux charges que peut recevoir un conducteur et les
deux fonctions potentielles correspondantes relatives a un méme centre. —
Si I'on substitue & la couche électrique dont la densité superficielle
est & une autre couche dont la densité soit proportionnelle a cette der-
niere, la nouvelle satisfera encore 4 la condition de Péquilibre élec-
trique, car, puisque V est constant dans l'intérieur du corps dans le
premier cas, il le sera également dans le second.

SoientM’ et V' ce que deviennent M et V, lorsqu’on passe du premier
état d’équilibre au second, en concevant le méme centre potentiel.
Nous aurons évidemment )

P
—

-
-

/‘
—
~A
~—
Il
b

et, en distinguant par l'indice o les valeurs que prennent V' et V
lorsque le centre potentiel se trouve dans I'intérieur du conducteur,

, MV,
(17') MV,
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On voit ainsi que deux charges électriques successives d'un méme
corps sont proportionnelles aux niveaur potentiels correspondants.
On comprend ainsi ce que I'on doit entendre en disant que 'on charge

un corps a un niveau polentiel determing.
L] .
Ies formules (17) et (17') peuvent se mettre sous les formes sui-

vantes,

(18) MV’ =M’V
(18) MV, = M'V,.

8. Rappel d’'une formule de Green. — Soient

U, V deux fonctions des trois coordonnées rectangulaires z, y, s, assu-
jelties, ainsi que leurs dérivées partielles, a rester finies dans un vo-
lume terminé par une surface fermée ;

du, dw deux éléments respectifs du volume de la surface;

H

dn une longueur infiniment petite portée & partir de la surface sur la

normale extérieure.

On a la relation
» A A2V i drV (lV
/ U(d.r- ta dyr d'-> jU dn
(U, U d*U f dU
f ¥ (a’ax (IJ'2 d3? Ve (l‘)’
dans laquelle la premiére et la troisiéme intégrale se rapportent au vo-

lume et les deux autres A la surface.
Prenant U=1,0na simplement

(A") f(%;—‘,l -+ (c[lyv @ v>d¢ d\ do)-

9. Action exercée par une couche électrique en équilibre sur un point
de sa masse. — Ce probléme comporte trois questions que nous allons
examiner successivement,
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1° Soient ( fig. 2)

A,By, A, B, deux surfaces de niveau comprises dans la couche, qu’il est
inutile jusqu’a nouvel ordre de considérer comme extrémement
voisines;

dw, = a, b, un élément de la premiére d’entre elles;

dw, = a,b, I'élément de la seconde, déterminé par le lieu géométrique

Fig. ».
132
by _—
/
az
=
At B R
"5 B
Ly
e

des courbes (') partant des points du périmétre de dw,, et qui sont
normales aux surfaces de niveau comprises entre A, B, A,B,.

Supposons que A, B, soit celle des deux surfaces qui se trouve la plus
rapprochée de la surface du conducteur.

Nous allons appliquer la formule (A’) au volume a,a,b,b, Si I'on
a égard a I'équation (8), qui s’applique i tous les points intérieurs de
ce volume, on voit que le premier membre de la formule précitée se
réduit a

f;;t[pda:_’mdl\'l,

dM étant la masse électrique contenue dans le volume considéré.

La surface latérale (a,a,, b,0,) ne donncra pas de terme dans le
second membre de la formule (A’), puisque, en chacun deses points, la
force lut est tangente. I'élément @,b,=dw, donnera le terme

A" oy { ..
(‘—) dw,, ct I'élément dw,, le terme (%) dw, ; maisil faudra donner
. 1

dn /,
a cette derniére expression le signe —, si 'on continue 4 désigner par

(') Les courbes de cette nature ont recu de Faraday le nom de lignes de force
(Faperimental researches in electricity, t. 1, p. 383 et suiv.), parce que la tan-
gente en chacun de leurs points donne la direction de la force correspondante.
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dn la distance du point a, de la surface A,B, 4 une surface de niveau
qui en est infiniment voisine, et comprise entre elle ct A,B,, tandis quec,
au point de vue de la formule (12), drn a une signification contraire.
Nous avons donc

(@) (\%)2(ng—<%)ldw‘:.’|ndh[ (",
ce qui exprime que la difference des forces electriques qui s’exercent sur
dewr élements correspondants de deux surfaces de niveau est égale au
produit par i de la masse électrique contenue dans le volume orthogonal
dcterminé par ces deux éléments.

- 2° Supposons maintenant que A, B, soit la surface du conducteur :

\ . AV
comme nous 'avons fait remarquer P]US Ilﬂlll, le terme (—H‘) dw cor-
\ ¢ t

respond a un déplacement normal dans Pintéricur da corps o la fone-
tion potentielle est constante; ce terme est done nul.

En admettant maintenant que la couche électrique soit extrémement
mince, que A,B, passe par un point de la surface libre situ¢ dans l'in-
téricur de la surlace latérale (a,a,, b,.), nons pourrons prendre

dM =l dw,,

h étant la densité de la couche électrique en @, ; en supprimant Uin-
dice 2 devenu inutile, I'équation («) se réduit ainsi i la suivante,

. 7A%
(19) =i

1

h,

-

(qui exprimne que :

La force, rapportée a 'unité de masse exercée en un point de lacouche
clectrique, est égale au produit par hin dela densité superficielle correspon-
dante.

3° L’action totale exercée sur la masse (a,a,, b,0,) sera

hdon . jnh=/,nh*dw.

(1) Ensupposant M — o, on retombe sur un théoréme de Michel Chasles.
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Sotent P la pression extérieure normale censée constante (estimée
en unités de foree électrique) exercée sur la pellicule électrique; N dom
la réaction de la surface du corps conducteur sur U'élément ds ; on a

N=P— jnk

Pour que I'équilibre ait lieu, comme nous 'avons supposé, 1l faut
que N soit positif et qque 'on ait, par suite,

N o P
(20) max.A* < —-
; =

Dans le cas de Uégalité, Véqulibre serait instable et le fluide tendrait
a s’écouler au point de Ia surface correspondant au maximum de 22

10. Distribution de Uclectriciteé sur un ellipsoide. — On sait qu'une
conche homogene n’exerce aucune action sur un point et son intérieur
lorsqu’elle est limitée pardeux surfaces ellipsoidales concentriques dont
les axes coincident en direction. On déduit de la qu'une couche élec-
trique sur un ellipsoide peut étre considérée comnie ayant une densité
de masse constante g, et comme étant limitée extéricurement par une
surfaice semblable dans les conditions ci-dessus définies. Tl nous est
inutile, jusqu’a nouvel ordre du moins. de supposer que la conche est
extrémement mince.

Soient

a, b, ¢ les demi-axes de Uellipsoide, dont les directions sont Oz, Oy,
Oz:

A le rapport de similitude de la surface libre de la couche; .

p la distance dua centre O au plan tangent mené au point (x, y, z) de la
surface du conducteur:

e = (X — 1)p Pépaisscur correspondante de la couche.

Nous avons

[SLTNSN

M = s rabe.p(X —1),
(a)

h=p(X—1)p,
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d’out

Mp
®abc (K4 A +1)

ou, en remplacant p par sa valeur en fonction des coordonnées,

Mo
mabe (224 k +1)y [ L X
at b

e Rt

(¢) b=

ol

Pour déterminer le niveau potentiel, nous pourrons prendre pour
centre potentiel le centre O de Uellipsoide.

Concevons un cone partant du sommet O, et dont 'ouverture sphé-
rique, infiniment petite, soit d». Ce cone déterminera dans la couche
un élément de volume que nous pourrons diviser en d’autres éléments
secondaires par les surfaces infiniment voisines semblables a celle de
Pellipsoide.

Soient r, 7’ = ru les portions d’une génératrice du cone déterminées
par Vellipsoide et I'une des surfaces ci-dessus; la fonction potentielle
d’un élément secondaire sera

; dr!
— pr*dw —r =pr dwie du,

et, en intégrant entre les limites « = 1, u = }, on obtiendra, pour celle
de I'élément déterminé par le cone,

2--1
—p (—)— r2de.
Ainsi donc nous aurons, pour le niveau potentiel cherché,

(@) Vom—p =0 g,

'intégrale s’étendant & la surface entiére de Pellipsoide.
Soient @ et ¢ les angles formés par » avec Oz et ses projections sur
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ce plan xOy avec Oz ; nous avons

dw =smbGdy d7,
x = rsinf cosg,
y=rsinfcoss,

‘s =rcosf,
et de I'équation de lellipsoide on tire, par suite,

2 T
T sin?0 cos?o sin20 sino cosl)
? L P
{ZZ

0?2 ?

La formule (d) devient ainsi

W—1 " sin@ ¢f
Vo=— [4 (——) [ CISD T 3 5 3 TR
2 sin*f cos?o sin?0) cos?w cos?i)
0 S b L
A a? I/ c?
ou encore
~ = 1
(Ar—1) /‘ du ]
(e) Vo=—p R A d cos’y  sin’o 1 cos’y sin%) .
1 _cose il WL
J, @ b? c* a? o

en posant u = cosf.
Supposons d’abord que les trois axes soient inégaux et que 'on ait
Pp g

a>b>ec,
et POSOHS
A coso sin’y B2 1 cos?o sine
— -~ ’ = - — = —-
a* b* c? a® H?

A dBu
1 A 2 B
AB | e T ABUTOWNER
o, Az
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par suite, on a

cos’y sin?e
¢ az - b
> arctang L
cos?o sinfo
! 2 I

intégrale qu’il est impossible de déterminer daus le cas général; toute-
fois, le probléme se trouve ramené i une quadrature.

Mais U'intégration s’cffectue facilement quand Pellipsoide est de ré-
volution; admettons, en effet, que I'on ait @ = b, la formule (&) de-
vient

.

1

. ' e
‘f(,:-—-ﬂ'p()\'—l)(ﬁ] —Ttu—,
-1 1+< )u'z

— —1

¢?

selon que @ > ¢ ou a < ¢, ou que P'ellipsoide est aplati ou allongé, on
trouve, en ayant égard i la formule (a),

2

arclang \/_“ —1
2
PE;

]
—_—1
ot

Vo=—2pr(3*—1)a?

(8. ( e
3
R , arctang /—;—1
3 (=M \ ¢
T 2 (B4d+1)e e ’
. @t
ou
a‘l
1+ [ —
V,— —oan ()\-——-l)a'-’log c?
0 P\/ 1 @ 1 1 @
, a1 z
1\/1) v 2
1+ /%
_ 3 (O +1)M o d
2 8
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Hypothese d'une couche trés mince. — Comme ) — 1 est trés petit,
nous pouvons faire A = 1 dans I'équation (¢), qui devient

te

Sil'ona a> b >c, le minimum de % correspondra 4 z = o0, y =0,

s -=c¢, etsera

M
/l: —
hmal’
ct son maximum,
M
h=- .
.‘.|'T~.'/JC

En portant cette derniére valeur dans la formule (18, du numéro
précédent, on trouve que, pour que la couche puisse étreen équilibre, il
faut que

M < 2bcy/P.

On voit ainsi que si ellipsoide est trés allongé, ou si b et ¢ sonl trés
petits, il arrivera que, méme sous une trés faible charge, I'électricité
tendra i s’écouler ou s’écoulera aux sommets du grand axe, ce-qui, &
un certain point, peut expliquer le pouvoir des pointes.

En éliminant z dans la formule (¢) au moyen de I'équation de ellip-
soide, on trouve

(¢ h— : M L

[ 2 2 2 X
x? 32 €2 32
4 . 2 fe
imab 1——,-——+c-(—,-——,)
! \/ a? b2 a b

Supposons que I'ellipsoide soit assez aplati dans la direction de O3
pour qu'il devienne en quelque sorte un plateau elliptique. A une dis-

o [ @* »? . .
tance suffisante du bord, le terme ¢ (; +- —5-) sera trés petit par rap-
y?

. r? , .
port a1 — ity x 8 et I'on aura sensiblement

P}

J— M t
T hwab 2 32
fo— — (L
e b:

1S
-t
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.. x? 2 . . .
Dans le voisinage du bord, 1 — = 2 devient, au contraire, trés

. . a? 2 o .
petit par rapport a ¢? (; + %;); et 'on a alors, a trés peu pres,

)

2

}— M M
T 4mabe 7 Epe :
] Y fra ]_'_b TN,
a* b ar (—t'—-'((l.” — )"

Dans Ie cas d’une spheére dont le rayon est @, la formule (¢') donne ce
résultat évident & priori
M

h=

En faisant . =1 dans le troisi¢éme membre des formules (g) et (4},

on trouve
arcltang / ——'2 —
. arcls 4 1
M ® ¢?

\g‘/) V0:_ ? P

—1

—
1+ 1— —
. M 1 \/ ?

v/ V,=— — ]O
) 0 P = 8 =
—_—1 ] — ] — —
c? c?

Sia =c¢, on déduit facilement de ces. formules la suivante

M

Vo=— =
0 a’

qui est relative a la sphére et qui est évidente.

§ III. — DEs SYSTEMES DE CONDUCTEURS.

11. Condition d’'équilibre electrique de deua corps conducteurs termines
par des surfaces paralléles (théorie de Green). — Considérons deux
corps conducteurs (A,), (4,) chargés d’électricité dont les surfaces
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s
sont paralléles, trés peu éloignées I'une de P'autre el séparées par une
substance non conductrice (A).

Fig. 3.

R

Soient (fig. 3)

0, un point quelconque de la surface du premier corps;

0, le point ou la normale O,z en O, rencontre la surface du second
corps;

0,2, O,y deux axes rectangulaires compris dans le plan tangenten O:

e I'épaisseur constante de (A) supposée assez petite pour qu’on puisse
négliger celles de ses puissances qui sont supérieures a la seconde;

Ay, by les densités électriques superficielles et V,, V, les niveaux po-
tentiels de (A,) et (A,); ‘

V la fonction potenticlle, variable d’un point & un autre de (A ).

Nous admettrons, pour fixer les idées, que lasurface de (A,) oppose
sa convexité au plan tangent 20,y et nous désignerons par I'indice 1
les dérivées partielles qui se rapportent & 'origine O,.

Nous avons

' dv VY e
(21) VA,.:V.-}-( >e+<_d_—2> bl
1 o~

= dz L2

Pour un point infiniment voisin de O, situé sur I'intersection de la sur-
face (A,) et du plan 50,2, on a, en remarquant que dV = o et que
ds est du second ordre par rapport & dr,

r a2V r
0o— fll)dx+ iY)dz—i— —_‘) i
dr /, ds /, d3* ), 2

Si R, désigne le rayon de courbure au point O, de la section considé-
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rée, oh a
dx?

:m,

dz

et 'équation précédente se transforme dans la suivante

0— a’V) 1 axv 1 /dV d
=\@), T2 ?{T>+R_ &), |

Comme cette derniére doit étre vérifiée quel que soit dz, il faut que

(dV _ dVY 1 (VY
dz),= % \@#), T /R \%E ), T
d’out

g2 (&), =~ n(Z).

En désignant par R, le rayon de courbure en O, de la section faite
dans la surface de (A,) par le plan z0,y, on aurait de méme

%) AV _ dvy
(‘J' dyr ) Ry ds )

mais, comme (A) est extérieur & (A,), V doit satisfaire a I'équation (7!
du n® 4; en substituant dans cette équation les valeurs («), ({3} et dési-

I I 4
gnant par 1 la courbure o— + — de la surface en O,, on trouve
2 - "

(A2VY _ 1 /dV
(7= ) =t &),

L’équation (21) devient alors

_/av ey
Mais on a, en vertu de la formule (1‘9) dun°9,

“dV
(-[(—l—:->l :41{/2|,
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par suite

(22) V,—V,= §neh, (1 -+ 2—61)

Supposons maintenant que l'on place l'origine des coordonnées en
0. en dirigeant 'axe des s suivant 0,0,; la courbure de la sur-
face de (A,) en O, sera de signe contraire a celle de la surface

de (A)) en O,, mais pourra étre considérée comme étant égale a
1 ’ . . ;Y. .. .
¢ en valeur absolue. De l'équation (22) on déduira ainsi-la sui-
‘ante

(22') Vf‘_\f'2: 4’476}12(]— r)il,)a
et de ces deux formules

(23) ho=—h, (.14——8-)-

Soient dw, un élément de la surface de (A;)en O,; do, 'élément
déterminé sur la surface de (A,) par les normales menées .aux dif-
férents points du périmétre de dw,, on a, aux termes du second ordre
pres,

(24) » dw.==dw, (I — %) ('),

(') Soient
mn=ds, mn'=ds'

les éléments respectifs des deux lignes de courbure passant par le point /n d'une
surface, m' Pintersection de la ligne de courbure de méme espéce que mn' passant
par n, avec la ligne de courbure de la seconde espéce passant par »'; R, R’ les
rayons de courbure de mn et mn'. L'aire mam'n’ a pour expression

(lml =dsds'.
Menons les normales aux points m, n, m', n' jusqu'd leur rencontre avec une
2 ? 2

surface intérieure paralléle & la proposée et qui en est distante de e. Nous
délerminerons ainsi sur la seconde surface un élément superficiel qui aura pour
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d’on, au méme degré d’approximation,

_/z, dw,= — h,dn,

(23)

ce qui exprime que les quanués d’electricite qui se trouvent sur deux

eléments correspondunts des surfaces des deux conducteurs doivent étre
égales et de signes contraires. Ce théoréme s’étend évidemment a deux
portions correspondantes des deux surfaces, et, par suite, aux surfaces
enlieres.
T , . e ’ « . .
Sil'on néglige . devant 'unité, on a simplement

7'2__"/1
I E—

{ 26) /l‘:_/h:\[me
ce qui exprime que la densité electrique superficielle de chaque conduc-
teur est proportionnelle a l'exces du niveau potentiel de l'autre sur le sien
propre el varie en raison inverse de la distance des deux conducteurs.

Les considérations qui précédent sont notamment applicables au
condensateur, au carreau de Franklin et a la boutedlle de Leyde.

Si M, et M, sont les charges des armatures (A,), (A,) de la bouteille
de Leyde, Q la surface de cette armature, on a

; V,— ¥,
(27) l\Il:—[ITeQ:*-NIQ
*valeur

‘R—e ".R"—e' ‘ 1 1’ et
l 5 — —— ! == ., —_ Ee - T
dw, ds(‘ A )ds( I ) —([sds' [l e(l{—i—“,)-i—m{,,:
d’olt

doy=de, | LA PP
wy—dadw; | 1—¢ ﬁ—f—R, +rl{,

Si e est assez pelit pour qu'on puisse en négliger la seconde puissance,

1 1
dv, = dw, l:l—— G<R+W)]’

ce (ui n’est autre chose que la formule (24) du texte.

on a
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Nous admettrons en principe que lorsqu’un corps électrisé par influence
se trouve en communication avec la terre, son niveau potenticl est nul. Lt,
en effet, la fonction potentielle a la méme valeur en un point quel-
conque del'intérienr du systeme formé par la terre et le corps; commne
il y a dans la terre autant d’électricité positive que d’électricité néga-
tive, cette valeur est nécessairement nulle. La grandcur du rayon de
la Terre suftirait d’ailleurs pour justifier le principe dont il s'agit.

Si donce l'armature extérieure (A,) de la bouteille de Leyde est en
communication avec le sol, nous aurons V, = o; sa charge scra

(28] M, = 2 = _M,,

M, étant la charge de I'autre armature.

Y2, Systéme formé de conducteurs dont l'un enveloppe les autres. —
Soient (A,) le conducteur enveloppant; (A,), (A;), ... les autres con-
ducteurs; M; la charge de (A;).

Considérons I'espace limité par les surfaces de tous les conducteurs
ou plutot par des surfaces de niveau extérieures qui en sont infiniment
voisines. Pour chacun des points de cet espace I'équation (7) s’applique
et I'équation (A’) se réduit &

Mais, en remarquant ue I'élément dr doit étre changé de signe, puis-
qu’il est dirigé en sens inverse de celui qui se rapporte a la surface de
(A;) et & la surface de niveau extérieure qui en est infiniment voisine,
et désignant par & la densité en un point quelconque des couches élec-
triques, la formule (19) donne

dv'

an Z|7T/L,
d’oun

Jhdow =0,

ou encore
M,+M,+...=o0.
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182 THREORIE DE L’ELECTROSTATIQUE.

Ainsi la somme algébrique des charges de tous les conducteurs est nulle.

Supposons, en particulier, que le conductéur (A,) v’ait pas recu de
charge initiale, et qu'il ne soit ainsi électrisé que par linfluence:
de (A,), (A;), ...5 en désignant par M| la quantité d’électricité qui se
trouve sur sa surface extérieure, nous aurons M|, + M, = o, d’ou, en
vertu de la formule ci-dessus,

M, =—M,=M, + M, +

ce qui n’est autre chose que I'expression de cette loi de Faraday : La
quantité d’électricité induite sur un corps enveloppant est égale a la quan-
tité inductrice.

15. Conducteur présentant des vides intérieurs que ne renferment pas de

masses électrigues. — Nous allons d’abord établir le lemme suivant :
Quand une surface feimée ne renferme aucune masse électrique et que
sur celte surface la fonction potentielle a une valeur constante, cetle
Jonction est c¢galement constante dans Uespace déterminé par la sur-
Jace. En effet,_en un point de cet espace, lequatlon (7) est satis-

.. .. dV . ,
fatte. O n aura d'ailleurs e = h=h = o, puisque la surface n'est

pas recouverte ¢’électricité et que partout 2=o. Une formule de
Green (') conduit au résultat suivant

[0 g,

S T
dat dy*?

o/

{") En conservant les notations du n° 8, on a

2V, 2 2
U ﬂ + (—[—X -+ il du
.t dy* (l'

- Uﬂl clUd\’+ﬂﬂ _dUdVd
dn® dx dr = dy dy K ?I) “

Si Pon fait U =YV, cette formule se réduit i la suivante

[‘V @&V &V L eV v fv av — r/dv: dv? + AV d
. dat dyr " dsE det dyr " ds ‘) “

qui est celle dont on fait usage dans le texte.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



THEORIE DE L'ELECTROSTATIQUE. 183

qui exige queV soit constant dansl’espace considéré, ce qu'il fallait éta-
blir.

Revenons maintenant a notre sujet et considérons un conducteur dont
la surface extérieure est électrisée, présentant des vides intérieurs qui
ne renferment pas de masses électriques.

Soient V, la valeur constante de la fonclion potentielle i la surface
d’une cavité; K la valeur de la fonction potentielle en un point O du
vide; O/m un rayon quelconque partant du point O et rencontrant la
surface en un point 7. En suivant ce rayon, la fonction potentielle va-
rieraentre KetV,, etil y aura I'un » de ses points pour lequel la fone-
tion potentielle aura une valeur déterminée K’ comprise entre K et V:
le lien des points n sera une surface rentrant dans les conditions du
lemme précédent et dans Pintérieur de laquelle la fonction potentielle
serait égale 4 K, tandis que, en O, clle est égale a K, ce qui est absurde.
Ainsi, comme on ne peut pas supposer que K soit différent de V,, il
faut que la fonction potentielle dans l'intérieur de I'espace vide ait la
méme valeur constante qu’a sa surface. :

Il vésulte de la que des cavités dans un conducteur n’ont aucune in-
Jluence sur le mode de répartition de U'électiicite sur sa surface extérieure
el qu’il se comporte comme s'il était plein.

14. Théoréme de Clausius('). — Considérons un systéme composé
de m corps conducteurs (A,), (4,), .., (A;), ..., (A,) et supposons que
ces corps aient recu successivement deux charges électriques.

Soient '

M;, M; les quantités d’électricité qui recouvrent (A;) lors du premier
et du second chargement;
V., V; les niveaux potentiels correspondants.

Concevons I'espace limité par les surfaces des conducteurs et par celle
d’une sphére d'un rayon R aussi grand que I'on voudra qui enveloppe
tous les corps et dont le centre se trouve dans le voisinage de ces
corps. -

(*) Annales de Physique etde Chimie de G. Wiedemann, p. 493 et suiv.:
1877,

26
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Soient

die un élément de volume de cet espace au point (x, ¥, 5);

V, V' les valeurs des fonctions potentielles relatives 4 ce point lors de
la premiére et de la seconde charge;

dw un élément de P'une ou de Vautre des surfaces qui limitent Vespace.

La formule (A) du n* 8 donne

2N BV (l’
) (¢ -
/V (/u /\ ( Lt &y —+~ ) du

_/Vil.\L ,)—f\1'<‘f[j Ifl—;\ (l-\>“

Comme il n'ya pas d’électricité dans V'espace ci-dessus défini et que le
point (x, 3, 5)estextérieur aux (A;), V et V' satisfont a I’équation (7}
et la formule précédente se réduit a

I\ IV
i a\ /\7( [(!.) :"/ .‘Il {([[) (/(')

Considérons d’abord la portion de l'intégrale du premier membre de
cette équation qui se rapporte a la sphére et prenons pour centre O de
cette sphere le centre de gravité des masses M;; si la distancer d'un
point quelconque (i, y, ) 4 ce centre est suffisamment grande, on a

AN t
v = 2
r
d’on
AV dv' =M,
an — dr — 7 2
et, pour la surface de la sphére,
av __sw
dn — T R’

,

quantité égale & zéro si nous prenons R = =, ainsi qu'il nous est
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permis de le supposer. Comme le méme raisonnement s'applique i

» on voit que la sphére ne joue ancun role dans I'équation (o).
dn

Désignons par dw; un élément de la surface du conducteur (A;); V;
et V; étant constantes i la surface de ce corps comme dans son intéricur,
I'équation («) devient

i dV' ) dN' , (dY , dy’
(f) V, —dw.+V2f—dm2+...:v,fm(/m,+vgfmdw:+....

dn dn

Soient A;, A; les densités électriques & la surface de (A;) qui se rap-
portent respectivement 4 la premicre et 4 la seconde charge; on a, en
vertu de la formule (19) et en changeant le signe de dn, comme

au n° 12,
7 dv;

dv;
_—— f— __ 4 .
dn “ln‘]l"

/ ’
— Arll, X
VRS

ct P'équation (8) devient

V[l do', +V, [hdo,+. .=V [hdo, +V, [hodn,+ ...,
ou encore (')
(29) VL, o+ VoM, = VM, -+ VM,

telle est la formule qui constitue le théoréme de M. Clausius, et dont
on déduit, comme conséquences, plusieurs autres théorémes particu-
liers, auxquels divers auteurs étaient arrivés auparavant, et que nous
rappellerons dans ce qui suit. '

-15. Supposons que le conducteur (4;) se trouve en communication
aveclaterre; on a (11) V= o.
Admettons maintenant que le corps (A;) étant isolé n’ait point recu
de charge initiale; il ne sera électrisé que par influence, c’est-a-dire
qu'’il sera recouvert de deux quantités égales d'électricité de signe

(') D'aprés M. Bertrand (Journal de Physique de d’Almeida, t. 111, p. 73),
cetle formule aurait é1¢ antérieurement établie par Gauss.
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contraire, de sorte que I'on a M; = o, M;=o. De ces considérations
résulte le théoréme suivant :

Les corps qui, lors des deux charges, sont en communication avec
la Terre ou qui sont isolés sans charge initiale ne donnent aucun terme
dans l'équation (29).

16. Admettons maintenant, comme tout ce qui va_ sulvre, que
les (A;) autres que (A,) et (A}) soient en communication avec la terre,
ou que, étant isolés, ils ne recoivent pas de charge initiale. L'équa-
tion (29) se réduira i la suivante

(30) V,M, + V.M, = V| M, + V,M,.

17. Supposons que, (A;) et (A,) étant isolés et non électrisés, (A,)
seul recoive une charge que nous désignerons par E, en développant
dans (A,) le niveau potentiel V,; puis que (A,) regoive la méme charge
en soustrayant (A, ) 4 toute action extérieure. Nous avons

M,=o0, M,=o, M,=M,=E,
d’ou

(31) V,=V.

Donc, le niveau potentiel qui nait dans (A,), quand (A,) a €té seul
chargé, est egal a celui qui nait dans (A,) quand on effectue I’ operation
inverse et que les deux charges sont égales.

18. Theoréme de Riemann. — Supposons que, & la premiére charge,
le corps (A,) se trouve au niveau potentiel K, que (A,), mis en com-
munication avec la terre, recoive de ce corps par influence la quantité
d’électricité M,; puis que, a la seconde décharge, (A,) se trouve au
méme niveau potentiel K, tandis que (A, ), mis en communication avec
le sol, se trouve recouvert de'la quantité d’électricité M. Nous avons

V2 = 0, V,’= 0, V| :V"Z = K,
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et la formule (30) donne
(32) M’ = M,.

Douc la quantité d’électricite qui, sous 'influence de (A,), s'est accu-
mulée sur (A,) mus en communication avec la Terre, et celle qui s'est
accumulce sur (A ) mis en relation avec la Terre, par U'influcnce de A,).
sont égales lorsqr’ily a égalite entre les niveaux potentiels pour ces deux
charges.

§ IV. — DU TRAVAIL DES FORCES ELECTRIQUES. — DECHARGES.

“19. Expression dutravail des forces electrigues. — Soient(A,), (A, ....
(A;), ... des conducteurs chargés d’électricité et réagissantlesuns sur
- les autres. .

Unc modification introduite par une cause quelconque dans les in-
tervalles intermoléculaires du fluide électrique donnera liev a une
production de travail mécanique dont la considération meérite un
séricux examen, :

Désignons par r la distance de deux particules électriques, dm
et dm’ appartenant au systéme des conducteurs ci-dessus désignés.
Le travail élémentaire des forces électriques a pour expression

! ’
ds :/‘dmlzlm dr— — df(lm dm ’

r

le signe de 1'intégration s’étendant a toutes les combinaisons deux i

deux des molécules électriques.
Nous désignerons sous le nom de potentiel total du systéme élec-

trique l'expression
W __‘/‘dmrdm ,

de sorte que nous aurons

En passant d'un certain état initial, que nous caractériserons par
l'indice zéro, 4 un état quelconque, nous aurons pour le travail déve-
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loppé entre les deux états

o T =W-W,.

/

Avant d’aller plus loin, nous ferons remarquer que, si le fluide revient
a I'élat neutre, on aura W = o, puisque toutes les masses électriques
s’aunuleront, et par suite

2 e =-—W,.

Si nous désignons par V la fonction potentielle de dm relative & tous
les autres éléments du systéme électrique, et si nous considérons I'in-
tégrale

SVdm,

étendue a tous les éléments dm du systéme total, les termes tels

dm dm'’ . .
que — — seront reproduits deux fois, et nous devrons prendre

3 w;%fwm.

Si nous remarquons que, & la surface de (A;) comme dans son in-
térieur, V est constant ou égal au niveau potentiel V;, pour chacun
des conducteurs V sortira de I'intégrale, et I'on voit que, en dési-
gnant par M; la charge du conducteur ci-dessus, on aura

W= (M,V,+ MoVo+ MV, ..},

—

-Si(A;) est isolé et n’a pas recu de charge initiale, le conducteur ne
sera électrisé que par influence et renfermera, par suite, autant d'élec-
tricité positive que d’électricité négative, et I'on aura M; = o; si main-
tenant (A;) est en communication avec la Terre, on a 'V, = o. De sorte
que, dans les deux cas, (A;) ne laissera aucune trace dans la for-

mule (4).

20. Décharge d’une bouteille de Leyde. — Soient (A,) et (A,) I'ar-
mature intérieure et I’armature extérieure, les deux seuls conducteurs
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que nous avons & considérer; comme la seconde de ces armatures est
censée mise en communication avee le sol, nous devrons supposer
V., = o0; les formules (4) et {2 nous donnent pour le travail effectuc
apres la décharge

~ I B
) ) G = — —2 \I{\ i
ou, en ayant ¢gard a la formule (27) du n° 11,

(6 ¢ = —IA

Ce travail, qui, pour une méme bouteille, est proportionnel au carre
dela charge, est employé en partie a vainere la résistance de Vair ou
celle que présente un corps non conducteur traverse par 'électricité,
ce qui donne lieu a P'étincelle; Pautre partic est transformée en cha-
leur et correspond a la perte d'une demi-force vive, qui devra étre
d’autant plus grande que la vitesse du fluide sera elle-méme plus
grande ou ¢ue la section et la longueur du fil de communication
_seront plus faibles.

On explique ainsi pourquoi, toutes choses égales d’ailleurs, lorsque
le fil est gros et court, I'¢tincelle est énergique et 'échanffement du
conducteur; tres faible, tandis que Vinverse a lieu quand le fil est long
et d’un petit diametre.

Si I'on augmente la résistance a vaincre en interposant entre les
extrémités du fil une carte ou une feuille de mica, Pétincelle est plus
forte et I'échauffement plus faible, comme M. Riess I'a reconnu par
l’expéricn(‘g (e

21. Décharge d'une batterie. — Considérons une hatterie composée
de n bouteilles identiques; il est évident que le travail effectué pen-
dant la décharge s’obtiendra en multipliant les équations (5) et (6
par n, et nous aurons notamment

R g

& =

n\I3.

IS

(") Annales de Poggendorfl, v XLV,
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e

Si M designe la charge totale M, r, cette expression prend la forme
suivante
ame M?

(7) * =0 n’

pX3

d’ou cette loi, découverte expérimentalement par M. Riess (') : L'e-
nergie totale d’une batterie est proportionnelle au carre de la charge
el en raison inverse du nombre de bouteilles.

22, Décharges incomplétes. — Supposons qu'aprés avoir chargé la
batterie ci-dessus de r bouteilles identiques on réunisse les armatures
intérieures a celles d’une batterie a I’état neutre, composée de r' hou-
teilles semblables aux précédentes.

Le travail accumulé ¢’ dans la batterie de n -+ »’ bouteilles s'ob-
tiendra en remplacant n par n + n’ dans la formule (7), puisque la.
charge totale est restée la méme. Nous avons donc

, axe N2
Q nt+n

Mais le travail emmagasiné primitivement dans la batterie de » bou-
teilles est fourni par la méme formule (7). D’ott il suit que le travail
accompli dans la réunion des deux batteries .a pour expression

6 g — 2me(! 1
— b = O o i)
o \n n—+n

1

ou encore

n

(8) =T/

relation a laquelle M. Riess est arrivé par I'expérience.
23. Batteries chargées en cascades. — Soient (A,), (A,), ..., (An)

m Dbatteries composées respectivement de »,, n,, ..., n, bouteilles
identiques; l'armature extérieure de la n'®®® batterie communique

(') Plusieurs géométres ont donné i 'expression de & le nom d'énergie po-
tentielle.
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avec le sol, tandis que 'armature intérieure de la premiére est en rela-
tion avec une source dont le nivean potentiel est V,. L’'armature inté-
rieure de la premiére batteric regoit une charge M,; sur Uarmature
extéricure il se développe une charge — M,, tandis que la charge de
armatureintérieure dela'seconde batterie est M, le niveau potentiel V,
étant le méme pour ces deux conducteurs, et ainsi de sunite, en remar-
quant toutefois que V,, = o. Le travail accumulé dans le systéeme total
est done

¢ =— ,'—)‘(M,V, — M.V, + M,V — MV, + ..

ou simplement
1

6_ - —\IIV‘,

2

comme on devait le prévoir d’aprés une remarque faite a la fin du

n° 19.

. N hwe
Si nous prenons ). = “-—, la formule (27) du n° 11 donne
xr ; M
V‘ —'Vg:— .—-17
"y
M,
Vg —_— V:, — )¥ ”
[
L T Sy
M,
Vie—0 =—12 n,,

' . M
en remarquant que la charge de chaque bouteille de (A;) est .
i

On déduit de 12

VL
ny {2
ct enfin :
| Ay (M, M, >
&= =\ 1 2 N
(9) 2 "(n, + n, + ‘

Si les bouteilles sont parfaitement fermées, les charges des deux arma-
| ) g

27
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tures de chacune d'elles sont égales; ou

M, ="M, =M, =...;
par suite,
| .
& =-M(— + l+--->-
2 n,

n,

Dans le cas de deux batteries seulement, on a

N ( af 1 1
e =L ( L+ ”—)
2 L 2

résultat anquel M. Riess est arrivé par 'expérience.
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§ I. — COURANTS CONSTANTS.

L. Lorsque la fonction potenticlle n’est pas constante dans I'inté-
ricur d'un conducteur, 1'électricité entre en mouvement et il se pro-
duit un courant électrigue. Si cette fonction est indépendante du temps,
ce mouvement devient permanent au bout d'un temps trés court, i
partic de Vinstant initial, et le courant devient constart. Dans ce qui
suit nous ne nous occuperons que des courants de cette nature.,

2. Loi de Ohm. — Soient

A un point intérieur du conducteur ;
V sa fonction potentielle;

dm, 1 ¢lément superficiel en ce point normal i une droite Ox par-
tant d’'une origine O déterminée;;

¢. la quantité d’électricité, rapportée & I'unité de surface, qui tra-
verse do, dans 'unité de temps, et qui ne dépend que de la position
de A et de V'orientation de Ou';

dz une longueur infiniment petite portée a partir de A sur la normale
ddw,.

Ohm suppose que le flux élecirique g, est proportionnel a la compo-
dyv . . T
sante - de la force qui agit sur A, c'est-a-dire & la cause de ce flux.

28
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On a ainsi, en désignant par @ une constante,

IAY
(') ‘hzﬂg;

Cette ‘expression n'est autre chose que celle d'un flux de chaleur
traversant du,, en admettant que la température en A soit représentée
z P
par V.
Si donc Oy, Oz sont deux axes rectangulaires dont le plan est per-
pendiculaire 4 O, et z, y, 5 les coordonnées du point A, nous avons
I'équation connue.

(2) da? +?1;-7+ ds?

Mais on sait que, pour le point intérieur A, le sccond miembre de
cette équation, au lieu d’étre nul, devrait étre égal a 4rap, en dési-
gnant par p la densité du fluide concentrée en ce point; d’ou il suit
que p = 0, et comme conséquence :

1° Le fluide se trouve a l'état neutre dans le conducteur ;

2° L'électricité qui donne lieu a la fonction potentielle, ¢’est-a-dire au
NIVEAU POTENTIEL, doil se trouver sur la surface du conducteur ou a

Uextérieur de ce conducteur.

Le flux principal, ou la plus grande valeur ¢ de g...., correspond
au cas ou Oz est paralléle a la normale en A & la surface de niveau
passant par ce point; et, en continuant & désigner par dr un élé-
ment infiniment petit de la partie extérieure de cette normale, nous

aurons
(3) g=a -
Nous rappellerons que g, n’est autre chose que la projection de ¢

sur Ox.
On est convenu de désigner sous le nom de force électromotrice en A

la dérivée 4v,
dx

3. Des conducteurs allonges dont la section est trés petite. — Dans
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ces conducteurs, qui sont ceux que I'on emploie le plus généralement,
on peut considérer la section normale » enun point A de I'axe comme
un élément de surface de niveau; et1’on a, pour la quantité de fluide
qui traverse, dans 1'unité de temps, cette section, c’est-a-dire pour I'in-
tensité du courant,

. an Y.
(‘4) L= ac dr

Soient V,, V, les valeurs de V qui se rapportent a deux points dé-
terminés A,, A, de I'axe du conducteur; / la longueur de I'arc A A,.

Nous aurons

I -
(5) V= V=i [ 2
o

adw

On est convenu de douner ala valeur V, —V, le nom de force électro-
- ’ dr
motrice de la longueur AyA, du courant, et de représenter par — la

resistance a la conductibilité de ['élément linéaire dr. Nous représen-
terons par

(6) R= [ &

LW
0 a

[%

la résistance totale de la longueur I du courant.
Nous avons ainsi

(7) Ri=V,—V,.

Si la section du courant est constante, on a

el

(8) a:%)(V.—Vo)-

Cette formule a été vérifiée expérimentalement an moven du rhéo-
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métre, lorsque, ne changeant rien 4 la pile, c’est-a-dire a (V,—V,), on
fait varier la section et la longueur du circuit.

4. Loi de Joule. — Considérons un conducteur de la méme catégorie
que les précédents.

Soient ( fig. 1)

a,b,, a, b, les sections normales & I'axe du circuit en A,, A,;

togt

a,b,, a,b, les sections que viennent occuper, au bout d'un temps
infiniment petit dt, les particules électriques qui se trouvaient pri-
mitivement dans a,b,,a,b,.

Le travail des forces électriques développé dans le transport de la
masse a,b,a, b, en a, b a, b, ne peut résulter que du transport fictif de
la massea,b,a, b, égale aidt en a,b,a\ b (’)f puisqm.a rien n’est changé
dans la partie commune a,b,a, b,. Le travail électrique effectué dans
le temps dt est donc (V, — V,)dt et, dans I'unité de temps, )

(9) & =i(V,— Vo),
ou, en ayant égard i la relation (7),

(10) & =1*R.

(*) On admet ainsi I'nypothése des tranches dans le mouvement permanent des
fluides.
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Ce travail est équivalent & la demi-force vive dela masse électrique ¢,
censée condensée en A,, en passant de la en A,, augmentée d’un terme
proportionnel i la quantité de chaleur dégagée par le circuit. Si I'on
considére la premiére de ces quantités comme négligeable, & se trou-
vera ainsi transformée en une quantité de chaleur sensible 2, et I'on
aura, en désignant par A I'équivalent mécanique de la chaleur, sous
loute réserve du choix des unités,

~ R
(11) =5
Ainsi donc la quantité de chaleur développée dans le curcuit est propor-

tionnelle au carré de ’intensité du courant et a la résistance du conduc-
leur.

Cette loi, découverte expérimentalement par M. Joule, n'est qu’une
conséquence de celle de Ohm et vice versa. Qu’il nous suffise de dire

que nous avons déja jusqu’ici une double justification des résultats de
la théorie.

§ II. — CourANTS THERMO-ELECTRIQUES.

5. Considérons un circuit formeé de n + 1 parties ou ¢éléments ap-

partenant respectivement i différents métaux, et soudées les uncs i la
suite des autres. ’

Si les soudures successives Ay, A,, ..., A, (fig. 2)sont portées i di-

Fig. 2.

Ae L

4,

Ao
An

verses températures, il se développera généralement un courant élec-
trique d'intensité ¢.

Supposons,pour fixer les idées, soustoutes réserves, que Ay, A,, ..., A,
indiquent le sens du courant.
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Pour expliquer le fait dont il s'agit, on a été conduit, par des consi-
dérations qui appartiennent au domaine.de la philosophie naturelle,
et auxquelles nous ne croyons pas devoir nous arréter, 4 admettre que
le niveau potentiel change brusquement de valeur lorsque I’on traverse
la soudure A,. Néanmoins, la formule (g), d’aprés la maniére dont elle
a été établie, est encore applicable & deux sections infiniment voisines
situées de part et d’autre de A,. '

Cela étant posé, soient

V,, V.., les valeurs du niveau potentiel aux extrémités A,, A,., de 'une
des parties du circuit;
R, la résistance 4 la conductibilité correspondante.

Nous avons
Rji=V,_,—V,.

En faisant la somme de toutes les expressions semblables et dési-
gnant par

A = ZR,
la résistance totale du circuit, il vient
ai=232(V,,—V,)
ou encore, comme il est facile de le reconnaitre,
(12) &i=Z2(V, —=V,).

11 faut que le second membre de cette expression soit positif pour
que le courant ait lieu dans le sens supposé; s'il est négatif, le sens
du courant sera charigé; enfin, s’il est nul, il n’y aura pas de courant.

6. Cas d’un courant bimétallique. — C’est le seul cas qui ait été
étudié par les physiciens et qui offre, par suite, de I'intérét. Nous avons -
ici simplement

(13) [ = V,o—vo'—.ﬁ(vx—v;)
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Comme !'intensité d'un courant thermo-électrique est toujours
faible, on peut négliger la quantité de chalcur

développée dans le courant, indépendante de celle qui sc rapporte aux
soudures Ay, A,. ‘
Soient

1o, t, les températures de ces soudures;
i(v’u - Vo) l

Qo == =—*—"la quantité de chaleur dégagée parla surfuce 3, dans
Vunité de temps; _
(V,— VY .y . \ . .
Q,= l(’—\') la quantité de chaleur absorbée par la source froide A,.

Comme le fluide électrique qui sert de véhicule a la chaleur revient

Fig. 3.

au méme élat quand il a parcouru le circuit, on peut appliquer ici le
principe de Carnot et écrire

Q, 1+ 2d,
xo_ 1Tt
(\)1 I+1tg

en serappelant que o représente le coefficient de dilatation des gaz.
On déduit de la '
Vi—V,  V,—V,
I aly,  i4af

, KR .
repre Y e r P — 5 et supposerons que K
Nous representerons ce rapport par —>» etnous supp A v

ne dépend que de la nature et des dimensions du circuit, et est par
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conséquent indépendant des températures des soudures La formule (16)
devient alors

(11) t=K(,—¢,),

et s’accorde avec les résultats des expériences de César Becquerel, lors-
que I'excés de température (¢, — ¢,) ne dépasse pas 50"

Au dela de cette limite, 7 croil moins rapidement que |'excés de tem-
|pérature, et son accroissement devient sensiblement nul et méme né-
gatif quand 1, — ¢, atteint et dépasse 300°. On attribue cette irrégula-
rité a ce que deux métaux en contact, dont les températures sont tres
différentes, éprouvent des modifications dans leur constitution, et
qu'ils se comportent vis-i-vis I'un de 'autre comme des métaux d'une
autre nature.

§ 1I. — Theorie de la pile.

7. De l'électrolyse. — On donne le nom d’électrolyte i toule sub-
stance qui est complétement décomposée dans ses ¢léments chimiques
lorsqu'elle est traversée par un courant. Si la décomposition n'a lieu
ue partiellement, en d’autres termes, si au moins un des produits de
celte décomposition est encore une combinaison chimique, la substance
est une électrolycale.

Tes expressions électrolyse et électrolysation sont des dérivés de celle
de électrolyte. '

Une électrode est 1'un ou l'autre des points de la substance par on
arrive et d’'ou sort le courant.

L’'électrolyse est soumise aux lois suivantes :

1° L'action décomposante d’un courant, ou sa puissance chimique, est
la méme dans toules scs parties.

2° La quantilé de substance décomposée est proportionnelle a la quan-
tté d’électricité qui passe dans un temps donné, ou encore a intensite
du courant. '

3¢ (Loi de Faraday). Quand un méme courant iraverse successiwement
plusteurs électrolytes, les poids des éléments séparés sont entre eux comme
leurs équivalents chimiques.
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On donne le nom d’éguivalents électrochimiques au poids d'un corps
qui est modifié dans l'unité de temps par un courant dont l'intensité
esl égale & 'unité.

8. Dela pile. — En continuant a désigner par A 1'équivalent méca-
nique de la chaleur, soient ¢’ la quantité de chaleur produite par la
dissolution de 1*s de zinc dans un liquide acide; ¢ 'équivalent élec-
trochimique du zinc.

Lorsque l'intensité du courant est z, le poids du zinc dissous dans
I'unité de temps est ¢'7, et donne lien & un d(«’*gagement de chaleur
¢'iq’ correspondanta la production de travail Ag'i¢’. Si la pile est formée
de n éléments, le travail électrochimique ou l'actior chimigue, sui-
vant une expression admise, sera nA¢'ig.

Soient R la résistance du fil conducteur que forme le circuit en de-
hors de la pile; R’ Ih résistance de chacun des éléments dela pile; la
résistance totale sera R 4+~ nR’ et la loi de Joule conduit & I'identité

nA€¢ig'= (R +nR')e,
Jd’ott :

4

_ nAdg
(17) ) ty

Si le nombre des éléments de la pile est suffisamment petit, on a & trés

peu pres

. nAdq
18 ;= —_1,
(18) -
et ['intensité du courant est proportionnelle au nombre des eléments.
Si, au contraire, le nombre des éléments est trés grand, on a ap-
proximativement

.  Afq
(19) l=
et U'intensité du courant est sensiblement constante. On voit ainsi qu'il
n’y a aucun avantage & multiplier outre mesure le nombre des élé-
ments de la pile.
Ces deux résultats sont conformes & ceux de I'expérience.

29
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9. Supposons que l'on place dans le circuit un certain nombre

‘électrolytes (E,), (E,), ...; soient ¢, R,, ¢, I'équivalent électro-
chimique de (E,), sa résistance et la quantité de chaleur nécessaire
pour décomposer son unité de poids; on reconnait sans peine que
I'on a

rAeig'=(R 4+ aR'+ Z,R,) 4 3, A, iy,
d’ou
14!

(20) = R IR

Pour que le courant se produise, il faut que Aneq’ > 3, A¢,q, ou
que l'action chimique dela pile soit supérieure 4 la somme des actions

chimiques des électrolytes.

§ IV. — De L'INDUCTION ELECTRIQUE.

10. Différentes formes sous lesquelles on peut mettre la formule
d’ Ampere (*). — Soient (fig. 1)

AB, A’B’ deux courants électriques ;

Fig. 1.

1
/l

s

2 s
{

a b ai by

A, A’ deux points déterminés de ces courants, qui sont censés se pro-
duire de A vers B et de A’ vers B';

a, a' deux points quelconques de AB, A'B’;

s, s’ les longueurs d’arc Aa, A’a’;

(*) Voir nos Recherches surl "Electrodynamique.
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ab=ds, a'b'=ds' les deux éléments de courant correspondant i a
eta’;

r la distance aa’;

a, o' les angles formés par ab, a'd’ avec aa’ et a'a;

6 angle compris sous les deux plans a’'ab, aa'd’;

7, ¢ les intensités des courants AB, A’B’;

¢ I’angle formé par ab avec a'd’.

Nous pouvons considérer r, «, &', @ et ¢ comme étant des fonctions
desets.

Nous avons trouvé, pour I'expression de I’action mutuelle de deux
courants,

cosu cosa’ . .
(1) ¢ =1 dsds'<———2————+ smocsma’cos@>.

Une paralléle en a 4 @'¥’, le prolongement. de a'a et la direction
de ab déterminent un angle triédre qui conduit 4 la relation

cose = — COsa Cosa’ -+ sina sine’ cosf,

et Pexpression (1) peut se mettre sous la forme
A ! 3 ’
(2) p=1u dsds(;cosacosa+cose>.

Nous avens vu que I'on avait aussi I'expression plus simple

cos?a
i'ds ds' r
(3) $ = 3 cos% ds

ou, en développant,

ds ds’
2

iy
.q’—u r

cosa 11_‘ dcosa)
2 ds T Tay )

mais on a
dr

COSOL =— — a5’
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par suite,

, —
2 ds ds' ds ds’

(4) $=

i'ds a’s’(t dr dr L dr )

r?

. . dr . .
Si 'on pose r= =2, 7 — 4, on reconnait facilement que le facteur

en r de cette expression devient

x

A~

3 1 d 1 dr 2 dz\/;

[2

ds T \r ds' \/r ds ——\/_;dsds"

|~

Nous avons donc enfin

(5) . \]J — Ql'[’((fds' fﬁz;/?

) Vr dsds

11 Formules de Weber. — Dés 1822, Ampére (') avait émis I'idée
(ue P'on pourrait se rendre compte de la loi relative a 'action mu-
tuelle de deux éléments de courant, en supposant que-deux particules
électriques m, m’ s’attirent ou sc repoussent proportionnellement 2
leurs masses et en raison inverse du carré de leur distance, a la con-
dition de faire intervenir un coefficient égal a I'unité augmentée d’un
terme U qui ne dépend que di mouvement relatif de m et m'; ce. qui
revient & représenter 'action mutuelle de m, m’ par

mm'
(

X =— —7

-+ U),

en continuant 4 cownsidérer une attraction comme positive.

Ampére estresté & cette conception philosophiquesansla développer.
Gauss I'a reprise plus tard el a admis que U est composé de deux
termes, I'un proportionnel au carré de la vitesse relative de m et m’,

(') ' Mémoires de I'’Académie des Sciences, 1823,
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. dr . .
I'autre au carré de la composante - suivant mm’ de cette vitesse, les

coefficients des deux termes pouvant d’ailleurs dépendre de . L'hypo-
thése de Gauss doit étre rejetée, parce qu’elle conduit a des résultats
inadmissibles an point de vae de 'expérience.

En considérant le cas de deux éléments de courant situés dans le
prolongement V'un de Vautre, Weber a été conduit a admettre que U
renferme un terme qui dépend de la vitesse relative estimée suivant r,
dr?
et
Examinant ensuite le cas de deux éléments perpendiculaires 4 une
droite, il est arrivé & conclure que U doit renfermer aussi un . terme

et il a supposé que ce terme, 4 un coefficient pres, est de la forme

3

2

. \ RS . . . ¢ . 1 : R
proportionnel & I'accélération relative 5> estimée sunivant r. Clest

ainsi qu'il a été amené a poser généralement

.. ! 2 72
(6) x=— " 1+7”_’__+l;f:),
e (L~ 4 Y.

« et B désignant des fonctions de r qui doivent étre déterminées de
manié¢re que les résultats auxquels conduit cette formule soient d’ac-
cord avec la formule d’Ampére.

Soient ¢, ¢ les vitesses de m, m’ qui sont censées des fonctions des
trois variables s, §', ¢; ds, ds’ les chemins parcourus par ces points dans
Iélément de temps d¢. Nous avons, en employant la caractéristique 2,
pour les dérivées partielles, & la place de celle d qui est réservée aux
dérivéces totales,

o — ds  ,__ ds

a YT
dr Jrds or ds’' ar ar ,0r or

@ T esa T a Tt s T Y T

d*r L, 0r L 0r Jr ;o 021 de gr av' dr
PR T T R TR T T TP

de or Lar or otr
TV o TV ooy T o
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200 THEORIE DES COURANTS ELECTRIQUES.

En substituant ces valeurs dans la formule (6), et posant

»l):[""ld +[5({t'
=2 ﬁ =2 d,—_'_ﬁ
().s- 0 2’ 05" 05
- o of,0radr 0*r
(7) c_)< Js 05 ﬁ?)m')’
ar or de or ar dv’
D = 9y — — = =
© =gt B Y=gy 01 +ﬁd¢ 05
L L Y L
t=fy o C=Bg e

on trouve

) mm’ . N , ) in .
(8) Z=——'I~(t+uv+sw+:v 0 D W0 4 4 ).

Supposons maintenant que les éléments de courant ds, ds' soient
formés chacun d'un couple de particules électriques, savoir m, m,
pour le premier élément et m', m, pour le second. Soient ¢,, ¢ leq
vitesses de m,, m qui peuvent étre différentes de ¢, ¢; ®,, ¢, et 0, &
les valeurs de ®, ¢ et @, ¢’ quand on y remplace respectivement ¢ par ¢,
et ¢ par v

I’action mutuelle ¢ de ds et ds’ s’obtiendra en ajoutant expres-
sion {8)a celles qui en résultent quand on y remplace successivementm
par m,, m’ par m, et enfin m, m' par m,, m,. On trouve ainsi

b= S A(mtm ) () (1 ) (me? 4 mye?)

/

o)) A W(m A m ) (w4 ) o (e 4 g, ) (v )

+ O m{m' 4 m\)e + ®,m,(m'+ m)v,+ (M +m))m+ ¢ (m'+m)m
+®&'m' (m + m)o +®,m (m + m,) ¢, + &(m+m,)m' + & (m+m,)m

En comparant ce résultat a la formule (4), on voit que, 4 I'excep-
tion du terme en €, tous les autres doivent disparaitre, condition &

:
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THEORIE DES COURANTS ELECTRIQUES. 20"
laquelle on satisfait en posant
(10) m=—m, m,=-—m.

et I’expression précédente se réduit &

amm! ar or arr

(r1) $=——7 (v—v,)(v'—v’l)(um 0—\—!—[3%—()?)

Si, en désignant par a une longueur constante, nous posons

—_ . “’_, (\'
in —1 ds, m'.(_a_.’_)

v2=14ds,

[ m(v—¢))
s « v
(12) (

la formule (11) rentre dans la formule (4), et la formule (G) prend la
forme

I%) > — mm' _— 1 rd2 r 1 dr? )k
(x - o a’\ dg 2 det )|
et par suite la suivante
i toodhr
’ b — . f L .
(['l) @ min <r2 + a\r de >

Il résulte des relations (10) qu'un élément de courant ds peut étre
considéré comme étant composé de deux particules électriques de méme
masse en valeur absolue, mais appm‘tenant respectivement al'un et a
’autre fluide. Rien ne s’oppose & ce que l'on puisse admettre que ces
deux particules sont animées de deux vitesses égales et de sens con-
traires, et alors on a simplement '

!
(15) i=2 2%", i’:g\/z'%-

Il suit de 12 que 'on 'peut regarder un courant comme formé de
deux courants inverses I'un del’autre et appartenant, I'un au fluide po-
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208 THEORIE DES COURANTS ELECTRIQUES.

sitif, Pautre au fluide négatif, et qui ont chacun pour intensité la moilié
de celle du courant complet.

On s’assurera facilement que la force x dérive d’un potentiel et que
ce potentiel a pour expression

" mm'| 1 fdr\?*
\_Ib) = \l—m(m—> -l'

12. Potentiel de I’action mutuelle de deux céléments de courant. —
En se reportant 4 la troisi¢éme formule (@), ona

-

dr? o, 01 o Q1 LOr dr ar ,or ar?
mm ( ) =m0 e e g o T2tV s o)
iy os® ot T sos TP o oe
Remplacons dans cette expression m par m’ puis m par m,, enfin

m, m' par m,, m,. Faisons la somme des expressions ainsi obtenues,
puis supposons dans cette somme m,= — m, m, = — m'; on reconnait
facilement qu’elle se réduit &

Smm'vy — or dr
Js 0s'

Le potentiel cherché @ ou la somme des expressions (16) pour les
quatre couples de molécules a ainsi pour expression

(1) , mm'ee’ gr dr
= — —
atr Js os

ou, en vertu des relations (15),

(1 7) O — 1 t'dsds' dr or

135. Potentiel total relatif a deux courants fermes d'intensités con-
stantes agissant I'un sur 'autre. — Ce potentiel, que ’on appelle aussi
I'énergie potentielle des deux circuits, a pour expression

(18) = uf[;g’g’dds.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC
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Mais on a, en intégrant par parties,
1 ar
d| r—
1 dr dr 5. 01 o 01‘) "1 ( ()s> .
'/7 ()—‘s ‘a‘;;(]&' == ()— ’)—\-{ls (7)—‘!' +j]‘ —Os’ ds’.

De ce que le courant AB est fermé, le premier terme de cette ex-
pression est nul; on a donc simplement

jy <“ ds ds.

" Soient (fig. 1) a,, b, les projections de a', b’ sur la direction de ab;
il vient, en conservant les notations dun° 1,

Jrcosz Jr cosz
ds', a b = ds’

aa’, = rcosuz, ablzrcosa—}—T yoa by == ds,

a b, = ds'cose, coso=— %;
¢’otr
o(’_()_r)
__ drcosa Os
Cose = —g— = — ——">
et enfin

(19) ' //““wh,

formule qui est due & F.-E. Neumann.

A4. Force électromotrice d’un courant induit produit dans un circuit
par un courant extérieur. — Soient A’B’ le courant et AB le circuit dans
lequel se développe le courant induit.

L’accélération tangentielle, ou suivant ab, de la particule m produite

par les actions de m, m| s’obtiendra en faisant dans la formule (9)

) , . 3. , ar
m=r, m,=—m, ¢y, =—¢ et multipliant le résultat par cosec = — P
ce qui donne

()7‘ ’ 4 : ’ o
o7 55 L2007+ (0 + ®))¢"+ ¢ — & ].

re
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210 THEORIE DES COURANTS ELECTRIQUES.

L’accélération semblable de m, se déduira de cette cxpression en y
remplacant ¢ par ¢,= — ¢, et, comme elle est de sens contraire a la pré-
cédente, elle devra lui étre ajoutée pour avoir 1'accélération relative 4
de m par rapport i m’; on trouve ainsi

"ar '

77 g5 L@ + @)+ & — ]
Mais, en se reportant aux formules (7) et remarquant que ¢, = — ¢/,
on a

’ ()l ()l N oo ()
®+® —40.0 527 ¢ & " 0—

Lol Ar N
_ hm _0_1_()_17<0 ,or +p()(>

o
95"’
d’on

r: ods 0s

et, en remplacant =, 3, m'v’ par leurs valeurs déduites des équations
v

(12) et (15),

_ﬁd_]_d_l_l(_-,()r_.l_lm)l, \/0()1010

'

r
@ 0s 0s' 17 n @ Js o5 ot

Nous avons done, pour la force électromotrice totale développée
dans le courant AB, en remarquant que ¢’ seul est fonction du temps,

_fﬂds_\/—ffgig—;—dsls Ve dtffjgg o dsas,

ou, d’aprés le numéro précédent,.

a dt

(20) E=— \/—dt f‘/.cifgdsa’s'.

Tel est le résultat cherché.
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MAGNETISME STATIQUE.

§ I. — PRELIMINAIRES.

1. Pour expliquer les propriétés magnétiques de certains corps ('},
Goulomb considére les éléments matériels du corps comme renfermant
en quantités égales et indéfinies deux fluides, 'an dit boréul ou posity.
lautre austral ou négatif.

En admettant que le corps soit soustrait a toute action capable de
développer ses propriétés magnétiques, ces deux fluides se trouvent a
I'état de combinaison ou se neutralisent dans In molécule matérielle
correspondante. Mais, dés que le corps devient un aimant, les deux
fluides se trouvent séparés, en quantilés égales, et restent isolés pendant
toute la durée de I'aimantation.

Par une extension donnée aux lois déduites de I'expérience par
Coulomb, on est conduit a admettre que deux particules magnétiques
se repoussent ou s’attirent proportionnellement 4 leurs masses, selon
qu’elles sont ou non de méme nature, et que leur action mutuelle varie
en raison inverse du carré de leur distance.

Nous conviendrons de considérer une 1'épulsion comme une foree

(") Les oxydes de fer et principalement l'oxydule, le ler. le nickel a la tempe-

rature de 20,
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214 MAGNETISME STATIQUE.
positive et, par suite, d’attribuer une valeur négative i la masse d’'une
particule du fluide austral.

Un barreau d'acier trempé, convenablement orienté, devient au hout
'un certain temps, sous Uinfluence de la Terre, un aimant permanent,
ce qui revient a dire que, lorsqu'il est soustrait & Paction magnétique,
les deux fluides warrivent & se neutraliserque particllement. Coulomb
attribue cette opposition a la reconstitution du fluide neutre & une
résistance passive a laquelle il a donné le nom de foree coercitive, force
sur la nature de laquelle on ne peuat faive que des conjectures. Le
harreau, dans certaines conditions, peut devenir unaimant permancent
sous I'action d’un aimant permanent.

L'oxvdule de fer est doué de la foree coercitive et Pon attribue ses
'propriétés magnétiques & ce que les filons qui le venferment sont
compris sensiblement dans les plans qui passent par les poles magne-
tiques de la Terre.

Le fer doux et 'acier non trempé ne possédent pas la propri-té due
alaforce coercitive ; aimantation cesse en méme temps que U'influence
de I'aimant qui T'a produite. On considére un aimant comme étant
formé de petites parties materielles qui ont rvecu le nowm ('éléments
magnétiques et dans lesquelles laséparation des fluides s’est opérée. En
faisant le méme raisonnement que pour 'électricité statique, on arrive
a conclure que I'action magnétique sur un point intérieur de 1'élé-
mentestnulle, et que, par suite, les deux fluides sépm‘és se sont portés
sur sa surface. La forme des ¢léments magnétiques peut d'ailleurs
dépendre de la maniere dont Paimantation a été produite.

Coulomb admet que les deux fluides, aprés leur séparation, se sont
respectivement concentrés en deux points ou péles de la surface de I'é-
lément. L’hypothieése d’Ampeére, dans laquelle les éléments magnétiques
sont remplacés par des solénoides infinitésimaux, revient, au point de
vue de la mise en équation, i celle de Coulomb.

Poisson (') n’a recours 4 aucune supposition sur le mode de répar-
tition des deux fluides sur la surface de I'élément. Nous reconnaitrons
plus loin que, en se placant respectivementaux pointsde vue de Coulomb

(V) Mémoires de U Académie des Sciences, 1822.
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ct de Poisson, on arrive aux mémes résultats en ce qui concerne l'action
exercée par un aimant sur un point extérieur.

Dans son Essatsur I application de I Analyse mathématique aux theo-
ries de electricité et du magnétisme ('), G. Green ne mentionne pas les
recherches de Poisson sur le magnétisme. Qu'il les ait ou non ignorées,
il est arrivé & la méme équation que Poisson relativement a I'équilibre
magnétique intérieur d’'un aimant. L’'analyse de sreen est assez obscure
et parait avoir pour objet plutot de déguiser que de faire disparaitre
une difficulté éludée par Poisson, a I'aide de consideérations particu-
lieres qui ne sont pas des plus satisfaisantes.

Iexposition de la théoric du magnétisme de M. W. Thomson se
trouvant implicitcment comprise dans le premier Mémoire de Poisson,
nous n'avons pas a nous y arrcler.

Nous ne nousoccuperons pas d’ailleurs de I'étude des feuillets magné-
tiues, quin‘offre aucun intérét au point de vue des pliénoménes phy-
siques; nous ne considérerons que des aimants doués de force coerei-
tive (%),

§S1I. — EQUATIONS GENERALES.

2. De l'action exercée par un aimant sur un point qui r’est pas com-
pris dans la masse. — Soient O, Oy, Oz trois axes rectangulaires;
x, ¥, 5 les coordonnées de la particule magnétique M sur laquelle ai-
mant éxerce son action.

{1 Nottingham, 1828,

(?) Green parait étre le seul géometre quiait cherché a expliquer les ellets de
la [orce coerveitive en se placant dans le cas d'un fil d'acier trempé, dtudid expiéri-
mentalenent par Coulomb.

Il est arrivé a une formule qui ecadre, presque aussi bien que la formule d'inter-
polation de Biot, avec les résultats des observations de Coulomb.

Si nous ne reproduisons pas la théorie de Green, c'estpar la raison (u'elle péche
par plusieurs points que nous allons faive ressortir. 1 suppose que la foree coerci-
tive est constante ¢l qu'elle se développe parallélement a Taiguille exlindrique
dans un sens déterming, ce qui nous parait inadmissible; car cette foree, devant
changer de signe en passanl d'une moitié & 'autre de Paiguille, doit étre nulle au
milieu.

Par un artifice de caleul, justifié ultérieurement par une application ingénicuse
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216 MAGNETISME STATIQUE.

Pour simplifier, nous supposerons que lamasse de cette particule est
¢gale a I'unité, sauf a multiplier ultérieurement, s'il y a lieu, les résul-
tats auxquels nous parviendrons par la valeur positive ou négalive de
la masse M. D'aprés cette convention, une particule magunétique 1 sera
censée exercer sur M une répulsion ou une attraction, selon qu'elle
appartiendra au fluide boréal ou au fluide austral.

Nous allons maintenant chercher i déduire successivement des con-

séquences des hypothéses de Coulomb et de Poisson sur la constitution
d'un aimant.

(a) D'upres les idées de Coulomb. — Soient ( fig. 1)

g
Tig. 1.
b
7
s s
.
,/' ,,/u
i
P
e
L A
| v
¥
B
/,
/
v/

a, b les poles austral et boréal d'un élément magnétique de aimant
(4);

ds sa longueur;

de la méthode des moindres earréds, il fait sortir d'une intégrale définie, fort em-
barrassante, le facteur inconnu qui se rapporte al'action excereée sur un point dé-
terminé de Faimant.

Par un raisonnement insaisissable, il supprime deux termes imporlants de son
¢quation fondamentale el simpose deux conditions relalives aux extrémilés de
Paiguille, qui consislent chacune en une équation dont e premier membre est la
somme de deux fonclions homogénes qui ne sonl pas du méme degré, ce qui n’est
pas non plus admissible. :

Il paraitrail assez naturel de supposer que la lorce coercitive en un point est
proportionnelle i intensité magnétique en ce point; el alors I'équation de Green,
débarrassée des deux termes dont on vientl de parler et sans avoir égard aux con-
ditions aux extrémités qu'il sesl unposées, conduit & la formule de Biot.
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v la valeur absolue de chacune des masses magnétiques condensées en
aetb;
! ! I3 4 :
x', y', 7’ les coordonnées du point «;
w=y(x' — &)+ (y — y)* + (5 — 3)* la distance Ma;

, ! . -
w4 — ds 1a distance Mb.

Les fonctions potentielles de M dues a a et b étant respectivement

" 1 o'
— —V\ 5+ ds |»
u u ds

celle a laquelle donne lieu I'élément a pour valeur

(Z:T,
(a) —v7g—'(ls.

On donne le nom d'intensité magnétique linéaire de lélément

a
Pexpression
ds
¥/ I'—=
\ ) v dv’
dans laquelle d¢’ représente le volume de 1’élément.
Celle intensité pouvant étre considérée comne une force (lirigée du

poleaustral a vers le pole boréal b, nous désignerons par o/, ', 7' ses
composantes parallé]es aOx, Oy, Oxs.,
Lexpression (a) prend la forme (')
1
d—
I, 172 d ,
U [E— ‘,7 N

ds

et nous avons, pour la fonction potentielle de M due a 'action totale

"I . a dérive fouy . 5 aral
(") En prenant la dérivée par rapport i 2, on Ltrouve pour la composante, paral-
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de (4),
“ 1 1
d'u—’ d.x! dl_(-,’ dy' dz—(" ds’

[ s
([—,
rge gl ar _wdy _wds
Q:_f] dv ds uflllv v @ dy' ds + T ds

léle 4 O, de 'action exercée par ab sur M,

y—__V ,lil xr— — !ﬂ’ . ('I.I—"L‘_)_dl_l il—l
r=—1ds (IS(T"‘_‘>- ! w'® 3 o s T ds .

!
(‘4)’ 1
de' .
g =1 o [3cos(u', ds)cos(u', ) — cos(ds, x)].
On a des expressions semblables pour Tes composantes 7, ¥, suivant Oy, Os,
el 'on trouve facilement pour la résultante

N
, i
u'®

1 [3cos®(w’, ds)+1].

Pour se rendre compte du pouvoir maguélique de la Terre, Biot suppose
qu’elle posséde deux poles magnétiques situés sur un méme diamétre, 4 égale
distance du centre, possédant les mémes pouvoirs allractifs et répulsifs et dont la
distance est trés pelite par rapport au rayon terrestre.

Supposons que @, b ( fig. 2) soient les poles magnéliques auslral et horéal de

Tig. 2.

la Terre dont C est le centre, et que M soit I'un des péles d’une aiguille aimantée
placée i la surface du globe.
Prenons pour plan de la figure le méridien magnétique de M, c'est-a-dire le
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on

(L'> " d% ([,—;7 (/%

\ — N U.l s ¢ o b
Q / ds ! + ﬁ dy’ + ds

expression dans laquelle nous pouvons considérer maintenant .x’,y/, =’
comme étant les coordonnées du milicu C de ab.

Concevons autour de ce point un volume div extrémement petit par
rapport au volume de (A), mais cependant assez étendu pour conte-
nir un grand nombre d’¢léments magnétiques, et désignons par £ le
“rapport de la somme des volumes de ces éléments a diov. Ce rapport,
qui atteindra au plus 'unité, sera spécifique pour un corps aimante

plan déterminé par ce point et @b: pour partie positive de 'axe des . le prolon-
gement de CM, et pour axe des .« la'portion de la méridienne de M dirvigée vers
équateur. Soit ) la lalitnde magnétique de M ou le complément de I'angle forms
par CM avee «b.

Nons avons, en considérant #' comme se rapportant au point C,

I= o, cos(t',ds)y=sind, cos(u',r) =0, cos(ds, v) =— cosi,

cos(u',y) =1, cos(ds,y)=sin).

L’équation (=) et celle qui en dérive pour I'axe des » donnent, en ayant égard
a la formule (), pour les composanles de 'action exercée par la Terre sur M
suivant M, My,

v els a2ds

_ -—“—,I CcCOS A, = -F SI A,
d’oin
T,
< = 2 tang).

7.

Pour le second pole de l'aiguille, v, el v seront changés de signe. L'aiguille

élant censée en équilibre, la ligne des poles sera dirigée suivant la résultante

_dew, et y » st done ¢ désigne I'inclinaison magnétique au lieu considéré;, nous
aurons

tang? — 2langa.
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porté a une température uniforme déterminée, mais variera d’un point
a un autre de ce corps si la température est elle-méme variable,
comme nous le supposerons pour plus de généralité, £ devenant ainsi
une fonction donnée de z’, ', z'. Quoique le volume diw soit censé
extrémement petit, les quantités 2/, ', ', &’ n’auront pas les mémes
valeurs dans toute son étendue, si les éléments magnétiques qu'il ren-
ferme n’ont pas tous la méme forme, ou si, quoique identiques, ils ne
sont pas réguliérement disposés. Nous les supposerons néanmaoins
constantes daus le volume considéré en leur attribuant des valeurs
nioyenines qm seront censées soumises 4 laloi de continuité et par suite
exprimables en fonction de 2/, ), 5’

Nous pouvons dés lors supposer que, dans 1 formule (c¢), dv' repreé-
sente la somme des volumes des éléments magnétiques contenus dans
div, et alors nous obtenons

Il L (l

, ¢! w!
/L ad'+ﬁ¢/) +// dinr,

et, comme U'intégrale doit étre étendue au volume de (A ), on est ramené
a poser

d—l—

'

L
(1) Q—— ff]ﬁ V'd,’:-i-( o+ 7'% dx' dy' dz’.

(b). D’apres Poisson. — . Soient(fig. 3

a’, y', 5" les coordonnées d'un point Csitué dans'intérieur d’un élément
magneétigue de (A);

¢ le cote du cube équi\"\lent au volume de cet élément;

x' +cy, y'+cn, 5+ ¢ les coordonnées d un point 7 de la surface
du méme élément;

e, p I'épaisseur normale et la dénsité relative correspondante du fluide
magnétique;

¢*ds un élément superficiel en m;

w=y(x' —x)*+(y —y)+(z — z)* la distance MC.
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Comme l'action de m sur M est une répulsion ou une attraction sclon

Fig. 3.
o i
I
4 1
/ / '
///' ¢/
,,'// \\_/
ne
) T
L
d
7
Y

que ¢ est positif ou négatif, la fonction potentielle de M due & Pélément
magnétique a pour expression

(d) ' ——-r:"'/w e &

Mo

O

I'intégrale s’étendant 4 la surface entiére de I'élément.
Avant d'aller plus loin, nous ferons remarquer que, comme ilva
autant de fluide positif que de fluide négatif sur I’élément, on a

(2) . Jpeds =o.

En admettant que M soit suffisamment éloigné de C pour que 'on

. roqe . (4 cn C ..
puisse négliger les puissances de 7/‘; — TF d’un ordre supérieur au

prem i er, nous avons

d— - (117
L. i w + " u'
M t e\ T dy! " ds' 2,
Si nous posons
(3) a’:/xepds, .ﬁ’—_—['r)epds, 7 ::/'gepds,

ct si nous avons égard a la relation (2), I'expression (d) devient

1 I 1"
— (l-—, ([—;
u

. u , u
e =\ g B T
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Les valeurs (3) sont indépendantes de la position du point C dans
Pintérieur de I'élément considéré ; car, en passant d'une position i une
autre, les coordonnées relatives L 0 £ ne varient que de qu:mtirés
constantes qui, d’aprés la formule (2), donnent des résultats nuls.

Si nous représentons par v’ le volume ¢® de I'élément magnétique,
on voit que la formule (c) nous conduira identiquement i I'expression
(e) de la fonction potentielle de M due a (A) et enfin, & la suite d'un
raisonnement qu'il est inutile de reproduire, a I'équation (1).

En considérantles quantités o', ',/ comme définies par les formules
(3) et se reportant & larticle précédent, on voit quun élément
magnétique de (A) agira sur M de la méme maniére qu'une aiguille
infinitésimale qqu’on lui substituerait et qui ferait avec Oz, Oy, Oz des
angles dont les cosinus seraient

! !
! 8 ~r

\/m_( ’ \f_llz 8 .,/_" \/1/_» ) FIEpE
D’aprés ce qui préceéde, il n'y a plus aucun motif pour préférer la
maniére de ~voir de Coulomb & celle de Poisson, qui sera seule cn
question dans ce qui suit, tout en conservant a la résultante de o/, (2,
+ le nom d’intensité magnétique lincaire.
Les composantes paralleles a Oz, Oy, Oz de Paction exercée par
(A) sur M ont pour expressions, comme on e sait,

. Q _dQ ., dQ
(4) \—(1.1:’-Y_d)" L= d=

3. Awtre forme sous laquelle on peut metlre la fonction ). — En
intégrant par parties, I'équation (1) donne

. s ?a'L vk '
/ ~ d=r o' + d u Vde' dy' ds
dy’ ds' o'
' (TR o !
+ da k! ’lt’ I + dvy // de’ dv' ds'
W'\ dr” dy’ ds -

ou, en vertu d'un théoréme connu,

. !
‘ Q :——f(a.’ cosl'+ [’ cosm’+ 7y cosn') K deo

I

¢
d='k' dp'l! d‘(/. ,
| S )

(5)
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en désignant par do’ un élément de lasurface de (A) au point M dont
les coordonnées sont &', ¥, ' ct par £/, m’, n’ les angles formés par la
normale extéricure i cet élément avee Oz, Oy, Os.

e’ .. ..

On remarquera que le facteur de /f’T dans la premicére intégrale
nest autre chose que la composante I, suivant la normale en M’ de
intensit¢ magnétique en ce point (n° 2).

De la formule précédente et de 'identité

1
o2 — ? - 2
w! u' 4 o
d.r? dy? {2~ 7
on déduit I'équation connue
. ? d2() d20
(6) 9 L4 s =o.
/ dx? dy*? o3

A I'inspection de I'équation (5), onreconnait que Paimant (A ) agit sur
M comme si la surface était recouverte d'un fluide dont la densité
superficielle serait 1, %, et que les molécules renfermeraient un autre
fluide dont la densité de masse aurait pour valeur

_ (dz’ I dg' k! rly’/.")

de’ ! ds’ |

4. Action d’un corps aimanic sur un point inierieur de l'un de ses
¢léments magnétiques. — Concevons une sphére (B) ayant son centre en
M, dont le rayon est extrémement petit parrapport aux dimensions de
Paimant, mais qui est censée assez étendue cependant pour renfermer
un grand nombre d’éléments magnétiques.

Les composantes de I'action exercée sur M par la portion de (A)
extéricure a (B) pourront se déterminer au moyen des formules (1) et

(4), parce que le développement sur lequel elles reposent est ici
parfaitement admissible. Mais il n’en est pas de méme pour celles de
(B) qui exigent nn calcul spécial, puisque w’ est de I'ordre de ds, ¢y,
cy, c§.

Occupons-nous d’abord de Paction exercée sur M par la portion
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de (A) extérieure & (B); on peut supposer que Q s’étende au volume

Q aQ Q

d)’

Y', Z’ dues a (B), estimées au moyen des formu]es (r)et (4).
Nous avons

entier en retr

les composantes X,

/// 4 {? Ky
dr a'x , ﬁ R i k dx' dy' dsz'.

En raison des dimensions extrémement petites du volume (B), on
peut considérer «, ', ¥, &' comme ayant les mémes valeurs dans toute
I'étendue de ce volume. Si donc nous désignons par «, 3, 7, £ celles
de ces valeurs qui correspondent au point M, c’est-i-dire aux coor-
données z, y, z, nous aurons .

’ ’“‘d(ll
X = s d,dar;(lyd‘,

// P AT
— ik 7o @7 7 by & — gk A e dy de

on, en effectuant les différentiations par rapport 4 z,

74

d u©'?
N'=—ak ———dx’ dy' dz’

dx

dx’_w . » (.1"—.1‘
_19,{;/‘//—(71;,,—([.1:’(1)/({5’——7.4:///—(/ﬁ%dx’c{y’d:’.

En étendant & la surface de (B) les notations admises pour celle de
(A). cette expression peut se mettre sous la forme suivante :

~

——at/c/‘(dJ coql’dw

— Bk (y )Losm dw! — 7Af( (osn "do;
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et comme

¥ —x=u'cosl, y—y=ucosm’, z —z=u'cosn,
il vient

P R
X' —=— gk (‘lﬁ;x‘_)dw’

— ik [ ) gy [ =2 g

Concevons, momentanément, que les axcs coordonnés soient trans-
portes paralldemeut a eux-mémes au pomt M pns pour 01‘1g1ne;

soient § et ¢ les angles formés par &’ avec Mz et sa projection sur Je -
plan xMy avec Ma; nous avons

v —x =uwsinfcosy, y —y=u'sinfsing, 5’ —z=u cosb,

do’ = u*sin§ df (lk{)

et

———alcf[sin"‘écosgqadedq; — @kf.fsin“é sing cosd df d
— 7kffsi1126c056 cosbdi dy,

les intégrales étant prises entre les limites 6 =o0, ¢ =o0 et {6 =,
¢ = 27. On tire de la
4
X =— % nok,
et I'on trouverait de méme

, 4 /
Y:—gﬂ'ﬁlﬂ, 1 —=—

wol B~

nyk.

Nous avons donc, pour les composantes de l'action sur M par la
portion de I'aimant extérieur & (B),

X, = 4Q %na/»’,

d.z:
_ aQ 4
(7) Y, = G2+ 3nkk,
aQ | 4
Z, :TQ;'—I-gﬁ"/".
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11 nous reste maintenant & déterminer les composantes de 'action
exercée par la sphére (B) sur le point M.

Concevons un cone ayant son sommeten ce point, d’'une ouverture
sphérique infiniment petite do et terminé a la surface de (B). Une
massc fluide élémentaire p«*dedr, comprise dans cc cone et située a la
distance « du sommet, donnera lieu & I'action pdodc, et l'on aura

(Zc/p([z pour I'action du cone entier. L’action produite par le cone

opposé sera de sens contraire a cette derniére et ces deux actions se
déirniront au moins en partie. Comme les deux cones ont la méme
longueur, ils traverseront & peu prés le méme nombre d'éléments
magnétiques extérieurs a celui auquel M appartient, et la surface de
chacun de ces éléments sera traversée deux fois. Quoique ces éléments
ne soient pas nécessairement identiques, comme leur nombre est tres
grand et pour ainsi dire infini, il 0’y a pas de raison de supposer
qu’il v a plus de fluide libre d'un coté que de 'autre. Alors il ne
restera de I'action des cones que celle qui est due aux portions qu’ils
déterminent dans la couche fluide de I'élément dans Pintérieur duquel
M est situé. 1l suit de ce raisonnement (ue, si ce point était extérieur
a tout élément magnétique, il ne serait soumis 4 aucune action magné-
tique de la part de (B), c’est-d-dire qu'une particule magnétique
de I'un ou l'autre fluide que I'on placerait au méme point y resterail
en équilibre si elle n’était influencée que par (B).

Supl)osons, pour un instant, que I'on ait transporté les axes O a, Oy,
Oz parallélement i eux-mémes au point M.

Soient 4 et ¢ les angles formés par « avec Mz et sa projection sur le
plan My avec Ma; e I'épaisseur de la couche magnétique déterminée
parla direction de «; on peut prendre ds = sind di dy et1'on reconnait
facilement que les composantes de 'action due a (B), paralléles & O .r,
0y, Oz, ont pour expressions

o, :—.[/pasin”é cos¢ db dy,
(8) / ﬁ,:—‘/./lpasinﬂ@sinq;dé dy.
== L[.fps sinf cosf dy,
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les intégrales étant prises entre les limites 6 = o,y = oetb=r, y=2ax.
Nous rappellerons que nous avons désigné par «, 3, 7 les valeurs de
', &'y 4 quise rapportent aux point M.

En remontant au n® 2, nous remargquerons que

ec’ds = «* sinG dj db,

¢y =wsinfcosy, c¢q ==«sinfsind, cf=rcoss;

ot V'on déduit

u= L%ffpsz“sin"’@ cosy df dq;;
(9) = ﬁffpez“ sin*0 sind df dy,

= E%ffpsz“sin@cosﬁdq/.

~ Poisson a supposé que =, 3, y sont desfonctionslinéaires de =z, f,,
7. dont les coefficients ne dépendent que de la forme de 1'élément
magnétique ct de sa position par rapport anx trois plnns coordonnés.
Par des transformations de coordonnées et en exprimant que «, f3,
ne changent pas de valeur, si I'aimant (A), étant une sphere homogene,
tourne sur Jui-méme, il arrive & conclure que six des cocfficients de
@, 31, 7, sont nuls, que les trois autres sont égaux ct que 'on peut
ainsi poser

e==po, f=—=ph, v=—p1,

p étant une fonction inconnue; il cherche a déterminer cette fonction
par une savante analyse ot il fait intervenir les fonctions sphériques;
il arrive & un résultat approximatif tel, qu'il a dit supposer en chemin
que I'élément magnétique était sensiblement sphérique. En effet, en
substituant 4 cet élément une sphére moyenne derayon,, avant le méme
volume, nous aurons

et, en faisant « = ¢, dans les formules (9) et en ayant égard aux va-
leurs (8), on voit sans peine que 'ona

4
(to) a,:—glrm, ﬁ,:—é?‘sﬁ, T =— grr’/.
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Telles sout les relations auxquelles Poisson est arrivé, quoique les
-aisonnements qui 1'v ont conduit ne soient pas de la derniére
rigueur ('),

Il résulte de ce qui précéde que les composantes de l'action totale
exercée par 'aimant (A) sur un point intérieur de I'un de ses éléments
magnétique sont pour expressions

H ‘) 4
X=9 _dra(i—4),
dQ 4
(11) Y=$—-§Ttﬁ(l——/~'),
L dO G ,
1= 75— én"/(l-—ﬁ).

5. Equations d’équilibre des deux fluides contenus danrs un corps
atmanté. — Supposons que les particules magnétiques de (A) soient
soumises non seulement a leurs actions mutuelles, mais encore a celles
d’aimants extérieurs. Désignons par V la fonclion potentielle de M duc
A laction de ces aimants,

Il faut que les forces magnétiques qui sollicitent Ie point M se fassent
équilibre, car autrement il y aurait, en ce point, décomposition du
fluide neutre, et I'équilibre magnétique dans (A) n’existerait pas,
comme on I'a supposé ; ¢’est pourquoi d'aillears on a admis, comme pour
les fluides électriques, que le fluide magnétique était répandu sur la
surface de chaque élément d’aimant.

On doit donc avoir, pour tous les points de U'intérieur de (A) ou
quels que soientz, y, =,

dy dv dv

X.—{—'(E:O, ‘.—FE:O, Z+—£/_:':O"

(*) 1l le reconnait lui-méme dans son Mémoirede 1828 intitulé : Sur la théoric
du magnétisme en mouvement (Mémoires de OInstitut, p. §34), Mémoire que
nous n'analyserions qu’en sortant du cadre que nous nous sommes tracé. 1l nous
parait cependant que 'on pourrait.éluder les difficultés en mullipliant les ex-
pressions (10) par un coefficient, probablement peu diflérent de 'unité, mais qui
ne pourrait étre qu’une donnée expérimentale.
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d'ou, pour les équations cherchées,

i dV d() 4
Z m’ —gﬂ'ﬂ(l—/f):ﬂ,
, AV dQ .
(12) .@—!—d?—gﬁﬁ(l—ﬂ:o,
dV dQ 4 .
7:—. E—gﬁ/([-——/u):()

On sait que, par sa nature, lafonction V satisfait & I'équation

d*v d*V 2V

(13) rraall i e R
on a de plus

o? —I, d? L, o? —[—,
: /-) i + [£4 + i =0
it dx? dy*? s ’

’

lorsque les différences &' — 2, y'— ¥, &’ — = ne sont pas infiniment
'petites, et dans le cas contraire

1 I I

d? — dr— o?—
( "-) u + u i ' 47
VO dr? (/),2 dzr fee

Si 'on forme au moyen de I'équation (5) dun® 3 I'expression

a*Q d*Q o+ Q-

et dy? d=*’

la somme des trois intégrales qui se rapportent a la surface de (A ) est
nulle; la somme des trois autres se réduit 4 celle qui est relative a une
sphére d’un rayon infiniment petit enveloppant le point M et dans
laquelle on peut supposer

da' k' dak  dBRLdEE dy Ll dy ke
dr’ T dxr’ dy' "~ dy T TdaT T Tdx?

on obtient ainsi, cu égard i Ia relation ( /),

d? daolk dB k d i
Q — 4‘.‘.< B e )

Q& Q
dz? dz + dy ds

da? (—/)_’

-+
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Si donc onajoute entreelles les équations (12), aprés les avoir diffé-
rentiées l'cspectivement par rapport aa, ¥, & on trouve

= 0.

dak  dBk  dyk da  dp  dy
dx dy dz de ' dy ' ds

6. Cas o la température de I’aimant est uniforme. — Nous ne con-
sidérerons dorénavant que le cas dans lequel £ est une constante
(n°2).

L’équation précédente se réduit alors 4 la suivante :

de | dp

4 d.{ —
( 15 ) =+ 0

ds 7'

—+

A l'inspection des équations (12), on reconnait que ¢, 3, 7 sont les déri-
vées partielles, par rapport & x, y, z, d'une méme fonction que nous
désignerons par /. Nous aurons ainsi

daf . B = af _ _ &

(I()) . o = de’ = d_)’, = (—L.;)
ct, au lieu de V'équation (15),

da*f df &*f
(17) prian 7 + o5 = O

Les équations (12) se réduisent alors & la suivante :
(18) V+Q-Tu—t =0 (),

d'out on les déduira par la différentiation relative aux trois coordon-
nées, .

En vertu de I’équation (15) et en supposant £ ou £ constant, la
seconde intégrale de I'expression (5), (n® 3) est nulle et I'on a sim-

(1) Cette équation n'est autre chose que celle qui a été reproduite par Green
et i laquelle nous avons fait allusion au n° 1,
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plement
. 7} li ’ o
(r9) Q=- /j (f/,msl'—}— /Lcosm —i—_/_cosn)‘i:r,,

en désignant par f* ce que devient f quand on y remplace x, y, z par
'y ¥, 5'. La couche fictive superficiclle dontnous avons parlé a la fin
du 0° 3 est donc tout ce qu’il reste de 'action exercée par (A) sur M.

Portons sur la normale extérieure au point M’ de la surface de (A}
unelongueur infiniment petite M'M, = di’, et soient '+ dx', ¥’ +dy’.
3+ dz' les coordonnées de M';; comme on a

i [] # g~

cosl'= d y cosm’ = ——; cosn' = ——,
i dw' !’

I'expression (1) se met alors sous la forme simple
o df dw'
(19') ) Q=-— fdw' '’

- Comme les équations d’aprés lesquelles Q s’est réduit a 'expression
(19) n’ont pas lien pour les éléments magnétiques situés sur la surface

de (A), ou qui en sont & une distance insensible, les valeur
dQ  dQ
dy’ ds
sans erreur appréciable, négliger cette action ou la regarder comme
insensible par rapport 4 celle de tous les éléments dont (A) est com-
posé.

s

ne comprendront pas P'action de ces éléments; mais on peut,

7. Le volume renferme un vide a U'intérieur. — On calculera d’abord
Q comme si le volume était plein, etde expression obtenue on retran-
chera celle qui est relative an volume du vide intérieur considéré
comme plein.

Supposons que les éléments qui entrent dans les formules (1g) et
(19') se rapportent 4 la surface extérieure; angmentons d'un accent
les éléments correspondants qui sont relatifs & un point M” de la sur-
face intérieure. Nous aurons

(20) | k*-“]fd/ tlm ]/d " awl

dw’ 1
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la premiére de ces intégrales s’étendant a la surface extérieure et la
seconde 4 la surface intérieure.

Supposons que la fonction V se rapporte aux aimants extérieurs a
(A) et que U soit son équivalent pour les aimants qui pourraient se
trouver dans le vide; a 'équation (18 ) on devra substituer la suivante:

’

(21) V4+U+Q— 3 (1— k)f=o,

dans laquelle Q sera remplacé par sa valeur (20).
Placons I'origine O des coordonnées dans!'intérieur duvide, et soient

r, le rayon vecteur OM; 6 I'angle B/I&, ¢ I'angle formé avec Oa par
la projection de rsur le plan yOx ; affectons d'un accent et de denx
accents les quantités analogues qui se rapportent aux points M’ et M”
de la surface extérieure et de la surface intéricure. Soient, de plus
»', @ des angles qui formentavec r', 7 les normales en N, M”; E/, E”
les épaisseurs suivant les directions de 7', ” des couches fluides fictives
répandues sur les surfaces extérieure et intérieure. Nous avons

u*=r*— 2rr'[cosf cosf’ + sinfsind’cos(y — ¢')] + r'?,

(22)

w?=r*— arr"[cos§ cos§"+ sinfd sin§"cos(y — ¢")] + 1%,
" dw’ cosz’' = r'*sind d9’' dV’,
| dw’cosa”= r"*sin§”do” dy”,
X

“dw’
d/‘/l

( k 2‘7‘,; == E’ICOSU”.

(23)
= E'cosw’,

(24)

Les formules ( 20) et (21) deviennent alors

(25) Q:—/fI—,E’r"“sin@’d@’d"—ffi,,E”r""'sin6"(19”(14;",
- u . 2 v

V+4+ —Usn(1— l:)f—fj’;I,E’r""siné’rie'dq/

[J5)

(36) -
—+ 7 E'rsing"d5" dy”,
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les intégrales étant prises entre §' = o, 5 == o, V=0, =oetf =nr,
"=m, ¢ = am, V"= an.
On sait d’ailleurs que, en substituant les coordonnés polaires aux

coordonnés rectilignes, I'équation (17) se transforme dans la suivante :

s N
. Crdief (/(51110 m) Coar
(27) dr 51n 0.0 sin®0 i

8. Indications générales sur la marche a suivre pour arriver a l'inté-
gration. — Posons

(28) =3y R

R; étant une fonction rationnelle entiére du degré ¢, de cosf, sinfsind,
sinf cos ¢, dépendante de r, qui satisfait a I'équation

. dR,
(2()) elsind -0 -+ . @R,

dy sin?Q (/2

+i(i+1)R;=o.

En remplacant £ par R; dans I'équation (27 ) et ayant égard a la pré-
cédente, on trouve
. o2 I'R"

ar ——i(i—i—l)Ri:O.

L'intégrale générale de cette équation est
Gy
Ri = Hl-l“ + ;‘,-—_*_—1)
H;, G; étant des fonctions sphériques du degré zen g et ¢, indépen-
¢ ¢ l 1 D T

dantes de r, qui satisfont al’équation (29) quand on les substitue a R,.
I.équation (27) sera donc satisfaite par

f 2 i Gi
(30) f=Z<Hi" +;..-Tu>‘

Cela posé, on substituera & fcette valeur dansI'équation (26), ainsi que
les expressions de u, «/, V,; U exprimées en séries convergentes ordon-
9 o .
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nées, selon les cas, suivant les puissances ascendantes ou descendantes
de r, et 'on égalera a zéro la somme des coefficients des mémes puis-
sances de r. On déterminera ainsi les H;, G;, par suite f, puis«, £, 7,
et enfin les composantes de 'action magnétique du corps au moyen
‘de la quantité Q dont la valeur se déduira de celle de f par des inté-
gralions immédiates.

§ III. — APPLICATION AUX CORPS SPHERIQUFS.

9. Equilibre magnetique intéricur d’une enveloppesphérique. — Con-
sidéronsune spheére creuse dont les rayons extérieur et intérieur soient
a, b, et placons!'origine des coordonnées au centre O de cette sphére.

On a
do' =dr, dw' =d";
par suite,

[l/ "

e L (I[, b ]‘” _— / ,,1

expressions dans lesquelles on devra faire r' = a, " = b, aprés avoir
effectué les différentiations.

Si nous distinguons par un accent et deux accents les \-'alcurs que
prennentI; et G;lorsque 'on y remplace ¢, ¢ par§’, ¢’ et par 57, 1", nous
aurons, cn vertu de 'équation (30) du n° 8, '

N SE’:/cz[iII;.a"'—(z—l— )G+]

(1) ( B — Z,E[m'; b=t —(i+ ')ﬁ"-l'

L’équation (26) du n° 7 prend alors la forme suivante :

VU= 20— 5) ) (o 25)
(2) — ka* ff(—ltz[ill'ha"'-—( +I) G, JsmGrlé’c[
vt [ (£ y= — (i 1)k | sin " ds dy = o.

O‘
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1 l A ’ ’ ’ -
Commeonar<a, r>b, -~ e pourra étre developpe en série conver-

gente que suivant les puissances ascendantes de r, et que suivant les

puissances descendantes de la méme variable. Nous poserons en consé-
quence (')

. \'/‘ Y; U
(;) ——2 (H~l —_Z,l+l’

les coefficients Y, Y, étant égaux & l'unité. La fonction Y; est symé-
trique en 0, § et ¢, ' et satisfera, substituée 4 R;, & 'équation (29), en
remplacant toutefois § par §' et q; par ¢’. Onsait d’ailleurs que 1'on a,
en intégrant entre les limites§'=o,¢'=oet ¢'=n, ' = 27,

/‘[II;,Y;. sinG'di'dd’= o pour i,

' ! . 7 A".‘.II,-
ffH,.Y,. sing dg'dy = 4710

21 -+1

équations dans lesquelles H; peut étre remplacé par G,.

Tout ce que nous venons de dire s’applique & Y, H”, G” en rempla-
cant ', ¢’ par 6", ¢".

Il résulte de la que, en substituant les séries (3) dans I'équation (2),
cette dernic¢re devient

T 4 A i of G
VU—3n(1—4) ) LH,., + ,-wJ

(4) ; f4n/;2f_ﬂﬁ+4ﬁ,ﬁ (i+1) Grd

2041 211 @+t
i 1 +1) G,
+/l“/°291+117“‘— AE"’I—}—II’H_O'

Si I'on remarque que les fonctions V et U correspondent & des centres
de forces dont les distances au point O sont plus grandes que 7 pour la

premiére et plus petites pour la seconde, ces fonctions seront respec-
34
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tivement d¢veloppables suivant les
dantes de r et nous pourrons écrire

V:EV,J‘[,
(5)
U;
[u=3

V; et U; étant des fonctions sphériques du méme ordre que 1i;, G;.

A mesure que r augmentera, U tendra & se réduire & son premier
terme, mais, & la limite, cette fonction sera égale i la somme des quan-
tités de fluide libre appartenant aux aimants intérieurs divisée parr et,
comme cette somme est nécessairement nulle, on a U, = o.

Portant les valeurs (5) dans 'équation (4) et égalant & zéro les coel-

puissances ascendantes et descen-

. ; I
ficients de 7%, —, on trouve
;

. 2l 1 (20 + 1)@+
(6)

"~

SV,-— ey |

Ui— (= )Gyt Gk o1, — gk 20 G = o,

3 241 2L -

d’outVon déduira les valeurs de H,, G, qu’il s'agissait dedéterminer. De
{ i B

ce que U,= o, la seconde des équations précédentes donne G,= o ¢t
on tire de la premiére

4

(7) Vo— 5 (1 —k)H, =0,

En remarquant que 'unité est une fonction sphérique de I'ordre O,
les formules (1) donnent pour les quantités totales de fluide libre fic-
tives répandues sur les surfaces extérieure et intérieure de Uenveloppe

a? fJ‘TE' sinf' di' df = — 4n G,

b"’f‘fE”sin9"(16”(1',';"= - 4Gy,

et sont ainsi nulles puisque G, = o.
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10. dction de U'enveloppe sur un point donné exterieur ow interieur.
— Soient F la fonction dont les dérivées changées de signe par rap-
port & &, y, 5 donnent les composantes suivant Oz, Oy, Oz de I'ac-
tion exercée sur le point M.

Cette fonction ne seraauntre chose que le premier membre de 1'¢ équa-
tion (2) dans lequel on supprimera le terme en (1 — %) qui caractérise
un point d’un élément magnétique de U'enveloppe et par conséquent
on aura

'=V +4+U—fka® [/ ELLH a~' — (¢ —+—1)(S+,,J sinG’ df’ dy’
+15 [ [ 7‘,,2[511; b1 — (i 1) f+,]q1ne~(ze"d¢"

1° Le point M est extérieur. Comme 7 > a > b, nous pourrons écrire,

comme plus haut,
L ob U,
= EYI ,-i+1’ U= 2,11

On reconnait facilement que le coefficient du terme en —

(8)

'\

de I

H—I

fournit par U el #” n ‘est autre chose que le premier membre de la se-

conde des équations (G) dont on aurait supprimeé le second terme:
ce coefficient est donc égal & 43 (1 — k) G;; nous avons donc déja

[Ii- G
F=V+-(1—#) Do

— A'a”/f%ELiI-Iiai“ —(i+1)=5 (,}+, sinG'dG' dy'.

Mais nous devons Poser aussi

Yial
ol ,1+l 4

ayant la méme valeur qu'au numéro précédent. Il vient done

i

- B ) M e (1)1
I __‘ (I k 2 Tl ~| "LZI"“[’H-{—I(Z 2l 41 r,- )
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Au moyen de la premiére des équations (G), cette expression se réduit
facilement & la suivante :

. . a‘li+1\/’[ ‘rt a?r—HII __'_G
(9) 1| = V —z ,.l'+l A)E ,H—l

2° Le point M est intérieur a Uenveloppe ou r < b < a. — On devra

prendre ‘
N

comme au n° 8. Le terme en ¥ fourni par le premier et le troisiéme
terme de F ne sera alors autre chose que le premier membre de la
premiére des équations (6) dans lequel on aurait supprimé le terme
en (1 — £); nous avons'donc déja

F=U+ %T(l - lt)z}l,-r"

+”’°ff [H”zb" sk ]sme o do”

Comme ici nous devons prendre

1 Yiri
u_” - bl+l
il vient

ou, en ayant égard a la seconde des équations (G),

(IO) F=U-— 22’;_’;‘ 4 ([ _1)2 [I] [E;I1+l:| ’

11. Examen de quelques cas particuliers. — 1°% = 1. Cette hypothése
se réalise & trés peu prés pour le fer doux. Les équations (g) ct (10)
se réduisent aux suivantes :

" a+1V;
(9) F=V _—E pirr
O Ui

pri+l’

(10") F=U-—
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D’ou celte double proposition : L'action exercée sur le point M est
independante des masses magnétiques intéricures s'il est intérieur et des
masses magneliques exterieures s'il est intérieur.

2° La sphcre est pleine. Nous avons U = o, b = o, par suite G, = o
d’aprés la seconde des équations (6); la premiére de ces équations
donne

V;

(1— &) ki -
-
"“L 3 +2[+1»

(G”) ]]‘ —=

et 'équation (g)
” v a‘ll‘%‘l Vf _ I )
(9 ) F_“ E i+l I l—/n-i— 3kt

3° L'enveloppe sphérique n’est soumise qu’a une action extérieure con-
stante en grandeur et en direction. Supposons, pour fixer les idées, (ue
-cette action cst celle qui est produite par la terre. Nous dirigerons la
partie positive de 1'axe Oz vers le pole boréal terresire, et nous ferons
passer par M le plan 502 qui, étant un plan de symétrie, renfermera
l'intensité magnétique. Nous poserons

V=—ms=—mrcosf, U=o, f=o,

m étant une constante qui sera positive pour notre hémispheére.
Nous aurons ainsi

Vo=o0, V,=—mcosd et V,=opouri> 2
et, en vertu des équations (6),
H;=0, G,=opouri>i1, l,=o,

en nous rappelant que G, = o.
De ces mémes équations on déduit

H, =A(r + %) cosf,
G, = A kb’ cos®,

Pt Y
(o2}
3
~—
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en posant

’ Sma®
(11) A= e k]

De la formule (30) dun® 8 on déduit alors
- k2.
S=Ar cosﬁ(x +k+ k& "_J)

Désignons par &, o les composantes suivant le rayon et la meéri-
dienne de I'intensité magnétique au point M (n° 2), dont les projections
sur O.r, Oy, Oz sont respectivement

_dar _dr . __df
L=d {3_(1_')" T ds
Nous avons

. o df / b
- s A= = ACOSG(I—!—L—M»F)-
11 i .
(:m.:i=—Asills(x-F/s+/s‘L?)-
rdo I&

et 'on voit ainsi que I'intensité magnétique en chacun des points de
(A} est paralléle & la direction’dn magnétisme terrestre. Des formules
(v1), on déduit

. /X
v =& sinf 4- L cosf = — AL Fsmecose,

. Ix .y
= & cosf — M sinf = A[I +k+k ;’7([ — 3cos*§)
En se rapportant & la formule (g) et ayant égard aux valeurs ci-
dessus de V,, H,, G, A, on trouve, pour la fonction potentielle d'un
point M extérieur a I'enveloppe,

. @’
(12) F=mcos@(—r+Bﬁ),

N

en posant

\ k(@ — )
(13) b=t o he —are
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On déduit de la pour les composantes de Paction exercée sur M,
estimées suivant le rayon et la méridienne, - '

3
‘ & :—mcosé(l—l—zB%),
| . / 3
( M, =— msm@‘(— 1+ (,—L;)
Ainsi donc Vaction dont il s'agit est paralléle a la direction du

magnétisme terrestre.
Des formules précédentes on déduit aussi

ol . at .
g = Rasin 6 + o, cos¢ =— mB —ssing cosd,
’IF . T Ik ‘ a9 )
=R cosf — I, sinf = — ml I — P’F(I — 3cos*6) |,
ou ¢ncore
d¥ a?
— =—mB —ux:z,
. du I
(15) ]
i

ad LA
d—:—-m[[ —B73<1— —I—)I

Si la sphére est pleine ou si b = o, on a simplement

dF
dr

dlf a’ 3zt
Z;_.—m[l —Z’F<[ — I—)J

Il est évident que, si les axes Ox et Oy sont orientés d'une maniére
quelconque, on doit substituer i ces formules les suivantes :

a?
= — mk = x5,
r

i dF a®
\ i mk 35,
- 1 dl ad
(15" ,' i mk 5y,
4

d¥ @/ 3z
—d—:-—‘—'nl[l —A ﬁ(l —_ —,T)I'
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§IV. — APPLICATION DES FORMULFS GENERALES A L’ELLIPSOIDE.

12. Eapression de la fonction potentielle Q. — Rappelons-nous les
formules suivantes dun® 6 :

ol T
(I) PR -+ & -+ i o, |
- o 7 i., [ ,
(2) Q=-— /f-j (%cosl’ + ;Il'—{.,cosm' + %,cosn’) %
Soient
, o 32 o _
(3) AR A

I'équation de l'ellipsoide donné (A);

#’ I'angle formé par la normale au point (2',y’, z') avec le rayon vecteur
OM' = 7/ mené en ce point;

ds Vouverture sphérique du coéne ayant son sommet et pour base
I'élément dw’ de la surface de (A).

En posant

& ¥y 4
A=\wt et
nous avons
y 1 & sy R
cosl =3 = cosm'= ;4 cosn =1
-T’ o z! 1
cosw = = cosl + 1, cosm' -+ S cosn = ——
r r r raA
; ., do
dow' =r"? .= Ar'*ds.
COS@
Par suite,
(4) Qe k[ (L Ay A
dx' a* dy' b* ds' c* u'

Nous supposerons que l'ellipsoide n’est soumis qu’a une action
extérieure constante en grandeur et endirection, ce qui revient it poser

(4) V=&xr+ By +e€s,
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en désignant par &, b, € trois constantes données. Nous allons
chercher & satisfaire aux conditions d’¢quilibre magnétique intérieur de
Pellipsoide en posant

(5) JS=ax +fy+7s,

, 5,7 étant des coefficients inconnus.
. d df dy .
Nous 1‘appell(—.‘r0ns (n=5etb)que o= —f, = h'(, = 4 Joivent
dr dv =
étre considérés comme des infiniment petits.

La formule (2') devient

e By
(2") : Q:—/»/‘(%—i—‘b%—i—

a

Considérons un second ellipsoide (A”; obtenu en transportant ;A
parallclement a lui-méme, de maniére que son centre vienne coincider
avece le l)oint dont les coordonnées paralléles a Ox, Oy, Oz sont
respectivement «, £, 7. En désignant par 2, »”, z” les coordonnées
d'un point queleconque M” de la surface de (A} et par " le rayon OM”
de ce point, nous avons

(2" —u)? q O =B (&=

a 75 P

ou, en ne conservant que les premiéres puissances de «, %, v,

,_u P R
T ’ " ’ -
X = &, .V = —

~

et par suite, en ayant égard i I'équation (3),

;

N 2 1/ = M2 2 '
o 3y v3 r oy ,
( - l (.) I 1 .’ > rl _ ; —_ ’.’ ’,I.

L at 0 c

(o
-t
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NOUS avons (lOll(‘
»'2 s

Q=4 =)

Cette expression n’est autre chose, au facteur £ prés, que la fonction
potentielle de M qui serait due & attraction du volume de la couche
limitée par (A) et (A’) ou ladifférence des potentiels qui se rapportent
a ces deux volumes. On sait que les composantes suivant Oa, Oy, Oz
deI'attraction exercée par (A) surun point(x,y, 5 ), qu'il soitextéricur
ou intéricur, sont de la forme

—Nx, —Ny, —Nosg

N, N’, N” étant des coefficients positifs qui ne dépendent que de a, 0,
¢. Les eomposantes semblables relatives & (A”) seront

—N(x—2), —N{y—F), N(s—9)
d’ou, pour les différences,

— Na, —Nf, —N,

nous aurons done

S [/Q _ o ([Q o Iy (]Q o "
\()) [{J_—_BAI, -EZ——NA{;’ _(_[;____N 1/’
par suite

(7) . Q =— k(Nox + Ny + N"yz). -

13. Rappel des formules relatives a latiraction exercée pur le volume
d’un ellipsoide sur un point (x, y, 5). — Supposons que 2c soit le plus
petit des trois axes ct posons

Considérons d’abord le cas ot le point attiré est intérieur et dé-
signons par ¢, le demi-axe paralléle 2 O = de I'ellipsoide homofocal du
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proposé passant par ce point. Nous avons, pour déterminer ¢,, Péqua-
tion

X :2 )-'.‘ 1'2
(8\ =+ = 73 3" ] ] ;= 1,
e} e+ 07—t el dt— ¢
qui n’admet qu’une racine positive pour ¢ ; les deux autres racines se

rapportent aux hyperboloides homofocaux.
Nous avons maintenant ('), « étant une variable auxiliaire,

(C)) - I, = ["‘ wrdu

(U~ 22 ) (1402 u-')’

. z
- Aral b L
N — dza b
¢! i
7 ~ 1
\=ab il
10 “« N = -
( ) ? . c? 7N
4
" d=al
N o= I..

3 2 3 a 9
a?— 2 — y b2 — 2 o 2
)7:-— 3 2—'—._,3 )‘l pa— I :)"'ja
[ (l [§ 1 {
o 1 a
. wedu
(ll) Il‘:[ DRI T2 a1
Ay (T AT ) s h e,
Nous aurons
) (,:i
.= Z-T‘L' .
i
21, i L et i, dn' Ll i L
== < = — ~ 3 ? — = - ~ 7 M
. dk, I di. el

(') Voir notamment les formules des p. 131152 de notre Traité élémentaire de
/

Mécanique céleste, en v vemplacant m par Uunité, M par irabe, L. par —! mabell, ¢
* 2

par ¢, et enfin & par X', el vice versa.
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Par suite
1 dmabe dh 1

N =57
. '
C )Nt Amabe DML,
.lZ) N = T TA;—,
/ N’ — -lebCLi

)
€

Tes formules (11) et (12) s’appliqueront au cas ot le pomt attiré se
trouve sur la surface de I'ellipsoide, en y supposant ¢, =c ou }, =12,

X, = X', et alors nous avons

Al 2

. wdu

- Y
o (1K) 4 3e?)?

Amab dil.

‘N =&
imab )L

¢? i’

{127] /N =

Arab
_ = Rade

oo

2

Si le point est intérieur, I'attraction se réduira a celle de I'ellipsoide
déterminé par la surface semblable & celle duprécédent passant par ce

. . . . ab
point; mais, comme pour les deux ellipsoides les rapports = X, A ont

les mémes valeurs, les formules (117) et (12') s’appliqueront encore au
?

cas considéré.

On voit ainsi que 'on peut se borner 4 considérer les formules (r1),
et (12) en convenant d’y faire ¢, = ¢, A, = %, X, = X" si le point attiré
est situé sur la surface de 'ellipsoide ou dans son intérieur. .

Cas particulier. — On a

dl, /‘1 Mutde .
Ay o (1 A2e?)? (1 + N2u?)’

Si ellipsoide est de révolution autour de Oz, ou sia=bou }, =1, il

-
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vient

N 1

dl, /‘1 hrtde 1 od wdu
) wrerp T 2 T iied’

1 N
widu I i
L, :f = \—a<1 — —arc t{mg)_,).

0 l—%—)\l'll,- ry Iy ¥

Au moyen de ces deux expressions il est facile de former celle de

) L .
== et 'on a par suite

'_7.—

! A=a?ec 1 1 I
N =N=152—(-arctang?, — —; ),
_ et ani \iy L+ /3

\

7 2 : \
5 qwa’c i i
’ N =1 — 3 ( 1 — —arc lang ).,).
G 22 3
N 1 1A I /

V4. Equilibre magnétique intérieur de [’ellipsoide. — Des équations
(12)dun® 3, en ayant égard aux valeurs (4) et (G}, on déduit

:a[ﬁ(I—A)—i—N/t_].

oo =

)

[
w,,:‘e[-{—“(x_k)+N'k],
o:n,[g(l_/;)+N"A-],

ou, en vertu des formules (12},
g (kgL
A= iTa ( 3 +k = ),
, i—k  , abdWL
([./l) ‘IJ!):f]TC.@< 3 ?W)’
1— Kk ab
e={4ny (—T +I»‘FL>;

on déduira de la «, f2, y et I'on voit par suite que la forme (5) attribuée
a la fonction f satisfait bien aux conditions du probléme.

15. Acuion de Uellipsoide sur un point extérieur. — Soient X, Y, Z les
composantes de cette force suivant Oz, Oy, Oz. Nous avons, en avant
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égard a la valeur (4),
dQ

X =+ dr’

) 10
Y=+,
dy

d
Z:e—;--?-
s

-\
—
-t

—

En se reportant au n° 16, I'action de I'ellipsoide (A) sur le point
M a pour composantes, suivant Oz, Oy, Ox,

-, _abe _di L, abe  d¥, 1 , _abe
— A= x— —4r—=ZY —F—> —Iinr—3l,,
¢! iy ¢y | ¢

en ne perdant pas de vue que ¢, },, X| sont des fonctions de xz, y, z.

L.es composantes semblables de I'attraction exercée par I'ellipsoide
(A') s’obtiendront en remplagant dans les expressions précédentes
¥, y, 5 respectivement par x — o, ¥ — 8,5 — 7; mais, comme «, 3, v
sont traités comme des infiniment petits, on voit que_le résultat sera
le méme que si I'or ajoutait aux expressions ci-dessus leurs différen-
ticlles totales, en v remplacant dx, dy, ds par — «, — 3, — 7.

En prenant la différence entre les actions exercées par (A) et (A’),

nous aurons

o Ly dﬁ(D\,L, ;L i, L,
L A S S T T B Y e,
de T ohTRace \ « dr [J dy + ds ’
¥ d) Ly y )L, y di Ly
d— d= d——1=
dQ ¢t ) ¢t dl ¢t di )
AU Ay A 1 1 n 1 1 . 1 ),
dy hmkabe \ « dx s dy +v ds
0 d SC]_;‘ d “-0]—‘ d "‘CI;" )
ado__ s 1 T N ‘1],
ds — inkabe .‘U. e f dy +7 ds

Si I'on ajoute entre elles ces valeurs multipliées respectivement par dx,
dy, dz, on trouve, pour le coefficient de — 4nk aben,

d (x d\ L, Ly L Ly g
( dx -+ y T, dy +3 & (I.J')-

dz\c? di,
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. Cette expression n’étant autre chose que celle d’un potentiel, la

quantité entre crochets est nécessairement une différentielle exacte de
x, y, 5 et 'on doit avoir par suite

L, L, arl, : o
da dny “ dy| d dhy  dsly @ i (/:].,7
dy T T dr ds T Tds’ dz= T dv
I suit de 1a que Pon a
[dQ d far dd L, Gy di) L2
@ = hmkabe 7 (5T 4+ S
. dQ) . d (aa di Ly Sy ol IL'
v ” = drkabe 3 (5 GE - q
dQ o d e diy Ly By di by yshy
@ = mkdbe G\ s Ta ey T4 )
d'ou
- 2z d)y Ly By di L 13l
(17) Q= firab (q o, T Tan T )

Au moyen des valeurs (16) les formules (14) feront connaitre les

composantes cherchées.

16. Verification dans le cas de la sphére. — On a a = b=c¢, 2, =t
X, =0, L, = ;. Les formules (12) donnent

A=z A=p dry -
—3\— = .\ 3 —’Ub, —73-— = &,
et I'équation (17) devient
3 .
(18) Q:—k%(d‘:l--’—’lﬁ)}' 23,

Si l'on fait coincider Vaxe des 5 avee la direction de la foree exté-
rieure qui sera, si l'on veut, 'action- — m du globe tervestre, et si I'on
fait passer le plan z0 par le point M, on a

db=0, =0, &=—m, Yy=0,
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puis
3
Q =mk % z;
d’ott I'on déduit
10 . . 3
= 3mhk L s,
da 73
d() 3 -t
ds r3 r?

En ajoutant la force extérieure — m 4 la seconde de ces formules, on
retombe sur les formules (15’) du n® 11.

87. Cas d’un ellipsoide de révolution aplatr. — Nous avons a = b,
a— ¢

7

%, =X,; les équations (13) et (1/) donnent, en faisant 3, =% =

A= [ma[ 3 -+ ZGQ_:CQ(%iII'(? tangh — H_—’/)'»
(19) (w=4nf :] ;, + é a.'ltic'-’ <)i arc tang A — I_; )ﬁ)‘l’

e =4my l_lzk + k& a,_,fc__,.(I — %arc l'ang)‘>:|a
d'oua, fi, y. .

En ce qui concerne I'action de I'ellipsoide sur un point extérieur,
on a, en portant les valeurs (13) dans la formule (17),

a’c

1 1 N T
( 20) Q —— _/|Tc'k L_‘F——Tz) [; (GJL‘ —i—@)’) <z arc t{ll]g Ay — TT?)
-+ -yz(l — )i arc l'zlngl.>]-
. M .

En faisant @ = b et désignant par r ladistance du point M au centre
0, la formule (8) donne

(21) S =![r—a*+c] + Jr=a + )P +4(a*— ¢*)7,

eny joignant la relation

(22) P =2+ ¥y + 2%
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. dQ dQ dQ) .
On pourra ainsi former les valeurs de =, —=, —=, et par suite trou-
dr dy ds

ver les composantes X, Y, Z de 'action cherchée.

18. L’ellipsoide de révolution est trés aplati. — Supposons que le rap-
« . . . P . .
porl — soit assez petit pour qu'on puisse en négliger le carré; nous
[
obtiendrons unc sorte de plaque circulaire dont I'épaisseur décroitra
en allant du centre i la circonférence ; on a

c

X= =1, arctangh=- —°%,

"

et les équaltions (19} deviennent

/ o 3
Ame = 3= ¢ ¢’
1 — k- k= — 3k -,
4 a a?
. 3’1“9
My
([g') A== 3= , ¢ ., ct
. ]—‘/l—i—'_/‘/l"—'x)/\'—g
I
o
/ . =’
any=——73—"2"
1—/\'+3"k£

c? . ..
On a conservé le terme en p en dénominateur des deux premieres

de ces expressions, en raison de ce que, en général, 1 — £ est une trés

petite fraction.
La formule (20) donne ensuite

{ INC N il 4 .
0—=_ Be(hew +by) (1m tang __f-_>
a1 — k2T R g\ G e
’ ‘ ) A/' a “2
(207) 3kees (l ! “)
— 2= (- — -arctang —}-
I+2/{———i~:£ o “ “
2 a

Admettons maintenant que le point M soit assez peu éloigné du centre

, . . qe , 52 2 -
de la plaque pour que I'on puisse négliger les carrés de il L’équa-

36

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



252 , MAGNETISME STATIQUE.
tion (21) donne
2 .

2
2a° .
en prenant le signe + ou le signe — selon que z est positif ou négatif.
Ona d’ailleurs

("If) | c,::*:z(r—i—

arctang =T & 4 &
¢ gcl T2 « 3a*’

et 'expression (20) se réduit &

Q=— 3'('”(“&;“/:13'” ; <31— “’—“>
2(1—/\‘+—1r~—b—3/ri,, 2 “
2 a a?
_ 3rces (i- 243 w3 + :_")’
1+2k 2a? 2a a
d’out -
d_Q____ 3 kwdboc + Jhcds
dz — i 3nke 3kt T 3mhey ,,
fa(1— L+ —_— 1— & + — a?
4“ a qa
f@ _ Inkecyd + 3 e s
(23) dy = ] Inke  3ker\ T 3nke\ ,°
“ Jdalt— k4 —_—— [ — £+ a®
ba a® fa
aQ _ InkcC - Jke(Raz + Vb y)
ds 2\[—.—2/[)(‘—( 37r/cc> .
1—k 4+ — a’
. jqa

De ces formules on déduit ce qui suit :
Supposons que la différence 1 — £ soit assez petite pour étre négli-
gée. Les équations (15) et(22) donneront, pour les composantes del’ac-

tion exercee surM,

edo Aoz
X:%_——.T 1=,
T Ta
calt b3
Yol de
7—_o— nc€ f(Ax+1hy)

20 T

On voit ainsi que l'action de la plaque détruit en presque totalité la
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composante de la force extérieure paralléle au plan moyen de cette
plaque, tandis que la composante normale 4 ce plan n’a pas été sensible-
ment modifiée, a la condition toutefois que la composante dont il s’agit
ne soit pas trés petite ou que la force extérieure ne soit pas trop incli-
née sur la plaque; de sorte qu’uneaiguille aimantée suspendue librement
par son centre prendrait une direction sensiblement normale dla plaque.

En supposant que la force extérieure soit due au magnétisme ter-
restre, Poisson a considéré, comme application de sa formule, les cas
ou la plaque est horizontale et ott elle est paralléle 4 I'axe des poles ma-
gnétiques. Les conséquences auxquelles il arrive ne sont pas de na-
ture & trouver place dans cette analyse.

19. Cas d’un ellipsoide allonge. — Soit b= c; on a

l;:o, r*=ux+ y*+ s*,
IRYESE 1 . ——
L'—T':‘ — ;‘Ti‘log()\i—*- \/l +)‘l)’
an L, 1 1 —
St =+ —log(A, + VI 2Y),
d 21+ M g0+ )
e
d)\ll —L|9
et, pour déterminer c,,
v? 422 4- Gz _
ei+a—e T Y
d’ou
E=Hrr—a*+ )+ PP —a*+ ) + 4(a®— ) (VP +35°).

On n’a plus maintenant qu’a faire des substitutions dans les équa-
tions (14) et (1) pour obtenir la solution du probléme.

0. ILellipsoide est trés allongé. Supposons que S soit assez petit
P g PP que - P

pour que l'on puisse en négliger le carré; ellipsoide deviendra une
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sorte d'aiguille (A) ayant pour longueur 2a et dont c serait le rayon
en son milien. On a

k.C':ﬂ,
3"“)
hro = ¢ aa N’
L— k- 3/.?(10;;7_1)
3
l}ﬂ = -3
(24) =t
3e
hry ==,
14—
2
cel . ()‘2—.0 JE—
Q_ 3,\01(,‘!‘0‘)_‘_@:) _ RYNG ch)J»(lUb o [)

k T )
<1—\—7’>c§ (1—RK)a>+ 3/{0‘3(10g%—|)

Admettons maintenant que la distance du point M au milieu de I'ai-
guille soit assez pelite pour que l'on puisse négliger le carré de -,

. o2 . 2
. . \/y- -+ 5% 1
et, par suite, celui de *=——; alors on a

¢ =vy*+ 2%,
et, en posant

. 3 ket
(25) k= x 2 ’
- (1—Kar+ 3kc'2<10g"?-'——|>

on trouve

‘dQ____ , 2q N
o= k&(\log———\m 1),

dQ _ 3ker[w(y*—3*) 4+ 28y3] , Ay

d / IC .’,z+ ._z’

(26) o (D "
%—Q. — 3 ke? [e(zzl’— }’2) +2 'U‘dy:'] - k’ ?}"i:"l .

= (, _l_%)().z_*_;z) Y 3
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On déduit de ces formules les conséquences suivantes, en suppo-
sant que la force extérieure soit due a 'action magnétique terrestre.

1° L'aiguille (A) est perpendiculaire au plan du meridien magnétique.
— Ona . =o et, de plus, vo»= o en prenant la partie positive de
I'axe des z dirigée vers le pole boréal; la quantité € sera négative ou
positive selon que la particule magnétique placée en M sera boréale ou
australe.

Désignant par « la distance du point M a 'axe de 'aiguille et par v
I'angle qu’elle fait avec I'axe Os, on a

y=usinvy, 5 =ucosy,
et, en posant

3k o
.= 28
14—
2
on trouve
d
aQ_
dx
dQ _ 2gct@sinay
dy w? ’
dQ  agclecosav,
ds u? ?
puis on a
X = o,
220 sin2v
- u? ’
7—_ e 2gc* €S cosavy
Vo — N T "

u?

Si le point M appartient 4 une aiguille aimantée (C), suspendue li-
brement par son centre de gravité, trés courte relativement & la dis-
tance « de son milieu au point O, cette aiguille restera dans le plan du
méridien magnétique, mais I'influence de I'aiguille ellipsoidale (A) mo-
difiera son inclinaison. En appelant ¢ I'angle que la partie de I'ai-
guille (C) qui aboutit au pole boréal fera avec sa direction naturelle,
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on aura

,

o —\ —
tanbe__z_

2o¢2sin2y
w4 2 g cosay

1l y aura un cas ou I'aiguille (C) ne prendra plus de direction déter-
minée, c’est lorsque I'on aura en méme temps Y = o0, Z =0, ou

V== u:c'\/'zg.

2° L'aigwille (A) est parallele a [Uaction magnetique terrestre. —
Oba ¥ =0, ©=o0 et, si la partie positive de Ox est dirigée vers le
pole magnétique boréal, la quantité & sera positive ou négative selon
que la particule située en M sera boréale ou australe.

En continuant 4 désigner par z la distance du pointM 4 Oz, et parv
I'angle qu’elle fait avec Oz, ona

X=— Jt,—i—lc'tm,(logg—" —1>,
u .

kK AS 2 siny
Y= ",
u
K A cosv
Z = — —

u

La résultante des forces Y et Z est dirigée suivant la distance de M
A Paxe de l'aiguille et varie en raison inverse du carré de cette
distance.

Si donc 1e point M appartient 4 une aiguille aimantée (C) librement
suspendue par son centre de gravité, la projection de cette aiguille sur
un plan perpendiculaire 4 'axe de (A) sera normale i cette droite, et
'on voit, d’aprés les signes de A et de z, que ce sera la projection de
son pole boréal ou celle de son péle austral qui tombera du coté
de (A), selon que le plan perpendiculaire en O 4 O« passera au-dessous
ou an-dessus du milieu de (C), ou selon que x sera positif ou négatif.
Si I'on désigne par ¢ l'inclinaison sur Ox de I'aiguille (C) dont la lon-
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~J

gueur est censée trés petite par rapport & #, on a

, Y2 22 ‘flax
tange = — =

X <|—|—/l—/.’ln"—u>
“

Supposom maintenant que 'aiguille (C) soit assujettie & rester hori-

zontale; soient Oy la projection horizontale de Ox; ¢ l'inclinaison

. /\ - -
magneétique 20 y; nous prendrons pour axe des y la perpendiculaire

en O au plan des £0y; soit, de plus, ¢ I'angle formé par (C) avec
sa direction naturelle O y. Les forces X et Z donnent suivant Oy la

(*.omposante
X cost 4+ Zsint;
on a, par suite,
Y I sinv
tangé‘: N cosi+ 7 i l 2 o
A M 3.3 753 . . .
Axecosvsini - u (1 ~+ k'— K log —)(osz

Telle est la formule qu'il s’agissait d’établir.

§ V. — AcTiONS SIMULTANEES DE PLUSIEURS SPHERES AIMANTEES PAR
L INFLUENCE DE LA TERRE SUR UN POINT QUI LEUR EST EXTERIEUR.

21. Soient C,, C,, ..., C, les centres des n sphéres.

Nous rappellerons (n* 19) que pour chaque sphére les coordonnées
du point extérieur M sont rapportées  trois axcs rectangulaires menés
par le centre de cette sphére. Nous supposerons tous les systémes
d’axes paralléles entre eux, de maniére que les composantes &, ¥, €
du magnétisme terrestre suivant leurs trois directions soient les mémes
quand on passera d’une sphére & une autre.

Nous distinguerons par l'indice ¢ les quantités £, a, r, x, y, =, Q qui
se rapportent & la sphére dont le centre est C,.

[Les composantes de I'action totale exercée par les spheéres sur le

point M sont
le dQ; 7 — dQ);
2 dx;’ T Lidy; ’ - 2 ds;
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ou, en vertu de la formule (19) dun® 19,

i N 3x} 3y
X ==V (1= 2 - ity + i),
\ ry ry r;

N R\ 3y} 3yig o \
b A Y—-—ZA,T},[WJ(I — )T (o, + :-3.',,')—,

3 52
’Z Z—Z/fin—'-;[e<f— 3»'
r} r}

25. Cherchons & voir si le systéme de sphéres ne peut pas étre com-
biné de maniére qu’il n’exerce aucune action sur le point M, quand
méme le magnétisme terrestre viendrait & éprouver un changement en
grandeur et en direction. Nous avons, en égalant i zéro les coefficients
de -\, w, € des expressions précédentes,

N d.of
I
1
.. ., al -3
\)‘) ylh—’I 11— -3 =0,
s r; r;
Y A
& .2 .3
dmond ry r;
a}?
E/fifg'rij’i:m
H
. ai
(5) ZLi-r—z;wis[—O,
i

S
Eliﬁywt——o-
3

La somme (') des équations ( 2) étant identiquement nulles, on voit
que V'on n’a a satisfaire qu’a cinq conditions.

-~

) e 5]::[ ( u‘L{U, -+ 'UZ)JV,) l .

I

(') Par une singuliére inadvertance, Poisson a éeril ainsi cetle somme

3
war
ki—=5»
3
2 Iy
et, comme elle ne peut pas étre nulle, il avait conclu de 13 que les aclions des

sphéres ne pouvaient pass’entre-déduire pour toutes les directions du magnétisme
terrestre. ’
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22. Déterminons maintenant les conditions que doit remplir le
systéme de sphéres pour qu'il n’ait aucune influence sur la direction de
aiguille de déclinaison, quelle que soit celle dumagnétisme terrestre.
Nous placerons Porigine des coordonnées ait milict O de Paiguille en
prenant le plan horizontal pour celui des zy.

Nous poserons en conséquence

d’ott, en vertu des deux premicres des équations (1),

1
2]&7’{2‘- fb’lﬁ)(l —
i L

3 .2 3
—zk,-"—{, [155-.%(1 — —') — '_1f(,.1.,2.v,~+ c&,@:i)] = 0.
r; F ri

r; 4

> — %(vﬁyf—f— %he3;)

£

[

o

~

et

On déduit de 14, cn égalant & zéro les coefficients de b, 4.2, w*,

&‘»e, '\Jlle,

(4)

;
al

Z /‘i',._[_s.yizi.: 0.
' t

/' (l: 2 2\ — ]. ag 2 L]
o ’—f (xi —J 4) = s ;‘E(m_. *_)’2),
aj al
hwy  =—hSny.,
(5) 3
aS aa
kl?.}r;xl:l =—kf_,—,%:x:2:2,
i 2
aj al
]':lﬁwlz: :—4'2,_—5‘)/252.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



260 MAGNETISME STATIQUE.

En multipliant terme & terme les deux derniéres de ces équations ct
supprimant le facleur commun qui résulte de la considération de la
seconde, on trouve

als}

@
l'l 1.3 +12 §

1

:0’

ce qui exige que 'on ait 5, =0, z,= 0, ou que les centres des sphéres
sotent situes dans le plan horisontal.

Soient ¢,, ©, les angles que forment r,, r, avec Ox. Nous avons
X =0, C08Q,, V=1 s, Xy=1,C080,, Y,= I)sino,,

et les deux premiéres des équations (5) deviennent

a} aj
3 \ J— . 2 Q.
k, 73 0820, = — lgﬁcm 27,,
1 2
al . al .
/L,T:l,:sm 20, =— /¢27§51112c,9_,,

d’ou successivement

tanga29, = tang29.,,

f
s Dy = @,
i - -
(6) e :
kial  kiaj
ry 1

Ainsi les rayons vecteurs des dewx sphéres doivent éire perpendiculaires
entre eux et, si les sphéres sont de méme nature, proportionnels aur
rayons des spheres.

27. Revenons au cas général ou le systéme est composé d’un
nombre quelconque de sphéres. Faisons sortir des sommes des équa-
tions (4) les éléments qui se rapportent a la sphére (C,), et considé-
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rons comme données les quantités

n
N 3

ka%(wtg_)’?):A'
.

a?
Zkijxirizc,
I3
" 3
A
th yisi=D,
¢

sauf 4 établir ultérieurement les conditions que doivent remplir les
constantes pour que le probléme soit susceptible d'une solution. En
posant, comme plus haut,

x;=r,cosp,, y,=r sing,,

les équations précitées deviennent

e
l‘,ﬁcoszgo, =—A,
a’ .
/af,r—;51112go, =— 2B,
1
(8) .
ks =—C
L|‘I—_I' ,COS'?»,—— N
1
a? .
'\ £ 73 518ing, =—D.

De ces équations on déduit d’abord

(#5 =ya 4w,
]
(9) I __._
/"l I':le * +D*,
1
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puis
B
( tang2g, = —¢»
(10) | D
tangeo, = o

Pour que ces deux équations soient compatibles, il [aut que l'on ait
(11) 4ADC =B(C*— D?).

En admettant que cette condition soit remplie, et que £,, @, soient
donnés, les formules ci-dessus feront connaitre r,, z, et g,.
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MOUVEMENTS

DES AIMANTS ET DES COURANTS DETERMINES PAR LEURS ACTIONS MUTUELLES.

4. Loi de Biot et Savart. — Considérons un coirant angulaire ( fig. 1)
constant BAB’, dont les deux branches AB, AB' sont assez longues pour
qu’on puisse les considérer comme infinies; concevons que, sur le pro-
longement extérieur de la bissectrice Ax de l'angle, on dispose le
centre O d’'une petite aiguille aimantée PP’ qui ne puisse se mouvoir
(u’autour d'un axe passant par ce point compris dans le plan du cou-
rant et perpendiculaire & Az.

Biot et Savart ont reconnu expérimentalement que aiquille se
place perpendiculairement au plan du courant, que I'action exercée sur
chacun de ses poles varie en raison inversede la distance de ces points au
sommet du courant angulaire et qu’elle est proportionnelle a la tangente
du quart de 'angle.

2. Principe élémentaire de Laplace. — Soient

¢ 'intensité du courant;

v la masse dela particule magnétique censée concentrée au pole P qui,
changée de signe, est la masse semblable concentrée en I';

a la distance OA;

, AN AN
e langle BAx =DB'Ax;
B un point quelconque de 'une des branches du courant s = AB;
ds un élément B du courant;

¢ son inclinaison sur le prolongement du rayon vecteur OB = 7.
38
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En négligeant le carré du rapport de la demi-longueur de I'aiguille &

Fig. 1.

B’

r, action exercée pards sur P, en désignant par p une constante, scr:
de la forme

{

(1) piv f(r,e)ds,

et sera perpendiculaire au plau BOB'.
1.’action totale exercée par le courant sur P aura ainsi pour valeur

(2) F.—_-:z‘u.ivfﬁof(r,s)ds.-

Oron a
: sin (% — z) N
s =aq ———— = a(sinucote — cosa),
S1NEe
sina
ds = — a ——d&,

sSin-e
sinz
r —_—
sins

ct Uexpression (2) devient

(3) F:zy.ivasino'.[“fczim, s)‘—l°

sing’ sin?z

Comme cette force doit varier en raison inverse de @, il faut nécessai-
rement que I'on ait une relation de la forme

sin 2 e
f(a——. ,E> :—————f‘( ), .
Sing SIn- o

a?

sin%z
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ce qui revient & poser
(4) Sire) =1

alors on a

"
~—

na
-

_apdy
- asm:cf Si(e)de.

I’aprés la loi de Biot et de Savart, on doit avoir

o 1[ Si(e)d: = tana—

ou
o %
fu Sile)d:= 2si112§ =1— cos;
d’otr
Si(a) =sina
et

Jfi(e) = sing,
sin

f(r,a): =

™

Enfin, pour I'action élémentaire (1) exercée par ds sur P,

(5) pav S;m ds.

En généralisant ce résultat, on conclut avec Laplace que ’action
exercée par un élément de courant sur une particule magnétique est
proportionnelle a I’intensité de courant, a la masse de la particule, a la
longueur de 'élément, au sinus de Uinclinaison de I’élément surle rayon
‘wecteur partant de la particule, a "inverse du carré de ce rayon ; et de plus
qu’elle est perpendiculaire au plan déterminé par la particule et I’ élément.

Si I'on désigne par dw I'aire du triangle déterminé par ds et v, on
reconnait facilement que I'expression (5) prend la forme

21V
B

(6)

En vertudu principe de ’égalité entre 'action et la réaction, I’action
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exercée pary sur dssera aussi représentée par les expressions (5) et (6),
mais devra étre changée de sens.

Mouvement imprimé a un courant constant par un aimant. — Soient

F, on larésultante des actions exercées par'aimant sur le courantetleur
moment par rapport au centre de I’aimant pris pour origine ;

F,, o, leurs projections sur Ow;

dw, la projection de dw sur le plan yO z;

1, do' les valeurs de r, dw qui se rapportent & ds et a P.

On a, en employant les mémes notations en ce qui concerne les axes

Oy, Oz,
. dw, dv’,
== 2P.ll) '7 — Y ]
. " dw, dw',
E.:zp.wf ,—,’~,—j>>
cw, dw’,
F3:21J.1Jf<7 — ;,—;),
a (lm- dw' _(dwy dw,
M, =2 Jl‘/ v T s ) TR ',—3'—7,—5' )
_ (/mz dw', dew dw’,
Dluy——-"pwf o) T8 m )|
. fto,. (o I T’
o, = 2[J.wf x(% — %) _y<£%3 _ :‘“j;)

Supposons que I'on prenne la direction de OP par la partie positive
de P'axe des z, et soit 2/ la distance des poéles de 'aimant, on a

]
&

r=yVot+ (s =0 r=VEt (2 1R
vds — (s — 0)dr

dn, = ' dzs— (5 + 1) djy

Wy ="~ - s a’wx = 1(27)” s

( (’ ) ~ d r 1, . . . . l-‘
de. = (=0 - ras, db)ly (~—I—[)Cl;b—.z(~ :

zdy — yds

2

do, = dw, =
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Au moyen des formules (8) et (9) et des équations du circuit, on
déterminera I ct 9L en grandeur et en direction; le moment du centre
de gravité géométrique G du circuit sera déterminé par I', et le mou-
vement de rotation autour de ce centre se déduira des formules d’Euler
en faisant intervenir les moments principaux d’inertie de ce circuit par
rapport a G.

Mouvement d’un courant autour de I’axe d’un aimant. — Soit ( fig. 2)
1= yx* + y* la distance d’un point M du courant a I'axe Oz.

Fig. 2.
. Ao
M
]
P -
L

V-
/ ° :

v prl

Des formules (7) et (8) on déduit

L (s—0du*— wds (5 + )du® — 1*ds
M, = p.w[ = —_ 73 .

Si § est I'angle formé par le rayon vecteur r, avec Oz, on a
3 —1l=—rcos§, u*=r?sin?f,
et la premiére intégrale de 'expression précédente se réduit a

—fsinO df = cosf, — cosb,,

en désignant par 0, et §, les valeurs de § correspondantaux extrémités
A, et A, del'arc voltaique. En distinguant par un accent les leltres
semblables qui se rapportent au poéle P’, on reconnait que, en défini-
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tive,”on a simplement
(9) I, = piv(cosf, — cosl, — cost, -+ cos@,).

On voit ainsi que ce moment a laméme valeur, quelle que soit la forme
de l'arc, pourvu que ses extrémités sotent deux points déterminés. 11
sera nul et il n'y aura pas de mouvement si le courant est fermé, ou
sil se termine en deux points situés sur I'axe de I'aimant et compris
entre les deux poles, puisque dans ce cas on a

6,=0,==r, G =0 =o.

Dans tous les autres cas le mouvement de rotation du courant serait
uniformément accéléré sans I'intervention des résistances passives.

Action d’un courant rectiligne indeéfini sur un aimant dont la ligne
des poles est perpendiculaire a la direction du courant. — Nous pren-
drons pour plan de la figure celui qui est mené par la ligne des
poles PP’ perpendiculairement au courant dont la trace sera repré-
sentée par A.

Soient

2{ = PP’ la distance des poles;
Ox la perpendiculaire menée en son milien O, la partie positive de
'axe des y étant dirigée suivant OP;
x. y les coordonnées de A ;
= \/'.p* + ({—y)?, ¥ =yax* + ({+y) les distances AP, AP’;
o les angles qu’elles forment avec PP'.

Les actions exercées par le courant sur P, P/, respectivement perpen-
diculaires 4 AP, AP/, ont pour composantes, sunivant Ox et Oy,

(K P”< osz_!_ct)’ia)
. —y [+ LY N ” .
8 = {uv< = + 5 ) = ,f.!’_,z(oc- —yr+ ),

sina sina’ x 2pivay
(2)  Y=piv(— -~ — =piv(5— ) = T

)
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et leur moment par ‘z\pport au poiut O est

' . cos% cosz’
DlL:p.zvl( g >
(3) ! !
—pipl(lmy e vl e s
= pwvil—3 ) = m ( ; ).

Nous allons maintenant examiner quelques cas particuliers.

1° L' aimant est suspendu a un fil.

I1 tendra & sortir de la verticale en vertu de la force X, et si Pon
admet que pe soit positif, le courant agira par attraction ou répulsion
selon que A sc trouvera entre les deux branches de Uhyperbole équi-
latére représentée par 'équation

¥ —y+lF=o0

ou qu'il se trouvera dans I'intérieur de I'une ou l'autre branche.

L’hyperbole est ainsi le lieu géomélrique des positions de A pour
lesquelles Faimant ne recoit aycune influence du courant. Ces divers
résullats ont été vérifiés expérimentalement par Boisgiraud.

2° Une aiguille flotte sur la surface d'une couche d’eau et est dirigee
suvant la méridienne magnélique.

Cette aiguille ne peut se déplacer que suivant la ligne des poles, et
par conséquent sous l'action de la composante Y.

3° L'arguille est mobile autour d’un axe mencé par son centre paralle-
lement au courant.
 Le mouvement de rotation sera produit par le moment oiL : on voit
alors que le courant n'exercera aucune action si sa trace A se trouve sur
I'axe O« ou sur la circonférence ayant son centre en O et dont le
rayon est /. En traversant I'une ou l'antre de ces lignes, une attraclion
se changera en répulsion ou vice versa.

Il nous parait inutile d’aller plus loin dans la discussion de la
formule (3).
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ELASTICITE.

§ I. —- GENERALITES.

L. Lorsqu'un corps solide est soumis a I'action de forces exte-
rieures, ses molécules entrent en mouvement; il se déforme successi-
vement jusqu’au moment ou Péquilibre se rétablit entre les forces
moléculaires, modifiées par la variation des distances des molécules,
el les forces extérieures. Si les intensités de ces derniéres forces ne
dépassent pas une certaine limite, dés que leur action vient a cesser, le
corps reprend sa forme primitive a la suite d’une série de vibrations
exéeutées par ses molécules.

Tous les corps solides sont élastiques dans certaines limites variables
avec leur nature; mais cette propric¢té ne subsiste que pour des défor-
mations trés petites par rapport aux dimensions des corps ou pour
des écartements des molécules trés faibles par rapport a leurs distances
primitives.

De ce que la constitution des corps se modifie pour des déplace-
ments res petits de leurs moléeules, il faut conclure que la founction
J(r)dela distance r de deux molécules, dont depend leur action mu-
tuelle, décroit tres rapidement lorsque raugmente et devient imsen-
sible des que cette distance atteint une certaine limite ry, tres petite
drailleurs. 11 résulte de la que les actions exercées sur une molécule m
du corps par toutes les autres se réduisent & celies qui proviennent de
celles des molécules situces dans La sphcre d’activité de celte molécule
dont le ravon ry est Lrés pelit.

Nous ne nous occuperons dans ce qui suit que des corps qui, al'¢tat
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naturel, c¢’est-a-dire soustraits a I’action de toute force extérieure, sont
homogénes dans toutes leurs parties.

I'étude de l'élasticité exige d’abord la connaissance du sujel que
nous allons traiter dans le paragraphe suivant.

§ II. — DE U'EQUILIBRE INTERIEUR D'UN CORPS, QUEL QU EN SOIT
L'ETAT PIIYSIQUE OU LA NATURE.

2. De la pression dans Uintériewr d’un systéme matériel. — Concevons
un plan indéfini PP, qui divise en deux parties (A) et (A") un systéme
de points matériels, ct dans ce plan un élément superficiel da ; soient
m,m’ deux points matériels appartenant respectivement & (A), (A'),
choisis de maniére que la droite mm’ traverse dw. La masse m sera
soumise de la part de la masse m’ i Paction d’une force attractive ou
répulsive dirigée suivant la droite mm'; toutes les forces moléculaires
pareilles provenant de {A'), traversant d=, transportécs parallelement
aclles-mémes au centre de gravité G de cet élément, auront unce résul-
tante de I'ordre de dw, que Uon peut représenter par p do et qui
est ce que 'on appelle la pression élémentaire exercée par (A') sur dw.
Le coefficient p, ou la pression sur dw rapportée a I'unité de surface, cst
désigné simplement sous le nom de pression, au point G du plan PP,;
cette pression peut se décomposer en deux forces : I'une p, est dirigée
suivant la normale ON au plan PP,, l'autre p,, dite tangentielle, est
comprise dans ce plan.

La dénomination de pression suppose que la direction de p, tra-
verse (A); dans le cas contraire ot cette direction est comprise
dans (A), la pression devient une traction. Mais, pour plus de simpli-
cité dans le langage, nous n’emploierons pour p, que la dénomination
de pression normale, sauf i la considérer comme négative quand elle
devient une traction.

La pression élémentaire pdw n’est autre chose que I'effort que 'on
devrait exercer sur dw, sans changer les conditions dans lesquelles se
trouve cet élément, si I'on venait & supprimer la portion de (A’) qui

“agit moléculairement a travers cet élément. 1l est clair d’ailleurs
que la pression exercée par (A) sur (A) est égale a p changé de sens.

Nous représenterons en général par p, la pression exercée sur un élé-
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ment perpendiculaire 2 un axe Ou et par p, , la composante de cette
pression estimée parallelement & un axe Ov.

o. Du parallélépipéde élémentaire. — Nous rapporterons le svstéme
matériel i trois axes rectangulaires Ox, Oy, Os.

Concevons maintenant que le systéme soit décomposé en paralléle-
pipedes ¢lémentaires par trois séries de plans paralléles aux plans
coordonnés. Soient :

x, ¥, 5 les coordonnées du sommet M le plus voisin de l'origine de Fun
de ces parallélépipeédes ;

dx, dy, ds les dimensions du parallélépipede paralléle & ces axes;

da = dyds, db=dsdr, dc=dxdy ses faces perpendiculaires &
Ox, Oy, Os;

D la densité du corps en M;

X, Y,Z les composantes de I'nccélération de la résultante des forces
extérieures qui sollicitent le parallélépipéde, eny comprenant'inertic
s'il v alien

Les deux faces ({(t sont soumises respectivement aux forces l):ll‘:ll-

d . T s
Prz o) qui se réduisent a
dx /

lelesda.p.zy — da(p,. +

e
— dedyds ‘I)‘l"-

dv
Les couples de faces db, de donnent de méme suivant Ox les com-
posantes

Ny

Ip., - 1,
— dxdy ds ‘5—}", —dx dyds {T/,

)
]

(qui, jointes a la précédente, font équilibre i D dr dy d= X, ce qui donne

Péquation
Ap N dpyy + dpz DX
dx dy ds — 77
et de méme
(1) ’ oy Adp oy dps, -
“ay T de T a =PV

dpss dpas dpys DZ

ds dr -+ dy
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Concevons que, par le centre du parallélépipéde, ou passent les direc-
tions de Pz Pyys Pzes X, Y, Z, on méne une paralléle i Oz. Les moments,
par rapport a cette droite, des forces qui sollicitent le parallélépipéde,
se réduisent & ceux des composantes des pressions respectivement
paralléles a db et da, ce qui donne, en exprimant que leur somme
est nulle, '

: : - 1P 1:
(lb.p].l.[—i)— —f—a’b(pﬂ—}— dz;x dy) d__; —da.pxj.d:—; —da(px,.—l- (f;—zydx> % =0;

dr dy dz

d’ou, en remplacantdaet db par leurs valeurs, divisant par et ne

conservant que les quantités finies,

Pyz = Pays
et de méme
(2) :
Pzx == Pazs
o Prz = Paye

Ainsi donc on peut intervertir I'ordre des deux lettres des indices
des composantes des pressions.

En se donnant la fonction de #, y, z ou de p,, p,, p. qui représente
la densité, les six équations (1) et (2) sont insuffisantes pour déterminer
les neuf composantes des pressions : il faudra leur en ajouter trois
autres qui définiront la nature du corps.

4. Du téiraédre elémetnaire. — Considérons le tétraédre déterminé
par les arétes dx, dy, dz partant du sommet M.
Soient :

dw’ 1a base;

«, f3, 7 les angles que forme la normale 4 dw’ avec Ox, Oy, Oz;

da = cosa dw’, db = cosfdw’, dc = cos;yduw' les faces des tétraédres
paralléles aux plans yOs, z0x, Qy;

p' la pression exercée sur dw’.

Les pressions da.p,, db.v,, dc.p, etlapressiondw’. p’, prise en sens con-
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traire, qui sont du second ordre, font équilibre 4 la résultante des forces
extérieures; mais cette résultante est de l'ordre du volume, c’est-
a-dire du troisiéme, et par conséquent peut étre considérée comme
nulle; on a donc en projection sur 'axe Ox

da.py.—+db.py.~+dec.p,, —do' . p\ —
d’ou
Pl = Pzx COSU + PyzCOSB 4 p. COSY
et de méme

(3)

Py = Py COS% ~+ Pyy €08 8 + p,. cos,
P = Pxz €080 —+ Pyr €OSf3 4 p,, COS 7.

Telles sont les relations qui lient les composantes de la pression p’
aux six fonctions P, Pyy» Pazs Pzys Paes Pyz qui vernﬁent les équations
aux différentielles partielles ( ).

Remarques. — 1° La premiére des formules (3) exprime que la com-
posante suivant Ox de la pression sur dw’ est égale & la pression sur
da estimée suivant la normale 4 do’; d’ou ce théoréme :

Si p’ et p” sont des pressions relatives & deux éléments dw' et dw” pas-
sant par un méme point ayant pour normales N' et N”, la projection de p’
sur W” est égale a la projection de p” sur N', ou autrement

PI COS(p',N”) :pll COS(p”,N'),

’

ce qui constitue le théoréme de 1'égalite des composantes normales réci-
proques.

2" La composante de la pression p’, normale a I'élément correspon-
dant, est

P, = pCosa -+ p cosf3 + p_cosy,

d’ou

f__ 2 2 2
() S Pn = Pzz€OS%a% + Py, c08* 3 + p;; cOs®y

| + 2Py COSKCOSS + 2p,, COSXCOSY + 2 P,; COS3 COS Y.

5. Ellipsoide des pressions. — Rapportons aux trois axes Mx', My,

Mz’ respectivement paralléles & Pay Pys Pa le lieu géométrique de I'ex-
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trémité n de la droite qui représente la pression p' pour toutes les
orientations de I'élément dw’.

Soient «’,y,z les coordonnées du point n. En supposant les axes
Oz, Oy, Os transportés parallélement & eux-mémes en M, on a

(a) COS(;L", x):}E’ COS(.)"’-Z') :@’ COS(*'H x)—l*)‘:ﬁa

Px ¥ TP
d’oun
' ' Pxx o+, Pyx ., Pz s
=ty Ry L g
P.l Pz [)y y Pz ’
et de méme
(4) (

t _ Pay Pyy 1 Pzy s
g A R VY iy
Py Px Py Y P=
PL=Pzgry Pyzgyy Pozg
) Pax Py Ps

1l résulte de la comparaison des formules (3) et (4) que

r ' ‘yl P
(5) cosa = - cosfp ==, cosy=—;
o

T . ¥ P:

I\ 2 AN 2 DA !
5 () G ()=
Pz Py P:
pour Péquation du lieu cherché, qui est ainsi un ellipsoide pour lequel

les pressions correspondant a trois éléments rectangulaires forment un
systeme de diamélres conjugues.

6. Nous allons maintenant démontrer que la pression sur un élément
plan au point M coincidant avec l'un ou I'autre des trois plans princt-
paux del’ellipsoide lui est normale. A cet effet, supposons que I'on oriente
lesaxes Ox, Oy, Oz de maniére que Ma', My’, Mz’ coincident avec les
axes principaux et soient P, P’, P” ce que deviennent p,, p,, p.. Nous

avons d'abord
Pz \* Py )? P\ _
)+ () + () ="

N2 N2 .\ 2
(7) (”i) + (’i{i‘) + (’lir) =1,
A\2 Pop\ 2 2\ 2
&)+ (5)+ (3) =+

t

=
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En se reportant aux formules («) el exprimant que la somme des
carrés des cosinus des angles que forme M. avec Ma’, My', M z est
égale a I'unité, on a

() (3 (3 =

et de méme

(8) N P\ )2
() ) ()=

2

Py (P (P
)+ () () =

Iin éliminant p., p,y, ps; entre les équations (7) et (8), il vient

a ( I 1 s 1 1
[).r_)' P2 p2 + P P2z~ pz? =0,

. /1 1 9 1 1

2 [ 1 1 1 1
P PP +])s_r Pz pr2 = 0.

Supposons P* > P'* > P"* : la premiére de ces équations exige que
Pay= 0, Pz =0 ct les deux autres que p,. = o; de sorte que Mz,
My’, Mz’ doivent coincider avec Ox, Oy, Oz, ce qui démontre la pro-
position énoncée. Les pressions P, P’, P, dirigées suivant les axes prin-
cipaux de Uellipsoide, ont recu le nom de pressions principales.

7. Détermination des pressions principales. — En supposant p' = P,
on a

(0) p.=Pcosx, p,=Pcosp, p,=-cosy,

et les équations (3) deviennent, en éliminant les cosinus,

Po(Pez— P) =+ puyp,+ pazp. =0,
(IO> P;'([)r)' - P) + p_r.r[):c_i_ [);-z[)’: =0,

P,: ([)zz — P)."Q—szp; -+ [)).2[); = 0;
40
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' I
Py Py
Be, Ly,

d’ou, parl'élimination des rapports =
Pz P

)3 N2 2 p? pt D
1 "‘(./’J'.l‘+P)'>'+[)zz)l +(PJ'-TP)'J’+P-T-7—‘PZZ+p?')'pzz_1).r)‘ Pz Py )

- (PawPyyPss— 2Pay PazPys— Paxlys — PyyPaz — PePly) = ¢
équation du troisiéme degré dont les racines seront les valeurs des
pressions principales, P, P', P”. Si cette équation a des racines néga-
tives, chacune d’elles correspondra & une traction.

Avant d’aller plus loin, nous ferons remarquer que, d’aprés I'¢-
(juation pre’cédente; on a

Ly ‘ P+ + P”:P.xx_i_pr)‘_'_])zzs
\ f PzaxPyy ™+ PrxPzz+ Pyy Pzz— p:':,),— p;’_; -+ ]):'L: = P +— P - PP,

Les équations (b) et (10) donnent
P coso.(py.— P) + poyPcosf + p,;Pcosy=o,
Pcosf(p,y, —P) + p,,Pcosa+p,.Pcosy=o,
Pcosy(p;; — P) + po:Pcosa + p,;Pcosff=o,

et les derniéres feront connaitre les angles que forment, avec Owx,
Oy, Oz, les axes p]‘i ncipaux correspondant aux valeurs P, I, P’ de P.

Nous pouvons donc supposer maintenant ue Uellipsoide est rap-
porté & ses axes principaux ou qu'il est représenté par

W @) @)=

: . o

Remarque. — Comme nous avons maintenant p,, =P, p, =P,
Pzz="", poy=0, pyu=0, p,;= o0, 'équation (3') du n® 3 donne, pour
la composante normale de la pression p’,

(3) P, = Pcos*a+ P cos® 5 + P’ cos?y.

Portons sur la normale, & partir du point G, une longueur
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en prenant le signe + ou le signe — selon que p,, st positif ou né-
gatif ; si nous désignons par z, y, = les coordonnées du point n, '¢-
(uation précédente devient

I’.rQ—P—P'yg—l—-P”zz:i— I,

et représente une surface du second degré a laquelle nous ne crovous
pas devoir nous arréter.

8. Orientation d’un élément plan soumis & une pression dont la direc-
tion est donnde. — Soit p’ la pression dont il ’agit. L’équation du plan
auquel appartient I'élément est

(13) 2 cosz + y cosfs + 5 cosy = o.
Par suite de I’égalité des composantes réciproques, on a

(14) Pcosu=p,, ycosf=p, szcosy=p.,

de sorte que I'équation du plan devient

3]

3Ps
P

o~

P I =

([5) TP + 7[: g
Donc le plan de Iélément est parallele au plan tangent a la surface du
second degré

2 ~2

R 72 32 P )
(16) T+t =Tk
mené au point o la direction de la pression vient la rencontrer, k étant
une constante quelconque.
Des formules (3”) et (14) on déduit

-2 -2

' a? ¥

(C\) Pn:’rf_*—f)—""_ﬁ’

en désignant maintenant par «, y, 5 les coordonnées du point de
Pellipsoide des pressions déterminé par la direction de p’.
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Lorsque les pressions principales sont de méme signe on sont trois
pressions proprement dites ou trois tractions, la surface (16) est un
cllipsoide et p" est de méme nature que les pressions principales. Dans
le cas ou ces derniéres sont égales, les cllipsoides (12) et (16) devien-
nent des sphéres; toutes les pressions sont égales et normales aux élé-
ments correspondants.

Lorsque 1'une des pressions principales est de signe contraire aux
deux autres, la surface (16) représente deux hyperboloides, I'un & une
nappe ct l'autre & deux nappes. Si la direction de p’ rencontre le
premier, cette pression est de méme nature que les deux pressions
principales de méme signe; le contraire a lieu si la direction de p’ ren-
contre le second hy perbolmde Le passage de I'une a I'autre nature
des pressions a lieu sur le cone asymptotique

2 ﬂ

22 2
IO TR T

_ O,
ce qui, d’aprés la formule (¢), exprime que la composante normale de
la pression p’ est nulle; cette pression est donc dirigée suivant la gé-
nératrice du céne qui passe par I'élément qui lui correspond, d’ou le
nom de céne de glissement donné au cone asymptotique.

Supposons que 'une des pressions principales P” soit nulle; I'élé-
ment plan en M perpendiculaire & M3 n’est soumis 4 aucune pression
et, de I'égalité des composantes normales réciproques, on déduit quele
plan de I'élément ci-dessus contiendra les pressions exercées sur tous
P

les éléments superficiels passant par M. L’expression 1—}, B dans

1. . ’ - [¢] - .
I'équation (12), se présente sous la forme =3 pour en avoir la valeur, il

suffit de remonter aux équations (14), et on reconnait qu’elle repré-
sente le cosinus de l'angle 7 que forme la normale & 1'élément dw’
avec I'axe Mz. L'équation dont il s’agit devient

(1) =

M 9
pz + pr = sin*y,

et I'on voit que les pressions sur tous les éléments plans apparte-
nant & un cone de révolution autour de Ms, dont la demi-ouverture
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est 7, sont les demi-diamétres d'une ellipse dont les demi-axes sont

P ! ) s . .y
— L. T)équation (15) du plan dw’ devient
sty sy

. Dy
(15) xll—,‘ —i—y% + % cosy =o,

donl la trace sur le plan My est tangente a la courbe dont I'équation
est '

(16) L =

au point ot cette courbe est rencontrée par la direction de p’. L’équa-
tion (16') est celle d’une ellipse si P et I sont de méme signe, et, dans
le cas contraire, de deux hyperboles équilatéres conjuguées dont les
asymptotes remplacent le cone de glissement.

Supposons maintenant que deux pressions principhles P’ et P” soient
nulles. Toutes les pressions auront la direction P, et, pour déterminer
la pression p’ sur la normale N, le théoréme de 1'égalité des compo-
santes normales réciproques nous donnera

p'=Pcos(P, N').

9. Equations de I'équilibre intérieur en.coordonnées cylindriques. —
Concevons que le corps soit divisé en éléments par trois séries de sur-
faces orthogonales : la premiére composée de cylindres circulaires
ayant le méme axe OZ; la seconde de plans perpendiculaires a cet
axe, etla troisiéme de plans passant par le méme axe.

Soient ( fig. 1) '

s la distance du point C, ot un plan CAA, de la deuxiéme série coupe
Faxe OZ, i un point fixe O de cet axe;

¢ I'angle que forme un plan quelconque OCA de la troisiéme série avec
un plan fixe de cette série;

r=CA le rayon d’un cylindre de révolution autour de OZ.

Les grandeurs 5, §, r déterminent les trois surfaces orthogonales,
par suite lear intersection A dont elles sont les coordonnées.
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Soient de plus

df = m I'accroissement infiniment petit de 0, AA, étant I'élément de
cercle de rayon r;

BB, l'arc de cercle du méme centre, de rayon r+ dr, ce qui suppose
AB :A,B, = dbr.

Concevons maintenant un plan C'A’A | paralléle & CAA,, et qui en

Fig. 1.
z z
. A JA'e, B
G B
Al UE,
0

‘l
\‘ B, /‘Z
/

soit distant de CC' = ds; nous déterminerons ainsi un élément de vo-
lume dont la masse est D drdzrdj.
Soient

Arle prolongement de CA;

Atla portion de la perpendiculaire a cette droite située dans le plan
CAA,, quirencontre CA;

A,ry, A2, les positions que prennent Ar, Az, en supposant que CA
tourne de d0;

Az la paralléle en A & OZ;

T, R, Z les composantes suivant A¢, Ar, Az de I'accélération de force
extérieure qui sollicite la masse D.drds.rdo,

Pus Purs Piz _les composantes suivant ( AA'BB =drds,
AA AN =rdids,

Pres Pres Prz At,Ar, As
P=i» Py oo | delapression exercée sur les faces s AA BB, =rdidr,
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¢n donnant ainsi de I'extension au systéme de notations du n® 2, ce
qui permet d’intervertir ordre des lettres des indices.

11 est bon de remarquer, avant d’aller plus loin, que si une force F
est dirigée suivant A,¢,, ses projections sur Az et Ar sont respective-
ment I et — Fdf, et que si F est dirigé suivant A, r,, ses projections
sur les mémes directions sont F df et T.

Cela posé, sur les faces opposées AA'BB’, A, A\ B, B, s’exercent res-
pectivement les pressions élémentaires

drdzp,, suivant A/ lqlm. ¢ ) _ grdsdd I U civant A/
' dpa reduisent
— drds ( P+ lﬁ) v A, A drdz dip,, y Ay
drdsp,, » Ar( quise ) —drdsdo P, \r
dpur réduisent o ‘
— drds (pf" 40 d@) » AT a ; — drdzdip,, » At
drdsp,, , » As qui se .
(//,‘ réduisent } — drdzdb (ITJ(;: »w o Asz
— drds <p,s : (l@) » Az A ‘

Pour les deux autres couples de faces, les pressions semblables
ont la méme direction et chaque couple ne donne quune seule
résultante.

On a, pour la face AA,A’A etson opposée,

rdidzp,,

A drpy, )

— db dr (rp,.,.—f— T (ll'

rdf ds dp,,

—db ‘l"<7'[7,t+ (lert dl‘)

= — drdz df <p,, +r- )smvant Ar,

I

dr

= — drds d@(p,,+ rl) 4,

rdidsp,.,

dp,
= —drdsdi(p,. s z.
J— (16 dz<,[)l_;+ r di’%’) I d (p’ -+ r I ) » A
i
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Enfin on trouve facilement, pour le troisieme couple de faces,

P

—rdfdsdr = suivant Az,

d
[
—nzadzdrig;_'f » Al

— rdidsdr Apar » Ar.

ds

Si maintenant, pour chacune des trois directions considérées, on
fait la somme des composantes des pressions élémentaires et de la pro-

jection correspondante de la force extérieure, on trouve, pour les équa-
tions cherchées,

dpre 1 Apre | dprs | P —Pu —Pu — DR,

“dr rodo ds .
_ 1 dpy dp, dp,. 2 o
(17) N ra T g tas e be =0T

dp.. 5 ip., .
G G G L=

10. Equations de Uéquilibre intérieur en coordonndes sphériques. —
Concevons que le corps soit divisé en éléments de volume par trois
séries de surfaces orthogonales : la premiére formée de sphéres ayant
pour centre commun l'origine O; la seconde, de cones de révolution
avant pour axe une droite fixe Osz; la troisieme, de plans menés par
cette droite.

Soient A (fig. 2) l'intersection de trois de ces surfaces; r=0A le
rayon de la sphére; 6 la demi-ouverture AOZ du cone, ou la colasi-
tude; ¢ la longitude ou I'angle formé par le plan ZOA, avec un plan
fixe ZOX.

En faisant varier : 1° r de dr, nous obtiendrons le point B; 2° ¢ de d9,
les points A et B viendront en A’, B'; 3° ¢ de d{, les points A, B, A", B’
viendronten A,, B,, A’, B|.

La masse de 'élément de volume AA,AA| BB'B, B, a pour expres-
sion

{a) Ddr.rsinfdidi;
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~1

comme AA, =rsin§ dy, on a, pour I'angle AOA,

1h) de = sinf dy.

Soient Ar le prolongement de OA; At la portion de la tangente au
paralléle dirigée dans le sens de l’accroissement de §; Am la partie de

Fig. a.

la méridienne dirigée vers I'équateur XOY; R, M, T les composantes

de l'accélération de la force extérieure qui agit en A, estimées respecti-

vement suivant les axes auxiliaires Ar, Am, At; A,m,, A, t, les équi-

valents de Am, A¢ pour le point A,; A'm’, A’ les droites semblables

relatives au point A’; I I'intersection sur OZ des directions de Am, A, m,.
On reconnait facilement que

N
() AlA, = % = cosf d{,
TN
(d) cos(m,,) = cos(Qo°+ AlA,) = — cos§ dy.

Celaposé, nous avons, pour les résultantes des pressions élémentaires

41
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exercées sur la face A A’A, A’ et son opposée

rsinf db dyp,,
ar*per

| . / oo
y = —sinGdfdyrdr( 2p,, +r —p”>sulvantAr,
— sind d6 d{ (r p,,+ — (11) Y ( P dr

et de méme

d

— smG db dq;rdr<~p,t —+r d{’;’f) » Al

—sinGdidir dr(pp,,,, “+r dp"") » Am,

En considérant maintenant la face ABA, B, et son opposée, nous

avons
i . suiv. Ar (. dsin0pu, L
rsing dy drp, S g ? — g drdo ; e suiv. Ar
- qul dr(sinepmr + —dn de) » AT ‘ - g.in@pm,. »  Am
rsind ddrpum Am | ‘ dsinbpum 4
brp dsin0pun o ’ = rdydrd6 ‘ db 2
— I'dtp dr(sin 6Pmm -+ ""-—d (16> n A'm ) ) —+ sin epmm » Ar
| sinG db drp. v At C
’ 4" p 1 n’ san/),,,l d@ = — ldq) (ll‘d6 % » Al
— rdy dr{sinbpa + - _) » Ac |
‘Enfin, pour la face A A'BB’ et son opposée, nous avons
rdi drper AT dod 5 \dp“ v AL,
= r r
— ]dedr(p“ 4 L Pu (IIJ) Al"| s ‘ __ptrd:__ ‘_Perinedﬂp [\,’.
rdédr.pm - A | — % ay Am,
’ . =T ar ¢
—rd6 dl'([)tm ' C_{Pllﬂ d¢> A 17 ) ( - sz LOSG d("J Ad,
\ . ‘o ' (ll)u qu A l,
rd6 dr. : ,
pu. v = rdbdr! Pu ds == Py SinG dd Ar,

- Plld ,xll'
—rdf dr(,ﬂu Ty ‘P) ‘ — P €OS(m,L,) = pyy C(_)SG dy, Am.
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En égalant l‘espectivement 4 zéro la somme des composantes des
pressions élémentaires estimées suivant Ar, Am, At ajoutée ala compo-
sante de la force extérieure, il vient

dp e 1 "dsin0p,,, dp.’ 2P = Pmm = Pus
G e g ) e PP < DR,
’ \ d/)nu' 1 (d sin 0pmm d/’mt> \ 3P mr— coth P
U8) g T i dh dy ) o =DM,
dp,, 1 ((1 sinfp,,, dpg, 3P - cotbpy, .
dr + rsin0\ + dy + r = DT.

Telles sont les équations qu'il s’agissait d’établir et que I'on peut
mettre encore sous la forme suiva_nte :

! dprr l ’dpml' 1 dprt : gl)rr"‘plllllx—Ptl+prlzl'CO[e _
\ dr +7~< 4 7 Sin0 Ay )* , = DR,
. d/)mr 1 dp'nm I flez spm;""(Pmm”_‘pll\ COLQ ¥
(19) ’ T (T i ) - e =DM,
dap., Vidpym - 1 dp,,) 3pri-t- 2P cotd .
@ T tamea )T = DT.

§ III. — [LQuATIONS GENERALES DE L’EQUILIBRE INTERIEUR
D' UN CORPS ELASTIQUE ISOTROPE.

1. Sommations qui représentent les composantes des pressions. —
Soient Ox, Oy, Oz trois axes coordonnés rectangulaires, G le centre
de gravité d'un élément superficiel ab = dw compris dans un corps
homogeéne et dont le plan est perpendiculaire a 'un des trois axes ci-
dessus, a Oz si l'on veut, pour fixer les idées.

Pour nous, une molécule m sera située au-dessous du plan de da,
quand sa coordonnée paralléle a Oz sera inférieure a celle de G.

Désignons par m’ une molécule située au-dessus de ab, telle que lu
droite mm' = r traverse dw, et par mm/’f(r) Paction moléculaire exer-
cée par m sur m'.

Considérons d’abord des couples de molécules m, m’ comprises dans
un cylindre ayant pour base dw et dont les génératrices aient une di-
rection déterminée.
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Si nous admettons d’abord que r reste constant, nous aurons la
résultante
mf(r)Ddwrcos(r,z),

et il faudra faire la somme de toutes les expressions semblables, en
faisant varier r depuis o jusqu’au rayon de la sphére d’activité.

Nous avons donc paralléelement 4 1'axe des x la composante de Ia
pression

Pz = DSomm/f(rircos(r, s) cos(r, x).

La somme est relative a toutes les orientations d'un rayon partanl
de G, mais situé au-dessus de dw; mais cette somme est la moitié de
celle que '6n obtiendrait en faisant tourner le rayon r dans tous les

sens autour de G. En nous plagant a ce nouveau point de vue, nous
aurons

JAE 2 Somm f(ryrcos(r, z)cos(r, ),

et de méme

w |

Py = — Somm fir)rcos(r,s)cos(r,y},

]I

| pe: = — Sommf(r)rcos®(r, z).

D'aprés le mode de raisonnement que nous avons adopté, on voit
que les choses se passent comme si, toutes les molécules 7 se trouvant
placées en G, les molécules ' rayonnaient aulour de ce point.

Soientx, y, 5 les coordonnées du point G,  + A,y + &, z + [ celles
d’une molécule quelconque située dans la sphére d’activité dece point.
Nous a ons

L h & ' l
cos(ra)= "> cos(r,_y).:T cos{r, )= -,
et, en posant ¢(r) = /(TI)’ les formules (1) deviennent
— 2 Sommop(r)lh
\ Por= pmmgo\r) ,

(2, C Pay— ESOmm‘@(r)l/c,

, Paz = DSomm'p(r)l-’.

s 2
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Ces expressions sont nulles lorsque le corps considéré est a I'état
naturel, ce que nous supposerons dans ce qui suit.

A2. Expression des pressions en fonction des déplacements. — Admet-
tons que, sous l'action de forces extérieures, le point G éprouve
un déplacement dont nous représenterons par u, ¢, w les projections
sur Oz, Oy, Oz. Nous ne conserverons que les premiéres puissances
de ces déplacements et de leurs dérivées partielles. L'élément de volume
dz dy dz cst devenu

{dx - du)(dy + dv)(dz + dw) = dx dydz( 14 E[Ll + de | dw g

\ 4 (l_}f ds |

La dilatation cubique est ainsi

3 dz¢+ds' 4+ @
( / A= dx dy T ds

La densité dans la sphére d’activité de G est devenue

(1) ) L :D(,_il_f‘_i‘_’_:).

Soient 04, d%, &/, or les variations éprouvées par h, £, /, r. Nous au-
rons, par exemple,

P = % Somm ¢(r—+ or){{+ &)k + 0h)

= %Sommga( )l/z—l—?Somm[m( lhdr 4o (r)idh + g(r)hdl .

Or le premier terme de cette expression est nul avec les termes en d';
1l vient donc

'

o= 2Somm|['(r)lhdr +p(r) (13h + R 31)],

et de méme

—
[ 4
—
~

Pay = %Somm[go’(r)lk or - o(r)(l 0k 4- kd1)],

Piz = ]—;)—Somm[go’(r)l2 or -+ 20(r)ldol].
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Mais ¢4 notamment n’est autre chose que I'accroissement que prend u
quand on y remplace @, y, = parx + &, y + £, r -+ {; nous avons donc

d 173 d w

' du
| Oh = ——h + /l b
et de méme
(6) ‘ .
| *k—ﬂﬁ+£’—"k+‘i‘lt,
dx dy dr
dw dw dw
;‘ d‘[:%ﬁ—i—@/‘—’—ﬁf-/’
et enfin
: S — /z sh —};/lg/\ -+ lol
,
(,_) 5 [/a.dll ]C’ de l dﬂ'
/. ( Az
du dv v dw?\’
+M<@ + 9 ) + (G )+ M)
Concevons que 'on substitue la valeur (7) dans les formules (5),
. du du du dv .
puis les valeurs (6); on fera ensuite sortir —— ' &y dr -+ des signes

Som. Mais le calcul se simplifie notablement si I'on remarque que :
1° en raison de la symétrie, les sommes renfermant £, £, [ a des puis-
sances impaires sont nulles, puisqu’elles doivent avoir la méme valeur
en changeant les sigﬁes de ces variables; 2° d’apreés la troisiéme des
équations (2), on a

Somme(r)lf=o0;
par suite,

o =Sommo(r)h* = Sommo(r)k* = Somm ¢ (r)i* =Somme(r)r*=o.

Si I'on pose

Somm & ( )/ﬁl" Somm ¥ ( )/z’/c2 Sommq' (r) Bl = gl,
Somm?l(—_r)ﬁ‘ =SOITN7’I.£’—(L),4:4 = Somm ¢'(r) P = 91.,"
r r r 2
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les quantités ) et g étant deux constantes spécifiques, on trouve

du duw
I W %)
dy dw’
8 L/ — \<— ~ —— ]

( ——) du  dv | dw
== v w) T

11 existe entre les constantes 2 et p. une relation qui résulte de ce
que leurs valeurs sont indépendantes du choix des coordonnées. Soient
en effet «, f3, 7 les angles que forment avec Oz trois axes rectangu-
laives O’, Oy, Oz, I, k', I les projections sur ces trois axes de la

somme géométrique ka1 ; NOUS avons

=M cosa + K cosfs + 1 cosy,

p=— %Som?'(r) o
14 . N
(87) = u({cos*« + cos* 8 + cos'y)
‘ + 6X(cos®« cos® 3 + cos® e cos®y + cos? Fcos? ).
Or de
cos®a + cos*f3 + cos?y =1
on tire

cos*e -+ cos* i+ cos'y=1— 2(cos*xcos’ B+ cos*ecos® -+ cos*Beos?y .

En substituant cette valeur dans la valeur (8’), on trouve

p=3x(");

nous avons donc finalement

] ,fde | dw
‘f’w— - 1(% + @)
: dv dw
9) ? Fop = )‘<(lr + dy )’
. du de o dw>
! Paz="— l(\‘—‘ -+ t_l)—’ + 3 -dg .

dx

(") Cetle relation, €tablie par Cauchy, puis par Poisson, a é1é contestée pur
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Par une permutation de lettres, on obtiendra les valeurs de p..,
Pyys Prys €t TOn reconnaitra que les égalités p,, = p,,, ... sont véri-
fides.

13. Interprétation géomeétrique des formules qui représentent les pres-
sions intérieures. — Supposons que l'on transporte les coordonnées
parallélement a elles-mémes au point G (fig. 3).

St un point 2 primitivement situé sur Gz est venu -en m, on a
k=0, k= o, et la troisiéme des formules (G) donne

dw 8l Gm,—Gm
5 N Gm

Lo . oo adw . . .
On voit ainsi pourquoi la dérivée —— exprime une dilatation : nous re-

présenterons cette dérivée partielle par d.,.

Fig. 3.

lamé, qui, aux notations prés, admet que A et p. sont indépendants. Mais les ex-
périences récentes de M. Kirchhoff sur I'acier fondu et de M. Cornu sur le cristal
onl démontré trés nettement que la restriction de Lamé devait étre mise de coté
quand il s’agit de corps isotropes.

Nous devons ajouter que des expériences faites indépendamment les unes des
autres au Conservatoire des Arts et Métiers sur la traction €L 4 la Société indus-
trielle de Mulhouse sur la torsion confirment le résultat ci-dessus.
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sions
= oh=2,
o= ok= 21,
g= 1 +201

1l résulte de la que, aux termes du second ordre prés, on a, pour les
équations de la normale matérielle primitive, aprés la déformation,

_du, - dy
(10) L= 755 1= 36

Les coordonnées d'un point primitivement situé¢ dans le plan de
I’élément dw ont pour valeurs, aprés la déformation,

du du

[ oh — g —
/=h+0h="h+ dx/"+ (l)ﬁ’
'n’:l:—|—3/z:/c+—tgz+ﬂk,
dx dy
O VL Sy
§=0l= dx b+ (luvl’

d’ot
dw dv
r___ Y aw .
&= dz X dy a7

pour l'équation du plan dans lequel se trouvaient primitivement les
points matériels contenus dans dw.
Les équations de la normale GN & ce plan sont

, dw ,, " Codw o,
(re) X=—75¢ 0:—5‘:-

Portons, a partir de G, sur les directions de Gm, et de GN des lon-
gueurs GN’, GN égales a 'unité; I’élément NN’ mesurera le glisserment,
c’est-ii-dire I'angle compris sous la normale matérielle déformée et la
normale & ’élément matériel déformé dw. Désignons par 7. ce glisse -

42
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ment et par 7., sa projection sur I'axe des 2; nous avons

Yoz — ) — X,,
d'ot
du di

az tdp = e

D’aprés les considérations ci-dessus, on peut done écrire

P =—M0,+ 0,+34,),
Pry =— 20,4+ 0,4+ 34.),
/)a.x: —.)\(3y + 0.+ 30, )
(12) CPry = 2z
Pz = Was
Puy =— Moy

A= 0y~ 0+ 0.

De ces relations on déduit

Pex+ Pyy+ Pas=— 41 (0, + 0, + 0;) = — 42A,

3, = Pz p), 5= — (P =P,
13) °x——5<T+A>' 09'—22< ) +A>' 3. = g(z +3),

. . Pzy . Pz _ Prz

=TS0 =TT Y=o 5T

De la premiére de ces formules, il résulte que la somme de p,.,., p,,,
(5]

z: est indépendante de V'orientation des axes coordonnés et qu'elle
est, par suite, égale i la somme des pressions principales.

V4. Expression de la dilatation suivant une direction donnce. —
Soient

GX, GY, GZ les directions des trois pressions principales P, P',p’;

o, 3, 7 les angles que forme une droite Gz avec ces trois axes;
Gux, Gy deux droites rectangulaires perpendiculaires 4 G 5.
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D’aprés la premiére des équations (12) et P'équation (3") du n° 7,
on a '

Poz=— My + 0+ 30.) = Pcosa + P'cos?f -+ P"cos?.
Drailleurs, la premiére des équations (13) donne

— (0, + 0, +0,) =P+ D'+ D"
d’ou 'on déduit

y o Psin?a + P'sin?f + P7sin?+y
( L ) 0,= a0 .

Cette valeur peut se mettre sous la forme suivante :

3 P+ . (P —P")cos?a + (P'— P")cos'zl'i.

z 2 2

Soient P> o0, P >P'>P”; on voit que 0, est minimum pour « = o,
B = 9o°, c’est-a-dire pour la direction de la plus petite pression prin-
cipale. On reconnaitra de la méme maniére que le maximum de 7,
correspond a la direction de la plus grande pression principale.

)

- . . 1
Si nous portons sur la direction de Gz une longueur Gn = —
. VI

en prenant le signe + ou le signe — selon que la dilatation est posi-
tive ou négative, et six, y, z sont les coordonnées du point n, on «a

(NP

cosa = =+ 0., cos[ﬁ:\/id‘;.y, cosy =y 0

)

et 'équation (14) devient
O[22 = (Px? + Py + Pz2)] =P+ P+ P”;
d’ou pour I'équation du lieu des points r
2 (P'+P)+y* (P+P")+ 2*(P +P') = £ 22,

Si, par exemple, on a P > o, P> P’ > P”, il faudra prendre le signe +
dans le second membre, : :

15. Du travail developpé par les forces élastiques. — En négligeant les
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puissances des déplacements, supérieures & la seconde, le travail total
des actions mutuclles des molécules m' et m” est

3

m'm”[ S(r—+ 61‘)d6r:nl'ﬂ2"[f(r) or +-/7(')a’72]

DA - -

Ie travail de toutes les actions mutuelles relatives & m' sera, par suite,

3

“m/Somumn” [/(I) or+f(r )ar?

le signe Som s’étendant & toutes les molécules de la sphére d’activité
de 7. Sil'on fait la somme des quantités analogues pour toutes les
molécules du corps, le travail de chaque couple d’actions mutuelles
s'y trouvera répété deux fois, de sorte qu'il suffira, pour obtenir le
résultat cherché, de faire la somme des expressions

’_':_'Somm”[/( yor—+f(r) w]

pour tous les éléments matériels du corps.

Remplagons maintenant dr par sa valeur (7) en y introduisant, pour
simplifier, les notations du numéro précédent; puis supprimons,
apres la substitution, tous les termes renfermant 4, £, [ & des puis-
sances impaires, qui sont nuls en raison de la symétrie, et en nous
rappelant que ‘

r . (7 (1) 4,
Som m”er) h*=Somm"L— f -* = Som m”'/(T) = o;
nous trouverons
m' |« ) , (I)
= 1102 4+ 01+ 02)Somm” / —h

+ (20,0, 20,0, + 20,0+ 7, + /J.—i—(J)Som/—/z k*
/( At et Somj( ) 2 e

la méme relation qu'entre p. el , c¢’est-a-dire que la premiére de ces

1

il est vvl(lent que I'on doit avoir entre Som
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sommes est triple de 'autre, de sorte qu'il vient
a -~ NN L 2 2 o2 ,
( ) <3A /IO.EOJ_[lO 0, ~l0x03+ /‘t),"'l_/)‘;"i“/x;)SOlnIhr/./l(l')/l,_,kg
Iz :
/(r)

Si, comme aun® 11, on pose = = 5(r), il vient

.
Somm”%bﬂk‘ Somm” % >Iz 42 +Som ¥ ')/ye 2,
H

or, on a
o'(r 2)
Somm ¥ prpr—_ 22,
r D
Somm"p(r)h* = Somm"¢(r)k* = Somm"»(r) * =
. ’
puis

- 2 7

2 page — LSomm “(,') (h*+F*) = %Somm” % (r2— 2
,(r)l_‘

—\—50111\(._)[

72

-

= %Soqu(r)l — —Somm”

Or, comme le premier membre de cette triple égalité est égal
fois la valeur absolue du dernier, il s’ensuit que

A Six

A
Somm”4(r)—— = o.
7 I

L'expression (a) devient, par suite,

m'

)y " . . 2 2
B(?)A' — 40,0, — 49,0, — 40, 0.+ 71 + Ti ),

N

et, en y faisant ' =D.drdyds, il vient, pour le travail cherché,
fe=—12 3A* — 49,0, 0, — 40,0

(b) ye==—3 ( 40,0,—490,0,— 40,0,
' ( + "/;J. + Lyt tss ) de dy ds.

On peut mettre cette équation sous une autre forme en remplaqant

d’abord A, 9., &, 2, Yuys Vysr Fus par leurs valeurs déduites des for-
mules (12) et (13); puis, en remarquant que, d’aprésle n® 7, on a,
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continuant a désigner par P, P/, P” les pressions principales,

Pre+ Py +Pss=P+P + P,
PexPyy =+ PyyPsz + Psz - P.;v_r - p;l: _p‘—:: = PP'+ P'P" + PP".

On trouve ainst
(15) &= f f f [ (P P/ D7) — (PP'+P'P”—|—PP”)]dxdyrl:.

16. Equations de Uéquilibre intérieur de I'élasticité en coordonnées
rectilignes. — En substituant dans les équations (1) du n” 3 les ex-
pressions (g) et celles qui en dérivent pour les deux autres axes, on
i, en continuant a représenter par A la dilatation cubique,

I dA _a"z_u._i_(lﬁu_}_@_‘_DX_
20x + d.? dy? dz? T 0,

da de Py d?¢ DY
_—t 5 +t 5= + 5= +—— =o0,
: d.r? dy? ds? A

dA d*w d?w feng DZ
Grtaa Tt T =%

pour les équations aux dilférentielles partielles qui donneront «, ¢, o
en fonction des coordonnées. Si X, Y, Z sont des fonctions de ces
coordonndes, on les estimera, vu la pelitesse des deplacements comme
si le corps n’avait pas éprouvé de déformation.

Soient S = o l'équation de la surface; p’ la pression extérieure
exercée au point(, y, 5) de cette surface et qui est unc fonction des
coordonnées de ce point; «, 3, 7 les angles formés par la normale
en ce point avec Oz, Oy, Osz. En posant

_JdF ast
7= \/d.z:- T+ FEN
on a
cosazld—sy cosﬁ:l@, cos™, :Lis,
iy % dx a dy 7 s ds

et les équations (3) du n° 4 donnent pour les conditions relatives a la
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surface
. ds ds s
a[)-t :])I.L‘ E -+ [{m- (17 'f“[):.z- ’(Z:_ ’
- ' ds ds ds
(17) Py = Per e+ o

) ds ds ds
G[): :P-’ZT: 7—'1) z /) /)—-__

¢quations dans lesquelles on devra remplacer p.., pay, - . par leurs
valeurs en fonction des déplacements.

Les équations (16) donnent celles du mouvement vibratoire en v

~emplaci respectiv X.Y. 7 - X d*u Y d?y 7 2
remplacant respectivement X, X, Z par X — Tm Y — o L—

dA d2u d?u ill_u ]_) X d*u
ottt v\ )T

ds dre” die | e + Diy_ @v
dy + dz? + dy* T das A e )

dA d.‘lsv d?sp (l'zw 7 2w
ds dr? W ds? A

et t'on a

(18)

2

En ajoutant ces équations apres les avoir différentiées respectivement
par rapport aa, Y, 5, on trouve

A d*a d>A cl AN I7AN dY dZ
(19) D7 di 3A<(AL- +an dy? (l'-) D(dv (/V -+ d—:>

Si le corps n’est sollicilé par aucune force extérieure, s'il est soumis
a des forces constantes en grandeur et en direction, ou s’il est en gé-
néral sollicité par des forces satisfaisant a la condition

dX dY dZ.
dr R dy + ds

comme cela a lieu pourles attractions ou répulsions émanant de centres
fixes, 'équation (19) se réduit a la suivante :

20) &N D [(dA A dy
( dF = D\dz T @y + a=)’

équation de la méme forme que celle de I'Hydrodynamique.
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Supposons que le corps soit sollicité par plusieurs groupes de forces
(8), (8'), (8") et que les pressions sur sa surface forment également
différents groupes (s), (¢'), (¢”), ..., en nombre égal aux précédents,
- en complétant, s'il y a lien, par des zéros le systéme de groupes le
moins nombreux. Les équations de Véquilibre intérieur ou du mouve-
ment et celles qui sont relatives & la surface étant linéaires en w, ¢, w,
il est clair que, si I'on satisfait & ces équations en combinant deux a
deux les groupes (s) et (), la solution du probléme s'obtiendra en
faisant la somme des u, ¢, «w obtenus de cette maniére.

1 résulte de 1a que, si des forces produisent simultanément une
traction ou une compression, une torsion et une flexion, il suffira
(’étudier en particulier chacune des déformations, comme si elle se
produisait indépendamment des autres. ~

Les équations des petits mouvements, déduiles des équations (18),
peuvent aussi se mettre sous la forme suivante, qui nous sera utile plus

loin :
3d.x _'_i du dy d [dw du\ 1 d*u
o\ @) s\@ @) T e
, dy  d (de div d (du de\ 1 d*e
) BEraE-T)-w @) =rw
3dA d (dw du d (dy dw\ _ 1 d*w
&t a\de @) T a\ds T d) T ' de’
N posant D_ 1
-(.lp S T —-k—2'

17. Communication du mouvement vibratoire dans un milieu indéfini
en tous sens. — Considérons, dans le milieu censé en équilibre, unc
sphére d'un trés petit rayon, mais renfermant néanmoins un assez grand
nombre de molécules. Si 'on déplace ces molécules de la méme
maniére antour du centre G de Ia sphére et qu’on les abandonne en-
suite 4 elles-mémes, elles entreront en vibrations; ces vibrations se
communiqueront successivement a toute la masse et les molécules

“situées sur une sphére d’'un rayon quelconque, ayant C pour centre,
seront, au bout d'un certain temps, animées d’'un méme mouvement
vibratoire. Ces surfaces sphériques successives sont des ondes et leur
centre commun est le centre d’ébranlement.
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Chaque déplacement vibratoire sur la surface de I'onde peut étre
considéré comme résultant d’'un déplacement radial et d'un déplace-
ment tangenticl.

Nous admetirons que la vitesse de propagation du mouvement
d’'unc. onde & une autre est constante, sans que pour cela elle ait la
méme valeur pour les vibrations radiales et les vibrations tangentielles.

A une grande distance du centre d’ébranlement, et sur une étenduc
restreinte, on peut substituer i clmque sphére, en suivant le méme
rayon, son plan tangent, ou ce que nous appellerons une onde plane.
On est ainsi conduit & considérer une succession d’ondes planes paral-
leles. ’

Soient

20y le plan de T'une de ces ondes;

T la durée d'une vibration compléte normale qui est censée la méme
pour toutes les ondes;

V la vitesse de propagation du mouvementd’une onde a une autre, qui
est égalcment censée constante;

w, le déplacement des molécules de xOy;

t le temps mesuré a partir du moment o1l v, atteint son maximum ou
son minimum;

A une constante,

Nous pouvons poser
ol
w, = A cos i

Eun désignant par w le déplacement des molécules de 'onde plane
définie par I'ordonnéc =, correspondant au temps £, et remarquant que

le mouvement de ces molécules est en retard de = sur le mouvement

précédent, nous aurons
. 2w 3
(21) | w:AcosT(Z——T)-

. Il s’agit maintenant de savoir si cette valeur ct les conditions « = v,
¢ = o satisfont aux équations (18’). Les deux premiéres qui se résument

43

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



3o4 . THEORIE MATHEMATIQUE DE L'ELASTICITE.

d2w 2o “ g C
cn 54— =0, —5 sont SﬂtlealteS. La troisieme dOlllle
dx ds dy ds
3d'3u' 1 2o
ds? L odex?

d’ou, en vertu de la valeur (21),
(22) V =ky3.

, Considérons maintenant le mouvement vibratoire paralléle 4 Ox
dans le plan de I'onde; nous aurons, comme dans le cas précédent, en
accentuant les lettres,
. Y 2w Z

(23) u_AcosT,<t—-\—,,>-

Nous remarquerons que, dans ce mode de vibrations, la dilatation
cubique A est nulle, et que, par suite, la densité du milieu n’é¢prouve
ancune variation,

La seconde et la troisiéme des équations (18') sont satisfaites par la
valeur (23) et par ¢ = o, v = 0. La premiére se réduit a

d*u 1 d*u

ds2 I dr’
d’ou

(24) Vi=k

On voit ainsi que Ia constante £ représente la vitesse de la propagation
du mouvement vibratoire dans le plan de I'onde.

18. Equations de U’équilibre d’élasticité en coordonndées cylindriques.
— Soient '

OX, OY, OZ trois axes rectangulaires ;

r la distance d’un point A du corps a I'état naturel a 'axe OZ;

0 Pangle formé par le plan ZOA avee le plan fixe ZOX ;

z ordonnée de A paralléle 4 Os;

Arle prolongement de OA; ,

At la partie de la perpendiculaire 4 OA dirigée dans le sens de I'ac-
croissement de §;
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U, V, W les composantes suivant A7, A ¢, As du déplacement du point A,
résultant de la déformation du corps sous I'action de forces exté-
ricurcs.

Considérons le point A en projection sur le plan XOY, et soient

Ox ct Oy deux axes auxiliaires, le premier étant dirigé suivant OA et
le second étant parallcle 1 O¢;

U+ dU, V+dV les déplacements d'un point A’, infiniment voisin de A,

suivant la direction OA’2’ de OA’ et sa perpendiculaire Oy en O;
r—+ dr=0A', § + df les coordonnées de A’ dans le plan XOY.

Les déplacements U + dU, V + dV donnent les composantes

U+dU—Vdi... Ox,
V+dV+Udi...Oy.

Le dép]acement relatif de A’ par A a ainsi pour composantes

du=dU—-Vdi...Oxzx,
dv =dV +Udf ... Oy.

Si un point m situé en A se déplace de dr suivant OA, on a

de ] do o:
dr = dx T

si le méme point subit le déplacement dy = rd§ autour de Oz, on a

dy 1 dr |
o d T

et, par suite,

Cdu U de dV U dw _dW

G=d e rdw T & dE

div dv dW dV
o T T et @

du iy dU dW
+ = —

ds 7 dr T ds dr’
dy du  dV 1 dU _ l
Tt T @ Tra T 7
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La dilatation cubique a pour valeur

dru  dV | dW,

du dvy dw
(26) A= + —+ —+— Ty e

dx dy + ds

1
Iz
on a done, pour les composantes des pressious,
U
Pl-/- = — ) (A + "{T“)
I7AY
p,,=—x[ U+m)\
AN
Pz = l(A -+ 2 -‘ Y )
d\ tl\’
( (m +uz)

dU (f\\
—X ( ll

pzt.:_—)k

ds «
dV 1 dU A\
Pre = "‘(7;- s 7)

Les équations (17) dun® 9 donnent, par suite,

dA 1 dg dy R
3 tra & E=
3 da dy dZ T
(28) ]d0+zf;[—r+—_2—0,
1 dry 1 dy 7
i B e

¢ posant, pour simpliﬁer,

L _av 1 dW
LT ds T rd’
(29) N = %\X -4,
r - ds
. 1dU dv A
| S=y@ T @ T
ety comme ci-dessus, '
1 D
A
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Dans le cas d’'un mouvement vibratoire, il faudra remplacer dans les
formules R, T, Z par
azU 2V 2W

aw’ L T aw

R — .

L’équivalent de I'équation (10) du n° 16, dans le cas ou elle est
applicable, est ici, en se reportant & 'équation du mouvement de la
chaleur en coordonnées cylindriques,

\ A3 Ay ds | ndy
(50) raE = o\dE T T T ray)

19. Equations de I'équilibre d’clasticité en coordonnées spheriques. —
Tout en nous reportant au n° 10, nous définirons de nouveau, pour

Fig. 4.

"
~
u

plus de clarté, les notations que nous avons adoptées, et que nous

avons d'ailleurs & compléter.
Soient ( fig. 4)

OZ ce que 'on peut appeler la ligne du pole Z;

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



308 THEORIE MATHEMATIQUE DE L’ELASTICITE,

r et G le rayon vecteur et la colatitude d’'un point A du corps a I'état
naturel;

¢ la longitude de ce point, mesurée a partir d’un plan azimutal ZOX
et dont I'accroissement est censé avoir lieu de la gauche vers la
droite;

Oy, la projection de OA, sur le plan del'équateur XOY;

Az le prolonfrement de 04

Am la portion de la mcmdlenne dirigée vers I’ equ’ltcur-

At la portion de la tangente an pamllele dirigée dans le sens de 'ac-
croissement dy ;

Ox, Oy, O: trois axes auxiliaires rectangulaires dont 'origine est O,
le premier étant dirigé suivant OA, les deux autres étant respective-
ment paralléles & Am et Az;

U, V, Wles c01nposn1tes suivant Oz, Oy, Oz ouAr, Am, Az, du dé-

placement qu’éprouve le point A lorsque le corps est soumis a l'ac-
tion de forces extérieures.

Ce déplacement a ainsi pour composantes

Usind + Vcosf suivant Oy,

(a) Ucos5 — V sin6 » OZ,

W » Os.

Considérons un point A’ infiniment voisin de A, pbur lequel nous
adopterons les notations précédentes, en nous bornant 4 en ﬂccenlum‘
les lettl‘es Le déplacement de A’ a pour composantes

Usinf + Vcosf + d(Using + VcosG) suivant Oy,
U cosd — Vsind + d(Ucosf — V sinf) » 0z,
W+ dW » 05’

ou encore
Usinf + Vcosf + d(U sing + Veos§) — Wd{ suivant Oy,

(@) { Ucosf — Vsind + d(Ucosé — V sinf) » O,

W-i—dW—i—(Usin@—l—Vcos@)J-,b »  Osz.
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En vertu des formules (a) et (a’), on a, pour le déplacement relatif

de A’ par rapport a A,

s d(U sinf + Vcosf) — Wdy sutvant Oy,

(b) ( d(Ucos§ — V sinf) » OZ,
dW —+ (U sinf + Vcosl)dy » Oz,

Soient du, dv, dw les composantes du déplacement relatif ci-dessus
de A’ par rapport a A, suivant Ox, Oy, Os. :
Au moyen des formules (b), il est facile de former les expressions sui-
vantes :
due =dU — Vdi — WsinG dd,
(31) dv =dV +Udl — Wcosbdy,

dw = dW + (Usin0 + Vcosd) dy.

Soient maintenant F(r", (', ¢') une fonction des coordonnées sphé-
riques r', ¢, ¢’ correspondant aux coordonnées rectangulaires z, y, s,
et proposons-nous de déterminer les valeurs que prennent les dérivées
partielles de cette fonction par rapport & z, y, =, lorsqu’on y suppose
r=r,0=0,¢=4¢. A cet effet, considérons un point m situé en 4,
et concevons qu’on lui fasse subir un déplacement infiniment petit,
successivement dans les trois directions Oz, Oy, Oz :

1° Suivant O x. Il est clair que I'on a

dr db b

—_— =0 — =0
'ode T ’

dr dx

2° Paralléelement a Oy. En prenant pour le déplacement dy le dé-
placement rotatoire rd¢ autour de Oz, on a
o 1 dr dd
_—= -y S =0, -=— =20;
dy rody T dy
3° Parallélement a Os. Le déplacement dz peut étre considéré
-«comme égal au déplacement rotatoire rsinjdy autour de OZ, et il
vient, par suite,
dy 1 dy dar

=ty = &zT°
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1l résulte de Ja que Von a, pour les valeurs cherchées,

0. dv d¥F  dF d_F ﬂ 1 dF
(32) de — dr’ dy —rdb’ ds

rsnl dy’

En partant de la, les formules (26) nous donneront, pour les dilata-
tions et glissements qui ont lieuen 4,

du _ au
de — dr’
@ _1dV U
dy — r do r’
dwv dwW 1
av__ 4w r ;
33) dz 7 rsinbdd + 1'(U + Veotf);
(53) < dy du __ dV 1 dU v
Tt T i@ T
du 4 dv __ dU W ANy
dsz dx — rsm0dy - + @
dwy de _1dW 1 dvV W coth -
\ dv ds — r dv rsind 4 e
on a, par suite, pour la dilatation cubique,
_de de dv_dU_ 1dV AW aU+Veoll
34 v dr dy ds dr r o db rsinldy ’
(94 ‘ 1 dr*y 1 dVsind 1 dW
L — 2 ar rsin0  db rsinlb dy
De cette derniére formule, on déduit
dau __ A— 2U T dV sin 1 dW
dr r rsind  do  rsinb dy’
1 dV —A 1 drrU . Vot 1 dW
rd T T T R Tdr T T T Fsinb Ay
1 dW __ 1.dr*U 1 dVsinQ
rsind db 2 dr T rsind d0
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on a ensuite, en se reportant aux formules (g) du n° 12,
dU
Prr ——1);—)<A+2d—)
| —(3 AU 2 dVsind 2 dWH
- r rsin0  db rsint dy .)’

2 [dV
Pmin = Pyy = AA -+ p <m -+ U)l

2U 2 dry 2V coth 2 dW-
- )'(\SA T E TG T o rsind dy )
- 2/ 1 dW Y
(.‘).)) Puu =Pz = ) l:A —<m W + U+ V(,Otﬁ)_l
. 2U 2V 2 dr:y 2 dVsing
=238+ > T Otc—ﬁ dr~ rsind o )’

(
Prm :Px,r:)-[%—l\—f —|——<%0J_ —V)]
[

f1/ 1 dU ‘, d\W
Pre = Paz=} 7(%1110 dy ‘V>+71/—'i|’
AW 1 dv
7(—e + 0 @

— W cotﬁ).

En substituant ces valeurs dans les equ’ttlons (r()) du n° 10, on
trouve, toutes réductions faites,

3r2sing 52 4 L sing 4
1 d?U d?Vrsind aarw DR r2sin0
sin0 dyf drdy drdy A =0
3sing % —sing 2l 4 sing Y
(36) j - ) dr -
1 dt¥V 1 d*W 1 cot0 dW DM rsin0
T U i e B S
3 dia 2 d*U 1 dV
m@_mﬁm_'_lsmﬁ ([?(VC otg — df))
+2ﬂ+’d-\\’ \.V +2ﬂﬂ+lﬂ+!ﬂ’r:“
dr dr? rsin*0 rdo rody? % V
44
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Ces équations peuvent encore se metire sous cette forme

Py A d . dU dvr
2 G2 o 2 =
3r sinf— -+ d051|19<d0 d,_>

. d/ 1 dU drw DR r2sin0
+almm )t =0

o . adA . .d (dVr dU
(37) 35][\6% -+ Sl]lgd—I'(_(lT —_ m‘)
/ 1 d{dV _ dWsin0 DM rsind _
ranbd\d ~ @ )T T w =
3 da 2 d'U v d/ dv
sinb @b sind drdd | rsind @(VCO‘.G - ?ZG)

, AAWr 1 dW 1 dWsinb -+ DT»r

T Tdre r do sin® 0 )}

= 0.

L’équivalente de I'équation (20) du n° 46 dans le cas on elle est
applicable est, en se reportant a la théorie de la chaleur,

(li{__?»_): 1 dira tod g dA o )
ae T D | r drr F’ZE( P>d7. I"l(l-—{l.f")(['.'gir’

en se rappelant que p. veprésente cos .

IIT. — De LA TRACTION ET DE LA COMPRESSION
D'UN PRISME OU CYLINDRE.

20. Nous rappellerons que, si I'on représente par p' la pression sur
un ¢lément superficiel dont la normale fait les angles «, 8, 7y avec les
axes coordonnés Ox, Oy, Oz, on a

’
pr: Pz COSY -+ Py €OS 3 4 P, COS7,
(A) P’ == Pyy COSf 4 p,,cOSa + Py, COSY,
f .
Po= Pzz COSY — P3COS%X ~+ P,y COSL.
Lorsque les molécules d’'un corps isotrope ne sont sollicitées par
aucune force extérieure, nous avons pour les équations de I'équilibre
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intérieur, :
[ dpgn Adpy dp..
dr + dy T =0
dpys | dpyy dpys
(B) 1V de T dy gy =
dp.. | dpsy dp;. 0
L de U Tdy ds 7
21. Traction. — Considérons un prisme ou cylindre, maintenu par

une extrémité AB ct dont U'autre extrémité CI) est soumise 4 une trac-
tion Q uniformément répartic sur sa surface Q. Soient Oz l'axe de la
piéce ou le lieu des centres de gravité de ses sections droites ; Oz, ()y
deux axes rectangulaires compris dans le plan AB.

On a, pour la surface latérale,

p=0, 7=90% [=g90°—
d'out
Pau COSU + Py SING = 0,
(4) Pyx COS& —+ Py SiNe = 0,

P2z COSU 4 Py 8ina =0,
et pour la base CD,

(A’() Pz-‘t = 0, sz.: 0y Poz=— _g

Nous allons chercher a satisfaire 4 toutes les conditions du probléme
en supposant, sauf justification ultérieure, que dans toute la masse
‘ona ' h

Q

(C) Pre=10, Pyy=0, Psy=10, Pux=0, poy=0, pe=—1p

valeurs qui vérifient les équations (B), (A’), (A",) dont nous n’avons
plus maintenant & nous occuper. En nous reportant aux n° 11 et 12,
nous voyons que les deux premiéres équations (C) correspondent aux

suivantes :
du dy dw 38

ataotaE

_(_z.’f du div
dy dx ds
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d’on

‘ du N 1 dw 15
de = Y= T g T T 3%

(D) |
(ls‘_a__ ldw-——___r.(}
dy — 7~ ids — T iF

1l résulte déja, de la, que le prisme éprouve une contraction latérale
égale au § de la dilatation longitudinale, résultat que Cagniard-Latour
a confirmé par I'expérience.

La sixiéme des formules (C) donne

—MEe+ B, +30) =—
d’ou, en vertu des relations (D),
(E) Q=208 =202,

ainsi donc la dilatation longitudinale est constante; si L est la longueur

des prismes A I'état naturel, / 'allongement qu'il a éprouvé sous l'ac-
8

tion de la traction Q, nous aurons

~

9

(F) Q=20i.

2

Donc Peffort de traction est proportionnel a la section du prisme
ct a son allongement proportionnel. Le coefficient spécifique de pro-
portionnalité, que nous représenterons par E et que I'on déduit de
I'expérience, a recu le nom de coefficient d’élasticité. Nous avons

ainsi
(G) - Q=EQ/
JJ

avec la relation

=) >
I
[ S

Nous avons enfin & satisfaire aux troisiéme, quatriéme et cinquiéme
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des équations (C); ona

du dv o dw + du o dw + de o
dy ~de T 77 de ' ods T 7 dy  ds T T
Si nous supposons que s est indépendant de xet y, u de s et y, ¢ de
3 et x, ces conditions seront satisfaites et, en nous reportant aux for-
mules (D) et (E), nous aurons

W= 52 % 3,
U=-— 13\2 Xy
b= QO 2
Remarque. — Quoique ce qui précede suppose que la traction est

uniformément répartie sur la base, il n’y a pas lieu de s’arréter 4 cette
restriction ; car, d’aprés I’expérience, les effets dela traction deviennent
indépendants du mode de distribution des forces extérieures a une
trés petite distance de leurs points d’application' de sorte que I'équa-
tion (G) s’applique au cas d’un prisme vertical dont on néglige le
poids, dont une extrémité est rendue fixe, et qui est soumis a l‘](‘-
tion d’une charge Q accrochée i son autre extrémité.

Q2. Compression. — Si V'effort extérieur change de sens ou devient
une compression, tout ce que nous venons d’exposer recoit encore son
application; la seule différence est que 1'on a ici une contraction lon-
gitudinale et une dilatation latérale égale au quart de cette contraction.

§ V. — DE LA TORSION DES PRISMES.

LY

25. Considérons un corps prismatique ou cylindrique, censé ver-
tical pour fixer les idées, maintenu par son extrémité supérieure et
dans le plan de la base duquel on fait intervenir des forces continues
assujetties 4 la seule condition de se réduire a un couple pour qu'elles
ne produisent pas de flexion.
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Soient O le point fixe de I'axe Oz de la piéce; Ox, Oy deux droites
rectangulaires comprises dans le plan horizontal du point O.

Suivant M. de Saint-Venant, dont nous suivrons i trés peu preés
I'analyse, la torsion est définie par un déplacement rotatoire de
chaque section droite dans son plan (en négligeant d’abord la défor-
mation de cette section), proportionnel 4 la distance z de la section
au plan Oy.

Nous pouvons donc poser pour le point (@, ¥, 5), et en désignant

par ¢ une coustante,
u=1>4ys, ¢v=—0xs.

24. Conditions relatives a la surface latérale. — Nous avons 7 = go°,
2 = go°— «, et, en exprimant que la pression sur la surface latérale
est nulle,
Pex COSG + Py sine = o,
PysCOS% == p..sing = o,

Pz COS% ~+ p, Sine = 0.

Les deux premiéres de ces conditions seront satisfaites s1 nous ad-
mettons, sous la réserve de justifications ultérieures, que 'on a dans
toute la masse

(2) Puez— 0,

KS) Py = 0,

(4) - Pazy = 0.
Soit

(5) S(@y)y=o0

I'équation du périmétre de la section droite; comme nous avons pour
ce périmeétre

&
dy . dxr
dr = cotu —= — -;l—j;,

dy
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la troisiéme des conditions ci-dessus se réduit a

darf df
(6) Pex gy T Pay g, = O
25. Condition relative & la base. — Cette condition sera remplie si.

pour toutes les sections, on a
( 7 ) Pzz=0,
ce que nous supposerons encore sous toutes réserves.

6. Equations de I’équilibre intérieur. — Si nous admettons qu’en
un point quelconque de la piéce on ait

(8) Bez — o,
(9) d[’_-y: =0,

les équations de I'équilibre intérieur, eu égard aux formules (2), 3
et (4), se réduisent & la suivante :

dpy dpsy
(IO) dr dy 0.

27. Déductions de I’ hypothése de la nullite de la pression sur un éle-
ment quelcongue perpendiculaire a chacun des trois axes coordonnés. —
Des équations (2), (3) et (7) on déduit

dy ds dr

de | dw  3dv_,
dz ' ds dy — 7

du do o diw

Ty TPHETY
d’on
du de
ez — @ dy =
;o dw
(7') =0

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



318 THEORIE MATHEMATIQUE DE L’ ELASTICITE.

Les deux premiéres de ces.conditions étant satisfaites par les va-
leurs (1), il n'y a plus lieu de nous en occuper, et il en est de méme
des formules (2) et (3).

..8 Dernieres conditions. — Lequ‘ltlon (4), qui revient a la sui-

vante,
du dy

o=+ = =0
dy + ax ’
étant également vérifice par les valeurs (1), doit étre mise aussi de
coté.
Nous avons maintenant

(pe=—2(Z+ )=y +T5)
1=+ ) =2 (0e2)

. En substituant ces valeurs dans I’équation (10), on trouve

(r1)

[2) .@ _|.. d__zl‘_' _—
( dx? dy*

29. Résumé des formules. — On voit, par ce qui précéde, que lo
probléme de la torsion d'un prisme se raméne 4 la considération des -
formules suivantes :

{(7) ’;’,‘—z 0,
JZaxtY d*w
(12) B ="

—d—);
(3) S(@, y)=o,
. ’ dw\ df ‘ dw\ df

les deux derniéres étant relatives au périmetre.
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Soit dw un ¢lément de la base du prisme ayant pour coordonnées
x, y; pour que les forces de torsion se réduisent & un couple, comme
nous l'avons admis dés le début, il faut que I'on ait

SPerdo =0, [p.dw-:0

ou
. dw %
(Ij) ‘/‘%dw_o, L/"@dw——o,

conditions auxquelles on devra encore satisfaire.

Supposons que le probléme soit résolu ou que l'on ait obtenu w
en fonction de x et y, et désignons par ot le moment de torsion
[p:yxdw — [p..yds, quiest censé donné; nous aurons, eu égard aux
formules (11), pour déterminer 4, la relation

(14) .m:x[af(xu y?) dos —[(%y— (’T)r) dm].

La remarque que nous avons faite & la fin du n® 21 recoit encore
ici son application, c’est-a-dire que les formules que nous venons d’é-
tablir sont encore exactes lors méme que la torsion, au lien d'étre
produite par des forces p,,dw, p.,dw, uniformément réparties sur la
base, I'est par un couple situé dans le plan de cette base, carles effes
de la torsion deviennent indépendants’ du mode de distribution des
forces extérieures & une trés petite distance de leurs points d’appli-
cation et ne dépendent en définitive que du moment de torsion.

30. Torsion du cylindre elliptique. — Soient Ox, Oy les directions .
des axes principaux 2a, 256 du profil elliptique;

/‘/ ) = "l—l% 7_2 —_ —
(ﬂ) (.1", ) ) P —+ e 1 0
I’équation de ce profil.

La formule (6) devient
(b) 6/—{—(—,"—“ P+ (—0x -+ ﬂ':\)agwf:o
-; ) dr R IY A ’

EWN
Ot
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et sera évidemment vérifiée d’'une maniére générale par une valeur
de w proporiionnelle & xy. On trouve ainsi

at— b
(¢) w=_0 T

et, comme cette valeur satisfait aux formules (7') et (12), on voit
qu’elle donne la solution du probléme.

Avant d’aller plus loin, nous ferons remarquer que, d’aprés la for-
mule (¢), les sections droites d'un cylindre circulaire restent planes
aprés la déformation, mais que, dans le cas de I'ellipse, chacune de ces
sections devient un segment d’un paraboloide hyperbolique. On voit
également que, dans deux angles droits adjacents déterminés par les
axes, il se produit une saillie et un creux.

Les formules (11) deviennent

al

(d) | Po == s
b2
? Pzy = 2)8 (L_i:}——b’ X,

valeurs qui satisfont bien aux conditions (13), car il est visible que
les p.yw, p; dw forment deux a deux des couples.

Enfin on déduit facilement ‘des formules (d), eu égard aux valeurs
connues des moments principaux d'inertie de I'ellipse,

oM = mAd Z—aaga—
a*+ b

Les maxima des valeurs absolues de p,,, p., correspondant respec-
tivement 2 y = b et 4 x = @, on voit que la plus grande valeur de la
composante de glissement est développée aux sommets du petit axe de
chaque section, qui sont ainsi les points dangereux, résultat compléte-
ment opposé a celui que I'on déduit de la résistance des matériaux.

o2. Torsion du prisme rectangle. — Nous désignerons par 2a et 20
les cotés de la section du prisme paralléles 8 Ox et Oy.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



THEORIE MATUEMATIQUE DE I ELASTICITE. 321

En nous reportant a la condition (6), ct remarquant que
Slr,y) =xa
pour les faces perpendiculaires & Oz ct
Say) =y 50

pour les deux autres faces, et enfin ayant ¢gard aux valeurs (11}, nous

avons
(v Gy ’ o S . N e b b
| “ ~—+ 0y =0, pourax=-ta, quel que soit y entre b et — b.
A
dw ‘o ] I it . ol
T 9x = o0, poury==0, quel que soit x entre a el — «.

Si nous posons
(B) w=—Gyx -+,

ces conditions deviennent

dw' ,
m:O, })Our xr=—a,.
(A iy
i - 6 . . b
.d—‘)' = 20X pOUl y==20,

et I'équation (12)

A2’ d2 e’ -

(12) dx* d‘}’z =0

En désignant par ¢ un nombre quelconque et par A une constante
arbitraire, cette derniére équation est satisfaite par

(¢) w' =0A(e?” — e1")singx:

Pour que cette valeur satisfasse a la premiére des conditions (A’;, il
faut que 'on ait cosga = o, ce qui exige que g soit un multiple im-
pair de =- Si done ¢ désigne un nombre cntier quelconque compris

entre zéro et I'infini, 'équation (12') et la premiére des conditions (A"
seront satisfaites par

[P
N
hi
kg

, (i+, : —(H--:-):l . . 1y @
w' ==03A,. ] e —e " sm(z—i——)ﬁ— .
| 2

a
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Portant cetle valeur dans la seconde des conditions (6), on trouve

T A R
f’,f(':.}“’\g[+| L'%_,_)_ € Bl - e - h ! Sln(’ _‘;_: (Ll

[£4

. .q. . . . . 1y .
Si nous multiplions cette équation par sin (L ~+- ,—)7: —dv, el si nous
2 «

N\
intégrons ensuite entre les limites @ =0 et &x = a, tous les termes
autres que celul qui renferme A,;., s‘annuleront ¢t nous aurons pour

déterminer ce coefficient

, o 4(—1ia® N
) R T e ey

Nous avons donc

. '_‘V \

{E\ (v = 6; — yax L E‘\;z[.i_' [e(i—&-;)-‘»')a‘ _ 6_(1 %)f;]sin (l " %)R%E’

\

puis

8
—
~
|—-<
g
13
=
2
t
—/
(o)
g
+
o
~—
1
B
QI
N
wi
~—
Bl
&
—
w
—
=
Ve
o~
2
r
£ |~

! ’ * 1N Y —(i A 7_ /. ’ .
Px __ . (l. o l) EAQ[,H [6(14—‘5)'-:7 — e ( + 53) ;]COS(l . é)ﬂ_:;,

1 L i (i )R
)(_2:2[—64 [4 -— € y ’__2(”0

/

1

C

8

\
N
0

+
(SRR

La pression p., change seulement de signe quand on v remplace v
par —y; il en est de méme de p;, quand on y remplace x par — 2.
On voit ainsi que les pressions élémentaires p.,dw, p.,do forment
respecl'ivement des couples, condition qu’il était utile de vérifier.

Pour obtenir le moment de torsion, nous ferons dw = dx dy dans la

) . . dw dw
formule (14), aprés y avoir remplacé T’ a

Zy bar leurs valeurs (G ), puis

\ /
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nous intégrerons entre leslimites @ ==4= a, ¥ - - = b nous obtendrions

ainsi
M a6ath qat s‘
20 3 el d

I 16a’h Par ' A A

(H) T 3 — 5 P 14 N b
2.0 3 e (28 -+=1) (,+: el (it

¢ 3 e o 2 23

Nous allons examiner maintenant deux cas particuliers,
19 Cas d'un prisme d'une epaisseur trés petite. — Si a est suffisam-
ment petit par rapport & b, les exponentielles négatives peuvent ctre

négligées, ctl'on a

ae 16 AN a 1
w=as[Y = () 1Y ]

ou, a trés peu pres,
NiTe 16 o
T—:—;(l“[) I"’“O,(.)?)"“ .
20 3 /]
2° Cas d’un prisme & base carrce. — Nous avons dans ce cas b = «,
et en remplacant dans la formule (E} A, par sa valeur (D), on
trouve
(z+i)),-.l ~(i+i\.—.l] T 1y .
. S 5@ 2/« | SIn l‘;‘—):—
o /an? (—1)¢ [(' ¢ - ( 2
TTE XY AT Y - -
0 ‘ Ly(i--3)° i+ )e (i+3)=

-~ (88 a2 ¥

in formant un tableau des valeurs de 5 pour des valeurs de =- <

o o

croissant de &+ a -5, M. de Saint-Venant a reconnu que o est nul

pour & = y; et, commme on a AuSSL (P == 0 ])OUI‘ x = o0 ¢t

connait que la surface de la section droite déformée présente une suc-

‘=0, on re-
cession de ereux et de saillies, qu’un ereux est séparé des deux saillies

adjacentes par un axe et une diagonale.
M. de Saint-Venant a obtenu pour le moment de torsion

I = 2,249233%ha’6 = 0,84346225 2a’.
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Or, $a* estle moment d’incrtie de la section par rapport a son centre;
on voit atnst que, pour faire cadrer la théorie mathématique de Pélas-
ticité avec celle de Ia vesistance des matériaunx, il faut multiplier le
moment de torsion par 0,84.

M. de Sainl-Venant a trouvé aussi que le maximum de p,; et p . ne
correspond pas aux sommets du carré, comme on P'admet ordinaire-
ment, mais bien aux milieux de ses cotes.

§ VI. — DE LA FLEXION DES PRESMES.

32. L'axe d'un prisme ou cylindre sera, pour nous, le lieu géome-
trique des centres de gravité de ses sections droites.

Considérons ( fig. 6) un prisme qui, a I'é¢tat naturel, est encastré
horizontalement a I'une de ses extrémités O; désignons par

Ox son axe;
Oy la verticale du point O;
Osla l‘)erpel‘ldiculaire au plan Oy qui est censé étre un plan de sy-

metrie

a et O ]la longueur et la section de la picce;
I le moment d’'inertie de la section Q par rapport 4 une paralléle Gz i
Oz mence par son centre de gmvité G.

Sous I'action de forces verticales uniformément réparties sur sa base
libre, le prisme fléchira, son axe restera dans le plan 2Oy et prendra
fa forme d’une courbe OA tangente en O 4 Ox. Soit P la résultante des

forces extéricures.
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33. Conditions relatives a la surface latérale. - - Nous avons ici

«=90° 7=00°—[3
et
(A) Pay COS[3 ~F prosinfs = o,
, 086 Goh
) { PryCOS{E 4 pyasins = o,
{ )

( PzyCOS[S + pyosinfs = o.
Les conditions (a) seront satisfaites si dans Ja masse on «

( [) Pry =0, ze— U,

(1) Pre=0,

comme nous le supposerons dans ce qui suit, sauf a établir ultéricure-
ment les conditions qu’il faut remplir pour qu'il en soit ainsi.
Les équations de Péquilibre intérieur se réduisent alors aux sui-

vantes :

2) E e E
() e =o,

(=) & =

Les equations (1) se réduisent aux suivantes .

Set-30,+ 0.=o0,
O 0,+30.=0;
d'olt
, )
(3) )= o= —
el
. . SN
(/l) P.r.l.': - )‘(&)'+ (}z -+ 3 a;z" N /‘SJ'

Nous n'avons plus ainsi a nous occuper des ¢quations '1
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ok%. Hypothéses. — Pour chercher i faire cadrer la théorie matheé-
matique de 1'¢lasticité avee la théorie de la résistance des matériaux.
Nous poserons
~
0, =\, - _’X,‘}’,

en désignant par A, une constante et par A, une fonction de a.
Constdérons mamtenant la portion du prisme comprise cutre son
extrémité A et un point G"de OA ou G de O, et soit G’z la parallele
en G aOs.
Nous avons d'abord

' 5
/ Puredm — = );/vf)\x(lw =0,

d'ott A, == oy il suit de I que I'axe du prisme n’a pas éprouve de dila-
tation ou que sa longueur n’a pas varié; ¢’cst pourquoi on le désigne
souvent sous le nom d'axe neutre.

En prenant les moments par rapport a G’:’, on a

— [ Peryds -+ Pla — @) =0

ou

SiA T =— Pla - =)

etenlin

. 2 Pla -x)
b M=y o
N N du 2 Pla —.r)
> “E T s a1 Y

En désignant par /7y, 57 une fonction arbitraire de y et z, cete der-

niere ¢quation donne

x.(); H-=— 7 [3 (a — ;)}’;v fi—‘/(_)', :)» .
On en deédnit également

. o a P (a .

’ drdy 5 al A
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or I'équation (2') revient a la suivante :
" d*u v
7 d.r (/)' S dat
’ . . I .
Le second terme de cette équation represente la courbure - d une

file quelconque de molécules primitivement paralléles a Ox, au point
correspondant a I'abscisse a, ot par conséquent la courbure de OA en

3 revient 4 la formule

G'. En se rappelant que 2 =L, I'équation (5
connle

I—ZF—I =Va—a)

de la théorie de la résistance des matériaux.
)

La double équation (3), en ayant ¢gard & la valeur (5, donne

de P / )y
Szz}— Ty G
e )
’ (/ll'_ P ; ) .
’I = o ¢ Ty
d’ou
P — ) ,
(di g = : |:La“ 0y —4—5(1‘,:\],
: 21 20 P :
Pl(a—ryys : .
[ / Y= — —_— ] h 4
L) " 11[ o T elE) )]’

en désignant par zix, 50, Y, y) deux fonctions arbitraires. Mais, en
raison de la svmétrie, ¢ doit seulement changer de signe avec . de
sorte que la formule (') se réduit a la suivante : '

]')
- W= ——/a —x)vs.
L7 ozl )
La relation (1") donne
dyv ek
— 4+ — =0
s dy
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et, en substituant dans cette équation les valeurs (d) et (7,

do(r,2) P .
ds - 10)\l<a_'v1)~”
d'ou
P (a—a)s
:;—[— e +x<af)],

cn introduisant une nouvelle fonction arbitraire y(a).
La formule (d) devient ainsi

W
-

—

| =
i

—_—
~
N
=
-
=
-
T

L
S
-

sacrelation (e}, qui est Péquivalente de I'équation (27, donne, en
v substituant les valeurs (G) et (3),

(['3-/‘(.1') o

d.r? <a - x);

[N

d’oty, en représentant par % et £ deux conslantes,

y:é(a—ﬂ—f)m"—%—/za:—%—lz
' o]

'-) Ay
[équation () devient ainsi

i

P [((1—1)(}'2——:2) I (/(l

N ’
= — - cla— 5 )x? 2 K
rl 20 +;)\ 5)x _’_/ll—*_/i
. . , L . . dv , .
inais, pour x = o0,y = 0, 5 == 0, on doit avoir v = o, =0, d apreés

le mode d’encastrement, ce qui exige que 2 ct & solent nuls.
Il nous reste donc

. ]) p - e -
0 i 1 — —_ ( 2 ~23 1 4 - 2
(8] g -;zokl[\a x)() 3 )—.—_;(a %)xJ
I.’équation (2”) ou
d* v BPu
8% drdz

est satisfaite par les valeurs (6) et (7).
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Amsi done, jusqu'i présent, les ¢quations (1}, (1), 127 2" sontsa-
tisfaites, ct, en récapitulant, nous avons

. P2 .
(6) zz::»~T[L5<a—g))ar%—f{y,:‘;\,

. P (a—a2)(r*—3*) | 1/ N
(8) ":ﬂt' ‘;).()4‘-‘—3(\(1-_?»1’ \’
>
{ - y — I » ’
{~) W= - }.l(a x)ys,

' dpys dp.,
(9) p],):O, Pzz—0, Pyz—"= 0, e 9 RS N

. 5w ’

(10o] Per—=— -0, = —{a—x)y,

. du i P /df Loyt
[\Il) /))‘l':_)‘<'1[\y+([7‘>: T(@Twzu )’
P o dn . o - P /df R
f12) [):L———)<E I—I/) 7~T(I —;——I—O)~),

Nous remarquerons quef(y, z) doit ¢tre une fonction paire de s
pour que p_, change de signe avee z, et que la condition [p,dw =0
est satisfaite. En portant les valeurs (ro), (11), (12} dans Péguation (2,
on trouve
d*f A2f 4
dy? dz2 5

Yo
équation dont I'mtégrale générale est

(13) S(3.5) = Ly e Flyris) + By — is),
i représentant le symboley — tet T, T, deux fonctions arbitraires.
Les équations (11) et (12) deviennent, par suite,

B “du (/v) Pl . oy - gyt — 3?
[))..l.—~~—‘-1.(\(—[;+;1—‘;/ _T[F (} —+—L~,)—+—T‘1(3 —13) + o -,l,

“du dw P [ . . I ’

_— - P iar gy (A - il A
Pzz = [J‘(‘d: +(/LL‘>— 1 ll[_r \y =) rq(.} s = IO.)‘;I%‘

Or p_, doit seulement changer de signe quand y remplace s par — s,
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ce qui exige que l'on ait I'{ y) = IF|( y); alors on a simplement, en po-

sant F'oyv) = /——(‘;T),

L Pl . . T . 01?— 3
Ll /))'I:T ;7;\)"*"5‘_*‘ :XU"‘”"*‘_—” " >
,e Pic- . . - [ ]

12 Pee= 7 ;;!7'&,,‘)’4—1:) — gy —i3) ]+ PR

On voit que p,, conserve la méme valeur quand on v remplace z par
— z, ce qui devrait ¢tre.

Il nous reste maintenant & considérer la condition (A) relative i la
surface dont nous ne nous sommes pas oceupé jusqu'ici. En remar-

s .. .
quant que — Cotﬁ = =, cette condition devient

ey
\d' qu—"*~ (Y A-13)+ - /( :)1
14} ’?
’ —(Z)/-('U Ty iz eyl v—l’)M:o.

Supposons que 'on développe la fonction y suivant les puissances
ascendantes de z, nous aurons

oy N = VIRY ) — & o) \' (-— 1" [”“.(-)')-2/1
Ly s Ayl — s = 2yly) 2 2 doan dyt T

] BV VEI S iy TR (—n)" dl”_l’/.(.") L 20—
/ LAY TR AL —isj]= zzl 123, (2n—1)  dym-t T )

n ctant un nombre entier positif dont la limite inféricure est 'unité.
L'équation {13) devient

— 3 '1 —/2/1. , .
‘/“[ 2 +M’)+§’ __‘— ‘ dé},’p:-q’

3...2n

L0 .
— n A —1 . .
’ — dy = _{_\ ( ’1) o d ',/_('”:2”_' .
1o —rl e ..("./l——]_) (4)-_11—1 ]

En remplacant = par sa valeur en fonction de y déduite de I'équa-
tion du perimetre de la section, on aura une équation entre y(y: et y.
alaquelle on devra chercher & satisfaire, si cela est possible, en se
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latssant guider par la nature du probléme sur e choix de fa limite
supérienre, s'il y a licu.
Enfin nous avons encore i satisfaire & cette derniére condition,

/./v‘/{,.: dy ds +- P = o,

Pintégrale se rapportant a toute 'étendue de la section.
En ayant égard & la valeur (117) et en désignant par 1 le moment
d'inertie de fa section par rapport i la parallele 2 Oy menée par son

contre de gravité, la condition précédente revient i

(] LIS /‘/.7'(_)"1 dvds + )

20 a— |

AR L gy
/ /1 : Lo sy d,

L3 oo dyEn

Si Pon se donne la forme du périmétre, la détermination dela fone-
tion y{y; qui doit satisfaire aux ¢quations (16 et [17) ne sera pas sans
presenter, en général, de grandes difficultés; c¢’est pourquoil nous
allons d'abord chercher & résoudre le probleme mverse en nous dou-
nant une forme particuliére de cette fonction, pour déterminer ensuite
la forme de la section qui y correspond.

Soit douce, en désignant par K une constante,

18) 7iy) =Ky
L’¢quation (16 ) devient
[V 4+ 20K) — 321 + 20K} dz — avz(1 — 20K ] dy =0,

¢quation homogeéne dont I'intégrale est
(.

[EYOR N
1-- 20K

s— 3 (‘;l—zuh T,
J \ ’ + == bBoh

La scction, censée prise a Iencastrement, est done svmeétrigque par
rapport & Oz Pour qu'elle le soit par rapport a Oy, comme nous
Pavons admis dans tout ce qui précede, il faut que Pexposant de s sous
le radical soit un nombre pair, et que ce nombre ne soit pas inférieur
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a-— o pour que y ne devienne pas infini pour s =o. Si 2m désigne ce

nombre pair, nous aurons

—

\‘19/“ y:i\/’lczﬁmw_i_}—b: ’

en substituant a K sa valeur
ANt — 7

20(3 4+ @)

K=

En ayant égard & cette valeur, ainsi qu'a la relation (18), il est facile
de voir que la condition (17) peut se mettre sous la forme

oy S5I{h-+3m)=T(m — 1),

et, comme 7 ne peut pas ctre inféricur & — 1, il faut qu'il soit supe-
rieur &4 l'unité et méme a deux unités, pour que (19) ne rcprésvntc pas
deux droites. Comme y s'annule avec s, on vout (ue le point O sera un
point multiple pair pour le profil, ce qui n'est pas physiquement rea-
lisable. Tl est clair que y s’annulera en outre pour

1

o\ 2m
e (2T
alm

~——
5 =

On reconnaitra sans peine que 'on a

(2—]71) ._!:,
4 SGm m-—un
1=+ f 53 (G 4 —; ) z,
3»0 . om
R
2—m 2m 1
<me) m o 2
r___ v s ' T4
1 1 [ 53<(JZ""—1— = ) 3,
o om
et la condition (20) se réduit a
A
(2__"1).!"1
5Gm 2 —_ 8
- m—2 s \ m m :
[ Cs¥" 4 — 5C(4 + 3m)s*" + »~4~]5’d3 =o,
: QM ! m
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equation qui, si I'on pouvait la résoudre, ferait connaitre C lorsque
Pon se done m > a.

Supposons maiutenant que y soit une constante que nous repreésen-

/R . . .
terons par 9% equation (16) devient
20 .

ds*{gy* — s - gh) — 23 dy® = o.
Posant
yith=mu, Py,
il vient

y

dv(gu —¢)— 20 du= o,

équation homogene que l'on intégrera en posant u == 5¢.
On trouve ainsi, en désignant par Cune constante arbitraire,

9
. v
=04+ -
7
ou

3

y22=Cx% -

\Ilh
I
>~

a

Pour que le profil soit symétrique, il fant que C et & soient nuls:
mais alors il se réduit & deux droites, ce qui est inadmissible.

VII. — DEs VIBRATIONS DES PRISMES ET CYLINDRES.

33. Considérons un prisme ou cylindre, censé vertical pour fixer les
idées, ct qui nc soit soumis a Paction d’aucune force extéricure; soient

Oz son axe de figure ou le lieu géométrique des centres de gravité de
ses sections droites;

AB la section en O ot un encastrement est censé avoir lieu;

CD la section terminale du prisme,

{ salongueur;

Oz, Oy deux axes rectangulaires situ¢s dans la section d’encastrée-
ment ADB.
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a6. Vibrations longitudinales. — Supposons que le prisme, a la
suite d'une friction longitudinale répartie d’'unc maniere quelconque
surssa paroi latérale, soit abandonné a lui-méme; il exécutera une série
d’oscillations longitudinales, et, en s'appuyant sur l'expérience, on est
conduit a supposer . = o, ¢ = 0, mais sous toutes réserves.

Nous avons ainsi

' o o e i
\pu = — )\%, Py = — );:[—‘i, Pz = — 3).%;
i .
< 748
’ /).z,{r = — 0, Poaz — — I ?/_;’ Pyz == — A m
kn posant
7. N
2 I_) :/l .

il est facile de reconnaitre que les équations de I'équilibre intérieur
en ne tenant compte que de Uinertie se réduisent aux deux suivantes :

g div as
= o, = 0,
) h

deds
! Ao 2 (, & ZENT (/*u")'

L det T dot

dyds

'

1 Ry 5 oy
d3? d.r? dy?,

Il est visible, d’aprés les deux premiéres des équations (3), que w se
composera de deux termes, I'un fonction de ¢ et de z seulement, au-
tre de ¢, v, y sans 5. Nous laisserons de coté ce second terme, parce
quil wWa rapport qu'a un cas particulier d’un probléme plus général
que nous chercherons a résoudre dans Uarticle suivant.

Ainsi done nous supposerons que v est indépendant de v et de y.

l.a seconde des équations (3) devient alors

2 0 2y
0 =3 O
et est satisfaite par

q

(51 w:Acos/ —(5 4+ ) cosq(t+ 1),
n'\'()

en (,lésign:ml‘ par Aog, 1 (quatre constantes.
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Mais, pour la base, on deit avoir
/)zz — 0, /):,.'r — 0, /):.'r = 0
ou, en vertu des formules (1),

div

o =0 poursz= /,

ce qui exige que, en désignant par  un nombre cntier,

i=ly’3

—
/ /,_vi_ Y
Nous avons done, au licu de U'équation (5), la suivante :

;’%_Y‘ {‘_/‘\_3( IR
[—}—TLOb__l s L+ T).

w—Acosim

Si p’ est la pression que l'on doit exercer sur la surface pour’que les
choses se passent comme nous avons supposé, il faut que l'on
ait

Py = Pre€COSL,  p== pySing

ou, d’aprés les deux premiéres formules (1),

rhy

Y == — ) —

/ d=’
pression qui est normale, mais qui ne peut étre ni nulle nt constante,
quelle que soit la forme du périmétre du prisme.

La solution que nous venons de donner, quoique due a nos plus
grands géométres de ce siécle, nous parait dong insuffisante.
o7. Vibrations transeersales. — Conservons les notations qui précé-
dent, cu admettant que le mode de vibrations soit le résultat d’un choe
latéral, mais supposons maintenant v = o, p.. = 0, dotr
du oy
L A = i 0.

STy T
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Les équations "18) du n* 46 se réduisent, cu égard a la prece-

1 P . d jdu v
\ \ 7w =t aln @)
L .

: ? oty l* v ol ('1//1 v

dente, a

17 de T dst dr

Si, en désignant par 5 une fonction de @, y, 3, nous posons

[y
~
=~

I'équation (1) sera vérifice et les équations (2) se réduiront i ta sui-
vante :

,) 1P d*s N s *s
[2drr T da dz2!

L.es composantes tangentielles

<l ol TEE s
po =25+ ) == )
o . ('u’// ' (/n‘) . ) d*s
Paz = =4 1_/_: _T_ (/_), - \c/‘)'(ls’
B . ((ls‘ da\ s
])J': = — /A I—[E -+ (—/—‘ = A —t/‘)'lll

doivent étre nulles sur la surface latérale; on satisfera i cette condi-
tion si I'on admet que dans Uintéricar de la masse @ 12 1a lonction ¢ sl
mdépendante de 5 2° que

.,) s d*s o
’ dvi T A :

I’équation (4) se réduit alors a la suivante :

d*s s v s
do? T dy? ol it
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(qui est satisfaite par

. o.r . AN
G ¢ ~Acos I £) cos /‘:(”V-]—'f,'lf()S(/'l +1,

Ly A

Cn (lk‘h‘lgll(ll]l par A, a1, T (quatre constantes.

it viem
Ay Y . q . ;
U= — O v 4 g) sin == (¥ b g ieosgil 4T
JARSAY hyn hyia ¥
=)
o \f/ B o . . r/
¢ = T S LU - 2] COS L Y G 0sg L= T
foyn foyin foyw ’
puis
S NgE r/ . q
Pow = e Sin NG (2 &) sin /—r{y = hicosyl T,
¢ A \ 2 v \"'.!
N Ay 7 . (
Py = — M —/?mn; = (@ 421510 - Ly -shleosgil T,
' ¢ \ 2 | '-" R
Pee 2= 0

f.es conditions relatives a la surface latérale se réduisent i

P, = P COSUL
Inl)_ = P,y SNz,
d’on ) :

ga2 )

PAgN
A A A —cosgil -1

/) = =T /2 5 m X /2

Cette pression sera normale, mais ne sera géndralement pas nulle,
comme on devrait Fexiger. Elle le sera cependant dans le cas dun
prisme a base carrée dont le ¢oté serait 2a. o la condition ue 'on ait

.- 0, == 0

=l
,

o

en désignant par ¢ un nombre entier. On peut déduire de T des conse-
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quences l)lus ou moins intéressantes auxquvlles Nnous ne Croyous pas

Cepcndant devoir nous arréler.

VIII. — DES MEMDRANES ELASTIQUES.

38. Generalites. — Considérons un solide homogene, limité, d'une
part, par deux portions de surfaces pavalleles, auxquelles nous donne-
rons le nom de fuces, et de antre par une surface conoide ou contour
sutvant laquelle le solide pourra ¢tre maintenu s'il y a lien. En admet-
tant que la distance ¢ des deux faces soit aussi petite que Von voudra,
le solide dont il s’agit sera pour nous wne membrane élastique.

Dans ce qui suit, nous supposerons que les deux faces ne sont sou-
mises a aucune pression, mais que les moléeules de Ta membrane sont
soumises a4 laction de forces extéricures proportionnelles i leurs
masscs, en v comprenant Uinertie quand il y anra licu de la faire
intervenir.

Comme les deux faces sont rés voisines 'une de Uautre, nous pour-
rons admettre sans erreur sensible qu’elles restent paralleles apres la
déformation et que leur distance n’a pas varié.

Soient [, m, nles cosinus des angles «, 7, 7, que forme, avec les trois
axes, la normale au point (2, y, z) de 'une des faces déformée ou non
sclon la nature du probleme quel’on a en vue de résoudre.

Les conditions relatives aux deux faces, sur lesquelles, comme nous
Pavons dit, il ne s’exerce aucune pression, seront satisfaites si nous
admettons, sauf justification ultéricure, que nous ayons dans toute la
masse

s’ (pow+mp, +np. =0,
1) APy My - np = 0,

v
( lp. +mp., -+ np.; = o.

Considérons maintenant un ¢lément de volume de la membrane dé-
terminé par un prisme paralléle & Oz ayvant pour base dx dy. Si U'on
remarque que Vépaisscur de la membrane estimée parallélement 4 Oz

est IiL, et si l'on applique a Pélément considéré, pour exprimer les con-

ditions d’équilibre, la méme méthode que pour le parallélépipede élé-
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mentaire, on trouve, sans difficulté, les équations suivantes :

' .
o L
n

Tde

()) n
dy

e

o L=

"

ey

o " _ b \_',
dy n
Pay
o 2
Y
-+ “ =D,
dar n
i’f_ —D Z.
oy n

Si l'on porte dans la derniére de ces équations les valeurs de p, ..

Pyz déduites des deux premiéres des équations (1), on obtient le ré-

sultat
d n d n P dl dm
de m Tdr T de " ode
Ly Py
m g n d m dm di 7.
Ay dv Py dy Pra dy T TR’

mais, en ayant égm‘d aux deux premiéres des équations (2), on recon-

nait sans peine que le résultat ci-dessus se réduit au suivant :

™ dl
()

dm dm
]).nz: (/—1' -+ [)_)')' (T)’ + /7.1‘)‘ (/_l B

dl
dy

>+ D(Z+ (X +mY)=o,

¢quation que 'on peut substituer a 'une des deux premiéres équa-
tions (1) ou a la derni¢re des équations (2).

Si entre les équations (1) on élimine p,:, pys, on arrive a la sui-

vante :

Vg 2.
= (B pac—+ 2mlp,y + 10 p,).

Dans la plupart des cas, on pourra substituer & /, m, n leurs valeurs
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déduites de 'équation
() Slvoy,z5)=0

de une des faces, Torsque la membrane est a Vétat naturel, savour

df df iy
0) [ /)z—_—":; n:(_,
e posant
o S A
. =V s T

Daus tout ce qui sult, NOUs Ne nous occuperons (e des membranes
primitivement planes. :

3. De Ulquilibre d’élasticité d'une membrane plane. - Si nous
prenons 'une des faces, a I'état naturel, pour plan des vy, et si
nous négligeons les effets de la déformation, nousaurons /—. o, m == o,
n =1, ctles equations (1), (3) et (4) nous donneront

‘-‘) Pz =0, pP:=0, [)'z:Of_:"), /o= .

~

On voit ainsi que la membrane ne peut se trouver en ¢quilibre que si
les forces qui sollicitent ses molécules sont paralléles aux deux faces.

fa troisieme des équations (2 ¢tant satisfaite, il nous suffit de con-
sidérer les deux autres qui deviennent

Cdlpen A

At VE - Y
s dao T dy DX.

s

} vy i oy
/= DY

dyv s

Les trois premicres des équations (7) nous dounent, en faisant inter-

(hy La condition pro== o exize gue Pellipsoide des pressions se réduise i une

uHilm': de sorte que. dans b membrane, une 1')l‘(!h'5i0n prim’:ip:lln esl o nalle,
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venir les déplacements é]asliqucs,

[ du o dw dv v du vy ra
[y —_— e == =0, = = —— 1) i el S B - S
0 Az e s oy Yo Uy ol

En avant ¢gard a la troisiéme de ces relations, on voir que

; 3 (‘7, lu ey oy v, il " i
Pee =20 )= o g U )
o N /(, dv oo N day ar g, e (/u)
| j /)J.) 7_—‘\.)7" I_,/T~ : I)—_;(‘(—/T i {'/—,‘7
<yl oy
A L
et les ¢quations (8) deviennent
I*u o e o (P o D
g o Qi sy
» S dez 7 iy ) oy 7. X
SRR g
L dtu NPy LD
- (bﬁ T ')(/J,'(/I)’ Qs T )7\'

40. De la repartition des cfjorts elastiques dans une membrane plane
également tendue dans tous les sens. — Supposons que Lo membrane ne
soit sollicitée par aucune force exiéricure, ou que X =o. % o 0. mais
que, par suite d'nncdis[)()sil‘ion speciale, on lui fasse subir tne tension
normale uniforme = sur tout son contour. Soit ¢ Vangle que forme la
normale au point (.2, ¥i du contour avee Qa; en remarquant que <
doit ¢tre considéré comme une pression negative, 10ous avons. ¢n invo-
quant le théoreme des composantes normales réciproques,

— TCOST = Pp, COSO + P, SING,
— TSINYG "= Py, COSH == P, CO0ST;

d'on

(12 = T P, COSTD = 20, SING COSD = Py S0,
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Ansi, nous aurons a satisfaire aux équations

Apee | APy

| dr (/y_- =0
dpyy Apay
dy dr — 0y
. a) [/, du o i
Poc=— — 3 -1 dr m)’
, 2 v du
} T — e ,/ — — s
L4 Pyy 3 <'l dy + ([J')
du i dwv
ds de 7
G dyv
ds - dy Re
du  de o dw o
a3 =

et ala condition (r2).

Si la membrane est circulaire et si I'on place U'origine des coordon-
nées & son centre, on a évidemment p,, = o; la condition {12) est sa-
tisfaite par les valeurs

Pow= Py ="5

qui satisfont ¢galement anx deux premiéres des équations (4A).
Les deux suivantes le sont aussi par

a
3}

w=-—:x, ¢=
10 A I«

| e

>~ a

Y

<

et le déplacement en chaque point est aussi dirigé suivant le rayon,
comme cela était visible a prior.

Les cinquicme ct sixiéme des équations (A) exigent que w soit mdé-
pendant de x et y; enfin la dernié¢re donne

=

I

|
(LI
~a

Ce deruier résultat parait paradoxal au premier abord, car il semble
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que ¢ doit étre nul sur le contour. Mais il faut remarquer que le
mode  d’encastrement latéral n'est pas absolument fixe sur toule
Iépaissenr de la membrane. Considérons, par exemple, le cas simple
du tambour de basque; w doit étre considéré comme nul sur la face
adjacente & la monture; mais on a le sentiment que la tension doit
avoir pour effct de faire éprouver une diminution a Pépaisscur de la
peaw. D’aprés la formule (13), la réduction relative de cette ¢paisseur
est

SR D

[t
>~ a

en nous rappelant que E représente le coefficient d’élasticité.

41. Vibrations transversales d’une membrane plane. — 11 v a lieu
dans cette question de tenir compte de la déformation de la mem-
brane, censée réduite a I'état d’une surface élastique; ce qui veut dire
que /, m doivent étre considérés comme des quantités du premier ordre
et que Pon a =1, en négligeant les termes du second ordre.

Nous supposerons que u = o0, v = o et que v est indépendant de z:

. . d?w
de plus, que X =0, Y =0, Z=— "
On voit sans difficult¢ que p,, =o0, p,, =0, p.. =0, p,, =0, ¢t
ensuite que
dsv dw
Paz = — )‘TL" Pys = — A dv

Les deux premiéres des équations (2) sont satisfaites, et les équa-
tions (3) le sont aussi. Il ne nous reste done que la troisieme des
¢équations (2) qui devient

(13) ‘ ot ov d*a D dr 1odro
de? T odyt T der TR dee?

cette équation est satisfaite par

) w=A, sinm{x 4 y)smn(y +1n) sinl'\f;zf —+ /F(l +7),

en désignant par m, n, A, ,, x, 7 des constantes arbitraires. On ob-
tiendra une solution plus générale de I'équation (13) en prenant pour
48
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en donnant dans ](‘\pl(s—

w la somme des valeurs que Uon obtient,
, soit

sion (14 ) toutes les valeurs possibles aux constantes arbitraires

(13) = XA, sinm(x - y)sinn(y - ) sinkym® - n* ({4 T
Si la membrane est encastrée suivant son contour dont I'équation en

2, v est censée donnde, on devra avoir
6] G =0
~ - . P (/ll'

pour ce conlour. Soient /{2, v}, /a2, v} lesvaleurs initiales de o et o

qui sont aussi des données de la question; nous devons avorr

([ S(x, ¥)=ZA,,sinm(x -+ y)sinn(y + o) sink ym* 4 n*<
. )
/7 T TS . TR
( Soix, y) = Sk m? - ptsinm(a + y)sianly + ) coskym® 4 1tz
Les valeurs des constantes se détermineront au moven des conditions
f16) et (175).

42. Cas d’'une membrane rectangulaire. — Nous prendrons le centre
de la membrane pour origine des coordonnées et les axes O, Oy res-
pectivement paralléles aux deux couples de ¢otés 2a et 2.

I'équation (13) et la condition (16) relative au contour seront
satisfaites par
\ (3 = Vsm ——[‘— s1 [—ZL

ya

18)

’ / 0
(\I, ,/cus,./\ — —}— —-/ + N,;sinnk \/
en désignant par ¢, 7' deux nombres entiers quelconques, par M, », N,

deux constantes arbitraires
f.es conditions relatives a I'élat initial seront exprimées par

\ ‘ Slx, v 3 M, sin &\lll b
19) _ P
( fi(:t‘, v) = ,5/,21\1,, \/~ — sm -’['[ Z’
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. .,

U .. . . N A PR A

Si U'on multiplie ces denx équations par sin == sin —* dax dy, ct que
a b

"on effectue ensuite Pintégration entre les limites x - 0,2~ a, ¥y = 0,

¥y = b, on reconnait, sans difficulté, quel'on a

, « b . N
R . - asin oeE gin LY ,
Mo= — [ (/a,.[. S(a, y)sin —sin— dx dy,

‘20) . ; " p
’ B IR T e ({-l"
: ",

. .= . {'my
Jila, ¥)sin st d dy.

0 "o

bl
ey
>
-
’\\
~
™~ 1
T
Rollatt
e

et le probleme se trouve ainsi complétement résolu.

Cas de la membrane carrée, en supposant nulle la vitesse initale. —
Nous avons ici
a=20, [flx,yl=o0, Nyp=o
et, par suite,

N 1 . imae . Uy o
(2r1) o=y M;sin — S ——= €O ~— \1° 4!
! dnd « «

3 S

Supposons (ue, en désignant par v un nombre entier quol('onque.
on puisse trouver des valeurs entiéres de 7, ¢ satisfaisant & I'équation
indéterminée

(22 Pt =

I'ensemble des termes de la série (21) se rapportant & la valeur v
C()rr(tspondr:l A un méme son, ct 'équation géuéra]e des ligm‘s no-

dales, donnée par «w = o, quel que soil ¢, sera
. Lodme o 'my
23 Al psin =22 sin —=— = o,
' « b

le signe X se rapportant el uniquement a la somme des termes pour
lesquels équation {22) est satisfaite.
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IX. — DE$ CYLINDRES CIRCULATRES.

45. Equilibre d’¢lasticité d’une enveloppe cylindrique sounise a l'ac-
tion d’une pression normale constante sur sa surface intericure et d'une
pression semblable sur sa surface exierieure. — Soient ry, ry le ravon in-
térieur et le rayon extéricur de 'enveloppe; Py, Py Ia pression inte-
ricure et la pression extérieure, la premiére ¢tant censée supéricure i
la seconde, ct de telle mantere que

Pori > DPri.

Nous supposerons que I'enveloppe est terminée par des fonds plats
ou courbes, ajustés de manicre que toute section annulaire ¢prouve
une traction uniforme F paralléle i axe, ce qui établit la relation

(rr? — arl)F = Pyrrl — P nri;
d'ont

D) 2 2
\ PP

1) F=
"I 7%

Dans les circonstances actuelles, on a ¢videmment V == o, et U et W
sont indépcnd:\nts de §. Nous admettrons, sauf justification ultéricure.,
que U ne dépend que de 7 et W et z. Comme ona ici R=o0,7T = o,
Z = o, les formules (26) et (30) du n° 18 se réduisent aux sui-
vantes :

duU U dW

'2) A=t ot
o du U | dW
/"’_”)‘<3W 7 cl;>’
, 5, U dU_}_dW‘
'3) JPe = =225 F g 71?)’
B 5dW _ dU U\,
Pez= =42\ T T F )

P2 =0, Py =0, pPpy=0.

La seconde des équations (17) dun® 9 est satisfaite d’elle-méme.
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I.a troisiéme sc réduit i

dp.-
=
ou
ﬂ = O
ds?
et enfin A
(1) W = Cz,

en désignant par C une constante et placant Porigine au milicu de
Paxe. La premiere des équations (17) du numéro précité devient

dp ., o Pre Pre _

S )

dr r
on
U 1 dU U
dr? rodr re

équation homogéne dont l'intégrale est

'5) U=ar+2,

en désignant par A et B deux nouvelles constantes.
En portant les valeurs (7) et (5) dans les équations {2} et (3}, on
trouve

‘[)rr: — )</,\ — :,/E - C>’
1z

(3" N Pee = — )\<f| A+ %I/} -+ C>,
Pzz— — \(?)C—\— 2:\)

[’:.: =0, Por= 0O, p!r = 0.

Mais on doit avoir p,, =D, POUr P — T'ys Prr =P, pour r=r,. cl
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p-- = — ' on a ainsi les relations
213 - P
L SR
ry A
213 . P
1A - - C=— <,
1 A
P or2 P 2
s Nl 1 ] .
)( =2 \ = ,'JTA—;Z’ 0,
1 o
d’ou 'on déduit
I — riri(P,-— Pl)’
2h(ri—ri)
\ Por2 — Pyt
(4) A =0 =

Sn(ri—ri)

et Uon voit que V'enveloppe est uniformément dilatée dans toute son

étendue.
La seconde des formules (3) donne enfin

d’ou résulte que la section méridienne éprouve une traction vartable
dont le maximum a licu vers la paroi intérieure ou pour r = R,.

Si nous égalons ce maximum & Ueffort clastique T que 'on ne doil
pas faire dépasser a la nature, soit pour ne pas atteindre P'élasticité,
soit pour obtenir une sécurité convenable, on trouve la relation

- re /TPy L
7 Pl VA yy vy e /2 T D

I —2 —- -
\/ I' - l)n

o r,—p ‘o ,
comme, dans les applications, le rapport ri'_l3_l est généralement tris
P “im

petit, on peut prendre simplement
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dou, en désignant par e I'épaisseur r, — ry,

ro( P, —1)
’

)

¢ ==

ce quiest précisément la formule & laquelle conduit la theéorie de la

resistance des matériaux.

44, Virole serree a chaud sur une autre virole ou sur un cylindre. -
t Considérons d’abord le cas de deux vivales; soient, a 'état na-
turel, r,, 7, les rayvons intéricurs el ry, 7, les ravons extéricurs de la
grande ct dela petite virole; N Paction mutuelle par unité de surface
des deux viroles apres le servage.

A cela pres, conservons les notations qui précedent.

Les formules (4), (5) et (3) sont applicables & Pune et a I'autre
virole, en y supposant p_, == o.

I'n ce qui concerne la virole extérieure, on a p,, = o pour r=r,.

P = N pour r=ry; d'ol

3 N
’) b
A==
10 1 1
wry ( : —1\
T3 ri
[ N
B = A )
2 I
(2
T Y
i N
C=z-— 7y
I >
e T

et pour la valeur U, de U a la surlace intérieure,

W2
Lﬂ).
I';

o L

(7) L, =

Pour obtenir la valeur U, de U & la surface extérieure de la petite
virole, il suffira évidemment de changer dans la formule précédente 7,

enr, ctryen 7, cequi donne

Z
ST
[ ¥

' ~

)
—

(7) U= =y

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



350 TIEORIE MATHEMATIQUE DE L ELASTICITE.

La condition pour que les viroles soient adaptées I'une sur Pautre
est exprimée par

(8 ro+ U, =7, + U,

et I'on a tous les éléments voulus pour déterminer N, par suite, les
composantes p,, dans les deux viroles.

Si I'on se donne la valeur maximum de ces composantes, on aura
nne équation qui permettra de déterminer r, — 7, en fonction de
r, Iy et de rgou £, el, par suite, la température minimum & laquelle
on doit porter la virole extérieure pour qu’elle puisse s’ajuster sur
I'autre.

2% Dans le cas d'un evlindre intérieur, il faut que B=o pour
que p,, et p,ne deviennent pas infinis pour r = o; ces deux pressions
sont alors constantes et égales 4 N, et I'on trouve

A:——S—?‘—Y
10 A
el
, 3 N,
’_Ill R
(7") U=—5r.

En substituant les expressions (7) et (7”) dans la formule (8), le pro-
bléme se trouvera complétement résolu.

45. Vibrations tournantes d'un cylindre circulaire. — Reportons-nous
aux équations du n® 18 et supposons que, aprés avoir fait subir au
cylindre une torsion, on I'abandonne ensuite & lui-méme : 1l exécutera
une série d’oscillations tournantes.

Cherchons d’abord a satisfaire aux équations (28), en posant U=o,
V = rg, W = o et représentant par ¢ une fonction de Z ct de ¢.

La formule (26) donne
A=o;
nous avons d’aillcurs
AV ds

y =0, =0, {=—126, R=o, T:_Tl?'*_rm’ W=o.

La premieére et la troisiéme des équations (28) sont satisfaites.
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T.a seconde se réduit &

2

(a) s o (3

dit T s
Les formules ( 27) donnent

Prio =90y Pup—0, pP;p—0, pP;—=0, p,=0,
et enfin

ds
b Doy = — WP~ -
( ) Pz ds
On voit déja que la pression sur la surface latérale est nulle.
Sila base est libre, on satisfera i I'équation (a) et a la condition que
Pz soit nul sur cette base en prenant

(=z =k

5 =A;cos [ Cos— 1,
{ ¢tant la longueur du prisme, ¢ un nombre entier quelconque et A, une
constante.

On a ainsl

=3 =
V=A;r coslT cos'—[,—z

et, plus généralement,

N =3 =k
A% =EAircosl—l—cos l—[— l.
i=1

§ X. — Des spHERES.

406. Equilibre d’clasticité d’ une enveloppe spherigue soumise [’ action
d’une pression normale constante sur sa surface inicrieure et d’une pres-
sion semblable sur la surface cxtéricure. — Sotent

7y, v le rayvon intéricur et le rayon extérieur de l'enveloppe ;
P,, P, la pression intérieure et la pression extérieure, la premiére
étant censée supérieure a la seconde.
49
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Nous nous reporterons au n° 19 et en supposant R =0, M=o,
T=o0. Il est évident que les déplacements moléculaives produits
par les pressions sont dirigés suivant les ravons et qu'ils ont la meéme
valeur pour tous les points d’une sphére concentrique comprise
entre celles qui limitent la couche; ce qui revient a supposer V' == o,
W = o et a considérer U comme étant uniquement fonction de 7.

. Les équations (34) et (35) du n° 19 nous donnent alors
(;/U 2 t! 1 drtU

—

A =

2

dr r 2 dr
Y ) (/U>
P = ).(A 25 )

. ’ “['\
[)//1111 = Py = /'< A= ’ )’

r

i) '

\ /)/':1/ = 0, Prt: 0, sz = 0.

La seconde et la troisieme des équations (19) du n° 10 sont satis-
faites, et il ne reste que la premicre, qui se réduit & la suivante :

, 1o
{2) D

’ dr

~tw

(.,[)/'r—])uzm) = 05

d’ou, en vertu des valeurs (1),

U-
dA AU ar
& TR\ Gr g /=0
et enfin
da
E = 0,

Ainst donc la dilatation cubique est constante; en la désignant
a9

3A
Pal’ )—J nous aurons
1 drtU 3A

r?odr A

ct, en représentant par B une autre constante,
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La seconde et la troisieme des équations (17 donnent, par suite,

,
-y
kp,.,. XY =

(3)

Nous avons maintenant, pour déterminer les constantes A ¢t B, les

relations
~ 413
P‘ = .'J.‘\ —_ LT:
ps

P(, = 5A — 3
d’ou
: Pyt — 1y

\ A== Ser=

' b P—=Pyriry
T A=

Si nous supposons que l'on ait
1

o A
P, >0,

les coefficients A et B seront négatifs et la plus grande valeur de dn
traction — p,,,, développée dans la masse correspondra a r=r,. Si
nous désignons par T' la valeur de ce maximum, censée donnée, égale
au plus & celle de Peffort au dela de laquelle la matiére tendrait a se

(lesngregor, nous aurons

Py (Py— P 1y,

I — 2(Pyr) —
o 2(ry —ri) ’
on déduit de la
1
no_ [, 8 /bu=Piy] 0
re a\ T -+~ D,

)

. . o =1 o
Comme géncralement, dans les applications, - est une petite frac-
PR DN
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tion, on peut réduire cette formule i la suivante :

o 1, Po—Pr\.
7'__1-1—5( U+P, )0

[ \

d'ou, en désignant par e I'é¢paisseur r; — ry,

o — o P.—P;
T AT - l".,)’

soit la moitié de l'épaisseur obtenue au n° 43 pour une enveloppe
cvlindrique.

47. Equlibre d'une croite planétaire. — Nous supposerons que ia
croute est sphérique, que son épaisseur est uniforme, qu'elle est sou-
mise a I'action de la gravité et de deux pressions constantes respecti-
vement extérieure et intérieure.

Solent
r,, r, les ravons extérieur et intéricur de la croute;

P,, P, les pressions extérieure etintéricurc auxquelles elle est soumise :

g l'accélération de la gravite a sa surface.

Comme dans la question précédente, nous aurons V=0, W == o;
U ne dépendra que de r. Des équations (34) et (35) dun® 49, on d¢-

duit, comme ci-dessus :

2

A — dU o+ 2U 1 drtU
—dr T r T T dr

dU
(3 522)

(1) '
2U
pmm:ptt: )‘<A + f]_>’

Prnw =0, Pry=0, P, =O0.

On a d'ailleurs
R=—27, M=o, T=o0.

La seconde et la troisiéme des ¢quations (19) du n” 10 sont satis-
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faites; la premiére, la seule que nous ayons a considérer, se réduit a

dp,, 2 Der
“dr T 7(,71/ _[)lnm> - - r ’
d'ou
33 dA or
I = — =—
dr "’

et en désignant par A une constante arbitraire et par IT le poids spéci-
fique Dg de la matiére,
Ire 3A

&, T

(2] A= —

tn vertu de la premiére des équations (1), la formule (2) donne
successivement, en désignant par B une nouvelle constante arbitraire,

v drU nr2  3A

M odr . Gary, %
i Iy Ar B
U=—smn t o5t

La seconde des équations (1) donne, par suite,

Les constantes A et I se délermineront par les conditions suivantes :

. : . 11 r3 2B
(‘:)J gP()——%Hl—l—l—/]A—ﬁ)
11 . r: 2B
[P=—— 24022
3077 r
47. Vibrations radiales d’une enveloppe spherique. — Cousidérons

une enveloppe sphérique soustraite a 'action de toute force extérieure,
et supposons u'a un instant quelconque, que nous prendrons pour
origine du temps, ses molécules vibrent suivant les ravons, et que ces
vibrations ne dépendent que de la distance au centre. Cherchons @
voir si ce mode de vibrations pourra se perpétuer indéfiniment.
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Dans les formules du n® 19, nous devrons supposer V=10, W == o,
M=o0,T=o0 et
d*U
R=—°".
dt?
Nous devrons admettre que U et A sont indépendants de 5 et &.
Ia deuxiéme et la troisiéme des équations (37) du numéro précité
sonl satisfaites. La premiere, en égard a la formule (34), donne

i d*U 2 dU 2U 1 &*U

W dr? rodr Tt TR de]

cn posant, pour abréger,

(2) Iz 53

-

Soient

g un nombre quelconque,
: une constante arbiiraire;

X umne fonction de r.

En substituant dans I'équation (1) 'expression

U =X cos(qt +¢),

on trouve

, d*X 2 dX q* 2
(1) ot (Fp)x=o

Les constantes introduites par Iintégration de cette équation de-
vront satisfaire aux conditions p,.=o, p,,= o0, p,= o0, pour les
ravons intérieur 7, et extérieur r, de I'enveloppe. Mais, d’apres les
équations (35) du n® 19, la seconde et la troisiéme de ces conditions
se trouvent veérifiées d’elles-mémes et la premiére revient a la suivante :
R

2 2—=20 ourr—=r tr=r,.
(//'+ r I o € !

_,\
oo
—
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Si Pepaisseur e = r, — r, est suffisamment petite, Féquation () se ré-
duit approximativement & la suivante :

&*X 2 dX (f/"' 2\
=+ E )Xo
que on sait intégrer.
FIN.
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NOTE

SUR L"ll‘QL"lL[liHli INTERIEUR DES SEMI-FLUIDES.

On désigne généralement sous le nom de semi-fluides un systeme
matériel formé de la juxtaposition de corps solides, dont les di-
mensions moyennes sont petites ¢t ne varient des unes aux autres
qu’entre des limites relativement restreintes; le sable de riviere est
le type des semi-fluides. .

Lorsqu’un pareil systéme sera en équilibre, il ne tendra & se de-
placer que si, en un certain nombre de points de contact de ses éle-
ments, les actions mutuelles tangentielles atteignent la valeur du frot-
tement de glissement. On peut admettre que le cocfficient de ce
frottement a sensiblement la méme valear d’un point a Pautre de la
masse.

S'il s’agit d'un volume semi-fluide considérable, on peut le supposer
divisé en parties telles que, tout en renfermant un nombre notable de
corpuscules, leurs dimensions soient relativement assez petites pour
que I'on puisse en négliger les secondes puissances; de sorte que 'on
est ramené, en ce qui concerne la recherche des conditions d'équi-
libre, & substituer au semi-fluide une masse continue avant pour den-
sité sa densité apparente moyenne; on supposera ensuite que la com-
posante tangentielle de la pression sur un élément plan atteint son
maximum lorsqu’elle est égale au frottement de glissement.

Nous ne considérerons que le cas d’un semi-fluide soumis a l'ac-
tion de la pesanteur.

Si la masse est completement libre, ¢’est-a-dire si clle ne s’appuie

5o
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enaucun point contre un obstacle, 1l faut, pour qu’elle soit en équi-
libre, que le plan tangent en un point quelconque de la surface fasse
avee I'horizon un angle momdre que I'angle de frotlement : cette in-
clinaison himite définit ce que Uon appelle le talus naturel d’un semi-
Sluide, ¢’est-a-dive la pente qu'il prend a la suite d'un éboulement.

Une terre quelconque peut étre considérée comme un semi-fluide
dontles vides, entre les corpuscules, sont remplis par une maticre tres
divisée qui doune a la masse une certaine coliésion, lorsque cette
masse ne vient pas d'étre fraichement remuée.

Quand il sagit de caleuler I'épaisseur que doit avoir un mur de sou-
tenement, pour résister a la poussée d'une terre, il y a avantage, au
point de vue de la sécurité, a faive abstraction de cette cohésion, parce
(qu’on trouve alors des épaisseurs supérieures i celles qui correspon-
dent au degre de stabilité que Uon a en vue d’obtenir,

Nous somumes ainst conduit a considérer un sable ou une terre
comme une masse continue qui, lorsque son eéquilibre n'est pas na-
turel ou quil n'existe que par la présence de corps extérieurs tels
quun mur, est en équilibre instable; de sorte que, si 'on considere
tous les éléments superficiels passant par un point cuelconque de la
masse, le maximum de Tangle formé par la pression sur un élemoent
avee sanormale doit étre égal a l'angle de frottement.

Nous désignerons respectivement par« et o' les angles de {rottement
d'un semi-fluide sur lui-méme et contre le mur.

Considérons maintenant une masse de terre de forme prismatique a
arctes horizontales, d'une longueur assez grande pour qu’on puisse Ia
considérer comme indéfinie, soutenue par un mur. I équilibre devant,
Faprés ce que T'on adit plus haut, étre regardé comme instable, la
masse tend a se déplal(‘,el‘ suivant des surfaces cylindriqucs a génc’r:l-
(rices horizontales, pour chacun des ¢léments desquelles le rapport
de la composante tangentielle & la composaute normale de la pression
est égal a la tangente de angle de frottement; au contact du mur, le
rapport semblable aura également une valeur speciale qui sera, cn
général, pen différente de la précédente.

Nous ferons abstraction des pressions dans les plans perpendicu-
laires aux arétes des prismes, ce qui nous ramene a considérer sim-
plement une section faite par l'un de ces plans.’
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Soilent

O, Oy deux axes rectangulaires tracés dans le plan d'une section,
en prenant pour origine la teace de Vinterseetion du parement inté-
ricur da mure et du talus

G_. L -
J— — N
5 17
~ o
- l‘
. — v
: ."/rl,
K gl
- LN
| ! I
L A\
N
. v

i linelinaison de O sur Uhorizontale O égale i celle de la verticale OV
sur Oy, )
Il le poids de 'upité de volume.

En exprimant qu’un reclangle élementaire, dont les ¢otés sont pa-
ralleles & Oac, Oy, est en équilibre, on obtient les équations

Apex dp y- e
( e & = IT sz,
[ ¢
( iy Apvw T cost
dy de T T

Considérons maintenant un triangle rectangle élémentaire, dont les
cotés de 'amgle droit sont paralléles a Oa, Oy, et dont I'hypoténuse
fait 'angle 6 avee ce dernier coté; soient N, T les composantes nor-
male et tangentielle de la pression sur Phypoténuse. En exprimant que
les forces qui sollicitent le triangle se font équilibre, en projection snr
tes directions de N et T, on trouve

N = (P €OST =4 psi17) cost 4 (p,, sinG + p,, cosb)sing,

T=(pyy sinl +p, . cos0)cosd — (p,.cosd+ p, sinfsing
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ou
‘ Dy = 1o Do — iy .
‘N:[‘LL-{ Py +/‘m r)/)J COS‘M[/—'—/)J»S”)QG‘
2 2 ’
(2) ¢
. o) Yo — yy o
( = MSH]?'@ —{—/)_l.).(‘OS_'ZO.
2

Pour trouver les directions des pressions principales, il faut supposer
T = o, ce qui donne

2 0

(3) Ctangaf, = — LY
=l ! Pz — vy

On appelle ligne isostatique une ligne telle, que la pression sur
chacun de ses éléments est normale & cet ¢lément. Une parcille ligne
est définie par

dr
tangf, = — —
a7t {/?.
Ol
7..0 -
dr? dy [ py— Py
AR (i L ’-‘~‘>— r=o,
d.e? dar Pev

et Von voit que, en chaque point de la masse, tl passe deux courbes
isostatiques normales entre elles et tangentes awx directions des pressions
principales au méme point.

Si nous posons

m

|
ldngx =5=

— (Par— Pyy) SIN20 4= 2 p . cosal
Pez+ Pyy+ (Paw— Pry) c0820 =2, sinal ’

1l vient

/ M . /; N N N J—
(1) (PoetPy) sz 4 (prp— pyy)sin(29 +2) — 2p,, cos(20 +2r)=o.
Pour exprimer que z est maximum ou minimum, il faut différentier

. . dr. .
cette equation en v supposant — = o, ce qui donne
. dl

(/’r.v - Pyy) .

tang (20 + ») = — "y
2Py

Or nous avons admis que le maximum de la valear absolue du rap-
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1 S , N :
port < doit étre égal & tange; on devra donce suppaser

A=« ou A=—-—,

selon le sens de T, et nous aurons

) — 1.
tang(z@ia):——/” Lyy.
< 2Py

——
-

I équation (4) devient, en y faisant z === ¢, puis éliminant 4 au

moven de la formule (5),
(6) (Pow— Pyy )+ APy — (Paa Pry ) 8ID% 2 = 0.

On appelle lignes de glissement celles pour chaque élément desquelles
la composante tangenticlle de la pression est égale au frottement de
glissement. On obliendra leur équation différentielle en supposant

tangy — — dv
o dy

dans la formule (5). Comme a chacun des signes de a correspondent

deux valeurs de ¢ qui différent entre elles de go®, on voit que, en

chaque point de la masse, il passe deux syvstémes orthogonaux de

lignes de glissement. Si U'on désigne par §, la valeur de 6 correspon-

danta l'une des lignes de glissement, les équations 37 et (5) donnent

tang (20, &= @) = — cot24, = tang(20, + go®) on tang(2§, + 270")

d’'ou
' % .
ou 135+ 2,

Oy — 0, = 45 =

JSH Y

B

pour les angles sous lesquels se coupent les lignes de glissement de
I'un et de Pautre systéme avee les lignes isostatiques. On voit ainsi que
les lignes de glissement forment deux groupes composés chacun de
deux lignes appartenant respectivement a 'un et l'autre systéme. Les
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lignes d'un groupe forment, avee 'une des bissectrices des angles des
diametres principaux de l’cllipse des pressions, et de part et d’autre de
cette bissectrice, des angles égaux & la moiti¢ de Pangle de frottement;
par suite, dans toute la masse, les courbes isostatiques et les courbes de
glissement se coupent sous un ng/e constant.

Comme P'équalion (6) a été établie sans faire ancune hypothése sur
le cheix des axes coordonnés, elle subsiste encore lorsque 'on sup-
pose qu'ils sont paralléles aux direclions des pressions principales:

mais alors on a Poy= 0 el par suite
(Prz— Pry ) = (Pow Py )? sina:

2 g e . . .

le rapport ;/)’—l des pressions principales est done constant, ou encore
Yy

toutes les ellipses des pressions sont semblables.

Intégration des equations d’équilibre. — I.es équations (1) ct () de
vront permettre de déterminer les pressions inconnues p ., pyy po, . Les
équations (1) seront satisfaites en posant

/ _d*r
Poxr = (/',,z ’
“ - an
{7 Pay = — Llysmz— dr t{_)"

2 I

. o-
])).). prnany HVY cost + F »

I étant une fonction de x, y, qui serait intégrale de I'équation aux
différentielles partielles obtenue en substituant ces valeurs dans la
formule (6); mais cette équation, qui est du second ordre et du second
degré, est trop compliquée pour qu’on puisse songer a intégrer.
Quant aux conditions relatives aux limites, elles s’obliendront en
exprimant : 1° que N = o, T = o pour tous les points des talus, en
faisant ainsi abstraction de la pression atmosphérique, ce quirevient a
considérer N comme I'excés, sur cette pression, d'une pression inté-

.

. . T . \
rieure normale; 2° que, pour tous les points du mur, 5 ost égal a la
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tangente de T'angle de frottement o' de la terre sur la maconnerie.
appelant 4 Pangle formé par un ¢lément du parement imtéricur du

mur avee Oy, on a, pour tous les points de ce parement, en vertu des
relations (21},

. — (P — Py ) sl 4= ap L casal
{8 tingo’ = Ve = I'xy) [

Py Paac UPes— Pyyyeosai-map,osinaly

Isxamen d'un cas particulier. — Supposons maintenant que le profil
du talus soit rectiligne, que on prenne sa direction pour axe des x ct
que le profil du parement intéricur du mur soit ¢galement rectiligne,
ou que 4 soit constant; supposons de plus que cet anglc ait une valeur
telle, sauf a la déterminer ultéricurement, que les pressions soient des
fonctions de y sculement. Les ¢quations (1) donnent

Pay=— L ysing,
() Pyy= Ilycosi,

ef, en substituant ces valeurs dans Péquation (6), on trouve

(10) Per=Hy(2n — cosi),

[Q1] ])()S:tlll
. S eosi ‘costi 1
(1) no=—= —\/ = — ! )
/ SRR COS~ 2 COS %

et rejetant le signe 4+ da radical, pour lequel 7, par suite p,.. serait

infini pour 2 = go°, tandis que la limite de 7, cn prenant Vautre signe,

1 .
esl ; on a, par suite,

aeosi’

N=Myln—(cosi— n)cos20 — sinz sin 24 |,

T =TIy |(cost — n)sin2j — sini cos20 1,

et pour le parement du mur

P (cost — n)sin20’ — sindcos20’
¢ o = 3 —— >
o n— (cosi — n)cosa2 — sind sina
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¢quation qui fera connaitre 'angle ¢’. On a aussi

sin’
tang 20, = ———
oM cosi—
et les lignes isostatiques de chaque systeme sont droites et paral-
léles.
Les lignes de glissement sont également droites et leurs inclinaisons 4
sur Oy sont données par
cosi—n
tang(26 o) = — ———-
¢ D( ) sin g
Dans tous les autres cas, les lignes de glissement ne seront pas droites,
comme on le suppose « priori, dans la théorie ordinaire de la poussée
des terres.
Ces différentes considérations sont dues a M. Maurice Levy.

e ——— o ———— e
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