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PREMIΘRE THΘSE. 

ÉTUDE 

SUR LÀ 

FIGURE DES CORPS CÉLESTES. 

U n e des p r e m i è r e s a p p l i c a t i o n s des lois de la g r a v i t a t i o n u n i v e r s e l l e a é t é d e 

r e c h e r c h e r la f igure des c o r p s cé les tes s u p p o s é s f lu ides , en p a r t a n t d e s é q u a t i o n s 

g é n é r a l e s de l ' H y d r o s t a t i q u e . C e p r o b l è m e se r a m è n e ΰ u n e q u e s t i o n d ' A n a l y s e 

p r é s e n t a n t des difficultés c o n s i d é r a b l e s . L e s p l u s g r a n d s g é o m è t r e s n e p o u v a n t 

les s u r m o n t e r , m κ m e en c o n s i d é r a n t le cas s imp le de l ' h o m o g é n é i t é , o n t d٦ 

r e n o n c e r ΰ en o b t e n i r la s o l u t i o n g é n é r a l e et se b o r n e r ΰ des cas p a r t i c u l i e r s . 

M a c l a u r i n , le p r e m i e r , a d é m o n t r é q u ' u n e m a s s e f lu ide h o m o g è n e , t o u r n a n t u n i -

f o r m é m e n t a u t o u r d ' u n a x e e t l imi t ée p a r u n e l l ipso οde de r é v o l u t i o n ap la t i 

s u i v a n t l ' axe de r o t a t i o n , p e u t se m a i n t e n i r d ' e l l e - m κ m e en é q u i l i b r e . J a c o b i a 

é t ab l i e n s u i t e q u e l ' équ i l i b r e r e l a t i f p e u t é g a l e m e n t ex i s te r l o r s q u e la sur face 

l ib re es t u n e l l ipso οde ΰ t r o i s axes i n é g a u x . P e n d a n t l o n g t e m p s ces d e u x figures 

d ' é q u i l i b r e f u r en t les seules c o n n u e s , m a i s r é c e m m e n t M . P o i n c a r é est a r r i v é ΰ 

des r é s u l t a t s de la p l u s h a u t e i m p o r t a n c e . A p r è s a v o i r d é m o n t r é des p r o p o s i -

t ions é n o n c é e s p a r M M . T a i t e t T h o m s o n (*) e t r e l a t i v e s a u x f o r m e s a n n u l a i r e s 

d ' é q u i l i b r e , M . P o i n c a r é a r e c o n n u q u e le p r o b l è m e es t suscep t ib l e d ' u n e infini té 

de s o l u t i o n s en d e h o r s des e l l ipso οdes et d e s a n n e a u x ( 2 ) . 

D ' i l l u s t r e s s a v a n t s , se p l a η a n t ΰ u n p o i n t de v u e p l u s spéc ia l , o n t é t u d i é la 

q u e s t i o n d ' u n e m a n i è r e a p p r o c h é e d a n s le luit d ' a r r i v e r ΰ des c o n n a i s s a n c e s 

(1) Bulletin astronomique, t. IJ, p . 1 0 9 et 4o5. 
(2) Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, ier semestre de 1885 et Acta 

mathematica. 

H . r 



g é n é r a l e s su r la c o n s t i t u t i o n des p l a n è t e s s u p p o s é e s h é t é r o g è n e s . D a n s l e u r s 

a d m i r a b l e s t r a v a u x , C l a i r a u t et L a p l a c e se s o n t b a s é s su r ce fait q u e les c o r p s 

d u s y s t è m e so la i re son t t r è s vois ins de la f o r m e s p h é r i q u e , e t les o n t d é c o m p o s é s 

en c o u c h e s de dens i t é s d i f férentes t o u t e s c o n c e n t r i q u e s . C l a i r a u t a a d m i s q u e 

ces c o u c h e s s o n t s é p a r é e s p a r des e l l ipsoοdes d e r é v o l u t i o n p e u a p l a t i s ; L a p l a c e 

a d é m o n t r é d e p u i s q u e c e t t e h y p o t h è s e es t la seule pos s ib l e . Ces g r a n d s m a ξ t r e s 

o n t é t a b l i en p a r t i c u l i e r des r e l a t i o n s s imp le s e n t r e la con f igu ra t ion e t la c o n s t i -

t u t i o n i n t e r n e de n o t r e g l o b e . 

P l u s i e u r s h y p o t h è s e s o n t é té p r o p o s é e s s u r la v a r i a t i o n de la dens i t é ΰ l ' i n t é -

r i e u r de la T e r r e , m a i s a u c u n e d 'e l les n e p e r m e t d ' é t a b l i r u n a c c o r d suffisant 

e n t r e la t h é o r i e e t les n o m b r e s d o n n é s p a r l ' o b s e r v a t i o n , e t il est r e m a r q u a b l e 

q u e t o u t e s les lois env i sagées j u s q u ' i c i o n t p r é s e n t é le m τ m e é c a r t . D a n s un, t r a -

va i l r é c e n t ( 1 ) , M . R o c h e , d i s c u t a n t ces r é s u l t a t s , a c r u p o u v o i r en c o n c l u r e q u e 

la p a r t i e c e n t r a l e de la T e r r e est a c t u e l l e m e n t ΰ l ' é t a t so l ide . P a r t a n t de lΰ , le 

s a v a n t p r o f e s s e u r m o n t r e q u e la r o t a t i o n de n o t r e p l a n è t e a u r a i t é té en s ' a ccé -

l é r a n t d a n s la success ion d e s siècles, e t il d é d u i t de d ive r ses c o n s i d é r a t i o n s q u e 

la T e r r e p e u t κ t r e ass imi lée ΰ u n e mass e fo rmé e de t r o i s c o u c h e s d ' i néga le s d e n -

s i tés . Ces p r i n c i p e s p o s é s , M . R o c h e a r r i v e ΰ faire c o ο n c i d e r la t h é o r i e e t les 

r é s u l t a t s fou rn i s p a r l ' A s t r o n o m i e et la G é o d é s i e . 

D a n s la p r e m i è r e P a r t i e d u p r é s e n t t r ava i l , j ' e x a m i n e si les d iverses c o u c h e s 

d o n t s o n t c o m p o s é s les c o r p s cé les tes , s u p p o s é s f luides , p e u v e n t κ t r e r i g o u r e u -

s e m e n t s épa rée s p a r des e l l ipso οdes . J ' é t a b l i s q u ' u n e masse fluide en é q u i l i b r e 

relat if , d a n s l aque l l e la d e n s i t é c ro ξ t o u d é c r o ξ t c o n s t a m m e n t de la sur face au 

c e n t r e , n e p e u t κ t r e c o m p o s é e de c o u c h e s h o m o g è n e s s épa rée s p a r des surfaces 

e l l ipso οda les , sauf d a n s le cas oω ces sur faces s o n t de r é v o l u t i o n e t oω la r o t a t i o n 

n ' e s t p a s u n i f o r m e . 

D a n s la s econde P a r t i e , j e fais l ' a p p l i c a t i o n des é q u a t i o n s de C l a i r a u t ΰ la 

T e r r e s u p p o s é e c o m p o s é e d e t ro i s c o u c h e s , afin de p l a c e r la m é t h o d e de l ' i l lus t re 

d e v a n c i e r de L a p l a c e d a n s les c o n d i t i o n s o ω M . R o c h e a f o r m u l é son h y p o -

t h è s e . 

( l) Mémoire sur l'état intérieur du globe terrestre (Mémoires de l'Académie des Sciences 
de Montpellier, t. X) . 



PREMIÈRE PARTIE. 

L 

C o n s i d é r o n s u n e m a s s e f luide d o n t t o u t e s les p a r t i e s s ' a t t i r e n t s u i v a n t la loi 

d e N e w t o n , f o r m é e de c o u c h e s d e dens i t é s d i f fé ren tes , s épa rée s p a r des e l l ip-

soοdes c o n c e n t r i q u e s a y a n t l e u r s axes d i r i gé s d a n s les m τ m e s d i r e c t i o n s e t t o u r -

n a n t d ' u n m o u v e m e n t u n i f o r m e a u t o u r d ' u n de ces axes . E n s u p p o s a n t les 

fluides pa r f a i t s e t i n c o m p r e s s i b l e s e t la p r e s s i o n e x t é r i e u r e c o n s t a n t e , on p e u t 

t r o u v e r les c o n d i t i o n s d ' é q u i l i b r e d ' u n pa re i l s y s t è m e . 

S o i e n t 

S , , S 2 , Sn les d ive r s e l l ipso οdes c o m p t é s ΰ p a r t i r de la sur face e x t é r i e u r e ; 

p n p 2 , p„ les dens i t é s r e spec t i ve s des c o u c h e s c o m p r i s e s e n t r e les surfaces 

( S , , S 2 ) , (S ; , , S 3 ) , . . . , S^; 

Y),, Y)2, . . . . rin les différences p t — o , p a — p , , . . . , p„ — p n _ t . 

# 

Je p r e n d s p o u r axe des x l ' axe de r o t a t i o n , e t p o u r axes des y e t des z les 

d e u x a u t r e s axes des e l l ipso οdes . 

C h e r c h o n s les c o n d i t i o n s d ' é q u i l i b r e de la sur face S p , e t , ΰ cet effet, c o m m e n -

ηons p a r e x p r i m e r la force q u i sol l ic i te u n p o i n t q u e l c o n q u e M d e c o o r d o n n é e s 

a, p , y p l acé s u r ce t t e sur face e t a y a n t p o u r m a s s e l ' u n i t é . C e t t e force est la 

r é s u l t a n t e de l ' a t t r a c t i o n de la m a s s e to t a l e s u r ce p o i n t e t de la force cen t r i fuge 

p r o v e n a n t de la r o t a t i o n . 

S o i e n t V n V 2 , . . . , V„ les v o l u m e s r e n f e r m é s d a n s les surfaces S , , S 2 , . . . , S „ ; 

les m a s s e s a t t i r a n t e s son t 

o u , ce q u i r e v i e n t au m κ m e , 

c ' e s t - ΰ -d i r e 

D é s i g n o n s , d ' u n e faηon g é n é r a l e , p a r X,-, Y,-, Z , les c o m p o s a n t e s d e l ' a t t r a c t i o n 

de la m a s s e V/Y]/ s u r le p o i n t M . L e s c o m p o s a n t e s de l ' a t t r a c t i o n de la masse 



e n t i è r e su r le m κ m e p o i n t s e r o n t a lo r s 

( ') 

Les p r e m i e r s s ignes 2 c o m p r e n n e n t les c o m p o s a n t e s des a t t r a c t i o n s des e l l i p -

so οdes a y a n t le p o i n t M ΰ l eu r i n t é r i e u r e t les s econds celles des e l l ipso οdes n e le 

r e n f e r m a n t p a s . 

L a force ag i s s an t su r le p o i n t M , en a p p e l a n t co la v i tesse de r o t a t i o n , a d o n c 

p o u r c o m p o s a n t e s 

( 2 ) 

L a théor i e de l ' a t t r a c t i o n des e l l ipso οdes d o n n e les e x p r e s s i o n s de X r , Y r , Z,. ; 
y y y 

A

 ql t-iq' 

R e p r é s e n t o n s , d ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e , p a r a h bh ct les d e m i - a x e s de l 'ellip-

so οde S;. O n a 

( 3 ) 

Soi t v y la r a c ine pos i t i ve de l ' é q u a t i o n 

(4) 



on a de m κ m e 

( 5 ) 

D e p l u s , le p o i n t M é t a n t s u r la surface S p , ses c o o r d o n n é e s vér i f ient l ' é -

q u a t i o n 

(6 ) 

L a p re s s ion e x t é r i e u r e es t c o n s t a n t e , d o n c la sur face S, est u n e sur face de n i -

v e a u . D a n s ces c o n d i t i o n s , on p r o u v e en H y d r o s t a t i q u e q u e la d e n s i t é es t la 

m κ m e en tous les p o i n t s d ' u n e m κ m e sur face d e n i v e a u . I l en r é s u l t e q u e t ou t e s 

les a u t r e s sur faces S 2 , S 3 , . . . , S r t s o n t auss i des sur faces d e n i v e a u . L a force q u i 

soll ici te le p o i n t M do i t p a r c o n s é q u e n t κ t r e n o r m a l e ΰ la surface Sp. E n se r e p o r -

t a n t a u x exp re s s ions ( 2 ) des c o m p o s a n t e s de ce t t e force , on a 

C e s d e u x é q u a t i o n s p e u v e n t s ' éc r i re 

( 7 ) 

R e m p l a η a n t x p ) tàp, e p p a r l e u r s v a l e u r s d é d u i t e s des exp re s s ions ( 1 ) , ( 3 ) , ( 5 ) , 

il v i e n t , en p o s a n t 

(8) 



p o u r la p r e m i è r e é q u a t i o n ( 7 ) , 

o u b i en 

^ { de m κ m e 

T e l l e s son t les é q u a t i o n s e x p r i m a n t l ' équ i l i b r e en u n p o i n t q u e l c o n q u e de la 

su r f ace S^. 

L e s é q u a t i o n s ( 4 ) e t ( 6 ) p e u v e n t s ' écr i re 

O n en t i re p a r s o u s t r a c t i o n 

(9) 

vq est défini p a r ce t t e é q u a t i o n ( 9 ) ; ce t t e q u a n t i t é d é p e n d d o n c de (32 e t d e y 2 . 

A i n s i les s econds m e m b r e s des é q u a t i o n s ( A ) son t des fonc t ions de (32 e t y 2 , ce 

q u i ne d o i t pas κ t r e si l ' équ i l i b re est pos s ib l e . 

E x p r i m o n s , p o u r faire d i s p a r a ξ t r e (32 e t y 2 des s econds m e m b r e s , q u e les d é r i -

vée s de ces s econds m e m b r e s pr i ses p a r r a p p o r t ΰ (32 e t ΰ y 2 sont nu l les i d e n t i -



q u e m e n t : 

( I O ) 

M a i s o n a 

( H ) 

en p os a n t 

(12 ) 

P o u r a vo i r . d iffé r en t ion s les d e u x m e m b r e s de l ' é q u a t io n ( 9 ) p a r r a p p o r t 

ΰ  p 2 , 

L' id e n t i t é ( 1 0 ) d e vie n t , en y r e m p la ηa n t p a r sa va le u r , zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

( i 3 )  

L a fr a c t io n p la cé e sou s le s ign e est e s s en t ie l lem en t p o s i t ive . I l su ffit p o u r le 

p r o u ve r de m o n t r e r q u e le fa ct e u r 

est p o s i t i f . O r o n p e u t l ' é cr i r e 



D ' a p r è s l ' é q u a t i o n ( 4 ) , 

L a m κ m e i n é g a l i t é a u r a l ieu a fortiori si l ' on d i m i n u e la v a l e u r a b s o l u e des 

q u a n t i t é s n é g a t i v e s e n t r a n t d a n s le p r e m i e r m e m b r e , en m u l t i p l i a n t ces q u a n t i t é s 

p a r les fac teurs i n f é r i eu r s ΰ l ' u n i t é . 

A i n s i le m u l t i p l i c a t e u r de r\q sous le s igne 2 d a n s l ' i den t i t é ( i 3 ) ne p e u t p a s 

κ t r e négat i f . 

S u p p o s o n s , ce q u i c o m p r e n d le cas des co rps cé les tes , q u e la d e n s i t é croisse 

ou décro i sse c o n s t a m m e n t de la sur face au c e n t r e : a lo r s t o u t e s les q u a n t i t é s Y) 

s o n t de m κ m e s i g n e , et l ' i den t i t é ( i 3 ) n e p e u t ex i s t e r q u e si l 'on a 

( i4 ) 

la m κ m e d i scuss ion de la d e u x i è m e é q u a t i o n ( A ) d o n n e r a i t 

(i5> 

L ' é q u a t i o n ( 9 ) d o n n e a lors 

(16) 

E n p o r t a n t c e t t e v a l e u r de a ^ + v ? d a n s les r e l a t i o n s ( i 4 ) et ( i 5 ) , on en 

d é d u i t 

( ' 7 ) 

L e s é q u a t i o n s ( 1 6 ) e t ( 1 7 ) e x p r i m e n t q u e les surfaces Sp e t S ? son t l i omofo -

c a l e s ; c o m m e p e t q s o n t q u e l c o n q u e s , t ous les e l l ipso οdes s é p a r a n t les mi l i eux 

différents d o i v e n t κ t r e h o m o f o c a u x . 

Il en r é s u l t e 

(18) 

i e t p é t a n t q u e l c o n q u e s e n t r e 1 e t JI. 

L a p r e m i è r e é q u a t i o n ( A ) , en t e n a n t c o m p t e des é q u a t i o n s ( 1 8 ) d a n s les n u -



m érateurs des fonct ions p lacées sous les signes / , devien t zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

1Q 

Le p r em ier m em bre étan t posit if, le second d oit l'κt re aussi. O r les in tégrales 

q u i y figuren t son t essen t iellem en t posit ives : i l faut don c quezyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA h soit d u signe des 

quan t itészyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA YJ. L a deuxièm e équat ion ( A) con d u ir a it ΰ u n résultat sem blable p ou r  k. 

Ai n s i , lor sque la densité croξt con stam m en t de la surface au cen t r e, tous les ellip -

soοdes doiven t κtre ap la t is, et le con t r a ir e a lieu si la densité su it une lo i in ver se. 

Ce la posé, la prem ière équat ion d 'équilibre de la surface S p+i peu t s'écr ire 

(ao) 

les lim ites des signes 2 étan t les m κm es que p ou r la surface S^ , ce q u i est 

p er m is , car les fon ct ion s p lacées sous ces signes son t égales p ou r  r = q = p  H - i . 

Ret r an ch on s l'équat ion ( 2 0 ) de l'équat ion ( m ) . L a différence des p r em ier s 

signes 2 est n égat ive, car  b 2 < b 2
p et a 2

p+i < a\ . L a différence des seconds signes 

2 est aussi n égat ive, l'élém en t différen tiel étan t p lu s gr an d et la lim it e in fér ieure 

de l'in tégrale p lus pet ite dans 1 équat ion ( 2 0 ) . 

Ai n s i les équations d 'équilibre des surfaces séparan t les différents m ilieu x sont 

in com p at ib les . 
I l en résulte ce théorèm e ( 1 ) : 

Une m asse fluide en équilibre relatif, dans laquelle la densité croît ou dé-

croît constam m ent de la surface au centre, ne peut être com posée de couches 

hom ogènes séparées par des ellipsoïdes. 

I L 

Le théorèm e dém ontré dans le § I est général et com pr en d le cas oω les e llip -

soοdes, au lieu d 'κtre ΰ t rois axes, sont de r évolu t ion . Cet te quest ion p ou r r a it 

d 'a illeu r s κtre t raitée d ir ectem en t après avoir effectué les in tégrat ion s dans les 

expressions des com posan tes de l 'a t t r a ct ion . 

( !) J ' a va i s p r i m i t i v e m e n t é t a b l i ce t h é o r è m e ΰ l ' a i d e d es fo r m u l e s o r d i n a i r e s d e l ' a t t r a c t i o n 

S u r le c o n s e i l d e M . T i s s e r a n d , j ' a i r e p r i s l a d é m o n s t r a t i o n en p a r t a n t d es e xp r e s s i o n s d e D i -

r i c h l e t ; ces fo r m u le s c o n d u i s e n t p l u s s i m p l e m e n t a u r é s u l t a t . 

H . 2 



D a n s l ' h y p o t h è s e d e s couches de r é v o l u t i o n , il y a l i eu d ' é t u d i e r la q u e s t i o n 

s u i v a n t e : 

E t a n t d o n n é e u n e m a s s e fluide en é q u i l i b r e , c o m p o s é e d e couches h o m o g è n e s 

d o n t l a d e n s i t é c ro ξ t d e la surface a u c e n t r e , est- i l poss ib le de t r o u v e r u n e loi 

d e r o t a t i o n c o n t i n u e , telle q u e les sur faces s é p a r a n t les m i l i e u x différents so ien t 

d e s e l l ipso οdes d e r é v o l u t i o n a u t o u r d e l ' axe de r o t a t i o n e t d o n t t o u s les p o i n t s 

t o u r n e n t avec la m κ m e vi tesse a n g u l a i r e ? 

D é s i g n o n s p a r u>p la vi tesse a n g u l a i r e d e r o t a t i o n des p o i n t s p l acés s u r la su r -

face Sp. L e s c o n d i t i o n s d ' é q u i l i b r e de ce t t e surface s ' o b t i e n n e n t e x a c t e m e n t 

c o m m e si la r o t a t i o n é t a i t u n i f o r m e d a n s t o u t e la mas s e f lu ide ; d ' o ω il su i t q u e 

l 'on d o i t avo i r , en a d o p t a n t les n o t a t i o n s d u § I e t fa isant b — c d a n s les é q u a -

t i o n s ( A ) , 

(i) 

O n d é m o n t r e r a i t , c o m m e a u § I , q u e , p o u r q u e l ' équ i l i b r e a i t l ieu en t o u s les 

p o i n t s d e c h a c u n e des surfaces S , ces surfaces d o i v e n t κ t r e h o m o f o c a l e s . Il en 

r é s u l t e , c o m m e on l 'a v u , 

( 2 ) 

o ω i e t p son t d e s en t i e r s q u e l c o n q u e s c o m p r i s e n t r e i e t n. 

D e p l u s , l a d e n s i t é c ro i s san t d e la sur face a u c e n t r e , o n a v u q u e l ' axe d i r i g é 

s u i v a n t l ' axe d e r o t a t i o n d a n s c h a c u n e d e s surfaces S é t a i t n é c e s s a i r e m e n t le 

p l u s p e t i t . 

L a d e r n i è r e des r e l a t i o n s ( 2 ) , en p o s a n t 

(3) 

d e v i e n t 

L e s i n t é g r a t i o n s ΰ effectuer d a n s le s econd m e m b r e d e l ' é q u a t i o n ( 1 ) se r a -

(4) 



mènent aisément à celles de fractions rationnelles. Les calculs faits, et après y 

avoir remplacé les quantitészyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA b par les quantités X en vertu des relations (3 ) , 

cette équation devient zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

:5) 

E n faisant successivement pzyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA —zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA i,i,...,n dans l 'équation ( 5 ) , on obtient 

n équations pour déterminer co4, co2, . . . , o>„. Ce sont des conditions nécessaires 

de l ' équi l ibre de l a masse, mais non suffisantes. I l faut encore déterminer la l o i 

de var iat ion de la vitesse de rotat ion à l ' in tér ieur des couches homogènes. I l est 

facile de trouver cette l o i lorsque les points animés de la même rotat ion se 

trouvent sur des ellipsoïdes de révo lut i on concentriques à l a masse fluide. 

D ' a b o r d ces ellipsoïdes doivent être homofocaux aux surfaces S , , S 2 , . . . , S f t ; car 

l ' un quelconque d'entre eux divise l a couche homogène à l ' in tér i eur de laquelle 

i l se trouve en deux autres, et le raisonnement qu i a été fait pour établ ir que les 

ellipsoïdes de séparation des couches sont homofocaux ne suppose nullement que 

toutes ces couches aient des densités différentes. 

L a même remarque conduit immédiatement à l 'expression de l a rotat ion. C o n 

sidérons, par exemple, la couche homogène comprise entre les surfaces et 

S „ + 1 . So i t S l'ellipsoïde homofocal aux surfaces S , et S ^ , passant par tous les 

points de l a couche dont là rotat ion est Q ; posons, comme plus haut , pour cette 

surface S, 

L ' équat ion (5 ) donne 

(7) 

I l est à remarquer q u ' i l n ' y a pas de terme provenant du dédoublement de la 

couche homogène à ajouter à ceux compris sous les signes 2 , la différence 

Y] — pp — pp étant identiquement nul le . 

Lorsque l'ellipsoïde S varie d'une manière continue entre les surfaces 

et Spn. , , X varie d'une manière continue entre lp et lpi_, et, par suite, Q entre cop 

et b}phi. 



Si la r o t a t i o n i n t é r i e u r e sui t la loi définie p a r les é q u a t i o n s ( 5 ) e t ( 7 ) , la m a s s e 

fluide est en é q u i l i b r e , sauf, c o m m e n o u s a l lons le vo i r , d a n s le cas o ω la r o t a t i o n 

e x t é r i e u r e dépas se u n e c e r t a i n e l i m i t e . 

L ' é q u a t i o n e x p r i m a n t l ' équ i l i b r e de la surface S , s ' ob t i en t en fa isant p = 1 

d a n s l ' é q u a t i o n ( 5 ) ; les t e r m e s g é n é r a u x des d e u x s ignes 2 é t a n t é g a u x p o u r 

r = q = p = 1 , on a 

S o i e n t Yp le v o l u m e de l ' e l l ipsoοde S p , V,- celui d e l ' e l l ipsoοde S,-. O n a 

É l i m i n o n s ap e t at e n t r e ces d e u x é q u a t i o n s et l ' é q u a t i o n ( 4 ) q u i e x p r i m e q u e 

les surfaces S, e t S p son t h o m o f o c a l e s ; il v i en t 

(8) 

F a i s o n s i = q etp = 1 d a n s ce t t e é q u a t i o n e t r e m p l a η o n s p a r la v a l e u r 

q u ' o n en d é d u i t d a n s l ' express ion d e n o u s t r o u v e r o n s 

OU 

(9) 

A d é s i g n a n t la dens i t é m o y e n n e de la m a s s e e n t i è r e . 

C e t t e é q u a t i o n e x p r i m e l ' équ i l ib re d ' u n e masse fluide h o m o g è n e , d e d e n s i t é A, 

t o u r n a n t u n i f o r m é m e n t avec la v i tesse a n g u l a i r e w, q u a n d la surface e x t é r i e u r e 

es t u n e l l ipsoοde de r é v o l u t i o n a p l a t i . 

O n sa i t q u e la fonc t ion va en c ro i s san t d e p u i s 3 ? — o j u s -

q u ' ΰ x = 2 , 5 2 9 3 . . . , e t déc ro ξ t q u a n d x dépas se ce t t e v a l e u r . L e m a x i m u m est 

éga l ΰ 0 , 2 2 4 6 7 . . 



D o n c si 
: 

le p r o b l è m e n ' e s t p a s p o s s i b l e , 

P o u r x — o e t x = ce, la fonc t ion est nu l le ; d o n c , si 

l ' é q u a t i o n ( 9 ) d o n n e r a d e u x v a l e u r s rée l les de ~kt. 

L a r e l a t i o n 

( I O ) 

d o n n e r a a lo r s , p o u r c h a q u e v a l e u r de À n u n e seule v a l e u r de X,-, 

A i n s i , p o u r u n e r o t a t i o n e x t é r i e u r e d é t e r m i n é e , il y a d e u x s y s t è m e s d e v a -

l e u r s p o u r les q u a n t i t é s A,. C e s d e u x s y s t è m e s d o n n e r o n t c h a c u n u n e v a l e u r 

p o u r GL>£. O n a u r a i t , d ' u n e faηon t o u t ΰ fait s e m b l a b l e , d e u x v a l e u r s p o u r la r o t a -

t i o n Q 2 . 

D o n c , q u a n d la r o t a t i o n e x t é r i e u r e es t i n f é r i eu re ΰ u n e c e r t a i n e l im i t e , il y a 

d e u x f igures d ' é q u i l i b r e . 

Propriété des rotations. 

L a r o t a t i o n des po in t s p l a c é s su r u n m κ m e e l l ipsoοde est d ' a u t a n t p lu s g r a n d e 

q u e c e t t e sur face es t p l u s vo i s ine d u c e n t r e . 

0 a y a n t p o u r l i m i t e co p e t u>p+.l q u a n d la sur face S se confond av ec ou S ^ , , 

il suffit de p r o u v e r q u e û c ro ξ t c o n s t a m m e n t q u a n d S passe de Sp ΰ S ^ , . O n a 

X es t la r a c ine pos i t ive de l ' é q u a t i o n 

( 1 2 ) 



Q u a n d la surface S passe de ΰ Sp+.n elle se r a p p r o c h e d u c e n t r e ; d o n c le 

v o l u m e V qu ' e l l e r e n f e r m e d i m i n u e . Il en r é s u l t e q u e le p r e m i e r m e m b r e de 

l ' é q u a t i o n ( 1 2 ) a u g m e n t e . L e s e c o n d d e v a n t c r o ξ t r e auss i , il faut q u e X g r a n -

d isse . A ins i X a u g m e n t e c o n s t a m m e n t q u a n d S p a s s e de S p ΰ S ^ + 1 . 

La p r e m i è r e p a r t i e d u second m e m b r e de l ' équa t i on ( 1 1 ) p e u t s ' écr i re 

ou b i e n 

C e t t e exp re s s ion c ro ξ t é v i d e m m e n t avec X. 

L ' e x p r e s s i o n 

( i 3 ) 

a p o u r d é r i v é e , p a r r a p p o r t ΰ X, 

C e t t e dé r ivée es t p o s i t i v e ; la fonc t ion ( i 3 ) es t d o n c c r o i s s a n t e . 

A i n s i , les d e u x p a r t i e s d u s e c o n d m e m b r e de l ' é q u a t i o n ( i i ) c ro i s sen t q u a n d 

la sur face S se r a p p r o c h e d u c e n t r e , e t Q 2 a u g m e n t e . 

C e t t e p r o p r i é t é p e u t κ t r e d é d u i t e d u r a i s o n n e m e n t q u i a é té fait au § I p o u r 

d é m o n t r e r q u e les é q u a t i o n s ( 1 9 ) e t ( 2 0 ) sont i n c o m p a t i b l e s . 

I I I . 

O n p e u t r e g a r d e r wp c o m m e fonc t ion de o J n p u i s q u e les q u a n t i t é s À d é p e n -

d e n t de la r o t a t i o n superf iciel le . Q u a n d cel le-ci va r i e , il en est d o n c de m κ m e 

de (x>p. 

N o u s a l lons é t u d i e r les v a r i a t i o n s de c e t t e fonc t ion . 

A v a n t cela , il est u t i le de modi f ie r la fo rme des exp re s s ions p l acées sous les 

s ignes 2 d a n s l ' é q u a t i o n qui d o n n e 



O n a 

mais 

Les surfaces étan t homofocales, on a vu que 

donc 

par suite 

O n t rouve, de m κm e, 

O n a donc 

ou.bien zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
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Ap et B,, d é s i g n a n t des c o n s t a n t e s pos i t ives . Ce s o n t des c o n s t a n t e s , c a r elles ne 

d é p e n d e n t q u e des dens i t é s e t d e s v o l u m e s , l e sque l s son t c o n s t a n t s ΰ cause de 

l ' i n c o m p r e s s i b i l i t é des f lu ides . 

C o n s i d é r o n s la fonc t ion 

(a) 

oω Ar est défini par la relation 

(3) 

e t p r e n o n s - e n la d é r i v é e p a r r a p p o r t ΰ \ p . O n o b t i e n t 

(4) 

l ' é q u a t i o n ( 3 ) d i f férent iée d o n n e 

o u , en t e n a n t c o m p t e de l ' é q u a t i o n ( 3 ) , 

R e m p l a η o n s p a r sa v a l e u r d a n s l ' express ion ( 4 ) , 

O n t i r e de ce t t e d é r i v é e , é g a l é e ΰ z é r o , 

( 5 ) 

P o s o n s 

(6) 

e t , p o u r faci l i ter l ' é c r i t u r e , r e m p l a η o n s ~kp p a r À 2 . O n t i re a lo r s de l ' é q u a -

t ion ( 5 ) 

Β 4 ( i — a) -h 2À 2 (3 — 5 a ) 4 - 9 ( 1 — a) = o 



ou 

P o u r q u e les v a l e u r s de X 2 so ien t rée l les et pos i t i ves , il faut e t il suffit q u e l 'on 

ai t ΰ la fois, a ne p o u v a n t p a s κ t r e négat i f , c o m m e n o u s le v e r r o n s , e t le p r o d u i t 

des r ac ines é t a n t positif, 

;-7) 

O n t i re de la r e l a t i on ( 6 ) 

N o u s a v o n s r e n c o n t r é p l u s h a u t ( ' ) la fonct ion c o n t e n u e d a n s le s e c o n d 

m e m b r e ; elle a u n m a x i m u m et p a s de m i n i m u m ; elle est nu l l e p o u r kr = o et 

\ r — co : d o n c 

},,. = o, i — a — o, a — i, 

},,. — 2,52g3. . ., i — a maximum = o , 22^2 . . ., a minimum — o, 7708 . . . , 
/.,. -~oc, 1 — a — o, a = 1 . 

Ains i a est t o u j o u r s c o m p r i s e n t r e 1 et 0 , 7 7 0 8 . L e s inéga l i t é s ( 7 ) son t v é r i -

f iées; p a r su i t e , il exis te p o u r t o u t e v a l e u r pos i t ive de \ . d e u x v a l e u r s pos i t ives 

de À 2 . 

L a s o m m e des r a c i n e s de l ' é q u a t i o n en X 2 es t E l le d i m i n u e ou 

a u g m e n t e en m κ m e t e m p s q u e a. L e p r o d u i t des r a c i n e s est c o n s t a n t et éga l ΰ 9 . 

S o i e n t X' 2 la p l u s g r a n d e r a c i n e , X / / 2 la p l u s p e t i t e . I l r é su l t e d e ce qu i p r é c è d e 

q u e / / 2 va en d é c r o i s s a n t , es t m i n i m u m et va en c ro i s san t en m κ m e t e m p s 

q u e a \ le c o n t r a i r e a l ieu p o u r X"-. 

O n en d é d u i t q u e X / 2 va en d é c r o i s s a n t q u a n d X r c ro ξ t de o ΰ 2 , 0 2 9 , 3 . . . e t en 

c ro i s san t e n s u i t e . L e c o n t r a i r e a r r i ve p o u r X / / 2 . 

E n p r e n a n t X r p o u r absc isse et X p o u r o r d o n n é e , il est dès l o r s aisé de r e p r é -

s e n t e r g r a p h i q u e m e n t ces r a c i n e s . L a c o u r b e B M C figure les v a r i a t i o n s de X' et 

la c o u r b e O M ' D celles de X". 

L ' u n des p o i n t s M , M ' se t r o u v e su r la d r o i t e X = X r ; ca r , p o u r \ p = X r , la fonc-

t ion ( 2 ) se r é d u i t ΰ a, d o n t le m i n i m u m a l ieu p o u r X,, = 2 , 6 2 9 3 — 

( ! ) Équation (9 ) du § II. 
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L a d r o i t e X = X r n e do i t r e n c o n t r e r la c o u r b e q u ' e n u n p o i n t a u t r e q u e o et ce, 

p u i s q u e a n ' a q u ' u n m i n i m u m . O n en d é d u i t : i ° q u e la d r o i t e \ — \ ne pas se 

p a s p a r le p o i n t M , ca r a u t r e m e n t la c o n d i t i o n p r é c é d e n t e ne sera i t p a s r e m -

ris. 

p l i e , le coefficient a n g u l a i r e de la t a n g e n t e ΰ l ' o r ig ine et la c o u r b e O M ' D é t a n t 

la d r o i t e A = X r passe p a r le p o i n t M , et la p o r t i o n M C de la c o u r b e 
est e n t i è r e m e n t s i tuée au -des sous d e ce t t e d r o i t e . 

C o n s t r u i s o n s m a i n t e n a n t , p o u r les va l eu r s pos i t ives de \ n la c o u r b e r e p r é -

sen tée p a r l ' é q u a t i o n ( 3 ) , 

O n en d é d u i t 

C e t t e é q u a t i o n n ' a q u ' u n e r a c i n e pos i t ive qu i a u g m e n t e avec Ar. 

La surface S p é t a n t ΰ l ' i n t é r i eu r de la surface S,., on a 

il en r é su l t e q u e 

la c o u r b e es t d o n c e n t i è r e m e n t a u - d e s s u s de la d r o i t e A kr. 

C e t t e c o u r b e r e n c o n t r e d o n c la p r e m i è r e en u n p o i n t e t u n seul , e t , p a r s u i t e , 

la fonct ion ( 2 ) n ' a q u ' u n m i n i m u m et p a s de m a x i m u m . 

R e s t e ΰ savoi r q u a n d les l e t t r e s p e t /• p r e n n e n t t ou te s les v a l e u r s d o n t el les 

son t suscep t ib les , que l le est celle de tou tes les fonct ions o b t e n u e s qui passe la 

p r e m i è r e p a r son m i n i m u m , et celle q u i y passe la d e r n i è r e q u a n d to, c ro i t ΰ 

p a r t i r de z é r o . 

L ' é q u a t i o n de la c o u r b e M B n e c o n t i e n t ni Vp ni V r ; ce l te c o u r b e est d o n c 

c o n s t a n t e que l les q u e soient les l e t t r e s p e t r. 



L ' o r d o n n é e de la c o u r b e O F , e t p a r su i te celle d u p o i n t I , . e s t d ' a u t a n t p lu s 

g r a n d e q u e — est p lus p e t i t , c ' es t -ΰ-d i re q u e r diffère p l u s de p, q u e , p o u r le m o -

m e n t , n o u s s u p p o s o n s c o n s t a n t . Q u a n d r v a r i e de i ΰ p, e t q u e ~Ap c ro ξ t ΰ p a r t i r do 

zé ro , la p r e m i è r e fonct ion q u i pa s se p a r son m i n i m u m est d o n c 

(8 ) 

H la dernière 

(9 ) 

D o n n o n s m a i n t e n a n t ΰ p des va l eu r s c o m p r i s e s e n t r e i e t n. 

L a fonc t ion ( 8 ) es t m i n i m u m p o u r \ p = 2 , 6 2 9 3 . . . ; la v a l e u r c o r r e s p o n d a n t e 

de A 1 s ' ob t i en t p a r l ' é q u a t i o n 

El le est d ' a u t a n t p lus p e t i t e q u e Vp est p l u s pe t i t , c ' e s t - ΰ - d i r e q u e p est p lus 

g r a n d . 

A ins i , de t o u t e s les fonc t ions ( 8 ) , c 'est la fonc t ion 

qui passe la p r e m i è r e p a r son m i n i m u m , q u a n d les q u a n t i t é s À c ro i s sen t ΰ p a r t i r 

de z é r o . 

L e s v a l e u r s de ~kp e t À n q u i r e n d e n t la fonc t ion ( 9 ) m i n i m u m , son t éga les a u x 

c o o r d o n n é e s d u p o i n t de r e n c o n t r e I de la c o u r b e M B et de la c o u r b e O F , a y a n t 

p o u r é q u a t i o n 
1 « . -, a 

L 'absc i s se \ t d u p o i n t I es t d ' a u t a n t p l u s g r a n d e q u e ce p o i n t es t p l u s r a p p r o -

ché d u p o i n t M , c ' e s t - ΰ -d i r e q u e p est p l u s voisin de 1 . D e t o u t e s les fonc-

t ions ( 9 ) , c 'es t d o n c la fonct ion 

qui passe la dernière par son minimum quand les quantités À croissent ΰ partir 

de zéro. 

R e p o r t o n s - n o u s m a i n t e n a n t ΰ l ' express ion de 



T a n t q u ' a u c u n e des fonc t ions 

oω /• es t c o m p r i s e n t r e i e t p, n ' a u r a a t t e i n t son m i n i m u m , wp i r a c e r t a i n e m e n t 

en a u g m e n t a n t , e t , q u a n d t o u t e s ces fonc t ions a u r o n t d é p a s s é l e u r m i n i m u m , <x>p 

ira c e r t a i n e m e n t e n d é c r o i s s a n t . 

D o n c , t an t q u e ~hp < [ 2 ,32C)3, . . . , co^ira e n c r o i s s a n t ; cop se m e t t r a ΰ d é c r o ξ t r e , 

a v a n t q u e A, a i t a t t e i n t la v a l e u r 2 , 3 2 9 3 , . . . p o u r l a q u e l l e w f es t m a x i m u m , 

e t d ' a u t a n t p l u s a v a n t q u e p es t p lu s vois in de n. 

1.1 r é s u l t e auss i d e ce q u i p r é c è d e q u e o)p c ro ξ t a ve c la r o t a t i o n e x t é r i e u r e t an t 

q u e ~kp d e m e u r e i n f é r i eu r ΰ 2 , 0 2 9 3 , e t d é c r o ξ t a v e c la r o t a t i o n e x t é r i e u r e 

q u a n d cel le-ci a d é p a s s é son m a x i m u m . 

Il y a u n i n t e r v a l l e o ω les v a r i a t i o n s d e (x>p p a r a i s s e n t d é p e n d r e de la c o n s t i -

t u t i on de la m a s s e l l u ide . 

C e t t e d i scuss ion ne s u p p o s e p a s q u e la sur face s é p a r e des m i l i e u x de d e n -

sités d i f fé ren tes . L ' é t u d e des r o t a t i o n s 12 est d o n c t o u t e s e m b l a b l e e t c o n d u i t ΰ 

des c o n c l u s i o n s a n a l o g u e s . 

Application aux planètes. 

L ' é q u a t i o n d ' é q u i l i b r e de la su r face e x t é r i e u r e d a n s le p r o b l è m e q u e n o u s 

a v o n s t r a i t é d a n s les §§ I I e t I I I e x p r i m e , c o m m e n o u s l ' avons v u , l ' é q u i l i b r e 

d ' u n e m a s s e f luide h o m o g è n e a y a n t p o u r d e n s i t é la d e n s i t é m o y e n n e de la m a s s e 

e t t o u r n a n t u n i f o r m é m e n t a v e c la vi tesse a n g u l a i r e e x t é r i e u r e d e ce t t e m a s s e . 

C e t t e p r o p r i é t é m o n t r e d e su i t e q u e la t h é o r i e p r é c é d e n t e n e p e u t s ' a p p l i q u e r 

a c t u e l l e m e n t a u x p l a n è t e s , p o u r l e sque l l e s l ' h y p o t h è s e d e l ' h o m o g é n é i t é es t en 

p le ine c o n t r a d i c t i o n avec les faits o b s e r v é s . A u m o m e n t de l eu r f o r m a t i o n , a lo r s 

qu ' e l l e s é t a i e n t f lu ides , la r o t a t i o n n ' é t a i t p e u t - κ t r e p a s u n i f o r m e , e t il n ' e s t p a s 

i m p o s s i b l e q u ' e l l e s a i e n t p r i s u n e p a r e i l l e f o r m e d ' é q u i l i b r e . Ma i s ce t é t a t n ' a 

p u κ t r e q u e t r a n s i t o i r e , des cause s d i v e r s e s , le f r o t t e m e n t et le r e f r o i d i s s e m e n t , 

a y a n t d ٦ p r o g r e s s i v e m e n t u n i f o r m i s e r la v i tesse de r o t a t i o n a u x d i f fé ren tes p r o -

f o n d e u r s . 



SECONDE PARTIE. 

I. 

L o r s q u e la r o t a t i o n es t n u l l e , u n e m a s s e fluide c o m p o s é e de c o u c h e s c o n c e n -

t r i q u e s , d o n t la d e n s i t é v a en c r o i s s a n t c o n s t a m m e n t de la su r face a u c e n t r e , es t 

e n é q u i l i b r e l o r s q u e les su r faces de s é p a r a t i o n des m i l i e u x d i f fé ren ts s o n t des 

s p h è r e s . S i , a u l ieu d ' κ t r e n u l l e , la r o t a t i o n es t t r è s p e t i t e , les sur faces d e s é p a -

r a t i o n s o n t a p l a t i e s , m a i s vo i s ines de la f o r m e s p h é r i q u e . N o u s a l lons c h e r c h e r 

si ces sur faces p e u v e n t κ t r e ass imi lées d ' u n e faηon a p p r o c h é e ΰ d e s e l l ipso οdes 

p e u a p l a t i s . A cause d e la fa iblesse d e s a p l a t i s s e m e n t s de ces e l l i p so οdes , n o u s 

n é g l i g e r o n s l e u r s c a r r é s e t p r o d u i t s . 

N o u s fe rons u s a g e des n o t a t i o n s e m p l o y é e s d a n s le § I de la p r e m i è r e P a r t i e . 

R e p r e n o n s les é q u a t i o n s ( A ) é t ab l i e s d a n s la p r e m i è r e P a r t i e 

(A) 

o ω vq est la r a c i n e pos i t ive d e l ' é q u a t i o n 

(0 



L e n u m é r a t e u r d e s fonc t ions p l a c é e s sous les s ignes / s o n t d u p r e m i e r o r d r e . 

O s n u m é r a t e u r s s o n t n u l s en effet c juand on fait ht = at e t c£= ah c ' e s t - ΰ - d i r e 

q u a n d les a p l a t i s s e m e n t s s o n t n u l s . N o u s p o u v o n s d o n c , p u i s q u e n o u s n é g l i -

g e o n s les q u a n t i t é s d u s e c o n d o r d r e , faire a b s t r a c t i o n des q u a n t i t é s d u p r e m i e r 

o r d r e d a n s les d é n o m i n a t e u r s et y r e m p l a c e r p a r su i te bt e t ct p a r at. 

O n o b t i e n t a ins i , p o u r la p r e m i è r e é q u a t i o n , 

( 2 ) 

osons 

(3 ) bt=at(i + et). 

L a dif férence e n t r e cL e t l ' a p l a t i s s e m e n t de la sec t ion p r i n c i p a l e a y a n t bt p o u r 

d e m i g r a n d axe es t d u s e c o n d o r d r e , c a r l ' a p l a t i s s e m e n t a p o u r e x p r e s s i o n 

e t , en r e m p l a η a n t bt p a r sa v a l e u r t i r ée d e l ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e , 

n o u s n o m m e r o n s et Yellipticité de la section principale a y a n t p o u r d e m i g r a n d 

axe bh c o n f o r m é m e n t ΰ la déf in i t ion de C l a i r a u t . 

I n t r o d u i s o n s les e l l ip t ic i tés d a n s l ' é q u a t i o n ( 2 ) 

L ' é q u a t i o n ( 2 ) d e v i e n t 

(4) 

O n a 



I n t é g r a n t e t p o r t a n t d a n s l ' é q u a t i o n ( 4 ) , il v i e n t 

(5) 

L ' e x p r e s s i o n p l a c é e sous le s e c o n d s igne 2 es t d u p r e m i e r o r d r e ; n o u s d e v o n s 

d o n c n é g l i g e r d a n s vq les t e r m e s d u p r e m i e r o r d r e . O r l ' é q u a t i o n ( i ) se r é d u i t ΰ 

q u a n d les sur faces S son t des s p h è r e s , il e n r é s u l t e q u e les coefficients de (32 el 

d e y 2 s o n t d u p r e m i e r o r d r e . A i n s i il faut f a i r e , d a n s l ' é q u a t i o n ( 5 ) , 

on o b t i e n t a ins i 

( C ) 

L a s e c o n d e é q u a t i o n ( A ) s ' o b t i e n t en c h a n g e a n t b en c e t i n v e r s e m e n t d a n s la 

p r e m i è r e ; si d o n c on pose 

il suffit, p o u r o b t e n i r la t r a n s f o r m é e de c e t t e s e c o n d e é q u a t i o n , de c h a n g e r , d a n s 

l ' é q u a t i o n ( G ) , e e n s, e t i n v e r s e m e n t , 

(C) 

E n fa isant p s u c c e s s i v e m e n t éga l ΰ i , 2 , . . . , n, les é q u a t i o n s ( G ) e t ( G ' ) d o n -

n e n t d e u x s y s t è m e s d ' é q u a t i o n s i d e n t i q u e s ; d o n c ap = ep. A ins i u n e p l a n è t e p e u 

a p l a t i e n e p e u t p r e n d r e a p p r o x i m a t i v e m e n t la f o r m e d ' u n e l l ipso οde ΰ t ro i s a x e s , 

niais p e u t κ t r e d é c o m p o s é e e n u n e sér ie de c o u c h e s e l l ipso οda les de r é v o l u t i o n . 

L ' é q u a t i o n ( G ) se r a m è n e a i s é m e n t ΰ l ' é q u a t i o n g é n é r a l e de G l a i r a u t en m e t -

t an t cp en é v i d e n c e ; m a i s la f o r m e ( G ) es t p l u s a v a n t a g e u s e d a n s p l u s i e u r s cas , 

p a r e x e m p l e p o u r d é m o n t r e r le t h é o r è m e s u i v a n t , d ٦ ΰ G l a i r a u t : 

Les elliplicités vont en croissant du centre à la surface. 

L ' é q u a t i o n d ' é q u i l i b r e de la sur face S ^ , p e u t , e n effet, s ' éc r i re 



L e s s ignes 2 a y a n t les m κ m e s l im i t e s q u e p o u r la sur face S^, ce q u i e s t p e r m i s , 

p u i s q u e les fonc t ions p l acée s sous ces s ignes s o n t i d e n t i q u e s p o u r r — q — p -h-.1 « 

R e t r a n c h o n s c e t t e é q u a t i o n de l ' é q u a t i o n ( G ) , 

d 'oω 

A j o u t o n s a u x d e u x m e m b r e s l ' exp re s s ion 

ou 

( 6 ) 

S u p p o s o n s q u e en < en_K ... < e p + i . I l est a l o r s a i sé , ΰ l ' a ide de l ' é q u a t i o n ( 6 ) , 

de m o n t r e r q u e e p + i < ep. P o u r a c h e v e r la d é m o n s t r a t i o n , il suffira d e p r o u v e r 

ensu i t e q u e en <C en-\ • 

C o n s i d é r o n s la fonc t ion S a d é r i v é e es t d o n c ce t t e 

fonc t ion es t d é c r o i s s a n t e q u a n d S i n o u s faisons A A , d ' a p r è s 

n o t r e h y p o t h è s e , es t i n f é r i e u r ΰ l ' u n i t é ; a ins i la fonc t ion es t d é -

c ro i s s an t e q u a n d x < ^ i . O r on a d o n c l ' exp re s s ion e n t r e c r o -

c h e t s , d a n s le s e c o n d m e m b r e de l ' é q u a t i o n ( 6 ) , es t pos i t i ve . I l en r é s u l t e 

é v i d e m m e n t ep^> e p + l , p u i s q u e t o u t e s les q u a n t i t é s YJ o n t le m κ m e s i g n e . 



L ' i n é g a l i t é cn < en_K se d é m o n t r e en fa isant p = n — i d a n s l ' é q u a t i o n ( 6 ) , 

(7) 

L a fonc t ion es t d é c r o i s s a n t e q u a n d x < ^ i . d o n c l ' a cco -

l a d e d u s e c o n d m e m b r e d e l ' é q u a t i o n ( 7 ) est pos i t i ve e t , p a r s u i t e , en. 

C e t t e i n é g a l i t é e n t r a i n e les s u i v a n t e s 

q u i e x p r i m e n t le t h é o r è m e d e G l a i r a u t . 

L ' é q u a t i o n g é n é r a l e d e G l a i r a u t p e u t , c o m m e n o u s l ' avons d é j ΰ i n d i q u é , se 

d é d u i r e d e l ' é q u a t i o n ( G ) . C e t t e é q u a t i o n p e u t s ' éc r i re 

ou 

P o s o n s 

(8) 

E n se r e p o r t a n t ΰ la dé f in i t ion des q u a n t i t é s yj, d o n n é e au c o m m e n c e m e n t d e 

ce t r a v a i l , e t g r o u p a n t les t e r m e s d ' u n e faηon c o n v e n a b l e , o n t r o u v e f ac i l emen t 

u n e a u t r e e x p r e s s i o n de s ^ p 

( 9 ) 

et l ' é q u a t i o n g é n é r a l e d e G l a i r a u t est 

(D) 

H . 



Cas de la Terre. 

L e s / z é q u a t i o n s q u e Ton o b t i e n t en r e m p l a η a n t p s i i c c e s s i v e m e n t p a r i , 2 , ...,n 

d a n s l ' é q u a t i o n ( D ) fou rn i s sen t n d o n n é e s s u r l ' é t a t i n t é r i e u r d ' u n e p l a n è t e q u e l -

c o n q u e p e u a p l a t i e . D a n s le cas d e la T e r r e , on p e u t a j o u t e r d e u x r e l a t i o n s ΰ 

cel les de G l a i r a u t . 

L a p r e m i è r e s ' o b t i e n t en e x p r i m a n t la d e n s i t é m o y e n n e de n o t r e g l o b e q u i est 

c o n n u e , ΰ l ' a ide des q u a n t i t é s Y] e t a. 

L a m a s s e M de la T e r r e es t la s o m m e des m a s s e s d e ses d i f férentes c o u c h e s . 

E l l e es t auss i é g a l e a u p r o d u i t d e sa d e n s i t é m o y e n n e p a r son v o l u m e . 
O n a d o n c 

ou 

( 1 0 ) 

c a r 

en n é g l i g e a n t les q u a n t i t é s d u p r e m i e r o r d r e vis-ΰ-vis des q u a n t i t é s d ' o r d r e z é r o . 

S o i e n t C e t A les m o m e n t s d ' i n e r t i e de la T e r r e r e l a t i v e m e n t ΰ la l i g n e des 

p τ l e s et ΰ u n d i a m è t r e é q u a t o r i a l . L a d e u x i è m e r e l a t i o n s ' ob t i en t en e x p r i m a n t 

le r a p p o r t d o n t la v a l e u r a é té d é d u i t e de la t h é o r i e de la p r é c e s s i o n des 

é q u i n o x e s , p a r S e r r e t , en fonc t ion des q u a n t i t é s Y), a, e. 

L e s e x p r e s s i o n s de C e t A s ' o b t i e n n e n t ΰ l ' a ide des f o r m u l e s c o n n u e s des m o -

m e n t s d ' i n e r t i e d ' u n e l l ipsoοde 

( i ) Voir I r c Par t ie , § I, l'expression des masses des différentes couches. 



R e m p l a η a n t bq p a r aq(i -h eq) e t n é g l i g e a n t les t e r m e s d u s e c o n d o r d r e , il 

v i en t 

(II) 

en d i v i s a n t h a u t e t b a s p a r a\. C ' e s t la r e l a t i o n c h e r c h é e . 

L a v a l e u r de s ' o b t i e n t f ac i l emen t en fonc t ion d u r a p p o r t o de la force 

cen t r i fuge ΰ la p e s a n t e u r ΰ l ' é q u a t e u r e t d e la d e n s i t é m o y e n n e A. 

S o i t g0 la p e s a n t e u r ΰ l ' é q u a t e u r o ω le r a y o n t e r r e s t r e est h{. O n a 

co2 é t a n t en f ac t eu r d a n s le s e c o n d m e m b r e ; o es t d u p r e m i e r o r d r e . N é g l i g e a n t 

les q u a n t i t é s d u s e c o n d o r d r e , n o u s d e v o n s faire a b s t r a c t i o n d a n s g0 des q u a n -

t i tés d u p r e m i e r , c ' e s t - ΰ - d i r e des q u a n t i t é s q u i d é p e n d e n t des e l l ip l i c i t e s . C e l a 

r e v i e n t , d a n s le ca lcu l de g0, ΰ s u p p o s e r nu l l e s ces e l l ip l i c i t es , ou ΰ r e g a r d e r les 

c o u c h e s c o m m e s p h é r i q u e s . O n a, p a r s u i t e , 

R e m p l a η a n t g^ p a r sa v a l e u r d a n s l ' express ion de cp, on en t i r e 

( 1 2 ) 

A i n s i , en s u p p o s a n t n o t r e g lobe f o r m é de n c o u c h e s , on a « + 2 é q u a t i o n s 

e n t r e les q u a n t i t é s 

L a G é o d é s i e d o n n e e 4 , l ' e l l ip t ic i té ΰ la s u r f a c e ; p 1 p e u t κ t r e c o n s i d é r é c o m m e 

c o n n u ; nos é q u a t i o n s r e n f e r m e n t d o n c 3(n — i ) i n c o n n u e s . Tl r e s t e r a d o n c u n 

n o m b r e d ' a r b i t r a i r e s éga l ΰ 3(n — i ) — (n -h 2 ) = in — 5. 



I I . 

( 2 ) 

O n o b t i e n t a in s i , en a d j o i g n a n t les é q u a t i o n s ( i o ) , ( n ) e t r e m p l a η a n t 

p a r sa v a l e u r ( 1 2 ) d u p a r a g r a p h e p r é c é d e n t , 

( 3 ) 

(4) 

(5) 

(6) 

( 7 ) 

S o i t c inq é q u a t i o n s c o n t e n a n t les six i n c o n n u e s x, y , e2, e3, 6 2 e t 6 3 . 

Résolution des équations ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) , ( 6 ) , ( 7 ) . 

A j o u t o n s e t r e t r a n c h o n s 3e, au s econd m e m b r e de l ' é q u a t i o n ( 3 ) , elle d e v i e n t 

R e m p l a η o n s les d e u x e x p r e s s i o n s e n t r e p a r e n t h è s e s p a r l e u r s v a l e u r s t i r ées d e s 

é q u a t i o n s ( 6 ) e t (7) 

Si l 'on s u p p o s e la T e r r e f o r m é e de t ro i s c o u c h e s , n — 3 ; il y a s e u l e m e n t un 

p a r a m è t r e a r b i t r a i r e . N o u s a l lons d i s c u t e r d ' u n e faηon c o m p l è t e ce cas p a r t i -

cu l i e r . 

F a i s o n s , d a n s l ' é q u a t i o n g é n é r a l e de G l a i r a u t , /i — 3 etp s u c c e s s i v e m e n t éga l 

ΰ i , 2 , 3 . D i v i s o n s les d e u x m e m b r e s d e c h a q u e é q u a t i o n p a r p, e t p o s o n s 



on en t i r e 

P o s o n s 

( 8 ) 

l ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e e t l ' é q u a t i o n ( 6 ) d e v i e n n e n t 

j 0 2 j 3 + 0 3 > r s = oc, 
(9 ) 1 

( 0 2 r 3 + 6>3.r
3 = (3. 

O n en t i r e 

(9) 

P o s o n s 

( 1 0 ) 

L e s é q u a t i o n s ( 4 ) e t ( 5 ) d e v i e n n e n t 

El les d o n n e n t 

(") 

P o r t o n s ces exp re s s ions d e e2, e3 d a n s l ' é q u a t i o n ( 7 ) , a p r è s y a v o i r r e m p l a c é 



le dιnominateur par i -h a d'aprθs les ιquations ( 9 ) ; on trouve 

( 1 2 ) 

Le numιrateur peut s'ιcrire 

ou bien 

En remplaηant 0 2, 83 par leurs valeurs ( 9 ) et le numιrateur de l'ιquation (r 2 ) 
par cette expression, l'ιquation ( 1 2 ) devient, aprθs quelques calculs, 

( i3) 

en posant 

ou bien 

( i4) 

L'ιquation ( i 3 ) ne contient plus que les deux inconnues x ely. 
Supposons que l'on ait des systθmes de valeurs de x et y vιrifiant l'ιqua

tion ( i 3 ) . Les ιquations ( 9 ) et ( 1 1 ) donneront alors des valeurs correspondantes 
pour 63 , 6 2 , es, e.,. Nous allons donc nous occuper de l'ιquation ( i 3 ) . 

Posons, en nous reportant aux expressions ( 8 ) , ( 1 0 ) , ( 1 4 ) de a, (3, y, 0, 

( , 5 ) 



ET 

(16) 

l ' é q u a t i o n ( i 3 ) p e u t s ' éc r i re c o m m e il su i t : 

(17) N n — Dk = o. 

L e p r e m i e r m e m b r e est u n e fonc t ion e n t i è r e dey, x, e n p , , m a i s t r è s c o m p l i -

q u é e . 

N o u s d i s c u t e r o n s l ' é q u a t i o n ( 1 7 ) , en fa i san t des s u b s t i t u t i o n s . P o u r ce la , il e s t 

p lus a v a n t a g e u x d e c h a n g e r la f o r m e des e x p r e s s i o n s ( 1 6 ) de N e t D . 

E n p o s a n t 
H — 5^? 3 r 2 — 2 y — 3 a;*, 

on a 

(18) 

(19) 

L e s l imi t e s e n t r e l e sque l l e s on d o i t faire v a r i e r x e t y son t faciles ΰ d é t e r m i n e r . 

N o u s a v o n s t r o u v é , p o u r 0 3 e t τ 2 , les e x p r e s s i o n s s u i v a n t e s 

ou , d ' a p r è s les r e l a t i o n s ( i 5 ) , 



Oo e t 6 3 s o n t pos i t i f s , p u i s q u e la d e n s i t é c ro i t de la sur face a u c e n t r e , e t x est i n -

fé r i eu r ΰ y ; d o n c 
a — by- <i o, 

bx- — a < o. 

Ma i s 

b — A — p t > o, 

ca r À es t e n v i r o n le d o u b l e de . O n a d o n c 

x est p l u s g r a n d q u e zé ro e t y i n f é r i e u r ΰ l ' u n i t é ; d o n c 

( 2 0 ) 

Q u a n d x2 ou y* a sa v a l e u r l i m i t e es t n u l . D a n s le p r e m i e r cas , 

p 2 es t éga l ΰ p 4 ; d a n s le s e c o n d , ou p 3 est éga l ΰ p 2 , o u .r est n u l . D a n s les d e u x 

cas la m a s s e f lu ide se r é d u i t ΰ d e u x c o u c h e s , e t l ' é q u a t i o n ( 1 7 ) p r e n d u n e f o r m e 

t r è s s i m p l e . 

S o i t d ' a b o r d les e x p r e s s i o n s ( 1 6 ) de N e t D d e v i e n n e n t , a p r è s des 

ca lcu l s t r è s faci les , 

l ' é q u a t i o n ( 1 7 ) es t a lo r s 

( a i ) 

P o u r l ' é q u a t i o n ( 1 7 ) d e v i e n t , de m κ m e , 

(22) 

L e s igne des p r e m i e r s m e m b r e s es t , c o m m e o n vo i t , le m κ m e q u e ce lu i de F e x -



pre s s ion 

(23> 

l aque l l e n e d é p e n d q u e d e eK e t de p , . 

L ' é q u a t i o n ( 2 1 ) es t vér i f iée p a r e t l ' é q u a t i o n ( 2 2 ) p a r x 

Il s e m b l e d o n c q u e 

soi t u n e s o l u t i o n d u p r o b l è m e . 

I l es t facile de v o i r q u ' i l n ' e n es t p a s a ins i en se r e p o r t a n t ΰ l ' é q u a t i o n ( i 3 ) 

q u i , en r e m p l a η a n t a , (3, y , S en fonc t ion de ar b, k, n e t p n es t 

E n fa i sant x e t s u p p r i m a n t les f ac t eu r s c o m m u n s a u x 

d e u x t e r m e s de la f r ac t i on , c e t t e é q u a t i o n d e v i e n t 

l aque l l e n ' e s t a u t r e q u e 

A ins i , p o u r q u e x - on y soi t u n e so lu t ion , il f au t q u e c e t t e r e -

l a t i on soit sa t i s fa i te . 

D a n s le p r e m i e r cas y es t q u e l c o n q u e ; d a n s le s e c o n d c 'est x q u i est i n d é t e r -

m i n é . 

Limite inférieure de la densité au centre. 

O n p e u t , d a n s le cas d e t r o i s c o u r b e s , ΰ l ' a ide des f o r m u l e s qu i v i e n n e n t 

d ' κ t r e é t a b l i e s , vérif ier u n t h é o r è m e r e m a r q u a b l e de M . S t i e l t j e s d o n n a n t u n e 

H . 5 



l i m i t e i n f é r i eu re d e la d e n s i t é au c e n t r e d ' u n e p l a n è t e q u e l c o n q u e ( ' ) 

p„, p , , A o n t la m κ m e s igni f ica t ion q u e p l u s h a u t et À d é s i g n e le r a p p o r t s u i v a n t 

p x es t la d e n s i t é d ' u n e c o u c h e i n f i n i m e n t m i n c e q u e l c o n q u e a y a n t aKx p o u r 

d e m i p e t i t a x e . 

C e r a p p o r t p e u t s ' é c r i r e , d a n s le cas de n c o u c h e s , 

o u , en g r o u p a n t les t e r m e s d ' u n e m a n i è r e c o n v e n a b l e , 

D a n s le cas de t ro i s c o u c h e s en p a r t i c u l i e r , 

D i v i s a n t h a u t e t b a s p a r p , , e t t e n a n t c o m p t e des r e l a t i o n s ( 2 ) d e ce p a r a -

fa) Bulletin astronomique, t. I, p. 465. 



g r a p h e , il v i e n t 

e t , en se r e p o r t a n t a u x é q u a t i o n s ( o / ) , 

S i d a n s l ' i néga l i t é d e M . S t i e l t j e s on r e m p l a c e , en v e r t u de la d e u x i è m e r e -
A 

l a t i on ( 8 ) . p a r i -h (3 e t À p a r sa v a l e u r , o n t r o u v e 

O r on a 

L ' i n é g a l i t é ΰ vér i f ier es t d o n c 

R e m p l a η o n s τ 3 e t τ 2 p a r l e u r s v a l e u r s ( 9 ) 

P o s o n s 

L ' i n é g a l i t é d e v i e n t 

O n a 

N o u s a v o n s d é m o n t r é q u e o < x < h <Cy <C 1 ; il en r é s u l t e q u e 

E n effet les dé r ivées p a r t i e l l e s de l ' e x p r e s s i o n e n t r e c r o c h e t s s o n t 

Pa r rapport ΰ x. — i o . r ( r 3 — x z ) < C o 

Par rapport ΰ / i 5 y 2 ( j 2 — o ; 2 ) > o 



d ' o ω il su i t q u e la p l u s p e t i t e v a l e u r de c e t t e e x p r e s s i o n s ' o b t i e n t e n fa i san t 

x = y = h, ce q u i d o n n e u n r é s u l t a t n u l . A i n s i le coeff icient de h'2 — y2 es t t o u -

j o u r s positif , e t l ' on a b ien 

L a fonc t ion V es t s y m é t r i q u e en x e t y , s ' o b t i e n t d o n c en c h a n g e a n t x 

en y e t y en x d a n s o n r e c o n n a ξ t , c o m m e p o u r q u e 

La p l u s p e t i t e v a l e u r de V s ' o b t i e n t , p a r s u i t e , en d o n n a n t ΰ x sa p l u s g r a n d e 

v a l e u r e t ΰ y sa p l u s p e t i t e , c ' e s t - ΰ -d i r e e n fa i sant x — y — h. E n fa i san t c e t t e 

s u b s t i t u t i o n , on t r o u v e L ' i n é g a l i t é d e M . S t i e l t j e s es t a ins i vér i f iée . 

I I I . 

Calculs numériques. 

L a mi se e n n o m b r e a é t é fai te d e d e u x faηons d i f fé ren tes , d e s t i n é e s ΰ c o n -

t r τ l e r l ' e x a c t i t u d e d e s r é s u l t a t s o b t e n u s . D a n s u n p r e m i e r ca lcu l , o n n e s 'est se rv i 

e x c l u s i v e m e n t q u e des T a b l e s d e m u l t i p l i c a t i o n de C r e l l e , e t d a n s u n s e c o n d les 

T a b l e s de l o g a r i t h m e s d ' a d d i t i o n e t de s o u s t r a c t i o n d e B r e m i k e r o n t seu les é t é 

e m p l o y é e s . 

L a d e n s i t é superf ic ie l le de l ' é co rce t e r r e s t r e n ' e s t p a s t r è s b i e n c o n n u e , m a i s 

on sa i t q u ' e l l e es t c o m p r i s e e n t r e 2 e t 3 . L e s T a b l e a u x q u i s u i v e n t o n t é t é ca l -

cu lés en fa i san t s u c c e s s i v e m e n t p l u s i e u r s h y p o t h è s e s s u r sa v a l e u r . 

D i x v a l e u r s r é g u l i è r e m e n t e s p a c é e s o n t é t é d o n n é e s ΰ l ' a p l a t i s s e m e n t d u g l o b e . 

Ce son t 



C e s n o m b r e s o n t é té cho is i s de faηon q u e la q u a n t i t é a q u i e n t r e d a n s N e t D 

n ' a i t q u e t ro i s chiffres, c h o s e i m p o r t a n t e p o u r le ca lcu l a v e c les T a b l e s d e 

C r e l l e . 

O n a p r i s ( 1 ) 

L e s n o m b r e s c o n s i g n é s d a n s les T a b l e a u x q u i su iven t s o n t les r é s u l t a t s des 

s u b s t i t u t i o n s d e d i f férentes v a l e u r s de x e t d e y d a n s la fonc t ion 

( N / i — DΒ-)io 5 . 

P o u r x e t p o u r y • les s i gnes seuls o n t é té i n s c r i t s , les r é s u l t a t s 

n u m é r i q u e s d e s s u b s t i t u t i o n s n ' é t a n t p a s n é c e s s a i r e s . 

C e s s i g n e s , n o u s l ' a v o n s v u , s o n t t o u s les m κ m e s e t i d e n t i q u e s ΰ ce lu i d e l ' ex-

p r e s s i o n ( 2 3 ) d u § I I , f onc t ion s e u l e m e n t d e p , e t e\. Vo ic i u n T a b l e a u des v a l e u r s 

d e c e t t e e x p r e s s i o n d a n s d i f férentes h y p o t h è s e s fa i tes s u r eK e t p , : 

p * — 2 , 9 . . . . — 70,03 - h 106,89 -4- 315,60 -+- 556,96 
p t = 2 , 7 . . . . — 69,3r -+- 104,08 -4- 304,78 -+- 534,15 
p ! = 2 , 5 . . . . — 67,81 -t- IOI , I3 -i- 294,20 -+- 5 i a , 4 6 
p t = 2 , 3 . . . . —- 66, J6 - l - 98,16 - t- 283,91 -+- 492,00 

E n c h e r c h a n t , p a r i n t e r p o l a t i o n , p o u r que l l e s v a l e u r s de eK la f onc t ion ( 2 3 ) est 

n u l l e , on t r o u v e d a n s les q u a t r e h y p o t h è s e s faites s u r la d e n s i t é 

( l ) Le premier nombre a été dédui t de la théorie de la précession des équinoxes par Serre t 
(Annales de VObservatoire, t . V, p . 324); ^ e second a été donné par MM. Cornu et Baille 
(Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t . LXXVI) ; le t rois ième a été déduit 
par M. Faye des expériences de M. Peirce sur le pendule (Cours d'Astronomie de l'Ecole Poly-
technique, Ve Par t ie , p . 332). 



J = I , O O 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 0,88 0,86 0,84 0,82 

, r = o , o -4-1820 + i i o i - t - 626 -+- 324 4- i45 -4- 45 — 2 — 19 — 19 — 11 — o 
0,2 -f-1171 -f- 653 -+- 323 - T - 125 4- 17 — 35 — 5o — 47 — 35 — 22 — » 

G j 4 _ 9 4 _ 2 I 8 — 266 — 268 — 241 — 2o3 — 161 — 120 — 87 — 60 — » 
0 ,6 — 9 6 0 — 773 — 607 — 471 — 358 — 267 — 194 — i3g — 97 — 66 — » 

7 = 1,00 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 0,88 0,86 0,84 0,82 

r = o,o -t-2113 -+-1323 -f- 794 -f- 45o -4- 238 4- n 3 4- 4 6 -+- i3 -+- 2 - 4 - o — o 
0,2 4-i53g 4- g36 + 53g -4- 288 4- 139 4- 55 4- I 5 — 1 — 5 — 3 — » 
0,4 -4- 533 -t- 277 -H 117 - t - 27 — 17 — 33 — 34 — 27, — 19 — 11 — » 
0,6 — 90 — n3 — 108 — g5 — 78 — 60 — 44 — 3i — 21 — i3 — » 

J = I , O O 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 0,88 0,86 0,84 0,82 

. r = o,o -4-2378 -4-1323 -4- 942 -+- 559 -f- 3 i6 -4- 168 4- 83 4- 37 4- i5 -4- 4 -4- o 

0 ,2 -4-188l -i-1196 -4- 735 -4- 435 4 - 246 -4- 134 -4- 70 -4- 35 -4- 18 -f- 9 4 - » 

o,4' -4-1158 -4- 754 -4- 485 4- 3o8 -4- 196 4- 128 H- 85 -4- 60 4- 44 4- 32 -t- » 

0,6 4- 757 -f- 547 4- 383 4- 274 4- 197 4- 142 4- io3 4- 75 -4- 53 4- 38 -4- » 

7 = 1 , 0 0 0,98 °J96 ° ,94 ° Î 9 2 ° ) 9 ° 0,88 0,86 0,84 

x = o,o 4-2617 4-1699 4-1071 4- 652 4- 38o 4- 211 -1- 110 4- 51 4- 20 -4- o 
0,2 4-2ig5 4-i433 4- 912 4- 565 34o 4- 200 4- n 3 4- 63 4- 33 4- » 

0,4 -1-1750 4-1211 4- 836 4- 576 4- 3g8 4- 278 4- 196 4- i3g 4- 100 4- » 

0,6 -4-i5g2 -4-1175 4- 865 -h 636 4- 465 4- 339 ~+~ 245 4- 177 4- 125 -t- » 



7 = 1 , 0 0 o , g 8 0 , 9 6 0 , 9 4 0 , 9 2 0 , 9 0 0 , 8 8 0 , 8 6 0 , 8 4 

. r = o , o - + - 2 8 2 9 -+-1853 - 4 - 1 1 8 1 -+- 7 2 8 -t- 4 3 i -+- 2 4 2 - 4 - 1 2 6 -+- 56 4 - 17 -t- o 
0 , 2 - + - 2 4 8 4 H - 1 6 4 8 - 4 - I O 7 O - 4 - 6 7 9 - 4 - 4 2 0 - 4 - 2 5 4 - 4 - 1 4 8 - 4 - 8 2 - 4 - 4 1 - 1 - » 

0 , 4 - 4 - 2 8 2 0 -4-1651 - 4 - 1 1 7 2 - 4 - 831 - 4 - 58g - 4 - 4 2 0 - 4 - 2 9 9 ^ - 2 i 3 - 4 - i5i - 4 - » 

0 , 6 - 4 - 2 4 1 4 - 4 - i 8 o 3 - 4 - 1 3 3 9 - 4 - 9 9 1 - 4 - 7 2 9 -h 5 3 2 - 4 - 385 - 4 - 2 7 6 - 4 - 1 9 4 - 4 - » 

0 , 8 -4-1515 - 4 - 1 0 4 9 - 4 - 7 0 7 - 4 - 4 6 1 - 4 - 2 8 9 - 4 - 1 7 0 - 4 - 9 2 - 4 - 4 4 - 4 - 17 - 4 - » 

r = 1 , 0 0 0 , 9 8 0 , 9 6 0 , 9 4 0 , 9 2 0 , 9 0 0 , 8 8 0 , 8 6 0 , 8 4 

x=- 0 , 0 - i - 3 o i 4 - 4 - 1 9 8 5 - 4 - 1 2 7 1 - 4 - 7 8 8 - 4 - 4 6 8 - 4 - 2 6 1 -t- l 3 2 - 1 - 5 2 - 4 - 6 - 4 - o 

0 , 2 - 4 - 2 7 4 6 - 4 - 1 8 4 1 + 1 2 0 9 4 - 7 7 6 - 4 - 4 8 6 - 4 - 2 9 6 - 4 - 1 7 3 - 4 - 9 2 - 4 - * 4 r -h y, 

0 , 4 - + 2 8 6 9 + 2 0 7 2 + 1 4 9 2 + 1 0 6 2 H - 7 6 9 - 4 - 5 5 2 - 4 - 3 g { - 4 - 2 8 0 - 4 - 1 9 6 - 4 - » 

0 , 6 - 4 - 3 2 2 4 - 4 - 2 4 2 1 - 4 - 1 8 0 4 - 4 - 1 3 3 9 - 4 - 9 8 7 - 4 - 7 2 1 - 4 - 5 2 1 - 4 - 3 7 2 - 4 - 2 6 1 - 4 - » 

0 , 8 - 4 - 2 0 6 1 -4 -T428 - 4 - 9 6 2 - 4 - 6 2 7 - 4 - 3 g 2 - 4 - 2 3 l - 4 - 1 2 5 - 4 - 6 0 - 4 - 2 3 - 4 - » 

J = I , O O 0 , 9 8 0 , 9 6 0 , 9 4 0 , 9 2 0 , 9 0 0 , 8 8 0 , 8 6 

j : ~ 0 , 0 - 4 - 3 1 7 3 - 4 - 2 0 9 3 - 4 - l 3 4 3 4 - 83l - 4 - 4 9 0 " 4 - 2 6 9 - 4 - 1 2 7 - 4 - 4 0 - 4 -

0 , 2 - 4 - 2 9 8 2 - 4 - 2 0 1 1 -4-133o - 4 - 85g - 4 - 5 3 9 -+- 3 a 7 -+- 1 8 6 - 4 - 9 4 - 4 -

0 , 4 4-33g4 - 4 - 2 4 7 3 - 4 - 1 7 9 7 - 4 - I 3 O I - 4 - g38 - 4 - 6 7 5 - 4 - 4 8 1 - 4 - 33g - 4 -

0 , 6 - 4 - 4 0 2 1 - 4 - 3 0 2 7 - 4 - 2 2 6 3 - 4 - 1 6 8 0 - 4 - 1 2 3 8 - 4 - go5 - 4 - 654 - 4 - 466 - 4 -

0 . 8 - 4 - 2 6 0 4 - 4 - i 8 o 3 - 4 - i 2 i 5 - 4 - 7g3 - 4 - 4g6 - 4 - 2 g 2 - 4 - i58 - 4 - 7 5 - 4 -

7 = 1 , 0 0 0 , 9 8 0 , 9 6 o ; g{ 0 , 9 2 0 , 9 0 0 , 8 8 0 , 8 6 

. r = o , o 4 - 3 3 o 4 - 4 - 2 1 7 9 - 4 - i 3 g 4 ' - 4 - 858 - 4 - 4 g 7 - 4 - 2 6 2 - 4 - 1 1 3 - 4 - 3 i 4 - • o 
0 , 2 - 4 - 3 1 9 2 - 4 - 2 1 5 8 - 4 - 1 4 2 9 . -t- 9 2 3 - 4 - 5 7 7 - 4 - 3 4 5 - 4 - 1 9 0 - 4 - 8 6 - 4 - » 

0 , 4 - 4 - 3 8 9 8 - 4 - 2 8 5 7 - 4 - 2 0 8 4 - H I 5 I 5 - 4 - 1 0 9 4 - 4 - 7 8 7 -h 56o - 4 - 3 g 3 -j- » 

0 , 6 - 4 - 4 8 0 6 - 4 - 3 6 2 3 - 4 - 2 7 1 1 - 4 - 2 0 1 6 - 4 - i 4 8 5 - 4 - 1 0 8 4 - 4 - 7 8 1 - 4 - 556 - 4 - » 

0 , 8 - 4 - 3 r 4 4 - 4 - 2 1 7 7 - 4 - 1 4 6 7 - 4 - g 5 7 - 4 - 5 g 7 - 4 - 3 5 1 - 4 - igo - 4 - go - 4 - » 



>-=i,qo 0,98 0,96 o , g 4 0,92 0,90 0,88 

x—o,o -+-3409 -+-2243 -f-1427 - 4 - 868 - 4 - 4 9 2 - 4 - 246 - 4 - 88 - 4 - o 

0 j 2 -^3375 -4-2284 - 4 - i 5 i 2 - 4 - 972 - 4 - 602 - 4 - 35i - 4 - ο83 - 4 - » 
0,4 -4-4380 -t-3222 -4-2358 -4-1717 -4-1242 - 4 - 891 - 4 - 632 - 4 - » 
0,6 -4-5579 -4-4208 +-3i52 +2343 -^1726 - 4 - 1 2 5 9 - 4 - 9 0 7 - 1 - » 
0,8 -4-3681 +2548 -M717 - + - I Ο I 9 - 4 - 698 - 4 - 4 l l - 4 - 222 - 4 - » 

7 = 1 , 0 0 0,98 0 ,96 0,94 0,92 0,90 0,88 

. r = = o , o -4-3485 -4-2285 -4-1438 - 4 - 862 - 4 - 47 1 H - 216 -f- 54 - 4 - o 
0,2 -4-3531 -f-2386 -4- j574 -4 - ioo3 - 4 - 6 1 1 -h 345 - 4 - 166 -f- » 
0,4 -4-4840 +356g -4-*26l4 -4-1903 -4 - l377 - 4 - 985 - 4 - 6 9 4 - 4 - » 
0 ,6 -4-6338 +4782 -4-3583 -4-2663 -4-1962 4 - i 4 3 o -4-1028 - 4 - » 

0 ,8 -f-42i5 -4-2917 -4-2221 4 -1280 - 4 - 796 - 4 - 47° •+- a 5 a •+• 9 

7 = [,00 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 0,88 o ,86 0,84 0,82 

, r = o , o - 4 - 1 8 2 0 -4-io63 -4- 5 7 5 -4- 2 7 5 - 4 - io5 - 4 - 1 9 — 17 2 4 17 6 — 0 

0 , 2 - 4 - 1 1 7 1 -+- 6 2 1 -4- 2 8 2 - 4 - 88 — i3 — 53 — 58 — 4 8 — 3i — 1 6 — » 

0 ; 4 9 4 2 36 — 2 8 8 — 2 8 7 — 2 5 4 — 2 1 0 — 1 6 1 — 1 1 8 — 8 2 — 56 — » 

0,6 - g 5 o — 7 7 4 — 6 1 6 — 4 7 9 — 3 6 4 — 2 7 ° — T 9 6 - » 3 g - 9 6 — 65 — » 
G j 8 _ 6 9 9 — 4 8 6 — 3 2 9 — 2 1 6 — i35 — 8 0 — 4 4 — 2 0 — 8 — 2 — » 

7 = 1 , 0 0 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 0,88 0,86 0,84. 0,82 

.r = o,o - 4 - 2 H 3 - 4 - 1 2 8 5 - 4 - 7 4 2 - 4 - 4 0 0 - 4 - 1 9 6 + 8 4 - 4 - 2 8 - 4 - 5 - 1 - o - o 

0 , 2 - 4 - 1 5 3 9 + g o 3 - 4 - 4 9 7 + 2 5 o - 4 - 1 0 8 - 4 - 3 5 -4- 4 — 6 — 5 — 2 — » 

0 , 4 - 4 - 5 3 3 - 4 - 2 5 g - 4 - g 5 -+- 8 - 3 o — 4 1 - 36 ^- 2 6 — 17 - 10 - » 

D j 6 — go — n 5 — 1 1 6 - 1 0 2 — 8 2 — 63 — 4 5 — 3i - ig - 1 2 — » 

0 , 8 — 141 — 9 8 — 6 7 - 44 — 2 7 - 16 — 9 — 3 — 2 — 1 — » 



r = i . o o 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 0,88 o,86 0,84 

x —o ,0 4-2378 -+-1484 -4- 890 -+- 5o8 -i- 273 - 4 137 + 62 + 2 | 4 - 7 - ξ - o 
0,2 -4-1881 H-1 T63 -+- 6g3 -f- 395 -+- 214 -+- 110 + 55 + 27 + i/[ -f » 
0,4 -4-1158 -4- 736 -f- 462 -4- 289 -4-182 -4- 118 -4- 81 -+- 58 -4- 43 -4- » 
0,6 -4- 757 -4- 533 -4- 376 -4- 269 -4-194 -4-140 -4- io3 -4- 75 -4- 55 -4- » 
0,8 11 ; -1- 287 -4- 193 -4- 126 -4- 80 4- 47 25 -4- i3 - i - 4 -4- >' 

y-= 1.00 0,98 0,96 o,g4 ° J 9 2 ° )9 ° 0,88 0,86 0,84 

. r = o , o -4-2617 -41661 -4-roi8 -4- 5gg -4- 335 -4- 177 -4- 85 4 - 35 4- 7 -4- o 
0,2 -4-2195 -4-1400 -4- 86g - t- 523 -4- 3o6 -4- 174 -4 g5 -+- 5i -4 24 -4- » 
0,4 -4-1700 H - i i g 4 -4- 813 -4- 556 -4- 383 -4- 268 -4- ig© -4- 136 - 1 - 9 6 - 4 - » 
0 , 6 -1-1592 -4-1172 -4- 85g -4- 632 -f- 463 4 - 338 -4-246 -4- 177 -4 126 -4- » 
0,8 -4 966 -4- 670 -4- 452 - 4 295 -4-186 -4- 109 -4- 60 -4- 29 -4- 10 -4- » 

7 = 1 , 0 0 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 0,88 o,86 

,r = o,o 4-2829 -4-1814 -4-1127 -4- 673 -4- 383 -4- 204 - 4 97 -4- 35 -4 o 
0,2 -4-2484 -4-i6i5 -4-1026 - 4 635 -4- 383 -+- 224 -4- 120 - 4 - 6 5 - 4 - » 
0,4 4-2320 -4-1633 -41148 -4 8 l0 -4 572 -4- 4°7 290 -4- 20Ô -4- » 
0,6 -42414 +1799 -4-1334 -+- 988 -4- 727 -4- 533 -4- 386 -4- 276 -4 » 
0,8 -4-1515 -4-IO5I - 4 709 -4 463 4 - 291 -4 171 -r- g3 -4 4^ 4 - » 

/ -

7 = 1 , 0 0 o,g8 0,96 o,g4 0,92 0,90 0,88 0,86 

, r = o , o 4-3oi4 -41945 -4-1216 4- 731 -4 417 -+- 219 -4- gg -4- 27 -4 o 
0,2 4-2746 -4-1807 -4-1164 -4- 731 -4- 446 -+- 263 -4- i45 -4- 71 -4- » 
0,4 -+-2869 4-2054 4-1468 4-IO5I -4 75o -4 537 -4 382 -4 270 -4 » 
0,6 -4-3224 -42417 -4-1 Soi -4-l339 -4 986 -4- 719 4- 522 - 4 373 -4 » 
0,8 -4-2061 4-r43o -4- g65 -t- 63o -4 3g5 -4- 233 -4- 127 -4- 61 -t- » 

H . 



J = I , O O 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 0,88 0,86 

, r = o , o - f - 3 i 7 3 - t - 2 o 5 3 - W 2 8 5 -4 7 7 1 -+- 436 -+- 2 2 3 •+- 8 9 .-+- 8 - 4 o 
0 , 2 - + - 2 9 8 2 + 1 9 7 6 - - 1 2 8 2 -4- 8 0 9 - H 4g5 + 2 8 8 -+- 153 4 - 6 7 4- » 

0 , 4 - + - 3 3 9 4 + 2 4 5 6 - + - 1 7 7 1 4 - 1 2 7 7 + 9T7 6 ; > 7 -4- 4 6 5 -f- 3 2 6 -f- » 

0 , 6 - 4 4 0 2 1 - + - 3 0 2 3 -+-225g - H 1 6 8 0 + 1 2 3 8 -f- 9 0 2 - 4 654 -+- 4 6 6 -t- » 

0 , 8 + 2 6 0 4 4 - 1 8 0 7 - t - 1 2 1 8 - - 7 9 6 -t- 4 9 8 4- 2 9 3 4- i5g 4- 7 7 -+- » 

J - - I , O O 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 0,88 

,r-_-o,o - 4 3 3 o 4 - 4 2 i 3 8 - 4 i 3 3 5 4 - 7 g 5 4- 4 4 o -t- 21 i -4- 6 g 4 - 0 
0 , 2 4 - 3 i g 2 - H 2 I 2 3 -^-i38o -4- 8 7 1 -+- 5 2 g - H 3 O 2 -4 I 5 I 4- » 

0 , 4 -4-38g8 4 - 2 8 4 0 - 4 2 o 5 g + 1 4 9 0 - 4 1 0 7 2 -4 7 6 7 4 - 5 f o 4- » 

0 , 6 - 4 4 8 0 6 4 - 3 6 2 0 4 2 7 0 8 -+-2015 -+-1485 - + - i o 8 r -4 7 8 3 -4 » 

0 , 8 -f-3i44 - 4 2 1 8 1 + 1 4 7 1 -4 9 6 0 4- 6 0 0 4- 3 5 3 -4 i g 2 -t- » 

^ = 1 , 0 0 o,g8 o,g6 o,g4 o,g2 o,go 0,88 

.«7=0,0 4-34og -42200 -4i366 -4 802 -4 43o -t- 18g 4 - 3 8 - 4 o 
0,2 4-3375 4-2247 -4i45g 4- g i7 4 - 55o 3o3 -4 i3g -+- » 
0,4 -i-438o 4-3203 -42332 4-1689 -4-1215 -4 867 4 - 608 -4 » 
0,6 4-5579 -44206 -t-3i5o 4-2342 -41726 -41260 -4 907 - t- » 
0,8 4-3681 +2552 - H 1722 - 4 H 2 3 4- 702 -4 414 -+- 2 2 4 4- » 

J = I , O O 0,98 0,96 o,g4 0,92 0,90 

. r = o , o - 4 3 4 8 5 4 - 2 2 4 0 4 - 1 3 7 6 -4 7 9 3 4- 4 0 7 4- i 5 2 4- o 
0 , 2 4 - 3 5 3 i - 4 2 3 4 g 4 - 1 0 2 0 -+- 9 4 6 — 5 5 4 4- 2 9 2 -4 » 

0 , 4 - 4 4 8 4 0 - 4 3 5 5 i 4-i588 4 - 1 8 7 6 -4-1348 4- g58 4- » 

0 , 6 4-6338 - 4 4 7 8 2 4-3583 + 2 6 6 5 + 1 9 6 1 + i 4 ^ 4 + » 

0 , 8 4 - 4 2 1 5 -1-2923 4 - 1 8 7 1 + 1 2 8 5 4- 8 0 1 4- 4 7 2 4- » 



Y= I , ( )0 0 , 9 8 0 , 9 6 0 , 9 4 0 , 9 2 0 , 9 0 0 , 8 8 0 , 8 6 0 , 8 4 

.T = 0 , 0 - f - l 8 2 0 - + - I O 2 6 -f- 5 2 6 4 - 2 3 l - h 71 — 2 — 2 6 - - 2 4 — 1 2 — O 

0 , 2 - 4 1 1 7 1 4 - 5 9 2 4 - 2 4 4 4 - 5 4 — 3 7 — 65 — 6 2 — 44 — 2 5 — » 

°>4 — 9 4 — 2 5 2 — 3 0 9 — 3 o 3 — 2 6 5 — 2 i 3 — 1 6 0 — 1 1 4 — 7 7 — » 

0 , 6 — 9 5 9 — 7 8 1 — 6 2 5 — 4 8 5 — 3 6 7 — 2 7 1 — i g 5 — 1 3 8 — 9 5 — » 

0 , 8 — 6 9 9 — 4 8 8 — 3 3 2 — 2 1 8 - i36 — 8 0 — 4 4 — 2 1 — 8 — » 

J = I , O O 0 , 9 8 0 , 9 6 0 , 9 4 0 , 9 2 0 , 9 0 0 , 8 8 0 , 8 6 0 , 8 4 

,r = o,o 4 - 2 i i 3 4 - 1 2 4 8 4 - 6 g 3 4 - 3 5 5 4 - 1 6 0 4 - 6 1 4 - i5 4 - 1 — 1 — o 

0 , 2 4 - 1 5 3 9 4 - 8 7 4 -f- 458 4 - 2 1 4 4 - 8 1 4 - 1 9 — 4 — 7 — 4 — » 

0 , 4 4 - 5 3 3 4 - 2 4 3 4 - 7 4 — 10 — 4 2 — 4 5 — 3 7 — 2 5 — i5 — » 
0 , 6 — 9 0 — 1 2 2 — 1 2 3 — 1 0 6 — 85 — 63 — 4 3 — 2 9 — 1 9 — » 

0 , 8 — 1 4 1 — 9 9 — 6 9 — 4 5 — 2 8 — 16 — 9 — 4 — 1 — » 

r = 1 , 00 0 , 9 8 0 , 9 6 o , g 4 ° ; 9 2 0 , 9 0 0 , 8 8 0 , 8 6 0 , 8 4 

, r = o , o 4 - 2 3 7 8 - 4 i 4 4 7 4 - 8 4 0 4 - 4 6 1 4- 2 3 5 4 - 1 1 0 4- 45 4 - 16 -4 2 - 4 o 
0 , 2 4 - 1 8 8 1 4 - n 3 3 4 - 653 4- 358 4- 185 4 - 9 1 4- 44 4- 2 1 4- 9 4 - » 

0 , 4 -HII58 4- 7 2 0 4 - 441 •+- 2 7 0 4- 1 7 0 4 - 1 1 2 4 - 7 8 4 - 5 7 4- 4l 4 - » 

0 , 6 4 - 7 5 7 4- 5 2 7 4 - 3 7 0 4 - 2 6 5 4- 1 9 2 4 - 141 4 - I 0 5 - 4 7 6 4- 5 4 4 - » 

0 , 8 4 - 4*4 -+- 2 8 7 4 - 1 9 3 4 - 1 2 6 4 - 8 0 -4 48 4- 2 6 4 - 12 4- 5 4- » 

y—1,00 0 , 9 8 0 , 9 6 0 , 9 4 0 , 9 2 0 , 9 0 0 , 8 8 0 , 8 6 

^ 7 = 0 , 0 4 - 2 6 1 7 - 4 1 6 2 2 4 - 9 6 7 4 - 5 5 0 4 - 2 9 4 4 - 1 4 7 4 - 6 4 4 - 2 1 4 - O 

0 , 2 4 - 2 1 9 5 4-i36g 4 - 8 2 8 - 4 4 8 4 4 - 2 7 4 4 - i5o - 4 8 0 4 - 3 g - 4 » 

0 , 4 4 - 1 7 5 0 4 - 1 1 7 7 4 - 7 g 2 4 - 536 4 - 36g 4 - 2 5 g 4 - 1 8 4 4-i3i -4 » 

0 7 6 4 - 1 5 9 2 4 - 1 1 6 6 4- 855 4 - 6 2 9 4- 4 6 2 4 - 3 3 9 - 4 2 4 8 4 - 1 7 8 4- » 

0 , 8 4 - 9 6 6 4 - 6 7 1 4 - 4 5 3 4 - 2 9 6 4 - 1 8 6 4 - i n 4 - 6 0 4 - 2 9 4- » 



J = I , O O 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 0,88 0,86 

, r = o , o + 2 8 2 9 -+-1775 -+-1074 4- 622 -4- 33g 4- 170 -4- 71 -t- 16 -t- o 
0 , 2 4 -2484 4-i583 4- g83 4- 5g4 4- 348 4 - 197 4-io5 -f- 48 4- » 
0 , 4 4 -2320 - 4 l 6 l 6 4-1 I27 4 - 789 4 - 557 4 - 396 4 - 2 8 l 4 - J 9 8 -4- » 
0 , 6 4 -2414 4 - 1 7 9 4 4-i33i 4 - 986 4 - 727 4 - 533 4-388 4 - 2 7 7 4 - » 
0 , 8 4 - i 5 i 5 4 - i o 5 2 4 - 711 -t- 465 4 - 292 4 - 173 4- 94 4- 4 5 -4 » 

7 = 1,00 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 0,88 0,86 

,r = o,o 4-3oi4 4-1905 4-1162 4- 677 4 - 369 4- 181 4- 68 4- 2 4- o 
0 ,2 4-2746 4-1775 - 4 1 u g 4 - 687 - 4 4o8 4 - 231 4 - I 2 0 4 - 47 4 8 

0,4 4-2869 4-2o36 4-1446 4-1028 4- 733 4- 523 4-370 4-258 4- » 
0,6 4-3224 4 -24 i3 4-1799 4-i336 -4 986 4- 722 4-524 4-373 4- » 
0,8 4-2061 4 - I43I 4 - 968 4 - 633 -4 397 4- 235 4-128 4- 61 4- » 

7 = 1 , 0 0 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 o,88 

x=o,o 4-3173 4 - 2 0 1 2 4-1229 4 - 715 -4 384 4- 178 4- 53 4- o 
0 , 2 - 4 2 9 8 2 4 - I 9 4 3 -41235 4 - 763 4 - 453 4 - 252 4-123 4 - » 
o,4 4-3394 4-2437 4-1748 4 - 1 2 5 3 4 - 8 9 7 -4 64o 4-45o 4- » 
0 , 6 4-4021 4-3o2o 4-2257 4-1679 4-1239 -4- 906 4-656 4- » 
0 ,8 4-26o4 4-1808 -r-I223 4 - 800 - 4 501 4 - 296 4 - l 6 l 4 - » 

7 = 1 , 0 0 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 0,88 

x=o,o 4-33o4 4-2096 4-1277 -4 735 4- 385 -4 i63 4- 27 4- o 
0 ,2 4-3192 4-2089 4- i332 4 - 823 4 - 484 4 - 2 6 1 4 - n 5 4- » 
0,4 438g8 4-2848 4-2034 4-1465 4- io5o i 746 —522 4- » 
0,6 4-4806 4-36i8 4-2708 4-2014 4-1487 4-1086 -4784 4- » 
0 ,8 4-3x44 4-2 i83 4-1477 4 - g65 4 - 6o5 4- 357 4-193 4- » 



j = i,oo 0,98 o,gG o,9Î 0,92 0,90 

x~o,o + 3 4 0 9 -+-2157 -+-i3o5 4- 738 -4 370 -+- i35 - H O 
0 , 2 -i-3375 4 -22 11 4-î4og 4 - 864 4- 498 4 - 256 4 - » 
0 , 4 4-438o 4-3i84 4-2.3o5 -+-1662 4-1190 4- 843 4 - » 
0 , 6 -45579 4-4205 -43149 4-2341 4 - I 7 2 7 4 - I 2 6 0 4 - » 
0 , 8 -4-3681 - 4 2 5 5 5 - 4 1 7 2 7 -+-n3o 4 - 707 4- 418 -4 » 

J = I . O O 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 

x = o , o -43|85 4-2194 4 - I3I3 4 - 724 4 - 34i 4 - g3 4 - O 
0,2 4-353i -4?.3i2 -41466 4- 891 4- 5oi 4 - 241 4- » 
0,4 4-4840 4-3529 4-2558 4-1848 4 - i 3 i 9 4 - 928 4 - » 
0,6 4-6338 -44782 4-3583 -+-2663 4-1964 4- i43o 4 - » 
0,8 4-4215 -42925 4-1979 4-1292 4- 809 4- 4 7 6 » 

j = 1,00 o,g8 0,96 0,94 0,92 0,90 0,88 0,86 0,84 

^ = 0 , 0 4-I820 4 - 989 4- 48o 4 - 189 4- 42 — 19 — 32 — 21 — 5 — O 
0 , 2 4-1171 4 - 562 4 - 208 4 - 23 — 57 — 75 — 63 — 3g — 17 — » 
0 , 4 — 94 — 269 — 329 — 3ig — 272 — 214 — 157 —109 — 72 — « 
0 , 6 — 948 — 788 — 632 — 491 - 371 — 272 — 194 —'36 — 9Î — 

0 > 8 — 700 — 490 — 333 — 219 — i38 — 82 — 45 — 21 — 8 — » 

y= 1,00 0,98 0,96 0,94 0,92 0,90 0,88 0,86 

r = o , o 4-2 i i3 4-1210 4- 6 |6 4 - 3i2 4 - 129 4 - 4 1 - 4 5 -4 o -— o 
0,2 4-1539 4 - 844 4 - 421 4 - 182 4 - 59 4- 6 — 8 4 — 7 — » 
0,4 4 - 533 4 - 2 2 6 4- 55 — 27 — 5o — 48 — 37 — 22 — » 
0,6 - 90 — 128 — 128 — m — 87 — 63 — 42 — 27 — » 
0 , 8 — 1 4 1 — 101 — 69 — 46 — 29 — 17 — 9 — 4 ~- » 



r •—-1,00 0 , 9 8 0 , 9 6 o , 9 4 ° ) 9 2 ° ; 9 ° 0 , 8 8 o , 8 6 

.r = o,o 4 - 2 3 7 8 4 - 1 4 0 9 4 - 7 9 1 4 - 4 1 7 •+• 2 0 0 4 - 8 7 • 4 - 3l 4 - 1 0 4 - O 

0 , 2 4 - 1 8 8 1 4 - n o 3 4 - 6 1 4 4 - 3 2 3 +- 1 5 9 4 - y5 4 - 35 4 - i 5 4 - » 

0 , 4 4 - n 5 8 -f- 7 0 3 - 4 4 2 3 -+- 2 0 2 4 - 1 6 0 4 - 1 0 7 4 - 7 5 4 - 5 7 4 - » 
0 , 6 4 - 7 0 7 -f- 5 2 i 4 - 366 - 1 - 2 6 1 4 - 1 9 0 4 - 1 4 0 4 - 1 0 6 4 - 7 6 4 - » 

0 , 8 4 - 4*4 4 - 2 8 6 4 - 1 9 3 4 - 1 2 6 4 - 7 9 4 - 4 7 - H 2 6 4 - 1 2 4 - » 

j = i , 0 0 0 , 9 8 0 , 9 6 0 , 9 4 0 , 9 2 0 , 9 0 0 , 8 8 0 , 8 6 

x = 0,0 4 - 2 6 1 7 4 - 1 5 8 4 4 - 9 1 7 4- 5 o 4 4 - 2 5 7 - H 1 2 0 4- 4 5 4 - 1 0 -t- o 

0 ,2 4 - 2 1 9 5 4 - 1 3 3 9 7 8 7 4 - 4 4 8 4 - 2 4 5 4 - l 3 o 4 - 6 7 4 - 2 8 - 4 » 

0 ,4 4-I75o 4 - u 6 o 4 - 7 - 4 - 1 - 5 l 7 4 - 3 5 7 - 4 2 3 2 4-I78 4 - 1 2 7 8 

0 , 6 4 - 1 5 9 2 4 - I l 6 o 4 - 8 5 2 4 - 6 2 7 - 4 4 6 2 4 - 3 3 9 4 - 2 5 o 4 - 1 8 0 4 - )) 

0 , 8 4- 9 6 6 - 1 - 4 7 1 4 - 4 5 | - 4 2 9 7 - 4 - 1 8 6 4 - f i l 4 - 6 l 4- 12 4 - » 

7 = 1 , 0 0 0 , 9 8 0 , 9 6 0 , 9 4 0 , 9 2 0 , 9 0 0 , 8 8 

, r = O , 0 4 - 2 8 2 8 4 - 1 7 3 6 4 - I 0 2 2 - 4 5 7 4 4 - 2 9 8 - 4 I 39 4 - 48 4 - O 

0 , 2 4 - 2 4 8 4 4 - i 5 5 2 4 - g41 4 - 5 5 5 4 - 3 i 5 4 - 1 7 2 4 - 8 7 4 - » 

0 , 4 4 - 2 3 2 0 4 - 1 5 9 9 4 - 1 1 0 8 4 - 7 6 8 4 - 5 4 3 4 - 386 4 - 2 7 2 4 - » 

0 , 6 t - 2 4 1 5 4 - I789 . - - l 3 2 9 4- 9 8 4 4 - 7 2 7 4 - 5 3 3 4 - 3 8 9 4 - » 

0 , 8 4 - 1 5 1 5 - r - r o 5 3 - 4 7 1 3 4 - 4 6 7 4 - 2 9 3 4 - 1 7 4 4 - g5 4 - » 

7 = 1 , 0 0 0 , 9 8 0 , 9 6 0 , 9 4 0 , 9 2 0 , 9 0 0 , 8 8 

, r = o , o 4 - 3 o i 4 4-1866 --1108 4- 627 4 - 3 2 4 -4 i 4 5 4 - 3 9 - 4 o 
0 , 2 - 4 2 7 4 6 4-I743 4-JO76 4- 645 4- 3 7 1 - 4 2 0 2 -+- 9 6 4 - )) 

0 ,4 -4286g 4-2019 4 - 1 4 2 6 4-1006 4 - 7 1 7 4 - 5 i o 4- 358 - 4 » 

0 , 6 — 3 2 2 4 4 - 2 4 0 8 4-1798 4 - l 3 3 5 4 - 9 8 6 -4- 7 2 3 4 - 5 2 5 4 - » 

0 , 8 4-2061 4-1433 4- 971 -4 636 4 - 4 ° ° 4 - 2 3 7 - 4 1 2 9 4 - » 



7 = i , o o 0 ,98 0 ,96 0,94 0,9a 0,90 0,88 

, r = = o , o -i-3i73 4 -1972 -+-1173 -f- 661 -t- 335 -+- 138 -f- 18 4 - o 

0,2 -+-2982 -t-igiO + I I 9 0 - 4 - 7 1 8 - 4 - 4 l l H- 2 l8 -h 92 4 » 
0,4 -4-3394 -t-2420 4 - ο 72.7 4 - I 2 3 o 4 - 879 4 - 624 4 - 435 4 - » 
0,6 4-4021 4 - 3 o i 7 4 - 2 2 , 7 7 4 - 1 6 7 7 4 - 1 2 3 9 4 - 907 4 - 656 4 - » 
0 ,8 4 -2604 4 -1810 4 - 1 2 2 6 4 - 804 4 - 5o5 4 - 300 + l63 4 - )) 

y — 1,00 0,98 0 ,96 0,94 0 ,92 0 ,90 

x= 0 ,0 4-33o4 4 - 2 o 5 5 4 - 1 2 1 9 4 - 678 4 - 33o 4 - 117 --- o 

0 ,2 4 - 3 1 9 2 4 -2o55 4 - 1 2 8 5 4 - 773 4 - 437 - 1 - 221 4 - » 

0 ,4 4 -3898 4 -2803 4 - 2 0 1 2 4 -1441 -41029 + 7 2 7 4 - » 
0 ,6 4 -4806 4 - 3 6 i 5 -42708 4 - 2 0 i 3 -i-i485 4 - 1 0 9 3 4 - » 
0 ,8 4 - 3 i 4 4 4 - 2 i 8 5 4 -1481 4 - 971 4 - 610 4 - 362 4 - » 

7 = 1 , 0 0 0,98 0 ,96 0,94 0 ,92 0,90 

<r = o ,o 4 - 3 4 0 9 4 -2114 4 - 1 2 4 4 •+- 676 4 - 3 i2 4 - 83 - 4 o 

0,2 4 -3374 4 -2176 4 - i 3 6 i 4 - 813 -4 446 4 - 210 4 » 
0,4 4 - 4 3 8 o 4 - 3 1 6 5 4 - 2 2 7 9 4 - 1 6 3 6 +1167 4 - 8 1 9 4 - » 
0 ,6 4 - 5 5 7 9 4 -4204 4 - 3 i 4 8 4 - 2 3 4 0 -t-1727 -41260 4 - » 
0 ,8 4 - 3 6 8 i 4 -2558 4 - 1 7 3 2 4 - 1 1 3 8 4 - 713 4 - 423 4 - » 

7 = 1 , 0 0 0,98 0 ,96 0,94 0 ,92 0 ,90 

„ r = o , o 4 -3485 4 - 2 i 5 3 4 - i 2 5 o - 4 660 4 - 276 -f- 40 4- o 

0 ,2 4 - 3 5 3 i 4 -2277 -4-1417 4- 833 4- 443 4- 189 4- . » 
0 ,4 4 -4840 4 - 3 5 n 4 - 2 5 3 i 4 -1821 4 -1292 4 - 902 -4 » 
0 ,6 -4-6338 4 -4780 4 - 3 5 8 8 4 -2662 4 - 1 9 6 0 4 -1432 - 4 - » 
0 ,8 4 - 4 2 i 5 4 -2928 4 - i g 8 5 -4i3o2 - 4 819 -+- 485 4- » 



M . F a y e (Cours d'Astronomie de l'Ιcole Polytechnique, I r e P a r t i e , p . 2 9 9 ) 

d o n n e , p o u r v a l e u r d e l ' a p l a t i s s e m e n t t e r r e s t r e , 

O r on c o n s t a t e i m m é d i a t e m e n t , ΰ l ' a ide des T a b l e a u x q u i p r é c è d e n t , q u e , 

q u e l l e q u e soi t la d e n s i t é superf ic ie l le p n l ' é q u a t i o n 

N n — D k — o 

n ' e s t vérif iée p a r d e s s y s t è m e s c o n v e n a b l e s d e x ety q u e p o u r des v a l e u r s de eK 

i n fé r i eu res ΰ u n c e r t a i n n o m b r e yj, c o m p r i s e n t r e I l en r é s u l t e q u e la 

T e r r e n e p e u t κ t r e ass imi lée ΰ u n e m a s s e f luide c o m p o s é e de t ro i s c o u c h e s h o m o -

g è n e s d i s t i n c t e s . 

L a v é r i t a b l e c o n s t i t u t i o n d u g l o b e es t c e r t a i n e m e n t b e a u c o u p p l u s c o m p l e x e 

q u e n o u s n e l ' a v o n s a d m i s d a n s n o t r e h y p o t h è s e . C e p e n d a n t , d i s p o s a n t d ' u n p a r a -

m è t r e a r b i t r a i r e , il é t a i t n a t u r e l de s ' a t t e n d r e ΰ p o u v o i r d é t e r m i n e r c e t t e v a r i a b l e 

de faηon ΰ r e n d r e les é q u a t i o n s d e C l a i r a u t i d e n t i q u e s , l o r s q u ' o n y i n t r o d u i t les 

n o m b r e s fou rn i s p a r l ' o b s e r v a t i o n . 

D a n s ce q u i su i t , n o u s a l l ons d é t e r m i n e r le n o m b r e Y] a u q u e l l ' a p l a t i s s e m e n t 

t e r r e s t r e d e v r a i t κ t r e i n f é r i eu r , p o u r q u e le p r o b l è m e soi t s u s c e p t i b l e de so -

l u t i o n s . 

I V . 

L ' é q u a t i o n ( 1 7 ) d u § I I de la s e c o n d e P a r t i e , en p o s a n t 

( 1 ) 

p e u t s ' é c r i r e 

' ( 2 ) 

L o r s q u ' o n fait x o u y éga l ΰ les t r o i s c o u c h e s se r é d u i s e n t ΰ d e u x , e t l ' é -



q u a t i o n ( 2 ) d e v i e n t , en r e m p l a η a n t 

Q u e l l e q u e soi t la d e n s i t é e x t é r i e u r e p n c e t t e é q u a t i o n a p o u r r a c i n e 

N o u s a l lons c h e r c h e r la v a r i a t i o n d e c e t t e r a c i n e l o r s q u ' o n a j o u t e u n e t r è s 

p e t i t e q u a n t i t é '( a u s e c o n d m e m b r e de l ' é q u a t i o n ; ΰ ce t effet, il c o n v i e n t d e la 

d é v e l o p p e r en sé r ie s u i v a n t les p u i s s a n c e s a s c e n d a n t e s de 

P o s o n s 

D i f f é r e n t i a n t , o n a 

R e m p l a η a n t k, n, h en f o n c t i o n de ex [ f o r m u l e s ( i 5 ) , p . 3 a ] e t e f fec tuan t les 

d é r i v a t i o n s , il v i e n t 

d ' o ω 

O n a d o n c 

(3) 

L e s q u a n t i t é s n, <p, s o n t d e l ' o r d r e d e eK. I l en r é s u l t e q u e es t de l ' o r d r e 

de eK e t p a r e i l l e c h o s e a r r i v e p o u r les d é r i v é e s s u i v a n t e s . S i la q u a n t i t é t es t 

t r è s p e t i t e , o n p o u r r a se c o n t e n t e r des t e r m e s éc r i t s d a n s la f o r m u l e ( 3 ) , p u i s q u e 

H . 7 



les n o m b r e s ' ( 2 , '(% • • •> dé j ΰ n é g l i g e a b l e s , son t m u l t i p l i é s p a r d e s coeff ic ients d e 

l ' o r d r e d e e 4 . 

D a n s ce q u i su i t , n o u s s u p p o s e r o n s la d e n s i t é superf ic ie l le p t = 2 , 5 . 

D a n s le coeff icient d e Η, eK d o i t κ t r e r e m p l a c é p a r £ L e s ca l cu l s fa i ts , 

on t r o u v e 

(4) 

C e t t e f o r m u l e m o n t r e q u e eh e s t s u p é r i e u r ΰ t l o r s q u e t es t u n e q u a n t i t é n é g a -

t ive . R e v e n o n s ΰ l ' é q u a t i o n ( 2 ) . O n p e u t l ' é c r i r e 

L a fonc t ion d e v i e n t n u l l e , so i t q u ' o n y fasse x = h, so i t q u ' o n 

y r e m p l a c e y p a r l a m κ m e q u a n t i t é . O n a d o n c i d e n t i q u e m e n t 

e t c p ( # , y ) r e s t e finie p o u r x = h ou y = h. 

L a l i m i t e d u p r e m i e r m e m b r e d e l ' i d e n t i t é 

p o u r y = h, q u i s ' o b t i e n t f a c i l e m e n t e n e m p l o y a n t la r è g l e d e s d é r i v é e s , es t i d e n -

t i q u e m e n t n u l l e ; d o n c <p(#, y) c o n t i e n t le f a c t e u r (y — h) e t l ' on a 

O n en t i r e 

L a l i m i t e d u p r e m i e r m e m b r e p o u r x — h, d é v e l o p p é e s u i v a n t les p u i s s a n c e s 

a s c e n d a n t e s d e (y — h), es t 



P o u r d e s v a l e u r s d e x e t d e y t r è s vo i s ines d e h, o n a d o n c ( 1 ) 

C ' e s t u n e q u a n t i t é n é g a t i v e t r è s p e t i t e , q u i c r o ξ t en v a l e u r a b s o l u e q u a n d x ety 

s ' é l o i g n e n t d e h. 

R e m p l a η o n s '( p a r d a n s l ' é q u a t i o n ( 4 ) - D ' a p r è s 

la r e m a r q u e q u i a é t é fai te p l u s h a u t , o n a u r a es ^> £, e t e, a u g m e n t e r a q u a n d 

x e t y s ' é l o i g n e r o n t d e h t o u t e n r e s t a n t t r è s v o i s i n s . C e t t e r a c i n e a d ' a i l l e u r s 

u n e l i m i t e assez r a p p r o c h é e d e £, p u i s q u e p o u r eA le p r o b l è m e n ' a d m e t 

p a s d e s o l u t i o n s . O n p e u t r e c o n n a ξ t r e f a c i l e m e n t q u e c e t t e l i m i t e , d é s i g n é e 

p l u s h a u t p a r Y], e s t ΰ p e i n e d i f f é ren te d e e. 

F a i s o n s , d a n s l ' é q u a t i o n ( 4 ) , 

O n a u r a 

C e t t e é q u a t i o n a la f o r m e d e cel le d e L a g r a n g e , p a r su i t e 

o u s i m p l e m e n t 

( 5 ) 

C e t t e f o r m u l e m o n t r e q u e yj c o r r e s p o n d a u m a x i m u m de la v a l e u r p o s i t i v e 

d e — l(x,y, E ) . 

( ! ) On a plus r igoureusement 

mais ce développement cesse assez rap idement de bien représenter la fonction quand x et y 

s'éloignent de h. 



Logarithmes de 

j = o , 8 4 7 = 0,86 7 = 0 , 8 8 7 = 0 , 9 0 7 = 0,92 7 = 0 , 9 4 7 = 0 , 9 6 . 7 = 0 , 9 8 r - 1 , 0 0 

. - 0 0 . . 5 > 9 583i i 2 , 9 5 8 5 2 7 2,939710 2,962728 2,966848 2.970647 5 , 9 7 548o 2,980707 2,986205 3 , 9 9 1 9 " 
1 ' . 2,9583M 2968202 2,968826 2, 9 5 9 533 2,96x808 2,964886 2,9686,8 2,9728,7 *,977 66 2,982 5g 

U o , l . . 2 9583xx 2 95823- 5 , 9 5 7 9 , 9 2 , 9 5 7 7 7 4 2,968020 2 , 9 5 8 7 7 2 2,960006 2,96x70 2,96 19 2,966 6 
Lo . . . 2 9583.x 2,958277 2, 9 58x3 4 2,907967 5 , 9 5 7 855 2 , 9 5 7 8 7 x 2, 958o 4o 2,9 58.68 2,9 864 . 9 
* _ 0 ' 8 5 9583xx 2, 9 58302 2 908298 2,968268 2,968249 2,968289 2,968287 2,908247 -,968272 2,968809 

5, 9 583ii 2.9688, , 2,9588M 2 ,9688, , 2,9688,1 2 ,9688, , 2 ,9688, , 2, 9583,x 2,9688, x 2,96881, 

O n v o i t , s u r le T a b l e a u q u i p r é c è d e , q u e p o u r e{ 
£ p a s s e p a r sa p l u s 

p e t i t e v a l e u r d a n s le v o i s i n a g e d e x = o , 4> y = ° 5 8 8 . L e l o g a r i t h m e a p p r o c h é 

d u m i n i m u m est 2 , 9 5 7 6 . I l es t faci le d ' e n d é d u i r e q u e le m a x i m u m d e — t ( x , y , z) 

a p o u r v a l e u r o , o o o i 5 . P o r t é d a n s l ' é q u a t i o n ( 5 ) , ce n o m b r e d o n n e o , o o o o o o 5 

p o u r d i f fé rence e n t r e Y] et s, ce q u i es t i n s e n s i b l e . 

A i n s i , la t h é o r i e d e G l a i r a u t n e r e p r é s e n t e p a s m i e u x les o b s e r v a t i o n s q u a n d , 

a u l i eu d e d e u x c o u c h e s , on en p r e n d t r o i s . 
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P R O P O S I T I O N S D O N N É E S PAR LA FACULTÉ. 

A p p r o x i m a t i o n d e s f o n c t i o n s d e t r è s g r a n d s n o m b r e s d ' a p r è s u n M é m o i r e d e 

M . D a r b o u x (Journal de Liouvillc, 3 e s é r i e , t . I V ) . 
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