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PREMIERE THESE.

ETUDE

SUR LA

FIGURE DES CORPS CELESTES.

Une des premiéres applications des lois de la gravitation universelle a ¢té de
rechercher la figure des corps célestes supposés fluides, en partant des équations
générales de 'Hydrostatique. Ce probléme se raméne a une question d’Analyse
présentant des difficultés considérables. Les plus grands géométres ne pouvant
les surmonter, méme en considérant le cas simple de 'homogénéité, ont du
renoncer & en oblenir la solution générale ct se borner & des cas particuliers.
Maclaurin, le premier, a démontré qu'une masse fluide homogéne, tournant uni-
formément autour d'un axe et limitée par un ellipsoide de révolution aplati
suivant 1'axe de rotation, peut se maintenir d'elle-méme en équilibre. Jacobi a
établi ensvite que U'équilibre relatif peut également exister lorsque la surface
libre est un ellipsoide & trois axes inégaux. Pendant longtemps ces deux figures
d’équilibre furent les seules connues, mais récemment M. Poincaré est arriveé &
des résultats de la plus haute importance. Aprés avoir démontré des proposi-
tions énoncées par MM. Tait et Thomson (') et relatives aux formes annulaires
d’équilibre, M. Poincaré a reconnu que le probleme est susceptible d'une infinité
de solutions en dehors des ellipsoides et des anneaux (?).

D’illustres savants, se placant & un point de vue plus spécial, ont étudié la
question d'une maniére approchée dans le but d’arriver a des connaissances

(1) Bulletin astronomique, t. 11, p. 109 et 405.
(2) Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, 1

er

semestre de 1885 et Acta
mathematica.

H. I
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2 ETUDE

générales sur la constitution des planétes supposées hétérogénes. Dans leurs
admirables travaux, Clairaut et Laplace se sont basés sur ce fait que les corps
du systéme solaire sont trés voisins de la forme sphérique, et les ont décomposés
en couches de densités différentes toutes concentriques. Clairaut a admis que
ces couches sont séparées par des ellipsoides de révolution peu aplatis; Laplace
a démontré depuis que cette hypothése est la seule possible. Ces grands maitres
ont ¢établi en particulier des relations simples entre la configuration et la consti-
tution interne de notre globe. ‘

Plusieurs hypothéses ont été proposées sur la variation de la densité a I'inté-
rieur de la Terre, mais aucune d’elles ne permet d’établir un accord suffisant
entre la théorie et les nombres donnés par 'observation, et il est remarquable
ue toules les lois envisagées jusqu'ici ont présenté le méme écart. Dans un, tra-
vail récent ('), M. Roche, discutant ces résultats, a cru pouvoir en conclure que
la partie centrale de la Terre est actuellement & I'état solide. Partant de la, le
savant professeur montre que la rotation de notre planéte aurait été en s’accé-
lérant dans la succession des siecles, et il déduit de diverses considérations que
la Terre peut étre assimilée a une masse formée de trois couches d’inégales den-
sités. Ces principes posés, M. Roche arrive a faire coincider la théorie et les
résultats fournis par I’Astronomie et la Géodésie.

Dans la premiére Partie du présent travail, j'examine si les diverses couches
dont sont composés les corps célestes, supposés fluides, peuvent étre rigoureu-
sement séparées par des ellipsoides. J'établis qu'une masse fluide en équilibre
relatif, dans laquelle la densité¢ croit ou décroit constamment de la surface au
centre, ne peut étre composée de couches homogeénes séparées par des surfaces
ellipsoidales, sauf dans le cas ot ces surfaces sont de révolution et ou la rotation
n’est pas uniforme.

Dans la seconde Partie, je fais I'application des équations de Clairaut a la
Terre supposée composée de trois couches, afin de placer la méthode de I'illustre
devancier de Laplace dans les conditions ot M. Roche a formulé son hypo-

these.

(V) Mémoire sur Uétat intérieur du globe terrestre (Mémoires de I’ Académie des Sciences
de Montpellier, 1. X).
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SUR LA FIGURE DES CORPS CELESTES.

o

PREMIERE PARTIE.

Considérons une masse fluide dont toutes les parties s’attirent suivant la loi
de Newton, formée de couches de densités différentes, séparées par des ellip-
soides concentriques ayant leurs axes dirigés dans les mémes directions et tour-
nant d'un mouvement uniforme autour d'un de ces axes. En supposant les
fluides parfaits et incompressibles et la pression extérieure constante, on peut
trouver les conditions d’équilibre d'un pareil systeme.

Solent

Sy, Sy, ...y 5, les divers ellipsoides comptés a partir de la surface extéricure;
1y Pas -+ -, pu les densités respectives des couches comprises entre les surfaces
<b|7 52)7 <SQ7 S3>7 Sl Sn;

Ty N2y - -5 Ny les différences p, — 0, po— 4, + . +) Pr— Py

Je prends pour axe des x I'axe de rotation, et pour axes des y et des s les
deux autres axes des cllipsoides.

Cherchons les conditions d’équilibre de la surface S, et, a cet effet, commen-
¢ons par exprimer la force qui sollicite un point quelconque M de coordonnées
%, 3, v placé sur cette surface et ayant pour masse 'unité. Cette force est la
résultante de I'attraction de la masse totale sur ce point et de la force centrifuge
provenant de la rotation.

Soient V,, V,, ..., V, les volumes renfermés dans les surfaces S,, S,, .
les masses attirantes sont

5
500105 5

(V,— V‘Z)PI’ (W= ‘73);029 o, Pn
ou, ce qui revient au méme,
Vl,ou Vz(?z“ Pi)’ \’3(‘03— P?), ey Vn({J/z T Pn—1),

¢’est-a-dire

7 T T 7h
\l'flla "202? \3/]3, O gt ‘llnll'

Désignons, d'une facon générale, par X,, Y;, Z; les composantes de attraction
de la masse V;v; sur le point M. Les composantes de l'attraction de la masse
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5 ETUDE

entiére sur le méme point seront alors

r=p (/:"
A= oo Bk
=il qg=p-+1
I':’./I (/:n
/ .k E
(1) (vz,l,:Zy,.+ E Y,
Ta—1 g=p-+1
P= qg=n
@p :EZ, = E Zq.
| =l g=p+1

Les premiers signes X comprennent les composantes des attractions des ellip-
soides ayant le point M & leur intéricur et les seconds celles des ellipsoides ne le

renfermant pas.
La force agissant sur le point M, en appelant o la vitesse de rotation, a donc

pour composantes
{ e

(2) b, 0?5,
( e, + wly.

La théorie de I'attraction des ellipsoides donne les expressions de X, Y,, Z,;
Ry Vol

Représentons, d’une maniére générale, par a;, b;, c; les demi-axes de I'ellip-
soide S;. On a

/ ©

X, ——2nfn,

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 20 2



(S))

SUR LA FIGURE DES CORPS CELESTES.

on a de méme

!’ Xo=— 27‘-.‘/7‘,1: /"“ ds —
S G )+ 3)

¥ d | Vcls

1+S> (1} S><‘1+S>(1' S>
el it 73 el
[/;/ \/ \ a;, 4 b7 cq

TRACIEIEN | / iy

Y/ oy ey e

De plus, le point M étant sur la surface S, ses coordonnées vériient 1'é-

ca |

quation
: 0(2 6'1 i
(6) L+ L=
a: b, G

La pression extérieure est constante, donc la surface S, est une surface de ni-
veau. Dans ces conditions, on prouve en Hydrostatique que la densité est la
méme en tous les points d’'une méme surface de niveau. ll en résulte que toutes
les autres surfaces S,, S, ..., S, sont aussi des surfaces de niveau. La force qui

sollicite le point M doit par conséquent étre normale a la surface S,. En se repor-
tant aux expressions (2) des composantes de cette force, on a

a
B L Vheis AL W 0

&g i B o

2 3 3
@ 3 €

. ah at A
wr=— L b L
3 by @
7) e a; fo
e >
(= — i —+ —%’ L2
\ it T

Remplacant 4, #,, €, par leurs valeurs déduites des expressions (B0 N 5,

il vient, en posant

A,

1 |

\/<I+Z:—.>)<I+%><I+5%)’
4=/ () () (5)

(8)

S
\
1
J
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6 ; ETUDE

pour la premiere équation (7),

g r=p ks d =D > e d
OGNS 7 88 N B o o G5 8
anf b? s b2 a’ | 6 s
f r=i ' <I+ F>Al R 2 <I+ ;? A;.
0 r 0 r
q=n = q=n %!
. 2 Nq ds @ Wy ds
b2 iy ATk 2 b2 a2 e
g=p+1 “ e = Aq g=p+1 2 Lot o A,]
& b a
Vg q g q
ou bien
o > G — S
n=n 2 S alz’ [)2 { =n 2 [ alz’ 2 3 .
o? = a?l *““*ﬁ( F-s)|ds q “q+5—ﬁ(bq+§) ds
e —— Ny = - 2 = : = 2 1 E z 3
a2 f o (a2 +s)(b2+s)A, Iy, (ai+s5)bZ+s)4,
r=1 qg=p+1
(M) de méme
0 al ®© a:z —
[aﬁ+s~;%<cﬁ+s>]ds v [a3+s~;~£<cz+s> ds
f] e P L k- P =
=3 . . BT A N
|27/ El /o (al+s)(ci+s)A, %y 1, (al+s)(c2+s)A
= [7:,)

Telles sont les équations exprimant I’équilibre en un point quelconque de la
surface S,.
Les équations (4) et (6) peuvent s’écrire

2 2
al—+v az—+v
Vg 7
o2 A B2+ I y:—al—v,=o,
i+ Vg 2+ v,

2 2
a a
2 P R2 R OB S
#+ 5B+ Sy —agp=o.
4 =D

On en tire par soustraction

2 2 Apieey " 2 2 TS
a a,,—+— Vg ! a a;+ Vg . . ;
(9) <5§_——1)2—4—* )@l—l— %—T)7:+aé+‘)q—/lﬁ:(,).
Op 7+ Vg, \ €p Cqt+Vq/

v, est défini par cette équation (g ); cette quantité dépend done de B2 et de v2.
Ainsi les seconds membres des équations (A) sont des fonctions de B2 et v2, ce
qui ne doit pas étre si I'équilibre est possible.

Exprimons, pour faire disparaitre 32 et y* des seconds membres, que les déri-
vées de ces seconds membres prises par rapport a % et a y? sont nulles identi-
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SUR LA FIGURE DES CORPS CELESTES.

quement :
) n [af‘;—)—a————(b -+ ) | ds
Eg”q - (a3+s)(bq+s)A;*

®

(10)

a’
n1 J [a3+s—b—g(b —l—s)\ds v[
'zﬂqﬁ, NG LT

p+1

Mais on a
a‘l
=L (b,"; S ’l,{) )

0 az
[ 7+ —g(b?,+s)]ds a;‘}“*"”q“ b2
P ty e

a;l—r‘ St
(11) —()—— A o it bl it e i necurs
0V (ag—+s)(by—+$)Aq (a2 vg) (b3 + )0y
en posant
N g\ ( Vg "qir
(12) So=\/ (122 ) (1+22) (1+ )
az/) \ b} e

Pour avoir —Z 052 , différentions les deux membres de I'équation (g ) par rapport

ale,
e ),, —a;
b2 i (b v Ul O P SR

P

a3?

)
ct—a? adv
3—a ] it

I’identité (10) devient, en y remplagant b(%’- par sa valeur,

B 2 k4
d Las—f—vq—?}—’ﬁ—'(bz-t—vq)‘
oo OZZW' b:—az E c-,~—a;] 1
(@2 —+v,) (b2 +v 23[ S L Wik SN ; a, ]

q 7)(0g 7)?9g = (b2 vg)? 7 (C2vg)?

Pl

La fraction placée sous le signe 2 est essentiellement positive. Il suffit pour le

p+1
prouver de montrer que le facteur
2 2 2
. _bfl,_ ag /2 Cy aq
(072 (c,,+ V)

estpositif. Or on peut I'écrire
i s tiaty. .
b2 +vg b3V, i vg €+ Vg

e a3
B+ e
(C;—F ‘)(])2 /

(g =g )
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8 ETUDE
D’apres I'équation (4 ),

@2 gE o g Xt

[ — — =
AR 2 D,
b+ vq Cq-vg a; -ty

La méme inégalité aura lieu @ fortiori si 'on diminue la valeur absolue des

quantités négatives entrant dans le premier membre, en multipliant ces quantités
B! ox LI
B v,

Ainsi le multiplicateur de v, sous le signe X dans I'identité (13) ne peut pas

inférieurs a 'unité.

par les facteurs

étre négatif.

Supposons, ce qui comprend le cas des corps célestes, que la densité croisse
ou décroisse constamment de la surface au centre : alors toutes les quantités
sont de méme signe, et I'identité (13 ) ne peut exister que si l'on a

a2
(14) a,“}—%—vq——«#;(béA—vq):o;
P

la méme discussion de la deuxiéme équation (A ) donnerait

2
“»

(13) e e e (e = e

W
c;

L’équation (g) donne alors

(16) 2= e=tas

En portant cette valeur de a + v, dans les relations (14) et (15), on en
déduit
b2+ v, = b},

(17) Todtinnl i

2 1 ey
Q G = Gr.

Les équations (16) et (17) expriment que les surfaces S, et S, sont homoto-
cales; comme p ct ¢ sont quelconques, tous les ellipsoides séparant les milieux
différents doivent étre homofocaux.

Il en résulte
08 =i = b= = o

(18)

22 G A 2N e B B
?.(’l u‘(li—op¥a/)‘—/‘)

7 et P étant quelconques entre 1 et 7n.
ILa premiére équation (A), en tenant compte des équations (18) dans les nu-
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SUR LA FIGURE DES CORPS CELESTES. 9
mérateurs des fonctions placées sous les signes f, devient
r=p (/—".

02 h g s+ a2— a} Gy s-—(a,‘i——a,“})‘
= 2-‘.—— L s E 2 ds.
o 2rf i b}ﬁf (af-+s)(br+s)A, &l nq jn,’— (a4 ) (b3 +9)8, 7
r=1 7 n:,

0

Le premier membre étant positif, le second doit I'étre aussi. Or les intégrales
qui y figurent sont essentiellement positives : il faut donc que /4 soit du signe des
quantités . La deuxiéme équation (A) conduirait a un résultat semblable pour 4.
Ainsi, lorsque la densité croit constamment de la surface au centre, tous les ellip-
soides doivent étre aplatis, et le contraire a lieu si la densité suit une loi inverse.

Cela posé, la premiére équation d’équilibre de la surface S, peut s’écrire

r=p

i T s+ai—ap,, s 8 3_‘;(arz>+;—a3')
2“' b2 PR N e e 2 £ bgﬂfa g(a?I—)—s)(bZ—J.—s)A,,ds’

P+l g=p+1 ap 1 —dg

(20

les limites des signes X étant les ‘mémes que pour la surface S,, ce qui est
permis, car les fonctions placées sous ces signes sont égales pour rr =g = p + 1.
Retranchons I'équation (20) de l’équation (19). La différence des premiers
2 < 2 eta;, < a,. Ladifférence des seconds signes
2 est aussi négative, I’élément dlfferentlel étant plus grand etla limite inférieure
de l'intégrale plus petite dans I’équation (20). ‘
Ainsi les équations d’équilibre des surfaces séparant les différents milieux sont

signes 2 est négative, car b’ s

incompatibles.
Il en résulte ce théoréme (') :

Une masse fluide en équilibre relatif, dans laquelle la densité croit ou dé-
croit constamment de la surface au centre, ne peut étre composée de couches
homogénes séparées par des ellipsoides.

II.

Le théoréme démontré dans le § T est général et comprend le cas ot les ellip-
soides, au lieu d’étre & trois axes, sont de révolution. Celte question pourrait
d’ailleurs étre traitée directement apres avoir effectué les intégrations dans les
expressions des composantes de 'attraction.

(1) Javais primitivement établi ce théoréme a Iaide des formules ordinaires de lattraction
Sur le conseil de M. Tisserand, j’ai repris la démonstration en partant des expressions de Di-
richlet; ces formules conduisent plus simplement au résultat.

H. 2

A
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1o ETUDE

Dans I'hypothése des couches de révolution, il y a lieu d’étudier la question
suivante :

Etant donnée une masse fluide en équilibre, composée de couches homogénes
dont la densité croit de la surface au centre, est-il possible de trouver une loi
de rotation continue, telle que les surfaces séparant les milieux différents soient
des ellipsoides de révolution autour de I'axe de rotation et dont tous les points
tournent avec la méme vitesse angulaire ?

Désignons par o, la vitesse angulaire de rotation des points placés sur la sur-
face S,. Les conditions d’équilibre de cette surface s’obtiennent exactement
comme si la rotation était uniforme dans toute la masse fluide; d’ou il suit que
I’on doit avoir, en adoptant les notations du § I et faisant b = ¢ dans les équa-
tions (A),

| r=p i 2 (l,% 1
(1)2 a +S-—’b‘§(1 +S)
2—1';7: e p/ \ 2
=1 s 2 o 4 79
J, e/ ) (i 55)
(1) { g
Tl [a + 5 a”(b’ —&—s)}
+ ¥ 7 =
2 Z s \2
| g=p+1 (af +s)(bg +S)\/ I e H— }2)
\ Vg it

On démontrerait, comme au § I, que, pour que I'équilibre ait licu en tous les
points de chacune des surfaces S, ces surfaces doivent étre homofocales. Il en
résulte, comme on I'a vu,

e e B K
\Jq AVCl, Clq,

(2) ?b —a} = b} —aj,
ou i et p sont des entiers quelconques compris entre 1 et 7.

De plus, la densité croissant de la surface au centre, on a vu que I'axe dirigé
suivant I’axe de rotation dans chacune des surfaces S était nécessairement le
plus petit.

La derniére des relations (2 ), en posant

b} =a? (1+ 1),

(3) .

[ b2 =ak(1+1}),
devient
(4) ai ki =all;.

Les intégrations a effectuer dans le second membre de I'équation (1) se ra-
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SUR LA FIGURE DES CORPS CELESTES. I

ménent aisément & celles de fractions rationnelles. Les calculs faits, et aprés y
avoir remplacé les quantités b par les quantités A en vertu des relations (3),
cette équation devient

[ r=p
2 o 2
w3 3+ 22 1+ A2 1 2
— = : [ ——ZLarctangd,— =5 —
\ anf 1+ 2 AL TR g
(9) 4 - n
g=n .
3+ 23 3 1422
S Paretangd, — —55 2 Z.
' +<1+;‘,2,“a°1 D e

g=p+1

in faisant successivement p =1, 2, ..., n dans I’équation (5), on obtient
n équations pour déterminer ®,, w,, ..., w,. Ce sont des conditions nécessaires
de I'équilibre de la masse, mais non suffisantes. Il faut encore déterminer la loi
de variation de la vitesse de rotation a l'intérieur des couches homogenes. Il est
facile de trouver cette loi lorsque les points animés de la méme rotation se
trouvent sur des ellipsoides de révolution concentriques a la masse fluide.
D’abord ces ellipsoides doivent étre homofocaux aux surfaces S LSS e
I'un quelconque d’entre cux divise la couche homogéne a lintérieur de laquelle
il se trouve en deux autres, et le raisonnement qui a été fait pour établir que les
ellipsoides de séparation des couches sont homofocaux ne suppose nullement que
toutes ces couches aient des densités différentes.

La méme remarque conduit immédiatementa 'expression de la rotation. Con-
sidérons, par exemple, la couche homogéne comprise entre les surfaces B, el
Sp.i- Soit S Tellipsoide homofocal aux surfaces S, et S,,, passant par tous les
points de la couche dont la rotation est Q; posons, comme plus haut, pour cette

surface S,
. b2=a?(1+ A2).
L’équation (5) donne

/ P i
Q 34Xy L A; el 1 2
ey e TS UL T SRR R
B ! r=i1
(/) 4 b, qg=n
e 3+)"Qarctan°") L 7 e
A S R T
f]:p'i—1

Il est & remarquer qu'il n’y a pas de terme provenant du dédoublement de la
couche homogéne & ajouter 4 ceux compris sous les signes X, la différence
1 = p,— pp ¢lant identiquement nulle.

Lorsque lellipsoide S varie d’unc maniére continue entre les surfaces S,
et S,.,, A varie d'une mani¢re continue entre A, et X,.4 et, par suite, Q entre w,

etmp.,_,.
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12 ETUDE
Si la rotation intérieure suit la loi définie par les équations (5) et (7), la masse

fluide est en équilibre, sauf, comme nous allons le voir, dans le cas ot la rotation
extérieure dépasse une certaine limite.

L’équation exprimant I’équilibre de la surface S, s’obtient en faisant p =1
dans I'équation (5); les termes généraux des deux signes X étant égaux pour
Pl e plar DI

g=n

G il 3k E‘fl el
anf  \1-+2A2 h 1+ A2 AT
q=1

Soient V, le volume de Pellipsoide S,, V, celui de l'ellipsoide S;. On a

1

Vo
V;

tmad (1 +13),
&
3

—=imad(1-+2A?).

Eliminons a,, et a; entre ces deux équations et I'équation (4) qui exprime que
les surfaces S, et S, sont homofocales; il vient

8 : LA R
(#) T T T
. . ; ¢ 1+ Af
Faisons i = ¢ et p = 1 dans cette équation et remplagons —-= par la valeur
q

2
P . A
u’on en déduit dans ’expression de —L; nous trouverons
i P amf’

g=n L
w?  /3+A} ___i‘ i’llz
271:]'_< M arc tang i, 7\%) v,
/7',:1
ou
bl AU T __3_)
(9) 2nf_< ¥ arc tangi, ) A,

A désignant la densité moyenne de la masse entiére.
Cette équation exprime I'équilibre d'une masse fluide homogéne, de densité A,

tournant uniformément avec la vitesse angulaire w, quand la surface extéricure

est un ellipsoide de révolution aplati.

: . 3+ a? 3 ¢ ; ;
On sait que la fonction — 3~ arc tangz — —; va en croissant depuis & = o jus-

qua x = 2,5293.. ., et décroit quand = dépasse cette valeur. Le maximum est

égal a 0,22467. ...
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SUR LA FIGURE DES CORPS CELESTES

9

Donc si
OJ'{ Yy
= — > 0,22467..

2t fA o

le probléme n’est pas possible,
Pour z = o et x = o, la fonction est nulle; donc, si
O - fA << 0,22467..

I"équation (¢ ) donnera deux valeurs réelles de A

La relation
o T R
Vii+32 1+ A i
= L

%

I
Y

~ee

(10)

donnera alors, pour chaque valeur de A, une seule valeur de 2.
Ainsi, pour une rotation extérieure déterminée, il y a deux systemes de va-

leurs pour les quantités ;. Ces deux systémes donneront chacun une valeur
pour 2. On aurait, d'une fagon tout a fait semblable, deux valeurs pour la rota-

tion Q2.
Done, quand la rotation extérieure est inférieure a une certaine limite, 11 y a

deux figures d’équilibre.
Propriété des rotations

La rotation des points placés sur un méme ellipsoide est d’autant plus grande
que cette surface est plus voisine du centre

Q ayant pour limite w, et w,,, quand lasurface S se confond avec S, ous, ,,

il suffit de prouver que £ croit constamment quand S passe de 5,4 S,. . Ona

{ ) r=p At
QI s Z e I % s U I 2
anf 1+ et = i e
(I I) ( e =1
il arc tang i ]2 S
e gh I+ Af e X 5
g=p+1
A est la racine positive de 1'équation
E -\:z 1 T
V 1+ 42 Rl 1
ke ~§— i
AG !

(12)
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14 : ETUDE

QQuand la surface S passe de S, a S,.,, elle se rapproche du centre; done le
volume V qu'elle renferme diminue. Il en résulte que le premier membre de
I'équation (12) augmente. Le second devant croitre aussi, il faut que A gran-
disse. Ainsi A augmente constamment quand S passe de S, 45, .

La premiére partie du second membre de I'équation (11) peut s’écrire

'

p
, 2 ~ 1+ A2 I 2 0
(hﬂ I+>~2>Z”"< 22 bl 7?>_ 1+ A2 Z“"

7
1 1

ou bien

\p \ \p

P P f
~ 1+ A2 I 2 1+ A2
2‘ 0, (TL arc tangh, — 7—’> ST E Ny —53 (), — arc tangh,).
3
1 1

Cette expression croit évidemment avec A.

I’expression
3+ 22 N B\
: ~arctang) — i
(13) S jsarelang —
a pour dérivée, par rapport a A, y
i
I. -
(}jq‘;f)z () — arc tang?).

Celle dérivée est positive; la fonction (13 ) est donc croissante.

Ainsi, les deux parties du second membre de I'équation (11) croissent quand
la surface S se rapproche du centre, et {2* augmente.

Cette propriété¢ peut étre déduite du raisonnement qui a été fait au § I pour
démontrer que les équations (19) et (20) sont incompatibles.

I1I.

On peut regarder w, comme fonction de w,, puisque les quantités A dépen-
dent de la rotation superficielle. Quand celle-ci varie, il en est donc de méme
dew

Nous allons ¢tudier les variations de cette fonction.

Avant cela, il est utile de modifier la forme des expressions placées sous les

signes X dans I’équation qui donne ).
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SUR LA FIGURE DES CORPS CELESTES. 15
On a
2 bt 1 2
arc langl, — 5 — ryy
Ll arc tangi . ey |
A gy e e
mais
3-+23 1+ 22 1 2 ( 2 1+ A I
S M e LT el p QR R e
1422 ( 3 mobniE s ).3) 1+ 22 (H_ H—)\},) . }3 Giane 22 I> ;
—|—)\p I+
ioy e (arctang% — ) 1.
Les surfaces étant homofocales, on a vu que
il Ve a bt
a 5, I e
done
3 - Ap (12 1 2 V. 3+ i N
Eﬁg( 7 arc tangh, — )\3> T L ) (arctangl,—2,) - 1;
par suite
3413w & 1 V. 3+ <
P r \p o & ;
— ¥, arc tang?, — 73— > n ——— (arctangl,—1,) -+ ¥ 1,.
! 1;2’(” 3+% E’V A ; Z

On trouve, de méme,

n n n
3+ A3 ¥ 3% 123 3+23 x A% \%
arc tangi, — —2_ Z R R R R AN I 2 7 4,2,[ )
< Y )*12) S I -+ 7\,", s Ajj )Ii ( D ») Tiq V]) lq v y
]J+l ])+l p+1
On a donc
= g=n =7 y
r,)/z: s 5 3 )\/) : . .
anf ——2 Ny —+ z an i 2 U —\7‘ —};) (arctangh,.— 2,)
ri=1 qg=p+1 Fr==}
411 g
L
o 2 7 b are tangd,— 1,)
qV 7\[; ( forchy i A
q=p+1
ou_bien
I—.]?
(1 1 wr= Bl )" %, — arctangl,),
) 3 2 f wp==Ap— (
r=1
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16 ETUDE
A, et B, désignant des constantes positives. Ce sont des constantes, car elles ne
dépendent que des densités et des volumes, lesquels sont constants a cause de
I'incompressibilité des fluides.

Considérons la fonction

2
(2) 31%%(7\,-~ arc tangh,),

ou A, est défini par la relation

(3) V.

et prenons-en la dérivée par rapport a A,. On obtient

49 34+ A d,
[ SRS s A ) - i B ) AP bl AT,
(4) 7 (A, — arctang?,) -+ NS

I'équation (3) différentiée donne

Vi LT T R

L T Ve s

ou, en tenant compte de I'équation (3),

CREY D Bl 3

1+A2dh, 122 3+02 %,
Remplacons D bar sa valeur dans lexpression (4)
P Tk ¢ 1)

2
(A; — arc tangd,) + — Gl

2i+9
e T

G
hp

On tire de cette dérivée, égalée a zéro,

: 3+ (3 +23)*
S )‘r R ) = RN S JERIE Y SN R
(5) 7 ( arctangk,) D) (8 +9)
Posons
< 3 )\2
(6) —_)%l (A, —arctangd,) = a,

et, pour faciliter I'écriture, remplagons A7 par A2. On tire alors de I'équa-
tion (5)
M(1—a)+20(3—ba)+g(1—a)=o
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SUR LA FIGURE DES CORPS CELESTES. 17

ou
52 Ja——3+yva(4aﬁ3)

>

1—a

Pour que les valeurs de A* soient réelles et positives, il faut et il suffit que 'on
ait & la fois, @ ne pouvant pas étre négatif, comme nous le verrons, et le produit
des racines étant positif,

a>3,
() 5a—3
L)
I=—=a
On tire de la relation (6)

3+ 22 3
I—a=— "HCLEH]O)~—'4,"
/ l;

Nous avons rencontré plus haut (') la fonction contenue dans le second
membre; elle a un maximum et pas de minimum; elle est nulle pour A, =o et
A, = : donc

.\

Ly == 0, I—ra =0, a—I,
Ar=2,5293.. ., [ — ¢ maximum = 0, 2242. .., a minimum = o0,7758. . .,
hpE=eo, [—a=o0, a=1I.

Ainsi @ est toujours compris entre 1 et 0,7758. Les inégalités (=) sont véri-
J ) / J el /
fides: par suite, il existe pour toute valeur positive de A, deux valeurs positives
b ? s 7
dC‘ 7\2.

Y
I.a somme des racines de I'équation en A* est 2( L “)) Ille diminue ou

augmente en méme temps que @. Le produit des racines est constant et égal a g.
Soient A’* la plus grande racine, A" la plus petite. Il résulte de ce qui précede
que A? va en décroissant, est minimum et va en croissant en méme lemps
que a; le contraire a lieu pour A"

On en déduit que 2'* va en décroissant quand A, croit de 0 & 2,5293... ¢t en

”2

croissant ensuite. Le contraire arrive pour A
n prenant A, pour abscisse et A pour ordonnée, il est dés lors aisé de repré-
senter graphiquement ces racines. La courbe BMC figure lc~ variations de 2" et
la courbe OM’D celles de 2”.
L’un des points M, M’ se trouve sur la droite A =74,3 car, pour %, =1,, la fonc-

tion ( 2) se réduit a @, dont le minimum a lieu pour A, = 2,5293....
(1) Equation (g) du § II.
I1. 5
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18 ETUDE

[La droite A = X, ne doit rencontrer la courbe qu’en un point autre que o et s,
puisque @ n’a qu'un minimum. On en déduit : 1° que la droite A = A, ne passe
pas par le point M, car autrement la condition précédente ne serait pas rem-

Fig. 1.

0 2,5293

plie, le coefficient angulaire de la tangente & origine et la courbe OM'D étant
\/f <15 2° la droite A = A, passe par le point M, et la portion MC de la courbe
est enticrement située au-dessous de cette droite.

Construisons maintenant, pour les valeurs positives de A,, la courbe repreé-
sentée par I'équation (3),

On en déduit

Cette équation n'a qu'une racine positive qui augmente avec A,.
La surface S, étant a l'intérieur de la surface S,, on a

il en résulte que
N=th
la courbe est done entiérement au-dessus de la droite & = #,.

Cette courbe rencontre donce la premicre en un point et un seul, et, par suite,
la fonction (2) n’a qu'un minimum et pas de maximum.

Reste a savoir quand les lettres p et 7 prennent toutes les valeurs dont elles
sont susceptibles, quelle est celle de toules les fonctions obtenues qui passe la
premicére par son minimum, ct celle qui y passe la dernicre quand o, croit &
partir de zéro.

I’¢quation de la courbe MB ne contient ni 'V, ni V3 cette courbe est donce
conslante quelles que soient les lettres p et 7.
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SUR LA FIGURE DES CORPS CELESTES. 19
[’ordonnée de la courbe OF, et par suite celle du point I, est d'autant plus-

V g NPT ¢ oo T,
grande que v ost plus petit, ¢’est-d-dire que 7 differe plus de p, que, pourle mo-
7

ment, nous supposons constant. Quand 7 varie de 1 & p, et que X, croita partir de
zéro, la premiére fonetion qui passe par son minimum est done

L 3+ )2 !
(8) —/—)—" (2, — arc tang2,)
2
et la derniére
. 322
(9) E L (2, — arclangl,).

Donnons maintenant a p des valeurs cmnprises enlre 1 et n.
La fonction (8) est minimum pour A, = 2,5293...; la valeur correspondante

de A, s’obtient par I'équation

I s 1V, /1 N T
A3 e Vi A

Elle est d’autant plus petite que V, est plus petit, c’est-a-dire que p est plus
grand.
Ainsi, de toutes les fonctions (8), c’est la fonction

St 4y

=
3
’n

(%, — arctangl,)

qui passe la premiére par son minimum, quand les quantités A croissent a partir
de zéro. :

Les valeurs de A, et &, qui rendent la fonction (g) minimum, sont égales aux .
coordonnées du point de rencontre I de la courbe MB et de la courbe OF, ayant

pour équation
1+ A3
BEa L 4
8

il

L’abscisse A, du point I est d’autant plus grande que ce point est plus rappro-
ché du point M, c’est-a-dire que p est plus voisin de 1. De toutes les fone-
tions (), c¢’est donc la fonction

34+ N
——— (M — arctang),)
il
qui passe la derniére par son minimum quand les quantités A croissent i partir
de zéro.
Reportons-nous maintenant a I'expression de .
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20 ETUDE
Tant qu’aucune des fonctions

3+ A7

3 (A.— arc tang,),
oti 7' est compris entre 1 et p, n'aura atteint son minimum, o, ira cerlainement
en augmentant, et, quand toutes ces fonctions auront dépassé leur minimum, ©,
ira certainement en décroissant.

Done, tant que &, < 2,5293, ..., ®,ira en croissant; w, se mettra a décroitre,
avant que A, ait atteint la valeur 2,5293, ... pour laquelle w, est maximum,
et d’autant plus avant que p est plus voisin de 7.

1l résulte aussi de ce qui précede que o, croit avec la rotation extérieure tant
que &, demeure inféricur & 2,5293, ..., et décroit avec la rotation extéricure
quand celle-ci a dépassé son maximum.

Il y a un intervalle ot les variations de w, paraissent dépendre de la consti-
tution de la masse fluide.

Cette discussion ne suppose pas que la surface S, sépare des milicux de den-
sités différentes. L’¢étude des rotations € est done toute semblable et conduit a

des conelusions analogues.

Application aux planétes.

L’équation d’équilibre de la surface extérieure dans le probléme que nous
avons traité dans les 8§ II et III exprime, comme nous l'avons vu, l'équilibre
d’une masse fluide homogéne ayant pour densité la densité moyenne de la masse
et tournant uniformément avec la vitesse angulaire extéricure de cette masse.

Cette propriété montre de suite que la théorie précédente ne peut s’appliquer
actucllement aux planétes, pour lesquelles 'hypothése de 'homogénéité est en
pleine contradiction avec les faits observés. Au moment de leur formation, alors
qu'elles ¢taient fluides, la rotation n’était peut-étre pas uniforme, et il n’est pas
impossible qu’elles aient pris une pareille forme d’équilibre. Mais cet état n’a
pu ¢tre que transitoire, des causes diverses, le frottement et le refroidissement,
ayant da progressivement uniformiser la vitesse de rotation aux différentes pro-
fondeurs.
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SECONDE PARTIE.

Lorsque la rotation est nulle, une masse fluide composée de couches concen-
triques, dontla densité va en croissant constamment de la surface au centre, est
en équilibre lorsque les surfaces de séparation des milicux différents sont des
sphéres. Si, au lieu d’étre nulle, la rotation est trés petite, les surfaces de sépa-
ration sont aplaties, mais voisines de la forme sphérique. Nous allons chercher
st ces surfaces peuvent étre assimilées d'une fagon approchée a des ellipsoides
peu aplatis. A cause de la faiblesse des aplatissements de ces ellipsoides, nous
négligerons leurs carrés et produits.

Nous ferons usage des notations employées dans le § I de la premiére Partie.

Reprenons les équations (A) établies dans la premiére Partie

S ) 2 ll;) 2 »
0 r=p ai+s— 72 (by +s) | ds
% 2 Op g
: — .nI. = = = G 22e e ue]
27 . s s $
=1 ar—+8)(b%+s I+ —)lr+—)(1+5
=, @/ ) () (4
: a i 2 (Z;) 2 :
g=n a;+s— Z;(b,; +$) | ds
L . y
== Mg ; ——= =y
s 5
g=p+1 (af,—{—s)(b(‘i%—s)\/(I—e—a—é) <l—:—ﬁ> <1+-;i>
A q q Cq,
(A)
= AR aj . E
e la;’,j;s———f c,:—f—s)lds
o 2 £ - S o b T T T TR
ol ' ) , s s
r=1 (a; +s) (¢} =+ ) It +gm L1
r i I
q=n = - a’ -
‘ al-s——L(c s)J ds
-+ E q i N SRR | e

g=p-+1 S S “S N
(aj +s)(ci+ s)\/<r—\——2> <1+ F) (1T—>
o ag g/ \ Cq/

ol v, est la racine positive de I'équation

9 92 2 9
as ag +v ap g =+ v, : 3 5
o (B-FE) e (RS aj+v—ap=o.
2 =, G e
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e numérateur des fonctions placées sous les signes [ sont du premier ordre.
Ces numérateurs sont nuls en effet quand on fait b;= «; et ¢;= a;, c’est-a-dire
quand les aplatissements sont nuls. Nous pouvons donc, puisque nous négli-
geons les quantités du second ordre, faire abstraction des quantités du premier
ordre dans les dénominateurs et y remplacer par suite b; et ¢; par a;
On obtient ainsi, pour la premicre équation,

i @i K 1, 5 i
ik [a,’ —1—5—5"_;(1),2. +3)J q=n a4+ s— [—;’;(bfl—l—s)] ds
() o= X ma}, +Z nga : R
r=1 ({l,,—}—.ﬂ') qg=p-+1 (aq—!—s)
Posons
‘5) ])i: (lf(lv%@,‘).

La différence entre ¢, ct 'aplatissement de la section principale ayant b; pour
o i

demi grand axe est du second ordre, car 'aplatissement a pour expression oy
7

et, en remplacant b, par sa valeur tirée de I'équation précédente,

nous nommerons ¢; U'ellipticité de la section principale ayant pour demi grand
axe b;, conformément & la définition de Clairaut.
Introduisons les ellipticités dans I'équation (2)

al’ 2 9 1
a?+s— — (b +s a} +s— ———— (a2 +s—+2a’e,
e e
(az sz (a2 +s*)3 (a2 +5)?

I’équation (2) devient

qg=n

" (a2 +s)e ®(az +s)e,— aje
Z‘n’ /(r )1)7 ([_!_'S‘nq (ai +s)e, L

‘) 2 1 2
((l +s’) g=p+1 . v, ((l,’; —1—.8)

—
_,'_\
.;.\

780 EY 9 4 L 2 38

/ at +s)e,—aze ds ‘ ds

/ (@) +s)ep i ‘fa’s:e,,/ — —ale, / e
(a: : My (=457 , (a} —\—9)2

(a; +s)? o
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152
w

Intégrant et portant dans I'équation (4), il vient
=p q=n

- e e, as e a? el

| P & q P q r]

(,)) __ — = -+ Mg i :
E ) E 23 )

= e [T EREE R

I’expression placée sous le second signe X est du premier ordre; nous devons
donc négliger dans v, les termes du premier ordre. Or Péquation (1) se réduit a

2 2 — .
a; — ay +vy=o0;

quand les surfaces S sont des sphéres, il en résulte que les coefficients de 3% el
dey? sont du premier ordre. Ainsi il faut faire, dans I'équation (5 ),

5 O 9 2.
) oy e e
on obtient ainsi

r=p

(© s =2m(3- %)~ 2 (22— (&) %]

La seconde équation (A) s’obtient en changeant b en ¢ et inversement dans la

premiére; si donc on pose
c; = a;(1+ &),

il suffit, pour obtenir la transformée de cette seconde équation, de changer. dans
I'équation (C), e en ¢, et inversement,

r=p g=n

2
(I 3 &p
Y P 2: » PN ]
L) Swf T:,.( 3 ?) g

91\)3@4“_{/)”?_7 .
A%, 3 \@/) 3

Iin faisant p successivement égal a 1, 2, ..., n, les équations (C) et () don-
nent deux systémes d’équations identiques; donc ¢, = e,,. Ainsi une plancte peu
aplatie ne peut prendre approximativement la forme d’un ellipsoide & trois axes,
mais peut étre décomposée en une série de couches ellipsoidales de révolution.

I’équation (C) se raméne aisément a I'équation générale de Clairaut en met-
tant e, en ¢vidence ; mais la forme (C) est plus avantageuse dans plusieurs cas.
par exemple pour démontrer le théoréme suivant, di a Clairaut :

Les ellipticités vont en croissant du centre a la surface.

L¢équation d’équilibre de la surface S,., peut, en effet, s'éerive

re=p g=n
9 , e ) s -
W 0 ( Cpi 4.7 e ) y a; 6/}+1 - < ((11,, ‘)d (frl .
s T r o Tig TR ¥
3rf .3 Lo Apir ) D
r—=1 q=p-+1
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Les signes X ayant les mémes limites que pour la surface S,, ce qui est permis,
puisque les fonctions placées sous ces signes sont identiques pour 77 = ¢ = p + 1.
Retranchons cette équation de 'équation (C),

P 5 . o -

= ep _,ff_pg) ep (2N € _ ([ 9 \ €pr (aq>"e_q

0—2“"( +E“l[< ) 3 <a,,) 5 Biy W G |
1

/ Ap+1 Ap-q
p+1
d’ot
te <a Y e a, \3e a )“’ e
P q q q p+1 q q
e,— e Np=— et Rl | M S = = 7=\

%( Cing ”H)S‘ i 2”’[( > 3 i Apit 3 Apiy) D

I)’+‘l

3
Ajoutons aux deux membres I'expression 3 (e, c,,+,)zv]q(ap> ;

p+1

(3p—€p+1) Z‘nz“‘E”q( >

p+1
5 3 5
:2‘7,,, (%) g —(2) E&_K aq >
. ap/) B \qp / 3 A\ %p+1,

(S

_( A )3 el’+1] %
@Apiy 3

ou

g%(el)—3p+l) 2”’+21 “’( >

p+1
(6) ¢
3 3 5 4 N 37
eyl_i/ﬁia_z_iaq i e
et 2N} e 3\a B\ e 3\a |
p+1 P : p+1 p+1 p+1/ 1)

Supposons que e, < e, ... < e,,,. lLest alors aisé¢, a 'aide de I'équation (6),
de montrer que ¢,,, < e,. Pour achever la démonstration, il suffira de prouver
ensuite, que e, < &,

Considérons la fonction } A z® — §z*. Sa dérivée est x*(Ax® — 1); donc cette

fonction est décroissante quand Az* < 1. Sinous faisons A = -, A, d’apres
1"“1

. TRCTIen At n o L ge iy Y : e 140 .
notre hypothése, est inférieur a 'unité; ainsi la fonction = L a? — o est dé-
p+1

T

5 a a 4
crotssante quand x < 1. Or on a -2 4~ 1: donc Pexpression entre cro-
dap p+1 g L

chets, dans le second membre de I’équation (6), est positive. 1l en résulte
évidemment e, > ¢,.,, puisque toutes les quantités v ont le méme signe.

Document numérisé par la Bibliothéque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 20 2



SUR LA FIGURE DES CORPS CELESTES. 25

L’inégalité e, <  e,_, se démontre en faisant p = n — 1 dans I'équation (6),

1
i

@ o] B | i) ) o=

1

I?S
La toncnon 5 — 5 est décroissante quand « <1. Or —~ < 1;doncl'acco-
C n—1

lade du second membrc de I'équation (7) est positive et, par suite, ¢,_, > e,.
Cette inégalité entraine les suivantes

eliies e e e i te,

qui expriment le théoréme de Clairaut.
I’équation générale de Clairaut peut, comme nous l'avons déja indiqué, se

déduire de I'équation (C). Cette équation peut s’écrire

> 2 i e g =n’ -~ ; G =
22 S (Seme) e 3 ma( %) [P (2)'e]

=1 qg=p-+1
ou
5 LI =p-—-1 qg=n qg=n
o2 . 5 )
=32 S neratn—3| Zo 3 (%) [{+ 3 (&) e
7= % 77=1 qg=p-+1 '—v+l
Posons
2 r=p g=n 5 3
J a
Sy q
® G=§[ Zne T ()
_r=1 qg=p+1

En se reportant a la définition des quantités v, donnée au commencement de
ce travail, et groupant les termes d'une facon convenable, on trouve facilement

une autre expression de ¢,
, 51y
(9) L= 2 @y — @ger);

et I'équation générale de Clairaut est

=1 o r=p-1 g=n | o
/ o w? o Aq ¥
&D) [0 gt g %7+ 2 n/'er"i—(ﬁp_“-’\p)ep"i- Z (5('> Ng€q-
gl : g =p+1 f
H. 4
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Cas de la Terre.

Les n équations que I'on obtient en remplacant p successivementpart, 2, ..., 7
dans 'équation (D) fournissent 72 données sur I’état intérieur d’une plancte quel-
conque peu aplatic. Dans le cas de la Terre, on peut ajouter deux relations a
celles de Clairaut.

La premitre s’obtient en exprimant la densité moyenne de notre globe qui est
connue, a l'aide des quantités v et a.

La masse M de la Terre est la somme des masses de ses différentes couches.
Elle est aussi égale au produit de sa densit¢ moyenne par son volume.

On a donc

q=n
Yahi=> Noblo 0t
qg=1

ou
(]:Il
N 3
(IO) A— — Tig s
a,
(];1
car

4 2 3 5 V2
Vo gﬁa{,_bj _ad(i+eg)? _ ag

Vo SEanln ad(1+¢)? a}

en négligeant les quantités du premier ordre vis-d-vis des quantités d’ordre zéro.
Soient C et A les moments d’inertie de la Terre relativement a la ligne des
poles et & un diameétre équatorial. La deuxiéme relation s’obtient en exprimant
C—A
¢
équinoxes, par Serret, en fonction des quantités 7, @, e.

le rapport , dont la valeur a été déduite de la théorie de la précession des

Les expressions de C et A s’obtiennent a 'aide des formules connues des mo-

ments d’inertie d’un ellipsoide

=~

Ci=—

(]:ﬂ
2 U
a T El ﬂq%“qbq’

q=1

[N

/ 1]:’1 9+ l‘)
4 2 @y b}
A=4n Ddet e

qg=1

g—=n

Y 2 2 9
PRERACELD
C—_‘A _ qg=1

A — =
L qg=n

2 ? Mgty l),;

q=1

(1) Voir I'* Partic, § I, Pexpression des masses des différentes couches.
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SUR LA FIGURE DES CORPS CELESTES. 27

Remplacant b, par a,(1 + e,) et négligeant les termes du second ordre, il
vient

(11) i e e R

en divisant haut et bas par ;. Clest la relation cherchée.

5 w? : : .
La valeur de g = s'obtient facilement en fonction du rapport ¢ de la force
1e

centrifuge & la pesanteur & I'équateur et de la densité moyenne A.
Soit g, la pesanteur a Péquateur ot le rayon terrestre est b,. On a

w2b,
s R T 3

&o

w?® étant en facteur dans le second membre; ¢ est du premier ordre. Négligeant
les quantités du second ordre, nous devons faire abstraction dans g, des quan-
tités du premier, c’est-d-dire des quantités qui dépendent des ellipticités. Cela
revient, dans le calcul de g, a supposer nulles ces ellipticités, ou a regarder les
couches comme sphériques. On a, par suite,

Remplacant g, par sa valeur dans I'expression de ¢, on en tire

2——_2A@
nf 67

o

ool Ot

(12)

Ainsi, en supposant notre globe formé de n couches, on a n + 2 équations
entre les quantités

P1y P2y -+ Paus
el’ 62’ LS e"-,
Qs ap
P el N R B
4y a,

La Géodésie donne e,, Uellipticité & la surface; p, peut étre considéré comme
connu; nos équations renferment donc 3(7 — 1) inconnues. Il restera donc un
nombre d’arbitraires égal 4 3(n — 1) —(n + 2) =2n — 5.
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I1.

Si I'on suppose la Terre formée de trois couches, n = 3; il y a seulement un
parametre arbitraire. Nous allons discuter d'une facon compléte ce cas parti-
culier.

Faisons, dans I'équation générale de Clairaut, » =
a 1,2,3. Divisons les deux membres de chaque équation par o, et posons

3 el p success sivement égal

\;E:QZ) .;_%:939

1 1

(2) | .
Jdts, ooy
W LM o

On obtient ainsi, en deOlgjnanl les équations (10), (11) et 1‘emplacant = f

par sa valeur (12) du paragraphe précédent,

5A
(3) —;—O—cp—(2—{—:)92)/"‘J~ 50,2%) e, — 30,5 e, — 3032 ey,
1
5A L s
(4) r)—;;clo_._~—36,-‘—'<5-}—2024—093;—3—>62——393?63,
- 5A : e
(3) L — — 3e;— 30,e,+ (5 -+ 50,4+ 20;)es,
20,
(6) ?:1+92y3+ 028,
f1

) C—A _ e+0ye+ Quzcles,
7 C — 1+0,y5+ 0,28

Soit cinq équations contenant les six inconnues x, y, ¢,, g, 0, et 0,.

Résolution des équations (3), (4), (B 65l

Ajoutons et retranchons 3¢, au second membre de I'équation (3), elle devient

5A
-;?9—)(1+0,1 + G,3) e, — 3 (e -+ Oy e, + O; 2% e3).
1

Remplacons les deux expressions entre parenthéses par leurs valeurs tirées des
équations (6) et (7)

5A A

—p=—90—e

204 01

+ Oy + Gy
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on en lire
SRR
Goy® + Oz ® = EC_AP—l(ze,—Q)—l.
Posons
it il A(2
(8) { i
(ﬁ:a——l,

I'équation précédente et I'équation (6) deviennent

(9") % Osyt Hb o=,
e | 0,5 + 0,2% = B.
On en tire
( 931‘3—_— a——ﬁ‘-}:ﬂ
( ) xZ ‘},2
: (9 Sedmesd i,
v 2= x;‘__y2
Posons
(10) 7 =220+ 3e,.

Les équations (4) et (5) deviennent

<5+292—1— 563}’ >ez 393%63:}/.
— 30,5+ (5 450, + 20;)e;= 7.

Elles donnent

i <o+99,—+—003£>(o+302+263)——()6 63 zt’
(11) { 4
<5+592+ 265+ 303i>y
ey = — 3 T
(5-%292-1—5 %)(0+092+29)~999@3£;

Portons ces expressions de ¢,, ¢, dans 'équation (7), aprés y avoir remplacé
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le dénominateur par 1 + « d’apres les équations (g); on trouve

b ¥ 4 .3
G 92‘y5<5+592—|—293+303§—5>+593x5<1—l—52+931—3>
(12) —‘»—(‘—‘ (1+a)—e =y . : . %

28

<5+292+593?> (54 50,4+ 20,) — 999

Le numérateur peut s’écrire

8
3(1 63) (823 + 02%) =+ 0,05 (20 + 30%) + 503 5

ou bien

8
Sot(x+ 6,) -+ 030, (25 + Ba%) + 503 = -

En remplagant 0,, 0, par leurs valeurs (9) et le numérateur de I'équation (r2)
par cette expression, I’équation (12) devient, aprés quelques caleuls,

Sazd(yr— a*) [(yP— 2*) y* +a— Ba?] |
+ (o —Ba?) (By*— a) (2 +32%) +525(By* — a)? e
726y + 2B) (p*— 2*) 4+ 3(By*— a)]

(13) 6:yy55

| x[3a803(y1— a%) + Bar(a— Ba?) + 2y (B —a)] — 9a%(2— Ba*) (By'—0)
en POS&HL
B:CFA(l—f—a)——el
ou bien
N 5 A
(14) d:%a(zef— Q) — ey.

L’équation (13) ne contient plus que les deux inconnues x et y.

Supposons que l'on ait des systémes de valeurs de x et y vérifiant I'équa-
tion (13). Les équations (9) et (11) donneront alors des valeurs correspondantes
pour 0, 0,, e, e,. Nous allons donc nous occuper de I'équation (13

Posons, en nous reportant aux expressions (8), (10), (14) de «, B, v, S,

5 (B
| a :o(plzg(:‘“_—*KA(gel"?>_‘“Pl’
b 7-—“891——A“Pl’
(15) Byt ol e

k=op; = 6A(26’1—“‘P) — P16y,

_ n:ypl:z—‘Aq;—J—Be,pl

{
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el

g N:}'5§5ax3(y2—x2) [y (2 —2*)p+ a— ba?]

. +(a—bx?)(by*—a)(2y + 32%) + 525 (by*— a)?|,
(16) < '
( D= y2[(5p.° + 2b) (32— *) + 3(by*— )]

X [Sxdy (y2P—a)p+dad (a— ba?)+2y3(by*— a)] —9x® (a— bx?) (by*—a);
I’équation (13) peut s’écrire comme il suit :

(17) Nn—Dk=o.

Le premier membre est une fonction entiére de y, «, e,, ¢,, mais trés compli-
quée.

Nous discuterons I'équation (17 ), en faisant des substitutions. Pour cela, il est
plus avantageux de changer la forme des expressions (16) de N et D.

En posant

H=>5a%y2— 2% — 325,

on a
a*x< I y?

g + b*x< 2?y"H
(IS) N=/¢ - / »

R el wlin SR Al et el

\ +“Pi><5x3'}/8(by2_12)3,

- ngl)/?[_- 3H.§L‘2+ ]0(.}/5_%,5)(}’2_(7;2)]

(19) T +ab x| —x(eH+132%) + 2 [BH +152° — 6 (5 — x%)] |

+bpy x5y (2 — &) [H + 4(y* — 2%)]

iy i f— 997 (9 — 27) X 2 (97— 2t}

g —+ a?*>< (—3H)

| St o< eSS (Y2 — @22 .

Les limites entre lesquelles on doit faire varier et y sont faciles a déterminer.
Nous avons trouvé, pour 0, et 0,, les expressions suivantes

ou, d’apres les relations (15),

5 a—by?
0 Lt et
“173 2 12
bx? —a
Ribh)e = o pe O
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0, et B, sont positifs, puisque la densité croit de la surface au centre, et z est n-

férieur a y; donc
a—by?*<<o,

ba?— a <<o.
Mais g
b:A—p1>0,

car A est environ le double de g,. On a done

x est plus grand que zéro et y inférieur a 'unité ; donc
a/ a 2
(20) . o<x‘<z<y-<x.

a
b
o, est égal & p,; dans le second, ou p, est égal a g,, ou = est nul. Dans les deux
cas la masse fluide se réduit & deux couches, et 'équation (17) prend une forme

Quand 2? ou y* a sa valeur limite 7> 0, ou 0,2 est nul. Dans le premier cas,
tres simple.

s a . ; y

Soit dabordz — \/Z; les expressions (16) de N et D deviennent, apreés des

calculs tres faciles,

I'équation (17) est alors

(21) No—Dh=5(by—ar (& r+0y) I <g>_ ; [5_;’; (%)i ] =

Pour = \/;—;, I’équation (17) devient, de méme,

3 5 3
20 n—Dk—5: | WRCA D 1 (a Sp1 [a ,
(22) Nn—Dhk=>52%(a b,v2)b[<b> l;+l]!ll(\-[;>—k _—bl<z>+2 =0

Le signe des premiers membres est, comme on voit, le méme que celui de I'ex-
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pression

(6

laquelle ne dépend que de e, et de g,.

' o Y o C; 9 0 a
I’équation (21) est vérifiée par y = \/Z’ et I'équation (22) par x = \/—5-

Il semble donc que
a
=y = \/-‘5

I est facile de voir qu'il n’en est pas ainsi en se reportant a 1’équation (13)
qui, en remplacant «, 8, v, ¢ en fonction de a, b, k, net p,, est

soit une solution du probléme.

Nn

k:—D—

En faisant © = \/% o = \/% et supprimant les facteurs communs aux

deux termes de la fraction, cette équation devient
1
n -_—
b
= )

laquelle n’est autre que

5
a\* prfa)? e
n (Z) —k [577_<Z> —i—z] = o,
e a i St
Ainsi, pour que & = \/7) ouy = \/% soit une solution, il faut que cette re-

lation soit satisfaite.
Dans le premier cas y est quelconque; dans le second c’est x qui est indéter-
miné.

Limite inférieure de la densité au centre.
On peut, dans le cas de trois courbes, & I'aide des formules qui viennent

d’étre établies, vérifier un théoréme remarquable de M. Stieltjes donnant une
H. 5
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limite inféricure de la densité au centre d'une planéte quelconque (*)

s (A _,>
Pn>‘01+-~(if—m£7 ou bn S \ 1
(54 2 E 5 A :
(5 -») Bk
33

eus 01, Aont la méme signification que plus haut et A désigne le rapport suivant

1

f atpy dx
0

A= =

1
f at0r, A
0

c. est la densité d’une couche infiniment mince quelconque ayant @,z pour
demi petit axe.
Ce rapport peul s’écrire, dans le cas de n couches,

od

: :
L pedia)

wl Ot

1 3 : : § . (@
5 L{ '.7;3 L—lﬁ 5 7 3—_ /‘C_li 3 /%\ 3~ 23-\ 3 /51_1 3
L[ i (2*) 3 ion(a1> i Pn-—l[( a, > a, OB DY al) (al) = ih & —(ai)
5 (@) e (= ()] +ul (&
On a, Pr—1 a, v \a A e i L al/,)

ou, en groupanlt les termes d’'une maniére convenable,

\ 3
()
7\ g,
=1 L

qg=n ;.
q

‘@, 5
a5

\ @1
=1

qg=n
9

I

| Ot

Dans le cas de trois couches en particulier,

P R PEAS
P](;‘ '—l—'f)z(a—) S e a_
1 1/ L
an\e as \? as\
e ]
a; a, @

ol Ot

i

el

Divisant haut et bas par p,, et tenant compte des relations (2) de ce para-

(1) Bulletin astronomique, t. J, p. 465.
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graphe, il vient
5 21060+ Gl
T3 1+ 0,5+ Oy 8

et, en se reportant aux équations (g'),

1=
U=t

K

A=

W Ot

N}

Si dans l'inégalité de M. Sticltjes on remplace, en vertu de la deuxiéme re-

: A
lation (8), e =g 8 et A par sa valeur, on trouve
1

9_3 —_> Q_._I.
P1 oc%
Orona
Ps _I:P3_P2+P2_Pl =0, + O,.
P1 Pa
L’inégalité a vérifier est donc
5
2
93+ 92> ﬁ_i'
a?
Remplacons 0, et 0, par leurs valeurs (g)
o — 55.2:2 i By? = o 5 : ;
0 e £
y2—-— P = -__‘?3,-. i
oL s

Posons

I'inégalité devient

On a

S2 0 o) ?ﬂ 2B /l,zv_.‘»/)fi
W i dx

s [225 —5x2y3+ 3y3].

! ’ : ; I : oV
Nous avons démontré que o <<z <h<y<1; il en résulte que 5— <o.

‘n effet les dérivées partielles de I'expression entre crochets sont

Par tapport 3¢ 553 < —1ox (P —x*) <o

Par rapport a y....... 152 (y?—a?) >o0
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d’ot il suit que la plus petite valeur de cette expression s'obtient en faisant
x =y = h, ce qui donne un résultat nul. Ainsile coefficient de 2* — y* est tou-

jours positif, et I'on a bien
av

'd—‘x'<0.

I.a fonction V est symétrique en z et y, %% s’obtient donc en changeant «

: ov A av
en y et y en x dans 555 On reconnait, comme pour -, que

oV
'5"‘)/‘>0-

La plus petite valeur de V s’obtient, par suite, en donnant a x sa plus grande

valeur et 4 y sa plus petite, c’est-d-dire en faisant x =y = /. En faisant cette
I

h?

substitution, on trouve V = —. L’inégalité de M. Stieltjes est ainsi vérifiée.

11

Calculs numériques.

I.a mise en nombre a été faite de deux facons différentes, destinées a con-
troler I'exactitude des résultats obtenus. Dans un premier calcul, on ne s’est servi_
exclusivement que des Tables de multiplication de Crelle, et dans un second les
Tables de logarithmes d’addition et de soustraction de Bremiker ont seules été
employées.

La densité superficielle de I'écorce terrestre n'est pas trés bien connue, mais
on sait qu'elle est comprise entre 2 et 3. Les Tableaux qui suivent ont été cal-
culés en faisant successivement plusieurs hypothéses sur sa valeur.

Dix valeurs réguliérement espacées ont été données a I'aplatissement du globe.

Ce sont
0,00334405 = 53557
ot il =,
g.0039000 =0 =
0,00338643 = 35555—
000800650 ey
R e
0,00342880 = g5r55=.
0,00341208 — Sty
0}, 00345705 = sy55y

1
288,09...9

0,00347118 —
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Ces nombres ont été choisis de fagon que la quantité @ qui entre dans N et D
n’ait que trois chiffres, chose importante pour le calcul avec les Tables de
Crelle.

On a pris (')

C—A 1
C T 305,6’
A=15,56,
Wit 1
¢ = 388,38

Les nombres consignés dans les Tableaux qui suivent sont les résultats des
substitutions de différentes valeurs de « et de y dans la fonction

(Nnrn —D k)10

a a . g ,
Pour 27— \/Z et pour y = \/7) les signes seuls ont été inscrits, les résultats
numériques des substitutions n’étant pas nécessaires..

Ces signes, nous I'avons vu, sont tous les mémes et identiques a celui de I'ex-
pression (23 ) du § 11, fonction seulement de g, et ¢,. Voiciun Tableau des valeurs
de cette expression dans différentes hypothéses faites sur e, et g, :

I 1 1 1
—_—— 4 — T 5. —_ =9 A
= 209,04. 7 205, 30. = 291,65 s 288,09
Ai— 250 e R0 5D + 106,89 -+ 315,60 -+ 556,96
pii— 25t 6 g LS -+ 104,08 + 304,78 -+ 534,15
o= 2555 =167 Sl + 101,13 -+ 204,20 -+ 512,46
pr=12,3.... — 66,16 + 98,16 -+ 283,91 -+ 492,00

En cherchant, par interpolation, pour quelles valeurs de ¢, la fonction (23) est
nulle, on trouve dans les quatre hypothéses faites sur la densité

1

“= 397,55

(1) Le premier nombre a été déduit de la théorie de la précession des équinoxes par Serret
(Annales de U’Observatoire, t. V, p. 324); le second a été donné par MM. Cornu et Baille
(Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, t. LXXVI); le troisiéme a été déduit
par M. Faye des expériences de M. Peirce sur le pendule (Cours d’Astronomie de 1’Ecole Poly-
technique, 1" Partie, p. 332).
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i — 0,0
0,2
0,4
0,6

X =0,0
0,2
0,4
0,6

X == 0,0
0,2

0,4
0,6

x = 0,0

y= I‘VOO

1820
+ 1171

94
— 950

)= 1,00

—+2113
+1539
-+ 533

) =1,00

-+2378
+1881
+1158
~+ 757

2 =1,00

—+2617
—+-2195
—+1750
—+ 1592

-+ »

0,98

—+1101
653
218

-

/i

= »

0,98

+1323
-+ 936
277
113

0,98

—+1523
-+~1196
-+ 754
+ 547

0,98

-+1699
-+1433
—+ 1211
“+1175

—+ »

0,96

-+ 626
-+ 323
— 266
— 6oy

o= »

0,96

794
539
117
108

Fo

|
v

0,96

942
735
485
383

Pt

t

0,96

—+1071
-+ 912
-+ 836
-+ 865

ETUDE

p1= 2,9,

0,94 0,92
-+ 324 —+ 145
+ 125 4+ 17
— 268 — 241
— 471 — 358
= » == »
P1= 2,9,

0,94 0,92
-+ 450 —+ 238
+ 288 -+ 139
+ 27 — 17
- 95 — 78
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T o

0,868



Z =0,0
0,2
0,4
0,6
0,8

a
b

T = 0,0
0,2
O’
0,6
0,8

a
b

A= 0,0
I

0,4

0,6

0,8

a
b

¥=1,00

-+3173
+2982
—+3394
—+ 4021
—+2604

SR

) = 1,00

~+ 3304
—+3192
+3898
-+4806
+3144

¥ =1,00

=+-3409
3374
+4380
5579
-+-3681

= )

SUR LA FIGURE DES CORPS CELESTES.

0,98

“+1972
-+-1910
“+2420
+3017
1810

-+ »

0,98

—+2055
~+2055
—+2803
+3615
+2185

0,98

+2114
—+2176
+3165
—+4204
+2558

0,98

-+92153
“+2277
+3511
—+4780
+29238

== 8

Pl : 2’3’

0,96 0,94 0,92 0,90 0,38 VZ:

1

= 291,65.
7 9t,

“+1173 + 661 —+ 335 —+ 138
1190 -+ 718 + 411+ 218
+1727 ~+1230 + 879 -+ 624
-+2257 -+1677 1239 -+ Q07
~+1226 -+ 804 -+ 505 —+.300
s ), == » =1 » = »
1 -
01= 2,3, — == 290, 40.
41

0,96 0,99 0,92 0,60
“+1219 -+ 678 -+ 330 + 117
+1285 + 773 4 437 -+ 221
+92012 —+1441 —+1029 —+ 727
+2708 +2013 -+1485 -+1093
+1481 + 971 + 610 -+ 362
=" ) =) =) == W

T
{91:2737 — = 239,27.
C1

0796 0794 0792 0790
+1244 -+ 676 + 312 + 83
+1361 —+ 813 -+ 446 —+ =210
“+929279 —+1636 -+1167 -+ 819
+3148 —+2340 —+1727 -+1260
+1732 +1138 -+ 713 + 423
=) S S » -+ »
P;ZZ,S, 52288709.

0,96 0,94 0,92 0,90
+1250 + 660 —+ 276 —+ jo
+1417 —+ 833 + 443 -~ 189
+2531 41821 +1292 -+ QO2
+3588 +2662 -+1960 -+ 1432
+1985 +1302 —+ 819 -+ 485
== ) ) ST=S) ST )

-+ 18

G

+ 435
+ 0656
-+ 163

= 0,882
= 0,889
0,896
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i8 ETUDE

M. Faye (Cours d’Astronomie de I’Ecole Polytechnique, I' Partie, p. 299)
donne, pour valeur de l'aplatissement terrestre,

1
Gg= ="
202,2 = 1,5

Or on constate immédiatement, a l'aide des Tableaux qui précédent, que,
quelle que soit la densité superficielle o, 'équation

N1/ =@

n'est vérifiée par des systémes convenables de x ety que pour des valeurs de ¢,
inférieures 4 un certain nombre v, compris entre ;753 et 55+- Il en résulte que la
Terre ne peut étre assimilée & une masse fluide composée de trois couches homo-
génes distinctes.

La véritable constitution du globe est certainement beaucoup plus complexe
(que nous ne 'avons admis dans notre hypothése. Cependant, disposant d’un para-
métre arbitraire, il était naturel de s’attendre & pouvoir déterminer cette variable
de facon a rendre les équations de Clairaut identiques, lorsqu’on y introduit les
nombres fournis par 'observation.

Dans ce qui suit, nous allons déterminer le nombre v auquel I'aplatissement
terrestre devrait étre inférieur, pour que le probléme soit susceptible de so-
lutions.

e

[’équation (17) du § II de la seconde Partie, en posant

( N(z,y) :‘y5{5a$3(‘ye~—x”)[y‘?(_y'-’wxﬁ)m—%- a— bx?]
+ (a— bx?)(by?—a)(2y®+ 32%) + 525 (by?— a)?l,
{0}
) i, y) =y UG pyy® =200yt — 27 i BLo8 — a) | [ 6 9% (2 — 2% oy

\ - bada— ba?) +2y3(by?—a)] —gxt(a—bx?)(by*— a),

peut s'écrire
N7 )

'(2) @' Dl )

. ' . a . ' . \ '
Lorsqu’on fait « ou y égal a \/79’ les trois couches se réduisent a deux, et I'é-
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SUR LA FIGURE DES CORPS CELESTES. 49

quation (2) devient, en remplacant \/% par A,

i bh?
B 26+5p1/z3'

Quelle que soit la densité extérieure p,, cette équation a pour racine ¢ = gyr3-

Nous allons chercher la variation de cette racine lorsqu’on ajoute une tres
petite quantité { au second membre de I'équation; a cet effet, il convient de la
développer en série suivant les puissances ascendantes de €.

Posons

el S L gee s
f(el’s)_n 2b —+5p,

Différentiant, on a
o

df Jaan
= A —"0%

d@x -+ ?)“:

Remplacant &, , & en fonction de ¢, [formules (15), p. 32] et effectuant les

o (k)5 At
de,\n) T 6 nt’

J < bh? > d< bh? > r 10T 225 ki (bsEipa ) n G

dérivations, 1l vient

2k dey 3 (2b+ 5p A%)® T

de, 2b + 5p, i — oh 2_5—;;591}53
d’oti
25  [Ae 2n3(b+p, k%) C o
% [Tz‘i_(szb—%f)pl/z?')ﬂ C—A St
de, 6
g i e ;
dc o5 A ﬂ_z/z.(bj—pﬂﬁ) ‘ G
i (26 +5p, 2%)2 G— A
On a donc
6¢
(3) e —¢-+ o % T P S ) —
R GRS bp A G—A

o 1 C—A s 3 o lde1 : P iy
Les quantités 7, 9, =—— sont delordre de e,. Il en résulte que 7= o8t de l'ordre

de e, et pareille chose arrive pour les dérivées suivantes. Si la quantité ¢ est
trés petite, on pourra se contenter des termes écrits dans la formule (3), puisque

—

H. 7
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50 ETUDE

les nombres €2, (%, ..., déja négligeables, sont multipliés par des coefficients de
Iordre de e,.
Dans ce qui suit, nous supposerons la densité superficielle p, = 2,5.

Dans le coefficient de {, e, doit étre remplacé par ¢ = ;7. Les calculs faits,

29
on trouve

L
289, 8

(4) GiE=G
Cette formule montre que e, est supérieur a ¢ lorsque { est une quantité néga-
tive. Revenons a I'équation (2). On peut I'écrire

5_ bh3 4+N bh?
n _'2b—l—5p1h3 D 20+ 5p, /2

oo N bhs
La fonction IS

y remplace y par la méme quantité. On a donc identiquement

devient nulle, soit quon y fasse & = /, soit qu’on

N bhs
D 26+5p. A0 =(y =) (z—N")o(=z ),

et o(w; ¢ ) reste finie pour @ = h ou y = A.
La limite du premier membre de l'identité

(26 +5p, )N —bID _ 2
YT DA R

pour y = A, qui s’obtient facilement en employantlarégle des dérivées, est iden-
tiquement nulle; donc ¢(«, y) contient le facteur (y — &) et 'on a

N bh?
R e ol e TN o e AN 7
D e e e
On en tire
(26 +5p, B )N—bED e
(2b+5p, %) (x—R)D = — ")z, y).

La limite du premier membre pour = A, développée suivant les puissances
ascendantes de (y — £), est

5622

(2b = bo. 591]1}:? (y —h)2+4. ...
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SUR LA FIGURE DES CORPS CELESTES. 51

Pour des valeurs de « et de y trés voisines de /&, on a done (')

N bh? 5 6% h? ,
ij_2b—i—oplﬁ (2b+5p ]La)g(x /2)(}/_/1)

(est une quantité négative trés petite, qui croit en valeur absolue quand x ety
s’¢loignent de /.

Remplacons € par (_17_51_1)—0‘"/;/13? (2 — h)(y — h)* dansl'équation (4). D’apres

la remarque qui a été faite plus haut, on aura e, > ¢, et e, augmentera quand
x et y s'éloigneront de A tout en restant trés voisins. Cette racine a d’ailleurs

une limite assez rapprochée de ¢, puisque pour e, = 577+ le probleme n’admet : suses
pas de solutions. On peut reconnaitre facilement que cette limite, désignée R
plus haut par v, est a peine différente de . i
Faisons, dans1'équation (4), S
e AR ) b1 L
:M:(x,},el)_D(x,y)_26+5101/13' o::o:
On aura i
i (z,p,e1)
e 289,8
Cette ¢quation a la forme de celle de Lagrange, par suite Y

e C(fS’g":’;) -+ (989 8> e, y,a) C(m,7,8)+

ou simplement
. _ . E=zy,e)
(O) €1==¢ 'TQ,S—-—'

Cette formule montre que v correspond au maximum de la valeur positive

de — {(z,y,¢).

(1) On a plus rigoureusement

{ 2_35 o \_5_/1,)31)4;—5‘01}1.3 _ !
5h 7 h(z—h) e T (y — h)
N bhs b2 2280 + 3301 3

0Bt T @ B T e e R e e A

. 59962+ szboﬂﬁ-&—égf_/L_‘* "
: 56+ piF)? it

mais ce développement cesse assez rapidement de bien représenter la fonction ) quand 2 et ¥

s’éloignent de 4.
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5. ETUDE SUR LA FIGURE DES CORPS CELESTES.

Logarithmes de 1[\)—5{—:—5—3 pour py=12,5 et eg=2¢= —)—9—7{3—5 .

,)':\/%:0,830”. Yi—l0y84 1 y— 0,861 1y =[0,33 A= 0008 | Ji= 0,92 y=o0,94 =096 y=0,98
FR= (0,0 3,958311 5,058527 32,959710 3,962723 3,966343 3.970647 2,975480 5,980707  2,986205
27— 0,2 5,058311 3,958202  2,058326 3.959533 2,961803 2,964886 3,968618 2,972857 3,977466
G 0n] 2,958311 3,058237 2,957919 2,957774 3,958020 9,958772 3,960005 2,961703 2,963819
z— 06 29,9583 11 5,958277 2,958134 2,957967 3,957855 2,957871 2,958040 5,958368 2,058864
= 0Bk 35,9583 11 3,058302 2,958293 3,958268  2,958249 2,058239 2,958237 2,958247 2,958272
‘r:\/;'}—l- . 2,958311 3,958311 2,058311  %,958311 3,958311  2,058311  2,958311 3,958311  2,95831

ddun' s e 5] T CN(x )
On voit, sur le Tableau qui préceéde, que Diz.y)

petite valeur dans le voisinage de @ = o, 4, y = 0,88. Le logarithme approché

HOUT ¢, — & passe par saj lus
1

du minimum est 2,9576. H est facile d’en déduire que le maximum de — O 508 )
a pour valeur 0,00015. Porté ddns I’équation (5), ce nombre donne 0,0000005
pour différence entre 7 et ¢, ce qui est insensible.

Ainsi, la théorie de Clairaut ne représente pas micux les observations quand,

au licu de deux couches, on en prend trois.

Vu et approuve :
Paris, le g mai 1887.
Le Doven,
E. HEBERT.
Permis d’imprimer :
Paris, le g mai 1837.
Lz Vice-Recreur pE L Acapimie pe Paris,

GREARD.
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‘= 1,00

2,091912
2,982359
2,066286
2,959514
2,958309

2,958311



SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Approximation des fonctions de trés grands nombres d’aprés un Mémoire de

M. Darboux (Journal de Liouville, 3° série, t. IV).

Fu et approuvé :
Paris, le g mai 1887.
Lr Doven,
E. HEBERT.
Permis d’vmprimer :
Paris, le g mai 1887.
Le \‘TICE-RECT‘;ZUI‘\ pE L’Acaptyie pE Paris,

GREARD.

13067 PARIS. — IMPRIMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, QUAI DES AUGUSTINS, 53.

H.
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