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SECONDE  T H И S E . 

E X T E N S I O N  D E  L A  M Й T H O D E  D E  G R Д P F E . 

MЙTHODE  PRATIQUE 
POUR LA 

RЙSOLUTION  NUMЙRIQUE  COMPLИTE 
D E S  Й Q U A T I O N S  A L G Й B R I Q U E S  OU  T R A N S C E N D A N T E S . 

H I S T O R I Q U E . 

« Etant donnée une équation numérique, sans aucune notion de la 

grandeur ni de la nature des racines, en trouver les valeurs numéri-

ques, exactes s'il est possible, ou aussi approchées qu'on voudra.  Ce  pro­

blиme  n'a  pas encore  йtй rйsolu.  C'est  l 'objet  des recherches  suivantes.  » 

Ainsi  s'exprime  Lagrange  au  commencement  de son Mйmoire Sur la ré-

solution des équations numériques  ( i 7 6 7 ) .  Posй par Viиte  ( 1 ) , ce problиme 

est  йtudiй  d 'abord  dans  des  cas  spйciaux  par lui­mкme,  par Harr iot ,  Oug­

tred,  Pell ,  etc. Descartes  l 'aborde  dans  toute  sa gйnйralitй  et  l 'engage  dans 

une  voie  nouvelle  par sa rиgle  des signes,  insuffisante  il est vrai. 

«  Telle  qu'elle  est nйanmoins  ( 2 ) , cette  rиgle a йtй pendant  deux siиcles ce 

qu'on  a eu de mieux.  Les plus  grands  analystes,  à  commencer  par  Newton 

et  à  finir  par Lagrange ,  n 'ont  pu,  malgrй  leurs  efforts,  faire  un  pas  dйcisif 

aprиs  Descartes.  L 'йquation  aux  carrйs  des  diffйrences  (de  Lag range ) , 

(!) De numerosapotestarum adfectarum resolutione. 
( 2 )  BORDAS­DЙMOULIN, Le Cartésianisme,  p .  122 ;  1843. 

c.  T 



simple  en  thйorie,  nйcessite  des  calculs  fatigants  et  quelquefois  intermi­

nables.  Fourier  atteint  presque  le but . En  1820,  il publie  une rиgle  dont  il 

йtait  en possession  depuis  plusieurs  annйes.  S'il  йchoue,  ses ̂ efforts  aident 

S turm  à rйussir  dans  un thйorиme  qu'il  donne  en  1829.  Ce thйorиme  exige 

seulement  une dйrivйe  et  une  opйration  analogue  à  la  recherche  du  plus 

grand  commun  diviseur.. . Toutefois Vesprit a je ne sais quel pressenti-

ment qu'il existe quelque voie plus simple. » 

Telle  est en  peu  de  mots ,  d'aprиs  Bordas­Dйmoulin,  l 'histoire  de  cette 

belle  thйorie  des  йquations,  exposйe  par nos professeurs  avec  un si  grand 

talent  qu'elle  semble  à leurs  йlиves l 'њuvre  d'un seul gйnie.  Saisis  d 'admira­

tion  pour  tant  de puissance,  nous  sommes  entraînйs  par  ce  mкme  talent  à 

confondre  notre  pensйe  avec celle  des inventeurs,  si bien  que  l'idйal  de  Sturm 

devient  volontiers  le  nфtre  :  dйcouvrir  les racines  par  son  thйorиme,  puis 

en  calculer  des valeurs  aussi  approchйes  qu'on veut  p a r l a  rиgle  de Newton. 

Et  cependant  le pressentiment  du savant  philosophe  est si  bien  justifiй  que 

la  rйalisation  en  existait  dйjà  depuis  six  ans  quand  il  publia  son  Livre 

en  i8 / |3 . 

Dиs  i83y,  en  effet,  le  professeur  Griiffe,  de  Zurich,  estimant  que la sé-

paration des racines,  poursuivie  par ses devanciers,  n'est  qu 'une  mйthode 

de  tвtonnements,  a donnй  dans  un Mйmoire  à l 'Acadйmie  de Berlin  une mй­

thode  directe  remarquable  par la simplicitй  de principe et d'application.  Elle 

consiste  à  calculer  une puissance  des  racines  assez  grande  pour  que leurs 

rapports  deviennent  considйrables.  Ainsi  grossies,  les racines  sont  sйparйes 

et  immйdiatement  mesuraolcs,  comme  les objets  fins  et rapprochйs  sont sй­

parйs  et rendus  mesurables  par le microscope.  Cette  idйe  remonte  à  Daniel 

Bernoulli.  Elle  sert  de base  à  la  mйthode  que  ce  cйlиbre  mathйmaticien  a 

donnйe  « dans  les Mémoires à i'Académie de Saint-Pétersbourg,  t.  I I I , 

oщ  il enseigne  comment  on peut ,  à l'aide  des sйries  rйcurrentes,  assigner les 

valeurs  approchйes  des  racines  d'une  йquation  algйbrique  quelconque  ». 

Malheureusement,  cette  mйthode  ne donne  directement  que la  plus  grande 

racine.  De plus,  comme  l 'indique  Euler  dans  son Introduction à l'Analyse 

infinitésimale,  Chap.  XVII ,  elle  peut  se trouver  en dйfaut.  Gr;iffe  au  con­

traire  trouve  toutes  les  racines.  Il  obtient  ce  rйsultat  par une  opйration 

plusieurs  fois  rйpйtйe,  comme  le micrographe  augmenterait  le  grossissement 

par  une sйrie  de  verres  graduйs .  Cette  opйration,  d 'Ari thmйtique  pure ,  est 

si  simple  qu'elle  n'exige  aucune  connaissance  thйor ique;  elle  s'exйcute  sur 

les  coefficients  de l'йquation  sans  prйparation  prйliminaire.  Plus de  difficultй 



telle  que  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur;  plus  de  tвtonne­

ments  dont  la  longueur  indйterminйe  est  incompatible  avec  les  besoins  de 

la  pra t ique .  Nous  possйdons  enfin,  comment  Duhamel  l ' ignore­t­il?  la m й ­

thode  qu'il  rйclame  en  1866  ( ' )  « que tout le monde puisse appliquer avec 

le même succès ». 

Seulement  Grвfпe  s'est  bornй  à  dйterminer  les racines réelles et les mo-

dules des racines imaginaires, quand ces quantités diffèrent les unes 

des autres. 

C'est  en  effet  tout  ce que  ses devanciers  se sont  proposй.  Le cйlиbre  astro­

nome  allemand  Encke,  admira teur  de  la  mйthode  de  Grвffe,  se  prйoccupe 

dиs  lors  de  la  complйter .  Dans  ce  bu t ,  il  publie  en  iSZji  un  Mйmoire  de 

soixante  pages  dans  l 'appendice  à VAnnuaire de l'observatoire de Berlin. 

Ce  Mйmoire ,  laissй  dans  l 'oubli  malgrй  l ' intйrкt  du  sujet  et  le  r enom  de son 

auteur ,  tomba  par hasard  sous  les yeux  de D .  Miguel  Merino,  de  l 'observa­

toire  de  Madrid ,  qui  cherchait  depuis  longtemps,  mais  en  vain,  dans  les 

livres  franзais,  la mйthode  pressentie  par Bordas  et rйclamйe  p a r  Duhamel . 

Il  fut  tellement  satisfait  de  sa  dйcouverte  qu'il  publia  en  espagnol  une  t ra­

duction  libre  du  Mйmoire  ( 1 8 7 9 ) .  Dans  son  enthousiasme,  il  reproche  à 

nos  auteurs  leur  silence  à  l 'йgard  du  savant  a l lemand  et  en  accuse  «  la  pa­

resse  d'esprit ,  la  routine  des  йcoles  et  le  patr iot isme  trиs  mal  entendu  ». 

Mais  à  cфtй  de ces sйvиres  crit iques,  M.  Merino  ne justifîe­t­il  pas  cet  oubli 

d 'un  travail  relйguй  dans  une  publication  as t ronomique,  spйciale  à  un  ob­

servatoire  part iculier?  Lui ­mкme  s'йtonne  de l'y  t rouver ;  il en juge  la  lec­

tu re  pйnible.  P o u r  le me t t r e  à  la por tйe  des lecteurs,  il a dы  sйparer  les  dif­

ficultйs  dans  des  Chapi t res  distincts,  puis  ajouter  des  exemples  et  des 

йclaircissements  nombreux .  Avec  ces modifications,  le livre  espagnol  a 260 

pages .  Il prйsente  les qualitйs  de  clartй  et de  mйthode  que le  t raducteur  r e ­

fuse  au  Mйmoire  original .  Il  y  a  plus,  à  cфtй  de  son  admira t ion  pour 

la  mйthode  de  Grвffe,  M.  Merino  avoue  que le  complйment  d 'Encke  ne r й ­

pond  pas ent iиrement  au  desideratum. 

Et  en effet,  dans  sa recherche  des racines  imaginaires,  Encke  n ' emprun te 

au  calcul de GrвlTe que la connaissance  du  module .  P a r là  il mйconnaî t  l 'idйe 

fйconde  de  l ' inventeur  suisse.  La  thйorie  en  devient  compliquйe;  l 'applica­

tion  exige  des dйveloppements  t r igonomйtr iques,  la formation  du  plus  grand 

(J) Des méthodes dans les sciences de raisonnement, 2" Par t ie ,  p .  a58. 



commun  diviseur,  et retombe  ainsi,  pour  les  imaginaires,  dans  les  difficultйs 

de  la  mйthode  de  Sturm.  On  le  voit,  s'il  est  permis  d'apprйcier  la  thйorie 

d'Encke  parce  qu'elle  aborde  pour  la  premiиre  fois  avec  succиs  les  racines 

imaginaires,  il  faut  bien  reconnaître  que  le  savant  allemand  n'a  rien  ajoutй 

de pratique  à  la  mйthode  de  Gràffe,  parce  qu'il  n'en  a  pas  vu  toute  la 

portйe. 

Dans  ce Mйmoire, je  reprendrai  le  problиme  d'Encke.  Je dйmontrerai  que 

la  rиgle  de  Gràffe  donne  immйdiatement  et  sans  nouveau  calcul  les  racines 

imaginaires,  comme  les  racines  rйelles;  que  la  mйthode  s'applique  sans 

modification  au  cas  des  racines  d'йgal  module.  On  verra  mкme  que  la  dй­

monstration  embrasse  le  cas  non  abordй  jusqu' ici  oщ  l 'йquation  proposйe  a 

ses  coefficients  imaginaires. 

Dйpassant  ensuite  le  but  poursuivi  par  Encke,  j e  dйmontrerai  que  la  m й ­

thode  s'applique  avec  un  caractиre  de  supйrioritй  remarquable  au  cas  oщ  le 

premier  membre  de  l 'йquation  est  une  fonction  holomorphe  de  l ' inconnue. 

Ce  rйsultat  s'йtend  d'abord  au  cas  des  fonctions  mйromorphes,  comme  la 

rйsolution  des  йquations  entiиres  s'йtend  au  cas  oщ  le  premier  membre  est 

une  fonction  algйbrique  fractionnaire;  puis  il  s'йtend  aux  autres  fonctions 

en isolant  les  points  critiques. 

Je  m'efforcerai  de  donner  à  l'exposition  de  la  thйorie  une  rigueur  qui  fait, 

à  mon  avis,  dйfaut  dans  l 'њuvre  de  Gràffe  et  d 'Encke,  et  qui  est  nйcessaire 

pour  ouvrir  à  une  mйthode  nouvelle  les  portes  de  l 'enseignement.  C'est 

l'objet  du  § II ,  qui  m'est  personnel  et  n 'emprunte  rien  aux  Mйmoires  citйs. 

On  reconnaîtra  que  j e  ne  me  suis pas  livrй  à  de  vaines  spйculations,  mais 

que,  toujours  guidй  par  un  bu t  pratique,  j ' a i  appliquй  chaque  point  de  la 

thйorie  à  un  exemple.  Je  n'ai  mкme  pas  craint  de  m'arrи ter  aux  dйtails  qui 

sont  de  nature  à  faciliter  l 'exйcution  des  calculs. 



§  I.  —  Introduction  а  la  mйthode  de  Graffe.  —  Application. 

i .  Si  l 'on  dйsigne  par  a,  (3, y  les  racines  de  l 'йquation 

(0 

on  a 

(2) 

Pour  fixer  les  idйes,  supposons  provisoirement  les  racines  rйelles,  dis­

tinctes,  positives,  et  soit  a ^> (3 ^> y.  Faisons  enfin  cette  hypothиse  fonda­

mentale,  que  : 

/ l'ordre d'approximation qu'on veut porter au calcul des racines, 

(3 est négligeable devant  a, et  y devant  (3. 

Si,  par  exemple,  on  veut  les  racines  avec  cinq  chiffres  exacts,  j e  suppose 

que  (3 est  infйrieur  à  une  unitй  du  cinquiиme  chiffre  de  a.  Dans  ces  condi­

tions,  les  formules  ( 2 )  se  rйduisent  aux  formules  approchйes 
1 

(3) 

et  l 'йquation  (1)  sera  rйsolue  immйdiatement  par  les  formules 

(4) 

Si  l 'hypothиse  fondamentale  n'est  pas  rйalisйe  par  les  nombres  a,  (3, y, 

elle  le  sera  par  les  nombres  a**,  (3 ,̂ y^,  pourvu  qu'on  prenne  fj. assez  grand. 

On  formera  donc  l 'йquation  aux  puissances  u  des  racines  de  l'йquation 

proposйe  ;  on  calculera  les  solutions  de  la  nouvelle  йquation  au  moyen  des 

formules  ( 4 )  et,  en  extrayant  les  racines  u i и m e s  de  ces  solutions,  on  aura 

celles  de  la  proposйe. 

Telle  est,  en  principe,  la  mйthode  de  Gràffe.  Il  est  йvident  qu'elle  s 'ap­

plique  à  une  йquation  de  degrй  quelconque,  que  l 'hypothиse  des  racines 

positives  n'est  pas  nйcessaire.  Enfin,  nous  verrons  qu'elle  s'applique  aussi 

bien  aux  racines  йgales  et  aux  racines  imaginaires. 

Comme  il serait  malaisй  de  dйterminer a priori  le  nombre  [x et  de  former 

d'un  coup  l 'йquation  aux  puissances  [/.  des  racines,  il  est  prйfйrable  de 



former  l 'йquation  aux  carrйs  des  racines  de  la  proposйe,  puis  l 'йquation 

aux  carrйs  des racines  de cette  transformйe,  et ainsi de suite  jusqu 'à  ce que 

l'on  arrive  à  une  йquation  qui  satisfasse  à  l 'hypothиse  fondamentale,  ce 

qu'on  reconnaîtra  à  des caractиres  trиs  simples  que  nous  donnerons  plus 

loin.  De plus,  dans  la  prat ique,  il  est  prйfйrable  de  former  l 'йquation  aux 

carrés changés de signes  des  racines ;  nous  l 'appellerons  la transformée 

de  la  premiиre. 

2. Formation de la transformée aux carrés changés de signes des 

racines.  —  Soit  l 'йquation 

les  polynфmes 

reprйsentant  la  somme  des termes de degrй  pair  et la  somme  des termes  de 

degrй  impair .  Je  pose 

( 2 ) 

et  j 'й l imine x  entre  les йquations  ( i ) et  ( 2 ) .  P o u r  cela,  je  remplace  dans 

l 'йquation  ( 1 ) x2  par — y.  J 'obtiens 

(3) 

Puis ,  de cette  йquation,  j e  tire  la  valeur  de x  que je  porte  dans  l 'йqua­

tion  ( 2 ) . Il  vient,  aprиs  avoir  chassй  les  dйnominateurs, 

(4) 

Le  systиme  des  йquations  ( 3 ) , ( 4 ) est  йquivalent  au  systиme  ( 1 ) , ( 2 ) . 

L'йquation  ( 4 ) est de degrй m,  comme  l 'йquation  ( 1 ) , et donnera m  racines. 

Connaissant  l 'une  d'elles,  on pourra  tirer  de l 'йquation  ( 3 ) la valeur  corres­

pondante  de x.  Cette  observation  est  inutile  quand  on  sait  que  la  valeur 

de x  est  rйelle  et  positive,  car  il  suffît  alors  d'extraire  la  racine  carrйe 

de — y ,  mais  elle  devient  prйcieuse  quand  on ignore  la nature  des  solutions 

de  l 'йquation  donnйe.  Elle  lиve  l 'hйsitation  qui provient  des deux  racines 

carrйes  de  — y. 

Quelle  est  maintenant  la  loi de  formation  des  termes  de l 'йquation  ( 4 ) ? 

Cherchons  par exemple  les termes eny-p.  L 'un d'eux  est le carrй  du  terme 



de  degrй p  dans  o (  — y),  lequel  rйpond  au  terme  de  degrй ip  dans  <p(^ 2)­

Ce  terme  est  donc 
K\pf-p. 

Dans  le  dйveloppement  du  carrй  de  <p( — y),  on  trouve  aussi  les  doubles 

produits  des  termes  йquidistants  de A2py
p.  Les  termes  ainsi  accouplйs  йtant 

affectйs  du  mкme  signe,  leur  produit  a  le  signe  ­K  On  aura  donc  dans 

l 'йquation  ( 4 )  les  termes 

Dans  le  [dйveloppement  de  y  t p (  — y ) ,  les  termes  de  degrй ip  provien­

nent  des  termes cny2p~l  de <\>2( — y).  Or  ceux­ci  sont  les  doubles  produits 

des  termes enyp~*  et yp, yp~-  et yp+*,  . . .  de  ^ (  — y ) .  Comme  les  termes 

de  (];( — y )  sont  affectйs  al ternativement  de  signes  contraires,  les  doubles 

produits  sont  affectйs  du  signe  — .  De  plus,  le  terme en y*  de  <|/( — y)  rй­

pond  au  ternie  en x2p+l  de  / ( # ) .  Son  coefficient  est  donc  A 2 / H H .  D'aprиs 

cela,  les  termes  de  degrй ip  dans  le  dйveloppement de y^2 ( — y)  sont 

—  2 A 2 / , _ 1 A 2 / > + 1 J 2 ' ­ ' —  2 A 2 I , _ 3 A ^ ­ , ­ 3 / 2 P 

J'ai  considйrй,  dans  l 'йquation  ( 4 ) ,  les  termes  d 'un  degrй ip.  En  consi­

dйrant  les  termes  d'un  degrй  impair,  on  trouve  la  mфme  loi ;  savoir  : 

RИGLE.  — Le coefficient d'un terme quelconque de la transformée 

égale le carré du coefficient correspondant de l'équation donnée, moins 

le double produit des deux coefficients qui le comprennent, plus le double 

produit des coefficients qui comprennent ceux-ci, et ainsi de suite jus-

qu'à ce qu on arrive à un des termes extrêmes de Véquation. 

3 .  Familiariser  dиs maintenant  le  lecteur avec la  prat ique  de  la  mйthode, 

lui  donner  la  mesure  de  sa  simplicitй,  lui  suggйrer  les  questions  à  rйsoudre 

pour  йtablir  la  thйorie  sur  des  bases  certaines,  tel  est  le  but  impor tant  que 

j ' a t te indra i  d'un  coup  par  un  exemple. 

Soit  l 'йquation  proposйe  par  Lagrange  ( ' ) 

x
3 •—  7 x  4 ­  7  —  o . 

Voici,  sans  omettre  un  seul  chiffre,  la  reproduction  fidиle  du  calcul  des 

transformйes  successives  : 

(!) Traité de la résolution des équations numériques,  Ghap.  IV. 



Хъ. X2. х \ х". 

I o  +  i  о  —  7  +  7 

о  +  1.49  (*) 

­ 4 ­ 1 . 1 4  О 

а 5  ­ь  1 л 4  ­i­  1­49  ­ь  1­49 

+  2 . 1 9 6  ­+•  3.2401 

—  98  —  1З72 

Я 2  ­4­ 1.  98  ­ t ­ 3 . I O 2 9  ­4­  3.2401 

­4­  3 .961  ­ I ­  6.1009 

—  2о58  —  471 

г 5  +  З .7552  +  5 .  588  ­н  6.577 

­4­  7 .5700  +11 .3458 

—  " 7  ­  871 

#  +  7.5583  +11 .2587  + 1 3 . 3 3 3 

+ 1 5 . 3 1 1 9  + 2 2 . 6 6 9 З 

»  —  З71 

•>5  + 1 5 . 3 1 1 9  +22 .6322  + 2 7 . 1 1 0 9 

+ЗО.972  + 4 5 . З 9 9 5 

»  —  7 

2 е  +  I  +ЗО.972  + 4 5 . 3 9 8 S  + 5 4 . I 2 3 0 

Exйcutй  avec  la  rиgle  à  calcul,  il  est  disposй  en  Table  à  double  entrйe. 

Les  en­tкtes  2 0 ,  2 1,  2 2,  . . .  qui  affectent  les  lignes  indiquent  que  ces  lignes 

prйsentent  les  coefficients  de  l 'йquation  oщ  l'inconnue  est  respectivement 

x, — x2, — x!i,  Quant  aux  puissances  de  l 'inconnue  affectйes  par  les 

divers  coefficients  d'une  mкme  ligne, elles  sont  marquйes  par  les  en­tкtes  de 

colonnes 00  s) 00 y 00 « 00 °.  Ainsi  la  lecture de  la derniиre  ligne  2E  nous  apprend 

que  l 'йquation 

j 3 +  3 0 . 9 7 2 7 2 +  4 5 . 3 9 8 8 /  +  5 4 . i23o = z o 

a pour  racines  les  valeurs  de  — x2"  ou  — x0/i. 

On  voit  qu 'à  part ir  de  cette  transformйe,  chaque  ligne  se  dйduirait  de  la 

( ' )  A  cause  des  йlйvations  au  carrй  rйpйtйes,  les  coefficients  augmentent  de  faзon  à  con­
tenir  un  nombre  de  chiffres  t rop  grand  pour  qu'on  songe  à  les  йcrire.  Ainsi  le  dernier 
nombre  de  la  ligne  2 6  s'йcrirait  en  55  chiffres.  Pour  obvier  à  cet  inconvйnient,  j 'йcris  en  ca­
ractиres  gras  et  en  avant  des  chiffres  connus  du  nombre  la  caractйristique  de  son  loga­
ri thme,  ou  mieux  le  rang  de  son  premier  chiffre  à  gauche  relativement  au  chiffre  des  unitйs 
affectй  du  rang  o. 



prйcйdente  en  йlevant  au carrй  les  nombres  qu'elle  contient, les doubles 

produits se trouvant négligeables devant ces carrés.  Sans  doute ,  on  est 

arrivй  à  ce point  oщ  chaque  racine  est  nйgligeable  devant  la  prйcйdente 

( n o s  1 et 2 ) et l'on  a,  en dйsignant  par a, b, c les valeurs  absolues des racines 

a 6 4 =  3 O . 9 7 2 ,  641og«  = 3 0 , 9 8 8 ,  l oga  =  o,48418,  « =  3,049, 

(ab)6i= 45.3988, 6^\ogab  = 4 5 , 6 o i ,  logй  =  o,22833,  6 — 1 , 6 9 2 , 

( a 6 c ) 6 4 =  5 4 . i23o,  64 \ogabc  =  54,090,  loge  =  o, i325g,  0 =  1,357. 

On  reconnaît  immйdiatement  les signes  des racines,  soit  en  considйrant 

leur  somme  et  leur  produit ,  soit  en  met tan t  l 'йquation  proposйe  sous  la 

forme  ( 3 ) ,  ( n ° 3 ) , 
x(x^—  7 ) 4 ­ 7  = 0 . 

On  a ainsi,  pour  les racines,  les valeurs 

oc =  —  3,049, 

(3 =  +  1,692, 

y = +  I  ,357. 

4.  La rapiditй  des calculs  est,  on le voit,  surprenante ,  su r tou t  si l'on ob­

serve  que  l 'approximation  obtenue  est  gйnйralement  suffisante  pour  les 

besoins  de la Physique  et de l 'art  de l ' ingйnieur.  O n peut  cependant  encore 

les  abrйger  en posant x=y\/rj,  puis  divisant  par  7  les  deux  membres  de 

l'йquation  en y,  dans  le but d 'amener  les deux  coefficients  ext rкmes  à  avoir 

pour  valeur  l 'unitй. De cette  faзon,  on йvite la difficultй  de former  les  carrйs 

des  termes  extrкmes  et  les  doubles  produi ts  de  ces  termes  p a r  les  autres 

termes.  Ainsi,  dans  l 'йquation  du  troisiиme  degrй ,  pour  dйdui re  chaque 

transformйe  de la prйcйdente,  on  vient  de  voir  qu ' i l  y  avait  qua t re  opйra­

tions  à  faire  avec  la rиgle  à  calcul,  les  carrйs  des  t rois  derniers  termes  et le 

double  produit  du dernier  terme  par  l 'antйpйnul t iиme.  Avec  la  simplifica­

tion  que je  viens  d'indiquer,  les carrйs  des  coefficients  de x2  et xK  se  feront 

seuls  avec la rиgle  à calcul,  les rйsultats des deux  derniиres  opйrat ions  seront 

immйdiatement  connus.  Enfin,  dans  ce cas,  comme  il n 'y  a  que  des  carrйs 

à  former,  on pourra  avantageusement  remplacer  la  rиgle  à  calcul  par une 

Table  des carrйs  des nombres.  Ces diverses  simplifications  rйduisen t  le  t ra­

vail  de  moitiй  environ.  Si  l 'approximation  obtenue  ne  suffisait  pas,  on 

trouverait  rapidement  des  valeurs  beaucoup  plus  approchйes  des  racines 

C.  2 
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par  une  mйthode  que  j 'exposerai plus  loin  et  qui  se  rattache  à  la  fois  à  celles 

de  Horner ,  de  Lagrange  et  de  Newton.  On  pourrai t  aussi  faire  de  suite  le 

calcul  prйcйdent  avec  la  prйcision  demandйe  aux  rйsultats ; mais  nous  ver­

rons  que  ce  procйdй  serait  moins  avantageux. 

5.  Passons  maintenant  à  une  simplification  dont  le  caractиre  thйorique  a 

une  trиs  grande  portйe.  Dиs  la  transformйe  2 4 ,  on  observe  ce  fait  fonda­

mental  que  chaque  coefficient  de  la colonne x2  est  le  carrй  du  prйcйdent  ;  le 

double  produit  des  coefficients  qui  le comprennent  йtant  nйgligeable  devant 

ce  carrй,  le  coefficient  de x2  devient régulier.  C'est  l'indice  qu'on  a  atteint 

l 'objet  mкme  de  la  mйthode,  à  savoir  que  les  deux  derniиres  racines  sont 

nйgligeables  devant  la  premiиre.  La  premiиre  racine  est séparée  des  deux 

autres. Dиs lors,  si je  dйsigne par  A,  B,  C les coefficients  de la transformйe  2 4 , 

et  par a, b, c  les  valeurs  absolues  de  ses  racines,  les  relations 

se  rйduisent  à 

Les  nombres a, b, c  s 'obtiennent  donc,  au  signe  prиs,  en  rйsolvant  les 

йquations 

lesquelles  s 'obtiennent  en décomposant  l 'йquation  donnйe 

en  ces deux  autres 

Ce  rйsultat  remarquable  est  tout  à  fait  gйnйral.  Il  est  le  vйritable  pr in­

cipe  de  la  mйthode  de  Grвffe.  C'est  faute  d'en  avoir  reconnu  la  gйnйralitй 

que  son  ingйnieux  inventeur  a  dы  se  borner  à  chercher  les  modules  des  r a ­

cines.  La  mкme  cause  a  йgarй  son  illustre  successeur  Encke  dans  ses  re­

cherches  sur  le  calcul  des  racines  imaginaires.  Sa  mйthode  sort  tout  à  fait 

de  l'esprit  de  la  mйthode  de  Grвffe,  ce  qui  en  diminue  la  portйe  et  en  exclut 

la  simplicitй. 

Nous  possйdons  maintenant  toutes  les  notions  qui  serviront  à  йtablir  la 

thйorie  qui  fait  l 'objet  du  paragraphe  suivant. 



§  II.  —  Premiиre  extension  de  la  mйthode  de  Graffe.  —  Thйorie  de 
la  rйsolution  numйrique  complиte  des  йquations  algйbriques. 

6. Définitions.  —  i° Approximations dans les imaginaires.  —  Soit  M 

l'affixe  de  l 'imaginaire z.  Il  est  clair  que  la  prйcision  de  la  position  du 

point  M  reprйsente  la  prйcision  de z.  De  là  les  dйfinitions  suivantes,  oщ  l'on 

dйsigne  par  M'l'affixe  de z',  valeur  approchйe  de z. 

L'erreur absolue  de z'  est z' — z.  Elle  est reprйsentйe  par  le vecteur  MM'. 

La grandeur  de  cette  erreur  est  la  longueur  MM'  ou  m o d ( V — z). 

L'erreur relative  de z'  est 

L'imaginaire,  reprйsentйe  par  le  vecteur  MM',  est négligeable  devant z 

quand  son  module  est  infйrieur  à  la  grandeur  d 'erreur  absolue  qu'on  tolиre 

sur z,  ou  bien  encore  quand  est  infйrieur  à  l 'erreur  relative  qu'on  to ­

lиre  sur z. 

2° Ordre des racines.  —  Ces  considйrations  conduisent  à  ranger  les  ra ­

cines  d'une  йquation  suivant  l 'ordre  de  grandeur  de  leurs  modules,  sauf  à 

laisser  arbitraire  l 'ordre  des racines  qui  ont  mкme  module.  Nous  choisirons 

l 'ordre  dйcroissant.  Les  racines  et  leurs  modules  seront  reprйsentйs  res­

pectivement  par  des  lettres  grecques  et  par  les  lettres  romaines  correspon­

dantes. 

3° Racines séparées.  —  Je  dirai  que  deux  racines  consйcutives  sont sé-

parées  quand  la  deuxiиme  sera négligeable  devant  la  premiиre. 

4° Terme régulier.  —  Dans  le  calcul  des  transformйes  successives  de 

l 'йquation  proposйe, d'aprиs  la  rиgle  (n° 2 ) , considйrons  les coefficients  d'une 

mкme  puissance  de  l ' inconnue.  S'il  arrive  qu'à  part i r  d'un  certain  rang  le 

coefficient  en  question  soit  toujours  le  carrй  du  prйcйdent,  les  doubles  pro­

duits  qui  s'y  ajoutent  йtant  nйgligeables  devant  ce  carrй,  je  dirai  que  ce 

coefficient  est régulier  à  par t i r  de  la  transformйe  correspondante. 

7. Nombre des transformées nécessaires pour séparer deux racines 

consécutives ce et fi.  —  Ce  nombre  ne  dйpend  йvidemment  que  du  rapport 

des  racines  et  de  la  prйcision  qu'on  veut  apporter  au  calcul.  Je  considиre  la 

transformйe  aux  puissances  [j.  des  racines  de  la  proposйe.  Nous  voulons 

qu'elle  sйpare  les  racines  a  et  Ў3,  c'est­à­dire  que  soit  nйgligeable  devant 

a?,  ou  que  — soit  plus  petit  que  l 'erreur  relative  Ј qu'on  tolиre  sur  la  r a ­



cine  a.  On  en  dйduit 

ou 

Je  pose 

n  sera  le  numйro  d'ordre  de  la  transformйe  cherchйe, 

k  est  grossiиrement  le  nombre  de  chiffres  exacts qu'on  demande  à  la  racine. 

L'inйgalitй  prйcйdente  devient 

d'oщ  l'on  dйduit 

( A ) 

Ainsi,  la  limite  infйrieure  de n  est  la  somme  de  deux  nombres ;  le  pre­

mier  est  fonction  du  nombre k  des  chiffres  exacts  demandйs  à  la  racine  a, 

l 'autre  dйpend  de ~k, et  par  suite  du  rapport  des  racines  à  sйparer.  Voici 

deux Tables  donnant  une  suite  de  valeurs  numйriques  de ces deux nombres  : 

Table  I.  Table  II. 

8. Remarques pratiques.  —  Il  rйsulte  de  la  formule  ( A )  et  de  ces 

deux  Tables  les  consйquences  suivantes. 

Pour  sйparer  deux  racines  dйcuples  l 'une  de  l 'autre,  il  faut  deux  à  trois 

transformйes  suivant  que  l 'approximation  demandйe  est  de  4  à  8  chiffres 

exacts.  Si  une  racine  surpasse  i o  fois  l 'autre,  le  nombre  des  transformйes 

n'en  peut  кtre  que  diminuй.  Si  le  rapport  ~ est  compris  entre  i  et  i o ,  le 



nombre  d'opйrations  est  augmentй  des  nombres  de  la  deuxiиme  colonne  de 

la  Table  IL  Ainsi  : 

Pour  sйparer  2  racines  dont  le  rapport  est  i , 5 ,  il  faut  2 t r a n s f , 5 

Pour  faire  le  calcul  avec  5  chiffres  exacts,  il  faut  2

t r a n s f ,  3 

Total  5  transformйes 

Ainsi  la  cinquiиme  transformйe,  c'est­à­dire  celle  qui  donne  les  valeurs 

de x2%  sйparera,  parmi  les  racines  de  la  proposйe,  celles  dont  les  modules 

sont  au  moins  dans  le  rappor t  1, 5.  On  voit  aussi  que  le  nombre  des  trans­

formйes  nйcessaires  augmente  rapidement  quand  le  rappor t  |  se  rapproche 

de  1.  Pour -r —  1,  il  est  infini.  Il  ne  serait  guиre  raisonnable  de  faire  plus 

d'une  dizaine  de  transformйes,  c'est­à­dire  de  sйparer  des  racines  dont  la 

plus  grande  dйpasserait  la  plus  petite  de moins  de  j ­ ^  de  leur valeur;  mieux 

vaut  les  considйrer  comme  йgales  dans  une  premiиre  approximation.  Dиs 

lors,  il  n 'y  a  pas  lieu  en gйnйral  de  porter  une  trиs grande prйcision  au  calcul 

des  transformйes  successives.  On  y  trouvera  cet  йnorme  avantage  de  pou­

voir  exйcuter  toutes  les  opйrations  avec  la  rиgle  à  calcul;  en  йvitant  ainsi 

l 'usage  des  Tables  de  logarithmes,  le  calculateur  aura  trиs  rapidement  sй­

parй  les  racines  qui  peuvent  l 'кtre  avec  cette  approximation. 

9 .  THЙORИME.  — Pour que les racines <zp et ccp+] du polynфme 

soient séparées, il faut 

et il suffit que soit négligeable devant pour toutes les va-

leurs de k et de l. Le polynфme f(x) se sépare alors en deux fragments. 

Le premier, obtenu en négligeant les termes qui suivent Api donne les p 

premières racines. Le second fragment, obtenu en négligeant les termes 

qui précèdent Apl donne les m — p dernières racines. 

Je  suppose ap+K  nйgligeable  devant ap. 

Le  coefficient  A^  йgale  la  somme  des  produits p  à p  des  racines.  Le  pre­

mier  de  ces  produits  est  a,  a 2 . .  . o>p.  Un  autre  produit  s'obtient  en  rempla­

зant,  au  moins,  une  des p  premiиres  racines  par  une  des  suivantes  qui  sont 

nйgligeables  devant  les premiиres.  Ce  nouveau  produit  est  donc  nйgligeable 

devant  le  premier ,  et  l'on  a,  à  l 'approximation  du  calcul, 



Âp+ff  a  pour  premier  terme  a,  a 2 . . . mp... a p + h  dont  le  module  est 

Les  autres  termes  sont  du  mкme  ordre  de  grandeur ,  ou  d 'ordre  plus  petit . 

Le  terme Ap+fs  ne  peut  donc  pas  dйpasser  l 'ordre  de  fl,a2.. .apap+i.. .ap+/(, 

ni  dйpasser  l 'ordre  de ap+i . .. ap+k,  lequel  est,  au  plus,  de  l 'ordre  de 

(ap+{)
k.  Enfin  est,  au  plus,  de  l 'ordre  de ap+i.  De  mкme 

est,  au  moins,  de  l 'ordre  de ap.  Comme ap+i  est  supposй  nйgligeable  de­

vant  2 s t nйgligeable  d e v a n t à  la  mкme  approximation. 

C . Q . F . D . 

Rйciproquement,  je  suppose  que  soit  nйgligeable  devant 

pour  toutes  les  valeurs  de k  et  de  /. 

Soient  K  la  plus  grande  valeur  du  premier  nombre  et  L  la plus  petite  va­

leur  du  second.  P a r  hypothиse,  K  est  nйgligeable  devant  L .  Dans  / ( # ) ,  j e 

donne  à x  une  valeur 

On  a,  en  comparant  le  terme Apx
m p  à  un  des  prйcйdents, 

Si  donc  Y] est  un  nombre  petit ,  tous  les  termes  qui  prйcиdent  le  terme 

Apx
m~p  sont  nйgligeables  devant  lui  à  l 'approximation  iq.  De  mкme,  si  l'on 

donne  à  la  variable  une  valeur x,  telle  que r\x  >  K,  les  termes  qui  suivent 

Apx
m~p  sont  nйgligeables  devant  ce  terme  à  l 'approximation  vj. Dиs  lors, 

l 'йquation f(%) =  o  peut­elle  кtre  satisfaite  pour  une  valeur  de x  dont 

l 'ordre  de  grandeur  soit  intermйdiaire  à  ceux  de  K  et  de  L?  Non,  car  le 

terme Apx
m~p  ne  se  rйduirait  avec  aucun  autre.  Les  racines  sont,  les  unes 

d 'ordre  au  moins  йgal  à  celui  de  L,  les  autres  d 'ordre  au  plus  йgal  à  celui 

de  K.  Il  en  rйsulte  que,  à  la  mкme  approximation  oщ  K  est  nйgligeable 

devant  L,  les  premiиres  racines  satisfont  à  Fйquation 



obtenue  en  nйgligeant  les  termes  qui  suivent Ap.  Elles  sont  au  nombre  de p . 

Les  racines  d 'ordre  au  plus  йgal  à  celui  de  K  s 'obtiennent  de  mкme  en 

nйgligeant  les  termes  qui  prйcиdent  A p ,  et  sont  en  nombre m — p . 

10. Méthode pour la résolution numérique complète d'une équation 

algébrique quelconque.  —  O n  forme  le nombre  de  transformйes  nйcessaires 

pour  sйparer  les  racines  qui  sont  distinctes  à  l 'approximation  du  calcul 

( n o s 6 e t 7 ) .  Dиs  lors  l 'йquation  se  sйpare  en  fragments,  tels  que  chacun 

d 'eux  donne  les  racines  d'йgal  module .  La  dйterminat ion  de  ces  fragments 

rйsulte  du  thйorиme  du  n°  9.  L a  rйsolution  de  chaque  йquation  partielle 

pour ra  кtre  terminйe  comme  il  suit  : 

i °  Supposons  d 'abord  les  coefficients  rйels,  et  imaginons  qu 'on  ait  divisй 

les  racines  pa r  leur  module  commun,  de  faзon  à  ramener  ce  module  à 

l 'uni tй .  L 'йquat ion  ne  pour ra  plus  avoir  comme  racines  rйelles  que  ±  i , 

dont  on  se  dйbarrassera  s'il  y  a  lieu  \  quant  à  ses  racines  imaginaires,  elles 

seront  deux  à  deux  conjuguйes,  et  par  suite  inverses  l 'une  de  l 'autre . 

L 'йquat ion  pourra  donc  кtre  traitйe  par  la  mйthode  des  йquations  rйc ipro­

ques.  L 'йquat ion  rйsolvante  aura  toutes  ses  racines  rйelles  et  pour ra  к t re 

rйsolue  dйfinitivement  pa r  une nouvelle  application  de  la mйthode  de  Grвffe. 

2°  Supposons  que  l 'йquation  partielle  ait des  coefficients  imaginaires  et  ne 

rent re  dans  aucun  des  types  que  l 'on  sait  rйsoudre .  Ce  cas  bien  exceptionnel 

se  ramиne  au prйcйdent ,  en mult ipl iant  le premier  membre  par  le  polynфme 

conjuguй.  Il  est  vrai  qu 'on  "introduit  ainsi  comme  racines  й t rangиres  les 

conjuguйes  de  celles que  l 'on  cherche,  mais  il  sera  facile  de  choisir,  pa r  une 

substi tution  rapide  et  grossiиre  dans  le  premier  membre  de  l 'йquation  par­

tielle  à  rйsoudre  ( ' ) . 

Passant  de  la  thйorie  à  l 'application,  j e  donnerai  d 'abord  quelques  re­

marques  utiles.  Les  unes  simplifient  la  pra t ique  de  la  mй thode ,  les  autres 

avertissent  le  calculateur  de  la  na ture  des  racines.  Puis  j e  donnera i  des 

exemples. 

( ! )  Mieux  vaut  employer  l 'йlйgante  solution  que  voici,  due  à  M.  Goursa t .  Je  pose 

d'oщ  ,  L'йquation  en z  a  toutes  ses  racines  rйelles 

et  peu t  кtre  rйsolue  par  la  mй thode  de  Grвffe.  Elle  fait  connaître  les  valeurs  de  l ' a rgument  0 
de  l ' inconnue x.  On  йvite  ainsi  les  solutions  й t rangиres  in t rodui tes  par  la  mй thode  du  tex te . 



§  III.  — Pratique  de  la  mйthode. 

i l . Caractères signalant les racines séparées. — Simplification. — 

Pour  que les  racines v.p  et ccp+(  soient  sйparйes  à  l 'approximation  E, et que 

de  ce  fait  l 'йquation  se  fragmente  sur le  terme  A^,  il  faut  et  il  suffit  que 

l'inйgalitй 

(O 

soit  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  de k  et  de  / ( n ° 9 ) .  En  particulier,  si 

l'on  fait l = k,  on a l 'inйgalitй  nйcessaire 

( 2 ) 

Elle  signifie  que le  coefficient Ap  est devenu  rйgulier  (n° 6 ) , et ce  caractиre 

ne  manquera  pas de signaler  les racines  sйparйes.  Si la  thйorie  ne  permet de 

le  regarder  que comme  un  avertissement,  jamais  pour  ainsi  dire  il ne  t rom­

pera  dans  la prat ique,  pourvu  qu'on  s'assure,  non pas qu 'un  double  produit 

est accidentellement  nul,  mais  que  son  influence  a  diminuй  progressive­

ment  jusqu 'à  disparaître  (*) .  On  le  contrфlera  par  la  condition  ( i )  qui  est 

suffisante  (n° 9 ) .  Celle­ci  peut  s'йcrire 

(3) 

Comme  il ne  s'agit  ici que de  comparer  l 'ordre  de  grandeur  des  rapports 

de  l'inйgalitй  ( i ) ,  il  suffit  de remplacer  ces logarithmes  par  leurs  caractйris­

tiques.  Revenons  à  l 'exemple  de Lagrange  (n° 3 ) .  Dиs la  transformйe  2 4 , 

le  coefficient  A,  de x%  est rйgulier,  et l'on  a 

(a*)  A 1 = = 7 . 5 5 8 3 ,  A " , =  i l . a 5 8 7 ,  A 3 = :  13 .333. 

De  plus,  les  opйrations  йtant  faites  avec  la  rиgle  à  calcul,  on  a  sensible­

( l )  Si  le  terme Ap  demeure  rйgulier  pendant  un  certain  nombre  de  transformйes, ou si, 
clans  ces  transformйes, il  est  devenu  rйgulier  par  diminution  progressive  de  l'influence  des 
doubles  produits , on  peut  affirmer  que, sauf des cas très spéciaux,  les racines ap  et ap+l 

sont  sйparйes.  Cette  exception possible  m'a  dйterminй  à  ne  pas  publier  les  recherches que 
j ' a i  faites  dans  cette  voie. 



ment 
logs  = — 3 . 

Avec  ces nombres,  l 'inйgalitй  ( i )  donne 

et 

Ces  conditions  sont  rйalisйes ;  donc  la  premiиre  racine  est  bien  sйparйe 

des  deux  autres. 

On  peut  donc  simplifier  le  calcul (n° 3 ) en  s 'arrкtant  à la  transformйe  2*. 

La  premiиre  racine  est donnйe  par l 'йquation,  rйductible  au premier  degrй, 

les  deux  autres,  par l 'йquation  du  second  degrй, 

1 2 . Caractères auxquels on reconnaоt la nature des racines.  —  Me 

bornant  au  cas oщ  les  coefficients  sont  rйels,  j ' examinerai  trois  hypothиses 

sur  la nature  des racines  et les caractиres qui  en  rйsultent  pour  les  transfor­

mйes  successives  : 

i° Les racines sont toutes réelles.  —  Alors  les  transformйes,  à  par t i r 

de  2% ont toutes  les  racines  nйgatives;  par suite,  les coefficients  sont  posi­

tifs.  C'est  le cas de  l 'exemple  (n°  3 ) .  Si  les valeurs  absolues  de  toutes  ces 

racines  sont  de plus  distinctes,  tous  les coefficients  deviendront  rйguliers. 

2° L'équation aune racine multiple réelle, séparée des autres.  —  Soit 

xp = ocp+_t  une  racine  double.  Les  coefficients Ap_i  et A ^ ,  sont  rйguliers; 

quant  au coefficient  A^, il a pour  valeur  principale 

Je  passe  au  calcul  du  terme  correspondant  de  la  transformйe  suivante. 

J'ai  d 'abord  le carrй  du coefficient  prйcйdent 

(0 

puis,  avec  le  signe  —,  le  double  produit  des  deux  termes  qui  le  com­

prennent 

(» ) 

С.  3 



Les  autres  doubles  produits  sont  nйgligeables.  La  somme  algйbrique  des 

termes  ( i )  et  ( 2 )  est 

En  rйsumй,  les  termes Ap_t  et Ap+i  sont  rйguliers.  Le  coefficient Ap,  sans 

кtre  rйgulier  à proprement  parler ,  n'est  pas  non  plus  entiиrement  irrйgulier, 

le  carrй  de  ce  coefficient  subissant  une  correction  de  double  produit  йgale 

à  la  moitiй  de  ce  car rй 3  йgale  aussi  au  rйsultat  de  la  correction. 

La  mкme  analyse  s'applique  à  une  racine  d'un  degrй  de  multiplicitй  quel­

conque. 

3° Considérons enfin un couple de racines imaginвmes.  —  Soient ap • 

et a.p+i  ces  racines  de  module ap  et  d 'argument  0.  Je  les  suppose  sйparйes 

des  autres  :  les  coefficients Ap__i  et Ap+i  sont  rйguliers­,  de  plus,  on  a 

Pour  le  terme  correspondant  de  la  transformйe,  on  aura 

Les  angles  G,  26,  2 2 ф ,  . . .  varient  rapidement,  de  faзon  à  passer  souvent 

d 'un  cadran  à  un  autre.  Aussi  le  terme  A^  change­t­ i l  souvent  de  signe. 

C'est  là un  trai t  caractйristique  des  racines  imaginaires. 

Les  relations  prйcйdentes,  qui se vйrifient  exactement  à part i r  de  la  t rans­

formйe  qui  sйpare  les  racines,  sont  seulement  approchйes,  mais  de  plus  en 

plus  à  mesure  qu 'on  approche  de  cette  transformйe  finale.  Cela  dispense  de 

calculer  les  transformйes  suivantes  pour  constater  que  les  caractиres  en 

question  persistent. 

Je  vais  maintenant  donner  quelques  exemples. 

13. Premier exemple. — A  part ir  de  la  premiиre  transformйe,  l 'йqua­

tion  a  une  racine  double. 

Soit  l 'йquation 

Le  calcul,  disposй  comme  dans  le  premier  exemple  (n°  3 ) ,  est  fait  йga­

lement  avec  la  rиgle  à  calcul. 



x3 — x2

  —  2  їC  ­+­  2  =  O . 

x\ x\ њ\ x". 

2 0  —  i  —  a  a 

­ 4 ­ 1  + 4 

­ 4 ­ 4  + 4 

2 1
  ­4­  +  5  +  8  +  4 

­t­  1 . 2 5  ­t­  1 . 6 4 

—  16  —  4° 

a 2  ­T­  0 .  9  ­ 4 ­ 1 . 9 . 4 -+-  l . i G 

­+­  1 . 8 i  ­T­ 2 . 5 7 6 
—  48  —  288 

as  4­  1 .33  H ­ 2.288  ­4­  2 .256 

~ Ў ­  3 .1089  ­t­  4 .829 
—  576  —  169 

2 4  ­4­ 2 . 5 i 3  ­+­  4 .66o  ­4­ 4.6553 

­4­  5 .2633  ­+­  9.436 
—  i32o  —  7 

2 5  ­ M  ­4­ 5 .1313  ­4­ 9  429  ­4­ 9.4295 

L'ensemble  des  transformйes  prйsente  le  caractиre  des  racines  toutes 

rйelles.  La  transformйe  2 5  montre  que,  pour  la  derniиre  racine,  on  a c =  1  ; 

de  plus,  le  coefficient  de x2  est  sensiblement  йgal  à  la  correction  du  double 

p rodui t ;  dуneles  deux  premiиres  racines  sont  йgales. Leur  valeur  commune 

est  donnйe  par  l 'une  des  deux  relations 

2 « 2 5 = 5 . i 3 i 3 ,  a 2 > < 2 5 = 9 . / | 2 9 , 

l a u t r e  servant  de  vйrification.  On  en  dйduit 

a 3 2 ­—4 . 65 65,  logez =  o,  i5o5, 

32 loga  =  / 4 5 8 1 7 2 ,  a = i , 4 " 4 ­

Vérification.  —  Pour  fixer  les  signes,  on  substitue  dans  l 'йquation  mise 
sous  la  forme 

X ( X
2  —  2 ) — X

2  —  2, 

laquelle  montre  clairement  que  les  racines  sont 

14. Deuxième exemple.  —  Je  considиre  l 'йquation  plus  difficile  pro­



posйe  par Fourier ( ' ) , 

J 'йpargne  au lecteur  le calcul  des cinq  premiиres  transformйes;  il  reste  : 

X1. Xй

.  X'.  X'.  X\  X
3

.  X
х

.  x \ 

•)?  +  i  о  —  %  о  —  3  +  4  —  5  +  6 

2 1  —t­  4  —  3  —  2  +  29  —  I 4  —  23  ­4­  36 

2*  4­  I . 20  4­  I . 7 8  +  1 .54  +  2 .58g  ­4­  З .1З86  ­+­  З .15З7  +  З .1296 

1
г  ­ ­ 2 . 2 4 4  4­  3 . 510  — 4 . 3 6 6  ­к  5 .385  +  5 .25o  —  6 .12З  + 6 . 1 6 8 0 

i»  4­  4 .494  4­  7 .446  —  9 .247  4­11 .15З4  4­11.886  4­11.67Í  4­12.2822 

•>>  ­4  9 .235  4­15.2233  —18.751  4­22 .2797  4­23.564  —24.4556  4­24 .797 

r l 8 . 5 5 2  ^ 3 0 .  Í98  4­37.  564  + 4 4 . 7 8 4  + 4 7 . З 1 8  4­49.207З 

— 15.  4  + 2 8 .  4  —38 . 125o  + 4 1 .  9  + 4 7 . 2 5 6  —48. 900 

—22.  »  + 3 3 .  »  —40.  »  —44. » 

+  »  —  » 

2 5  + 1  4­18.5516  + 3 0 .  5o2  —37.  686  + 4 4 . 7 8 5  +­47.574  + 4 9 . 1 1 7 З  +49 . 635 

+  i  +  2 .7З2  +  4 . 1495  +  4 .809 

+  5 .536  +  8 .2335 

—  4 .299  —  8 . 1 1 8 4 

a 7  +  5.5o6  + 8 , i ö 5  +  9 .654 

+  11 .256  + I 6 . 1 1 0 2 

—  8.  2  —15. 662 

a»  +  1  +11 ­2558  + 1 5 .  44o  +19 . 428 

En  regardant  les signes  des transformйes  successives, on voit  que les deux 

premiиres  racines  sont  rйelles,  le couple  suivant  imaginaire;  la  racine  sui­

vante  rйelle  et le dernier  couple  imaginaire.  Les cinq  premiers  termes  de la 

transformйe 2G  donnent  les modules  sйparйs  des quatre  premiиres  racines; 

les  derniers,  à par t i r  de xs,  forment  une йquation  du troisiиme  degrй .  J 'y 

ai  ramenй  à l 'unitй  le coefficient  du premier  terme  ; puis,  pour  sйparer la 

racine  rйelle des deux  autres, j ' a i poussй jusqu 'à la  transformйe  2 8 . On dйduit 

de  là, en dйsignant  par a,  (3, y  les racines  rйelles,  par r<?'6, seiw  les  racines 

(') Traité de la résolution des équations numériques,  page  1 1 1 . 



(*)  Conformйment  à  un  usage  des  astronomes, je  place  le  signe  du  nombre  devant  son 
logar i thme.  Il  ne  peut  pas  en  rйsul te r  de  confusion,  puisque  le  signe  du  logar i thme  porte 
toujours  sur  la  caractйrist ique seule. 

imaginaires, 

( 0 

Voici  d 'abord  le  calcul  des  racines  rйelles  dйduit  des  йgalitйs  ( i )  : 

(2) 

P o u r  dйterminer  les  signes  de  ces  racines,  je  dois  substi tuer  les  valeurs 

obtenues  dans  l 'йquation  proposйe  mise  sous  la  forme  (n°  2 ) 

x(x
6

—  ix
k—  3x

2—  5 ) ­ h 4  ^ 2 + 6  =  o. 

D'aprиs  cela,  y  est  visiblement  positif.  De  plus,  le  produit  des  trois  ra ­

cines  йtant  nйgatif,  une  des  racines  oc  ou  {3  est  positive  et  l 'autre  nйgat ive; 

c'est  visiblement  la  premiиre  qui  est  nйgative.  O n  a  donc  finalement 

(3)  a.——1,960,  [ 3 = H ­ i , 5 3 8 ,  y  = 4 ­ 1 , 1 0 9 . 

P o u r  les  modules  des  deux  couples  d ' imaginaires,  on  dйdui t  des  йga­

litйs  ( 1 ) 

(4) 

Veut­on  les  a rguments?  On  peut  obtenir  d 'abord  cos646  et  cos2o6co 

ainsi 

(5) 

!  640  =  56°,  1 4 ­ 1 8 o ° 4 ­  Â\36o°  256co =  65°,  2  4­  k'.S6o« 



Pour  lever  l'indйcision  qui  rйsulte  des  йlйvations  au  carrй  rйpйtйes,  on 

peut  remonter  les  transformйes  successives  jusqu 'à  l 'йquation  proposйe  en 

йcrivant  chaque  йquation  sous  la  forme  (n°  2 ) 

et  y  remplaзant  x
2  par  la  derniиre  valeur  obtenue.  Dans  l 'exemple  actuel, 

oщ  le nombre  des  couples  d'imaginaires  ne  dйpasse pas  deux,  on peut  encore 

s'adresser  aux  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines,  savoir 

(6) 

On  en  tirerait  les  valeurs  de  G  et  de  w. 

On  obtient 

(7) 

L'йquation  proposйe  est  complиtement  rйsolue  par  les  formules  ( 3 ) ,  ( 4 ) 

et  ( 7 ) . 

1 5 .  Troisiиme  exemple  : 

(0 

Voici  le  calcul  de  la  transformйe  2 8  de  cette  йquation  : 

2 8  + 1  + 9 0 . i o 8 6  + 1 7 9 . 3 o  + 2 6 9 . i 3 3  + 3 5 8 . i 5 2 8 

Les  signes  ( — )  des  coefficients  de  x
3  et  x\  dans  la  transformйe  2% 

prouvent  que  l 'йquation  proposйe  a  deux  couples  de  racines  imaginaires. 

De  plus,  l'influence  des  doubles  produits  ne  manifeste  aucune  tendance  à 

disparaître  dans  le  terme  en x
2

.  Le premier  couple  n'est  donc  pas  prиs  d'кtre 

sйparй  du  second  (n°  8 ) .  Nous  devons  regarder  les  deux  couples  comme 

ayant  le  mкme  module  (n° 7 ) .  Dиs  lors,  pour  rйsoudre  l 'йquation  proposйe, 



j e  ramиne  d 'abord  le  module  des  quatre  racines  à l 'unitй  en  les  divisant  par 

leur  module  commun  i 

J 'obtiens  la  nouvelle  йquation 

Appl iquan t  la  mйthode  des  йquations  rйciproques  (n°  1 0 ) ,  j e  groupe  les 

termes  йquidistants  des  extrкmes,  j e  divise  par y2  et  j e  pose y + - = z\ 

il  vient  pour  l 'йquation  rйsolvante 

(3) 

A  une  racine  re
%l  de  l 'йquation  ( i )  rйpond  la  racine  e 6 '  de  l 'йquation  (2) , 

et  la  racine  z  =  e
%i  ­h  e~

%l

=  1 cos6 de  l 'йquation  ( 3 ) .  Or  cette  йquation  ( 3 ) 

a  une  racine  double,  car  on  a 

On  a  donc,  pour  l ' a rgument  commun  des  deux  couples  de  racines, 

Ce  n'est  là ,  en  rйalitй,  qu 'une  approximat ion;  les  racines  ne  sont  pas  r i ­

goureusement  йgales;  leurs  valeurs,  connues  a  priori,  sont 

d'oщ  l 'on  dйduit  pour  les  a rguments 



§  IV.  —  Mйthode  d'approximation. 

16.  Soit  a  la  valeur  approchйe,  rйelle  ou  imaginaire,  obtenue  par  une 

premiиre  application  de  la  mйthode  de  Grâffe  pour  une  des  racines  dis­

tinctes  ou  non  de  l 'йquation 

(0 

Cette  valeur  suffit,  dans  la  plupar t  des  cas,  aux  ingйnieurs  et  aux  physi­

ciens.  Mais,  comme  il  n'en  sera  pas  ainsi  dans  toutes  les  recherches,  il  im­

porte  de  donner  une  rиgle  mйcanique,  un  moyen  sűr  et  rapide  d'obtenir 

une  valeur.aussi  approchйe  que  l'on  veut,  sans  qu'il  soit  nйcessaire  de  se 

prйoccuper  de  certaines  conditions  thйoriques,  comme  dans  la  mйthode 

de  Newton,  par  exemple. 

Je  pose 

(a)  x  —  a +  z, 

il  vient 

(3) 

On  verra  que  cette  йquation  est  toujours  trиs  facile  à  rйsoudre,  avec 

telle  approximation  que  l 'on  veut ;  qu 'on  sait  toujours  à  l'avance  exac­

tement  quel  est  l'effort  à  faire,  quels  sont  les  nombres  à  calculer  pour 

n'exйcuter  aucun  calcul  superflu.  Mais,  comme  la  formation  de  l 'йquation 

en  z  serait  difficile  par  la  formule  ( 3 ) ,  il  importe  d 'abord  de  donner  pour 

cette  opйration  un  procйdй  pra t ique.  Je  reproduirai ,  dans  ce  but ,  l'analyse 

qu'a  donnйe  D .  Miguel  Mйrino  dans  son  excellente  exposition  de  la  mй­

thode  de  Horner  ( ' ) . 

17. Méthode pour obtenir le développement de l'équationo = f(cc  H ­ z). 

— Il  s'agit  de  calculer,  au  moyen  de  a et des coefficients  A  de l 'йquation  ( i ) , 

les  coefficients  B  de  la  formule 

(4) 

Pour  cela,  dans  la  formule  ( 4 ) ,  je  remplace z  par  sa  valeur x  — a  tirйe 

(»)  Page  2.Í4­



de  ( 2 ) .  Il  vient 

Cette  formule  met en йvidence  les conclusions  suivantes  : 

i°  Si  l'on  divise  f(x)  par  x  — a,  le  reste représente Bm et le quotient 

représente ~B0(x  — O L ) "
1

"
1

 - + -  B, (x  — a ) ' " ­ ^ . .  .+• Bm_2(x  — a ) +  B m _ 1 . 

2 0 Si l'on divise ce quotient parx — OL, le nouveau reste représenteBm_n 

le nouveau quotient représente B0(x — a ) w _ 2 ­ h Bi (x—a)ra~3  +  . . . H ­  B w _ 2 , 

eЈ ainsi de suite. 

O r  la division  du  polynфme f(x)  pa r  ї17  — a  se  fait  par  la  rиgle  bien 

connue  que voici  : 

i ° Le premier coefficient du quotient est  A 0 . 

2 0 Chaque coefficient du quotient se déduit du précédent en le multi-

pliant par  a, et ajoutant le coefficient du terme du dividende qui a même 

degré que ce terme précédent du quotient. 

3° Le reste s'obtient en formant un terme de plus par la même règle. 

Ainsi  le calcul  de  l 'йquation  en z  se  fera  d'une  faзon  uniforme;  j e  vais 

montrer  par  un  exemple  la  disposition  qu'il  convient  d 'adopter  dans  ce 

calcul. 

18. Application de la méthode pour la formation de  / ( a  4 ­ z) à un 

exemple. — Règle pratique.  —  Reprenons  l 'йquation 

(l) f{њ) =  ­Ј'3—  7 X  h­  7  =  O  . 

Nous  avons  obtenu  la racine  approchйe  (n° 3 ) 

cf. ——  3,049. 

Pour  rendre  plus  commode  l'usage  de  la  Table  de  multiplication  de 

Crelle,  je  remplace  cette  valeur  par  — 3 , o 5 . J 'applique  les rйsultats  prйcй­

dents  à  la  formation  de  l 'йquation f(v.-{-z).  J 'obtiens  le  calcul  suivant 

dont  la disposition  est expliquйe  par la rиgle  prat ique  ci­aprиs  : 

C.  4 



Résultat : 

RČGLE  PRATIQUE.  — Ecrire sur une première ligne les coefficients du 

polynфme f (x); laisser une ligne en blanc et la souligner. Dans la troi-

sième ligne, le premier coefficient cherché sera le même que dans la 

première; puis, pour en calculer un coefficient quelconque, multiplier 

le dernier nombre obtenu à la troisième ligne par la valeur approchée 

de la racine  ( a  =  —  3 , o 5 ) ; écrire le produit à la deuxième ligne dans 

la colonne suivante et ajouter les deux nombres qui se trouvent alors 

dans cette colonne. Souligner le dernier coefficient obtenu à la troi-

sième ligne. On passera de même de la troisième à la cinquième ligne 

en négligeant le coefficient souligné, et ainsi de suite. Ces coefficients 

soulignés sont ceux de l'équation en z. 

19.  J 'ai  maintenant  à  rйsoudre  l 'йquation 

( 2 ) z3—  9 , i 5 ^ 2 H ­  20,9075z  — 0,022 625 =  o ; 

seulement  celle  des  valeurs  de z  que  je  cherche  est  voisine  de  0,001.  Je  suis 

conduit  à  multiplier  par  1000  les  racines  de  l 'йquation,  pour  que z  soit 

йvaluй  en  unitйs  du  premier  chiffre  inconnu  de  la  racine.  Il  vient 

(3) zz—  g i 5 o ^ 2 H ­  20 907 5oos  — 22 625ooo — o . 

Si je  nйglige  les  deux  premiers  termes, je  connaîtrai z  avec  trois  chiffres; 

car  ces  termes  altиrent  seulement  les  cinq  derniers  chiffres  du  terme 

constant.  J 'ai  ainsi 

(Rиgle  à  calcul); 



d'oů  l'on  dйduit  pour x  la  valeur 

Si  cette  approximation  ne  suffit  pas,  on  nйgligera  seulement  le  premier 

terme.  On  pourrai t  alors  connaître  %  avec  sept  à huit  chiffres  exacts,  en  r й ­

solvant  par  la  mйthode  de  Gràffe  l 'йquation  du  second  degrй  obtenue.  On 

s'aiderait  avantageusement  de  la  Table  de  multiplication  de  Crelle. 

Mais  il  est  encore  plus  rapide  de  remplacer  z  par  sa  valeur  approchйe 

dans  le  terme  en  z
2

,  ou  bien  encore  de  chercher  la  transformйe  en 

u  =  z  — i ,08  de  l 'йquation  ( 3 )  en  nйgligeant  le  premier  terme,  enfin  de  rй­

soudre l 'йquation  en  u,  limitйe  aux deux derniers  termes. Dans  cette  deuxiиme 

maniиre  de  procйder,  la  mйthode  coпncide  ici  avec  celle  de  Newton. 

Voici  ce  nouveau  calcul,  en  se  bornant  à  chercher  trois  chiffres  pour  u. 

Les  deux  membres  de  l 'йquation  ( 3 )  ont  йtй  divisйs  par  i o 7 .  Les  calculs 

sont  faits  par  tranches  de  trois  chiffres  (systиme  à  base  1000)  avec  les 

Tables  de  Crelle  : 

De  là  on  dйduit  pour  u,  йvaluй  en  unitйs  du  premier  chiffre  cherchй, 

(Rиgle  à  calcul). 

On  obtient  ainsi  pour  x 

Il  importe  de  bien  remarquer  que  tout  ceci  n 'est  pas  un  rйsumй  des  cal­

culs,  obtenu  en supprimant  les  opйrations  fastidieuses  :  c'est  la  reproduction 

fidиle  de  mon  calcul  mкme,  sans  omettre  un  seul  chiffre. 



2 0 .  Calcul  des  inverses  des  racines.  —  Simplification.  —  L'йquation 

aux  inverses  des  racines  admet  les  mкmes  coefficients  que  l 'йquation  don­

nйe,  de  sorte  que  la  transformйe  finale  permet  aussi  bien  de  calculer  les 

inverses  des  racines  que  ces  racines  elles­mкmes.  Quand  le  terme  constant 

de  l 'йquation  est  ramenй  à  l 'unitй,  l 'inverse  de  la  plus  petite  racine  de  la 

derniиre  transformйe  est  йgal  au  coefficient  du  terme  en  x.  Cette  remarque 

nous  sera  particuliиrement  utile  dans  le  paragraphe  suivant  pour  la  rйsolu­

tion  des  йquations  transcendantes.  Il  est,  dиs  lors,  intйressant  de  voir  com­

ment  il  faut  modifier  notre  mйthode  d'approximation  pour  calculer  la  cor­

rection  à  por ter ,  non  plus  à  la  racine,  mais  à  son  inverse.  Soit  donc  a  la 

valeur  approchйe  de  l'inverse  d'une  des  racines  de  l 'йquation 

(0 

Je  pose 

l 'йquation  ( i )  devient 

( 2 ) 

P o u r  calculer  la  correction  z}  j e  remplace  Ј  par  sa  valeur  a  4 ­ z.  dans 

l 'йquation  ( 2 ) .  Le  dйveloppement  de  l 'йquation  en  z  s'obtient  par  la  rиgle 

prat ique  (n°  1 8 ) .  Il n 'y  aura  donc  d'autre  changement  que  celui qui  consiste 

à renverser  l 'ordre  du  calcul, c'est­à­dire  à  commencer  par  le  terme  constant 

de l 'йquation  ( 1 ) , et  ce  changement  lui­mкme  disparaît  si l'on  a eu  soin  d'or­

donner  l 'йquation  ( 1 ) , comme  je  l'ai  fait,  par  rappor t  aux  puissances  crois­

santes  de  x,  au  lieu  de  l 'ordonner  par  rappor t  aux puissances  dйcroissantes. 

Il  importe  d'ajouter  que,  la  racine  que l'on  cherche  de  l 'йquation  en  z  йtant 

voisine  de  o,  ce  seront  les  derniers  termes  de  l 'йquation  en  z  qui  influeront 

particuliиrement  sur  le  calcul  de  cette  racine.  O n  pourra  donc  s 'arrкter 

dans  le  sens  vertical  du  calcul  prйcйdent  quand  on  arrivera  au  coefficient 

d'une  puissance  de  z,  telle  que  le  terme  correspondant  de  l 'йquation  soit 

nйgligeable,  ce  qu'on  apercevra  rapidement  si  l 'on  a  soin  d 'exprimer  z  en 

unitйs  du  premier  chiffre  inconnu  de  la  racine  x. 



§  V.  —  Deuxiиme  extension  de  la  mйthode  de  Graffe.  —  Rйsolution  nu­
mйrique  complиte  d'une  йquation  transcendante  dont le  premier  membre 
est  une  fonction  holomorphe  de  la  variable. 

2 1 . Définition du problème.  —  Une  йquation  transcendante  est  suscep­

tible  d'une  infinitй  de  racines.  Ainsi  l 'йquation 

a  des  racines  en  nombre  infini  donnйes  pa r  la  formule 

et  obtenues  en  at t r ibuant  à k  toutes  les  valeurs  entiиres  de  — ce à  ­+­ ce. 

Il  est  clair  que  la  rйsolution  numйrique  ne  peut  pas  embrasser  cette  infi­

nitй  de  solutions  dont  les  modules  dйpassent  toute  limite,  et  l'on  ne  conзoit 

guиre  que  la  Science  appliquйe  puisse  poser  un  pareil  problиme.  Nous  di­

rons  donc  que  la  rйsolution numérique complète  consiste  à  trouver  toutes 

les  racines  comprises  dans  un  cercle  donnй  aussi  grand  qu'on  voudra,  et 

avec  telle  approximation  qu 'on  voudra. 

22 . Théorie.  —  Soit f(x)  une  fonction  que  je  suppose  d 'abord  holo­

morphe  dans  tout  le  plan.  On  peut  la  dйvelopper  suivant  la  formule  de 

Taylor 

(0, 

Je  suppose  / ( 0 ) ^ 0 ;  s'il  en  йtait  aut rement ,  j e  considйrerais  la  fonc­

tion  x  > qui  serait  holomorphe,  comme  la  premiиre. 

Dиs  lors,  on  peut  t rouver  un  rang n  pour  lequel  R  sera  nйgligeable  de­

vant y ( o )  pour  toutes  les  valeurs  de x  comprises  dans  le  cercle  donnй.  Je 

dis  que ,  dans  le  calcul  des  racines  cherchйes,  on  peut  nйgliger  R.  En  effet, 

supposons  qu'on  veuille  vйrifier  qu'un  nombre x  est  racine  de f(x)  au 

moyen  du  dйveloppement  ( 1 ) .  Le  terme f(o)  se  rйduira  avec  la  somme 

des  suivants.  Or ,  si  Ј est  l 'erreur  relative  tolйrйe  sur x,  ces  termes  sont  af­

fectйs  d 'erreurs  relatives  йgales  à  Ј,  2 Ј , nz.  L 'er reur  relative  de  leur 

somme  est  au  moins  e,  c 'est­à­dire  que  l 'erreur  absolue  sur  cette  somme 

est  au  moins  Ј f(o).  Le  terme  R  n'influe  donc  pas  sur  la  vйrification  consi­



dйrйc ;  donc  ce  terme  n'influe  pas  non  plus  sur  le  calcul  des  racines  à  l ' ap­

proximation  demandйe.  L 'йquat ion,  ainsi  limitйe  au  terme  de  degrй  n, 

pourra  кtre  rйsolue  par  la  mйthode  de  Graffe.  Les  calculs  se  font  ici  en 

commenзant  par  les  termes  de  degrйs  les  plus  faibles.  On  s 'arrкtera  à  la 

premiиre  racine  qui  se  t rouvera  sortir  du  cercle  donnй. 

Ce  qu'on  vient  de  dire  s'applique  йvidemment  au  cas  oщ f(x)  n'est  holo­

morphe  que  dans  un  certain  cercle,  pourvu  qu'on  ne  cherche  que  des  ra­

cines  comprises  dans  ce  cercle. 

23 .  Application.  —  Calcul  de  ir.  —  Soit  à  trouver,  à  l 'approximation 

de  la  rиgle  à  calcul,  la  racine  comprise  entre  o  et  ­,  de  l 'йquation 

( 0 

A  l'avance  on  sait  qu 'on  doit  t rouver x == ^­  Cet  exemple  servira  donc, 

en  quelque  sorte,  de  vйrification  à  la  thйor ie ;  il  montre  aussi  comment  la 

mйthode  de  Graffe  fournit  une  infinitй  de  maniиres  de  calculer  le  rappor t 

de  la  circonfйrence  au  diamиtre .  L'йquation  ( i )  s'йcrit 

(2) 

x'
1  est  plus  peti t  que  i ,  cosGa?  йgalement;  donc,  quand  on  opиre  avec  la 

rиgle  à  calcul,  le  dernier  te rme  est  nйgligeable  devant  ­,  Je  chasse  le  dйno­

minateur  2  et  j e  fais  tout  passer  dans  le  premier  membre .  Il  vient 

(3 ) 

Je  rйduis  les  fractions  en  dйcimales  et  j ' appl ique  la  mйthode  de  Graffe, 

en  ayant  soin  de  pousser  aussi  loin  que  possible  un  calcul  nйcessaire  d'une 

colonne  et  de  ne  faire  un  calcul  à  une  colonne  suivante  que  s'il  est  nйcessitй 

p a r l e  calcul  d 'une  colonne  prйcйdente.  De  cette  faзon  on  йvite  des  calculs 

qui  seraient  inutiles  ici,  puisque  l'on  cherche,  non  pas  les  cinq  racines  de 

l 'йquation  ( 3 ) ,  mais  seulement  la  premiиre .  Voici  ce  calcul  : 



De  la  derniиre  transformйe  on  tire 

8  logx  — 3,702  o3, 

\ogx  =  l ,  71900, 

x  —  o,5236. 

Vérification : 

6x —  3,1/416. 

On  le  voit,  le  calcul  se  trouve  plus  prйcis  que  nous  n'avions  demandй. 

24. Caractères de supériorité de la méthode. — Application à l'As-

tronomie et à la Physique.  —  L'artifice  qui  consiste  à  ne  faire  un  calcul 

à  une  colonne  que  lorsqu'i l  est  nйcessitй  par  une  colonne  prйcйdente  con­

stitue  le  plus  remarquable  caractиre  de  supйrioritй  de  la  mйthode .  11  rend 

en  effet  superflue,  dans  la  prat ique,  la  prйcaution,  si  utile  à  la  thйorie,  de 

fixer  d 'abord  le  nombre  des  termes  à  conserver  dans  la  sйrie.  P a r  là  on 

йvite  une  perte  de  temps,  un  effort  d'intelligence  et  le  risque  d'aller  trop 

loin  par  une  йvaluation  t rop  large.  Mais,  il  y  a  plus.  Voulons­nous  mainte­

nant  la  deuxiиme  racine iz —  ^  de  l 'йquation  (1)?  Il  n 'y  aura  rien  à  r e ­

commencer.  Tous  les  calculs  exйcutйs  pour  t rouver  la  premiиre  racine  sont 

nйcessaires  pour  chercher  la  deuxiиme.  Il  y  aura  seulement  à  ajouter  des 

termes  aux  colonnes;  peut ­к t re  des  colonnes  nouvelles?  Mais  toujours  m й ­

caniquement  et  à  mesure  des  besoins,  jusqu 'à  ce  que  le  coefficient  de x2, 

devenu  rйgulier,  fasse  connaître  la  deuxiиme  racine  cherchйe. 



O n  prйvoit  aisйment  les importants  services  que  doit  rendre  la  mйthode 

prйcйdente  en Astronomie  et  en Phys ique ,  oů l'on rencontre  des  йquations 

transcendantes,  dйveloppables  en  sйries.  En  Astronomie,  par  exemple, 

on  rйsoudrait  l 'йquation  bien  connue 

a  — e s i n u — rit 

par  rappor t  à  comme je  viens  de l 'expliquer,  en se bornant  à  la  plus  pe­

tite  racine. 

25 .  Extension  de  la méthode d approximation. —  Supposons  qu'avec 

la  prйcision  dйfinitivement  demandйe  à la  racine,  la sйrie  puisse  кtre  limitйe 

au  terme  de degrй n  (n° 2 2 ) .  L 'йquat ion  s'йcrira 

A  cette  йquation  algйbrique,  j e  peux  appliquer  la mйthode  d 'approxima­

tion  du § IV ;  mais  il convient  ici  de  commencer  le  calcul  par les  premiers 

termes,  qui  sont  les plus  impor tan ts ,  et par  suite  de  calculer  la  correction 

qu'il  faut  por ter  à  la valeur  approchйe  de Y inverse  de  la  racine.  P a r  là  on 

йvite,  comme  plus  haut  ( n ° 2 4 ) , la  dйterminat ion a priori  du  rang n  oщ il 

faut  limiter  la  sйrie;  car,  dans  la pra t ique ,  il  suffira  de  s 'arrкter  quand  on 

constatera  que l'influence  des  termes  suivants  disparaît .  Si  l 'on  se  reporte 

à  la  notation  et  à  la  disposition  de  calcul  qui  prйcиdent  (n° 18) , on  voit 

qu'il  faudra  s 'arrкter  dans  le sens horizontal  quand  le  terme An+i  deviendra 

nйgligeable  devant  le produi t  par a  du dernier  nombre  obtenu  ( ' ) .  D'aprиs 

une  remarque  prйcйdente  (n° 2 0 ) , le  calculateur  peut  aussi  s 'arrкter  jus te 

à  temps  dans  le  sens  vertical.  De cette  faзon,  il  n 'exйcutera  que  la  partie 

strictement  nйcessaire  des calculs. 

26. Application à l'équation | = s'mx.  —  D'aprиs  le calcul  prйcйdent 

(n°  23 ) on a,  pour  la valeur  approchйe  de x, 

co log^  •—: o, 281 00, 

( i )  On  peut  se  demander  ce  qui  arrive  quand  on  dйpasse  le  te rme  A„  oщ  il  convient  de 
s 'arrкter,  en  supposant  A № + 1  nйgligeable.  Au  lieu  de  l 'йquation  + z) =  o  qu'on  aurait 
obtenue,  on  obt ient ,  dans  cette  hypothиse,  l 'йquation (z  4­  a ) / ( « 4­ z)  =  o,  laquelle  admet 
les  mкmes  racines  que la  premiиre. 



Po ur  faciliter les  calculs par  la Table  de  Crelle,  je  remplace  cette  valeur 

par zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

J'o btiens  le  calcul  suivant  dont  la  d isposition  est  expliquée  par  ce  qui 

précède  ( n o s  18,  19,  20);  je  cherche  9  chiffres  à  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

x\ X'. X\  x \  x \ x\ zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

+  I  ­  ° ­ 2  o  +  ï ­  333  333  333  33  o  ­  2 .  166  666  666  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA
H -   191  —  ï .  17  19  —  3a8   399  4 -   3 .  9 5 5  8 27  666  4 -   182  563  0 8 4 

-hi  — 2 .  9  —  ï .  17  19  +   3 .  5  0 0 4  333  33  4 ­  3 .  9­55  8 27  666 4 ­ 3 .  i 5  8 96  418 

4 *   191 4 -   347  62  4 -   6 3 n   2 i 3 4 -   120 6  397  5 i 4 -   2 3 o  60 4  49 

4 ­ 1 - 4  O.18 2 4 ­ 0 . 3 3 o 4 3 4 -  0 . 6 3 r 6  217  333 4 -  I . 12 0 7  353  3 f  +   1 .   2 3 o  6 2 0   3g 

*  i g i - 4 -   716  l 6  - 4   2 0 0   5 l 2  ­f­  120 7 

4 -   0 . 3 7 3 4 ­ 1 . 1 0 4 6  6 4 ­ 1 . 2 6 3  + 1 . 6 3 2  ­ h  2 . 14 3 7 

• 2;5-  X*. X\ 

o  , 4 ­ 4 .  3 9 6  8 25  3 9 6  o  ­ 6 .  55  117 

4 -   3 .  3o3  621  584  •+­  579 9  173  7 4 -  2 .  118  343  564 4 -   2 2 6  o36  20 7 

4 ­  3 .  3o3  621  58 4  ­+­  3 .  6 i 9 5  9 9 8  1 4 -   2 .  118  343  564  +  2 . 2 2 5  981  0 9 0 =  B9 

H -   4 4 0 4  8 49  4  8 4 138 4 2 2  160 7  162  18 

4 -   1 .  4 4 °5  i 5 3  o 4 ­ 1 .  8 4 14 4 6 17 4 -  2 . 16 0 7  28 0   52  =  B 8 

­ h  2 74 6 , 4 -   60 8 

­ 4  2 . 3 i 8 6  4 ­ 2 . 6 9 2  =  B 7  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Deuxiиm e  correction  : 

4 -   2 . 6 9 2 4 -  2 . i 6 o  728  o52 4 -  2 . 2 2 5  98 1  0 9 0  

—  97  5 7 a  —  226  48 8  977 

— 4 , I 4 I  n ­  2 . 6 9 2 4 -  2 . i 6 o  63o  4 8 0   — 5 .  5 0 7 8 8 7 

« = + 7 . ^ Z |  =  7 . 3 , 6 . 
10 0zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA O 

с.  э 



O n  déduit  de  ces  deux  corrections, pour 

a =  + zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA1, 9 1  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Z —.zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA— O I 4 Ï 

u •=•zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA H­   3 16 

Cette  valeur  doit représenter  si donc  on  la  divise  par  6,  on  doit  re­

trouver  la valeur  connue  de  O n  obtient,  en  effet, 



§  V I .  —  A p p l i c a t i o n   а  l a   P h y s i q u e .  zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

Détermination du rapport des coefficients d'élasticité de Lamé. zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

27. Résultats de la théorie de Kirchhoff sur les vibrations d'une 

plaque circulaire  ( ' ) .  —  Les  lignes  nodales  qu i  correspondent  à un  son 

quelconque  de  la  plaque  sont  des  cercles  et  des  diamиt res  qu i la  divisent 

en port ions  йgales.  Le  son  fondamental  r йpon d  à  2  diamиt res  et  o  cercle. 

Dans  les  autres  cas,  on obtien t des  harmoniques.  Soient 

n  le nombre  des n њuds diamйt r aux ; 

m   le nombre  des  cercles  ; 
le  nombre des  vibrat ions correspondantes  à n  et m. 

P ou r  calculer v  au  moyen  de n, m et  des  constantes  physiques  de  la 

plaque,  on a  la  formule  suivante 

(0 

oщ  l'on reprйsen te par 

2  Ј l'йpaisseur de  la plaque ; 

l  son rayon ; 

q  son  coefficient d'йlast icitй ; zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

p  sa  densitй ; 

le rappor t  des  coefficients  d'йlast icitй  de  Lam й ; 

le car rй de  la (m   ­h i ) i и m e  des  racines  de l'йquat ion zyxwvutsrqponmlkjihgfedcbaZYXWVUTSRQPONMLKJIHGFEDCBA

a) 

dans  laquelle  on a 

(3) 

(*) Comptes rendus,  t .  X X I X ,  p .  75 3 ;  18 49­



28 . Méthode pour la détermination de  G au moyen des sons rendus 

par une plaque  ( '  ) .  — L'йquation  (2)  est  de  la  forme Ґ(x, n,  6)  =  o ; x\ m 

est  donc  une  fonction  de  0,  et  cette  fonction  est  variable  avec n  et m.  Je  la 

reprйsente  p a r / 7 V „ ( G ) .  On  dйduit  de  l'йquation  (1 ) 

(4) 

P o u r  les  diverses  valeurs  de  0,  9 r t > 7 n(G)  peut  кtre  calculй  par  les  formules 

( 1 ) ,  (2),  ( 3 ) .  On  en  dressera  une  Table.  L'observation  du  son  fondamental 

rendu  p a r l a  plaque  et  de  l 'harmonique (n, m)  fait  connaître  p 2 ) 0  et зn<m. 

Entran t  dans  la  Table  avec  l 'argument  ­*'w­  =  9„ ;,„(G),  on  en  dйduit  0.  En 

observant  de  nouveaux  harmoniques,  on  a  autant  de  vйrifications. 

La  rйsolution  de  l 'йquation  (2)  est,  on  le  voit,  fondamentale  dans  la 

mйthode.  Je  vais  donner  cette  rйsolution  pour  G  =  1, n =  o,  en  me  limitant 

à  deux  racines. 

29. Résolution de Véquation du problème dans le cas  G =  1, n = o. 

Je  pose xfi  =  X  et  je  ramиne  le  premier  coefficient  à  l 'unitй.  Puis  je  rem­

place  les  coefficients  par  les  valeurs  numйriques  particuliиres  au  cas  actuel. 

Enfin,  j ' appl ique  la  mйthode  de  Graffe.  J 'obtiens  le  calcul  suivant  pour  les 

transformйes  : 

Les  deux  premiиres  racines  sont  visiblement  sйparйes  entre  elles  et  des 

(*) Comptes rendus, loc. cit.,  et  Notes  de  M.  Mercadier,  11 et  25 juillet,  1 "  aoыt  1887 
et  2 juillet  1888. 



autres.  On  en  conclut 

3 0 . Résultats.  —  On  obtient  ainsi  le  nombre  йcrit  en  caractиres  gras 

dans  le  Tableau  ci­dessous.  Ce  Tableau,  tirй  du  Mйmoire  de  Kirchlioff  ( 1  ) , 

donne  les  valeurs  de  (ô )  pour  diverses  valeurs  de n  et  les  deux 

valeurs  G  =  |  et  G  =  I . Toutes  peuvent  кtre  obtenues  comme  la  prйcйdente. 
Voici  ce  Tableau  : 

Valeurs de on^m(0) pour Q — \ et 6 = 1. 

Il  importe  de  connaître  <p„,m(ф)  pour  les  valeurs  de  0 intermйdiaires  à  o , 5 

et  1 .  Voici  ce  que  je  trouve  pour  le  premier  harmonique (n =  o, m =  1 )  : 

G  o,5  0,6  0,7  0,8  0,9  J , O 

= o'0®\  i , 6 i 3  1 ,63g  i ,663  i ,685  1 ,706  1 ,728 

Or,  si  l'on  calcule  les  nombres  intermйdiaires  par  interpolation  au  moyen 

(*) Loc. cit. 



des  deux  extrкmes,  on  trouve  les  nombres 

i , 613  i ,636  1,65g  1,682  i ,7o5  ^ 7 2 8 

qui  coïncident  avec  les  prйcйdentes  à  l 'approximation  du  calcul.  Cette 

approximation  est  largement  suffisante  dans  la  question  qui  nous  occupe. 

On  peut  donc  se  contenter  de  cette  interpolation,  et  le  Tableau  de  Ki rch­

hoff  suffit  à  rйsoudre  le  problиme  de  la  dйtermination  de  ф par  l 'йtude  des 

plaques  vibrantes. 

Vu  et approuvé : 

P a r i s ,  le  2  d й c e m b r e  1889. 

L E  D O Y E N , 

G .  D A R B O U X . 
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