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PREMIERE THESE.

ETUDE

CERTAINES FONCTIONS ANALOGUES AUX FONCTIONS X,

DE LEGENDRE, ETC,,

Introduction.

Le travail qui va suivre a pour objet principal I’étude de certaines
fonctions de plusieurs variables, analogues aux fonctions X,, de Legendre
et aux fonctions trigonométriques sin(7n arc cosx) et cos(n arc cosx).
(est surtout au point de vue du développement, au moyen de ces nou-
velles expressions algébriques, des fonctions d’un nombre quelconque
de variables que cette étude est faite. On sait que les propriétés des
polynomes X,,, exprimées par les relations

f+anX,lfdx:o, T Xide =2,
s _ 27 ¥

permettent d’effectuer avec ces polynomes le développement d’une
fonction quelconque de x, tant que du moins la variable x reste com-
prise entre — 1 et + 1. Il en est de méme relativement aux deux autres
fonctions indiquées précédemment. Mais ici il y a une différence capi-
tale entre le cas d’une variable et le cas de plusieurs variables. Les
seules propriétés des fonctions X, généralisées ne permettront pas de
faire le caleul de leurs coefficients dans la série qui exprimera une fone-
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tion de plusieurs variables; pour arriver & ce résultat, il faudra de
toute nécessité considérer de nouvelles fonctions qu’on associera aux
premiéres. Comme dans le cas d’une variable, les nouveaux développe-
ments supposeront une relation d’inégalité entre les variables.

C’est M. Hermite qui a fait la généralisation pour deux variables de
la fonction X, et de la fonction sin(n arc cosx). Jétends cette généra-
lisation & un nombre quelconque de variables pour les fonctions précé-
dentes, et aussi pour la fonction cos(zarc cosx), non considérée par
M. Hermite.

“Indépendamment de I'étude précédente, j’ai traité diverses questions
s’y rattachant assez directement et qui m’ont paru intéressantes. Ainsi
apres avoir donné pour I'une des fonctions étudiées auparavant un sys-
teme d’équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre, ainsi
que pour sa fonction associée, j'ai déduit directement de ces deux sys-
temes les propriétés principales de ces fonctions. Jai donné aussi la
solution complete du premier. J'ai indiqué également, pour tous les cas
qui pouvaient se présenter, les valeurs de certaines intégrales doubles
qu’on n’avait calculées, dans 'étude précédente, que lorsque les con-
stantes qui y entrent sont comprises entre certaines limites.

Ce travail est divisé en deux Parties : Ia premiére est consacrée a la
généralisation de la fonction X,: la seconde a la généralisation des
fonctions trigonométriques sin(n arc cosx) et cos(r arc cosx).

Je tiens ici 4 remercier M. Hermite qui m’a indiqué le sujet de ce
travail et, sur ce sujet, la plupart des questions que j’ai résolues.

PREMIERE PARTIE.

GENERALISATION DES FONCTIONS X, DE LEGENDRE.

On sait que les fonctions X, de Legendre proviennent du développe-
ment, suivant les puissances croissantes de a, de I'expression

]

(1— 2ax + a*)
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Dans une these sur attraction des sphéroides, M. Olinde Rodrigues,

en 1815, a mis la fonetion X, sous la forme

1 d"éxz—l)”

1.2...0.2" dx

Jaeobi, en 1826, dans le second volume du Journal de Crelle, a retrouvé
cette forme. C'est la quantité

[(1 = az — by P— (@ %) (2 = 1)]

1
2

qui a conduit M. Hermite (Comptes rendus des séances de I’ Academie
des Sciences, t. LX) a des fonctions de deux variables, analogues aux
fonctions X,. Cette quantité peut étre considérée comme une généra-

-1
lisation de Pexpression (1 — 2ax + a®) *, si 'on écrit cette derniére

[{(1—azx)— a*(x*— 1)]—%.
Posant

[ —ax — by p— (@ + b*) (2P + y2— 1)]-5:2 a"b"U,,,
M. Hermite a fait voir que I'on avait

U 1 d""“‘(x’—!—y? _ l)m-|—u
T mlnt amtn dx™ dy" '

Ces fonctions jouissent de cette propriété que l'intégrale double
fo,,,,,,Uu,v dx dy est nulle, quand m + n est différent de p. + v,

les variables « et -y, dans l'intégrale, étant limitées par la condition
2® + y* S1. Mais cette propriété ne permet pas d’effectuer le dévelop-
pement d’une fonction de x et de y, suivant les polynomes U, ,, dans
les limites «* + y2 1.

C’est pour arriver i ce résultat que M. Hermite a associé aux fonc-
tions U, , d’autres fonctions V,,, provenant du développement sui-
vant :

(1—2ax — 2by + a*+ b*) :za”'b" Vo

Cette expression nouvelle peut étre considérée comme une générali-
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"' . .
sation de I’expression (1 — 2ax + a?) *, o 'on a mis deux variables

x et y, et ou 'on a doublé 'exposant — % L’intégrale double

ff [ Ve, doe dy,

ol les variables sont limitées par la condition x*+ y*<1, est aussi
nulle quand m + n et p. + v sont différents, et cette seule propriété
ne permet pas non plus de calculer les coefficients des fonctions V,,,,
dans la série qui représente une fonction quelconque de x et de y. Mais

on a
f Um,n \TP,)‘) dx d]‘ =0

entre les mémes limites que précédemment, sim et » ne sont pas égaux
respectivement a . et v. Dans ce dernier cas, on a

_ T (m—+n)!
fv/‘Um,n Vm,n dx d)”“ m—+n-—+1 m! n! )

D’ou P’on voit qu’on pourra déterminer les coefficients du développe-
ment suivant :
2,9)=Y AoV,

par la méthode qu'on emploie relativement aux fonctions X, ce qui

donnera
7 (m —+ n)!
Am,: = 2z, ¥ ) Unndx dy,
Mmoo n 4 mlind ff 7 ) Unn )

les variables, dans I'intégrale et dans le développement, étant limitées
par la condition #* + y* =1. On pourrait de méme effectuer le dévelop-
pement de la fonction F(x, y) suivant les fonctions U, .

Avant de généraliser ces résultats pour un nombre quelconque de
variables, je vais compléter un peu I’étude des fonctions U,,, et Vs

et tout d’abord je vais indiquer une maniere curieuse de déduire les
secondes des premieres.
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Maniere de déduire les fonctions V des fonctions U.

On trouve facilement en calculant les coefficients de a*, a*b, ab*
et b* dans le développement, suivant les produits des puissances de e

i
2

et de b, de expression [(1—ax — by)? — (a®*+ %) (2 +- y* —1)] °,

U,==(52°+3xy*— 3x), U,——(5r*+ 327y —3y),

U, ==-0382y +y*—y), U, ==-3xy:+ 2*— x).
y+=r—= J’

NIW N~
NIW N~

Enlevons, dans les seconds membres de ces égalités, les termes de degré
inférieur au troisieme, et considérons les égalités ainsi réduites comme
formant un systeme de quatre équations a quatre inconnues (x*), (xy?),
{x*y), (¥*). Jai mis entre parentheéses les quantités «*, xy?, 2%y, y*,
qui n’ont plus leur signification habituelle si on laisse a U,,, U, ,,
U, ., U, leurs valeurs effectives. En résolvant le systeme d’équations,
on trouvera, par un calcul facile,

1

I I . b
(x3):;U3,0—'gU)‘Q, (x} )—EU|,7—’6U3,0,

I 1 5 1
(}3): ;Uo,s—gUz,ly (xz},.): EULV“ GUo,s'

Les seconds membres de ces formules deviennent, quand on y rem-
place U; oy U, 5, U, ,, Uy 5 par leurs valeurs,

1 1 I
x —;ngva,o’ r]’—gx 4V.,,,
1 1 1
),-3__; :‘8—‘0.3, x —g}"——;zvz,”

ce qu'on reconnaitra facilement, si I'on se reporte aux valeurs suivantes
de Vo,:n Va,z, Va,n Vs,(n
se=8x— 4z, V. .,=242y'— 4z,

Vo.=8y"— 4y, Vi=242y—fy.
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En général, considérons les égalités qui donnent les valeurs de toutes
les fonctions U, ,, pour lesquelles la somme m -+ n est constante et
égale A £, et, supprimant dans les seconds membres de ces égalités les
termes dont le degré est inférieur & £, regardons les égalités ainsi
transformées comme formant un systeme de £+ 1 équations du premier
degré a & —+ 1 inconnues x*, x*'y,..., x*y**,..., y*. On en déduira,
par exemple, pour x* y*~*, I'expression suivante :

(xhyt=ty = aUr + BU i + yUsia . . .,

quelques-unes des quantités e, 3, 7, ... pouvant étre nulles.

Je dis que cette expression, quand on y remplace Uq 4, U, 4i, Uy poss -
par leurs valeurs, devient, sauf un facteur constant, la fonction V.

En effet, remarquons d’abord que le seul terme de degré £ dans
cette expression est le terme x* y** avec I'unité pour coefficient; ¢’est
une conséquence de la maniere méme dont on a formé cette ex-
pression. Cela posé, développons le polynome aU,; + BU, 4oy + ...,
suivant les fonctions V, de cette maniere

2 Upi+ B Ui, +.. .:Z A Vi
On déterminera A, , par I'équation

T (v -+v)!
vl mlyl (“U“"‘+5U'J“—'+-~-)U:wdxdf’

les variables dans I'intégrale satisfaisant a la condition 2* +y*<1 (7).
D’olt I'on voit d’abord que A, , sera nul si p + v est différent de £,

car chacune des intégralesfoo,k U, dx dy, fo,,,‘_, Uy, dxdy,...

sera nulle. Il faut done que p + v soit égal & £.
Si Von se rappelle la forme sous laquelle M. Hermite a mis la fone-
tion U, ., on verra, par une transformation facile, que I'intégrale

ff(zUM 4 BUiiei+. ) Uy, dz dy

o

{*) Je ne répéterai plus cette condition qui intervient dans toutes les intégrales suivantes,
elle sera sous-entendue.
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est égale a

___.._—I v 2 1 asl provey d:k‘.y(aUDJr_*— U gy -)
APIE (‘—l)‘+ff(x R At § L dx&*ﬁdy‘: dz dy.

Maintenant, on reconnait clairement, puisque le seul terme de de-
aré k, qui existe dans (« U, + LU, 1oy +...), est 2"y, que I'in-
tégrale précédente sera nulle, si 'on n’a pas p=~r, v=4%— L. Le
théoreme est donc démontré. Le coefficient de V, ,_, sera donné par la
formule
Y (F— M) .

Api—s = T oF

Equations linéaires aux dérivées partielles auxquelles satisfont
les fonctions U, , et V

1,0 m,n*
Soit
U _ dm+n(x2 4 },.2 —1 )nz—}—n.
dxm d].n

Considérons la fonction homogene

. dm+n (x:r -+ .,y.z % ‘)m+r1

= dxm dy+ ’
on aura
dt dT dT -
'E;*“VEZ zgz(m—kn)l,
ou bien
z %‘ +¥ i;l —a(m—+n)z? dmﬂ(xz;{;}: 2 =(m—+n)T.

Si 'on fait z =1, dans cette égalité, il vient

(/U ‘ dU dm+n(x2 _¥_),-2 — I)'"*‘""’ N
S E« —a(m-+n) dady =(m+n)U,
d’out 'on tire
dm+n ( x? + ./;‘7 —1 )’"‘H‘—l o d U dU B T
(1) 2(m -+ n) damdy —xﬁ—%—y@—(nl - n)U.

24
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D’un autre coté, soit
S — (xz +‘72 __x)nH—n’
on en tire
l_l§ — 2( m —+ n) .Z'(.l’2 _*_}.2 __l)m+n~|.
dx
Différentiant cette égalité m -+ 1 fois par rapport & x, et n fois par rap-
porta y, on a
(llzz+xz+'z S (lm+n+( ( a? - y-'.’ _ l)m+n—|
—_——— =2+ n}x
(jx/11+lz+2 ( ) dxllx+l d]-n

(]m—i-n (xQ +]2 —1 )'ll+ll—l

d o [l]. n

+2(m-+n)(m-+ 1)

En tenant compte de la relation (1), on trouve done I'équation sui-
vante, & laquelle satisfait la fonction U,

1 dU dU
Q(l’U d[x-d—;+]'gf—-(1)z+n)U:]
{2) Ldxt dx 7
dU dU
—(m—%—l)[x% +y@——(m+n)U]:o.

On a de méme I’équation

d[ 'dU+ ‘ﬂj-—(m—kn)U—l

v Ve TV
dy* 7 dy
d ]
—(n +1) x% ytfl—;f—(m—f-n)UJ:o.

On peut remarquer P'analogie qui existe entre ces équations et I'équa-
tion différentielle du second, ordre & laquelle satisfait la fonction X,,.
Cette derniere équation est

d*X, dX,

(1 — x) T 2 —— +n(n+1)X,=o,

dx

et peut s’écrire

dxn -
azx, d (x el nX,,) o, k
dx* - dx —{n- 1) k ‘a; — X,,) —: 0.
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Effectuant les différentiations indiquées dans P'équation (2) et la sui-
vante, on met ces équations sous la forme

/ d*U du dU

(=) g = gy T 2)E

—(rn—i—l)y%‘J +{m—+ny{m-+1)U=o,

4*U . *U + (m—2) EI—U
dy* — X dx dy "}/‘(l’:/‘

(I _}.2)

) .
—(n+1)x %——‘r(m—{— n)y(n+1)U=o.

Ajoutant les équations (3), on obtient I'équation

(I’U+ ., 420
dwr T g

d:U du 3 du + 1)U =
_2xym— x = “de +(m—+n)(m—+n-+1)U=o,

(1—a)

a laquelle, comme nous le verrons tout a 'heure, satisfait la fone-
tion V,, ..

Cherchons le polynome le plus général satisfaisant au systeme (3).
Soit Az?y? I'un des termes du plus haut degré; je dis que I'on doit
avoir p + g=m + n. Car il faut que les denx éauations suivantes soient
satisfaites

—p(p—8)—pg+ (n —2)p—(m+1)q+(m—+n)(m+1)=o,
—q(g—1)—pg+(m—2)g—(n+1)p+(m-+n)(n—+1)=o.

En les ajoutant, on obtient, apres simplification, I'équation
—(p+q)(p+q+2)+(m+n)(m+n+2)=o,

qui donne p + g =m + n.

En les retranchant, et remplacant dans le résultat p par m-+n — ¢,
g s’élimine de lui-méme, et I’on a une identité. Ceci prouve que le po-
lynome du degré m + n qui satisfait au systeme(3) contient plusieurs
termes du degré m + n.

Mais il ne faudrait pas croire que ce polyndme le plus général est le
polynéme U, , ou £U,, ,; en d’autres termes, que le systeme (3) carac-
térise la fonction U, ,, en se bornant aux solutions qui sont des fone-
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tions rationnelles et entieres. Il est facile de s’assurer qu’il n’en est pas
ainsi.
Si I’on suppose m = 3, n = o, le polynome le plus général qui sa-
tisfait au systeme (3), est
H(5x2+3xy*—3z)+ K(2y® + 122y — 3y)

avec deux constantes arbitraires. Le coefficient de H est, sauf un facteur
constant, la valéur de U,,; car on a

Us,o = (5 2+ 3xy?—3x);

AR

mais il y a un autre polynome.
Si I'on suppose m =3, n= 2, le polynome le plus général qui
satisfait au systeme (3) est

H{g2*+ 30x'y* + 152y  — 102> — 18xy* + 3x)
+ Ky(1202f + 160 22y? + 24 3¢ + foy? — 120 2% + 15),

avec deux constantes arbitraires H et K. Le coefficient de H est, sauf
un facteur constant, la valeur de U, ,; car on a

U,.= %(7x‘=+30x3y’+15xy‘—— 102’ —18zy* + 3x).

Je vais démontrer, en général, que le systeme (3) est satisfait par
deux polynomes du degré m —+ n, et indiquer un moyen trés-simple
de calculer les coefficients de ces polynomes.

Pour cela, je remarque que la solution compléte du systeme (3) con-
tient quatre constantes arbitraires. En effet, si on se donne pour

dU dU d*y
r—o, y=o0 leb valeurs de U, ——» on en conclura les
v dx dy

dZU
valeurs de d et de
En différentiant successnement par rapport a o et par rapport & y

les équations du systeme, on aura quatre équations qui donneront les
valeurs de d—U Al N B leur t finie |
T dy dedy et Ues valeurs seron inies, car le

déterminant du systeme de ces quatre équations est

(1= 2) (1= %) (1 = 2 — 5°).
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En continuant de la méme maniere, on verra que toutes les dérivées

successives de U pourront s'exprimer au moyen des valeurs arbitraires

données primitivement a U, EII—E, %[j et Zl_d_l% On conclut de la que Ia
ax 24 x ay

solution complete du systeme d’équations aux dérivées partielles ne

contient que quatre constantes arbitraires. Cela posé, je cherche un

systeme d’équations de la forme

AP &P dp 4P
(I—x)%yﬁxjm—i—hx%'*‘h]?l}f—rllP»-O,
L dP AP, 4P, dP
m—+n
tel, qu'en posant ﬁ = U, la fonction U satisfasse au systeme (3.

Pour cela, je différentie m fois par rapport a a, et n fois par rapport
a4y, les équations précédentes; jobtiens alors un systeme d’équations
en U, analogue au systeme (3). Les coefficients seuls different dans les
deux systemes. Je détermine eusuite &, &', A”, k, ¥, k’, de maniere que
les coefficients correspondants soient les mémes.

On trouve sans peine que le systeme d’équations cherché est, en po-
santm + n =gq,
dp: d*P dP  dPp
- _x),.m_*_z((]—l)xa; _J.W

a( AP dP RS SN]SR
\ 1——])W—xym+2 q )]217——. H—;—f— gP —=o.

(1—27)

(4)

Les solutions générales des systemes (3) et (4) contenant chacune
quatre constantes arbitraires, on déduira la premiere solution de la
seconde.

Or je vais démontrer que ce systeme (4) a deux solutions polyndmes
du degré 24, 'un ne contenant que des termes de la forme Ha**y*?,
Pautre que des termes de la forme Ha?*+y 20+,

On reconnait tout d’abord qu’un polyndme ne peut satisfaire a ce sys-
teme que s'il est du degré 24. Soit, en effet, Ax"y* un des termes du
degré le plus élevé. On doit avoir les deux équations suivantes :

h(h—1)—hk -+ 2h(qg—1)—Fk+2¢9g=o,
Wk —1)—hlk+2k{qg—1)—-h+2g=0,
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(jui peuvent s’écrire
(h+1)(2qg—h—Fk)=o,
(k+1)(2qg—h —Fk)=o,
d’olt
h+k = 2q.

Cela posé, soit P :2 4y vx*y" un polynome du degré 2 ¢; cherchons
a en déterminer les coefficients de maniere i ce qu’il satisfasse au sys-

teme (4).
On aura une série d’équations analogues aux suivantes :

5 (p— 2) gy = (1t + ¥ — 2q ) 2y

(5) | (v +2)tpe == (1t 4+ v~ 2q) 2.

Supposons que I'on ait p. + v =29 — 1. Comme «,,,, est nul, on
voit que «, , le sera également. Donc le polyndme ne contient pas de
termes du degré 2g — 1. On en conclut immédiatement qu’il ne contien-
dra pas non plus de termes du degré 29 — 3, et en général de termes
du degré 29 — £, k étant impair.

Donnons-nous la valeur M de «,,,. La premiere des équations (5)
nous déterminera, au moyen de M, les valeurs de asy sy Gtag s 0re.-,
%50, €t 'on aura

o =M, ay.o=—gM,

glg—1i(g—2)...(¢g—l-+1)
(—1)f 7 M.

Hzg-2h,0

La seconde des équations (5) nous donnera successivement

e Q glg—1)(g—2)...{¢g—h—+ I)M
1 h! ’

aop RO —1)(h—2)...(h— kK +1) q(q—l)(q—2)...(q——/z-—+—1)M.

Arg—ak,2k — (’— I) i S i

Arg—2h,r == (— l)

Nous déterminerons donc ainsi, au moyen de M, tous les coefficients
des termes x*y”, dans lesquels p etv sont pairs, et pas d’autres. Par
conséquent, nous trouvons un polynome qu’il est facile de mettre sous
la forme M (x* + y? — 1),

On peut faire & ce raisonnement une objection. Je ne me suis pas servi
de toutes les équations (5) ol entrent des coefficients cyy_ys 043 mais il
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(13)
est facile de voir que, pour les valeurs précédentes de ces coefficients,
toutes les équations qu’'on déduit de la premiere du systeme (5), en
donnant a v les valeurs 2,4,6,..., et qui sont celles que nous n’avons pas
employées, sont satisfaites d’elles-mémes. Le type de ces équations est

(2q — o + 2) Qag—rht2,2h — — 2 (/L -—_ ]{) Qag—sh,2ks

Si 'on remplace dans cette équation oy spra ok €t Cogop ok par leurs
valeurs trouvées précédemment, elle sera satisfaite identiquement.

Si I'on se donne la valeur N de «,,,,, on déterminera au moyen du
systeme (5), et sans la moindre impossibilité, tous les coefficients «, ,
dans lesquels p. et v sont des nombres entiers impairs, dont la somme
n’est pas supérieure a 2¢. On obtiendra ainsi un autre polynome, im-
pair en z et en y. Comme on a employé toutes les équations (5), on n’a
que ces deux polynomes. Il leur correspondra pour le systeme d’équa-
tions (3) deux solutions qui seront des polynomes du degré m -+ n,
dans chacun desquels les exposants de x, et ceux de y iront en variant
de deux unités; mais tandis que, dans le premier, les exposants de x
seront de méme parité que m, dans le second, ces exposants seront im-
pairs si m est pair, et pairs si m est impair.

Je passe maintenant a la recherche d’un systeme d’équations aux d¢-

rivées partielles auquel satisfasse la fonction V,, ,.
On a

(6) (1—2ax — 2by + @+ b*) :E arb" V..

On en déduit, en différentiant 'égalité précédente, successivement
par rapport & @, ¥, a et b,

- AV

(=) 20{1-— 2ax — 2by + @+ by =Y ab I

d myn

(8) zb(1~2ax—zby—e—a‘-’—'ﬁb‘-’)ﬁ'_—_—Zamb"—;;_‘ ’
(9) 2(x —a)(t —2ax — 2by + &* + b’)‘zzz ma" 6"V, ;.
(10) 2(y — b)(1— 2ax — 2by + & -+ 62)422 na" bV ..
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Comparant successivement les égalités (7) et (g), (7) et (8), (7) et
(10}, (6) et (7), on conclut

(A
(x —a )2 a* bt ? =a E ma = "V .,
o dVan nin @V
aEabW_oEab 7

dVv
(y— b)Y ambn — 20 — na bV, .,
dx
r 9 12 (Z\ m,un
2ay a"b'V,, = (1 —a2ax — 2by + a*+ b)Yy a"d* e

d’ott 'on déduit les relations suivantes :

(Z VYm,;: d ‘Tmﬁ[ R
x

-(I I) dz — T — }n‘rm,n,
(12) ANon OV
o dy = dx ’
o dV,, AV )
(13) Y — —dx;A':(n+r)Vm_;,n+.,
- ,) 2V _ d \7,,,,7; ax d Vrn-t,n — a2y ([V,,,,,Lq de——z,n o Vm.ur‘z
VAT R e T h dx S de dx dx
.. i . . . AVipsn AP
Dans la dernicre égalité, je substitue a la place de ——" et —~
* (/‘Z' wr
LZ‘ m—i,n N T (Z\Tm.”_| - o
feurs valeurs x = (m— 1)V, ety o n\,_,, lirées

des relations (11} et (13), apres qu'on y a remplacé, dans la premiere,
m parm — 1, et, dans la seconde, 2 par n — 1. Il vient alors
(l\'/‘m.rs (IXT'n-—‘ n ‘([\]m.n -t

‘15 im+n+1)V,_,,=—-"L _x ey
) ! J Vi dx dx < dx

Différentions par rapport & x : nous aurons

i , [ZV'M“'” (1?2\'7"7,,1 (Zﬁ\/'m-‘\,n ([}\/-m.n—!
(m + n =+ 2) = = — — } —
dx dx? dx? - dxt

’{‘fm‘—‘|,fl . x d\rﬂl-}l I)l\f
doe dx e
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a cause de Péquation (r1);

—(m —1) d\," e,

dx? dx dx

d*V,_i AV
—=x

a cause de la relation précédente; enfin

dz "Tm,n——l dz "vm—y ]

dzt — dxdy’

a cause de la relation (12), et cette derniere expression est égale, en
vertu de 'équation (11), a

(Zj‘rm,n —m d ‘7m,k .
¥ dx dy dy

Donc on a, apres réduction, I'équation

( 2 d2 ‘fm R d’Vm‘u
6 S(I—x) dzr W dwdy
kl ) ? . (’ + 3 dV”I n _1_. 1 dV]ﬂ n + ( l + ’ —_! V .
) )& A my d " 1 +2)V,,,=o.
On trouverait de méme
m x dz‘/—m,n
=y ) d‘}, o Y dx d‘r

deIl dV m,n | 7 J—
(m—+3)y ar “+ nx —— de +n(m-—+n-+2)V,,—o.

o !
| -

En ajoutant ces relations (16 et 17), on trouve I’équation

(e V,,, " () dVow _ dV,
(8 5 x? Y dy? yr dy
/ 7
' "'"—3]‘[12,;"" 4 (m+n){(m+n-+2)V,,=o,

a laquelle satisfait, comme nous I'avons vu plus haut, la fonction U, ,.

On peut remarquer que ces équations (16) et (17) peuvent s’écrire
3.
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(16)
de la maniere suivante, en y remplacant V,,, par V :

dv dv n
42V d[x%+y-@+(riz+rz-i—2)\/]
dzz % dx

. dav
+m|z o )W

+(m+n—+—2)\’]_~:u,
dav dv ] .

A2V dlix%‘+y'?/")7'—(_("l+il—7_2)\’:|

T &

av d—V—’r—(m—%—n-wL'z)V]’-ﬂo

Cherchons a satisfaire aux équations (16) et (17) par un polynome.
Soit Ax?y? 'un des termes du plus haut degré.
On a les deux équations

(p—1)—pg—(n+3)p+mg+m(m+n-+2)=o,

—q(g—1)=pg—(m-+3)g+np+n(m-+n-2)=o.
En les ajoutant, on trouve, aprés réduction,
—(p+qip+gqg+2)+(m+n)(m+n+2)=o,
d’ou
14 -+ qg—m -+ .
En les retranchant et remplacant dans le résultat p* — ¢* par
(p—q)(m—-n),
on obtient une équation du premier degré, qui, combinée avec I'équation
p+qg=—m-+n,
forme un systeme dont la solution est

p=m, ¢q=n.

On voit donc que le seul terme de degré m + n du polynome, qui
est la solution du systeme (16) et (17), est un terme en a™y”.
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Pour donner une application de ces équations aux dérivées partielles,
je vais en conclure les égalités

‘/fUm,,,V%., dx dy —o, f U, U, dxdy —= o, f Vo Ve, dz dy — o,

quand 7 + n est différent de p + v.
Reprenons ’équation (18), dans laquelle nous remplacerons suc-
cessivement V,,,, par U et V; nous obtiendrons ainsi deux équations.
Multiplions la premiere par Vdx dy, la seconde par Udx dy; retran-
chons les résultats, et intégrons entre les limites * + y* T 1; il vient

[{p—i—u)(y—l—u—i—2)—(m+n)(m+n+2)]f UV dx dy
, d*U d:v i (v d?U d‘
:fﬁx—x)(V e —Uc_i?>dxd]+ff(l_] )(V—JF & )drtl}
d*U d*Vv
—~2f]xy<ddy [dd>dxd)

AU dv AU dy ,
”3[f ( Ud—>a’xdy-—3jf <v—~Ud‘>dde.

Nous allons démontrer que le second membre est nul.
Pour cela, je remarque que 'on a les identités suivantes :

(1—x’)<VdU Uﬂ>—2x<V(lb U—d—V>

dx? dx? dx dzx
R dU - dV
d[(“’”’—f“)(vd_x—UE;)] o dV
= dx - (V dz® v dx’)’
) [ d?U d:v du dv
(V) Ve T

dUu dv
d[(x—x’ y)( U-——-)] - R
_ dy dy —+—x2< dU_UdV

dy dy* dy* )
d*U d*V . dU dv
- (dedy—-dedy> - <V¢_!;——UF:E>
dU dv
_ d[xf<v——deﬂ g [AV 4U U v
T dy n TIJ—W—WW>
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\
' d*U - div [ dU LAV
- (\\ dz dy Uiz dy 7 <V dy U 2/7)

dU dv
d[m <‘ & Vg >] L <(1U AV dVdU>'

B dx

Si 'on observe, en outre, que les intégrales

dV
d I—x’—y)( (lx)J
dx dy
10 dv
bf i sttt Al e )
dy dx dy

sont nulles, on verra que le second membre de la relation donnée plus
haut se réduit &

et I dU d\ -1 dU dv
oy —vg Lo [ e v —vg] e
Tl dU _dV it dU dVv
— &Y _p%y _ . rel
0/_‘ dx [x] (\ x U dx>], ‘/:—I dy [x_} K\ iy U-— d) >]

i’indice 2, qui se trouve & droite de deux crochets, indique que 'on
a la différence des valeurs que prennent les quantités entre crochets,

lorsqu’on y remplace successivement & par + y1—y> et — y1— y*%.
L’indice y placé a droite des deux autres crochets a une significa-
tion analogue.
Je vais démontrer que P'on a

rt dU dV +1 dU dU
Lorlva-valo=/ «l=(VG-va)

Pour cela, je considere un terme quelconque Ax?y? du polynome
vaU _y —d—Vg nous allons voir qu’il donne dans les deux intégrales le
dx dx S
méme résultat. Ce vésultat est zéro, si p est pair, et aussi, dans le cas
oll p est impair, si ¢ est impair. Dans le cas de p impair et ¢ pair, les
deux résultats fournis par le terme en question, dans les deux inté-
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grales, sont

a1 I S
4A / (Vi—=pfyimdy et 4&f 2p (Y1 — 28, dx.
[¢]

[Bge)

Or on passe du premier au second, en posant y =1 — x*. De méme,
les deux autres intégrales du second membre sont égales, de sorte que
les théoremes annoncés sont prouvés.

On a dt remarquer les fonctions

| ([Um,n Lo dUm,n
T dr T dy

dx dy

dV,,,,,, d ‘va,n
43

—(m+nyU,, «x (- 2) NV,

qui entrent dans les équations aux dérivées partielles. Ces fonctions
peuvent étre considérées comme naissant du développement de cer-
taines expressions, qui ont une relation trés-simple avec celles qui
engendrent les fonctions U, ,, Vi,

On prouvera sans difficulté que I'on a

21— 2ax — 2by 4- a* + b*)~?

7 7 .
am b I:x d\‘ m.n -+ ¥ dav m.n + (”l+ n- 2)"'”1'“4!,
dx dy

(@4 0*)[(1 — ax — by P — (@* + b*) (2> + p*—1)] *
7 B
A_z am bn I: dUm il ]ﬂ dUm'" (m -+ Il) Lm " l'

dx dy B

On peut se servir de ce dernier résultat pour obtenir directement,
et sans employer la forme que M. Hermite a donnée aux fonctions U,, .,
le systeme d’équations que nous avons déja trouvé pour ces fonctions.
Je n’insiste pas la-dessus.

Il m’a semblé intéressant de donner la solution complete du systeme
d’équations dont la fonction U,, est une solution. Nous avons trouvé
une seconde solution, qui est un polynéme; mais il en existe deux
autres que nous allons indiquer. Pour cela, je reprends le systeme {4 .
Remarquant que les premiers membres des équations de ce svateme
sont des dérivées, on en conclura

‘ dp p

‘(wa’)dx df+quP =o(y)
(19) i

!._(“-?")(Zg? xy 5 +2qrP =q(x)
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‘n résolv Sy St p 3 4P g 2P I'écrira de 1
En résolvant ce systemne par rapport a - - e 4y on Véerira de la

maniere suivante :

|2 ) O s 2gep = o )0 = 9) - e,
{ro) y dp N
[t wrmy) G - 2arP = dla) 1=+ 2ro ()

On en déduit, en différentiant la premiere de ces équations par rapport
4y, la seconde par rapport & x, et en retranchant membre 3 membre
les relations résultantes,

aty =0 (v G =) == 0= 3relr) 3eda)— 1= Y (o),

Mais les équations (19) donnent

4P dP
g T dy = EvE) ey

de sorte qu'on a, entre les fonctions ¢ (xx) et ¢ (y), la relation
(=&)Y () + (2¢ —)xd (@)= (=) 9" () + (29 — ) re(y).

Chacun des membres de cette équation est évidemment égal a une
méme constante A. On en conclut les valeurs de ¢ (x) et ¢ (¥), savoir :

A (R

(1— a2

-3 1t
() =Cli—p ) T+ A —p) 2/ *Ln
° (1=

9+

Portons ces valeurs dans les équations (19), et résolvons la premiere
de ces équations. On trouve, en posant

P (1—ai—y1)rQ,
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Q= H(r)+cu~y2>“%f : dz

1 — xz_y.z)q+l

L dy * dx
+ A1 — e q+2f - lf
=" o (1—y2)T7Yo (1— 22— y7)H

x
S dx
z(1— 2x?) —
I—x’q 2dx v ™

—+—Byf T —T— —I—Ayf dx ([_xzi;:);,xﬂ)

Résolvons de méme la seconde des équations (1g’). En posant

P=(1—x— py*)1(Q,

on trouvera pour Q' une valeur analogue a celle de Q; seulement il y
aura dans Q' une fonction arbitraire de a, y (x). I faut avoir identi-
quement Q' = Q. Jécrirai cette identité de la maniere suivante :

) "rx(l—ﬁ)q—%dx vy 7 dy
H(J)+B[J”/0 =gy (=) ﬁ(ﬁﬂ:]

=3 *F dx
x(1—zx*) °? —
o (I—x’)q ?

+Aly dx
]ﬁ (I__xz_},-z)q+l
i Ay e 4 [ |
) et ) ”*‘5
e 17—% 1 x
. (=) dy 2q+;f _ dx
—)((x)_!—c['zjo (l_xZ__}ﬂ)q'f'l (' ]‘) ° (I_xz___‘yz)qﬂ—l
/ R aeN g d
VL yii—y f —T—
\ o (1—yp2) 7
+A(xfo 4 (1 22— yf)eet
T T [ar
—(f—— )2 - d .
(=27 V/o‘ (n——yz)H% 0 (r—w’ 2+ Vo = 2=y

Les termes sont disposés de maniere que le premier membre ne con-
tient que la variable y, et le second membre que la variable x, comme

4
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je vais le faire voir. Je le démontrerai pour le second membre. La
dérivée, par rapport & y du coefficient de C, peut étre écrite

ay(1— gy 2 — x*dx
Ty 2l ri—y7) PP

I—x2— )’lh
_t px d
—y(l—)/‘z)q z[ z

Jo (I _ xz__y.z)q+| '

Ion integre par parties le terme du milieu, en considérant
xdx

[T i yajin comme une différentielle par rapport & &, on reconnait

/
immédiatement que I'expression précédente est nulle. On verra qu’il
en est de méme du coefficient de A. Donc, en définitive, il faudra
égaler les deux membres de I'égalité précédente a une constante D, ce
gqui donnera
4 ® dx
P=D(x— & —p2)e+ Cli— ) (i — x?ﬂ”)qf (
[¢]

[ — xz_}.2)9+i

L ¥ .
+mhwﬁﬂh—ﬂ—wﬂf( &
0

I — xz _vyr.')q—&—\

. 2 2 479"'% 7 d.V T dz
*A('—W“}’)q[(l*l) L= e

(r—=27

T [y L
: 1), G w e

(1 — ) vo

[ et _4}

1l est facile de voir que le coefficient de A est le second polynome que
nous avons déja trouvé comme solution du systeme (4). Cherchons en
effet les solutions de ce systeme qui sont des polyndomes. Reportons-
nous au systeme (rg). Il faut que ¢ (y) et ¢ (a) soient des polynomes
entiers. Or, dans ¢(y), le coefficient de A est un polynome entier.
(est ce qu’on reconnait immédiatement au moyen de la formule de
réduction

[T ,_z(qﬂ)ff' dr y
7+3  2¢—1 o q—§T2q—1(
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Done B = C = o. Mais le systeme (19), pour étre satisfait par la solu-
tion (2® -+ y* —1)?, doit avoir ses seconds membres nuls. Done si A

est différent de zéro, il n’a plus pour solution que le second poly-

nome, qui, par conséquent, est le coefficient de A dans la solution

générale.

Mais il est facile de démontrer directement que le coefficient de A,
que je désignerai par E,, est un polynome du degré 24, ne contenant

que des puissances impaires de « et de y. D’abord on voit que E,

change de signe quand on change 2 en — x, et aussi quand on change
y en — y. Done si E, est un polynome, il ne contiendra que des puis-

sances impaires de x et de y.
Si 'on considere les égalités

2 dz F4

3: —_—
<0 ([_Zg)'ﬁ_ \/I*Zz

® dz . ' z ‘ 1 /'z dz
o (1— 8 — 27 2(1— 1) r—f—z  2(i—t) ) 1— -z

on reconnaitra que l'on a

M . x
Exr:x;r—}—(x—x?—y’)[ff _d»z___z_;_)_”f d:’i__z
’ 2 ), 1—x—y 2 ), 1—axt—y

?

_-l”fx d _ —~ifzdx< 1 f" dy
2/, (=21 —2—y% 2/, 1—ax? ), 11—zt —y?

Mais

* Ve ~
el =)
2 Jo \1—2* J, 1—2°— )

1 *  dx /1 — x? -+
:Zf 2 jeg Vi T
o F Vi—zxi—y

1— x?)

x log \/l—xu—y_xfx x? dz
41— x? Vi—zt—y 2, 11—z 1 — 2=y

x /‘7 dy ¥ f“" dx Y f‘ dx
—_— : - i - ORI, A
2 J, 1—&—y? 2 ), 1—x—y’ 2o (1—x) (1 — x> — y?)

4.
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Done, finalement, E, = ay. La proposition est donc vraie pour ¢ = 1.
Je vais faire voir généralement qu’elle est vraie pour une valeur quel-

conque de ¢, si elle 'est pour la valeur ¢ — 1.
On a

/" dz o i 3 L2q— ¢ z
Jo (I_tQ___zz)!pH_Zq(l_tI)(l_ti_zz)q 2q(1—t’) o (1_12_52)77

/'z dz :2(q—1)/'z dz N 1 z .
Jo 2)q+—;- 29 —1 J, ( :)q“% 2g—1 ( 2 N

1— 2

Si l'on remarque que I'expression (1 — «* )q_%fx——dx—— est un
O 1—a) Tt
polynome du degré 2g — 1, on reconnaitra la vérité de I'égalité sui-
vante, & un polynome pres du degré 24,

Eq:q_q_I (1=t —y") Ep

x 7 dy y x dx
+ {1 — 2=y — ——— o
( v [

24 1—x?— e 2q Jo (T——F:-T‘_)—?

“ dx dy . dz dy .
(1—x*— »?) l—x’—y’ q~l—|J

Le facteur entre crochets dans le second membre est une constante,
car on reconraitra facilement que ses dérivées partielles par rapport
A et & y sont nulles. Le théoreme est donc démontré.

Nous avons indiqué antérieurement la maniere de calculer les coefti-
cients de ce polynome. On trouve, en représentant par
coefficient du terme en x**+* y?#*' dans ce polynome,

Aspar oner o

I ¥ 1

[q—(h~h+0)]! 135, 2h+1) .35 2k +1)

Aok, 2 = \I( — l)k"‘l‘ ok+h

M étant une constante indépendante de 4 et de £.

D’apres une formule de réduction indiquée précédemment, on verra
facilement que le terme dont le coefficient est B dans P'intégrale géné-
rale du systeme d’équations aux dérivées partielles peut se mettre sous
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la forme

J— L (e — — xr— g2 /] — 2 A
B\/l_sz+Bl.3.5. (2q —1) (1— 22— 3% )QIOg\I x4y
2.4.6...2¢q 2 Vi—ai—y

s

P étant un polynome du degré 29 — 1, on mettra le terme en C sous
une forme analogue.

Développement effectif de la fonction Un, aw moyen des fonc-
tions V, et de la fonction V.. au moyen des fonctions U.

Je vais faire deux applications simples du développement des fonc-
tions qui résulte de la considération des polyndomes U, ,,, V,.,. Je vais
calculer effectivement les coefficients des fonctions V dans I'expression
qui donne U, ,, et les coefficients des fonctions U dans le développe-

ment qui donne V,, .
Um,n :ZA;A,w ‘Tp.,-»-

Soit
AL f f V.U, dz dy = f Uy, U, dz dy-

On voit immédiatement que p + v doit étre égal & m + n, et que u
et m doivent étre de méme parité pour que A,, ne soit pas nul. On
peut donc poser u = m — 2k, v=rn + 2k, 2k pouvant prendre toutes
les valeurs entieres paires comprises entre — n et -+ m, et I'on aura,
en effectuant un calcul facile,

On aura

1 {m—Fk+1)...(em—2k)(n+k+1)... (2n+ 2k)
o mrn m ’

‘T”r,n :E .A oy U:_l,,v, -

On déterminera A, , par 'équation

A f f U Vardezdy = [ [V V... dz d.

Am——?ﬁ',n-}-'.’k p—

n!

Soit de méme

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(26 )

Pour la méme raison que précédemment, on pourra poser
"rm,n T:Z Am—-z‘,n+7k Um—zlr, n+-2k 3

2k variant entre les mémes limites que tout & 'heure.
M. Hermite a fait voir que 'on avait

{‘f(l —2ax —o2hy - @4+ b)) (1 —2d 2 —2by - @+ V) dr dy

T tan ab/ — b
= ————— arc tang —————— N
ab’ — ba' ° 1 —ad — bb'

/‘ [<E a™b® V,,.,,,> (2 aw# b V,L,.,> dx dy

ab’ — ba'
ArC AN b

¢’est-a-dire

o
T ab— ba

On conclut de I la valeur de A, o5 ,.0x- Le calcul étant tres-facile, je
vais me borner 4 énoncer les résultats. On trouve

Aposbpgat ={— 1) (m-+n-+1)(m—a2k)(n+2Fk)!

a—=a"

I

XE(za+1)(a+/{)!(a—-k)!(ln—k——a)!(n—%—/f——o:)!’

=o'

2 est un nombre entier. Voici comment on prendra les limites o’ et «”.
Si £ est positif, on prendra «’ = £, etsi £ est négatif " = — £. Ainsi «
est toujours égal a la valeur absolue de %. Pour la limite o, nous con-
sidérerons divers cas.

Soit d’abord m < n. Si £ est positif, on prendra «’ = — £; si £ est
négatif, on prendra, pour «”, m — % ou n -+ £, suivant que la valeur
absolue de 2% sera moindre ou plus grande que » — m.

Soit m == n. On prendra «” =m — £, si k est positif, et, dans le cas
contraire, a’ = n -+ £.

Soit, en dernier lieu, m > n. Si k est négatif, on prendra la valeur
%' == n + k, sinon, on prendra pour o, soit m — £, soit n + &, suivant
que 24 sera plus grand ou plus petit que m — n.
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Définition des fonctions Ummm, . @ 1 variadbles, et forme analy-
tique remarqiiable sous laquelle on peut les mettre.

Je passe maintenant i la généralisation des fonctions X, de Le-
gendre, pour un nombre quelconque p de variables. Les nouvelles
fonetions Uy, v, naissent du développement suivant :

1—azx —by—cz—...P—(@+ b+ ... ) (@ +y'+ 2+ . —1)] °

§ -
—_— 113 7 R
pm—t anb e, | Um,ml,m//’_ s

ou les quantités a, b, c,... sont au nombre de p, ainsi que les vavia-
bles x, y, z....
Je vais mettre la fonction U, v sous la forme suivante :

[ I

Unintor, - == mim' !l m’l. .. ante/+na
(20) ) dm—«}-m’ﬁ—m”-!—--: (xz +J,2 g2 — ,)m+m’+m//—+«-
> [
\ dxmdy™ dz"" . ..

Pour cela, je me servirai d’une forme particuliere de la formule de
Lagrange, employée par M. Hermite dans le cas des fonetions U, ,
a deux variables.

Soit

= \ a b ¢ \
(21) F(u)=u—F x—e—;u,y—i—;u,Z+Eu,...):u,

une équation & une incounnue u. L’une des racines de cette équation se
réduit pour a=o0,b=0,c=0,...2 F(2,y, 3,...). On aura la for-
mule suivante, ol « désigne cette racine,

a b ¢
\(D L A L 2ot

N

¢ j’ ( ll)
’ = amb ¢’ drmantaende Pt (e yy 2, )@l vy 3
T amim i mi, omrm e dzmdy dz"". ..
Silon fait F (&, y,z,...)= 2%+ ¥>+ z* + .. —1, équation /2
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deviendra
- w \? b \: ¢ \?
Flu)=u — |z + —u) — y+—u)— Z4 =W} ... +1=0,
2 2 2
ou bien
z +b e s as s _
Flu)=— —-—" 2wt (1—ax—by—cz—...) u — (2" + )+ z*+... —1}=o0.

4

La racine qu’il faut considérer est

—(1—ax —by—.. )+ Vi—ax—by—...p—(a*+ b’—!—...)(z’—i—]‘z—k...—l‘,"
— (@ + b +...)

U=—=2

Par conséquent

[

Fluy=|(1—ax — by — ez —..) — (@ + b* + ¢ 4. ) (2 + y + 22+ ... —1]]

Sil'on fait @ (x, y, z,...) =1, la formule (22) deviendra

[(1—ax —by—cz—..} —(@+b+c+... ) (& +y'+ 3 +...—1)]

]~

. amrb™ e . .. dm+nz’+m”+- .. (xz 4+ J.z B2l —1 )m+m’+m”+-~ .
- m! m’ mll'. 2m+m’+m”+-~- dxm d?‘"‘l dz"‘”. ..

ce qui démontre |’égalité (20).

Théoréme sur une intégrale multiple.

11 est facile de voir qu’on a la relation

(23) [ffum,m’,m”, Un,n’,n’/,, . ([..’L' (l] dZ e =

les variables étant limitées par la condition «® + y* + z2 +... %1,
quand m +m' +m” +... n’est pas égal A n + ' + 0" +..
Je le déduirai de la formule suivante facile & démontrer

~ i dm+m’+m”+~-(x2+ 24z, e +m 4. .
jffl‘(x,]} Z) dx”‘?:i]'mldzm// ) fl.l'd.}"(lz.-.

, m+m -+ Fl(x e _—
= (1) fff dxmd}m,fiz’;”)‘ﬁ,_.’ )(x2+y2+zi+..'_I)m+m+m + o dudydz. ...
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(29 )

Siton fait Flx, y,z,...) = Uy ., et que la somme n + n'+ n"+ ...
soit inférieure 4 la somme m + m’ -+ m” ..., le second membre de
la relation précédente sera évidemment nul. L’égalité (23) est donc
démontrée.

Cherchons la valeur de Pintégrale multiple

{24) fffumjm"m”“ Uaww, dredyds,...,

quand ona m +m' 4+~ m’'+...=n+n + n' —+....
D’apres I'égalité précédente, cette intégrale est égale a

1 1 I
;)—1‘!_"1’ tm’. . ntn'! n"'... 2m+m’+m”+---+n+n'+n”+~~-

dm—(-—n+m’+h’+ clx? e F A nt-nf+n 4
< [[(I — Xt — gyt g2, e ( ,'7 B ) dxdydz....
g ‘ damrr dy' =+ dzm' /

La différentielle qui entre sous les signesfffest nulle, si les

sommes m -+ n, m'+n', m” 4+ n”,... ne sont pas toutes paires, et dans
le cas contraire, elle est égale a

: (n+n —4-n"+...)!
m- n\, m' —+n’ Y m” 4+-n” '
5 ! 5 ! 5

On est ainsi ramené a calculer I'intégrale

(25) ffﬁl—x’—f——#—...)’"+'"’+'"”+'-'dxdydz....

Or on a, en général,

(26)ffff(x’+y2+z“+. .)dxdfdz:(\/;::)”—[—j;cif(/l)hl?:_ldlz,

T(f
2
les p. variables dans I'intégrale du premier membre étant limitées par
la condition

(m+np)l{(m + ) {m"+n")!..

x4y g St
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Donc I'intégrale (25) est égale a

e "!v f (l—/l)’"'*"‘,“"”*‘/l' "dh =y /it L
r@) 0 r<“

2

m--m +m’'+ ..+1)

—mmA-m >

De quelques autres propriétés des fonctions Ut i, .

La forme analytique sous laquelle nous avons mis le polynome
U,,z,,,g,mu,,__ montre que ce polynome est égal & une fonction de o, 32,
z?,..., multipliée par un certain nombre des quantités 2, Y, 5y..., NOM-
bre égal a celui des quantités m, m', m’,..., quisont impaires. S 'on fait
abstractlon de ces facteurs x, y, z,..., il est facile de voir que le poly-
nome U, . mr,. . veste toujours positif, pour les valeurs des variables
dont la somme des carrés est supérieure a 1, et par conséquent, qu’il
ne peut s'annuler que pour les valeurs des variables dont la somme
des carrés est inférieure 2 1. Pour le démontrer, je me servirai de la
formule suivante, bien facile i établir :

& Up,, .+ at- bUIs—l,x,o,,_. + at—2 b Ulr--?,z,o,... + ..

_ Cpe . 1.3.5...(2n — 1) k(k —1).(h—2n-+1)
== (ax + by + cz.. )+ ..+ 2.4.6...2n (2n)!

»(ax + by + ¢z + . (@ 4 - AL (A T B —
Cette formule montre bien clairement que, tant que
e o A e S |

est supérieure a o, toutes les quantités U, o 5, Uiy 1 0,.. SODL positives,
au moins pour les valeurs positives de x, y, z,...; il en est évidem-
ment de méme, quand quelques-unes des quantités x, y, z,... sont né-
gatives, a cause de la forme x,..., 3,... ® (2%, ¥*, 2°,...) de la fonction
Uy’ m,...» 81 toutefois on fait abstraction des facteurs x, z,... qui peu-
vent se trouver, comme multiplicateurs de la fonction @.

Si Ton donne & y, z,... des valeurs constantes dont la somme des
carrés soit supérieure a1, U, .. augmentera constamment avec x,
a partir de x = o; si la somme des carrés de y, z,... st inférieure a 1,
Upwme  augmentera encore constamment avec x, mais a partir de
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x=y1—y*—z*—.... Cest ce que montre immédiatement la for-
mule précédente.

Je vais faire voir maintenant que, si I'on donne des valeurs con-
stantes, dans la fonction U, v .», 2 toutes les variables, sauf une, par
exemple, aux variables y, z,... de maniere que leurs valeurs satisfas-
sent a 'inégalité «* + y* +... <1, I"équation en x

Um,m',m”,, =0

aura m racines réelles par rapport a x.
En effet, on a évidemment

dm’+m”+---(x2 _:__].z gt — l)m+m’+m”+.vv

d/y‘m/ dzm” .

=(x* -y - 24— )",

7 étant une fonction entiere de x, y, 3,.... Donc

1 d™ (@ -+ y:+ 20+, .. ——1)"L
mlm' T m71 .. omen el dx™ ’

U =
mym!ymt, L =—

et, sous cette forme, le théoreme de Rolle suffit pour montrer que, rela-
tivementa x, 'équation U,, v, = oadmetm racines réelles comprises

entre —y1—y®—2z>—... et +y1—y*—z*—... La méme dé-
monstration s'applique évidemment a4 une variable quelconque. On
peut aussi, pour démontrer ce résultat, se servir de la belle méthode
employée par Legendre, dans ses Exercices de Calcul intégral, pour les
fonctions X,,, car la forme analytique de la fonction U, ;v montre
que Vintégrale

+yr—yi—zt—. ..
f Um,m’,m”,, . 6 ( x) dx

—yr—pr—zi— ..
J

est nulle quand le degré du polynome 6 () est inférieur a m.
Je suppose, par rapport & x, ¢ racines réelles dans I'équation
Uppwt,mv,. = 0, i €tant moindre que m, ¢t en faisant, pour un instant,

flz)=(x—x)(x —x3).. (2 — 7;),

Z,, Xay Ly, ..., 2; étant les racines réelles.
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Je poserai

ce qui donne Pégalité
f F(x)f*(x)dz = o,

F(«) étant défini par la relation Uppwmr,.. = F () f(2).
On en conclut que le polynome F («) change de signe au moins une

P

fois entre — y1—y?—2>—... et +—yi—y*—z>—..., sans quoi
I'intégrale, ayant tous ses élements de méme signe, ne pourrait s’éva-
nouir, de sorte qu'on peut ajouter une nouvelle racine réelle aux pre-
cédentes, et poursuivre ainsi jusqu’a ce qu’on soit arrivé a la limite du
degré de G (x); c’est donc par conséquent 7 racines réelles pour «, et
en opérant sur y, z,..., on trouverait de méme le résultat annoncé.

En opérant, comme nous l'avons fait pour les fonctions U, , 2 deux
variables, on trouvera un systeme de p équations linéaires aux déri-
vées partielles du second ordre pour la fonetion Uy, v e . Ce systeme
d’équations est le suivant, en posant

([U L dU+ dU+ . L /+ "o U_,p
x%__rygy z;i—z— o= {(m+m m'+... ) U=P,
d*U dp — d*U dP , .
PPl —(m+1)P=o, —d]" — —-dy — (' +1)P=o0,...,

ou bien, en effectnant les différentiations,

@ g, U 4T LU
( x az? ‘y'dxdy" dedz—"'_’_(m_*_muz‘(_fi
v dU

A(m'FI)TW‘“(m '*‘I)Z:;TP—...—{— (m+m' < m” 4. (m~+1)U = o.
{(1r— 2)112__U_ d*U oz a*u ” du

J dy ]xdy‘dx Y dy‘dz-"'_k(m’w m—z)d—f

;. ¢ , dU L, , T
_(rlzﬁ—l)x%—(m—l—l)zE—...+(m~.—m +m’ +.)(m'+1)U==o0.
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Définition des fonctions N i w,m»,. .. et étude de lintégrale

[ffUm,m’,m",..,\rn,n’,n"... d.rdydz

Les fonctions V,, o qu'il faut associer aux fonctions U, .0
naissent du développement suivant :

*

(1—2ax —2by — 2¢2 —..+ @+ b ¢t +...) 2=y @b ¢V,

On voit immédiatement que la fonction V,, .~ . est un polynome
du degré m + m' -~ m” +... dans lequel le seul terme de ce degré est
un terme ¢n o™ »™ z™.... Je vais démontrer que I'intégrale multiple

fffum,m’,m”, \Tn,n’,n”, . (lx d} dz ..

est nulle, si 'on n’a pas en méme temps m = n, m'=n', m" = n". ...,
et je trouveral sa valeur dans le cas contraire.
Pour cela, calculons I'intégrale

L

(9,7)f/ /‘IJ”‘:,”/.,,,//”__(I—2(11‘——2b]'—202—...—*—(l“—'l'-bz—%--C'Z*‘:*...) *dadydsz.

Si l'on y remplace U, v .v.. par sa valeur, elle deviendra, apres une
transformation facile,

’ N

an bm’ Cm" TN ,[U,
o Bk R g it B KRR S m4+-mi-mi 5., —
mim'tm”!... 2 \2 2

| — oz — i — 22—, )m-i—m’+m”+-~
Xfffdx dydz... ( u » :
';.+7u+m/+m”—t—v-

(1—2ax — 2by —2¢z2 —.. 4+ @+ b+ +...)

Par une substitution orthogonale, on tranformera la derniere inté-
grale en la suivante :

I — .y,z L N’ +m” 4
B::;fff(lxd]'dz... ( : . J ey
" et e e

(t—o2rx + r?):2

A

ol r=ya* - b* + ¢* +~ ... avec la condition &* + y? - z* o .
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(34)
Intégrons d’abord par rapporta y, z,...; nous aurons, en nous ser-

vant de la formule (26),

12 —1

t 1— x? - L m+m! +m” e -t .
o f dxf (vt et kv dh
w—I
I‘<A > —1 —+m+m+m”+
2

(t— 2rx + r?)?

Sil'on pose A= (1— 2*) z, il vient

jd ” !
S+m+m!+m" + By

—u- T(m-+m +~m” +.. +1 Tt )2
j(\/ﬂ)é ‘ ( - ) [ (1 ) dz.
=—m+m’ +m +

I‘([J— G+ m A m - m +1> '
2

(v—2rx + r?)

Caleulons I'intégrale

[ ! em !
-1 5 E—+m+m ~+m +--'——;
(1—2?)
C—= dx.
I -~
1 = e e

(1—2rz + r?)

Nous déduirons cette intégrale des résultats obtenus dans le cas d’une
ou de deux variables. Le cas d’une variable nous conduira 4 la déter-
mination de I'intégrale, quand p. est impair; le cas de deux variables &
la détermination de I'intégrale, quand p. est pair.

On sait que

on «+1’

» 1 1 5
j X, Xydx—=0 et X,‘ldx:——

1 —1T

donc
+1 L 9 pht
f X (t—2rx+r) *de = —-

2n +1

Or I'intégrale définie du premier membre de I’égalité précédente peut

s’écrire

-+ 1 1

1 dr(z?—1y -+

( ) (1—2rx+r*) *dzx,
nltor J_| dzn

ou bien, par une transformation facile,

1.3.5...(2n—1)rnf‘*“ (1—a2")

2.4.6...2n . (1—-—2r.;:+r2)
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L’égalité précédente donne donc

['_‘”‘ {1z ) 2 2.4..6...20
Jov (l—arm )T 2n -1 1.3.5...(2n —1)

On voit, d’apres cela, qu’on connait I'intégrale C, dans le cas ol u. est
impair. Soit g = 2p’ + 1. L'intégrale (27) sera égale, apres réduc-
tion, 2

1 an b e, C(mAm L)

o+t _
1.3.5. (2 —1) e +m—+-m +m'+..)+1 mlmIm"l. ..

Comme elle peut s’écrire

f/‘[dx djﬁd‘z U"'»'"';'"”»..(E a” bm "‘U . \7114,171’,0:”,,_ )7
J oo .

on en conclut que P'intégrale

ff dx d)/' dz Um,m’,m”,_. \f,‘,“,,“”} Ly

dans laquelle m et n, m’ et n’, m” et n”,... ne sont pas égaux en méme
temps, est nulle, et que, dans le cas contraire, elle est égale a 'expres-
sion précédente, divisée par a™b™ ¢™.... 1l est facile de déduire de ce
qui précede la valeur de

f[f(lxd]dz (1—2ax —2by — 2¢z2 —. Aazﬂl_bz_,ﬁcz_%__”)--‘—g—

+[(1—ax—b0y—czp—(d* = b+ ) (2 p? . —1)] :

Cette valeur est égale, en effet, &
ot + 1 ! ni(aa’—%bb’—i_cc’—q-...)“

1.3.5.. .(2x —1) 2(p' 4+ n) -+

n=c

Posant
ad' + bb' +-cc' < ... :a,

je suis ramené a faire la somme

n—w=
at 1 o @t
— “+ S,
2(w—+n)—1  2u =1 2u-=-3 24 +5
=
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/

Il est tres-facile de trouver celte somme. On a, en effet,

Yz [ o) - a & \
logl \/z:z[ﬂ—%(\/a) +...]:2v/0¢<{-+§+%‘+~">?

1 — Vo 1 3
donc
I ‘ o " o . . I aA/ ' 7‘,+‘ N
2p’ 1 2 3 a5 T T w \ay -1 2y’ 3
o 1 ox 17 Ve 1 a & o =t
T a’ \2ya I Ve 13 5 T ou—1)

Il faut remarquer que la recherche que nous venons de faire de P'inte-
grale précédente suppose que r = ya® + &* + ¢* est plus petit que 1,
ainsi que aa’ + bb' + c¢’+.... La méme observation s’applique au
cas oll . est pair et égal a 2p”.

Cherchons, dans ce cas, U'intégrale C. Nous nous servirons des ré-
sultats obtenus par M. Hermite dans le cas de deux variables, et que
nous avons cités au commencement de ce travail. On en tire

m+n 2 o s
s [ [ EE T s — by b dedy

m! nlomtn dx™dy*

_warb* (m -+ n)!
T m+n—+1 m!n!

| ) (1— 22— p2)mte - e .
ff(x—?.ax—zby—i—a’+b2)’"+"+‘ dxd)ﬂ_m—i—n%ﬂ

Sil’on fait une transformation orthogonale, I'égalité précédente devient,
en posant a* + b* = r?,

(I_xz»_l,y~2‘)m+rz o T
ff(l—arx—%—r”)’"ﬂ*’dxd]_m+n+1

Intégrons d’abord par rapport a y le premier membre de la relation
précédente. Ce premier membre devient, en posant y? = (1 — 2?) z,

d’onr

dx,

\/Er(m+n+1)f+‘ (1—x*)m+"+%

3 11— r? m—+-n-+1
(mo ) S Tre T
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d’ott 'on conclut, quel que soit le nombre entier p, I'égalité sui-
vante :

(1—orzx+r2p p!

™

) 13 I>
f—i—l (I—x’)lz—i ;‘;”‘(P——; .

1
Par suite, l'intégrale (27), pour o = 2p/, est égale

, (l”‘b”"c"‘”“_ (m+ml+mll+'.‘)! I
2. (g —1) mlm'lm"l... pAm4m 4+ m” 4L

—

Done, quand p est pair, Uintégrale

ffom,m’,m”,... Vn,n’,n”,.. dz d]‘ dz..

est nulle, si 'on n’a pas en méme temps m =n, m' =n', m" =n’,...,
, dans le cas contraire, on en voit la valeur.
L’intégrale

ff dedydz...(1—o2arx —2by —. ..+ @ + b +.. .

X[li—dx —by—...p—(a*+b0"+.. . ) (2 +5y+...—1)]
est égale a
, 1 N o
T 7 E n )
1.2...(p —x) - A

ot & =aa' + bb' +cc’ +....
La somme précédente peut s’écrire

1 [ ar+t 1 a  o? a1
—,(—,—+ , + )= — -—log(x——a)—————---— 5 .
ot u P+ at 1 2 w1

h

De quelques propriétés des fonctions Vi m,. ...

Les fonctions V,, 7. jouissent de cette propriété que I'intégrale
multiple

f ffVm,”.:,n,//, Vo, dedydz. .., avec la condition x?+ y*+z°+... 51
6
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est nulle, quand la somme m +m’ + m" +... est différente de la
somme n + '+ r” +.... C'est ce que je vais d’abord démontrer.
Développouns la fonetion U,, v~ . suivant les fonctions V. Soit

2 : R
— /
Um,m’,m",_.. == Ag,;*’,;:.”,m A’ wonl,wf, e

On déterminera A, ,» par I'équation

Apulat, . f/‘fU” o, Vuww,  dxdydz..

d’ou 'on voit que Ay, . sera nul, si la somme p +-p' + p'+ .
est différente de la somme m + m’' + m” +.... On conclut de la que
Uppyow e, s'exprime linéairement par les fonctions Vo,  telles
quep +p' +p' .o =m-+m +m'+... =k

Considérons une fonction linéaire  coefficients arbitraires de toutes
tes fonctions U, ., . telles, que la somme m + m' + m” + ... soit
égale 4 £, a savoir :

aUpoo +B Ui+ ...

Cetle somme s’exprimera par une fonction linéaire des V, dont la
somme des indices est égale & £, et qui sont en méme nombre que
les U qui satisfont & la méme condition. Les coefficients des V seront
des fonctions linéaires de «, 3,7,..., et par couséquent pourront pren-
dre des valeurs quelconyues, si 'on donne & a, 3, 7,... des valeurs con-
venables. Multiplions la fonction linéaire des U par V,, 4 v _dardydz...,
et considérons I'intégrale multiple correspondante, prise entre les li-
mites x* - y*-+z*+...21; elle sera nulle, quels que soient «, 3, v, ..., si
b+ A"+ ..., est différent de k; il en sera de méme de I'intégrale
multiple correspondante au produit par V, w,. dodyds... de la fonc-
tion linéaire des V; elle sera nulle, quels que soient @, 3, 7,..., et, par
suite, quels que soient les coefficients de V; donc chacune des inté-
grales correspondante 4 chaque V sera nulle; done

ff /‘V/‘,z.f,/w, Nuwar, dxdyds...=

st h— b K —. .. estdifférent de p —+ p' + p” ...,
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Mais si ces deux sommes sont les mémes, I'intégrale correspondante
aux U n’est pas nulle; elle est, par exemple, égale 4 py, quels que
soient o, f3, 7,...; il en est toujours de méme de lautre, et 'on a
autant d’équations que d’inconnues pour déterminer les intégrales

ff Vi, Vo,  dxdydz...; mais Vune de ces équations a un

second membre p différent de o, tandis que, dans le premier cas,
toutes les équations avaient pour second membre o. Donc les intégrales
correspondantes aux V, dans ce second cas, ou du moins quelques-
unes de ces intégrales, ne sont pas nulles.

Les fonctions V,, v v, ont une relation remarquable avec les déri-
vées de 'expression

(1+ 2 +y? + 3z +..)

wFE

Représentons, en effet, par P, v v, U'expression

v

1 drrm i (p eyt gt ) 2
m!im'lm’!... dx™ dy™ dz" . . . ’
on aura
[I -+ (x -+ a>z -+ (‘7 —+ b)’ -+ (Z -+ 0)2 +.. ']—; - ambm’ cm”"'Pm,m’,m”,.‘.’
ou bien

I

(1+2* 4+ + 3 +. ..+ 2ar +2by 4205+ ..+ A+ b+ +...) 2

et E ar b ¢ ... P,,.,,,.,r,,,,//,___.

Remplagons, dans cette égalité, a par a(v+ x* + y* + z° +...),
bpar b(1+ 2> +y* +2z* +...), cpar c(1+ 2 +-y* + 2% +..), et
ainsi de suite, il viendra

‘

wlg

[1-2a% +2by 4263+ o4 (@ -+ b1 4. ) 1+ 22+ yi 224 )]

(28) .
!
e E @b O e (1 B Yt B TP
D’un autre ¢oté, on a
(1—o2ar —2by —2¢z — ...+ @ + b+ ) 2=y @b e N,

6.
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ou bien s
2

(1+2ar+ 2by+2¢2+... 4+ @@+ b +c+.. )
:E ambm’ cm”.”(_ l)m+m’+m”+.., Vm ol

Remplacons-y

a par avi+x -yt zia ., b opar bVidai 4242tk

) ¢ par eyt 2.,
et aussi

x R
x par ———me—= ————=—>» ) par J
Vieat yrzige ., Vid-zi prt2i+ ..

Z
Vie2+ yra 224, ..

z par yeeey

il viendra

(2] [(1+zax+2by+2cz+...+(a?+b’—i—c*+...)(1+x2+y2+z2+...)]":*'
29/

mgeid ¥ 4

:Ea"‘b”" e (e (g et i) (Ve

en désignant par (V,, .~ ) ce que devient V, v , quand ony

&X N
remplace @, v, z,... par s )
P Yo % p Vitzi+ yie2+. .. Vidzi+ iz ...

z

e LR

Viexr izt ., _
En comparant les relations (28) et (29), on en déduit

m-m 4l 4

(Vm,m’,m”,.. R ) = (_ l)m+m/+m”+... (l -+ x4 }"2 -+ 2 4. ) 2 Pm,m’,m”,‘.v'

Ainsi, en résumé, quand on remplace dans les fonctions V,, o,
X, Y, Z,... par
x X4 3z

s PR

e ———— $
Vitzi+y? 424, Yi+ai+ yi4zi . Jiaeatpraziae ..

on obtient, sauf des facteurs égaux a des puissances de
T x4y - 20 ..,
les dérivées de 'expression

wi¥

(12t y? 22 .. )
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Si on donne a y, z,... des valeurs constantes dans I’expression de
P e, .+ Véquation Py, v v — 0 admet m racines réelles par rap-
port a x. Le théoreme de Rolle suffit pour I'établir, car on peut écrive

Iy
———m —m" — .

dr(i+ 2y 22 +...) * Y
K ;
dxm

Pm,m’,m”, . —

Y étant une fonction entiere des variables. Or 'expression

(1+ x>+ 5+ 22+ .. .)*Z_H—'* Y,

s’annulant pour x = — o et & = + =, sa premiere dérivée par rap-
port 3 x admettra une racine intermédiaire. Comme cette premiere
dérivée devient aussi nulle pour = — x et n =+ =, la seconde
dérivée admettra deux racines intermédiaires, et ainsi de suite. Méme
raisonnement pour les autres variables.

En opérant, comme nous I'avons fait pour les fonctions V,,,, on
trouve un systeme de p. équations linéaires aux dérivées partielles du
second ordre pour les fonetions V,, v . Ce systeme est le suivant :

(1—x2)ﬂ—xy d*v —xz d*v —(m'+=m’"+... 4+ —+—1)§—\:
dx® dx dy dx dz T dx
—+—my-d—v+mzﬂ—*— +m(m4+m+m’'+... +~u}V=o
d]" dz v e bt} ¥
(1—y2 d*v. 4V av , dV v dv
——] )zyj—jz‘m—yZW—.-r+mxz;—(m++m ..-+‘U.+1)@ .

dyv
+ m'z Ez—+...—+—m’(m—+—m’+m”—+—...+g)V:0,

qu’on peut écrire de la maniére suivante, en posant
dv . dV _ _dv

x;i;-i—y—@—&—zEz—+(m+m’+m”+...+p)V:P:
%«x%——}—mP:o,
Al N ki +m'P=o0
& Ay =
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Si I'on ajoute les équations précédentes, on trouve

Y PO S, G 1 QUL S
2 = +{(1—y?) dy~ - (/xd}‘— " dx dz ’
dv dv
— (g (e )d—f—

+(m+=m +-m" .. N m+m +m"+...+u)V=o.
‘u

Or on trouve la méme relation, en ajoutant les équations auxquelles
satisfait la fonction U, pr ;e .

Remarques sur le développement d’une fonction quelconque
F(x, v, z,.. ) suivant les fonctions Vo w m, ...

Si 'on pose

F (.Z‘, Yy Zyees) :2 Anwtmtt,.  Vontmo, s

on sait quelle sera I'expression de A, . . En se servant d’une
transformation déja employée plusieurs fois, on introduit sous les

signesf de la valeur de A, .~ . les puissances d’un facteur

(1 — x* — y? — 3% —...) plus petit que 1, et qui, des lors, sont d’an-
tant plus petites que les indices m, m’, m” sont plus grands. En appe-
dmm+m+ LR (2, % %,...)
dxndy™ dz™’- - ’
sous la condition &® + y2 + z* +...Z1, on a cette limite supérieure
fort simple de A, v, ., savoir, dans le cas de 2p’ + 1 variables :

lant p,, v, le maximum de Iexpression

A < Pm,m',m”,._.
s f mt 7
S S Lo 1) (2p = 3). 2 mm e m ) — 1]

et dans le cas de 2’ variables:

m,mf,m”, . .
Aty < P,

B 4 1) (A m A m ) g

Si donc le second membre de la premiere inégalité et le second
membre de la seconde, multiplié par 2™+™+™"- -, ne dépassent jamais une
certaine constante K, les termes du développement de F(«x, y, z,...)
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ne dépasseront pas non plus ceux de la série

V ! v/
. . - m.m’,m,
K E Vouyan, 0w K E P

représentant la fonction

P

K(tr—eoar—2by—2c2—.. + @+ D +c+...) "

B 1 1 1
dans les hypothesesa =1, b =1,¢c=1,...,0ua =- b= S1e= o

Mais un autre genre de considérations permet aussi de se rendre
compte de la diminution de A, ,» , quand les indices augmentent.
Si 'on développe une fonction F («) d’une variable &, suivant les fone-

tion X,, de cette maniere F (x) :2 A, X,, dans I'expression de A,

“+1
se trouve l’intégralef F(x)X, dx.

—1

On sait que la fonction X,, reste toujours numériquement moindre
que l'unité, lorsque la variable « varie de — 1 a4 <+ 1. On sait aussi
que cette fonction s’annule n fois dans I'intervalle. Or, au voisinage
d’une racine, de part et d’autre, X,, a des valeurs égales et de signes
contraires, si 'on néglige des infiniment petits du second ordre; comme
F(x) a la méme valeur aux infiniment petits pres du premier ordre,
on voit qu'une racine de X,, introduit dans 'intégrale des éléments qui
se détruisent. Or, quand » augmente, le nombre des racines augmen-
tant aussi, il en est de méme du nombre des éléments de P'intégrale,
qui se détruisent deux a deux. De méme dans le développement

qui donne

A"‘""'J’"”:'- f\/ f\Tm,m',nz”,, . Um,m’,m”,v . dx (/VV dz. ..
- /ffF (AZ", J', Z,. . ) U,,,,,,,I,,"//,‘ -, d,z'd}‘a]z’, .

on peut faire sur la derniére intégrale des remarques analogues aux
précédentes.
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Le maximum de la fonction U, v . est évidemment fini pour les
valeurs des variables satisfaisant a la condition &® + y* 4+ z* +...51:
d’ailleurs nous avons vu que y, z,... ayant des valeurs constantes dont
la somme des carrés est moindre que 1, U, ... s’annulait pour m
valeurs de x comprises entre

—yr—yt =z —... et +Vi—y' -z —. ..

Sur quelques fonctions analogues aux fonctions
Um,n, Vm,n-

Soit la fonction

i dm+n (Z‘z 4 Vz . I)In+n+h
— N —h Y,
pm,n — (“x2 -+ .7 1 ) dxm d;y.n

b
1.2...m.1.2...n.2""

4 étant un nombre entier quelconque positif.
Cette fonction P, , est un polynome du degré m + n.
Il est facile de voir que I'intégrale double

ff( 24y — 1 Pu Py dx dy

est nulle quand m — n et u + v sont différents, les variables dans I'in-
tégrale satisfaisant & la condition #*> + y2=1. Mais on peut trouver des
fonctions Q,, . telles que I'intégrale

fme,n Q..dxdy

soit nulle, quand on n’a pas en méme temps m = ., n = v. Ces fonc-
tions Q,, , naitront du développement suivant :

(1—2ax —2by + @+ b ) (x?+ > — 1)t :E a” b Q.

Cherchons, en effet, la valeur de I'intégrale

ffP,,.,n(.r’ + =1 1—2axr — 2by + @ +b)—hdx dy.
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Cette intégrale est égale a

m+n 2 —_ m.,_,, y 3
mYn'z"'+"ffl (xdxmydrnx - (1—2azx —2by + & + b*y~tdx dy,
ou bien a

a” bu
m!n!

Xff(l — x? — yr)th (L — s ax — 2by + a? + b )k dy dy,

F(h+1)(h~+2)...(h +m- n)

ou enfin 2
na"b" (h+1)...(h+m+n)
m!n! m4n+h—+1

ce qui démontre la proposition énoncée. On voit de plus que l'on a

_own (h+1){h+2).. (h+m+n)
f P”""Q'"‘"dxdy_m!n! m+n+h-+1 ’

On prouvera facilement que l'intégrale

f (2 + y*— 1) Qup Qu. dx dy

est nulle quand les deux sommes 7 —+ n et & + v sont différentes.

Les fonctions P, , peuvent étre considérées comme provenant du dé-
veloppement d’une certaine expression. On obtiendra immédiatement
cette expression par la forme de la formule de Lagrange, que nous
avons indiquée antérieurement.

On y fera

Flx,y)=2*+y*—1,
Oz, y)= (22 +py*—1)t

Si 'on donne a  une valeur constante plus petite que 1, I’équation
P,..=o0 eny admet n racines réelles comprises entre — 1 — @* et
+y1—a*; il y a une propriété analogue pour I’équation P, ,=o
en x, ol y a une valeur constante moindre que 1.

On peut remarquer que l’intégralef PrnUpy (2 + y* —1)"dxdy
7
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est nulle quand m + n est supérieur a p. + v, et quef P, .Uy, dxdy

est aussi nulle quand p. + v est supérieur a m + n.
On peut trouver des fonetions d’'un nombre quelconque de variables,

analogues 4 P, , et Q,,,; on voit immédiatement de quelles expressions
développées on pourra les déduire.

DEUXIEME PARTIE.

On connait les deux développements suivants :

V11— x?
1 —2ax + @

:2 a*sin[(n + 1) arc cosz ],

1— ax
—————— — ) a"cos{narc cosx).
1—2ax -+ at

Jacobi a mis expression sin[(n —+ 1) arc cosx] sous la forme

+

[T

. n 41 d"(l——x?)n
(—1) 1.3.5. . (an+1) dz*

On peut mettre I’expression cos(n are cosax) sous une forme ana-
logue; car, si I'on différentie par rapport & x ’équation

on en tire

n—-

1 — T —

cos(narccosx ) —(—1)" ——————— \/1 —x _.(__L_
dx*

M. Hermite a fait voir que les fonctions ©,,,, tirées du développe-
ment suivant :

Vol

(41— x— P [y —ax — by p— (@ b? x’+]‘2—1)]“':261”‘[;'"@,",,,,
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pouvaient se mettre sous la forme

(m -+ n)t (—I)”+"(In+n+1) d""""(l—x’—‘}/‘?)m_kn-‘_%

mlin! 1.3.5.. a(m+n)+1 dz™ dy*

L’analogie de forme analytique est frappante entre cette fonction ©,,,
et la fonction d’une variable sin[(72 + 1) arc cosx]. On a

nmn(‘)g;
Vi oy = dx dy = o,

quand m + n est différent de p + v. Les fonctions que M. Hermite
associe A celles-ci sont les fonctions ©,,, provenant du développe-
ment

~3
(!—<2ax—2by+a’+b2 Z_Eambn -

L’intégralef Opny,vda dy est nulle quand on n’a pas en méme

temps m=upu, n=v, et, dans le cas contraire, elle est égale &

{1 — ! (m+ )l Je généralise ces résultats pour le cas
2m —+ 2n+ 3 m!ln! g P o

de p variables.
Mais M. Hermite n’a pas cherché de fonctions de plusieurs variables
analogues & cos(n arc cosx). En considérant le développement

(1= az — by){(1— ax — by P — (@+ ) (@4 y?— )] = Y @b+ Un,

j’ai été conduit a des fonctions U,, qui peuvent se mettre sous la
forme

man—t

1.2...(m +n) Vi— i — g dr+n(1 — 22— y1) 7

(— )
1.2...m.1.2...n 1.3.5...[2(m + n)—1] dx™ dy®

et dont ’analogie avec cos (n arc coszx) devient ainsi évidente.
Les nouvelles fonctions V,,, que j'associe a celles-la proviennent du
développement

(x——x’—y’)_%(l— 2ax — 2by +a’+ b’ 7~Za'"b V-

L’intégrale doublef Uy Vi dx dy est nulle quand on n’a pas a la
7 .
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fois m = p, n =, et, dans le cas contraire, elle est égale a

(m—+n)! 27
mlin! 2m 4 2n+41

Je généralise aussi ces résultats pour le cas de p. variables, et je fais
voir plusieurs relations entre les fonctions U, , et ©,, complétement
analogues aux relations correspondantes qui existent entre

sin[(n +1)arccosz] et cos(narccosx).

Etude des JSonctions U, ,.

Voici comment on peut obtenir 'expression de U, , au moyen de «
et de y.
On a

1 — ax — b)‘
(1= az— byf = (@ + b)(#+ y"—1)

SN

L 1 1 i
= +
" L—ax—by—\/a’-i—bﬁs/xz—kyz—; x—a:c--buy—{—\/a’+b2\/x2+y’—ll
1 1 , 1
= .<1—1"+ —Q/

en posant

S

P=azx + by + ya*+ b yxi+y:—1,

Q=azr +by —Var+ b yxr+y*—1:

P et Q sont homogenes et du premier degré en a et b. L’ensemble ho-

s\ . 1 N
mogeéne des termes de degré m -+ n en a et b sera donc - (P™—+ Q™*+"}.

et I'on a
l(Pm-}-n 4+ Qm+n)
2
{1) = (ax + by )+
L im r)im+n—1) (ax =+ by )"+ =t (a* 4 b*) (27 4+ y? — 1) ...

1.2
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Le coefficient de a™ b, dans cette expression, sera la valeur de L, ,;
done

B ,n_+_n)! (,)l+n)! M2y m yrn—2
U n:(——————x”‘ P (2 i1 : -+ : i
" m!in! 4 1.2 ( Y ) (m—2)lnl " mi(n—2)1| "

Cette expression montre que cette fonction est un polynome de
degré m + n et que ses-termes contiennent des puissances de x et de v
égales respectivement & m == 2k, n = 24’, k et &' étant des nombres
entiers; de sorte que U, , est, dans les quatre cas suivants

m=o, m=i, m=0, M==I

(mod. 2},
n=o0, n=e, n=1t, nR=1

de 'une des quatre formes
F(z,y?), xF(x%y?), yFla?p?), ayF(a, .
Du reste, I’égalité (1), qui peut s’écrire

, _ .
A U gg= @0 U+ .

(m—+n)m-+n-—i)
1.2

=(ax + by)™ + {ax + by)m v =@+ b*) (2 + 3P — 1 )+...,
montre que, hors du cerele 2* + y* — 1 = o, et, pour des valeurs po-
sitives de « et de y, U,, ne peut pas s’annuler; donc F(x?, y?) est
essentiellement positif hors de ce cercle.
Donc la courbe U, ,, = o, si I’on fait abstraction des facteurs z ou y,
est tout entiere comprise dans I'intérieur du cercle x* + v* =1.
Voici les valeurs de U, , dans les cas les plus simples :

Uyo=1,
L"Tuo =z,
brl),l =5

Uyy= 22"+ y*—1,

Uy = 2y*+ x*—1,

[/Yl,‘ == 2z_7,

U,=8z2+8xy*+y ' —Bxt— 2y 1,
Uy, =8y*—8x'y*+ ' — 8y*— 2x*~+1,

U,, =8z +8y'+ 222" — 102" — 10y* = 2.
: J ¥
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U, =3zy*+ fx°— 3,
U,=6xy*+ 32— 3z,
U, =6xy-+3y>*— 3y,
U =3yz*+4y°— 4y,
U, = 16x%y + 1227%— 122y,
U, =16zy’+122%y — 122).

Pour mettre U, , sous la forme analytique que j’ai annoncée, je me
servirai de la formule de Lagrange modifiée, telle que je I'ai emplovée
dans la premiere Partie (22).

Faisons

Fla,y) =2+ 7> =1, 9(2)= o
Vor+y2—1

on aura

Flu)y=u— (x -;—%u)z— (y—J,- gu)2+l

—_ a—z'zﬁu2+(l—ax~—by)u—(x’+)’z* 1)=o.
Si 'on pose
G:a2+b2’
H=1—ax — by,
K:x“!—y"—l,

'équation précédente devient

——%1¢’+Hu~K:o.

On en tire

U =

—HEyI'—GK_ HxyH—GK
il _ G *

=

La racine qu’il faut prendre est

_ H-—yE—GK
= ¢

On a

F'(u) = VAT — GK a b= L.
F'(u)=yH*~— GK, go(x—!—;u,y—k-z-u)_\/l_t

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(51)

1 . ve
Ve \/2H‘—, H'—GK VH + yGK — VH— yGK
G

1

Done, le premier membre de la formule de Lagrange devient

/S _

H~/“G—K~% H+~‘§K—%.
VIE_GK (VH + yGK — yVH— {GK) NK[( VGR) Tl ' >]

Si Pon se reporte aux valeurs de P et de Q employées précédem-
ment, on voit que cette expression est égale a

—Z—JK[(I-P)'%HMQY%]-

L’ensemble des termes homogenes de degré m 4 n en a et & est

1 3.5 Ja(m+n)—4]
_ Pm+n m4-n 1 1,
2~/x’+y’—1 ( +Q ) 2.4,6.. 2(m -+ n)

Done

Pm+n - Q”L+n

?

2
- ————— 2.4.6...2(m + n) avb dmn(xt 4+ y? ~1‘)”‘+"_%
_2 Vet 1.3.5..[2(m+n)—1] m! nlam+n daxm dy*

le signez s’étendant a tous les termes pour lesquels la somme (m + n)

est constante.

-1 m-+-n
Pt 4-Q
2

Si T'on se rappelle que désigne I’ensemble homogene des

termes de degré m + n en a et b dans le développement de I’expres-
sion

(1—ax —by)[(v— ax — by) — (@@ + b*) (2> + y* —1) ],
on en conclura

(m -+ n)! Vi—at —ye A (1 — 2t — )
m!nl 1.3.5 . ]2(m~+n)—1) dx™ dy™

(2) Um,u _ (“I)”H_n
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Mzt 4y —1X
dxnn

une constante, et X un polyndéme en x et y; par conséquent le théo-
reme de Rolle fait voir que la courbe U,,, = o est coupée en m points
réels par toute droite parallele 2 1'axe des « qui rencontre le cercle
x* 4+ y*® =1.De méme, toute parallele 2 'axe des y, qui rencontre
aussi ce cercle, coupe la courbe en 7z points réels.

. . 1 .
On voit que U, , peut se représenter par A : » h étant

Relations entre les fonctions U et ©.

Je vals maintenant établir diverses relations entre les fonctions U et
©.0n a

dOn, (— 1y (m—+n)! 1 d”'“‘"(x—xz-]")”'*"—"i
dz (m—r1)ln! 1.3.5.. [2(m+n)—1] dx™ dy"
. d@m—l,u . - , .
En comparant cette expression de ——"4 U,.»,» on en déduit
dOm«l,n m
7 = Upn-
x \/I — xt — ,7'2
On aura de méme
d '(‘)m,u—\ — n Um,,,.
d_}" \/I —_— — 7-2

Ces relations sont tout a fait analogues & la relation

(3) dsm(n;rc cosx): — —_n—L— cos(narc cosx).
x VI'—.’L‘Z

1l ne faut pas s’étonner qu’on compare 4 Uy, ., Oy €L 0,y €1 DOB
pas O, car sil’on considere les deux développements

I—azx

:E a*cos(narc cosx),

I1—2ax + @
Vi—x?

I—2ar +a :E a*sin[(n + 1)arc cosx],

c’est le coefficient de @*~' dans le second développement qui contient
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sin (narc cosx), tandis que, dans le premier, ¢’est le coefficient de a”
qui contient cos (narc cosa). Mais on a aussi

(4) dcos(narccosx)

sin{n arc cosx ).
ar { )

- \/l—x2

Cherchons & voir la relation analogue pour nos fonctions de deux varia-

bles. Pour cela, je remarque que I’égalité (4) conduit a I'identité sui-
vante :

1 —dax a
T T, — aDa T T
1— 2ax + & 1 —2ax + a*
Réciproquement, voila une identité qu'on peut établir directement, et,
en partant d’elle, on peut en conclure I’égalité (4). Opérons de cette
derniere maniere dans le cas de deux variables. En d’autres termes.
comparons
D 1— ax — by
(1—ax — byP — (a* + b*) (2 + y? —1)

aD, “ ‘
(1—ax —by) — (@ +b)(x*+y*—1)

On verra facilement que 1'on a

1—az — by
(t— ax — by — (@ + b*) (22 + 3 —1)
S [(LD ayr—x*—y?
Vimzi—yr L = ar —byp — (@ ) (@t T =)
2 i
-+ &*Ds (1— ax —by) — (@@ + b?) (2* + y*—1) ’
ou bien
(Z (E a™ b" Ijm,n) . (l(Ea”-‘H b"’C)m,rz> d (Eam an”x)">_
dx :\/m a da —+—b»_ﬁ-ﬁ
donc
1 Upn
: (?.’L‘, = \/1———_._;’———7; [nl Opiews,n + (M +1)(‘)m+l,11-7]-
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On a de méme

dUm,u . I
d"V o \/l — x? __]2

[7 Onpt =+ (7 4+ 1) Onznri].

L'analogie n’est donc pas complete avec 'égalité (4). Mais, sin=o
ou n ==1, alors O, .. est nul, et la premiere des relations précé-
dentes devient analogue a la relation {4}, puisqu’elle donne

dU, m
R 2 — omond @m—l,ll'

dxr \/l — x?:}n?

il en est de méme de la seconde, quand 7 = o ou m = 1. Examinons

les deux premiers cas; on traitera de la méme facon les deux derniers.
Soit d’abord » = o, on a

yi—x?—p* d Oiyo . d Uy, . m

[/m,o:‘ m dz dr RS Om—i,05

d’ou Pon déduit, en multipliant membre 2 membre,

d Uns dOn_,s.

Ijm,o dx E—— Om—-t,o _dx‘

done (U, )* -+ (Om-y,0)® st une quantité constante relativement a x,
¢’est-a-dire une quantité indépendante de x; je vais démontrer que
cette somme est égale a (1 —y*)™. On aura alors un théoreme ana-
logue & celui qui est exprimé par I’égalité sin®*9 + cos®’¢ =1. Ona

Umo'*(——])’" ¢1—x2—f2 d'"(l——xQM]-u) :

T 1.3.5.. . (2m —1) dzm d
" _ i m dm—-l(l_xz__ ]‘,)m—L’.
()”.—\,o——(-‘I) 1.3.54..<2m—[) dxm—

/1 — x? ~dmn{1— x/’)m-%
_ n v B R A
lm,n#( ’) 3.5 (2,71___1)([ f) dx' ’
)t m _ ae2 ;: d’""(l— x’:) ’
On-yo = (—1) 1.3.5. . .(2m—1) (1—r7) dzx'" ’
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ou, en posant &’ == co0sy,
:’_A
Uno=(1 — y?)* cos mo,

m

Oy = (1t — )«‘?); sin mo;
par conséquent

( L,'m'()}z —+ ( Om——x,o )2 - ( L — ,_V-) )m .

Mais, si au lieu de supposer n = o, on suppose n =1, la quantité
(Upi)* + (Opy 1) est encore une quantité indépendante de x. Voici

comment on peut obtenir 'expression de cette fonction de y. On a, par
une transformation facile,

]
m—

er,‘:(__l)m(,n.’_l) \/l-—x’——_}” d”’\l—l‘ ___.}.1>

1‘3.5...(2m—x)”y da™ ’
. —_— 11— I il d"l—‘ (I - x2 —_ ')i).”i—_.rj'
Ouerg == (= mim(m 1) e ) dz" ’

par conséquent,

Dm,l = ( m —-1 ) _71 [jm,oy

vom—l,l - (m -+ I)ywllz—l,u’
donc

( UIII,I )2 —i- (Om—x,|)2 _— (Ill -+ 1)2'7'2 [( [jm,o)2 -+ (Om——l,u )7] - ( m —- I)z }/‘2 ( : )m'

e

On peut remarquer aussi les formules suivantes. Sil'on fait y = cos{,
2 = sin{ cosg, on a

Un,y — cosmeg sin*d,

Un,— (m +1)cosy sin” cosmg.

Enfin je donnerai encore la relation déduite de 'équation

. 1—ax — by
Z(l"‘ b" L F R e e ——— 2 an [)“ O”'.“'

Cette relation est

. (Om,u — X Opmin — ia O, -1 )~
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Sur quelques intégrales doubles.

! ~ (lm+"([—x2_,rz)m+"'%
/fl‘ (z,3) dam d1:" dx dy

) & Jrtn > B n—
= (= 1 /f-(—d;l,—:%;%l—) (1— 2t — 1) da dy,

les variables étant limitées dans les deux intégrales par la condi-
tion x* + y*<1.

Sil'on fait F (@, y) = U,,, et que p. + vsoitinférieur A m + n, U'in-
tégrale précédente sera nulle; dont I'intégrale

/fm,__“n-_-__—__[/p,; dx llj',
. \/1 — _‘_7'2

les variables étant limitées par la condition précédente, est nulle quand
les deux sommes m + n et p. + v sont différentes. Cette propriété est
I’analogue de celle qui est exprimée par la formule

T
f cosmgycosmody = o
0

gquand les nombres entiers m et m’ sont différents; car si 'on fait dans
cette derniere formule cosg = x, elle devient

j‘*” cos(marccosx ) cos(m' arc cosx)
—— dr = o.
-1 Jl— x?

Nous allons voir aussi la formule analogue 4 la suivante

T
j cosmesinng singdo == o,
o

si le nombre entier m est différent de n — 1 et de n + 1. En posant
cosg = , cette formule devient

-1
] cos (m arc cosx) sin(narc cosz ) dx — o.

~—1
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Si, dans Pégalité

]' 3 o3 - o K (g Jurr — —_ 2!11—{»—11—':-%‘ (l',‘+’lF(x’-lj . .
f]l‘)m,uf(z,j Ydedy = K (—1) ff(l 21—y ?) Tordy dx dy,

ol K est une constante, on fait F(x, y) = U, ., il vient

bl

ff Von U dc dy = K (— l)'"+"j f(l — -J’”)m+"+7 %%%‘_" dx dy.

Done, sil’ona w + v <m 4+ n, on a aussi

ff{ m,n Lry,,-, (Z.Z' d] -— 0.

Mais supposons maintenant que @ -+ v soit supérieur & m + n. Un

ffF(x, .., dxdy

S L et drr T2 — 3 F (2, 5),
= K/\—— I),,l+nu[ﬁl —x _]h) ) v (!xptd.;.» J ([x CI)‘

Faisant F (@, y) = 0,,,, il vient

ff‘(-‘)m,n lj.u.,u dx ({’]"

e e T
— K’ (_ I‘)m—e-nff( [ — 2t — l,V:’)‘ + 2 d \/I dxfdr., ) m,n dx d}".

Vi __1.2_),5 O, est un polynome du degré m-+n—+2; doncsi m+n—+2
est plus petit que p + v, l'intégr’alef Oy Uy, de dy est nulle.

On reconnait ainsi I'analogie que nous avions announcée. Cependant,
pour qu’elle soit complete, il faut que Uintégrale précédente soit aussi
nulle quand p. + v est égal A m + n + 15 0r Vi— a* — ¥20,,, est un
polynome dans lequel les exposants de « et de y varient de deux uni-
tés; 1l en sera de méme de sa dérivée d’ordre m 4+ n 1. Cette dérivée,
du premier degré, contiendra donc « et y & la premiére puissance, mais
n’aura pas de terme constant. On voit alors qu’en associant i cerlaines
valeurs de x et de y, les mémes valeurs prises en signe contraire, on
formera deux éléments de I'intégrale de signes contraires, mais égaux
en valeur absolue; done, en définitive, U'intégrale est nulle. Ainsi Va-
nalogie est complete.
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Sur l'intégrale doublef{[/’,,,,,, V,.dxdy pour ©* —+ y*<1.

Les fonctions V,,, proviennent, comme nous I'avons déja dit, du dé-
veloppement suivant

! 1
(r—x— 1) (1 —2ax — 2by - a5~ b?) ? :Z ar b V.

wl-

On voit clairement que, sauf le facteur (1 — &* — y?*) *, V,,, sera un
polynome du degré m + n, dont le seul terme de ce degré sera le terme
en x™y", et dans lequel les exposants de «, ainsi que ceux de y, seront
tous de méme parité. Voict les valeurs de V,,, dans les cas les plus
simples.

1

En posant (1 —- x* —y?*) " =g, on aura

Foo=0n. Vg,uzép(5x3~ 3z),
. 3 .
Vi.=px, V.z:;P(5x}“‘x)-
3
Voi=0y, Vz,t:;P(f;x?.V =)
Vo= g o{3x—1), Vis= é p(5y*—3y)
Vo.'t—-;—lo(gr2— l)y Vq = 29(35.1'2)”* 5.%2*5]'2”\"‘ l)‘
! , 5
V;n:§p(35z“—-30‘2"’+8), Val__;p(-;x’y—?;xy),

Viu=gp(38yt —30y7+8), V=

N | Ot

p(7xy® — 3zy).

Viy=3pxy,

Je vais faire voir que l'intégrale doublef Unpn Ve dxay, dans la-

quelle les variables sont limitées par la condition x* + y* =1, est nulle,

a moins que I'on v’ait m = p, n =y, auquel cas je donnerai la valeur
de 'intégrale.
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Pour cela, cherchons I'intégrale

A :/ [(1—2a’x— 20y + a4+ by P (1— 2P —y?) P (1— azx — by)
X [(1—ax — byP—(@+ b)) (x*+ y*— 1) da dy

entre les mémes limites que précédemment.

Faisons
o -+~ b2: ,,2, a'2+ bM: ’,Iz’
aIE_i_b!_n b!E_a/_/l
- I » Y= r ?
aa’ + bb' - ab— ba’ .
————— = cvsf, ————- = siné.
rr rr
Alors
dedy =dtdn, +)y'—FP+v, dx+by=1r'E
ax + by = r{tcosf + v sinf),
et Pon a

&4ffdg(lr 1—2rE 1) T(1— E—n2) P (1— rcoshE — rsinby)
X [(1— rcosBE — rsinfn P — r2(EB+ 7 — )~

les variables nouvelles £ et 1 étant également limitées par la condition
£* +-4* Z1. On est conduit & intégrer d’abord par rapport & 5, c’est-a-
dire & 'intégrale

Ay —&F — rcosfE — rsinb
B—= d, Lo reostE T .

l <
Vevi— (1—8 — %) [(1—rcosbf — rsinfn )t — r3( 8-+ — 1))

Changeons de variables et posons n =y 1 — £* cos, il vient

N4
B"::f \/I—E:?Sinﬁ)dql
o
1 — rcosff — rsinfvi — £ cosc

> e e
V1i— £sino {1 — rcosft — rsinf6yi — £2c050): 4 r (1— E)sinty

2

ou bien

= L —Mcoso
B 2 \ .
f(: dQ(L#*ICOS’”\‘47N2SiD”JJ
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N /
sil’on pose

1—rcosbt =1L,
rsingyi— & =M,
rVi—g=N.

Mais Uintégrale précédente peut se transformer en la somme de
deux autres, savoir :

1 [T do L 7 deo .
2, E—l\lcoscp—iNsinqo+§,£ L —Mcoso +iNsino

La seconde de ces intégrales est égale a

O —dgy u bien . © do
2J, L —Mcosg —iNsing 07" 3] T Mcosg— iNsing’

de sorte que I’on peut écrire

B:if—m g
2 — 7

L—Mcosy —iNsing

Soit

Z +
e?' =1z, dou

z_.
zio=dz, cosg=

Do

IS

s Ising =

2

On est conduit, pour avoir B, & intégrer le long du cercle ' =
ou x®+ y* =1, la différentielle

.z

~s

dz . dz
.——-', _ _.T .1— .
z-}—% z—-% i[aLz —M(2*+1) —N(2°—1)]
202\ L—M ; — N

2
Le résultat est égal a 27, multiplié par le résidu de

1
2Lz —M(z2+1)— N{z2 —1)’

dans U'intérieur du cercle z = ¢?*. Si je fais dans le dénominateur de
Pexpression précédente, successivement z== —1 et z = -1, j’obtiens
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les deux résultats suivants :
—2(L4+M), 2(L—M)

Dans I’hypothese de »<(1, que je suppose, la premiere de ces deux
quantités est toujours négative, la seconde toujours positive, quand &
varie de —r1 a4 +1. Nous en concluons que I'équation

2Lz —M(z*+1)—N(z2—1)= o0

a deux racines réelles, dont I'une est comprise entre —1 et +1.8i 'on

Lt yii+ Ne— M2
M-+ N

L— Vi rN— M
M+ N

résout cette équation, on a z = » Let M+ N étant po-

sitifs, c’est la racine z = qui est comprise entre — 1

el +1.
Donc le résidu cherché est égal a la valeur de P tirée de I'identité

1

— (M +N)z*+2Lz— (M —N)

P P
Ly N—M L+ i N—M
- M+N % M+ N

d’ott
1

P e e e——
2L L N — M
Ainsi, I'intégrale B est égale a

™ T

VLN —M* V1—o2rcos6k T ricosif

etl'ona
—+1 P
A== de .

1 V1i—2rE+r"J1— 2rcosfE + r:cos’f

On peut maintenant calculer cette intégrale par les procédés ordi-
naires.
Mais on peut I'obtenir facilement en se servant des propositions con-
nues concernant les fonctions X,,. Remplacons £ par « dans I'intégrale
9
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précédente: elle pourra s’écrire

A= Trf - <V re Xn> (E rtcos” 4 X,,\ dx,
) ld /

d’oux
n=ox j— —
\— o Z (rr’ cosf) i log 1+ Vrr' cost
A= 2T it p——— ]
20 41 r’ cos b 1—\rr'cosfd
= Jrr'eo v
ou bien

—r i + Vad + bb’

- —'—i__:_*_—l() - —
Vaa + bb’ 8 1— Vaa' + bl

si I'on remplace 7’ cos§ par sa valeur aa’+ b6'. 1l faut remarquer que
la recherche de I'intégrale simple précédente, telle que nous l'avons
faite, suppose que ' et 7cosd soient moindres que P'unité. Comme il
nous avait déja fallu auparavant supposer r moindre que 1’unité,
on voit que la valeur précédente de A suppose, en définitive, r et ' plus
petits que 1. Cette valeur de A ne change pas, quand on y remplace a

’ !
et @ par atet =, et b el b’ par bu et Y. Done I'intégrale
t u

‘/fdx d}. (E ar [)n 7 L;m,n> (Ea# bu il Tl KA.“)

est indépendante de ¢ et de u, quels que soient a, b, @', &', pourvu que
PFon aita® -+ 8% <1 et a* + b*<1. On conclut de la que Pintégrale

fom,,, Voo dzdy est nulle, sil’on n’a pas ala foism =p, n=v. Si

ces conditions sont réalisées, U'intégrale est égale au coefficient de
(aa’)" (bb')" dans 'expression de A développé. On voit immédiatement
que ce coefficient est égal &

27 (m—+n)!

o —— s .

m!in!

2m —+ 2n 1
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De quelques propriétés des fonctions V,

m,n"t

< Y . U,
SiI'on cherche a développer la fonction ——==2— au moven des

I — 2 y?
fonctions V, ,, les coefficients A, , du développement

m,n — A, V
N ,fxz—_ -

se détermineront par 'équation

A,y

T: - ! ' -’"ﬂ "A/
2 (g +v) :/ -ded},

o +2v+1 wplyl Vi— zi— y?

et, d’apres ce qu’on a démontré plus haut, on voit que A, , sera nul, si

p. + v est différent de m -+ n. Donc la fonetion Q_L——_‘___z
1 — 2% — ¥
linéairement au moyen des fonctions v, ,, telles que p. +v = m + n.

s’exprimera

. . . U
Une fonction linéaire quelcongne des fonctions FL;"._J teiles
11— x'— ¥
que m—+ n =F, a savoir :
U Ui
24 '—‘__.%—_:‘:_ -+ @ # +...,
\/l'—'xz—‘}"z v]__xz_ya

s'exprimera linéairement au moyen des fonctions V., telles que
u-+v==Fk. Si Pon multiplie la premiere fonction linéaire par
Ji— a2 —y?V,,drdy, et que l'on intégre, on voit que, si & + ' est
différent de K, I'intégrale sera nulle; d’otil’on conclut que I'intégrale

f[‘dxdys/l—x‘ ~ Y Fun Ve

est nulle, sim + n est différent de p + v.

On pourra voir facilement qu’on peut déduire les {onctions V,,, des
fonctions U, , par la résolution de systemes d’équations du premier
degré, de la méme maniere qu’on I'a fait, dans la premiere Partie, pour
déduire les fonctions V, , des fonctions U, ,.

g.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



{ 64 )

. . . . x
Si 'on substitue dans la fonction V,,,, 2 la place de &, —=F—=—
’ Vit zi+y?

et, & la place de y, ——2——, elle devient
1424y
(_I)M-!—n s " Tqi?+l dm+n(l -+ x2+‘},-2)—7
p (l =X+ y ) dx"‘d]" -

1.2...m.1.2..,.

Systémes d’ équations aux dérivées partielles pour les fonctions
Om,n, @m,n, Um,n, Vm,n-

La fonction v, , satisfait aux deux équations linéaires suivantes aux
dérivées partielles

‘ %F—x%——(ln—Fl)P:o,
(5) d*U dp
TG T3 —(nruP=o,
ou
P:ac%l%J y‘le—(m+n+1)U,

a laquelle satisfait la fonetion y = sin[(n +1) arccosa], et qui peut
s’écrire

dry d[x%—(n+1)y] dy
W_x dz —(n—+—l)<x%—(n+1)y>:o.

La fonction ©,, , satisfait aux deux équations suivantes :

d*v dp
W —.Z‘d—x +mP:o,
8) &V dp
—EF —yd—_}" +nP:o,
ol
P:de dv

%+y3}~+(m+n+3)v.
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7
i

Pour la fonction U, ,, ou plutdt la fonction 7;2_:;, je donnerai les
| el 4 *-*}’

équations
[ d*U dp
’ \dxz—x%———(m—;—l)l):o,
(7) (d:Uap b
(d]~2~y@——(n+x) =o,
ol
dU dU -
P__chx—-k‘y(—i?-(m—e—n—l)L._o,

et I’on reconnait ainsi leur analogie avec I'équation

2 f
(1 »«x’)%}—:-—x (}Z—kn{y': 0,

dx

a laquelle satisfait la fonction y = cos(narccosa), et qui peut s’écrire

dr =L

1 —x? ap
T = =,

en posant
d ¥
Vi—a y

P=zx—sF———(n—1 = .

x dx ( )\/I_xd

Enfin la fonction V,, ,, ou plutot v, , vy — 2* — y*, satisfait au sys-

teme
N AAY dP

dx?—x%—f—mP:o,
8
o il y'dP—i—nPwo
dz* 7 dy e
ol
2 7
P:x%+y‘a}§;+(1n+n+x)\’,
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Généralisation de la fonction sin[(n+ 1)arccosx |.

Considérons le développement suivant

ol

. ’ " .
= E @b e’ Opnt it

Soient

P=ax +by+cz+. .+ {(a@+b+c+...)

S

Q—ar+by+cs+...—(@+b+c+.. )V (P+p +2+...—1).

L’expression précédente pourra s'écrire

1 1 1
2i\/a’+bz+c’—|—..v.<l—P I—Q>’

de sorte que ’ensemble homogene des termes de degré £ena, b, c,...,

dans le développement, sera donné par 'exp

1

2iVar+ b4t 4. ..

Nous allons la mettre sous une autre forme, au moyen de la formule

de Lagrange déja employée.
Faisons

Flz,y,3,...) = 2>+ y*+z+...—1, D(=z,y, 5.
on aura

i(u):-%u’—a—ﬂu——K

La valeur de u qu’il faut prendre est

H— yH— GK
G_ k)

U =2

on aura

ression

(Pk—!—l o er+| )

o={2 -

= 0.

(2P + yr+2'+...—1),

[(1—ax — by — ¢z —.. ) — (@ + b+ ... ) (22 + 24— 1)

=

ol

, PR T 4 a b ¢ -
j(u):\/ﬂ—(xl&, (D(x—%-;u, }"'f—;u, Z#—;lt,-‘.>»~7vzt,...
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Le premier membre de la formule de Lagrange devient, apres des
réductions faciles,

1

- 1—P
Var+ b+ ¢t 4. . [< )

L'ensemble homogene des termes de degré £, en a, b, ¢,..., dans
cette expression, est

1 1.

3.5.. . {2k +1)
Va0 4+ ... 246 2k +2)

(Pk+1 — QI:+4 ):

et cet ensemble est égal a

’ i
anb e dmrn ey [ L S _1)"‘+”'/+’""+ Sy
mlm'tm”l, ., omtnan dxmdy™ dz". .. ’

celte somme s'étendant atous les termes pour lesquels m + m'+m’+ ...
est égal & k. Donce

’ " ‘
O o — (___ l)m-l—m/-i-m”—h .. ('n i mA i
I m!m'!m”l.. ..

I
.35 (am+a2am+2m’+. .+ 1)
d1n+m'+m”+.

-([ — x?_‘yz_ zr— “)m+m’+m”+ ,_+_;_

< dxmdy™ dz™" ...

On voit immédiatement que l'intégrale

Om ml,m", . .. .([)J. wlwf,
[ : : i g dxd} dz.
1—12—} — 72— ..

avecla condition x?* -+ y2 + 2% +... 21, est nulle quand p. + p/+4- p/+...
est différent de m + m' - m" +.

Nous allons associer aux foncuons précédentes les fonctions €,z
provenant du développement

p

(1—2ax —2by —2¢z —..+a+ b4 c'+...) :2a”‘b""c'"”_..'(f)m,mfimu,, .

On va voir que 'intégrale

f f Az dy dz... Vs, Ot

est nulle si Pon n’a pas en méme temps n =m, ' =m', "’ =m"
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Pour cela, considérons I'intégrale multiple

A:fffdxdydz...’(‘),,.,,,,/,,,,r/,w

X (1—2ax —2by —2¢3 —. ..+ @+ b+ c*+...) *.

ot

Par des transformations analogues & celles que nous avons faites
dans la premiere Partie, on mettra cette intégrale sous la forme

A= (\/—_-).u—n(m—i—m’+m”+...+1)! arb™ ...
ATVE mlm tm"l. .. 1.3.5.. . (2m+om +2m’ +...~+1)

) b

T <m+ m 4+m’ .+ 3
/

E4

X +1)(p+ 3 +2(m+m-+m'+...)—1]
I‘<&+m+ m’+m”+...+x>
2
ol
I).
B i (I ~x2)-;+m+m’+m”+.., .
—1I 4‘+m+m’+m”+.».+*‘2‘,

(1—2rx + r?)

rest égal d ya* + b* + ¢* +....

Je supposerai d’abord le cas de p. impair, soit p. = 2p’ + 1.

Eu se servant des résultats obtenus dans la premiere Partie pour la
recherche d’une intégrale analogue, on trouve

B— T 1.3.5 . (a(p+m+m +m'+. .. )+1]
T i bl (B +m+m +m" .. +1)! ’
et
A me g o L (mm - m 1)) 1
: 2 @'l m!m'!im"... pr-m 4 m 4 m 4+

La proposition est démontrée.
Concluons de ce qui précede la valeur de 'intégrale d’ordre 2p’ + 1

ff dedydsz...(1—2ax — 2by — ... @+ b* ... )W) (1— 27—y —...)%

X[(1—adx—by—.. . p—(a"+ b+ .. ) {2+ +.. . —1)] "
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;

St l'on pose aa’' -~ bb' — ec'~ .. = a, cette intégrale est égale »

n==s=

1’1
n=z= d E N n
T;A’+x g

7_-:u+12 (n-1t)ar .
o/l gy +n+1 " 2p'! do

n=o

R— = ,
ot ¥ o ot

= -—i—loglt —2)— = —. .. —- :
2{1"4—11 ac*"[ 8l ) 1 v/ —1

n=o

mais

done

n=—=x

an

7 -

w+n ,

n=n = log (1— 2) + = 4 2 +Oi/ +
do T 8 T 2 T B

Supposons p. pair et égal & 2p'. On trouvera

(&
A ) o (m—+=m'+m"—...+1)l...
A=rr

1.3.5.. (2p/ —1) mtm'lm”. ..

ab™ ..
X I ; ” Y ‘
2(p +m+m' +m’+ )+

En posant aa' -+ bb' -+ ¢’ +...= @, on trouvera que lintégraie

T ’
d’ordre 2p.

f/fdxdydz...(x—zax—2byy‘—..v+a2+b’—+—‘..)—(
<[h—adax—byr— .= (a?+ b+ .Y x4+ —1)],

w1 =
2)(l—x'~’~—(7"-’v~...)2

est ¢gale a

(27 ) 1 I =1 (U—2)x (v —3)x
— —_— . L - i 4
1 3.5, (2 —1) a“'[2(1—1; i 3 5
N o= —2‘1""_1—1 L+ ]
2p! —3 fya I — ya

On verra facilement que la quantite

[ff(!x dydz. .. Commr, Cnpwawr, N1— X — yi— 2" — . ..
.

est nulle, s1 les sommes m —~ m' —m” —... et n —n +n" +...

sont

différentes.
10
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Enfin, J’indiquerai encore des fonctions analogues aux fonetions

.
9
U/n,m’im”, . et ¢ nn'n",
Soit
Y - 2 - . —
4 o ", = K,,,’mrjml/“ . ([ — x? — ] 2z ) ) R

1
drrm (g yr—zt ... )m+m,+m”+ kg

dxm drm’ a’zm” .

>

’

ot A est un nombre entier, et K,, v~ une constante. On aura, si les
deux sommes m — m' + m” +... et n 4 n + n’ +... sont différentes,

.
h—
{f [dx dydz... (1 —xt— 3y?— 32— . .) @ttt R, =0,
(/'v (2

(PN

Considérant le développement

(1— 2=y — 22— e (1—2ax — 2by —2¢5 —... - @+ b4 ¢t +...) ?

L

s T
—_ Y AP
— a b (¢} 2 mymf,m,

on aura des fonctions 2, ./,  telles, que Uintégrale

/‘f dx d‘)/"(lZ. . Q‘m,m’,m”, . Q,u,n’,’n”,.. .
&

sera nulle, st on n’a pas simultanémentm = n, m' = n', m" = n’,. ..
et que U'tntégrale

{ . ~ (% .
f’ fdl dv’VdZ. . .(I — x? **72 — 3zt ) ! 2) 3zngm’,m’/)_. Q'Il,lz’)n”,, X

sera aussi nulle, sionam +m' +m' +.. . Sn+n' 4+ n" + ...

Généralisation des fonctions Unn, ¥inn.

Considérons le développement

i—ar —by—cz—.. J1—aux —by—cz —. . . ¥

— (@b Y2y

2 " -
—_ m ! aom
e a b C [ Lm,mllmflj_

On trouvera facilement, au moyen de la formule de Lagrange, cette
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2.3, . (mom+=mt—. )

Lim,m’,.m/’. = ( . [)m+m’—.—m”+ i : o)
L.2...m.i.2...m .1.2...m"...
D vy
1.3.5.. . (2am+am/ +2m”" +.. . —1)
dm+m’+m”+,,, (1 PV R pr— g >m+m/+m”—5 -

K B dx™ d)'"" dzr
et on en conclura

ff fd.z' (l’y dz L’Tm,m‘ w’, L il ,n, — 0
5 e = -0,
. \/I__xz_}nz_zz_“_

iorsque m + m’'— m"—+ .. est différent de e -+ n' 4+ n"+ .. ..
Les fonctions V, . , que nous allons associer aux fonctions
Uyt .+ naitront du développement suivant :

—x—yi—2—...)

S ’ 1

— m hnd 1 /4

= 4 b c e mym! ,mt,
e

(1—2ax —2by —2z2¢—...+ @+ b+ ¢ ... ] *

ol

Nous allons faire voir que I'intégrale

fff L"m,m’,m”, X l/n,n’_-u”,. . d'z d}” dZ ..

est toujours nulle, excepté quand on a m=n, W =n', m' = r’, au-
quel cas nous donnerons sa valeur. Pour cela, je calculerai I'intégrale
sulvante :

A :fff([x dydz. . Uppowr, (1 —2'—yi—2z"—. .. )_T“"

X (1 —2ax — 2by — 20z .4 @+ b+ .0 2

On trouvera lacilement

. / [T me—
N m—-—m’'=.. ) am b e lym)®
T mlm'tm’!. .. 1.3.5. (em—+2m +o2m’'+...—1)
I
{w—1)(w+1). [+ (112+)71’—1—nz”+.,.)——3]I‘<m+m’+m”+.‘.—:’~—>B
. >

> p -
I‘(‘J —m = - m >
2

10.
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f /—j:+m+m’+m/’+ —i
e I — 222 !
B = ( ) dx,
. ﬁ+m+nz/+rn”+. J

1— 2rx -+ r?)’

r élant égal & ya® + b* 4+ ¢ 4. ...
Je supposerai d’abord p. impair et égal & 2"+ 1. Dans ce cas on a

T (mm - m )] amb™ ¢ . ..

A= .
(' — )t mlm'tm’l. .. plm - m - m”

Supposons maintenant p pair et égal & 2p.'. On aura

A (2m)¥ ambm ¢m... (m -+ m' + m’ +...)!
T a3 (e —3) 2+ m+m A+ m ) — m!m'tm”l..

On conclut de tout ceci que I'intégrale d’ordre p.

Pt
/f dedyds... (1 —a2ax —2by— ...+ a*+ b’+...)—(—7)

><(1—x?—.,.)‘%(l—a’x—...)[(1-a’x—...)’—(a’2+b’7+.,.)(x’+y‘2+..v—I)]*‘

P adeall I < a 22 o=t
(H’_mav’ T2 1 5 T v —1
ou a
(2m)e 1 L I+ye 1 a2 a1
136, (2 —=3) e \ayz “1—yz 1 3 B 20/ —3 )’

suivant que west égal d 2’ + 1 oud 2p.
L’intégrale

ff dx d] dz... Vaww,. Vot o, \/?: xrr—y—zt—.. R

est nulle quand m + m’ -+ m” + . . est différent de n +n'+n" + ....
Enfin, pour terminer, j'indiquerai quelques propriétés de fonctions
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analogues aux fonctions U, pomr, . €8 Vit .

Soit
. ‘ e
P/m,,,,/,m//,‘ :I\m,m',m//,__.([ -— ‘Z‘2~J"2* 3t — ) -
dm+m/+m”+w (I . V2 o )m+m’+m”+ b
g dxm dy™ dzm" .. o
A étant un nombre entier.
Soit aussi le développement
bt . ; s
(1—xt—y2—22—..) *(1—2ax —2by —2¢z —...+ @+ b+ ¢*+ ..}

’ 7 ’
—_— m n m
== E am b e .. Q mom,m’, .

Les deux intégrales

dedydz. .. Pt s, i
e -—h+§

(1—x?—y2— 32— ...)

t
fff[lx d:y dz o Q,m’m”"l”' Q’n,n’,n”,. (‘ — X — ]‘2 — 3P .. )nh+§

sont nulles quand les sommes m + m' +m"+...etn + n'+n"+ ..
sont différentes.

On a aussi
fff(lx dydz.. Pawm, Quwar, =o0,

"

excepté dans le casotn=m, n'=m', n" =m’, ... .

e

Valeurs multiples de certaines intégrales doubles.

Pour terminer ce travail, je vais calculer dans tous les cas les valeurs
e ines intégra u u us avons eues a considérer an-
de certaines intégrales doubles que nous avons eues a consid
térieurement. On sait que 'intégrale définie

Ly
/ log(1 + 20 cosw — p*)don
o

est nulle quand p est inférieur & 1, égale 4 amlogp guand ¢ est supe-

3 > ? 1t6 9 b T ; I . )
rieur & r, et quand p est 'unité, elle a pour valeur ~ log — - Beaucoup
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JLautres intégrales définies simples, contenant un parametre consiani

sous le signef, ne sont pas des fonctions continues de ce parametre.

Un s’est servi précédemment pour I'étude des fonctions U, V, U, ¥
des valeurs de quelques intégrales multiples, calculées pour certaines
hivpotheses faites sur les constantes qui entraient sous les signesf/

L%

Nous nous proposons ici de donner les diverses formes que prennent
les valeurs de ces intégrales, quand on suppose aux constanies des
valeurs quelconques.

De intégrale
ff l1t—2ax —2by—a*— b*)' (1—2d'x — 2by — a”+ b7t dxdy.

Cette intégrale a eté calculée par M. Hermite pour I'étude des fone-
tions V,, .

Soit
) , _ . aa’ + bb’ ab’ — ba’
@+ b =r: a?+ b*=r"?, —— =086, ———— ==sing,
rr rr’
_ak— by bt = ay,
— R :

L’intégrale que j'appellerai A devient

_/‘j‘ didy
- (t—oarf-+r*)[1—ar'(£cosf —nsing) - r"

entre les limites 2* — 42 =1,
Une premiere intégration par rapport & » donne pour résuliat

1 ) 1—2r/(feosh — 1 — 2 51119)+,

! S;ﬁe ]_'2]’(;—1-—}’2 iO 1w
27 z 1—or'{fcosh 41— £ smé)—’

e

Posant ensuite & = cos¢, il vient

ou
i » 7 . i ’y
B— do rsino og 1727 cos{o = G)—+ 1"
_jo 21— 2FCOS0 - p¥ g:~2r’c05(q—~@)+r’£
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Dans "hypothese ot r et # sont tous deux moindres que 1, on teouve
B = marc tang rr’sin
A A T T 058
de sorte que l'on a
EH ab' — ba'

A= (Tb,:za‘, arc tang ;

— aa’ — bl
.. . : i
Soit maintenant > 1, v’ < 1. Posons r = = alors on a

rsing o rsing

2

1— 27 COSQ 4+ 1 1 27 COSG -+ r

i

de sorte que

A= T are tang — 1S9
AT A b MTCS TT ror'cosh’
mais
;. r’ sinf rr’ sing , rr’ cosb
ror'sing = = - s rreosd = T,
r Pl I
done
A T i ab’ — ba'
= . arclang-—— ;o
ab’ — ba’ B b — ad — bb'

. . ¥
Sotf, en second lieu, r< 1 et #">1. Posons r' = o alors

H

1—ar'cos(o+0)+ r? 1—ar cos(o 4 G) -+ r*

lo ! — —=1lo . - A
gl—zr’cos(c‘o~9)+r” gx-—zrlcos(cp—e)»«;r,-'
et 'on a
.o
= e’ sind
A= — " . arctang —— .
ab’ — ba' 81 ri', cosf
7: arc tan rr’sing 7 are tan ab’ — ba
= ————arcta = ; e ’
ab’ — ba’ 8 v " cos6  ab — ba B b ad —bb

Du reste, ce second cas est une conséquence immédiate du premier, a
cause de la symétrie de 'intégrale parrapport daet b, a’' et b'.

11
B ’

. . ey . , 1
Soit, en troisieme lieu, 7 >1 et 7’ >1. Posant r = S = oba

r ' sind

T
A= —(—5—arctang ——————
ab’ — ba’ ®1— 1 cosb
7 e tan ab’ — ba’
—_ e [ -ll" o 5 LTy .
ab’ — ba'* Cla+ b)) (a?+ b)— aa — bb
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Entin, nous allons considérer les cas limites, dans lesquels rou 7', su
tous deux, a la fois, sont égaux & Punité. Soit, par exemple, r =1,
$1.0n a

1 [T sing 1—2r' cos{o -+ §) -+ r”
B—=- do log - ‘ 7
4Jo 1— C0S% 1—2r'cos{o—6)+ r”?

Quand ¢ est infiniment petit principal, I'inverse de I'expression qui
est sous le signe fest infiniment petit du premier ordre; donc cette

intégrale est infinie; il en est de méme, lorsque r'==1 et 731, et
lorsque I'on a en méme temps r==1,7" = 1.

De [ ’intégra le

[ o dx dy
o ‘/gl —zar —2by4-a? = b)) [(1 —d 2 — b y)—(a - b)) (2 + }"7—1\];”

Ern employant les mémes notations que précédemment, on transforme
cette intégrale en la suivante :

(ZE_C['/)
(r—o2rf = r)[(1 —r' cosbE— r'sinfn) — r'* (& p2— 1)

Intégrant d’abord, par rapport a 4, entre les limites — 1 — 2% ¢i

+y1— &%, 0ona pour cette intégrale, que jappetlerai A’,

—+1 r N T— COSQ/ ——\/—-1\/—15"’/ -
e d — log S— - dz:
rr' cos 1—21¢+r v—I 1— r COS@ ey .2,‘

done, en falsant Z = cosg, on aura

e [

Aiy ]
rr’ cosh
ol
ISll]” 1 t— r'cosb e “/”‘
- Tr—arcoso 4+ rt o, log = s
¢ y—! i — ' coshesV T

En supposant r et r'cos5 inférieurs a 1, on trouve

i N 3 !
B=rlog-————» dot A= lo
w10g rr’ cost ad = b6 8

1 — ad — bb’
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. . - T . .
Soit maintenant 7 > 1 et 7 cosd < 1. Posant r—= - il vient
t

r‘l

=xlo 5
S —— cosf

B:ﬁlog] ' cosb

, par suite,
T ar+ b
= 7 7 lOg Y 7 5"
aa’ + bb a*+ b*— aa’ — bb

~ - . 1
Soit, en second lieu, r <1 et " cosd > 1. Posons 7 cos6 = —,
I"
on aura
— r'cosfeFV I r,— e FY e"f“‘(1~;ﬂe’f\/“—’)
log =log—t——=— =log —— e
efv—1 (1—— r, e‘“")

— 1 cosferV ! r—eftv"!
fp—y
—_— 1— 7l e PV
prmsg— 2(]9\ ——I—lOg——————:§
1— erV—1

par conséquent

1 T rsino
B=—rlog— — 2 odg ————F
EL Iy YT T arcose +

La premiere partie est égale a
—toel rr'cosf | lo il b\
w108 (r'cosb)y | ™08 aa’ -+ bb’

Calculons la seconde partie; elle est égale a

n=—=w

— 2 E j resinng cpd(;_——rrE (—1)""“‘%" = —o2mnlog(t~+r).
Ainsi
e a2+b2 ~ T s
B _-“log<1—m> —anlog {1+ ya& + b°),
donc
. n a+ b 27 oy v
A= ad +bb’10g< a’+bb’>_aa’—+—bb’10g<l+\'a+b)'

En troisieme lieu, supposons r >>1 et 7' cos® >>1; alors on aura

B=rl : am | :
=T 0g(l—m> T Og<l+ﬁ__b—2>

et

, 1 1 .
A= ad + bb’ log < ad’ + bb’) ad + bb’ 10g( V@ b_z>

I
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Si I'on suppose r =1, Vintégrale B’ est infinie. Si I'on fait #'cosé =1,
sans que r soit égal a I'unité, alors

reino 1 f— e #V T
—f do— log .
o 1—27rCosy + 1 L PV

V_]
mais
- sing S
log l—e_?V“‘_lO 1—~cos@‘
s 8D sme
I— \ 1
1 — COSQ
el
1omem oV sing
_log == = 2arctang —
\/——I !__e?\/—-l COS(P
T 9\
= 2arc tang | tang —2———; =7T—u;
done
*T rsine d " rsi
B/:ﬁ/ @ ae _,/' Od(? sine
Jo 1T—2rcose +r* |/, 1—21*(’0@(9—{—)2
Sir est inférieur 4 1, on aura
B—=—mrlog(x+ r)—nlog(1+r)=— axlog(r+r)
et
27 27
AN=—"log(r+r)=— —= log(t + ya* + b?)-
va2+b2
Sirest >1,0n aura
, o , 27 N
Bfﬁznlog(x—i——— et A=— = logl 1+ — == )
\ r ya + b? va? 4+ b

De Uintégrale

£
2

[[(1 —2d x—2by+ a’2+1)’?)_%(|~x‘2—_]‘2)
U e — by)[( - aw by (@ b (a0 ) ddy

Je me servirai des notations que j'ai employées dans le calcul de

cette intégrale. Ce calcul suppose essentiellement que r et 7’ solent in-
férieurs a 'unité. Je vais actuellement faire ’hypothese de » > 1. Dans
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ce cas-ci, le résidu de I'expression

I

2Lz —M(z2+1)— N(z2—1)

n’est plus égal, pour toutes les valeurs de & comprises entre 1 et +1,
I
syl N MG
Si, dans le dénominateur de I'expression précédente, on fait succes-
sivement z= —1 et z = -1, on obtient pour résultats — 2(L + M;

et 2(L — M), c’est-a-dire
—a(1— rcosbt + rsinfy1— £2) et 2(1—rcosbt — rsinfyi— &%),

Si ces deux quantités sont de méme signe, le résidu est nul, sinon il ¥
a un résidu différent de zéro. Il faut donc étudier les signes corres-
pondants de —2(L -+ M) et de 2(L — M), ou de L +~M et de M — L.
Je supposerai a, b, a’, b’ positifs; alors cosd le sera; Jadmettrai que
sin@ le soit aussi. Considérons d’abord la quantité

L+M=1— rcosff + rsinf 1 — £2.

Elle est toujours positive, si 7 est inférieur & I'unité; mais icl nous sup-
P
posons > 1. Pour £ = — 1, elle est égale a 1+ rcosd; elle est donc

positive. Pour voir comment elle varie avec &, prenons sa dérivée par
rsin 6¢

rapport a &; cette dérivée, égale A — rcosf — 2> est d’abord po-

—
sitive, puis elle devient négative pour une valeur de £ négative. Par
conséquent, L -~ M augmente quand £ varie i partir de — 1, puis
diminue avant que & ait atteint la valeur zéro. Pour £ =1, on a
L+ M =1— rcosf. Donc sil'on a rcosf <1, L + M reste toujours
positif; mais si I'on a rcosf >1, L + M devient négatif. Cherchons la
valeur de Z pour laquelle il s’annule. L’équation L+ M = o devient,

quand on y a remplacé £ par cose,

1—rcosfcosg + rsinfsino =o,

et donne

cosf , sinf
cosy = ——=k =22 VT

r

Pour distinguer celle des deux valeurs qu’il faut prendre, substi-
II.
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tuons-les dans I'équation précédente, il vient
i — 05?0 7= sinf cosH\Vr —1 -+ rsindsineg = o.

Comme sino est positif, on voit qu’il faut prendre le signe — dans la
relation précédente; donc la valeur de cosg ou de &, pour laquelle
. + M s’annule, est

f/

cosh sin 6
_— —f—'T‘\/rz—I.

Etudions de méme M — L.

On a
M — L=rsin6 y1— £+ rcos§t—r1.
Pour
t=—1, M—L=——rcosf —ru,
L., R ‘ . . rsin 6t s
la dérivée par rapport 2 £ de M — L, a savoir: — — rcosd, étant
Vi—

positive tant que & est négatif, mais devenant négative pour une valeur
positive de £ inférieure 4 1, on voit que M — L angmente d’abord, puis
diminue ensuite, avant que £ ait atteint la valeur 1. Si 'on remplace &
par cosg, on aura

M — L =rsinfsing + rcosfcoso —1 =rcos(f—g)—1=rcos(o — §)—r.

On voit alors immédiatement que M — L s’annulera toujours pour une
valeur de ¢ supérieure 4 6, et comprise méme entre 6 et § + '; et

encore une seconde fois, pour une valeur de ¢ inférieure & G, sil'on
arcosd <1. Ces deux valeurs correspondantes de cosg sont bien fa-
ciles a trouver : la premiere & et la seconde &” sont données par les for-
mules

7

cosf sinf |
foumnnd —_ v’r7

r r r r

oY

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires a notre discus—
sion. Soit d’abord rcosé > .

M — L est négatif depuis & = — 1 jusqu’a & = &, et est positif apres.
M + L est positif depuis £= — 1 jusqu’a £ = £, et est négatif apres.

.

Par conséquent, dans 'intervalle de £ & £”, le résidu est nul, et il fau-
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dra faire Uintégration du résidu de —r & &, et de £ a4 + 1. Mais
ici, le résidu n’est pas le méme dans ces deux intervalles. Celle des deux
racines

1— rcosfE -+ 1— 2rcos 6 + r2cos? 61— reosfE—yi—27cos6E+ricos’s

M-+ N M- +N
qui est comprise entre — t et +1 est la premiére quand £ est supé-
. N 1 . y
rieur 4 ——— et la seconde quand % est inférieur & ——. Clest
0s6 : rcos@

donc la premiere, quand & est compris entre &” et +1, et la seconde,
quand £ est compris entre —1 et &'. On s’assure facilement de 'exac-
titnde de cette proposition, en remarquant que l’on a

tdd 1 /4
=z <rc056 >

r cosG

s .- \ . N 1

Le résidu correspondant a l'intervalle de —1 4 & est —— -
2y NN

I

oyLit NP M

Done, dans le cas ol rcosf est supérieur a 1, l'intégrale A que nous

cherchons est égale a

4 dt
T e = -
_, yvi—2r i+ 'ty —2rcosbs + r*cos’d

A1 (IE
e VT — 21 E + 21— 2rcosHE + r?cos?h
A 4 v 4

le résidu qui correspond a Pautre intervalle est —

Soit maintenant 7 cosd < 1. Alors L + M reste toujours positif; quant
aM — L, il ’annule deux fois pour £ =& et £ =£&"; ¢’est toujours la
seconde racine qui est comprise entre —1 et +1, de sorte que, dans
ce dernier cas, on a

\ o ¢ 7 dt
’ ' . Vi— 2r £+ Py 1— 2rcosfE -+ r?cos?f

g Vi—2r ity — 2rcosft + r? cos?f
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On calculera les intégrales précédentes par les procédés ordinaires: je
ne donne pas leurs valeurs qui sont un peu compliquées.

On voit immédiatement comment on déduira le cas de s > 1 du cas
’ X
de r' <1, en posant r' = -~

7

Je me bornerai a donner la valeur de l'intégrale A dans les hypo-
theses rcosf =1 et 7' <1.0Ona

¢ dt
R e
) f_l Vi—2r E4r2yo— ok

On trouve sans difficulté

A= 2 log S Ifﬁ’_l, S
’ \‘17 2sind yr 11’2 — 27 cos?9

Enfin, on discuterait sans la moindre difficulté I'intégrale

olm

ffdx(l}‘(l Cndx _21)1}. a4 b/z)—;z)(l__xz_}‘z)
e [(I — ax — b)v)r_ (a2+ bz) (.Z” _*_‘V2__ ')]—1,

qui sert dans I’étude des fonctions O, s Oimyu-

Vu et approuve.
Le 25 juin 1868.
L. Doven pE LA Facuntt pES SCIENCES.
MILNE EDWARDS.
Permis d’tmprimer.
Le 25 juin 1868.

Le Vice-Rectecr pE L’AcAptmie pe Panis,

A. MOURIER.
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DEUXIEME THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Discussion des figures ellipsoidales d’équilibre d’une masse fluide
homogene animée d’'un mouvement de rotation uniforme autour d’un
axe, et dont les particules s’attirent mutuellement en raison inverse du
carré de la distance.

Vu el approuveé.
Le 25 juin 1868.
LE Doven pE a4 FacurTt pEs SciEncEs,
MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer.
Le 25 juin 1868.
Le Vice-RecTeur pE L’AcapgmiE pE PARis,

A. MOURIER.

Paris. — IMpriMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, scvccessete be MALLET-BACHELIER,
Rue de Seine-Saint-Germain, 10, prés V'Institut.
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