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THESE DE MECANIQUE.

SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SERIES ORDONNEES
SUIVANT LES FONCTIONS X, ET Y..

On sait que les fonctions X, et Y,, introduites dans Vanalyse par
Legendre, sont d’un trés-grand secours dans plusieurs théories impor-
tantes, en particulier dans la théorie de Pattraction des sphéroides et
dans celle de la figure des planetes; parmi les nombreuses propriétés
dont jouissent ces fonctions, une des plus remarquables consiste en
ce que toute fonction de deux angles § et ¢, donnée arbitrairement
entre les limites 6 =o et § =mn, 9 = o0 et g = 27 et assujettie a la
seule condition de ne pas devenir infinie entre ces limites, peut tou-
jours étre développée en série convergente ordonnée suivant les fonc-
tions Y,. C’est a Laplace que T'on doit cette importante proposition ;
il v avait été conduit par des considérations indirectes et qui, de
-son: propre aveu, sont insuffisantes; plus tard, Poisson, qui sétait
servi du résultat de Laplace, dans plusieurs problémes de Mécanique
et de Physique mathématique, a cherché a I'établir rigoureusement.
On peut voir dans le x1x® cahier du Journal de [’Ecole Polytech-
nique, dans les Additions & la Connaissance des Temps pour les
années 1829 et 1831, et enfin dans la Théorie mathématique de la
Chaleur, page 212, la démonstration de cet illustre analyste. Cette
démonstration suppose, comme on le reconnait aisément, la fonction
quiil s’agit de développer et ses dérivées premieres et secondes, conti-
nues par rapport a § et 4 ¢, conditions qui peuvent ne pas étre satis-
faites, méme pour des cas tres-simples; la démonstration de Poisson
est donc incomplete. Depuis, M. Lejeune-Dirichlet a publié, dans le

v
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tome XVII du Journal de M. Crelle, la premiére et je crois 'unique
démonstration entierement rigoureuse du théoréme de Laplace. Je me
propose, dans cette Thése, de donner une nouvelle démonstration
plus directe que celle de M. Dirichlet, et, afin que mon travail pre-
sente un ensemble complet, je ferai préalablement une exposition
rapide des principales propriétés des fonctions X, et Y,, en ne m’atta-
chant a démontrer que les moins connues de ces propriétés.

§ T,

Propriétés des fonctions X,.
1
Tuiorime 1. L'expression (1 — 2ax + a?) ?, ots x est un nombre
compris entre — 1 et -+ 1 et a un nombre positif moindre que 1, est
developpable en série convergente ordomnée suivant les puissances
entiéres et positives de o.
Remarque. On appelle X, le coefficient de «* dans le développe-

1

ment de (1 — 222 + a’)— 2,

Tutorime II. On a, en général,

n_ n2{r—=1) . i
X — 1.3.5...(2n—1) 2(2n—1) 4
A 1.2.3...7 n(n—1)(n—3)(n—3) ,_, _ §
2.4(2r—1) (22 —3) Y

Tutorime Iil. Posant x = cos7y, on a, comme seconde valeur
de X,,

1.3.5... (22 —1) 1.3.5...(2n—3)1

= e e 2O T e (e )5 20 (2
1.3.5.. . (2n—ai—1) 1.3...(2i—1) .
2.4.6.. (2n—2i)  2.4...2¢ 2008 (n—2i)y+....

Corollaire. Les coefficients de cos ny, cos (n — 2) 7y, etc., dans la
valeur précédente, étant positifs, on voit que la plus grande valeur
que puisse prendre X,, quand 7y varie, correspond 4 y =o0ou x =r1;

or, dans ce cas, X, est 1, puisque (1— 2ax + &?)

I
2

se réduit i
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i . , , N
s donc les fonctions X, sont généralement moindres que 1 et
T A

elles n’atteignent la valeur 1 que pour x =1.

Tutorime IV. Posant,commedans le théoreme précedent , x = cos,
et, de plus, y— 1 = i, on a, pour troisiéme valeur de X,

®

I . .

X"::f (cosy + isiny cosw)* dw.
ie o

Démonstration. On sait que toute expression de la forme
I

VA2+B:

peut se représenter par 'intégrale définie

1 = dw
= J, A—iBcose’

ou i = '— 1. Soit donc
A=1—0uxcosy, B=uasiny,

nous aurons

4

2\ 5 I g dw
(1—a2acosy+ o) 2=~ — :
T Jo 11— 2COSy —1asilyCosw

développant les deux membres suivant les puissances entieres et posi-
tives de a, et identifiant les deux développements, on trouve le re-
sultat énoncé.

Trtorime V. Les trois fonctions consécutives X, ,, X,, X,_,, sont
lices par la relation

(n+1)X,,, —(2rn+1)xX,+nrX,,=o.

Corollaire. On dédnit de la relation précédente, et en s’aidant des
principes de M. Sturm, que les racines de I’équation

X, = o,

sont réelles, inégales, comprises entre — 1 et + 1, et telles, quentre
deux d’entre elles consécutives se trouve une et une seule racine
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reeile de I'équatior:
Xn,_.; = 0.
Tuvorime VI. Les indices m et n étant différents, lintégrale

definie
41

o ¥

X, X, dx

sera toujours nulle. Si ces indices sont égaux, on aura
2

fﬁ- X2dr = ——.
- 27 -1

I

Turorine VII. Ona
X =

T dr{e? —xj

2.3...n.2" dx”

1.

Turorime VIIL. La fonction X, verifie I’ équation differentielle du

second ordre
d Xr;

11— 32—
Adl1— z*)

T+ n(n+1X,=o.

[
dx

Remarque. §.e produit de X, par une constante est ia seule fonc-
tion entiere de &, qui vérifie 'équation (1).
Turorewe IX. Les indices m et n étant différents, {’integraie

definie

" d X, d7X, s g
j_l dx"  dx’ (I_l) ax

sera toujours nulle. Si ces indices sont égaux, on aure

- / erF\ 2 B
f ( ) (1 — x2Y dox
. O\ odr ’

1

- ———(m—rin—=r—i,..(n—1t—1,

2n —1

Turoreme X. Les deux fonctions consécutives X, et X, sont liées

var la relatior: différentielle
E oy X - -
N - s .Z‘X,, — X—q,—.i -

e — VI

axr

n =7
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Demonstration. D’apres I'équation (1), on a
dX,

{1—.7:2)71;:—72 X dx;
g —

-1

il suffira donc de montrer que

x
—n X, dx = xX, — X, .y,

—1I

ou, en se rappelant la valeur donnée par le théoreme VII, que

_ dn—1 (xz_l>n
1.2.3...(n—1)2" dz
. 1 d"(.z:’—-l)" ¥ d”‘*"(.z:“——[}"‘*‘
T 1.2.3...n.00 dz” 1.2.3. .. (r41)2m  dav ’
ou bien encore que
dnr+ (x‘z_l)n+l . dn(‘z2__l)n dn-—l(l‘z_l‘u
e = 2(n—+r) e an(n+ 1)—733,2_—1—4'«
Mais
drt (x'z__l)n+l 9 dar+! (J:Z -—l)"
Azt - (x - l) dzm+
dr (xz_l)n dn-—l(_l.z___l\n
+2(n+l)x 'dxn—w—l—n(n—*—l)———(}F
donc il faut que
(-t {-Z‘z—l)"‘ dn—l/xz___l\h
2 \ — \ /
(x —I) dxn+l i - n('l+l)_ d‘l.n-—l .

c ey . . .. i
Or, en différentiant par rapport 4 x, et multipliant par ——————

on trouve
dX,
P 16 T P
(1 2?) -

. z 4+ n{n+1)X,=o.

TafkorkmMe X1. Posant x = cos?y, et supposant que 'y varie entre les
limites o et n — a, ou « est un nombre déterminé aussi petit qi’on le
veut , mais cependant différent de o, on a, pour toutes ces valeurs
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fe vy,
2cos<n/ r 7T> s( +, T‘)
v+ — cos {72y & e -
Xpm 2 &y 2 4
Y2 rrsiny 2n\/2 7z sin g ¥
c_otn/sin(ny-}-%-—g)
+ —t o L
4ry2nwsing n*\r

p dtant une fonction de 7y et de n qui reste toujours finie.
Démonstration. D’apres le théoreme VIII, on &

dX,

Al 1%) .
: T

s +nr+1)X,=o0,

et, en changeant & en cos 7,

4*X, cosy dX,
dy* sin ¢ dy

+nn+1)X,=o.

Posons X, = usin ?7, afin de faire disparaitre le second terme, i
viendra

diu ! r\* 2
)= —ne
ou
. d’u u
(£ k—}-p U= o

. I
en faisant n +— =0

Multiplions maintenant cette équation par sin gyd<y, et intégrons
de o a y, nous aurons
/usinpydy

n du reospy==G !
Sy g prcospy = §J, sy

ou bien, en remplacant, sous le signe f , la variable  par 7, afin de

la distinguer de la valeur particuliére qui représente la limite supe-
rieure, et appelant ' ce que devient u par ce changement,

. du o 1 (7 sinpy dy’
(2) alnp'yd—?—pucospy_C——Zl i
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{9
multipliant de méme I'équation (1) par cos pydy, et intégrant de 2 a 7.
on a

d . “u cospy'dy’
(3) cospy%—}—pusmpy:(}’_i [l Leoey A,

So sin®y’
El . du i , P -
iminant 7 entre les équations (2) et (3), il vient

u:C’sinp«/—CcosPry_’_L '/zf’sinlo(‘y’—r/}drlf’
e 42, sin?y’

ou bien, en substituant 4 C et ’ deux nouvelles constantes 7' et :,
convenablement choistes,

_dcos(a'y—f—s) 7w sinp 7—«/)(#/
a pj

o sin*~’

h

Ce résultat fait connaitre les différents termes du déveioppement de u,

. . . 1 L .
suivant les puissances croissantes de —; en effet, on en déduit succes-
0

sivement
_ dcos{py +¢) “ 3 7cos(gy —+¢)sing (9 —ydy
" p b0 ), sin®y’
L (Ysing(y —g)dy [ulsing (3" — ) dq”
1602 ) sinZy’ . sin? "
puis

_ deos{py +c) 8 (Vcos(py’tejsing (v'—1y)dy
e 4er), sin?y’

: fy §iﬂp(“/’——7)d“/'fy/cos<P'/”+E)Siﬂp('/”—“/’)d'/”
[<4

sin®y’ sin?y”

L1 (rsing(y —qdy (Tsinp(y —y)dy (VW sing (4" — 7 dy”
646, sin®s’ ., sin?y” . sin?+”

ainsi de suite. On peut remarquer que, pour éviter toute confusion,

nous changeons sous le signe f successiverent 7" en 77, y",...5 ce qui

transforme # en u”, u’,....
Nous ne ferons usage, dans ce qui va suivre, que de la valeur de «,
écrite en dernier lieu, mais apres I’avoir mise sous une forme beaucoup

P
<
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plus simple. 11 est clair que u ou bien X, sin®+ est, pour toutes ies
valeurs de p et pour toutes les valeurs de 7, depuis ¢ jusqu’a = — 2,
constamment inférieur, en valeur absolue, a 1; d’ailleurs sin®y’, sin*+/".
sin®y" sont au moins égaux a sin® o. D’apres cela, I'intégrale triple

fySi“P(v’—-“/) dv’f"'sinpw”——7’)d7”f”" w’sinp(y"—")dy
” sin®e’ < sin®y” o sin?«”

ne peut jamais dépasser, quel que soit g et quel que soit 7, depuis 2
jusqu’a m — &, un certain nombre déterminé; il en est de méme ¢évi-
demment de Fintégrale double

‘[7 SinP(')',_“/)d'i'f7’cos(P“/,/+E)Sinp('/”——-r/"}!l'/t.
“ 4

sin? 5’ sin?«”

on peut donc écrire

H

[SERES.

L — dcos(py + ¢) +_6 7cos (py + E)S.ilip}“/' — qidy A_p—a*r
4 462 J, sin?y @

p et g restant finis pour toutes les valeurs de p et pour les valeurs
de 7, comprises entre ¢ et @ — . De plus, si 'on remplace dans V'in-
tégrale le produit de sinus et cosinus par une somme de sinus, il
vient

h 7 Q1 &) e, dy' 3 . 7 dy
3 sm(2p/_f{+€) L — Zsin(py + ¢) L
6,02 . sin?y SP' TS SINTY

or le premier terme, en remarquant que

1 dcos(zpy’—Fr/ “—cl
2p dy’ :

sin (2py — py+¢) = —

et appliquant le procédé de I'intégration par parties, se met aisément
&) . . .

sous la forme 110—3—7 p’ étant, comme p, une certaine fonction de ¢ et
¥

de v, qui ne dépasse jamais une limite fixe; on peut donc grouper ce

& 0
terme avec £= dans la valeur de u, et il vient finalement

dcos(py +e¢) s . 7 dy pd ;

y — P N . / A

([;; U = 807Sm (F/ ‘)f ‘ | a
: o

a sin?’ % o
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p et ¢ sont, comme plus haut, des fonctions de p et y, qui restent pour

toutes les valeurs de g et pour les valeurs de y comprises entre 2 et

= — o, constamment au-dessous d’un certaine limite fixe.
Occupons-nous maintenant de la détermination: des constantes o' et ¢

introduites par I'intégration de ’équation (1). Pour cela, remarquons

que, lorsque 7= %7 on a, suivant le degré de parité de n,

=Xy =0,

— X, = '\k1.3.5..,(2,1r—1}_( O 1.2.3...24
u = 2k~ / 2462k - 2”"(1~2_3,,,IT);
1 g
- 2hotn 2k o — e 9"
. k\/2ﬁ(2/f> 2, 24 A 2880 & . 1 ~S_A.+L_
=i—1) 1 g =(—1) —e
2k 2k 1 —2/""*'?/;—“_-3 \/'4":'
o> .ormk e bh B0k

7 et & étant compris entre o et 1, et, par suite, §” entre

2880
ot xé : nous obtenons ainsi les deux relations
3 s (77-;— > 8005<r+e> 7
9 81n - g v - h a
_ 4 Y ady o pd 7 ___
o= g+ v | sy T T3y T N
e T s(ansd) e 3 (s )
2 \ 2 P . 2 \ 2
¥ 6"
I e“s‘,?”‘k‘s
Vir
3 N ™
Jeos |~ +¢ 3sm<—+s> Gl N
_ (\4 > 4 > dy po q
- 1 o r\? sin’7’+ e 7 \EF
2k + — 8(2/4-—4——) (21’—\*-—) (2&—{——)
2 \ 2 ¥ . 2 . 2/

dans lesquelles p et g n’ont pas la méme signification que dans I’éga-
lité (4), et représentent, comme dans tout ce qui va suivre, deux
nombres fonctions de & seulement qui restent, quel que soit 4, au-
dessous d’une certaine limite fixe. Ordonnant les seconds membres
P/—? et Ai.
2..

. . I
par rapport aux puissances croissantes de 7> groupant, dans
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tous les termes de méme forme, et posant, pour simplifier.

WA

dy

- !
— = q,
\/; sin?+’
ces égalités deviennent

T A
Ssin<——f—a . -
3 . el : e 3 i
0 = ___Ll_ [3Sln<z+é) -—€COS<Z+€>J+}%',—J’;7

2k 84 4 p
1 6/;
1 8§k T K
—=e
Vk=
o '77
dcos | -4 ¢ R , , _ R
—H<4 > O[cos ﬁ—i—ejﬂ—fsin T+l
= e s (g ) e (g 2
d’oti, en faisant la somme membre & membre de leurs carrés et sim-
plifiant,
i +29"
. TR E 0 3? pa? 90
Y =TF T 8h (2—+—smzs)+——+ +
ou mieux,
S 82 . o ¢ ~
J . L ) P s
) =t s e apl2 T SN2+ Zh

r étant un nombre de méme nature que p et ¢, toujours fini, quel que
soit 4.
L’égalité (b) montre facilement que ¢ est de la forme 2 \/ £

™

1+2),
¢ s’annulant avec 5 » puis I'égalité (a) que ¢ = — 7 + 1, n s’annulant

N 1 \ \
aussi avec - Reste donc 4 trouver ¢ et v; or, a cause des valeurs pre-
cédentes de d' et de ¢, les égalités (a) et (b) penvent se simplifier et

s'écrire ainsi :

(a) 0o=siny — i <3smn 4cosr;)—f- ik
Sz o 0? _ P
(o i v o (2 cos 217) + 45
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égalité (a') ne contenant que 7, fait connaitre cette inconnue; on
peut d’abord la mettre sous la forme

{
\

tang n (I—%) —+ ng—i— 5 = 0,
et de la on tire
tangy =— —— + L.
par conséquent,
.

donne ensuite

d’ou

P B
d‘zz\/——i— — 4 L.
™ 4\//&7: A‘\//r

Ainsi les constantes ¢ et ¢ ont respectivement pour valeur,

7 P
d\:a\/ ST 2
\//rr- l'\/;,
a g

6: R

£ ~— ——

=18

p et q étant des fonctions de k jouissant de la propriété de ne pas
pouvoir dépasser une certaine limite fixe.

Dans les valeurs précédentes de @ et de ¢, k représente la moitié de
I'indice » de X, quand cet indice est pair, ou la moitié de I'indice

. ’ 1 - . . - . . . .
diminuée de 3 quand cet indice est impair; or il convient d’introduire
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I'indice lul-meme dans les valeurs de ¢ et de ¢; faisant la substitution,
on trouve facilement
g\:—_‘\/%fz__l____}_.ﬁ.. E—_—___f ”_Q_Z“,
= oyanzr  ayn 4 8n w7
ie signe — du second terme de d convenant au cas de n pair, et e
signe — au cas de 7 impair.
Reprenons la valeur de « fournie par I'équation (4), et écrivons-ia
comme il suit :
\ / v N 3 0
3 COS IZ“/—I—;—i—s JCos n7+-2-+s)

" —=
n 2 nt

a

*Lsin(’nﬂ_gz+€ L L
8 n? \ S o sin?y’ 0 nt’

. - I -
en ordonnant par rapport aux puissances de ~; puis remplacons o et ¢

par leurs valeurs précédemment obtenues, il viendra

i 7 Y ™
2C°5<’Z7 ‘*‘——*) cos<ﬂ7+-——)
2
U= : 4 +(—l)" _._2 4
Vern anyon=
7 ’
d- ) v
(a—f - !,)sm <n7+———>
N o SN’y 4 P
favanz nt\n’

p etant maintenant une fonction de y, quoique jouissant toujours de

la méme propriété; ou mieux

7 = 7 7
2cos(n7+-——) cos&ny+~——)
2
U = 4 -+ (—I)” ' 2 4
Vanr 2ny2nr
. vowmN
coty sin (,7,‘, -+
. 2 4 4 _F
pndy |
jnyansw n:y\n

. 7 de
en se rappelant les valeurs de a et de | =1
. Sy
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Divisant enfin par sin? 7, afin d’avoir X,, on trouve

T [ VI
2 coS n,—%———— COS(n»._*_.____)
X, = < 2 4) )n e 4

n T —_— —1 oy 3
\/2an1n/ 2rz\/znrsm7
cot  sin (m/ +-——:>
N 24 I3
e + =
4n§/zrz, sm/ niyn

comme il fallait le démontrer.

§ 1L

Propriétés des fonctions X,.

1

Si, dans Vexpression (1 — 2ax + o) 2, on suppose
x = cos§cosf' + sin§sinb cos (o — ¢},
le coefficient de &, qui jusqu’ici a été désigné par X, , deviendra ce
qu’on appelle habituellement P,.

Trtoreme 1. La fonction P, satisfait a l'équation aux differences
partielles

i sin 6 dP,
m 4 — N
. SIS » d*P,

It n -
(! siné df sin*é do?

+n(n-+1)P, =o0.

Remarque. P, n’est pas la seule fonction entiere des trois quantités
cos §, sinG cos g, sin§sin g, qui vérifie I'équation (1); on donnera
plus bas, théoreme IV, la forme générale des fonctions qui jouissent
de cette double propriété, et que I'on appelle fonctions Y.

Tatorime 1. On a

2M(n—1} . . d
Y in 6 sin &

. ' n n o afN

P,=X,X, + I (r—+1) dr dx’ cos (¢ @
2fll(n—2) . 4,0 . 5 pd° X, d?*X, ‘ "
o) S0 g sin® § o e €08 2(¢ — o)+ ...,

11 (k) représentant en general le produit 1.2.3... k, et X, et X, étant
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16 )
les coefficients de o" dans les développements de (+ — 2z + 2*) 2,
I

et de (1 — ana’ + o) 2, ou lon fait d ailleurs
x=cosh, x'=cosb.

Tatopeme 111, On a

’ P.dp=127X,X,,

o

X. et X, ayant la méme signification que dans le théoreme precedent.

Tutoreve IV. One

X .
in
el 5

d

Y.=aX,+ (b cosy + ' sing)

. d*X, .
— b"cos 20 + ¢”"sin 2@)7~7A751n26+...,
: . ) dw

X. etant toujours le coefficient de o" dans le développement de
i
‘1— 20x + 2*) ?ou lon suppose
X = cos G,
eta,b,c, b, c,.. représentant des constantes quelconques par rap-
port a G et acg.
Trrforime V. Ona, et n étant différents,

n

J dfpf“Y,,:Y,zsinédé —o0.
(8] [s)

Turortve VI. On a

2% T ) o= N
f dcf Y, P,sin6ds = 27 Y,
n " Jo 271 ~7 4

en appelant Y, ce que devient Y, quand on y fait

=14 e s=c.

Taroreve VII. On a
f dof“ Prsinddo — 27 .
[¢] ! 0 2n -1
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17 )
§ III.

Développement des fonctions de deux angles en séries ordonnées
suivant les fonctions Y,.

1. Laformule qui sert & développer toute fonction de deux angles 9
et ¢ en série ordonnée suivant les fonctions Y, est exprimée par I’éga-
lité suivante,

n

) f(8,0) =1 Tsinode [ P8, ¢) do.
(@) f(4,9) = I g 2n+1‘f0 sin fo S o) do

Cetie égalité a lieu pour toutes les valeurs de § et de ¢ comprises entre
les limites 0 = o et 0 =n, g = o et ¢ = am, et la fonction £ (9, ¢)
dont elle donne le développement, n’est assujettie qu’a la seule condi-
tion de ne pas devenir infinie. Quand le systéme de valeurs attribuées
4 § et ¢ rend f(9, ¢) discontinue, le premier membre, qui n’a plus
alors aucun sens précis, doit étre remplacé par la valeur moyenne de
la fonction f( 6, ¢) répondant au systéme des valeurs de § et de ¢ con-
sidérées. Voici, d’ailleurs, ce que Yon entend par valeur moyenne
d’une fonction pour un systéme de valeurs des variables, rendant cette
fonction discontinue. Prenons trois axes de coordonnées et regardons,
pour plus de commodité, § comme I'angle inférienr a = que forme une
certaine droite OA issue de P'origine avec 'axe OZ, et ¢ comme I’angle
positif que fait le plan de OA et de OZ avec le plan ZOX, de maniére
qu’'a chaque systéme de valeurs de 6 et de ¢ réponde une et une seule
droite issue de I'origine; ou mieux, en representant ces droites par
leur point de rencontre avec une sphére S de rayon 1 et ayant le
point O pour centre, un et un seul point de la sphere 5. Ceci admis,
supposons la fonction f (9, ) discontinue pour un systéme de valeurs
de 9 et ¢ répondant & un certain point A de la sphére S; on devra en
conclure que la limite vers laquelle tend f (6, ¢), & mesure qu’on s’ap-
proche indéfiniment du point A en suivant une certaine ligne tracée
sur la surface S et issue du point A, est variable avec la position de
cette ligne qu’on peut supposer étre un grand cercle dans le voisinage

du point A ; or, appelons w I'angle variable qu’un arc de grand cercle
3
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quelconque AM, issu du point A, fait avec un autre arc de grand
cercle fixe AB, issu du méme point, et soit F (w) la limite vers laquelle
tend la fonction f(0, ¢), quand on s’approche du point A en suivant
la ligne MA; I'intégrale

1 2

— ﬁF(m)dw

27 o

sera la valeur moyenne de la fonction f (6, ¢) relative au point A.

11 est presque inutile de dire que lorsque f(8, ) n’est pas discon-
tinue pour le point A, il y a égalité entre la valeur moyenne et la
valeur propre de la fonction en ce point.

2. Pour démontrer I’égalité (a), nous chercherons a sommer la série

n=co0

(b) S (on +1)f"‘sine'de'f“pnf‘(e', o) dy';

0
n—o

a cet effet, nous considérerons d’abord la série
n—axo

¢ Z(zn-&—l)a"fﬁsin G’de’f“ P.f(%, ¢)dy .

n=—0n

que I'on obtient en multipliant les différents termes de la précédente
par les puissances successives d’un nombre « positif et moindre que 1;
puis, ayant obtenu la somme de cette série, nous déterminerons la
limite vers laquelle elle tend 4 mesure que o s’approche indéfiniment
de 1; cette limite sera la somme de la série () si toutefois cette der-
niére série est convergente, comme cela résulte d’un théoreme connu
du a Abel.
3. Posons

cos 0 cos ¢ + sinfsin @ cos (g — ¢’ j = cosy

i
(1—a2acosy +0®) 2=V;
nous aurons, pour toutes les valeurs d¢ @ moindres que 1.

V=P, + P2+ Py +...+ P a"+...;
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de 4 on déduit aisément

dv JE——
Viag-— = 1z
do

el

(1—2ac087+ a?)’

=P, + 3P, a0+ 5P, a*+...+(2n+1)P, 0"+ ...,

égalité qui subsiste aussi pour toutes les va]eurs de o moindres que 1.

Multipliant les deux membres par f (¢, ¢’)sin &’ d9' d¢’, et intégrant
par rapport 4 0’ de o a =, et par rapport a cp’ deoaarn, il vient

o ¢ dy
‘r-—o:) sin " d{’ ?

0 o (1—9acos-y+y

n =
3 2T
=X Gu+vor [Tsngdr [Tp e, 0)dg,
o o]
n=0o0

ce qui déja nous fait connaitre la somne de la série (¢).

4. Déterminons, en second lieu, la limite vers laquelle tend Vinté-
grale

d (= a2)J:n sin 6’ a’@’]ﬂr S8, 9 ) dy’

¢ {1—2acosy -+ o)’

3
>

4 mesure que ¢ s’approche indéfiniment de 1, en lui restant constam-
ment moindre. Reprenons la sphere S, appelons do’ 'élément de cette
spheére qui répond au point M pour lequel

/\
ZOM =6 et (ZOM, ZOX) = o/;
si N représente le point pour lequel
- A
ON = o, ZON =6, (ZON,z0X)=o,

et que A soit le point de la sphere S situé a Pextrémité du rayon ON,
nous pourrons mettre U'intégrale (d) sous la forme

. CF0, 0 Y ds
(23 - o) ANfJ M’_
' MN
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Cette nouvelle intégrale est étendue 4 tous les éléments de la
sphére S; mais, comme il ne s’agit ici que de trouver la limite vers
laquelle elle tend & mesure que « s’approche de 1, ou & mesure que
le point N s’approche du point A, on peut évidemment se contenter
de Pétendre 4 la portion de la spheére comprise dans un certain con-
tour quelconque comprenant le point A, car Pautre partie de Vinté-
grale aura toujours zéro pour limite. Prenons donc pour définir les
limites de Pintégrale un petit cercle ayant le point A pour pole et sup-
posons son rayon sphérique assez petit pour que, dans Pintérieur de
ce cercle, il n’y ait pas d’autres points que le point A dont les coor-
données § et ¢ puissent rendre discontinue la fonction f (6, ¢). On
comprendra facilement que cette derniére condition peut toujours étre
remplie, en remarquant que les solutions de continuité de f (0, ¢}
ne correspondent qu’a des points isolés et en nombre fini de la
sphére S, et que cette fonction ne saurait étre discontinue pour tous
les points d’une ligne tracée sur la surface S, sans quoi la formule
que nous nous proposons d’établir pourrait cesser d’étre exacte. Ceci
posé, transformons encore U'intégrale (e). Appelons 7 angle MOA et »
Pangle que le plan MOA fait avec un plan fixe conduit suivant OA, le
plan ZOA par exemple. En supposant & I'élément d¢’ une forme
convenable, nous pourrons le considérer comme égal 4 sin ydy do .,
et si nous appelons /| (7, ») la fonction f (9, ¢) exprimée en 7 et w, notre
intégrale deviendra

sin «y d
(1+ o) AN ({w ,0)siny 4 30
+O\ ——201‘«'c057)2

/ étant le rayon sphérique du contour qui détermine les limites de
Vintégrale.

5. Occupons-nous de Pintégrale simple

’

AN 7 Ji(y,0)sinqydy

wle

(1 -+ 6;‘-?2—20N Cos'y>

[¢]

Intégrons par parties, ce qui est permis ici, puisque f, {7y, w) est con-
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tinue entre les limites de I'intégration; il viendra

AN AVED) _[AN Silve)
ON ] ——2 % ON —_ "ZJ
(I—l—ON —20Ncos'y) V=0 (I+ON—2ONcos7)

7
(J § 7 df,
AN dy 41 .
ON . K
(14 ON — 20N cosy)

=7

—+

ACKD
ON
quand le point N coincide avec le point A; le second a évidemment

zéro pour limite. Passons au troisieme
4 4
AN e
ON

Le premier terme de cette somme est égal a » et se réduita f, (0,w)

e
.

(1+51V— 2 ON cos 7)

4]

df,

La fonction d—‘;, qui entre sous le signef dans cette intégrale, peut

présenter, entre les limites o.et 7’ de 'intégration , un certain nombre
de changements de signes; toutefois, ce nombre doit étre fini,
sans quoi la fonction f, (v, ) aurait, dans le voisinage du point
A, un nombre infini de maxima ou minima, hypothese qu’il fant
nécessairement écarter. Décomposons U'intégrale en une série d’autres,

.. : R if, .
de telle sorte qu'entre les limites de chacune, la fonction % ait
constamment le méme signe; et soit

7l‘+| d_f; (i'y
AN dy
ON . 3
, (1 + ON — 20N cos y)
k
, ., AN
I'une de ces nouvelles intégrales; comme - est au
—_ oy
(14 ON — 20Ncosy)
af.

plus égal a 1 et que 077-‘ a constamment le méme signe de ; 2 4.,

cette intégrale a une valeur absolue moindre que celle de la diffé-
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rence

O—I\[ﬁ (Yhers @) — fo (Yas @) ]

et, par conséquent, aussl petite que Pon veut; carf (:'y, w) est une
fonction continue de 7, et les deux valeurs 7, 74, de 7 ont une diffé-
rence aussi petite que I'on veut, puisqu’elles sont toutes deux moindres
‘que y’, qui peut étre supposé aussi petit que 'on veut; on a ainsi,
pour le troisieme terme de la somme (f), un nombre fini de quan-
tités aussi petites que 'on veut, et, par conséquent, une quantité aussi
petite que I’on veut; de la nous pouvons conclure que la limite vers
iaquelle tend l'intégrale simple

AN [ Llne)singdy

(r—;—(Y‘\‘Zw 201\‘cos-y):

st égale a f, (0, 0}, et, par conséquent, que celle vers laquelle tend
Vintégrale double

32

4 ) AN j " do /’ _ Alne)singdy
o]

1+ ON — 20N cos y)

[ M

0

e

27T .
2/ fif\O’G))awS
0

“est-a-dire le produit par 4= de la vaieur moyenne de f (¢, o) au
point A.
6. 1! nous reste, et c’est la la principale ditficulté de la question, i

démontrer la convergence de la série (b). Transformons d’abord le

terme général

e Rrd 27
lan 1) / sin 6’d6’f P, f(6,¢)dy

i

de cette série, en substituant aux variables ¢ et ¢’ les variables 7 et w,
dont nous avons fait usage précédemment; il viendra, en observant
que P, s’exprime au moyen de 7 seulement,

. e 2T i
1272—1—1}\[ P, sin 'ydyj Ji(y,m)dw,
[s] o
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o

ou bien

~r

(g

fon + 1)f: P, F(y)sinydy,

en posant, pour simplifier,
er . N
[T S @) do =Fiy.
Q

Faisons encore cos y = x; P, deviendra X, et si nous appelons ¢ {x:
ce que devient F (), nous aurons

-~ I
) (272 + 1) X.g(x) dx

—1

comme seconde valeur du terme général de la série, qui, dans ce qu
va suiivre, sera employé concurremment avec la valeur (g).

7. Avant d’aller plus loin, il est nécessaire de signaler une pro-
priété trés-importante des fonctions F () et ¢ (x): ces deux fonc-
tions, qui peuvent présenter un nombre fini quelconque de solutions
de continuité entre les limites 0 et 7, — 1 et + 1 des intégrales ou
elles entrent, ne peuvent jamais étre discontinues pour ces limites
mémes. Ainsi, par exemple, F (7) ne saurait étre discontinue pour

7=0.
22T
Pour le voir clairement, on remarque que F (o) est égal a / Jiio, oidw.
o

c’est-a-dire au produit par 27 de la valeur moyenne de f, (7, w} pour

le point A ; or on peut évidemment toujours tracer autour d’un point

A un cercle assez petit pour que, dans son intérieur, il n’y ait pas

d’autre discontinuité de la fonction f, (7, ») que celle qui pent avoir

lieu au point A; on en déduit qu’en prenant 7 suffisamment petit.

fi (7, ») est aussi prés que ’on veut de f, (0, ), quel que soit d’ail-
27

leurs w; par suite, que fi (v, w)dw est aussi pres que l'on veut
o

def“j; (0, w)dw.

8. Cette propriété étant admise, appelons ¢ un nombre détermine
assez petit pour que, entre —1 et — I+ ¢ et entre 1—cet 1,1l 0’y ait
aucune solution de continuité de la fonction ¢ (x); nous pourrons dé-
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composer I'intégrale (g’) de la maniere suivante :

I 2z

(2n+1)£‘._1+exngo(x)dx+(2n +1)v/;l+:Xn‘@(x)dr

+ (27 +1) X, 0 (x)dx,
[— 2
et tout consistera & prouver que les trois séries dont les termes géné-
raux sont respectivement les termes de la somme précédente sont
convergentes, ou plus simplement, d’apres un théoreme d’Abel, que
les trois séries

'S nf T g () d,

n—o
n—ao

an _EX,lgo(a:)({x_,

n—0

anl X,¢(x)dx,

n=—==0
le sont.
9. Considérons d’abord la série

n=—w

Z »/;‘!h o () dx;

nN=0
en nous rappelant que X, vérifie I'équation différentielle

dX,

dx

d(1— 2%
- +n(n+1)X, =o,

nous pouvons mettre le terme général de notre série sous la forme

—I+z dX,
I
n =1

—1

Intégrant par parties, ce qui est permis ici, puisque ¢ (x) est continue
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entre —1 et —1-+¢, on a

[r(e0—1 2]
AL E— 27 iz .
_ 4z =iy o f - ’fx)(l—ﬁ)&dx
71 na1 J_1 LA " dx
Or,
dXﬁ.
”+I(l_'r2)_:1; - ‘an_Xn—H’

d’aprés le théoreme X du § I; d’ailleurs la série

n=w

Z (xXn — Xn+1>x:

n=o

—iz
est convergente; donc déja la série

- [ 7 (@) (1— x’>dﬁ"lz—x+s

Z n -1

=0

est convergente, et il suffit de démontrer que la série

n-—wo

2=

n=—4ao

—Il4e

d
¢ () (1— x*) T d,

—1

ou

Z f—[-*_z Cpl(x) (xX" - X,,+,)(z'x ’

1
n=—20

Iest aussi. Pour cela, remarquons que la série

n—w
Z (-an - Xn+5)7
n—2o
qui est convergente, avons-nous dit, pour x = —1+¢, lest aussi
pour x = —1. En effet, ses différents termes se réduisent a zéro pour

cette hypothese; il est donc possible de fixer un nombre A que ne
dépasse jamais, en valeur absolue, la somme

n—n

E(xxn - sz+4)7

n—=0

ke
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quel que soit n et quel que soit x de — 14 — 1 +¢. Cela étant, on
voit aisément que V'intégrale

n=n
A —I-1z

j_l o (x) ¥ (X, — X, ) d

n=20

est, quel que soit n, aussi prés que Pon veut de zéro, en ayant soin
de prendre ¢ suffisamment petit [il faut pourtant que ¢’ (x) ne change
de signe, on que ¢(x) ne devienne maximum ou minimwn, qu'un
nombre fini de fois entre — 1 et — 1+ ¢]; il suffit de décomposer cette
intégrale en une série d’autres, de fagon qu’entre les limites de cha-
cune, ¢’ {x) ait toujours le méme signe, puis d’observer que chacune
de ces intégrales partielles est, en valeur absolue, moindre que A mul-
tiplié par la différence des valenrs que prend o (x) lorsqu’on rem-
place x par les deux limites de I'intégrale.

10. II ne sera pas inutile, pour lever toutes les difficultés, de montrer
comment on peut irouver uune valeur de A, ce qui nocus permettra
en méme temps d’établir la convergence de la série

2 (xX;'z_' Xn+1)7
nR=9

que nous avons admise un peu plus haut. Rétablissons cosy a la
place de x, et P, a la place de X,,.

On sait que I'on a (théoréme 1V, § I°T)

T
P,=- [ (cosy + isinycosw)"dw;

[

d’ou I'on tire, en posant pour simplifier cos y + isiny cosw = z,
n—=mn—I

3 Pnzif"(x-a—z+z2+...+z"“‘)dm:1f“ =,
[ 0
n—=0

™ 1— Zz

n—=n—1

T et g
E P,,_,_,:lf (z+z2+...-!—z")dw:if z—(L—z—)dw;
TJo ®Jo I—z
=20
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n—mn-—1I
L pm
— i [*Tsiny {i-—2z")
E (cosyP, —~P_ )= — M T cos wdw
A ¢ 4 Prd z
T o I—2Z
n=90

i isingy 7 cos w do n isiny (% (cosy—4ising cos »)*cosw de
- = ), 1—Cosy— isinycosw ® J, 1— COSy-—isiny cose

Ne prenons que les parties réelles de ces intégrales, car la somme de
leurs parties imaginaires est évidemment nulle; nous trouverons, en
considérant d’abord la premiere intégrale,

t 7 sin’y cos*w dw
- P T
= Jo (1— cosy)?=sin’y cos’e

ou bien, excluant le cas de y = o, pour lequel, du reste, la somme

n=n—1

Y (cosyP,—P..,)

n—90
est nulle,
> cos? L costwdo
2 2 .
) sin? L+ cos? L cos?o
° 2 2
divisant, sous le signe f7 par cos® g cos* w, ce qui exige qu’on laisse

encore de coté le cas de y ==, pour lequel on a aussi

n—=—n—1

2 (cosyP,—P,.,)=o,

n—2©0

il vient

N R

dtang o

AN

- —1— sin .1—7.
o? 21 ) 21‘: 2 2
(1 tang’w)| 1+ tang , - tang’  tang

0 \ '

Ainsi, la partie réelle de la premiere intégrale est toujours moindre
que 1.

4.
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Occupons-nous de la seconde intégrale

7 {(1— cosy — isiny cosw)

isingy [T (cosy + isinycosw)tcosw dm

fo .
il est évident que le module de {cosy + isiny cos w)* est au plus égal
a1:donc la partie réelle et la partie imaginaire de cette expression sont,
aussi séparément, au plus égales a 1, en valeur absolue; cela montre
que la valeur absolue de la partie réelle de I'intégrale précédente est
au plus égale a

T

2 [*2 sin’y cos’ o dw 2 ("2 siny(1— cosy)cosw dew
o (1—cosy) +sin*yeos’e & J, (1— cosy)? +sin?y costw

Mais la premiére de ces intégrales est moindre que 1, comme on Ia
déja vu; quant a la seconde, en excluant les cas de y=oetde y=m,
on la ramene a celle-ci :

NI

LI 1
sin— ¢ cos —7 €08 w dw
2 2

4
— - ) =~co 4ytang4ylog
sin® — y - €0s* — y €08 w tan«I—*

0 2 2 537

AW

. - \ I ) .
mais, 7 variant de o a m ou tang i de o a 1, le maximum de

tang 47 log —— est —: cela prouve que Vintégrale considérée est
tang b
4
moindre que —4— < 1. Alnsi, on a une valeur pour A, en prenant
we ’

f+1-41ou 3.
11. 11 est démontré, par ce qui précede, que la série

2 f_—w' o (x) dz

est convergente. On établirait de méme la convergence de la série

Z 7zfl~X,lgo(x) dx
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1l ne nous reste donc a considérer que celle qui a pour terme général

nfl—e X.o(x)dx,

u, en rétablissant  a la place de x,
T~ %
nf F(y)P,sinydy,
o

2 étant un nombre déterminé, positif, mais aussi voisin (e l'on veut

de zéro.
12. Remplagons P, qui ne différe de X, que par I'échange de x en

cos7y, par la valeur fournie par le théoreme XI du § I°"; on recon-
naitra aisément que la question se raméne a démontrer la convergence

des séries

- _ i—i.),

2 f“ yrcosnysiny tang 2 ;F(y)d«/,
e . - i‘,y

2[ ynsin nysiny tang ? : F(y)dy,
T & 1 i—!-/

Zf r/:cosny cos’ytang 22_14‘(7)(1%
S

Zf ——sm nycosy tang 2 ;F('y)dy,

Zf P4 siny F(y)dy,

ou les sommes s’étendent a toutes les valeurs entieres de n, et celle

des séries

2 oy g 25 1)
Zf \/;cosn'ysmytang S () dvy,

Zf —smn"/smytang 5;- (v)dy,

ou les sommes s’étendent successivement a toutes les valeurs paires et
a toutes les valeurs impaires de n. D’abord 1l est inutile de s'occuper

de la série
n—auw

S [T

n—=0
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A

i =
. " I - . ;
puisqie la série Z N est convergente, et que la fonction psinyF(y;
n n
n=—2~o

reste toujours finie entre les limites de 'intégration ; quant aux autres,
je dis qu’il suffira de faire voir que les deux séries

> ["!\/7?cosn'y<l>(y)d7, Zfﬂv’hﬁsinn'y(b(y)d"/,

ou les sommes s’étendent a toutes les valeurs entiéres de 7, et ou
® () désigne une fonction ou un produit de fonctions indépendantes
de n, ne devenant jamais infinies entre o et 8, et ne présentant entre
ces limites qu'un nombre fini de maxima ou minima, sont conver-
gentes.

Supposons, en effet, ce point établi; il en résultera que les séries

Zfﬁ—x\«";cosny sinytangiEEF(ﬂdy,

T — . . ii-\/ . N
Zl ynsinnysiny tang * - F(y)dy,
T i%y ;
2]; Vrcosny cosytang > LF(y)dy,
Zfﬂﬁ Vncosny cosytang:;zF(’ﬂd%

ou les sommes s’étendent & toutes les valeurs entiéres de n, sont
convergentes, et, par conséquent, d’aprés un théoréeme d’Abel, déja
employé, que les suivantes :

Zf 7 cos i sin 7y tang 2%F(')’) dy,
> n

T — 1 . . il'y -
ny /s Sinnysiny tang *; F (v dy,

UL N N ié'r F
Zj; 7 cosny cos y tang *Z F () dy,

SR

Zfﬂwuvl;sin ny cosytangz Y F(y)dy,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(31
ou les sommes s’étendent également & toutes les valeurs entieres de n,
le sont aussi; d’un autre coté, il est facile de démontrer que si des
séries de la forme

Efﬁ Cosn,q)(? 7, Ef smn/q)“/)d/’

ou @ (7) représente une fonction ou un produit de fonctions indépen-
dantes de n et toujours finies entre o et 3, sont convergentes quand

on étend les sommes a toutes les valeurs entiéres de 7, il en est de
méme lorsqu’on n’étend ces sommes qu’aux valeurs paires on im-
paires. En effet, supposons que n doive toujours étre pair dans la
premiere somme par exemple, nous pourrons la mettre sous la

forme
2T )

le signe s’étendant 4 toutes les valeurs entiéres de n, et cette série
étant convergente, il en sera de méme de la premiére; si n doit
toujours étre impair, nous pourrons mettre la méme somme sous la

forme
25 . o
cos (n+;)'y ,
LY | =2a (Y dy,
2\/2 \//n_l,_.l_ L2
2o 2

puis sous celle-ci,

. 2 > cos 72y cos% ;
2 2 o N (p(;) dy
zf smnfysm— .
. Topdy
2\/2 ) ()d/—f—z‘[&( ’”/;/

toutes ces nouvelles sommes s’étendant aux valeurs paires et impaires
de n, et p représentant une fonction de 7y et de n, toujours au-dessous
d’une certaine limite. Or les trois derniéres séries sont convergentes ,
il en est donc de méme de la série proposée. On voit par la que les
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séries
T =
.

2 o= cos ny sin 7 tang

m.»-
N2

F(y)dy,

T

1
z \/—I_ cos ny sin 7y tang™ 2

n

H
) |~e

F(y)dy,

ou les sommes s’étendent tantdt aux valeurs paires, tantot aux valeurs
impaires de 7, seront convergentes, s’il en est ainsi lorsque les sommes
s’étendent a toutes les valeurs entieres de n. Ainsi, comme on |’avait
énoncé, tout se réduit a établir la convergence des séries

n=x n—w

Z f Vncosny‘b(’y)d'y, S‘ f“_lynsmn'yd)(/)d/,

n=—0 n—=o0

ou @ () représente, nous le répétons, une fonction ou un produit de
fonctions, indépendantes de n, ne devenant jamais infinies entre o
et m — o, et ne présentant entre ces limites quun nombre fini de
maxima et minima. Nous allons, pour cela, évaluer d’abord les deux
sommes

n—n n—a

cos ny sin ny
2 X

n—=1 RE=-31

1
1 w1 -
__f x log
Lo
2

13. Oron a

[Ca

n=n ny\/:
4

Ve

n—1
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d’ou

n—n ¥ 1
cos n 1 Ta/1\ cosy—x —xtcos{n 1)y 4+ 2" cosn
E s _flog 2(—) i i\ )t Ydx,
p Lo \Z [+ x°— 2.2 C08Yy
=T >

n=n ! 1
2 sy ! loe:_; (i> siny —z"sin{z +1)y 42" Fsinny
~ X

Vr r Lo \ 1+ 2% — 2.7 oS

n—i1t

différentiant par rapport a v, et ne développant les calculs que pour
les termes dépendants de 7, il vient
n—=n i

- . 1 a1\ 22 tsiny cosny —— 22" siny cos{n 41
N Vrsin ny = — log 2(— ! ! 7 €08 Nd
i 1o \x (142 — 2z cos7)

n—1

1
—3/1\ —{n—+a"sin (n +1)y + nx" ' sinn;
ot g (2) Slertnts g ik,
1o (14 x*— 2z cosy)
2
n=n
— 2z isiny sin{z 1)y — 22"72siny stnn
Z\/m-osrzy_—/ log 2 -} — y sin ki v L
(14 x* — 2z cosy)*

=1

1 1
1 —Z /1y — x"cos (1) y 4+ nx"+' cos n
‘/‘log ‘(i) (n+1) ( )y
\Z

7
d '4,/.
(142> — 2z cosy) S

Flvo
2

X et &' représentant des fonctions de 7y indépendantes de 7 et jouissant
de la propriété de rester au-dessous d’une limite fixe, lorsque y varie
decanm—o.

Actuellement on peut remarquer que puisque, en général,

1

I ! —_= 1
— log —> xPdx = —-
- 1f0 8 (x vp
2
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on a ausst
] ! -1 1 zP~ dz M
1 log ° E Y
Fi A / — 22 cos ¥ \/P

Pt dx N

1
- lO 2 —> - , — —=
I‘i A 8 \z) (14+2°—2xcosy) V/
2

M et N étant des fonctions de p et de y qui, pour toutes les valeurs
de p et pour les valeurs de 7y comprises entre « et ® — «, restent au-
dessous d’une certaine limite fixe, et qui jouissent en outre de la pro-
priété de constamment décroitre, lorsqu’apres avoir fixé p on fait
croitre y de & a m — a5 d’apres cela, les formules ci-dessus devien-
nent

n—=—n
Zv/;zcosnyzM(”+‘)°°5(”+1)7+Nllnc05nn,
n=—1i \/”+1 ¢ﬂ+2
N sin ¢ sin (-1 ,sin 7 §
i ( )‘7+ v sin ny _%_A"
Vr+2 Vn -3
n—n

M{rn+1t)sin(n+1)q n M, 7 sin 2y

D Jnsinny =
n=—=1 \/”"*'I \/”+2

Nsin g cos (n +1)y N, sin y cos ny
Vr+ 2 Jyr+3

—L—/{/’

s M,, N, N, étant des quantités analogues aux quantités M et N
précédemment définies, et 'on a

" pr—e — T M(z+1)cos{n+1)yd(y)dy
W ncosny®(y)dy = : ’
s 8 \/ ”'Y (/) 'y “ \/n—}—l

n—1

-+ PT %M, ncosny®(y)dy "M% Nsinysin(n+41)y®(y)dy
) N _} yrn+2
=% Nsinysinny®(y)dy f
- + 7) d7y.
I «/n+3 ’
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D f”"”y;sm ny®(y) dy :f”‘“M(ﬂ+I)sij;(ln:II)v@(vJW

n=1

"7 M, 2sinny® () dy fﬂwa N sin y cos (n +1)y @ (y)dy

-+ J, Vr+ 2 " V42
_ J“l‘ siny cos ny (3) d +[ﬁ“”‘m(w> dy;
Vr+3 Ja

de telle sorte que, pour établir la convergence des deux séries

Zf 'V’;cos ny® () dy, Zf ‘\/;zasin ny® (y)dy,

il suffit de faire voir que les limites vers lesquelles tendent les diffé-
rentes expressions

PT T M (r+1)cos(n41) 3@ (y)dy TT“M ncosny®(y)dy
J, = RS e
‘”'”’““Nsin'ysin(n+1)7d>(ry)d-y. fﬁmx NISin'YSin’l')’q’(‘)')d')'_
o \/n—+—2 ’ o \/m '
T=% M (n+1)sin (2 41)9®(y)dy TTYM nsinny®(y)dy
]; Vr1 ’ f/ Vr+o2 ’
TT* Nsinycos{n—+1)yd(y)dy T Nisinycosny® (y)dy
f; T Vr + 2 ’ [ Vr+3 -

a mesure que n croit, sont toutes finies et déterminées, puisque les
deux intégrales

f' ke (y)dy, [ ke

sont indépendantes de 7 et finies. A cet effet, nous démontrerons, il
est clair que cela suffit, que zéro est la limite des deux intégrales

\/nfﬂ_ul\’[cosn'yq)('y)d'y, \/I:f aMsinn'y@('y)d%

3
24

dans lesquelles @ (y) représente, comme plus haut, un produit de

5..
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tonctions de 7 qui ne deviennent jamais infinies entre « et 7 — «, et
n’ayant entre ces limites qu'un nombre fini de maxima ou minima,
et M une fonction de y et de n qui, pour toutes les valeurs de n et
pour toutes les valeurs de 7, depuis o jusqu’a = — a, reste au-dessous
d’une certaine limite, et décroit lorsque 7 croit.

14. Divisons l'intervalle compris entre « et m—a en une série
d’autres, de fagon que dans chacun de ces nouveaux intervalles les
facteurs qui composent ® () varient dans le méme sens; soient a et &
les limites d’un quelconque de ces intervalles, appelons p, p,, p, les
facteurs de @ (y) qui vont en diminuant, lorsque y augmente de a a b,
etq, ¢,, G, cenx qui vont en augmentant; soit d’aillears A un nombre
positif supérienr & la valeur absolue de chacun des deux produits

Mppipsy 499

pour toutes les valeurs de n et pour les valeurs de y depuis @ jusqu’a &;
nous pourrons écrire la partie des deux intégrales ci-dessus qui se
rapporte a I'intervalle compris entre a et b, de la maniére suivante :

b
—-£ Vrcosny(A +Mpp, p.) (A —q9:¢)dy
b
+Af Vrcosny(A + Mpp, p.)dy
b b
—i-Af \/ncosn'y(A—qq,qg)d7+A2f yncosnydy,
b
«f Vnsinny (A + Mpp,p.) (A — qq,q.) dy
b _
—'T—Af ynsinny (A + Mpp, p,) dy
b _ b _
+Af \/nsinn-y(A—qq.qz)d'y—l—A”f yrsin nydy;

remarguant alors que les intégrales définies

fy\/;zcosnydfy, fy\/ﬁsin ny dy
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. .. . ;- .2
sont, quelles que soient les limites, inférieures 2 7 et que les expres-
n

ST
A+ Mppipss A—99:9:5 (A+Mppipa)(A—9qq.)

sont positives et décroissantes, on verra aisément, d’aprés un lemme
de calcul intégral que j’ai démontré dans le tome X1V du Journal de
M. Liouville, que la partie considérée des deux intégrales

P

fT—d \/;lCOSn“/‘D('Y)d"h J V}—lsmnyq)('\/)dh/

est moindre qu'un nombre de la forme \—, k étant indépendant de n
n

et au-dessous d’une certaine limite, et, par conséquent, ausst petite
quwon le veut, en prenant n suftisamment grand. Ce que nous avons
dit de la partie des intégrales précédentes, qui se rapporte a Iinter-
valle compris entre a et b, nous pourrions le dire de tous les autres
intervalles en lesquels nous avons décomposé I'intervalle de & 71—« ;
donc le nombre de ces intervalles étant fini, puisque le nombre des
maxima et minima, compris entre o et © — o, des différents fac-
teurs p, pys P2s 45 ¢1» 42 de @ (7), est lui-méme limité , nous pouvons
conclure que les intégrales totales

fﬂnay/;tcosn«/@('y)d'y, fn—d\/;zsinnyq)('y)dy

sont aussi petites que 'on veut, en prenant n suffisamment grand.
15. Nota. Si dans la formule

£(6, ._-4_1_ 2 21 -+1 [ﬂsixl G’dt'i"/o'mpnf(e',?')d?’,

qui donne le développement d’une fonction de deux angles en série
ordonnée suivant les fonctions Y,, on suppose la fonction f(6, ¢) in-
dépendante de ¢, on trouve

£(6) =4_§ 2n+u)ff(e')sm e'de'fomp,,d;o'
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ou bien, posant cos§ = x, cos§’ = x’, appelant F(x) ce que de-
vient f(9) et se rappelant le théoréeme IIT du § 1I,

n—ao

“+1 ,
Flay= 322X, [ F(a)X,/dx.

—1

n=u

C’est la formule par laquelle on développe une fonction d’une variable x
{x restant compris entre — 1 et + 1), en série ordonnée suivant les
fonctions X,. Il ne faut pas perdre de vue que lorsqu’on attribue a x
une valeur qui rend la fonction F (r) discontinue, I’égalité précédente
n’est exacte qu’en avant soin de remplacer le premier membre par la

Flo—s) £ E(z+e)

valeur movenne de la fonction, c’est-a-dire ici par -~ B
o ? 2

: étant un nombre infiniment petit.

Vu et approuve.
Le 12 juin 1852,
Le Doven pe 1A FacuLTt pES ScIENCES.

MILNE EDWARDS.

Permis d imprimer,
Le 14 juin 1852,
Le Recrevr pE 1L’AcADEMIE DE LA SEINE.

CAYX.
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SUR LA THEORIE MATHEMATIQUE DES CARTES GROGRAPHIQUES.

INTRODUCTION.

Une carte géographique n’est autre chose qu’une représentation sur
une surface déterminée, que I'on suppose ordinairement plane, de la
surface de la terre ou de I'une de ses parties. Cette représentation peut
étre faite suivant uneloi quelconque ; toutefois, dans les premiéres cartes
quon a construites, elle a tonjours été soumise aux regles de la per-
spective. Les cartes étaient ainsi de simples projections coniques ou
cylindriques, et les différences qui existaient entre elles, provenaient
de la position donnée 4 I’ceil et au plan de projection. On connait ces
différentes cartes, dont les plus remarquables sont dues a Ptolémée.
Plus tard, quelques astronomes abandonnérent le mode de représen-
tation par perspective, qui avait di1 se présenter tout naturellement
a Pesprit, mais que rien n’obligeait a suivre, et ils regardérent les
lignes correspondantes aux méridiens et aux paralléles, comme des
lignes tout a fait quelconques que Von pouvait, dans chaque cas,
choisir arbitrairement, suivant la destination de la carte. C’est ainsi
que furent construites les cartes marines réduites ou par latitudes
croissantes , dans lesquelles on s’imposait la condition que les rumbs
de vent fussent représentés par des droites faisant entre elles les
mémes angles que ces rumbs faisaient dans la rose de compas. Enfin,
Lambert envisagea la théorie des cartes géographiques sous un point
de vue général extrémement important. 1l remarqua que le plus
grand degré de perfection d’une carte était de reproduire la figure
des différentes parties de la carte, de maniére qu’il y et constamment
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similitude entre une partie quelconque de la terre et la partie corres-
pondante de la carte; mais cette condition étant généralement impos-
sible a remplir, 4 moins de sapposer a la surface de la carte une forme
particuliére, Lambert se proposa de déterminer les lignes des méridiens
et des paralléles par la condition que la similitude et lieu seulement
entre les éléments infiniment petits. Sans doute, de cette maniére,
une ‘portion finie de la terre était déformée sur la carte, mais les
angles faits sur la carte étaient toujours égaux aux angles correspon-
dants sur la surface du globe, propriété importante que on avait
reconnue an systeme de représentation de Ptolémée. Lambert ne ré-
solut pas d’une maniere compléte le probleme général qu’il s'était
posé; apres lui, plusieurs géometres, Euler, Lagrange, s’occuperent
avec succes de la question, mais en supposant toujours 4 la terre la
forme d’une sphére ou tout au plus d’une surface de révolution; ce
fut M. Gauss qui, dans un Mémoire couronné par l'Académie de
Copenhague, résolut, le premier, le probléme dans toute sa généra-
lité et sans faire aucune hypothese sur la surface de la terre et sur
celle de la carte. Nous nous proposons, dans cette These, d’exposer
la théorie des cartes géographiques au point de vne indiqué par Lam-
bert. Notre travail pn’offre rien d’essentiellement nouveau. Nous
n’avons eu d’autre but que de simplifier les solutions des questions
traitées avant nous par Lagrange, Euler, M. Gauss.

4. Soient deux surfaces quelconques S et 8§ représentant la surface
de la terre et celle de la carte. Supposons que V'on ait exprimé les
trois coordonnées x, ¥, z rectangulaires d’un point quelconque m de
la surface S, en fonction de deux variables indépendantes u et v, et les
coordonnées x’, y’, 2 d'un point m’ de la surface §', au moyen de
deux autres variables ©’ et v’; de telle sorte que la premiere surface
soit définie par trois équations de la forme

(1 x = f(u,v), yr=fi(u,9), z=filu,v),

et la seconde par trois équations telles que

’ /oy

[ g— i .
= QU5 V)5

{2) x=qW,v), y'=o0,u,v). z

i N

il s’agira de faire correspondre les points m et m' ou de déterminer «/
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et ¢* en fonction de u et de v, de facon qu’un éiément m'm, de la
surface §' ait, avec I'élément correspondant mm, de la surface S, un
rapport indépendant de la direction de ces éléments et variable sen-

lement avec la position des points i et m’.

2. Différentiant les équations (1}, on trouve aisément que I’élément
de la surface S, qui se termine aux points (u, v}, (u + du, ¢ + dv},

est

ds = vEdi® + o Fdudo + G do?,

A dy\? dz\? .
) (2] <z) = E,

\ ’ \ /

£n posant

tode | drdy | ded
du dv du dv ' du dv ’

(@)~ (&) + (@)

\ / \

I
e

de méine, I'éiément de la surface §', qui se termine aux points (u’, ¢'.
(u 4+ du', v+ dv'), est

ds' = NE du’® + 2 F du’ dv’ + G do’,

en posant

dz’\ 2 [dy'\? "dz’)2___ ,
() + (@) (@) =¥

/
dids |y dy A
du’ dv' du’ dy’ du’ e’ ’

dx'\ 2 [ dy'\ 2 (dz')2 ,
<r> + (d_> +(7) =6

\ /

I équation du probleme devient ainsi

E du*4- o F du' dv’ 4 G dv'? 2
E du® + 2F du dv + Gdo?

I
3

3

n® étant une certaine fonction de u et de v. Pour pouvoir déduire de
cette équation les valeurs de &’ et o, il faut d’abord la simplifier, en
particularisant les variables u, ¢, u’ et ¢’. Nous choisirons ces va-
riables de maniére que I'on ait

E=o0, G=o0, F=o0, G=o.
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Mais prouvons d’abord qu’il existe de telles variables et montrons con-
ment on peut les obtenir.
3. Je considere I'équation différentielle
{4) Edu®+ 2Fdudy + Gdv* = o,

et je suppose qu'on en ait déduit une intégrale contenant une cou-

stante arbitraire. Soit 7
F(u,v)=0C

cette intégrale résolue par rapport 4 la constante. Evidemment la
dv
du
Péquation (4) sont imaginaires; nous pouvons donc poser

F(u, o) =U+Vy—1,

fonction F (u, o) sera imaginaire, car les valeurs de déduites de

U et V étant des fonctions réelles de w« et de ¢, et notre intégrale
deviendra

U4+Vy—1=C.
Cette intégrale renfermant , par hypothese , une constante arbitraire,
ey . , . dv .
st on la différentie et qu’on tire 7, On trouvera une valeur qui devra
étre identiquement égale, quels que soient u et v, & I'une des deux

" dV ’ ’ . s, . ) 3
valeurs de > que Uon déduit del’équation (4); quant a V'autre valeur,
comme elle est conjuguée de la premiére, elle sera évidemment fournie
par 'équation
dU — dV\f’— [ = 0.
Nous pouvons conclure de la que on a identiquement
Edi® + oF dudv + Gdv* = M (dU? 4+ dV*? .,
M étant une certaine fonction de « et de ¢. Posant maintenant
U—J.—V\r—[:a, U—V\/—I:ﬁ,
« et 3 étant de nouvelles variables, on aura

Edu® + oF dudy + Gdv* = p.dadf,
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2 €tant ce que devient M quand on y remplace « et v par leurs valeurs
en 7 et 5.

Ainsi, en prenant les variables o et 5, I'élément de la surface S a
la forme que nous voulions obtenir. Appelant de méme

U+ Viy=1=C
une intégrale quelconque de I'équation
5 E'du?+ oF dudy + Gdv':=o,
nous verrions que le carré de I'élément de la surface S’ peut se
mettre sous la forme M'(dU'? + dV'?), et puis, en posant

U+Vy—1=do, U-V \T——l: ﬁ‘/,

sous la forme voulue p' d«'df’; introduisant dans I'équation (3) les
variables a. 3, ', f', cette équation devient

wdo df = n*pdadf,
et rien nest plus simple maintenant que d’obtenir o etf3.
4. En effet, remplacons do’ par — dv —:i dfB, et df’ par

A5 . oo
;—a—doc + Edﬁ, il vient

do' df’ 2 do/ d ' @2 da’ df’ de’ df 0
il ; > {odB = n*udodfs.
e dr 17+ g5 a5 AP & a5 T ap 4. ) dedp

d'ou
da’ dﬁ’ dg’
frvund — = == 0.
dode 07 d. a8 '
, par conséquent,
da’ g _
g =% da T
on
da’ . df/ —0:
iz =% ag =

’est-a-dire, en intégrant,
d=Fla), §=F 0
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ou bien
K= (f), F=0,(a)

5. Nous aurions pu obtenir les résultats précédents en exprimant
une autre propriété du systeme de représentation considéré, d’apres
laquelle 'angle de deux éléments quelconques de la surface S est
toujours égal a I'angle des deux éléments correspondants de la sur-
face §'.

Prenons, pour définir les différents points des deux surfaces Set ',
les variables U, Vet U’, V'; de maniére que pour I'une et Pautre sur-
face, les lignes coordonnées forment deux systémes orthogonaux, divi-
sant la surface en carrés. Le cosinus de I'angle compris entre les ¢lé-
ments mm, , mm, de la premiére surface, qui partent du point.(U, V°
et se terminent respectivement aux points (U -+ dU, V= dV),
(U~+dU, V+ &V), sera, en laissant le signe de coté,

dVéU — dUdV
V(AU +dVe) (50 1 oVe)

de méme, le cosinus de Vangle formé par les éléments m'm', m/m,
correspondants de la seconde surface, sera
AV U ~dU' 8V
V(dU +d V) (50 48V

nous aurons donc, pour équation du probléme,
dViU —dUdv o dV' U —dU oV

V(AU FdVe) (50U 1 8VY)  J(dU+dV?) (304 aVi)

ou bien, en introduisant les variables o, £, o/, {2,

<

dBé‘y-—dac}‘p dB’'§a dxaﬁ
VdadB3adh Vda dp’ 838

d’ou
de'df dadf (dfda — dudB) = dadBdudf (dF o — do' o2
Posons

do’ dor dg’ db’
do' = °= — o5 = T g i 5.
5, 0o+ a8 B, o8 S0+ 130

et supposant les éléments mm,, m'm| fixes, faisons varier les éléments
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mm,, m' n,; c'est-a-dire, supposant du, df%, do', df coustants, fai-

sons varier da, df8, do’, &f3". L’égalité ci-dessus étant une identité, il

ne pourra y avoir dans le premier membre d’autres termes en d'u ef

o[ que ceux qui se trouvent dans le second ; ainsi les termes en ¢'z* et
22" du premier membre devront disparaitre, ce qui exige que

do’ df ds' df

dz dz 9% ag ag — @
d’ou
ds’ dp’
E — 0 et i o,
ou bien
da! s’
da % a8 =9

et, en intégrant,

ou bien
Z=0(B) et F=0,(a),
comme nous ’avions déja obtenu.

6. Avant de particulariser les fonctions F et F, ou ¢ et ¢,, pour
déduire de ce qui précede quelques systémes de représentation, il est
nécessaire de faire deux remarques importantes.

7. Substituons a ¢, 2, o' et § leurs valeurs en U, V, U et V'; les
deux solutions de notre probléme deviendront

U+ Vy—1=F (U+Vy—1),

(6) i — —_
(U~ Vy—1=F,(U—-Vy—1),

et

, ) IU’+V’\/::@(U—VV/:T),

\7

U= VYT = 0, (U Vy=).

Or, U’ et V' devant étre réels comme U et V, les deux fonctions F,
et @, ne peuvent pas étre prises arbitrairement, une fois que les fonc-
tions F et ® ont été fixées. Il faut évidemment, si la fonction F est
réelle, que F, soit la méme fonction; et si F est une fonction imagi-
naire, que F, soit la fonction imaginaire conjuguée obtenue en chan-
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N

zeanty — 1 en — v — 1 dans la premiere; il en est de méme de la
fonction @, 4 ’égard de ®. Ainsi chacune de nos solutions ne contient
qu'une fonction arbitraire, qui peut toutefois étre imaginaire aussi
bien que réelle.

8. Nous avons obtenu deux solutions pour notre probleme. Ces
solutions conviennent toutes les deux, mais elles se distinguent Pune
de Yautre en ce que 'une correspond a une similitude directe entre les
éléments superficiels des deux surfaces, et autre a4 une similitude
inverse. Entrons a ce sujet dans quelques développements. Une sur-
face représentée, en général, par I'équation f(x, y, z) = o, partage
Vespace en deux régions : I'une, qu’on peut appeler extérieure a la
surface pour laquelle f(x, y, 2), est positif; autre, que 'on nomme
région intérieure, pour laquelle f(x, y, z) est négatif. Si I'on se place
dans la région extérieure, or voit les éléments de la surface issus d'un
méme point m disposés d’une certaine maniere; et si 'op se place dans
la région intérieure, on voit les mémes éléments disposés d’une maniere
inverse; de telle sorte que si de deux éléments mm,, mms,, le second
parait a droite pour un spectateur sitné dans la region externe de la
surface, inversement pour un spectateur situé dans la partie inté-
rieure, 1'¢lément mm, paraitra & gauche de mm,. Ceci posé, placons-
nous, par rapport a chacune des surfaces S et §', dans une région
déterminée ; soient mm,, mm, deux éléments de la surface S partant
du point m, et m'wi, m'm', les deux éléments correspondants de la
surface S, déterminés au moyen des solutions trouvées plus haut;
pour les deux solutions on aura

mni, mim, N ’ ’

el g angle m,mm, = angle m’,m'm';
wais, pour V'une, m’m, nous paraitra a gaiche ou a droite de m'm/,,
selon que mm, sera lui-méme & gauche ou a droite de mm,; et, pour
autre, ce sera I'inverse, m'm, nous paraitra a droite ou & gauche de
m'mi,, selon que mm, sera 4 gauche ou a droite de mm,. Ainsi, dans
les deux cas, les deux triangles mm,m,, m'm/ m, sont semblables,
mais la similitude est directe dans le premier cas, et inverse dans le
second. Quant a la solution qui correspond a la similitude directe. on
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comprend quelle dépend uniquement de la maniere dont on se place
par rapport anx surfaces.

Démontrons la propriété que nous venons d’énoncer, et donnons un
critérium certain pour reconnaitre le genre de similitude qui corres-
pond 2 une solution déterminée.

9. Appelons
Jlx, y,2)=0, oz, y,z)=o0

les équations des surfaces S et &', et placons-nous, par rapport a cha-
cune des surfaces, dans la région extérieure, c’est-a-dire dans la région
pour laquelle le premier membre de son équation est positif. Enfin,
supposons que 'on adopte la premiére solution obtenue au n° 3, c’est-
a-dire qu’on lie les points de la premiére surface & ceux de la seconde
par la relation

U4+ Vy—i=F(U+Vy—1)
et par la relation conjuguée

U—-Vy—1=F(U-=Vy—1).

Pour pouvoir comparer plus facilement les figures formées par les
points m ou (x, y, z) de la premiére surface aux figures formées par
les points correspondants m’ ou (x’, y’. z') de la seconde, nous con-
sidérerons six autres systemes de points intermédiaires, tous situés
dans le plan des xy : le systéme des points . ayant pour coordonnées
rectangulaires (xx, y, 0); le systéme des points v ayant pour coordon-
nées rectangulaires (u, ¢, 0); le systéme des points = ayant pour coor-
données (U, V, 0); le systéme des points 7’ ayant pour coordonnées

’

(U’, V', 0); le systeme des points v ayant pour coordonnées (i'. ¢/, o}:
enfin le systeme des points p/ ayant pour coordonnées (¥, ¥/, o).
Ces nouveaux systémes de points considérés entre eux, ou avec les
systemes de points m et m’, ne donneront pas nécessairement des sys-
temes semblables dans leurs éléments infiniment petits, mais deux de
ces systémes pourront étre semblablement ou inversement placés; je
veux dire par 11 que, dans deux systémes, les éléments linéaires issus
d’un méme point pourront paraitre placés de la méme maniere ou

d’une maniére inverse. A ce point de vue, nous pourrons donc com-
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parer le systeme es points m au systeme des points u., le systeme des
points p. au systeme des points v, ainsi de suite; et cela nous permet-
tra de décider si la similitude qui existe entre les éléments superficiels
formés par les deux systemes de points i et m' est directe ou inverse.
Ajoutons, pour qu’il n’y ait aucune ambiguité, que les systémes de
points situés dans le plan des xy sont toujours vus du coté ou se
tronvent les z positifs. En comparant les deux systémes de points m
et u., on reconnait aisément qu’ils paraissent semblablement ou inver-
sement placés, selon que, pour passer de la surface S i sa région exté-
rieure par un déplacement paralléle a Paxe des z, il faut augmenter
ou diminuer le z du point de la surface, ou bien si edx + fdy + gdz
est la différentielle totale du premier membre f(x, 7, z) de I'équation
de S, selon que g est positif ou négatif; de méme les systemes des
points m’ et p’ paraissent semblablement ou inversement placés,
selon que
of — do (', y, ')
5 dz
est positit ou négatif. Considérons maintenant les deux systémes de
points u et v. Soient ds la distance des deux points infiniment voisins
(2, 7), (x +dx, y + dy) du premier systéme , et a I'angle positif que
cette distance prolongée du premier vers le second point fait avec la
partie positive des o, de maniére que

dx =dscosa, dy=dssina.

Soient de meme dc la distance des deux points correspondants (u, ),
(1t + du, v+ dv) du second systéme, et o Pangle positif que cette
distance prolongée du premier vers le second point fait avec la partie
positive des a, de maniére que

du =dscosa, dv=dcsina;

nous tirerons de lia, en remarquant que x et y sont des fonctions
connues de u et ¢,

dz .
dscosa:(d—cosa zsma)daf
. dy d
dssma:(~ osa—*——ycma)d G;
\ du dv
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d'ou

dy dy .
——COS¢® + —— Sz

. du dv

tang a = :

* cos 0.+ dz sin o
du o de g

regardant x et y comme constantes, et ¢ et z comme variables. la
différentiation donne

da . du dv dv du )
da — [dz 08 o 4 dzr . ? ‘dy " T dy 6 0')
% C 74 E Sin o) (T COS 2 p n

N (a’x dy dzx dy> dq?

dude ~ do du) ds®

Cela nous montre que les angles a et o varient dans le méme sens

ou en sens inverse, selo dz dy dy dz t positif ou négatif; par
n que - — — —- —- est positif ou nég I

conséquent, que les systemes des points u et v paraissent semblable-
ment ou inversement placés, selon que dody  dzdy est positif ou
du dv de du
négatif. On verrait, par un raisonnement analogue, que les systémes
des points v et 7 paraissent semblablement ou inversement placés,
selon que dUdv __ dUdyv est positif ou négatif; que les systemes des
du dv de du i k
points 7 et ©’ paraissent semblablement ou inversement placés, selon
o o v
que z;,j—z — zgl ST est positif ou négatif; que les systémes des
points 7’ et v’ paraissent semblablement ou inversement placés, selon

dU dV’ du’ dVv’ ... . . .
que —— —— — —o — est positif ou négatif; enfin, que les systemes

ax - ’ . : , .
selon que — o a7 a4 oSt positif ou négatif. Réunissant tous ces

résultats entre eux et a ceux qui ont été obtenus relativement aux
systemes de points m et (1, m’ et p/, on voit qu'en définitive les deux
systemes de points m et i’ sont semblablement ou inversement placés,

-
T
‘
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selon que le produit

du’ dv' dv' du'

dude  dv du dU dV  dV dU )

dfdy (dxdy dxdy) (dx’ dy’ dz’dy’) dUdV dUdvV\ [dU dV dU dvV'\ [dU'dV  JdU dV’
dzds \dudv  do du) \du dv'  do du’ (dT?v__Zo_d—u>< )(
est positif ou négatif. On peut remarquer que, dans ce produit, les
six premiers facteurs ne dépendert que des surfaces considérées et
nullement de la liaison que I'on suppose exister entre les deux sys-
temes de points m et m’ situés sur ces surfaces. 11 suffira donc d’avoir
dUu’ dV’ dU dV'

égard au septi¢ AR R s ttre Vi
g eptiéme facteur — —= — “= —= pour connaitre l'influence

de cette liaison. Or, si 'on a
U+ V{—-1=F(U+Vy—1),
on trouve aisément

dU'dv'  dU'dv a’U’>2_l_ (dU’Y
dU dV 4V dU ~ \dU av )’

/ \ ;

et, par conséquent, un résultat positif. Si

U+Vy—1=0(U—-Vy—1),
on trouve

dU'dv  dU'dv dU'\?  [dU'\?
a0 dv ~ dv du dU av )’

et, par conséquent, un résultat négatif. Cela montre, comme nous
’avions annoncé, que des deux solutions obtenues au n® 5, 'une
donne une similitude directe, I'autre une similitude inverse. On voit,
en ménie temps, que la premiére solution, quand on se place dans la
région extérieure pour I'une et autre surface, correspond a la simili-
tude directe on 4 la similitude inverse, selon que le produit

df dy (drdf_dwdyj de'dy’  dx'dy’\ (dUdV  dUdV)\ (dU'dV 40U dV'\
y du’ dv' dot du' |

dads \dudo  dedu)\dd d' A dd)\du'de  dv du
est positif ou négatif.,

10. Reprenons les solutions générales du probléme de Lambert
obtenues au n° 5, et comme la seconde solution se déduit de la pre-

. — =
miére, en changeant  — 1 en — y — 1 dans les seconds membres, bor-
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nons-nous a considérer la premiere :
(U+VV—1i=F(U+Vy—1),

5 !
( IV — VV=(=F,(U-Vy=1),

ou, d’apres la remarque faite au n® 7, F, représente la fonction con-
juguée de F.

Proposons-nous de trouver le rapport d’agrandissement n en fonc-
tion de u et de v.

Différentiant les équations (5), on trouve aisément

AU+ dV2=F (U+ Vy=1)F, (U - Vy=1)(dU? + dV?),

en appelant F' la dérivée de F et ', celle de F,. Or les carrés des élé-
ments des surfaces S et S’ sont respectivement

M (dU? + dV?), M (dU? + dV'?),

M et M’ étant des fonctions connues, la premiere de U et V, la
seconde de U’ et V’; donc le rapport des carrés de ces éléments ou n*
sera

NF (U Vy=1)F, (U —-Vy=1);

par conséquent,

n= \/—F’ U+Vy—1)F, (U—-Vy—).

Substituant dans M, a la place de U’ et V', leurs valeurs déduites des
équations (5), et puis exprimant U et V enu et v, la question se trou-
vera résolue.

11. Cherchons encore, avant de sortir des généralités, la relation
qui existe entre les courbures géodésiques de deux courbes corres-
pondantes tracées sur les surfaces S et §', relation qui nous sera utile
dans la suite. Soient A une courbe quelconque tracée sur la surface
S, et A’ la courbe correspondante tracée sur la surface §'. Appelons ds
I'élément de la premiere courbe, ds’ I'élément correspondant de la
seconde, de maniere que

ds' = nds.
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Prenons les différentielles des deux membres, relatives a un dépla-
cement normal aux courbes A et A’, et indiquons ces différentielles
par la caractéristique d'; nous aurons

dds = ndds + dsdn.

Mais, d¢ étant le déplacement infiniment petit, normal a la courbe A,
qui‘a eu lien sur la premiere surface, et d¢’ le déplacement corres-
pondant, normal a la courbe A’, qui a eu lieu sur la seconde surface,
on a

on tire de Ii

dds' 1 dds 1 9n
ds' 8’ — n dsde ntde

D’ailleurs , d’apres une formule de notre Mémoire sur la théorie géné-
dds dds

—— . —— sont, au signe pres, les courbures géo-
’ dsSo  dy' 8¢ ? =} p ’ )

rale des surfaces

/

;o cos § cos b
désiques des courbes A et A’; en appelant (——o—> ) (—) , ces cour-
\ \ ) S

NP
bures géodésiques, on a donc
I

5=
”6) cosf\ _ 1 [cosh 1 dn 1 [cosh N n
: p )¢ r\ ¢ Js nide T n\ p )5 ds

)

Remarquons, toutefois, que cette égalité n’a lien avec les signes que
nous avons affectés aux différents termes des deux membres, que sous
certaines conditions. Ainsi il faut, 1° que la relation qui existe entre
les points des surfaces S et §' corresponde 4 une similitude directe entre
les éléments superficiels, pour le cas ou I'on se place dans larégion ex-
térieure de chaque surface ; 2° que les déplacements infiniment petits
normaux a la courbe A et indiqués par la caractéristique d' se trou-
vent du coté qui sert & fixer la courbure géodésique de cette courbe.

12. Arrivons maintenant aux applications.

D’apreés la méthode exposée au n° 3, on voit que le probléme de
Lambert, considéré dans toute sa généralité, n’offre d’autres difficultés
que celles de mettre les carrés des éléments de la surface de la terre
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¢t de celle de la carte, sous la forme

ds* =M (dU? + dV?), ds'*= N {dU*+dV?),

ou, ce quirevient au méme , de trouver pour ces deux surfaces deux
systémes de lignes orthogonales les divisant en carrés infiniment petits.
Or on connait de semblables lignes dans les surfaces développables,
Jes surfaces de révolution, les surfaces du second ordre, les surfaces
peu différentes d'une sphere; donc, en n’attribuant a la surface de la
terre et a celle de la carte que 'une de ces formes, on saura résoudre
le probleme de Lambert. 11 serait inutile de faire des applications pour
les différents cas que Pon vient d’indiquer, ces applications ne peuvent
offrir d’intérét que comme exercices de calcul; nous supposerons donc
immédiatement, comme on le fait toujours en géographie, que la terre
soit une surface de révolution et que la surface de la carte soit un plan.
Les équations représentées au n° 8 par

Sflx,y,8) =0, o(x,7,2)=0

deviendront ainsi

z— f(yx*+y) =0, Z=o,
en placant convenablement les surfaces par rapport aux axes des coor-
données x, y, z et &/, y', Z, ce qui pent toujoars étre fait. La pre-
miere équation peut etre remplacée par les trois suivantes :

x=uwucosv, y=usiny, z=f(u),

u étant positif et v compris entre — 7 et 7, et les lignes coordonnées

i = const., ¢ — const.

sont alors évidemment les paralléles et les méridiens de la terre. De
méme, ’équation de la carte peut étre remplacée par les trois équa-
flons

! ! I

SURN——— (S — i — .
x=u, y'=+v, zZ=o0;

de 12 on déduit

ds = yduw? [1+ f" (u)* |+ wtdv*, ds' = Jdu* + dv*.
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Intégrant, conformément a Ja méthode générale, les équations
ds=o0, ds=o,
on trouve
U+V\/—l_f Vit fuPdu+oy—i,
U+ Vi—i=u+vJy—1= x +yV—r1.
Linsi
U= f Vit Fal du, V=09,
U=v=ux, V=v=y,;
et les formules obtenues au n° 5 donnent

x'+y'y—1=F (U+Vy—1)=F (fi \/I—f—f’(\u)2du+v\/“—_1),

/

=y —1=F (U =Vy—1)= ( f Vi-+f' (u)zdu—v\f—r\

et

e =0 (U= V=) =0 ([ Vi de— oy = ),

=y —1=0,(U 4+ Vy—1) :<I>,< / i\/l + f(u)du + v \:T>
13. Cherchons quelle est celle des deux solutions qui correspond

a la similitude directe, quand on se place dans la région extérieure i
chaque surface. Pour cela, formons Pexpression

du dv dv du

du' dv' dv' du

dqu; drd) dzdy dx’ dy’ dx’ dy’\ (dUdV dUdV dU’dV/ dU’dV/\)
dzds \dudv  dv du (

du n° 9, nous trouvons aisément
Vi) (u),

c'est-a-dire un résultat positif; donc, d’apres ce qui a été dit au n°9,
la similitude directe correspond a la premiére solution. Nous ne con-
sidérerons, en conséquence, que cette solution.

§14. Dans le cas actuel, on a
M=uwu, M=r1,;
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donc le rapport n d’agrandissement est

7 = VF (U5 V y—=1)F(U— Vy—1)

u
V/F’(fi\/l—{—f’(u)’ du + u\/—_1> F, <f£\/1+f’(u)‘ du-—v¢—_—-—1>
nous le mettrons sous la forme
1
e u—&):,

en posant, pour simplifier,
I .
VF (U + Vy=1)F (U—Vy=1)
15. Enfin, la relation générale qui lie les courbures géodésiques de
deux courbes conjuguées devient

) 11 cos o " n
(7 -67_-71 P s -};’

o' étant le rayon de courbure de la courbe tracée sur la carte, pre-
cédé d’un signe qui se détermine d’ailleurs par la reégle relative aux
courbures géodésiques.

16. La relation précédente peut se mettre sous une forme plus
simple quand la courbe A, tracée sur le globe terrestre, est un
méridien ou un paralléle. En effet, supposons d’abord que la courbe
A soit un méridien, c’est-a-dire une courbe pour laquelle ¢ soit
constant; on aura

= .

5

cos 8 )
%)=
g s

par conséquent

9 —
I n
;’ = So
Mais
%:uQ;
donc
1 cuQ udQ)
P de = o
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Supposons, en second lieu, que la courbe A soit un parallele, c’est-
a-dire une courbe pour laquelle u soit constant; on aura

' 9 1
( cos > _
$

P u\/v_“—l-!-f'(u)?,
d
°;_sun_“9‘8u se 2 do
3 T 8§ T 6‘G+u37—‘—\/_1__,_—-\—]7'(7_\'“ﬁ“
et, par conséquent,
1 dQ
1 dt’

Ces deux résultats, qui sont de Lagrange, peuvent s’établir directe-
ment comme il suit.
17. Prenons I'expression
dy' d*x’ — dx’ d*y’

(dxlg + d)’”)‘?

de la courbure dans une courbe plane quelconque, rapportée aux
coordonnées rectangulaires x’ et y’; pour en déduire la courbure de
la courbe transformée d’un méridien et celie de la transformée d’un
parallele, il faudra successivement considérer x’ et y' comme fonc-
tions de U seulement, ou de V seulement dans la relation générale

x+ P v—1=FU+Vy—i).
Or, on déduit de cette relation

dx' = adUC — LAV, dy’=fdU + adV.

en appelant, pour simplifier, « la partie réelle et 5 le coefhicient de
y —1 dans la dérivée, par rapport a U, de F (U +Vy—=1). Pour les
méridiens ou V est constant, on aura donc

dx' = adU. dy’ = 5dU,
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par suite
dx = dw, 4y =Eaw,
dU ’
ce qui donne, en substituant dans I'expression générale de la cour-

bure,

(lp
I Pau — dU
’ (B
Pour les paralléles, U est constant; on a donc
dx’' = — BdV, dy’ = adV,
3 d do
da ==L dve, 4=t dve,

et, par suite, la courbure est

da dﬁ
I_ﬁﬁ_ dV
b (o + )7

Je remarque maintenant que l’on a

de _ dB dap
av — _ du’ dv dU‘

. ;2 I 1
donc les expressions précédentes de ; et de 7 peuvent se changer en
1

celles-ci :
df du b
1 Bav T % av i p dU
5= g - = —_—?
() b (o + )
ou bien
1 _ 1
d ———= ad————=
1 vaz_*_@z r \/az_!_gz
A A A

Ces résultats coincident, sauf un signe, qu’il serait, du reste, bien
facile d’expliquer, avec ceux qui ont été obtenus plus haut. En effet,
d’apres la définition de « et de 3, et la forme des fonctions F et F,, il

8
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est clair que

vl + = F(U+Vy—)F (U~-Vy—1)=

i
k¢

&

18. Reprenons les relations
# oy =P (U4 VWD), @ -y yTi= (U - VY,

qui lient les différents points de la carte aux points correspondants du
globe terrestre, et cherchons 4 déterminer les fonctions arbitraires F
et F,. Or je remarque que, si 'on fait V=0, on a pour les coordon-
nées des points de la courbe qui représente le méridien initial,

x +y'V—1=FU), « —y'y—1=F,(U):

ces deux égalités contenant deux fonctions arbitraires, savoir, la

partie réelle et le coefficient de y—1 de F, on voit que le premier
méridien peut étre représenté par une courbe quelconque, et que la
latitude peut varier sur ce méridien suivant une loi aussi quelconque.
En effet, supposons que, pour ce méridien,

z'=o(U), y'=4¢(U),

on aura
F(U)=9(U)+ y—1¢(U), F,(U)=¢(U)—y—1¢(U),

et, par suite, les relations générales qui déterminent tous les points
de la carte deviendront

x4y NV=—1=0(U+ Vy—1) +y=1¢(U+Vy—1),
=y y—1=0(U—~Vy—1) —y=1¢(U—-Vy—i).

19. Mais cette maniere de déterminer les fonctions arbitraires,
quoique la plus simple et la plus naturelle, n’est pas néanmoins celle
qui convient le mieux & notre objet. En effet, il vaut mieux profiter de
I'indétermination des deux fonctions qui entrent dans F et F,, de ma-

niere a faire acquérir a la carte quelque nouvelle propriété qui rende
sa construction facile ou son emploi commode.

20. Voyons d’abord s’il est possible d’obtenir un mode de repré-
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sentation pour lequel une portion finie quelconque de la terre soit

toujours semblable a la partie correspondante de la carte. 1l faut,
pour cela, évidemment que le rapport d’agrandissement

n=VFU+Vvy—0)F (U—V

u

soit constant, ce qui entraine, comme condition nécessaire, mais non
suffisante, que la fonction

V(U 4+ V=) F (U—Vy—i)
ne dépende que de U. Or posons
(8) F(U+Vy—1)=p(cosg + y—1sing),

o et ¢ étant des fonctions réelles de U et de V. Comme T, est la fonc-
tion conjuguée de F, on aura

F (U—-Vy—1)=p(cosg — y—15ing);

donc

VE(U+Vy=1)F, (U—-Vy—1) =¢

Différentions maintenant, d’abord par rapport a U, puis par rapport
a V. les deux membres de Iégalité (8); il viendra

F’ (U +V V’:T) e “e (cosqo —+ \/’:—} sin co)

dU
“Tcosg) 2,
+p(—smcp+y——lcosw U
— d(p

V=1 F (U +Vy—1) :p(-— Sin @ ~+ y — lCOS?)ZN’

en appelant F” la dérivée seconde de la fonction F; donc,

dp dg S de
dUcoso——psmgodU p €OS 9 s

dy dg
U—-pSan

SlnCD+PCOSCOd (lV

dU
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d’ou
e
dy _dU dy _
av 5’ dU "

dp
R 10U .. ,
Ces égalités montrent que e doit étre une constante, et par conséquent
8 9 ; ;€L P q

que p est de la forme ae™’, a et m étant des constantes. Jusqu’ici nous
avons exprimé seulement que p était fonction de U, C’est-a-dire que le
rapport d’agrandissement avait la méme valeur pour tous les points
d’un méme paralléle; pour que ce rapport soit constant, il faut de
plus que g soit le produit de 2 par une constante. Or, de Iégalité

emU — au
qui exprime cette propri¢té, on tire
d
du=2%,
m u
mais
_ry 't 2 .
dU = - y1+ f'(u)du;
donc
Vi [ )=
m

Ainsi f («) est constant, et le méridien de la surface de révolution qui
représente la surface de la terre et dont I'équation , par rapport a l'axe
des z et & un axe des « perpendiculaire au premier, est z = f(u}, de-
vient une ligne droite. Ce n’est donc que dans le cas ou I'on suppo-
serait la terre cylindrique ou conique, que le rapport d’agrandisse-
ment pourrait étre constant.

21. Proposons-nous, en second lieu , de déterminer les fonctions ar-
bitraires par la condition qu'une série de points de la surface du
globe occupent une position déterminée sur la surface de la carte.
On peut ici supposer la fonction F réelle, et alors F, étant égal a F,
on n’a plus qu’une seule fonction & considérer. Cette fonction doit
avoir des valeurs connues pour une série de valeurs de u« et de ¢ on
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de la variable U + V y— 1 dont elle dépend; donc, au moyen des for-
mules d’interpolation, on pourra toujours la déterminer.

22. On pourrait aussi assujettir le rapport d'agrandissement r 4 avoir
une méme valeur déterminée pour une série de points du globe ter-
restre; au moyen des formules d’interpolation, on trouverait encore
aisément les fonctions arbitraires : mais toutes ces déterminations, qui
ont d’ailleurs leur importance en géographie, n’offrent aucune diffi-
culté.

23. Passons a une question beaucoup plus difficile et proposons-
nous, avec Lagrange, de déterminer les fonctions arbitraires, de telle
sorte qu’il en résulte pour les méridiens et pour les paralléles des courbes
d’une nature donnée. Le probleme posé ainsi, dans toute sa généra-
lité, offre des difficultés peut-étre insurmontables, nous nous borne-
rons 4 considérer le cas ou les courbes données sont des cercles. Dn
reste, on peut remarquer que ce cas, qui comprend les projections sté-
réographiques et les cartes marines, est suffisant pour les besoins de la
géographie; car il est naturel que dans la construction des cartes on
préfére toujours le cercle a toute autre courbe, & cause de la facilité
et de I’exactitude avec laquelle on peut le tracer.

24. Nous avons vu au n° 46 que le rayon de courbure de la courbe
des méridiens était donné par la formule
I do
7= av't

i

Si Pon veut que la courbe des méridiens soit un cercle, il faudra que
cette courbure ne varie que d’un méridien a4 un autre et soit par con-

d—l\f(%j sera nul. Il résulte d’abord de
Ja cette conséquence importante, que par cela méme que les méridiens
sont représentés par des cercles, les paralléles le sont aussi. En effet,

drQ dQ
dUdv dU
fonction de U seul, par conséquent constante pour tous les points
d’un méme paralléele. On prouverait de la méme mauiére que si les
lignes des paralleles sont des cercles, les lignes des méridiens le sont
aussi; et la condition commune i la circularité des uns et des autres

séquent fonction de V seul; donc

la condition = o montre que la courbure des paralléles est
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a0
dUudv
bitraires pour que cette condition soit remplie.

est = 0. Voyons donc quelle doit étre la forme des fonctions ar-

25. Posons, pour simplifier,

i
VF/(z)

=

I
(2), NACEE ¢ (z),
ce qui donne
Q=9(U+Vy=—1)¢(U=Vy=1).
1.a condition
dra

dvdv
deviendra
P (U+Vy—1)¢(U—=Vy—1) —¢"(C—Vy—1)o(U+Vy—1)=0,

en appelant ¢” et ¢” les dérivées secondes des fonctions ¢ et 4.
1’égalité précédente peut se mettre sous la forme

¢ (U+Vy—1) ¢ (U—Vy—1)

p(U+VV—1)  $(U—Vy=7)

Or le second membre, d’apres la nature des fonctions ¢ et ¢, se dédui-
sant du premier par P'échange de V=1 en — y— 1, cette égalité ne
peut exister que si les deux membres se réduisent 4 une méme con-
stante réelle £; on a donc

s (U= _
o (U+vy—1)

d’ou

VE(U+Vy=1) + Be~ VE(U+Vy=—T)

p(U+Vy—1)=Ae

A et B étant des constantes quelconques, réelles ou imaginaires; et.

par conséquent,
—VE(U4.vy=3)
€

H{U+Vy—1 —\@(U-;—V\,/——I":,
MeV_( )—E—Nt’ '

F(U+Vy=1)=P+
M, N, P étant des nouvelles constantes de méme nature que A et B.
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Quant a la constante yA, comme son carré peut étre aussi bien négatif
que positif, elle peut de méme étre réelle ou imaginaire; mais on peut
remarquer que la valeur que recoit le second membre de Iégalité
précédente pour une valeur de k négative et égale 4 — ¢?, se déduit
de la valeur que I’on obtient pour £ = ¢?, en changeant seulement U
en Vet Ven — U. Cela étant, nous nous contenterons d’attribuer une
valeur positive ¢?, il viendra ainsi
F(U+Vy—1)s

ou bien
—¢ (U—{—\«:)
e

) V=T =P e s
Me \.U+\\/ I)+N6 ( —v—‘\/ /

Ce résultat peut étre cousidérablement simplifié.

26. Je remarque d’abord que 'on peut toujours supposer nulle la
constante P, car cela revient a ajouter une simple constante 4 x’ et ',
c’est-a-dire & transporter les axes des ' et des y’ parallelement & eux-
mémes. De plus, les constantes M et N que nous avons dit étre réelles
ou imaginaires peuvent étre supposées réelles et méme positives. En

gy—1

effet, on peut, dans tous les cas, poser M = mewn‘, N =ne ,
m et n étant positifs, et notre formule devient
—e(U+Vy=T)
_ e
tx./ T ! — 1 =
T e (e

me —+ ne

S EES)

Multiplions le premier membre par cos 8 + /— 1sin f3, et le second
par e° V= ', puis posons

x'cosfB— y'sinfB=ux,, x'sinfB+ ycosfi=7y;

[ (-0

— e

Ly N I= —= — =1
[o= ()=, —efoe (2]

me

nous aurons

Or, x, et ', sont évidemment les coordonnées correspondantes 4 x’
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et 5 dans un systeme d’axes rectangulaires (OX|, OY)que l'on ob-
tient en faisant tourner de I'angle {5 le systeme des axes (OX’, OY’); le
second membre de la derniére équation ne differe du second membre
de I’équation (g), aprés qu'on y a fait P=o0, M=m, N=n, qu’en ce

«—B

est mis a la place de V, comme on le voit aisément, en

que V 4
réduisant ces seconds membres au méme numérateur 1. Donc, sil’on
px'ehd d’avance les axes des (X', Y,) pour axes des (X', Y') et si 'on
recule le méridien initial & partir duquel se comptent les longitudes V,

de P'angle _c_g » la derniere équation se confondra avec I'équation (g).

On peut donc toujours supposer réelles et positives les constantes M
et N.

27. Pour déduire de I'équation (g) simplifiée, comme il vient d’étre
dit, les valeurs de x’ et y' en U et V, multiplions, dans le second
U—Vy—1) —e (U VvV 1
( \/ LY} -+ Ne ( \/ I)

Me—'ch\/——I 4 Ne——ch

—aclU”’

c . -
membre, haut et bas par Me , il viendra

! 4 —_
x +)’\/—I'— 2 2¢U 2
1 +—2MNcos2¢V-+N ¢

et en égalant séparément les parties réelles et les parties imaginaires
e 7

. _—2¢0C

’ Mcos2cV 4+ Ne

X = 5
2 2cU 2 —a2cU
M e + 2MNcos2¢V+ N ¢

, —Msin2c¢V
b _ .
- 2 2¢cU 2 —2cU

M e 4+ 2MNcos2¢V 4 N e

28. Si entre ces équations, on élimine U, on obtiendra une rela-
tion entre &, ¥, V, qui représentera tous les cercles répondant aux
différents méridiens, et, réciproquement, si V’on élimine V, on aura
une équation en x, y, U, qui sera I'équation commune i tous les
cercles répondant aux différents paralléles. Pour faciliter les élimina-
tions, il convient de faire d’abord la somme des carrés des deux équa-

tions; on trouve

—2¢U
4

2 2¢0 i 2 —2c0°
M e +2MNcos2¢V+ N ¢

2 2 __
5+ Yt =
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et cela permei de metire les équations sous la forme plus simple

/

X 2¢U
m:N+M€ COS2CV,

'y/ 2¢U .
m:wMe sin2cV.

29. Eliminant, maintenant, la variable U, on a

’ ’
’ o z
(10) x"+j’2~—%cotangch——i:0.

La circonférence représentée par cette équation passe par Porigine O
1 , . . 1 .
des coordonnées et par le point A de OX, qui a  pour abscisse; de

plus, elle coupe Paxe des &, au point O, sous un angle égalan —acV
ou a — 2¢V suivant que V= v est positif ou négatif; ajoutons que, dans
ie premier cas, on ne doit prendre que le segment situé du coté des y
négatifs, et, dans le second, que le segiment situé du c6té des y positifs.

30. Eliminons, en second lieu, la variable V; on trouve

2Nz 1
2 4cU
M e’

i /2 12 —_
fr1) x4yt P = o.
e

— N2 M — N2

I.a circonférence représentée par cette équation a I'axe des x pour
diamétre. Pour achever de la définir, je vais chercher un systeme de
denx points situés sur P'axe des x, et tels que leurs distances & un point
quelconque de la circonférence soient dans un rapport constant. A cet
effet, je prends I'équation

(x/_ (l>2 - j.l2: ]{2[(1"— a/)2 4 ]./2}’
qui représente le lieu des points dont les distances a deux points

situés sur I’axe des x, et ayant pour abscisses a et ', ont un rapport 4.
et {'identifie avec I'équation ci-dessus; il vient

—aoa—+2a k* 2N k*a? —a* I
YT T 2 4cU POTI—F T 2 4¢U :
1—4 e N A M
On vérifie ces deux équations en posant
1 M 2cU
/= = - K== X
a=o0, a=y> k ~ €
a
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donc les circonférences représentant les différents paralleles du globe
terrestre, sont les lieux de points dont les distances aux deux points
fixes A et O déja obtenus au n° 29, sont dans un rapport constant et
éoal 3 M 2cU
gal A e -
31. 1l convient de transporter I'origine des coordonnées au milieu

de OA, afin de simplifier les équations (10) et (11); on trouve ainsi,
8

en posant OA = §N= 24

(12) x'*+ y* —2acotang 2¢cV. y' = a’

pour équation des méridiens, et
2_ 2 4cU
fa M e +1
—._._—__x
2 U
4a2M e4c —1

x?+ y*+ 2a =—a®
pour celle des paralléles.

Cette derniere équation peut se mettre sous une forme plus élégante :

. 2_ 2 feh B A
faisant ja M = e , le coefficient de o’ deviendra

4¢U -+ f4ech 2¢(U +h) —2¢(U-+h)
e +1 2ae +e

28 U ek 2c(Uxk)  —sc(U+Fh)
e —1I e — e

(U-+4)

V—r

= —2ay— 1 cotang 2¢

et 'équation sera
(13) x'*+ y'* —aay—1cotang 2cU, &' = — a?,
en posant

U+ A=0, \/:

Ou doit remarquer que la constante & qui entre dans I'expression
de U, n’a aucune influence sur la solution trouvée, et qu’elle ne sert
qua fixer le paralléle terrestre qui correspond & un cercle déterminé
de la série représentée par I'équation (13). Ainsi il n’y a, en réalité,
dans notre solution, que deux constantes arbitraires ¢ et a.

32. 1I est utile de connaitre les valeurs de x’ et de ', en fonction
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de U, et de V. Or, reprenons les valeurs

—2cU

Mcos2¢V+ Ne

f
X = ST 2 —3cU’
Me + 2MNcos2¢cV+N ¢
; Msin2¢V
Y = T 5500 _ 2 —2cU’
Me +2MNcos2¢cVH+ N ¢
obtenues au n® 27. Changeons dans la premiére x’ en &’ ~+ —5 pour

tenir compte du déplacement d’origine opéré plus haut; ce qui donne

o N'ze—-ch_M2ech
- (M2 2¢U “5eUy
21\( e +zMNcosch+NQe 2 )

puis introduisons les nouvelles notations, il viendra

—ac(U-+h) 2¢(U~+h)

e —e e sin 2¢U
X'=a — ———— =gy — 1 !
pQC‘L+h‘+z¢osch+ T —20(U+h) v cosch.—i—cosch’
a sin2cV
J = cos2c¢U, 4+~cos2¢V

33. De la on tire encore

o ——I_ a ——~smch —+sin2¢V
‘7\/ v coschﬂ—cosch

= —ay—1tang ¢ (U, +V),
par conséquent,
F (U+ Vy—1)=—a v/_—_z—tangc(U. + V),
F,(U-Vy=r1)=—ay—itangc(U, —V);

donc Q, qui est égal a
I

VE(U+VV=1)F (U—-Vy=1)

9

devient
cosc(U,+ V)cosc(U,— V)
ac

Q=

34. On peut obtenir une auatre valeur de Q d’une forme assez
remarquable. Soient ret r’ les distances d'un point quelconque (', y')

9..
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aux points A et A’ situés sur axe des & et a la distance a de I'origine:
nous aurons

ri=a?4 y?+oax' +a’, r’*=a%+ y?—aax’ +a,
ou bien, d’apres 'équation (13),
r*=osax' (1 + y— 1 cotang2¢U,),
r?=sax’ (— 1+ y—1cotangacU,),
et, en substituant & &’ sa valeur en U, et V,

,c082¢U,—y—tsin2¢U, g 9¢082¢U, 4+ y—1sin2cl,

2
2
cos2¢cU, +cosacV cos2cU, 4-cos2cV

r

—=2d

de ta on déduit
(l2
cosc (U, +V)cosc (U, — V) ’

!

rr =

donc on a

a

crr’

33. jusqu'a présent, nous n’avons fait aucune hypothese sur l«
figure des méridiens terrestres; mais, pour pouvoir appliquer nos
formules & la construction des cartes géographiques, il est nécessaire
de connaitre quelle fonction de la latitude est la variable «. Or, si on
suppose la terre sphérique, ainsi qu’on le fait communément en géo-
graphie, et qu’on prenne, pour plus de simplicité, le rayon de i«
terre pour unité, on aura, s ¢tant le complément de la latitude.
nw=sins; de plus, la fonction de u représentée par f (u) dans i«

deviendra
. ds K
U= | --— =logtang--
sin § & ()

§1, au lieu de supposer la terre sphérique, on supposait qu’elle fut
un sphéroide elliptique aplati par les poles, en appelant 5 le complé-
ment de la latitude, ou l'angle de Ia normale avec 'axe des poles,
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- c [1+¢ecoss é

U = log [tang 2 <1—ecos a> ]’

¢ étant Pexcentricité de I'ellipse méridienne; de maniere qu'en appe-
lant ¢, un angle tel que

on trouverait

expression de U aurait la méme forme que dans le cas de la terre
sphérique.

On sait que si on néglige les quantités de 'ordre ¢, la relation
précédente revient a cette autre

«
15

sin 2.6,

6, =G —

N

de maniére qu'il est alors trés-facile de tenir comple de Paplatisse-
ment de la terre.

36. Résumons les régles qui résultent de ce qui précede, pour la
construction d’une carte du systeme considéré, lorsqu’on suppose d’aii-
leurs la terre sphérique. Apres avoir fixé la constante ¢, qui est. en
quelque sorte, exposant de la carte, on prend sur une horizontale les
points A et A’ ou viennent se couper tous les méridiens, c’est-a-dire
les poles de la carte, en ayant soin de placer a droite le pole boréai
A; on connait ainsi le méridien AA’ correspondant & V = o, et e
parallele BB, perpendiculaire au miliez de AA’, correspondant &
U, = o. Ce méridien et ce parallele peuvent se rapporter a un lieu
quelconque du globe terrestre, qui devient alors le centre de la carte.
De la connaissance de ce lieu résulte celle du méridien, a partir duquet
se comptent les longitudes, et celle de la constante %. Car, puisque
pour le centre de la carte ona V= o, U, = o, d’apres la valeur de V.
le méridien a partir duquel se comptent les longitudes est précisé-
ment celui qui passe par le centre de la carte; et, d’apres la valeur
de U,, si I'on appelle s, la valeur du complément de la latitude pour

le centre de la carte, et par conséquent log tang i—“ la valeur de U pour

ce méme point, on a

M

h + log tang ii = o0, don A= — logtang
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Maintenant, pour obtenir la représentation du méridien correspon-
dant a une longitude ¢, on décrit, avec AA’ pour base, un segment ca-
pable de I'angle n — 2cv, au-dessus de AA’, si v est positif, ou bien,
un segment capable de 7 4 2¢v, au-dessous de AA’, si ¢ est négatif;
et pour avoir la représentation du paralléle correspondani 4 la lati-

tude = — s, et par conséquent & la valeur log tangg de U, on décrit
2

le cercle lieu des points dont le rapport des distances aux points A
et A’ est égal a

) . 2¢

s
tang —
Me‘ch:ezc(U-;-h)_ ( 52)

- ’ 2c

(tang _)

On peut ainsi obtenir la représentation des différents méridiens et des

différents paralleles, et, par conséquent, placer sur la carte tel lieu
que P'on veut.

37. On voit que dans la construction de nos cartes il y a, comme
indéterminées, d’abord la distance AA" ou a, dont dépend la grandeur
ou échelle de la carte, puis la constante ¢, et enfin la position du
lieu de la terre, que 'on prend comme centre de la carte. Nous allons
nous proposer de fixer ces indéterminées, de maniére 2 diminuer le
plus possible altération causée par la représentation dans la grandeur
des différents lieux de la terre. Cherchons le point pour lequel le
rapport d’agrandissement, désigné ci-dessus par 7, est un minimum,
ou bien le point dans le voisinage duquel n est le moins altéré. La
tormule (7) du n° 13 nous permet de résoudre trés-simplement cette
question. En effet, si ’on applique cette formule & un méridien, elle
nous montre immédiatement que les lieux dont la grandeur est la
moins altérée en longitude sont ceux qui sont situés sur le méridien
rectiligne AA’ de la carte, car pour ces points on a

I

G - ,
n (’cose
=0 = o0,
3§

s \ 6
v

Qy

0 Bl

et, par conséquent, - doit aussi étre nnl. Supposons, en second lzeu,

G
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que la formule se rapporte aux paralleles, on aura

cos 9 cos s 1
(—————) o - - = uQ,
p s u© n

et si 'on veut que

c’est-a-dire que la déformation du lieu en latitude soit également
minimum, il faudra que

1
-, = L cos §;
o
)

mais le rayon p’ de la courbe transformée d’un paralléle est, en tenant
compte du signe,

aV=1

sin 2¢U, ’
Q, qui a pour valeur générale

cos ¢ (U, + V)cosc (U, —V)
ac

k)

se réduit ict a

cos’ cU, 1+ cos 2¢ U,
= 2
ac 2ac

puisque , d’aprés la condition déja trouvée, V= o. Donc notre for-
mule devient
, 2¢ \/—1 sin 2¢U,
‘\I[‘) 1 cos2cU, T cos s.
38. Nous pouvons obtenir un résultat beaucoup plus simple. Nom-

mons k le rapport du point cherché aux points A et A’, on sait que
k=e*'"U*" —=cosac U, + y— 1 sin 2¢ U, ,

et, par conséquent,

I

z=cosacU, —yV—r1sinacU,;

(k _ ;>,

cos a¢c U, = - (/k + %)

\

donc

v—1sinac U, =

N |
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Substituant dans ’égalité (14), il vient

2¢ {k* — 1)

ryany e

3
d'ou
2¢ — COS §
T 2c¢-4coss

Ainsi le point cherché, pour lequel la déformation de la carte est
la moindre possible, est le point situé sur le méridien rectiligne AA’
qui partage ce méridien en parties proportionnelles & 2¢ — cos s et
2 2¢ -+ cos 5. On voit qu'en supposant ce point désigné sur le globe
terrestre, ce qui fait connaitre s, on peut encore le placer arbitraire-
ment sur 'axe AA’ de la carte, et que I'exposant 2¢ se trouve seule-
ment alors déterminé.

39. Puisqu’il reste encore une indéterminée, assujettissons ta se-

o s H IR T s
conde variation de ~ dans le sens du méridien a étre nulle; nous

aurous
1 "cos b
d - d ( >
S\ e Js,
AU ~ n dU :
i, J/cos G . .
et | ) se rapportant a un paralléle. Or
% 3 Is
¥
d —
o 2¢ o U
L = — — S 2 .
dU 17 ¢ €Uy

puis, en supposant la terre sphérique, ce que nous n’avions pas fait
encore,

/ cos 6
2
6 Js _ dcotang s . 1

‘ H i 1 - cos 2¢ U
= — - - = SsSms§ ————--:
AU dU sin § n 24ac

donc, en substituant, on a

4¢* cos 2¢ U, = 1 -+ cos 2¢ U, .
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d’ou
(F41)
he? = Llc=+f

9

et, a cause de la valeur de k obtenue plus haut,
2¢ = Y1+ sin*s,
ce qui détermine 2¢, quand s est connu.

40. Ainsi, apres avoir pris un lieu important M de la surface de la
terre pour le point dans le voisinage duquel les lieux doivent étre le
moins altérés possible, on déterminera P'exposant de la carte par la
condition 2¢ = 1+ sin® s,, s, étant le complément de la latitude du
point M, puis on prendra les poles A et A’, de facon que le rapport des
distances de ces points au point M’, qui représente le point M de la

., 2€C— COS s,
terre, soit ——
2¢ -+ COS§ 5,

: enfin le coefficient # qui, en appelant s, le com-
plément de la latitude du centre de la carte, est égal a log tang ?,

2¢-—Cos s,

se déduira de ce que le rapport des distances M’A et M’A’ ou
2¢ -+ coss,

: $ 2¢
an\)‘_
P

> et la carte se trouvera entierement déterminée,
Sy
tang —

sauf I’échelle qui doit évidemment rester quelconque.

doit étre

41. Nous terminerons en remarquant que le systeme général de
représentation obtenu précédemment donne, comme cas particuliers,
les cartes réduites et les cartes stéréographiques, et qu’il suffit pour
cela de supposer I'exposant 2¢ de la carte égal A coua 1. En effet ,
si dans les valeurs de x’ et y’ du n° 32 on fait

et, en meme temps,

pour que les valeurs de x’ et »’ ue se réduisent pas & zéro, on trouve
10
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aisément
x'=mh-+mU, y'=mV;

par conséquent, en supposant la terre sphérique,

2 = mh + mlog tang é s, y'=my.

Ainsi les méridiens sont représentés par des droites paralléles a I'axe
des x, et dont les distances & cet axe croissent proportionnellement
a la longitude, et les paralleles sont des droites paralléles a I'axe des
Y, dont les distances a cet axe croissent proportionnellement aux loga-
rithmes de la tangente de la moitié du complément de la latitude. Cest
le systeme de Mercator ou des cartes réduites.

En faisant 2¢ =1, on a

= —avy sin 1, ;L a sinV
v cosU, + cosV Yy = cosU, +cosV

pour les valeurs de &’ et " en U, et V; et
(15) x'* 4+ y* — sacotang V y' = a?,

2?4+ y'* —aay— 1 cotang U, &’ = — a2,
pour les équations des circonférences représentant les méridiens et les
paralleles. Nous aurons démontré que ces résultats conviennent au
inode de représentation de Ptolémée, si nous faisons voir qu’en sup-
posant la terre sphérique, a tout cercle tracé sur la terre correspond

un cercle sur la carte. Or un cercle de la sphére est représenté, en ¢
et s, par une équation de la forme

Asinscosy + Bsinssiny + Ccos s =D,

A, B, C, D étant des constantes; d’ailleurs

v=1V,
puis
s
U = log tang _,
d’ou
in g 2l _1--e2U
S11 S———I——ma COSS—W,
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et, par conséquent,

sin (U, + Ay—1)

COSS:\/—' COS(U,—{—}I\/———_I)’

sin § =

1
cos (U, +kv-r)’

done I’équation d’un cercle de la terre est, en U, et V,
AcosV+ BsinV+Cy = 1sin(U,+ Ahy—=1)=Decos (U, + hy—1),
ou plus simplement,

AcosV -+ BsinV—+ C,y— 1sinU, 4+ D, cosU, = o,

C, et D, étant des nouvelles constantes. Maintenant les équations (1))
nous donnent

'ty —a?
VIe"= aP =+ 1l + o} "7

2 ay’

VI& =+ T(& +af + 777

' 4yt 4 a?
VIE —aF+ 7 1= + e+ 7]
y—1sin U,= —2ar ,

V(&' —a)+ " ][(#' +a)+r7]

cos V=

sin V =

cosU,=

donc, en substituant, il vient, pour I’équation de la projection du
cercle de la terre,

Ala?+y? —a®)+ 2aBy' + D (2" + y? +a*) — 2 aC, y = o,
ce qui est bien I’équation d’un cercle.

Nota. Au lieu de se donner comme condition que les angles formés
sur la carte soient toujours égaux aux angles correspondants sur la
surface du globe, on pourrait exiger que les différentes parties de la
terre conservassent la méme étendue, en se déformant d’ailleurs. On
sait que plusieurs cartes, entre autres celles de Flamsteed, ont été con-
struites d’apres cette condition. Or, en supposant d’abord la surface
de la terre et celle de la carte tout a fait quelconques, et exprimant les
coordonnées des points de chaque surface au moyen de deux varia-
bles, comme nous I'avons fait au n° 1, on trouve aisément que Iaire
dn triangle infiniment petit, tracé sur la premiére surface, et ayant

10.,
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pour somimnets les points (1, v), (¢ + du, v + dv), (u + du, v + dv),
est égale a

2 VEG — F* (dud v — dudy),

E. F et G étant les trois fonctions de « et de ¢, qui entrent dans 'ex-
pression de 'élément de la surface. De méme l'aire du triangle corres-
pondant tracé sur la seconde surface, et ayant pour sommets les points
(e, ). (0 + du', v+ dv'), (W + 2w, v+ 3¢), est

SVEG = F2 (du' & v — du' dv');
donc la condition énoncée s’exprime par Péquation
VEG' — F? (du' 0 — du/ dv') = VEG — F? (dudv — dudo);

ou bien, en posant

du du
du = Wdll"‘" de,’
du du
N, — 2% ’ an 7
ou_d,o“u—l—dv, oo,
dv , do
[[V—— Wdu—l— del,

dv , dv ,
do= =7 o + ;ﬁo“v s
et substituant,
du dv du dv __ JE'G' —F~

du’ dv' v’ ddd T \/EG» F

Pour déduire de cette équation les valeurs de u et ¢, on se dounera
arbitrairement ¢ en fonction de #’ et de ¢’, et la détermination de
dépendra de Pintégration d’une équation aux différences partielles,
linéaire et du premier ordre, qui dans beaucoup de cas se ramenera
immédiatement aux quadratures.

Supposons la terre sphérique et la carte plane; faisons en consé-
quence ¥ =x, ¢ =y, u=ys, v=y, s étant le complément de la
latitude et v la longitude; nous aurons

ds de ds dv 1
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ou bien, en posant cos s=§,

das dv dS dv

Comme nous avons deux inconnues et une seule condition, nous pou-
vons imposer a notre systeme de représentation une autre propriété;
nous pouvons exiger, par exemple, que les lignes des méridiens et des
paralléles se coupent a angle droit. A P’équation précédente nous
devons alors joindre celle-ci :

dS dv ds dv _
adr T °

Des deux équations on tire aisément

dv
dS _3_}_’
G
dx dy
dv
ds dx

@: d(;72+ du)"
dx dy

Différentiant la premiere de ces derniéres équations par rapport a y,
la seconde par rapport a x et égalant, on trouve

(1) (P’ —¢*)(t—r)— 4 pgs=o,
en posant, pour simplifier,
dv dv d?v - d*v dy

=P T TN T T
Cette équation aux différences partielles du second ordre se raméne a
la forme linéaire par la méthode de Legendre. Soit

v =px+qy — v,,

et regardons ¢, comme une fonction inconnue de p et de ¢; nous
aurons

do, do, dv, t d,  —s5 d?v, r

dp

b

dq =T dp* ~ rt—s’ dpdg  ri—s dg¢  re—st
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d’ou, en substituant dans ’équation (1), il vient

;N 2 9 d?v, d?o, , d?y, .
\a) (P’ —9q°) T dg ‘f‘[ll"ldpdq—"

Si maintenant on peut tirer de cette équation la valeur de ¢, en fonc-
tion de p et de ¢, on aura ensuite aisément x et y, puis v, puis s, qui
est.égal &

/' gdx — pdy

J Pt

Nous n’entrerons dans aucun détail ni sur I'intégration de P'équa-

tion (@), ni sur les applications que I'on pent faire relativement au
systeme de représentation qui précéde. Nous nous proposons de re-
venir en détail sur ce sujet dans une autre occasion.
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