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THESE DE MECANIQUE,

DE TPATTRACTION
DUN ELLIPSOIDE HOMOGENE
SUR UN POINT MATERIEL,

D'apres la lot de Uaction des molécules entre elles.

N RAISON INVERSE DU CARRE DE LA DISTANCE,

A. Position de la question.

1. Les composantes de Vattraction d’un corps de forme quel-
conque sur un point matériel, sont exprimeées par des intégrales
triples. Lorsque le corps est homogene, et quon détermine ses
points par des coordonnées polaires qui aient pour origine le point
attiré, Yintégration relative au rayon vecteur s’effectue immédiate-
ment, ce qui réduit les formules & des intégrales doubles, qui sont
tres différentes, selon quele point attiré est intérieur ou extérieur au
corps attirant.

Si le corps attirant est un ellipsoide et que le corps attiré lui soit
intérieur, une seconde intégralion s’effectue encore aisément, et les
trois composantes de I'attraction sont exprimées par des intégrales
simples, réductibles 4 deux fonctions elliptiques de premiere et de
deuxieme espéce, dont les valeurs s’obtiennent sous forme finie,
quand il s’agit d'un ellipsoide de révolution.
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Lorsque le point attiré est placé en dehors de Vellipsoide, les in-
tégrales doubles contiennent un radical et ont des limites qui les ren-
dent beaucoup plus compliquées. Mais un théoréme trés simple, da
4 M. Ivory, permet de ramener le second cas au premier, ce qui
dispense de traiter directement les intégrales particulieres a ce cas.
Cependant Poisson surmonta les difficultés (Mémoires de U4 cadémie
des Sciences, t. XIII) que ces intégrales avaient toujours présen-
tées aux analystes, et apprit ainsi 4 se passer du théoréme de
M. Ivory.

Dans ce méme Mémoire, Poisson donne l'expression de V'attrac-
tion d’une couche infiniment mince, comprise entre deux surfaces
ellipsoidales, concentriques, semblables et semblablement placées,
et trouve que cette attraction est dirigée suivant 'axe du cone qui
a pour sominet le point attiré, et qui est circonscrit 4 la surface ex-
terne de la couche.

M. Chaslesa fait voir (Journal de I' £cole Poly technique, xxv¢ Cah.)
que les résultats trouvés par Poisson, et quelques aytres qui s’y rap-
portent, peuvent étre déduits facilement des formules ordinaires de
Pattraction d’un ellipsoide homogéne sur un point extérieur, sans
qu’on ait besoin de connaitre la méthode qu’on a suivie pour arri-
ver & ces formules. Le méme géometre (méme recueil) a aussi em-
ployé des considérations nouvelles et purement géométriques pour
arriver a la formule de I'attraction d’une couche ellipsoidale.

2. Nous nous proposons d’exposer par la voie de I'analyse les
différents résultats auxquels sont arrivés les géometres qui ont traité
la question de I’attraction d’un ellipsoide homogene. Nous suivrons
Lagrange dans la partie relative au cas du point intérieur ; nous au-
rons recours au théoréme de M. Ivori pour traiter la partie rela-
tive au cas du point extérieur; enfin, nous adopterons la méthode de
M. Chasles pour arriver a 'expression de lattraction d’une couche
ellipsoidale et 4 la démonstration du théoréme de Maclaurin, géné-
ralisé par Legendre, et ensuite par M. Chasles, sur le rapport des
attractions de deux ellipsoides homofocaux sur le méme point. Nous
commencerons toutefois par quelques considérations générales, in-
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dépendantes de toute hypothese faite sur la forme du corps attiraut,
et par le cas particulier, examiné d’abord par Newton, ou le
corps attirant se réduirait a4 une sphere.

B. Considérations géncrales.

3. Imaginons un corps de masse m, dont chaque élément /m
agisse sur un point matériel M(«, B, 9), avec une intensité qui
varie dans le rapport inverse du carré de la distance; les compo-
santes de cette attraction, suivant les trois axes coordonndés, seront
proportionnelles aux trois quantités

— — —z
“ ~— s A 3)’ dm , L4 — dm,
P -
dans lesquelles x, y, z, sont les coordonnées du centre de gravité
de la molécule dim, et r la distance de ce centre au point M. Les
composantes X, Y, Z, de Pattraction totale du corps m s le
point M, seront donc donndes par les équations
(e — & (B —y . ' — =z
(l) X = j —dm, Y = —din, 1= / —— dm,

»3 r3 I3

les intégrales s’étendant a toute la masse du corps in.

4. SiT'on désigne par V la somme de toutes les molécules du
corps attirant, divisées respectivement par leurs distances au point
attiré, c’est-a-dire si 'on pose

V = t@,
:
on aura évideminent
dv dV dv
(2) X:-(E" 2_(53—> Z:_(’Z‘;v

ce qui démontre que les trois composantes de Pattraction totale
sont , aux signes pres, les difféventielles de la fonction V, prises
successivement par rapport aux coordonnées du point attiré.

3. Des équations (1) Pon tire, par unedouble différentiation,

3 azv 2V 4*V
( ) g;;"’_(lﬁ’ +a’;ﬁ =%
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relation remarquable donnée par Laplace, et dont la considération
lui sert 4 déterminer la figure de tous les corps célestes.
6. Poisson, le premier, a fait observer que cette relation devait

étre modifiée dans le cas oti le point attiré fait partie de la masse at-

. ., dn
tirante. Dans ce cas, en effet, 'une des quantités ——;l, dont la

fonction V se ‘compose , celle qui est relative an point M, devient
. . 00 . . Q . -
infinie, et ses différentielles prennent la forme s Ors PYon ima-

gine une sphére intérieure 4 la masse m, et dont le point M fasse
partie, la quantité V pourra étre regardée comme la somme de
deux quantités U 4 T, dont la premiere U, est relative a la spheére,
et la deuxieme T, relative &4 I'excés de la masse m sur cette sphére.
Mais le point M ne faisant pas partie de cet excés, on a, d’aprés 'é-
quation de Laplace,

d*T  d*T  d*T _
EZ

et par suite

A2V d*V 4V U d*G deU

@ T aE T T T T A
Appuyons-nous maintenant sur un fait qui sera reconnu plus loin :
en vertu de ce fait, si notre sphére auxiliaire est homogene, de den-
sité p, son action sur le point M se réduira i 'action d’un sphere
plus petite, concentrique & la premiere, et d'un rayon égal a la
distance de son centre (., v, £) au point M, action qui estla
meéme que si cette derniére sphere était condensée i son centre, de
sorte qu’on aura

d?*U 4 2
—g“’." (a —u), —uE

i \ 4
da? :3‘7’\"(/3—‘/’ —‘;—:37”‘(7~E>,

et par conséquent,

(7 dV + d2V+ a2V y
(4) dea? o3® ;17 =TT AT

c’est ’équation de Poisson.
Le rayon de la sphere auxiliaire dont nous avons fait usage étant
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aussi petit que 'on veut, 'équation précédente subsistera, quelle

que soit la densité du corps attirant ; mais il est bien entendu que
p devra représenter la densité de ce corps, au point ott est placé le

corps attiré.

C. Attraction d'une sphére hoinogéne.

7. Supposons que le corps attirant soit une sphere homogéne.
Si Yon considére la ligne.qui joint son centre an point M,
et qu’on décompose I'action de toutes les molécules din en wrois
autres rectangulaires, dont I'une agisse suivant cette ligne, il
est évident (que les aufres composantes se détruiront toutes deux
a deux, de telle sorte que I'action totale X de la sphere sur le
point M se réduira 4 la somme des composantes partielles suivant
cet axe. On aura donc

2
- elm.

(5) X = [%5

Pour faciliter I'intégration, au lieu de fixer la position de la molé-
cule dm par ses coordonnées rectilignes, nous aurons recours it sa
distance « au centre de la spheére, 4 angle ¢ que fait cette distance
avec l'axe passant par son centre et par le point M, et enfin 4
'angle @ qu’un plan fixe passant par cet axe, fait avec ie plan
passant par cette molécule et par le méme axe. Alors le volume
de Pélément dm pourra s’exprimer par le produit 2* sin@du dw dg;
d’ailleurs la distance du point M au centre de la sphére étant repre-
sentée par f, nous aurons & — x = f — u cos@, et I'équation (5)
deviendra, puisque la sphere est homogene,
X=p /.I'/)u.’ sin q:vf—:_li#s—@ dudy du,

el

r étant Jié aux variables «, @, «, par la relation
{6) 72 == y* 4 f? — aufcose.
Or en posant, comme précédemment,

vV — ‘dm . /‘j'/’ul sing du dp dw
— 5 T r

b
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on obtient

L’intégration relative a  doit étre faite de @ =o0d w=1a7, d'ott
2sin pdud,
V= szﬁw.
r

Pour faire I'intégration relativement 4 @, entre les limites ¢ ==o
et @ =7, on regardera x comme constant dans Péquation (6), et la
différentiation de cette équation rameénera la valeur de V a la

forme
V= 2;” ffududr,

laquelle devra étre intégrée par rapport a r, entre les limites r= 1 —f°
et r=u-+f, si le pointattiré est intérieur a la couche sphérique
dont le rayon est u, et entre les limites r=f—u etr=f-u, s'il est
extérieur.

8. Dans le premier cas, V devient indépendant de f, et par con-
séquent X est nul. Cette conséquence a lieu, quel que soit le rayon
de la sphére; de sorte que si, a cette sphére, on surajoutait une
couche qui lui fit concentrique , Pattraction totale du systéme sur
le point M n’en serait pas inodifiée. Ainsi donc :

Un point matcriel placé dans lintérieur d’une sphére creuse n'en

éprouve aucune action.

Ce résultat aurait pu étre obtenu par de simples considérations
géométriques. ‘ :

9. Dans le cas ou le point attiré est extérieur 4 la sphére, la va-

leur de V devient p
— “P 2
V — —--f fu du,

et partant

4 p j
K == | v*du.
f:

Cette équation donnera l'action, sur le point M, d’une couche sphé-
rique dont le rayon intérieur est /, et le rayon extérieur/,, si ’'on
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integre entre les limites w =1, et w=1,; on aura donc entre ces li-
mites
bme .
x =Y 0wy
3f:a ( t 10)

D’un autre coté, m étant la masse de la couche attirante, on a
b

m = {we(ll —13),

et par suite

n

Cela fait voir que :

Une couche sphérique agit sur un point extérienr, comme elle le
Jerait si elle était concentrée en son centre de gravite.

De ce résultat, rapproché du précédent, on conclut que :

Si le point attire fuit partic de la couche attirante, il ne subira
d'action que de la portion de cette couche comprise entre la surface
intérieure et une surface concentrique « celle-ci , mais passant par
le point attire ; et cette action s’exercera comme st cetie position e
couche était réunie « son centre.

Enfin dans le cas d’une sphere pleine, et lorsque le point attiré est
placé 4 sa surface, ou dans son intérieur, a une distance a de son
centre,, on obtient X = 4w pu, c’est-a-dire que :

Dans lintérieur d’'une sphére homogéne , Uattraction est propor-
tionnelle & la distance du point attiré a son cenire.

D. Formules générales de Cattraction d'un ellipsoide homogéne.
s jL 5

10. Soient «, b, ¢ les trois demi-axes d’un ellipsoide homogene
de densité p; Pégnation de la surface rapportée i ses axes sera

(7) S s =

si nous désignons par dxd ydz I'élément de volume, nous aurons
m = pdx dydz, et les équations (1), qui donnent I'attraction de cet
ellipsoide sur le point M, pourront s’intégrer une premiere fois.

2
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La premiére, par exemple, étant intégrée par rapport a x, donnera

0 <= [ Do

r, et r, étant les valeurs que prend

r=V 0=+ (e =)+l =2,

lorsqu’on y met pour x les deux déterminations fournies par I'é-
quation (7). Mais U'intégration ne peut éire poussée plus loin. En
conséquence, on change de systéme de coordonnées ; on détermine
la position des points de I’espace par leur distance r, & un point
fixe que nous supposerons étre le point attiré M, par I'angle § que
fait cette distance avec une paralléle 4 I’axe des x, menée par le
point M, et par l'angle » formé par deux plans conduits suivant
cette parallele, et dont I'un, fixe, est paralléle an plan des x y, tan-
dis que Yautre, variable, passe par le point de 'espace qu’on veut
déterminer.

Les anciennes coordonnées sont liées aux nouvelles par les re-
lations

(9) « —x =rcosf, 8— y=rsinfcosw, y —z==rsinbsinw,
et 'élément dm peut, en supposant p = 1, étre mis sous la forme
dm = r*sinfdrdidae,
ce qui transforme les équations (1) et (7) dans les suivantes :

X = fffsin b cosOdrdida,
(ro0) Y = f/[sin*b6coswdrdide,
Z = [ffsin*@sipadrd)de,

(2 — recosd)? B — rsin 6 cosw)? — rsinbsinw)?
{ ;2 ) +( - ") _*_('Y ch‘ ")): .

(11)

11. Les équations (10) peuvent étre intégrées par rapport i r,
et donnent
" X = [f(r. — ro) sin 6 cos 6d0 du,
(32) Y = ff{ri — ro)sin*0 coswdida,
Z = ff(r, — r)sin*6sin wdl dw,

r, et r, étant les valeurs de r, tirées de 1'équation (11).
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Ici se présentent deux cas bien distincts, celui ou le point M est

intérieur & lellipsoide, et celui ou il est extérieur. Ln effet, 'équa-
tion (11) étant de la forme

Grz — 2Hr + I = o,

H=+ V' H—GI

on en tire r = S , de sorte que la quantit¢ r, —r,
. 2H . 2V H* — Gl
devient o dans le premier cas, et ———G——G dans le second.

E. Attraction dun ellipsoide homogeéne sur un point intérieur.

12. D’aprés ce qui précede, les composantes de Pattraction d’un
ellipsoide homogene sur un point intérieur 4 sa masse ont ponr
expressions

X =2 jj% sin 4 cosé dl dw,
Y = 2 jj—g sin? 0 cos o o0 da,
Z = 2 jjg sin*0 sinw dl dw
les intégrales relatives 4 @ et & 6 devant étre étendues a toutes les

valeurs de ces deux variables comprises entre o et 77.
Or, en ayant égard aux valears de H et G,

o cos b Bsinfcosw 9 sinbsin @
-+ -+

H = a? b2 c? ’
cos” 0 sin? 6 cos” @ sin*{ sin? &
G = -+ +

a* b2 r ?

on reconnait que chacune des expressions précédentes se compose
de trois intégrales dont deux sont nulles, parce qu’elles sont la
somme des valeurs que prennent deux fonctions de § et de w,
valeurs qui s’anéantissent deux 4 deux, entre les deux limites de

Vintégration. On a donc simplement
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sin §cos20 df de
X = ,
[/‘cos’a -+ ~sm‘0cosza + — sm’ésm’
Y sin3 0 c0s? wdld (lw
. = 28 ,
‘ b2 b2 | .
{13) ffsin’@cosza)—i— — cos2 8§ -+ —L—zsmzﬁsmzw
aZ .
sin 30 sin® o df dw
Z = 27 c? c? ®
sin%fsin® @ - — cos? 6 -~ -——sin?4 cos*w
a? b2

3. Plusieurs conséquences résultent de la forme de ces inté-
grales :

°. Les composantes de lattraction d'un ellipsoide homogéne
suivant chacun de ses axes, sont proportionnelles auox distances
de son centre a trois plans perpendiculaires & ces axes et passant
par le point attiré. Par conséquent cette attraction reste paralléle
a la méme direction pour tous les points situés sur une ligne
mende du centre de Uellipsoide & sa surface, et son intensité est pro-
portionnelle aux distances qui séparent le centre de ces différents
points.
2°. Les composantes de cette attraction, suivant les axes de el
lipsoide, sont lies par la relation

, X Y Z
(14) :+B—+;—47f’

et leurs différentielles relatives a «, 8, 5, par cette autre

X  dY 4z _
—IE+(I/3 7;,-_+W'

1 dm . ,
3°. Si on pose V = f—;—, auquel cas on sait (n® 3) quon «
les relations
dv dv dv

TN Tg =Y g =1,

il viendra, en vertu des équations précédentes,

a*v d*v dzy

(—l;—;—!——r—iz;—f—d—yz— — 4.
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(Test Véquation (4) de Poisson, vérifiée pour le cas particulicr qui
nous occupe.

4°. Les formules (13) ne dépendent pas des dimensions de el
lipsoide, mais seulement des rapports de ses axes. Il en résulte
que :

Si lon augmente Uellipsoide proposé d'une couche homogene
comprise entre deux surfaces ellipsoidales concentriques et hoino-
thétiques (expression par laquelle M. Chasles désigne deux sur-
fnces semblables et semblablement placées), laction de cet ellip-
soide n’en sera pas modifice.

Laction dun ellzpsozdc homogéne sur un point donné de sa
propre masse se réduit a celle ({e la partic de ce corps qui est
fermincée par une szuj('zce concentrique ot 710:7101/10'1‘1'91:6 a la sienne
et passant par le point donné.

Un point placé au dedans d’'une couche ellipsoidale dont les siur-
Jaces interne et externe sont concentriques et homothdtiques , es-
cgalement attiré de toutes parts.

14. Procédons maintenant 4 une nouvelle int(-gration des G-
tions (12). La premiére de ces ¢quations s’intégrera aisément pav
rapport A @, en posant tang @ = v ; il viendra alors

3em 122
x —
J—— ({1 J—7E]
1 + 1 -l— —

expression dans laque]]e la lettre remplace cos 9.

Quant aux intégrales des deux autres équations, elles s’obtien-
dront évidemment par un simple changement de lettres, par le
changement réciproque de @ en B et de @ en b pour la deuxi¢ine
équation, et par celui de @ en g et de a en ¢ pour la troisiéme,

de sorte qu’on aura

33m wrcdte

T — T

R i YA s et 4
v /m wrdn

P — Cz a* — ¢
1 "‘ b ———u?
¢
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) . b 3 .
Lorsqu’on fait -Ti =A% et —a_zi = A'? dans lapremiére de

by?
ces formules, u — dans la deuxiéme 2= —Tt —
aVl—(—A“ a\/x 4+ A%y

dans la troisiéme, elles se transforment dans les suivantes :

1 3am ' urdu
x =2 ,_ —,
J o (122214 W)

38m 1 u’du

3
(15) “ o (1 4-223)7 (1 A}

7 — 3ym ' rdu
a3 5 37
a o (1 - Aru2)y (1 4 X2ur)e

lesquelles, a lear tour, peuvent s’écrire

3am __3pm d.aL 7 — 3ym d. XL

6 X = — i —
(16) : ad L, a3 da ’ a3 dx ’

wdu

1
lorsqu’on vy représente I'intéeral ar 1
q y rep grate o (1422 par la

u) {1 + 222 )
lettre L.

15. On voit donc que la détermination compléte de ’attraction de
Iellipsoide homogéne sur un point intérieur, ou méme sur un
point placé a sa surface, dépend de I'intégration de la fonction L.
Mais l'intégrale ne peut s’obtenir qu’approximativement. On peut,
au reste, la ramener 2 deux fonctions elliptiques de premiére et de
deuxiéme espéce. En effet, supposons que Von ait @ > 56 > ¢, il
faudra, dans la valeur de L, faire précéder A* et A’ du signe —,

. 1 B .
de sorte que si nous posons u = — sinZ, et que nous fassions
. A? . .
y =arcsinA’ et p* = ) il viendra
¥ *q df g N
= — — —_— T e
IYSY% (Jo Vie pran g sn* ¢ JO Vii—p sin? & dg;),

ou, suivant la notation de Legendre,

L= [F(p,q) — & (p,0)|
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16. La fonction L ne peut s’obtenir exactement que dans le cas
particulier d’un ellipsoide de révolution.
Si, par exemple, Pellipsoide est aplati dans le sens de Paxe de
révolution que nous supposerons étre 'axe @, nous aurons

I _fl 1w du d. AL uw? du
T o 1+ awe w] (42w’

et par suite

X — 3am

= 353 (A — arctanga),
38m A

Y = —'63—3 arc tang A —————\',
2a° A 1+A’/
3ym by

Z — ——— |arc tang x — .
2238\ 5 [y

Si I'ellipsoide est allongé dans le sens de I'axe de révolution, que
nous supposerons toujours ¢tre 'axe a, il faudra changer le signe

o . " d.»L ’
de A* dans les expressions précédentes de Let de =, et 1'on ol-

172
tiendra
Jam 1A
X = ——(log —— — 22,
2a3A5< 21— >

3em [ 2a ) 14 A
¥ :4a3A3 (1 PO 2)

3ym 22 1A
Z = 5= —— — log .

4a3A3(I--A’ 8 x——;\>

Enfin gnand ellipsoide dégénere en une sphére, on a

3
L = / w?de
J O
et
’ om Bm ym
X=73 Y=7p 2=
d’ott

VXY 4 22 = 5 Vet pgty? *r V2 - B 1

c’est-i-dire que I'attraction estproportionnelle ala distance qui sépare
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le point attiré du centre de la sphére attirante, conséquence con-
forme avec tout ce qui a été dit précédemment.

F. Attraction d'un ellipsoide homogéne sur un point exterieuwr.

17. Lorsque le point attiré est extérieur a I'ellipsoide, les inté-
grales (12), qui donnent I’attraction , outre I'inconvénient de conte-
nir un radical , doivent étre prises de telle sorte que la différence
ry — r, devienne nulle anx limites de I'intégration, ce qui augmente
encore la difficulté du probléme. Pour la surmonter aisément, nous
emploierons le théoréme suivant, di 2 M. Ivori :

18. Si Ton nomme points correspondants les points pris sur la
surface de deux ellipsoides déerits des mémes foyers, de maniére
que leurs coordonnées, respectivement paralléles awx trois axes,
solent cntre elles comme ces axes, les attractions réciprogucs
quexercent , parallélement a chague axe, ces ellipsoides sur les
points correspondants de lewrs surfaces, seront entre elles comme les
produits des deux autres axes.

Démonstration. Soit toujours

. x? yz 22
7 J— —- — =1
) — 5t

I'équation de Pellipsoide agissant sur le point extérieur M{«, 3, 5),
son action paralléle a 'axe des > pourra étre représentée par I¢é-
quation,

(8) X:ffG ~ri>c(ydz.
4 o

[maginons que le point M appartienne a la surface d’un second ellip-
soide

12 )',z zZ
+F+7 — 1

2

e

7

~——

a’?
homofocal avec le premier, ce qui suppose les relations
(A) b* —ar* =97 —a*, * —a*=c* — a".

L’action de cet ellipsoide sur un point quelconque M/, &, /),
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placé a la surface du premier, sera représenté par I’équation

(8//\ ‘“’ff(;—*w (b’r[.,

Ce que nous voulons prouver, c’est que si les points M et M’ sont
correspondants, c’est-a-diresil’ona

[ « B o 1} o It
(B) ;:?, /3—,———?, 7—,:;77
on aura aussi la relation
X be
X T Ve

Or les quantités r, et r, de I'équation (8) sont les valewrs que
prend le rayon vecteur r = V(e—x)24+-(B—y)*+(3—27 quand ,
a la place de o, on met successivement les deux racines de I'équa-
tion (7); de méme les quantités r, et r, de I'équation (8 sont les va-

leurs que prend le rayon vectewr r' = V/(a&'—x)*+(F—y )+ () —z ),
quand on met pour & les deux racines de I'équation (77,. Mais il est
facile de voir que les ellipsoides (7) et (7'} peuvent étre représentés
par les équations

= acosf, ] z = o cosb,

<8

(€

= Usinlcosw, et ¥ = b'sin6cosa,

z = c¢sinfsinw, = ¢'sin¥ sine,

3]

\

§ et w conservant la signification que nous leur avons déja donnée |
et pouvant recevoir toutes les valeurs possibles depuis o jusqu’a 77 ;
par conséquent les quantités r, et r, d’une part, r, et r, de Pautre,
seront les valeurs que prendront les quantités r et 1, quand, ala
place dexr, on mettra = a cosf et = a’cos f, et pour y et z leurs
valeurs Correspondantes enf et w.

Or il est facile de voir, en ayant égard aux relations (A) et (B; et
a la supposition qui place les points M et M’ respectivement sur les
ellipsoides (7) et (7"), que les différences r?—r;* et r; —r 2 sont
nulles. Comme d’ailleurs les équations (C}, ou méme de simples con-
sidérations géométriques, font voir que le produit dydz est égal @

3

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(18)

besin § cos § dfdw -dans I'équation (8) et & &'¢’ sin f cos§dfdw dans
Péquation (8"), il Sensuit qu'on a

6cff<— —- schosedéda,
X' =dc ff(— —_ —) sin 6 cos 0dodaw,

les intégrales devant étre prises entre les mémes limites. On en con-
clut donc

X _ ke

X b
c’est le théoréme de M. Tvory.

19. Poisson a fait remarquer que le théoréme de M. Ivory est in-
dépendant de la loi de lattraction des molécules matérielles entre
elles. Et en effet, la démonstration qu’on a donnée est fondée sur la
forme que prend I'expression de r®, expression qui se trouve iden-
tique pour deux points correspondants, et non sur la forme de la
fonction de r qui exprime la loi de I’attraction.

20. Plusieurs conséquences se déduisent de ce théoréme remar-
quable.

1°. 87 lon imagine deux sphéres concentriques , Uattraction de
la grande sphére , sur un point placé a la surface de la petite, est
it Lattraction de la petite, sur un point placé a la surface de la
grande , comme les carrés de lewrs rayons, ou comme la surface de
la sphére extérieure est a celle.de la sphére intérieure.

Cette conséquence immédiate du théoréme de M. Ivory peut se
vérifier, d’apres ce qui a ¢té dit précédemment sur I’attraction des
spheres; car si I'on appelle R et R’ les rayons des deux sphéres,
I'attraction X’ de la grande, sur un point placé & la surface de Ia
petite, sera représentée par %R, tandis que Dlattraction X de
la petite sur un point placé a la surface de la grande, le sera par

R3
»°. Si la formule X' = £7R fait voir que Vattraction d’une
sphere sur un point intérieur est indépendante du rayon de cette

3
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sphere, et que, par conséquent, une couche sphérique n’a aucune
action sur une couche sphérique, le théoréme de M. Ivory démontre
cue cette propriété n’a lieu que dans le cas de la nature, c’est-a-
dire lorsque les molécules de la matiére s’attirent en raison inverse
du carré de la distance. En effet, ’existence de cette propriété exige
que X' soit indépendant de R’; or le théoréme de M. Ivory, d’apres

extension que Poisson y a remarquée, veut que Yon ait X = .-

H étant une quantité indépendante de R’; on voit donc que I'action
de la sphére sur un point extérieur doit agir en raison inverse du
carré de la distance qui sépare le point attiré du centre de cette
sphére, et que, par suite, la méme loi doit s’étendre aux molécules
de la matiére. La loi de Ja nature est donc la seule dans laquelle
une couche sphérique n’aura aucune action sur les points placés &
son intérieur, et la seule aussi dans laquelle une couche attire les
points extérieurs, comme si toute sa masse ¢tait réunie a son
centre.

24. La conséquence la plus importante est celle qu'il nous reste
A exposer, celle qui est relative a la détermination des composantes
X, Y, Z de Pattraction de Iellipsoide (7) sur un point extérieur
M(a, €, 9).

Qu’on imagine un deuxieme ellipsoide, homofocal avec le pre-
mier, agissant sur le point M’ («’, £, 3’) de la surface du premier,
correspondant au point M: les composantes de I'attraction de ce se-
cond ellipsoide seront, d’apres les forinules (16),

3’ ' 38 dal

f f f
< — L, v . Z,::3Cm MA}
PR a’d dr a’? da

' étant sa masse, «, b, ¢’ ses demi-axes, L/ ce que devient la
b/z_alg (.‘”— ry
12
77— et A par _—

«’?

guantité L quand on y remplace A® par

/z_lz 2

A 9 4 ¢ 9 Lt —a . . ) .
ou plutdt A* par —-— et A" par ——, puisque les deux ellip-
soides sont homofocaux. En vertu des relations (B), et en observant

3.
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quon a m' = 4 wa’l/c’, ces formules deviendront

, fmaablc’ 4xfba’e’ d.AL’ fryea’d d. XL
X = e L, Y = ——m 7z = — T
Enfin, 4 cause de m = %4wabc, et en raison des relations
be ac ab
( = X — =Y —(— =27 —
) X X v Y Y prpl Z Z e

que donne le théoréme de M. Ivory, on obtient pour les compo-
santes cherchées :
3am 38m d.aL’ 3ym d.NL

18)  X=ml, Y= 75 Z=2m g

22. Les composantes de Vattraction d’un ellipsoide homogéne
sur un point extérieur dépendent donc de I'intégration de la méme
quantité L, qu'on rencontre dans I'attraction d’un ellipsoide sur
un point intérieur, et, en outre, de la détermination de la quan-
tité a’, qui est donnée par I'équation du 6™ degré
(9) St s d

a’? @'+ b — g2 a’>4c2—a*

Le degré de cette équation se rameéne au troisiéme, en posant a’? =;
et I’équation transformée en £ n’a qu’une seule racine réelle et po-
sitive, si, comme on peut bien le supposer, 'axe 2a est le plus
petit axe de D'ellipsoide; le probleme est donc parfaitement déter-
miné. D’ailleurs I'équation en ¢ se simplifie encore dans le cas
&’un ellipsoide de révolution, car alors elle est du second degré
seulement.

23. On voit, a P'inspection des équations (18), que les attrac-
tions de deux ellipsoides homofocaux sur un méme point extérienr
s’exercent suivant la méme direction et sont entre elles comme lewrs
masses. Cest le théoréeme deMaclaurin dont nous avonsfait mention
au n° 2. Toutefois Maclaurin ne I’avait démontré que dans le cas o
le point attiré est sur 'un des axes principaux des ellipsoides. Mais
ce cas particulier présentait assez de difficultés pour que les efforts
de d’Alembert ne conduisissent d’abord ce géometre qu’a le trouver
faux, et pour que Lagrange, qui le démontra quelque temps aprés,
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bornat sa démonstration au cas particulier en question. D'Alembert,
pour réparer son erreur, en donna aussi trois démonstrations, mais,
comme Lagrange, sans aller au-dela de Maclaurin. C'est Legendve
qui, peu de temps apres (Mémoires des Savans étrangers, t. X,
fit faire un pas a cette question, en démontrant le théoréme pour
le cas ou le point attiré est dans 'un des plans pringipaux des el-
lipsoides, et qui, dés-lors, soupconna toute sa généralitée, qu'il
démontra en effet quelques années apres (Mémoires de I Académie
des Sciences, année 1738).

24. Les composantes de I'attraction d'un ellipsoide sur un point
extérieur sont liées entre elles par une relation analogue a équa-
tion (14), relative au point intérieur. En effet, en vertu de ceite
équation (14), on a

XY Al
- '8_7 ;= 4"7’
et si 'on a égard aux équations (17) et aux relations (B}, on en
déduira
X Y 2
—“ —@ = 4 /b/ =

c’est la relation en question.
Attraction d'une couche ellipsoidale sur un point cxtérienr .

25. Quand un ellipsoide homogeéne agit sur un point extéricur
M(«, B, %), les composantes de son attraction sont données par
les équations (18). Le second membre de la premiere, qui peut

s’ écrire
w2du

f Via'* + (b* —ar)w? \/a’2+ —a)u’,

représente la composante de Pattraction suivant I'axe des x; et si

I3

. 143
P’on change de variable et qu'on pose i = —- ¢, cette composanie

q abe
T —

pourra s’éerire
1]

a’ 12,
fre bcj“ i .
o ‘/az 4 (bz . az)‘,z ‘,/(Z'* + (L"—- (17‘)',2
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Imaginons maintenant un second ellipsoide homogene, de méme
densité que le premier, concentrique et homothétique avec lui; la
composante, suivant le méme axe, de I'action qu’il exercera sur le

yoint M, aura également pour expression
I 7
A

A p2dy
47w BE / R
Jo \/A’—i—(Bz—-Az)(’z ‘/A2+(C2—A2)Uz

en appelant A, B, C les demi-axes du nouvel ellipsoide, et A’ le
demi-diamétre , suivant 'axe des x, d’un autre ellipsoide auxiliaire

homofocal avecle précédent; A’ est donné par I’équation
@, e e
A’Z . A"‘—i—(B’-—-A") A/2+<C’—Az)

=1

2

@]

analogue & 'équation (19). En vertu des relations ?i :‘g, = ;:,
qui établissent la similitude des deux ellipsoides considérés, la
derniere composante prend la forme

A

Y 02dy

jo Vi + (b —ar)or Va2 + (¢ —a? )(_)2

Par conséquent, si 'on vient 4 en retrancher la composante rela-
tive au premier ellipsoide, il viendra

A

, A w2y

Hwa be T P e o
C VE e Ve T

l

a

Amabe

pour la composante de I'attraction, suivant I'axe des x, d'une
couche homogéne comprise entre denx surfaces ellipsoidales con-
centriques et homothétiques. Par suite, si nous otons le signe /; ot

. a ar , .
que nous remplacions a par —, la quantité résulfante AX . qui

pourra s’écrire
e a
blcl {ll 2

dX = 4-‘.4:5

en faisant attention que P'ona

b’_—_l/az’2 - b2 — g et c':l//("~i.—c"—/zz;
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représentera la composante de attraction d’une couche ellipsoidale
infiniment mince et homogene, dont la surface extérieure a pour
demi-axes @, betc, et la surface intérieure a — da, b —db, ¢ — dec.
Ces deux surfaces sont d’ailleurs concentriques et homothétiques, ce
qui donne les conditions

db _ b de ¢
da ™ a  da “
De 'équation (1g)on peut tiver la valeur de Ia différentielle d%;,
v G

. N 1
et il est commode, a cet effet, d’y remplacer le rapport, — par unc
b2 c?
seule lettre ¢, les rapports constants -5 et par deux autres lettres m

et n, et de différentier I'équation résultante par rapport aux letires
@ et t, quisont les seules variables; on trouve alors aisémemnt

; a da

f— == T T T .

’ 2 2 2

gl & ™
ai T FR T iy

Mais la longueur de la perpendiculaire p, abaissée de Porigine sur
le plan tangent & lellipsoide (7), au point M @, 8, %}, a pour

expression
I

L Y
Voo
i T

. - 74 L] \ .
etP’angle e qu’elle faitavec 'axe des a a pour cosinus 5’1—7’ d’ou résulte

dX = f# 7= pcose da;

/ bl
on aurait de méme

ac
dY = 4= a—,b,——c—,pcosfdb,

AZ = hn

ab
g peosgde,

pour les composantes, suivant les deux autres axes, de Pattraction
de la couche ellipsoidale, en désignant par fet pargles angles gne
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. . . db b
fait avec ces axes la perpendiculaire p. A cause des relations — = -,

de ¢ .
— = -, ces composantes deviennent
a a
be
{lX:47:‘ m P COSL’da,
be
AY ={= P peosfda,
be
dZ :471' m [)COSgda.

26. De cesexpressionson conclutl’attraction effective de la couche
et la direction suivant laquelle elle s’exerce. Cette attraction a pour
valeur

. be
(\20) P={» ol 4 da ,

et sa direction fait, avec les trois axes coordonnés, les angles e, fet
g, c’est-d-dire qu’elle est la méme que celle de la normale a Vellip-
soide auxiliaire. On a donc ce théoreme :

L’attraction qu’une couche infiniment mince, comprise entre deuax
surfaces ellipsoidales concentriques et homothétiques , exerce sur un
point extérieur, est dirigée suivant la normale, en ce point, a Uellip-
soide mené par ce point, de maniére que ses sections principales
soient décrites des mémes foyers que celles de la surface externe.

Mais d’apres un théoréme de géométrie, donné par M. Chasles,
siI’on congoit que le point M soit le sommet d’un céne circonscrit
ala surface externe de la couche, son axe intérieur doit étre normal
a Pellipsoide auxiliaire au point M. De cette propriété résulte le
théoreme de Poisson :

La direction de lattraction d'une couche ellipsoidale infiniment
mince sur un point extérieur, est celle de Uazxe intérieur du cone qui
a pour sommet ce point et qui est circonscrit a la surface externe de
la couche.

Sile point attiré est place surla surface de la couche attirante,
Laction est dirigee suivant la normale en ce point.
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27. Dans le cas ou le point attiré est placé a la surface de la couche
athrante, on obtient pour la valeur de I'attraction

da
P = f=p o

L'intensité de cette attraction peut encore recevoir une expression
plus simple, car on peut dire qu’elle est proportionnelle 4 I'épais-
seur de la couche au point considéré. Des considérations géomé-
triques de la plus grande simplicité mettent ce résultat hors de doute,

da de .
en donnant — = = et par consequent,
a P
= {4 de.

28. On peut avoir aisément le rapport des actions de deux cou-
ches homofocales infiniment minces, sur un méme point extérieur.

L’équation (20) donne 'action d’une de ces couches. L’action,
sur le méme point M, d’une seconde couche analogue a la premiere,
et dont la surface externe serait homofocale avec la surface externe
de la premiére, serait dirigée suivant la normale a Vellipsoide auxi-
liaire (77'), et aurait par conséquent pour expression

(21) P, = 4': b’ ——— pda,

en désignant par a,, b, etc, les trois demi-axes principaux de la sur-
face externe de lanouvelle couche. Des équations (20) et (21), on tire-
rait, en ayant égard aux densités des deux couches, qu’on peut
supposer différentes,

P pbeda
P, ob0da,”

D’un autre coté, le volume de la premiére couche a pour expression

b
gwd.abc: gwdéf—z(ﬁ — g—wz %da3 = 47beda,

. b ¢ . .
puisque les rapports — et- sont constants. On aurait de méme
a a

47b,c,da, pour le volume de la deuxieme couche, et par conséquent

,

4
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P

n o
= _oen désignant par m et m, les masses des deux couches. On a
4 2 3

donc ce théoreme :

Si lon a deux couches infiniment minces comprises chacune
entre deux surfaces ellipsoidales , concentriques et homothétiques ,
et si les surfaces externes des deux couches sont homofocales, de
méme que leurs surfaces internes , les attractions de ces deux cou-
ches sur un iméme point situé en dehors de leurs surfaces, s’exer-
ceront suivant la méme direction, et seront entre elles comme les
masses des deux couches, en supposant les deux couches homoge-
nes, mais de densité quelconque.

29. Le méme théoréme s’applique évidemment & deux couches
d’une épaisseur finie, pourvu que leurs surfaces internes soient ho-
mofocales, de méme que leurs surfaces externes; car deux pareilles
couches peuvent étre décomposées en un méme nombre de couches
élémentaires infiniment minces, dont les surfaces externes soient
encore homofocales deux & deux. Donc on peut dire que:

Deux couches ellipsoidales homogénes et de densité différente,
dont les surfaces externes sont homofocales , aussi bien que les
surfaces internes, agissent sur un méme point extérieur, dans la
méme direction, et en raison directe de leurs masses.

Lorsque les surfaces internes de ces couches se réduisent a leur
centre, les deux couches deviennent des ellipsoides, et alors on
obtient le théoréme de Maclaurin.

Vu et approuvé,
Le Doven pe 1o Facurrt,
J.-B. BIOT.
Permis d imprimer,
L' INSPECTEUR GENERAL DEs KETUDES,

chargé de U administration de U Académie
de Paris,

ROUSSELLES.
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THESE D’ASTRONOMIE.

OO

DES PERTURBATIONS

DANS LE

MOUVEMENT ELLIPTIQUE DES PLANETES.

A. Exposition.

1. La pensée de faire du Soleil le centre du mouvement des pla-
netes remonte bien au-dela de Copernic. Quelques philosophes de
I'antiquité avaient mis Vénus et Mercure en mouvement autour du
Soleil; les Pythagoriciens faisaient mouvoir la Terre et les planétes
autour de cet astre, et Nycétas, au rapport de Cicéron, expliquait
Palternative du jour et de la nuit par la rotation de ta Terre sur son
axe. Copernic réunit ces diverses opinions en un corps de doctrines
dans son ouvrage sur les révolutions célestes qu’il présenta comme
une hypothése, pour ne pas révolter les opinions recues de son
temps. Un siecle plus tard, Galilée, s’aidant de Pusage du télescope,
récemment inventé, découvrit Jes quatre satellites de Jupiter, ce qui
lui fournit une nouvelle analogie entre la Terre et les planétes : il
reconnut aussi les phases de Vénus, et des-lors il ne douta plus de
son mouvement autour du Soleil. Cependant ces idées n’étaient pas
généralement adoptées. Tycho-Brahé Jui-méme méconnut la loi de
la nature. Képler, son disciple, a la suite d’un grand nombre d’ob-
servations de la planéte Mars, découvrit les trois lois admirables
qui ont conservé son nom ; mais son imagination ardente s’égara

dans la recherche des causes. Descartes imagina le premier de ra-
4
i
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mener 4 la mécanique la cause des mouvements célestes; de la ses
tourbillons de matiére subtile. Mais les tourbillons de Descartes
qui, d’abord, avaient été accueillis avec enthousiasme, se dissipe-
rent devant la découverte de la pesanteur universelle. A I'dge de
vingt-cing ans, Newton, partant desloisde Képler, démontrait que les
planétes sont attirées vers le Soleil avec une force dont l'intensité est
proportionnelle aux masses, et réciproque aux carrés des distances.
1l étendit ensuite cette propriété i toutes les parties de la matiére.
Parvenu a ce grand principe, Newton en vit découler les principaux
phénomeénes du systéme du monde, tels que : Pattraction des sphe-
res homogénes , la variation des degrés du méridien, les oscillations
de 1a mer, quelques inégalités de la Lune, et la précession des équi-
noxes. Malgré les explications satisfaisantes que Newton, et surtout
d’Alembert, Clairaut et Euler donnérent, aprés lui, de ces phéno-
meénes, toutes les fois que la découverte d’une nouvelle inégalité se
présenta dans le systeme planétaire, il dut s’élever des doutes sur
Pexactitude de la loi de Newton : mais une chose remarquable,
c’est qu'une analyse mieux dirigée a toujours rendn eompte des
nombreuses inégalités des planétes, et souvent méme a fait décou-
vrir des inégalités qu’il n’avait pas encore été donné aux astronomes
d’observer. Ainsi les travaux de Lagrange, Laplace et Poisson ont
toujours confirmé ou prévu les conséquences de la pesanteur uni-
verselle.

2. Ce que nous nous proposons ici, c’est d’exposer comment la
méthode de la variation des constantes arbitraires de Lagrange peut
’appliquer au calcul des inégalités produites par I'action perturba-
trice des planétes. Mais pour donner plus d’ensemble 4 cette ques-
tion , nous partirons des lois de Képler, données par I'observation ,
pour en conclure celle de Newton : de celle-ci nous déduirons les
équations du mouvement d’une planéte soumise, non-seulement
action du Soleil, mais 4 celle des planetes perturbatrices en nom-
bre indéfini. Ces équations, lorsqu’on fera abstraction des forces
perturbatrices, feront retomber sur les lois de Képler ; mais Yinté-
gration amenera six constantes arbitraires quisont : le grand axe et
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'excentricité de orbite elliptique de la planéte, sa longitude & une
époque déterminée, la longitude de son périhélic et la longitude de
ses nceuds sur un plan fixe. Ces six constantes, qu’on appelle élé-
ments elliptiques de laplanete, ne devront plus étreregardéescomme
invariables, quand on aura égard aux forces perturbatrices , de sorte
que les orbites planétaires devront étre considérées comme des el-
lipses dont les dimensions et la position dans 'espace varient par
degrés insensibles.

Toutefois, pour éviter les longueurs, nous nous bornerons a

une simple indication des faits et des calculs.

B. ZLoi de Newton déduite de celles de Keépler.

3. Premiere loi de Kepler. — Les planctes se meuvent dans des
orbites planes , et leurs rayons vecteurs décrivent autour du centre
du Soleil des aires proportionnelles au temps.

En différenciant deux fois les équations qui établissent cette pro-
portionnalité entre les projections des aires sur trois plans rectangu-
laires, et en ayant égard aux équations du mouvement du cenire de
la planete, on déduit que la force accélératrice qui la sollicite est
dirigée vers le centre du Soleil. D’ailleurs la proportionnalité des
aires au temps suffit pour que V'orbite soit plane.

4. Deuxicme loi de Képler. — l.es orbites des planétes sont
des ellipses dont le centre du Soleil occupe ui foyer.

Lorsque, partant de cette donnée, on élimine le temps entie
Péquation des aires et 'équation de la vitesse, et ensuite la longitude
entre I'équation résultante et 'équation polaire de la trajectoire,
on arrive & la conséquence que la force accélératrice est réciproque
au carré de la distance.

5. Troisieme loi de Képler. — Les carrés des temps des révo-
lutions des planétes autour du Soleil sont entre eux comme les cubes
des grands axes de leurs orbites.

T étant le temps de la révolution d’une planéte dans son orbite,
dont le grand axe est 2a, la force accélératrice de la planéte, i
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3
'unité de distance, est proportionnelle 4 % Par conséquent, la

troisitme loi de Képler permet de conclure que cette force est la
méme pour toutes les planétes. Donc les forces motrices qui solli-
citent des planétes vers le Soleil sont proportionnelles aux masses
des planetes.

6. En considérant que les satellites se meuvent autour de leurs
planetes, a fort peu pres comme si ces planetes étaient immobiles ,
Newton reconnut que tous ces corps obéissent a2 la méme pesanteur
vers le Soleil. Il conclut de I’égalité de I'action 4 la réaction, que le
Soleil pése vers les -planetes, et celles-ci vers leurs satellites; et
méme que la Terre est attirée par tous les corps qui pésent sur
elle. Tl étendit ensuite cette propriété a toutes les parties de la ma-
tieve, et il établit en principe que chaque molécule de la matiére
attire toutes les autres, en raison de sa masse et réciproquement
au carré de sa distance a la molécule attirée.

C. Dans Uétude des mouvements de translation des corps célestes,
on peut regarder les masses comme reunies a leurs centres de
gravité.

7. Lorsqu’on admet que les molécules de la matiere agissent
les unes sur les autres conformément a la loi de Newton, si 1'on
vient a chercher 'expression analytique des composantes de Pat-
traction d’un corps sur un point matériel, on trouve que, la dis-
rance du point attiré au corps attirant étant tres grande par rapport
aux dimensions de ce corps, on peut, sans erreur sensible, sup-
poser que cette attraction est dirigée suivant la ligne qui joint le
point attiré au centre de gravité du corps attirant, et qu’elle
sexerce comme si le corps attirant était concentré en ce dernier
point.

Gela posé, soient deux masses m et m'; G et G’ leurs centres de
gravité. L’attraction de m sur un point quelconque M’ de m/
est d’abord la méme que si la masse m était concentrée au point G :
en outre, cette action de G sur tous les points M’ de m’ est égale
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et contraire a Dattraction de tous ces points ou de m' sur G, la-
quelle est la méme que si m’ était réunie au point G'. Donc I'ai-
traction de deux corps trés éloignés est sensiblement la méme que
si les deux corps étaient réunis a leurs centres de graviteé.

8. Si & ces considérations on ajoute que le fait énoncé est ri-
goureusement vrai pour deux couches sphériques homogénes, quelle
que soit la distance a4 laquelle elles agissent, et que les corps
célestes sont sensiblement composés de couches sphériques concen-
triques et homogenes, on sera en droit d’étendre le principe énoncé
a tous ces corps.

D. Equations différentielles du mouvement relatif des planeétes.

9. Comme on ne peut observer que des mouvements relatifs, on
rapporte les mouvements des planétes au centre du Soleil suppos
fixe.

Soit M la masse de ce dernier corps; m, m/, m”... étant celles
des autres corps donton cherche le mouvement relatif autour de M.
Soient £, u, { les coordonnées rectangles du centre de gravité de M:
E+xyn+y,+z,cellesde m; £ 4 &/, n+ 9, { + =, celles
de m’, etc.; il est visible que x, y, z seront les coordonnées de
par rapporta M, &', 7', ' celles de »’, et ainsi de suite. Nommons
ry 1, 17 ... les distances de m, m’, m”... au corps M, et faisons

!

AT

le signe Z indiquant une somme qui s’étend i toutes les masses
m, m!, m’,... combinées deux 4 deux, il est aisé de voir qu’on
aura

d* (% + x) _ M.r 1 da

de: - = m dz’

ou bien

d*x Mz mxr 1 dx

dr rd 2 P T omds’

a cause de I'équation du mouvement du centre du Soleil paralle-
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lement & I'axe des xr, laquelle est
d2z mx
T = AT
On peut encore donner une autre forme a I’équation précédente.
En effet, si 'on fait, pour abréger, M - m = u, et qu'on suppose

, 1 zx 4 yy + 22 }
R = m - — — N
3\ e I

le signe 2 s’étendant a toutes les planétes perturbatrices, elle dé-
vient

d>x pr _ dR

de? T dx

On aurait de méme, relativement aux deux autres axes,

ll’r ny dR
A s *
( )

PR Rl
d?z #z _ dR
(F T &

Dans le cas ou la planéte ne serait pas soumise a d’autre force ac-
célératrice que celle due 4 V'action du Soleil, les équations de sou
mouvement seraient simplement

d*x i
o T E T
d2y wy

(W) S 55 =0
d’z ®z
et E e

F. Integration des équations du mouvement dw cenire de gravite
d'une planéte, en faisant abstraction des forces perturbatrices.

10. Les équations (A) ne sont pas intégrables exactement, mais
les équations (A’) donnent immeédiatement

1) C = Ty, — ¥T., ¢ = zx, — xz,, ¢ = 33z, — 3By,
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¢, ¢', ¢” étant trois constantes amenées par l'intégration; x,, y,, 2,
. - . de dv dz .
désignant les vit —_, =, — onclut que 'orbite est
g esses —, —, oo On en conclut q

plane, et que I'équation de son plan est
cz + y + ¢’z = o;

que son inclinaison ¢ sur le plan fixe des xy est donnée par la re-
lation

‘/C/,_+_cuz_
—————

[

(2) tange =

que la ligne des nceuds fait, avec 'axe des &, un angle « tel

qu'on a

\3) tangd —_ — E;’
de sorte qu'en posant

(4) k¥ = o 4 ¢ 4 ¢,

les constantes ¢, ¢/, ¢” prennent la forme

/ '

(5) ¢ = kcosp, ¢ = —hsingcosx, ¢” = Asin¢sina.

Les équations (1) renferment la premiére loi de Képler.
11. Des équations (A’) multipliées respectivement par adx, 2dy,
2dz, ajoutées et intégrées, on tire 'équation de la vitesse

. 2

(6) @+t + =L+ =o,
h étant une nouvelle constante, et r le rayon vecteur mené du Soleil
ala planete. En désignant par v lalongitude de la planete, comptée
sur son orbite, cette équation pourra s’écrire

dr?* 4 rdv? 2 .

(7) —m  — o, th=o
D’ailleurs les trois équations (1) étant carrées et ajoutées, donneront
Péquation des aires

8) redy = kdt.
Or Pélimination du temps entre les équations :7) et (8} conduit a

5
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une équation qui s’integre sans difficulté; on en tire
A-:
e

—,u —+ Vy’—k’/zcos(uwa)’

et cette équation est identique avec celle de la section conique

__a(t—e)
(9) T=3 —i—ccos(u—w)’
en posant
{10} A=V ga(1—e?), /L:{f,

r

» désignant la longitude du périhélie, ¢ le rapport de excentricité
au grand axe.

La deuxiéme loi de Képler est donc retrouvée.

12. Quant 4 la troisiéme loi, ellen’est qu'approximative, comme
indique I'équation (8). Elle suppose qu’on néglige la masse de la
planéte relativement a celle du Soleil.

13. SiI'on voulait avoir le rayon vecteur en fonction du temps,
il faudrait éliminer v entre (7) et (8), et il viendrait

dt— a rdr

=) ——
Ve —(a—ry

d’ou, posant

(11) @ —7r= accosu,

on obtient, { étant une nouvelle constante,

23
(12) t + = \/a;—(u—«-esina).

D’ailleurs, pour avoir la longitude v, en fonction de I'anomalie
excentrique u, il suffit d’éliminer r entre (g) et (11), et il vient alors

\/!-{—(:

Vi—e

(13) tang ; (v — @) = tang Lu.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(35)

¥. Pariations des constantes arbitraires du mouvement elliptique ,
quand on a égard auzx planétes perturbatrices.

14. La force qui fait décrire aux corps célestes des sections co-
niques autour du Soleil est la puissance attractive de cet astre, com-
binée avec une impulsion que ces corps peuvent étre supposés avoir
recue 4 origine du mouvement, dont on peut fixer I'époque & un
instant quelconque. 1l suit de la que si, la force attractive restant la
méme, la force d’impulsion éprouve un changement queiconque, la
nature de I’orbite ne variera pas; mais ses ¢léments seront plus ou
moins altérés. Imaginons maintenant qu’au liet: d’éprouver mme va-
riation finie qui n’agit que pendant nn instant, Pimpulsion primi-
tive soit soumise a des variations infiniment petites, mais dont Vac-
tion soit continue , comme on peut supposer que cela a lieu & 'égard
des corps célestes, en vertu de leurs actions mutuelles; orbite
pourra encore, pendant chaque intervalle de temps 2, étre re-
gardée comme une section conique, dont les éléments sont cons-
rants pendant cet instant , et varient seulement dans Uinstant suivant.
Les variations de ces ¢léments serviront & déterminer I'effet des for-
ces perturbatrices.

15. Supposons que Pune des intégrales premiéres auxquelles on
parvient, en faisant abstraction des forces perturbatrices, ait la
forme

{(f‘a‘ a = _/(") Yo Sy ey Yy Zxy t,l"’

a étant une constante qui représente un des ¢léments de Vorbite. Si
cette orbite et 'orbite troublée doivent coincider pendant Pinstant 7,
il faudra, dansl’une etP’autre, prendre lesmémesvaleurs pour x, y, z,
Xy, ¥,y % i Mais au commencement de Pinstant suivant, les vitesses
X,y ¥y 5.y devront étre considérées comme ayant cria, par Veffet
dﬁd dR

. . . ., dR
des forces perturbatrices, des trois quantités — dt, ——dt, — di;
dx dy dz
¢t ne sera plus alors une constante , mais il devra ¢tre regardé comme
5.
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ayant recu ’accroissement

(@) da:(du dR de dR du dR) dt.

& A L Dy & &
Il est aisé de voir que si I'équation () satisfait aux équations (A"
lorsqu’on y regarde a comme une constante, elle satisfait aussi aux
équations (A), pourvu qu’on y regarde @ comme variant conformé-
ment 4 la relation ().

16. On peut donner  la différentielle da une autre forme qui a
I'avantage de conduire 4 des expressions trés simples pour les va-
riations des éléments elliptiques. I suffit, pour cela, de substituer
aux différentielles de R, relatives & xx, 7, 3, leurs différentielles re-
latives aux constantes introduites dans R par la substitution des
valeurs de x, 7, z, en fonction du temps et des éléments de I'orbite
elliptique. Soienta, b, ¢, f, g, k, lessix éléments; sil'on regarde
x, y, %, comme des fonctions de a, b, ¢, f, g, k2, on aura

dR __ dR da+dR db  dR dc dRdf  dRdg dRdr
dr  dade  db de ' de dz df dz = dg dz ' dk dx’

Ces valeurs, substituées dans ’expression de o, donneront

d __2 da da+da da da da det
@ = do, dz Ay, dy T dadz)da

2 indiquant la somme de six quantités que I'on obtiendrait en
mettant successivement @, b, ¢, f, g, k, a la place de a, dans les
différentielles qui ne sont pas prises relativement a x,, 7,, z,.

On peut faire disparaitre de cette expression le terme qui ren-
f (iR C . . l s 7
erme = - Lar, puisque R ne contient pas les quantités x,, Y 21,

on aura
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adR dR da dR db dR dc dR df dR dg dR di
0= - =~ 4o T o 8
dx, da dz, db dz, de dz, df dz, dg dzx, dh dx,

dR
0= — — ...... .

dy,
O_dR_
=g =

Si Von multiplie ces quantités nulles, la premiere par — 9 la se-

da .. da
conde par e la troisieme par —-, et qu’on retranche leur somme

de la valeur précédente de da, on aura

aR dR /
da = (a, 6) Bt 1+ (a, 9Tt + (a, f)—adt—i—(a, O e 4 () B,
db dg dh

en posant, pour abréger,

da db da db da db  da db da db da db
(a, b) = ————— e e o o o e
dz, dz  dzx dz, dy, dy  dy dr, dz, s ds dz,

17. Cette expression de da est surtout remarquable en ce que
les coefficients des différentielles partielles de R sont des fonctions
dea, b,c,f, g, h, qui ne renferment pas le temps explicitement.
En effet, différentions I’expression précédente de (a, b), nous aurons

da . db db  da db ; da da b

A t)= Gl wma e w il
da ,db
+‘?’xd(1}
db
+d7, 2;* .......

Crp, . da da res .
Formons les différentielles d 77 d o - etpour cela, différentions

I'équation (@) par rapporta x, y, z, ensuite une seconde fois par

rapport at, et nous trouverons, en posant V = ;’,
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d

da _ da d*V - da a*V da d*V
== T \dm d= T dy, dedy T @, dunds)
da
o

da
d e T T e

Si maintenant I'on différentie la valeur de a, d’abord par rap-
port a x,, ¥,, % , et ensuite par rapport a ¢, on aura
da da da da da da
— = ——dt, - = ——dt, d—— = — —dt.
dx, dz dy, dy dz, dz d
En supposant la constante &6 donnée par une équation semblable
a celle qui détermine @, on aura pour les différentielles
d db / db ab db d db ; db
COoall a4 a2l
Az © dz,’ ‘ dv' " dy,’ dz’  ds,’
des expressions semblables aux précédentes, en changeant seule-
ment & en a.

Que Von substitue maintenant ces valeurs dans Pexpression de¢

d{a, b), on verra que les termes qui contiennent les différentielles
d da  db da db - da  db e détruisent mutuell t, etqu’
W dm o d @ S mutuellement, et qu’en
ordonnant par rapport aux différences partielles de V les termes
da b
dz?® dz’"”

chacune de ces différentielles se réduit de lui-méme a zéro.

qui contiennent les différentielles de . le coefficient de

18. L’intégration des équations (A’) nous a conduit 4 des équa-
tions qui ne renferment essentiellement que six constantes arbi-
traires : si donc, -par des éliminations convenables, nous pouvions
mettre ces six constantes sous la forme {a), il nous serait facile dc
calculer da, db, dc,... an moyen des quinze quantités (a, b)),
(@, c}.... Mais cette élimination n’est pas nécessaire. Supposons, par
exemple. que b soit de la forme

b= fle, yy 2, &, ¥y 305 ¢, f, £

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(39)
toutes les autres constantes étant des fonctions immédiates de

Yy 3y Xy Fis 24, & Au lieu de substituer pour ¢, f,.g les valeurs
que ces fonctions déterminent, différentions, et il viendra

db _ /db db de " db df db dg
dz dx de dz Zf dx + ;2::7 dz’

db (db db de  db df  db l/"
o
dx, de dx, * df dzx, (lo dr,

dz,

(AN e .. .. .
(:—i_) désignant une différentiation dans laquelle on fait absiraction

de ¢, f, g. Si P'on substitue ces valeurs dans Pexpression de (a. ',

il est aisé de voir qu’on aura

) Ldb
(a, b) = (({,/))~— a, c)- -——-f—( f) lf.T“’g L,,

(a, b) représentant la valeur de (a, b) qu'on obtiendrait, ahstrac-
tion faite des arbitraires ¢, f, g, que contient b.

19. Lorsque les variations des constantes seront détermindes,
on aura par l'intégration leurs valeurs finies, qu’on ajoutera res-
pectivement a ces constantes dans les valeurs des variables &, 7. -
Xy ¥y %y trouvées en faisant abstraction des forces perturbatrices.
On connaitra ainsi les valeurs de ces variables qui satisfont aux
équations du mouvement troublé, et qui doivent, dans cc cas, de-
terminer 4 chaque instant la position du systéme.

G. Application de la théorie précédente aux équations du move-
ment elliptique.

2(). Dans les équations que nous avons obtenues par U'intégration
des équations (A’), nous avons d’abord introduit les constantes
¢, ¢/, ¢”, que nous pouvons remplacer par «, ¢, 4; et si nous te-
nons compte des trois autres constantes a, [ , &, nous aurons des
éléments suffisants pour déterminer 4 chaque instant I'orbite de la
planéte et la position de la planéte dans son orbite. L.a constante
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exprime la longitude du périhélie, comptée sur le plan de orbite,
a partir d’une ligne prise 4 volonté. Nous supposerons d’abord,
pour faciliter les calculs, que cette ligne est celle des nceuds, et
nous nommerons g ce que devient dans ce cas la constante «.

Nous trouverons alors que, parmi les quinze combinaisons de la
forme (a, b), onze sont nulles, et les quatre autres ont pour valeur,
enposant i =1,

(a, 1) = 207,

(l‘, g) = 1,
—cosQ

(8 @) = ksing ’
—1

(0, <) = ksing’

de sorte que les variations de nos six constantes sont

da — 2a® Z,—;Edt,
dR
di —= — 2a '-(-Z; d[,
d
dk = -—I}dt,
dg
(B) dR cosg dR
dg - — — df —-— Sr——e af,
dk ksing dp
de — ! dRclt
“ = Xsng dp
cosp dR 1 dR
= o — dt — —— —dt.
dp ksing dg Asing da at

21. Ordinairement les constantes que Fon regarde comme [es
éléments de I'orbite sont, indépendamment de @, a, @, les quan-
tités ¢ et w, avec la longitude de la planéte, a ’époque d’ou 'on
compte le temps , longitude que nous désignerons par e. Cherchons
a obtenir les variations de ces trois derniéres quantités.

On parvient, par I’élimination de z entre (12) et (13), a déve-
lopper (v — w) en une série dont le premier terme est n (¢t + ), et
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dont les autres termes renferment comme facteurs les sinus des
multiples de Vangle n(z+4-1); la lettre n représentant la guantité

3

a *. Par conséquent 'équation du moyen mouvement de la pla-
nete est v — @ = n(l + ¢). Si donc on compte le temps & partir
du passage de la planéte au périhélie, et que ¢ désigne sa longitude
moyenne A cette époque, on aura ¢ — = nl. De cette relation on
tirera

3¢ —w

ds — dw + ndl — - da.

a

La relation £ = Va(x — e*) donnera d’ailleurs

an V'

—_—p? —_ p?
AN ) S S
7 2ac

de — —

p

Quant i la valeur de w, elle donnerait dw = dg, si la ligne des

noeuds était immobile; mais cette droite changeant 4 chaque ins-

tant de position, il est clair que dw est égal a dg, plus le mouve-

ment des noeuds dans Pinstant ¢, projeté sur le plan de I'orbite :
on aura ainsi

do = dg + cos ¢ da.

22. 11 faut aussi exprimer les différentielles de R relatives a 4,
et g, par des différentielles relatives a ¢, w et ¢. Pour cela, nous
différentierons la quantité R considérée successivement comme
fonction des arbitraires @, , k, g, «, et des arbitraires a, ¢, e,
w, o, ce qui donnera I’équation identique

dR dR dR dR dR
— — —= dk — = d
da da + dl A+ dk dk + dg dg + dn
CAd R dR dR dR /d Ry
— —— s - de — d — .
\ da ) da + e + dre de + dw @+ N } la

Substituons dans le second membre, a la place de de, de, dw,
Jeurs valeurs précédentes, et égalons ensuite, de part et d’autre,
les coefficients de da, dl, dk, dg, d=, nous aurons
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dR _ (dR +l—-—e’_dR_.3s-—wdR
da \Ez_) 2ae de 2 a di’
dR_ndR

dl T U de’

dR . anl/ 1 —e* dR

FET T @

dR _ dR  dR

dg & T da’

4R (dR + dR dR

Z— = 7z, cos @ 2‘-—1—005@5.

Si I’on introduit ces valeurs dans les formules (B), et qu’ensuite on
substitue pour da, dl, dk, dg, de, leurs valeurs résultantes dans
de, de, dw, on aura pour déterminer les variations des six élé-

ments de Porbite elliptique, les équations suivantes :
dR
da == 'za’n'z dt,
‘/ — et d
de — ! c (I-—V )~—-dt-—2a’n z%dt

de — —

an\/el—e’(l —VI—;?)‘{TR(II—GE‘/‘_EZ d

3 e dw
anV'1 —e* dR
do = ———m— —dt,
e de
an dR
dt — ————— — dt
V1 —eising dp
an dR

do= — — dt.
“Vi—esine- de

Ces formules expriment donc les variations des éléments de P'or-
bite elliptique par les différentielles partielles de la fonction R,
relatives A ces mémes éléments, et multipliées par des coefficients
qui ne renferment pas le temps d’une maniere explicite. Il suffira
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donc, pour avoir leurs valeurs finies, de diftérentier, par rapport
a ces ¢léments, chaque terme du développement de R. et de Uin-
tégrer ensuite.

T'w et approuré.
Le Dovex pe ra l'acurire.

J.-B. BIOT.
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