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AVERTISSEMENT.

Crrre Thise, Ia premiére qui ait été soutenue devant
Ia Faculté des Sciences de Paris, n'est publi¢e que
d’aprés le conseil de plusieurs membres de la Faculté,
qui ont pensé qu’elle pourrait &tre de quelqu’utilité
aux personnes qui, comme I'Auteur, aspirent au

Poctorat.
Elle est divisée en deux Parties.

Dans la premiére, I'Auteur a exposé la Théorie
des axes principaux des corps solides, d’'une maniére
nouvelle, quant a leur détermination et & ’examen

des cas particuliers.

La seconde Partie renferme la Théorie du mouve-
ment d’'uvn corps solide autour d’un point fixe ; elle
n’est, & peu de chose prés, quun extrait du Traité
de Mécanique de M.Poisson (*). L’Auteur pouvait-il,
en effet, choisir un meilleur guide que I'ouvrage d’un
Géometre dont les Mémoires académiques ont déji
assigné sa place auprés des Savans du premier ordre.

(*) Cet ouvrage, actuellement sous presse, se trouve chez COURCIER,
imprimeur-libraire pour les Mathématiques, quai des Augustins, n° 5;.
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viij AVERTISSEMENT.

On trouvera & la fin de cette Thése , le Programme
tel quil a été présenté & la Faculté des Sciences,
suivi da Programme de la Thése d’Astronomie, qui
a été également soutenue devant la Faculté, et &
laquelle les occupations multipliées de I'Auteur ne lui
ont pas permis de donner par écrit tous les développe-

mens dont elle était susceptible.
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THESE
DE MECANIQUE.

Nous prenons pour sujet le mouvement d’un corps
solide, sollicité par des forces accélératrices quelconques,
et assujéti & tourner autour d'un point fixe. Mais les lois
de ce mouvement étant intimement liées avec lathéorie
des momens d’inertie et des axes principaux , mous

commencerons par exposer l'ensemble des principes
relatifs & cette théorie.

DES MOMENS D'INERTIE ET DES AXES PRINCIPAUX.

1. Rappelons d'abord en peu de mots les lois du mouvement
d'un corps solide autour d’'un axe fixe.

Silon suppose qu'un corps solide recoive une impulsion capable
de communiquer a ses élémens, s'ils étaient libres, des vitesses
égales, paralléles et dirigées dans un plan perpendiculaire 2 un axe
fixe, et qu’en vertu de cetic impulsion seule, le corps tourne autour
de cet axe, on sait que I'équation d'un semblable mouvement est

S .r*dm = Mvh ,
M désignant la masse du corps, dm un de ses élémens, v ls
A
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(2)
vitesse imprimée 2 chacun d'eux, r la distance de dm i l'axe fixe,
% la distance du centre de gravité du corps & un plan passant par
Taxe et parallele 4 la direction de la vitesse v ; enfin w la vitesse
angulaire commune 4 tous les points du systeme , en vertu de
leur liaison réciproque, et que I'équation précédente fera connaitre
dans chaque cas particulier.

2. Soit en second lieu une force accélératrice @ agissant sur
Pélément dm ; appelons & I'angle que forme la direction de celte
force accélératrice avec la tangente au cercle dont le rayon est »
et que ce point matériel tend a décrire.

I’équation du mouvement d'un corps sollicité par des forces
accclératrices données , et assujéti a tourner autour d'un axe fixe, est
do _ §.7p cos Jdm
d Srtdm. !
équation qui fait connaitre la force accélératrice dont chaque

point du systtme est animé au boul a’un temps quelconque.

Dans les équations précédentes, les expressions affectées du
signe § representent des intégrales qui doivent étre prises dans
toule I'dtendue du corps solide, par rapport 4 I'élément din.

Nous nous proposons de considérer en particulier l'intégrale
S.r*dm qui représente la somme des produits des élemens matériels,
multipliés respectivement par les quarrés de leurs distances a laxe
Sfixe , et que lon appelle moment d'inertie du corps par rapport
a l'axe fixe.

3. Concevons le corps solide rapporté i trois axes rectangulaires
Ox , Oy, Oz, ce dernier étant pris pour 'axe fixe, r* devient alors
égal 3 x* -7, et en désignant par p la densité du corps, auquel
cas pdaxdyds peut représenter I'élément dm , on a pour I'intégrale
ci-dessus S (x* 4-y*) pledyds; c'est & proprement parler , une
intégrale triple que I'on obtient dans chaque cas particulier , toutes
les fois que I'équation de la surface et la loi de la densité du corps
sont connues.

Cela posé, nous allons faire voir que dans un corps solide quel-
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(3)
conque, il existe toujours un systtme de trois axes rectangulaires ,
tel, que les momens d'inertie relalifs a ces axes étant connus , on
peut par de simples formules, en conclure le moment d’inertie
relatif & un nouvel axe de position et de direction quelconques par
rapport aux axes primitifs,

4. Premierement, dés que I'on a obtenu le moment d'inertie d'un
corps par rapport a un axe quelconque passant par le centre de
gravité,, on en déduit facilement lexpression de celui qui cor-
respond 4 un tout autre axe parallele au premier.

Soient S.r*dm , S.r°dm ces deux momens dinertie, et a la
distance du centre de gravité au second axe , la formule est

S.r'*dm = §.rdm - Ma,

Sr*dm étant par sa nature une quantité essentiellement positive ,

;s S.rd .,
on peut désigner le rapport —Iﬁr—'z' par K*, et la formule se change

en celle-ci

S.vdm =M (K*+a*).
Ce résultat indique que le plus petit de tous les momens d'inertie
relatifs 2 des axes paralleles, correspond a celui qui passe par le
centre de gravité.

5. En second lieu, concevons le corps solide rapporté a trois
axes rectangulaives Ox , Oy, Oz, O étant Forigine. Appclons
a, €,y les angles que forme avec ces trois axes , une droite quel-
conque passant par 'origine,lp la distance de I'élément dim & ce nou-
velaxe, On apourl'expression du moment d'inertie relatifa cet axe

S.pdm = sin’e S. x*dm - sin*€ S.y*dm-}- sin*y §.z*dm
~— 2 cosa cos § S.xydm— 2 cos & cos y S.xzdm
— 2cos6cosy S.yzdm,
formule qui donnera immédiatement le moment d’inertie relatif
a un axe quelconque passant par l'origine , dés que I'on connaitra
les six intégrales qui y entrent et qui s'étendent & la masse entiere
du corps.
Elle se simplificrait beaucoup st les trois axes primitifs ¢taient
A
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choisis de maniére que Yon eiit
S.xydn=0, S.xzdm=o0, S.yzdn=o.

‘Admettons pour le moment qu'uh semblable systeme existe dans
tout corps solide , et prenons-le pour celui des axes primilifs ,
la formule devient

S.p*dm = ssin*e. S.x*dm -+ sin*€ S .y*dm -}~ sin*€ S.z*dm.

Supposons en outre que l'on connaisse déja les momens d’inertie
du corps par rapport a ces trois axes, ensorle que l'on ait

Ad=S8(r+z)dn, B=S(x*+4z)dn, C=S (x4 y*)dmn;

-
1l oon wdenlias
AN L A TLw

S.p’dm = A cos*e -+ B cos*€ - C cos*y.

On pourra toujours , au moyen de cette formule et de celle du
n° 4, obtenir le moment d'inertie d'un corps relauf & un axe
quelconque , deés que 'on connaitra les quantités 4, B, C.

On appelle axes principaux d'un corps solide, le systeme des
trois axespour lesquels on a simultanément S.xydm=—o0, 8. xzdmm=o,
S.yzdm=o0 , et momens & inertie principaux , les momens d’inertie
qui s’y rapportent,

G. Ln supposant que A soit le plus grand des trois momens
d'inertie principaux, et Cle plus petit, la formule ci-dessus peut,

4 cause de la relation cos*a —-cos*€ -~ cos’y =1, se melire sous
la forme

S.pdm== 4 ~(d— B)cos’t — (4 — C) cos’y
S.pdm=C3F (A4 — C) cos’a 4+ (B — C ) cos*C,

ce qui prouve que le plus grand et le plus petit des trois mo=
mens d'inertie principaux 4 , B, C sont le plus grand et le plus
petit de lous ceux qui se rapportent & des axes passant par la
méme origine. Ainsi on peut dive (n° 4) que le plus petit de tous
les momens d’inerlie qu’un corps solide puisse avoir, cst le plus

petit des momens rapportés aux lrois axes principaux qui passent
par le cculre de gravité,
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Pour compléter la théorie des momens d'inertic, il reste &
démontrer P'existence des axes principaux dans un corps solide
de iigure quelconque

Quoique cette question soit traitée dans tous les ouvrages , nous
croyons devoir lui donner un peu de développement, et exposer
une méthode nouvelle qui nous parait offrir quelques avantages
sur celle qui est généralement connue.

Détermination des axes principaux dans les corps solides.

7. Nous nous proposons de démontrer que dans un corps solide
quelconque , il existe toujours un systéme d’axes rectangulaires par
rapport auxquels les intégrales S.xydm, §.xzdm, S.yzdm prises
dans toute I'étendue du corps, sont égales a zéro. Nous ferons
voir ensuite que ce systtme d'axes principaux est en général
unique pour chaque point de I'espace , mais que dans des cas par-
ticuliers, il en existe une infinité.

Rapportons le solide a trois axes rectangulaires quelconcques
Ox , Oy, Oz, O étant lorigine , et tichons de déterminer les
directions de trois nouveaux axes Ox’, 0)’, Oz tels que les quan-
tités S.&’y’dm , S.x'5'dm, S.y's’'dm soient égales a zéro.

Les formules de la transformation des coordonnées qui font
connaitre x, 5, 5 en fonction de x', »’, z’, sont

=ax'+-by'tcid, y=dxX4by 4, s=d iy

a, o'y a" sont les cosinus des angles que fornie 'axe des x” avee
les axes des x, 7, .

b,b,0b ete,c, " ontla méme acception par rapport aux axes
des 3’ et des 2",

Mais si 'on veut au contraire obtenir x’, ', 5 en fouction de
X, 9, 5,1l est évident que 'on aura, en conservant les mémes
notations ,

V=ax~ady 4-ds, y=bxr—4-0y 8z, Fe=mcxAdy-Ik
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Les quantités a, a’, a’,b, &'.. ... sont liées par les relations
a* =g~ a" =1 ab~-db +a'b=o
B e B = 1S ( ac - d - ' = 0%....(2).
- M= bed-b'd-0"'"=0

Cela posé, substituons dans les équations
S.xydn=o0, S.xzdn=o0, S.)yddm=o,

3 la place de x', ¥, 2/, leurs valeurs, et faisons, pour plus de
simplicité ,
Sxdn=P, Sy‘dn=~F, S.zdn=2P,
S.xydn=0Q , S.xzdm=CQ, S.yzdm= Q.

Ces six intégrales sont des quantités données qui dépendent de
la nature du corps et de la direction des axes Ox, Oy , Oz qui
ont été pris arbitrairement.

On obtient les trois équations

Pab - Q(ab'4-ba )A-Q' (ab’-ba" )+ Q"(a'b"-bd" )= 0
4+ Paly
~+ P'a""
Pac +Q(ac’+ca')+Q (ac’+-ca")+-Q'("a'4-c'a") =0
{_;_p"' >(5)
—+-P'a"
Pbe  ~4-Q (bc'4-cb" )+ Q (b 4-cb")4-Q' (b "4-c'b") =0
4 P¥c
+ P”bl’c” J
Les neuf quantités a, , a", 5, &, &".. .. sont lies entre elles
par les équations des groupes (1), (2) et (3) qui doivent par con-
séquent servir a les déterminer.

[ Nous aurons recours a une méthode d’élimination analogue a
celle dont M. Biot fait usage dans son 7raité des Surfaces du
second ordre , el nous observerons a cette occasion, que le pro-
bleme de la détermination des axes principaux dans les corps
solides revient, quant aux calculs, a la question qui consiste a
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déterminer les axes des surfaces du second ordre. La discussion
des cas particuliers est absolument la méme dans I'un et lautre
probleme.

La solution compléte du second probleme est insérée dans le
troisitme numéro du second volume de la Correspondance de PEcole
Polytechnigue , numéro qui doit paraitre incessamment. ]

Multipliant les deux premictres équations du troisieme groupe
respeclivement par ¢ et b, et retranchant la deuxi¢me de la pre-
miere, on a

P'd (b by 4-Qa (cbl—bcY4-Q" " (b'—be )y
- P (eb"—b" Y Q' a(cb"—bc" )4=Q"a’ (cb"—b" ) ]
d’ou

(P'd~4-Qat-Q"a") (e —be' YA (P ' 4Q at-Q'd (b —b" =0 . .(4).

Muliipliant de nouvean les mémes équations par ¢ et &', puis re-
tranchant la premiére de la deuxiéme, il vient, toute réduction
faite ,

(Pa+Qd~+-Q'a")(eb'—bc )4-(P'a"+Q aQ"a ) (&' "—c'V")=o0....(5).
Mais en agissant de la méme maniere sur les deux premiéres
équations du groupe (2), on a aussi
" " (4
d(cbl—b )+ (cb'—bc")=o Cb;b—c,z-—-ﬂ"
ot cb'— D¢ [
ou f‘_/fi‘_“/b" _
b—icd — &

a(ch'—b)-+d (b—ct)y=o0

Substituant ces valeurs dans les équations précédentes, et rédui-
sant , 1l vient enfin

(PPl Qud + Qi+ O () Z 0. . (),
(P'— F)ad’ — Qdd'+ Q' (a*— a" )+ Q'ad’ = o0.... .(7).

De ces équations , on déduit encore la suivante
(P—P)ad+ Q(a—a*y— Qa'd'+Qad" =o0.....(8),

que Yon pourra , dans certains cas, substituer a I'une d'elles, et
qui servira d’équation de condition,
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(8)
Les deux équations (6) et (7) combinées avec a*~~ a*+a"=1,
donneront les valeurs de «, &', 4'.
Posons

a a
A
g=t, m=u, dout a=ad't, & =au,

@ = @ ==, g = _t
T Voakew? T Ve’ Vitotu

et les équations ci~dessus se changent en celles-ci :

Qu+Qut+ (P — Pl u—QtwQ'=o0....(9),
Qe 4-Qut 4 (P — Pt —Qu—Q'=o0....(10),
Q (P —Plut— Qu*+4 Q't— Qu=o0....(11).

Silon prend la valeur de ¢ dans la premieére équation et qu’on
la substitue dans la seconde , le terme en u* disparait, et on obtient
finalement une équation du troisiéme degré ( dont nous donnerons
plus bas la forme ). Or, toute équation du troisieme degré ayant
au moins une racine réelle, il s’ensuit que # a au moins une valeur

on a

réelle, et qu'il en est par conséquent de méme de ¢, a, 4/, 4.
(Il est bon d’observer que les quantités « et ¢ peuvent passer par
tous les états de grandeur possible. En eflet £, par exemple, ou

a ’ - . ’ »
sa valeur — » Teprésente la tangente de I'angle que forme avec l'axe

des » la projection de I'axe des &’ sur le plan des xz ).

Maintenant , si I'on jeite les yeux sur les équations des groupes
(1), (2) et (3), on reconnait qu'elles sont symétriques par rapport
aux quantités a,a’, a"; 6,5, 0", ¢, ¢, ¢'. Ensorte que si I'on élimi-
nait a leur tour, a,d’,a" et ¢, ¢, ¢’, on parviendrait & trois équa-
tions en b, &, b* identiques avec les équations (g) et (10), et la
détermination de ces quantités dépendrait de la méme dquation
en u. Méme raisonnement par rapporta ¢, ¢, c.

Il résulte de la que l'équation finale en u, ne doit pas plutgt
donner la valeur correspondante aux quantités a, &, o que les
deux valeurs qui correspondent & 6, %, 6" et ¢, ¢, ¢, et par con~
séquent doit les donner toutes trois a la fois ; et comme une de ces
racines est nécessairement réelle, il est naturel de penser que les

deux.
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deux aulres le sont également, puisqu’on ne saurait exprimer dans
le calcul aucune diflérence entre les trois axes principaux dont on
cherche la position.

Au reste voici un moyen rigourcux de démontrer la réalité de
ces racines.

L’équation en # ayant au moins une valeur réelle, on peut
prendre pour axe des x' la droite déterminée par les valeurs cor-
respondantes de a, 4/, 4', en laissant d’ailleurs les axes des y’ et des
z’ placés d'une maniére quelconque dans un plan perpendiculaire
a cet axe,

Il est évident que pour ces irois axes, les deux premieres équa-
tions du groupe (3), et par conséquent les conditions §.x'y’dm=—=o
et S.x'z'dm=—o seront salisfaites. Car de méme que les deux équa-
tions (6) et (7) sont une conséquence des deux premicres équations
de chacun des groupes (2) et (3), de méme aussi les deux pre~
micres équations du groupe (3) sont une conséquence des équa-
tons (6) , (7) et des deux premieres équations du groupe (2).

Cela posé, conservons 'axe des x” et faisons varier les axes des 3’
et des z’ dans leur plan, de maniere que, par rapport a ces frois
nouveaux axes, on ait :

S.xy'dm =0, S.xz'dn=o0, S.yzdn=o

On a, d’aprés les formules connues de la transformation des coor-
données en deux dimensions :

’

gy =y"cosa—z'sina, Z=y"sina-z' cosa,
a désignant I'angle que forme l'axe des " avec I'axe des y'. On
tire de I réciproquement
y =ycosa—-z'sina, z'=—y'sina -2 cos a.
Substituant ces valeurs dans les trois €quations précédentes, les
deux premieres se vérifient d’elles-mémes, et on obtient pour la
troisieme ( en posant pour abréger S.y”dm=R; §.z°dn=~F;
S.ysdn=S),
(RB— R)sin a cose .5 { cos’a —sin‘a) = 0;
b
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’
d’'ou lang®e — F—R ;‘—
Le dernier terme de cette équation étant essentiellement néga-

tang o —— 1= 0.

tif, les deux racines sont réelles. De plus, en les désignant par
¢ ett",ona =—1, ce qui prouve que si I'une donne la posi-
tion de Taxe des y’, autre donne celle des z’. On voit done que
par une double transformation de coordonnées, on parvient & un
systéme d’axes principaux tels que nous’les avons définis.

Puisque nous venons de démontrer Vexistence réelle d'un systeme
de trois axes différens , par rapport auxquels les équations des
groupes (1), (2), (3) seraient satisfaites, il s’ensuit, 1°. queles trois
racines de I’équation en u sont réelles; 2°. que ces trois racines
dounent les positions respectives des trois axes.

Il est facile de voir qu’il n’existe en général qu'un seul systeme
d’axes principaux, qui se coupent au point O; car pour qu’il en
existat plusieurs, il faudrait que I'équation en z fut d’un degré
s‘,upérieur au troisieme, et renfermit trois fois aulant de racines
réelles quil y aurait de ces systémes. Mais nous allons voir que
dans des cas particuliersil peut en exister une infinité.

Cas particuliers.

8. La détermination des trois valeurs de z entraine dans des
calculs trées-compliqués. Mais 1l existe des cas ou ces valeurs peu-
vent étre obtenues facilement: c’est lorsque I'une des deux équa-
tions (g) et (10), ou toutes les deux, sont décomposables en deux
facteurs du premier degré.

Or, si Pon recherche la condition qui doit avoir lien pour que
Péquation (g) soit décomposable, on trouve la relation

QU (P'—FP)+Q(Q—Q*)=o,
ou, pour abréger,. L=o.
Il suffit de tirer la valeur de « de cette équation, puis d’exprimer

que la quantilé sous le radical est un carré parfait; ce qui donne
la relation ci-dessus.
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Cette relation élant supposée exister entre les coefliciens 7, P”,
Q, Q, Q" I'équation (g) peul se mettre sous la forme

(Qu—Q) (QQu+ QQ+QQ") =o.....(13).

. . Q .
Cela posé , le premier facteur donne ue= 35; subslituant dans

Q/)

P'équation (10), il vient

Q'+ Q' (P'—P) Q4+ 0 _

t’ + Q’u (/a. o b
équation dont les deux racines sont essenticllement réclles.
(4 / 4 i
. t == \ .
Le deuxieme facteur donne u = — QU+ O , d'ot en substi-

) ) Q(II
tuant dans I'équation (10),
[QU (£ —F) —QQ+Q]i=o,
équation qui a pour valeur unique =0, ce qui doune

U == — o et par conséquent ,

7
Py a':-———‘,.g_—/;, (61’=~——_()——-_,j.
V Qe+ QP vV O+-Q"
9. Si dans P'équation qui vient de donner la troisiéme valeur
de ¢ on suppose que le coeflicient soit nul , c’est-a~dire que
Pon ait

QQ (P—P)+Q (Q*—Q)=0, ou M=o,

cette équation devient identique , ce qui annonce que le systeme
des trois axes principaux est déterming.

a==0

Et en effet, la condition M = o étant satisfaite , I'dquation (10)
est aussi décomposable en deux facteurs du premier degré , et
peut étre mise sous la forme

(Qt— Q) (QQu+QQ1+ Q) =0....(x3).

Si I'on compare cette équation avec Péquation (12), on recon-
nait qu’clles ont un facteur commun qui, égalé a zéro, donnera
une infinité de valeurs pour v et 7. Ainsi il existe, dans cc cas,
une infinité de systémes d‘axes principaux passant par le méme
point; mais tous ces systemes jouissent d’une propriété remar-
quable, c’est que 'un des axes de tous ces systémes a une direc-
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tion flxe dans l'espate, et tous les autres sont situés dans un plan
perpendiculaire au premier.
Pour le prouver, remarquons que les équations (12) et (13)
sont satisfaites ,

1°. Par le systtme Qu—Q=0, Q't—Q=o0;
2°. Par Péquation QQ'u 4- QQ't 4- Q'Q" =o.
Le premier systéme donne

Q Q .
u=— -@ y I== @7, 5
d'ol, en désignant par a, o', o’ les cosinus des angles que forme
cet axe particulier avec les axes primulifs,

a’ . o/ Q// a’ . Q Q«tr R () Q/
- 2 ¢ 30- T, IV R4 i —_— - ——————
VOTHEO 00" v 4
Désignons maintenant par b,, b,, b,; ¢, , c,, ¢, les cosinus relatifs
aux deux autres axes conjugués avec celui-ci.

Comme ces trois axes sont rectangulaires, ona les relations

ab,~a'b 4+ d'b,—= o0, ac,~Hdc+adc,=o,
ou mettant a la place de a, @', 4" les valeurs que l'on vient de trouver
QQb.+4- QU4 QQUb,=0, QQec.+QQ¢+Qc,=0;
et si pour déterminer les quantités 4,0, 0, , ¢, ¢, c,, on fait
bo=120bt, b=">0u; puis c,=ct, c=cu,
les deux équations ci-dessus se réduisent a
QQu+ QQt+ QQ =o,
qui est précisément celle dont on doit tirer les valeurs de u et
de ¢ propres a donmer tous les axes autres que celul qui corres-
pond 2 « =8-,,- t == QQ”
Concluons de la que lorsque les conditions
QU (P'—P)+(Q"(¢* — Q) =0 ou L=o
QQ' (P —P)+Q (¢"— Q) =0 ou M=o

existent simultanément, le nombre des systemes d’axes principaux
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est infini. Mais tous ces systémes ont pour axe commun la Jigne
détermince par les équations

Q Q
u=--, et f=—-.
0 ¢

Remarquons en passant que les conditions L=o0, M=o ren-
ferment la suivante

QU (P—P)4+0Q(Q*—(@")=0 ou N=o,

et quavec cctte condilion I'équation (11) peut se mettre sous la

forme
(Qu— Q') (QQu+QQt+ Q@) =o.

10. Pour découvrir plus facilement la nature du solide pour
lequel les équations L=o0, M=o, V=0 sont salisfaites , obser-
vons que, puisquon esl certain que dans tout corps solide, il
exislc au moins un systeme d'axes principaux, on pcut supposer
que ce systeme soit cclui des axes Ox, Oy, Oz, que I'on avait pris
d'abord arbitrairement, ct chercher ensuite les conditions néces-

saires pour quil en existe un ou plusicurs autres.

On a dans cctte hypothese,

Q=S.xydn=o0, Q=S.xzdn=o0, Q=S5 rzdm=o.
En outre si Pon désigne (n° 5) par 4, B, C les trois momens
d'inertie pris par rapport aux axes principaux des x, 7', 5, on a les
rclations
A+4B—-C

2

P=S.z*dm=""~
d’ou
'~ =B—C, P—P=4~C, P—P=d4-—05.
Les équations (6), (7), (8) deviennent alors
(B—C)d'd"=o0...(14) | (A—C)ad'=0...(13) | (A—DB)ad’=0...(1(".

Cela posé, 1°. si les trois quantités o/, B, C sont indgales, il

, P'=S8.2'dm=

, P=S8.y'dn—=

BA-C— A A4 C—D
2 2

0

faut ct il suffit pour que ces trois équations soienl satisfaites, que
deux quelconques des quantités a, ', @" soicnt nulles, ct la troi-
sieme cstnécessairement égale a1 dapres Péquation o'~ a"+-a"=1.

I

Méme ralsonnement par rapport aux quanlitds b, 6,07, ¢, ¢, ¢,
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Par exemple, si I'on pose =0; a"==0 d'ou a=r1. Il en résul-

tera, en ayant d’ailleurs égard aux équations des groupes (1) et (2)
V=1,0=0,b=o0 et =0, =1,c=o0,

ou bien ¥=o0,l=1,b=0 et =1,c"=0, c=o0.

Or il est évident, d'apres ces valeurs, que les nouveaux axes
coincident avec les anciens.

Ainsi toutes les fois que les trois momens d'inertie d’'un conps,
par rapport 4 un systéme d’axes principaux, sont inégaux, ce
systéme est unique pour le méme point.

2°. Si deux des quantités 4, B, C sont égales, que I'on ait, par
exemple, /=05, I'équation (16) se vérifie d’elle-méme ; mais les
deux équations (14) et (15) deviennent

(d—C)dd"=o0, (4d—C)ad"=o.
Pour que ces équations soient satisfaites , il faut et il suffit que
T'on ait @' =0, a et « restant indéterminées, ou bien
a—o0, ad=o0; dou & =1.
Il en est de méme par rapport aux quantités &, 0, b"; ¢, ¢’ .
On peut poser, par exemple,
a"= 0, a el d restant indétermindes;
"= o0, b et I’ restant indéterminées;
mais alors on a nécessairement
=1, =0, c=o.
Ce systeme de valeurs indique évidemment que le nouvel axe des s
se confond avec l'ancien , et que les deux autres axes peuvent
prendre une position quelconque dans le plan des xy.
On pourrait prendre encore

d=1, d=o0, a=o;
et en ayant égard aux équations du groupe (2), il en résulterait

b"=o0, b, restantinddterminées ;
¢"=o, ¢, ¢'restant indéterminées ;

c’est-a-dire que le nouvel axe des x” se confondrait avec l'ancien
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axe des z, et les deux autres axes pourraient prendre une position
quelconque dans le plan des xy.

Remarquons que cet axe, dont la direction reste fixe dans
Pespace, est perpendiculaire au plan des deux axes, par rapport
auxquels on a supposé les momens d'inertie égaux.

Ainsi, toutes les fois que deux quelconques des quantités 4, B, C
sont égales, le nombre des systémes d’axes principanx est infini.
Mais tous ces systemes ont un axe commun, celui qui est perpen-
diculaire au plan des deux axes auxquels correspondent deux momens
d'inertic égaux.

La formule du n° (G),
S.prdm —=A—(Ad—B) cos’6 — (4—C) cos’y,
se réduit dans 'hypothese de £ = B, &
3 -—
S.prdm=dA — (A4 —C) cos?.
Or pour tous les axes situés dans le plan axy, on a
cosy=o0, dou S.pdm=—.;
ce qui prouve que tous les momens dinertie pris par rapport i
ces axes sont ¢gaux.

5°. 51 I'on suppose 4=B=C les trois équations (14), (15), (16)
se virifient d’elles-mémes. Ainsi les quantités «, &y... restent
indéterminées ; et en effet, les ¢quations du groupe (5) se rédui-
sent & o==o0. Ainsi, dans ce cas, si I'on mene arbitrairement par
le point O trois axes rectangulaires, on obtiendra un systéme
d’axes principaux.

D'ailleurs, la formule du n° 5 se réduisant a Sp*dm=.2, prouve
que tous les momens d'inertie sont égaux.

11. Dans la discussion des cas particulicrs, nous n'avons fait
aucun usage de I'équation en «, parce qu'clle est trés-compliquie.
Cependant, pour ne rien laisser a desiver sur celte malicre, nous
croyons devoir faire conmaitre une forme sous laquelle eile est
susceptible d’étre misc, ct qui en rend la discussion assez simple.
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En supposant toujours, Comme nous €n SOMmes convenus pré-
cédemment,
L=QQ (P—P)+Q(Q&—0(")
M =QQ (P —P)+Q(Q"—Q)
N=QQ(P—P)+Q(Q*—Q),
[ les quantités L, M , IV sont évidemment lides entre elles pac la
relation
LQ 4+ MY + NQ=o0....(X)]
on parvient aprés quelques transformations, a 'équation
NQW~[N(P'— P)4-MQ'—LQ"  u*
[ LQ+M(PP—P)4-NQJu—MQ =0
( voyez le Tableau ci-joint pour la formation de cette équation ).
Soit, 1°. N=o0, 'une des valeurs de u devient infinie. Quant aux
deux autres , clles seront données par I'équation

(MQ'— LQ) - [ LQ + M (P— P} u—m M Q' =0,
qui devient, & cause de la relation (X) d'otz Ion tire L= — 2, #,

Q
. Q”(P"— PI) - (\)O, Qn,
u 7. e U — m T2 = 0.
e TFQ
On parviendrait & cette méme équation en remontant i I'équation
(11) qui, dans le cas de IV == o, peut éire mise sous la forme

Qu—Q't) (Q'Qu + QQt + QQ" ) =o.

/
Le premier facteur donne ¢= . , d'ou en substituant dans

. Qll
Féquation (y),
. QII ( P"—" Pl) — QQI Ql/z
u 7 72 U = o &0,
B e 0
Le deuxitme facteur donne ¢ ==— 2% Z)-Q",—Q—Q , d’olt en substi-

tuant dans I'équalion (g),
[QU (P —P)+ Q(Q*—Q*)]u=0,
équation qui a pour valeur u= 0, d'ott 'on déduit ¢ == — "(;"
Mais ce systeme de valeurs est étranger , car en le substit(uant
dans 1'¢quation (10), on reconnait qu'elle n’est pas satisfaite.

Ce
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Nota. Les termes
toulignés sont ceux
surJesquels onaopé-
ré des réductions.

Equation en u.

L=QQ (P —P)+ Q(Q—17)
M= QQ'(P — P) 4+ ({Q"~ Q)
N=QQ(F —P)+Q(Q*~¢)

En éliminant ¢ entre les deux équations (g) et (10), on trouve une équation de la forme:
Au? - Bu? - Cu~+ D=o.

A=2Q QPP — QP (P—P) + QQ*— QU (P —P) = QQ = Q @ (P—P)+ Q(Q*—Q") =— N

LQ!_ ]WQ"-—]\T(P"—- p/)

B=Q(P'"—P)—2QQ"+-QQ"(P'—P)—Q (F'—P) (P'—P)+QQ (P P)+Q Q*2Q:Q—Q =

>
2 (QQ(P'—P)1Q(@=Q)+Q (P—P) — @ (P—PYP'—P)+QU(P'—P) +QQ—Q"
g —M + Q(P'—P)(P—P)+QQ(P— P )+ QQ—Q" |
N P 1QQ (P—P) + Q@ —QQ*) + L=y o ¢
=g NPy Q o v
H =N +& [QUP—P)+Q (@ —Q")]
5 hn N —
4l + |
Cm=— 2Q Q(P'—P) - Q (P'— P) (P'— P) 4 Q Q" (P'— P) — QQ"— QP+ 2QQ" = ............ N (P(:,,-_ m=rLe
5 (QQ (P—P)F QQ =)~ QQ (F—P) + Q (P P) (P P') — Q-+ QQ"
g‘ . ~ pP'—P' U 7 ()7, ()2 Q’QQ(P"'_I)I)' . ’
1 + N +E2E 100 - P)— @ - 01— LLE=Y_ g1 00
? & _ S
NS — 2R — S LQU(P—P)+Q'Q—Q'Q"]
g ¢

D= Q Q" QQ (P'—P) — Q= M.

Ainsi Péquation est de la forme

NQUsc [ N (P P') o MQ—LQ) o [M(P'— P') 4 LQ — N Q'] ume Y Q" ==o.
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Ce systeme tranger provient de la maniére dont I'équation (11)
a été formce avec les équations (g) et (10).
2°. Soit M=o, il en résulte
U==0..... NQuwA-[N (P —P)—LQ u+LQ —~NQ =o,

ou, 4 cause de L:-—-—~Q—,,N
Q b

ut Q" (P'— ik Qe Q”'*‘"? f—0
% Q
équation a laquelle on parviendrait facilement (n° 8), en obser~
vant que I'équation (10) peut, dans ce cas, étre mise sous la forme
(Qr—Q) (QUu+ QQt-+ Q" )=o.
3. Soit L=o0,il en résulte

NQ"wcd= [N(P"— P') - MQ") tét- [ M{P"—P)—N Q") u—M =0,

>

ou, i cause de ﬁl:——%N.

Q QW+ [Q(P—P)—QQw—[Q (P —P ) Q') u4-QQ"=0:
Cette équation peut se metire sous la forme
Quw (Qu— Q)+ (P —Plu(Qu—Q)— Q" (Qu—Q)=o0,
( pll —_— p/ )

dou Qu—Q =0 et u“-—}—-—T),,—-—u—1=0.

Bt en effet, d’apres la condition L = o, 'équation (g ) peut s¢
mettre sous la forme
(Qu— Q) (QQu+ QQt4- Q) =0,

équation qui est satisfaite en posant Qu—Q = o.

4°. Enfin, supposons que les conditions L=o0, M=o, N=0
soient satisfaits simultanément; I'équation en use réduit & 0==o0, ¢l
u reste entitrement indéterminé.

Celte indétermination tient, comme nous l'avons déja vu, &
Yexistenee d'un facteur commun entre les équations (g), (10) et (11).

G
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Des axes principaux de rotation.

12. Les axes principaux dont la considération est si utile dans la
théorie des momens d'inertic, jouissent d'une propriété trés-impor-
tante en mécanique , et qui leur a fait donner le nom d'axes prin-
cipaux de rotation.

Lorsqu'un corps solide tourne autour d’'un axe fixe, en vertu
d'une impulsion primitive, chacun de ses élémens exerce sur l'axe
une pression due & sa force centrifuge, etil en résulte en général
une pression totale que I'on peut facilement déterminer.

Concevons le solide rapporté a trois axes rectangulaires Ox, Oy,
Oz, et prenons l'axe fixe pour l'axe des z; la force centrifuge de
I'élément dim a, comme on le sait,, pour expression le careé de sa
vitesse divisé par sa distance a l'axe fixe. Dans le cas que nous con-

(e )

sidérons, cette expression est donc ~—= ou rw*; » désignant la vi-

tesse angulaire et r la distance & l’axe fixe.

La jorce motrice oula pression exercée sur I'axe, est donc radn.,

Ainsi on a pour les composantes de cette pression, paralleles aux
axes des x et des y,

J
re*dm X =, ou ewdm et wydmn.
r

Si I'on désigne par « et € les coordonnées du centre de gravite,
paralleles & ces axes, wS.xdm ou w*Ma et w5 ydm ou w*ME

cxprimeut les deux résultantes de toutes les pressions décompo-
es sutvant les mémes axes.

4

Enfin on a, pour déterminer les distances z/,z" 4 Vorigine des

points d’application de ces deux résultantes, les équations
Mos'= S.xzdmy, ME"= 5 yzdm.

Lorsque les distauces 3" et 2" seront égales, les deux résultantes
sa redutront a une seule égale & w1/ \/a’+€’

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(19)

Actucllement, supposons que l'axe fixe Oz soit un des trois
axes principaux qui se coupent au cenlre de gravité G; on a, dans
celte hypothese, 2=0,E=o.

Soit d’ailleurs 3 la distance du point & au point O, transportons
Vorigine des coordonnées au point G, sans changer la direclion
des axes, les coordonuces de dm deviendront x, 3 et z—7, et
comme la ligne Gs est un axe principal, on aura

S.x(z—9y)dn=S8.xzdm — 985 .xdn = o,
Sy (s—y)dm=S.yzdn—8.ydn =o,
el par conséquent,
S.xzdm =0, S.yzdn=o,
i cause de
S.xdn==»Ma=0, S.ydn=—>»FE=o.

La résultante w*Ma des forces dirigées dans le plan des az, et
Ia somme ®5.x3din de lears momens , étant nulles, ces forces se
font équilibre indépendamment de l'axe fixe. Il en est de méme des
forces dirigées dans le plan des jy=.

Alnsi, dans I'hypothése actuelle , les forces centrifuges des points
matéricls n’exercent aucune pression sur l'axe derotation, cusorte
que si Paxe devenait libre, le corps tourncrait autour de cet axe
comme auparavant, ct comme si l'axe élait fixe.

Si la ligne Oz ne passc pas par le centre de gravité, mais qu'clle
soit un des axes principaux du corps qui se coupeut au point O,
onn’aplus o =0, =0; maisonatovjours S.xzdm=—0; S.yzdn=0;
d’'ol Ton déduit z'=35"—=o0, C’est-a-dire que les deux résullantes
se réduisent dans ce cas i une seule @*M y/a*4-6* qui passe par
Porigine. 1l sufiirait doune de fixer cc point, en laissant d'uilleurs
Taxe parfailement libre, pour que le corps tournit autour de cet
axe, comme s'1l était fixe.

I est aisé de voir que cctte double propricté ne peut apparle~
nir qu'aux axes principaux du solide. Pour tout autre axe, ou la
pression ne serait pas nulle, ou clle ne passerait pas par lorigiuc,
et cet axe serait déplacé par la pression cxercée lorsque lon ne
conscrverait que lorigine fixe.

C..
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HOUVEMENT D'CN CORPS SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE,

13. Avant de rechercher les équations de ce mouvement, com~
mencons par le considérer en lni-méme, c’est-a-dire, indépendam-
damment des forces accélératrices qui le produisent.

Rapportons le solide & troisaxes Oux, Oy, Oz situés d'une manicre
quelconque dans lespace, et considérons trois autres axes reclangu-
laires Ox’, Oy’, Oz’ fixes dans le corps, mais mobiles avec lui.
O est supposé le point fixe.

Ona (n°7) entre les coordonnées x, y, z, &', ¥, 7, les relations
x=ax'+-by'—4-cz’, y=ad'x' by’ 4’7, s=d x40 A1)

ct entre les quantités a, o/, a".....

@ dr =1 ab-- a'b' 4 ad""=o
A= b4 b"r=1.....(2) act+ a4 dcd"=o0).....(3),
R Nl STl be 04 0"c"=o

auxquelles nous joignons les suivantes :

agd -+ bl - ¢’ = o

ad' 4 b0 4 ¢ =0 5.0 (4),

dd - U0 - = o
qui sont implicitement comprises dans les deux premiers groupes,
et dont nous aurons occasion de faire usage.

Les relations qui existent entre les quantités @, a’. ... ne laissent
que trois d’entre elles arbitraires, Aussi a-t-on coutume de les expri-
mer toutes en fonction de trois aulres quanuités indépendantes
entre elles.

La premiere est langle J que I'interscction des plans xy” et xy
forme avec laxe des .

La deuxieme est l'angle @, que I'axe des 2’ fail avec cette in-
tersection.

La troisitme cnfin, est I'angle § des deux plans ay et x'y".
On concolt en cflet que ces trois angles étant connus , la posi-
tion des lrois axes Ox’, Oy, Oz est enticrement déterminde.
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Ces valeurs de a, d, a’..... généralement connucs, sont

a ==cosb sin .l sino-cos.d cos@lh =cos £ sin.] cos@—cos¢~in ele ==sin b sin \L?
@' =cos f cos-L sing—sin L cos @|b’ ==cos { cos | cosp-f-sin-L sin o|¢’ =sinfcose - ‘ G-

a'=—sinfsing b'=—sinbcos p ¢"= cosh

14. Cela posc¢, puisqu’a chaque iustant le mobile change de
position par rapport aux axes des x, y, z, les quantités a, &, o”
dolvent étre regardées comme des fonctions du tems. 11 en est de
méme des coordonnées x, ), 5 qui sont dailleurs variables dun
point & un autre du corps. Quant aux coordonndes &', y', =/, elles
varient d'un point & un autre du corps, mais clles sont constantes
pour un méme point, pendant toute la durée du mouvement.

Si donc on différentie les équations (1) par rapport au tems, on
doit regarder x’, ', 5 comme constantes, et on a

dx ,du , db s de
i i aV A e e
dy _ _,da Ldy de! .
o= gty T g ) (6),
dz ,da’ ¥ (Z b de’

P RV T R
Or les quantités 9, Y 7% expriment les composantes de la vi-
! dt? dt? dt xp It

tesse, paralleles aux axes Ox, Oy, Os. Ainsi en égalant A zéro leurs
valcurs , les équations en &', 3/, 5" que I'on obtiendra, exprimeront
la position par rapport aux axes Ox’, Oy’, Oz, des points dout la
vitesse est nulle & chaque 1nstant. En posant

cdb = Al + Sdb' = pde

cda == 'dd + fdd” = —qdt .....(7),

bida d=Dda’ S-0"dd” —  wdr
ctayant égard aux diffiérentielles des équations (2) et (5), on trouve,
toute réduction faite,

Py —qgx’=0, rd—pi=o0, g'—ry=o0.....(8)
La derni¢re équation est une conséquence des deux autres. Ces
équations prouvent que les points dont la vitesse est nulle & chaque

instant, sont situés sur unc drolte passant par Vorigine ; ensorte
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qu'a chaque instant le mobile peut étre regardé comme tournant
autour d’une droite qui passe par le point fixe.

Cet axe variant en général d’'un instant a lautre, on le nomme
«xe instantanee de rotation.

Toutes les fois que p, ¢, r seront des quantités constantes, 'axe
instantanée passera constamment par les mémes points du mobile; les
vitesses de ces points seront donc nulles par rapport aux axes
Ox, Oy, Oz. Ainsi l'axe sera a-la-fois une droite fixe dans le
mobile et dans I'espace, ensorte que le corps tournera autour de
cctte droite pendant toute la durée du mouvement.

Laposition del’axe instantanée, par rapportaux axes Ox’,0y’, 05’y
est encore déterminée par les formules

cos [0x' = —=—=L—o—, cosIOy'= =, eosIOz.b--——-—- (9)s

P q
Votg+r 74

OlI représentant cet axe.

15. On peut déterminer facilement la vitesse angulaire autour
de I'axe instantanée, en fonclion des quantités p , ¢, 7.

Mais avant, il est bon d’élablir de nouvelles formules qui nous
seront trés-utiles.

En combinant les équations (7) avec les différentielles des équa-
tions (2), on exprimera da, da’..... au moyen de p, ¢, r. On
trouve , tout caleul fait,
da=(br—cq)dt, db=(cp—ar)dt, dc=—(ag—bp )dl?
dd=(lr—c'q)dt , db/=(p—ar)de, dd'=(adq—bp)dt)(10).
dd’=(0"r—"q)dt , db'=(p—d'r)dt, d'=(a"q—b"p )a’t{

11 suflit pour obtenir la valeur de da , de multiplier les équations

ada 4-ddd 4 d'dd" = o,

bda—-b'dd - V'da" = rdt,

cda - dda - 'dd’ = — q¢dt,
respectivement par a4, b, ¢, de les ajouter, et d'avoir égard aux
équations (4).
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On voit asscz ce quil faudrait faire pour obtenir les valeurs de
da, ddydb, db ... ..

Les dquations (10) donnent encore éviderament

pda-gdb~-rde=o0, pdd'+-qdl/4-rd’=o0, pdd’+-qdl"+-rd=o0...(11).

Cela posé, en considérant un point du corps dont les coor-
donndes paralltles aux axes Ox’, Oy, O3 solent a’==o0,)'=o,

IR

‘=1, on a pour la vilesse absolue de ce point ,

VO )+ = LT [y s st ),

et par consequent Vp* 4 ¢* [daprés les formules (10).
La vitesse angulaire sera donc
Vgt sin 107, ou Vpia¢*: _Virte [ voyez les form. (0],
V pPtg
[ s e
ou cufin , Vo gr -

16. Cherchons encore en fouction de p, ¢, r, les vitesses ct
les forces accélératrices des différens points , décomposées suivaut
les axes Ox, Oy', O3

dy dz

» 2+ -, sont les composantes des vitesses, paralitles

d’
Puisque —
aux axes Ox, Oy, Oz, les composantes paralleles aux axes

&’y Oy, O5' sont

dre dr ,dy d= dr iy . d=

zte m+ dz’ b FV Vs ey

a

-

On a de méme pour les composantes des forces accéléralrices
sulvant ccs axes,

ik dx , Ay d*z ' L diy s

it c AN Tl el

dr
R - + dr

(lt“

Mais les équations (6) donnent, en ayant égard aux dquations (10},
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% =a'(br—cq) 4y (cp— ar) +2'(ag—0bp)
ou (;_f = a (g—ry) + b (ra'—pz) +c (pp'—9%)

Y = (g5 ry’) + ¥ (ra'—pz') =+ & (' — )

% = (g )+ B — )+ Sy g2

d’ou U'on déduit

v e

(l"'J: N 3 r ; 5
= (&'dg-y'dr)4-b (2'dr- 2'dp)+-c (y'dp-z'dq) +(qz"-ry)da -+(rx’-pz)db +4(py'~qa’)de
d-}

Egg:a'( ........ Y4B (e N GUUURE WF U v: 7 S G YA 4(. . . .

(lnz 1 U U - w "

dﬁ:q( ........ I =2 G ) =2l G T (R L = G - [ ¢

Substituant ccs valeurs dans les expressions ci-dessus, et ayant
égard aux équations des groupes (2), (3) et (7), il vient

’ vant v’ -’ U /
gz —ry', rx’—ps, pyi—gqgx’..... (12)
pour les composantes des vitesses.

Et en appelant p’, ¢, 7' les composantes des forces accélératrices
pdit =z'dyg—y'dr 4+ ( py'— q2’) qdt — (rx’é pz') rdr;
gdt = x'dr—z'dy ~+ ( g5’ —ry’) rdt — (py'—qx)pdty. . ... (13).
rdt=y'dp—x'dy 4 (ra'— pz') pdt — (g2’ —ry") (/dtg

Il est 2 remarquer que les expressions (12) qui sont nulles pour
tous les points du corps situés sur l'axe instantanée de rotation ,

sont pour un autre point les expressions des eomposantes de sa
vitesse, paralleles aux axes Ox’, Oy, O7.

17. Nous terminerons ces préliminaires par la recherche en
fonction des mémes quantités p, ¢, r de la position du plun
principal des momens, par rapport aux axes mobiles.

On appelle ainsi un plan passant par l'origine, et pour lequel,

€n
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en considcrant les quantités de mouvement dont les différens points
du mobile sont animés, la somme des momens de leurs compo-
santes paralléles a ce plan et projetées sur ce plan, est la plus
grande possible.

Ou sait que pour des forces quelconques P, P'.... en appelant
Om la perpendiculaire 2 ce plan; sa position par rapport 2 des
axes Ox, Oy, Oz est déterminée par les formules

_—_L — o, COS Mo _"'*J”“'— COS moixr = il
VI’ TEY ? 7

dans lesquelles on a

cosSmos=—

L=P(ycosa—xcos€)+4...; M=P(xcosy—zcosa)=t...;
N=P (zcos6—ycosy)d....

Mais dans le cas que nous considérons , x, , z doivent étre rem-

2 I Y S PR -
placés par x', 3, 2’; Pcos &, P cos &, P cos y, par (gz'—ry") dm,
(ra’ —pz'Ydm, ( py’— gx’)dm; on aura donc

L= 8.[(¢e" —ry") y'dm — (re’'— pz’ ) x'dm]

M= S.[(py—qx)x'dn— gz’ — ry’") Z'dm]

N =3S8.[(ra' —pz') e'dm— (py’ — gx') y'dm],
ou réduisant ,

L=qS . y2'dn~-pS.x'z'dn—rS.(x"*4-y"*) dm
M =pS.xy'dm~+ rS.y'ddn—qS.(x"+5") dm
N = rS.x'ddm g5 . x'y'dm—pS.(y*~+ ) dm,

S désignant des intégrales prises par rapport a &', ', 2’ et a I'élé~
ment dn, et étendues a la masse entiere du corps. Ces valeurs se
simplifient beaucoup en prenant pour les axes coordonnés, les
trois axes principaux qui se coupent au point O, puisqu’alors les
intégrales S.x'y'dm, S.x's’dm et S.y’z'dm sont nulles.

En représentant tonjours par 4, B, C les trois momens d'incrtie
principaux, elles deviennent

L=—Cry, M=~—Bg, N=— dp.

Alnsi la position du plan principal des momens, par rapport aux.
D
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axes Ox’, Oy’, Oz’ est donnée par les formules
— Cr -

€0S moy’ = — ‘/*Bq____, ceeee(14).

Ap
v

Cos mox’ ==

COs Moz’ == ==
On a encore

€08 1102 == €08 &’0x COS Mox’} 08 ox cos moy'-cos z'ox cos moz’
= d cos mox’-b cos moy’~}~ ¢ cos moz’.
d’ou l'on conclut encore
— (Apa <+ Bgb 4 Crc) )
VA By O
On trouverait de méme
—(Apa'+ Bgb+ Cre') >oora (15},

COS mox ==

€OSs moy ==

-—(Apa”-*_ qull+ CTC”)

COS moz =

J
formules qui donnent la position du plan principal des momens

par rapport aux axes fixes.
Le dénominateur de chacune des expressions précédentes, ou

A p-Bg* - Cr*, est ce que lon appelle le moment prin-
cipal , puisque cest la valeur de \/L*~- M~ N>

18. Passons maintenant 2 la recherche des équations du mouve-
ment, en supposant que des forces accélératrices données agissent
sur tous les points du mobile.

Quelles que soient les forces accélératrices qui agissent sur 1'élé-
ment dm, on peut les réduire & trois forees X', ¥’, Z’ dirigées pa-~
rallelement aux axes mobiles Ox’, Oy, Oz'.

Cela posé, si le point matériel devenait libre, ces forces augmen-
teraient les vitesses paralleles & ces axes des quantités X'dt, Y'de, Z'dt;
mais en vertu de la liaison des points matériels, la force accéléra-
trice de ce point a pour composantes dans le sens de ces axes, les
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quantités p’, ¢’y r' du n® 16; et les augmentations de vitesse qui
ont réellement lieu, sont p'dz, ¢'dt, r'dt. Ainsi les vitesses perdues
ou gaguées sont (X'—p')dt, (Y'—q')dt, (Z'—/")de.

Mais d'apres le principe de D’Alembert, i doit y avoir équilibre
dans un systeme de forme invariable entre les quantités de mouvement
perdues ou gagnees.

En appliquant ce principe et se rappelant les trois équations
d’équilibre d’'un systeme de points matériels autour d'un point fixe,
on a pour les gquations du mouvement

S. [y (X'—p") dmdt — x'(Y'— ¢") dmdt] = o
S.[2(Z'— ) dmde — &/ (X'—p') dndl] = o
S.[(Y'—q )dndt—y'(Z'— 1 ) dmdt] =0
ou posant, pour plus de simplicité,
[[V:S(x' Y '——]'X’)(lm, N ':S(z'X'——x'Z’)dm, '—S( J"Z 'Y v)dm]
S.(x'qg'dt — y'p'dt) dm = Nde¢
S.(Zp'dt — x'vde) dm = N'de
S.(yrde —zZgdt)dm = N'de

Comme en remplacant p, ¢, /¥ par leurs valeurs (n°16), les
premiers membres renfermeraientles intégrales §. x’y'dm, S.y'z'dm,
§.y'7dm, il est avantageux de prendre les axes principaux pour
les axes Ox’; Oy’, O/, et alors en observant que 'on a
S.(y+z)dn=4, S.(x"4*dn=B, S.(x"+y*)dn=C;
d'ol I'on déduit
S.(x*-y)dn=B—4, §.(z"*—x*)dm=A—C, S.(y"*—a'")=C—B.
Les équations précédentes deviennent, toute réduction faite,

Cdr -+ (B —4) pgdt = Ndt 2
Bdg 4+ (A4 —C) prdt = N'dt
Adp+ (C— B) grdt = N'de |

19. Pour concevoir I'vsage de ces formules, il faut se rappcler

que Von a d'apres les équations des groupes (3) ct (7),
pdt=—bde —b'dc’'— b'lc", qdt= adc—H-ddc'+ d'd”,
rdt = bda - 'dd 4 0"dd". b
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Substituant dans ces équations, a la place de @, a’..7 , leurs valeurs
(5) en fonction de <}, ¢ et 8, il vient

pdt = sin @ sin 84y — cos @db}
gdt = cos @ sin 8d} - sin @dBY.....(17).
rdt = dp — cos §d

Observons maintenant que les forces X', ¥’, Z’, et par conséquent
N, V', N" dépendent e général de la direction des axes Ox’,0y", 0%
ou des angles L, @ et 8; et ces fonctions doivent étrc regardées
comme données dans chaque cas particulier.

Ainsi le probleme du mouvement de rotation qui nous occupe,
conduit a six ¢quations différentielles du premier ordre entre p,
g, 7,1, 0, 0et le temps ¢.

Oun pourrait éliminer p, g, r, et on obtiendrait trois équations
différentielles du second ordre entre 4, ¢ et & qui donncraient
chaque 1ustant la position des trois axes principaux dans l'espace,
et par suile la position du mobile. Mais il est plus commode de
considérer les six équations (16) et (17).

Cas particuliers.

20. Prenons pour application le cas o la pesantenr est la seule
force accélératrice qui agisse sur les différens points du mobile.
En supposant I'axe Oz verlical, et désignant par g la pesanteur; par
a, €, 3 les coordonnées du centre de gravité, et par A la masse
dw corps, on a
XN=gd', V'=gl",Z'=gc", S.x'dm="Ma, Sy’ dn=2»M¢€ , §.5'dn=NMy,
d'ou
N=(ab'—Eu")gMdt, N'=(ya"—ac")gMdt, N'=(€c"—"\gMds.
Ainsi les trois équations (16) deviennent

Cdr+- (B — A4) pgdt = (2" — €a" ) gMdt¢
Bdg— (4 — C) prdt = (ypa"— ac” ) gMde
Adg+4-(C —B) qrdt = (€ —90") ghlde.
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Ces dernieres équations peuvent élre intégrées facilement dans
deux hypotheses ;

1°. Lorsque le point fixe est le centre de gravité du corps.

2°. Lorsque le corps est mis en mouvement cn vertu d'une impul-
sion primilive, et quaucune force accélératrice n'agit sur lui.

Dans le premier cas on a e==0; €==0; 3 =0; dans le second,
g==0; et comme les seconds membres des équalions précedentes
deviennent nuls d’apres l'une ou lautre de ces hypotheses, il
s'ensuit qu'elles rentrent 'une dans Pautre quant aux caleuls.

Nous considérerons en particulier la dernicre.

Les équations se réduisent alors a

Cdr 4+ (B—4) pqdt

=o0
Bdg - (A —C)prdt =0 coeea(18).
Adp 4+ (C — B) grdt = o

On tire de ces équations en les mullipliant par r, ¢, p, et les
ajoutant,

Crdr -+ Bqdg 4 4pdy = o,

Ap*~ By Cre = I~
En les multipliant de nouveaun par Cr, By, 4p, et les ajoutant,
on en déduit encore

d’olt intégrant

Cirdr-f- B*qdg - A*pdp = o,
d’oltu intégrant
A+ B>+ Cr2 = K*;
les constantes 7* et A* sont essenticllement positives d'apres la
nature des deux premicrs membres.
Ces intégrales donnent

Roem Bl (B — C) Cr*

pt= A(A—5) ]
. ke Al (4—C) O
7= 58 —4)
ceee(19)

d'o en substitnant dans la 17 des équations (18),

VAR . Cdr

dt = —=
V=D (8 —C) G . Tdli—k - (C=—H) (i1

7
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Cette derniere équation donnera ¢ en fonction de r et réci-
proquement, d’ou 'on conclura ensuite les valeurs de p et g.

21. Les équations (18) combinées avec les équations (10) donnent
lieu & de nouvelles intégrales, qui font connaitre une propriété
remarquable du plan principal des momens.

En multipliant les équations (18) parc, &, 4, les ajoutant et ayant
égard aux valeurs da, db, dc, il en résulte

Cd.re+Bd.gb+Ad.pa=—=o, ouintégrant, Crc--Bgb -+ Apa=1
C'ré+ Bgb' +dpa'=1

on conclut par analogie............... {Crc"+ Bab 4 Apa'— 1"

La troisieme équation n’est pas une intégrale distincte des deux
autres; car en faisant leurs carrés et ayant €gard aux relations
des groupes (2) et (3), il vient C*r*—-B*¢* - A°p* =11~ 1",
€quation qui rentre dans la seconde des intégrales du n® précé-
dent, et qui donne entre les quatre constantes arbitraires , 7,0, &
la relation :

Lo U e,

En comparant les intégrales que I'on vient de trouver aux for-
mules (15), on trouve pour la position du plan principal des
momens , par rapport aux axes Ox, Oy, Oz :

A
cos mOx —— -

l’ Zﬂ
7> €0s mOy =—r, cos mOz=— 7.

k

Comme ces valeurs sont constantes, il en résulte que la perpen-
diculaire Om, et par conséquent le plan principal des momens reste
Jixe dans Uespace pendant le mouvement du corps solide autour
du point fixe. Quant i la position de ce plan par rapport aux axes
principaux, on peut I'obtenir i chaque instant au moyen des for-
mules (14) dans lesquelles p, ¢, r doivent éire regardées comme
connues , d’apres les équations (1g).

22. Si dans les trois derniéres intégrales trouvées , on substi-
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tuait pour a, b, ¢.... leurs valeurs en fonction de <} , petf, on
aurait trois équations entre ¢, , 8, p, ¢, r qui seraient des inté-
grales des équations (17); mais comme ces intégrales n’équivau-
draient qu’a deux réellement distinctes, il en reste encore une a
trouver.

Pour y parvenir, observons que puisque le plan principal des
momens est fixe, on peut le prendre pour le plan des xy, auquel
cas la perpendiculaire Om se confand avec I'axe des .

On a alors
cos mox’ = ¢os zox’==a", cos moy’'=0", cosmos’=¢c",

et les formules (14) deviennent, en ayant égard a I'une des inté-
grales du n° 40,
” Ap

(2 A=———i

Bqg Cr
% V=—7s d=— 1

ou, mettant pour a’, 5", ¢" leurs valeurs en ¢, et 0,

Bq

sianin(p:A-Tp, sin 8 cos @ ="

équations qui s’accordent entre elles d’aprés la relation

K’:/jﬂl)‘ +Ba(]n+ Cn 3
D’un autre coté, si U'on élimine df entre les deux premicres équa-
tions du groupe (17), et quon ait égard aux équations précc-
dentes et a lintégraledp* 4+ By*+- Cr*==F*, on trouve

hP—Cr2
d’\l« — m Atlt 2

ou substituant pour df sa valeur précédemment trouvée, on a enfin
dl =jrdr, équation qui, intégrée par la méthode des quadratares,
doanera . en fonction de r, et par conséquent en fonction de ¢.

25. En récapitulant tout ce qui vient d'étre dit, on voit que la
solution compléte du probleme particulier que nous nous sommes
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proposés de traiter, est comprise dans les équations
dt= Frdr, Ap*+B*¢*~+ Cr*=k*, Ap>4- By—4-Cr*=h*

Cro . Bq . . Ap

Ay=frdr, cos@=——, sinfcosp=", ou sinbsing="F.
Quant aux constantes arbitraires 2 et &, et a celles qui doivent
provenir de lintégration des deux équations dié= Frdr , et

d|' = frdr, leurs valeurs dépendent essenticllement des conditions
mitiales du mouvement.

FIN.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



PROGRAMMIC
DE LA THESE DE MECANIQUE.

Des momens d’inertie et des axes principau.

1. EQUATIONS du mouvement d'un corps solide autour d'un axe
fixe, lorsque ce corps est mis en mouvement en vertu d'une
impulsion primitive, et lorsqu’il est sollicité par des forces
accélératrices quelconques.

2. Ge que l'on appelle moment d'inertie d’'un corps par rapport &
un axe. De quelle nature est ce probleme : délerminer le
moment d'inertie d’'un corps par rapport i un axe quel¢onque?

5. Formules au moyen desquelles, connaissant les momens d'inertie
d'un corps par rapport a certains axes, on peut obtenir le
moment d’inertie relatif & un axe quelconque. Ce que l'on
appelle axes principaux d'un corps ¢t momens dineriic prin-
clpaux.

4. Prouver que le plus grand et le plus petit des momeus d'inertie
d’'un corps, par rapport a trois axes principaux, sont aussi le
plus grand et le plus petit de tous les momens d’inertie relatifs
aux axes passant par le méme point, et que le plus petit de ious
les momens d'inertie est celut qui correspond a I'un des trois
axes principaux mends par le centre de gravité.

5. Dans un corps solide quelconque, il existe tovjours un systeme
d’axes principaux passant par un point donné.

6. Cas particuliers o le nombre des systemes d'axes prucipaux pas-
sant par un méme point est infini. Tous ces systémes ont, cn
géuéral, un axe commun. Déterminer la nature du solide pour
lequel ces circonstances ont lieu.

7. Propriétés qui ont fait donner a ces axes le nom d'axes princi-
paux de rotalion. Mouvement d’un corps solide wutour de l'un

K
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des trois axes principaux passant par le centre de gravité ou
par un point quelconque du solide.

Mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe.

Pour déterminer facilement les équations du mouvement d'un corps solide
autour d'un point fixe, on congoit le corps rapperté a trois axes rectangulaires
fixes dans I'espace et qui se coupent en ce point; puis, par la méme origine,
on imagine trois autres axes, fixes dans le corps, mais mobiles avec lui.

8. Détermination des points dont la vitesse est nulle & chaque instant,
Yquation de 'axe instantanée de rotalion. Cas particuliers ou
cette droite devient un axe fixe dans le mobile et dans P'espace.

9. Déterminer la vitesse angulaire dont le mobile est animé a chaque
instant, autour de 'axe instantanée de rotation,

10. Expressions de la vitesse et de la force accélératrice d'un point
quelconque décomposées parallelement aux axes mobiles.

11. Déterminer la position du plan principal des momens par rap-
port aux trois axes mobiles et par rapport aux trois axes fixes.

12. Equations du mouvement d'un corps sclide autour d'un point
fixe lorsqu’il est sollicité par des forces accélératrices données,
Nombre des éguations absolument nécessaires.

13. Cas ou la pesanteur est la seule force accélératrice qui agisse sur
le mobile. Formules générales qui conviennent a ce cas.

1. Cas parliculiers, 1°. oli, la pesanteur agissant seule , le mobile
est assujcti a tourner antour du centre de gravité supposé fixe;
2°. ou le corps tourne autour d’'un point quelconque en vertu
d'une impulsion primitive. Ces deux cas rentrent I'un dans
Vautre quant aux calculs.

15. Intégration des équations du mouvement dans le dernier de ces
cas. Prouver que le plan principal des momens est invariable
pendant le mouvement. Formules qui donnent la solution com-
plete de ce dernier cas.

Vu et approuvé,
Le doyen de la Faculté des Sciences,

LACROIX.
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PROGRAMME
DE LA THESE D’ASTRONOMIE.

On a pris pour sujet la théorie du mouvement ellip-
tique des planétes, suivie du principe de la gravitation
universelle , et de son application 4 la détermination des
masses de quelques planétes.

- -

LOIS DE KLPLER.
Conséquences que lUon en deduit,

. LE s planétes se meuvent dans des courbes planes, et leursrayous
vecteurs décrivent autour du centre du soleil des aires propor-

tionnelles au tems.
2. Les orbites des planttes sont des ellipses dont le soleil occupe un

foyer.
. Les carrés des tems des révolutions des planétes autour du soleil

sont entre eux comme les cubes des grands axes de leurs

-t

(83 ]

orbites.
4. Les deux premiereslois étant admises comme lois d’observation,

les principes de la mécanique démontrent que la force accélé-
ratrice qui retient une planéte daus son orbite, est dirigée vers
le centre du soleil, et que son intensité est en raison inverse du
carré de la distance de l'astre au soleil,
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5. 11 résulte de la troisieme loi que Vintensité de la force accéléra=
trice a l'unité de distance' est la-méme pour toutes les planetes.

PRINCIPE CENERAL DE LA GRAVITATION UNIVERSELLE.
Conséquences que F'on en déduit.

6. Toutes les molécules de la matiére s'attirent mutuellement en
raison directe des masses et inverse du carré des distances.

7. En admettant ce principe pour les planétes , c'est-a-dire, en les
considérant comme tournant autour du soleil en vertu d’unc
impulsion primitive et de leur attraction vers cet astre , déter-
miner la nature de la trajectoire décrite par la planéte. Cette
courbe peut étre une section conique quelconque.

8. Le genre de la trajectoire est déterminé par la grandeur de la
vitesse et la distance initiales; mais il est indépendant de la
direction de la vitesse : cette direction n’influc que sur les di=
mensions de l'orbite.

9. Déterminer, dans le cas du mouvement elliptique , la position de
I'astre 2 un instant quelconque du mouvement, c’est-a-dire,
trouver en fonction du tems I'expression de son rayon vecteur
et de sa longitude ou de son anomalie vraie.

10. Cas ou I'excentricité est tres-petite. Formule que T'on obticnt
dans ce cas. Ce que I'on appelle équation du centre.

11. Les masses des planctes sont en général trés-petites par rapport
a celle du soleil.

12. Déterminer les masses des planetes qui sont accompagnées d’un
satellite. Moyen particulier de déterminer la masse de la terre.-

Yu et approuvé,

-Le doyen de la Faculté des Sciences,

LACROIX.
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