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PREMIÈRE THÈSE. 

SUR LES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS 
DÉFINIES PAR 

LES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES. 

INTRODUCTION. 

Le problème de l'intégration des équations aux différences partielles 
a été abordé dès le siècle dernier par les géomètres; mais ce n'est qu'au 
commencement de ce siècle que Cauchy et Jacobi sont parvenus à ra
mener complètement l'intégration des équations aux dérivées partielles 
du premier ordre à celle des équations différentielles ordinaires. 

Toutefois la question n'était point épuisée, car ce dernier problème, 
l'intégration des équations aux différentielles ordinaires, était loin 
d'être résolu. L'existence même de l'intégrale n'était pas démontrée 
d'une manière rigoureuse. 

Cauchy aborde ce nouveau problème, et, dans le Tome XIV des 
Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences (p. 1020-1023), il 
imagine pour le résoudre un nouveau mode de calcul qu'il appelle calcul 
des limites, et il démontre que les équations différentielles ordinaires 
admettent une intégrale; il définit complètement cette intégrale, ou 
plutôt un élément de cette intégrale, en montrant qu'elle peut se 
représenter en général par une série ordonnée suivant les puissances 
croissantes de la variable et convergentes dans de certaines limites. 



C'est donc une intégration complète, mais qui ne nous fait pas con-
naître la valeur que prend la fonction cherchée quand on donne à cette 
variahle une valeur quelconque, mais seulement quand le module de 
celte variable reste plus petit qu'une quantité donnée. 

Dans le Tome XV des Comptes rendus des séances de l'Académie des 
Sciences, il applique les procédés du calcul des limites d'abord aux équa
tions linéaires aux différences partielles du premier ordre (p. 44-58), 
puis à un système quelconque d'équations aux différences partielles 
d'ordre quelconque ( p. 85-101 ). 11 recherche quelle est l'intégrale de ces 
équations qui est assujettie à se réduire, quand l'une des variables s'an
nule, a certaines fonctions données des autres variables indépendantes, et 
il démontre que cette intégrale peut encore, en général, se représenter 
par une série ordonnée suivant les puissances croissantes des variables. 

Enfin, dans le Tome XVI (p. 572), il recherche comment on devrait 
aborder le problème quand l'intégrale particulière que l'on éludie est 
assujettie à d'autres conditions qu'à celle de se réduire, quand l'une des 
variables s'annule, à certaines fonctions données des autres variables. 

Dans le cas le plus général, le problème qui nous occupe a donc été 
complètement résolu par Caucliy. 

Il a été depuis repris par deux géomètres. Dans une Thèse inaugurale, 
insérée dans le Tome 80 du Journal de Crelle (p. 1 et suivantes), Mme de 
Kowalewski a démontré de nouveau des théorèmes déjà trouvés par 
Cauchy; enfin M. Darboux en a inséré une démonstration nouvelle dans 
le Tome LXXX des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences 
(p. 101). Toutefois, il existe encore des cas où le théorème de Cauchy 
ne peut pas s'appliquer et où l'intégrale soit d'une équation différen
tielle ordinaire, soit d'une équation aux différences partielles, ne peut 
se représenter par une série convergente ordonnée suivant les puis
sances croissantes des variables. 

Pour les équations différentielles ordinaires, ces cas exceptionnels 
ont été étudiés par MM. Briot et Bouquet, dans un Mémoire intitulé 
Mémoire sur les fonctions définies par les équations différentielles et inséré 
dans le Tome XXXVI du Journal de l'École Polytechnique. 

Mon but, dans ce travail, est d'étudier de même, pour les équations 
aux différences partielles du premier ordre, les cas exceptionnels où le 
théorème de Caucliy ne s'applique plus. 



Ces cas sont de deux sortes : ou bien la difficulté provient, non de la 
forme même de l'équation proposée, mais de la manière dont est défi
nie l'intégrale particulière que l'on étudie; ou bien elle est due à la 
forme de l'équation proposée. De là la division naturelle de ce travail 
en deux Parties. La première est destinée à l'étude des exceptions de la 
première sorte et nous amènera à reconnaître que l'on peut obtenir 
l'expression implicite de l'intégrale en égalant à zéro certaines fonc
tions des variables de l'intégrale et de ses dérivées du premier ordre, 
et que ces fonctions peuvent se représenter par des séries ordonnées 
suivant les puissances croissantes de ces quantités. 

Dans la deuxième Partie, on étudie la seconde sorte de singularités; 
mais je n'ai pu arriver à des résultats que quand certains coefficients 
satisfont à certaines conditions de signe, et j'ai été obligé de laisser de 
côté les cas où ces conditions ne sont pas remplies. 

Avant d'aborder le problème qui est l'objet principal de ce Mémoire, 
j 'ai dû étudier, dans des lemmes préliminaires, quelques propriétés 
générales des fonctions, et, en particulier, rechercher ce qui se passe 
quand on nepeut plus appliquer les théorèmes de MM. Briot etBouquel, 
relatifs aux fonctions définies par des équalions dont le second membre 
est zéro, et le premier membre une série ordonnée suivant les puis
sances croissantes des variables et des fonctions cherchées. 

LEMMES PRÉLIMINAIRES. 

On sait qu'une fonction z de n variables x1, x2, ..., xn (ou plutôt 
un élément de cette fonction) est dite holomorphe en x1 — a1, x2 — a2. 
. . . , xn — an quand on peut la représenter dans une certaine étendue 
par une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes 
de x, — a1, x2 — a2, . .., xn — an (a1, a2, . . . , an étant des constantes 
données). 

Pour que cela ait lieu, il faut et il suffit que la fonction z reste 
finie, continue et monodrome quand les modules de x1 — a1, x2 — a2, 
... ,xn — an restent plus petits que certaines quantités données. 



Théorème de MM. Briot et Bouquet. 

MM. Briot et Bouquet ont démontré que, si p fonctions z1, z2, . . . , zt, 
de n variables x1, x2, ..., xn sont définies par p équations dont le 
second membre est zéro et les premiers membres sont p fonctions holo-
morphes en z1 — 3, z2 — 32, . . . , zp — fip, x, — a1, x2 — a2 xn — an 
(les a et les (3 étant des constantes), si ces p équations sont satisfaites 
quand on fait 

Zy — p , , Z2 ^ ^ | J ï t . . . , Zp ^ ^ Wpi X\ —- CC\ » Xi : — &•;, • • • j Xn — %u> 

si pour le même système de valeurs le déterminant fonctionnel des pre
miers membres des p équations par rapport aux p fonctions z n'est pas 
nul, les p fonctions z ainsi définies sont holomorphes en x1 — a1, 
x2 — a2, . . . , xn — an. 

Je ferai dans la suite un fréquent usage de ce théorème, et je m'en 
servirai en particulier pour démontrer les lemmes qui vont suivre. 

Définition. — Nous dirons qu'une fonction z de n variables x,, 
x2, . . . , xn est algébroïde de degré m en x, — a1, x2 — a2, ..., xn — an 

quand elle satisfera à une équation de la forme 

où Am_1, . . . , A1, A0 sont des séries ordonnées suivant les puissances 
croissantes de x1, —a1, x2— a2, . . . , xn — an, qui restent convergentes 
quand les modules de x1 — a1, x2 — a2, . . . , xn — an restent plus petits 
que certaines quantités données et qui s'annulent quand 

x i ^^ <y.\, oc-i ^^- c/.ïi • • • » oc',[ ~^ y . n . 

Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que 

a, = ; Xi — . . . — y.„ — [3 = o . 

Nous pouvons toujours le faire, car, si cela n'était pas, on ferait 

x, = / , -+- y.,, x-, =}\ -I- x., . . , xn—j-n -+- x,„ z = z, -h J, 

et avec ces nouvelles variables on serait ramené au cas où les a et fc 
sont nuls. 



LEMME I. — Si une fonction z est algébroïde de degré m en x1, x2, 
..., xn, et que l'on y remplace x1, x2, . . . , xn par des fonctions holo-
morphes en t s'annulant quand t = o, la fonction z est développable en 
une série convergente dans une certaine étendue et ordonnée suivant les 

i 

puissances croissantes de t1', p étant un nombre entier tel que 

En effet, reprenons l'équation 

Remplaçons dans cette équation 

OC I t i X l j . . . , OC H 

par certaines fonctions 

holomorphes en t et s'annulant avec cette variable. Les A deviendront 
des fonctions liolomorphes en t et s'annuleront pour t=0, puisqu'ils 
s'annulent pour 

OC | — OC3 — • • . — OCn — O » 

La fonction z devient ainsi une fonction de t susceptible de m valeurs. 
Quand on fera varier t de telle manière que le point qui représente 
sa valeur imaginaire sur un plan décrive un contour autour du 
point t = o, il y aura p de ces m valeurs qui se permuteront circu-

lairement comme les p valeurs de V. 11 est évident que, si l'on donne 
à z une de ces p valeurs comme valeur initiale et qu'on fasse décrire 

à t un chemin tel que V' revienne à sa valeur primitive, z reviendra 
aussi à sa valeur initiale. De plus, z conserve une valeur finie quand le 
module de t reste inférieur à une limite donnée, et, étant une fonction 

continue de t, est aussi une fonction continue de t1'. 
i 

Donc z est holomorphe en V', et il est d'ailleurs évident que 



Dans les deux lemmes qui vont suivre, on considérera une fonction z 
de n variables x1, x2, xn définie par une équation 

dont le premier membre o{z) est une série 

ordonnée suivant les puissances croissantes de z et dont les coeffi
cients A0, A1, . . . sont des fonctions holomorphes 

On supposera que, quand on fait dans les A 

x1=x2 = . . . = x 2 = o , 
on ait 

LEMME II. — Il existe m fonctions z qui satisfont à la définition pré
cédente et qui tendent vers zéro quand x1, x2. . . . , xn tendent vers zéro. 

En effet, soit ç«(z)| ce que devient ~f(2) quand on y fait 

lit [ - • t ' •» • » • - •*£m " • 

Si l'on représente les parties réelle et imaginaire de z par les coor
données d'un point dans un plan, on pourra toujours traeer dans ce 
plan un cercle C ayant pour centre le point z = o et dont le rayon R 
soit assez petit pour que ç 0(z) ne s'annule pas à l'intérieur de ce cercle, 
si ce n'est pour z = o. Ceci posé, il est évident que, si l'on prend l'in-
légale 

le long d'un cercle quelconque C1, concentrique à C et de rayon R, < R, 
cette intégrale sera égale à 2Î7:m. 

Soit maintenant ç / s ) ce que devient ç(z) quand on donne à x1. 
x2, xn certaines valeurs déterminées différentes de zéro. On peut 
toujours prendre les modules de ces valeurs déterminées assez petits 
pour que : 

1° ç, (z) diffère aussi peu qu'on veut de f0(z): 
2° p'j (z) diffère aussi peu qu'on veut de ç"0,(z): 

3° """'"' diffère aussi peu qu'on veut de — - ; 



4° Enfin pour que / / "_, dz prise le long du cercle C, diffère aussi 

peu qu'on veut de \ "' ~ dz prise le long du même cercle, c'est-

à-dire, puisque celle intégrale est toujours égale a 2iz multiplié par un 

nombre entier, pour qu'elle soit égale à iir.ru. 
Donc on peut toujours prendre les modules de x1. x2 xn, assez 

petits pour que p, ; ' ; ; s'annule m fois dans l'intérieur du cercle C 
quelque petit que soit le rayon de ce cercle. 

Donc il existe m fonctions z1, z2 zn de x1, x2, ......x., qui 
annulent la fonction s '• z et qui tendent vers zéro quand x1, x2 x, 
tendent vers zéro. C. Q. F. D. 

LEMME III. — Les m fonctions z1, z2 zn sont algébroïdes de degré 
m en x1,. x2 xn. 

En effet, les m fonctions z1,, z2 zm sont définies par les m équa
tions 

Je vais d'abord remplacer le système 1, par un autre système équi-
valent. A cet effet, je poserai 

Je poserai en outre 

iir.ru


Il est clair que le système 

2) B1 = o, B2 = o, .... Bm=o 

est équivalent au système (1). 
Les B sont symétriques par rapport à z1, z2, . . . , zm. De plus, ce 

sont des fonctions entières par rapport à ces variables. En effet, les 
dénominateurs f1(zi) ne contiennent que des facteurs de la forme 
si — zA et ne contiennent ces facteurs qu'à la première puissance. Donc 
les B seront égaux aux quotients de fonctions holomorphes en z1, 
z2, . . . , zm, x1 x2 xn par le produit de tous les facteurs tels que 
zi — zk. J'aurai donc démontré que les B sont eux-mêmes des fonctions 
holomorphes en z1, z2, . . . , zm, x1, x2, ..., xn si je fais voir qu'en les 
multipliant par zi — zk et faisant zi= zk on les annule. Or cela est évi
dent, car, les B étant symétriques par rapport à zi et à zk, B(zi — zk) 
change de signe quand on change zi en zk et zk en zi. Donc il s'annule 
quand zi = zk. Donc les B sont holomorphes en x1, x2, . . . . xn, en zi, 
z2, . . . . zm et symétriques par rapport à ces m dernières variables, 

Posons 

Ces m nouvelles variables s'annuleront en même temps que les z. 
De plus, on sait que tout polynôme entier symétrique par rapport 

aux z et de degré p est un polynôme entier en 

et en 

Donc les B seront des fonctions holomorphes en S1, S2 Sm, x1, 
x2, ..., xn * 



Les S sont donc définis en fonction des x par m équations dont le 
second membre est zéro et les premiers membres sont des fonctions 
holomorphes en S1, S2, . . . , Sm, x1, x2, ... , xn qui s'annulent quand 

O i — O 3 — • . • • - — Q/n ~ ^ OC\ OS 2 — • • • -—- OCn —- O, 

Donc, en vertu du théorème de MM. Briot et Bouquet, les S seront 
holomorphes en x1, x2, . . . , x n si le déterminant fonctionnel des B par 
rapport aux S ne s'annule pas quand 

Oi — Oj — • • — 0//j — - OC\ — Xi — . . . — JCH — O. 

Il faut donc calculer le déterminant fonctionnel des B par rapport 
aux S pour ce système de valeurs, et pour cela calculer, toujours pour 
les mêmes valeurs des variables, les dérivées partielles 

1° Si k<m — p + 1, 

En effet, si dans <p(z) on fait 

ç(z) devient 

De même on a, quand les x s'annulent, 

Le premier terme est homogène et de degré m — p + 1 par rapport 
aux z, le second homogène et de degré m — p + 2, etc. 

Donc, si l'on exprime maintenant les B en fonction des S, le premier 
terme de Bp dans le développement (3) donnera un terme en Sm_p+l 

et des termes formés par le produit de deux ou plusieurs des Sk tels que 
k < m — p +1, mais il ne donnera pas de terme en SK(K < m — p + 1) 
et indépendant des autres S. Les termes suivants du développement (3) 
n'en donneront pas davantage pour les mêmes raisons. 



Donc Bp, développé en fonction des S, ne contiendra pas de terme en SA. 
Donc 

Donc le déterminant fonctionnel des B par rapport aux S se réduit, 
au signe près, au produit des 

Il suffit donc, pour faire voir que le déterminant n'est pas nul, de 
montrer qu'aucune de ces dérivées partielles ne s'annule. 

Pour calculer-^—— > reportons-nous au développement (3) et cher-

chons d'où peut provenir, dans le développement de Bpen fonction des S, 
un terme en Sm_p+1. Il ne peut venir que du premier terme du déve
loppement (3), que nous appellerons pour abréger Tp, car les termes 
suivants de (3) sont homogènes par rapport aux z et de degré supé
rieur à m—p + 1. 

Il suffit donc de s'occuper des termes provenant de Tp: on a 

0 étant une fonction de S1, S2, . . . , Sm_p qui s'annule avec ces variables, 
et c'est ap qu'il s'agit de calculer. Comme ap est une constante indé
pendante des z, il suffira de calculer sa valeur en donnant aux z des 
valeurs quelconques, par exemple les racines de l'équation 

Tous les SA sont nuls, et Sm_p+1 = m —p + 1. Donc 

Or, on a 

cette intégrale étant prise le long d'un cercle de rayon suffisamment 
grand. En effet, le résidu de la fonction sous le s i g n e / par rapport à la 
racine v = zi est 



La somme des résidus de cette fonction est donc la somme de ces 

quantités, c'est-à-dire-•-• Or, dans le cas particulier où nous nous 
'•m 

sommes placés, 

Donc 

La première intégrale est nulle; en ce qui concerne la seconde, la 
fonction sous le signe / est développable (puisque le rayon du cercle 
le long duquel on prend l'intégrale est très grand) en série ordonnée 

suivant les puissances croissantes de - et dont le premier ternie est -• 

Ce premier terme donnera une intégrale iin, les autres une intégrale 
nulle. Donc 

Donc les ap ne sont pas nuls; donc le déterminant fonctionnel des B 
par rapport aux S ne l'est pas non plus; donc, les S sont des fonctions 
holomorphes en x1, x2, . . ., xn. 

Les m valeurs de z, à savoir z1, z2, .. ., zm, satisfont à une équation 

où les A' sont des polynômes entiers et symétriques par rapport à 
z1, z2, . . . , zm; ces polynômes sont donc aussi des polynômes entiers 
par rapport à S1, S2, . . . , Sm, et par conséquent des fonctions holo
morphes en x1, x2, . . . , xn. 

C'est dire que les m valeurs de z sont algébroïdes de degré m en 
X1, X2, . . , Xn. C. Q. F . D. 



La démonstration précédente suppose que l'équation 

© ( z ) = o 

n'a pas de racines multiples; mais il est facile de l'étendre à ce cas 
d'exception. 

Soient encore, en effet, 

et 

où z1, z2, . . . , zm représentent pour un instant des quantités quel
conques, et soit encore 

f(v) et fp(v) sont des polynômes entiers par rapport à v et aux S. 
Soit maintenant 

cette intégrale étant prise le long d'un cercle de rayon assez petit pour 
que o(v) soit convergent pour certaines valeurs des x et assez grand 
pour contenir les m racines de l'équation 

pour ces mêmes valeurs des x. 
Supposons, de plus, qu'on ne donne a z1, z2,..., zm que des valeurs 

dont les points représentatifs soient compris à l'intérieur de ce cercle. 
Cela est toujours possible. 
Celte intégrale est une fonction continue des S et des x, el l'on a vu 

que dans le cas où tous les z sont différents, c'est-à-dire où les S ne 
prennent pas certains systèmes particuliers de valeurs, cette intégrale 
se réduit à une fonction holomorphe des S et des x. Il en est donc 
encore de même dans le cas où les z cessent d'être tous différents. 

Pour exprimer que les z se réduisent aux m racines de l'équation 

en tenant compte de leur degré de multiplicité, il faut encore écrire 



que les Bp sont nuls, c'est-à-dire qu'il faut égaler à zéro les mêmes 
fonctions holomorphes des S et des x que dans le cas où il n'y a que 
des racines simples, c'est-à-dire que la démonstration précédente 
s'applique. 

COROLLAIRE I. — Si o est une fonction algébroïde en z, x1, x2, . . . . xn, 
telle, qu'une de ses valeurs s'annule quand on a à la fois 

mais qu'aucune de ses valeurs ne s'annule, quelque soit z, quand on a 
à la fois 

JC \ - — OC'i -— . > . — Xti — O j 

si z est défini en fonction des x par l'équation 

9 = 0, 

z est une fonction algébroïde en x1, x2, . . ., xn. 

En effet, la fonction o, étant algébroïde en z, x1, x2, . . , x n . est 
donnée par une équation 

où les A sont holomorphes en z, x1, x2, ..., xn. 
L'équation o — o est donc équivalente à l'équation 

A0 = o. 

Mais A0 est une fonction holomorphe en z, x1 xn qui s'annule 
quand toutes ces variables s'annulent, puisque <p s'annule dans ce cas, 
mais qui ne s'annule pas, quel que soit z, quand tous les x s'annulent, 
puisque o ne s'annule pas dans ce cas. 

Donc A0 contient un ou plusieurs termes contenant une puissance 
de z et indépendants des x. 

Si zm est celui de ces termes dont le degré est le moins élevé, on 
retombe sur le cas étudié dans le lemme précédent, et z est une fonc
tion algébroïde de degré m en x1, x2 xn. C. Q. F. D. 

COROLLAIRE II. — Si, dans une fonction holomorphe F en x1, x2, xn.. 
on substitue à la place de ces variables n fonctions v,, ï.,, . . ., z„ de pra-



riables nouvelles y1, y2, . . . , yp, algèbroïdes par rapport à y1, y2, . . . , y p 

et s'annulant avec ces variables, la fonction F devient une fonction algé-
broïde en y1, y2, . . . , yp. 

En effet, les fonctions <pt, ç;2 <?n sont respectivement susceptibles 
de m1, m2, ..., mn valeurs différentes. En substituant dans F un sys
tème quelconque de ces valeurs, on donne à cette fonction 

m1 m2 . . . m n = M valeurs différentes. 

Soient F1, F2, . . . , FM ces valeurs. Les fonctions 

sont holomorphes par rapport aux différentes valeurs de ç>i, ?2 ç„. 
De plus, elles sont symétriques par rapport aux différentes valeurs 
de G,, aux différentes valeurs de ç>2, etc. 

Donc, en appelant S1p la somme des pièmes puissances des diverses 
valeurs de ÇJ(, S2p la somme des pièmes puissances des diverses valeurs 

de cp2, les fonctions \ F* sont bolomorphes par rapport aux S, c'est-à-

dire (puisque les S sont bolomorphes par rapport aux y) holomorphes 
par rapport aux y. C'est dire que la fonction F elle-même est algé-
broïde en y1, y2, . . . , yp. c. Q. F. D. 

LEMME IV. — Si çjt, ç)2, . . ., op sont p fonctions holomorphes en 
z1, z2, .... zp, x1, x2 xn, si ces fonctions s'annulent quand un 
annule tous les z et tous les x, si les équations 

restent distinctes quand on annule tous les x, si l'on définit les z en fonc
tion des x par les équations 

les p fonctions ainsi définies sont algébroïdes. 



En effet, supposons p= a pour fixer les idées; z1 et z2 sonl alors 
définis par les équations 

=>, et ?2 ne peuvent s'annuler identiquement tous deux quand on fait 

car alors les équations 

cesseraient d'être distinctes quand on annulerait tous les x et se rédui
raient toutes deux à 

Z2= O. 

Supposons que ce soit 9, qui ne s'annule pas identiquement quand 

z. Xi —- x-, =. . . --.- x„ = o ; 

on pourra (Lemme III et Corollaire I) tirer de 

z1 en fonction algébroïde. de z2,x1, x2,. . . . , xn. 
Substituons cette valeur de z1 dans o2: celle fonction deviendra 

algébroïde en z1,x1,x2, . . ., xn (voir Lemme III, Corollaire II. L'équa-
tion 

a donc un premier membre algébroïde en z2, x1, x2, . .., xn et qui s'an
nule avec ces variables. De plus, ç2 ne s'annule pas, quel que soit z2, 
quand x1, x2, . . . , xn s'annulent. Ce serait dire que les équations 

cessent d'être distinctes quand les x sont nuls. Donc z2 est défini par 
l'équation ç 2 = o en fonction algébroïde de x1, x2, . .., xn. Il en est 
de même de z1, puisque rien ne le distingue de z2. 

Le lemme est donc démontré. 

Remarque. — On remarquera que dans le lemme précédent on est 



obligé de faire une restriction, puisque l'on suppose que les équations 

restent distinctes quand les x s'annulent. 
Les deux lemmes qui vont suivre ont pour but d'examiner ce qui se 

passe quand cette condition de restriction n'est pas satisfaite. 

LEMME V. — Si une fonction z est définie en fonction de x,, x.,, . . , 
xn par une équation 

dont le premier membre est une fonction holomorphe 
s'annulant avec ces variables, on peut exprimer z, x1, x2, . . ., xn par des 
fonctions algébroïdes de n variables auxiliaires f/.,, p.2, . . . , u.„ s'annu
lant avec ces variables. 

En effet, toutes les dérivées partielles de <p ne sont pas nulles, sans 
quoi cette fonction serait identiquement nulle. Supposons que toutes 
les dérivées partielles d'ordre m ne soient pas nulles, mais que toutes 
les dérivées d'ordre inférieur à m le soient. 

Si parmi ces dérivées d'ordre m qui ne s'annulent pas se trouve 

7 -^ ' par exemple, on pourra exprimer x1 en fonction algébroïde de z, 

X-2, x3 , ... , Xn. 

X1 = ^ JT ^ Z, X-iy X^y • . . , Xlt ] , 

et alors il suffira de poser 

pour satisfaire à l'énoncé du lemme. 
Si l'on a, au contraire, 

on posera 
z = A, r, + l,y, -!-... + Xy„ -(- 1,,+ y,,^ 
x, = a,,,J, H- oc,,,)\ -t- . . . -4- «,,„+, v„+i, 

••• * , 
x„ = a„,,y, -f- «„,»j= • + - . . . + «„,„+, / , „ . , . 



On pourra toujours choisir les ) et les a de telle sorte que leur déter
minant ne soit pas nul et qu'après la substitution 

On aura alors yn+1en fonction algébroïde de y1, v2 yn. 

et il suffira encore de poser 

pour satisfaire à l'énoncé du lemme. 

Remarque. — Il faut remarquer que cette nouvelle manière de défi-
nir la fonction z ne nous en fait connaître qu'un élément plus restreint 
que ceux que les lemmes III et IV nous permettaient d'étudier. Des 
fonctions algébroïdes définies par ces lemmes nous connaissions un 
élément limité par ces conditions que les modules de x1, x2, . . . . xn 
restent respectivement plus petits que certaines quantités données. 

Les éléments définis par le lemme Y seront restreints encore par 
d'autres conditions, par exemple que, les modules des x restant plus 

petits que certaines quantités données, les modules de : V—, . . - . ' - -

soient eux-mêmes plus petits que certaines quantités données. 

LEMME VI. — Si p fonctions z1, z 2 , . . . , z p de n variables x1, x2, . . . 
xn sont définies par p équations 



dont les premiers membres sont des fonctions holomorphes en z1, z2, . . ., 
zp, x1, x2, ... , xn et s'annulant avec ces variables, les fonctions z1,z2, .... 
zp, et les variables anciennes x1, x2, . . . ,xn peuvent s'exprimer par des 

fonctions algébroïdes de n nouvelles variables convenablement choisies 
u.,, p.2, . . . , an et qui s'annulent avec ces nouvelles variables. 

En effet, supposons p = 2, pour fixer les idées; z, et z2 sont alors 
définis par les équations 

En vertu du lemme V, on peut tirer de 91 = o les z et les x en fonc
tions algébroïdes par rapport à n + 1 nouvelles variables que nous 
appellerons v1,v2, . . . , vn+1 et s'annulant avec ces variables. Substi
tuons ces valeurs dans ç>,; cette fonction deviendra une fonction algé-
broïde de v1, v2, . . . , vn+1 (Lemme III, Corollaire II). 

On a donc 

où les A sont holomorphes en v1, v2, . . . , vn, vn+1. Donc, égaler 9, à 
zéro, c'est égaler A0 à zéro. 

Or, en vertu du lemme V, on peut tirer de 

A0 = o 

v1, v2, . . . , vn+1 en fonctions algébroïdes de n variables nouvelles /J.,, 
UU,..., fji„ et s'annulant avec ces variables. 

Donc, les z et les x étant des fonctions algébroïdes des v, qui sont 
des fonctions algébroïdes des y., sont des fonctions algébroïdes des p.. 
De plus, z et les x, s'annulant quand on annule les v,qui eux-mêmes 
s'annulent quand les \J. sont égaux à zéro, se réduisent à zéro quand 
on fait 

(*-\ = f - i = • • • = , " - . = O . C . Q . F . D. 

Remarque. — La remarque relative au lemme V s'applique également 
au lemme VI. 

Généralités. 

Nous nous proposons d'étudier les propriétés d'une fonction 2 de 
n variables x1, x2, . . . . xn, qui est liée à ses dérivées partielles du pre-



mier ordre, que nous appellerons 

par une relation de la forme 

F (z, x 1 , x 2 . . . ,xn , p1,p2, . . ., pn — o. 

Nous supposerons, pour simplifier, que F est un polynôme entier par 
rapport à z, aux p et aux x, et nous poserons, conformément à l'usage. 

Nous nous bornerons, comme l'a fait Cauchy, à étudier un élément 
de la fonction z, c'est-à-dire la série des valeurs que prend cette fonc
tion quand on donne à x1, x2, . . . . xn des séries de valeurs telles que, si 

a, , ce,, . . . , a„ 

sont des constantes imaginaires données, 

des constantes réelles et positives, les modules de x1 — a1,x2—z2.., 
xn — an restent plus petits respectivement que /3,, fi.2, . ., /•;„. 

On pourra toujours supposer que 

a, = a-.. = . . . 2/,— o 

car, si cela n'était pas, on poserait 

.r,— y, - - a,, x,—-y;-{-x,, . . , x„-=y„-- ?„< 

et avec ces nouvelles variables on serait ramené au cas où les a sont 
nuls. 

De même on supposera toujours que la valeur que prend la fonc
tion z quand les x s'annulent est zéro, car, si cela n'était pas, si par 
exemple z prenait alors une valeur finie /3, on poserait 



si z prenait une valeur infinie, on poserait 

et de toutc façon on serait ramené au cas où z s'annule avec les x. 
Il pourra arriver qu'on soit obligé d'étudier un élément de fonction 

plus restreint encore, comme on a vu que cela avait lieu, par exemple, 
dans les cas où s'applique le lemme V (voir la Remarque). 

L'étude que nous nous proposons de faire de l'équation 

F = o 

comprend la résolution de trois problèmes. 

PROBLÈME I. 

Rechercher quelles sont les intégrales z de l'équation F = o qui sont 
holomorphes en x1, x2, ..., xn. 

PROBLÈME II. 

Intégrer les équations différentielles 

(4) 

1 ° Sous la forme 

où les K sont des constantes arbitraires, les tp des fonctions connues de z, 
des x et des p ; 

2° Sous la forme 

(6) 

où les ù sont des fonctions connues de xn et de 2n constantes arbitraires. 

PROBLÈME III. 

Rechercher quelle est l'intégrale 



qui satisfait à l'équation F = o et qui se réduit identiquement à une fonc
tion holomorphe donnée en x1, x2, . . . , xn 

p ,^X ly Xz . . - , X„ j 

quand une autre fonction holomorphe donnée en x1, x2, ..., xn 

0 i ' i , x,, . . . , x„ '• 

est égale à zéro. 

Le problème peut encore s'énoncer d'une autre manière. 
En effet, les deux équations 

z — p = o, 0 — o 

nous permettent, en vertu du lemme VI, d'exprimer z, x1, x2, .. ., xn 
en fonctions algébroïdes de n — 1 variables auxiliaires p.,, a.,, . . . , ;J.„..,. 

ces fonctions s'annulant avec ces nouvelles variables, soit 

z = :J, [y.,, y.,, . . . , u„_, i , 

x, — 5, y.,, y.-,, . . . , //„_,), 

> 

x n — Jn ^ y - i j y-? > • • • » /^-/j i . • 

Le problème III s'énonce alors : 

Trouver une intégrale de l'équation F = o qui se réduise identiquement 
à fi, quand on y remplace respectivement x1,x2 xn par 0,, 0.,, . . . , y„. 

Cauchy et Jacobi sont arrivés à peu près en même temps à ramener la 
l'ésolution du problème III à celle du problème II. Rappelons en quelques 
mots les résultats auxquels sont arrivés ces deux grands géomètres. 

Équations linéaires. 

Supposons que l'équation F = o soit de la forme 

où X1, X2, . . . ,Xn,Z sont des fonctions connues de x1, x2, ...,xn,z. 
Les équations différentielles (4 ) , qu i portent le nom d'équations des 



caractéristiques, prennent alors la forme 

(4) 

Supposons que le problème II soit résolu, c'est-à-dire que l'on ait 
les intégrales des équations (4) sous la double forme 

(5) 

(6) 

on trouvera l'intégrale que l'on se propose de chercher dans le pro
blème III, en substituant respectivement, dans <p,, ç>», . . . , 9 , , . /3,, $lr 

62, . . . , 6n à la place de z, x1, x2, . . . , xn, ce qui donnera à ces fonc
tions <p la forme 

et, en substituant ensuite respectivement, dans I]J,, ^2» •••- ^«1 '/1. 
7a, . . . 7„ à la place de K1, K2 Kn, on aura ainsi l'expression de z, 
x1, x2, ..., xn_1 en fonction de xn et des /x. Ce sera l'expression im
plicite de l'intégrale cherchée, et ensuite, quand cela sera possible, 
on éliminera les \x entre les équations qui constituent cette expression 
et l'on résoudra par rapport à l'intégrale pour en avoir l'expression 
explicite. 

Équations non linéaires. 

Cauchy a fait voir d'abord, en ce qui concerne les équations non li
néaires, que, si l'intégrale cherchée existe : 

i° Les dérivées partielles du premier ordre p1, p2, . .,pn doivent 
se réduire identiquement, quand on y remplace respectivement x1, 
x2, . . . , xn par 5,, 02, . . . , $ „ , à certaines fonctions «, , &>,,..., w/( fa
ciles à déterminer. 

2° Si les équations 



ont été intégrées sous la double forme 

(5) 
(6) 

nous obtiendrons l'expression implicite de cette intégrale de lu ma
nière suivante. 

D a n s <p,, f« Ç52„ remplaçons respectivement 

z, p1, p2, ... , pn, x1 ,x2 . . . . xn 
par 

S , , M , , o) i , • • . , M B ) 0 i , 0 2 , • • • , 0 » ; 

ces fonctions o deviendront des fonctions des \J., que nous appellerons 

Dans (j;,, y2, . . . , ip2„, remplaçons respectivement 

K1, K2 . . ., K2r, 
par 

y1, y2,...,y2u, 

par 

nous aurons x1, x2,. . . ., xn_1, z, p1, p2, . . ., pn, en fonction de xn et 
des a, et ce sera l'expression implicite de l'intégrale cherchée, si cette 
intégrale existe. 

Enfin, Cauchy a fait voir que, pour que la fonction z ainsi définie 
représente réellement une intégrale de l'équation F —- 6, il faut et il 
suffit que les fonctions 

soient identiquement nulles. 

Remarque I. — On peut toujours supposer que -y,, .̂_,, . . . . OJ„ sont 
algébroïdes en u.t, u..2, . . . , ,«.„_,. 

En effet, les fonctions «, , «2 , . . . , &»„ sont définies par 

et par n —1 équations telles que 



Si ces n équations permettent d'exprimer les w en fonctions al
gébroïdes des fx, il n'y a pas de difficulté. 

Si au contraire cela n'a pas lieu, on pourra toujours, en vertu du 
lemme VI, tirer de ces n équations 

en fonctions algébroïdes de n — 1 nouvelles variables 

V, , Vj , . . . , V „ _ , . 

On fera jouer alors à ces variables nouvelles le rôle que jouaient ju,, 
/JU, . . . , a„_ (, et il est facile de voir que j3,, les 6 et les u> s'expriment 
en fonctions algébroïdes de v1, v2, . . . , vn_1. 

Remarque II — La remarque qui précède ne s'applique pas aux cas 
où «, , u j , . . . , w„ ne gardent pas des valeurs finies quand on annule 
les \x. 

Remarque III. — Parmi les intégrales des équations des caractéris
tiques mises sous la forme. 

(5) 

il y en a une, o2„, par exemple, qui n'est autre que le premier membre 
F de l'équation F = o. Donc, quand on prendra les intégrales des 
équations (4) sous la seconde forme 

(6) 

on pourra remplacer partout, dans ij;,, t!>2, . . . , ^2„, K2„ par zéro, 

Propriétés des fonctions J. 

On a vu que la méthode de Cauchy pour l'intégration des équations 
aux différences partielles était soumise à une restriction. 

La fonction a laquelle elle conduit ne représente l'intégrale cher
chée que si certaines fonctions J1, J2, . . . , Jn_1 sont identiquement 
nulles. 

Or Cauchy a démontré : 
1° Que ces fonctions sont nulles quand on y remplace xn par 



2° Qu'elles satisfont à l'équation 

c'est-à-dire que, Jo étant la valeur de J quand xn = 0,,, 

Supposons que l'on ait donné aux u. des valeurs quelconques, par 
exemple 

l'intégrale sera prise depuis la valeur de xn, qui correspond à xn = v„, 
c'est-à-dire depuis zéro, jusqu'à une valeur quelconque de celle va
riable. 

Si Pu<>, il est évident, que l'intégrale 

conserve une valeur finie et déterminée, et, par conséquent, puisque 

J „ = o , 

que J est identiquement nul. 
Si P n = o , mais que Pi par exemple ne soit pas nul, on fera jouer 

à xi le rôle qu'on avait fait jouer à xn, c'est-à-dire que, au lieu de ré
soudre les équations 

5 

en fonction de xn pour les amener à la forme 

(6) 

on les résoudra en fonction de a-,-; l'intégrale / dx„ -'- sera remplacée 

par l'intégrale idx(-^-i qui conservera une valeur finie, et les fonctions 

J seront encore nulles. 
Si 



mais que 

on résoudra les équations (5) en fonction de pi, et à la place de l'inté

grale \dxn-p- on rencontrera l'intégrale I dp, ^—-—-, dont la valeur 

est aussi finie. 
Dans ce cas encore, les fonctions J seront identiquement nulles. 
On n'a donc à se préoccuper de la condition de restriction relative 

aux fonctions J que dans les cas où l'on a à la fois 

P1 = P2= . . . = P u = o , 

X1 + p1Z = X2+ p2Z —. . .= Xu + puZ = o. 

PREMIÈRE PARTIE. 

ÉTUDE DES CAS OU L' ON N'A PAS A LA FOIS 

P1= P2 = . . . = P u = o , 

X, -+- p, Z T= X2 -+- p,Z =. . . = X„ -+- p„7. -— o. 

Dans ces cas on n'a pas, comme on vient de le voir, à se préoccuper 
de la condition relative aux J. 

On suppose d'abord : 
1° Qu'on veuille étudier une intégrale autour du point 

Z = X1= X2= . . = Xn = O, 

cette intégrale étant assujettie à se réduire à 

quand on a 

j3 et 5 étant des fonctions holomorphes des x qui s'annulent avec ce 
variables ; 

2° Que les fonctions w,, w2, . . . , «„_, auxquelles les dérivées/;, 



p2. .. ..pn sont assujetties à se réduire, comme on l'a vu plus haut, quand 

prennent , quand les x s 'annulent, des valeurs finies 

3° Qu'en substituant 

n, <>, O, . . . , ci, ) - , , ) - , , . . . , )•„, 

dans 
1',, W, . • . , I\„ 

X, — «, Z, . . ., X„ — />„'/,, 

à la place de 
Z, X,, X-,, , . ., X„, /->,, p , , . . ., j>„. 

toutes ces fonctions ne s 'annulent pas à la fois. 

PROBLÈME 1. 

Le problème J a été résolu successivement par Cauchy, par Mme de 

Kowalewski et par M. Darboux. 

THÉORÈME DE Mme DE KOWALEWSKI. — Si.r,, .*•._, ,-*:„: se réduit 

identiquement à xns c'est-à-dire si l'on a à étudier une intégrale qui se 

réduit à fi pour x n = o , cette intégrale est holomorphe, pourvu que 

(Journal de Crelle, t. 80, p. 13). 

PROBLÈME II. 

1. Intégrer les équations (4 ) sous la forme (5). 

Cela revient à chercher 2n intégrales distinctes de l'équation linéaire 

Or un au moins des coefficients de cette équation. P par exemple, est 
différent de zéro. 



Cherchons donc 2n intégrales de l'équation (7) assujetties à se réduire 
respectivement, quand x1= o, à 

j\{Xi, x.t, • • ., x„, z,p,,jh, • . ., />„)> 

J\[Xl> Xi X„. 2 , [),, ])•,, • • - , / > „ ' , 

• • • * • * * " î 

f7„[x-., x„ . . ., ar„, s, /;,,/.>.., • • ., /A, i. 

1° Ou f,,f2, ... ,J.,n sont des fondions holomorphes en x2, x3 

••*'», ->/>. — .Xi . / ^ — ,y2 . • • • . /;« —,?'„. 
2° Ou /],„ n'est autre cliose que ce que devient le premier membre de 

F = o quand on y fait x1 = o. 
3° Ou le déterminant fonctionnel des / par rapport à 

X2, X3, . . . , Xn, Z, p1, p2, . . . , pn 

ne s'annule pas quand ces variables se réduisent respectivement à 

On peut toujours faire toutes ces suppositions. 
Or, en vertu du théorème de Mme de Kowalewski, les 2n intégrales 

ainsi définies sont holomorphes en 

.r,, x,,. . . . , x„, z, p,—y\, px — y-i, ••., p»—y,„ 

et, d'ailleurs, la dernière se réduit à F. 
Les intégrales cherchées du système (4) sont donc 

9, -— K,, 9-. = K,, . . ., 9v„ , = Ks„ -,, F = K.,,,, 

o ù o , , ç>2 '-?.-2ii-i sont holomorphes en x1, x2, .. ., .xn, z, p1 — y1 , 

II. Soit maintenant à amener les intégrales du système (4) sous la 
forme ( 6 ). 

Cela revient a résoudre le système (5) par rapport à toutes les 
variables qui y entrent en fonction de l'une d'elles, en fonction de x1 
par exemple. 

Or le déterminant fonctionnel des ç> par rapport, à x2, ..., .xn, z, 
p1, . . . , p n n'est autre chose pour les valeurs initiales que le déler-



minant fonctionnel des / ' par rapport aux mentes variables, qui n'est 
pas nul, par hypothèse. 

Donc le théorème de MM. Briot et Bouquet s 'applique, et l'on peut 
exprimer x1, x2 xn, z,p1, p2 . . . pn en fonctions holomorphes 
de x1 et des K : 

(6) 

PROBLÈME III. 

PREMIER C A S . 

THEORÈME I. — Dans le cas où 

ne s'annule pas pour les raleurs initiales des rariables, l'intégrale z est 

holomorphe. 

En effet, faisons un changement de variables en posant 

S 

Puisque 

9 

toutes les valeurs initiales des -j~. ne sont pas nulles; soit, par exemple. 

On pourra résoudre alors l 'équation (8) par rapport à r1, et l'on aura 

G étant holomorphe. 

Soient q1, q2, qn, les nouvelles dérivées partielles de z par 
rapport à 

y, X1, . . , x„: 



on aura 

Soient Q1, Q2, Qn, les dérivées de F par rapport à q1, q2, qn ; 
on aura 

L'intégrale cherchée est donc assujettie à se réduire à une fonction 

qui est holomorphé en y, x2, . .. , xn quand 

y= o, 
et d'ailleurs 

Donc le théorème de Mme de Kowalewski s'applique, et z est holo
morphé en y, x2,, . . . , xn, et par conséquent aussi en x1, x2 xn. 

C. Q. F. D. 

Interprétation géométrique. — Supposons que l'on n'ait que deux 
variables indépendantes x et y; l'intégrale 

peut alors être considérée comme représentant une surface S. 
Il est facile, dans ce cas, de trouver une interprétation géométrique 

de la condition (9). 
L'équation F = o signifie qu'au point 

x = y = z = o, 

c'est-à-dire à l'origine, le plan tangent P à la surface S est tangent à un 
cône donné C. 



Dire que l'intégrale z est assujettie a se réduire à fi quand on a j = o, 
c'est dire que S est assujetti à passer par une courbe donnée A qui 
passe elle-même par l'origine, et par conséquent que le plan P passe 
par la tangente à l'origine T à la courbe A. 

On obtiendra donc le plan P en menant par T un plan langent à C. 
On pourra en général en mener plusieurs, c'est-à-dire que par la 
courbe A on pourra l'aire passer plusieurs surfaces S. 

Considérons une de ces surfaces. Dire quey1, y2, . . . , yn sont finis. 
c'est dire que le plan P correspondanl n'est pas parallèle a l'axe des z. 
Dire que 

c'est dire que T n'est pas sur le cône C. 
A ces conditions, la surface S est représentable par une équation 

où z est égalé à une fonction holomorphe d'x et d'v. 

DEUXIÈME CAS. 

y1, y2, . . ., Yn restent finis, mais la condition (9) n'est pas remplie. 
Géométriquement, c'est dire que le plan P ne passe pas par l'axe 

des z, mais que T est sur le cône C. 
Supposons d'abord que l'équation F = o est linéaire. 

THÉORÈME II. — Dans ce cas, l'intégrale z peut s'exprimer en égalant 
à zéro une fonction 'j holomorphe par rapport à z et aux v. et s'annulant 
avec ces variables, pourvu que, si 

0, = K„ . . . , 0„r_rk„ 

représentent les intégrales du système (47),si<?,, (p., on s'annulent 
avec z cet les x, z — fi et rJ ne s'annulent pas identiquement à la fois quand 
tous les ç sont nuls. 

En effet si une pareille expression de l'intégrale existe, elle pourra 
s'écrire 

10 

o,, :,._,, .. ., on, étant les fonctions qui, égalées à des constantes, repré
sentent les intégrales du système ( 4 , sont, comme on l'a vu (résolu-



lion du Problème II), h o l o m o r p h e s par rapport à z et aux x et s'an
nulent avec ces variables. 

Du plus, '1> devra être identiquement nul quand on aura à la fois 

(11) î — j j = o, 0 —-. O. 

Faisons un changement de variables en prenant pour variables nou
velles x1, o,, <p2, , . ., <pn; nous aurons 

(6) 

les ty étant holomorphes par rapport à x, et aux cp et s'annulant avec 
ces variables. (Voir la résolution du Problème II.) 

Les équations (11) deviennent alors 

H et C étant holomorphes par rapport à x1 et aux <p et s'annulant avec 
ces variables. 

On trouverait l'intégrale (10) en éliminant x1 entre ces deux équa
tions. 

Or B et C ne peuvent être identiquement nuls, quel que soit r, 
quand les <p s'annulent, sans quoi l'on aurait identiquement 

2 _ j 3 = < , , 9 - - o 

quand 
Ç>l = O i --•"- . • ^ = O n " O , 

ce qui est contraire aux hypothèses faites en commençant. 
On pourra donc tirer (Lemme III) de C = o, par exemple, x1 en 

fonction algébroïde des o; si l'on substitue cette valeur de x1 dans B, 
cette dernière fonction devient algébroïde par rapport aux s, c'est-à-
dire qu'elle est liée aux cp par une équation de la forme 

où les A sont holomorphes par rapport aux <p. 
L'équation B = o est alors équivalente à A0 = o, et le premier membre 

de cette équation, qui n'est autre que l'intégrale (10) cherchée, est 
holomorphe par rapport aux ç>. 

Donc, si l'on remplace les o par leurs valeurs, A0 devient une fonc-



Lion $ holomorphe en z,x1, x2, . . . . xn et s'annulanl avec ces variables, 
et l'intégrale cherchée s'exprime en égalant cette fonction a zéro, ce 
qu'il fallait démontrer. 

TROISIÈME CAS. 

Les y restent finis, la condition (9) n'est pas remplie, mais l'équa
tion F = o n'est pas linéaire. 

THÉORÈME III. — Dans ce cas, l'intégrale z peut s'exprimer en éga
lant à zéro n+1 fonctions F1, F2, . . . , Fn+1 holomorphes par rapport 
à z, x1, x2, . . . , x n , p 1 — y1, p2 — v2, . . . , p n — yn et s'annulant avec 
ces variables, pourvu que, si 

représentent les intégrales du système IV, si ç,,, <p2, . . . , o.,„ s'annulent 
quand z et les x se réduisent à zéro et les p aux Y, Z — /3, p, — w,,/)., — «._., 
..., pn — 'jhn G ne s'annulent pas identiquement à la fois quand 

En effet, en raisonnant comme on l'a fait pour le théorème précé
dent, on verrait que pour obtenir l'intégrale cherchée il suffit : 

1° De changer de variables en posant 

les ù étant les fonctions qui sont définies dans la résolution des équa
tions (4) sous la forme (6); 

2° De faire cette substitution dans les premiers membres des équa
tions 

Z — p —- O, />!—&), — (), . . . , j>„ — (,)„ . o , 0 r : O, 

qui deviennent alors 

B, = o, IS, = o, . . ., B„H., o, IÏ„+: o, 

les B étant des fonctions holomorphes de x1 et des o s'annulant avec 
ces variables; 

3° D'éliminer x1 entre ces n + 2 équations. 



Or B1, B2, . . ., Bn+2 ne peuvent être identiquement nuls a la lois, 
quel que soit x1, quand les cp s'annulent, a cause de la condition de res
triction posée au début. Supposons, par exemple, que ce soit Bn+2 qui 
ne s'annule pas identiquement dans ce cas. 

On pourra tirer de Bn+ 2=ox1 en fonction algébroïde des o; sub
stituant cette valeur de x1 dans B1, B2, . . . , Bn+1, ces fonctions devien
nent algébroïdes par rapport aux o (Corollaire II du Lemme III). 

L'intégrale s'exprime donc en égalant à zéro n+1 fonctions algé
broïdes des j , ou, ce qui revient au même, en annulant n+1 fonctions 
holomorphes des o ou, ce qui revient encore au même, n +1 fonc
tions holomorphes en z,x1,x2, . . . , xn ,p1—Y1, p2—y2 Pn—Yn. 

C. Q. F. D. 

THÉORÈME IV. — Si, dans le troisième cas, z ou les p ne prennent 
pas une forme indéterminée quand les x s'annulent, z est une fonction 
algébroïde des x. 

En effet, on vient de voir que l'intégrale cherchée s'exprimait en 
égalant à zéro n + 1 fonctions bolomorphes en z, x1, x2, ..., xn, 
p1 —y1, p2 — Y2, ...., pn — Yn et s'annulant quand on égale z et les x 
à zéro et les p aux y. 

Soient 
H , = : H . J = H, = . . . = II„ + , = C) 

ces n+1 équations. Si ces équations restent distinctes quand les x 
s'annulent, on pourra leur appliquer le lemme IV. 

Mais dire qu'elles ne sont pas distinctes, c'est dire que z ou les p 
cessent d'être déterminés quand les x s'annulent. Or cela n'a pas lieu, 
par hypothèse; donc le lemme IV est applicable, donc z est une fonc
tion algébroïde des x. C. Q. F. D. 

Remarque I. — Il est facile, dans le cas de deux variables, de trouver 
une interprétation géométrique des conditions de restriction posées 
dans l'énoncé du théorème précédent. 

Dire en effet que z cesse d'être déterminé quand x et y s'annulent, 
c'est dire que la surface S passe par l'axe des z. 

Dire que p et q cessent d'être déterminés quand x et y s'annulent, 
c'est dire que la surface S présente un point conique à l'origine. 



Si aucun de ces deux cas ne se présente, le théorème IV est appli
cable. 

Remarque II. — Dans le second cas, les n+1 équations 

I ! o 

se réduisent à une seule où n'entrent pas les p. 
Le théorème IV sera donc applicable toutes les fois que z ne 

deviendra pas indéterminé quand on annulera les x. 

THÉORÈME V. — Dans le deuxième et le troisième cas, l'intégrale cher
chée peut s'exprimer en égalant z et les x à des jonctions algébroïdes de 
n nouvelles variables p1, y.2, . . . . u.„. 

En effet, il suffit, pour démontrer ce théorème, de se reporter aux 
équations 

H,=1T,T-,-. . .-.-,. 11,,.-̂  o 

et de leur appliquer le lemme VI. 
Les premiers membres de ces équations sont holomorphes par rap

port à z , p 1 — y1, p2 — y2, pn —yn, x1 xn. Donc z,x1 xn 
peuvent s'exprimer eu fonctions algébroïdes de n variables auxiliaires 
a,, (x,, u.n. 

Exemple I. — Soit à trouver une intégrale de l'équation 

p +q =1 

qui se réduise à x+x3 quand on y fait 

y = x+ x'. 

Les équations (4) , qui s'écrivent 

ont pour intégrales 

( 5) z - x = K 1, y — x = K2, 

(6) z-= x — K1, y = x+ K,. 



En remplaçant z et y par leurs valeurs (6) dans les équations 

z—x-hx3, y=x-\-x'1, 

il vient 
K, —x\ K, = ^J, 

ou, éliminant x, 
K; = Kî, 

ou 
[Z — X]1— ( j — x)\ 

On était placé dans le second cas, car l'équation proposée est 
linéaire et 

C'est pourquoi on est arrivé à exprimer l'intégrale en égalant à zéro 
une fonction holomorphe en x, y, z : 

(z-.v)- —(y-xf; 

de plus, cette fonction ne s'annule pas, quel que soit z, quand 
x =y = o. 

Donc le théorème IV s'applique et z est algébroïde en x et en y. 

Exemple II. — Soit à trouver une intégrale de l'équation 

p + q( 1 — 2 z ) = 1 

qui se réduise à quand on fait 
y = x. 

On est encore placé dans le second cas, car l'équation est linéaire 
et la condition (9) n'est pas remplie. Le théorème II s'applique donc. 

Les équations (4), qui s'écrivent 

ont pour intégrales 

(5) 

(6) 



en remplaçant y et z par leurs valeurs (6) dans les équations 

x 
Y — X = O, Z — - = O, 

o 

il vient 

ou, éliminant x, 

ou 

i12 f 52 + j - — x 1 — ; s — .r ;: -_ o, 

qui est l'intégrale cherchée, exprimée par une équation dont le second 
membre est zéro et le premier une fonction holomorphe en x,y, z. 

Mais ici l'équation (12) est satisfaite, quel que soit z, quand 

x=y = o. 

Le théorème IV ne s'applique donc pas. 

Exemple III. — Soit à trouver l'intégrale de 

p- -+- q = x -f- r, 

qui se réduit à - pour y = - • 

Les dérivées partielles p et q sont alors assujetties à se réduire quand 
x 

Les valeurs initiales de p et q sont 1 et — 1, et par conséquent 
finies; de plus, la condition (9) n'est pas remplie; on est donc dans le 
troisième cas, et le théorème III s'applique. 

Les équations (4), qui s'écrivent 

ont pour intégrales 

(5 ; y — p = K,, q — p =K„ />,-•- q ~ x — y = k . 

(6: q = K: -+- p , -y — K, — p , x :-•-p'-hK-.—Kt - K.. 



Si, dans les équations 

on remplace q, y et x par leurs valeurs (6), il vient 

Ces équations peuvent s'écrire 

en posant, pour abréger, 

K2 — K1 — K3= x, 

d'où 

(1 3 ) 

et remplacant dans la première équation p par sa valeur, il vient 

(14) 

Si dans cette relation on remplace a par K2 — K1 — K3, puis K1 et K2 

par leurs valeurs (5), K3 par zéro, ce qui peut toujours se faire, puisque 

p2+ q — x — y = o; 

on aura une équation entre p, q, x,y dont les deux membres sont holo-
morphes par rapport à ces variables. 

Cette relation, jointe à 
p2+ q — x —y =- o, 

définit p et q en fonction de x et de y 
Si dans l'équation 

on avait remplacé z et x par leurs valeurs (6), puis p par sa valeur ( 13), 



puis K1, K2, K3 Par leurs valeurs (3), on aurait obtenu une équation 
dont les deux membres auraient été holomorphes par rapport à z, r, y, 
p, q. 

z, p et q se seraient alors trouvés définis par trois équations ayant 
leurs deux membres holomorphes en z, x, y, p, q, comme l'exige le 
théorème III. 

Voyons maintenant si le théorème IV s'applique. 
Pour cela, voyons si, en substituant dans l'équation (14), à la place 

de a. K1— K2— K3, à la place de K1, K2, K3, leurs valeurs (5), enfin, en 
faisant x = y = o, l'équation en p et en q que l'on obtient ainsi est 
distincte de p2+ q = 0. Mais si, dans les expressions (5), on fait 

il vient 
K, = - p . x = — p2. 

L'équation (14) transformée ne contient pas q; donc elle est distincte 
de p2+ q = o, pourvu qu'elle ne se réduise pas à une identité. Or on 
voit facilement que son premier membre est du degré 2 en p, tandis 
que le second membre est du degré 4. Donc les deux équations sont 
distinctes. Donc, en vertu du lemme IV, on peut tirer de l'équation (14) 
non transformée et de 

p2+ q=x + y, 

p et q en fonctions algébroïdes de x et de y. 
Donc z sera aussi une fonction algébroïde de x et y. Donc le théo

rème IV s'applique. 

Calcul des coefficients. 

Dans les exemples qui précèdent, on a formé les fonctions H1, H2, . . . , 
Hn+1 qui, égalées à zéro, donnent l'expression de l'intégrale par la 
méthode même qui a servi à en démontrer l'existence; mais, en général, 
il est préférable d'en calculer directement les coefficients par le procédé 
que je vais exposer rapidement. 



Équations linéaires sans terme constant. 

Soit l'équation 

et soit à en trouver une intégrale qui se réduise à 

quand on a 
0 (x1, x., ..., xn = o. 

On a vu que pour trouver cette intégrale il faut : 
1° Remplacer x2, ..., xn par les expressions 

(6) x , = <\i;, .. ., x„-z= ty,,-. 

les expressions o — |3, 6 deviennent alors holomorphes par rapport à x, 

et à tpn ?, . • • •> <fn-i'-
2° Résoudre par rapport à x, l'équation 

0 = o 

ainsi transformée et remplacer x, par sa valeur dans l'équation 

<? — P = o , 

également transformée; 
3° Remplacer dans l'équation 

'i — P = °> 

après cette double transformation, <p,, s2, ..., ç„_, par leurs valeurs en 
fonction de x1, x2 xn. 

Si dans l'équation 0 = o, après sa transformation, la première des 
dérivées partielles de Q par rapport à a?,, qui ne s'annule pas avec les x, 

dm 9 
est y v i c e^ t e équation donne x, en fonction algébroïde de degré m, de 

o,, <p2, . . . , *>„_, ; donc o est également algébroïde de degré m en ç,, 
-J, çj„..,, et par conséquent en x1, x2, ...,xn. 



Si, par exemple, on a 

quand les x sont nuls, o sera donné par une équation de la forme 

où A0 et A1 sont holomorphes en x1, x.2, . . . , xn. 
Ce sont les coefficients des deux séries A0, A1 qu'il s'agit de calculer. 
Pour que ce qui suit soit plus clair, nous emploierons les notations 

suivantes. 
Nous poserons 

u étant une fonction quelconque 

De plus, nous remarquerons que, dans les calculs qui servent à dé
montrer l'existence des fonctions A0, A1, on a employé deux systèmes 
de variables : 

(14) x1,x2,...xn. 

(15) 

Nous représenterons les dérivées partielles par le symbole d quand les 
variables (14) seront choisies comme variables indépendantes, par le 
symbole 3 quand ce seront les variables (15) qui joueront le même rôle. 

Cela posé, voyons d'abord ce que signifient les conditions 

(16) 

qui doivent être remplies pour que o soit algébroïde de degré m. On a 



Or 

Donc 

Or X, n'est pas nul, on peut toujours le supposer. Donc la condition 

équivaut à 

De même, 

Donc les conditions 

équivalent à 

Donc les conditions (16) équivalent à 

Donc, si le premier des A0, qui ne s'annule pas avec les x, est Y'O, 
f est algébroïde de degré m par rapport aux x et s'exprime par l'équa-
tion 

Je dis qu'on a identiquement 

X étant une fonction holomorphe par rapport aux v, et, de plus, 

En effet, posons 



et considérons 0, comme une nouvelle variable. On peut tirer x1, en 
fonction algébroïde de degré m, d e s , , . . . , ?„_ , et de 5,. 

Soient 
x1, x",...xm, 

les m valeurs de x1 ; toute fonction symétrique de ces m valeurs est ho-
lomorphe eno , , . .., çv.,, 5,. 

Soient 

les m valeurs que prend /3 quand on y remplace x1 par 

x1,x''1,...,x(m)à. 

Soient B0, B1, . . . , Bm_1 les coefficients de l'équation 

(17) 

à laquelle satisfont ces m valeurs de |3. 
Ces B seront des fonctions holomorphes en x'1,...,x(m)1 et en œ,, . . . , 

9„_,, et symétriques par rapport aux m premières variables. Donc ce 
seront des fonctions holomorphes en o,, ,.., ©„_,, 0,. 

Éliminer x1 entre les équations 

où l'on considère les variables (15) comme variables indépendantes 
c'est éliminer 01 entre 

01= o, 

Donc, en faisant 01 = o dans 

ces fonctions se réduisent à 

Les A étant fonctions des ç> seulement, on a identiquement 



De plus, on a identiquement 

les X étant holomorphes en <p,, <ps, ..., a>„_,,6,. Or (3 satisfait identique
ment à l'équation (17). Donc, on a identiquement 

X étant holomorphe en ?,, o2, . . . , ? „ _ , , 6,, ou, en reprenant les va
riables (14), 

(18) 

X étant holomorphe en x1, x2, .... xn. C. Q. F. D. 

L'existence des fonctions A qui satisfont à ces conditions est dé
montrée; il reste a trouver leurs coefficients. Pour cela, nous suppose
rons que l'on n'ait que trois variables x1, x2, x3 et que 

c'est-à-dire m = 2. 
Prenons le A des deux membres de l'équation (18); il viendra, 

puisque AA0 = AA1 = o, 

(19) 

Cette équation et celles que l'on obtient en la différentiant un nombre 
quelconque de fois par rapport à chacune des variables nous donne
ront, quand on y annulera les x, des relations entre les coefficients de 
A, et de X, et ce sont ces relations qui vont nous servir à les déter
miner. 

Si U est la différence des deux membres de l'équation (19), on cal
culera donc les coefficients de A1 et de X à l'aide des équations 

où 



Mais on peut remplacer le système 

par le système 

et le système 

par 

et ainsi de suite. 
Ce seront ces nouveaux systèmes que nous emploierons a la place des 

anciens. 

PREMIER C A S . 

Dans ce cas, l'équation U = o donne A1 = o; l'équation AmU = o ne 
contient que 

Les équations 
o = AU = A-JU = A 3 U=. . . 

nous fourniront donc 
À, A)., A'A, . . . . 

L'équation(/U elle permet donc de 

L'équation -y— = o ne contient que A, et -•.— ; elle permet donc de 
calculer ce dernier coefficient. 

L'équation ——- = o ne contient que A1, des termes de la forme 



Les équations 

nous permettront donc de calculer 

De même, si D est le symbole d'un nombre quelconque de différen-
tiations par rapport à x1 et à x2, les équations 

o=DU=D(AU) = D(A2U)=... 

permettront de calculer 

DA1 =DA=D(A).) = . . , 

pourvu que l'on ait résolu préalablement le même problème pour les 
différentielles de A1, X, AX, . . . , d'ordre inférieur a celui de D. 

Quand on connaîtra les coefficients de A1 et de )., rien ne sera plus 
facile que de calculer ceux de A0, et alors o sera connu, puisqu'il suf
fira de poser 

DEUXIÈME CAS. 

Dans ce cas, ç> se présente sous la forme 

et l'on a identiquement 

On part, comme précédemment, de l'équation 



et des équations obtenues en la différentiant, et l'on voit facile
ment que 

U = o donne A,, 

et, en général, 
DU = o donne DA1, 

Connaissant A1, A2 et 1, on connaîtra donc A1, 

TROISIÈME CAS. 

Dans ce cas, l 'équation 

se réduit à une identité. 
Les équations de la forme DU = o ne contiennent plus DA1, mais 

seulement des dérivées de A1 d'ordre inférieur à celui de D. 



Dans ce cas, 

donne 

Dans le Tableau précédent, D1 est le symbole d'une seule différentia-
tion par rapport à x1 ou à x2, D2 celui d'une double différentiation 
par rapport aux mêmes variables, etc. 

Il est à remarquer que l'on a ici plus d'équations qu'il n'en faudrait 
pour déterminer les inconnues que l'on cherche; mais elles sont évi
demment compatibles, puisque l'existence des séries A0, A1, X est dé
montrée. 

Il est plus rapide de calculer de la façon suivante. Introduisons une 
nouvelle variable a, et supposons que l'on ait à rechercher des fonctions 
A1, A0, )<. de.x1, x2, x3 et a satisfaisant aux conditions 

y étant une fonction donnée de x1, x2, x3 telle que 

pour x1 = x2 = x3 = o. 

Dans ce cas, si 



l'équation 

En général, la série d'équations 

nous donnera 

Il est à remarquer que A, est un polynôme du premier degré, ). un 
polynôme du second degré en a. 

Quand on aura ainsi trouvé A0, A1, X en fonction de a, x1, x2, x3, 
on y fera a= o, et l'on aura les valeurs cherchées de A0, A1, >. en 
fonction de x1, x2, x3. 

QUATRIÈME CAS. 

Dans ce cas, posant encore 

donnera 



on calculera les coefficients de A1, A2, X à l'aide des équations U = 0 
et de celles qu'on en tire par différentiations successives. 

L'équation 

et, faisant ensuite a = o, on aura les valeurs cherchées de A0, A1, A2, ) . 

Équations linéaires à termes constants. 

Soit à trouver une intégrale de l'équation 

où X1, X2, . . . , Xn, Z sont holomorphes en z, x1, x2, . . . , xn. 
Cette intégrale étant assujettie à se réduire à 

quand 

cela revient à chercher une intégrale o de l'équation 

qui se réduise à z — |3 quand 0 = o, ce qui se fait comme on vient de 
le voir. 

Si cette intégrale ? s'exprime par une fonction algébroïde de z et 
des x, 

A0 = o est l'équation qui nous donne l'expression implicite de z en 
fonction des x. 



La condition pour que le théorème IV soit applicable pour que z, 
par exemple, soit algébroïde de degré m, c'est que le coefficient de zm 
dans A0, coefficient que l'on calcule comme on vient de le voir, ne soit 
pas nul. 

Équations non linéaires. 

Soit à trouver une intégrale de 

F = o, 

qui se réduise à ]5 quand 0 = o, on calculera les jonctions «, , 
'^.y, ..., M„, auxquelles p1, p2, . . . , pn doivent se réduire quand 0 = o; 
puis on cherchera, par les procédés que je viens d'exposer, n+1 inté
grales de 

qui se réduisent respectivement à 

quand 
0 = o. 

On obtiendra ainsi m fonctions o,, <p2, . . . , o„+l, qui seront données 
par des équations de la forme 

où les termes A0 se réduiront respectivement à 

H1, H2, ... , Hn+1, 

qui seront des fonctions holomorphes par rapport à z, aux x et aux p. 
Les équations 

H1=H2=...=Hn=Hn+1=0 

renfermeront l'expression implicite de l'intégrale. 

CINQUIÈME CAS. 

Les a ne restent pas finis, mais restent déterminés quand les x s'an
nulent. 



Si l'intégrale est assujettie à se réduire à |3 quand 9 — o, les « nous 
seront donnés par les équations 

( 2 0 ) 

où u,, «, , . . . , «„ sont les inconnues cherchées, X un paramètre a éli
miner et F1 ce que devient F quand on y remplace z par (i et p1, 
p2,...,pn par «, , w2, . . . , wn. 

Si, dans les équations (20), on fait 

X1= X2, =. . . = X n = z= O, 

ces équations deviennent algébriques; elles donnent donc toujours 

A1, A2, . . . , An, An+1 étant des fonctions algébriques des coefficients 
de F1, de (3 et de ô, qui restent finies quand ces coefficients restent 
eux-mêmes finis. 

Si 

7i. Va. • • •> */«> c'est-à-dire les valeurs que prennent M,, W2, . . . , OJ„ pour 
tr, = ,r2 = . . . = xn = o, sont finis et déterminés. C'est ce que nous 
avons toujours supposé jusqu'ici. 

Si, au contraire, 
An+1 = o, 

les -/ ne restent pas finis; supposons que l'on n'ait pas à la fois 

A1 = A2 = . . . = An = An+1 = o; 

soit, par exemple, 



On changera de variables, et, au lieu de considérer z comme fonction 
de x1, x2, ..., xn, on considérera x1 comme fonction de z, x2, ..., xn. 

oient q1, q2, . . . , qn les dérivées de x1 par rapport à z, x2, . . ., xn : 
soient w',, w'2, . . . , w'„ les valeurs que prennent ces dérivées quand on 
fait 5 = o; soit F2 ce que devient F, quand on y remplace «, , r,,2, ..., «„ 

par —» ,S — -^i -•••> —"-ri puisqu 'on rend la fonction ainsi 
1 M, 0) Ci) & ) , ' 

obtenue entière en la multipliant par une puissance convenable de w',. 
w',, oj'0, . . . , w'„ seront donnés par les équations 

ou 

d'où 

'»/,, o/2 '-./„ restent donc finis et déterminés quand 

x1=x2=...=xn=0 

Il en résulte que l'on est ramené aux cas déjà étudiés, et que l'on peut 



obtenir l'expression implicite de l'intégrale en égalant à zéro n+ i fonc
tions holomorphes en z, x1, x2, ..., xn, q1 — y\, q2 — y'2> ..., qn — y'n, 
"î\i 7-2> -•••> l'n étant ce que deviennent a\, w'2, . . . , «'„ pour 

x1=x2=...xn=z=0 

C'est une propriété analogue au théorème III. 

Exemple. — Soit l'équation 

et supposons qu'on veuille étudier l'intégrale de cette équation, qui 
est assujettie à se réduire a 

quand on y fait 

w, cl «2 sont donnés par les équations 

on en tirerait deux valeurs de w, et deux valeurs de a2 en fonctions 
de x1, et il est aisé de voir que, quand x1 s'annule, l'une des valeurs 
de &:>, et l'une des valeurs de w2 deviennent infinies. 

Considérons alors x2 comme fonction de x1 et de z. 
Soit 

d'où 

L'équation donnée devient 

et il s'agit d'étudier l'intégrale de cette équation , qui se réduit à 
x1+ x21 quand on fait z = x1+ 2x21; &>', et w'2 sont alors donnés par 



qui. pour x1 = o, se réduisent à 

d'où 

Pour x1 = o, il vient 

et enfin 

Donc la condition (9), qui se réduit ici à 

est remplie. 
Donc x2 est fonction holomorphe de x1 et de z. 
Soient 

( 2 1 ) 

les premiers termes de la série qui représente cette fonction, q2 est 
nul; q1 est égal à 1, comme on l'a déjà vu; quantà r1, s1, t1, nous les 
obtiendrons de la manière suivante. Différentions 

par rapport à x et à s, puis faisons x = z =o; il viendra 

(22) 

Faisons maintenant dans (21) 



et égalons les coefficients de x\; nous aurons 

( 2 3 ) 

mais, si nous remarquons que, pour x1 = o, q1= r, q2 = o, nous 
verrons que les équations (22) et (23) se réduisent à 

Donc t1 n'est pas nul; donc, en vertu du lemme III, z est algébroïde 
de degré 2 en x1 et en x2. 

Interprétation géométrique. — A quoi correspond géométriquement 
le cas que nous venons d'examiner quand on n'a que trois variables 
x1, x2 et z et que, par conséquent, toute expression de z est fonction 
de x1 et de x2? 

Il est aisé de voir, en se reportant à ce qui a été dit à ce sujet à 
propos des cas précédents et reprenant les mêmes notations, que le 
plan tangent P, mené par la droite T au cône C, est alors parallèle à 
l'axe des 2; mais, comme il ne peut être en même temps parallèle aux 
trois axes de coordonnées, on peut toujours employer un artifice, qui 
consiste à étudier la surface S, non plus comme définie par une équa
tion où z est égalé à une fonction de x1 et de x2, mais comme définie 
par une équation où x2, par exemple, est égalé à une fonction de x1 et 
de z. Comme le plan P n'est plus alors parallèle à l'axe des x2, la diffi
culté a disparu. Tel est le sens géométrique de l'artifice analytique qui 
vient de nous permettre de tourner la difficulté. 

SIXIÈME CAS. 

o,, w2, . . . , w„ ne restent pas déterminés quand 

C'est ce qui arrive quand 

A1 = A2 = .. . = An = An+1 = 0 



et que, par conséquent, les équations 

(24) 

ne restent pas distinctes quand on y annule les x. 
Soit y,, y... . . . , y„ un système quelconque de valeurs qui, substitué 

à la place de '»,, 'w2 w„ dans les équations (24), y satisfont quand 
les x s'annulent. 

Supposons qu'on veuille étudier un élément de la fonction z tel que 
x1,x2, ..., xn soient suffisamment voisins de zéro et que p1, p2, . . . , pn 
soient suffisamment voisins de y,, y2, . . . , • / „ ; par exemple, supposons 
que l'on se trouve dans le cas de deux variables et que 

z = f ( x 1 , x2) 

soit considéré comme représentant une surface. Puisque p1 et p2 ne 
sont pas déterminés quand 

la surface présente un point conique à l'origine, et l'on se propose d'é
tudier, non pas toute la partie de la surface qui est suffisamment 
voisine du point conique, mais la partie de cette surface qui est limitée 
par deux courbes se croisant à l'origine. 

Il est clair que l'on obtiendra l'intégrale cherchée en égalant à zéro 
n intégrales de l'équation 



qui se réduisent respectivement à 

(26) 

quand on a 
0=zO. 

Les expressions (26) sont holomorphes en x1, x2, ..., xn, z, p1 — y,, 

p2— 7 - ' • • * ' /*« 7"• 

Donc les n intégrales de l'équation (25) sont algébroïdes par rap
port aux mêmes variables. Si ces intégrales sont o {, ç2 s„, les 
équations 

sont équivalentes à n équations 

(27) H 1 = H2 = . . . = Hn = o, 

où les H sont holomorphes enx1,x2, . . . , xn, z, p1 — y,, p2 — '/••, • • -, 
Pn-"l„-

Les équations (27), jointes à l'équation proposée 

F = o, 

fournissent l'expression implicite de l'intégrale cherchée z et de ses 
dérivées du premier ordre p1,p2, . . . ,pn, en fonction de x1, x2, ..., xn, 
c'est-à-dire que le théorème III est toujours applicable. 



DEUXIÈME PARTIE. 

É T U D E D E S CA S OU L 'O N A A L A F O I S 

P1 = P 2 = . . = Pn = 0 , 

X1 + p1Z = X 2 + p 2 Z = . . . = X 1 + pnZ= o. 

PREMIÈRE SECTION. 

L'équation proposée est de la forme 

1 X 1 p 1 - + X 2 p 2 + .. .+ Xnpn = ?., 3, 

où X1, X2, . . . , Xn sont des fonctions holomorphes en x1,X2, . . . , xn, 
exprimables par des séries dont les termes de degré zéro sont nuls et 
dont les termes du premier degré se réduisent respectivement à 

Hypothèse 1. — Si l'on représente les parties réelles et imaginaires 
de ).,, ).2, . . . , ).„ par les coordonnées de n points dans un plan, ces 
n points sont tous d'un même côté d'une certaine droite passant par 
l'origine, ou, ce qui revient au même, le polygone convexe à l'intérieur 
duquel se trouvent les points ).,, ).,, ..., ).„ ne contient pas l'ori
gine. 

Hypothèse II. — Les quantités 1,, ).2. . . . , ).„ ne satisfont à aucune 
relation de la forme 

où m2, m3, . . . , mn sont des nombres entiers positifs. 

THÉORÈME I. — Si ces hypothèses sont satisfaites, le module de l'ex
pression 



est toujours plus grand qu'un certain nombre positif K, quand on donne 
aux mi des valeurs entières et positives, mais d'ailleurs quelconques. 

En effet : 
1° Cette expression n'est jamais nulle, car, pour qu'elle le fût, il 

faudrait que l'on eût 

Or, toutes les fois que m1 > 0, le point dont les coordonnées sont 
les parties réelles et imaginaires de 

est à l'intérieur du polygone convexe qui enveloppe tous les points ).,; 
or ce polygone n'enveloppe pas l'origine. 

Si au contraire m1= o, on n'aura pas non plus 

en vertu de l'hypothèse II. 
Donc 

2° Cette expression ne tend pas vers zéro quand les m tendent vers 
l'infini d'une manière quelconque, mais en restant entiers positifs. 

En effet, supposons que m1, m2, ..., mn tendent vers l'infini, de 
manière que 

où les ai et a1 sont des quantités finies, déterminées, positives et d'ail
leurs quelconques. 

On aura 

Or \ "'••- est représenté par le centre de gravité de n masses égales 

respectivement à a1, a2, . . . , an et placées aux points X1, X2, . . . , X„. 



Ce centre de gravité est a l'intérieur du polygone circonscrit aux 
points ).,, )..,, ..., 1„. Donc 

C . Q. F. D. 

Donc on peut choisir un nombre positif K tel que 

C. Q . F. D. 

THÉORÈME II. — Il existe une infinité de fonctions holomorphes qui 
satisfont à l'équation 

(2) 

où S = x1, +x2 + . . . + xn. 

En effet, faisons dans l'équation (2) 

il vient 

et l'on voit aisément que l'équation est satisfaite. 
Soit maintenant. 

où H = nM + a , d'où 

il viendra 

et, par conséquent, le premier membre de l'équation (2) s'écrira 

Donc la fonction / ( S ) , qui est une fonction holomorphe, satisfait éga
lement à l'équation donnée. 



Il en sera de même des fonctions 

(3) 

où K1, K2, . . . , Kn sont des constantes quelconques. 

COROLLAIRE I. — Parmi ces fonctions, il y en a une qui est représentée 
par une série dont les termes du premier degré se réduisent à x1. 

En effet, / ( S ) est représenté par une série dont le premier terme 
est S. 

Si donc on fait dans l'expression (3) 

cette expression devient une série que nous appellerons <s(x), et dont 
les termes du premier degré se réduisent à x1. 

COROLLAIRE II.— Si M et a sont réels positifs, H et —-—'- seront réels 

positifs, et tous les coefficients de la série <p(x) sont réels et positifs. 

THÉORÈME III. — Si les hypothèses I et II sont satisfaites, l'équation ( 1 ) 
admet une intégrale holomorphe, et une seule, dont les termes du premier 
degré se réduisent à x1. 

1° Il existe une série, et une seule, qui satisfait formellement à 
l'équation (1) et dont les termes du premier degré se réduisent à x1. 

En effet, si une pareille série existe, on obtiendra le coefficient du 
terme en 

en différentiant l'équation (1) m, fois par rapport a x1, . . . , mn fois 
par rapport à xn, et en égalant les x à zéro. 

Posons, pour abréger, 

on aura 

équation dont le second membre est une expression symbolique où l'on 



convient d'effectuer la multiplication d'après les règles ordinaires du 
calcul et de remplacer après l'opération 

et de même pour pr 
Donc on a 

Dans cette expression, DiU représente une dérivée partielle de U qui 
ne diffère de DU que parce qu'une différentiation par rapport à xi a été 
remplacée par une différentiation par rapport à xr, de telle façon que 

Les B sont des termes formés d'un coefficient positif d'une dérivée 
de Xr d'ordre supérieur au premier et d'une dérivée de z d'ordre infé
rieur à m1+ m2 + . . . +mn . 

Si l'on annule les x, Xr s'annule ainsi que ses dérivées du premier 

ordre, exceplé-—'; qui se réduit à /,.. On a donc 

et Dz est donné par l'équation 

ou 

(4) 

Si l'on connaît les dérivées d'ordre inférieur à celui de Dz, cette 
équation permettra de calculer Dz, puisque 

Donc, si l'on connaissait les dérivées du premier ordre, on pourrait 
calculer toutes les autres et l'on ne trouverait pour elles qu'une seule 
valeur. 



Or les dérivées du premier ordre sont données par l'équation 

Si / ^ t , 
pi = o ; 

si i=1, l'équation est indéterminée. On peut choisir pour p1 telle 
valeur que l'on veut, et, en particulier, on peut faire 

Donc il existe une série satisfaisant formellement à l'équation (1), 
dont les termes du premier degré se réduisent à x1, et il n'y en a 
qu'une. 

2° L'équation (2) admet également une série qui lui satisfait for
mellement et dont les termes du premier degré se réduisent à x1, et 
elle n'en admet qu'une, car elle est de la forme (1). 

Les coefficients de cette série sont donnés par les équations 

(5) (m1+ m2+ . . .+mn— 1)Dz + 2LB, = o, 

où les B1 sont formés avec les dérivées partielles des coefficients des p 
dans l'équation (2) comme les B avec les dérivées partielles des X. 

Cette série ne peut être autre que <?(oc)', elle est donc convergente. 
3° On peut former une équation auxiliaire qui soit de la forme (2) 

et qui nous aidera à démontrer la convergence de la série définie par 
les équations (4). 

Soit, en effet, 

supposons que l'on ait toujours 

(K étant positif), 

ce qui est toujours possible, d'après le théorème I. 
Supposons que les fonctions X1, X2, . . . . Xn restent holomorphes 

quand les modules de x1, x2, .. , xn restent plus petits que - («é tan t 



réel positif) et qu'en même temps les modules de ces fonctions X1, 

X2, . . . , Xn restent plus petits que — (M étant réel positif;. 

Soit 

L'équation 

est de la forme (2) ; elle admet donc une intégrale holomorphe 

dont les termes du premier degré se réduisent à x1 et dont on peut 
calculer les coefficients à l'aide des équations (5) ou des équations 

5 bis) K[m,-h m,4- • • • -+- m„ — 1 ) \)z' + ^KB, —o. 

4° Toutes les dérivées partielles de KX', d'ordre supérieur au premier 
sont réelles, négatives et de module supérieur a la dérivée correspon
dante de Xr. 

5° Les Dz' sont positifs et leurs modules sont plus grands que ceux 
des Dz correspondants. 

En effet, supposons que cela soit vrai pour les dérivées d'ordre 
inférieur à celui de Dz : je dis que cela sera vrai également pour Dz. 

En effet, soient Bi l'un des termes B, B1i le terme B1 correspondant : 

où A représente une dérivée d'ordre supérieur à 1 et A1 une dérivée 
d'ordre inférieur à celui de Dz ; de même. 

A,;'s') est positif et de module plus grand que celui de A, ( s ) ; A KX'. j 
est négatif et de module plus grand que celui de A(Xr). Donc KB1i est 
négatif et de module plus grand que celui de Bi. 

Donc 2KB, est négatif et de module plus grand que celui de IB. 
De plus, 

K ( m1 + m2+... -+- m,, — 1 



est positif et de module plus petit que celui de 

»!,/„-+- nhli-h . . . + m „ ) , - X,. 

Donc 

c'est-à-dire Dz' est positif et de module plus grand que celui de 

c'est-à-dire de Dz. 
Or la série 

est convergente. 
Donc la série 

l'est également. c. Q . F. D. 

DEUXIÈME SECTION. 

Des cas où l'équation proposée est de la forme 

X1p1, + X2p2 + . ..+ Xnpn = Z. 

X1,X2, . . . , Xn, Z sont des séries ordonnées suivant les puissances 
croissantes de x1, x2, ..., xn, z, s'annulant avec ces variables et conte
nant des termes du premier degré par rapport aux x et à z. 

PREMIER CAS. 

Soit à intégrer les équations différentielles 

où l'on suppose les X indépendants de z et où les termes du premier 
degré de Xi s'écrivent 



Pour cela, nous envisagerons l'équation 

(15) X1p1+ X2p2+ ...+ Xnpn = Sz, 

où S est égalé à l'une des racines de l'équation 

«,, — S ce,, ce., . . . x „ . 

(16) a 2 i a.n— S an . . . «,„ 
i I 0 — O. 

«„, a„, a„3 . . . *„„ — S 

Nous appellerons ).,,X2, ...,X„ les n racines de cette équation (16). 
Hypothèse I. — L'équation (16) n'a pas de racines multiples. 
Hypothèse II. — Si l'on représente les parties réelles et imaginaires 

des / par les coordonnées de n points dans un plan, ces n points sont 
d'un même côté d'une certaine droite passant par l'origine. 

Hypothèse III. — L'un des 1 n'est pas égal à une fonction linéaire a 
coefficients positifs des autres >.. 

LEMME I. — Si l'hypothèse 1 est satisfaite, on peut ramener par un 
changement de variables l'étude de l'équalion (15) à celle d'une équation 
de même forme, mais où les termes du premier degré de X1,X2, . . ., Xn 
se réduisent respectivement à 

c' est-à-dire à une équation de la forme (1 ), 

Soit, en effet, un changement linéaire de variables 

Si le déterminant des ,3 n'est pas nul, on pourra écrire les équa
tions (17) sous la forme 

(18) i 

f ' 
y,,-- y„,xl -h y,r.x2~r ...-'- y„„x„. 



Les équations 

deviennent, après la transformation, 

(19) 

Les conditions pour que les termes du premier degré de 27,,-X,- se 
réduisent à X.y, s'écrivent 

d'où 
(«„ — X,)y,,-H «nyu-t-- • •-t- <x,„yln = o, 

* j 

y-M y.i -i- y^yr. - ( - . . . + ( «»„ — ?>, ) y , „ = o . 

Ces équations, qui sont linéaires par rapport aux ylh conduisent 
pour ces variables à des valeurs différentes de zéro , car le déterminant 
auquel elles conduisent est nul, puisque X, est l'une des racines de 
l'équation (16). 

La condition que les termes du premier degré de lykiXiSC réduisent 
à X*jA. permettrait de même de calculer les yki. 

D'après un théorème connu, l'équation (16) n'ayant pas de racines 
multiples, le déterminant des 7 n'est pas nul. Donc des valeurs des 7 
on pourra déduire celles des p. 

Donc on aura pu choisir les coefficients du changement de va
riables (17) de telle façon que les conditions posées à l'énoncé du 
lemme soient satisfaites, c'est-à-dire qu'après la transformation l'équa
tion (15) devienne 

ou 

(20) Y,<7,-t- Y3(/J + . • -\-Y„q„=Sz, 



où 

et où les termes du premier degré des Y se réduisent respectivement à 

C. Q. F. D. 

LEMME II. — Si l'hypothèse II est satisfaite pour l'équation (15), elle 
l'est également pour l'équation ( 20), et réciproquement. 

Car l'équation (16), tirée de l'équation (15), a les mêmes racines 
que l'équation analogue tirée de l'équation (20). 

LEMME III. — S'il existe une série, ordonnée suivant les puissances 
des x, qui satisfait formellement à l'équation (15), cette série satisfera 
formellement à l'équation (20) après qu'on y aura remplacé les x par 
leurs valeurs en fonction des y, et réciproquement. 

LEMME IV. — Pour que l'équation (15) admette une intégrale holo-
morphe, il faut et il suffit que l'équation (20) en admette une. 

Car toute fonction holomorphe par rapport à n variables x1, x2, . . . . 
xn est également une fonction holomorphe de n combinaisons linéaires 
de ces variables, 

pourvu que le déterminant des 7 ne soit pas nul. 

THÉORÈME V. — Si les hypothèses f, II et III sont satisfaites pour 
l'équation (15), celte équation admet une intégrale holomorphe différente 
de zéro. 

En effet, dans ce cas, l'équation (20), qui est de la forme (1), satis-
fait aussi aux hypothèses I et II, c'est-à-dire aux hypothèses I et II de 
la Première Section. Elle a donc une intégrale holomorphe différente de 
zéro, d'après le théorème III. Donc, d'après le lemme IV, l'équation (13) 
admet aussi une intégrale holomorphe. 

PROBLÈME II. 

Pour résoudre ce problème, nous allons nous servir d'un théorème 
dont l'énoncé nous a été communiqué par M. Darboux. 



THÉORÈME VI. — Si les conditions posées à l'énoncé du théorème V sont 
satisfaites, les équations 

ont des intégrales de la forme 

où les T sont des fonctions holomorphes des x et les K des constantes 
arbitraires. 

En effet, considérons les deux équations 

X,/>, -+- X,/>,+.. .4- X„p„ = 1, z, 

X,//, + X,//, + . . . + X„//„ = 1, z'. 
Soient 

z = T1, z' =T2 

deux intégrales holomorphes de ces deux équations; la fonction 

satisfera à l'équation 

c'est-à-dire que 

où K1 et K2 sont des constantes arbitraires, sera une intégrale des 
équations 

C. ( ) . F. D. 

THÉORÈME VII. — Si les conditions posées à l'énoncé du théorème I 
sont satisfaites, les intégrales des équations 

(27) dx, dx, dxn (lt 
X~X" "X7 = T 



peuvent s'exprimer en égalant x1, x2, . . . , xn à n fonctions holomorphes 
en K,/'•!, K.2t

y', ..., Knt'", K{, K2, . . . , Kn étant des constantes arbitraires. 

En effet, les intégrales des équations (27) s'écrivent 

d'où 

(28) 

Remplaçons dans T1, T2, . . . , Tn les x par leurs valeurs (17), puis 
résolvons les équations (28) par rapport aux y ; T1, T2, . . . , Tn ne con-
tiennent respectivement, en fait de termes du premier degré, que des 
termes en y1, y2, .. . , y n et aucun de ces termes n'est nul. 

Donc les équations (28) donneront les y en fonction holomorphes 
de K\t\ K ^ \ . . . . K*"^. 

Donc les x sont aussi des fonctions holomorphes de ces mêmes 
quantités. c. Q. F. D. 

PROBLÈME I. 

DEUXIÈME CAS. 

L'équation est de la forme générale 

(29) 

mais les conditions posées à l'énoncé du théorème V sont remplies 
pour l'équation 

THÉORÈME VIII. — L'équation (29) admet en général n + 1 inté
grales holomorphes. 

En effet, les équations 



admettent, en vertu du théorème VI, des intégrales de la forme 

Donc les valeurs de z, tirées des équations 

(30) T1 = o, T2 = o, . . . , Tn = o, TN+1 = o 

seront des intégrales de l'équation (29). 

Or, en général, l es q u a n t i t é s —r-> ——•> •••1 — - , —.— n e s e r o n t p a s 
nulles quand z et les x s'annuleront. 

On pourra donc tirer des équations (30), de n + 1 manières, z en 
fonction holomorphe des x. c. Q. F. D. 

PROBLÈME III. 

Soit à trouver une intégrale z de l'équation (29) qui se réduise à une 
fonction donnée ty (p.,, p.2, . . . , ^.„_{) quand on y remplace respectivement 
x1, x2, ..., xn par des fonctions données 0,, 02 , . . . , #„ de p.,, p.2, . . . , p.„_,. 

On suppose, comme dans la première Partie, que les fonctions ty, d,, 
0.2, ..., 0n sont algébroïdes et s'annulent avec les \i.. 

Reprenons les équations 

(30 ) T, = K, ('• 1, T2 = K7('••, . . ., T„+, = K„.H /''"•• ', 

Il faut, pour trouver l'intégrale, remplacer dans les équations (30) 
z par <h, x,, x.,, ..., xn par 9,, 0.2, ..., 0n\ et enfin t par une nouvelle 
variable auxiliaire v analogue aux \J.. 

T1, T2, . . . , Tn+1 deviennent alors algébroïdes par rapport aux u.; 



de plus 

(32) K. — r ' - iT i ' a,, a,, . . . , a „ _ , , 

Il faut ensuite remplacer dans les équations (31) les K par leurs va
leurs (32); on y posera ensuite 

z, x1, x2, . . . , xn s'expriment alors en fonctions algébroïdes de ;;.,. 
a.j, . . ., y.„_,, (y.;';< a;'-, ..., u!;;-' et s'annulent avec ces variables. 

TROISIÈME SECTION. 

L'équation n'est pas linéaire. 

Nous supposerons que, si l'équation proposée s'écrit 

F = o, 

si X1, X2, .. ., Xn, Z, P1, P2, . . ., Pn sont les dérivées du premier ordre 
de F par rapport à x1, x2, . . . , xn , z , p1 ,p2 , ..., pn, l'équation 

(33) 

satisfait aux conditions posées à l'énoncé du théorème V. 
Nous supposerons que l'intégrale que l'on cherche se réduise a 

•Vu,, y.,,. . . , IJ,„_, ) quand on y remplace x,, ,r2, . . . , .r„ par £,, 0,, . . . . 
0„, et que, dans le même cas, p1,p2, . . . . pn se réduisent aussi à des 
fonctions connues «, , y2, . . . . w„ de ;;.,, IJ., JV-i-

On peut toujours supposer que, quand y.,, u..,, ..., IJ.„_I s'annulent. 
'•>,, w2, . . . , 'j)n s'annulent aussi, car, s'ils se réduisaient à y1, y2, .. ., 
yn, on poserait 

et l'on serait ramené au cas où les « s'annulent. 



Quand on fait 

on a 

Mais quand l'équation (33) satisfait aux conditions posées à l'énoncé 
du théorème V, toutes ces quantités ne peuvent être nulles à la fois 
quand on donne à z, aux x et aux p des valeurs suffisamment voisines 
de zéro et annulant F, c'est-à-dire que les équations 

F = o , 
X1 + p1 Z = X2 + p2 Z = . . . = Xn +pn Z = o, 

P1= P2 = . . . = Pn = o 

sont distinctes, car, si elles ne l'étaient pas, le déterminant fonctionnel 
des premiers membres de ces équations par rapport à z, x1, x2, . . . , xn, 
p1, p2, . . . , pn serait nul. 

Or l'équation qui correspond à l'équation (16) est formée en égalant 
à zéro un déterminant qui ne diffère de ce que deviendrait ce détermi
nant fonctionnel quand on y annulerait z, les x et les p, que parce que 
certains termes seraient diminués de l'inconnue S. 

Donc, si le déterminant fonctionnel était nul, cette équation admet
trait une racine nulle. Donc elle ne satisferait pas aux conditions posées 
à l'énoncé du théorème V. 

PROBLÈME II. 
Les équations 

admettent, d'après ce qu'on a vu dans la deuxième section des inté
grales de la forme 

(34) T, = K,<\ T, = K,<\ . . . , T,„+ 1=K,„+ ,^+i , 

où les K sont des constantes arbitraires, t une variable auxiliaire, les ), 
des constantes données, les T des fonctions holomorphes de z, des x 
et des p s'annulant avec ces variables. 



Ces intégrales peuvent se mettre sous la forme 

(35 z =f, x1 =f1, . . . , xn--=fn 

p1=fn+1, p2=fn+2, ..., pn=f2n, 

où les f sont des fonctions holomorphes de K, l'i, K2t'-, . . . , K2„^, i'5" -• 
s'annulant avec ces variables. 

PROBLÈME III. 

Soit à trouver une intégrale de 

F = o 

qui se réduise à 
J3 [a,, a, . . ., p.„_,) 

quand on y fait 

fi et les 6 étant des fonctions holomorphes des p. s'annulant avec ces 
variables. 

Quand on fait 
x2 = û1, x2 = 02, . . . , xn=0n, 

les p se trouvent assujettis à se réduire à certaines fonctions des p. : co,, 
« 2 , . . ., (d„. 

Ces fonctions sont déterminées par les équations 

(37 ) 



PREMIER CAS. 

Les équations (37) donnent les co en fonctions algébroïdes des p.. 
Ce cas ne présente pas de difficulté spéciale, et l'on verra plus loin 

comment on le traite. 
DEUXIÈME CAS. 

Les équations (37) ne donnent pas les a en fonctions algébroïdes 
des p,. 

Les deux membres de chacune des équations (37) sont holomorphes 
par rapport aux \x et aux M. Donc, en vertu du lemme VI (Ire Partie), 
on peut en tirer les u et les p. en fonctions algébroïdes par rapport à 
n— 1 nouvelles variables 

et s'annulant avec ces variables. 
Donc /3, les 6 et les w seront algébroïdes par rapport aux v et s'an

nuleront avec eux. On est donc ramené au premier cas. 

Exemple. — Un exemple fera mieux comprendre ce qui précède. 
Soit l'équation 

Pl=p] +Pl-

Soit à trouver une intégrale de celte équation se réduisant à 

tf -+- p-l 
quand 

X3 = O , 

X, = [J-l, 

Les équations (37) s'écrivent 

On ne peut tirer de ces équations les « en fonctions algébroïdes 
des p.. 



Mais p o s o n s 
--,), = >,, o)., = v.; 

il v i e n d r a 
'i)\ = v; -+- v : , 

3 y.'j — •-/, : a y., -+- y..", 

3 v.l! — v^y.; H- v, .7.,, 

d'où 
3[3[J.] — 2y ( i a i i ! .-- V|(', '3y.^ — ?.y, v., --f- '/, y.i, 

3 i 3 a ' j — D , ! / . , ) ' — i ' i ' S y . j — v;y... -•- v, v.-, , 

équations qui définissent a, et /LU En fonctions algébroïdes des v. De 
même, [j.\, y.'] -f- /-up-n /J-J 4-/-'-:' s'exprimeraient en fonctions algé-
broïdes des y. 

CAS G É N É R A L . 

Dans tous les cas on peut donc supposer : 
1° Que les 0, /3 et les w sont algébroïdes par rapport aux p.; 
2° Qu'ils s'annulent avec ces variables. 
On peut toujours supposer que les équations de la forme 

qui définissent les d par exemple, de même que celles qui définissent [:• 
et les w, sont irréductibles, c'est-à-dire ne sont pas un produit de deux 
équations de même forme. 

On remarquera que, pour un même système de valeurs des J., [', 
les 0 et les a sont susceptibles de plusieurs valeurs. 

Soit 

un système fixe de valeurs des p.. 
Soit 

un système fixe de valeurs de |3, des 6 et des w, tel qu'en substituant 
dans les équations (37), à la place de 

ces équations se trouvent satisfaites. 



Supposons maintenant que l'on fasse varier les \x. d'une manière 
quelconque en partant du système fixe de valeurs 

pour aboutir au système quelconque de valeurs 

Supposons que [i, les 0 et les w varient d'une manière continue en 
même temps que les [J. en partant du système initial de valeurs 

et qu'ils deviennent égaux respectivement à 

(37 bis) (3,, 0,,,, 02J, . . . , 0,,,,, &>,,,, &),,,, . . . , u„,, 

quand les p. deviennent égaux respectivement à 

Nous appellerons les valeurs (37 bis) valeurs correspondantes de p, 
des 0 et des OJ. 

Pour résoudre le problème III, il faut d'abord remplacer dans les T 

Z, X1, x2, . . . , Xn, p1, p2, . . ., pn 

par 

il viendra 

les ty étant algébroïdes par rapport aux p.. Si l'on n'a substitué à z, 
aux x et aux p, dans les T, que des valeurs correspondantes de [1, des ô 
et des OJ, les équations qui définissent les <|> sont irréductibles. 

On appellera système de valeurs correspondantes des ^ un sys
tème de valeurs de ces fonctions obtenu en substituant dans les T un 
même système de valeurs correspondantes de p, des 0 et des «. 

Il faut ensuite, comme on l'a vu dans la Section précédente, rempla
cer dans les équations (35) les T par les ^ et t par \j.n.. 

z, les x et les p s'expriment alors par des fonctions algébroïdes 
en ix.,, [x.2, . . ., fi„_,, [J.1;;, y.',';, . . . , ^ " " ' -



Si l'on a eu soin de ne donner dans cette substitution aux <J/ que des 
valeurs correspondantes, les équations qui définissent z, les x et les p 
sont irréductibles. On dira encore que des valeurs de z, des x et des p 
sont correspondantes quand on les aura obtenues par la substitution 
dans les équations (35) d'un même système de valeurs correspondantes 
des ty. Les expressions de z, des x et des p que l'on vient d'obtenir 
donnent-elles l'expression implicite de l'intégrale cherchée? 

Pour que cela soit, il faut et il suffit que l'on ait identiquement 

1° Je dis que ces conditions sont remplies, pourvu que les a ne 
prennent pas certains systèmes particuliers de valeurs. 

En effet, M,, «„, .. ., o>„, (3, 0{, 5,, . . . , 0„ ne sont pas tous identi
quement nuls. Il en résulte que, pourvu qu'on ne donne pas à a,, 
aj , .. ., p.„_, des valeurs qui satisfassent au moins à une relation donnée 

on n'aura pas à la fois 

On pourra toujours choisir les p. d'une infinité de manières, de telle 
façon que les modules de /5, des «, des 0 soient aussi petits que l'on 
veut et que les y. ne satisfassent pas à 

y = o. 

Dans ce cas, comme on l'a vu au commencement de cette Section, les 
fonctions 

F, P1, P2,..., PN 
X1,+p1Z, X2+ p2Z2 . . . , X n + p n Z 

ne s'annuleront pas à la fois quand on y remplacera z, les p et les x 
par |3, les w et les (A. Mais alors les fonctions J sont identiquement 
nulles, comme on l'a vu dans les Généralités (Ire Partie); les équations 
qui donnent z, x1, x2, .. ., xn, p1, p2, . . ., pn en fonction des u. sont 



bien l'expression implicite de l'intégrale, et, par conséquent, 

Supposons maintenant que l'on donne a 

(les valeurs qui annulent h la fois 

et voyons si les expressions que nous avons trouvées représentent 
encore réellement l'intégrale cherchée. 

Interprétation géométrique. — Supposons que l'on n'ait que deux 
variables indépendantes xt et x2, et que, par conséquent, l'intégrale 
soit susceptible de représenter une surface S. 

Il s'agit de déterminer la surface S de telle façon qu'elle passe par 
une courbe donnée C, passant elle-même par l'origine, et qu'en chacun 
de ses points son plan tangent P soit tangent à un cône donné. Nous 
avons trouvé une expression de la surface S en égalant z, x1, x2 à 
certaines fonctions de deux variables auxiliaires u.{ et [j.2. 

Si, donnant à [xt une valeur constante qui n'annule pas 

« I , &>Î, (3, 0,, 02, 

on continue à considérer fj2 comme une variable, ces expressions de z, 

x1, x2 en fonction de [x, et JJ.„ définiront une courbe Km passant par le 
point 

qui est sur la courbe C et que nous appellerons m, et passant aussi par 
l'origine. 

Nous avons vu que, si la surface S cherchée existe, la courbe Km 
en fait partie, et qu'effectivement, tout le long de cette courbe, la sur-
face engendrée par les courbes Km satisfait aux conditions de la défi
nition de la surface S. 

Supposons maintenant que p., tende vers une valeur qui annule à la 
fois les w, fi et les 0, par exemple vers zéro, c'est-à-dire que le point m 
se déplace sur la courbe C en se rapprochant indéfiniment de l'origine. 

Dans ce cas, ou bien p.2 restera fini, et alors z, x1 et x2 tendront vers 



zéro, ou bien <J.2 augmentera indéfiniment et z, x1, x2 tendront vers 
des limites finies, c'est-à-dire que, quand le point m tendra vers 
l'origine, la courbe Km se rapprochera indéfiniment d'une certaine 
courbe limite K0. 

Il s'agit de faire voir : 
1° Qu'à l'origine, c'est-à-dire quand 

ou quand 

la surface engendrée par les courbes Km et par la courbe K0 satisfait 
aux conditions de la définition de la surface S; 

2° Que le long de la courbe K0, c'est-à-dire quand 

f-i = o, y.-. = xi ,. 

cette surface satisfait encore à ces conditions. 

Hypothèse I. — Supposons donc d'abord que les équations 

01 = 02 = . . . = 0n_1 = o 

soient distinctes, ce qui est le cas le plus général. Alors, pour que 
l'on ait 

et par conséquent 

o = F = P1 = P2 = . . . = Pn = X1+ p1Z = X2 + p2Z= . .. = Xn +pnZ, 

il faudra que l'on ait 

( X ) p-l = [J-7 = f-3 = • • • = (J-n-l = O . 

Donc, toutes les fois que ces conditions (a) ne seront pas remplies, on 
aura, si \xn ^ o , 

Hypothèse II — On peut toujours supposer que les parties réelles des 
quantités X1, X2, . . . , X2„+, sont positives, car on a supposé que, si ai 



et (3i sont les parties réelle et imaginaire de Xi, les points dont les 
coordonnées sont ai et fi sont d'un même côté d'une certaine droite 
passant par l'origine, c'est-à-dire que l'on a, quel que soit i, 

A et B étant deux constantes réelles indépendantes de i. 
Si les parties réelles des Xi n'étaient pas positives, on multiplierait 

l'équation F = o par A — iB. 
X1, X2 . . . , X2n+1 deviendraient alors 

(A —iB)X1, [A-iB)h, . ., (A —iB)X2n+1, 

dont les parties réelles sont 

A«1 H-B(3„ A«: + B^ , . . . , Aa2n+1 +B(3,„+,, 

et sont par conséquent positives. 

Cas à examiner. 

Le cas où l'on n'a pas 

[t1, = [A2 = . . . = / / n - 1 =0 

ou bien 

ayant été examiné, il nous reste trois cas à considérer: 
1° p1, = p2 = ... = ixn_1 = o , i>.n = ce ; 
2° fin = o; mais on n'a pas à la fois 

[j., = [x1—. . . = / . / . „ _ , = o ; 

3° |xn est fini et de plus 

[A, = [I-, = . . . = p „ _ , = O. 

PREMIER CAS. 

Rappelons de quelle manière on a obtenu l'expression implicite de 
l'intégrale. 

Dans les T, on a remplacé z, les x et les p par |3, les 9 et les w, et 



les T sont devenus égaux a des fonctions ^ des p., définies par des équa
tions de la forme 

où les A sont des fonctions holomorphes des p. s'annulant avec ces 
variables. 

On a ensuite, dans les équations 

T ,= K,Y'<, 

remplacé les Ki par <];i et t par p.„, et les T se sont trouvés définis par 
les équations 

(38) 

Il est clair que, si l'on annule p.„ ou si l'on annule les n — 1 pre
miers p sans rendre p.n infini, on annule les T, et par conséquent z, les 
x et les p. 

Nous allons d'abord supposer que pn tende vers l'infini en même 
temps que les autres p. tendent vers zéro. 

Les équations (38) nous donnent une expression implicite de l'inté
grale. 

Dans les équations, les A sont des séries ordonnées suivant les puis
sances croissantes des p., de sorte qu'on peut poser 

où 

où K1 est une constante, |3,, [3.2, . . . , |3„_, des nombres entiers. 
L'équation (38) pourra alors s'écrire 

Supposons que l'on fasse le changement de variables 

où «1, a2, . . . , an-1, sont des constantes dont les parties réelles sont 
positives et que l'on déterminera plus loin. L'équation (38) s'écrira 
alors 



où 

et 

Remarquons que, dans cette expression, 

sont réels positifs, tandis que «1, «2, . . . , «„_(, X, sont imaginaires. 
On peut toujours choisir les quantités alt a2, • • •, «„_( de telle façon 

qu'un ou plusieurs des â soient nuls pendant que les autres ont leur 
partie réelle positive. 

En effet, posons 

Dans ces expressions, h1, h2, . . . , hn-1 sont des quantités positives et 
d'ailleurs quelconques, choisies arbitrairement; a et les k sont les 
inconnues qu'il s'agit de déterminer; les YJ et les Ç sont les parties 
réelles et imaginaires des X. 

Dans chacune des équations (38) et dans chacun des coefficients A 
qui y entrent, prenons chacun des termes % et considérons le è cor
respondant 

dont la partie réelle est 

Considérons les diverses quantités 

(40) 

comme 



ces quantités ne peuvent devenir plus grandes que 

h étant le plus petit des nombres h1, h.2, . . . . hn_1 ; 
r, étant le plus grand des nombres rj,, vj2, .. ., rl2ll+t ; 
m1 étant le plus grand des nombres m correspondant à ebacune des 

équations ( 38). 
Il y aura donc une ou plusieurs des quantités (40) qui seront plus 

grandes que toutes les autres. 

PREMIER CAS. 

En général, il n'y en a qu'une. Soient 

les valeurs correspondantes de 

p„ (3,, . . . . (3,„ K,r„; 
on posera 

La partie réelle du o correspondant sera 

la partie réelle des autres o sera 

(41) 

et elle sera positive, puisque 

Quant aux quantités k1, k2, ..., kn_1, on les assujettira à la condition 

Ç0 étant la partie imaginaire du X dont vj0 est la partie réelle. 



Alors tous les o ont leur partie réelle positive, excepté celui qui 
correspond à [31(0, |32)0, . . . , |3„_l)0, •/?„ -+- i'Ç0> et qui est nul. 

Si donc on fait la substitution (39) dans les équations (38), ces 
équations prennent la forme 

(38 bis) 

où les A' sont holomorphes par rapport à S2, | 3 , . . . , £„_, et à diverses 
puissances de v, dont les exposants ont leurs parties réelles positives. 

De plus, dans l'une au moins des équations (38 bis), l'un au moins 
des A' ne s'annule pas avec v, quels que soient les | . 

DEUXIÈME CAS. 

Plusieurs des quantités (40) sont égales entre elles et plus grandes 
que toutes les autres. 

Si le nombre de ces quantités n'est pas supérieur à n — 1, il n'y aura 
pas de difficulté; mais, quel qu'il soit d'ailleurs, on pourra tourner la 
difficulté, comme on va le voir. 

Égalons encore a à ce nombre positif, qui est égal à plusieurs des 
quantités (40) el plus grand que toutes les autres. L'expression (41) 
sera encore nulle pour les & qui correspondent à une quantité (40) 
égale à a, positive pour tous les autres. On posera encore 

(42) 

où l'on donnera aux /3 et à Ç;- les valeurs qui correspondent aux à dont 
on vient d'annuler la partie réelle. 

Si le nombre des équations (42) est 

< n — 1 ou = n — 1, 

on pourra choisir les k de façon à satisfaire à ces équations, et, comme 
dans le cas précédent, les équations (38) seront ramenées à la 
forme (38 bis). 

Si le nombre des équations (42) est 

> n — 1 , 

on ne pourra plus choisir les k de cette manière, mais on pourra le 



faire de telle sorte que tous les o aient leurs parties imaginaires posi
tives, excepté un nombre fini d'entre eux, que tous ceux dont la partie 
réelle est déjà nulle aient leur partie imaginaire positive, excepté un 
ou plusieurs dont la partie imaginaire devra être nulle. 

En effet, soit par exemple 

k1=k2 = . . . = kn_1. 

La partie imaginaire d'un c? s'écrit 

(42 bis) 

Considérons d'abord ceux des u dont la partie réelle est déjà nulle: 
pour l'un au moins d'entre eux, 'Ç( est positif, sans quoi on changerait 
V'— i en —\'— i ; donc, pour k1 = o, toutes les expressions (42 bis) 
ne sont pas positives; pour k1 positif et très grand, elles le sont toutes. 
On pourra donc choisir k1 positif de telle sorte qu'il annule une on 
plusieurs des expressions (42 bis) en laissant les autres positives. 

Considérons maintenant ceux des â dont la partie réelle est positive: 
il n'y en aura qu'un nombre fini pour lesquels 

et, par conséquent, dont la partie imaginaire peut être nulle ou néga
tive. Tous les autres à auront leur partie imaginaire positive. 

Posons maintenant 
v = . , ; - - . 

Dans ce cas, les équations (38) s'écrivent 

où 
o, = [i — il})d; 

si o = £ H- ii, 

1° Pour un nombre fini des quantités ù, 

£ = £, = o ; 



alors 

2° Pour un nombre fini des quantités â, 

£ = O, £, > 0 , 

alors 
e -4- 6e, >- o, 

si b> o. 
3° Pour un nombre fini des quantités â, 

on pourra alors toujours choisir b positif et assez petit pour que 

e -4- bc, > o . 

4° Pour un nombre fini ou infini des quantités â, 

£ > ° ) £i > o ; 

si b> o , 
£ -4- i £ , > 0 . 

En résumé, tous les c?, ont leur partie réelle positive, excepté un ou 
plusieurs qui sont nuls. Les équations (38) prennent donc encore ici 
la forme (38 bis), c'est-à-dire que les T sont fonctions algébroïdes 
de £,, S3) . . . , S„_j; de diverses puissances de £„ et de v,, dont les 
exposants ont leur partie réelle positive, et que tous les T ne s'an
nulent pas, quels que soient les £, quand v, s'annule. 

CAS GÉNÉRAL. 

Dans les deux cas qu'on vient d'examiner, les équations (38) ont été 
ramenées aux équations (38 bis). En résolvant ces équations (38 bis) 
par rapport aux x, à z et aux p, on trouvera 

Ces équations donnent l'expression implicite de l'intégrale, pourvu 
que l'on n'ait pas 



c'est-à-dire pourvu que 

Les équations (38 bis) montrent que. quand les = tendent d'une cer-
taine manière vers certaines valeurs différentes de zéro. 

pendant que y tend d'une certaine manière vers zéro, les T tendent 
vers certaines valeurs finies et différentes de zéro, 

et. que, par conséquent, z, les x et les p tendent vers certaines valeurs. 

finies et différentes de zéro, 

Ces valeurs satisfont évidemment à l 'équation 

car F est une fonction continue de z, des x et des p, et l'on a vu qu'on 
pouvait satisfaire à l 'équation I; = o en donnant à ces variables des 

valeurs aussi voisines que l'on veut de 

Il reste à faire voir que, pour 

on a 

ou que l'o peut prendre y et les i assez voisins de leurs limites pour 
que 

où les modules de i,, c, . . . , t., sont aussi petits que l'on veut. 



Or on a 

toutes les fois que 
V < 0 . 

Considérons un instant v, ç2, c_3, ...,£„ comme des fonctions holo-
morphes quelconques d'une variable t qui tendent vers 

quand t tend vers zéro. 

Remarque. — Remarquons qu'on peut toujours supposer que, pour 
t = 0, 

ne tendent pas vers l'infini. 
En effet, un des T est donné par l'équation 

(39) 

où les A sont des fonctions holomorphes de diverses puissances de t 
dont les exposants ont leurs parties réelles positives. 

Si T0 est la valeur de T pour t = 0, on aura 

où les B sont de même forme que les A. 
Soit tu:**+'**) celle des puissances de t qui entre dans le dévelop

pement de Bm_K et dont la partie réelle est la plus petite. Si tous 

les aK sont plus grands que 1, —-—° tend vers zéro quand t. tend vers 

zéro; or on peut toujours supposer que tous les ak sont plus grands 
que 1, car, si cela n'était pas, on poserait 

1 étant un nombre plus grand que tous les —? et l'on aurait 

où 



Donc on peut toujours supposer que pour t = 0 on a 

et par conséquent 

Cela posé, soient t, une valeur quelconque de t; z1 , x 1 , ,x2il, . . , xn , 
les valeurs correspondantes de z et des x; on aura 

Cette intégrale existe, puisque les quantités sous le signe f restent 
finies. 

Or on peut prendre t, assez petit pour que p1, p2, ..., pn soient 
aussi voisins qu'on voudra de p1,0.„, p2,0, ... pn. Donc 

les modules des s étant aussi petits que l'on voudra, c'est-à-dire 

C. Q. F D. 

DEUXIÈME CAS. 

y.,, ii.,, ... , u.n_y ne sont pas nuls à la fois [u.„ = 0). 
Dans ce cas. les équations (38) démontrent que les T s'annulent, et 

par conséquent aussi z, les x et les p. Je dis que l'on a en même temps 

llL — jll — <lz -

Pour cela, il faut faire voir que, quels que soient les n — 1 premiers u.. 
on peut prendre u.n assez petit pour que 

'•' •>• _ ! - y V - : - - > " > • 



où mod. Ç, < £ , , mod. Ç , < Î , , ..., mod. Ç„< in, ?,, 32, . . . , s„ étant 
aussi petit que l'on veut. Or on a 

ou, puisque, loutes les fois que ^.„<o, 

d'où 

Or, on aura pu prendre [J„>0 assez petit pour que, IJ.„ variant depuis zéro 
jusqu'à /./.„_„ (de manière que son point, représenialif décrive une ligne 
droite), on ait 

mod. pi< ;,-. 

Dans ce cas, on aura 

d'où 
C. Q. F. D. 

TROISIÈME CAS. 

En ce cas, les T sont nuls, ainsi que les, x, z et les p; je dis que 

(1) Voir la remarque de la page suivante. 



En effet, il suffit de l'aire la substitution 39, pour être ramené au cas 
précédent. 

Remarque. - La démonstration précédente (deuxième, cas suppose 

(jUC sont finis. Or on p u t toujours le supposer, ainsi 

qu'on l'a vu pour le premier cas. 

Vu et approuve : 

Paris , le 17 juin 1879. 

LE DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES . 

M I L N E E D W A R D S . 

Permis d'imprimer : 

Paris, le 17 juin 1879. 

LE VICE-RECTEUR DE L'ACADÉMIE DE P A R I S . 

GRÉARD. 
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SECONDE THÈSE. 

PROPOSITIONS DONNÉES PAR LA FACULTÉ. 

Démontrer qu'un ellipsoïde à trois axes inégaux, peut être la forme 
d'équilibre relatif d'un corps fluide homogène tournant autour d'un 
axe d'un mouvement uniforme et dont les molécules s'attirent en raison 
directe des niasses et en raison inverse du carré des distances. 

Vu et approuvé : 

Paris, le 17 juin 1879. 

L E DOYEN DE LA FACULTÉ DES S C I E N C E , 

M l L N E E D W A R D S . 

Permis d'imprimer: 

Paris, le 17 juin 1879. 

LE VICE-RECTEUR DE L'ACADÉMIE DE PARIS , 

G R É A R D . 
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