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PREMIERE THESE.

SUR LES PROPRIETES DES FONCTIONS

DEFINIES PAR

LES EQUATIONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES.

‘INTRODUCTION.

Le probleme de Vintégration des équations aux différences partielles
a été abordé des le siecle dernier par les géometres; mais ce n’est qu’au
commencement de ce siecle que Cauchy et Jacobi sont parvenus i ra-
meuner completement U'intégration des équations aux dérivées particlles
du premier ordre a celle des équations différentielles ordinaires.

Toutefois la question n’étail point épuisée, car ce dernier probleme,
'imtégration des équations aux différentielles ordinaires, était loin
d'étre résolu. L’existence méme de l'intégrale n’était pas démontrée
d'une maniére rigoureuse.

Cauchy aborde ce nouveau probleme, et, dans le Tome XIV des
Comptes rendus des séances de I’ Academie des Sciences (p. 1020-1023), il
imagine pour le résoudre un nouveau mode de caleul qu'il appelle caleul
des limites, el il démontre que les équations différenticlles ordinaires
admettent une intégrale; il définit completement cette intégrale, ou
plutdt un élément de cette intégrale, en montrant qu'elle peut se
représenter en général par une séric ordonnée suivant les puissances
croissantes de la variable et convergentes dans de certaines limites.

i
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(2)
C’est donc une intégration complete, mais qui ne nous fait pas con-
naitre la valeur que prend la fonction cherchée quand on donne i cette
variable une valeur quelconque, mais seulement quand le module de
cette variable reste plus petit qu’une quantité donnée.

Dans le Tome XV des Comptes rendus des séances de I’ Academie des
Sciences, il applique les procédés du calcul des limites d’abord aux équa-
tions linéaires aux différences partielles du premier ordre (p. 44-58),
puis 2 un systeme quelconque d'équations aux différences partielles
d’ordre quelconque (p. 85-101). H recherche quelle est I'intégrale de ces
équations qui est assujeltie & se réduire, quand I'une des variables s’an-
nule, b certaines fonctions données des autres variables indépendantes, et
il démontre que cette intégrale peut encore, en général, se représenter
par une série ordonnée suivant les puissances croissantes des variables.

Enfin, dans le Tome XVI (p. 572), il recherche comment on devrait
aborder le probleme quand I'intégrale particulitre que 'on étudie est
assujettie d d'autres conditions qu’a celle de se réduire, quand I'une des
variables s’annule, & certaines fonctions données des autres variables.

Dans le cas le plus général, le probleme quinous occupe a donc été
completement résolu par Caucliy.

Il a été depuisrepris par deux géometres. Dans une These inaugurale,
insérée dans le Tome 80 du Journal de Crelle (p. 1 et suivantes), M™ de
Kowalewski a démontré de nouveau des théortmes déja trouvés par
Cauchy; enfin M. Darboux en ainséré une démonstration nouvelle dans
le Tome LXXX des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences
(p-10o1). Toutefois, il existe encore des cas ol le théoreme de Cauchy
ne peut pas s’appliquer et ou I'intégrale soit d’une équation différen-
tielle ordinaire, soit d'une équation aux différences partielles, ne peut
sc¢ représenter par une série convergente ordonnée suivant les puis-
sances croissantes des variables.

Pour les équations différentielles ordinaires, ces cas exceptionnels
ont été étudiés par MM. Briot et Bouquet, dans un Mémoire intitulé
Meémotre sur les fonctions définies par les équations différentielles et inséré
dans le Tome XXXVI du Journal de I’ Ecole Polytechnique.

Mon but, dans ce travail, est d’étudier de méme, pour les équations
aux différences partielles du premier ordre, les cas exceplionnels oit le
théoreme de Cauchy ne s’applique plus.
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Ces cas sont de deux sortes : ou bien la difficulté provient, non de la
forme méme de I'équation proposée, mais de la manicre dont est défi-
nie I'intégrale particuliere que l'on étudie; ou bien clle est due a la
forme de I'équation proposée. De I la division naturelle de ce travail
en deux Parties. La premiere est destin¢e & 1'étude des exceptions de Ia
premiere sorte et nous amenera a reconnaitre que 'on peut obtenir
I"expression implicite de I'intégrale en égalant & zéro certaines fone-
tions des variables de 'intégrale et de ses dérivées du premier ordre,
et que ces fonctions peuvent se représenter par des séries ordonnées
suivant les puissances croissantes de ces quantités.

Dans la deuxieme Partie, on étudie la seconde sorte de singularités;
mais je n’ai pu arriver & des résultats que quand certains coefficicnts
satisfont & cer(aines conditions de signe, et j’ai été obligé de laisser de
coté les cas ol ces conditions ne sont pas remplies.

Avant d’aborder le probleme qui est 'objet principal de ce Mémoire,
j’ai da étudier, dans des lemmes préliminaires, quelques propriétés
générales des fonctions, et, en particulier, rechercher ce qui se passe
quand on ne peut plus appliquer les théoremes de MM. Briot et Bouquet,
relatifs aux fonctions définies par des équalions dont le seccond membre
est zéro, et le premier membre une série ordonnée suivant les puis-
sances croissantes des variables et des fonetions cherchées.

LEMMES PRELIMINAIRES.

On sait qu'une fonction z de n variables «,, @,, ..., z, (ou plutét
un élément de cette fonction) est dite holomorphe en x, — «,, 2y — 2,,

., @, — o, quand on peut la représenter dans une certaine étendue
par une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes
dex,— ey, Xg—ttay ..., X, — 0, (4, dse ..., @, élant des constantes
données ).

Pour que cela ait lieu, il faut et il suffit que la fonction s reste
finie, continue et monodrome quand les modules de z, — «,, 2, — v.,
..., T, — o, Testent plus petits que cerfaines guantités données.
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Théoréme de MM. Briot et Bouquet.

MM. Briot et Bouquet ont démontré que, si p fonctions 5,, 54, ..., 5,
de n variables x,, x,, ..., x, sont définies par p équations dont le
second membre est séro et les premiers membres sont p fonctions holo-
morphes en 5, — B,5, — fa, .oy 5y — Py By — @y Xy = Uas ry Ty— 4,
(les v et les 3 érant des constantes), st ces p équations sont satisfaites
quand on fait

z20=00, 2=03, ..., 5=0p Xi=a, T2t ..., Lu=Ay
st pour le méme systéme de valeurs le déterminant fonctionnel des pre-
miers membres des p équations par rapport aux p fonctions s n’est pas

nul, les p fonctions = ainsi definies sont holomorphes en x, — «,,
LTy — Ugs vy Xy — Uy

Je ferai dans Lu suite un fréquent usage de ce théoreme, ct je m’en
servirai en particulier pour démontrer les lemmes qui vont suivre.

Définition. — Nous dirons qu’une fonction = de » variables x,,
Zy, ..., o, cst algébroide de degré men o, — o, x, — s, ooy X — %,
quand clle satisfera & une équation de la forme

(Z—]B;:"‘—{'— L V. (Z'— }3,"“‘—*—- e A‘(Z _— 5) +Ao = 0,

ol A,y o ooy Ay, Ag sont des séries ordonnées suivant les puissances
croissantes de @, — «y, Xy — 4, ..., X, — &,, qui restent convergentes
quand les modules de ®, — «,, s — «., . .., x, — 2, restent plus petits
que certaines quanlités données ct qui s’annulent quand

T\ T= oy, Ly T= gy ey Xp =y
Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que
T T = Ay = =0
Nous pouvons toujours le faire, car, si cela n’était pas, on ferait
ZyZ= oy, X T=)hcb 2y . ., TaEE b ey 5= 3 R D,
et avec ces nouvelles variables on serait ramené au cas ou les o et 5
sont nuls.
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(5)
Lenme [. — Si une fonction s est algébroide de degré m en x,, a,
vvvs Xy, et que Lon y remplace x,, x,, ..., x, par des fonctions holo-
morphes en t s'annulant quand t = o, la fonction = est développable en

une série conyvergente dans une certaine €tendue et ordonnée suivant les
1

puissances croissantes de t", p élant un nombre entier tel que
psm.
En effet, reprenons 'équation

"4 Ay 2" - Az A oo

Remplacons dans celte équation
xl! xh AL | xll
par certaines fonctions

o (), o (L), ooy Ol

holomorphes en ¢ et s’annulant avec cette variable. Les A deviendront
des fonctions holomorphes en ¢ et s'annuleront pour ¢=o0, puisqu'ils

s'annulent pour
X)W =X, =...=x,=0.

La fonction 5 devient ainsi ung fonction de ¢ susceptible de m valeurs.
Quand on fera varier ¢ de telle maniere que le point qui représente
sa valeur imaginaire sur un plan décrive un contour autour du
point £=o, il v aura p de ces m valeurs qui se permuleront cireu-

1
lairement comme les p valeurs de ¢7. Il est évident que, si 'ondonne
a 5 unc de ces p valeurs comme valeur initiale et quon fasse décrire
1
d 2 un chemin tel que ¢” revienne 2 sa valeur primitive, z reviendra
aussi & sa valeur initiale. De plus, 5 conserve une valeur finie quand le

module de ¢ reste inférieur 3 une limite donnée, et, ¢tant une funetion
1

continue de ¢, est aussi une fonction continue de ¢”.
1
Donc 5 est holomorphe en ¢, et il est d’aillcurs évident que

. -~

“m. c. Q. ¥ b
ro=
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(6)
Daps les deux lemmes qui vout suivre, on considérera une fonetion =
de n variables «,, x,, ..., x, définie par une équation

It
.5, —0,

dont le premier membre 5z} est une série
A Az A+l
ordonnée suivant les puissances croissantes de = et dont les coelfi-
cients A,, A,, ... sont des fonctions holomorphes en x,, x,, ..., z,.
Ou supposera que, quand on fait dans les A

Ty = X y=— .. . =Xy — o,
on ait

Lewwe I}, — JI existe m fonctions = qua sausfont a la définition pre-
cédente et qui tendent vers zéro quand x,. x,. . ... x, tendent rers zéro.

En effet, soit 7,(=) ee que devient 7 /=) quand cn v fait
Ty = =... =T, — O.

Si I'on représente les parties réelle et imaginaire de = par les coor-
données d’un point dans un plan, on pourra toujours tracer dans ce
plan un cercle C ayant pour centre le point = =o et dont le rayon R
soil assez petit pour que 5, {z) nes'annule pas i I'intérieur de ce cerele,
si ce n’est pour z = o. Ceci posé, 1l est évident que, si I'on prend I'in-
tegrale

le long d’un cercle queleonque C,, concentrique a Cet de ravonR, <7R.
cetle intégzrale sera égale & 2imm.

Seit maintenant ¢,/z) ce que devient 5{z} quand on donpe a x,.
&, .... T, cerlaines valeurs déterminées différentes de zéro. On peut
toujours prendre les modules de ces valeurs déterminées assez pelits
pour que :

1° 2, /s differe aussi peu qu'on veut de ¢ %! {z}:

3° < h, differe aussi peu gu’on veut de ¢ ,( rz);

30

- differe aussi peu qu'on veut de Z*

z, Tyl T
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4 s

4® Eniin pour que I z f, 45 prise le long dua cercle C, fiffere qusst

peu quen veut de | ad. prise le loog da méme cercle, est-

a-dire, puisque cette mlevmﬂu est toujours égale & 207 muitiplid pir un
nombre entier, pour qn "elle soit ézale & aizm.

Doue on peut toujours prendre les modules de oLy, oo o, 23302
pelits pour que 2, 'z, s'annule m fu1> dans Diotérieur du cercle
quelgue petit que soit le ravon de ce cercle.

Dane 1l existe m fonections z,, de x,, s, ..., qui

aTha e e -a

anaunlent la fonction o 'z et qui teadent vers zéro quand =, .. ..., @
temdent vers zéro. C. . F. D.

Lesise 1. — Les m fonctions =,, =.
ZIN (O P S

oo. S sont algelroides de d- o

En effet, lesm fonctions =, 55, ...,z ssntdéfinies par les m ég

‘113‘51—
tions

Je vais d'abord remplacer le systeme 1, par un autre svsteme e
valent. A cet effet, je poseral

..F 4 o= v — Z ¢ — — Iy
df

'f ) 4./{"

- Jdof

Ton = ——-

ot [7£t4

le poserai en gutie
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Il est clair que le systeme

B,::O, Bg:——o, ey B,,,::O

p‘

est ¢quivalent au systeme (1).

Les B sont symétriques par rapport a z,, %, ..., 5,. De¢ plus, ce
sont des fonctions enlieres par rapport & ces variables. En effet, les
dénominateurs f,(s;) ne contiennent que des facteurs de la forme
z,— z;ct ne conticnnent ces facteurs qu’a la premitre puissance. Donc
les B seront égaux aux quotients de fonctions holomorphes en s,
Sy ey Sps Tyy Tay <o, par le produit de tous les facteurs tels que
5;— 5. J'aurai done démontré que les B sount eux-mémes des fonetions
holomorphes en =y, 54, ..., Ty 44 X, +.., 2, 81 je fais.voir qu’en les
multipliant par z; — 5, et faisant =, = 5, on les annule. Or cela cst évi-
dent, car, les B étant symétriques par rapport & z; et a 5, B(5,— 54)
change de signe quand on change s, en 54 et 5, en z;. Donc il s'annule
quand z; = z;. Donc les B sont holomorphes en a,, @, ..., x,, €n 5,
Zay ... 5, et symélriques par rapport i ces m dernicres variables,

Posons
51:242[, ngzz?, ey Sm:L ?l.

Ces m nouvelles variables s’annuleront en méme temps que les s.
De plus, on sait que tout polynome entier symétrique par rapport
aux z ct de degré p est un polynoéme entier en
S, 8, ..., 8, sipim,

cten
S, 8., ..., Suy sipZm,

Donc les B seront des fonctions holomorphes en §,,8S,, ..., S, z,,
gy vy Ly
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(o)
Les S sont donc définis en fonction des & par m équations dont le
seccond membre est zéro ct les premiers membres sont des fonctions
holomorphes en S,, S,, ..., S, @, &2, .. , x, qui sannulent quand

S =8=.. =8, =2.—=...=zx,=o0.

Donc, en vertu du théoréeme de MM. Briot et Bouquet, les S seront
holomorphesen &, a,, ..., x,si le déterminant fonctionnel des B par
rapport aux S ne s’annule pas quand

S,:S.,: ..:Sm:xl:r,:...:x,,: 0.

Il faut donc calculer le déterminant fonctionnel des B par rappor!
aux S pour ce systeme de valeurs, et pour cela calculer, toujours pour
les mémes valeurs des variables, les dérivées partielles

@,
St
1°Sik<m—p-+1,
an,
ds,
En cflet, st dans ¢(z) on fait
Ty =X, =...== 2= 0,

% (=) devient
)»m 3"+ )‘III+IZ'H+I ~m

De méme on a, quand les x s’annulent,

1=m) i:m) .
. i 2 i 270 ful 2
3) B_Z m ,fp +E_+_f/..._
Jila
i=1 i=1

Le premier terme est homogene et de degré m — p -+ 1 par rapport
aux z, le second homogene et de degré m — p + 2, cte.

Donc, si I'on exprime maintenant les B en fonction des S, le premier
terme de B, dans le développement (3) donnera un terme en S,,_,.,
et des termes formés par le produit de deux ou plusieurs des S; tels que
k< m — p -+ 1, mais il ne donnera pas de terme en Sy(k<m —p -+ 1)
et mdcpendzmt des autres S. Les termes suivants du développement /3)
n’en donneront pas davantage pour les mémes raisons.
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DoncB,, développéen fonctiondes S, ne contiendra pas de termeenS;.
Donc
dB
dS;
Done le déterminant fonctionnel des B par rapport aux S se réduit,
au signe pres, au produit des
dR,
{/Sm—/[—H

Il suffit done, pour faire voir que le déterminant n’est pas nul, de
montrer qu'aucune de ces dérivées particlles ne s’annule.

dB, .
Pour calculer 5o—"—> reportons-nous au développement (3) et cher-

I
chons d’oli peut provenir,dansle développement de B,en fonction des S,
un terme en S,,_,.,. Il ne peul venir que du ;premier terme du déve-
loppement (3), que nous appellerons pour abréger T,, car les termes
suivanls de (3) sont homogenes par rapport aux z et de degré supé-
rieurd m —p + 1.

Il suffit done de s’oceuper des termes provenant de T,; on a

P

Tp —Zp Sm—-p—H - 0,

7 ¢tant une fonction de S, S,, ..., S,,_, qui s’annule avec ces variables,
et ¢'est o, quil s’agit de caleuler. Comme «, est une constante in:e-
pendante des =, il suffira de calculer sa valeur en donnant aux s des
valeurs quelconques, par exemple les racines de ’équation

2" — 2P~ —1=— o0,
Tous les S; sontnuls, et S,,_ ., =m —p -+ 1. Donc

Ty=a,im —p +1).
Or, on a
s [vnfule)

20T, =%, _
: Jie)

cette inlégrale ¢tant prise le long d’un cercle de rayon suffisamment
grand. En effet, le résidu de la fonction souslcsigne [ par rapporti la
racine ¢ = z; st

dv,

0 flay

Jil2i)
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La somme des résidus de cetie fonetion est done la somme de ces

[

quantités, ¢’est-a-dire =”. Or, dans le cas particulier ol nous nous

-m

sommes placés,

fomem— oy,
Jele o Chem e o0 CLocxmim v L - p ol

Done

|
0

e p
Y e P
—2i7T, =C e a—J [
tom ! " o Tt — ?

I R o o (N L ,

— —- m-op ) 4
2l mTy=Ch fom rde + € S e
Lo J v — —

La premiere intégrale est nulle; en ce qui concerne la seconde, la
fonction sous le signe fest développable (puisque le rayon du cerele
le long duquel on prend Uintégrale est tres grand ) en série ordonnde

. . . I . T
suivant les puissances croissantes de — et dont e premier terme est <

Ce premier terme donncera unc intégrale 27w, les autres unce intégrale
nulle. Done
L o . ) y - “n (-:I,: 7-m s

- 217 ‘ll' AR N e (45”, ’]1, jay /,,”(.45”, fZP:: ;I-;ﬁ —= C,I,, 1)-111-
Done les ¢, ne sont pas nuls; done le déterminant fonctionnel des B
par rapport aux S ne Uest pas non plus; done les S sont des fonctions
holomorphes en @y, 24, ..., @),

Les m valeurs de z, & savoir z,, 55, ..., 5,, satisfont & une équation

s A e 4 A s+ A o,

ot les A" sont des polynomes entiers et symétriques par rapport
Sy Sz -ees S5 ces polynomes sont done aussi des polynomes entiers
pav rapport & S,, S,, ..., S, el par conséquent des fonctions holo-
morphes en ey, x., ..., 2,

C'est dire que les m valeurs de s sont algébroides de degré m en
Xy Lay o vy . c.Q. F.D.
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(12)
La démonstration précédente suppose que I’équation
o{z)=o

n’a pas de racines multiples; mais il est facile de I'é¢tendre a ce cas
d’exception.
Solent encore, en effet,

flod=1{v—2z)le—z). . . lv—2z)

el
{{Pf‘ “
frlv)= dor’

ol z,, 5, ..., 5, représentent pour un instant des quantités quel-
conques, et soit encore

§, = 2zl;
J{v) et f,{¢) sont des polynomes entiers par rapport a ¢ et aux S.

Soit maintenant
. Po(e)flel
mnB,,:/ '—(.’—f'—dv,

J T
cette intégrale étant prise le long d’un cercle de rayon assez petit pour
que ¢{¢) soit convergent pour certaines valeurs des x et assez grand
pour contenir les z racines de I'équation

A
|
J

olvi=o0

pour ces mémes valeurs des .

Supposons, de plus, qu’on ne donne & z;, z,,..., 5, que des valeurs
dont les points représentatifs soient compris a U'intéricur de ce cercle.

Cela est toujours possible.

Cette intégrale est une fonction continue des S et des @, et Von a vu
que dans le cas ou tous les = sont différents, ¢’est-a-dire ot les S ne
prennent pas certains systemes particuliers de valeurs, cetle intégrale
se réduit a une fonction holomorphe des S et des . 1l en est done
encore de méme dans le cas ol les 5 cessent d’élre tous diflérents.

Pour exprimer que les 5 sc réduisent aux m racines de I'équation
ol{z)=o0

v

en tenant comple de leur degré de multiplicité, il faut encore écrire
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(13)
que les B, sont nuls, c’est-a-dire qu'il faul égaler & zéro les mémes
fonctions holomorphes des S et des @ que dans le cas ol il 0’y a que

des racines simples, c’est-d-dire que la démonstration précédente
sapphque.

4

Cororrare . — St o est une fonction algcbroide en =, x,, x,. ...,
telle, gi’une de ses valeurs s'annule quand on a a la fois

=Xy =X, =...==2,=0,

mats qu’aucune de ses valeurs ne s'annule, quel que sott =, quand on u
a la fois

Ty =X, =. .. =&, =0,
stz est defind en fonction des x par U équation

¢ =o,
s est une fonction algebroide en x,, x., ..., x,.

En effet, la fonction ¢, ¢tant algébroide en =z, 2, x,. . ., 2, cst
donnée par une équalion

"+ Ap " 4 - Ao - Ao,

olt les A sont holomorphes en 5, oy, .. ..., x,.
L’équation ¢ == o est donc ¢quivalente a 'équation

A, = o.

Mais A, est une fonction holomorpheen =, &, ..., &, qui sannule
quand toutes ces variables s’annulent, puisque ¢ sannule dans ce cas,
mais qui ne s’annule pas, quel que soit =, quand tous les 2 s’annulent,
puisque ¢ ne s'annule pas dans ce cas.

Doune A, contient un ou plusicurs termes contenant une puissance
de = et indépendants des .

St 5™ cst celul de ces termes dont le degré est le moins éleve, on
retombe sur le cas étudié dans le lemme precédent; et s est une fone-
tion algebroide de degré men x(, &, ... a,. €. Q.F.D.

Cororratre . — S, dans une fonction holomorphe ¥ en x, x,. ... 4.
on substitue a la place de cesvariables n fonctions ., 2,. ..., =, de pru-
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riables nouvelles y,, ¥, ..., ¥,, algébroides par rapport @y, ¥z, - - -» ¥y
et sannulant avec ces variables, la fonction T degient une fonction alge-
broide en y,, ya, ..., 7.

En effet, les fonctions ¢y, ¢a, ..., 9, sont respectivement susceptibles
de m,, m,, ..., m, valeurs différentes. En substituaunt dans F un sys-
teme quelconque de ces valeurs, on donne a cette fonetion

m,ny, ... m,= M valeurs différentes.

Soient F,, F,, ..., F, ces valeurs. Les fonctions

=M i=\
S, S S
i=1 i=)

aont holomorphes par rapport aux diflérentes valeurs de ¢y, 2., . ... 5,.

e plus, clles sont symétriques par rapport aux différentes valeurs
de o, aux différentes valeurs de 2., ete.

Donc, en appelant 8,, la somme des pi*™= puissances des diverses

valeurs de g,, S,, la somme des pi*® puissances des diverses valeurs
i=M

de o, les fonctions 21‘"‘ sont holomorphes par rapportaux S, c¢'est-i-
i=1

dire (puisque les S sont holomorphes par rapport aux y) holomorphes

par rapport aux y. C'est dire que la fonction F elle-méme est algé-

broide en yy, Yoy oo s ¥y C. Q. F. D.
Lesae IV, — 8@ o, 0., ..., 5, sont p fonctions holomorphes en
T R TP .
Spr Zar wees Spe Lyy LTuy oo Ty, SEoces Jonctions sannulent quand on

annule tous les s et tous les x, st les équations
Q== Q=i =g, =0

restent distinctes quand on annule tous les x, st Uon définit les = en fonc-
ton des x par les ¢quations
(T'J,:O?:;, e = q,,:(),

T

les p fonctions ainsi definies sont algebroides.
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En effet, supposons p= 2 pour fixer les idées: =, et =, sont alors
définis par les équations

-Q

(T30, 9,=0;

T

2, el 5, ne peuvent s’annuler identiquement tous deux quand on [ait
2, T, X, =X, R0,

car alors les équations

Oy I= 0110

cesseralent «'étre distinctes quand on annulerait tous les o et e védui-

raient toutes deux i
Zy— 0.

Supposons que ce soit 7, qui ne s'annule pas identiquement quandd
I, X TIx; /=L I, = 0
on pourra (Lemme [II ct Corollaire I tiver de
(‘).:T’_‘O
z, en fonction algébroide de 55, 2,, 2., ..., 2,
Substituons cetle valeur de =z, dauns o,: cetle fonetion deviendra
algébroide en 24, @y, @y, .. ., 2, (voir Lemme HI, Corollaive 1TV, L'équa-

flon

:,)._,i 0
adoneun premier membre algéhroide en sy, @, 2y, .., @, oL qui s"an-

nule avee ces variables. De plus, 2, ne s'annule pas, quel que soit =,
quand x(, 2., ..., x, sanvulent. Ce serait dire que les équations

© "= 0, G2 O

cessent d’étre distinetes quand les & sont nuls. Done z, est défini par
équation =, ==o0 en fonction algéhroide de x(, 2y, ..., 2. 1 en est
de méme de s, puisque rien ne le distingue de z,.

Le lemme est done démontre.

Remarque. — On remarquera que dans le lemme préeédent on est
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obligé de faire une restriction, puisque I’on suppose que les équations

=

-G

1TE L T 0= 0

restent distinctes quand les x s’annulent.
L.es deux lemmes qui vont suivre ont pour but d’examiner ce qui se
passe quand cette condition de restriction n’est pas satisfaite.

Lemye V. — St une fonction z est définie en fonction de x,, x,, . .,
x, par une équalion
g=o0
dont le premier membre est une fonction /zolomorp/ze EN By X\, Lay .. Xy
s‘annulant avec ces variables, on peut exprimer s, x,. x,, . .., x, par des
JSonctions algébroides de n variables auxiliaires p.,, j1a, ..., 1, Sannu-
lant avec ces variables.

En cffet, toutes les dérivées partielles de ¢ ne sont pas nulles, sans
quoi celte fonction serait identiquement nulle. Supposons que loutes
les dérivées partielles d’ordre m ne soient pas nulles, mais que toules
les dérivées d’ordre inférieur & m le soient.

Si parmi ces dérivées d’ordre m qui ne s’annulent pas se trouve
do . . g
—=, par exemple, on pourra exprimer z, en fonction algéhroide de =,
(,xllll <
Loy Tay + ooy Lo

2= f(2, X2y X3, .., Xu,

et alors il suffira de poser

5 = {-’-U = ‘U‘Z; Ty — {J'Jy L] Xy == ‘Uu;)
xl:f‘(,u'l! [J-’.', (J-S, ML) {J‘u)
pour satisfaire & I'énoncé du lemme.

Sil'on a, au conlraire,

([m © dln (? . dm )
dz"  dz dzxm

= ()’

on posera
jJ— )\|:V| -+ )zz]‘a R I )-u]‘n -+ )‘~u+"}"u+l
Ty = xaY + 23y 2 oA ol S W SN

Xy — an,l]‘l -+ “"»7y2+ s an,n—H]‘lH—"
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On pourra toujours choisir les 2 et les e de telle sorte que leur déter-
minant ne soit pas nul et qu’apres la substitution
,]l”?

-(7) an .-\'

-1

On aura alors y,,, en fonction algébroide de v,, v, ..

v Ve

]"114-.:,/")':;)'“ IR A

etil suffira encore de poser

M= == dae o, VaT

i=n

z = Y Pitri = haan [ e Uy Yo
deeed
i1

i=n

X, = E Dyt - /vu+lf‘
=1

.................. R
i=n

a— E i i+ P [
iz

pour satisfaire & Pénoncé du lemme.

Remarque. — 11 faut remarquer que cette nouvelle manitre de defi-
nir la fonction z ne nous en fait connaitre qu'un élément plus restreint
que ceux que les lemmes I et IV nous permettaient d'¢tudier. Des
fonctions algébroides définies par ces lemmes nous connaissions un
¢lément lnité par ces conditions que les modules de @y, a, ... 0
restent respectivement plus petits que certaines quantités données.

Les éléments définis par le lemme Vseront restreints encore par
’autres conditions, par exemple que, les modules des 2 vestant plus

"

. . ., , a, T, T
petits que certaines quantités données, les modules de ' =, .00 =

2, T Ra

soient eux-mémes plus petits que certaines quantités donundes.

'

Lesmye VIL — 8t p fonctions =, z,, ..., 5, de nvanables x,, a,, . ..
x, sont définies par p équations

0,=0, 0Q.T7=O0, ..., Q10

7

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(18)
dont les premiers membres sont des fonctions holomorphes en =, z, .. .,
Spy iy Xy e, &y el Sannulant avec ces variables, les fonctions s, 24, ...,
s, et les variables anciennes x|, z,, ..., &, peuvent s’exprimer par des
Jonctions algébroides de n nouvelles variables convenablement choisies
Uiy [fay -+ s Uy €8 qui s'annulent avee ces nouvelles variables.

En effet, supposons p = 2, pour fixer les idées; z, et 5, sont alors
définis par les équations

¢=0, @,==0.

En verta du lemme V, on peut tirer de ¢, = o les z ¢t les = en fone-
tions algébroides par rapport & » —+ 1 nouvelles variables que nous
appellerons v, v,, ..., v,,, et s’annulant avec ces variables. Substi-
tuons ces valeurs dans ¢,; cette fonction deviendra une fonction algé-
broide de vy, vy, ..., vpo (Lemme IlI, Corollaire II).

On a done
O 4+ Ap 0T 4 L.+ Ao+ A= o,

olt les A sont holomorphes en v,.v,, ..., v, v,.,. Done, égaler o, &
zéro, ¢'est égaler A,  zéro.
Or, en vertu du lemme V, on peut tirer de

A,—o

YiyYar - . vs Vaoq €0 fonctions algébroides de n variables nouvelles p.,,
Ly, e et s’annulant avec ces variables.

Done, les z et les  étant des fonctions algébroides des v, qui sont
des fonctions algébroides des p, sont des fonclions algébroides des p..
De plus, set les 2, s'annulant quand on annule les v, qui eux-mémes
s'annulent quand les p. sunt égaux & zéro, se réduisent & zéro quand

on fait
== fa=...== Uy== O, C. Q. F. bB.

Remarque. — Laremarquerelative au lemme V s’applique également
au lemme VI.

Généralités.

Nous nous proposons d'étudigr les propriétés d’une fonction z de
n variables @y, s, ..., Zu qui est liée & ses dérivées partielles du pre-
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L
mier ordre, que nous appellerons

[)‘:-(—s TS — ey, PaT -

par une relation de la forme
Flz,zi20 - s Xuy Py Py oo pu =00

Nous supposerouns, pour simplifier, que F est un polynome entier par
rapport 3 z, aux p et aux x, et nous poserons, conformément i 'usage,
? l <

., dF . dr , dF
Z—E) k,‘-—— (’[:2;: I,—m'

Nous nous bornerons, comme I'a fait Cauchy, & étudicr un ¢fement
de la fonction z, ¢’est-d-dire la séric des valeurs que prend cette fone-
tion quand on donne & x,, z,, .... z, des séries de valeurs telles que, si

aly a'.’a ey Uy
sont des constantes imaginaires donnces,
:‘)|‘ @37 . ‘9 lell

des constantes réclles et positives, les modules de &, — o, vy — 2, ...
x, — o, restenl plus petits respectivement que 7., 5., ... 5,
On pourra toujours supposer (que

o= 0=... - 2X=0
car, si cela n’était pas, on poserait
Ty == S Ay T TEN R Oy oy XTI )t O

et avec ces nouvelles variables on serait ramené au c¢as ol les o sont
nuls.

De méme on supposera toujours que la valeur que prend la foue-
tion s quand les  s'annulent est zéro, car, st cela n’était pas, si par
exemple z prenait alors une valeur finie {2, on poscrait

Z == 3+ @,
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st 5 prenait une valeur infinie, on poserait

et de toute facon on serait ramené au cas ol 5 s’annule avec les .

[l pourra arriver qu’on soit obligé d’étudier un ¢lément de fonction
plus restreint encore, comme on a vu que cela avait licu, par exemple,
dansles cas ot s’applique le lemme V (voir la Remarque).

L’étude que nous nous proposons de faire de 'équation

F—o

comprend la résolution de trois problemes.

PROBLEME 1.

Rechercher quelles sont les intégrales s de I'équation F = o qui sont
ﬁo[onzorplzes EN X\, Ty e -y L.

PROBLEME 11.

Intégrer les equations différentielles

. dz _ dz,  dr. _ der,  —dp,. = ,(//)L

SN U T DR it il ey A e i A

LN

1° Sous la forme

5) Q= ]1'., G2 = /1'-», cees Qu— lfm,

o les K sont des constantes arbitraires, les ¢ des fonctions connues de =,
des x el des p;
2° Sous la forme

()] xx:'-!h, x‘_':dHlv sy xn—r:q)u—u Z = k!)n; /)|': '~!Ju+17 ey Pu:\!/mu

ot les s sont des fonctions connues de x, et de 2n constantes arbitraires.

PROBLEME 1II.

Rechercher quelle est I'integrale

3 :f;:x,, Tyy ooy -Zu)
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qui satisfait a Uéquation I’ = o et qui se réduit identiquement @ une fonc-
tion holomorphe donnée en x,, a,, ..., x,

i \

TR ST U

quand une autre fonction holomorphe donnée en x,, x4, ..., X,
/

O Xy Lyy ooy T

est dgale a séro.
=

Le probleme peut encore s’énoncer d’une autre manitre.
En ellet, les deax équations

o

—o0, =0

nous permettent, en vertu du lemme VI, d’exprimer 5, oy, 2., ..., v,
en fonctions algébroides de n — t variables auxiliaires gy, va, 0 1,
ces fonctions s’annulant avee ces nouvelles variables, soit

- !

= o {J.-,, ey Pn—r )y

x,2= G0y Moy s Uaei )y

.................... 5
— ¢

Xy = Ju \ I'J-A’ .U-:‘y » Moy

Le probleme I s’énonce alors :

Trouver une intégrale de I ¢quation ¥ = o qut se réduise tdentiquement
a B3, quand on y remplace respectivement &, &y, .. ., 2, pard;, 5., ..., 5,.

Cauchy ctJacobi sont arrivés & peu presen méme temps a ramencer la
résolutiondu probleme [IIa celle du probleme IL Rappelons en quelques
mots les résullats auxquels sontarrivés ces deux grands géométres.

Equations linéaires.

Supposons que I'équation F = o soit de la forme
Xp+Xopet.. .+ Xapo—Z =0,
ol X, Xo, ..., X,,,Z sontdes fonctions connues de x,, 2., ..., &), 3.

Les équations différenticlles (4),' qui portent le nom d’équations des
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caractéristiques, prennent alors la forme

de,  dr, (1.1',f dz
X, X, U7X,

l
I

Supposons que le probleme II soit résolu, c’est-a-dire que "on ait
les iutégrales des équations (4 ) sous ka double forme

(5) (Plzl{l’ €P2: K:g .oy (?rz: K:u

(G) xl;dﬂn Xy =" qjh seny xn—x:q)n—u 2':'~!/n;

on trouvera I'intégrale que 'on se propose de chercher dans le pro-
bleme II, en sabstituant respectivement, dans ¢,, ¢.....,9,. £,, 6,,
65y ..., G, 2 la place de z, @, @,, ..., ®,, ce qui donnera & ces fone-
tions ¢ Ia forme

7|({J-|» Pay v o s P—n——l)’ }’2((147 Moy - v oy e 1)7 . )yn({J-l) Pay - - '1|U-n—|};

et, en subslituant ensuite respectivement, dans ¢, ¢y, ..., ¥, 7,
Yar - - v 7, Wlaplace de K, Ky, ..., K,,, on aura ainsi 'expression de z,
Xy, Ty, « . Tay en fonetion de x, et des pn. Ce sera 'expression im-
plicite de I'intégrale ¢herchée, et ensuite, quand cela sera possible,
on éliminera les p. entre les équations qui constituent cette expression
ct P'on résoudra par rapport & l'intégrale pour en avoir 'expression
explicite.

Equations non linéaires.

Cauchy a fait voir d’abord, en ce qui concerne les équations non li-
néaires, que, si l'intégrale cherchée existe :

1° Les dérivées partielles du premier ordre p,, p., . ., p, doivent
sc réduire identiquement, quand on y remplace respectivement x,,
Zay o Ty par 9y, Oy ..., Gy, & certaines fonetions oy, o,, ..., w, fa-
ciles a déterminer.

2" Si les équalions

dz  dx, dz, - dp, — dp,

A ST TR, T X g s T N i
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ont été intégrées sous la double forme

5 (,J\j/'.l? ey Q= K:u-

f
i
o — — !

\b/ xl—",le LELEES ) x'm — Yuny

nous obtiendrons 'expression implicite de cette intégrale de la ma-

niére suivante.
Danso,, ¢.. ..., 9., remplacons respectivement

Z, ])I? l)'.‘) o b l)u; xl) 1’.’; ey .T,,
par
Biy Wiy May o« vy Ony Oy O ooy Gy

ces fonctions » deviendront des fonctions des p, que nous appellerons

Fis s e s D
Dans &, ¢a, ..., $yp, remplagons respectivement

K, K., ..., Ko,
par
]"l) ]A'z, aeey ':).'.‘ll)

NOUS QUIONS &y, Loy .+« vy Lp_yy 5y Prs Pas - -5 Po el fonction de a, of
des 1, et ce sera expression implicite de Uintégrale cherehée, si cette
intégrale existe.

Enfin, Cauchy a fait voir que, pour que la fonetion z ainsi définie
représente réellement une intégrale de U'équation F = o, il faut et il
suffit que les fonctions

dz dz, dx, dx,.

J,“— —_ —_—

= = —p — ‘ B
dy; l'(/y.[ P du; P du;

soient identiquement nulles.

Remargue I. — On peut toujours supposer (ue %, =, ... w, sonl
algébroides en ., oy« o0y My
En effet, les fonctions o, 0,, ..., v, sont définies par
'(IBI;OHO::'--;OM(J"I, Glay « o vy )y 20
et par n — 1 équations telles que

d3.  df, df, dr,
T TE o Ot g Wy ko e
du; oy l (][J." ’ du,
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Si ces n équations permettent d’exprimer les » en fonctions al-
gébroides des p, il n’y a pas de difficulté.
Si au contraire cela n’a pas lieu, on pourra toujours, en vertu du
lemme VI, tirer de cesn équations

Fas Moy o ovy Pty Oy Gy vy Gy
en fonclions algébroides de n — 1 nouvelles variables
Vi, Y2y + vy Yie

On fera jouer alors & ces variables nouvelles le role que jouaient y,.
[ros -ovs ey, €t il est facile de voir que f3,, les 6 et les w s’expriment
cen fonetions algébroides de vy, v,, ..., v,_,.

Remarque II. — La remarque qui préccde ne s'applique pas aux cas
oll , w,, ..., w, ne gardent pas des valeurs finies quand on annule
les .

Remarque 111. — Parmi les intégrales des équations des caractéris-
tigues mises sous la forme.

~

(\)) (?l: I{I, ?2: :Kh mety Q:‘n: K’zm

il y en a une, ¢,,, par exemple, qui n’cst autre que le premier membre
F de I'équation F =o. Donc, quand on prendra les intégrales des
équations (4) sous la seconde forme

(6) 1‘|:4le xZZL!J‘U ey ~pn:H’J?m

on pourra remplacer partout, dans ¢, 4y, ..:, $s,, K,y par zéro.

Propriétés des fonctions J.

On a vu que la méthode de Cauchy pour I'intégration des équations
aux différences partielles était soumise & une restriction.

La fonction & laquelle elle conduit ne représente I'intégrale cher-
chée que si certaines fonctions Iy, Js, ..., J,_, sont identiquement
nulles.

Or Cauchy a démontré :

1° Que ces fonctions sont nulles quand on y remplace «, par

on(,u'l? {}'7) crey H"—‘);
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2 Qu’elles satisfont & Peéquation
J q

P dl -

" dr,
c'est-i-dire que, J, étant la valeur de ) quand v, =7%,,.

/.

.
N A
J-lend f (I

o

Supposons que Pon ait donné aux p des valeurs quelcongues, par
exemple

Pintégrale sera prise depuis la valeur de a,,, qui correspond iva, = 7,
cest-i-dire depuis zéro, jusqu'd une valeur quelconque de cette va-
riable.

SiP, 7o, il est évident que Pintégrale

/ dzx, |/’;

conserve une valeur finle et détermince, ef, par conséquent, puisgue

.

J.=o,
que J estidentiquement nul.

St P, = o0, mais que P, par exemple ne sott pas nul, on fera jouer
aa, le role qu’on avait fait joucr & 2, c’est-a-dirve que, au lea de ré-
soudre les équations
5 Cy T K, R W
en fonetion de 2, pour fes amener & la forme

6 o b, xemode, o, = dn 2=14,, o= ';'“: L

. . . L a 7 ,
on les résoudra en fonetion de ay: Pintégrale /(/;r sera remplacée

" i,'
e 7 . v . )
par Uintégrale (]xl»Fs quiconservera une valeur tinte, et lesfonetions
{
¥ seront encore nulles,
St
PPy =P.=a,

|
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mais que
X,’ —+ ])1Z 2 o,

on vésoudra les équations (5) en fonction de p,, et & la place de I'inté-

gl‘alefdac,,

est aussi finic.

Dans ce cas encore, les fonctions J seront identiquement nulles.

On n’a done & se préoccuper de la condition de restriction relative
aux fonctions J que dans les cas ot I'on a & la fois

| &

) ., YA .
on rencontrera l'intégrale | dp, ————, dont la valeur
8 P X+ p,—[’

-

n

l)[:PQI...: p":(),

X.+p.Z:Xg+]):Z — ... x,,—&—p,,ZiO.

PREMIERE PARTIE.

ETUDE DES CAS OU L'ON N'A PAS A LA FOIS

P=P,=...=DP,=o,

Ni+pZ=Xo+pt=.. =X, + p.L=o.

Dans ces cason n’a pas, comme on vient de le voir, a se préoceuper
de la condition relative aux J.
On suppose d’abord :
1° Qu’on veuille étudier une intégrale autour du point
=X, =X, ==, .. =X, =0,

cette intégrale étant assujettie a se véduire a

Bz, X2y v oy Tu

quand on a
O{ax, &y ..., x) == 0,

B et 5 étant des fonctions holomorphes des .z qui s’annalent avec ces

variables ;
2° Que les fonctions @, w,, ..., w,, auxquelles les dérivées p,,
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[ae -+ ppsontassujetties ase réduaire, comme on I'a vu plus haut, quand
hH=: o0,

prennent, quand les 2 s’annulent, des valeurs finies

Fode o s
3% Qu’en substituant
0y 0y 0y Loy Oy Fiy Yoo eeey Vi
dans
Py, P oo, P,

Ni—=pZ, .., Xo=pZ,
a la place de
Sy Ty FTav ey Ty Py Paeoooy Py

toutes ces fonctions ne s’annulent pas i la fois.

PROBLEME .
Le probleme T a ¢té résolu successivement par Cauchy, par M™ de
Kowalewski et par M. Darboux.

Trtonewe o M™ pE Kowarewskr, — S 7. x,, va. ..., 2, se réduit
identiquement & x,, ¢ est-a-dire st Uon a a étudier une intégrale qui se
réduit @ 5 pour x, = o, celle intéarale est holomorphe, pourcu que

«

P, o,

vJournal e Crelle, 1. 80, p. 135

PROBLEME 11.
1. Intcgrer les équations (4 sous la forme [ 5.

Cela vevient & chercher 2nintégrales distinetes de équation Linéaire

de .. dz d- ,
7. V - \x,'—r‘/),‘/, —31,:/—1’ P[——ﬁgzilx‘/)z-—‘“

Lti i L

Orun aw moins des coellicients de cette ¢quation, P par exemple, est
différent de zéro.
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Cherchons donc 22 intégrales de 'équation (7) assujelties i se réduire
respectivement, quand @, = o, A
filZn zo o 2wy By PG Pey s ),

Jrln Xoo oo X Z Py P P

Sl o sy o Ty By PG P - Pate

1° Oufy, /s, ..., fo, s0nl des fonctions holomorphes en vy, 2y .. o,

Xpy S v — Yy 7/)‘.! —VYas -0 l)n — Yu-
2" Ou f,, v’est autre chose que ce que devient le premier membre de

IF =0 quand on y fait x, = o.
3°-Ou le déterminant fonctionnel des f pav rapport i
.T-.», .2“_‘, AR | .Z',,, Za [’ly 17.'1 ) Pu
ne s'annule pas quand ces variables se réduisent respectivement a
O, Oy .-y O, Oy ¥y Yoy - - o5 Fue
Ou peut toujours faire toutes ces suppositions.
Or, en vertu du théoreme de M™¢ de Kowalewski, les 22 1ntégrales

ainsi définies sont holomorphes ¢n
Ty Xuye ooy Tyy &y l}| __}"n 1}:“9".’; ey [)n Vv';.m

et, d'ailleurs, la dernitre se réduit a F.
Les intégrales cherchées du systeme (4) sont done

@y == Ku ?!:1‘27 sy P 131{::4—1, K= l(vuj

OU 94y Dgu vy 2uny sONtholomorphesena,, au. .., 2 5, pr— vy
[)/1_',),11'

II. Soit maintenant & amener les intégrales du systéme (4} sous la
Jorme (6).

Cela revient a résoudre le systeme (5) par rapport & toutes les
variables qui y entrent en fonction de 'une d’elles, en fonction de
par exemple.

Or le déterminant fonctionnel des o par rappory & x, ..., L, 5,
Pis - pu 0est autre chose pour les valeurs initiales que le déter-
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minant fonctionnel des / par rapport aux mémes variables, qui n'est
pas nul, par hypothese.

Done le théoreme de MM. Briot et Bouquet sapplique, et Pou peut
CXPUHIICE Xuy Xy oo 0y 50 Py Pue ooy Py e fonetions holomorplies
der, et des K

‘l\h‘ z ‘v”!u R !Jz\ EEEEPE R '-{/m /)I - '-‘f'r-:x- S /),, s

PROBLEME 111.
PREMIER CAS,

Turoreve 1. — Dans le cas on

),
2.0,

ne s‘annude pas pour les valeurs initiales des rariables, {'inicorale = vsi
holonwrphe.

En eflet, faisons un changement de variables en posant
8 V=0 G e &

Puisque
U
2 Pi—=o
i Yy

.o 0 .
toutes les valeurs inttiales des — ne sont pas nulless sott, par exemple,

da;
dy
L >0
dx, -

On pourra résoudre alors Péquation {8 par vapport a vy, et Pon aura

o= Gy, ey - - ),
(: ¢tant holomorphe.
Soieul ¢, ¢.v ..., ¢, les nouvelles derivées particlles de = par
apport o
Jy X oo X0
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on aura

L d9
Peo=t G
s
S Sl P
dy
I e [
Sotent Q, Quv ..., Q, les dérivées de F pav rapport ¢, que oo ¢

on aura
db
Q':S P, —— Z().
L Az S

L'intégrale cherchée est donc assujettic & se réduire & une fonction
BIG (3, Zay oo s Tu)y Ty - oy &,

qui est holomorphe en y, 2y, ..., x, quand
et d"atlleurs

Doue le théoreme de M™ de Kowalewski s’applique, et = est holo-
morphe en v, x,, ..., 2, el par conséquent aussi en .y, Xy, L.
C. Q. I D,
Interprétation géométrigue. — Supposons que Pon nait que deux
variables indépendantes 2 et y; l'intégrale
s=fz,y)
peut alors étre considérée comme représentant une surface S.
11 est facile, dans ce cas, de trouver une interprétation géométrigue
de Ia condition (9.
Iéquation F= o signifie qu’au point
r=y=13=o0,
¢'est-i-dive & Porigine, le plan tangent P & lasurface S est tangent a un
cone donné C.
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Dire que I'intégrale = est assujettic ase réduire 3 5 quand ona 7 =o,
c'est dire que S est assujetti 4 passer par une courbe donnée A qui
passe elle-méme par Torigine, et par conséquent que le plan P passe
par la tangente a Porigine T i la courbe A.

On obtiendra done le plan P en menant par T un plan tangent a C.
On pourra en général en mener plusieurs, cest-b-dire gque par la
courbe A ou pourra faive passer plusicurs surlaces S.

Considérons une de ces surfaces. Dive quey,, v, .. <aDt tinis,

~s Vi

¢’est dire que le plan P eorrespondant n’est pas parallele & Maxe des z.

Dire que
Zl) di -
(/vl, ~

¢est dire que T n’est pas sur le cone €.
A ces conditions, Ta surface S est veprésentable par une cquation
olt = est égalé & une fonction holomorphe v et o'y,

DEUNIEME CAS.

Vis Var - ooy ¥y restent finis, mais la condition 14 nest pas remplic.

Géometrignement, c¢’est dire que le plan P one passe pas par axe
des =, mais que T est sur le cone C.

supposons Fabord que Uéquation F = o est lin¢aire.

Tueoniae (I, — Dans ce eas, Uintégrale = peut 9'(}.1’/;1'1‘17207' en coulant
a z€ro une /onch(m /zo/omorp/zepar I(I/)/)()l[(( zetaur v. el sannulant

avec ces variables, pourvu que, si
w=h, .., ==Lk,

representent les (ntégrales duw systeme (40, st 9y, ©.. ..., o, sannulent
avcec sellesx, s — et 5 ne sannulent pas identiquement a la fos quand
tous les = sont nuls.

En cffet, si une pareille expression de Pintégrale existe, elle pourra

Seerre

Lo {I) Yy ‘:(3:"'1’-‘111,':”;
7 ',-_,, .. v 2y Clant les fonctions qui, ¢galces a des constantes, vepre-
sentent les intégrales du systeme (), sont, comme on Ua vu (riésolu-
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tion du Probleme II), holoinorphes par rapport & = el aux x ¢l s’an-
nulent avec ces variables.

De plus, @ devra étre identiquement nul quand on aura & la fois

(e z—H=o0, O=o.

\ /

Faisons un changement de variables en prenant pour variables nou-
velles @y, o, @4, <., 9,3 NOUS aurons

\
‘o z = L!J,, .Z'q:LIJ-_‘, ey Xy =Z ‘\}/ny

les & étant holomorphes par rapport & &, et aux ¢ el s"anoulant avec
ces variables. (Voir la résolution du Probleme 11.)
Les équations (11) deviennent alors

B=0, C=o,

B et C étant holomorphes par rapport a x, el aux ¢ ¢t s'annulant avee
ces variables.

On (rouverait I'intégrale (1o) en éliminant x, entre ces deux équa-
tions.

Or B et C ne peuvent étre identiquement nuls, quel que soit .,
quand les ¢ s’annulent, sans quoi Uon surait identiquement

z.-—lfj:(), H—o0

quand

Y=g ta. IO, T 0,

ce qui est contraire aux hypotheses faites en commencant.

On pourra done tirer (Lemme I} de C=o, par exemple. 2, en
fonction algébroide des 23 s1 Pon substitue cette valeur de v, dans B,
cetle dernitre fonction devient algébroide par rapport aux o, ¢'est-i-
dire qu’elle est lice aux ¢ par une équation de la forme

B - Ay B - 0 2 A Bo AL 0,
ol les A sont holomorphes par rapport aux .

L’équation B = o estalors ¢quivalente a A, = o, et le premier membre
de cette équation, qui n’est aulre que Vintégrale (10) cherchée, est
holomorphe par rapport aux ¢.

Done, si 'on remplace les » par leurs valeurs, A, devient uane fonce-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



(33)
tion ® holomorphe en z, x,, x,, .... x, ¢t sannulant avee ces variables,

et l'intégrale cherchée s’exprime en égalant cette fonction a zéro, ce
qu’il fallait démontrer.

TROISIEME CAS.

Les v restent finis, la condition {g) n’est pas remplie, mais I'équa-
tion I'=o n'est pas linéaire.

Twtorie JII. — Dans ce cas, 'intégrale = peut s'exprimer en ega-
lant a zéro n+ 1 fonctions Iy, Fo, ..., F,., holomorphes par rapport
(4 3, Ty, Tay oovy Ly Py— V(s P2—Vay «ooy Pp—, et sannulant avec

ces variables, pourvu que, st

Q:ZKU (‘32:[\’2, caey (_Jm:Kzu
representent les intégrales du systéme IV, si o, @, ..., @y, §unnulent
quand s et les x se rédwisent a séroetles p auxy, = — B, py — oy, p. — 5.,

s Pu— o 0 ne sannulent pas identiquement a la fois quand

-G

) Q1= .. .= Y = 0

Ln effet, en raisonnant comme on I'a fait pour le théoreme précé-
dent, on verrait que pour obtenir Pintégrale cherchée il suffit :
1° De changer de variables en posant

z

<

s X '*ZJZ) ceey T ans Pr= L!Jlu}—n ey Pa” '“EJ"'“’

,

les ¢ ¢tant les fonctions qui sont définies dans la résolution des équa-
tions (4) sous la forme (G);

2° De faire cette substitution dans les premiers membres des ¢qua-
tions

;_.—@io, Pi—o =0, ..., Pu— &, -0, 0::o0,
qui deviennent alors

Bi=o0, B.—

o, ..., B..- -0, B.. o,

les B ¢tant des fonctions holomorphes de x, et des 2 s’annulant avec
ces varviables;
3¢ D’éliminer ., entre ces n+ 2 équations.
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Or B,, B,, ..., B,,. ne peuvent ¢lre identiquement nuls a la fois,
quel que soit x,, quand les ¢ s'annulent, a cause de la condition de res-
triction posce au début. Supposons, par exemple, que ce s0it By, qui
ne s’annule pas identiquement dans ce cas.

On pourra Grer de B,.o =0 a, en fonction algébroide des o3 sub-
stituant cette valeur de 2, dansB,, B., ..., B,.,, ces fonctions devien-
nent algébroides par rapport aux o (Corollaive II du Lemme I1I).

L’intégrale s'exprime done en égalant i zéro n -+ 1 fonetions algé-
broides deso, ou, ce (ui revient au méme, en annulant n + 1 fonctions
holomorplies des ¢ ou, ce qui revient encore au méme, n —+ i fone-
tions holomorphes en z. z,, 2y, ..., x,,,p, =Y Pa—Yae oeer Pn—Ya-

C. Q. F. D.

Tutorime 1IV. — S, dans le troisieme cas, s ouw les p ne prennent
p nej

pas une forme indéterminee quand les x s'annulent, s (st une fonction

algcébroide des x.

En cffet, on vient de voir que P'intégrale cherchée s’exprimait en
égalant & zéro n —+ 1 fonctions holomorphes en 5, @y, as, ..., z,,
Pi—Yis P2 —Yas - Py — Y, ¢l s'annulant quand on égale 5 et lesx
a zéro ct les p aux y.

Soient

H=H=H=.. =, =0

ces n+ 1 équations. Si ces équuations restent distinetes quand les o
s‘annulent, on pourra leur appliquer le lemme 1V.

Mais dire qu’elles ne sont pas distinetes, ¢’est dire que s ou les p
cessenl d'étre déterminés quand les a s"annulent. Or cela v’a pas lieu,
par hypothese; done fe lemme IV est applicable, donce = est une fone-
tion algéhroide des . C. Q. F. D.

Remarque I. — 1l est facile, dans le eas de deux variables, de trouver
unc interprétation géométrique des conditions de restriction posées
dans ’énoncé du théortme précédent.

Dire cn effet que s cesse d’étre déterminé quand « et y s’annulent,
c’est dire que la surface S passe par I'axe des z.

Dire que p et g cessent d’étre déterminés quand « et y s’annulent,
¢’est dirc que la surface S présente un point conique & I'origine.
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Stoancun de ces deux cas ne se presente, le théoreme IV est appli-

vable.

fiemarque 1. — Daus le sccond cas, les 71 ¢quations
H--o
se reduisent d une seule olt ’entrent pas les p.
s théoreme TV sera done applicable toutes les fois que 5 ne

Le théoreme 1V I pplicable toutes les f u
deviendra pas indéterminé quand on annuiera les .

Tutortme V. — Dans e deuxieme et le troisieme cas, intégrale cher-
chée peut s'exprimer en égalant s et les x a des fonctions algcbroides de
n noucelles variables p.,, vy, ... 1,

En effet, il sullit, pour démontrer ce théoreme, de se reporter aux
dquations

H =MW - =0
et de leur appliquer le lemme VI

Les premiers membres de ces ¢quations sont holomorphes par rap-
POVL A2, Py — Vs Pa—Dae oo Pu—Vur Lyv oo O Done s, 0000,
peuvent s'exprimer en fonctions algebroides de n variables auxiliaires

Uiy Pos wovn e
Exemple 1. — Soit a trouver une intégrale de Péquation
pogea
qui se réduise d v+ 2 quand ooy [ait
ye/a-k
Les équations (4), qui 8'éerivent

dv {/I _ds

_— o U

I [ 1
ont pour intégrales
5 - =K. yp—x=Hh,
6 sz Ky, = K
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En remplagant 5 et y par leurs valeurs (6) dans les équations
z=x 2, y=x + 27
il vient
Ki=a K,=uz?,

ou, éliminant x,
K: = K3,

ou
(z—x)’:(]-—x)’.
On était placé dans le second cas, car I'équation proposée est
linéaire et

df df

1—1=0.

(Vest pourquoi on est arrivé a exprimer l'intégrale en égalant i zéro
une fonction holomorphe en x, y, 5 :

(3 —-2) —(y—2xp;
de plus, cette fonction ne s’annule pas, quel que soit 5, quand

X :y = 0.
Douc le théoreme IV s’applique et = est algébroide en x et en y.

Exemple II. — Soit & trouver une intégrale de 'équation
p+q{r—a2z)—=1
{ui se réduise & g- quand on fait
y=x.

On est encore placé dans le second cas, car I’équation est linéaire
et la condition (g) n’est pas remplie. Le théoreme 11 s’applique donc.
Les équations (4), qui s’écrivent

dz _dz_ _dy
T 1 1—2z
ont pour intégrales
(5) s—x=K, ##+y—z =K,
{6) s=x+ K, y=z+K—-(z+K),
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en remplagant y el = par leurs valeurs (6) dans les ¢quations
g 'Lz pe ¢ (6 d: fuation:

x
2,

y—x=o0, z2— —=o0,
1l vient
]{:_v‘x'f‘lil;?':oy x:—f’.l\-”
vu, ¢liminant «,
K:—Ki=0o,
ou
12 s+ —x,— 3 — 2] :=0,

qui est 'intégrale cherchée, exprimée par une équation dont le second
membre est zéro et le premier une fonetion holomorphe en «, y, =.
Mais ici I’équation (r2) est salisfaite, quel que soit z, quand

Z =) =0.
Le théoreme IV ne s’applique done pas.
Exemple 111. — Soit & trouver intégrale de
pPg=a -,
(ui se réduit a % pour y = i:

Les dérivées partielles p et ¢ sont alors assujetties & se réduire quand

x
Y=
p= 13z,
Les valeurs initiales de p et ¢ sont 1 et —1, et par conséquent

tinies; de plus, la condition (g) n’est pas remplie; on est done dans le
troisieme cas, et le théoreme I s’applique.
Les équations (4), qui s’éerivent

(]L) dg  dx oy

- == = —

1 1 2p
ont pour intégrales
\5 )'—]}:K,, q:[):l\"z) ])-;—qu—-]:l\
(6: q=K:+p, "y =K --p, z-:p+K—K -K.
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Si, dans les équations

x . ., .
yoi—sy i p— 1/ —=3xr=o0,
2 '

on remplace ¢, ¥ eta par leurs valeurs (6), il vient
2K +op=p K — K — K.
(p—r1:—="1pr—= 3K, + 3K, + 3K, ~o.
Ces ¢qualions peuvent s’¢erive
21 ="p— 1)t (p—riio 3p¥ e 3a;
en posant, pour abréger,
K,— K, — K;== «,

("OI‘J
2K, 41 fa=3p~.

e 2K|+I—_/|;¢
10 pved —_———
i 3

et remplacant dans la premiere équation p par sa valeur, il vient

. <2K,+l-/|;c

/ z
A _l’ i _/ - —+4 _— ’)A
gt 3(2K,—;—l fa)= 3 ol ..l\.‘

St dans cette relation on remplace « par K, — K, — K;, puis K, et K,
par leurs valeurs (5), Ky parzéro, ce qui peut toujours se faire, puisque
pP+=qg—x—1ry=o0;

on aura une ¢quation entre p, ¢, 2,y dont les deux membres sont holo-
morphes par rapport a ces variables.
Cette relation, jointe i

prq—x-—y=.o,

définit p et g en fonetion de x et de y.
Si dans I'équation

on avait remplacé z et  par leurs valeurs (6), puis p par sa valeur (13),
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puts K, K., K; par leurs valears 3, on aurait obtenu une ¢quation
donties deux membres auraient ¢1¢ holomovphes par vapport a s, 0 v,
[), ([

s, p ebg e sevaient alors trouves définis par trois ¢quations avant
feurs deux membres holomorphes en =, 2, y, p. ¢, comme exige le
théoreme TH.

Vovons maintenant ¢l le théoreme IV s'applique.

Pour cela, voyons si, en substituant dans Péquation (143, 4 la plice
de oo Ky — Ky~ Ky, & la place de Ky, Ko, Ky leurs valeurs (57 enfin, en
falsant &« =y = o, I'¢quation en p cten ¢ que on oblient ainsi est
distinete de p, +¢ = o. Mais s1, dans les expressions (5, on fait

i1l vient
h, = — Pz =P

L’¢quation (14) transformeée ne contient pas ¢; done elle est distinete
de p, + g = o, pourvu qu'elle ne se réduise pas a une wdentité. Or on
voit facilement que son premier membre est du degré 2 en p, tandis
que le sccond membre est du degre 4. Done les deax équations sont
distinctes. Done, en vertu du lemme IV, on peut tiver de équation (14
non transformée et de

PP g T -y,
y etg on fonctions alaéhroides de a et de 7.
pety 8 )

Done z sera aussi une fonction algéhroide de @ et y. Done fe théo-
reme 1V sapplique.

Calcul des coefficients.

Dans les exemples qui précedent, on a formé les fonetions I, Hy, ..o
., qui, égalées & zéro, donnent expression de Tintégrale par la
méthode méme quia servi i en démontrer 'existence; mais, en général,
il est préférable d'en caleuler divectement les eoefficients par le proeédé
que je vais exposcr rapidement.
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Equations linéaires sans terme constant.

Soit I'équation
do d

S d , _‘g ae
X dx.+X7(lx,+“'+X"(/x,.—

do
— =0,

ct soit & en trouver une intégrale qui se réduise &

Blay, 2o .oy Xaty

quand on a
(X2, .. .y 2, = o.

On a vu que pour trouver cette intégrale il faut:
1° Remplacer x,, ..., o, par les expressions

(b‘ xlij’!; ey xu:h[h,:

les expressions ¢ — f3, G deviennent alors holomorphes par rapporta

LA Py, Doy vy Puys
2° Résoudre parrapporth x, I'équation

9 gy § 1
ainsi transformée et remplacer x, par sa valeur dans I’équation
¢—B=o,

¢galement transformée;
3° Remplacer dans ’équation

= 0,

o —
T

o

apres cette double transformation, ,. ., ..., 7,_, par leurs valeursen
fonction de x,, x4y ..., Zp-

Si dans I’équation § = o, apres sa transformation, la premiere des
dérivées partielles de @ parrapport a x,, qui ne s’annule pas avec les ,
est -5 cette équation donne «, en fonction algébroide de degré m, de

dx" g
Sy @av oy Pu—ys donc o est également algébroide de degré m en
Jav oo v s €L par conséquent en @, Xy, ..., Ty

S
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Si, par exemple, on a
0 d
—— == 0, \<0
dx, dz? >

quand les = sont nuls, ¢ sera donné par une équation de la forme

¢+ Ao+ Ao,

olt A, et A, sont holomorphes en z,, ., ..., x,.

suivantes.

Ce sont les coefficients des deux séries A, A, qu'il s'agitde calculer.
Pour que ce qui suit soit plus clair, nous emploierons les notations

Nous poserons

Au:X,ﬂ

.
+
dx,

. du
. ng?—:—...—rx

"dz,)
« étant une fonction quelconque

A = A(Aw), A= N A

De plus, nous remarquerons que, dans les calculs qui servent a dé-
montrer I'existence des fonctions A,, A,, on a employé deux systemes
de variables :

14 Ty, Ty ooy X
8]

Ty Ty sy G

Nous représenterons les dérivées partielles par le symbole « quand les
variables (14) seront choisies comme variables indépendantes, par le
symbole d quand ce seront les variables (15) qui joueront Ie méme role.

Cela posé¢, voyons d’abord ce que signifient les conditions

e 05 929 ] oy
\ _— = =, , .= —— = —_— 0
dr, da? dx~" Todat <7

a9 de | df dy, 5 dy did, 1 Codiodd,
dz,  dx, ' dz, dz, " dx, dx,

qui doivent ¢tre remplies pour que ¢ soit algébroide de degré m. On a

I A
dx, dx,
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d¢2 d(!J"
)
Y‘ = X7 _— .= XR .
Done
J6 db db
— =X, 4. . A == AG.
X, dx, X dx, +X dx, A0

Or X, n’est pas nul, on peut toujours le supposer. Donc la condition

ah —0
dz,
équivaut a
_\6' _— 0.
De méme,
014 X, d4
X? = lrl’_“" — =\,
K‘d “+\0x. iz, Ag
Done les conditions
09 _ 00 _
dz, 0zt
équivalent a
A= A5 =o.

Donc les conditions (16) équivalent a

N =A=.. . . =A""0 =0, A’"Q?io.

Donc, si le premier des AG, qui ne s’annule pas avec les x, est A9,
» est algébroide de degré m par rapport aux x et s’exprime par I'¢qua-

tion
¢"An 9" L Ao+ A, — o,

Je dis qu’on a identiquement

37 Ap B L AS 4 A= 00,

A étant une fonction holomorphe par rapport aux x, et, de plus.

AA=AA =...=AA,_, = o.

En effet, posons
Gi=0l2, 0, .y Ony
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et considérons J, comme une nouvelle variable. On peut tiver v, cn
fonction algébroide de degré m, deg,, ..., %, etde 7.
Solent

' " o
Ty Xy -y T

les e valears de a5 toute fonction symétrique de ces m valeurs est ho-
lomorphe en gy, ..., 2,,, 7,.

Soient

=2 " = {m
26 L

les m valeurs que prend f2 quand on y remplace -, par

g U

', 2, .., 2.
Soient By, By, ..., B,_, les coefficients de I'équation
i i3m+ Blll—lﬁ"l-l—i_"'_]_ B.;?)—"Bn:(),

a laquelle satisfont ces m valeurs de f5.

Ces B seront des fonctions holomorphes en o, ..., 2" el eng,, ...,
vy, €L symétriques par rapport aux m premieres variables. Donc ce
seront des fonctions holomorphes en oy, ..., 9,,, 7,.

Eliminer ¢, entre les ¢quations

=0, v—3=o,
ot I'on considere les variables (15) comme variables indépendantes,

¢’est ¢liminer 0, entre
0 =o,

"+ B o+ ... 4+ Bo+ B,=uo.
Y T ;

Donc, en falsant 5, = o dans
B., By, ..., Buo,
ces fonetions se réduisent a
As, Ay oo, A
Les A ¢élant fonctions des ¢ seulement, on a identiquement

A= AN =, .= AA_ = o,
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De plus, on aidentiquement
Ba: 1\g+).u9|, B|:A|+)\|0[, ey Bm~|:Am—\+)~m~lgxy

les A étant holomorphes en ¢, 9., ..., 9,_,, 6,. Or {3 satisfait identique-
ment a ’équation (17). Donc on a identiquement

"t Ana B+ L+ AB A =00,

A étant holomorphe en ¢,, ¢,, ..., 9,—,, 6,, ou, en reprenant les va-
riables (14),

18 B Apl B b ALB - A= 2,
2 étant holomorphe en &, x,, ..., @,. c. Q. F. D.

L’existence des fonctions A qui satisfont & ces conditions esl d¢-
montrée; il reste A trouver leurs coefficients. Pour ccla, nous suppose-
rons que ’on n’ait que trois variables x,, x,, x; et que

Ad=o, A0Zo,
¢’esl-a-dire m = 2.
Prenons le A des deux membres de I'équation (18); il viendra,
puisque AA, =AA, = o,

g) AR+ AAB =200 + 6A

Cette équation etcelles que 'on obtient en la différentiant un nombre
quelcongue de fois par rapport & chacune des variables nous donne-
rout, quand on y annulera les @, des relations entre les coeflicients de
A, et de A, et ce sont ces relations qui vont nous servir a les déter-
miner.

Si U est la différence des deux membres de Iéquation (1g), on cal-
culera donc les coefficients de A, et de X a I'aide des équations

_dU  dU __ dU _d'U &0

T dz, T dwm  dwm  dxt dzmodx,

* .y

X=X — X3= 0.
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Mais on peut remplacer le systeme

dU  JU  JU

de,  dw,  dxy,
par le systeme A
:/—i. == :/—: =AU ==o0,
et le systeme
#U_ AU U U U du
dx T dzE T dzi T drydz,  dxdz,  daidr

p:\l‘
2T d?U AU JdAU dAU

=AU = o.

dz? ~ dzdx. dz® T dz das

ct ainsi de suite.
Ce seront ces nouveaux systemes que nous emploierons la place des

anciens.

PREMIER CAS.

AZ o,

N

Dans ce cas, Uéquation U= o donne A, = o; 'équation A = o ne
! q

contienl que
A, 2, AN, L, Anmy

f.es ¢équations
o= AU=ANU—=NU=...

nous fourniront donc
3, A%, AT,

s . dU . dA
L’¢quation --= = o ne contient que A, et s elle permet done de
3 A

calculer ce dernier coeflicient.
AmT)

. . ¢4 . \
I équation -—-— = o ne conlient que A,, des termes de la forme
1

dA, 3. d N d A"}

Arkoel 5—y 5—y —— .
dz. dz. dz’ ’ dx,
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Les équations
o 43U _dau

T dax, dx,

nous permettront donc de calculer

dX d_Az

dz,. dz,’

De méme, si D est le symbole d’un nombre quelconque de ditféren-
tiations par rapport & x, et & x,, les équations

o=DU=D(AU)=D(AU)=. ..
permettront de calculer
DA, =DA—=D(A}) = ..,
pourvua que 'on ait résolu préalablement le méme probleme pour les
différentielles de A,, 2, A, ..., d’ordre inférieur & celvi de D.
Quand on connaitra les cocfficients de A, et de X, rien ne seva plus

facile que de calculer ceux de A,, ct alors » sera connu, puisqu’il suf-

fira de poser
o Ao+ A,=o.

DEUXIEME CAS.

Af)ZO, A=A =o, A‘G;\:o.
Dans ce cas, ¢ se présente sous la forme
o+ Ao +Ao+A—=o,
¢l Pon u identiquement

,BJ‘*‘ A:ff',‘*‘ A“B -+ Ao: )\6,
AA = AA, = AN, = 0.

On part, comme précédemment, de Péquation

U=A%+ AAB + A, AB — 2AH — A= o
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el des équations oblenues en la différentiant, et on voit facile-

ment que
U=o0 donne

\
AUzza  » A,
AU=o0  » 7,
NMU=o  »  Ah

Cee e n ey

dU o d \,
dz, — N » dx,”
JAU dA.
(/1,‘, =0 n :7;1
{/_\"‘U - 7.
(/:Z'—,— — 0 » E.’
d AU d A2
— = » -
dx, da,
......... » :

el, en général,
DU=o0 donne Dhj,,

DAU=0» » DA,
DAU=:0 » D7,
DNU=o » D A7,

Connaissant A,, A, el 2, on connaitra done A,.

TROISIEME €S,

Ai=\Ni=o0, A5Z0, A a

~

Dans ce cas, U'équation
U=0u
se réduit & une identité.
Les équations de la forme DU = o ne contiennent plus DA, s
seulement des derivées de A, dordre inféricur a celui de D.
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Dans ce cas,
AU = %:{%:AU:O
AMU=o0
AU=o0

D.U=DAU=D,AU =0
D.AU=o0
D AU=o0

D,U=D,AU=D,A'U=0o0
D.AU=0
D.A'U=o0

Dans le Tableau précédent, D, est le symbole d’une seule différentia-
tion par rapport & x, ou & @,, D, celui d’une double différentiation

par rapport aux mémes variables, ete.

Il est & remarquer que I’on a ici plus d’¢quations qu’il n’en faudrait
pour déterminer les inconnues que P'on cherche; mais elles sont évi-
demment compatibles, puisque I'existence des séries Ay, A,, X est dé-

montrée.

Il est plus rapide de calculer de la fagon suivante. Introduisons une
nouvelle variable «, et supposons que 1'on ait d rechercher des fonctions

Ay, 2, A7,
A2,
A3,
-
D.A, D2, DAL,
D AR,
D.A%2,

D.A, D,2, DA,
D,A,
D, A"},

A, A, Ade xy, ., @y et o satisfalsant aux condilions

B4+ ay)p+ AP + ay) + Ay= 24,

AA, = AA =0,

4 étant une fonction donnée de x, x,, x; telle que

AyZo pour x=x,=x,=o0,

Dans ce cas, si

U=A(G 4 a7+ MA{B+ay)—A(M) =0,
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I"équation
0= ﬂj« donnera A,
do
o=AU » 2,
o= AU » A7,
....... » .
d*U d\,
=0 » T
 d*AU d3
O = ([gi pl (/’_;5
dAU d A).
= T dz ” dx’
......... » R
o — d'U . (l.—\.’
dudx, dz,
dAU )
~ dz, ” dz,’
d AU d A}
— dz, ? dx,’

En général, la série d’équations
d
o=—DU=DAU=DAN U=
da
nous donnera
DA,, D2, DA, DA%,
Il est & remarquer que A, est un polynome du premier degré, 7 un
polyndéme du second degré en «.
Quand on aura ainsi trouvé A,, A, 2 en fonction de «, x,, vy, 2y,
on y fera « =o, et I'on aura les valeurs cherchées de A, A, X en
fonction de x,, r,, 2,.

QUATRIKME CAS.
AP=A0=170G=o, G zo.
Dans ce cas, posant encore

U=A3+oayP+AAB+ayP+AAS+ay —A 1S =0,

~a
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on calculera les coefficients de A,, A,, ) & 'aide des équations U=o0

ct de celles qu’on en tire par différentiations successives.
I’équation

—(i DU=o0 donnera DA,
dx

d

— DAU=o0 » DA,
dx

DA*U=o » D7,
DAU=0 » DA},

» e

vy

et, faisant ensuite « = o, on aura les valeurs cherchéesde Ay, A, A, 7.

Equations linéaires a termes constants.

Soit & trouver une intégrale de I'équation

3 dz
— e+ X, o =7
(lx, dl’,‘ ?

dz d

X + X,

1('[;
ou X,, X,, ..., X, Z sont holomorphes en z, z,, x5, ..., x,.
Cette intégrale étant assujettie & se réduire a

Bz, 23y .oy x0)
quand
0(1’1, -z,Z; ¢ vy xn) — O’

cela revient & chercher une intégrale ¢ de équation

¢ [ ¢
Xl(_{ _}__jzﬂ_*_‘,__{_'x”ii_;_z.(l{

=0
dx, dx, dz, dz '

qui se réduise & 3 — f3quand 7 =0, ce qui se fait comme on vient de

le voir.

Si cette inlégrale o s’exprime par une fonction algébroide de

des x,
Cl’z:—i—z\,‘:.)—-i—A.,:O,

A,=o0 est I'équation qui nous donne 'expression implicite de

fonction des x.
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La condition pour que le thcorcm IV soit applicable pour que =
par exemple, soit algéhroide de degré m, c’est que le cocflicient de ="
dans A,, coefficient que 'on calcule comme on vient de le voir, ne soit
pas nul,

Equations non linéaires.
Soit & trouver une intégrale de
F =0,

’

qui se réduise a 2 quand 7 = o, on calculera les fonctions o,

Wy - ey 0, auxquelles pg, po, ..., p, doivent se réduire quand 7= o:
puis on cherchera, par les procédés que je viens d’exposer, 2+ 1 inté-

grales de
. o (]',9 do (]J adF
(Xi+piZ] — -+ — —o,
: tl/), (/x (/g dp;
qui se réduisent respectivement &
z — E)y P00 Pr— 0y ey Py,
quand

G:O.

On obtiendra ainsi m fonctions ¢, @ay +.vy ype, qui seront données
par des équations de la forme

J,’” L Y ?f-"_‘ - .-\.(,71 + Ay =0,
ol les termes A, se réduiront respectivement a

W, 1, oo M,

qui seront des fonclions holomorphes par rapport i =, aux = et aux p.

Les ¢quations
H=H= ..=IIL,=l,=o

venfermeront I'expression implicite de Pintégrale.

CINQUIENE CAS.

Les o ne restent pas finis, mais restent déterminés quand les a s’an-
nolent.
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Si l'intégrale est assujettie & se réduire & 8 quand 9 = o, les w nous
seront donnés par les équations

sl FI:c!
dp df
0).—(—1;“"—127;'"
| dB di
(20. ¢ 0)2_.(1—1‘—2_7\ E.E’
dB (/b
‘(J),‘— (—/;"——X;l—‘xn’

oll w,, wa, ..., w, sont les inconnues cherchées, X un parametre a éli-
miner et F'; ce que devient F quand on y remplace = par £ et p,,
Pas eevs Pu PAT 04,y gy ou iy Oy

Si, dansles équations (20), on fait

X, =Xy —=.. —=Ip=— 23 =0,
ces équations deviennent algébriques; elles donnent donc toujours

), AN @

AT AT

= — = >
i\ n .A N1

Ao A oo AL AL, étant des fonctions algébriques des coefticients
de ¥y, de £ et de @, qui restent finies quand ces coefficients restent
cux-meémes finis.
Si
Ao,

Yvs Fas -+ o1 Yus Cest-d-dive les valeurs que prennent w,, o, ..., w, pour
X, =ax,=...= &, =0, sonl finis et déterminés. C'est cc que nous
avons toujours supposé jusqu’ici.

Si, au contraire,
An-{-f =0,

les 7 ne restent pas finis; supposons que 'on n'ait pas a la fois
A=A =... =\, =M. =o0;
soil, par excmple,

A Zo.
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On changera de variables, et, au licu de considérer s comme fonction
de x,, x,, ..., 2,, on considérera 2, comme fonction de z, a,,
Soient ¢, g2y - - ., ¢, les dérivées de a, par rapport a s, @, ..
soient o'y, w4y, ..., w, les valeurs que prennent ces dérivées quand on
fait 5 = o3 soitF, ce que devient ', quand on y remplace o, may .00, 0,

t r !
6y, o o,

1 . R . ..
par —» — =iy — =% +..y — ' puis quon rend la fonction ainsi
0, ) @ o)

R S

" L1/1'

obtenue entiere en la multipliant par une puissance convenable dew',.
@, my, ..., o, seront donnés par les équations

F: = 0,
. d3 ; dy
I —t, — — /L —— &
b day dzv, "’
3 ds Ldno,
—_—— e - W, A6, =0,
dr, dx, dx, ¢
5 ds . . d9
_— ——0), T A = ), == Q,
i, dx, dx, *
3 d% .dio,
-, = ——m, == 0,
dr, dx, " dx, ™"
(82]]
F.= 9,
, d5 . ldh
I— 0, —— = L), -
b, ' dx,
, . dp .. dy
0, + o0, 0), 0,
dzx, dx,
............ e,
, dB -, do
o), = 0, S Py o=t B
dx., da,
y .
d’on
, . . .
| PO P Ty, 2
A A A T TN T A

', wy. ..o, restent done finis et déterminés quand

Ty X=...=2,7=0.
Il en résulte que 'on est ramené aux cas déja étudiés, et que oo peut
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obtenir Pexpressionimplicite de I'intégrale en égalant d zéro n + 1 fonc-

7

tions holomorphes en =z, ,, @, ..., @,, . — ¥\, G2— (s, ooy Gu— 0>
r ! ! ’ .
Yis far -+ Ya €tant ce que deviennent o', @y, ..., w, pour

X, =X —=...=X, = 5 =—0.
C’est une propriété analogue au théoreme III.
Exemple. — Soit I’équation
Pi—pi=1

et supposons qu'on veuille éludier I'intégrale de cetle équation, qui
est assujettie & se réduire &
22, + X}

quand on y fait
Xy =x, + 23,

w, el w, sont donnés par les équations

wi—ol=r1, 2422, =0 4 0.1 +22);
on en trerait deux valeurs de o, et deux valeurs de @, en fonctions
de oy, et il est aisé de voir que, quand «, s’annule, I'une des valeurs
de o, et 'une des valeurs de w, deviennent infinies.
Considérons alors «, comme fonction de x, et de =.

Soit
—dn e
" =dz, 7 @5
d’oli
— =4, =L
P=y PTG
L'équation donnée devient
Qf—":(['ﬁ,

et il s’agit d’étudier U'intégrale de cette équation, qui se réduit &
x, + 22 quand on fait s =, + 227; o, et o, sont alors donnds par

Wl =) =1, 14+2x, =06, +o,(2+2x],
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fqui. pour x, = o, se réduisent a

EY

A/’l_ - ./132 == e 7’| it :)'-/l.“

d’on
-/'2 =o, ¥ =1,
d ¥ T ; o .
—_— =2, =1 —— T D4, Jrm— 3 2T, 5 2,
dy, l T dy. I ' !
] V]
=24 2 - == —
dx, Tt
Pour o, = o, 1l vient
Y Y 9

B =g

I T AT an T T
el enfin
d¥ 49 dFdi
dy, dx, (/(7_, R

Donc la condition (g), qui se réduit ici a

dF 9 dv dy .
—_— - o
dyq, dx,

dys dz

est remplie.

Donc @, est fonction holomorphe de ¢t de =,
Soient

f

reo, .
21 Xy == X+ 15+ — 2] 4§25+ 37w
* t.o ! 1.2

les premiers termes de la série qui représente celle fonction. g, csl

nul; ¢, est égal & 1, comme on 'a déja vu; quanti r,. s, £, nous les
obtiendrons de la manitre suivante. Différentions

¢i—q:=1
par rapport a x et a s, puis faisons & = s = o; il viendra
{00’ Gili— (.85, =0, S -— (b a.
Faisons maintenant dans (21)

ro— o 2-2l, smmoax - al,
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et égalons les coefficients de «?; nous aurons

r
{23} 1= — sk 2l
mais, si nous remarquons que, pour x,=0, ¢, =1, ¢,= 0, Dous
verrons que les équations (22) et (23) se réduisent a
I

r=—s—o, t{—-—:
2
Done ¢, n’est pas nul; done, en vertu du lemme III, z est algébroide
de degré aen x, et en @,.

Interprétation géometrigue. — A quoi correspond géométriquement
le cas que nous venons d’examiner quand on n’a que trois variables
x,, x, et z et que, par conséquent, toute expression de z est fonction
de z, et de z,?

Il est aisé de voir, en se reportanta ce qui a été dit & ce sujet &
propos des cas précédents et reprenant les mémes notations, que le
plan-tangent P, mené par la droitc T au cone C, est alors parallele a
'axe des z; mais, comme il ne peut étre en méme temps parallele aux
trois axes de coordonnées, on peut toujours employer un artifice, qui
consiste & étudier la surface S, non plus comme définie par une équa-
tion otl = est égalé & une fonction de x, et de x,, mais comme définie
par une équation oll &,, par exemple, est égalé a unc fonction de 2, ct
de z. Comme le plan P n’est plus alors parallele & I'axe des a,, la diffi-
culté a disparu. Tel est le sens géométrique de Partifice analytique qui
vient de nous permettre de tourner la difticulté.

SIXIEME CAS.
D¢y Way ..., 0, Ne restent pas déterminés quand
T =X, =...== Xa=0.
C'est ce qui arrive quand

A=A —..=A,=A...,—=o
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et que. par conséquent, les équations

! Fo=o0,
o — (Zég) 1/0’
dx, dx,
(24 61y — —(]‘—3 g R
da, dx,
d3 Ty
O {2, dx,

ne restent pas distinetes quand on y annule les .

Soil 77y 7as - ..y e un systeme quelconque de valeurs qui, substitué
a la place de w, v, ..., o, dans les équations (24), y satisfont quand
les @ s’annulent.

Supposons qu’on veuille ¢tudier un élément de la fonction = tel que
20, Xy, ..., 2, soient suffisamment voisins de zéro et que py, pos . oL py,
soient suflisamment voisins de ., 72, ..., 7,0 par exemple, supposons
que I'on se trouve dans le cas de deux variables et que

z = f(2, 73

~soit considéré comme représentant une surface. Puisque p, et p, ne
sont pas déterminés quand

=X =2 =0,

la surface présente un point conique & I'origine, et 'on se propose d'¢-
tudier, non pas toute la partie de la surface qui cst sulfisamment
voisine du point conique, mais la partic de cette surface qui est limitée
par deux courbes se croisant & 'origine.

1l est clair que I'on obtiendra intégrale cherchée en égalant i zéro
n intégrales de 'équation

. dF (/F) do dF [ do doy
(25 2 ((17, TP dp; —Z T/n ((/Ar; P f/il) =%

7
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qui se réduisent respectivement 2

3 —B,
s\ a1 v, s
Pz ) dz,  dz, P dz,)’
ds\ 49 d0 B
(26) (/" - d—x> T, da <p°—-dx3>’
( a3\ dg_ ds 43\
\ P dz, ) dz,  dx. <p"_(_x,—.)
quand on a
f=o0

Les expressions (26 ) sont holomorphes en ,, @,, ..., 1, 5, py— 7,
P2—Y2 oo Pn—"In
Donc les n intégrales de I’équation (25) sont algébroides par rap-
port aux mémes variables. Si ces intégrales sont o, ¢,, ..., %,, les
équations
OL=9:1=...=0Qn=20

sont équivalentes & » équations
(27) H|:H2:...:Hn:0,

ol les H sont holomorphes en x,, s, ..., @\, 5, py— 70y pa—7a0 -

Pn— Tne
Les équations (27), jointes & I'équation proposée

L]

IF=o,
fournissent Uexpression implicite de I'intégrale cherchée s et de ses

dérivées du premier ordre p,, p,. ..., p, en fonction de x,, @, .. ., L,
c’est-a-dire que le théortme III est toujours applicable.
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DEUXIEME PARTIFE.
ETUDE DES CAS (AR L’ON A A LA FOIS

P|:p::~ ~:pu:0)
Xe+pZ=X,+pl=...=X,+p, L0,

PREMIERE SECTION.
L’équation proposée est de la forme
v Xipo+Xop.+ .o+ Xoupao = L3,

ou X,, X,. ..., X,, sont des fonctions holomorphes en x,, va, ..., 2,

exprimables par des séries dont les termes de degré zéro sont nuls ¢t
dont les termes du premier degré se réduisent respectivement

M)y daZa, .., 1T

Hypothése 1. — Silon représente les parties réelles et imaginaives
de Xy, 2, o0y X, par les coordonnées de 7 points dans un plan, ces
e points sont tous d'un méme ¢o6té d'une certaine droite passant par
Porigine, ou, ce qui revient au méme, le polygone convexe a Uintérieur
duquel se trouvent les points 2,, 2,. ..., 2, ne contient pas Pori-
gine.

fhpothese 11. — Les quantités Xy, 7,. ..., 2, ne satisfont & aucune
relation de la forme

Mads ~F D0y <= o = It ™= I
olt my, my, ..., m, sont des nombres entiers positifs.
Tucortue 1. — S ces /zypo[/zc‘scs sont satisfuites, le module de lca-

pression
Xt — 7,

S —

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



( 6o )
est toujours plus grand qu’'un certain nombre positif K, quand on donne
aux m; des valeurs entiéres et positives, mais d’ailleurs quelconques.

En effet :
1° Cette expression n’est jamais nulle, car, pour qu’elle le fut, il

faudrait que on eut
b IN,')\,‘ — )., = 0.

Or, toutes les fois que m, > o, le point dont les coordonnées sont
les parties réelles el imaginaires de

Zmiki — A
Xm;—1

est 4 I'intérieur du polygone convexe qui enveloppe tous les points 2;;
or ce polygone n’enveloppe pas l'origine.
Si au contraire 7, = o, on n’aura pas non plus

Mads— DA .o o4 Mpha— A, =0,

en vertu de I'hypothese 11.
Donc
_ZJ)I,).,‘ —

Wibi = o
2mi—1

<

2° Cette expression ne tend pas vers zéro quand les m tendent vers
Pinfini d’'une manitre quelconque, mais en restant entiers positifs.
En effet, supposons que m,, m,, ..., m, tendent -vers I'infini, de

maniere que
. nt; o
lim — ==,
m, &,

ol les «, et «, sont des quantités finies, déterminées, positives et d’ail-
leurs quelconques.
On aura
. ZIH,’X,’ —1 ESC,‘)\,’
lim - ———— = = =
Zm;— o

Za;).; . ’ L ’
Or 5—— estreprésenté par le centre de gravilé de n masses égales

i

respectivement ¥ o, oy, ..., o, el placées aux points Ay, Xgy ..., A,
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Ce centre de gravité est & Uintéricur du polygone circonscrit aux
points Ay, 2, ..., 2,. Donce

. -

pan 1,‘/.,’

NS Zo.

—_ C. Q. . b
Donc on peut choisir un nombre positif K tel que

S —

mod =——— > K.
2y — C. Q¢ F., b

Tusontme Il. — I existe une infinité de fonctions holomorphes qui

satisfont a I equation

i—=n

o S (o )

i=1

"o

ouS=x, +a,+...+ 2,
En eflet, faisons dans I'équation (2)

=X — Xk,
il vient
pi—=1, pi=-—1,

et on voit aisément que I'équation est satisfaite.
Soit maintenant

g —gf . \H—=
~_j\S,—S<l_H5> -

ol I=nM +«, d’ou
. 1— a8
MYV =) —— — T |z
S8 [5—()LM+a)SZ1 ’

pi=J"(8),

et, par conséquent, le premier membre de équation (2) s’éerira

il viendra

I — xS

I \ nMS P, S—(ll\] 4+ )82
118) <.§,x‘-— )y g S (M + )8

Donc la fonction f(S), qui est une fonction holomorphe, satisfait égu-
lement & 'équation donnée.
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Il en sera de méme des fonctions
{3) KfAS)+Ki{z.—2)+Klzy—2)+. ..+ K, - ),
ou K, K., ..., K, sont des constantes quelconques.
Cororraire 1. — Parmi ces fonctions, il y en a une qui est représentce
par unce série dont les termes du premier degre se réduisent a x,.

En effet, f(S) est représenté par unc série dont le premier terme
est S.

Si donc on fait dans I’expression (3)

- 1 - - 1
RI::'_7 K7:: KgI:...::_hn::-~ﬂ
n n
cette expression devient une série que nous appellerons ¢(x), et dont
les termes du premier degré se réduisent a .
H— o
1l

posilifs, et tous les coefficients de la série g (a) sont réels et posutifs.

Cororrate II. — Si M et « sont réels positifs, H et seront réels

Tatortme Il — Siles hypothéses I et 11 sont satisfartes, I équation (1)
admet une intégrale holomorphe, et une seule, dont les termes du premier
degre se rédwisent a x,.

1° Il existe une série, et une seule, qui satisfail formellement a
Péquation (1) ct dont les termes du premier degré se réduisent a .

En eflet, si une pareille séric existe, on obtiendra le coefficient du
terme en

X, T, L, X2,

en différentiant 'équation (1) m, fois par rapport a z,, ..., m, fois
par rapport a a,, et en égalant les & & zéro.

Posons, pour abréger,

{lm,+nle+A CoAenty U

DU

Tdatidz. L dxte?
on aura

])X'p’: [( X")‘ -+ (])’)‘]m' [(X’)2+ (l’r)z]’"g' ' [(Xr)n+ (/’r)n]'"",

équation dont le sccond membre est une expression symbolique ou I'on
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convient d’effectuer la multiplication d'aprés les regles ordinaires du
caleul et de remplacer apres I'opération

(llln“'il Ly, \
AV

g Y TN SR k)
: dxtdzs. davr

(Nepm (X Juee X par

et de méme pour p,.
Donc on a

. . dDz dX dX., dX.
(X.pr)= No—— -, s Doz —— Doz - by, 520 D5 - SR,
D{X.p.) Ja 4+ m U D,z 4+ m, 7z, D B D5+ X

Dans cette expression, DU représente une dérivée partielle de U qui
ne diflere de DU que parce qu’une différentiation par rapportd a; a &té
remplacée par une différentiation par rapport a a2, de telle facon que

([ ([m,%—m;-e»”.+'n,,—1 [1’

dz, dzm=daydays, oo datn

DU=

Les B sont des termes formdés d’un cocflicient positif d'une dérivée
de X, d’ordre supérieur au premicr et d'une dérivee de = d'ordre infé-
Pleard m, 4 m, 4 ...+ My,

Sil'on annule les x, X, s’annule ainsi que ses dérivées du premicr

»

dX.

ordre, exceplé » quise réduit 2 2,. On a done

da,
D(X:pi=n,2. Dz + I8,
et Dz est donné par I'équation

2D X, p )= 4Dz

(4} Cnh o b+ o Mk — 2Dz - S8 ol

Si I'on connait les dérivées d'ordre inféricur i celuil de Dz, cette
équation permettra de calculer Dz, puisque

2= Ml A Al — 2, 2 0.

Done, si I’on connaissait les dérivées du premier ordre, on pourrail
calculer toutes les autres ct 'on ne trouverait pour elles qu'une scule
valeur.
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Or les dérivées du premier ordre sont données par I'équation

(h—n)pi=o.
SiiZr,
pPi=0;

si { =1, I'équation est indéterminée. On peut choisir pour p, telle
valeur que l'on veut, et, en particulier, on peut faire

p.: I.

Donc il exisle une série satisfaisant formellement & 1'équation (1),
dont les termes du premier degré se réduisent & x,, et il n’y en a
qu’une.

2° L’équation (2) admet également une série qui lui satisfait for-
mellement et dont les termes du premier degré se réduisent a a,, et
elle n’en admet qu’une, car elle est de la forme (1),

Les coeflicients de cette série sont donnés par les équations

5) (m+nmy+...+m—1)Dz+ XB,=o,

ol les B, sonl formés avec les dérivées partielles des coefficients des p
dans I’équation (2) comme les B avec les dérivées particlles des X.

Cette série ne peul étre autre que o(a); elle est done convergente.

3° On peut former une équation auxiliaire qui soit de la forme (2)
et qui nous aidera & démontrer la convergence de la série définie pa
les équations (4).

Soit, cn effet,

S=x 4+ 2,4+ .. + 2,3

supposons que l'on ait Loujours

-’S i)-i_‘ ] .
mod. Tmm—_—l) > K (K éant positil),

ce qui est toujours possible, d’apres le théoreme 1.
Supposons que les fonctions X,, X,, ..., X,, restent holomorphes

. i .
quand les modules de x,, x,, .. , @, restent plus petits que - (2« étant
[24
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réel positif) et qu'en méme temps les modules de ces fonctions N,

- - . M . . cep
X, ..., X, restent plus petils que Ty (M étant réel positif).
Soit

. Ms:
X, =2, — ! .
— oD
L'é¢quation
Xy =2

est de la forme (2); elle admet done une intégrale holomorphe

3 =c{x}),
dont les termes du premier degré se réduisent & ., et dont on peut
calculer les cocllicients & 'aide des équations (5) ou des équations

5 bis) K{m +m—+...4+m,—11D3+ 2KB,—o.

4° Toutes les dérivées partielles de KX d’ordre supérieur au premicr
sont réelles, négatives et de module supérieur a la dérivie corvespon-
dante de X,.

5° Les Dz’ sont positifs et leurs modules sont plus grands que ceux
des Dz correspondants.

En effet, supposons que cela soit vrai pour les dérivées dordre
inférieur a celui de Dz : je dis que cela sera vrai également pour Ds.

En cffet, soient B; I'un des termes B, B,; le terme B, correspondant :

B: = AA{X 1Az,

/

oll A représente une dérivée d’ordre supérieur i 1 et A, une dérivée
d’ordre inférieur i celui de Dz ; de méme.

KB, = ANKX, A 15,

A, [ ") est positif et de module plus grand que celui de A,(z); A KX
est négatif et de module plus grand que celui de A(X,). Donc KB,; est
négatif et de module plus grand que celui de B,.
Donc TKB, est négatif et de module plus grand que celui de SB.
De plus,

Kim+m+.. .4+ n,—1
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est positif et de module plus petit que celui de

M A Mada oo Mol — A
Done
KZB,
Kim+nm.+.. .+m,,—1)’

c’est-d-dire D=’ est positif et de module plus grand que celui de

2B
T Smon—A]
¢'est-d-dire de Dz
Or la série

E Dz’ 2l oo
I.2...m.1.2...Mz2.,.1.2...m,
esl convergente.

Donce la série

Dzamszp: . o)
I.2.,.m . 1.2...M2«,.1.2,,.M,

I"est également. C. Q. F. D.

DEUXIEME SECTION.

Des cas ou l'équation proposée est de la forme

Xipi+Xapa+. oo+ Xapa=Z.

X, Xy ..o, Xoy Z sont des séries ordonnées suivant les puissances
croissantes de x,, ., ..., x,, 3, sannulant avec ces variables et conte-
nant des termes du premier degré par rapport aux x et s.

PREMIER CAS.
Soit & intégrer les équations différentielles

dzx, dz, dz.,

XX T TX

oit 'on suppose les X indépendants de z et oit les termes du premier
degré de X, s’écrivent

29!,‘4.2".
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Pour cela, nous envisagerons I'équation

15 Xipi+ Xopa+. ..+ Xop,= 853,

ou S est égalé i 'une des racines de I’équation

au—s 24T .3 oo Ay
- o aun—8 oy ... o
{ 6. I 2 23 n — 0.
Ay 24 Xy vee Kpn— S

Nous appellerons 2,, X,, ..., %, les n racines de cette équation (16).

Hypothése I. — L'équation (16) n’a pas de racines multiples.

Hypothese 1I. — Si 'on représente les parties réelles et imaginaires
des & par les coordonnées de n points dans un plan, ces » points sont
d’un méme coté d’une certaine droite passant par Porigine.

Hypothése 11I. — L’un des X n’est pas égal & une fonction linéaire i
coefficients positifs des autres 2.

Lemme 1. — St Phypothese 1 est satisfaite, on peut ramener par un
changement de variables I’ etude de I'équation (15) a celle d’une équation
de méme forme, mais ow les termes du premier degré de X, X,, ..., X,
se réduisent respectivement «

MNZiy sy vy MaZn
c'est-a-dire & une équation de la forme (1),
Soit, en effet, un changement linéaire de variables
2= Buy + Baret .o+ Bud
s L=y + Bu)at o By
C 20 == Bui)y A Bt e Bank e

Si le déterminant des 3 n’est pas aul, on pourra écrive les ¢qua-
tions (r7) sous la forme

s’j‘l:yllxl+ 7|212+---+7mxm
181 P yen=uX o Ynli . Y X,
’ .................... ,
. ]'u - }'nlxl -+ “/,131‘9 R o 7lll‘xll‘
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Les équations
de, _dz. dr, dz
X,

X: T X, T S8z
deviennent, aprés la transformation,

ol dy. _ dn dy, _ dz
9 Ko SXe T 3y.X: T Sz

Les conditions pour que les termes du premier degré de 27,,X; s¢
réduisent & X,y, s’éerivent

yllau:i_ }leal7+~ . -+ YInam _ .Ylla'.’l"ll_‘ yl7a21+ R Ylnanu _
n e -
R A el A R AL 3
Yin -

d’oli

Ces égnations, qui sont linéaires par rapport aux 7,,, conduisent
pour ces variables a des valeurs différentes de zéro, car le déterminant
auquel clles conduisent est nul, puisque X, est 'une des racines de
Péquation (16).

La condition que les termes du premier degré de v, X, sc réduisent
a Axyx permettrait de méme de calculer les y,,.

D’aprés un théoreme connu, I'équation (16) n’ayant pas de racines
multiples, le déterminant des -y n’est pas nul. Donc des valeurs des 4
on pourra déduire celles des f3.

Donc¢ on aura pu choisir les coeflicients du changement de va-
riables (17) de telle facon que les conditions posées & I'énoncé du
lemme soient satisfaites, ¢’est-d-dire qu’apres la transformation I'équa-
tion (15) devienne

Xy Xig -+ 2y Xiqa 4o+ 2y Xeg, =Sz

{ 20) Yq+Y.q:+.. +Yaga=Sz,
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dz dsz dz

V=g T e

et ot les termes du premier degré des Y se réduisent respectivement &
My Ry, ooy R C. Q. F. .

Lemme Il. — Sy lhypothése IT est satisfuite pour Uéquation (15 ), elle
l'est également pour I'équation (20), el réciproguement.
Car I'¢quation (16), tivée de P'équation (15, a les mémes racines

que U'équation analogue tirée de l'équation {20).

Lesmye L. — Si existe une série, ordonnce swvant les puissances
des x, qui satisfait formellement & U'¢quation (15), cette serie satisfera
Jormellement ¢ U'éguation £ 20) aprés qu'on y aura remplacé les x par
leurs valeurs en fonction des y, et reciproquement.

Lesate 1V, — Pour que Uéquation (15) admette une integrale holo-
morphe, il faut et il suffit que U équation [ 20) en admette une.

Car toute fonction holomorphe par rapport & n variables &y, aa, .. ..
x, est également une fonction holomorphe de 2 combinaisons lincaires

de ces variables,
Ja T+ Fas o Y T

pourvu ue le déterminant des y ne soit pas nal.

Tutorive V. — St les hypothéses I, 1I et 111 sont satisfuites pour
{’équation (15), cette cquation admel une intégrale holomorphe differente
de zero.

En effet, dans ce cas, P'équation {20), qui est de la forme (1), satis-
fait aussi aux hypotheses I et Il, ¢’est-d-dire aux hypotheses et 11 de
la Premiere Section. Elle a donc une intégrale holomorphe ditférente de
zéro, d’aprés le théoreme Il Done, d’apres le lemme 1V, Uéquation (15
admet aussi une intégrale holomorphe.

PROBLEME 11,

Pour résoudre ce probleme, nous allons nous servir d’un théoreme
dont I'énoncé nous a été communiqué par M. Darboux.
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Tuiorime VI. — Si les conditions posées a l’énonce du théoréme Vsont
satisfaites, les équations

dx, d__.z, dz,

X TX, T UTX,
ont des intégrales de la forme

!

vf ’;1 rl‘ ; N . 'l‘.;',"
— .- 3

K| 2 I\/n

ou les T sont des fonctions holomorphes des x et les K des constantes
arbitraires.

En cffet, considérons les deux équations

Xx[)|+xzpz +"'+XHPII:)‘IZ,

lel| -+ X:pl, .- X,,])’" — 7,, 2.
Soient

z2=T, 3=T,

deux intégrales holomorphes de ces deux équations; la fonction

2
T
@= 7
| | T
satisfera & I’équation
do do . do
X,EZ +X;(‘l—£ -+, ..+Xnd—x" —= 0,
¢’est-a-dire que
1 1
T Th
}{q - Kz :

ol K, et K. sont des constantes arbitraires, sera une intégrale des
équations
dx, dz, dx, c o
T = o e e = . <« Q. F. DL
X °X X ‘

Tutonime VII. — S¢ les conditions posées a I'énoncé du théoréme |~
sont satisfaites, les intégrales des équations

dr, dz, dx, dt
(27) -X‘—:X’:...:X =
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peuvent s’exprimer en égalant x,, x,, ..., x, a n_fonctions holomorphes
en K, th, Kyt oo, K, 00 K, Ky, ..., K, ¢tant des constantes arburaires.

En effet, les intégrales des équations (27) s'éerivent

|-

i
.l-)‘_l ’I,‘Z;': B T T

I_AVI\'Z—V_"‘ Kn——
d’ou

28 To= Ko, To=Kios, oo, Too= Koo

Remplagons dans T,, T, ..., T, les @ par leurs valeurs (15 , puis
resolvons les équations (28) par rapport auxy; T,, T, ..., T, ne con-
tiennent respeclivement, en fait de termes du premier degré, que des
termes en y,, ¥, ..., ¥u, et aucun de ces termes n’est nul.

Donc les équations (28) donneront les 3 en fonction holomorphes
de Koo, Kigds, oo, Koo

Donc les « sont aussi des fonctions holomorphes de ces memes

quantités. C. Q. F. D.

PROBLEME 1.
VEUXIEME C4S.
L'équation est de la forme générale
(?‘9“’ Xx])l+X:Pc+-..‘{—X,./J,,:Z,

mais les conditions posées & I'énoncé du théoreme V sont remplies
pour I'équation

. do _ do , do ., do .
X -+ X,5— +...+X,— ~ 4—,—'-,:59.
dx, dx. dz, dsz '
Tutorkne VIII. — L'équation (29) admet en général n + 1 inte-

grales holomorphes.

En effet, les équations
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admettent, en vertu du théoréme VI, des intégrales de la forme

L AR 1 !
[y T, T, e, .
'll‘ l'." 1n l:z"x-“
]\| l\g Kn Kn+|

Donc les valeurs de z, tirées des équations
/ 30) TI = 0, T, = 0, .. Tn: 0, Tu+| =0

seront des intégrales de I'équation ( 29).
ro .o dT, dT dT, dT,
Or, en général, les quantités —, —2, ..., —%, —“=ne¢ seronl pas
dz " ds dz  dz
nulles quand z et les « s’annuleront.
On pourra donc tirer des équations (30), de n + 1 manieres, = en

fonetion holomorphe des . C. Q. F. D.

PROBLEME 111.

Soit a trouver une intégrale 5 de ’équation (29) qui se réduise a une
Jonction donnée Y (11, tay -+ 5 Pn—y) quand ony remplace respectivement
Xyy Loy ouey Ty par des fonctions données G,y Gy, .oy O, de pyy oy ooy p .

- LRy - . hd
On suppose, comme dans la premiere Partie, que les fonctions ¢, §,,
52y «.. 0, sont algébroides et s"annulent avec les p.
Reprenons les ¢quations

;0) Tl = Kl ll’) IT2 — Kz [)‘5, sy Tn+| — }(,,.H [)""’ 'y
3= Ko Kt o, Ko )
o= fi(K Oy Koths, o K, 07,

31 we= K, Ko by o Koy, O
..................... e,

1 Ln :ﬁl(Kl t)"r M K'H-—l t”"”“)‘

Il faut, pour trouver U'intégrale, remplacer dans les équations (3o
2 par o, Ty, Xyy oo, @, par 8y, 0sy ..o, 0,1 et enfin 2 par une nouvelle
variable auxiliaire v analogue aux p.

T,, Tav ..., T, deviennent alors algébroides par rapport aux u;
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de pluos
s’ Ko =vuTilmg vy ooos s

O ) T T T

39

AT SR ~
¢ Knmm T T T, ey B

[a]

Il faut ensuite remplacer dans les équations (31) les K par leurs va-
leurs (3275 on y posera cnsuite
/

— == 1L,
e

v

3, &y, &y, ..., aysexpriment alors en fonctions algébroides de u,.
Uiy ooon Uyy Pots 122, ooy i et s"annulent avee ces variables.

Y

TROISIEME SECTION.
L’équation n'est pas linéaire.
Nous supposerons que, si Péquation proposée s’éerit
F—=o,

SN, Xy, L X 2, Py Py, Py sont Tes dérivées du premier ordie
de Foparrapportd @y, sy -.., @,y 5, Piy Pay <o -y Py Véquation

\ X 21 X e
33) ' dp, “dp, ' " dpn
y do o de o do o n L e g,

’. P, d, P. dz. 77 P, da, =rl +l'(/zMS*

satisfait aux conditions poscées i 'énoneé du théoreme V.
Nous supposerons que 'intégrale que Pon cherche se réduise
Ulmgy Bave ooy oy ) quand on y remplace @y, s, oo o, 1y, parf,., Ga, ...

T

%4, €L que, dans le méme cas, py, py, ... p, se rédulsent aussi i des

fonctions connues o, 2., ..y o, de vy, a0,

On peut toujours supposer que, quand .y, m,, ..., m,_, sannulent,
Wi Way e, 0, Sannulent aussi, car, s'ls se réduisaienti 7y, s, .
Yus O1 poserait

= Y Y

et on seralt ramend au cas ou les o sannulent.
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Quand on fait

=X =T =L, T ) TS T .= Pa=0,
on a
X1+p|Z:Xz+[)zZ___...:XR—FP,,Z:P,:P,:...:P,,:O.

Mais quand I’équation (33) satisfait aux conditions posées i I’énoncé
du théoreme V, toutes ces quantités ne peuvent étre nulles a la fois
quand on donne & z, aux @ etaux p des valeurs suffisamment voisines
de zéro etannulant T, c’est-d-dire que les équations

F::O,
X.—l—plZ:X;—!—p,Z:...:X,,+p,,Z:o,
P=P=..=P,—o

sont distinctes, car, si elles ne ’étaient pas, le déterminant fonctionnel
des premiers membres de ces équations par rapporta z, ', 2a, ..., ),
Pis Pas -5 Py Serait nul. ‘

Or I'équation qui correspond & 1'équation (16) est formée en égalant
a zéro un déterminant qui ne differe de ce que deviendrait ce détermi-
nant fonctionnel quand on y annulerait z, les « et les p, que parce que
certains termes seraient diminués de I'inconnue S.

Done, si le déterminant fonctionnel était nul, cette équation admet-
trait uneracine nulle. Donc elle ne satisferait pas aux conditions posées
al’énoncé du théoreme V.

PROBLEME IL
Les équations

dz,  dx. _dx, dz —dp, — dp,

R DU T —.}lpp~+~F:X,+/)\Z~"':XH+17,,Z

admettent, d’apres ce qu’on a vu dans la deuxieme section des inté-
grales de la forme

(34) T, =K, To=Kal ..., Tops = Koy D2t

o1 les K sont des constantes arbitraires, ¢ une vartable auxiliaire, les 2
des constantes données, les T des fonctions holomorphes de z, des «
et des p s’annulant avec ces variables.
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Ces intégrales peuvent se mettre sous la forme
( Z —_—f, v -——( K “ ey X' = Jns

(35, :
P :.f;"*‘” P: :.ﬁH‘?) sees Pa :‘f:na

ol les /'sont des fonctions holomorphes de K, 24, Kot’s, ..., Kypuy 720
s’annulant avec ces variables.

PROBLIME 111

Soit a trouser une intégrale de
F=o

qui se rédwise a

guand on v fait

2= 0u( 1y Py - v5 Pinmr ),
[t et les 6 étant des fonctions holomorphes des 11 s’annulant acec ces
variables.

Quand on fait

=0, x.=0, ..., Zp=0b

les p se (rouvent assujeltis & se réduire & certaines fonctions des p.: w,
By o vy Ope
Ces fonctions sont déterminées par les équations

F(B,00,0, o005, 6. .., 0,) =0,

d3 d9, d9. d%,
=, = A —— A 0, —
du, du, du, do,
‘3 d3 d9, N d9, . N d8,
7 =0y 5 Wy —— - By 5
o du, Cdy, du. Tl ’
dB 1, d6. dn,
=y, e O . Oy
\ s d d ity du,
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PREMIER CAS.

Les équations (37) donnent les « en fonctions algébroides des .

Ce cas ne présente pas de difficulté spéciale, et 'on verra plus loin
comment on le traite.

DEUXIEME CAS.

Les équations {37) ne donnent pas les o en fonctions algébroides
des p.

Les deux membres de chacune des équations (37) sont holomorphes
par rapport aux p. et aux «. Done, en vertu du lemme VI (I'* Partie),

on peut en tirer les w etles p. en fonctions algéhroides par rapport &
n— 1 nouvelles variables

Vig Vay e ny Yay

et s’annulant avec ces variables.
Donc j3, les G et les » seront algébroides par rapport aux v et s’an-
nuleront avec cux. On est donc ramené au premier cas.
Exemple. — Un exemple fera mieux comprendre ce qui précede.
Soit I'équation
pi=pi+pi

Soit & trouver une intégrale de cette équation se réduisant a

pipl
quand
Xy =0,
Xy = pi,

Les é¢quations (37) s’écrivent

) — 2 2
Wy == 6, + 0,

=

3

2___ I3
t= e 20 - )

f I

Ul =ity = 0 s

On ne peut tirer de ces équations les @ en fonctions algébroides
des pu.
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Mais posons

My T= Yy, B, T= v
il viendra
w: =y 4 v,
P :
QU] Z= VY 20 = Uy
2 E
SUL TE VL Yy
‘l’ A
{4 .0ou
; L e a o, 5
33pl wavipm =y 30l — v vl
33, — .30 ey g
3.3 — wpe)'== vi3ul— vivmvin,

¢quations qui définissent v, et p. en fonctions algéhroides des v. De
méme, p.2, u? A4 gy, 23 +pd s'exprimeraient en fonctions algd-
broides des v.

CAS GENERAL.

Dans tous les cas on peut done supposer :

1° Que les 7, £ et les o sont algéhroides pav vapport aux p;
2° Qu’ils s’annulent avee ces variables.

On peut toujours supposer que les ¢quations de Ia forme

67 = A 97 = A+ A,

qui définissent les 8 par exemple, de méme que celles qui définissent [
et les o, sont irréductibles, ¢’est-i-dire ne sont pas un produit de deux
¢quations de méme forme.

On remarquera que, pour un méme systeme de valeurs des u, 2
les § et les » sont susceptibles de plusicurs valeurs.

Soit

Bajey ooy «ney My

un systeme fixe de valeurs des p.

Soit

2 Iy
Foy OI,Ov 07,0\ sy Yaes Miey Moy - ey Oy

un systeme fixe de valeurs de £, des 6 ¢t des w, tel qu’en substituant
dans les ¢quations (37), a la place de

{
Py Yz ceey [j-n—!) ,8, 01, 0'.’: caey Yy Wy, 0y, sy (D
3 f /
Moy Mgy oo o5 Ma—t,05 Poy 01,0) Usos v oy Wuy Moy oy e

ces ¢quations se trouvent satisfaites.
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Supposons maintenant que l'on fasse varier-les p d’une maniere
quelconque en partant du systeme fixe de valeurs

Pes 200 ooy Maoipo
pour aboutir au systeme quelconque de valeurs
Miae o «vvs [La—i,te

Supposons que (3, les § et les » varient d'une maniére continue en
méme temps que les o.oen partant du systeme initial de valears

Buos Giar Doy ooy Ouos Ouer ®ayey o v vy Dus,
et qu’ils deviennent égaux respectivement i
(37 bis) Biy Oy O v vy B Oy Way o ovy Gy
quand les p deviennent égaux respectivement i
Dty Hats oe vy Macine

Nous appellerons les valeurs (37 bus) valeurs correspondantes de p,

des 0 et des w.
Pour résoudre le probleme I, il faut d’abord remplacer dans les T

Ty Xiy Xay wwey Xny Poy Py - ovs P

pal’
B, 0, Oy oivy Buy oy 002 o0y o}

il viendra
T, =4 1 T, = L[J‘:; R T':u+| — ‘IJ'-‘”"‘ s

les ¢ étant algébroides par rapport aux p. Si Pon n’a substitué a =,
aux x et aux p, dansles T, que des valeurs correspondantes de 2, des §
et des o, les équations qui définissent les ¢ sont irréductibles.

On appellera systeme de valeurs correspondantes des ¢ un sys-
teme de valeurs de ces fonctions obtenu en substituant dans les T un
méme systeme de valeurs correspondantes de f3, des ¢ et des w.

Il faut ensuite, comme on I'a vu dans la Section précédente, rempla-
cer dans les équations (35) les T par les ¢ et ¢ par ...

z, les @ ct les p s’expriment alors par des fonctions algébroides

Ry

€N [yy fhay - v oy Pnmiy Pons Pty oo ey P00
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Sil'on a eu soin de ne donner dans cette substitution aux ¢ que des
valeurs correspondantes, les équations qui définissent =, les.x et les p
sont irréductibles. On dira encove que des valeurs de =, des a et des p
sont correspondantes quand on les aura obtenues par fa substitution
dans les ¢quations (35) d'un méme systeme de valeurs correspondantes
des §. Les expressions de z, des a et des p que Uon vient d’obtenir
donnent-elles Pexpression implicite de Vintégrale cherchée?
Pour que cela soit, il faut et il suffit que U'on ait identiquement
ds dsz ds

:[}1) F':])2’ R §

(171 2
1° Je dis que ces condilions sont remplies, pourvu que les u ne
prennent pas certains systemes particuliers de valeurs.
En effet, oy, way oun, oy 2, 940 02y -5 9, D sont pas tous identi-
quement nuls. Il en résulte que, pourva qu'on ne donne pas & u,,
U oo, Pey des valeurs qui satisfassent au moins & une relation donnée

V(s Moy oeey pam ' =o0,
3 \ .
on n’aura pas a la fois

==t ... =Wy —= == .. =0, =o.

(€N}

On pourra toujours choisir les g d’une infinité de manicres, de telle
facon que les modules de {2, des o, des 7 soient aussi petits que 'on
veul et que les p. ne satisfassent pas a

7 =0.

Dans ce cas, comme on 'a va au commencement de cette Seetion, les
fonctions
r,pr, P, ..., P,

X|+l))747 X7+/77Zy .ty X77+/)vrz

ne s'annuleront pas & la fois quand on y remplacera =, les p et les
par 3, les o et les 0. Mais alors les fonctions J sont identiquement
nulles, comme on I'a vu dans les Genéralités (1' Partie); les ¢quations
qui donnent z, @, Xy ..., Tys Pry Pay - .-, P en fonetion des u sont
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bien I'expression implicite de 'intégrale, et, par conséquent,
dsz dz

E‘—‘:])H dx.,:[)” veay (/_1-‘,,:1)".
Supposons maintenant que 'on donne &
Py oy ovvs May
des valeurs qui annulent a la fois
Wiy B vy Gy By O, 8 oo, G,

et voyons si les expressions que nous avons (rouvées représentent
encore réellement Uintégrale cherchée.

Interpretation géomélrigue. — Supposons que 'on n’ait que deux
variables indépendantes x, et x,, et que, par conséquent, U'intégrale
soit susceptible de représenter une surface S.

Il s’agit de déterminer la surface S de telle facon qu’elle passe par
une courbe donnéce C, passant elle-méme par Porigine, et qu’en chacun
de ses points son plan tangent P soit tangent & un cone donné. Nous
avons trouvé une expression de la surface S en égalant z, z,, z, &
cerlaines fonctions de deux variables auxiliaires u, et p,.

Si, donnant & g, une valeur constante qui n’annule pas

Wiy 0By p, OI) 021

on continue i considérer p., comme une variable, ccs expressions de z,

x,, x, en fonction de p, et p, définiront une courbe K,, passant par le
point

\

(2= Bloads 2= Oy #2=0:( )]
qui est sur fa courbe C et que nous appellerons 7, et passant aussi par
Porigine.

Nous avons vu que, si la surface S cherehée existe, Ia courbe K,,
en fait partie, et qu’elfectivement, tout le long de cette courbe, la sur-
face engendrée par les courbes K, satisfait aux conditions de la défi-
nition de la surface S.

Supposons maintenant que ., tende vers une valeur qui annule & Ia
foisles w, {7 etles 9, par exemple vers zéro, ¢’est-a-dire que le point m
se déplace sur la courbe C en se rapprochant indéfiniment de Uovigine.

Dans ce cas, ou bien p, restera fini, etalors z, z, et «, tendront vers
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/
zéro, ou bien p, augmentera indéfiniment et z, a,, 2. tendront vers
des limites finies, c’est-d-dire que, quand le point m tendra vers
Porigine, la courbe K, se rapprochera indéfiniment d’une certaine
courbe limite I,.
[l s’agit de faire voir:
1° Qu’a 'origine, c’est-i-dire quand
pi=0, !J.7><T/D
ou quand
{J‘I/ZO, V2= 0,
la surface engendrée par les courbes K, et par la courbe K, satisfait

aux conditions de la définition de la surface S;
2° Que le long de la courbe K,, ¢’est-a-dire quand

i =0, M:=—=3WD,

cette surface salisfait encore i ces conditions.

Hypothése I. — Supposons donc d’abord que les équations
O=0=...=0,_,—o0

soient distinctes, ce qui est le cas le plus général. Alors, pour que
I'on ait
P=oy=m=...m=w,=0=0=...=0,=o,

et par conséquent

o=F=D = ,:.,.:P,,:X.—i-p.Z:X:—!—p-,,Z:.‘.:X,,—}«p,,Z,
il faudra que l'on ait
() P =y = = s = O

Doune, toutes les fois que ces conditions («) ne seront pas remplies, on
aura, si (1,2 0,

ds ds dz

;1_1\ :Pl; :pn-

dz,

Hypothese I1. — On peut toujours supposer que les parties réclles des
quantités Xy, Aoy ..., Ague, SONt positives, car on a supposé que, si e«
It
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et f; sont les parties réelle et imaginaire de A;, les points dont les

coordonnées sont «; et f3; sont d’'un méme cdté d’une certaine droite
passant par l'origine, c¢’est-h-dire que I'on a, quel que soit £,

Ao+ BB, >o,

A et B étant deux constantes réelles indépendantes de <.

Si les parties réelles des A; n’étaient pas positives, on multiplierait
I'équation F = o par A — ¢B.

Xis oy o vy Aoy deviendraient alors

(A—iB)h, (A —iB)h .« «, (A —iB)howss,
dont les parties réelles sont
Ao+ BB, Ac. -+ B3, ..., Acanir + BBy,

et sont par conséquent positives.

Cas & examiner.
Le cas olt I'on n’a pas

pq:p.g:...:‘u,,,,,:o
ou bien
pa =0

ayant été examiné, il nous reste trois cas & considérer:
1° Pir=Pe=... =l =0y [ = X0
2° 1, =0; mais on n'a pas a la fois

Pr= e ==...= [tp_y = O}
3° u, est fini et de plus
y.:ygz,.‘:yn_.zo.
PREMIER CAS.

Rappelons de quelle maniére on a obtenu I'expression implicite de
I'intégrale.
Dans les T, on a remplacé z, les = et lesp par B, les G et les v, et
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les T sont devenus égaux & des fonctions ¢ des 1, définies par des équa-
tions de la forme

k‘lJ;-" 4+ Al bt .—}—Aﬂ” ’fJ,'—i—;\(oi" =z 0,

m—4 i

ou les A sont des fonctions holomorphes des p s’annulant avee ces
variables.
On a ensuite, dans les équalions

T, = K2,

remplacé les K; par ¢, et ¢ parp,, et les T se sont trouvés définis par
les équations

‘38) T?” 4 Am UV’"T;"]FI TR A(li) [J-Sl’l_l))"']‘i‘*‘ A;)f‘ !J_;:;)_,: o.

m—1{"n

Il est clair que, sil’on annule p, ou si 'on annule les 7 — 1 pre-
miers p. sans rendre p, infini, on annule les T, et par conséquent =, les
x ctles p.

Nous allons d’abord supposer que g, tende vers Pinfini en méme
temps que les autres o tendent vers zéro.

Les équations (38) nous donnent une expression implicite de I'intc-
grale.

Dans les équations, les A sont des séries ordonnées suivant les puis-
sances croissantes des g, de sorte qu’on peut poser

A—=2Z2y,
L=RKophphooopiy,

ol K, est une constante, 3, 3., ..., £,-, des nombres entiers.

L’équation {38) pourra alors s’¢erire

SV ALt N (VS
2yrr-Rul =0,

Supposons que U'on fasse le changement de variables

> —_— —a. — 4 - = — =t
(49) wmi=v™, py=vily, Ma=V%Ly, ..., pua =iV e, = vl L,

oll oy, Cay .., ,., sont des constantes dont les parties réelles sont
positives et que Pon déterminera plus loin. L'équation {38) s'¢erira
alors

E::_",’:lﬂ,yl{'?']"?l——li -, 0,

3
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ou
T= K b
et
&, B b
0= Koc,—i— Kocg—-l—...—l— & % A

Remarquons que, dans cette expression,

Bui

B B
K'K 7K
sont réels positifs, tandis que «,, ¢, ..., %,—,, A; sont imaginaires.

On peut toujours choisir les quantités «,, «,, ..., «,_, de telle facon
qu’un ou plusieurs des ¢ soient nuls pendant que les autres ont leur
partie réelle positive.

En effet, posons

a=Nha+ik, ci="hoa+ ik, ..., ows= N1+ il

Ah=mn, + igu = + ic:, eovy Dapga = gy, + iC:n-H-

Dans ces expressions, /4, A,, ..., &, , sont des quantités positives et
d’ailleurs quelconques, choisies arbitrairement; « et les £ sont les
inconnues qu'il s’agit de déterminer; les n et les & sont les parties
réelles et imaginaires des A.

Dans chacune des équations (38) et dans chacun des coefficients A
qui y entrent, prenons chacun des termes y et considérons le ¢ cor-
respondant

s B B 4 B

Ka|+Ka2+-.. K

Op—t — )‘i)

dont la partie réelle est

. Bl B? ﬁn—l .
J(R; /l‘-'i— K/lg++ K /ln_|>— Tie

Considérons les diverses quantités

K, o
Bihi+ Bl 4 B fuey

(40)

comme
KZm;
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ces quantités ne peuvent devenir plus grandes que

mn
e

h

A étant le plus petit des nombres 2, Ay, ..., By
o ¢tant le plus grand des nombres vy, 9., < oy Gopay s
m, étant le plus grand des -nombres m correspondant & chacunc des
¢quations (338).
1l y aura donc une ou plusicurs des quantités (40) qui seront plus
grandes que toutes les autres.

PREMIER CAS.
En général, il n’y en a qu'une. Soient
Bros Braos « - oy Pamior Koy 70
les valeurs correspondantes de

[’3|y ﬁ:, caey @u, K, iy
on posera
_ Kon,
T Bialti ot Brahat o Berahiny

La partie réelle du 0 correspondant sera
ili (Biolte 4+ Baola .o = Busiofus J o — 1077 0
la partie réelle des autres ¢ sera
(1) ﬁ(@./¢‘+5._./z2+.‘.+ Iy S p—

et elle sera positive, puisque

Kon, - Ko,
o= _- ——
pl,n/h‘{" 67,0112—4‘ cea s fJu—-l,O/)n—l ﬁllll -+ ?)7/1'.' e P /lu-~|

Quant aux quantités &,, £., ..., £,_,, on les assujettira & la condition
1 .
K (5‘:0lf| + 161,0]{2 + LR + ;311—1.011411—1) - C.u = 0;

¢, étant la partie imaginaire du X dont 0, est la partie récile.
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Alors tous les 0 ont leur partie réelle positive, excepté celui qui
correspond & 3,0, a0, +« s Buzr 00 Mo+ 180, €t qui est nul.
Si donc on fait la substitution (39) dans les équations (38), ces
équations prennent la forme

(38 bis)  o==TM -+ TP AN 4. 4T A Ozt NGEmy

ol les A" sont holomorphes par rapport 8 &,, &;, ..., &,_, et & diverses
puissances dey, dont les exposants ont leurs parties réelles positives.

De plus, dans I'une au moins des équations (38 bis), 'un au moins
des A’ ne s’annule pas avec v, quels que soient les &.

DEUXIEME CAS.

Plusieurs des quantités (4o) sont égales entre elles et plus grandes
que toutes les autres.

Si le nombre de ces quantités n’est pas supérieur & n— 1, il n’y aura
pas de difficulté; mais, quel qu'il soit d’ailleurs, on pourra tourner la
difficulté, comme on va le voir.

Egalons encore « A ce nombre positif, qui est égal & plusieurs des
quanltités (40) et plus grand que toutes les autres. L’expression (41)
sera encore nulle pour les ¢ qui correspondent & une quantité (40)
égale & «, positive pour tous les autres. On posera encore

(42) G B+ Bl Bl ) — L=,

olt 'on donnera aux fB et & §, les valeurs qui correspondent aux ¢ dont
on vient d’annuler la partie réelle.
Stle nombre des ¢quations (42) est

<n—1 ou =n-—i,
on pourra choisir les £ de facon & satisfaire a ces équations, et, comme
dans le cas précédent, les équations (38) seront ramenées a la
forme (38 bis).
Si le nombre des équations (42) est

>n—I,

on ne pourra plus choisir les £ de cette manitre, mais on pourra le
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faive de telle sorte que tous les ¢ aient leurs parties imaginaires posi-
tives, except¢ un nombre {ini d’entre cux, que tous ceux dont lu partic
réelle est déji nulle aient leur partic imaginaire positive, excepté un
ou plusicurs dont la partic imaginaire devra ¢tre nulle.

En effet, soit par exemple

/I"x == /i‘-; —_. . = lx',,_[.

La partle nmrrm:ure d’un ¢ s’éerit
, . I, N »
(L|2 IIIS) 'l—/ —_D T i

Considérons d’abord ceux des o dont la partie réelle est déja nulle:
pour 'un au moins d’entre eux, &, est posilif, sans quoi on changerait
v -1 en —y— 1; done, pour £, = o, toutes les expressions (42 bis,
ne sont pas positives; pour 4, positif et tres grand, elles le sont Loutes,
On pourra done choisir £, positif de telle sorte qu'il annule une ou
plusieurs des expressions (42 0is; cu laissant les autres positives.

Considérons maintenant ceux des @ dont la purtie véelle est positive:
il n’y enaura qu’un nombre fini pour lesquels

N6 le plus grand des L le plus grand des K
T I

el, par conséquent, donL la partie imaginaire ¢ peut ¢tre nulle ou néga-
tive. Tous les autres ¢ auront leur partic imaginaire positive.
Posons maintenant

iy
y:yi o

Dans ce cas, les ¢quations (38) s’¢erivent

E: b lu‘yl\)le—I\ —o,

ou
d={(1—1ib)o;
sl 0 ==¢&+- I¢,

-~

o= {e+be)+1ile,— bzl

1° Pour un nombre fini des quantités 4,

£

[

== 03
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alors
e+beg=o0, ¢—dbe=o, d =o.

2° Pour un nombre fini des quantités o,

€=—0, £ >0,
alors
¢4+ be > o0,
st > o.
3° Pour un nombre fini des quantités &,

¢ >0, €&7320;
on pourra alors toujours choisir & positif et assez petit pour que
e+ be > o.
4° Pour un nombre fini ou infini des quantités o,

£2>0, £ >0;

si b>o, .
e+ beg 0.

En résumé, tous les ¢, ont leur partie réelle positive, excepté un ou
plusicurs qui sont nuls. Les équations (38) prennent donc encore ici
la forme (38 bis), c’est-a-dire que les T sont fonctions algébroides
de &, &, ..., &,_,, de diverses puissances de &, ct de v,, dont les
exposants ont leur partie réelle positive, et que tous les T ne &’an-
nulent pas, quels que soient les &, quand v, s’annule.

CAS GENERAL.

Dans les deux cas qu’on vient d’examiner, les équations (38 ont é1é
ramenées aux équations (38 bis). En résolvant ces équations (38 lus)
par rapport aux &, 4 5 et aux p, on trouvera

(43) s=f, m=0, n=0, .., z=0,

=0, P60y, .., P .

Ces équations donnent I'expression implicite de I'intégrale, pourvu
que l'on n’ait pas
]J..:!.L::...::(J.,,_,:O ou Pn=0,
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c'est-d-dire pourvu que

~ P

v.0,
Les ¢quations (35 bis) montrert que. quandles 2 tendent d'une co -
fainte maniere vers certaines valeurs différentes de zéro,

Seny Zu,ur e s Zigus

privdant que v tend d'une certaine manitee vers zévo, les T teadent
vers cerlaines valeuars finies et différentes de zéro,

1,09

et que, par conséquent, z. les et les p tendent vers cevinines valears
finies et difféventes de zévo,

Sov For Eruw s Eagee Pray e o0 P
Ces valeurs satisfont évidemment a 'équation

I’ | Loy Loy v - s Loy /“,U!/",r\ e ]“u.ﬁ; -0y

car I est une fonction continue de =, des 2 et des p, et on a va qu’on
pouvait saiisfaire & Uéquation V=0 en donnant & ces vaviables des
valeurs ausst voisines que I'on veut e

:'u- -Tm\a -2“.',01 EECEE ) -’(.u,ﬂa /)I,uy ]":,U« . b l)u,v-

I reste o taire voir que, pour

JE AT A 2 T= Ay e o T
01N @

oz ds o

- — ] —_— ) PPN S om0,

., P dax, 1 dr, 1"

ou que ion peut prendiee v et les Zassez voisins de leurs limites pour
(que

TS s Pt T e e g R P X P
olttles modules de s, 2,0 000, 2, sont aussi petits que Pon veut.
10
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Or on a
dz dz dz
= 3 — —— ey e
P dz,’ Pr= P dx,
toutes les fois que
veoo

-

Considérons un instant v, &,, Z,, ..., £, comme des fonctions holo-
morphes (uelconques d’une variable ¢ qui tendent vers

o, E,-z,o, Ea,oy ey En,o
quand ¢ tend vers zéro.
Remarque. — Remarquons gu’on peut loujours supposer que, pour
=0,
ds dx, dx, dx,

de’ de’ de’ U Tdde
ne fendent pas vers I'infini.
En effet, un des T est donné par I’équation
(39) T+ A T - .+ AT+ Ay=o,

ol les A sont des fonctions holomorphes de diverses puissances de ¢
dont les exposants ont leurs parties réelles positives.

Si T, est la valeur de T pour £ = o, on aura

(rr _ rro)m —+ Bm_. (rr _ '_l‘u';m_l + - _}_ B' (rr . To) 4 I}L,: O’

ol les B sont de méme forme que les A.

Soit ") celle des puissances de ¢ qui entre dans le dévelop-
pement de B, et dont la partie réelle est la plus petite. Si tous

T—T .

les o sont plus grands que 1, == tend vers zéro quand ¢ tend vers

zéro; or on peut tovjours supposer que tous les ¢, sont plus grands
que 1, car, si cela n’était pas, on poserait
=<,

, T .
). étant un nombre plus grand que tous les —» ¢t I'on aurait
o

l!{(m,\-ﬂ‘i".l\-} - t.Ii('/.ozh -H’/."‘.KJ,

OU Ay 1.
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(o1)
Donc on peul toujours supposer que pour ¢ == o on a

T
—- 110,
i
et par conscquent
dz dx, dr, dr,
—— =T e—— I -—— I, ., . T —— 20, . Q. FLo DL
di = dl T di R

Cela posé, soient 7, une valeur quelconque de 4z, vy, 20y,

L] 'I‘II.I
les valeurs correspondantes de 5 et des .y on aura

Celte intégrale existe, puisque les quantités sous le signe [ restent
finmes.

Or on peut prendre ¢, assez petit pour que py, pav ..., p, soient
aussl voisiis quion voudrade py gy, po s ooy puo. Done

/ /‘" i’ dr,\ . , . o I da,)\ .
Ty e D dt——=)ip -z k... S Due = S
T Kho ar )’ b (//O -y ) Lo

les modules des ¢ ¢tant aussi petits que 'on voudra, ¢’est-i-dire

' Voo . , S o
Sy Tt T \/)uu‘-l" ST — »2'1,0) I {l)u,r AT A TR R P
€0 0. ¥, D,

DEUNXIEME CAS.

Uiy Uaw ooy ey e sont pas nols  la fois {1, == o).
Dans ce cas, les dquations (38) démontrent que les T s'annulent, et
; I
par conséquent aussi 5, lesa et les po Je dis que Uon a en méme tewps
ds  ds dz

_— = - .. .TTTo- - = 0.
d, oy dx,

Pour cela, il faat faire voir que, quels que sorent les 2 — 1 premiers p.
ou peul prendre o, assez petil pour que

py Ve .
2 amic . = L

[
— LG
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ot mod. &, < e, mod.8s<s, ..., mod., <3,
t. Oron a

(92)

aussi petit que Pon veu

o /' d d_Z(/x. L N
~ J Y\ dz, dp, dx, dp,

ds dr.

ou, puisque, toutes les fois que 11,20,

d’ol

dz dz ds
e = - = —_—
dzx, Y dx, > da, 1"

o (]»ri
F— dua ¥ pi—y—-
Jo diny

.y &, ctant

Or, un aura pu prendrc [Fn0 A88€Z pelit pour que, v, variant depuis zéro
jusqu'a p, . (de maniere que son point représeniatif déevive une ligne

dreite), on ait

mod. p; &

Dans ce cas, on aura

d’ ol

TROISIEME CAS.

<
JLg== M= T Uy T 0, {J.,,/ N,

dz dz dz
i Ll —— Ul ., LT —= I 0.
dx, da, da,

(") Foir la remarque de Ja page suivanle,
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En ce cas, les T sont nuls, ajosi que lesx, = et les p; je dis que



93
En effet, il saffit de faire Lo substitution 3¢, pour élre ramend au ens
precéedent,

Remaique. - - La démonstration précédente Cdeuxibnie cas suppose

dx, dr. dz, - . . _—
c s, =t sontbainis, Or on peat foujours te supposer, ainsi
du duy, o,

quion 'a vu pour le premivr cas,

Vi et approuce :

Paris, le 175 juin 187,

e Dovey ve vy Facvirg nis Saipaces.
MILNE EDW ARDS.
Permis d’imprimer :
Paris, le 19 juin 187y,

Le Vice-Recrevr pe L'Acapgwie ne Panis.

GREARD.
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SECONDE THESE.

< C D GiE——

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Démontrer qu’un ellipsoide & trois axes inégaux peut étre la forme
d’é¢quilibre velatif d’un corps fluide homogene tournant autour d’un
axe d'un mouvement uniforme et dont les moléeules sattivent en raison
directe des masses et en raison inverse du carré des distances.

Vu el approuve :
Paris, le 17 juin 18-q.
L.e Doveny pe o I'acurte pEs Sciences,
MILNE EDWARDS.
Permis d’imprumer :
Paris, le 17 juin 187q.
Le Vice-Recteur pe L’Acapéyie pE Panis,

GREARD.

HEB1] Pavis, — lmprimerie de Gavnies-VicLags, quai des Augustins, 3.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



