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PREMIERE THESE.

SUR LA

DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE

A LA SURFACE

DES CONDUCTEURS FERMES ET DES CONDUCTEURS OUVERTS.

INTRODUCTION.

Dans son premler Mémoire sur la distribution de I’électricité ('),
Poisson a posé, mais non résolu, le probleme de I’équilibre électrique
d’un sphéroide conducteur. En écrivant que le potentiel est constant
en tout point intérieur au sphéroide, il arrive a une condition que l'on
peut énoncer ainsi: si 'on divise la densité électrique en un point par
la pumsame n — 1 du rayon vecteur et qu’on développe le quotient en
une série de fonctions de Laplace, la fonction d’ordre n doit manquer
dans le deweloppement Cette condition détermine completement la
densité inconnue ; mais son expression explicite parait présenter des
obstacles qui ont fait reculer Poisson. « Il serait difficile, dit-il, de
donner une solution générale de cette question », et il se restreint au
cas des sphéroides infiniment peu différents de la sphere, c’est-a-dire &
des surfaces ayant en tous leurs points une excentricité dont le carré
est négligeable. 11 trouve alors pour la densité une série de fonctions
sphériques, qui se déduit par une loi trés simple de la série de méme
nature qui représente le rayon vecteur.

T’ai repris dans ce travail la question de la distribution électrique sur

(V) Mémoires de U’ Institut pour 1811.
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4 G. ROBIN.

un sphéroide sensiblement différent de la sphere ; mais j’ai abordé le
probleme par une voie qui me semble nouvelle. Au fond, la méthode
de Poisson revient, comme presque toutes les méthodes usitées dans la
solution des questions d’équilibre électrique, & 'intégration de I’équa-
tion aux dérivées partielles, a ¢rois variables indépendantes, AV = o.
Celle que j’ai adoptée consiste dans I'intégration d’une équation fonc-
tionnelle & deux variables indépendantes seulement. Cette équation
fonctionnelle convient & tous les conducteurs fermés ; elle ne régit pas
la classe infiniment plus étendue des conducteurs ouverts; mais elle
semble jouer dans certaines questions d’Electrostatique un role d’au-
tant plus ellicace que sa portée est plus limitée : c’est la une loi de
compensation d’une application fréquente en Mathématiques.

Dans la solution du probleme qui nous occupe, j’ai tenu compte de
Vinfluence, négligée par Poisson, de masses ¢lectriques fixes. Ce point
est capital 5 car trouver I'équilibre électrique d’un conducteur soustrait
a toute influence, c’est traiter un probleme d’électrostatique trés in-
complet et parfois relativement trés facile. On en peut juger par le
cas bien connu de Pellipsoide. J’ai tenu & résoudre la question des
sphéroides de forme quelconque pour donner une idée de I’énorme
complication du probleme général de la distribution électrique. Celte
complication, quoique grande encore, se dissimule dans les solutions
¢légantes données pour des corps i forme simple, tels que Iellipsoide,
le tore, les deux spheres, les spheres sécantes, la calotte sphérique, le
lemniscatoide de révolution (*). On verra que la densite électrique sur
un sphéroide se présente sous la forme d’une série d’intégrales définies
dont chacune, pour étre évaluée, exige que I'on sache calculer la pre-
cédente 5 il est vrai qua défaut d’une évaluation exacte, ces intégrales
donnent prise successivement aux méthodes d’approximation indéfinie
des quadratures mécaniques.

Mais, lors méme qu’on saurait trouver la distribution de ’électricité
sur tous les conducteurs fermés imaginables, on n’aurait fait que le
premier pas dans la solution du probleme général de I'Electrostatique.
Lclectricité en équilibre réside tout entiere i la surface des corps con-
ducteurs; on peut done supposer ces corps vidés, pour ainsi dire, de

(1) Foir le tome II des Fonctions spherigues de Heine.
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SUR LA DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE, ETC. )

leur substance intérieure et réduits a leur seule surface terminale. A ce
point de vue, les conducteurs fermés, tels que la sphere, deviennent
des cas infiniment particuliers des conducteurs ouverts, tels que la ca-
lotte sphérique. Une théorie générale de ces derniers ne semble pas
avoir été donnée. Le cas n’est plus le méme que celui des conducteurs
ouverts. On ne peut pas identifier immédiatement le probleme de la
distribution électrique sur une surface ouverte avec le probleme de
Gauss : « Distribuer sur cette surface une couche dont le potentiel
prenne en tous ses points une valeur donnée », parce que, cette couche
étant trouvée, il faut la répartir entre les deux faces ; mais le départ
se fait aisément : une foisle probleme de Gauss résolu, on verra qu’une
quadrature suffit pour achever la solution.

Une réduction considérable peut étre effectuée dans le probleme de
la distribution de 1’électricité sur les deux faces d’un conducteur ou-
vert: il est possible de ramener I'équilibre électrique de tous les con-
ducteurs a contour multiple 2 celui des conducteurs & contour simple.
Ainsi, que 'on imagine une sphere divisée en trois parties, une zone
ou bande B et deux calottes C, €. Si 'on connait I'influence d'un point
quelconque de la calotte C sur la calotte complémentaire B +- C', et
celle d’un point quelconque de €’ sur B + C, on en pourra conclure la
loi de la distribution électrique sur la zone B. La méthode qui m’a
permis d’opérer cette réduction offre de 1’analogie avec celle que
Murphy a imaginée pour résoudre le probleme de I'influence mutuelle
des conducteurs. Mais cette idée des influences successives, qui se pré-
sente naturellement lorsqu’il s’agit de corps séparés, semble au premier
abord inapplicable lorsqu’il s’agit de surfaces empiétant I'une sur
I’autre, et ’on verra que, pour en tirer parti, j’ai di la combiner avec
d’autres idées assez complexes. L’inconvénient de cette méthode si
générale réside dans les difficultés d’application. C’est cependant grace
h elle que j’ai réussi a calculer la distribution de I'électricité sur une
zone sphérique conductrice, en prenant pour point de départ la solu-
tion si simple et si belle donnée par sir W. Thomson pour I'équilibre
électrique de la calotte sphérique.

Je passe ici sous silence divers résultats plus ou moins dignes d’in-
térét que 'on trouvera dans le cours de ce travail ; je me borne a faire
observer que les méthodes dont j’ai fait usage peuvent trouver leur
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6 G. ROBIN.

application dans plus d’une branche de la Physique mathématique, en
vertu de 'analogie ou de 'identité des équations aux dérivées partielles
du second ordre qui régissent les divers ordres de phénomenes natu-
rels. C’est ainsi que, dans ces derniéres années, on a pu calculer les
altractions apparentes de corps solides plongés dans un liquide par
'application pure et simple du principe de Murphy, (ransporté direc-
tement de I'Electrostatique 4 I'Hydrodynamique.

PREMIERE PARTIE,

LES CONDUCTEURS FERMES.

CHAPITRE 1.
EQUATION FONCTIONNELLE CARACTERISTIQUE DES CONDUCTEURS FERMES.

Le probleme le plus général de I'Electrostatique consiste  se donner
des conducteurs et des masses électriques fixes, dont le nombre, la
forme et la situation sont quelconques, et a chercher la distribution de
I'électricité en équilibre sur les divers conducteurs pour des valeurs
connues des potentiels ou des charges de chacun d’eux. _

Le principe de Murphy raméne ce probleme si compliqué a celui de
I'influence de masses.fixes sur un seu/ conducteur. Cest dans ce cas
plus simple que nous nous placerons dans tout ce qui va suivre.

On sait que le probleme de la distribution électrique sur un conduc-
teur quelconque se ramene a celui-ci, posé par Green et par Gauss :
trouver une fonction V des trois coordonnées, continue dans tout I'es-
pace, dont les dérivées premiéres ne deviennent discontinues qu’a la
surface du conducteur, qui satisfasse en tout point de I’espace & I’équa-
tion AV = o, qui prenne a la surface une valeur connue en chaque
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SUR LA DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE, ETC. 7

point, et qui & Uinfini soit du méme ordre de petitesse que I’inverse de
la distance a I’origine. 4

Quand il s’agit d’un conducteur fermé, on peut substituer a I’équa-
tion différentielle AV = o une équation fonctionnelle a deux variables
indépendantes, plus avantageuse dans certains cas.

I. — Etablissement de I'équation fonctionnelle.

Considérons un point M de la surface o du conducteur ol la densité
électrique a pour valeur e. Ce point subit les actions des divers élé-
ments électriques ¢'do’ du reste de la surface o et des charges
gi(i=1, 2, ..., p) des points électrisés extérieurs, que nous suppo-
sons au nombre de p. Le potentiel au point M a pour valeur

p
iyt
e do ;
eds'  Q4:,
r;

Vo=

ret r; désignant les distances au point M de I'élément do’ et du point -
de charge ¢;. Si on prend la dérivée de V suivant la normale inté-

. . ; A% .
rieure 7, on sait que la valeur de la fonction 5, en un point de la sur-

face est la moyenne arithmétique des valeurs, o et 4me, de cette méme
fonction en deux points, 'un intérieur, autre extérieur, infiniment
I
r il cos(r,n)’

voisins du premier : c’est donc 2me; et, comme 5 = —— 53— 0N
aura
(cos(r,m) J 7:€0S (i)
1 e C r,n I ;COS( 7,
(1) p— - __T’_dg/+_89_l_9_“_.
2w r 2T r}
1

Telle est I'équation fonctionnelle que nous avions en vue d’obtenir.
Comme le potentiel 0’y figure pas, il est bon d’en donner une dé-
monstration directe. : '

Coupons la surface o par un plan infiniment voisin du plan tangent
en M. Ce plan partage le conducteur en deux calottes s et S, la pre-
mitre infiniment petite. L’aire de la section s, differe infiniment peu
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8 G. ROBIN.

de s. D’un point quelconque de s, on voit s, sous un angle solide infi-
niment voisin de 27, si lasurface ne présente aux environs du point M
aucune singularité. Donc, la densité étant continue, la calotte s exer-
cera sur s, une répulsion dont la composante normale, d’apres un
théoreme de Gauss, est sensiblement égale a ames.

Soil F la composante normale de la répulsion exercée sur s, par la
calotte S et par les points électrisés extérieurs. La condition d’équi-

libre est
F=o2ames;

et, comme on a visiblement

p
. F e cos(r,n 7:CoS(r;, n
lim - = ———“(2 : )da’—+— S O 1) (2 = ),
S & 7 : rl-

on en conclut I’équation (1). Cette équation fonctionnelle détermine
I"inconnue ¢; les deux variables indépendantes sont les deux angles
dont la relation avec le rayon vecteur définit la surface du conducteur.
_Elle a toujours une solution et une seule; car elle exprime, comme il
est facile de s’en assurer, que, sur une surface intérieure i o et infini-
ment voisine, la composante normale de la répulsion est nulle en
chaque point <0—V = 0>A.
on

Avant d’utiliser la formule (1) pour la solution du probleme des
sphéroides conducteurs, nous allons en faire quelques applications
trés simples, qui en feront ressortir les avantages.

II. — Influence d'un point électrisé sur une sphére conductrice.

En appelant R le rayon de la sphere, V son potentiel constant, g, la
charge du point, d, sa distance au centre de la sphere, on a visible-
ment

cos(r, n)

’ s /! /
Sof di =R*-+r} —2Rr cos(ry, n), V= e'dg L1
r 2R T

I'y

Si dans I'équation (1) on porte les valeurs des cosinus tirées des
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SUR LA DISTRIBUTION DE L'ELECTRICITE, ETC. 9

deux premieres relations et qu’on tienne compte de la troisieme, on
obtient

¥V pdi—R

- 4mBR 4w 3

(2)

On retrouve ainsi, par la voie la plus directe, le résultat que Sir W.
Thomson a obtenu par des procédés détournés si ingénieux.

III. — Sur un corps d’épreuve.

Un corps d’épreuve est, comme on sait, un conducteur de tres
petite dimension qu’on met en contact avec un autre conducteur de
dimension finie. La charge prise par le corps d’épreuve ne dépend
pas de la forme de la surface touchée; elle est proportionnelle a la
densité électrique au point touché, avant le contact. La difficulté, in-
surmontable dans la plupart des cas, consiste & trouver le coefficient
de proportionnalité. Lorsqu’il s’agit d’une petite sphere, Poisson a pu
déterminer le rapport de sa densité électrique moyenne a la densité

o 2

au point de contact : ce rapport a pour valeur %
Voici un autre cas dont notre équation fonctionnelle permet de
faire la théorie. Le corps d’épreuve est le corps de plus grande attrac-

tion, dont I'équation polaire est

(3) =

La constante a est le diamétre; le corps, qui est de révolution
autour de son diametre, présente au pole un aplatissement infini.

Imaginons qu’on mette en contact par leurs poles deux corps de
plus grande attraction; on les suppose tous deux conducteurs et 'on
communique a leur ensemble une charge électrique M. Exprimons
que toutes les répulsions électriques se font équilibre au point de
contact; en affectant de I'indice 1 toutes les quantités relatives au
deuxieme corps, nous aurons

’ '
e COS¢ e, CoS89Y
f 5 ¢ do.!:f 1 = Ildc"l,
a ry o 7

1
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10 G. ROBIN.

ou, en vertu des équations des deux corps, en désignant par m, m,

leurs charges, .
m m
4 e 2
(1) a? o

Ainsi la charge totale se partage proportionnellement aux carrés
des diametres, c’est-a-dire aux surfaces.

Supposons maintenant le second corps isolé et possédant i lui seul
la charge M = m + m,. L’équation (1), appliquée au péle, donne

ey — —
2T, =

)
L e, cos o, m-m
T do, = P

a, 1 1

En combinant cette relation avec la relation (4), on trouve

m /1 . 1
Gg—— | — = — ]
1 o7 X @ at

et, si le premier corps est tres petit par rapport au second,
(5) m=ana’e,.

D’aprés la théorie du corps d’épreuve, ce résultat subsiste lorsqu’on
remplace le second corps de plus grande attraction par un condueteur
quelconque. Le rapport cherché est ama®. L'aplatissement du corps
d’épreuve au pole fait qu'une erreur de contact assez grande n’influe
pas sensiblement sur la distribution électrique du systeme.

IV. — Energie électrique des conducteurs fermss.

Ala formule (1) se rattache une expression nouvelle de I'énergie
¢lectrique qui, au point de vue analytique, n’est pas sans intérét.
Généralement, l'expression de la densité sur un conducteur com-
porte un facteur arbitraire, que 'on détermine en se donnant, soil la
charge M, soit le potentiel V. Chacune de ces opérations conduit & une
double intégration, de sorte que I'énergie W = IMV se présente sous
la forme du produit de deux intégrales doubles. On va voir qu'une
seule intégrale double suffit & exprimer I'énergie électrique d’un con-
ducteur fermé. Nous pouvons d’ailleurs supposer qu'un nombre quel-
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SUR LA DISTRIBUTION DE L ELECTRICITE, ETC. i

conque de conducteurs, non influencés par des charges fixes, sont en
présence.
Soient

Mun point de I'un d’eux,

m = eds la charge en ce point,

M’ un autre point du systeme,

m' sa charge,

o et o' les distances des points M et M’ & une origine fixe O.

Les divers éléments M exercent en M une répulsion totale dirigée
suivant la normale extérieure n, et dont la valeur est 2me. En pro-
jetant les répulsions composantes sur la direction ¢, on a donc

)

S A - cos(M'M, 0) =2mecos(n, o).
MM

Multipliant les deux membres de cette égalité par mp = ep ds, puis
intégrant sur toute 'étendue desp surlaces eonductuces, il vient

Sg mn_)» 0s(M'M, ‘_2\/’9’7&'6 ocos(n,p)ds.
M'M

On peut, dans le premier membre, grouper les termes deux a deux
de maniere & mettre en évidence la somme partielle

mm'

MM

> [pcos(M'M,p) + o' cos(M'M, 0')].

On reconnait aisément que la parenthese se réduit & a M'M, en sorte
que le premier membre de notre équation, SSM’ M représente 1'é-
nergie électrique W de tout le systeme. Nous avons donc la formule

(6) \V:).r:zfeﬁpcos(n,p)da.
I}

Elle est susceptible d’une légere transformation. Appelons dw
)

I'élément de surface sphérique décrite du point O comme centre avec

I'unité de rayon; suivant que le rayon vecteur g sort du conducteur ou

y pénetre, on aura docos(n,p) ==+ o*dw, et, en regardant comme
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12 G. ROBIN.

négatifs les rayons vecteurs qui entrent dans le conducteur, comme
positifs ceux qui en sortent, I’équation (6) devient

(7) W= 2n2fe?p3dm.
]7

Pour une sphere de rayon R, la formule (7) donne immédiatement
I"expression connue W = 8=2R%e2.

V. — Energie électrique d’un disque plan.

La méthode de calcul qui précede n’est pas directement applicable
a Pénergie des disques, calottes, zones, etc. Il faut connaitre la distri-
bution de Délectricité sur les corps épais dont P'aplatissement peut
donner naissance a ces surfaces.

Avant d’aborder le calcul de I’énergie d’un disque plan & contour
quelconque, nous ferons quelques remarques relatives a la distribu-
tion de I'électricité sur Uellipsoide

2 42
—
(ZZ bl

I e

(8) = =14

o

IS

c

Si ¢ désigne le demi petit axe, cet ellipsoide est aplati dans le sens
de l'axe des z. On sait que la densité électrique ¢ en un point de la sur-
face est proportionnelle &

1
2 yé 52 a— ¢? I b'—’—_ég s
\/:ﬁﬂ?ﬁ"?« = ¥

=== — o oy o =

a a—c Br—et N
\/1 —r? <—~—+— cos*y + — sin? p)
a

ret Y représentant les coordonnées polaires dans le plan des ay.

Le plan qui passe par I'axe des = et par le point considéré coupe I'el-
lipse du plan des zy suivant un diametre dont la demi-longueur « est
donnée parla formule.

I cos

(9) .

o

_|_
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SUR LA DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE, ETC. 13

Posons maintenant

2 o2 b2 — c? 2

a c? .
10 - cos?d + sin?y = —
(10) ——costy b=

b!»

et désignons par ¢, la densité au sommet du petit axe; nous aurons

o
(11) ey ——————
o — iy

Si ellipsoide dégénere en disque elliptique (¢ = o), &* tend vers 1,

C2 ” - . . ’ ’
tend vers une limite 42, finie et différente de zéro,

et le rapport —

s 2 b? cos?Y + a?sin®
1 2— - .
b* cos*d + atsin®Y

Remarquons enfin que, siy désigne le rayon decourbureau sommet
. . . . ¢
le plus aigu de la section correspondant a I'azimut g, le rapport =

reste toujours égal & la quantité finie a.

Cela posé, considérons un disque plan & contour quelconque. Nous
prendrons son plan pour plan des @y (ou des r, J), et, pour fixer
les idées, nous placerons 'origine au centre de gravité O du disque.
Nous supposerons que le contour ne présente pas de point anguleux.
En général, le disque résultera de 'aplatissement continu et indéfint
d’une surface fermée dépourvue de toute singularité. Aux environs
d’un point, cette surface pourra étre confondue avec un ellipsoide ;
les parties extrémes des sections azimutales seront assimilables & des
arcs d’ellipse trés fortement courbés.

Nous supposerons le corps aplati symétrique par rapport au plan
des @y (ou desr, ). Il suffira de calculer I'énergie pour la moitié
supérieure et de doubler. De cette facon la formule (6) devient

(6") ' W:(;Trfe?pcos(n,p)da.
Par analogie avec ce qui a lieu pour I'ellipsoide, nous pouvons poser

(13) 62—7—_——_‘_;
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14 G. ROBIN.

o étant la valeur de ren un point de la ligne de contour, X et ¢ deux
fonctions de r et de ¢, dont la seconde prend la vaieur 1 lorsque, le

corps dégénérant en un disque, son épaisseur centrale ¢ tend vers

c?

zéro, de telle facon que le rapport tende vers une limite 42 finie

1— g2
et différente de zéro. Enfin, si I'on désigue par y le rayon de cour-

D . A c? :
bure minimum d’une section azimutale, le rapport 7 tendra aussi vers
une limite finie f.

Concevons I'ellipse osculatrice au sommet aigu de la section consi-
dérée, et soit son équation

)

].12 -

(14) — + =

o' ¢’

o

" st c'?

Son rayon de courbure minimum = ayant pour valeur v, on en conclut
= 4 i

facilement

. - o
(15) lim - = =

c B

rdrdy
cos(m,z)

T % cos(n,p)
VV:_/UT/ d\pf etp——pdp.
0 0

cos(n, s)

Maintenant, comme on a ds = Pexpression (6') de

I’énergie devient

L’intégrale par rapport a 7 est une intégrale singuliére qui n’a de va-
leur sensible que pour r= a. En effet, sauf dans le voisinage de la
. cos(n . .
ligne de contour, le rapport étﬁ a une valeur insensible; sur cette

y <
ligne méme, il est infini. 1l nous suffira donc de caleuler sa valeur
pour les points voisins du contour, et nous serons en droit d’écrire les
¢galités approchées
cos(n, p) _ cos(n',r')  dz

cos(n,s)  cos(n,z) ~  dr’

et, en tenant compte de I'équation (14),

%4

I S A & c ¢ a—+r ¢ ¢’ /a ¢
=TT —— —_— - = — el _—
R N Voli—p2 ¢ ol Vai—r2 ¢ \ o! Vor—r2’
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finalement, en vertu d

DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE, ETC.

e I'équation (15),

\/6 w

cos(n, o)
cos(n,s)

En portant cette valeur dans 'expression de W, ou nous ferons
¢ = el ol nous remplacerons e par sa valeur (13), nous obtiendrons

VV:/;T’:[ ).2a3\/~dq)f
‘ o B 0

Sil'on pose ya?— r

o4
limite finie £?, l’inte’gralef
0

arec?

o/

[1
0
On a done enfin

(16)

On voit que I'énergi
seule intégrale simple

k2

crdr
el

lend vers la

=t et sil'on serappelle que -

crdr

(a2—e?r?) \/oc2~ 7

- devient

i

ekt
arc tang —
oc

(*a’t Tk

/(.
T oae

2o

27 &
‘V:Qﬁ‘zf k7\2a2\/~ dl
A b

e ¢lecirique d’un disque plan s’exprime par une
prise le long de son contour.

Pour appliquer la formule au disque elliptique, il faut faire 3 = «,
A =¢,, remplacer « et £ par leurs valeurs tirées des relations (9)

et (12). On trouve ain

27
(r7) W= 27:‘1a3b3e§f
0

s

kg

V(a?sin?d - % cos? J) (a* sin? Y -+ b* cos?y)
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16 G. ROBIN.

CHAPITRE II.

DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE A LA SURFACE D'UN SPHEROIDE CONDUCTEUR.

La principale application de notre équation fonctionnelle est la so-
lution du probleme de I'équilibre électrique d’un sphéroide différant
de la spheére d’une maniere sensible. Nous supposons le sphéroide
dépourvu de toute singularité, pointe ou aréte vive; mais sa surface
peut étre composée de portions raccordées de surfaces différentes. 1l
est soumis a l'influence d’'un nombre quelconque p de points électrisés.

Mais, pour ne pas interrompre I’exposé de la solution, nous ferons
quelques remarques préliminaires sur les développements en série, qui
‘nous seront indispensables par la suile.

I. — Digression sur les développements en série.
Soit & développer en série enliere un produit de puissances de séries
ou de polynomes A*BE. . L :
A=ay+ayx+4-a,2*+. ..,
B=0b,4+bx+ bya®+...,
L= +lLx +La*+...,

les exposants a, B, ..., A étant quelconques.

Lorsque aucun des termes constants a,, b,, ..., /, n’est nul, ce dé-
veloppement est toujours possible pour des valeurs suffisamment
petites de «. En appelant

U=uy+uy x4+ wy2?+. ..

la série cherchée et en eGalant la dérivée logamlmnque de U a celle
du produit donné, on a
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SUR LA DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE, ETC. 17

L'identificalion des deux membres de cette égalité, qui sont ration-
nels en x, fournit les inconnues u,, u,, u,, .... Voici le résultat de ce
caleul. ‘

Désignons par s, la somme de tous les produits ab...l pour les-
quels la somme des indices est égale & p. En convenant de traiter les
indices comme des exposants, on fixe la signification des symboles

sy sy 05, 95\ poc
<()a>1<0b>)"‘7 <a§(‘i>) <b67 7. -[ObOﬂS

r_ % ()Sp ()Sp\
(18) s],_~¢<a da>+‘3 \?b—dj>+...+7~< 57 )

Les coefficients « seront donnés par la relation récurrente
(19) psoup=1[8,—(p—1)sJttpy+[— (P —2)8 ] Up_s+...+ 5,1,
a laquelle il faut adjoindre I’expression du premier terme
uy = a} bg. Sy

On conclut de la, pour exprimer u,, un déterminant qu’il estinutile
d’écrirve. Les a, b, ..., [ étant finis par hypothese, les coefficients «
sont visiblement finis. Si 'on appelle poids d’une lettre @ le produit de
son indice par son exposant, poids d’un terme ab.../ la somme des
poids des lettres qui y entrent, u, est une fonction rationnelle, homo-
gene etde poidspdes a, b, ..., L

II. — Solution du probléme par une série d’'intégrales définies.

Soit en coordonnées polaires (g, 0, ¢ )
(30) p=R(1+n)
Péquation du sphéroide. Considérons la famille de surfaces
(21) p=R(1+ an),

ol o désigne un parametre compris entre o el 1 5 ellessont toutes com-
R. 9
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18 G. ROBIN.

prises dans les parties du sphéroide primitif extéricures a la sphere de
rayon R el dans les parties de la sphere extérieures au sphéroide. Nous
allons chercher la distribution de I'électricité sur Pun quelconque de
ces sphéroides intermédiaires.

Soient M et M’ denx de ses points, ¢, 0, ¥ et ¢, 07, ¢’ leurs coordon-
nées, r la distance de M @ M, en grandeur et direction.

Au systeme fixe (0, ¢/) il est avantageux d’adjoindre un systeme de
coordonnées (w, ) mobile avec le point M, dans lequel le nouvel axe
des = passe par ce point. On passe du premier systeme au second par
les formules bien connues

cosf’' = cosfcosw —sinb cos o,

(22) L cosfcoso -+ sinfcotln
oy sing

Désignons par v I'angle de la normale extéricure au point M avec la
direction de r; par e, ¢ les densités électriques aux points M, M'; par
g:(¢ =1,2,...;p) la charge du point électrisé Q,; par g, 0, s, (ui, s

r:, v; les quantités lelatlvos au point Q; analogues aux quantlle 0,
Jz 0, Oy Ty V relatives au point M'. S

Lorsqu’on se donne le potentiel constant V du sphéroide, la densité
électrique au point M est completement déterminée par I’équation
fonctionnelle

!
(1) e e bq'ww/
2T r 27 .

~ . CcOsv
Commengons par évaluer — =

Si I'on appelle B I'angle des deux directions ¢ et r, { I'angle de la
normale extérieure au point M avec la direction p, A 'angle du plan
déterminé par p et par celte normale avec le plan méridien correspon-
dant a Pazimut ¢, le triedre dont les arétes sont p, r et la normale
donnera

cosv = c0s 3 cos{ + sin 3 sin cos(p — 1)

ou bien

(23) cosv = cos 3 cos{ + sin3(sin{ cosA cosp + sing sind sing).
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SUR LA DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE, ETC. [

Nej

Dans le triangle dont les cotés sont g, ¢/, 7, on a

/ 2 e i) 2 {4
(24) r*=p?+p*— 200’ cosw,
! e
. COS®m — o . sinw
(25) cosP = -P—I—‘, sinf = A e
: o

Les produits sin{ cosA, sin{sinA se calculeront de la maniére sui-
vante : la normale extérieure fait avecles directions des coordonunées
polaires g, 0, ¢ des angles ¢, {,, {, déterminés par les formules

» cos{ cosl,  coss, .
ey . oomk . eosbe B |
R A . 90 1 0p*

00 sin6 dy pFt pIE i S =

En projetant la normale extérieure sur un plan perpendiculaire au
rayon vecleur g, on obtient les relations

(27) sing cos) = cos{,, sin¢ sin2 = cos?,,

ot cosl,, cos{, doivent étre remplacés par leurs valeurs (26).
Portant dans I’équation (23) les valeurs (25) et (27) trouvées pour
cosfB, sinfB, sin{cosA, sin{sin, et divisant les deux membres de cette

équation par r = yp? + ¢ — 2pp’ cosw, on obtient finalement

2 'cosw + p'sinw | coso i i By de
. s p?— pp w—+p ()9 sin 9y
5 — 20 =
. ) : ()p2
(P— = P'-.—- QPP COS&))\/p 00) Slﬂ26 0\'{2

COS v,

L’expression de — se déduirait de la précédente par le change-

l

ment de ¢, w, ¢ enp;, w;, ;5 Mais, dans les transformations que nous fe-
rons subira I’équation (1), nous aurons besoin de connaitre la valeur de

sinw; ( cos dp CleL sing; dp
CoSv; p* = PRy 008, - i BING, AP sin6 0y

(29) - 7 - - 0p? I Jo2

\/(PQ+P?_2‘OPicoswi)3<Pz+ 07 * Sintg 0iulﬂ>
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20. G. ROBIN.

Eunfin, pour achever le caleul des termes qui figurent dans notre
, : : . , . do! o .
équation fonctionnelle, il faut évaluer le quotient —-+ Si 'on concoit

que, dans P'expression du rayon vecteur o', on ait éliminé 0’ et ¢’ au
moyen des formules de (ransformation (22), on trouvera aisément

o dp’* . 1 dp"
1o’ T Qe T sinte 09?
(30) Z =y - Q(,) o L et
r ! p*+p't— 200" COS® i
COSV COSY;
Cela posé, dansles expressions (28), (29), (30) de — —=» — —2~,
i
dg' i
— et dans celle de la quantité
I 1
(31) —= = )

aRr; ZR\/P2+ P%—ZPP[COSGJ[

qui apparaitra dans les transformations ultérieures de I’équation fonc-
tionnelle, remplagons p par R(1+ anr) et ¢’ par R(1 + an’); si 'on
met en évidence le parametre a, elles prendront la forme

cosv 1 14+ Gyo+ Gyo? o
r T 2R (t4-Hyo+ Hyo?) 1+ oy o + lyo?’
cosv; Ko+ Ko + K, o2

ri T VLo+ Lyo+ Lya?)s (14 yor + Ay a?)

1+ W o=+ hya?  sinw do do
4‘R(1+an) — s
14 Ho+ H,o V2(1— cosm)

(32)

I

21{1'1' 2[{VL0+L10(+]J3052

ot G,, G, ont les valeurs

; an sin n\
n—n'-~sino COSQ <~ Ak B
29 sinf oU

Gi=n+n'+ ~,
I— COS®
(33) 4
on sinw dn
n*— nn'cosw + n'sin cos e e e
< 795 T S m)

G,=

I— COSw
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SUR LA DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE, ETC. 21

ot H,, H,, &, Ay, &), %,, Ko, Ky, K, Ly, L, L, les valeurs

n2+ n'*—ann'coswm

[ r
i Hi=n-+n H,=
1 ’ 2 2(1—COSw)
2 2
hy=—=2n h —n?%—% +——I—— dJi:
S ? 05> T sin®0 gy?
on'? T dn'?
3/ Iy=—=an' Iy =n"t+ - —— =
(337) (™ ’ 2 dn? = sintw Jd¢?

Ko—=R —p; cosw;, K,=—= Rn?,

: on sino dn
K,=(2R—p;cosw;)n -+ p;sinw; cosqﬁ + giﬁ'é 33 )

| Ly=R2+p}—2Rp;cosw;, Li=2Rn(R—p;cosm;), L,=Rn2

Maintenant, les formules (18) et (19) du paragraphe | nous per-
mettent de développer les expressions (32) en séries procédant sui-
vant les puissances croissantes de «. Les développements seront de
la forme suivante :

m=—=uo
COoSv I \ |
BTN S Gl e
=1 i
m=--®
/ i 2__ 2 a
i cos v R2—o 1 |
(3/‘) i« “({ q == = 1>: ] = = L - +'_' \ \/1195/'17
aRry ri 2RV(R*+pf —2Rpicosw;)> 2 amd
n -

ds =R|[ 1+ E Gy O —ilflific,l;
| - V2 (1— cosw)

Le calcul des coefticients A,,, b,, c, serait pénible et n’offrirait
d’ailleurs que peu d'intérét. Nous retiendrons seulement 'expression
de b,, qui nous servira dans les applications aux sphéroides trés peu
différents de la sphere :

. on sing dn
ncosw — n' 4 sinoe ( COSY 57 + ——— =+
. , ¥ o st < T09  sinG 9y
3. D)= —— ’
(32) ! 1— cOoSw

Revenons i I'équation fonctionnelle (17), que nous pouvons écrire,
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29 G. ROBIN.
2
en ajoutant el retranchant i son second membre \NY (ﬁl )
4T
1 i
, , r o
o 1 ecosyda_'_ 1 (Y g: 1 S ( 1 +005v,~
T emJ, 7 AR 7, 2anRO) 7 2R 7; T}
1 1

Substituons-y les séries (34) et décomposons I'intégrale f en deux

g

a5 | S I .
autres, dont la premiere correspondra au premier terme -5 du déve-

cosvy '
loppement de — —— et la seconde aux termes restants. Posons, pour
abréger,
(36) A== blcnl~1 i bgC,,,_g-‘!—. <o bm;

1l viendra

7

o ! fe'do“’%_Sﬂ_Fg[]‘ _ RA=p}
GeR | ) Tr 7o D V(R pF—aRp; cos o ?
{

1

<37) " 17M=x r
9 = . m=—oac
T i il m_ Sino dw do
=i E e A & R = “t= qi AIIL o
L 0 ) m=1 \2(1*—-C05&)) 1 m=1

Posons maintenant
(38) e=¢e t+ea+d-eatt...+e oM. ...

Le terme général ¢, est une fonction des angles 0, ¢ qu’il s’agit de dé-
terminer; si 'on y remplace 0, { pav 0, ¢, ¢, se changera en ¢, qui
deviendra une fonction de w, ¢, lorsqu’on aura éliminé 0, ¢ au
moyen des formules de (ransformation ( 22).

Dans I'équation (37) substituons les développements de ¢ et de ¢’

P
e'ds’ gi
el remarquons que la somme — 1Ty - est autre chose que le
G 13
1

potentiel V du sphéroide. Les deux membres sont deux séries entieres
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SUR LA DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE, ETC. 23

en «, qui doivent étre identiques : on en conclut

1 R?— ¢}

r
- V+S e 3
4R : g V(R2+p? —2Rp; cosm;)? ’

[

|

A —

(39)

e ——

P .
I 2T AT , , sino do do
€= 7= Am_q,'—F (eoallL+ e A1t Ml 2T (ll)ﬂ-—_ .
4T V2 (1— cosm)
1 “o0 0 2

Les formules (38) et (39) résolvent le probleme proposé. Comme
elles expriment chacune des fonctions e,, & I'aide des fonctions d’indice
moindre, elles permettent de calculer ces fonctions de proche en proche;
du moins elles ramenent ce calcul & une suite de quadratures qui, a
défaut d’une évaluation exacte, généralementimpossible, donnent prise
aux méthodes d’approximation indéfinie telles que celle de Gauss. La
densité électrique en un point du sphéroide primitifs’obtient en faisant
a = 1 dans la série (38).

Il peut arriver que le sphéroide donné fasse partie d’une famille
naturelle de surfaces dépendant d’un parametre « et se réduisant a
une sphere pour la valeur zéro de ce parametre. On développera en
série suivant les puissances croissantes de « le rayon vecteur

pc=RO+an +a?n,+...),

et 'on suivra la marche qui vient d’étre indiquée. La seule différence
consistera en ce que dans les formules (32) figureront actuellement
des séries et non des polynomes en o.

Enfin le rayon vecteur peut dépendre de plusieurs parametres et
devenir constant pour des valeurs nulles de tous ces parametres : on
le développera en série multiple.

III. — Convergence de la série.
1l reste a examiner les conditions de convergence de la série (38).

Nous nous bornerons au cas le plus intéressant, celui ou le sphéroide
n’est soumis 2 aucune influence. Les formules de résolution (39) se
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24 G. ROBIN.

réduisent alors &

>

“inR

22T . .

1 T , . sine do do
m== = (eoa,,l+ elalll"'l+"'+elll‘ial) —_—
ATJy  Jy V2(1 — cosw)

QD

Montrons d'abord, ce qui est‘loin d’étre évident au point de vue
analytique, que ¢,, est toujours fini; il suffit de prouver que la pa-
renthese (e,a,, -+ € @p_+...+¢€, a) ne devient jamais infinie,
puisque I'intégrale

/'Qn T sinw dm do
Joo o V2(1—cosw)

a la valeur finie 4.

La relation récurrente qui lie les fonctions e,, de proche en proche
montre que cette parenthese est finie en méme temps que les coeffi-
cients a,,. Or ces coefficients, définis par la relation (36), sont des
fonctions entieres, homogenes et de poids m des b et des ¢. Sil'on se
rappelle les conclusions du paragraphe I, on verra que b,, est une
fonction linéaire, homogene et de poids m, des quantités G,, G,, H,,
Hy, %i5 has que c,, est une fonction linéaire, homogene et de poids m,
des quantités »', H,, H,, %,, 2, [ formules (33) et (38")]. Parmi ces
quantités, les seules qui pourraient devenir infinies, et cela pour ® =o,
sont G, G,, H,, %,. Nous allons faire voir qu’il n’en est rien.

A cause de 'absence supposée de singularités, on peut, dans les en-
virons du point M(p, 0, §), développer »’ par la formule de Taylor -

on on 02n db? 02n 2n dl?
Ve e —d! LI et [l ! S
n_n—i—()ng—}—qudy—i—doz 2 —!—000#({9(@—}—0}'!2 3

Si le point M est sur la ligne de séparation de deux portions rac-
cordées de surfaces différentes, les dérivées secondes de n auront en
général des valeurs différentes de part et dautre de cette ligne.

Quand © a une valeur infiniment petite dw, 0’ et ¢ ont des valeurs
0+ dictd + d} tres voisines de 0 et de . Les formules de transfor-
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SUR LA DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE, ETC. 25

mation (22) donnent alors pour d0 et d{ les expressions

d9 = cosq dw,

Sidone on pose

oS on sing dn
u — N %A Al
? 99 7 sing ov’
o’n sing @*n sin%o 9?n

o 20 — 2 : 32
eSO G T2 0080 Ghg 9900 T sintg 90

dn?

il viendra n'=n + udw + ¢ '—'9 . Substituant cette valeur de »’ dans

les formules (33) et (33'), ott 'on remplacera sin® par dw, 1 — cosw
L(s) . .
par —-, on trouvera pour valeurs limites de G,, G,, H,

n?
Gi=2n—v, G= Eelic w— ny, H, = »n*+ u?.
Ainsi, méme pour w = o, G, G,, H, demeurent finis; mais alors ils
deviennent indéterminés, puisqu’ils dépendent de 'angle ¢, c’est-
a-dire du chemin que suit le point M’ pour se rendre au point M.
Pour prouver que la quantité

on'? 1 on'®

My=n"? o + —— —
: dn? = sin’w do?

ne devient pasinfinie pour w = o, il suffit de montrer qu’aux environs
; an' x . .

du point M 9o est du méme ordre que sinw = dw. Cela résulte de

I’expression précédemment trouvée pour »’, qui, différentiée par rap-

port a o, donne

an' Ay, du sy . On  COsg Jn
05— = adw -—‘SIDQD()G +SITO(}—LP .

dg 0y

Ainsi les coefficients e, de la série (38) ont toujours des valeurs

finies et, de plus, déterminées, car I'indétermination du seul élément

qui correspond & @ = o ne peut influer sur les intégrales qui représen-

tent ces coefficients.
R.

=y
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Cherchons maintenant une limite inférieure de convergence de la

série

(38") e=eyt+ et et Ept.. ..

lon désigne par &, la plus grande valeur absolue de a,,, par
il .. une suite de quantités dont la premiere est
gale & e, et dont les autres sont déterminées par la relation

S

Cor vvey Lo

D =

O L (i
U =Y °l"/11 =k C’l OA‘)m 1 e Yy A“h

on voit, en se reportant aux formules (40), que ¢, est une limite su-
périeure de e,,. La convergence de la série (38’) est alors entrainée par

celle de la série
C=C+ 8 +&+. .. +&, ...

On peut remarquer que la série ¢ diverge, si 'un quelconque des v,
est supérieur ou égal a I'unité. En effet, ¢, est visiblement une fone-
tion entiere, de poids 7, homogene quant au poids, a coefficients (ous
entiers et positifs, des quantités positives . Si p est un diviseur de m,

&, contiendra le terme &, 175 avee le coefficient —+ 1.0n peut prendre m
aussi grand qu’on veut; si .4, est supérieur ou égal a 1, ¢, ne tend pas
vers zéro. .

On reconnait aisément que la série ¢ converge si \ o\, est constam-
ment inférieur & un nombre plus petit que 3. Cette condition exige que
le sphéroide ne soit pastrop différent de la sphere; en effet la grandeur
des quantités b, dépend de l'excentricité du sphéroide, puquue @,

.. N , : on ()n , on' dn’
est une fonction homogene, de degré entier m, de n, Ly
29’ ()' 0 dy

Malheureusement le critérium de convergence suffisante qui vient
d’étre indiqué limite beaucoup plus qu’il n’est nécessaire le domaine
dans lequel peut se mouvoir cette excentricité.

Lorsque la série (38”) n’est pas convergente, la méthode n’est pas
applicable au sphéroide donné ; mais elle convient certainement encore
aux sphéroides intermédiaires, définis par I'équation ¢ = R(1 + an),
1

pour toutes les valeurs de « inférieures a e
amax. Vs,

Document numérisé par la Bibliothé i ire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 19 1




SUR LA DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE, ETC. 27

IV. — Charge du sphéroide.

Revenons a la série
(38) e=—ey+e a+eo’+...+e,am,

el arrétons-la au terme de degré m : la densité ¢lectrique est évaluée
avec une approximation de I'ordre 7. Mais, pour déterminer la charge
M du sphéroide, avec la méme approximation, il suflit, comme on va
voir, d’évaluer la densité avec une approximation de l'ordre m — 1.
Supposons que I'on développe suivant les puissances de « le quotient

dz : ;
-—P— = (14 fio + faol®+. . o+ ™) 5in0 dO-di.
Le potentiel constant a pour valeur au centre

2T ~Te g
V =Rz f / (Co4 €10 ~eara= €, ™) (fot+ fL0t e frn 2™) SING df did.
Yo 0

En vertu de la premiere relation (40), le potentiel V a, pour tous les
sphéroides p = R (1 + an), la méme valeur 4=Re,. On en conclut que
I'égalité précédente est une identité en «; d’oli, en égalant a zérvo le
coefficient de «™ dans le second membre,

27 b )
(41) [ [ (otut erfumit - ew) sinsdddy =o.
o Yo ’
La charge électrique a pour expression
’ do
M= ea’o-:fe——R(I—i—ocn)
G s P
27 17
:R‘Zf [ (eo—|—eloz+...+e,,,oc”l)(l—{—f,oc-+—...+./’/,11'”)(1+an)sin@dGa"p.
0 &50;

Mais, en vertu de la condition (41), cette expression se réduit &

t=an

29t s
(42) M=R?| 4me,+ Zcx"f f n(eyfiy ey fi—a—tetei_y)sinfdi dy
0 0

(=1

La fonction e,_, du plus haut indice qui y figure est ¢,,, et non e,,.
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V. — Sphéroides trés peu différents de la sphére. Sphéroides composés.

Supposons le sphéroide assez peu différent de la sphere pour que
les puissances de n supérieures a la premitre soient négligeables :
c’est le cas (raité par Poisson. L’expression (42) donne alors, en y

eml v
remp acant e, par A?W—R7

27T T
(43) M:VR<I+7’_f f zzsin@d@d¢>.
4T 0 0

L'intégrale qui figure au second membre est proportionnelle &
I'excés du volume du sphéroide sur celui de la sphere de rayon R. On
en conclut qu’au degré d’approximation adopté, tous les sphéroides
de méme volume qui possedent la méme charge sont au méme po-
tentiel.

La série qui représente la densité électrique se réduit i ses denx
premiers termes :

v /‘ sinw dw do '
e =¢e)+ e == —— = 3
4R / \/9(1—@()50))

et, comme en vertu des relations (35) et (36) on a

i dn sino dn
nCOSw — 7'+ Sinw | CoS.0— —- —L —
d9 ~ sinG 9y

=l == L
fhem= (“()b(;)

il en résulte

2T u“ R on - sino ()/z\)
~ 1) — ) S O s —_—
v 1 99~ sinfdY) sinw do ds
~ 0

I+==C0% G \/OUH(mm)

(i) o=

On résout ainsi, par une intégrale définie, le prohlcmc que Poisson
a résolu au moyen d’un developpunent en série de fonctions sphé-
riques.

Lorsque le rayon vecteur du sphéroide est, pour toutes les régions
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by 8

de la surface, une méme fonction des deux angles 0 et ¢, nous dirons

que le sphéroide est simple; nous dirons qu’un sphéroide est compose

s’il est formé de portions raccordées de sphéroides simples.

Le probleme de I'équilibre électrique d’un sphéroide composé se
simplifie lorsqu’on connait la distribution de I'électricité sur chacun
des sphéroides simples, supposés complets, qui composent sa surface.

Pour fixer les idées, nous supposerons que ces sphéroides simples
sont au nombre de deux seulement. Soient n, n, leurs excentricités
en un quelconque de leurs points. Désignons par e la densité élec-
trique en un point de la portion du premier sphéroide simple con-
servée dans le sphéroide composé, pour un potentiel égal & V; par ¢
la densité connue au méme point du premier sphéroide simple, sup-
posé complet, pour le méme potentiel; par e,, ¢, les quanltités ana-
logues a e, ¢ pour le second sphéroide simple. Je dis que P'on aura

/ —ny sinewdwndo
e —ée + i
. 1()11-1{ I-— COS® \/g(labosw)
49
(49} j—n'  sino doydo
FL=A= o R '
\ 1612 I~005® \/9(1—00%))

la premiere intégrale double s’étendant & la portion conservée du
second sphéroide snmple, et la seconde a la portion conservée du pre-
mier. .

Pour démontrer les formules (45), il suffit d’observer que 'expres-
sion de la densité est

T e ML T e bR on o sing dn
Sw—> | 0089~ - —~ = | .
v ] T09  sin0 db) sinon do do
R 1— COS0) Va(i— cosn)

ol la quantité v' affecte, suivant la région ou se trouve le point (v, g),
I'une des deux formes analytiques », n|. Si I'on ajoute et retranche

I'intégrale
sine do do
I()IL"B/ I — COSw \/9(1‘“—60\0))

¢tendue a la portion supprimée da premier sphéroide simple, 'expres-
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9

sion précédente s’écrira

= 2T ™ i )
. L necosn— n'—+ sinm ( cosy 0%, s 25 ;
N st TT99  sind 9b) sinwdndo
4R - _/|T.' . ol I— COS® \/2 (] _ COS'J;S

g, A% 2 n'—n, sine dow do
21 . = et |
6 R J 1—coswn \//Q(I_COS(J))

la seconde intégrale s’étendant a la partie conservée du second sphé-
roide. On en conclut la premiere des formules (45).

L’extension de ces formules au cas ol-les sphéroides composants
sont en nombre quelconque est évidente.

VI. — Distribution de l'électricité sur un conducteur ovoide.

Appliquons ces résultats au conducteur ovoide formé par deux demi-
ellipsoides de révolution qui se raccordent’ I’équateur. Sil’on prend
pour origine le centre commun, pour plan des ¢ I'équateur, les équa-
tions des deux ellipsoides, supposés tres peu différents de la sphere,
sont :

(46) n=vcos?f, ny= v, c0s*0,

v, v, désignant les excentricités aux deux poles.
Calculons d’abord la charge en fonction du potentiel. Soit R le rayon
équatorial. L’équation (43) donne

=) Lk
M=—VR\ + 7:/ f
3 AnJy g

(47) M:VR<;+"+6”‘>-

el

.. =
; . v SR :
cos*0 sinf df d + /—1— f f c0s24 sinf d9 d > ,
hdmJ, 5

Les densités électriques en deux points situés sur le méme méridien
a égale distance de I'équateur sont données par les formules (45),
qui deviennent

, o ‘ A% Ul \Y
(5;8) 6._“8+m=],
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/ 27 ki / / . d
J_f /‘ n'—n\|  sinndedy
Jy 11— COS® \/;(I~——cosu))

(49) ¢ oy
o 2 dm(,
— (= vy aw
) 1n Lo ¥

R

2

~ désignant le plus petit arc, compris entre le point (0,¢) et équa-
teur, du grand cercle qui passe par le point fixe (0, ¢) et par le point
variable (w, o).

Commencons par évaluer e : c’est la densité électrique au point
(0, ¢) du premier ellipsoide, supposé complet, lorsque le potentiel est
égal & V. Elle est, comme on sait, proportionnelle a la distance du
centre au plan tangent mené par le point (0, ¢). Au degré d’approxi-
mation adopté, cette distance est égale a R(1 + n) ; et, si lon appelle p.
la charge, on aura, en appliquant une formule connue,

si 'on pose

pRa+n) o8

ThaRGa+v) LrRe

(r—) (14 n).

D’ailleurs, si dans Uexpression (47) on fait v,=v et par suite
M= i, il vient . = VR<I - %) Il en résulte

A Y . 2y L2 vV ity 2 — 3 cos?6\
T L DR e i
?»~v—‘r—(1_& G g a2y B,
[ %= =R\ ERA V= izR . 3 )

Passons maintenant au caleul de I'intégrale double (49); en y fai-
sant '

(30)

(51) c0s % == cosf cosw — sinfsinwm coso,

elle devient

8o a7 am

Jldg+sim§/ J, coso dg—2sing 00\(// J,cosqde )

0 g

(52) J=(v—vy) (COSZO
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si I’on pose

i 9}
CcOS?w COS —
2 du
ol |

lirry T
sin? —
2

g7 0}
SIN*w COS —

o dow
(53) Jy— —>
) sin? 2 3
. Y 2
e )
sin o cosw cos —
T . adw
R “ ® 2
sin? —
Y 2
Entre J, et J, existe la relation
= ®
cos 2 do I
(34) Ji+J.= e — I,
sin? — sin L
Y D

qui permet de conclure J, de J,. On trouve aisément

" h . .y
—4sinl 5 sin? £
+ 2+3 2’

. R PINEY | tang L ).
Ji= 2(0052 + g cos’ -+ log tang4>

Transportons les valeurs (54) et (55) de J,, J,, J, dans I'expression
(49) deJ. Apres cetle substitution apparaissent certaines intégrales
ol y ne figure pas: nous pouvouns évaluer celles-1a; pour les autres, il
faut exprimer ¢ en fonction de y. Or y est ce que devient ® pour

e 7)—- Cette hypothese, introduite dans la relation (51), donne

coso = cotf coty,
d’ou
cos b
siny \/sin?§ — cos?y
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Finalement on trouve

[ Z—:-s-ﬁ

i 7

cosy log tang -

J _ h—15cos*d . 4

Y—v, =B 3 + 8oos"8 = sin?y \/sin?g — cos?y
(56) "
- T .
A _8_V/f cos? 9/2 2 + 3 cosy dy :
g . I+ €087 siny\/t— cosy\/sin*d — cos?y

Les deux intégrales définies qui figurent dans "expression de J ne
peuvent étre représentées au moyen des fonclions de I’Algebre élé-
mentaire; la seconde a la forme d’une période elliptique. Le probleme
ne pourrait étre achevé que par des développements en série que nous
ne chercherons pas a effectuer.

La formule (56) est inapplicable au podle, oi l'ona 6 = o, y=

74

2
Mais, si I'on introduit directement ces hypotheses dans la formule de
départ (49), on trouve immédiatement

(57) Jp:zﬁw%—‘lw—m-

La formule (56) donnerait un résultat erroné sil’on cherchaital’ap-

p
pliquer aux points de I'équateur; car, en ces points, I'intégration par
rapport & ¢ doit s’étendre seulement de o 4=, et non de o a 27. Si

-
. . s .
dans 'expression (49) on fait 0 = = cosf’ = —sinw cosy, on trouve

alors pour valeur de J a I’équateur

sm?wcos; o A
(38) Jp= cos®o do e e SL(’J-—W%
sm2 2

Aux poles, les formules (50) donnent

_ v I+1\,> it i Xe )
= 4R 3°) YTz 31)’
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. A% 1_2\) L N 2
ST IER gt sEERAIT RS

En portant ces valeurs et celles de J, (57) et de J; (58) dans les for-
mules (48), on trouve :

4 I’équateur,

Densité au premier pole.. ... ”YR [1 -+ % + 8__\/2__.1_1 (v—v,) ]
4T 6
Densité au deuxiéme pole v 1 40 _ 8 Va—1r (v=9)
3 IR 5 - . D]
R 1 Vv Vv,
Densité a I’équateur........ iR <1 Rl >

Comme on devait s’y attendre, la densité électrique reste continue
lorsqu’on passe par I’équateur de I'un des demi-ellipsoides a autre.

DEUXIEME PARTIE.

LES CONDUCTEURS OUVERTS.

—S e

CHAPITRE I.

THEORIE GENERALE.

" I. — Equation caractéristique des conducteurs ouverts.

Nous supposerons la surface ouverte S dépourvue de toute singula-
rité; telles sont la zone, la calotte sphériques. Pour éviter les lon-
gueurs, nous dirons que I'une de ses faces est extérieure et I'autre
intérieure.

Soient
M et M’ deux points de la surface S, supposée conductrice et chargée

d’électricité;
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rla distance de M & M, en grandeur et direction;
MN, la normale extérieure;
MN, = n la normale intérieure au point M;
¢,, ¢, les densités des couches électriques extérieure et intérieure au
méme point;
¢, les densilés extérieure et intérieure en M’ (ces densités sont par-
tout finies et continues excepté sur les bords);
Q; un des p points électrisés qui agissent par influence sur S;
g; sa charge;
r; la distance de M & Q,.

Supposons qu’on sache résoudre ce probleme : trouver la couche de
densité e, + e, en équilibre sur S sous l'influence des masses fixes
données. Cest le probleme ordinaire de potentiel de surface posé par
Green et par Gauss.

1l reste a répartir cetle couche entre les deus faces du conducteur.
On va voir que, pour faire ce départ, une quadrature suffit.

La surface conducirice S résulte de I'aplatissement indéfini d’un
conducteur d’épaisseur (rés petite dont la face externe S, et la face
interne S, tendent vers S comme limite commune. C'est sur ce con-
ducteur mince que nous allons raisonner.

La normale 2 S au point M perce S, et S, en deux points M, et M,.
Dans le plan tangent 2 S au point M décrivons de M comme centre un
cercle C de rayon trés pelit, quoique tres grand par rapport a I'épais-
seur M, M,; projetons ce cercle en C,, C, sur S STENt|

Les composantes normales de toutes les répulsions qui agissent au
point M, intérieur au conducteur §,S,, s’entre-détruisent pour I'équi-
libre. Sans entrer dans des explications inutiles, nous voyons que les
diverses parties du systeme donnent, suivant la normale intérieure 7,
les composantes suivantes :

€

Lie Gerele Gy « sueosios sin o oitemie « “+amey,
Lecercle Cy o vvoovivvvnnn — 2T ey,
¥ 4
¢\ -+ ey)cos(r,n) o
Le reste du conducteur.... — (e, 2)]_2 (7 >({bl,
14
: : N cos(ry,n)
Les masses induectrices .... — N¢; s . !
3
H
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Dot I'équation d’équilibre

’ ’ , & -
(59)  am(e,—ey= [ (ARSI g Qg O R),
S i

1

Cette équation, dont tout le second membre est connu en vertu des
hypotheses, détermine la différence cherchée e, — e,. Le probleme
s’acheve done par une quadrature double.

En faisant e, = o, on retrouve I’équation fonctionnelle qui carac-
térise les conducteurs fermés.

Voici les conséquences les plus immédiates de la formule (59) :

1° Elle donne une limite supérieure de 'ordre d’infinitude de la
densité sur les bords. En effet la différence ¢, — e, doit étre finie, au
moins a une certaine distance du contour. Pour qu’il en soit ainsi, il
est aisé de voir que la condition suivante doit étre remplie : soient M,
M, M trois points du-conducteur situés, le premier a distance finie
du bord, le second a distance infiniment petite du bord, le troisime
sur le bord méme au pied de la perpendiculaire abaissée du second
sur le contour; si 'on pose MM’ = r, MM, = r,, M'M/, = ¢, la somme
¢, + ¢,, infiniment grande en M, doit étre d’un ordre inférieur i celui

T
de
’0——

) st o s . I o
7> c’est-i-dire & celui de 5 On en conclut facilement que la

charge ne peut s’accumuler en quantité finie sur le contour, bien que
la densité y soit infinie. Tous les exemples connus prouvent que, pres

o, - I
des bords, la densité est du méme ordre que =
%

2° Si le conducteur est convexe et soustrait i toute influence, la
densité électrique est plus forte en tout point de la face externe qu’au
point correspondant de la face interne; car, en vertu de la convexité
supposée, tous les éléments qui eotrent dans I'intégrale de la for-
mule (59) sont positifs. De la résulte que la charge externe est plus
grande que la charge interne.

II. — Répartition de la charge entre les deux faces.

Cette derniere propriété appartient 4 un grand nombre de conduc-
teurs non convexes. Imaginons une surface ouverte S, limitée par un
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contour fermé K. Soit w I'angle solide sous lequel on voit le contour K
d’un point quelconque de I'espace. Concevons la surface limitée lieu
des points w = am et la surface illimitée lieu des points © = o, qui se
raccordent le long de K, et supposons que S ne coupe ni I'une ni
I'autre de ces surfaces.

La surface conductrice S peut étre regardée comme la limite d’un
conducteur extrémement mince, dont la face extérieure S, et la face
intérieure S, se coupent suivant I'aréte saillante K. Soient p. = e dS,
w'=e'dsS deux éléments électriques correspondants de S, et de S,.
D’apres un théoreme de Gauss, les sommes des composantes normales
des répulsions exercées sur S par ces deux éléments ont respective-
ment pour valeurs pow et — (4™ — ©). Quant aux éléments situés
sur aréte vive, dont I'action serait facile & évaluer, il est inutile de
s’en préoccuper, car nous venons de montrer que leur totalité ne re-
présente pas une quantité finie d’électricité. En exprimant que les
composantes normales des répulsions exercées sur la surface S, inté-
rieure au conducteur mince, par toute I'électricité répandue sur les
faces S,, S, ont une somme égale 2 o, on a

(60). S‘uw:SHIMﬂ—&))'

Désignons par m la charge externe, par 7’ la charge interne, par M
la charge totale, par w, le maximum et par w, le minimum de . Lé-
galité (6o) donne lieu aux deux inégalités

(61) me,>m' (4r — o), Mmw,<<m' (47 — v,),
d’ou

. A% m! 0y
(62) -

T~ iz

Il en résulte 2 >m'. On reconnait aisément que cette conclusion
s'applique @ fortior: a tout conducteur S qui couperait la surface w = o,
sans couper la surface © = 2=,

Comme premiére application des formules précédentes, proposons-

!

s . . . . ;. ;. m
nous de déterminer deux limites inférieure et supérieure du rapport %

pour une calotte conductrice résultant de la section d’un ellipsoide de
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révolution allongé par le plan d’un parallele. Soient o ’angle du plan
de base avec le plan tangent tout le long du contour, B le demi-angle
au sommet du cone de révolution sous lequel le contour est vu du
sommel de la calotte. Les angles solides correspondants sont 2a et
2w (1 — cosP). Des considérations géomélriques assez simples montrent
que ce sont Ia le maximum et le minimum désignés par w, et w,. La
formule (62) donne alors
1—cosf m! o

(63) ———2—‘“<ﬁ<;:

Comme deuxitme application, cherchons & construire, sur un con-
tour donné K, une surface conductrice S pour laquelle le rapport %Zfl
ait une valeur donnée A, plus petite que 2. L’équation (60) montre
qu'il suffit de prendre pour S le lieu des points d’otr L'on voit le con-
tour K sous I'angle constant 4=A. En particulier, si I'on veut que la
charge interne soit égale a la charge externe, 'angle en question sera
égal a 2. : :

Si sur le contour K on construit, en dessus, la surface w =47\ et, en
dessous, la surface complémentaire w = 2w — 47, ces deux surfaces
se raccordent; et, si 'on appelle 7227 la charge répandue sur la seconde,
le charge totale conservant la méme valeur M que précédemment, on
trouve, en exprimant que la somme des composantes normales des ré-
pulsions électriques est nulle sur toute surface intérieure au conduc-
teur fermé et s’appuyant sur le contour K,

m”

ﬁZZ)-,
ot 'on conelut, puisque 2 =
ou l'en conclut, puisque ="M
(64) m = E

Si donc on supprime le segment inférieur et qu’on restitue la charge
de ce segment au segment supérieur, cette charge se partage en deux
parties égales entre les deux faces du segment conserve.

Cette propriété appartient & toute surface fermée percée de tres pe-
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tites ouvertures de forme quelconque et en nombre quelconque p. Sup-
posons d’abord la surface intacte. En appelant m; la charge portée par
la 7™ calotte, non encore supprimée, o; I'angle sous lequel on voit
cette calotte d’un point quelconque de la surface portant la charge .,
on trouve, par des considérations analogues a celles dont nous venons
de faire usage, '

o P
(65) ESFO)[:QWEWLZ'
1 1

Supprimons maintenant toutes les calottes et conservons la méme
charge totale : I'élément électrique, qui était p. en un point extérieur,
devient p.(1 +¢); a I'intérieur, de o il devient w’, et 1’on aura

SS <H+sp)wi:is B (4T — )
ﬁSpm[:Aﬂgm’i—ZIgS (e + ) oy

1 1 1

ou

On doit admetire que ew et u’ sont du méme ordre de grandeur
(pour la sphere, comme nous le verrons, on a ew = — p/); il en ré-
sulte, w; étant infiniment petit, que dans I’équation précédente le
second terme du deuxieme membre est négligeable vis-a-vis du pre-

mier :
,’

(66) ES ptco,-:[;,'n:im}.

La comparaison entre (65) et (66) donne

2

P ;
. ' I "
(67) Emi: gzm[, © €. Q. F. D
1 1

Les principes que nous établirons plus tard permettent d’aftirmer
que la distribution électrique sur une surface percée d’ouvertures tres
petites en nombre quelconque résulte de la superposition des distri-
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butions sur celte méme surface percée d’une ouverture seulement : on
a donc séparément m, = i m;.

On peut vérifier ce résultat, par un calcul direct, sur une sphere
percée d'une petite ouverture circulaire, en prenant pour point de
départ I'expression de la densité électrique sur la calotte sphérique
‘donnée par sir W. Thomson (*). On reconnaitra de plus que la charge
intérieure se concentre presque tout entiere sur les bords de la petite
ouverture, de sorte que le plan d’épreuve, introduit & Pintérieur de
la sphere creuse, ne révélera aucune trace d’électricité.

ITI. — Conducteurs ouverts de forme sphérique. Disques plans.

Revenons a I’équation fondamentale (59) et appliquons-la & un
conducteur formé par une portion de surface sphérique limitée par
un ou plusieurs contours de forme quelconque. Nous nous dispense-
rons de développer les calculs, parce qu’ils sont de tout point sem-
blables & ceux que nous avons effectués dans la premiere Partie
(Chap. I, §II) pour déterminer I'influence d’un point électrisé sur une
sphere complete.

Soient V le potentiel du conducteur ouvert; / le diametre de la
sphere dont il fait partie; en le supposant soustrait 2 toute influence,
on trouve

v

(68) 61—62:2—7[7_-

Donc, sur un conducteur sphérique isolé, la densité électrique en
un point quelconque de la face externe surpasse la densité au point
opposé de la face interne d’une quantité constante.

Cette propriété subsiste pour un nombre quelconque de conduc-
teurs ouverts appartenant géométriquement a la méme sphere; il
suffit, dans la formule (68), de remplacer V par la somme 2V de
leurs potentiels: on voit que I’exces e, — e, est le méme pour tous les
conducteurs, quels que soient leurs potentiels respectifs. »

Considérons maintenant un conducteur sphérique soumis 3 1'in-

(1) Reprint, p. 185; 1872.

Document numérisé par la Bibliothé i ire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 19 1
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fluence d'un point électrisé de charge ¢,, dont la puissance par rap-
port & la sphere de diamétre f'sera désignée par p,. L’équation (59)
donne

(69) v 91 P1 .

€ — €= —F — :
ST IR T T T

L’exces e, — ¢, est égal a la densité de la distribution qui serait
induite par le point électrisé sur la sphere complete, supposée au
méme potentiel que le conducteur ouvert. Si le point électrisé est
situé sur la portion de la sphere laissée vide par le conducteur et que
ce conducteur communique avec le sol (V=o0), la densité est la
méme aux points en regard des deux faces. S'il y a en présence plu-
sieurs conducteurs appartenant a la méme sphere, il suffira, dans la
formule (69), de remplacer V par V.

Du cas d’'un conducteur sphérique on passe a celui d’un disque

Pi
¥

du point électrisé au plan du disque. On obtient ainsi

plan en faisant f= o, p,= o, lim £} = A,, &, désignant la distance

_ g1l

(0] — BoT=
(7 ) €4 2 271_,,;;

III. — Influence de masses fixes sur les conducteurs ouverts. Réduction
du probléme de la distribution électrique.

Nous avons signalé dans I'Introduction la difficulté presque tou-
jours insurmontable du probleme compler de I'équilibre électrique
d’un conducteur, probleme qui consiste & déterminer la distribution
de I'électricité pour toutes les positions possibles des masses induc-
trices. La difficulté dont nous parlons peut étre notablement réduite
dans le cas tres étendu que voici.

Le conducteur ouvert S est un fragment d’une surface conductrice
fermée X, pour laquelle le probleme de la distribution électrique a
été, par hypothese, résolu complétement. 11 s’agit de déterminer I'in-
fluence sur S d’une masse électrique occupant dans I’espace une posi-
tion quelconque. Nous allons montrer que cette influence peut étre

‘caleulée au moyen d’une quadrature, quand on connait seulement
R. 6
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I'action sur le conducteur S d’un point courant du-fragment S’ com-
plémentaire de S(S + §'= X).

Soit en effet ¢ la densité connue de la distribution induite par les
masses données en un point M de la surface fermée X, supposée au
potentiel V. Prenons ce point M sur la région S’. On connait par hy-
pothese la distribution induite par I'élément électrique — ¢ dS’ sur le
conducteur S, supposé au potentiel zéro. En vertu du principe de la

superposition des influences, on peut en conclure, par intégration,
la distribution e appelée sur S par la charge totale — fa dS' du frag-
SI

ment complémentaire S'. Répandons maintenant sur toute la surface 2
une charge de densité -+ ¢. La région §’ est ramenée i I’état neutre, et
le conducteur S se trouve en équilibre électrique, avec la densité e 4-¢
et le potentiel V, sous I'action de la masse donnée. Il ne reste plus
qu’a répartir la couche e + ¢ entre les deux faces, conformément a la
formule (59).

S’il n’y a pas de massé inductrice, la méthode indiquée donne la
distribution électrique de potentiel V en équilibre d’elle-méme sur le
conducteur S. ]

Comparons maintenant la valeur des densités électriques au méme
point du conducteur complet Z et du conducteur ouvert S, pour un
méme potentiel V. Sur 2 la densité est ¢, sar S, e + ¢ : elle est plus
forte sur S que sur 2.

L’inverse a lieu pour les charges :

Chargede 2......... fs dZ :fe ds +/a ds’,
b} S s
fs .

Charge de S.......... (e+e)dS=

S S

Or la charge fedS, induite sur S par la charge —fa dS' répandue
S S’

sur S, est plus petite que cette derniére en valeur absolue. Si donc on
détache un fragment d’une surface conductrice fermée et qu’on main-
tienne le fragment conservé au méme potentiel, la charge se trouve
diminuée.
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CHAPITRE II.

SURFACES CONDUCTRICES A CONTOUR MULTIPLE.

I. — Réduction au cas des conducteurs a contour simple.

Nous arrivons & la réduction importante dont il a été parlé dans
I'Introduction, et qui ramene I’équilibre électrique des surfaces con-
ductrices a contour multiple & celui des surfaces a contour simple.
Pour abréger, nous appellerons calotte toute surface ouverte & contour
simple, zone toute surface ouverte a double contour, que les bords
soient des lignes planes ou gauches.

Je rappelle qu'un point électrisé induit sur un conducteur au poten-
tiel zéro une distribution dont la densité a partout le méme signe; ce
signe est contraire a celui de la charge du point. Ceci nous permetira,
dans ce qui va suivre, de mettre en évidence le signe des densités
Dorénavant, quand nous parlerons de I'influence d’un point électrisé
sur un conducteur, il sera sous-entendu que ce conducteur est au
potentiel zéro.

Considérons une surface fermée X divisée en trois parties : deux
calottes G et C' et une zone B. Nous pouvons, d’ailleurs, concevoir
d’autres divisions de la surface 2; supposons-la doublement connexe,
ayant la forme d’un tore. Coupons-la par deux plans, dont I'un détache
une calotte C, 'autre un tube courbé a double contour ('; la partie
restante B est une surface tronquée a triple contour. Les raisonne-
ments subséquents s’appliquent aux fragments C, C', B, tels qu’ils
viennent d’étre définis.

Supposons que I’on connaisse : 1° la distribution électrique sur la
surface X, soustraite a toute influence; 2°I'influence sur la calotte B+ C
d’un point électrisé occupant successivement toutes les positions pos-
sibles sur la calotte C' complémentaire de B + C; 3° I'influence sur
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B + ¢ d’un point courant de C. De ces données on peut, comme on va
voir, conclure la distribution électrique en équilibre d’elle-méme sur
la zone B.

Soit e la densité électrique (') en un point de Z pour un potentiel
égal & V. Répandons sur C et C' une couche de densité —e. La
couche — ¢ répandue sur ¢’ induit sur B + C une couche dont nous
désignerons la densité par B, en un point de B, et par+y, en un point
de C. La couche répandue sur C appelle sur B + C’ une distribution de
densité B, en un point de B, v, en un point de C'. Par hypothese, on
sait calculer, et cela au moyen d’une intégration, B3,, v, B\ 7,- Distri-
buons enfin sur = une couche de densité -+ e. La superposition de ces
divers états d’équilibre donne le résultat suivant : la zone B est en
équilibre électrique, avec la densité ¢ -+ B, + §3) et le potentiel V, sous
I'influence des couches v, et v, répandues sur C et sur C'.

Une couche de densité — v, répandue sur C induirait sur B -+ C une
distribution B,, v,; une couche —v, répandue sur C induirait sur
B + C" une distribution 3}, v,, que I’on sait calculer. Superposons ces
nouveaux équilibres au précédent : la zone B est alors en équilibre élec-
trique, avec la densité e + 3, + B, -+ 3, + {3, et le potentiel V, sous
'influence des couches v, et ¥, répandues respectivement sur C et
sur C'.

Continuons de cette maniére indéfiniment. Les couches qui, apres
la ni¢me opération, restent sur C et sur G’ ont des densités v,, v, qui
tendent vers zéro, comme nous I’allons prouver.

En vertu d’une propriété bien connue, la charge — C,_, qui réside
sur C apres la n — 1™ superposition induit sur B + C une charge
totale B, + C, plus petite que C,_,. On a, par suite, les deux séries
d’inégalités

B, +C, <, B + C, < Gy,
B, w0 £, B, C, < Ciy

Bn,+ Cn< CInAU Bllz Fir Cn< CIZ—*])

(1) Ou plutét la somme des densités en deux points opposés des deux faces externe et
interne du conducteur. C’est en ce sens qu'il faut entendre le mot densite’ dans tout ce qui
va suivre.
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que ’on peut écrire

=

B, +C, <, B, + C, < Gy,
B, + C, < Cy, B, + G, < C,

’

B,n_’— Cl/z< Cn—l’ Bn+ Clz< Cn—i'
On en déduit d’abord, en supposant » pair pour fixer les idées,

CoaiCy = Gy s o =105
Gy Gy >G> G

d’ott 'on couclut que les différences G, — C,, C, — C,, sont positives et
finies. On en déduit ensuite, par voie d’addition,

(71) B,+B,+B,+B,+...+B,+B,<C—C,+ C,—C,,
' A N\ ,
ce qui montre que la série Z(Bn—i—Bﬂ) est convergente. Il en est de
1

A b & 3 o 5 wj ! ’
méme a fortior: des deux séries EB” et ZB”« Done B, et B, tendent
1 El :

vers zéro.

Remarquons maintenant que la charge — C,,_, induit sur 'ensemble
de la zone B et de la calotte Cla charge totale B, + C,.

Si C, ne tendait pas vers zéro, le conducteur continu B + C serait en
équilibre électrique avec une charge différente de zéro sur la région C
et une charge nalle sur la région B, ce qui est impossible ().

Ce qui est vrai des charges I'est évidemment des densités : v, et v,

(R
tendent vers zéro ; les sériesE B etE B, sont convergentes.
7 1

On peut observer en passant que, si dans l'inégalité (71) on fait
n = et qu’on ajoute aux deux membres B,, charge de la zone corres-

(1) Car le potentiel, nul sur le conducteur B + C (ol il est maximum), est négatif en
dehors. En passant par la région B, supposée sans charge aucune, il se continuerait sans
discontinuité pour aucune de ses dérivées. Dés lors, si d'un point de B comme centre on
déerit une petite spheére, la valeur du potentiel au centre, moyenne entre les valeurs aux
divers points de la surface sphérique, serait négative.

Document numérisé par la Bibliothé i ire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 19 1




46 G. ROBIN.
pondant a la distribution de densité ¢, on aura
(72) B+ B, +B,+B,+B,+... <Bo+ G+ Cf,

¢’est-a-dire que, pour un méme potentiel V, la charge de la zone B est
inférieure  celle de la surface fermée X dont cette zone a été détachée
(théoreme déja démontré).

De ce qui précede nous concluons que la zone B est d’elle-méme en
équilibre électrique, au potentiel V, avec la densité

(73) €+ B+ B+ Byt Bht oo Bt Bl

Il ne reste plus qu’a répartir la distribution trouvée entre les deux
faces de la zone. Il sera bon de faire ce départ pour les couches succes-
sives que représentent les termes de la série (73).

On peut, d’aprés les mémes principes, déterminer 'influence sur la
zone B d’un point électrisé de charge ¢ situé sur I'une des calottes Cou
¢/, sur € par exemple. Ce point appelle sur B + C une distribution
de densité — b,, — ¢,. La couche b, répandue sur C induirait sur
B -+ C’ une couche de densité — b,, — c,. La couche &, répandue sur
¢’ induirait sur B + C une couche de densité — b,, — ¢,, et ainsi de
suite. Un raisonnement calqué sur celui du cas précédent prouverait
que la zone B est en équilibre électrique, au potentiel zéro, avec la

densité
— (by+ O+ by+ by +. . ),

sous 'influence de la charge ¢ concentrée au point considéré de la ca-
lotte C'. ;

Si maintenant on connait I'influence sur la surface fermée = d’un
point électrisé situé d’'une maniere quelconque dans1’espace, on pourra,
du résultat qui précede et d’un théoreme démontré précédemment
(Chap. I, § IIT), déduire l'influence du méme point sur la zone B. Le
probleme complet de la distribution électrique sera résolu pour cette
zone.

Considérons enfin une surface conductrice B & n contours; elle ré-
sulte d’une surface fermée = parl’ablation de n calottes C, €', C', ...,
C=". Supposons que 'on connaisse : 1° la distribution électrique en
équilibre sur 2 ; 2° I'influence d’un point quelconque de I'une des ca-
lottes C, ¢/, C”, ..., C™", sur le conducteur obtenu en détachant de =
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cette seule calotte; on pourra résoudre le probleme de I’équilibre élec-
trique du conducteur a n contours B. Il n’y a pas lieu d’insister sur
cette facile généralisation.

Ainsi s’opere la réduction que nous avions en vue. Un contour de
plus dans la surface du conducteur ameéne deux séries infinies.de qua-
dratures & effectuer. On concoit alors combien la solution du probleme
de la distribution de I’électricité sur une zone sphérique doit étre com-
pliquée, comparée i lasolution si simple que sir W. Thomson a donnée
du méme probleme pour la calotte sphérique. Dans le passage de la ca-
lotte & la zone, les difficultés se multiplient dans la méme mesure que
lorsqu’on passe d’une sphere unique & deux spheres électrisées.

Nous avons vu que, pour un conducteur sphérique de diametre f au
potentiel V, la différence entre les densités externe et interne est con-

; 11 en résulte les expressions suivantes de ces

JL)

stante et égale & -
densités :

. e A\ 1 O ;
Densité extérieure. .. __j 7 (Br+BL)s
1
o
o e 1\ /
Densité intérieure. . . ¥ (Bat+PBa)s

-

Sir W. Thomson a déterminé 'influence sur une calotte sphérique
d’un point électrisé situé sur la calotte complémentaire. On peut donc
aborderle probleme de la distribution électrique sur une sphere percée
d’ouvertures circulaires en nombre quelconque, et en particulier sur
une zone proprement dite.

CHAPITRE III.

DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE SUR UNE ZONE SPHERIQUE.

I. — Formules de résolution.

Coupons la figure par un plan méridien. La base supérieure de Ia
zone a pour trace sur ce planla corde AA’et la base inférieure la corde
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BB'. Soient C, C’ les poles supérieur et inférieur des deux cercles de
base. La zone AA’B’'B est obtenue en détachant de la sphere les deux
calottes CAB, CA’B’. Soient P un point de la zone, Q un point de la
premiere calotte, Q' un point de la seconde. Posons

CA=a, CA'=a, CP =17,

I, UV LR Wi, i g SEER S e B

Pour appliquer la théorie qui vient d’étre exposée, il faut connaitre
la densité de la distribution appelée par un élément électrique situé au
point Q de la calotte CAB sur la calotte complémentaire C' AB, sup-
posée au potentiel zéro.

Si I'on appelle ¢ 'angle des deux plans méridiens CPC’, CQC/, I'élé-
ment de surface au point Q a pour expression ¢dg dy. La densité de la
distribution induite par la charge élémentaire 4g dg dy est la méme sur
les deux faces de la calotte CAB, en un point quelconque P; ellea pour
expression (si on ladouble, afin d’ajouter les charges des deux faces)

S I ar — ¢? /zqdqdu
(74) =\ s on -

. . T Ppind

(vour Tnomson, Reprint, p. 183;1872). Sil'on remplace QP par sa va-
leur en fonction de r, ¢, ¢ et qu’on integre par rapport a ¢ de o a 2%,
on aura la densité induite au point P par une charge uniforme répan-
due sur tout le parallele Q, savoir

- h I Va?—q
(79) — e - d(g*).

T\rt—a? T

Cela posé, une couche de densité vy, répandue sur la calotte CAB

induira au point P de la calotte C’AB la densité

m [a* — ¢*
(76) Bmﬂ—f RN N TR S0

2 i
T \/l‘——(tz ==y

et au point Q' de la méme calotte, une densité que 1’on trouve facile-
ment égale a

" o m 1 a* — g*
(77 */,,mt/ Yf ,.,\/ _1 5 d(q%).
<0

Document numérisé par la Bibliothé i ire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : HF uf 166 19 1




SUR LA DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE, ETC. 49

Posons, pour simplifier,

at= o, at —q* =, r—a =y,
(78) at = o, a'f—q"Z:x’, 1"2—(:’2:3",
aﬂ_am:a/z_az:‘f‘:__a‘z___am:I;
(]? R
cu
,.2__(/2:&3_!_‘),, a’2~q2:I+:f,
rt—gt=—a' 4y, a2 —qgl=1+ a2,

S — gt =1+ 2+l

On aura, pour résoudre le probleme, les formules

Ym 1 V@ 'yi
(7893 By —/ \/;y+xtia’, Bon+1 —/ e

oL - o g !
(80) Yinsr :f b S e v - da, Vet —_—/ Im ! Va' s dx’,
. Q 0
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