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PREFACE.

Dans ce nouvel ouvrage sur la géométrie descriptive , que je livre a 'examen de
reux qui aiment et cultivent avec intérét la science de l'espace figuré, je me suis
proposé deux buts que j'exposerai un peu plus loin.

Ainsi qu'on le sait, j'ai appuyé, dans le Cours de géométrie descriptive publié en
1844, toutes les propriétés des sections coniques sur les théoremes que 1'on doit &
MM. Quetelet et Dandelin (*); ces théoremes sont relatifs aux foyers, a la tangente
ct aux focales.

Les démonstrations données par les deux savants géomeétres de Belgique sont
d’autant plus remarquables , qu’outre leur simplicité et la facilité avec laquelle les
trois sections coniques se trouvent soumises a un méme mode de recherche géomé-
trique, elles sont comme un reflet de la géométrie antique. Eten effet, il est impossible
de ne pas se dire, aprés avoir lu leurs mémoires imprimés dans les Actes de I'aca-
démie de Bruxelles, que les géomeétres anciens auraient pu dire tout ce qu'ils ont
dit, attendu que les anciens géometres savaient et connaissaient parfaitement bien
tous les théorémes qui conduisent MM. Quetelet et Dandelin a démontrer, ainsi qu’ils
I"ont fait :

1° Que la sphére inscrite & un cone droit (ou de révolution) et & un plan sécant
touche ce plan en le foyer de la conique, section faite dans le cone par ce plan ; ou,
en d’autres termes et par déduction , que pour une section conique a deux foyers
la somme ou la différence des rayons vecteurs est constante;

2° La propriété des directrices , propriété qui appartient aux trois courbes , en
remarquant que la parabole n’a qu'une seule directrice;

(*) Nous sommes dans I'habitude de désigner ces théorémes sous le nom de théoremes de MM. Quetelet
et Dandelin; mais il ne faut pas oublier que c'est a M. Dandelin que l'on doit le théoréme des foyers et
des tangentes ; un peu plus tard M. Quetelet démontra la propriété des focales,en se servant de la sphert
inscrite au cone droit et au plan sécant, mode de démonstration que 'on doit & M. Dandelin.

Je viens d’apprendre la mort de M. Dandelin; c’est une perte bien regrettable pour la géomdtric
qu'il cultivait avec un grand talent. M. Dandelin, colenel du génie belge et membre de 'académic rovais
des science de Bruxclles , est décédé en mars 1847.
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3> La propriété dont jouit la tangente & une section conique, savoir qu’elle diviac
en denx parties égales I'angle des deux rayons vecteurs ;

I L'existence des courbes focales et les propriétés géométriques dont elles
joulssent.

Car toutes ces proprictés fondamentales des sections coniques sont démontreées:
par MM. Quetelet et Dandelin, en s’appuyant sur ce que :

1> Un cone droit est tangent & une sphére suivant un cercle ;

2" Un plan tangent en un point d'une sphére contient les tangentes a tous les
cercles , grands ou petits, tracés sur la spheére et se croisant en ce point ;

3° Les tangentes menées par un point extérieur & une sphére sont égales; e
les tangentes menées & un cercle et par un point pris sur le plan de ce cercle sont
égales;

4 Le plan tangent a un cone de révolution, suivant une génératrice droite,
contient les tangentes aux courbes planes tracées sur le cone et se coupant en un
point de la génératrice de contact.

Cette derniére propriété n° & était connue des géometres grecs, mais ils ne s’en
sont point servis dans leurs recherches géométriques, tandis que les géometres mo-
dernes ont fait un emploi fréquent du plan tangent ; et nous devons aussitdt ajouter
a ce qui précede : la propriété du plan tangent en un point d’un cone était connue
des géomeétres avant l'invention admirable due a Drscartes, etainsi avant Papplica-
tion de I'algébre, ou del’analyse, ala géométrie ; quelques géometres s'en sont servis
dans leurs recherches ; mais ce n’est qu’apres Descartes, et en se servant de Pana-
lyse infinitésimale appliquée a la géométrie , que 'on a démontré que le plan tangent
en un point d'une surface quelconque, contenait les tangentes a toutes les courbes
(qui, tracées sur cette surface , se croisent au point considéré (*), et c’est depais
cette époque que 'emploi du plan (angent est devenu familier dans les recherches
géométriques.

(*) 4o Les anciens géométres devaient savoir que le plan tangzent contenait les tangentes a tous les
cercles qui, tracés sur la surface d’une sphére , se croisaient en un point.

Et en effet, les anciens géomatres disaient :

La tangente en un point du cercle est perpendiculaire au rayon passant par ce point;

Le plan tangent en un point d’une sphére est perpendiculaire au rayon passant par ce point.

Et ils démontraient que la tangente au cercle et le plan tangent a la sphére, définis ainsi qu'on vient
de le dire, élaient tels que la tangente et le cercle, que le plan tangent et la sphére, navaient qu'un
seul point en commun, qu'ils appelaient point de contact ; et ils démontraient que telle était la relation
de position entre ls cercle et sa tangente , entre la sphére et son plan tangent en un point m, en démon~
trant que 3i 'on menait par le centre o du cercle ou de la sphére, une oblique au rayon om , et coupant
te cercle en un point @ et sa tangente en un point ¥, ou coupant la sphére en un point & et son plan tan-
zent en un point ¥, on avait toujours : 0% < 0.

De cctte proposition, lesanciens géometres pouvaient trés-facilement arriver a la conséquence suivante,
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Ansi, nous pouvons dire que les géometres anciens, et surtout ceux qui vivaient
du temps de Descartes , auraient pu donner les démonstrations géomctriques que
nous devons & MM. Quetelet et Dandelin, ct des lors nous avons pu dire en toute
vérité que ces démonstrations étaient comme un reflet de la géométrie antique, reflet
vraiment remarquable.

Toutefois, les solutions géométriques de MM. Quetelet et Dandelin ne me satis-
faisaient pas, parce qu'elles n’étaient pas dans esprit de la géométrie deseriptive,
qui scule mérite le nom de géométrie moderne.

Lorsque je me proposai d’écrire sur la géométrie descriptive, avec des vues que
je puis dire nouvelles, quoiqu’elles ne fussent réellement que la continuation de

savoir : que si par un point m d’une sphére S on faisait passer un plan tangent T et une suite de plans
sécants P, P/, P".... coupant la sphére S suivant des cercles C, €'y C”,... et le plan T suivant des droites
9,6, 6",... les droites 6, 6, 6,... ¢taient respectivement tangentes en le point m aux cercles C, €/, C,...
car ils savaient que sidu centre o de la sphére Son abaissait des perpendiculaires R, R’, R”,... sur les
plans P, P’, P”,... ces normales percaient ces plans en des points r, r', #'/,... qui étaient les centres
respectifs des cercles C, ¢/, C,... el que les droites 4, &, 6”,... étaient respectivement perpendiculaires
aux plans (m, R), (m,R", (m, R"),... en sorte que les droites 4, &', §”,... étaient respectivement perpen-
diculaires aux rayonsm, mr', mr',... des cercles C, €/, C",... el que dés lors ces droites §, ¢/, 8,...
& taient les tangentes respectives des cercles C, ¢/, C”',... pour le point m.

2¢ D’apres le mode dc démonstration alors adopté, les anciens géométres pouvaient démontrer trés-
facilement que le plan tangent T en un point m d’un cone droit & ou d’un cone oblique a’ & base circu-
laire , contenait les tangenles & toutes les courbes planes qui, tracées sur ce cone & ou a', se croisaient
au point m.

Et en effet:

Désignant par C le cercle base du cone droit 4 ou du cone oblique a', par s le sommet de ce cone, ou
savait que tout plan X parallele a la base coupait le cone suivant un cercle 43 par conséquent faisant
passer le plan X par le point m, on avait pour section dans I'un ou Pautre cone un cercle 4, et I'on savait
«ue la droite qui unissait le sommet § du cone et le centre ¢ du cercle base C, coupait le plan X en un
point d , centre du cercle 4.

Dés lors, menant par le sommet s et le point m une droite, on avait une générairice droite du cone a ou
s, laquelle ccupait le cercle base C en un point n, et les rayons on et dm des cercles C et & étaient évi-
demment paralléles; deés lors les tangentes £ enn au cercle C et 8 en m au cercle J étaient paralleles; dés
lors les trois droites ¢, 6 et sm élaient dans un méme plan T, qui était dit plan tangent en m au cone
20U a.,

Cela dit :

Sile plan T coupait par hasard le céne aou a’en d’autres points que ceux situés sur la génératrice droite
sm, dite génératrice de contact, en désignant ce poinl par a, on pouvait mener par ce point Z un plan Y pa-
rallele au plan X et coupant le céne a ou &'suivant un cercle ¢, etlagénératrice sm cn un point m’ et le
plan T suivant une droite §', et la droite so en un point &', centre du cercle 4'; par conséquent , la droise &'
étant perpeudiculaire & Uextrémité du rayon dm’ du cercle &', ne pouvait couper ce cercle en un point &
catre que le point m’,

Cela posé:

Menans par le point m un plen oblique quelconque Z, il coupait le céne a ou &’ suivant une co-

o

nigue <, et le plan T suivant une droite » qui, d’apres ce qui précede , ne pouvail avoir en commun avec
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celles de MoxgE, fondateur de cette science (*), je dis en 1831 a M. Quetelet, quc
je baserais toutes les recherches touchant les propriétés géométriques des sections
coniques ct des surfaces du second ordre sur ies théorémes belges , ¢’cst-a-dire sur e
mode de démonstration employé par lui et M. Dandelin (mon ancien camarade
IEcole polytechnique ), pour la manifestation des propriétés principales des sections
coniques.

(Pest ainsi que j’ai procédé dans la rédaction de I'ouvrage que jai publié sous
le titre : Cours de géométrie descriptive.

Mais tout homme impartial reconnaitra sans peine, qu’a part les théorémes rela-
tifs aux foyers, a la tangente (divisant I'angle des deux rayons vecteurs en deux

la courbe € d’autres points que le point m, et d’aprés la définition adoptée la droite » était bien la tangente
au point m & la conique €.

Mais, en partant de la définition de la tangente, savoir : que ¢’était une droite qui n’avait e commun
avec une courbe gu’un seul point , les ancicns géomeétres pouvaient bien démontrer le théoréme relatif au
plan tangent en un point d’'une sphére et en un point d’un céne droit ou d’un cdne oblique a bhase circu-
laire, tant qu'ils ne considéraient que des courbes planes tracées sur ces surfaces; mais ils ne pouvaient
pas démontrer que le plan tangent contenait les tangentes & toutes les courbes a double courbure tracées
sur les surfaces coniques et sphériques et se croisant au point de contact; et & plus forte raison ils igno-
raient que cette propriété du plan tangent existait pour toutes les surfaces, quel que fat leur mode de
génération.

Pour arriver a la démonstration du théoréme général énoncé ci-dessus, il fallait que la géométrie entrat
dans une voie nouvelle et fiit amende a considérer une courbe comme étant la limite d'un polygone, dort
les ¢Otds pouvaient devenir indéfiniment petits; en sorte que 'on pouvait, dans les recherches géomé-
triques, remplacer et rigoureusement une courbe par un polygone d’un nombre infini de cdtés, chaque
cOté étant infiniment petit, ce polygone prenant le nom de polygone infinitésimal.

Si les géométres anciens ont quelquefois employé les considérations de ’espace pour résoudre certains
problémes-plans , et ainsi, si pour résoudre un probléme relotif & des lignes tracées sur un plan , iis
ont considéré un systéme de lignes qui, situées dans I’espace, donnaient pour projection le systeme
plan proposé, ils n’ont jamais employé la considération du plan tangent, parce qu’a ce sujet leurs
connaissances géométriques étaient trés-bornées ; c’'est ainsi quArcHIMEDE vit bien que sa spirale était |«
projection sur un plan de la spirale a double courbure, qui était 'intersection d’un cdne droit et d’un filet
de vis carrée , mais il ne put pas, et ne pouvait pas, trouver la construction de la tangente en un point
de sa courbe plane, en la déduisant de la construction de la tangente en un point de la courbe a double
courbure , parce que s'il connaissait le plan tangent en un point du cone droit, il ignorait la construction
du plan tangent en un point de la surface gauche.

(*) Je puis dire que mes vues en géométrie descriptive étaient nouvelles , car tous les savants qui ont
écrit aprés Monge sur cette seience, ont toujours considéré la géométrie descriptive comme n’étant propre
qu’a construire les résulfats géomélriques donnés par 'analyse; donnés par la géométrie des anciens.
ou donnés par la méthode de I'involution de six points ( propriétés géométriques trés-restreintes, ires-
limitées, puisqu’elles ne peuvent s’appliquer qu’aux sections coniques), cette méthode est due & DESARGUES
{citoyen Iyonnais) ; aprés lui Carnor en fit de trés-remarquables applications ; ou donnés par la méthode
plus générale, dite : des proportions harmoniques , employée par LAHIRE et dont plusieurs géometres s¢
sont servis avec succes dans ces derniers temps.
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parties égales ), aux directrices el aux focales,toutes les autres propricétés des courbes
du second ordre, et en géndéral toutes les recherches géomstriques touchant les
autres courbes et les surfaces diverses dont on a étudié les propriétés dans 'ouvrage
dont il s’agit, sont établics d’apreés les vrais principes de la géométrie descriptive,
tels que Monge nous les a enseignés, principes qui sont fou! autres ue ceux ensei-
gnés par les géometres anciens.

Car si'on veut réfléchir un instant sur les méthodes des anciens géometres, on
verra bientdt qu'elles s’appliquaient essentiellement aux problemes de relations
métriques ; les anciens n’avaient pas compris et n'avaient pas connu la science des
relations de position ; or cette science est précisément celle que Moxgr a nommée
géomélrie descriptive. La géomctrie des relations de position est due aux géometres
modernes, et c’est celle que jai désignée ci-dessus par le nom de géométrie mo-
derne (7).

Et lorsque je dis gue les anciens géomeétres n’avaient pas connu la géométrie
descriplive , je ne veux pas dire qu’ilsn’ont jamais employé des méthodes analogues
a celles de la géométrie descriptive pour la solution de certains problemes traités
par eux. Mais autre chose est d’employer une méthode particuliére pour la solution
de quelques problemes du méme genre, et autre chose est de faire de cette méthode
un moyen de recherche pour un grand nombre de questions géométriques, et sur-
tout de déterminer les genres de questions géométriques qui sont du domaine de
cette méthode.

Or c'est ce que MonGE a fait , et personne ne peut le nier; personne ne peut mettre
en doute que MoxGe ne comprit parfaitement la puissance de sa méthode géome-
trique , la méthode des projections, quoiqu’il n’ait pas publié tout ce qu’il lui devait
pour les recherches qu’il nous a données sous une autre forme dans son grand
ouvrage sur l'analyse appliquée & la géométrie; car Monce dit positivement, dans
Pouvrage qui a pour titre : Développements sur enseiqgnement adopté pour ['école cen-
trale des travaux publics, et qui a été imprimé par ordre du comité de salut public:

« De la géométrie descriptive.

» La géométrie descriptive est une langue nécessaire et commuze a Vhomme de
» génie qui congoit un projet, aux artistes qui doivent en diriger exéeuation, el
» aux ouvriers qui doivent Pexécuter. Cette Jangue, susceptible de précision, a
» encore 'avantage d’étre un moyen de rechercher la vérité et d’arriver a des ve-
» sultats inconnus; comme toutes les autres langues, elle ne peut devenir familicre

(*) Les Allemands donnent i la géométrie descriptive le nom de géométrie frangaise. Pour cux, kucun-
naissance compléte de cette science date de 1815.
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woque par Pusage habituel 5 ainsi, pendant les trois annees que durera le conrs
v dinstruction dans 'école centrale des travaux publies, les éleves la pratiqueront
» continuellement. »

Adnsi, on ne pent nier que Moxee ne regardat la méthode des projections , en un
mot la géométrie descriptive ("), comme pouvant conduire a la découverte e a la
démons(ration de vérités géomctriques nouvelles.

Mais écoutons ee que dit Carxor dans son rapport (**) lu le 23 mars 1812, &
la classe des sciences physiques et mathématiques de Ulnstitut, sur I'ouvrage de
Hacugrye, avant pour titre : Supplément a la géométrie descriptive de MoxGE.

« Le but de la géométrie descriptive est de représenter sur des surfaces planes
» qui wont que deux dimensions, les objets gui en ont trois, et réciproquement
» de retrouver la forme de ces objets a trois dimensions, d’apres les dessins qui les
» représentent sur ces surfaces planes.

» Le moven qu’on cmploie pour v parvenir consiste & faire sur ces plans les
» projections des corps proposés.

» La science des projections, en général, se divise en deux branches, dont I'une
» est 'exéeation raisonnée mais purement graphique de ces projections, et I'autre
» est leur théorie purement analytique.

v Quoique ces deux branches de Ja mdéme science ne solent, & proprement
» parler, que deux méthodes différentes de traiter les mémes questions, leurs pro-
n eédés respectifs ontentre eux si pen dlanalogie apparente, que Uidentité constante
» de leurs résultats forme des rapprochements continucls dont on ne peut 8’em-
v pécher d’étre frappé. On admire Ja correspondance intime de deux sciences qui
» vont toujours d'un pas ¢égal, dont Pune, n’employvant jamais le calcul, semble
» &tre enticrement du domaine de imagination, et dont 'autre, ne tirant du fond
» de la question que les données strictement néeessaires pour 'expression algé-
» brique des conditions proposces, laisse ensuite a lanalyse fa plus abstraite, la
» plus dégagée de toute aulre considération, le soin de dénouer successivement
» toules leg difficultés, et de ramener enfin aux résultats les plus élémentaires que
» puisse comporter la nature de la questicu.

» Cet accord imperturbable de ce que Vanalyse a de plus transcendant avece ce
que la synthese offre de plus simple el cependant de plus subtil, donne la satis-

=

{*y Buns les Deéveloppements sur Uenseignement , adopts pour I'Ecole centrale des travaux publics,
VonGE a dit encore « L'art de décrirve les formes et les positions des objets , consiste ¢ caxprimer d'ung
manicre compléte, sur des dessins qui n'ont gue deww dimensions , les objef quien ont trois. Parmi
ces objels, les uns ont des formes susceptibles d'une définition rigoureusc;les procédés pourles décrire
sont scumis @ des régles ceriaines, et composent ce Jwon peut appeler I GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

=) Imprimé dans la Correspondance de 'Ecole poivtechnique , iome I, puage 234.
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» faction de voir deux théories , sidisparates au premier aspect, se confirmer cepen-
» dant P'une par Pautre, s'expliquer, se généraliser réciproquement ; 'ane , en un
» mol, former des tableaux qui parlent aux venx, tandis que Pautre s’occupe 4
» les déerive aussi fidelement qu’exactement dans 1o Tangue qui lui est propre. »

Peui-il voster, apres avoir hu ces pages éevites par Moxar of par Carnot, le moindre
o
K0

de toud homme de bonne {oi ?

doute dans
Oui, Monge ¢t

Carnot ont tous deux regardc la géométrie deseriptive comine une

seience, et comme une science d’une utlilé incontestable; oui, Monge el Carnot,
ont tous deux pens¢ que la mdéthode des projections ponvait conduire & rechercher
et a démontrer des vérilcs géomélrigues encore mconnues. .

Depuis 1815, Moxer et Canxor étant fous les deux proscrits, tous les deux exilés
de V' Institut de France , de cette France, leur patrie, qu'ils avaient tous deax si bien
servie, la puissance de Ja méthode des projections et Putilité comme science de Ta
géométrie deseriptive ont ¢¢ méconnues et nides; mais il faut le dire, ce fat par
des hommes trés-savants, sans nul doute, mais, qui n’avaient point passé par les
services publics, qui n'avaient point été¢ ingénicurs, ou qui n'avaient fait que
traverser ’Ecole des ponts et chaussées et celle des mines, powr s’adonuer tout entiers
d Uétude purement phitosophique, purement spécalatrice des sciences, et qui des lors
ont dédaigné la science qui offre des contacts si multipliés avec la pratique, avec
lart de 'ingénicur.

Aussi, ne doit-on pas étre surpris que M. Chasles , nommdé en 1846 professewr de
géométrie supcricure a la faculté des sciences de Paris, s’exprime dans son discours
d’ouverture , ainsi quil Ua fait; il dit "

« Mais il ne faut pas perdre devue que, dans toutes ces questions , la géométrie
» deseriptive n’est toujours qu'un instrument dont 'ingénieur se sert pour traduire
» sa pensée el exéeater sur le papier les opérations que la science, jo veux dire la
» géométric générale, lai indique. La géomcétrie descriptive exéeute, mais elle ne
» erée pas. Sielle monire aux yeax la courbe d’intersection de deux surfaces, elle
» w'en fait point connattre fes propri¢tés 5 elle ne saurait indiquer, math¢matique-
» ment parlant, si cetie courbe est plane ou & double courbure. Elle n’a point de
» méthodes pour ces recherches, (ui sont exclusivement du domaine de la géo-
» métrie rationnelle (™. »

Ainsi, nous en sommes revenus, cn 1846, a Vare des projections, qui ¢evit graphi-
quement des vésultats géomdtrigues obtenas par la wéomdétric rationnelle.

e i Pt e B o st e e

(*) Yoyez le Jowrnal des mathématiques puies ef appliquees . public par M. Liopvitie, tome K,
pages 1 et suiv. ( nede janvier 1847 ).
%) Voyez a la fin de cet ouvrage Vaddition, n* &
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Ainsi, nous revenons au point d’ou est parti Moxee; et, en 1846, tous les tra-
vaux de Mowce sont oubliés , ils sont comme non avenus; bien plus, gardons-nous
de considdrer la géométrie descriptive, comme une méthode de recherches, c’est
une grave erreur que, depuis 1815 jusqu’en 1846, les savants en géométrie ration-
nelle n’ont jamais pardonnée !

Mais pour ccrtains savants, ainsi qu'il y a une géométrie rationnelle, il'y a une
mécanique rationnelle ; et si on veut bien v réfléchir un moment, on reconnaitra
sans peine que ce que 'on appelle aujourd’hui géométrie et mécanique rationnelles,
n’est autre chose que I’emploi de lanalyse & 1a recherche des propriétés géométriques
des surfaces, et a la démonstration des principes de la mécanique.

Mais, quoi gqu’on en dise, on reviendra par la force de la vérité a reconnaitre que
Panalyse n’cst qu'un outil de recherche; mais bicn plus, c’est une langue au moyen
de laquelle I'idée que P'on congoit devient saisissable par l'intelligence de ceux qui
nous entourent, de telle maniére qu’ils congoivent 'idée d’autrui, comme s’ils
I'avaient eux-mémes congue les premiers.

L’analyse peut aussi étre considérée comme une méthode , mais elle n’est pas la
seule méthode que 'homme puisse employer a la recherche des vérités géomé-
triques ou mécaniques.

Comme tout ce qui vient de 'homme, l'analyse a ses bornes, ses limites, ses
avantages, ses inconvénients; si elle a une grande puissance, elle a anssi sa part de
faiblesse ; parfaitc en certains points, elle est imparfaite en d’autres.

Toules les autres méthodes en sont la.

Pour certaines recherches, certaines méthodes sont préférables a d’autres;
cholsir entre les méthodes, suivant le probleme a résoudre, voila le point impor-
tant ; c’est ce choix judicieux qui montre l'intelligence du philosophe (en donnant
a ce nom de philosophe son acception antique, homme qui cherche la vérité dans
Cintérét de Uhumanité, sans orgueil et sans vanité , ' ayant d’antre ambition que celle
d’ére utile ).

I’homme ne erée aucunes vérités géométriques , elles préexistent toutes.

Lorsque I'on engendre une surface par le mouvement d’une courbe, cette surface
jouit immédiatement de certaines propriétés géométriques qui dérivent de la nature
géomctrique de la courbe géncratrice et de la loi mécanique du mouvement imprimé
& cette courhe génératrice (que cette courhe reste constante de forme, ou varie de
forme & chague instant de son mouvement, la loi des variations de la forme géo-
métrique de cette courbe génératrice étant lide & la loi mécanique de son mouve-
ment dans Uespace’.

Toates les propriciés géomdétriques de la surface ainsi engendrée sont implicites.
Le géometre parvient & rendre ces propriéics explicites , en se servant de ce qu’on
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appelle méthode de recherche. Les méthodes sont des outils dont se sert le raisonne-
ment géométrique pour I'aider dans la découverte des vérités cachées.

Les méthodes ne créent rien, cllos mettent dans la lumiére ; elles nous aident &
voir les choses telles qu’clles sont réellement , et & démontrer que ce ue nous disons
étre cst bien réellement ce qui est.

Mais pour qu’une wvérité trouvée, découverte par un homme, puisse étre utile a
tous, il faut qu’elle puisse étre comprise par tous; il faut done un moyen de trans-
mission des idées, de l'intelligence d’un homme & celle d'un autre homme; cette
transmission s’opére au moyen dcs langues.

C’est ainsi que pour la transmission d’homme & homme des idées géométriques ,
nous avons deux langues distinctes, la géométrie algébrique et la géométrie descrip-
tive. La premicre emploie des symboles, (qu’elle combine entreeux suivant des régles
certaines; la seconde emploie des lignes, qu’elle trace aussi suivant des reégles cer-
taines ; ces régles sont exactes, parce qu’elles sont établies par le raisonnement , en
vertu de déductions successives et logiques fondées sur la nature des choses.

Ces deux langues sont basées sur des principes différents ; fa langue algébrique a
pour principe fondamental , Uarithmétique, c’est-a-dire le nombre ; ct avssi s’ap-
plique-t-elle en géométrie a la solution des problémes de relations métriques. La
langue graphique a pour principe fondamental la forme, et aussi s’applique-t-clle,
en géométrie , a la solution des problémes de relations de position.

Comme toutes les langues dont la formation dérive de principes différents, ces
denx langues algébrique et graphique onl des puissances ot une {éeondité différentes
elles demandent aussi a ¢ire employcées, maniées par le géomeétre d’une maniére
différente , car leur esprit ou génic est différent , puisque les principes quoi lear ont
donné naissance sont différents (*).

Mais pour bien savoir, pouar hien parler une langue, pour quelle vous soil
familiére, comme le dit Moxce, il faut plusicars années d’études et de pratique.

Et des lors comment des géometres peuvent-ils se proroncer sar la géoméirie
descriptive, et sans craindre d’errer, lorsaqu’ils en connaissent sealement les premiers
éléments !

Une pratique constante peuat scule nouws faire découvrir toules les ressources
scientifiques  que possede la  géomdétric descriptive. Si un homune qui aurait
appris dans sa jeuncsse quelques phrases de la langue allemande, et qui ne Paurait
point pratiquée depuis, voulait plus tard discuter sur le geénie de cette langue et
examiner si clle est plus ou moins poétique (ue telle ou telle autre langue, ne fui

() N’est-on pas dans I'habitude de dire: le génie dune langue, — le génie de rex deux langues ost
différent , — ne pas confondre le génie ’une langue avee eolui ’une autre langue,
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dirait-on pas : apprenez et étudiez la langue allemande avant d’en parler si au long?

La géométric descriptive, comme méthode,, nous permet de trounver des pro-
priciés géométrigues noavelles (ou inconnues jusqu’alors 5 comme langue, elle nous
permet (Cderive ot de tvapsmetire ainsi aux ingénienrs des vérités géomdtriqaes, ct de
fes mettre & méme de les vevifier et de f’en serviry en un mot de les utiliser dans
leurs travaux sur le lerrain.

La géométrie descriptive procede ainsi quil suil @

Etant donndé un systéme dans Uespace, on le projetic sur deux plans; ces pro-
jections sonl construites rigourcusement , exactement, en sorte que les lignes qui
composent une projection sont entre elles en des positions rigourcuses, exactes. En
regardant avee attention 'une et 'autre projection, on peut parvenir a déterminer
les relations de position , rigourcuses, exactes, des diverses lignes qui composent
le systeme de espace.

On peut done affirmer que les lignes du systeme de Pespace ont entre elles telles
ou telles relations de position.

En énoncant, en langage ordinaire, ces velations de position, on dicte des
théorémes.

Ainsi, ¢’est en lisant les projections d'un systeme situé dans Uespace, comme on
lit des équations, qu’on découvre les propriétés géométriques éerites graphiquement
sur U'épure, et que par suite on arrive & découvrir, d’une manicre certaine, les
propriéiés géométriques qui subsistent, qui existent dans ce systeme de T'espace;
et il me semble que cette marche conduit bien a une démonstration véelle, positive,
d'une vérité inconnue el que recélait le systeme donné dans Tespace.

Ainsi, Pon ne peut metire en doute que cetie manicre de procéder, que cette
méthode, qui constitue ce que Uon appelle la géométrie descriptive, ou la science
des projections, ne conduise a la découverte d'une vEérité géométrique inconnue;
car faire voir qu'une chose est telle quon le dit et non pas aatrement gu’on le dit,
n’est-ce pas démontrer que cette chose est; en d’autres termes, n'est-ce pas dé-
montrer des théorémes de géomdétrie?

Jai dit ci-dessus qu’on lisait une épure comme on lisait des pages d’analyse, des
pages remplies de formules algébriques; entrons a ce sujet dans quelques détails.

Lorsqu’on emploie Panalyse & la recherche des propriétés géomdétriques, on ne
fait pas autre chose pour mettre le probleme en équation que d'éerire les équations
des lignes qui sont les projections sur trois plans des lignes situcées dans Uespace.

On combine entre clles ces équations ’apros les régles alyébrigues, et 1'on obtient
en définitive des formules algébriques qui expriment la solution du probleme; et en
traduisant en langage ordinaire la solution éerite dans ces formules , on énonce la
solution du probleme proposé | ou la vérité dn théoréme qui était & démontrer,
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On (it done des équations comue on Jit une phrase ecrite en telle ou telle langue,
cette phrase exprimant unc idée.

Lorsqu’on emploie la géométrie deseriptive o la recherche des propriétés géomé-
fricques, on ne fait pas aufre chose ponr établir les donndes du probleme que de
tracer sur Uépure les lignes qui sont, sur fes deux plans de projection, les projec-
tions horizontales et verticales des lignes situdes dans Pespace.

On combine entreelles ces lignes-projections ’apres les vogles graphiques (les régles
de la géométrie descriptive), et Pon obtient en définitive des figures graphiques qui
expriment la solution du probleme; et en {raduisant en Jangage ordinaire les rela-
tions qui existent entre Jes diverses parties de ces figures, auxquelles on est arrivé
en définitive, on énonce un résultat géométrique, on énonce un théoréme ; on lit
donc une figure, unc construction géométrique, comme on lit des équations, comme
on lit des formules alg¢brigues.

On voit donc bien que Vesprit du géometre procéde dans les deux cas de la méme
maniere, et quil 0’y a d'autres différences { et il ne peut évidemment y en avoir
d’autres) que celles qui doivent provenir de I'emploi de deux langues différentes ,
savolr : la languce algébrique ct la langue graphique.

Aussi Lacraxnce, écoutant une lecon de Moxce, a-t-il dit: Je ne savais pas que je
savais la géométrie descriptive.

Les analystes de nos jours ont interprété cet aveu si naif et si profond de Lacrance
de la maniere suivanie :

Tous ceux qui savent UANALYSE peuvent enscigner la géométrie descriptive.

Et par suife ils ont ajouté :

La géométrie descriptive ne peut servir qu'a tracer graphiquement les résultats
géométriques obtenus par U analyse.

Je erois que ce n'est pas 1a ce que Lacraxce pensait; je crois qu'il fut frappé de
I'unité qui existait dans la manicre de manifester les vérités de la géométrie & trois
dimensions, d’intelligence & intelligence, d’homme a homme.

Je crois quil sc replia en lui-méme, et qu’il se dit intérieurement : En toute
vérité, le procédé des projections est le procédé fondamental dont le géométre se sert,
soit qu'il s'exprime dans la langue AcciprIQUE, soit qu'il §'exprime dans la langue
GRAPINQUE.

Ne pourrait-on pas dire, avee quelgue raison, que si les algébristes qui ne sont
pas mécaniciens , el qui éerivent sur la inécanique , dédaignaient moins la géométrie
descriptive,, ils auraient appris a lire dans Uespace le systeme dont ils veualent s’oc-
cuper, et qu'ils chowsiraient plus judiciensement, qu'ils ne ont fait assez souvent, les
plans sur lesquels ils doivent projeter ce systame, de maniere a avoir des équations
tres-simples a traiter, tres-faciles a manier ?
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M. Poxcrier a douné trés-souvent, a ce sujet, de honuves ct utiles legons, dans
son cours, a la Faculté des sciences.

Et lorsque je dis : les algébristes ot les géometres qui ne sont pas mécaniciens , j’en-
tends parler des savants qui s’occupent de mécanique générale et de mécanique
edleste ou d’astronomie, désignant par méeaniciens coux (ui s’occupent dela théorie
des machines. Ces derniers ne peuvent ignorer la construction ct les formes géomé-
trigques des diverses partics des machines dont ils s’occupeat ; ilsne peavent ignorer
la nature et la résistance des matérianx emplovés; ils ne peuvent étre étrangers
aux ateliers et aux outils; en un mot, ils doivent étre irgénieurs.

Les mécaniciens doivent, de toute nécessité, savoir la géométrie descriptive; au
reste ¢’est la pensée de M. PoxceLer, qui a dit trés-souvent qu’il préférait employer
la géométrie, an lien de 'analyse, dans les démonstrations des principes de la méca-
nique, parce qu'on était conduit tout naturellement & des tracés graphiques que I'on
pouvaitimmédiatement utiliser dansla construction des machines; caril est de toute
évidence qu’on ne peuat pas construire une machine sans en avoir fait 'épure.

Je w’étais proposé deux buts en écrivant ce mémoire ;le premier, de donner une
preuve ¢vidente que la géométrie descriptive pouvait construire et démontrer, ainsi
gue Pavait dit MoxcE , et non pas seulement construire, comme affirme M. Chasles ;
et le second, de remplacer les théorémes de MM. Quetelet et Dandelin, par d’autres
qui fussent plus dans esprit de Ja géomdtrie deseriptive.

Je soumels ce travail an jugement des géomctres impartiaux et de bonne foi,
qui aiment la science pour elle-méme; qui, n’étant point des ambitieux politiques,
sont d¢s lors ennemis des intrigues , et ignorent toutes ces mauvaises passions hu-
waines qui gatent le coear de 'homme et avilissent le caractére du savant.

Ai-je besoin d’ajouter que, si j’ai mis quelque chalewr dans cette discussion , 'on
veuille bicn songer & ceci : ce ne sont point mes idées, ce n’est point mon ccuvre
que jo défends ; je défends I'ecuvre de Moxce et les idées de Carxor, qui furent deux
grands savants et deux grands citoyens, ayant I'un et Pautre au fond du ccear
Pamour de la patric et des sciences , amour qui fut pur et désintéresse.

Efforcons-nous de les imiter!

T. 0.
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COURS

DE

GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

ADDITIONS.

DEMONSTRATION NOUVELLE DES PROPRIETES PRINCIPALES DES SECTIONS CONIQUES,

Je me propose, dans ce mémoire, de démontrer d’'une maniére nouvelle, et qui
me parait tout a fait dans I'esprit de la géométrie descriptive, les propriétés relatives
aux foyers, aux directrices et aux focales des sections coniques.

Jai divisé en deux parties ce mémoire, qui forme comme un petit traité des
sections coniques.

Dans la premiere partie, j’arrive & démontrer qu’un cercle et une section conique .
1

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 OLI 43



situes dans deus plans différents , mais avant un point de contact, penvent toujours
) h : » )

étre enveloppés par un cone et par un scul cone,

Cette proposition fondamentale étant démontrée, clle me sert de point de
départ pour rechercher, construire et démontrer, dans la seconde partie, les pro-
pricics des sections coniques, velativement a leurs foyers. a lenrs directrices et d

leurs focales,
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PREMIERE PARTIE.

Un cercle et une section conique qui ont un point de coniuct sont toujours enveloppés
par un céne et un seul cine.

Pour arriver a démontrer ce théoréme, il faut établir, au préalable, plusieurs
propositions , ainsi qu’il suit.

§ I=.

Etant donnés un cercle C et une droite D, cette droite peut avoir trois positions
par rapport au cercle : 1° elle peut ¢tre extérieure au cercle; 2° elle peut couper
le cercle; 3°elle peut étre tangente au cercle.

Quelle que scit la position de la droite D par rapport au cercle C, je dis que si
I’on prend un point m sur cette droite et si de ce point on mene deux tangentes au
cercle, en unissant les points de contact du cercle et des deux tangentes, on aura
une corde qui passera par un point fixe situé : 1° dans Uintérieur du cercle dans le
premier cas, et 2° par le point de contact de la droite D et du cercle C dans le troi-
siéme cas, ce qui est évident et n’a pas besoin de démonstration , et 3° par un point
qui sera situé hors du cercle dans Je deuxieme cas, et des lors ce sera le prolonge-
ment de la corde qu’il faudra considérer.

Nous allons démontrer le théoréme pour le premier et le deuxicme cas.

Prexier cas. La droite D étant extérieure au cercle C.

Nous pourrons considérer le plan du cercle C et de la droite D comme étant un
plan diamétral P d’une sphere S, coupée par ce plan P suivant un grand cercle C,
cette sphere S ayant pour centre le centre o du cercle C (fig. I). Nous pourrons
mener par le centre o un plan R perpendiculaire & la droite D et la coupant en un
point d, et coupant de plus la sphére S suivant un grand cercle ¢’ (prenons ce
plan R pour plan vertical de projection); menant du point d, qui sera évidemment
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extérieur au cercle C', deux tangentes 8 et 5" a ce cercle C', ces droites toucheroni
le cercle €' en les points x et 2,

Les plans (2, D) et (2/, D) seront tangents a la sphére S en les points z et
z'; car 1'on pourra mener, dans le plan {(z, D) et par le point 2, une droite B
parallele a D, et dans le plan (2, D) et par le point &' une droite B', parallele a D ;
et il est facile de démontrer que le rayon?a; est perpendiculaire aux droites § et B,
et que le rayon oz’ est perpendiculaire aux droites §’ et B'; par conséquent les plans
{z, D) et («/, D) sont respectivement perpendiculaires aux extrémités du rayon gut
leur correspond; donc, etc.

La droite xzz’ fera un angle droit avec la droite D, et elle sera coupée par le
plan P, auquel elle est perpendiculaire, en un point p qui évidemment sera situ¢
dans Uintérieur du cercle C.

Cela posé:

Nous savons que si nous prenons un point m sur la droite D, et qu’on le consi-
dére comme le sommet d’un cone I tangent a la spheére S, ce cone touchera la
sphére suivant un petit cercle A qui contiendra les points = et z’, et dont le plan Q
passera deés lors par la droite zz'.

Or le plan Q sera coupé par le plan P, auquel il est perpendiculaire , suivant une
droite passant par le point p et qui sera sur le plan P la projection orthogonale du
cercle A; et le cone 3 sera coupé par le plan P suivant deux génératrices droites
qui seront tangentes au cercle C; en faisant varier la position du point m sur la
droite D, on auraitles mémes résultats.

Le théoréme est donc démontré (*).

Deexiive cas. La droite D coupe le cercle C.

Prenons un point n sur la droite xz’ précédente ( fig. 1), et considérons-le
comme le sommet d’un cone 3’ tangent & la sphére S, on aura un petit cercle de
contact A', et il suflit de démontrer que le plan Q' de ce cercle A" passe par la
droite D (méme fig. 1) pour que le théoreme se trouve démontré.

Car en considérant Is plan R (qui n’est autre que le plan vertical de projection), ce
plan contiendra la droite zz' et le cercle (7, lequel sera coupé par la droite xz en les
points x et x'; ce plan R couperale cone X' suivant deux tangentes d et &' au cercle
€', lequel sera touché en les points i et ¢ par ces tangentes d et §', et la corde ii
prolongée passera par le point d, en lequel la droite D est coupée par le plan R,
puisque cette corde i’ sera Pinterscction du plan R et du plan Q' du cercle A"

1*) Cetle démonstration est de Mo~ge, ainsi que la suivante..
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Ainsi, en désignant la droite 22" par D', on aura bien démontré qu’étant donnee
ane droite D' coupant un cercle €, si Q’un point n de D’ on méne deux tangentes au
cercle €', le prolongement de la corde i’ de contact passe par un point fixe d situé
hors du cercle C'.

Démontrons done que le plan Q' passe par la droite Dj et d’abord ¢noncons e
corollaire suivant , qui cst évident en vertu de ce qui a été dit ci-dessus.

Si par la droite zz' ou D' on fait passer un plan quelconque coupant la sphére S
suivant un petit cercle A, le cdne 3, qui sera tangent a la sphicre S suivant ce petit
cercle A, aura son sommet m situé sur la droite D.

Cela posé :

Si nous prenons un point y sur le cercle A', qui est le cercle de contact de la
sphere S et du cone 3’ (ayant le point n situé sur la droite 2z’ ou D’ pour sommet |,
le plan tangent T en y & la sphére S contiendra la génératrice droite ny du cone 3, et
conticndra la tangente 2 en y au cercle A, et cette tangente ) sera située dans ¢
plan Q' (plan du cercle A') et sera perpendiculaire & la génératrice ny.

Si par le point y et la droite zz' ou D’ on fait passer un plan Q' il coupera Ju
sphere S suivant un petit cercle A, qui sera le cercle de contact d’'un cone X et de
la sphére S, et ce cone I aura son sommet situé en un point m de la droite D
(ainsi que nous 'apprend le corollaire ci-dessus). De plus, il est évident que la
génératrice?y— sera tangente en y au cercle A; et comme le cone I est de révolu-
tion , il s'ensuit que la génératrice ny du cone 3’ sera perpendiculaire & la géncra-
trice my du cone 3.

Or le plan T, tangent en y a la sphére S, se trouve a la fois étre tangent ct au
cone 3" suivant ny ot au cone X suivant my ; de plus, ce plan T contient la tangente 7
en y au cercleA’.

Les trois droites my, ny, 2 sont donc dans le plan T. La tangente » au cercle A’ est
perpendiculaire & la génératrice ny, la génératrice ny cst tangente en y au cercle A
et dés lors perpendiculaire & la droite my; donc les droites my et A se confondent.

Donc les cercles A et A’ se coupent & angle droit au pointy, puisque les droites my
et ) se confondent; il s’ensuit que ) passe par le point m; il s’ensuit que A étant dans
le plan Q’, ce plan plan passe par le point m, c’est-d-dire passe par un point de la
droite D.

Et comme ce qui vient d’étre dit pour un point y du cercle A" peut étre dit de
tout autre point, on voit que le plan Q' (ou le plan du cercle A") passe par la
droite D.

Le théoreme ¢énoncé est donce démontré.
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Les théoremes précédents sont les théoremes fondamentaux de la théorie des po-
faires ; nous les devons & Moxce.

tloncevons une sphere S ayant le point o pour centre; prenons un point y sur
fa spheére 5, on aura le rayon o0y; menons au point y un plan perpendiculaire au
rayon oy, nous aurons un plan T tangent en y & la sphére S3 menons par le centre o
un plan P parallele au plan T, ce plan P coupera la sphére S suivant un grand
corele C.

Cela posé :

Menons dans le plan P et par le centre o deux droites A et B perpendiculaires
entre elles, et imaginons par la droite A, ainsi que par la droite B, deux plans per-
pendiculaires au plan P et se coupant des lors suivant le rayon@, ces deux plans
couperont la spheére S suivant deux grands cercles, 'un A et autre B,

Un cylindre o tangent a la sphere S suivant le grand cercle A,, aura la droite B
pour axe.

Un cylindre & tangent a la sphére S suivant le grand cercle B, aura la droite A
pour axe.

En sorte que si dans le plan tangent T on méne par le point y deux droites A
ol B, respectivement paralleles aux axes A et B, la droite A, sera une génératrice
droite du cylindre € et la droite B, sera la génératrice droite du cylindre 2.

Les deux génératrices A, et B, se coupent a angle droit au point y.

Cela posé :

Si sur la génératrice A, on prend un point arbitraire a et (u’on le regarde comme
ie sommet d'un cone = tangent a la sphere S, la courbe de contact sera un petit
cercle A, ayant au point y la génératrice B, pour tangente.

De méme, si sur la génénératrice B, on prend un point arbitraire b et qu’on le
regarde comme le sommet d’un cdne 3’ tangent a lasphére S, la courbe de contact
sera un petit cercle A’, ayant au pointy la génératrice A, pour tangente.

En sorte que les cercles A et A’ se couperont & angle droit au point y (*).

{*. Au licu de considérer une sphére S, on pourrait considérer une surface du second ordre E. Alors le
plan men¢ parallélement au plan T tangent en y a la surface E, par le centre o de cette surface E, la cou-
perait suivant une section conique G qui serait ou une ellipse,, cu une hyperbole, ou une parabole; alors
les droites A et B seraient un systéeme de diametres conjugués de la conique C; alors les droites A, et B,
paralleles aux droiles A et B feraient entre elles un angle qui en général neserait pas droit ; alors les petits

cercles A et &' seraient des coniques, ete., etc. C’est 1a le principe fondamental de la théorie des tangentes
ronjuguées , et nous le devons & MoNGE.
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£tant données une sphere S et une droite R coupant cette sphére en les points x et X', je
dis que si par la droite R on méne deux plans coupant la sphére S suivant deux petits
cercles C et C', ces cercles seront enveloppés par deux cénes.

Nous savons que si on fait rouler un plan T sur deux courbes C et C' et tangen-
ticllement a ces courbes, Uenveloppe de 'espace parcouru par ce plan est une sur-
face développable 3.

Nous savons que si on unit par une droite G les points de contact des courbes €
et €' avec une position du plan T, on aura une génératrice droite de la surface .

Nous savons que si les génératrices droites d’une surface développable 3 s’ap-
puient toutes sur une droite D, cette surface =ne peut étre autre qu’un plan ou
qu’une surface conique ayant son sommet sur la droite D (*).

Cela posé:

Il est évident que si 'on fait mouvoir un plan T tangentiellement aux cercles ¢
et C' de la sphere S, la surface développable = obtenue sera convexe et non plane.
Si donc nous démontrons que toutes les génératrices droites de cette surface = s’ap-
puient sur une méme droite, nous aurons démontré que cette surface développable X
n’est autre qu'une surface conique.

Démonstration. Prenons sur la droite R un point r, et considérons ce point r commnic
le sommet d’un cone (qui sera droit, qui sera de révolution) tangent a la sphere S
suivant un cercle A, ; ce cercle A, coupera les cercles C et C' en quatre points, savoir :
m et nsur Cetm' et n'sur C'.

Nous aurons donc quatre droites ;;ﬁ, ™' et m, r_n’, tangentes aux deux cercles
donnés C et C'.

Ces quatre droites seront deux & deux dans six plans; et il est évident que deux
de ces six plans ne sont autres que les plans des cercles C et .

Les quatre autres plans seront des positions du plan qui, roulant tangentielle-
ment sur les cercles Cet €', doit engendrer la surface développable .

Cela posé :

Nous savons que si I'on construit les plans tragents © et @ en les points z et &',
points en lesquels la spheére S est percée par la droite R, ces plans se coupent suivan!
une droiteD , et que le plan du cercle A, passe par cette droite D.

Par conséquent, les quatre droites mm, an’, mn, mn’, qui unissent deux a deus
les quatre points m, n du cercle Cetm’, n’ du cercle €', s’appuient sur la droite D.

(*) Yayez le Cours de géomélrie descriptive, 2¢ partie, page 13.
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Or ces (uatre droites sont des génératrices de la surface dévelopable X, et méme
chose arrivera en considérant sur la droite R un autre point r,. Par conséquent,
toutes les génératrices droites de la surface développable X s’appuient sur la
droite D. Et comme la surface = est évidemment convexe et non plane, il s’ensuit
qu'elle n’est autre qu’unc surface conique.

Mais comme, en considérant la figure de I'espace, on voit de suite que les quatre
points m, n, m', ', forment un quadrilatere dont les cotés ne sont autres que les
zénératrices droites dela surface £, et qu’il est évident que les deux couples de co-
tés opposés se coupent en des points distincts, il s'ensuit, que I'on peut affirmer
que la surface développable 3 est composée de deux surfaces coniques ayant cha-
cune leur sommet sur la droite D, ce qu’il fallait démontrer.

De ce qui précede, on déduit le théoréme suivant :

Tukorime. Etant donné un cercle D, si ' on prend dans Uintérieur de cercle un point a,
si Lon méne par ce point a deux cordes coupant le cercle D en les points b, b', et b, b',,
on forme un quadrilatére dont les cités opposés vont se couper deux a deux en des points i
et ' qui déterminent une droite A. (La droite A est dite polaire et le point a est dit
péle du cercle D).

Si par le point a on méne une troisiéme corde arbitraire coupant le cercle D en les
points b, et b, on pourra combiner ces deux points avec les points b etb’, oub, et b, et
lon formera deux nouveaux quadrilatéres dont les cités opposés iront concourir en des
points situés sur la droite A (fig. 1) (7).

§ IV.

Considérons un cylindre de révolution X ayant pour section droite un cercle D,
el un cone de révolution 3’ ayant pour section droite un cercle D'

(oupons la surface cylindrique X par un plan P, nous obtiendrons une courbe E
(qui sera toujours fermée (de forme dite elliptigue).

Coupons la surface conique 3' par un plan P’, nous savons que I'on peut obtenir
pour sections trois courbes de formes trés-différentes , et que parmi ces formes la
forme fermée existe ; la section de forme elliptique est donnée lorsque P’ coupe toutes
les génératrices droites du cone. Désignons cette section (de forme elliptique)
par I,

Les deux courbes E et E' ont la méme forme; voyons si 'on peut , géométrique-

(*) Je n'ai pas besoin d’exposer en détail la théorie des polaires,jeme borne aux théoremes nécessaires
2 la démonstration de la question qui fait le sujet de cette premiére partie.
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meal parlant, les considérer comme des courbes identiques et jouissant dés lors des
mémes propriétés géométriques.

Rappelons-nous la distinction que nous avons faite entre les deux genres de pro-
priétés géomélriques qui peuvent exisler pour une courbe, savoir : propriétés de
relation de position et proprictés de relution métrique.

Si les deux courbes E et E jouissent des mémes proprictés de relation de posi-
tion, nous pourrons les dire identiques , lorsqu’il 8’agira des propriétés de ce genre ;
mais nous ne pourrons rien affirmer touchant lear identit¢ au sujet des propriétés
de relation métrique (*).

Par conséquent, nous devrons avoir grand soin de ne pas confondre et mélan-
ger dans nos démonstrations, ces deux genres (bien distincts) de propriétés géo-
métriques.

Démontrons maintenant que les deax sections elliptiques, cylindrique E et co-
nique E' sont identiques par rapport aux relations géométriques, dites de position.

Il est évident que par une projection cylindrique, ¢’cst-a-dire au moyen de droites
paralleles enire clles et a Paxe du cylindre de révolution X, nous ferons passer sur
le plan P et par suite sur la section E, toutes les propriétés de relation de position
qui existent pour le cercle D, ces relations de position ¢tant du genre de celles
dites des transversales , ou des points de concours.

I est évident que, par une projection conique, ¢'est-4-dire au moyen de droites
passant par le sommet du cone X' nous ferons passer sur le plan P’ et par suite sur
la section E'; toutes les propriétés dites des transversales, ou des points de concowrs
qui existent pour le cercle D',

Cela posé :

Si dans le cercle I) ou D" on meéne deux cordes M et N se coupant en un point o
intérieur au cercle, et dont nous désignerons les extrémités par e, m' et n, n'; si
lon détermine, ainsi qu'il a ét¢ dit ci-dessus, la polaire O, le point o ¢tant le péle :
prenant sur le cercle D ou D’ un cinquiéme point x arbitraire, on délerminera lo
sixieme point &' conjugué du point , par la construction suivante :

n unira les points x et m par une droite coupant la polaire O en un point ¢ ol
unissant les points d et m’ par une droite; elle coupera la corde zo (prolongce ) en
un point &' qui scra le sixiéme point demand¢.

On voit done qu’en faisant cheminer le cinquiéme point & sur le cercle Dou D', on
construira une séric de sixiémes points &', qui appartiendront tous au cercle D ou ).

Méme chose aura lien pour la scction E ou E', en vertu de ce qui a ét¢ dit ci-

(*) Ainsi le cercle, Uellipse, la parabole et 'hyperbole sont identiques pour les relations de position .
mai - ces courbes ne sont pas identiques pour les relations mélriques.
2
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dessus, touchant Pemploi des projections cylindrique ou conique, pour faire passer
le systéme qui cst 1ié auw cercle D ou D'y sur les courbes E ou E'.

Par conséquent, tous les points conjugués z, et x; de la courbe E on E sont liés
entre eux cf aux qualre points m,, m,, n,n,, arbitrairement choisis sur les courbes
E et 1, par une méme construction graphique.

Ces dcux courbes K ot E' sont donc, géoméwriquement parlant, des courbes iden-
tiques. Bés lors si une certaine propriété de velation de position existe pour la courbe E,
elle existerapour la courbe . (Cecl est dit comme induction ou déduction philosophique. |
Par conséaquent, sachant que si Uon inscrit & la section cylindrique E un hexagone
iel que deux couples de cotés opposés soient paralleles entre eux, le troisicme
couple de cotés opposés est form¢ par des droites qui sont aussi paralleles entre
elles (*); propriété que on démontre directement par la projection cylindrique.
Cette propriété dont jouit la seciion eylindrigue Kl existera, sans aucun doute, pour
la section eonique E', quoique nous ne démontrions pas directement I'existence de
cetie propriété pour la courbe E'; et en vertu de cette propriété dont jouit ( par
induction ) 1a section conique E', nous pourrons démontrer 'hexagramme de Pascar
ainst qu’il suit.

Tragons un cercie € dans un plan P inscrivons dans ce cercle un hexagone
quelconque ; ¢levons par le centre o du cercle C une perpendiculaire au plan de
ce cercle ci prenons sur cetle droite un point arbitraire s; le cone (s, G) sera de
révolution ; on aura ainsi le cone droit des anciens géomeotres.

Cela posd

Prolongeons les cotés opposés de hexagone inserit ( fig. 1I).

Les cotés ab et @'’ se couperont en un point p;

Les eotés ad, o'd’ se couperont en un point r;

Les colés db', d'b se couperont en it point 4.

[l faut démontrer que les irois points p, ¢, r, sont en ligne droite.

Pour eceia faire :

Unissons par une dreite B deux des trois points p, ¢, » et ainsi les points p et ¢.

Menons par fe semmet s ot la droite D un plan R et coupons le cone (s, G) par un
plan Q parafitle au plan R

Ce plan Q) ecupera lo cone suivant une section elliptique B/, car la droite b
stant extévicure ancerele €, co plan @ coupera toutes lesgénératrices droites du cone.

Or it est évident que les géliéi'zttl‘ices sa, sa', sb, sb'y sd, sd’ du cone (s, C; scront
coupés par e plan € en des points a, @/, b, b/, d,, d. qui seront les sommets d’vn
hexagone inserit & la conrbe B,

(Y Vovez te Cours de géométrie descriplive , 2¢ partie, page 76, art. 320,
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Et comme la pyramide hexagonale inscrite au cone (s, C) a deux couples de faces
opposées sc¢ coupant suivant les droites sp et sq, qui sont paralléles au plan Q, il s’en-
suit que U'hexagone inscrit dans la courbe E' a nécessairement deux couples de
cOlés opposés qui sont paralléles.

Or, en vertu de ce qui a été dit ci-dessus, le troisieme couple de cOtés opposés
doit étre formé de droites paralleles, donc la droite st doit dtre dans le plan R.
Donc les trois plans p, ¢, r sont en ligne droite. Ce qu’il fallait démontrer.

§ V.

Mais supposons que les géometres éprouvent des scrupules (assez légitimes) et ne
puissent admettre Vezactitude géométrigue de la démonstration de l'hexagramme pour
le cercle, ainsi que nous 'avons donnée ci-dessus, attendu que cette démonstration
s’appuie sur ce que la section elliptique du codne droit jouit d'une propricteé qui ap-
partient a la section elliptique du cylindre droit, savoir :

Que si 'on inscrit dans 'une ou I'autre section un hexagone, tel que deux cou-
ples de cotés epposés forment un faisceau composé de deux droites paralleles, le
troisicme couplic de cotés opposés est néeessairement composé de deux droites pa-
ralleles entre clles.

Et qu’ainsi les géometres ne puissent admettre ce mode de démonsiration, attendu
gue si la propriété énoncée et qui sert de point de départ se trouvant, en effet, démon-
trée d’une maniére rigoureuse pour la section elliptique du cvlindre droit, et cela
au moyen decs projections cylindriques, elle n’cst démontrée que par induction ot
Jd’ane manicre purement philosophique pour la section elliptique du cone droit.

Supposant done que les géometres soient conduits & désirer une démonstration
dircete de la propriété de 'hexagramme dans le cercle, nous donnerons la démon-
siration suivante qui a Pavantage d’¢tre dans un méme esprit géométrique avec celles
donnces par Moxce sur les propriéiés des polaires ot des tangentes conjuguces cxpo-
sces ci-dessus (S§ 1 et 1), et cette uniformité de méthode doit Stre remarquce par
les géometres, car ¢’est précisément cette uniformii¢ dans les méthodes qui donne
unsigrand charme ala géoméirie des anciens et ¢ul la rend surtout d’une étudefacile.

DEMONSTRATION DIRECTE bE L’HEXAGRAMME DANS LE CERCLE.
Uoneevons une sphére 53 menons par son conire o un plan P, ce plan coupera la

sphére suivant un geand cercle Gy inscrivons dans le cerele €, un hexagone quel-
conque; unissons deux a deux par des cordes 3, &, ¢ les sommets opposés de cei
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hexagone; ces trois cordes se couperont deux a deux en trols points, qui seront
toujours stiaée dans Uintéricur du cerele, c’est évident.

Menons par les cordes 9, 3', 9", des plans X, X, X7, perpendiculaires au plan P
ces plans couperont la sphére S suivant des petits cercles A, A', A” qui se couperont
deux & denx et en deux points symétriquements placés par rapport au plan P; P'in
de ces points ¢tant en dessus, Vantre en dessous du plan P, et étant I'n et Pantre

:_,&k‘m(‘nb distants de ce plan P.
cla posé :

hésignons (fig. ) par e ot @ les points en lesquels le cercle € est coupé par la

corde ¢
— par b et b les extrémités de la corde §'.
— par d et ' les extrémités de la corde 3"
Chacune de ces cordes 3, ¢, ¢, sera sur le plan P la projection orthogonale des
corcles A, A', A"

En vertu de ce qui a ¢té démontré § 1, ces cercles pourront étre enveloppés deux

a deux par deux cones; on aura donc en tout six cones enveloppant deux a deux
ces trois cercles (7).

En vertu de ce que le plan P est symétrique par rapport a la sphére S et aux trois
cercles A, A', A", il est évident que les sommets de ces six cdnes seront situds sur
ce plan P par conséquent Phexagone inscrit (abd, «'b'd’) sera tel que :

1° Ses cdtés opposés ab et a'b’ étant prolongés, seront les génératrices droites
’un cdHne I enveloppant les cercles A et A';

20 Ses cOtés opposés ad et «'d’ seront les génératrices droites d’un cone X' enve-
loppant les cercles A et A"

3° Ses cOtés opposés db’ et bd' seront les génératrices droites d’un cone X" en-
veloppant les cercles A"et A”.

(1t cela a licu en vertude ce qui a été dit ci-dessus § 1I).

Les sommets des cones 3, 3/, 3" seront donc situés sur le plan P (plan du cercle
C) enles points p, ¢, r, en lesquels concourent chaque couple de cotés opposés de
Phexagone.

Cela posc :

Je dis queles trois points p, ¢, r sont en ligne droite. Lt en effet :

Considérons les deux cones 3 et X5 puisque le premier X ayant son sommet aw
point p eaveloppe les eercles A et A’ puisque le sceond X' ayant son sommet au point

, enveloppe les cercles A et A", 1l ¢’ensuit que ces deux cones ont une hase com-

{* Voyez les Compléments de géométrie descriptive, page 42.
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mune qui est le cercle A si donc on unit lenrs sommets p et » par une droite, clle
viendra couper le plan X du cercle A (et, par conséquent, clle viendra couper la
corde ¢) en un certain point m, ct si de ce point m on mene deux tangentes au cer-
cle A, on aura deux points de contact x et a,.

Or il est évident que les plans (x, p, r)et (x,, p, r) scront tangents a la fois aux
deux cones ¥ of X', et chacun d’cax sera tangent suivant la génératrice pz ou ;J;
pour le cone X et suivant la génératrice rx ou r, pour le cone 3.

Or, le cercle A” étant situé sur le cone ¥, il s’ensuit que la génératrice px cou-
pera le cercle A” en un point & et que la génératrice ra, coupera ce méme cercle A”
en un point £’ ; orle cercle A’ étant situé sur le cone =, il s’ensuit que la génératrice
px coupera le cercle A’ en un point &', et que la génératrice px, coupera ce méme
cercle en un point ;.

Et il est évident que les tangentes 9 en x au cercle A, 4" en &’ au cercle A", §” en
x’" au cercle A", seront situées dans le plan (z, p, 7), et que de méme les tangentes
{ x rcle A, 9, en z, au cercle en " aucercle A”, seront situées dans
g, cn a, au cercle A, 8, en " au cercle A', 9, en 2, ,
le plan (x,, p, ); par conséquent le plan (z, p, r) coupera la sphere S suivant un
cercle C tangent respectivement wux cercles A, A, A” en les points z, 2/, 2" ct le
plan (z,, p, r) coupera la sphére S suivant un cercle C,, tangent respectivement aux
cercles A, A', A”, en les points =, x," .

Celaposé :

arrivera an méme résultat, soit quc ’on considere les ¢o , X ou s, X ou

On arrivera au méme résultat, soit uc ’on considere les cones 2, X ou =, X7 o
3, 3". Par conséquent le plan du cercle C, ainsi que le plan du cercle €, est tangent
a la fois aux trois cones 3, 3/, 5", chacun des plans des cercies C et G, contient done
tes sommets des trois cones X, ¥, 2”5 or ces sommets p, ¢, » sont sur le plan P,
donc ils sont en ligne droite.

Ainsise trouve démontré d'une manicre rigoureuse, et, pour le cercle, le théoreme
connu sous le nom d’hexagramme de Pascar.

L’hexagramme de Pascal ¢tant démontré pour le cercle, il est facile dele démon-
trer pour les sections planes d’un eylindre droit ou ’un cone droit.

1t ¢n cffet :

¢signant par Cla zection droite d'un evlindre droit 3 ar (' la section droite

Désignant par Clascetion droite d'un evlindre droit X, et par(
dun cone droit ¥, (les deux courbes G et € seront des cercles) en inscrivant dans
chacun des cercles C et G un hexagone, les trois points de concours des cotds op-
posés de cet hexagone seront, en verta de ce qui a ¢té démontré ci-dessus, distri-
bués sur une droite D pour le cercle C et sur uae droite T pour le cercle C'.
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Cela posé:

Coupant 1°1e eylindre X par un plan queleongue P, nous obtiendrons une courbe
fermée (clliptique) B, sur laquelle nous ferons passer toutes les droites de Ia figure
situce dans le plan du cercle € au moven de droites paralleles & Paxe du evlindre 3
ot ainsi par une projection cylindrique.

Ehexagramme de Pascar se trouvera done démonitré pour la courbe i,

Coupant 2° le cone X par un plan quelconque P', nous obtiendrons 'ure des
irois sections coniques E' ot nous ferons passer sur le plan P’ la figure située dans
le plan du cercle (7, au moven de droites concourant au sommet du cone 3'; et
ainsi par une projection centrale ou conique.

I’hexagramme de Pascau se trouvera done démontré pour la courbe E'.

Et comme au moyen de 'hexagramme, on peut, étant donné cing points de la
eourbe K ou K, construire autant de sixiémes points qu’on voudra, on voit que cette
construction de la courbe équivaut en géométrique graphique, a I'équation de la
courbe en géométrie analytique.

Par conséquent les trois sections coniques E' sont de méme nature géométriques
soit entre elles, soit avee la section eylindrique E.

Cela posé :

Si Pon imagine un cone quelconque 3, ayant pour base une section conique E’
(qui ne sera autre que I'une des trois sections planes d’un cone droit), et si I'on
coupe ce cone X, par un plan quelconque P,, suivant une courbe E,, je dis que la
courbe E, sera toujours une section conique.

Eten effet :

L’hexagramme de Pascsn existant pour la courbe E'; on pourra le faire passer sur la
courbe K, au moyen d’'une projection centrale ou‘conique, le sommet du cOne 3, étant
le centre de cette projection, done, ete. Ce qui précede nous permet done d’énoncer
les théorémes suivants :

Tatorkse 1. Tout cone qui a pour base une section conique est coupé par un plan
suivant une quire section conique.

Tutoriue 2. Une section conique est towjours projetée orthogonalement ou oblique-
ment sur un plan, suivant une section conique de méme forme qu’elle.

8 VIL

finaginons un cone X ayant pour base une section conique A situce dans w
plan P coupons ce ¢oHne par un second plan P'; les deux plans P et P’ se couperont
saivant une droite Let ie plan P coupera le cone ¥ suivant une seconde section co-
nigue A
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Cela posé :

Menons par le sommet du cone X une droite arbitraire R, mais telle, qu’clle soit
extéricure au cone X ; prenons sur cette dreite R deux points arbitraives « et o/, et
regardons chacun de ces points comme le sommet d’un cone ayant la courbe A
ou A’ pour base ; nous aurons deax cones (A, a) et (A, ¢') qui auront deux plans
fangents communs.

Si nous cherchons la courbe, intersection de ces deux cones (a, A7, («,.\ ),
nous verrons que cette courbe cst divisée en deux branches, dont 'une est
plane, parce que ses tangentes s’appuicnt toutes sur la droite I.

Cette branche, que nous désignerons par =, étant plane ne sera autre qu’une sec-
tion conique.

Deés lors les deux cones (a, A, (¢, .\") peuvent étre considérés comue avant
méme base « (¥.

§ VIIL
Démontrons maintenant le théoreme suivant :

Tutorine. Deux cones S et S' qui ont pour base commune une section conique B .
sentrecoupent suivant une seconde section conique B'.

Démonstration. Unissons les sommets s ¢t s des cones S et 8’ par une droite K
qui viendra couper le plan de la base B en un point £; menons parle point & une
série de séeantes X, ..... & la section conique B3 ; ces droites X, ..... seront sur le plan
de la courbe B, les traces d'une série de plans auxiliaires passant tous par la droite
K, ct coupant dés lors les deux coOnes S et ' suivant des génératrices droites, les-
quelles s’entrecouperont en des points gui appartiendront ala courbe B' cherchée.
Or, si 'on veut construire la tangente en un point de la courbe B', il faudra faire
la construction suivante :

Mener aux points et x, en lesquels la courbe B est coupde par la divergente X
des tangentes et 4, & cette courbe B, ces deux tangentes se couperont en un point ¢
qui sera la trace sur le plan dela courbe B des deux tangentes ala courbe B et pour
les points en lesquels se coupent les génératrices droite s, 2 situées dans Je plan
auxiliaire ayant la droite X pour trace.

Or tous les points ¢... sont sur une droite L qui coupe la courbe B (cette dreite L
cst la polaire de la courbe B, le pdle ¢tant le point k).

(*) Je wentre pas dans plus de détails , parce qu’on peut lire la démonstration compléte dans les Com~
pléments de géométrie descriptive, pages 3 et suivantes.
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Donc toutesles tangentes a lacourbe B's’appuient sur une droite L; donce lacourbe

B’ est plane; donc elle est une section conique. Ce qu'il failait démontrer (%).
S IX.

Tout ce quipréecde étant bien compris, arrivons maintenant & la démonstration
duo théoreme qui sert de base a la nouvelle maniere de démontrer les proprictés
principales des sections coniques.

Co théoreme s’énonce ainsi :

Taorine. Lorsqu’un cercle et une section conique , situés dans des plans différents,
ont un point de coniact, ces courbes sont towjours enveloppées par un céne et par un
seul cine.

Démonstration. Imaginons sur le plan horizontal un cercle C; menons en un
point 2 de ce cercle une tangente 9 ; faisons passer par la droite § un plan P, et tra-
cons dans ce plan une conique E tangente en m au cercle C.

Gela posé:

(iinq conditions déterminent une section conique; par conséquent, si je prends
suwr la conique E trois points arbitraires a, b, d, la conique E sera complétement
déterminée , en gjoutant les deux conditions de passer par le point m et d’étre tan-
gente ¢ nce point m a la droite 6.

Je puis donc, dans tout ce qui va suivre, oablier la conique E et n’employer que
les points m, a, b, d ctla tangente 0.

Considérons trois cones A, B, D, ayant respectivement pour sommet ies points
a, b, d et pour base commune le cercle C.

Les deux cones A et B se couperont suivant une conique 3.

Les deux cones A et D se couperont suivant une conique 5.

Les deux coniques & et ; seront donc situées toutes deux sur le cone A.

Or deux coniques tracées sur un cone ne peuvent avoir cntre elles que quatre
positions dislinctes :

1° Elles peuvent n’avolr aucun point cominun ;

2° Elles peuvent ¢étre tangentes une & Vautre en un point;

3% Kiles peuvent se couper endeux points;

& filles peuvent se couper en un seal point , alors elles sont composcées de branches
infinics.

Or, il est évident , en faisant I'épure de Uintersection des deus c¢ones A et B, que

("} Je n'entre pas dans plus de détails, peree quien peut lire Lo démonstration complete :fans le Cours
de géométrie deseriptive, poxes 154 et suivantos,
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la courbe & passe par le point m; de méme I'intersection  des deux cones A et D
passc par le point m.

Ainsi les deux coniques 8 et ; ont en m an point commun.

Voyons maintenant si ce point m peut ¢tre un point de contact entre les courbes £
el 7

La tangente en m & la courbe € seva située sur le plan (a, 4) langent au cone A
suivant sa génératrice droite am.

La tangente en m a la courbe ; sera aussi située sur le méme plan tangent («a, 9).

Si donc les deux courbes & et - sont tangentes en m, ces deux tangentes se con-
fondront en une scule et méme droite.

Si au contraire les deux courbes 8 ¢t , qui se coupent déja au point m , se coupent
en un second point m,, alors ces deux tangentes seront distinctes.

Cela posé :

Admettons que les deux courbes & et sont tangentes I'une a I'autre au point m,
el voyons ce qui doit en advenir.

Lorsque 'on a sar un cone A deux coniques 8 et  tangentes 'une & 'autre en un
point m , il est impossible de faire mouvoir un plan tangent 2 ces deux coniques, de
telle maniere qu’il leur soit intéricur. Par conséquent , ces deux coniques ne peuvent
étre enveloppées que par le seul cone A.

Mais par hypothese, les coniques 8 et ; sont les intersections, savoir : 8 des cones
AetB, ety des cones A et D; ces deux coniques & ct 4 ne peuvent donc étre tan-
gentes enm, des lors clles doivent impérieusement sc croiser au point m et sc couper
en un second point m,, lequel sera le sommet du cone X qui enveloppe les deux
courbes données , savoir : le cercle C ct la conique E.

Le point m est bien le sommet d’un second cone enveloppant les courbes Cet E,
mais il est évident que ce second cone est formé des plans de ces courbes C ct E.

Ainsi, il se trouve démontré que lc cercle G et la conique E qui ont un point de
contact m sont toujours enveloppés par un cone et par un scal cone.

Dans le paragraphe suivant , nous allons démontrer que dans le cas ol 'on con-
sidere un cercle € et une scetion conique K, les deux courbes € ety ne peuvent pas
se couper en le scul point m,

§X.

Jai dit ci-dessus que les coniques & et + se coupaient impérieusement en deux
points m et m, ; il faut justifier cette assertion.

Deux coniques X et Y tracées sur un cone X, peuvent ne se couper qu'en un
seal point.
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En cffet :

Par un point mpris sur 'une des nappes de la surface conique X, on peut toujours
mener une droite Z paralicle & une génératrice droite G de cette surface 3.

Des lors, la droite Z ne percera cette surface = qu’en le seul point m.

Si par la droile Z nous menons une suite de plans P, P, P”, ... chacun de ces
plans scra parallele a la génératrice G, et il n’y aura entre eux qu'un seul plan P.,
qui sera paraliele au plan © tangent a la surface 2 suivant la génératrice G.

Des lors tous les plans P, P/, P”,... couperont le cone X suivant des hyperboles, ct
le plan P, sera le seul qui coupera ce cone X suivant une parabole.

Ainsi, pour que deux coniques X et Y ne se coupent qu’en un seul pointm, il
faut qu’clles soient ou 1° deux hyperboles, ou 2° une hyperbole et une parabole ; et
il est facile de voir que dans le premier cas les deux hyperboles ont chacune une de
leurs deux asymptotes parallcles aux droites G et Z, et que dans le second cas
Phyperbolc etla parabole sont des courbes telles, que I'axe infini de la parabole est
parallele & 'une des denx asymptotes de I'hyperbole, et ainsi a asymptote qui est
elle-méme paralléle anx droites G et Z.

Cela posé :

1l serait a craindre que les deux coniques y et 8 se coupassent en un seul point
m, lorsque toutes deux seront hyperboliques, ou lorsque 'une d’elles serait une huper-
bole , Vautre ¢tant une parabole.

Mais comme la base commune aux trois cones A, B, D est un cercle C, si par
hasard le point b pris sur la conique E se trouve placé de maniére & ce que Ja
courbe & intersection des cones A et B se trouve étre une hyperbole ou une parabole
on pourra toujours choisir un point d sur la courbe E, tel que le cone D coupe le cone
A suivani une ellipse . Et en effet : en unissant les points a et d par une droite et
faisant glisser le cone D parallélement & lui-méme jusqu’en la position 1Y, position
en laquelle le sommet o sera venu sc superposer sur le sommet a, ce cone D' sera
coup¢ par le plan du cercle G, suivant un cercle C; ct il est évident que Pon pourrz
toujours choisir sur la conique I, le point d de telle manicre que les deux cercles €
et C'ne se conpent pas ou ne sc touchent pas, cn un mot n’aient entre cux aucun
point commun ; et I'on sait que dans ce cas les deux cones A et D se coupent ton-
jours suivant une ellipse.

Par constquent, les deux coniques 8 et 4 se couperont toujours en deux points
metmg,
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Il suit de ce qui précede que si 'on se donne deux coniques quelconques Cet K
tangentes 'unc & I'autre en un point m et situées dans des plans différents, ces deux
coniques ne pourront étre enveloppées par un conc, quautant qu'elles auront
entre elles une position convenable.

Ainsi, ces courbes C et E étant deux hyperboles, ou deux paraboles, ou une
hyperbole et une parabole, ne pourront pas étre placées sur un cone, si les sommets
des branches en contact par le point m ontleurs sommets situés I'un a droite et Vautre
a gauche du plan normal mené & la tangente § par le point m, comme Uindiquent
les figures IV, V et V1.

Car 'on sait a priori qu'il est impossible de couper un coéne par deux plans de
maniere a avoir des coniques ainsi disposées I'une par rapport & l'autre; il faut
que les sommets des deux branches en contact au point m soient placés tous les deux,
ou a droite, ou & gauche du plan normal men¢ a la tangente § par le point m, en un
mot soient placés tous les deux d’un méme cOté par rapport a ce plan normal,
comme I'indiquent les figures Vil, VIII et IX.

Dans le cas ou les coniques C et E auraient entre elles la position indiquée par
les figures IV, V et VI, la construction des courbes § et y devrait nous indiquer 1im-
possibilitc d’'unir les deux courbes C et E par un cone; et cette impossibilité sera
manifestée, par lamani¢re d’étre entre elles des courbes 8 et ;5 aussi la construction
graphique nous montrera-t-elle que ces courbes § ef  ne se coupent gqu’en le seul
point m; et clles scront dés lors disposées sur le cone A, comme nous l'avons
dit § X.
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DEUXIEME PARTIE ¢,

DES PROPRIETES DES SECIIONS CONIQUES RELATIVES 4 LEURS FOYERS, A LEURS DIRECTRICES
ET A LEURS FOCALES.

Ce sont les diverses propri¢tés dont jouissent les sections coniques par rapport &
leurs foyers, a leurs directrices et a leurs focales, (ue nous désignons par le nom
de propriétés principales des sections coniques.

Pour les démontrer, nous nous appuierons sur le théoréme suivant, et qui est
démontré dans la premiére partie de ce mémoire, savoir : gu’un cercle et une section
conique ayant un point de conlact , ces deux courbes étant situées dans des plans diffé-
rents, sont toujours enveloppées par un cone et un seul cone.

Nous allons chercher et démontrer ces propriétés principales successivement pouar
Vellipse, Uhyperbole et la parabole , ainsi qu'il suit.

g Ier’
Propriétés principales de Uellipse.

Soit donnée sur le plan horizontal de projection une ellipse A ( en d’autres termes
prenons pour plan horizontal le plan coupant un cone droit ou de révolution suivant
une courbe fermée A ).

Supposons que I'on connaisse les deux axes de cette courbe, ct ainsi son grand
axe ad’ et son petit axe bb’ et son centre o.

Menons aux extrémités a ct ', b et b’ des axes, des tangentes & la courbe A, nous
32VONS que nous aurons construit un rectangle circonscrit a cette courbe A.

Désignons par 9, 9, 9, &, les tangentes menées respectivement & cette courbe A
et en les sommets a, o, b, 0’ ( fig. 1).

(*)Les principaux résultats contenus dans cette deuxiéme partie ont ¢té communiqués a la Sociéte
philomatique de Paris , dans sa scance du 43 mars 1847.
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Cela posé :

Prenons une ligne de terre LT paralitle au grand axe aa de la courbe A conce-
vons un cylindre = vertical ayant cette courbe A pour section droite; coupons ce
eylindre 3 par un plan P perpendiculaire au plan vertical de projection et ayant la
tangente 9 pour trace horizontale H" (fig. 1); ce plan coupera le cylindre X suivant
une ellipse E dont la projection E* ne sera autre que la courbe donnée A.

Cela posé :

Prenons sur le grand axe ad’ (ou sur son prolongement ) de la courbe donnée A
un point arbitraire d; et de ce point comme centre et avec un rayon égal a ad, dé-
crivons un cercle D.

Ce cercle D sera tangent a la courbe donnée A en son sommet a.

Cela posé:

Les deux courbes, ellipse E et cercle D, auront au poinl a une tangente com~
mune §; ces deux courbes E et D pourront donc étre placées ou enveloppécs par un
odne S, et ne pourront étre placées ou enveloppées que par un seul cone S.

Déterminons le sommet s de ce cone S.

1l est évident que les courbes E et D sont symétriques par rapport au plan ver-
tical M passant par le grand axe aa’ (ce plan M sera paralléle au plan vertical de
projection); dés lors le sommet s du cone S sera située sur le plan M; dés lorsle
point s* sera situé sur le grand axe aa’ ou sur son prolongement.

Pour déterminer le point s", il est évident qu'il suffira de prendre sur la tangente
un point m arbitraire et de mener par ce point m deux tangentes , I'unc a Pellipse A
ou E* et la touchant au point z* et lautre au cercle D et la touchant au point y. En
unissant les deux points " ¢t y par une droite G*, on aura la projection horizontale
d’une génératrice droite G du cone S, et cette droite G* coupera le grand axe aa ou
son prolongement en un point s* qui sera la projection horizontale du sommet s du
cone S.

En vertu de ce que nous savons en géométrie descriptive , il sera facile de construire
fe point s* (les constructions sont exécutées sur I'épure , fig. 1).

Cela posé:

En faisant varier la position du point d sur le grand axe ad, on fera varier la
grandeur du rayon du cercle D; on aura donc une série de cercles D, D', D", ...
ayant respectivement pour centres les points d, d', d”...; tous ces cercles seront
tangents entre cux et & la courbe A en le point a.

La courbe E sera successivement enveloppée et respectivement avec les cercles
D, 1V, D", ... par des cones S, S, S", ... dont les sommets s, s', s,... seront situés
sur le plan M, et détermineront une certaine courbe ; dont nous reconnaitrons plus
tard la nature géométrique.
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Mais remarquons que pour déterminer les points s*, 5™, s*,... nous devrons mener
du point m des tangentes aux divers cercles D, D', D, ... dont les points de contact
seront respectivement y, y', y”,... Or il est évident que I'on aura :

—_— bt g pe—

ma=my=my =my"'—.....

Does lors tous les points y, ¥, y”,... seront situés sur un cercle § ayant ic point m
pour centre et ayant ma pour rayon.

Cela posé :

Démontrons que les points d et s*, d" et s™,... seront en général des points distincts,
séparés 'un de Pautre et que deés lors les cones S, §',... seront des cones obliques a
base circulaire; et démontrons en méme temps que parmi tous ces cones obliques ,
il en existera deux et qu'il n’en existera que deux, qui seront de révolution ; et
démontrons des lors qu’il existera deux cercles dans la série D, D',... tels que pour
chacun d’eux le centre se confondra avec la projection horizontale du sommet d'un
cone de la séric S, §',.... Et qu’ainsi, on pourra faire passer par 'ellipsc E deux
cOnes de révolution distincts et ayant chacun son axe de rotation perpendiculaire au
plan horizontal sur lequel est tracée la courbe donnée A.

1l est évident que le point s* étant intersection de la droite G* ou ya* avec
le grand axe aa’ de Vcllipse A ou E* et que le point d, centre du cercle D, étant
Pintersection du méme grand axe ad’ et d'une droite menée par le point y perpen-
diculaircment au rayon ;q_g}—du cercle €, il est. évident , dis-je, que ces deux points s*
et d ne se confondront en un seul et méme point, qu’autant que les droites ya" e
yd se superposeront; et il est évident que, pour que cette superposition ait lieu, il
faut que la droite ya* soit tangente au cercle €.

Des lors, supposant que le point 2* est extérieur au cercle 8 (plus loin nous dé-
montrerons (ue cela a toujours liew), il est évident que I'on pourra mener par ce
point " deux tangentes au cercle 8.

Ainsi ( fig. 2), menant par le point 2* deux tangentes au cercle &, 'une de ces
tangentes touchera le cercle § au point p, et coupera le grand axe ad’ cn un point s,
et lautre tangente touchera le méme cercle 8§ au point p, et coupera le méme grand
axc aa’ en un point s,

Les points s,* et s seront done les projections horizontales des sommets s, et s, de
deux cones S, et S, de révolation passant I'un et autre par Pellipse E et ayant I'un
et Vautre leur axe de rotation perpendiculaire au plan horizontal de projection, ou,
en 'autres termes , perpendicalaire au plan de Pellipse donnée A.
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Il est évident que I'on doit retrouver les mémes points s et s en effectuant des
constructions analogues aux conslructions précédentes,*(fuelbgue soit le point z*
choisi sur ellipse A ou E"; si donc il est évident que pour un certain point de {’el-
lipse A la construction des tangentes au cercle 8 correspondant a ce point, se
trouve toujours possible, il sera démontré que la construction de ces deux tan-
gentes sera toujours possible quel que soit le point 2" choisi sur P'ellipse A.

Or si I'on prend pour Je point 2", le point b extrémité du petit axe de lellipsc A,
en menant par ce point b unetangente & U'cllipse A, on aura une droite paralléle au
grand axeaa’ (fig. 3) et coupant la tangente  en un point ¢, de telle sorte que P'on
aura ta 6gale au demi petit axe de lellipse A; et si du point ¢ comme centre et
avec ta pour rayon on décrit un cercle &', ce cercle sera toujours tel que le point b
Iui sera extérieur puisque I'on aura toujours ta < i—/;, car ta est égale au demi pe-
tit axe et b est égal au demi grand axe de lellipse A ; ainsi il se trouve démontré
quil existe toujours sur le grand axe d’une ellipse A, deux points tels qu’ils sont
les projections orthogonales des sommets de deux cones de révolution passant par
une ellipse E de I'espace, dont la courbe A est la projection orthogonale.

Les points s et s seront les cenires de deux cercles D, et D, tangents a I'ellipse A
en son sommict a, ct les deux cones qui cnvelopperont respectivement les courbes
Eet D, E et D,, seront de révolation et auront chacun leur axe de rotation per-
pendiculaire au plan horizontal.

On pourra construire (fig. &)les points 5” et s,” par les méthodes de la géométric
descriptive, et la construction nous démontre elleeméme que I'un de ces points sera
situ¢ au-dessus de la ligne de terre LT et que autre sera situé en dessous de I«
méme ligne.

Apres avoir démontré qu'il existe towjours sur le grand axe ad’ de Pellipse A
deux points tels que s/ et s, démontrons qu’il ne peut pas en exister de sem-

blables sur le petit axe b’ de la méme ellipse A, et ensuite sur aucun diamétre de
cette courbe.

Si (fig. 5) I'on méne au point b, extrémité du petit axe, unc tangente & la courbe
A coupant la tangenic 9 menée au sommet a de cette courbe, en un point ¢, on voit
de suite que le cercle §” décrit du point ¢ comme centre , et avec I pour rayon, en-
veloppera le sommet «; en sorte que le point @ étant intérieur (et il sera toujours
intérieur ) au cercle 6", on ne pourra pas mener par ce point a des tangentcs a ce
cercle 8. Ainsi il est démontré quel’'on ne pourra pas trouver sur le petit axce d'une
ellipse, des points analogues aux points s", ct s,* dont nous avons démontreé I'exis-
tence sur le grand axe de cette courbe. T
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Lorsque 'on coupe un cone de révolution X par un plan de maniére & obtenir
une section elliptique E, on ne peut couper ce cone = par an plan perpendiculaire i
son axe de rotation suivant un cercle tangent a Pellipse E que de deux maniéres
différentes; les deux plans sécants (évidemment paralléles entre cux ) passeront par
les extrémités du grand axe de ellipse £; il est donc impossible de trouver sur un
diametre de lellipse A, des points tels que ceux s* et s

Drailleurs un diametre de Uellipse A, faisant avec sa tangente conjuguée un angle
qui n'est jamais droit (exceptélorsque le diametre n’est autre que le petit ou le grand
axe de Pellipse) , le centre du cercle qui scrait tangent a I'ellipse ne pourrait jamais
tre situd sur le diamétre considéré (fig. 6).

Ce qui précede nous permet de démontrer que 'on aura toujours pour Pellipse

as’=s/d’, ou, en d’autres termes, que les points s," et s* sont équidistants du centre
de Tellipse.

En effet :

Ayant décrit (fig. 7) da point s* comme centre et avec as, pour rayon un
cercle D,, nous savons que si nous prenons un point z* arbitraire sur ellipse A
ou E", cn menant au point 2* une tangentea cette ellipse A, elle coupera la tangente 5
(menée au pointa) en un point m tel que, si par ce point on meéne une tangente
au cercle D,, laquelie le touchera en un point y , la dl'bitew passera par le
point s

En prenant un autre point «™ (fig. 7) sur Vellipse A on obtiendra un second
cercle &', lequel coupera lc cercle D, en un point 3/, et la droite 2™y, passera encore
par le point s”.

Il est ¢évident sur la figure que les droites 5‘7[ ) -:;”‘_yT,, sont tangentes respective-
ment aux cercles § , &', en les pomts Yor Y-

Mais de chacun des points ", «™,... de T'ellipse A on peut mener deux tangentes

aux cercles 8, €,,... lesquelles droites passeront respectivement par les points
h h
s, 8,

Quelle que soit donc la position du point 2* sur Uellipse A, I'on obtiendra toujours.
par la méme construction, les deux mémes points s.* et s*,

Si donc on prend pour point 2", le point b extrémité du petit axe de Pellipse A,
on obtiendra aussi les points s* et s*.

Or pour ce point b, on devra mener en b une tangenie ' ellipse A, laquelle cou-
pera la tangente § en un point 2, ct déerire de ce point n comme centre, et avee na
pour rayon, un cercle y. (I est ¢vident que le rayon du cerele 4 est ¢gal au demi
petit axe de T'ellipse A); ensuite on ménera du point & deux tangenfes an cercle -,
lesquelles couperont le grand uxe aa' de ellipse donnée A en les deux points

Pl
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et s"; et il est évident (en lisant sur la figure, que l'on aura s'a=3s'a
tallait démontrer (¥).

Nous donnerons le nom de foyers aux deux points ,;7" et ;7’—, et nous nommerons
rayon vecteur la droite menée de I'un de ces fovers a un point de Pellipse, el
rayons vecteurs conjugués, les rayons vecteurs menés de chacun des fovers & un méme

, ce gul

point de Dellipse.
Ce qui préceéde étant bien compris, nous allons démontrer les diverses proprictes
principales dont jouit Uellipse.

3

>}

Puisqu’en vertu de ce qui précede, étant donnce une eilipse A { fig. 8 , 1° =1 Lon
mene en un de ses points 2" la tangente, laquelle coupe la droite § tangente au
sommet a de Pellipse, en un point m; 2°si du point m comme centre el avee mu
pour rayon on décrit un cercle &; 3° si du point 2" on méne deux tangentes au
cercle 8 et touchant ce cercle en deux points y'ety”, puisque ces tangentes viennent
couper le grand axe ad’ de Pellipse en deux points s et s qui sont les foyers de
cette ellipse, il est évident que Ja tangente ma’ & Uellipse divise en deux parties égales
I"angle s/"achy\” de ces deux tangentes au cercle €, el que des fors la normale menee

—_——
au point z* divise en deux partics égales ’angle s"2"s des deax rayons vecteuss
menés au point 2" de Pellipse. On peut donce énoncer le théoreme suivant :

) D’apres ce qui précede, pour construire les foyers d’une ellipse A (fig. 7 bis} dont vn connait le
zrand axe a@ et le petit axe 0", on devra d'abord mener au sommet @ une tangente § a Uellipse et au
sommet b, une tangente 4 qui coupera la droite 4 en un point m; ensuite on décrira, du point #1 comme
centre, et avec Wpour rayon, un cercle ¢; enfin menant du sommet b ( extrémité du petit axe} deux tan-
zentes au cercle €, ces langentes couperont le grand axce aa’ en deusx points f et ' qui seront des foyers
demandés.

Dans cette construction, on a deux triangles semblables , savoir : myb et obf, ccs deux irangles sont

e
rectangles, I'un en y et Pautre en o ; de plus les angles of'b et mby sont égaux comme angles correspon-
dants, puisque les droites bm et of sont parallcles.

On aura denc la proportion :

0b : ;r—zg—/ i _o-f’ :’ZE
Dézignant le demi grand axe de I'cllipze par @ et le demi petil axe par &. 0 wury. en remarguant que
19 my=ma==0b

9 by =V bm'—my
b b::S}T: \/a“‘—b"
dou of =V &b

résultat connu et qui permet de constrre directement tes foyers d une eilipse . connaissani 0% dxes

4
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Tueoriye. La normale menée en un point d’une ellipse divise en deux parties égales
Fangle formé par les deux rayons vecteurs qui se croisent en ce point.

Construction par points de Uellipse.

e qui préctde nous permet de construire par points une ellipse dont on connait
le grand axe et Jes deux foyers.
En effet :

Ftant donnds  fig. 7ter) le grand axe ad’ et les foyers fet f* de U'ellipse, on me-
nera par 1'un des sommets a de la courbe une perpendiculaire § & l'axe ad’; on
prendra sur cette droile § une suite de points m, m', m",... et de chacun d’eux

comme centre et avec ma, m'a, m'a,

..... comme rayon, on décrira les divers
cercles 3, 9, 8",..... tous tangents entre eux et au grand axe ad, en le point a; des
points fet f', on meénera respectivement deux tangentes aux cercles 9, d',..... les-
quelles se croiseront respectivement en les points x, x',..... qui appartiendront a
Pellipse, et de plus les tangentes en ces points x, «',..... de l'ellipse, ne seront
autres que les droites ma, m'@'.....

On obtiendra ainsi les points qui appartiennent a la demi-ellipse située au des-
sous du grand axc ¢a’; pour obtenir les points de la demi-ellipse située en dessus
de cet axe ad, il faudra tracer des cercles tangents en a & cet axe ‘ad’, mais ayant
lours centres situds sur la partie de la droite § qui est au-dessus de cet axe ad (™.

il

Etant donnés une ellipse A . fig. 9) et son grand axe ad’ et ses deux foyers f et f,
nous pouvons déerire quatre cercles, dont, 1° deux auront pour centre commun le
point f et pour rayon I'un af et Pautre o'f {je ddsignerai le premier cercle par D et
le sccond par C'; dont, 2’ deux auront pour centre commun le foyer f” et pour
rayon Pan df” et l’autreh;f«' (je désigneraile premier par D et le second par € .

Ainsi on a deux eercles D et D” enveloppés par Pellipse A, et deux cercles C et €
qui enveloppent cette courbe A.

Cela posé :

Regardant Uellipse A fig. 10) comme la section droite d'un cylindre vertical X.
nous pourrons couper ce cylindre par deux plans P et P, dont les traces horizon-
tales seront H® et H” respectivement tangentes aux sommets « ct a’ de Uellipse A.

{*) Plus loin nous montrerons comment 'on doit emplover cette construction ponr tracer sur le terrain

et par poinfs , une ellipse dont on connait la position des sommets et des fovers au moven de piquets o
jelons,
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Nous aurons donc pour sections dans le cylindre X deux cllipses E et E'. qui se
projetteront orthogonalement sur le plan horizontal en ia méme ellipse A.

Nous pouvons toujours supposer que les plans P et P’ font des angles égaux avec
le plan horizontal ; alors les deux courbes E et E' seront deux ellipses de médme
grandeur.

Cela posé :

Nous pouvons envelopper Pellipse K et le cercle D par un cone de révolution >,
dont axe sera vertical et dont le sommet s sera projeté en f ous" et en s°.

Nous pourrons envelopper Pellipse E et le cercle C par un cone de révolution S’
dont I'axe sera vertical, et dont le sommct s' sera projeté en f ou s™ et en ™.

Nous pourrons envelopper Pellipse E' et chacun des cercles D' et € par deux
cones de révolution, avant chacun lear axe vertical et leurs sommets; s, et s, seront
horizontalement projetés pour le premier, s, appartenant au cone (E', D en [/, ¢t
pour le second, s" appartenant au cone (E', € en f.

Deux des quatre sommets de ces cOnes seront au-dessous et deux seront au-des-
sus du plan horizontal; les deux premiers, ainsi que les deux seconds, seront
équidistants du plan horizontal, mais la distance au plan horizontal des sominets
situds en dessous ne sera pas dgale & celle des sommets situds en dessus. Yoy, I'E-
pure {fig. 10 .

Cela posé :

Faisons passer un plan vertical M par le grand axe aa’ de I'ellipse donnée A. Ce
plan M contiendra les sommets s, s, s,, s des quatre cones dont nous avouns parlé
vi-dessus. De plus, ce plan M coupera chacun des quatre cercles D, C, D', €' tracés
sur le plan de lellipse A, et des lors situés sur le plan horizontal de projection en
deux points; ainsi ce plan M coupera les cercles D en les points aet d, C en les points
aete, D' enles points ¢ et d', C"enles points ' et ¢

Et il est évident que 'on aura, fetf” ¢tant les foyvers de Pellipse A et les cenires
de ces cercles,

fo=Tl, fi=fd, fa=fc, i=F

De plus. le plan M coupera @ [° chacun des quatre cones suivant deux généra-
trices droites, et 2° les plans Pet P’ des ellipses E et E' suivant les grands axes de
ces courbes, savoir suivant le grand axe aa, de Vellipse E et dd, de Vellipse E'.

Toutes les lignes droites composant cette section faite par le plan M sont tracées
sur la fig. 105 et dapres ce qui précede, on voit de suite que les génératrices
droites sa ot sd da cone S, enveloppant les courbes E et D, sont respectivement
paralleles aux génératrices droites s¢ et s'a du cone & enveloppant les courbes K
el
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On voil aussi (ue méme chose aura lieu pour les cones qui enveloppent @ 17 e~
courbes E et D', E et G5 2”les courbes E'et D, E' et €5 3° les courbes B et D', E" et C.

Nous pourrons done conclure de ce qui précede : 1° que les quatre cénes ont le
méme angle an sommet (nous désignerons ce demi-angle au sommet par « )5 2 que
chaque géndratrice droite de ces cones fait avec le plan horizontal de pr oﬁ,ectmn un
angle constant que nous désignerons par ;.

Cela posé :

SiVon prend ( fig. 41) sur Pellipse E un point  arbitraire, ce point se projettera
en 2" sur Pellipse A, et les portions sz de la génératrice droite du cdne S et s'a de la
2énératrice droite du cone S’ se projetteront respectivement sur le plan horizontal ers
les rayons veeteurs fz' ot f2" de Dellipsc A.

Dapres ce qui a été dit ci-dessus , on aura :

fx'=sx.cosx et  fa"=gx.cosn

sipar le point z et le sommet s on meéne deux plans paralleles entie eux et hori-
zontaux, ils couperont 'axe vertical du cdne S’ en deux points x, et ¢, qui seront
respectivement les projections des points x et s sur cet axe, et s'a, scra la projection
de la génératrice s'z, ot gz, sera la projection de la génératrice sa sur cet axe.
On aura donc :
Yr,=sx.c0sx ¢l  qr—=Sr.cosx

Or, quelle que soit la position du point x sur Pellipse E, on aura toujours s'x, -+ gz,
= constantc =K.

Ksera ¢gal a la distance existant entre les deux plans horizontaux menés par les
sommets s et s des cones S of S

On aura done :

ST Ssx—=
* COS =
[it par suite :
K.cosrn - -
s __./ 4 fr ;
cos =

Ainsi I'on peut enoncer le théoreme suivant

LitoriME. Dans toute ellipse, la somme des raijons vecicars mienés des Joyers a ur
point quelconque de la courbe est constante.

Et comme si le point 2" 1’était autre que I'an des sommets a de Uellipse A, on
aurait aj -}—af == ad’, puisque 'on sait que ¢ f*“(lf on voit que Pon peut dire que,
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dans toute ellipse, la somme des rayons vecteurs est constante et £qgale au grand axe de
ta courbe.
[Les angles « et ) sont des angles complémentaires ; par consequent on a:

€08 = sin 2
Des lors on aura :

On peat démontrer le théoréme précédent en se servant de deux cones ayant leurs
sommets situés d’un méme c¢dté par rapport au plan horizontal, ct ainsi (fig. 12
enemployant les cones S,” et §' qui enveloppent, le premier Pellipse E et le cercle €,
et le second Pellipse E ct le cercle C'.

On sait que les sommets s, et s de ces deux cdnes sont équidistants du plau
horizontal.

Si du point 2" on éléve une verticale, elle coupera Vellipse E' au point 2" et
Pellipse E au point x.

En sorte que la génératrice s, se projettera suivant le rayon vecteur f?‘—, et fu
2énératrice s’z s¢ projettera suivant le rayon vecteur fz".

Or les angles au sommet des deux cones S," et ' sont égaux et les axes de ves
cones sont verticaux ; on aura donc :

fr'=sz'. cosh et !

Tr'=§x . cos

Menons par les points & et 2’ deux plans horizontaux coupant 'axe du cone S’ en
les points z, et &,"; on voit de suite que s'z, sera la projection sur I'axe de la géne-
ratrice s’z du cone S, et que s'z,” sera la projection sur le méme axe de la généra-
irice s,’z" du cdne S',. On aura donc :

Sz 457 ) cosh= (5,45, )

Or si 'on mene par les sommets a, et «, des ellipses E et E' un plan perpendicu-
laire au plan M, nous savons que ce plan sera horizontal, puisque les ellipses E el
K" ont méme grandeur, leurs plans P et P’ étant également incliné (mais en sens

b} ? 2 \
contraire) sur le plan horizontal; ce plan coupera 'axe du cone S’ en un point ¢, et
le plan horizontal de projection qui passe par les sommets « et @’ des mémes cllipses
K et E' coupera le méme axe en un point p, qui ne sera autre que le fover £ de
Uellipse A.

Or'on voit de suite sur la fig. 12 que 'on a : gz, ==pzx,, et que cela a liew quetle
que soit la position du point £ sur I'ellipsc A.

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 OLI 43



— 30 —

On aura donc:

dr=sqtqr. ot s@l=Yq4qx
dou:

Sz, 42l =2, sq+q.z qx, gz = 9.9q+ ap
ou bien:

(—S"E( -4 S_';J = nstante = H.

par conséquent , on a:

(ie quai vérifie le théoreme énoncé ci-dessus.
Et U'on voit aussi que Pon a K—=H; et on lit en effet ce résultat sur la figure située
dans le plan M (fig. 10, 11 et 12).

§ IV

D’apres ee qui précéde , nous savons que si lon a une ellipse A ayant son centre
en o et oa pour demi grand axe et ob pour demi petit axe (fig. 13 ), menant au
sommet o la tangente 9 & cetie courbe, et tragant une série de cercles D, D', tan-
gents entre cux et a cetle ellipse A en ce méme sommet a ces divers cercles ayant
chacun, dés lors, son centre situé sur le grand axe aa’ de la courbe donnée A -
1° si I'on prend un point arbitraire 2" sur Pellipse A, et si 'on mene en ce point 2"
une tangente a cette courbe A, laquelle tangente coupera la droite § au point m:

si du point m comme cenlre et avee ma pour rayon on déerit un cercle £ coupant
la droitc 4 en un point = et les divers cercles D, 1Y, ... en les points y, y,...., on
sait, dis-je, que les droites my, my,,... seront des tangentes aux cercles D, Y.,
et que les droites 2y, 'y, ,... iront couper le grand axe ad’ et respectivement en
les points ¢*, s™,... qui scront les projection horizontales des divers sommet s, s,. ..
des cones qui enveloppent Uellipse E de Pespace (dont Pellipse donndée A est la pro-
jection horizontale et orthogonale ) avee chacun des cercles D, Y,

Le point 2" étant arbitraive , on peut prendre Pextrémité b du petit axe de Vellipse
A, et menant en ce poini & une tangente a la courbe A, elle coupera la droite § en
un point m’; si done du point m’ comme centre et avee m'a pour rayon on decrit |
an cerele & il coupera la droite 5 en un point 27 et les divers cercles b, D, les
points y',y,", ... et les droites 2"y, &y, ... iront couper le grand axc aa’en le~ Wenes
points s*, ",... tronvés ci-dessus.

En sorte qu'étant donné un cerele D, on peut déterminer le point 5" en employant
le point b au lien d'einplover an point 2* arbitraive.
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Cela poseé :

Le rayon de chacun des cercles D, D',... peut avoir toute grandeur; ce rayon
peut done ¢étre infini, ot alors la droite § représentera I'un des cercles de la série D.
D',... elle représentera, dans cette série, le cercle avant un rayon infini.

Des lors on devra, pour un point 2" arbitraire prendre le point z en lequel le
cercle 8 coupe le corcle §, et'on devra prendre pour le point b le point 2" en lequel
le cercle 4 est coupé par le cercle €.

De sorte que les droites z2" ot 2’6 devront se couper en un méme point situé sur
le grand axe ad’, ct cc point sera la projection horizontale et orthogonale du sommet
du cone A qui enveloppe Iellipse E et le cercle 6 de rayon infini.

Or il est évident que ee cone A n'est autre que le plan de Tellipse E, et il est evi-
dent que la droite z'6 ira couper Vaxe aa’ au point «', second sommet de Vellipse A.

Ainsi, le plan P de Pellipse E représente un eéne A, et son sommet doit étre au
sommet a, de Ucellipse E (sommet @, projeté horizontalement en le sommet o de
Pellipse A) pour que ce plan P ou cone A apparticnne a la série des cones envelop-
pant 'ellipse E avec chacun des cercles | a rayon fini ) D, D',...

Ainsi, il est démontré que les droites za”, 2'0,... passent par le second sommet a’
de T'ellipse donnce A.

On peut done énoncer le théoréme suivant

Tatorine. Etant donnés une ellipse A et son grand axe aa', si Uon mene au sommet a
une tangente § & cette courbe; si Uon unit par une droite le second sommet o' avec un
point quelconie X" de cette courbe A, cette droite coupera la tangente 5 en un point 7.,
et le point m, miliex de la droite za, serale point en lequel lu tangente menée alellipse
A au méme point X" coupera la droite 5 (7).

*)En ze servant de lanalyse de Deicartes, on démontre de suite ce théoréme; en eflet { fig, 43 bis),
20it ¢

x:oooyt -

a* b“ A

Péquation de Tellipse A, 'équation de Ia langenie 4 en un point n de celle courbe sera:

! r
Lt Yy B

a* b
. représentant par @' et y' les coordonnées du point n ).
/

Si 'on cherche le point en lequel la tangente 4 ( ayant pour équation Péquation {2) » coupe la perpen-
diculaire # menée a Pextrémité p du grand axe de Pellipse, il suffira de faire:

r=a 3;
Jans 'équation (2), et V'or aura : ) .
T yuy
— L= |
a + b

d'elr T'on tire .
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Diverses maniéres de construive la tangenie en un point d une ellipse.

[)'apres ce qui précede, nous pouvons construire la tangente en un point d’une
ellinse de trois manicres différentes.

Premiére construction. Etant donneés uncellipse A (fig. 14), ses axes aa et bb e
ses foyers fet f', pour consiruire la fangente en un point quelconque , on menera
les ravons vecteurs xf et zf’ et Pon divisera I'angle fxf’ en deux parties égales pam
la droite ap , cette droite xp étant normale en x a Uellipse, la droite zg perpendi-
culatre & xp sera la tangente demandce.

Deuxiéme construction. Ktant donncs une ellipse A, ses axes aa’ et bb' et ses foyers
fet f, construire en un de ses points z la tangente; dufover f comme centre (fig. 15),
ot avee le rayon fa on dderira un cercle D3 on méncra au sommet ¢ une droite §
perpendiculaire au grand axe ad (cette droite 5 sera tangente a Uellipse A en le
sommet @ ) ; on unira le point & donn¢ avec le fover f par une droite gui coupera
le cerele D an point 43 on ménera au point y une tangente au cercle D, laquelle
coupera la droite 5 en an point m et en unissant les deux points m et 2. on aura la
tangente demandee.

Troisicme construction. Etant donnds une ellipse A et son grand axe aa’, on me-

) (a—a')b*
Y ay’
Ainsi i'on aura en (3; et (4) les coordonnées du point m en lequel [a tangente 4 coupe la droite <.
Unissant le point n avec le poinlp’ second sommet de Pellipse , on aura une droite ani coupera la arelies
en un point ¢. et sile théoreme subriste on devra avoir

[N

pp ipqgonrirp
ou en remplacant pp’ ctpq.,_hr o fp’ par leurs valeurs:

2(a)—a'b*
g A xno

2 LAy B
» ay y
o
2. (a— ) (ada )b?
2.y = ay
d'ou, apres réduction :
@yt = a*b* — bz 6

L.a proportion () est done exacte . puisn elle conduit & 'éauation (61 qui est exacie . puisqu elle nest
autre que [éanation de lellipse
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nera au point a sommet de 'ellipe, une tangente 5, laquelle droite ¢ sera perpendi-
culaire au grand axe «a’'; on unira le second sommet « (fig. 16) avee le point a
(donné sur Pellipse) par une droite qui coupera la tangente § en un point z; on
divizera la droite az en deux partics égales par un point m; en unissant les points m
et 2 par une droite, on anra la tangente demandée.

VL

7

fitant donnés une ellipse A ct son grand axe ad’ et ses foyers fet ' (fig. 17);
ayant men¢ en les sommets « et a” des droites 5 et 5" perpendiculaires & 'axe aa' ;
avant tracé du foyer f comme centre et 1° avec le rayon fa un cercle D, et 2° avec
le rayon fa' un cercle C; si par le foyer f on mene dans le plan de P'ellipse A une
perpendiculaire au grand axe ad, cette perpendiculaire coupera le cercle D en un
point y, Pellipse A en un poiut z et le cercle C en un point z.

Sil'on mene des tangentes aux cercles D ot G et respectivement aux points y et z,
on aura des droites parallcles entre elles et au grand axe ad’.

La tangente en y an cercle D coupera la droite § au point m , et la tangente en z
au cercle G coupera la droite 5" au point m'; et, d’aprés ce qui a 6té dit ci-dessus, on
sait que la droite mm' scra tangente en ax a T'ellipse A.

Or il est évident que I'on a :

ma :-(7 et  md: :aff-q
donc Pon a: o
ma-+m'a’ =aa'=1e grand axe de I'ellipse A.

Si l'on avait mené une tangente au sommet b, extrémité du petit axe delellipse A,
celte tangente aurait coupé la droite § en un point n et la droite 4" en un point m’,
et 'on aurait évidemment :

E—}— nd =bb = le petit axe de I'ellipse A.

Si au contraire on considére le pointa, extrémité du grand axe ad’, la tangente
en ce point se confondra avee la droite 9 et coupera la droite 5" a Uinfini.
On peut done énoncer, d’aprés ce qui précede, le théoréme suivant :

TuroriME. Etant donnés une cllipse et sen grand axe, ayant mené des tangentes
et 5 aux extrémités de ce grand axe, si Uon construit la tangente en un point X de
. ) . 4 ’ Yoy oo

Cellipse, cette tangente coupera les droites 5 et 5" en les points m ¢t m': et Uon aura

3
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f°ma +ma <aa, sile e point X se prq;ette sur le grand axe entre le centre de Uellipse
et lun de ses foyers; 2° ma -+ m ‘m'a’ = aa’ si l2 point x se projette sur ['un des foyers ;

3° ma--m'a’ > aa’ si le point x se projette sur le grand axe entre Uun des foyers et le
sommet adjacent a ce foyer.

§ VI
Propriétés principales de Uhyperbole.

Nous n’aurons pas besoin, en nous occupant de I'hyperbole, d’entrer dans tous
Jes détails de construction, ainsi que nous 'avons fait lorsque nous nous sommes
occupé de Tellipse; car il est évident que nous devons retomber sur les mémes rai-
sonnements géométriques, et dés lors il est permis d’abréger, tout ce qui a ét¢ dit
au sujet de Iellipse étant bien compris.

Etant donnés unc hyperbole A, ses deux asymptotes Tet I'{ fig. 18) et son axe
transverse aa’ supposé prolongé indéfiniment a droite et a gauche des deux sommets
a eta'; ayant mené en chacun des sommets a et ¢’ des tangentes & 'hyperbole, on
aura deux droites 9 et 4’ perpendiculaire a 'axe ad’.

Cela posé :

Si T'on considere 'hyperbole A comme la base ou section droite d’un ecylindre
vertical X, nous pourrons couper ce cylindre S par un plan P ayant la tangente 4
pour trace horizontale H*, et I'on obtiendra pour section une hyperbole E ayant la
courbe A pour projection horizontale E*.

Nous pouvons prendre sur la droite ad’ un point d, ct le considérer comme le centre
d’un cercle D, tangent a la courbe A en son sommet a, ct les deux courbes D, et E
seront enveloppées par un cone S, qui sera en général oblique et dont le sommet s,
se projettera horizontalement en un point s,* distinct du centre d, .

I sera toujours possible de placer la courbe E sur deux cones de révolution , ayant
chacun pour axe de rotation une droite verticale; et en effet, prenant un point 2* sur
Phyperbole A ou E*, et menant une tangente en ce point, ellp coupera la droite § ou
H" en un point m; déerivant de ce point m comme centre et avec ma pour rayon, un
cercle & , il suffira de mener du point 2* deux tangentes au cercle &, et ces tangentes
couperont laxe aa’ en deux points f et /' qui seront équidistants des sommets a et a'.
en sorte que on aura ﬁ:ﬁ

En cffet (fig. 19 :

Quel que soit le point a* pris sur I'hyperbole A, une construction analogue nous
conduira toujours & déterminer les mémes points f et f'. Si donc nous considérons
le point situé & U'infini sur I'une des branches dela courbe, la tangente en ce point ne
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sera autre que 'asvmptote [ ou I, laquelle coupera la droite 4 en un point p, et décri-
vant du point p comme centre et avec pa pour rayon un cercle J, les deux tangentes
mendes a ce cercle § et dupoint situé a I'infini, et par conséquent mendées a ce cercle §
parallélement a Pasymptote I', couperont I'axe transverse aa’ en les fovers f et s el
il est évident par la fig. 19 que I'on a fa=J"d (¥).

Cela posé :

Ces deux points ou foyers fet [ seront tels que si Uon déerit ( fig. 18):

1° Du point f comme centre et avec ﬁ pour rayon un cercle D ;

2° Du point /' comme centre et avec fa pour rayon un cercle C', les courbes D
et E seront enveloppées par un cone S dont le sommet s se projettera orthogona-
lement en f et les courbes C' et E seront enveloppées par un cone S’ dont le sommet
s' se projettera orthogonalement en f' (voy. la fig. 18).

On lit de suite sar I'épure (18): 1° que les deux cones S et S’ ont leurs sommets
situés au-dessus du plan horizontal; 2° que ces deux cOnes ont méme angle au
sommet ; par conséquent toutes les génératrices droites de ces deux cones feront
le méme angle « avec le plan horizontal et le méme angle % avec une droite ver-
ticale.

Par conséquent, si 'on prend un point z sar 'hyperbole E, et si 'on projette sur
laxe vertical du cone S', 1°le sommet s du cone S en p, et 2° le point a de I'hy-
perbole E en ., on voit de suite que 'on aura :

(*) Ayant construit les foyers f et f' de I'hyperbole, cherchons la valeur de la distance de 'un de ces
foyers au centre de la courbe.

Je dis que I'on aura : BT————-—()—; (fig. 19 bis ).

Désignons (-)Epar a et?z})- par b.

Menons par le foyer fune paralléle a gp et coupant la droite mo en un point m.

Sil’on joint les peints @ et m par une droite, je dis que cette droite est paraliele a ¢p.

Eneffet,on a: fq—‘= fﬁomme tangentes menées d’un méme point extéricur f au cercle 4.

Et comme les droites fm et pg sont paraliéles par construction, ainsi que les droites fg et po, il s'ensuit
quel’ona: .

mp = qf=fa
de plus, ona: »
N N AN TN

pfo=pfg et pfg={po
AN

Done les angles pfo et fpo sont égaux, par conséquent le triangle fop est isocéie; ot 'on a:

of =op
Et puisque :

uf =mp, cna: ao=om
donc les droites am et fp sont paralleles, ce qu'il fallait démontrer.

Or op=oa’Fap’=a'+ v donc  of = V@b
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S@,— px,= constante = K.
et comme 'on a:

sx cosi=swx, et ST . COS L=
il §’ensuit que :
(s'x—sx)= -
COs 1
et comme P'on a:
Sx.eoss=f2" ot  sr.cosz=[r"
on aura:
—— —  K.cosz
fx" — fx" = ———— = constante,
€os

Et comme cela a lieu, quel que soit le point 2", on voit que pour le sommet ¢ on
aura:
— K. cos«

ad’ =
€o8 ).

Ainsi, 'on peut énoncer le théoréme suivant :

Tugoriye. Dans Uhyperbole, la différence des rayons vecteurs est constante et elle
est égale a U'axe transverse.
Et comme pour un autre point ” de I'hyperbole E* ou .\, on aurait un autre

cercle §' qui conduirait aux mémes foyers f et f', on voit de suite sur la fig. 18 que
I ey

Pona: fa"m=f'z"m.
On peut donc énoncer le théoreme suivant :

Tukoriye. Pour une hyperbole, la tangente en un de ses points divise en deux parties
égales Uangle des deux rayons vecteurs se croisant en ce point.
Ce qui précede nous permet de construire par points une hyperbole.

Construction par points de Uhyperbole.

Etant donnés axe transverse aa’ et les foyers fet f* d’une hyperbole ( fig. 19 ter
on meénera par I'un des sommets a une droite § perpendiculaire & 'axe transverse

vd's de divers points m, m’,... pris sur la droite 0, et avec les rayons ma, m'a, ...
on décrira une suite de cercles 3, &',... tous tangents entre cux et au point a; des
foyers fet f"on meénera des tangentes & ces cercles d,... lesquelles se couperont
respeetivement en les points x, «',... qui appartiendront a I'unce des branches de
hyperbole, et les droites ma, m'a’,... seront des tangentes a cette branche en les
points x,x’,. ..
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Les points @, 2',... que nous obtiendrons apparticndront a la demi-branche de
zauche de 'hyperbole, ainsi qu’a la partie de cette branche qui est située au-dessous
de P'axe transverse aa’; cependant on doit remarquer qu’en faisant croitre les rayons
des cercles 8,... depuis zéro, il arrivera que pour un certain rayon r,, le cercle ¢, sera
tel, que les tangentes qui lui seront mendes des fovers fet f7, seront paralleles et
donneront la direction de 'asymptote a 'axe inférieur de la branche de gauclie de
Ihyperbole ; en prenant un cercle 3 d’un rayon »’ > », les tangentes & ce cercle
iront se couper a droite de la tangente 5 et détermincront par lear inlersection un
point de I'arc supérieur de la branche de droite de 'hyperbole ; pour obtenir les arcs
supérieurs de la branche de gauche et inférieur de la branche de droite de Phyper-
bole , il faudrait tracer des cercles 9,... ayant leurs centres situés sur la partie de la
droite § qui est au-dessus de 'axe transverse ada'.

Déterminons maintenant la longueur r, du rayon du cercle J, pour lequel lex
tangentes qui lui sont menées des foyers fet [” se trouvent paralléles entre eiles.

Supposons le probléme résolu (fig. 19 quater ), les tangentes fy et f'y" au cevele 3,
scront parailcles ; dés lors la corde yy’ scra un diametre de ce cercle et ce diametre
yy' coupera la droite 9 en m,, centre du cercle ¢,.

Joignant les points f et m., f' et m,, on aura deux triangles fum, et fam,, tous
deux rectangles en a.

Les triangles fam, et fym, seront égaux et superposables, on aura done :

N Pas
ymf= fma

De méme les triangles af'm, et f'y'm, seront égaux et superposables, on aura donc :

A ey
am,f' = f'my'

Or pour que les tangentes fy et [’y soient paralleles, 1l faut que les quatre anyles
P T NG N
yfmx’ fma, amf', f'my’,

s N

valent en somme deux angles droits , il faut donc que les deux angles fima et am f*
~

valent en somme un angle droit; en d’autres termes, il faut que l’zmg‘ieﬁz, f ot
droit.

Pour déterminer le centre m, du cercle 3,, on devra donc décrire sur ff’, comme
diamétre, un cercle % qui coupera la droite § au point m,, centre demand¢, et i
sera la longuear du rayon r. La tangente au point ., intersection des rayons
vecteurs paralleles fx, et f'z, (ce point z, étant dés lors a Dinfini ), passe par le
centre m, du cercle d,; et il est évident que cette tangente ou asymptote pass¢ pil
Je point o, milicu de I'axe transverse ad.
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Awmnsi I'on vérifie les résultats déja connus , savoir :

1° Que 'hyperbole a denx asymptotes passant par le centre o de cette courbe;

2° Que ces asymptotes font des angles égaux avec P'axe transverse ad’ de la
courbe

3* Que désignant par a le demi-axe transverse aa’ et par b la longueur du rayon
r,,0na:

of=VaeFr
§ VIIL

i on peut tracer une série de cercles D, D', D”,... tangents entre eux et
I'hyperbole A et en son sommet a.

On pourra envelopper 'hyperbole E et chacun de ces cercles par un seul cone, et
'on aura ainsi une série de cones S, ', S",... qui seront tous obliques, excepté
deux qui seront de révolution ; ce seront ceux dont les sommets se projettent ortho-
gonalement en les foyers fet f' de 'hyperbole A.

Les rayons des cercles D, D', D”,... iront en grandissant, enfin on aura un cercle
de rayon infini, ct ce cercle ne sera autre que la droite §; dés lors le cone envelop-
pant I'hyperbole E et le cercle § de rayon infini ne sera autre que le plan P de
I'hyperbole E. Mais sur ce plan, qui va jouer ici non-seulement le réle de surface
conique, mais celui encore d’une surface conique appartenant a la série des cones
S, 8, 87,... il devra exister un point tout particulier qui sera appelé a jouer le réle
de sommet de cone.

Cherchons ce point.

Sinous déterminons la projection horizontale de ce point sommet, en employant
un certain point de '’hyperbole A, elle sera toujours la méme pour tout autre
point pris sur cette hyperbole.

Or si 'on considere le point situé a U'infini sur I'une des branches de I'hyperbole
A, la tangente en ce point sera I'asymptote I, laquelle coupera la droite §, consi-
dérée comme tangente au sommet a de 'hyperbole, en un point p ( fig. 20).

Et si nous décrivons du point p comme centre et avec pa pour rayon , un cercle 3,
il coupera la droite 6§, considérée comme un cercle de rayon infini et appartenant
a la série des cercles D, D', D”,... en le point r.

Or si 'on unit le point r avec le point situé & U'infini sur 'hyperbole, il faudra
mener par ce point r une paralléle a I'asymptote I', et cette paralléle coupera
évidemment Paxe transverse aa’ en le point o, second sommet de I'hyperbole
A; ce point @' sera done la projection horizontale et orthogonale du sommet a,
de I'hyperbole E située dans 'espace sur le plan P; ce sommet a, sera donc le point
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qui, sur le plan P, doit jouer le role de sommet de la surfice conique que ce plau P
est appelé a jouer dans la série des cones S, S', S”...

Cela posé :

It est évident que si 'on prend un point 2* quelconque sur hvperbole A, si Pon
meéne en ce point " une tangente a la courbe, elle coupera la droite 5 en un point m
( fig. 20); ot si du point m comme centre et avec ma pour rayon on décrit un
cercle €, lequel coupera la droile § en un point ¢, la droite qui unira les points
a* et y ira passer par le point a', second sommet de 'hyperbole donnée A.

On peut donc énoncer le théoreme suivant :

TutorkME. Etant donnés une hyperbole et ses deux sommets a et a'; ayant mend wu
premier sommet a une droite 9 perpendiculaire & Uaxe transverse aa'; si Uon unit par
une droite le second sommet a' avee un point X" quelconque de Uhyperbole, cette droite
coupera la droite § en un point v et la tangente a hyperbole en X" divisera en dewr
parties égales la droite ay.

R
§ IX.
Diverses maniéres de construire la tangente en un point d'une hyperbole.

Premiére construction. Ltant donnés une hyperbole et ses asymptotes, son axe
transverse et son centre, ainsi que ses foyers [ et f', pour construire la tangente en
un point z de cette courbe , il suffira (fig. 21) de mener les deux rayons vecteurs

fxet f'x et de diviser en denx parties égales 'angle fxf’; la bissectrice sera la tangente
demandée.

Deuziéme construction. Etant donnés une hyperbole, son axe transverse et ainsi
ses deux sommets a et o, et aussi ses deux foyers f et f, pour construire la tangente
en un point x de cette courbe, on décrira d’un des foyers f comme centre et avec fa
pour rayon un cercle D (fig. 22); on unira les points et f par une droite qui
coupera le cercle D en un point y, et I'on ménera en ce point y une tangente au
cercle D, laquelle coupera la tangente § (menée au sommet a de 'hvperbole® en un
point m3 la droite mx sera la tangente demandée.

Troisicme construction. Etant donnés une hyperbole et son axe transverse, ol
ainsi ses denx sommets « et @', pour construire la tangente en un point x de la
courbe ( fig. 23), on ménera d’abord la tangente 9 au premier sommet « (la droit> 5
est perpendlculan'e a l'axe transverse), ensuite on unira le point x et le second
sommet @' par une droite qui coupera la droite § en un point y ; divisant la dr oite my

en deux parties égales par un point m, la droite mx sera la tangente demandée.
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¥tant donnés sur le plan horizontal de projection une hyperbole A, ses soramets
w el d, ses foyers fet f' et ses asymptotes Tet I' { fig. 2%), déerivant d’un des foyers
/ conmue centre, avee fa pour rayon, un cercle D, et déerivant avee fa” pour rayon
i cerdle G, si Pon méne par le foyer f une perpendiculaire i Uaxe (ransverse ad/,
cette perpendiculaire coupera le cercle D au point y et le cercle C an point o',

Kt si Pon méne cn les points ¢ et 3 des tangentes aux cercles D et C, on aura
deux droites paralltles entre clles et  laxe transverse ad’, lesquelles couperont
respectivement les tangentes § et 4" menées a Uhyperbole donnée A en ses sommets
a of ', enles points m et m'y d’aprés tout ce qui précede il est évident que la droite
mm’ sera tangente a Phyperbole A en le point x projetée orthogonalement en le
foyer f.

Désignant ma par r et m'd’ par »', on voit de suite que comme ma == af et que
m'a'==df, on aura : v + 1 = ad'.

Désignons aa’ par 2a et désignons par 26 le double de la portion de la tangente §
comprise entre le sommet a et 'asymptote I.

On aura des lors : ad == 2a et ad=b.

Or b peut avoir trois valeurs différentes comparativement a a; on peut avoir:
"b>a, 2°b=—a, 3’b <a.

Quel que soit le rapport entre 6 et a, lorsque 'on considérera sur 'hyperbole A
le point z qui se projette orthogonalement en son fover f, on aura toujours:

r—r—2a

Loreque 'on considérera le point de I'hyperbole situé a Uinfini, alors la tangente
en ce point ne sera autre que asymptote I, et 'on aura:

r=—ad=>b et '=dd=b e r—r=0

.,
I

Lorsque I'on considérera le point a sommet de 'hyperbole, alors la tangente en
ce point ne sera autre que la droite 6, et 'on aura évidemment :

'

r=0 et 7r=—= done rle—r=2=1

Nous pouvons donc éncncer le théoréme suivant :

{*) On voit que pour Pellipse la sommne (r--r') va en augmentant depuis une quantité linéaire égale au
petit axe jusqu'a Pinfini, et que prur hyperbole cest la différence (r'—r) qui va cn avgmenlant depuis
zéro jusqu'a Pinfini,
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THEOREME. St en un point quelconque d’une hyperbole on méne une tangente cou-
pant les tangentes § et §' mences aux sommets a et &' de la courbe en deuz points m
et m', on aura toujours : 1° (E—m’_a') plus petit que Uaxe transverse pour tous les
poiats situés entre le point qui est a Uinfini et celui qui se projetie orthogonalement en
le foyer ; 2°(ma—m'a ') €gale a Uaxe transverse pour le point qui se projette orthogo-
nalement en le foyer ; 3° (rna— m'a ) plus grand que Uaze transverse pour tout point
situé entre le sommet et celui qui se projette orthogonalement en le foyer.

§ XL
Propriétés principales de la parabole.

Etant dounés une parabole A ( fig. 25}, son sommet « ct son axe infint X, nous
menerons au sommet ¢ une perpendiculaire & 'axe X, ef nous aurons la tangente 4
~n le sommet de la parabole.

Cela posé:

Si I'on prend un point d arbitraire sur 'axe X, el que de ce point d comme centre
et avec Ja_pour rayon, on décrive un cercle D prenant sur la droite § un point m
arbitraire, et menant de ce point deux tangentes, I'une au cercle D et le touchant
eny, et I'autre & la parabole A ct la touchant en z*, la droite y2* ira couper 'axe X
en un point s*; et en vertu de tout ce qui a été dit précédemment, il est évident
que le point " sera la projection horizontale du sommet s du cdne oblique qui enve-
loppe le cercle D et la parabole E dont A est la projection.

Or si du point m comme centre et avec ma pour rayon on décrit un cercle &, il
passera évidemment par le point y, et en ce point y les deux cercles D et € se cou-
peront rectangulairement. Pour que les points d ct s" se confondent, il faudra que la
droite yz" soit une tangente au cercle §

Si donc (fig. 26) on meéne d'un point 2", pris arbitrairement sur la parabole
donnée A, deux tangentes au cercle &, 'une d’elles viendra couper l'axe X au
point f, et Vautre ira couper 'axe X en un point que je dis étre situé & I'infini, en
sorte que la seconde tangente sera parallele a I'axe X; nous démonirerons plus
tard U'exactitade de cette assertion.

Mais quelle que soit la direction de la seconde tangente, ct par conséquent que le
second foyer soit situé & Vinfini ou non, il nous est dunontrc que la normale z'q
divise en deux parties égales 'angle formé par les deux rayons vecteurs se crosant
an point z" considéré sur la parabole.

On peat done énoncer le théoreme suivant :
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[nEoRENME. Pour les trois sections coniques, ellipse , parabole et hyperbole , la nor-
male et la tangente en un point de la courbe , divisent en deux parties égales U'angle ou

le supplément de langle formé par les dewx rayons vecteurs qui se croisent en ce
neint,

s NI

%

W74

KRemarquons quelorsqu’on avait une ellipse ou unce hyperbole, on pouvait imme-
diatement construire les foyers; car puisqu’il suffit d’employer une tangente quei-
conque a la courbe donnée pour obtenir le cercle €, il suffit de connaitre, a priori,
une tangente autre que celle qui répond au sommet de la courbe, pour pouvoir
résoudre le probléme.

Or, pour I'ellipse, on sait que la tangente menée a 'extrémité du petit axe est
parallele au grand axe de T'ellipse; or pour 'hyperbole, on sait que Pasymptote
st la tangente au point situé a U'infini sur la courbe.

Mais pour la parabole, nous ne connaissons pas, d priori, de point autre que le
sommet pour lequel la direction de la tangente soit connue ; nous ne pouvons donc,
guant a présent, construire le fover f( fig. 26, quoigque I'existence de ce foyer se
trouve démontrée.

y NI

v/88

€

L'existence d'un foyer étant démontrée pour la parabole, nous pourrons .
1°(fig. 27) du foyer f comme centre et avecﬁ pour rayon décrire un cercle D;
2" couper le cylindre vertical X ayant la parabole A pour section droite par un
plan P ayant la tangente 9, menée au sommet « de la courbe, pour trace horizon-
tale H"; nous prendrons le plan vertical de projection parallele a axe infini X de la
parahole.

Cela posé:

Nous construirons le cone de révolution S ayant son sommet en s, lequel cone s
cnveloppe le cercle D et la parabole E , section faite dans le cylindre 3 par le plan P
L cette parabole E se projettera horizontalement et orthogonalement snivant la pa-
rabole donnée A). Vov. I'épure (fig. 27).

Cela posé:

Le cone S ayant son sommet s projeté sur le plan horizontal en le fover f de ta
parabole A, nous menerons par ce sommet s un plan horizontal R qui conpera le

plan suivant une droite Q. Des lars, Q" sera perpendiculaive & Iaxe infini X de lu
parahole donnée A.
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Le plus, la fig. 27 nous dit que le triangle s'a’q* est 1socele, et gu'amnsy 1 on a .

—

~

Cela posé:

Prenons un point  arbitraire sur Pellipse E, menons par ce point 2 un plan hori-
zontal; il coupera la génératrice extréme G (lu cone S en un point i, et I'on aura la
droite sz de I’ cspace égale a s"i” ; on pourra donc poser : sw==$"I".

La distance zq du point x & la droite Q sera une droite perpendiculaire a Q et pa-
rallele au plan vertical de projection, cette distance sera deés lors égale a x°¢".

Cela posé :

Je dis que 'on aura toujours , quel que soit le point x considéré sur la parabole E

Sz ou si=aq
En effet :

Les deux triangles s'a"q” (invariable) et x*a’® (variable) sont 1soceles, et 'on a:

et i

et x'¢"=da"" donc $=sx=ua"¢"

G
<
©
@

sa’ =a'q

Toutes les génératrices du cone S font avec le plan horizontal le méme angie
on aura donc:
Sx.cCosa=[fx"

Le plan P fait avec le plan horizontal le méme angle «, la droite zq est une Ligne
de plus grande pente de ce plan P, elle fait donc avec le plan horizontal un angle
on a donc:

hh

xq.cosa==1a"q
Or

st=wxg donc fr=aq
Et cela aura lieu quel que soit le point z pris sur la parabole E. La droite Q" est
dite directrice de la parabole A.
On peut donc énoncer le théoreme swivant :

TutoriME. Etant donnés une parabole A, son axe infini X, son sommet a et son joyer 1.
ayant mené une droite Q" perpendiculaire a l'azxe X et @ une distance du sommet a égale

a fa si Lon prend un point quelconque X* sur la courbe A, les distunces de ce point X
an PoYER fet & la DIRECTRICE Q" seront éqales.
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§ XIV.

Le qui précede nous permet de construire le foyer f d’une parabole A/ fig. 28 -
dont on connait 'axe infini X et par suite le sommet @ et la tangente 4 en ce sommet.

Et en effet :

Prenons un point z sur la courbe A et menons la droite zz paralléle a 'axe X et
coupant la tangente § au point m.

Du point m comme centre et avec ma pour rayon, décrivons un cercle € et me-
aons par le point x une tangente a cc cercle £, clle coupera 'axe X au point f et
eile touchera ie cercle 8 au point y.

imagmons la directrice Q , nous aurons par hypothcse :

Zf=wb, b= ad=af (silepoint festle foyer:

Mais par construction, on a :
zi=zy et yf=fa

On retrouve done la propriété -ﬁ_—_-_ﬂ)-

Aingi, pour construire le foyer d’unc parabole A, 1l suffira de décrire d'un
point m arbitraire pris sur la tangente § menée au sommet « de la courbe et avec un
rayon ma un cercle &, lequel coupera la droite 4 en un point z; on ménera en ce
point z une tangente au cercle &, laquelle scra parallele a I'axe infini X et coupera
ja parabole A en un point x ; menant de ce point x une seconde tangente au cercle ¢,
elle coupera 'axe X en un point fqui sera le foyer demandé.

De ce qui précede nous pouvons conclure que, pour la parabole, le sccoud foves
est toujours situé a I'infini, puisqu’il devrait se trouver a l'intersection de 'axe «
et de ia tangente xz; de plus on voit que la tangente au point 2 passe par le centre
m (u cercle §, 'on pout donc énoncer le théoréme suaivant :

TntoriME. Si par un point X d’une parabole A on trace une perpendiculaire a le
tungente 9 menée en son sommet a, ces deux droites se couperont en un point z, et lc
tengente au point X de la parabole coupera la droite za en deux parties égales.

Ce gui a été dit ci-dessus nous permet de construire par points une parabole.

§ XV,

Construction par points de la parabole.

Etant donnes le sommet g et le foyer f d’une parabole (fig. 28 bis ;, ou ménera
par le sommet « mne droite 5 perpendiculaire a la droite indéfinie fu; on prendra
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sur Ja droite 4 une suite de points m, m',... et de chacun deux comme centre et
avee ma, ma,... pour rayons , on décrira une suite de cercles &, €',... Lous tangents
enire enx et au point a; ces cercles €, €,... couperont la droite 9 en les points =,
z,...; par Je foyer fon menera une tangente a chacun des cercles &, €,... et pa
chacun des points z, z’,... on menera des paralléles & 'axe infini fu; la tangente fx
coupera la paralléle zz en un point z qui appartiendra a la parabole , et la droit
mx sera tangente en z a cette parabole.

§ XVI.

Un peut placer la parabole E située dans I'espace et ayant la parabole A powr
projection horizontale, sur une infinité de cones obliques ayant chacun pour trace
horizontale un cercle tracé sur le plan horizontal et tangent & la parabole A en son
sommet a.

On pourra donc tracer unc série de cercles D, D', D”,... tangents entre eux et a
Ja parabole A en son sommet a, et I’on aura une série de cones S, ', S”.... enve-
loppant respectivement la parahole E avec les cercles D, D', D”. ..

Mais I'on peut concevoir que 'un de ces cercles D, D',... ait un rayon infini; des
lors ce cercle ne sera autre que la tangente § menée au sommet « de la parabole
donnée A ; dans ce cas le cone qui enveloppe la parabole E et le cercle (de ravon
infini ) 5, ne sera autre que le plan P de la courbe E.

Ce plan P jouant le rdle d’une surface conique appartenant a la série des cOnes
S, S, S”,... devra avoir un point particulier qui puisse étre considéré cornme
sommet.

Pour construire la projection horizontale de ce sommet, il fandrait d'un point z*
de la parabole A mener une tangente a cette courbe; cette tangente couperait la
tangente § en un point m, ct décrivant du point m comme centre et avec ma pour
rayon un cercle §, ce cercle & couperait la droite 9, jouant le role d'un cercle de
rayon infini, en un point z, et unissant les points = et z" par une droite, elle irait
couper 'axe X en un point qui scrait la projection horizontale du sommet demandé.

Mais toutes les droites telles que z'z sont paralleles & 'axe X, par conséquent
le sommet demandé est & Vinfini, et le plan P doit étre considéré comme unc
surface cylindrique, dans la série des cones S, S/, 8"
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8 XV
Diverses manieres de construire la tangente en un point d wie parabole

De ce qui précede on peut déduire trois constructions de la tangente en uu pome
donné sur une parabole.

Premicre construction. Etant donnés une parabole A, son axe infini X et sou
sommet «, et son foyer f, pour construire la tangente en un point z [ fig. 29, ou
menera le rayon vecteur fx, la droite xp parallele a 'axe X, et 'on divisera Uangle
P
fxp en deux parties ¢gales par la normale dz; la droite xt perpendiculaire a i«
normaie xd sera la tangente demandée.

Deuxicme construction. Etant donnés (fig. 30) une parabole A, son axe X, son
sommet a , son foyer f, pour construire la tangente en un de ses points x, on décrira
du fover f comme centre et avec ﬁpour rayon un cercle D; on menera au sommet
a une perpendiculaire § & 'axe X (cette droite § sera tangente en le sommet a a la
parabole A); on unirale foyer fet le point z par une droite coupant le cercle D en
un point y; en ce point y on ménera une tangente au cercle D, laquelle coupera la
droite § en un point m; la droite qui unira les points m et x sera la tangente
demandce.

Troisiéme consiruction. Etant donnés une parabole A, son axe infini X et son
sommet ¢, pour construire la tangente en un de ses points  (fig. 31), on ménera la
tangente § au sommet a; on menera par le point « une droite parallele a 'axe X,
laquelle coupera la tangente § en un point z; on prendra le milieu m de la droite az.,
ot en unissant les points m et x par une droite, on aura la tangente demandée.

Directrices de Uellipse et de lu parabole.

La propriété dont jouit la parabole d’avoir un foyer et une directrice , doit con-
Auire a penser que les deux autres sections coniques possedent des directrices.

Et en effet, en suivant la méme marche que pour la parabole, on arrive de suite
a démontrer I'existence de ces droites directrices pour Uellipse et I'hyperbole.

Pour Uellipse :

Etant donnée une ellipse A sur le plan horizontal de projection { fig. 32) , ayant
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construit les fovers f et f' et les deux cones de révolution S et S qui enveloppent
Vellipse E de I'espace, et chacun des cercles D et C’, en menant par les sommets s
et s' des cones S et S des plans R et R" horizontaux , ces plans couperont le plan P
de Vellipse E suivant les droites K et K', dont les projections K" et K" scront jes
directrices de 'ellipse A ou E".

Pour le démontrer, prenons un point x arbitraire sur Pellipse E; menons par cc
point x et dans le plan P une perpendiculaire a la droite K’ et coupant cette droite
en un point¢'; comme la droite ¢’ est paralléle au plan vertical de projection, elic
se projettera en véritable grandeur en z%g".

On anra donc :

J/,qv — qurr

De plus, en prenant un point quelconque z sar Pellipse K, on voit que toutes
les droites telles que x¢” seront des lignes de plus grande pente du plan P et feront
donc avec le plan horizontal un angle constant qui sera égal d/ﬁgiﬂ que le plan P
fait avec le plan horizontal , et qui sera dés lors égal a angle s°¢”z", que nouns dc-
SIZNErcns par .

En projetant la droite 2" sur le plan horizontal, on aura :?{fz. et des lorson
aura :

2 ="2q . cos\=z°¢" . cos
Cela pose:
Menant par le pomnt x un plan horizontal, il coupera la génératrice extréme du
«one 8 en un point i, et 'on aura : s'i' == "¢, puisque la droite s'i’ est parallele au

plan vertical de projection; de plus, I'on sait que les droites s'z et s'i' sont égales |
on a done:

JV

sx=s"i
Toutes les droites 'z, quel que soit le point 2 sur Pellipse E, font le méme angie
avec le plan horizontal , angle qui est égal a I'angle ¢"s*i", que nous désignerons

par »5 en sorte que projetant la droite s’z sur le plan horizontal , on aura :

ik T

§ixt =§x.co8 z=5"". COS »

L))

Or en verta des triangles semblables a”2"" et s”¢"a’", on aura, quel que soit fe
point 2 sur ellipse E

———— == constante = B
" v
q X
N X i ~ N V ,
De plus, 1l est evident , par Ja figure, que 'ona : 2 < a3 par conseguent Fou «
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D apres ce qui précede, on voit que 'on aura .

s a" COs &
~ = constante = B .
qvh COS %

8

Et I'on aura de plus s™a" << 2"q™, car si I'on prolonge la verticale passant par le
point ¢ jusqu’en { sur la droite s"¢"”, on a évidemment : s*l <Clg", en vertu de ce
' A
quelona: A <<a.

Ainsi, 'on aura toujours pour Uellipse E, B <C1, et pour ellipse A 'on aura :

coSs
B

. <A1
€os )

Ge que l'on a fait en considérant le cdne S', on peut le répéter pour le cone S, ei
f'on démontre ainsi que lellipse A a deux directrices K™ et K*, perpendiculaires a
son grand axe, situées en dehors de la courbe et équidistantes des foyers fet f de la
courbe.

Pour Uhyperbole :

Placons 'hyperbole E ( fig. 33 ) (située dans un plan P et projetée horizontalement
en 'hyperbole A ayant ses foyers en fet '), et chacun des cercles D et C* ( décrits
des foyers f et f' comme centre et avec fa et f'a pour rayon) sur deux cones de
révolution S et S’ ayant pour sommets les points s et s

Cela fait

Menons par les sommets s ct s’ des plans horizontaux R et R’ coupant le plan P
en les droites K et K'.

Si nous prenons un point z sur I'’hyperbole E, en menant par ce point x un plan
hiorizontal, lequel coupera la génératrice extréme du cone S en un point i, on aura

CR

sSr=—s81=28"1

En menant du méme point , et dans le plan P, une perpendiculaire a ta droite K
2t Ja coupant en un point ¢, on aura:

=T

Les deux trangles s'a’q® et a*«*i® étant semblables, on aura, quel que soit |
point =

i
-—— = consfante = L
quv
1 I sera plus grand que 'unité, car il est évident que dans le triangle s‘a’q®, langle

) A
sns on » est plus petit que 'angle eng¢® ou 2, ainsi on a: L>1
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Toutes les droites sz font avec le plan horizontal le méme angle »; en projetant
sz sur le plan horizontal , on aura :

ST .CO0Su=— thh

Toutes les perpendiculaires xq font avec le plan horizontal le méme angle 5 en
projetant zq sur le plan horizontal, on aura:
xq. cos)=a'q"

On aura donc, quelle que soit la position du point « sur hyperbole E:

" cos ).
I =L.
e COS 2

. . cOS X o s
et 'on voit de suite sur la figure que : L . o5 Sera plus grand que I'unité.
o

Au lieu de considérer le foyer fetle cone S, on pourra considérer le foyer [ et
le cone S’ et par suite la droite K', et 'on aura des résultats identiques.

Ainsi, il se trouve démontré que I'hyperbole A a deux directrices K* et K™ per-
pendiculaires & son axe transverse, équidistantes de ses foyers f et f' et situées entre
ses sommets a et a' (*).

(*) Etant donnés une section conique A (ellipse, hyperbole, parabole), son axe X ( cet axe X étant le
grand axe de ellipse, ou l'axe transverse de I'hyperbole, ou Iaxe infini de la parabole) et I'un de ses
sommets a situé surl'axe X et le foyer f le plus proche de ce sommet , on peut trés-facilement construire
la directrice de celte conique A, qui correspond au foyer f.

En effet:

Nous avons vu que la conique A pouvait &tre regardée comme la projection orthogonale d’une conique E,
et qu’en tracant un cercle C ayant [e point f pour centre et ayantf&:pour rayon, on pouvait envelopper
les deux courbes C et E par un cone droit S dont le sommet s se projetait horizontalement en le foyer 7.

Nous avons vu que si par le sommet s du cdne S on menait un plan horizontal , il coupait le plan de la
courbe E suivant une droite K qui, projetée orthogonolament sur le plan horizontal { qui n’est autre que
le plan de la courbe A), donnait la directrice de la conique A.

Or, en verlu de ce qui a été dit dans la premiére partie (§ V), sil’on inscrit dans le cercle C un hexa-
gone dont les trois couples de c6lés opposés soient composées de lignes paralléles, le pdle sera le centre /
de ce cercle, et sa polaire sera a Vinfini.

Le plan de la courbe E sera donc coupé par le plan horizontal mené par le sommet s du cone S suivant
une droite K qui, étant considérée comme polaire, aura pour péle , par rapport a la courbe E, le point en
lequel I'axe sf de ce cone S sera coupé par le plan de cette courbe E.

Or la projection K* de la droite K est la directrice de la conique A ; done le foyer f sera le pdle de la
courbe A, K* étant la polaire.

Pour construire la directrice K*, il suffira donc de mener par le foyer f une perpendiculaire a 'axe X et
coupant la conique A en un point o. Menant en z une tangente ¢  cette conique A, cette tangente viendra
couper P’axe X en un point p, et menant par ce point p une perpendiculaire Kb a 'axe X , on aura la direc-
trice de la conique donnée A.

7
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§ XIX.
Tout ce qui précede nous permet d’énoncer le théoreme suivant :

Tneonive. Si Uon a une suite de cones de révolution S, Sy 5, ayant wéme axe
de révolution A, sil'on coupe ces cones par autant de plans P, P, P, ... que Uon voudra
et dirigés d’une maniére arbitraire dens espace, toutes les sections coniques que Uon
obtiendra se projetteront sur un plan Q perpendiculuive & L axe A suivant des sections
coniques ayant un foyer commun quine sera autre que le point { en lequel le plan Q conpe
laxe A; de plus, en menant par chacun des sommets des cones S, S, S”,... wn plan
perpendiculaive al'axe A, on aura une série de plans qui couperont respectiveinent les plans
P, P, P”,... suivant des droites dont les projections orthogonales sur le plan Q seront
respectivement les directrices des diverses sections coniques tracées sur ce plan Q ei ayani
le pointf pour foyer commun; de sorte que pour chacune des sections coniques tracées
sur le plan Q on connaitra immédiatement le foyer f ei la directrice qui y correspond.

On peut encore énoncer les deux théorémes suivants:

Tukorive (fig. 42). Etant donnée une série dellipses A, A'y A",... ayant méme
sommet a et méme foyer £, leurs grands axes étant superposés sur la droite indéfinie fa
le lieu des extrémités de leurs petits axes est une parabole ayant le point { pour foyer
et la droite indéfinic af pour axe infini et dont le sommet est le milieu de la droite af.

Taeoriye (fig. 42 ). Etant donnée une série d'hyperboles A, A', A”,... ayant
t

méme sommet & el méme foyer f, leurs axes transverses étant superposés sur la droite
indéfinie af , le lieu des extrémités de leurs axes non transverses est une parabole ayant

nour aze infini la droite indéfinic af , ayant pour sommet le point milieu de af, et ayant
le sonunet o, comun awr diverses hyperboles A, ... pour foyer *).

§ XX.

Des focales des sections conlques.

Lovsgue nous avons dtudié les propridtés dune seetion conique A (cllipse.
hyperbols ow parabole ), nous avons va qu'en considérant cette courbe A comme
ctant asection droite ¢un exlindre vertical X, et qu’en coupant ce eylindre par an
plan P suisant ane seetion conique B (qui étalt une cllipse, ou une hyperbole, ou
unie parabole , suivant que la courbe donnde A ¢tait une cllipse, ou une hyperbole
ouw une parabele 7, nous avons vu, dis-je, que 'on pouvait envelopper la courbe E

(*) Voyez la note A & la fin de la seconde partie de ce mémoire.
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vt des cercles D et €7 deerits des foyers [et f* de la courbe A comme centres , avec
frz et ja pour ravens les points a et @ étant les sommets de la courbe A, ellipse
o hyperbole), par denx cones de révolation et avant chacun son axc de rotation
perpendiculaire au plan horizontal, ¢’est-2-dire au plan sur leguel se trouvait tracée
la courbe A.

Nous avons vu de plus que lorsgue la courbe A était une parabole (cequi établis-
seit que la courbe B était une parabole ), nous avons va, dis-je, gu’en vertu de ce
que la courbe A navait qu'un scul foyer f(Pautre ¢tant situd a Pinlini), on n’avait
que le cercle D déerit du foyer £ comme centre et avee fa pour rayon ( le point «
¢tant le sommet de la parabole A), et que ce cercle D el la parabole E étaient tou-
jours cnveloppés par un cone de révolution dont Uaxe de révolution ¢tait vertical,
¢’est-a-dire perpendiculaire au plan de la parabole A.

Nous avons vu de plus que les sommets de ces cones de révolution se projetaiont
orthogonalement sur le plan de la courbe A, en les foyers de ceiie courbe AL

Cela ¢tant rappelé :

Sinous nous en rapportons a la construction des sommets s ¢t s'des cones de révo-
lution SetS'( fig. &, 18 ¢t 27), nous devons remarquer gque nows avons démontré, en
prenant un point arbitraire sur la courbe E, que Ion avait tonjotrs : 1° sa - s =

constante, lorsque Ia courbe L était une cllipse; 2° sx — s'2 == constanle, lorsque la
vourbe E était une hyperbole; et 3° sz ==xq, lorsque la courbe E dtait une parabole
‘sx sx Gtant ld distance du sommet du cdne de révolution 8 au point x de la para-
bole E, et xq étant la distance de ce méme point 2 4 la droite Q perpendicenlaire &
axe infini de la courbe E).

En sorte que les sections coniques n'ont pas toujours lears foyers situds sar lear
plan, puisque tout en démontrant I'existence des foyers fet f* pour Uellipse ou I'hy-
perhole A et la propriété dont jouissent les foyers , savoir : que la somme ou la diffe-
rence des rayons vecteurs est constante, on trouve que pour la section conique E
“ellipse ou hyperbole ), les sommets set s” des cones de révolution ( sommets qui
sont situés hors du plan P de la courbe E jouissent, par rapport ala courbe E, des
mémes propriétés dont jouissent les points fet f' (situés sur le plan de la PourbcA\,w
par rapport aux divers points de cetie courbe A.

Nous sommes donc tout naturellement conduit a penser qu'il doit exister une
suite de points hors du plan de la cowrrbe E qui jouissent des mémes propriétés
dont jouissent les foyers I et I/ situés sur le plan de cette courbe E.

Examinons donc si, en effet, il existe unc courbe dont les points puissent ¢y
considérés comme foyers d’une section conique k5 ; et si cette courbe existe en effet,
nous Ini donnerons le nom de focale de la seclion conique E.
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§ XXI.

Reprenons I'ancienne fig. 10 ou 12 ; nous construirons la fig. 34, dans laquelle
I'ellipse donnée E, située sur un plan P perpendiculaire au plan vertical de projec-
tion, sera projetée horizontalement en lellipse A ou E*; en sorte que la courbe A
sera la projection orthogonale de la courbe E.

Nous pouvons déterminer les fovers f et /" de la courbe A et construire des lors
les cones de révolution S et S" qui enveloppent la courbe E avee les cercles D et €
(nous n’avons représenté sur la fig. 34 quele cone S).

Cela posé:

Nous pourrons prendre le plan P pour nouveau plan horizontal de projection, ia
droite V* devenant une nouvelle ligne de terre L'T"; et il est évident que le plan Z
perpendiculaire au plan P, et passant par le grand axe ad del’eliipse E, sera paraliele
au plan vertical de projection.

Il est encore évident que ce plan Z coupcera lellipse E suivant son grand axe ad,
Vellipse A suivant son grand axe aa’, et que ce plan Z contiendra le sommet s du
cone S et coupera ce cone S suivant ses deux génératrices cxtrémes sa et sa; de
phus, ce plan Z coupera le cercle D suivant un diamotre ai.

Cela posé :

Nous pourrons ne considérer que les lignes situées dans ce plan Z et examimer
leurs relations de position , parce (ue sil’on fait passer par une droite perpendicu-
laire au grand axe de I'ellipse E une suite de plans Q', Q”, Q",... toutes les projec-
tions orthogonales A’, A", A”,... de Ucllipse E sur ces divers plans, scront des
ellipses ayant leur axe parallcle au petit axe de I'ellipse E qui aura méme longuear
que ce petit axe.

En sorte que désignant par a ct b le demi grand axe et le demi petit axe de
Pellipse B, parda’, d', «”,... les demi grands axes des ellipses A’y A7, A, les
demi-axes de ces ellipses seront :

a =a.cosz et b pour la courbe A’

' =a.cos" et b ... . ...\
0" =ua.cosx" et b .. . . A"
ote. cte.
ay 2y 2 ... dlant les angles que les plans Q' Q7 Q,... fout respectivement

avec le plan P de la courbe E.

Nous pourrons donc construire de la maniére suivanie la fig. 35, qui donne toutes
les lignes situées dans le plan Z.

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 OLI 43


file:///afig

— 53 —

Surad (ou 2a) qui est ¢gal au grand axe de I'ellipse E considéré comme diametre.
nous tracons un cercle d.

Menant du point a une corde aa’ du cercle g, cette corde (si elle est plus grande
que 2b qui est la valeur du petit axe de I'ellipse E ) sera le grand axe de I'ellipse A,
projection orthogonale de Pellipse E sur un plan Q faisant avec le plan de cette

N
courbe E un angle égal 4 : d'ad ou ».

L’ellipse A ayant un petit axe ézal a celai (20) de la courbe E, nous pourrons
construire sur aa' les points fet f', qui scront les foyers dela courbe A.

Prenant fr= fa nous construirons sur la droite ad' le point r, et élevant par le
poinf fune perpendiculaire & la droite ad’, cetle perpendiculaire sera coupée par la
droite rd en un point s qui sera le sommet d’un céne de révolution S passant par
Pellipse E.

On pourra donc construire de la méme maniére autant de points s ue Lon
voudra ; et 'on doit remarquer que si 'on meéne par le point a une paralicle a la
droite srd, elle coupera la perpendiculaire mende a la droite ad’ par le second fover
f'en un point §" qui sera le sommet d’un cdne derévolution § passant aussi par lu
courbe E.

En sorte que pour chaque corde ¢a’ du cercle 3, on construira deax points s et s
appartenant a la focale de V'ellipse E ; et ces points s et s" seront des foyers extérieurs
et conjugués de la courbe E (ils seront dits extérieurs, parce qu’ils sont situés hors
du plan de ia courbe E ; ils sont dits conjugués , parce qu’ils sont les sommets des
deux cones de I‘GVOIUthH S et S, qui sont les seuls que I'on puisse construire en
considérant séparément chacune des eilipses A, A',... projections orthogonales de
I'ellipse E). Parmi toutes les cordes que 'on peut mener du point @ dans e cercle 3, i
y en aura une al qui sera égale au petit axe 26 de Uellipse E. Cetle corde sera
alors le grand axe de Vellipse A, , projection orthogonaic de I'cllipse E ; mais cette
ellipse A, ayant son petit axe égal a 26, il s’ensuit que cette courbe A, ne sera autre
qu'un cercle , ou une ellipse dont les axes sont égaux et dont les foyers se confondent
en un scul et méme point.

Dés lors pour cette courbe A, , les cercles analogues aux cercles D et C' construits
pour chacune des autres ellipses A, A, A”,... sc confondront avec cette courbe A,
en un seul cercle ; et dés lors le cone de révolution S, , qui passera dans ce cas pu
Pellipse E, ne sera autre qu'un cylindre de révolution enveloppant a la fois et ic
cercle A, et Pellipse E 5 et la construction nous dit, en effet, que dans ce cas le
sommet s, de ce cone S est situé¢ a I'infini, car ce point s, n’est autre que le point
d’intersection de la droite d/ et de la perpendiculaire menée a la corde al en son
milicu y 3 or cette perpendiculaire n’est autre que la droite yo (le point o' étant e

Document numérisé par la Bibliotheque universitaire Pierre et Marie Curie - UPMC - Cote : 60 OLI 43



milicu de ad); par conséquent il est évident que les droites yo et dl sont  paralleles.

Si I'on menait dans Ja courbe § et par Je point @ une corde qui fit avee ad un angle
plus grand que lad, on aurait 'axe d’une cllipse A, dont le second axe (perpendicu-
laire au plan Z) serait égala 20, et dans ce casle grand axe de Pellipse A serait ¢gal
a 26 et serait perpendiculaire au plan Z ct non situé dans ce plan Z, comme cela avait
lieu pour les ellipses A, A', A”,...; dés lors les foyers de cette ellipse ne scraicat plas
situcs surle plan Z, ct les constructions précédentes ne pourraient plus étre exéeutées.

si lon trace le cercle ¢ en entier, on pourra mener par le point a une corde qui
fasse avee ad, mais en dessous, le méme angle o que la corde aa’ fait avec ad, mais
en dessus, et il est évident que I'on trouvera deux points s, ct s,” qui seront situés
par rapport & la droite ad ou ayen ordre inverse, mais symdtriquement par rap-
port & cette droite 2y avee les points s et §5 la courbe licu des points s et " est donc
svmétrique par rapport a la droite ‘ad ou xy; elle passe par les foyers F et ¥ de
“ellipse; elle est composée de deux branches infinics £ et £, 'une £ est le lieu des
points s..., lautre £ est le lieu des points s'...; cherchons maintenant Ja nature
gé(‘n’nétriquo de la courbe focale £E'.

i nous ¢ sidérons un point quelcongue s de la courbe £2', on aura les deux rayons
vecleurs sa ¢ ad et 'on voit de suite qu’en vertu des constructions précédentes,

On A s == §r.
Si donce, queile que soit la position du point s sur la courbe £, on a :
E: constantie,
on en conclura que Pon a:
sd — sa = constante,
et que dés lors la courbe 22" est une hyperbole ayant son axe transverse situé sur la
droite indéfinic ad ct ayant les points a ct « pour foyers.

Cherchons done si, en effet ,—r-fl est constant. Elevons par le point o, milicu de la
corde o, une perpendiculaire & cette corde, et prenons on==b (b étant le demi
petit axe et de l'ellipse E et de sa projection orthogonale A).

Joignons les points fet n; joiznons les points £ et o' (o étant le milicu de ad ..

Cela fait, on a:

=0

(l_UT:: a

a=d=ua. cos
fo=Va" =t

=V @' —ar=\T MTQ

0 f—*\/fo ~Lou = a b —-1‘- @t —a _J/a b=l
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Ainsi, off est constant, quelle que soit la corde ad’ que Von considere dans e
corcle 4.

Nous pouvons douce énoncer le théoreme suivant :

Tukonive. Si lon projetie orthogonalement une ellipse ¥ sur une suiie de plans Q.
Q' Q",... passant tous par lu tangente en Uun des sommets de cette ellipse E (le sommet
considéré cuant Cextrémité du gread axe de la cowrbe B, les foyers des diverses
elfipses A, A, A7, ... projections orthogonales de li courbe B, seront tous situés sur un
rerele o ayant pour centre le centre de la courbe B et pour rayon la denii-distance
exisiunt entre les foyers de cetie méme courbe i,

Ce cercle 8 sera sitné duns un plan 7 perpendicutuire au plan de Uellipse B et passera

pur le grand aze de cette courbe.

Cela posé :
Les denx triangles fuo” of rad étant sembiables, on a:

rd i ad o ey

rd: 2 :2\//(12;_!)—"‘ L

VAT =2 T =T

Ainsi, rd est constant ct ¢gal & la distance qui existe entre les Joyers Fet I de
Vellipse E.

Nous pouvons donc aflirmer que Uhyperbole 22 a pour sommets les foyers ¥ et |
del'ellipse E, et pour foyers les sommets a ot d de la méme courbe I,

Remar/q\uons que la droite fs divise ; par construction, en deux pariies ¢gales
Pangle asd ; or cette droite fs est Maxe du cone de révolution S5 nous pouvons done
énoncer le théoreme suivant :

Tutorise. Les axes des divers cones de révolution qui passent par ure elliyse ¥ gone
wangents @ Uhyperbole focale 2" de cette ellipse, et le sommet de chacin de ces cones
est précisément le point en lequel la vocsre &2 est touchée par Uaxe du cone considere

Si par les points s et 8" sommets des cones de révolution S et 5, points qui sont.
ainsi que nous lavons dit plus haut, des foyers extéricurs et conjugués de Pellipse b
fig. 35, nous menons des plans Tet I' perpendiculaires au plan Z el anx anes sf
ot ¥ des cones S et S/, ces plans conperont le plan Z suivant les droites si ot 57 .
lesquelles seront paralleles, parce que les axes Tfus_'f’ sont paralltles.

Ces plans T et I’ couperont done le plan de Pellipse B suivant des droites | et |
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perpendiculaires au grand axe ad de Uellipse E, et ces droites I, et [,’ passeront res-
pectivement par les points i et .

Or, comme les triangles sia et s'i'd sont égaux , puisque : 1° sa est parallle a s'd
et lui est égale, attendu que nous savons que le quadﬂatere sas'd est un parallélo-
gramme ; et 2° que si est parallde asi, puisque les axes sj et s j sont parali¢les,
on en conclut que Pon a: ia =1 d.

Amsi, les directrices I, et 1, de ellipse sont équidistantes des foyers F et F' de
cette courbe E.

Et I'on pourra dire que les directrices équidistantes des foyers F et F' de I'ellipse E
sont des directrices conjuguées , tout comme nous avons dit que les foyers s et «
étaient conjugués.

Or, comme nous savons que pour un point  de l'ellipse E on a toujours, quel
que soit ce point z :

?a?-{—_s’—a'v = conslante, (n
of que si'on abaisse du point z une perpendiculaire sur les directrices I, et I, cou-
pantI,en get I'eng’, ona:

-s:—- =K (2)
X
ot
2 =K ()
zq'

an voit que 'on déduira des équations (2) et (3):
=K -:-v? et sz=K. ;‘?
2t en vertn de 'équation (1), on aura :
sz Jz=K .xq-K'.zq = constante. (%)
Or 1l est évident que cette équation (&) ne peut exister qu’autant que I'on a:
K=K
fle résultat a lieu en effet, car les triangles sai et §'di’ étant égaux, on a:

0
—_= g donc en effel: K=K
at di

Cela dit :

Si l'on prend deux points, I'un s sur la branche ¢ de I'hyperbole focale, et
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'autre s’ sur la seconde branche £ de Ia méme courbe, nous voyons que Pon 2ura
toujours, quelle que soit la position du point z sur I'ellipse E :

sx + s'x == constante,

lorsque les points s et s seront des foyers extérieurs et conjuguds, lorsque des
Jors ces points s et s’ seront équidistants du plan de la courbe E. Mais si les points s
ot s’ sont arbitrairement pris sur hyperbole £, aura-t-on toujours :

sx - sx = constante?

(Pest ce que nous allons chercher.

En se rappelant les théorcmes de MM. Quetelet et Dandelin , on sait que si Fox
imscrit une sphére O a un cone de révolution S el a un plan sécant P, le point de
contact f du plan P ct de la sphere O est le foyer de la section conique E sujvant
laquelle le plan P coupe le cone S.

On doit aussi se rappeler que la sphére O touche le cone S suivant un cerele g, et
que si 'on méne du sommet s du cone S une droite a un point z quelconque de fa
courbe B, cette droite coupera le cercle § en un point d, en sorte que la droite sx
sera composce de deun partics dz et sd; la partic dz variera de longucur avec fa
position du point x sur la courbe E, mais la pzn‘ticm scra constante quel (e soil
le point z de la courbe E; de plas, joignant le point x avee le fover f, on sait gue
Pon a: 792:?[?1:_

Cela dit :

En imaginant I'hyperbole focale &' de VPellipse E, si Pon prend deux points
arbitraires, I'un s sur 'une des branches £ et Pautre s swr autre branche £, fe i<
que on aura toujours :

sz —-s'z = constante ,

car désignant par a ct d les sommets de la courbe E, nous powrons inscrire
cercle A dans le triangle sad ct un cercle A dans le triangle s'ad, et 'on sait que A
touchera ad en un point F et A’ touchera ad en un point ¥'; et ces points F et
scront les foyers de Vellipse E et les sommets de 'hyperbole focale g2

De plus, le cercle A touchera les cOtés sa et sd cn les points met ., et le cercle A
touchera les coOtés s'a et s'd en les points m’ et ' en sorte que si 'on prend un
point & sur Vellipse E, 'on aura :

s = xl'-sm
s

se=uaF'+s'm
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Onoa done évidemment :
sw+se=(xF 4+ xF') 4+ (sm-sm’) = constante,
cat o salt ques
xF 4 2T’ = constante = ad
el que

sm+ s'm’ = constante,

uedic que soit la position du point z sur Uellipse E. (Voyez le Cours de géométrie
descriptive, 2° partic.

Ainsi, nous sommes assuré que, quelle que soit la position des poinlz s ct &
sur Puyperbole focale, on aura toujours :

sx -+ s'x = constantc. (&)

Or, pour construire ( fig. 36, la dircctrice de Pellipse E correspondant au point s,
i fuut mener par ce point s une normale a I'hyperbole focale et venant couper la
draite ad en un point i. On fera la méme chose pour le point &, et 'on aura le point i'.
Des lois les droites et I perpendiculaires au plan Z et passant par les points i ct ¢
seront des directrices de Vellipse E par rapport aux foyers extéricurs situés sur la
£y st du point  de Pellipse IZ on mene des perpendiculaires aux droites I of
I, oo aurac:

foraks

xq et aq¢ or wxqg=a'i et xq=ux"1

et nous aurons dés lors:

s sz ,
—= K et = K
h xhi’
ebeonane e
2"t 42"’ = @’ = constante (b)

a1 voit quen vertu des équations (a; et (b; on devra avoir : K =K'
Ainsi, il est démontré que, quelle que soit la position des fovers s et s' sur {'hy-
perbole focale, on aura toujours :

i peul done ¢nonceer le théoréme suivant ( fig. 37) :

Futorine. Liant donnés une hyperbole €2, son axe transverse F¥' et ses foyers uw i

d, i fon prend sur la branche 2 un point s et sur la branche € un point %', si Lo
constrait en s et 3 les tangentes 5 et 5 a Uhyperbole , si Lon méne les droites sa et ='d
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ot les normales en s et s’ a Uhyperbole , ces normales coupant Uaxe FF', lune en s et
Pautre en my', je dis que si ’un point quelconque x de la droite ad on abaisse des per-
pendiculaires, 'une sur la tangente § et qu’on la prolonge jusqu’en  sur la droite o, ot
Pautre sur la tangente §', et qion la prolonge jusgw’en ' sur la droite 8'd, je dis que
l'on aura towjours , pour tout point X (situé sur ad entie les points a et )

s ¢
xm axm

On peut encore énoncer le théoréme suivant (fig. 38 ):

12

Tatorive. Etant donnée une hyperbole, si par divers points s, s, 8",... de et
courbe , on mene les normales N, N, N",... a cette hyperbole, ces normales eoupant
l'axe transverse en les pointsn,n',n",. .5 si Conunit le foyer V de Uhyperbole aver les
points s, s', 8",... on aura toujours :

Tn T

(") Les diverses normales sn, s'n’, s"n",... (fig. 38 ) menées & hyperbole sont les enveloppces d’unv
~ourbe €£" symétrique par rapport a 'axe transverse de ’hyperbole ( puisque cette hyperbole est elle-méme
symétrique par rapport a cet axe), et elle a un point de rebroussement en un certain point I situé sur Naxe
iransverse.

Chacun des points de la courbe €< étant déterminé par Pintersection de deux normales successives el
infiniment voisines, se trouve étre un centre de courbure de 'hyperbole. Le point de rebroussement I sera
Jonc le centre de courbure de la branche * de I'hvperbole pour son sommet a3 et Pon aura ¢'aprés be
théoreme ci-dessus : .

L
F{

La directrice de I'ellipse E {dont ’hyperbole 227 est la focale) ayant FF/ pour grand axe et les puints «
2t @' pour foyers, aura pour directrice relative au foyer a' une droite L perpendiculaire a laxe FF' et
passant par le point /, et comme nous savons déja que pour Pellipse, K est plus petit que Punité | on a -

aF <CFI

Nous pouvons donc déja conclure que pour une hyperbole son centre de courbure £, pour son sommet .
est situd sur Paxe iransverse et au dela du foyer F.

Et comme nous savons qu'en tracant un cercle J inscrit au triangle ¥'s'F. le point s* ctant arbitrame-
ment pris sur 'hyperbole focale, ce cercle touche FI7 au point a, fover de Uellipse E, et que la droile pqg.
;ui unit les contacts de ce cercle # avec les cotés ST et E'_.lT‘, passe par le point {, ¢’est-a-dire par le point
en lequel la directrice L de Pellipse E perce son grand axe proiongs , on voit de suite que cette propriéle
nous fournira une construction tres-simple du centre de cowhure { dune hyperbole £2 pour son sommat «

(fig. 38).
Ayant construit le point I, centre de courbure d’une hyperboie donnée par son teacd el dont un connai:
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§ XXII.
Focale de Uhyperbole.

Ayant discuté en détail la focale de Iellipse, nous pourrons abréger fa discussion
relative a la focale de 'hvperbole et aussi celle relative a la focale de la parabole.

Des lors étant denndée une hyperbole E sur le plan horizontal, avant pour centre
le point o', pour sommets les points a ct d et pour foyers les points ¥ et F' ( fig. 39),
nous pourrons ne considérer que la figure tracée dans le plan vertical M passant par
I'axe transverse de celte courbe E.

Nous désignerons le demi grand axe ao' de I'hyperbole E par a, son demi petit
axe pur b (appelant demi-axe une droite qui, menée par le centre o et perpendicu-
laivement a I’axe transverse, a pour longueur la partie de la tangente 9 menée au
sommet « de la courbe qui se trouve interceptée entre ce sommet a et 'asymptote I).

Nous tracerons sur I'axe transverse ad comme diamétre un cercle §, et sur ao’
rorame diametre un cercle g

Par le point ¢ nous menerons une corde arbitraire ad’ qui sera coupée par le
rerele ¢ en un point o milieu de cette corde.

La corde aa’ sera la projection verticale sur le plan M de Uhyperbole A, laquelle
hyperbole A est sur le plan P ( perpendiculaire au plan M et ayant pour trace sur
ce plan M la corde aa’), la projection orthogonale de Thyperbole E; de plus cette
sorde ad’ sera I'axe transverse de la courhe A.

ies sommets @ et @ et les foyers I et ¥/, on pourra construire la normale en un point quelconque s' de
cette hyperbole (fig. 38), car on meénera la droite s”F et I'on construira la droite 'n'" au moyen de la pro-
portion :

Fa':S'F  IF : Fa
¥t en joignant les points n'/ et s on aura la normale au point §” de la branche #’ de I’hyperbole donnée.

Construction par points de Phyperbole.

e qui précede nous permet de construire par points une hyperbole dont on connait (fig. 36 bis ) I'axe
rransverse FF et les foyers a et d.

En effet :

On décrira sur F' comme diametre un cercle ¢; du foyer @ on meénera une séeante arbitraire coupant
le cercle € aux points fet /7 ; on élevera en en fet f' deux perpendiculaires 5 et 5 "alasécante af'; on portera
sur cette sécante «f’ les distances [r fr= fa et f r'= f act lon aura les deux points r et#'; les droites rd
#t r'd couperont respectivement les perpendiculaires et ' en les points s et s qui appartiendron,t a
Ihyperbole.

Pour obtenir les asymptotes de Phyperbole on ménera par le foyer a deux tangentes au cercle &, et le
:suchant I'une au point ¥ et Pautre au point y', les droites o'y et o'y’ seront les asymptotes demandées.
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Les fovers fct f de Uhyperbole A seront ¢videmment dans le plan M et situés
sur la corde ad', et je dis qu’ils seront de plus sur le cercle ¢ décrit du point o comme
centre et avec o'F pour rayon.

En effet :

Menons par le point @ une droite perpendiculaire a la corde ad’, et prenons sur
cette perpendiculaire une 10ngueurz:b == le demi petit axe de 'hyperbole E.

Nous aurons:

I étant le foyer de I'hyperbole E, on aura:
Fo'=a'4-¥
Si fest le foyer de I'hyperbole A, on a:
o' b
Dans le triangle rectangle aoo’, on a:
00'=a0"— a0’ =a'— a"
Dans le triangle rectangle foo', on a :
[ ="To"+ 00" = (a"+-b") + (@'~ a*) = g+ P= o F
Ainsi, 1l est démontré que les fovers f,... et f',... des diverses hyperboles A, ...
projections orthogonales de I'hyperbole E sur les divers plans P, ... perpendiculaires

au plan M et ayant pour trace horizontale la tangente § en le sommet a de I'hyper-
bole E, sont tous distribués sur le cercle & ().

{*) Nous avons vu que les foyers des projections orthogonales d’une ellipse E ou d’une hyperbole E, ,
sur les divers plans P, P/, P",... passant par la tangente en 1'un des sommels @, extrémité du grand axe
de l'ellipse E ou extrémité de 'axe transverse de hyperbole E,, étaient tous placés sur un cercle € situé
dans le plan M, qui, passant par le grand axe de 'ellipse E ou I'axe transverse de 'hyperbole E, , était
perpendiculaire au plan sur lequel était tracée cette courbe E ou Ey, et que ce cercle ¢ avait pour centre
le centre de la courbe E et E,, et pour rayon la distance de ce centre a I'un des foyers de cette courbe E
ouE,.

L'hyperbole donnée E, se projette toujours sur les plans P, P’, P,... suivant une hyperbole dont I'axe
transverse est toujours située dans le plan M; mais ['ellipse donnée E se projette sur les plans P, P', P",...
suivant deux séries d’ellipses, les unes ont leurs grands axes situés dans le plan M, les autres ont leurs
grands axes perpendiculaires a ce plan M.

Et le passage cnire ces deux séries d’ellipses, projections orthogonales de 'ellipse E, est déterminée
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Cela dit, démontrons que les sommets s des cones de révolution qui passent par
Phyperbole I sont tous situés sur une ellipse tracée dans le plan M et ayant FF
pour grand axe ct les points a et d pour foyers.

Il faut donc démontrer que P'on a:

sa —+ sd = constante.

Or si Pon prolonge la droite sd jusqu’a sa rencontre avee la corde ad’, on aura

par une ellipse A,, projection orthogonale qui est telle, que ses axes sont égaux, c'est-2-dire par une
ellipse A, qui n’est auire qu’un cercle.

On voit done que pour Pellipse E les foyers de ses projections orthogonales sur les divers plans P, P/,
P",... doivent ¢tre distribués sur deux courbes, I'une qui ne sera autre que le cercle ¢, et lautre qui sera
une courbe a double courbure g , que nous atlons déterminer.

Prenons (fig. 39 bis) pour plan vertical de projection le plan M, et ne tracons sur le plan horizontal
que la demi-ellipse E, qui se trouve en avant du plan M.

Désignons par ¢ le demi grand axe et par b le demi petit axe de Ia courbe donnée E.

Le demi petit axe b sera perpendiculaire a la ligne de terre LT.

Les peints f et /7 étant les foyers de P'ellipse donnée E, le cercle € aura pour diamétre?ﬁ

Menant par le sommet @ de Uecllipse £ une série de droites V=, V', V' .., on aura les (races verticales
des plans P, P!, P",., sur lesquels on doit projeter orthogonalement l'ellipse donnée E.

Décrivant surw, grand axe de l'ellipse E, et comme diametre un cercle &, ce cercle placé dans le plan
vertical de projection (ou dans le plan M) interceptera sur les droites V?,... des cordes, qui seront les
grands axes des ellipses projections orthogonales de I’ellipse E.

Menant par le sommet @ une corde qui soit égale a 2b (petit axe de l'ellipse E), on aura une tangente
au cercle ¢,

A partir de cette corde, toutes les demi-cordes menées par le point ¢ dans le cercle 4, seront plus petites
que b, ct des lors on aura pour projections orthogonales de I'ellipse E, des ellipses dont le grand axe sera
constant et égal a 28, et qui sera perpendiculaire au plan vertical de projection (ou perpendiculaire au
plan M), en sorle que les foyers de ces ellipses seront situés hors du plan vertical de projection M.

1l est évident que tous ces foyers sont distants du point @ d’une quantité égale & b (demi petit axe de
Jellipse donnée E).

11 est encore évident que tous ces foyers sc projettent verticalement sur le cercle &', qui passe par les
milieux des cordes qui sont menées dans le cercle € par le point @, point qui est situé sur ce cercle €. 1
est aussi évident que les cercles € et 4’ sont tangenls au point a.

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

TutorEME. La courbe v (a double courbure), liew des foyers des projections orthogonales d'une
ellipse donnée B, sur les divers plans passant par la tangente § en son sommet a { extrémité du grand
axe), est, lorsque les ellipses projections orthogonales ont leur grand axe dirigé perpendiculaire=-
ment au grand axe de Vellipse L, une courbe a double courbure qui west autre que Uintersection
d'une sphére S décrite du sommet a comme cenlre et avec un rayon égal aw demi pelit axe b de
Pellipse E, el sur un cylindre s de révolution ayant pour section droile le cercle décrit sur le demi
grand axe de lellipse E comme diamétre , ce cylindre ayant ses géncratrices droites paralléles au
plan de Uellipse E,

Ainsi le cylindre > a une de ses génératrices droites qui passe par le centre de la sphére S, et son rayon
est plus grand que celui de cette sphere,

Ce qui précede nous conduit tout naturellement a examiner quel est le liew des foyers des ellipses
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le point a, ; et il est évident que I'on aura : sa=sa, , puisque fa droite sf est une
perpendiculaire sur ad’.

Pour démontrer le théoréme énoncé, il suffit done de prouver que la droite ad.
est constante de Jongueur.

Les deux triangles afo’ et aa,d sont semblables, puisque 'on a:

of=%aa, et ao'=]

=

cad

3

Dés lors les droites fo' et a,d sont paralleles,
La similitude de ces deux triangles donne la proportion suivante :

da.:of:ad:va ou da:Va+b :i2a:a dou: da=2VdFb=TT

I

projections orthogonales d’une ellipse donnée E , sur les divers plans passant par la tangente 5" menée en
extrémité n du petit axe de cette ellipse E.

Dans ce cas les foyers de toutes les ellipses projections arthogonales seront situés sur des droites paral-
leles au plan M, qui, passant par le grand axe de Uellipse donnée E , est perpendiculaire au plan de cette
courbe E.

Dés lors tous ces foyers seront sur un cylindre de révolution ayant la tangente 6 pour une de ses généra-
trices droites , et ayant pour section droite un cercle 4/ dont le diamétre sera égal au demi petit axe b de
ellipse E.

Bn outre tous ces foyers seront sur une sphére dont le centre sera en le point n et dont le rayon sera
égal au demi grand axe a de Uellipse E.

Ainsi lorsque les plans sur lesquels ’on projette orthogonalement une ellipse E passent tous par la tan-
gente 8 mende au sommet «, qui est Uextrémité du grand axe de cette courbe E, les foyers des ellipses
projections orthogonales sont situés sur deux courbes, l'une est plane, c’est un cercle, P’autre est a double
courhure.

Lorsque les plans sur lesquels 'on projette orthogonalement une ellipse E passent tous par la tangente &
menée au sommet qui est Uextrémité du petit ase de cette courbe E, les foyers des cllipses projections
orthogonales sont situés sur une seule courbe qui est & double courbure.

Cetle courbe & double courbure est, dans le premier cas , intersection de la sphére S ayant son rayon
égal au demi petit axe de Ucllipse E et d’un cylindre = de révolution dont I'une des génératrices droites
passe par le centre de cette sphére, et dont le diamétre de la section droite est égal au demi grand axe de
la méme courbe E; et dans ce premier cas la courbe intersection de la sphére S ¢t du eylindre T est une
courbe d’arrachement.

Dans le second cas la sphere 8 a pour rayon le demi grand axe de 1ellipse E, ct le eylindre ® a pour
diamétre le demi pelit axe de la méme courbe E; dans ce second cas la courbe intersection de la sphére S
et du cylindre T est composée de deux branches ou courbes fermées , branche d’entrée et branche de
sortie.

Enfin 2i au lien de prendre une cllipse E on prenait un cercle E et qu’on le projetdl orthogonalement sut
une suite de plans P, P, P",... qui paszeraient tous pur une droite ¢ tangente en un point a de ce cercle E,
on obtiendrait une suite d’cllipses projecticns erthegonales dont les foyers seraient sur la courbe intersec-
lion £ d'une sphere S ayant le point @ pour centre ct pour rayon le rayon ¢ du cercle donné E, et sur un
cylindre = de révolution dort les génératrices droiles seraient paralléles a la tangente § ( laquelle tangente
5 serait une de ses génératrices droites }, et dont la seclion droite aurait pour diamétre le rayon ¢

En sorte que cette courbe d'intersection # aurait un point muliiple qui ne serait antre que le point en
tequel la sphere S et le eylindre & sont tangents ['un & Pautre,
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Ainsi, il se trouve démontré que le lieu des sommets des cones de révolution qui
passent par Uhyperbole E est une ellipse £ ayant pour sommets les fovers F et F' de

cette hyperbole E, et pour foyers les sommets ¢ et d de cette méme courbe E.
~ .
De plus, comme la droite fs divise en deux parties égales I'angle asa, , la droite fs

sera une tangente a 'ellipse £. Démontrons maintenant que Vellipse € est la focale de
Phyperbole E.

Avant I'hyperbole A, projection orthogonale sur le plan P de Phyperbole E, les
foyers f et f' de 'hyperbole A ¢tant déterminés et situés, comme nous le savons,
sur le cercle €, nous meéncrons par ces points f et f” et dans le plan M des perpen-
diculaires & la corde aa’ ou V7, en un mot a 'axe transverse de U'hyperbole A, et
ces perpendiculaires couperont Uellipse £ en les points s et s’

Nous voyons donc de suite que les points s ¢t s’ sont les sommets des deux cones
de révolution S et S qui passent par la courbe E ct nous reproduisons la fig. 18,
en sorte (ue pour un point quelconque z de la courbe E, on aura :

s'x — sz = constante.

Les points s et s seront dits foyers conjugués et extérieurs de 'hyperbole E.

En menant par les points s et s des plans perpendiculaires aux axes sfet s/f" des
cones S et S, ces plans couperont le plan de 'hyvperbole E suivant deux droites |
et ' qui seront les directrices de Phyperbole E par rapport et respectivement aux
fovers conjuguds s ct s

11 est évident que les droites 1 et I' sont équidistantes du centre o de la courbe E.

En construisant une sphere tangente au cone S et au plan de 'hvperbole E, on
démontrerait, d’apres les théorémes de MM. Quetelet et Dandelin, que cette sphere
est tangente au plan de la courbe E en un point qui n’est autre que le foyer de cette
courbe; et on serait ainsi conduit & la démonstration exposée dans le Cours de
géométrie descriptive, savolr : que si Von prend deux points arbitraires s, et s,’ sur
Pellipse £, on a toujours:

S0 & — Sz = constante )
quelle que soit la position du point @ sur I'hyperbole E.

Nous pouvons aussi, cn appliquant & Uhyperbole E les mémes raisonnements que
ci-dessus (voy. la note , page 56), démontrer que le centre de courbure, de ellipse £
pour son sommet, est précisément le point en lIequel son grand axe est coupé par
la_directrice de hyperbole E, cette directrice étant relative au foyer F de cette

hyperbole E, ¢’est-a-dire au foyer de la courbe E, qui est situé¢ dans le plan de cette
courbe E, etc.
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Construction par points de {"ellipse.

Ce qui préeede nous permet de construwe par points une ellipse dont on connati
le grand axe ct les foyers.

En cffet :

Soient aet d les foyers et ¥ et F' les sommets d'une ellipse & construire ” fig. 39 ter ).

Sur FF ot sur ad comme diamotres, on décrira les deus cercles concentriques
g eto.

Par le point « on ménera une sé¢cante arbitraire coupant le cercle 9 en le point a
et le cercle & en les points fet f', on ¢levera en f et f' des perpendiculaires & la
sécante aa’; on déterminera le point a, en prenant fu, == fu ot le point ¢, en prenant

Cela fait, les droites a.d ct a,'d couperont respectivement les perpendiculaires
“élovées en fet f7) en les points s et 8" qui apparticndront a Pellipse demandée,

§ XX
Focale de la parabole.

Nous avons vu que lorsqu’on avait une ellipse E, le lieu des foversf,... et /...
des diverses ellipses \,... projections orthogonales de Uellipse E sur la séric des
plans P,... passant tous par la tangente § mence au sommet a de la courbe B, ¢tait
un cercle 8 déerit sur la distance FF” (des foyers I et I” de Pellipse) comme diamotre.

{ie cercle & augmentera donc de rayon a mesure que la distance FF grandira, of
des lors il est évident gue si 'on suppose que le foyer F reste fixe et que le foyer ¥
s'¢loigne indéfiniment, I'ellipse E deviendra unc parabole lorsque le foyer F' scra
une distance infinic du foyer F, et le cercle € deviendra une droite perpendiculaire
a axe infini de la parabole, cette droite & passera par le foyer F de la parabole E
ot sera située dans le plan M qui, passant par Paxe infini de la parabole £, est
perpeadiculaire au plan de cette parabole.

Nous pouvons done ¢noncer le théoréme suivant (fig. £0):

Tuionine, Etant donnés une parabole I, son sommet a, son foyer ¥, sa dircetrice 1 :
ayant tracé la tangente 5 en son sommet a5 menant par la droite 5 une série de plans P,
P, P, si Uon projette orthogonalement la parabole K sur chacun de ces plans P, P,
P, ... on obtiendra une série de paraboles A, \', \",... dont les foyers f, {', {7,...
seront situés sur une droite 3, laguelle sera perpendiculuive au plan de la parabole ¥,

9
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et passera par le foyer V' de cette parabole B. Les directrices 1, Uy 17,... des paraboles
A, A, AL seront situées dans un plan Z perpendiculaire au plan de la parabole B et
le coupant swivant la divectrice D de cette parabole E.

Cela pos¢, cherchons la focale de la parabole (fig. 41):

« étant le sommet de la parabole E, F son fover et d le point en lequel sa direc-
frice D perce son axe infini ay ( prenant le plan vertical Z, passant par Paxe infini,
pour plan vertical de projection ), nous menerons par le point ¢ une séric de droites
Ao, AL qui couperont la droite 8 mence par le point F perpendiculairement a xy.

Nous mencerons ensuite une droite y parallele a la droite 8, et cela par un point ¢

situ¢ sur zy de telle maniere que 'on ait : ¢F = Fa.

f.es droites A,... couperont la droite  en des points a,,..., et il est évident que
"on aura :j?‘ —:75,

Siparle point @, on mene une parallele a xy, elle coupera en un point s la per-
pendiculaire menée par le point fa A”.

Les divers points s,... seront les sommets des divers cones de révolution S,...
qui enveloppent la parabole E , donnée sur le plan horizontal.

Or if cst ¢vident quelon a:

sa=sa, sa=s'a/,...

il se trouve donc démontré que le liew des points s, §',... est ane parabole £ avant
xy pour axc infini, avant pour sommet le foyer F de la parabole E et pour foyer le
somnici a de cetic méme courbe K. Les deux paraboles E et £ sont donc identiques,
superposables, seulcment elles sont tourncées en sens inverse, et situées dans des
plans différents rectangulaires entre cux.

On démontrerait, comme pour leilipse, que le point d est le centre de courbure
de la parabole z par rapport & son sommet F. Ainsi Pon peut énoncer le théoréme
sulvant :

Tutorkne. Le rayon de courbure pour le sommet d'une parabole est égal a deux fois
la distance du foyer au sommet de cette courbe.

Et en vertu de ce qui a ét¢ démontré au sujet de la focale : 1° de Pellipse, 2° do
Phyperbole, et 3° de la parabole, nous pouvons encore ¢noncer les théorémes

suivants

Tutonkme. Le liew des sommets des cones de révolution passant par une section co-
nique , est la voCALE de cette section conique.

Treonkne. Les axes des divers cones de révolution , qui passent par une section co-
niaue , sonl dangents G la vocsie de cette section conique.
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Les constructions par points que nous avons données pour ellipse, page 26, pour
Phyperbole , page 36 , et pour la parabole, page hk, peuvent ¢tre appliquées sar le
terrain pour tracer au moyen : 1° de jalons, 2° d’une équerre, et 3° Pune chaine
d’arpenteur, soit une ellipse, soit une hyperbole et soit une parabole dont on connat
sur le terrain la position des sommets ct des fovers, ces points, sommets et foyers ,
étant fixés de position sur le terrain au moyen de piquets ou de jalons , et ces som-
mets et foyers étant les seules choses connues des sections coniques a construire par
points sur le terrain.

Eten effet :

Si( fig. 43)on imagine le cercle 8 tangent a I'axe de Pellipse A et au sommet «, lc
centre m de ce cercle € ¢tant sur la tangente 9 menée a Pellipse A en son somumet A,
nous savons que les tangentes a ce cercle €, lorsqu’elles émanent des deux fovers f
et f" de I'ellipse A, se croisent en un point z de cette section conique A.

Nous savons aussi que la méme construction s’applique & 'hvperbole et & Ia
parabole.

Cela posé:

Il nous serait impossible de tracer le cerele & sur le terrain et de lui construire
une tangente émanant d'un point extéricar donnd; car 'on ne peut pas opérer sur
le terrain (surtout lorsque le rayvon du cercle § sera de plusieurs dizaines de motres
coinme on opere dans le cabinel en fiagant une épure, au moven de la régle, de
I"équerre et du compas.

Sur le terrain, 'on doit fixer les points au moyen de jalonnements ct de longueurs
métrigues portées , dans une direction rectiligne donnde, au moven de la chaine
darpenteur.

Vovons dene comment nous ponsons nous dispenser de tracer sur le terrain o
cercie €, et tracer cependant la direction de sa tangente émanant du fover / de
Pellipse & construire par points.

Sil'on joint le centre m du cercle € avee le fover fpar une droite, la droite zy
perpendiculaire sur mf passera par le point ¢, point de contact de Ia tangente aw
cercle § et émanant da foyer /3 de plas on a: ra=ri.

Nous pourrons donc fixer sur le terrain la position du point y de la maniere
suivante :

Se plagant en station en m sur la tangente 9, tracée, an moyen d’un jalonnement e
de Véquerre d'arpentenr, perpendiculaivement 2 Vaxe ad’ de Velii nse a tracer, etdes
lors tangente cn le sommet a de cotte courbe, nous ferons placer wn piquet ou jalon
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dans e direction mf (f ¢tant T'un des foyers, fixé de position sur le terrain par un
jaton). Cela fait, il scra facile de cheminer du point m dans la direction mfy, et au
moyen de Uéquerre d’arpenteur il sera facile de trouver sur cette direction mf i¢’ point
r par lequel passe la perpendiculaire ar a cette direction mf.

On placera un piquet r; on mesurera avec la chaine d’arpenteur la longueur ar,
en se conservant dans la direction ay au moyen du jalon s, et 'on portera avec la
chaine d’arpenteur la longueur ar de r en .

Le point y étant fixé de position par un piquet, la dircction yf de la premiére
tangente scra détermince.

On fixera de méme le point de contact y' de Ja seconde tangente y'f” au cercie &,
et en faisant cheminer un jalon sur la direction fy, on arrivera a le placer cn z sur
la dircection y'f’. Ce point 2 sera un point de Pellipse demandée.

On changera la position du point m sur la droite § , on recommencera I'opération
et 'on déterminera un nouveau point 2’ de ellipse donnée par les sommets a et @’ et
ses foyers fet .

La fig. % indique les constructions pour U'hyperbole.

La fig. k5 indique les constructions pour la parabole.

Si, au licu d’avoir a tracer par points une ellipse, on avait un cercle, on remayque-
rait que le cercle est une ellipse dont le centre et les deux foyers se réunissent en un
seul poinl.

Alors les deux tangentes fy ot [ au cercle § se réunissent en une seule tangente
a ce cercle € ¢t ¢manant du cenlre du cercle & (racer par points; et les points y,
y ot 2 se confondent en un seal ot méme point, qui n’est autre que le point de
contact du cercle & et de sa tangente émanant du centre du cercle & déerire; ¢t ce
point de contact est précisément un des points du cercle & déerire.

On voit done que Yon pourra emplover la méme construction pour le trace par
points d’un cercle dont on connaitra, sar le terrain, la position du centre et fa lon-
gueur durayon, oumieux un point a de ce cercle ( ce point a ct le centre du cercle
étant fixés de position, sur le terrain, au moyen de piguets ou de jalons).

La construction que nous employons pour tracer par points une ellipse, un cercle,
une hyperbole et une parabole étant la méme pour ces qguatre courbes, nous
sommes conduit & remarquer que la section conique ne peut ofirir que quatre formes
différentes.

Et en effet :

Cette construction étant fonddée sur les foyers, nous voyons de suite que #l la
couarbe a deux foyers, ils ne peuvent avoir que les positions suivantes :

E Siles fovers sont situés entre les sommets, ils peuvent étre ¢loignés du centre
su se confondre avec le centre de la courbe, de 12 Pellipse et Ie cercle 5
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2’ Si les foyers sont situés au dela des sommets, on aura Uhyperbole

3° Si l'un des foyers est a Uinfini, alors on aura la parabole.

Une scule objection peut ¢tre faite, cest que si 'on ne considerc pas les courbes
comme des sections faites dans un cone, auquel cas on reconnait que les sommets
et les foyers ne peuvent pas clre placés entre eux autrement que nous venons de le
dirc, mais si seulement on examine ces courbes comme tracées sur un plan, on
pourraif avoir & considérer une position nouvelle, celle ot Pun des foyers serait situé
entre les sommets , Uautre fover étant situé en dehors des sommets.

Mais si on examine bien la construction que nous avons emplovée, on verra de
suite que nous ne considérons jamais qu'un scul sommet a ct les deux foyers fet f';
en sorte que les positions indiqudes ci-dessus sont les seules possibles.

E¢ ainsi :

1° Les deux foyers fetf” etaut situés tous deux a droite ou a gauche du sommet a;

Les foyers ctant ¢loignés du centre, on a ellipse;

Les foyers et Jo centre étant confondus en un seul point, on a le cercle ;

2° Les deux foyers fet /7 étant situds un & droite et Pautre & gauche du som-
met a, on a 'hyperbole;

3° L'un des foyers f* étant & Tinfini, le fover fsera ou & droite ou a gauche du
sommcet a, alors on a la parabole.

Ainsi, la construction emyplosée, non-seulement sert & tracer les sections coniques,
mais elle vérific qu’elles ne peuvent avoir que quatre formes différentes,
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NOTE A

Relative aux deux théorémes énoncés page 50 ( fig. 42).

tant donnés un cone de révolution S avant le point s pour sommet ( fig. 42), ayant son axe Y
vertical et ayant pour trace horizontale un cercle G, nous menerons par 'axe Y un plan méri-
dien M parallele au plan vertical de projections ce plan M coupera le céne S suivant deux
génératrices extrémes. Surl'une d’elles nous prendrons un point ¢ et un second point 7 qui sera
le milicu de la longueur—s—a:

Cela fait :

Par le point ¢, nous menerons unc suite de plans Q, Q', Q",... perpendiculaires au plan
vertical de projection et coupant le cone S, et respectivement suivant des ellipses A, A', A”,...
les points 0, 0", 0"*,... miliew des cordes a’b®, a*b’”, a°b",... interceptées par les projections
verticales des deunx génératrices extrémes du cone S, seront les projections verticales des centres
0, 05,0 ,... des cllipses A, A’, A”,... eten méme temps les projections verticales des petits axes
de ces ellipses.

Les centres 0, o', 0",... ainsi que les extrémités des petits axes seront sur un plan sécant au
cone S et parallele & la génératrice extréme sb”; ce plan coupera done le cone S suivant une
parabole E avantle point I pour sommet, etla projection E" aura pour sommet le point I* et pour
foyer 1 point s" ou Y" (cela est évident par le premicr théoréme énoncé page 50). Et la courhe E*
passera par les extrémités des projections horizontales des petits axes des ellipses A, A', A”,...
Ces petits axes sont horizontaus. L’épure h2 renferme toutes les constructions graphiques; il
suflit donc de lire cette épure pour ¥ retrouver en son entier le second théoréme de la page 50,
Ainsi le second des théorémes de la page 50 (fig. 42) se trouve démon(ré,

Passons au (roisitme théoreme de la page 50 (fig. 12).

Si par le point ¢ (indiqué ci-dessus ), nous faisons passer unc série de plans sécants . mais
donnant pour sections dans le cone S, non des cllipses mais des hyperboles, nous pourrons
diriger ces plans sécants perpendiculairement au plan vertical de projection et parallelement
et respectivement aux plans qui, perpendiculaires aussi au plan vertical de projection , passe-
ront par le sommet scu cone S et par les petits axes des ellipses A, A, A”,... nous obtiendrons
ainsi les plans R. R, R",... et coupant le cone 5 suivant des hyperboles B, B'. B"....

Gela posé:

Les milieux ", 7, I'",... des projections verticales des axes transverses ad . ad’, «d’.... des
hyperboles B, B'. B".... serout tous évidemment situés sur la droite E'.
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Evidemment les points :°, 2%, i"",... seront les proiections verticales des centres des hyper-
boles B, B, B',... el en méme temps ces points ¢, ', '",... seront les projeciions verticales
des axes non transverses et horizontaux de ces mémes hyperboles de section B, B, B',...

Cela posé:

Je dis que I'axe non transverse de hyperbole B est ¢gal en longueur au petit axe del'ellipse A,
etqu’il en est de méme pour ellipse A’ et 'hyperbole B, pour Vellipse A" et 'hyperbole B, etc. 5
en sorte que on pourra dire que les ellipses A, A', A”,... sont conjuguées aux hyperboles B.
B, B",...

Et en effet:

Par construction , les plans X, X', X",... qui passent par le sommel s du cone S et respec-
tivement par les petits axes des ellipses A, A, A”,... sont paralleles aux plans R, R, R".... des
hyperboles B, B, B'....

Par conséquent, les génératrices du cone S suivant lesquelles ce cone est coupé par ies
plans X,... savoir:

G et G, dans le plan X

G' et G’ dans le plan X'

G" et G, dans le plan X"
elc.

seront respectivement paralieles aux asymplotes :

P et [, de Vhvperbole B

' et I/ de Thyperbole B

1" et 1 de Thyperbole B”
ote.

Par conséquent, si (fig. 42 bis) nous désignons par n et n' les extrémités du petit axe de
Pellipse A, nous voyons par cetle fig. 52 his que si Uon meéne par les points n* et »” des paral-
teles & H* (trace horizontale du méridien 1), clles viendront couper la droite menée perpen-
diculairement & H* par le peint ', enles points & et &', et ces mémes paralleles 'luront coupé
les asy mptoles eti™del h\perbole B" (projection de Uhyperbole B) en les points #¢" et m™,
Or 1a droite m"m'™ passe par le pointa”, car les trois points o, centre de Vellipse A, et i, sommet
de la parabole E, et i, cenlre de Yhyperbole B, sont en ligne droite sur le plan méridien M et
de plus sont ¢quidistants entre cux (¢’est ce que montre en toute évidence la projection verticale
{ fig. 12 bis) , puisque Ie quadrilatere s*o""t" est un parallélogramme dont {* est le centre .

or, a* étant le sommet de Fune des branches de Uhyperbole B', a'm" sera la longueur du
demi-axe non transverse de cette hyperbole B"; el comme le demi pelit axe o'n" de Peliipse A®
est ég al au demi petit axe deVellipse A, et que le demi pelit axe non transverse ¢ Tk de 1 hyper-
bole B* est égal au demi-axe non transverse de Phyperbole B, et comme:

.

ont = 'k —=da'm"

cn en conclut que les courbes conjuguées ,

ellipse A et hyperbole B
— A — B’
— :&N —_ B!r

oct lenys axes perpendiculaires aw plan M, respeclivemen: égaux entre eux,
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Et comme les points o,... centres des cllipses A,... ct les points 7,... centres des hyperholes
B,... sont également distants du point 7, il s’ensuit que les extrémités m et n,... des axes non
transverses des hyperboles B,... sont sur unc parabole E' qui n’est autre que la parabole E, en
supposant que cette courbe E a tourné¢ de deux angles droits autour de la droite qui, passant
par le point e (sommet commun aux ellipses A,... et aux hyperholes B,... ), serait perpendicu-
laire au plan méridien M.

Alnsi se trouve démontré le troisiéme théoréme de la page 50 (fig. 42).

KOTE B

Relative & lu courbe 4, licu des points des sommets des cones obliques S, S', 8”,...
enveloppant Uellipse B et les divers cercles D, 1Y, D", ... (page 21).

In considérant le plan horizontal comme élant un fableau, on voit de suite que 1a courbe v
est le lien des points de Vespace. desquels la courbe E serait aper¢ue sous la forme circu-
laire.

Nous avons résolu ce probleme dans les Compléments de géometrie deseriptive, en nous ser-
vant tantot de Panalyse de DESCARTES , tantdt de constructions graphiques (voyez, chap. V, le
mémoire n° 4, qui a pour titve : Sur les projections stéréographiques ).

e e e AT D T
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ADDITIONS DIVERSES.

Ne 1.

ADDITION AU GOURS DE GEOMETRIE DESCRITIVE, 1™ PARTIE,

Notr sur le chungement des plans de projection.

La feuille de papicr sur laquelle s’exécutent les projections des points et lignes de
I'espace, a une longueur déterminée et qu’on ne peut pas, en général, agrandir.

La ligne de terre LT étant tracée sur la feuille de papier, nous savons tout de
suite que la partie de la feuille de papier située au-dessous de cette ligne LT repré-
sente la partie antérieure du plan horizontal et la partie inférieure du plan vertical,
el que la partie de la feuille située an-dessus de cette ligne LT, représentc la partie
postérieure du plan horizontal et la partie supérieure du plan vertical.

Ces parties antéricure, postérieure, inférieure et supérieure des deux plans de
projection sont donc limitées en raison de la position que la ligne de terre LT
occupe sur la feuille de papier.

Or il peut arriver que I'on ait, comme dans la fig. b, pl. 15, les projections
d’une droite B* et B° telles qu'an point 1, situé sur la droite B, se trouve avoir sa
projection verticale n® placée tout au haut de la feuille de papier et que sa projection
horizontale n* soit située hors de la feuille de papier; et cependant, pour la solution
du probleme & résoudre, il serait utile de connaitre (si toutefois la chose est pos-
sible graphiquerient ), la distance du point 2 au plan vertical de projection.

On peut résoudre ce probléme par un changement de plan horizontal de pro-
jection, en relevant le plan horizontal ancien de la hauteur n’g; en sorte que la
nouvelle ligne de terre LT sera parailcle & ancienne LT.

On voit de suite que toute la feuille de papier située au-dessous de la ligne L'T”

10
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représentera maintenant la partie antérieure du nouveau plan horizontal de projec-
tion et Ja partic inféricure du plan vertical; et remarquons que le plan vertical de
projection reste le mdme.

En sorte que la feuille de papier ge trouve doublée, en longueur, et qu’on penat
y construire des points de la droite B, dont la distance au plan vertical sera double
de Ta distance de la ligne de terre LT au bas de Ta feuille de papier.

Si done les projections primitives BY ot B* sont telles que la distanee du point n
(de la droite B) au plan vertical n’est pas plus grande que la longueur totale de la
feuille de papier, on pourra déterminer graphiquement cette distance au moyen du
changement de plan horizontal opéré ainsi que nous venons de Uexécuter.

On peut done dire qu’en relevant ou abaissant le plan horizontal parallclement a
Jui-méme, ou en avancant ou reculant le plan vertical parallclement a lni-méme, on
peut doubler la partie antéricure ou postéricure du plan horizontal , ou doubler la
partie supéricure ou inféricure du plan vertical.

En un mot, au moyen de ce mode de changement des plans de projection , on
peut doubler en longuenr la feuille de papier poar les constructions graphiques a
exécuter par la méthode des projections, sans changer les dimensions de cette feuille
de papier.

N° 2.

ADDITION AU COURS DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE, 2° PARTIE, CHP. 1™, PAGE 8.

Note sur la démonstration relative & la propriété dont jouit le plan tangent, savoir : que
le plan tangent en un point d'une surfuace, quel que soit le mode de génération de
cette surface , contient les tangentes ¢ toutes les courbes qui, tracées sur la surfuce
se croisent au point de contact,

Une swrface 3, quelle quielle soit, peut toujours dtre considérée comme engen-
drée par le mouvement d'une ligne C, et de plusicurs manicres différentes.

Ainsi: 1°on peut prendre sur la surface X un point m, faire passer par ce point m
un plan R coupant la surface 3 suivant une courbe €, mener a la courbe (et au
point m la tangente 5 et supposer que par Ja droite § on fasse passer une série de
plansR, R, R”, R",... coupant dés lors la surface 3 et respectivement suivant les
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lignes C, C/, G, C',... qui seront évidemument toutes tangentes entre elles et au
point m, la tangente quilewr est commune en le point m étant la droite 5.

On peut donc supposer la surface X engendrée par le mouvement de votation de
la ligne C autour de la droite 8, celte ligne C changeant de forme pendant son mou-
vement de rotation et prenant successivement les formes C', €7, €7, ...

2° On peut mener unc suite de plans R/, R”, R,”,... paralltles entre eux et au
plan R et coupant la surface ¥ ct respectivement suivant des courbes ou lignes G/,

Sy €. etlon pourra considérer la surface = comme engendrée par le mouve-
ment de la courbe ou ligne € qui, sc mouvant parallclement a elle-méme, se dé-
forme successivement pour prendre successivement les formes G/, G, G, ...

3° On peut mener une droite D coupant, percant la surface ¥ en un point ou
plusieurs points m, et faire passer par cette droite D une suite de plans R, R, R,",
R,”,... coupant la surfacc 2 ct respectivement suivant les lignes C,, C,/, G, C,...
qui toutes se croiseront , se couperont en le point m , ou en les divers points m.

Et 'on pourra supposer que la surface 3 est engendrée par la rotation de la
courbe C, autour de la sécante D, cette courbe €, prenant successivement les formes
D DR O

Au licu d’engendrer la surface 3 par des courbes ou lignes planes, on pourrait
sans peine la supposer engendrée par des courbes a double courbure.

Cela posé:

La démonstration du théoreme relatif au plan tangent, savoir : que le plan tan-
gent en un point m d’une surface X conticnt les tangentes & toutes les courbes qui,
tracces sur cette surface, se croisent en ce point m, doit varicer suivant que 'on con-
sidere tel ou tel mode de génération de la surface X.

Dans le Cours de géoméirie deseripiive , nous avons considéré la surface 3 comme
engendrde par le premier mode indiqué ci-dessus, ot le théoreme a été démontré
directement , en ce sens que nous n’avons pas eu hesoin d'établir, au préalable, ce
théoreme pour une surface simple, ct ainsi pour une sarface développable, pour
ensuite le faire passer sar la surface générale 3.

Pans cette note, nous allons supposer que la surface 3 est déterminee par le
second mode de génération exposé ci-dessus, ¢t nous ferons passer le théoréme du
plan tangent, de dessus une surface développable, sur cetle swface générale 3, et
cela do la maniere suivante:

On sait quil o'y a vien de plus facile que de démontrer le théoréme relatif aa plan
tangent pour unc surface développable.

Eten effet:

Rappelons-nous quiune surface développable K peut étre engendrée de deux mia-
nieres principales : ou 1% auw moven de son aréte de rebroussewent £ dout toutes les
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tangentes forment les génératrices droites (ou les caractéristiques ) de la surface K
ou 2° au moyen d'un plan © roulant tangentiellement sur deux courbes directrices
Bet B,.

Si 'on consideére le premier mode de génération de la surface développable K,
nous pourrons considérer une génératrice droite G de cette surface, laquelle sera
une tangente a I'aréte de rebroussement 2.

La position voisine de G sera G'; ct dés lors en menant par un point m de G une
suite de plans ou de surfaces quelconques, on coupera la surface K suivant des
courbes planes ou & double courbure C, C', C”,... qui se cr 01sexont au point m et qui
couperont la %nu‘amcc G et rupectn ement aux points n, n', n”,.

Or il est évident que mn, mn', nud’,... seront les éléments r(,cuhffnes des courbes
C, ¢, C",... Ces éléments rectilignes prolongés donneront les tangentes 9, 6', 6",...
a ces courbes C, ¢/, C”,... pour le point m; et comme les génératrices droites suc-
cessives et infiniment voisines G et G’ se coupent en un point qui appartient a la
courbe £, il s’ensuit que toutes les tangentes §, ', §”,... sont situées sur un méme
plan © qui passe par les droites G et G, ct c’est ce plan © qui a recu le nom de
plan tangent.

Ainsi, le théoréme relatif au plan tangent en un point m d'une surface dévelop-
pable K se trouve démontré, lorsque 1'on considére cette surface K comme étant
donnée par son aréte de rebroussement £, corame ¢tant dés lors engendrée par une
ligne droite G assujettic, parlaloi de son mouvement dans I'espace, a étre tangente
en toutes ses positions successives & une courbe donnée £

Cela posé:

Le théoréme relatif du plan ©, tangent en un point m d’une surface dévelop-
pable K, étant démontré pour un certain mode de génération de la surface K,
subsistera, (uel que soit le mode de génération de cette surface K.

Par conséquent , si nous supposons que la surface K cst engendrée par un plan ©
roulant tangentiellement sur deux courbes directrices B et B, tracées sur cette sur-
face K, le théoréme subsistant toujours, nous pourrons en conclure ce qui suit :

Si la courbe B se meut sur la surface K en changeant de forme pour arriver a la
forme et en la position B, (le changement de forme et Ja loi du mouvement étant
déterminés), on congoit sans peine que la courbe B passera en une position infini-
ment voisine B (B’ ayant une forme modifiée), ct que la surface K sera tout aussi
bien engendrée par le plan © roulant tangentiellement swr les courbes B et B, (situdes
a distance finic ), que par le plan © roulant tangentiellement sur les courbes B et
B’ (situces a distance infiniment petite ).

Cela dit :

Les courbes G, €', C”,... couperont respectivement la courbe B’ en les points p,
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p’, p’s.., qui, en vertu du nouveau mode de génération de la sur face %, seront des
points successifs et infiniment voisins du point m; en sorte que mp, mp , m]) yoos
seront dans ce nouveau mode de génération les éléments rectilignes des courbes G,
¢, C, ().

Or ces éléments rectilignes prolongés donneront les tangentes 9, §', §”,... aux
courbes G, ¢/, C”,... et nous savons, a priori, par ce qui a été¢ démontré plus haut
(en nous servant du premier mode de génération de la surface développable K), que
toutes ces tangentes sont situdes dans un méme plan, quin’est autre que le plan ®
tangent en m a la surface K.

Cela posé:

Si nous considérons une surface générale 3 et un point m sur cette surface, nous
pourrons tracer sur cette surface une courbe B, laquelle passera par le point m;
puis supposer que cette courbe B se déplace sur la surface 3, en vertu d’'une cer-
taine loi de mouvement, et qu'elle arrive, en changeant de forme, en la position
B'infiniment voisine de B.

Les deux courbes infiniment voisines B et B" comprendront donc sur la surface =
une zone élémentaire et superficielle.

Cela posé :

Si nous faisons rouler un plan © tangentiellement aux deux courbes B et B,
nous obtiendrons une surface développable K.

Si ensuite nous faisons passer par le point m vne suite de plans ou de surfaces
arbitraires P, P', P",... ces plans ou surfaces couperont la surface 3 suivant des
courbes g, ¢', ¢",... et la surface K suivant des courbes A, A', A”,... ct les courbes §
et A, 3" et A',... passeront toutes par le point m, et de plus couperont la courbe B’
ct respectivbment deux 2 deux en les mémes points p, p’,... Par conséquent, ces
courbes d et A, d'et A'y... auront mémes tangentes §',... au point m, puisqu’elles
auront deux & deux méme ¢lément rectiligne mp, 7;1? , ;;1;; yooe

Or nous savons que les tangentes 4, §',... aux diverses courbes A, A',... de la
surface K sont dans un méme plan ; donc nous pouvous affirmer le théoréme suivant :

Tutorine. Si Lon trace une série de courbes C, C', C',... sur une surface quel-
congue 3, toutes ces courbes se croisant en un point m , les tangentes menées au point m
aces diverses courbes sont toutes situées dans un seul plan , auquel on donne le nom de
PLAN TANGENT qu point m de la surface .

Cette nouvelle manicre de démontrer le théoréme relatif au plan tangent ofire
Pavantage suivant :

(") Yoyez te chap. Vi ddes Developpements de géométrie descriptive,
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Ce que nous avons dit pour un point m de la courbe B tracée sur la surface géné-
rale I peut se dire de tout autre point de cette méme courbe B.

Par conséquent, la surface développable K jouit de la propriété d’avoir en
commun avec la surface 3 la zone élémentaire et superficielle comprise entre les
deux courbes successives et infiniment voisines B et B', ‘et aussi d’avoir en chaque
point de la courbe B méme plan tangent avec la surface =, propriété que I'on énonce
en disant que la surface développable K engendrée par un plan © roulant tangen-
tiellement & la surface 3 et sur la courbe B, est tangente a la surface 3 tout le long
de la courbe B.

En nous servant, ainsi que nous venons de le faire, d’une surface simple (une
surface développable) pour démontrer I'existence d’un théoréme pour une surface
géncérale, nous avons employé une méthode trés-familiere & la géométrie descriptive
et qui est tres-féconde. Ln effet : lorsque 'on voudra plus tard chercher la con-
struction des divers points d'une certaine courbe A tracée sur unc surface générale 3,
et de maniere a satisfaire & certaines conditions, on tracera sur la surface X une
série de courbes «, o, o',... d’aprés une loi donnée, et I'on cherchera sur ces
courbes au moyen des surfaces développables A, A', A”,... tangentes & la surface
3 suivant ces courbes «, o, «”,... les points en lesquels ces courbes o, o, a”,...
coupent la courbe .

Ce ne seront pas toujours des surfaces développables que 'on emploiera, mais
ce seront toujours des surfaces plus simples que la surface = proposée, et pour
chacune desquelles on pourrra facilement et presque immédiatement résoudre le
probléme proposé pour la surface X.

On cn trouve un exemple remarquable dans la construction par points de la
courbe de contact d'un cone ou d'un cylindre avec une surface de révolution quel-
conque 3. Alors, pour chaque paralléle de la surface de révolution X, on remplace
cetle surface de révolution ¥ par un cdne A {surface développable la plus simple )
ou par une sphere S (surface de révolution la plus simple ), ces surfaces A ou S étant
tangentes & cette surface de révolution X tout le long d™un paralléle.

Or il est utile, dans Uenseignement, d’cmployer le plus possible les mémes idées,
pour ne pas surcharger la mémoire des ¢leves.

Je pense done que la manicre de démontrer le théoréme relatif au plan tangent,
tetle que je viens de Pexposer, doit dtre preférée , puisque les idées géométriques (ue
Pon cmploic dans cetle démonstration se reproduisent plus tard dans la solution
de divers problemes importants ou on fait usage du plan tangent.

i S B TR e
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N° 3.

ADDITION AU COURS DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE, 2% PARTIE, CHAP. viI, pice 137.

Note sur les modes divers de construction employés pour déterminer les projections
horizontale et verticale de la courbe intersection de deux surfaces.

Moxce, dans sa Géométrie descriptive, §1II, art. 49, dit:
« Il esiste entre les opérations de Panalyse et les méthodes de la géométrie des-
criptive une correspondance dont il est nécessaire de douner ici une idée.
» Dans 'algébre, lorsqu’un probléme est mis cn équations, et qu'on a autant
» d’équations que d’inconnues, on peut toujours obtenir le méme nombre d’équa-
tions , dans chacune desquelles il n’entre qu’une des inconnues, ce qui met 3
» portée de connaitre les valeurs de chacune d’ellcs.

» L’opération par laquelle on parvient a ce but, et qui s’appelle élimination,
» consiste, au moyen d'une des équations, a chasser une des inconnues de toutes
les autres équations; et en chassant ainsi successivement les différentes inconnues,

»
on arrive a une équation finale qui n’en contient plus qu'une seule dont elle doit

» produire la valeur.
» L’objet de I’élimination, dans’algebre, a la plus grande analogie avec les opé-
rations par lesquelles, dans la géométrie descriptive, on détermine les intersec-
» tions des surfaces courbes. »

Moxee montre ensuite comment étant données deux équations:

¢ (2,9, 5)=0 1)

et
2 (Z,Y,58)=0 (2)

I'opération algébrique de l'élimination de z entre les deux équations (1) et (2) est
identique & la construction en géométrie descriptive qui consiste a considérer
Péquation (1) comme étant celle d’une surface 3 et équation (2) comme étant
celle d'une seconde surface X', et a chercher la projection horizontale (ou sur le
plan des z et y) de la courbe € intersection des deux surfaces 3 et X'

Or l'on sail que cette construction consiste a couper les deux surfaces ¥ et 3’ par
une suite de plans horizontaux X, X', X"... Chaque plan X,... coupe la surface 5
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suivant une courbe § et la surface 3’ suivant une courbe &'. Les projections &* et ™
de ces courbes se coupent en des points z",... qui appartienncnt & la projection C*
de la courbe cherchée C.

On voit donc que celarevient a donner a s dans les équations (1) et (2), une cer-
taine valeur v ; alors les équations :

p(2,y,7)=10 {3)
el

2 (Z,y,7)=0 (%)

seront respectivement les équations des courbes € ¢t 8", ot ces deux équations (3
et (&) nous conduiront & déterminer les coordonnées x ct y de chacun des points
a*,... intersection des courbes 6* et 8".

En sorte qu'en éliminant z entre les ¢quations (1) et (2), on aura bien en
¢(x,y) == 0 ’équation de la courbe C".

Moxce n’a pas poussé plus loin les analogies qui existaient entre V'élimination
algébrique et les constructions diverses employées en géométrie descriptive pour
déterminer les projections de la courbe intersection de deux surfaces.

Nous allons essayer de remplir cette lacune.

Moxee dit que les surfaces auxiliaires doivent varier de forme et de position dans
Pespace, suivant le mode de génération des deux surfaces proposées et suivant
leurs positions par rapport aux plans de projection, etil donne plusieurs exemples
a Pappui; c’est donc de I'analegie qui cxiste entre certains procédés d’climination
en analyse , et I'emploi de ces surfaces auxiliaires en géométrie descriptive que nous
allons parler.

Sil'on a deux équations :

¢(x,y,2)=0 )
et

x (2, Y, 2)=0 (6)

et que I'élimination de z entre ces deux équations offre des difficultés analytiques, on
sait que I'on parvient assez souvent a surmonter ces difficultés, en prenant uue
troisicme ¢équation :

z=f(x,y, m) (7)

dans laquelle la forme (f) de la fonction est arbitraire et dans laquelle m est une
nouvelle inconnue.

Et remplacant, dans les équations (3) et (6), = par la fonction (7), ona:
g l@,y, [ir,y,m)]=0 (8)€%
¢l
v le,y fle,y, m)l=20 (9)
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gui sera 'équation finale demandcée.

On voit donc que I'on doit examiner avec soin quelle est la forme de Ja fonetion (f)
qui conduira le plus facilement & I'élimnination de mj or, il est évident que la forme
de la fonction (f) dépendra de Ja forme des fonetions (o) ot (3).

En géométrie descriptive, nous opérons absolument de la méme maniére. 1.’équa-
tion (7) est celle d'une surface auxiliaire X, et cette surface X doit étre choisie
de forme ct de position , de maniére a ce que I'on puisse facilement construire son
intersection avec chacune des surfaces données X et 3.

La forme et la position de la surface X dépend donc dela forme ct de la position
de chacune des deux surfaces données X et 3.

Sion lit jusqu’au bout ce chapitre de la Géométrie descriptive de Moxce, dont je
viens de parler, on verra que Carxor 'avait présent a U'esprit lorsqu’il rédigea en
1812 son rapport sur le Supplément a la géométrie descriptive , présenté a U'lnstitut de
France par HacHETTE.

N° 4.

ADDITION AU COURS DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE, 2° PARTIE, CHAP. Vi, PAGE 137.

Reconnaitre si la courbe intersection de deux surfaces est plane ou a double courbure.

Nous avons dit quae I'on distinguait les courbes en courbes planes et en courbes a
double courbure.

La courbe plane est celle dont tous les points sont situés dans un méme plan.

La courbe & double courbure est celle dont ¢uatre points successifs et infiniment
voisins ne sont pas dans un méme plan, quelgue part que I'on prenne ces points sar
la courbe; par conséquent, la courbe a double courbure est telle que uatre de
ses polnts, situés a distance finic (le choix de ses points étant arbitraive ), ne seront
pas en général dans un mcéme plan.

Il nous sera done facile, d'apres ce qui précede, de reconnaitre si une courbe C

1
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situce dans Uespace, et dont on connait les projections G et €7, cst plane ou a
double courbure, et cela enmnous servant des méthodes de la géoméirie descriptive.

En effet :

On prendra sar la courbe € trois points arbifraires : m avant pour projections
{m*, m") , n ayant pour projections (n, n°), p ayant pour projections {p*, p”); ces
trois points m, n, p détermineront un plan P, ¢t Uon prendra un nouveau plan
vertical de projection L'T" perpendiculaire au plan P et coupant ce plan suivant la
frace V™.

Puis 'on projettera la courbe € sur ce nouveau plan vertical de projection, et
Von aura la courbe €.

11 est évident qu’il ne peut arriver que deux cas : ou 1° Ja courbe C*' sera trés-
distincte de la ligne droite V7, et alors la courbe C sera évidemment une courbe
a double courbure ; ou 2° Ja courbe C* sera presque rectiligne, paraitra se confondre
avec la droite V™, et alors il v aura incertitude ; dans ce cas on ne pourrait affirmer
si la ligne C*" est une droite ou non, et dés lors on ne pourrait affirmer si la courbe C
est plane ou a double cowrbure.

Dans ce cas, sans changer I'échelle des abscisses, on pourra décupler, centupler
U'échelle des ordonnées. En sorte que si 'on consideére sur la courbe G un pointz, sa
projection verticale étant en z*, et ayant abaissé du point 2” une perpendiculaire
sur laligne de terre LT’ et la coupant au pointg’, et cette méme ordonnée coupant la
droite V' en un point 7/, la différence 2" en raison de la grandeur de Uéchelle des
ordonnées pourra ¢lre assez petite (un dixieme de millimetre par exemple ) , pour
que I'on ne puisse pas afficmer que les points 2 et 7’ ne se confondent pas. Mais en
décuplant Iéchelle des ordonnées, la différence r,z,” deviendra égale & un millimetre,
différence tres-appréciable a I'eeil 5 et remarquons de plus que les erreurs graphiques
ne pourront pas étre plus grandes, que on emploie pour les ordonnées une échelle
décuple ou centuple de celle des abscisses, que lorsque Pon employait une méme
échielle et pour les abscisses et pour les ordonnées : les erreurs inhiérentes aux instru-
ments el & leur emploi seront toujours les mémes.

En sorteque 'on peat dire, en toute exactitude et vérité, que la géométrie des-
criptive possede un moven e reconnaitre si une courbe C est plane ou a double
courbure, lorsque Uon connait le tracé de ses deux projections C* et €2,

Mais les savants qui ’'occupent de géométric pure, disent que analyse peut seule
résoudre une semblable question et que la géomdtrie descriptive n’a pas de mé-
thodes pour des questions de ce genre; ce qui précede leur proavera, jespere,
qu'ils sont dans Uerrcur.

Vovons maintenaut comment Vanelyse peal resoudre une question de ce
genre,
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La courbe C sera donnée par les équations de ses deux projections, ou plus gé-
néralement par les équations des deax surfaces dont Uintersection n'est antre que
cette courbe €, et ainsi:

1 (@Y, 5) =0 )
et
(@, Y, 2) =0 (2

seront les équations de la courbe C.

Pour reconnaitre si cette courbe C est plane, on peut employer plusieurs mé-
thodes:

La pREMIERE METHODE consiste & prendre P'équation d'un plan:
Az By Cz=1 (3)

a éliminer z et y entre les trois ¢quations (1, (2), (3), ct Uon obtient une équation
en z qui doit étre satisfaite, quel que soil z; ce qui fournit un certain nombre
d’équations pour déterminer A, B, €.

Si toutes les éliminations entre ces ¢équations algébriques peuvent s'effectuer, le
probleme proposé sera soluble.

Mais P'élimination sera-t-clle toujours possible ?

On voit donc que la géométrie 'emporte, pour la solution d'un tel probléme , sur
Panalyse , puisque la géomdélrie descriptive peat le résoudre, quelles que soient les
courbes C* et C¥, et que Panalyse est encore imparfaite, & ce point que nous concevons
que pour cerlaines fonctions y et o I'élimination ne pourrait s'effectuer dans Uétat
actuel de nos connaissances algébriques.

Sans doutc nous comprenons que la langue analytique 1wa tonjours en se pertec-
tionnant ¢t qu'elle est susceptible d'un perfectionnement indélini.

Sans doute alors nous pouvons dire qu’en nouvs servant de Uanalyse, il 0’y aura
pas de problemes que nous ne puissions un jour parvenir a résoudre ; mais pour étre
dans la vérité, il faut ajouter quanjourd’hai Panalyse st encore trop imparfuite
pour résoudre tous les problemnes.

Ainsi, si nous concevouns qu'implicitement clle a toule paissance, il faut convenir
qu’explicitement elle est encore tres-hornee.

La secoxve mérmope consiste a trouver I'équation de la surface enveloppe X des
plans normeaas a la courbe €, et devoir si cette ¢quation appartient ou non a un
eviindre, St cette surtace enveloppe X est evlindrique, Ta cowrbe € est plane ; 51
ceite surface X n'est pas evlindrique, la courbe Cest a double courbure.

Mais qui ne voit de soite qae dans Templot de cette methode peuyent se présenter
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des difficultés d’analyse de divers genres, et que nous ne savons pas encore résoudre;
car le calcul intégral n’est pas tres-avancé, malgré tous les progres il a faits dans
ces derniers temps ().

La TrowsiiMe mitHODE consiste & déterminer P'équation du plan osculateur O en
un point m de la courbe C, et de rechercher si cette équation est satisfaite ou non,
quelles que soient les coordonnées (z, y, =) de ce point m, et ainsi quelle que soit
la position du point m sur la courbe C.

Si I'équation est satisfaite, la courbe C est plane.

On voit de suite que les difficultés d’analyse qui se présenteront dans certains cas
peuvent ¢tre insurmontables, vua I'état actuel de U'analyse.

La quaTriiME METHODE consiste & prendre trois points arbitraires sur la courbe C
et & faire passer par ces trois points un plan P, puis & changer la position du plan
des coordonnées xz ou yz, en prenant un nouveau plan perpendiculaire au plan P,
et de voir si la projection de la courbe C sur ce nouveau plan vertical sera une droite
ounon, en d’autres termes de voir sil’équation de cette projection €' est celle d'une
droite V" dont on connait 'équation ; ainsi le probleme est ramené a voir si deux
équations sont identiques on non.

L’analyse,, vu son état actuel , peut-elle répondre que dans tous les cas elle pourre
résoudre la question ? (**).

Nous n’avons pas besoin d’entrer dans plus de détails au sujet de la solution que
fournit la géomdétric descriptive, toutefois les remarques suivantes ne seront pas
inutiles (**).

L’on doit voir de suite que si les points 2" et a*, projections d’un point z de la
courbe €, sont unis par une méme perpendiculaire a la ligne de terre, si en 2" et
2% 1l y @ un neeud sur C* et €%, ¢’est que la courbe C offre un necud au point x5 si
en 2" ct 2’ il y a un point de rebroussement sur C* et C°; c’est que la courbe C offre
un rebroussement au point z, ctc.

Si la courbe C* ou C¥ a un neeud ou un point de rebroussement, la courbe C” ou C*
n’ayant ni neeud, ni point de rebroussement,, nous pouvons affirmer que la courbe G
est a double courbure.

(") Je crois que 'on peut dire, sans étre trop sévére, que M. Chasles n’a pas réfléchi en éerivant dans
son discours d'ouverture la phrase suivante : la géoméirie deseriptive..... ne saurait indiquer, mathé-
matiquement pariant , si cette courbe (courbe intersection de deux surfaces) est plane ow ¢ double
courbure. Elle wa poini de méthodes pour ces recherches, qui soni exclusivement du domaine de la
géométrie rationnelle.

(**) On voit de suite que cette méthode analytique n'est que la traduction en langue algébrique de la
méthode a laquelle la géométrie nous a conduit , el que nous avons exposé ci-dessus en langue graphigue.

(***) Yoyezles Développements de géoméirie descriptive , chap. VII, page 402 et suivantes.
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Siles courbes C* et € offrent chacune un ou plusicns neeads, ouun ou phisieurs
points de rebroussement, désignant, dans le cas ou il 0’y a (qu’un sent point %infzulier
par a le point singulier situd sur C*, et par b le peint singulier situé¢ sur C*, il arri-
vera deux cas : ou 1°les points a ct b seront unis par une méme peiponr_hculaxre a
la ligne de terre, ct alors les points @ et b seront les projections " et 2* d’un méme
point z de la courbe G, et dans ce cas I'on ne pourra pas affirmer immédiatement
que la courbe C est plane ou a double courbure ; ou 2° les points a ct b ne seront pas
situés sur ane méme perpendiculaire a la ligne de terre, et alors on pourra aflirmer
immédiatement ue la courbe C est a double courbure.

Si les courbes €' et C* offraient plusieurs points singuliers, la méme observation
s’appliquerait a chacun d’eux.

SO S -

N 5.

ADDITION AU COURS DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE, 2° PARTIE, CIAP. IX, PAGE 200,

Note sur la méthode employée par les anciens pERSPECYEURS pour melire en perspective
une Sl“f(lCe d@lt’fﬂ“n(f@ par une série (i(‘ sections i’t()?'é:Gi”({[Gé.

Avant que Moxge edt publié son ouvrage sur la géomdtrie descriptive, cenx
qui, comme les perspecteurs ct les ailleurs de pierre et les charpentiers, se ser-
vaient de Part des projections, ignoraient la construction du plan tangent cn un
point d’une surface définie par un certain mode de géndration. Hs ne savaient pas
par conséquent construire par points la courbe de contact d'une surface donnée et
d’un cvlindre ou d’un cone.

Daillears, comme nous Vavons dit dans notre préface, le théoreme relatif au plan
tangent en un point d’'une surface quelconque, savoir : que ce plan contient les ton-
gentes & toutes les courbes qui, tracées sur la surfuce proposée, se croisent aw point
considéré sur cette surface , ne ful démontie quapres Descanres, of aw moyen de
Canalyse infinitésimale ; pius tard ce theoreme peruit de construire g)'(l;,‘/ﬁ(/pg;;:(f)}}‘ le
plan tangent en un point d'une surface definie par un certain mode de géndration,
et cola an moyen des tangeites a deax courbes se erotsant cnee point b bacdes var

la surface proposce. Mais Pécole de Mdzicres ne permii pre e et 5y
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phique fat divulguée. La difficulté & vaincre consistait , et consiste toujours éviden-
ment, a choisir sar la surface proposée deux courbes telles, en vertu du mode de
génération de la surface, que la construction graphique de Ia tangente soit connue
pour 'une et 'autre de ces courbes, en un quelconque de leurs points.

Des lors on voit que si le probleme est en général implicitement soluble, il ne
peut U'étre explicitement que dans un certain nombre de cas particuliers.

Mais comme dans les arts, les surfaces employc¢es sont ordinairement : 1° des
cylindres ou des cones de révolution ou des cylindres ou des cones a base section
conique; ou 2° des surfaces de révolution, comme la sphére, ou d’autres surfaces
pour lesquelles la courbe méridienne est telle, en général, qu’on sait lui construire
une tangente en un quelconque de ses points; ou 3° des surfaces gauches déter-
minées par des courhes directrices pour lesquelles on sait résoudre le probléme des
tangentes , il s’ensuit que 'on peut déterminer la ligne de séparation d’ombre et de
lumiere et déterminer le coutour apparent, et par suite avoir la perspective de ces
diverses surfaces, parlemploi des méthodes que Moxce nous a enseignées.

Mais avant ces méthodes nouvelles, les anciens perspecteurs employvaient une
méthode approximative pour la solution de ces problémes, méthode cue nous
allons exposer ainsi qu’il suit :

Etant donnée une surface 3 définie : par 1° une série de sections horizontales
équidistantes ; ou 2° une série de sections planes paralléles entre elles, équidistantes
ou non entre elles, les plans de ces sections étant obliques par rapport au plan ho-
rizontal ; ou 3° une série de courbes plancs ou a double courbure , dont on connait
pour chacune d’elles les projections horizontale et verticale; il sera toujours facile
de meltre en perspective cette surface ¥, sachant résoudre le probleme général et
fondamental en perspective, savoir : mettre en perspective un point dont on connait
la projection horizontale ( en d’autres termes la projection au plan géométral) et la
projection verticale (en d’aatres termes la hauteur au-dessus du plan géométral ).

Eten effet:

Désignant par C, €', C",... les courbes qui définissent la surface 3, nous pour-
rons prendre sur la cowrbe G une suite de points «,... dont nous pouarrons déter-
miner les perspectives &, ,... en unissant tous les points ,,... par unc courbe C,
nous aurons la perspective de la courbe C.

Nous pourrens done nous procurer, sur le tableau, les perspectives C,, G/, C7,...
des diverses courbes C, (7, €7, ...

Cela posé:

La courbe A, enveloppe des diverses courbes C ... sera évidemment fa perspec-
tive de la courbe A, contact de la surface X et du cone S tangent a cette surface 3,
ce cone S avant pour sommet Pl du spectateur.
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Ansi, on voit que les anctens perspecteurs pouvatent déterminer Ja perspective
d’une surface quelconque.

La méthode qu’ils employaient était trds-longue , mais enfin elle conduisait au
but; et cette solulion ¢tait d’autant plus exacte (ou plus approzimative) cue les
courbes C, €', C",... étaient plus rapprochdes entre clles.

On doit voir de suite que la méthode suivie par les anciens perspecteurs pour
mettre en perspective une surface définie par une série de courbes, était identique-
ment la méme que celles qu’ils emplovaient pour déterminer ombre portée sur le
plan horizontal par une surface de révolution dont 'axe était vertical , cette sur-
face étant éclairée par un rayon de lumiere.

N° 6.

ADDITION AU COURS DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE, 2° PARTIE, CHAP. IX, PAGE 189.

ProsriMe. Etant données deux droites A et B, construire une droite D qui s'appuie
a la fois sur les deux droites données A et B et qui fasse un angle o« avec la droite A et un
angle & avec la droite B.

Solution. Concevons deux droites A et B dans I'espace, ces deux droites n’ayant
aucun point commun, n’étant point paralleles, et étant des lors non situées dans
un meéme plan.

Nous prendrons sur la droite A un point arbitraire a, et par ce point nous meéne-
rons une droite B’ parallele a B.

Nous prendrons sur la droite B un point arbitraire 6, et par ce point nous meéne-
rons une droite A’ parallele a A.

Les plans (A, B') et (A', B) seront parall¢les entre eux.

Si par le point ¢ nous faisons passer une droifte faisant un angle » avec la droite A,
cette droite engendrera un cone de révolution ¥ avant le point a pour sommet et la
droite A pour axe de rotation.

Si par le méme point ¢ nous faisons passer une droite faisant un angle § avee la
droite B, cetle droite engendrera un cone de révolution X avant le point a pour
sommect et la droite B' pour axe de rotation.

Ces deux cones droits X et X pourrent : 17 e toucher suivant une genéraliice
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droite K, laquelle sera neccwmcnwn! dans Je plan (A, B')5 2° sc couper suivant
deux géndératrices droites G et &/, lesquclles seront (Lllh an plan N perpendiculaire
au plan (A, B, et ce plan N coupera le plan (A, B’ suivant une droite L. qui fera
des angles ¢gaux avee les droites G et G', ou, en d’autres termes, qui divisera en
denx parties égales 'angle que ces deux droites G et G' font entre elles; 3° n’avoir
d’autre point commun que le sommet a.

Cela posé :

Si par le point 6, on méne une droite K, parallele a K et deux droites G, et G’
respectivement paralleles anx droites G et G' @ dans le premier cas , les plans (X K)
et (B, K,) seront paralltles, la droite qni résout le probléme sera tout enticre &
Vinfini; dans le deuxiéme cas , les plans ( 4& , G) et (B, G,)se couperont suivant une
droile G , et les plans (\, G') et (B, G,") sc couperont suivant unc droite G/, et les
deux droites G, et G, résoudront e pr obmne proposc.

Maintenant, construisons I'dpure; car il ne suflit pas d’avoir donné une solution
géométrique purement philosophique, purement spéculative , il faut que 'on puisse
s’en servir; il faut done pouvoir écrire graphiquement cette solution pour que les
ingénieurs puissent 8’cn servir, Uutiliser dans lears travaux.

Ainsi, la géométrie descriptive vient, dans cc qui précéde, de déerire ce qui
existe, ce qui est dans I'espace; maintenant la géométrie descriptive va écrire sur
les plans de projection ce qui est dans 'espace, de maniere que I'épure tracée per-
mettra de construire, dans I'espace, la solution du probleme, par conséquent per-
mettra de placer d’une manicre matérielle, dans P'espace, la droite G, ou G, qui
résout le probleme proposé.

Etant données deux droites A et B par leurs projections , ces droites ¢tant obliques
par rapport aux plans primitifs de projection, 'on peut, par une suite de change-
ments de plans de projection, parvenir & deux nouveaux plans rectangulaires entre
eux , I'un perpendiculaire ala droite A, ot Pautre parallele a la droite B.

Nous supposerons donc tous ces changements de plans de projection effectuds, et
nous prendrons la droite A perpendicalaire au plan horizontal et située dans le plan
vertical , et la droite B paralléle auw plan vertical (fig. a, pl. 18,

Cela posé:

Nous prendrons un point a =ur fa droite A, et nous meéncrons par ce point a une
droite B’ paralltle & B.

On awra donc la droite B’ duans e plan vertical de projection, le point a ¢tant aussi

’ . . ,

ulsgie fa droite Uy est sitade et que la droite B est parallcle

fraive, nows Giervirons e cercle G
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Ce cercio Csera la section faite par ie dlan verdeai de projection dans une
sphere S dont le centre serait le point g of ¢ui auraif son vavon dégal ap.

Par le point @ et dans le plan vertical de projection, nous menerons deux droites
Pune qui fasse avee la droite A un angle », ef Pautre gui fzsse avee la droite B un
angle &. Ces deux droites, en tournant, la premiove actonr de axe A, el la seconde
autour de "axe B', engendreront deux cones de révolution qui se couperont suivant
deux droites G et (u . gui s¢ projeiter ont verticalement en la méme droite G et G,”.

La droite cherchée sera done paralldle a G, ou G et s’appuiera sar les droites A
et B. Le reste de la construction se lit facdemeni sup énrere.

On doit voir de suite que la solution dn probléme proposé sc compose de la solu-
tion de deux problémes distincis, et qu'ainsi la combinaison des solutions de ces
deax problemes partictliers nous donne o sobidion du probléme complexe pro-
posé.

Et en eitet -

Siles deux droites A el B proposcées s¢ coupaient en un point «, la solution du
probleme proposé ne serait autre que celle du probléme que nous savons résoudre,
savoir : étant donnés les trois angles plans d’un angle (riédre, consirnire les angles
driedres, ou, en d’autres termes, construire sur le plan de I"in des angles donnés
la projection de la troisieme aréte de la pyramide.

Puis ensuite :

Construire une droite G qui s’appuie swr deux droites A et B (non situées dans
un méme plan), et qui en méme temps soit parallele a une droite G,, est encore
un probléme que nous savons résoudre; car étant données trois droites A, B, D,
non situées deux a deux dans un méme _pleln, en faisant mouvoir une droite G sur
ces trois droites A, B, D, on engendre un hyperboloide & une nappe et non de ré-
volution (en général). Les trois droites direcirices A, B, I, sont des génératices du
premier systeme et les diverses positions gue peut prendre ta droite G sont les
génératrices du second systéme ; or Ton sait (ue denx génératrices de systemes diffé-
rents peuvent étre paralleles, ot déterminent un plan asymptote de la surface. Ainsi
laseconde partic de la construction n’est que la solution d’un probleme déja connu
el que nons savens résoudre graphiguesient.

H peut arriver pluumlh cas, ainsi gue nous Pavons dil ci-dessus:

/\
1° 51 T'on a (or+o Jou [ o— &, plus grand que Pangle » que lont cntre clles les

droites A et B, alors on anra deux droites G, et G/, et le probleme aura deux

solutions.
T S —
2°SiPona (248 ou lz—2) ¢aal a Vangie -, alors ies deus cones engendres

par la droite G qui ﬁut an angle # avee Paxe 5 el un angle 2 avee Paxe B, se fou=
12
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cheront sunvini wne dvolte stivee dans le plan des axes (A, BY) et dans ece cas le
probleme aura bien unc solulion, mais cotte solution sera donnée par une droite
qui, sappuyantsurles droites A et B, sera tout enticre situce & 'infini
e —_——
3° 81 l'on a (1 +8) ou (2—2&; plus petit que Vangle v, les deux concs ne se

couperont ni ne se toucheront, et des lors le probleme sera impossible.

§° Siles angles « et & sont tous les deux égaux entre eux et a un angle droit, le
probléme aura une solution, et une scule solution, qui sera donnée par la plus
courte distance entre les deux droites A et B.

FIN.
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ERRATA.

Page 6, 4° ligne en remontant du bas de la note : les droites A, et By, lisez : les droites A, et B,.
Page 33, 22¢ ligne : la droite §" en un point m/, lisez - ..... en un point #',
Page 46, '7° ligne enremontant du bas de la page:

Directrices de Uellipse et de la parabole , lisez : Directrices de Uellipse et de Uhyperbole.

" )

Page 48, derniere ligne : plus petit’que angle en ¢° uu/a\, lisez : ... ou .

Page 72, 9° ligne : lieu des points des sommets des cones S, S, S".... lisez : lieu des points. sommels
des cones S, ', S”,...
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