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P R É F A C E 

Dans ce nouvel ouvrage sur la géométr ie de sc r ip t i ve , que je livre à l ' examen de 

ceux qui a iment et cultivent avec intérêt la science de l 'espace figuré, j e me suis 

proposé d e u x bu t s que j ' e x p o s e r a i un peu plus loin. 

Ainsi q u ' o n l é s a i t , j ' a i a p p u y é , dans le Cours de géométrie descriptive publié en 

1844 , toutes les propr ié tés des sections coniques sur les théorèmes que l 'on doit à 

MM. Quetelet et Dandelin (*); ces théorèmes sont relatifs aux foyers, à la tangente 

et. aux focales. 

Les démons t ra t ions données pa r les d e u x savants géomèt res de Belgique sont 

d ' au tan t plus r emarquab le s , q u ' o u t r e leur simplicité et la facilité avec laquelle les 

trois sections coniques se t rouvent soumises à un môme m o d e de recherche géomé­

trique, elles sont comme un reflet de la géométr ie antique. Et en effet, il est impossible 

de ne pas se d i re , après avoir lu leurs mémoires impr imés dans les Actes de l ' aca­

démie de B r u x e l l e s , que les géomètres anciens aura ien t p u d i re tout ce qu' i ls ont 

d i t , a t t endu q u e les anciens géomètres savaient et connaissaient parfai tement bien 

tous les théorèmes qui conduisent MM. Quetelet et Dandelin à démon t r e r , ainsi qu ' i ls 

l'ont fait : 

1° Que la sphère inscrite à un cône droit ( o u de révo lu t ion) et à un plan sécant 

touche ce p lan en le foyer de la c o n i q u e , section faite dans le cône par ce plan ; o u , 

en d ' au t res te rmes et p a r d é d u c t i o n , que p o u r une section conique à d e u x foyers 

'a somme ou la différence des r ayons vec teurs est constante ; 

2° La propr ié té des d i r ec t r i c e s , p ropr ié té qui appar t ien t a u x trois courbes , en 

r emarquan t que la pa rabo le n 'a q u ' u n e seule d i rec t r ice ; 

(*) Nous s o m m e s dans l ' hab i tude de dés igner ces théorèmes sous le nom de théorèmes de MM. Quetele t 

et D a n d e l i n ; m a i s il ne faut pas oublier que c'est à M. Dandel in q u e l'on doit le théorème des foyers et 

des tangentes ; un peu plus ta rd M. Quete le t d é m o n t r a la propr ié té des focales,en se s e rvan t de la sphère 

inscr i te au cône droi t et au plan s é c a n t , mode de démons t ra t ion que l'on doit à M. Dandel in . 

Je v iens d ' app rend re la mor t de M. Dande l in ; c 'est une per te bien r eg re t t ab le pour la géométr ie 

qu'il cul t ivai t avec un grand ta len t . M. Dandel in , colonel du génie belge et m e m b r e de l ' académie royale 

des science de Bruxelles , est décédé en m a r s 1817. 



3 O La propr ié té dont joui t la tangente à une section c o n i q u e , savoir qu 'el le divise-

en d e u x part ies égales l 'angle des deux rayons vecteurs ; 

4° L'existence des courbes focales et les propriétés géométr iques don t elles 

jouissent . 

Car toutes ces propr ié tés fondamentales des sections coniques sont démont rées 

par MM. Quetelet et Dande l in , en s ' appuyan t sur ce que : 

1 3 Un cône droit est tangent à une sphère suivant un cercle ; 

2 ' Un plan tangent en un point d 'une sphère contient les tangentes à tous les 

cercles , g r ands ou pe t i t s , t racés sur la sphère et se croisant en ce point ; 

3° Les tangentes menées par un point ex té r ieur à une sphère sont éga les ; ei 

les tangentes menées à un cercle et par un point pris sur le plan de ce cercle sont 

égales ; 

4° Le plan tangent à un cône de révo lu t ion , suivant une généra t r ice d r o i t e . 

contient les tangentes a u x courbes planes t racées sur le cône et se coupant en un 

point de la généra t r ice de contact . 

Cette dern ière propr ié té n° 4 était connue des géomètres g r e c s , mais ils ne s'en 

sont point servis dans leurs recherches géomé t r iques , tandis que les géomètres m o ­

dernes ont fait un emploi fréquent du plan t a n g e n t ; et nous devons aussitôt ajouter 

à ce qui p récède : la p ropr ié té du plan tangent en un point d 'un cône était connue 

des géomètres avan t l ' invention admirab le due à D E S C A R T E S , et ainsi avan t l 'applica­

tion de l ' a lgèbre , ou del'* analyse, à la géomé t r i e ; que lques géomètres s'en sont servis 

dans leurs recherches ; mais ce n'est q u ' a p r è s D E S C A R T E S , et en se servant de l 'ana­

lyse infinitésimale app l iquée à la géométr ie , que l 'on a démon t ré q u e 1« plan tangent 

en un point d ' une surface q u e l c o n q u e , contenai t les tangentes à toutes les courbes 

q u i , t racées su r cette s u r f a c e , se croisent au point considéré (* ) , et c'est depuis 

cette époque que l 'emploi du plan langent est devenu familier dans les recherches 

géomét r iques . 

(*) <i°Les ancien» géomèt res deva ien t savoir que le plan t angen t contenai t les t angen tes à tous les 

cercles q u i , t r acés sur la surface d 'une s p h è r e , se c ro isa ient en un point . 

Et en effet, les anc iens géomèt re s d isa ient : 

La tangente en un point du cercle est perpendicu la i re au rayon passan t par ce point ; 

Le plan t angen t en un point d 'une sphè re est pe rpend icu la i re au rayon pas san t par ce point . 

Et ils démon t r a i en t que la t angen te au cercle et le plan tangent à la sphè re , définis ainsi qu 'on vient 

de le d i r e , é t a i en t tels que la t angen te et le c e r c l e , que le plan tangent et la s p h è r e , n ' ava ien t qu 'un 

seul point en c o m m u n , qu ' i l s appe la i en t point de contact ; et ils d é m o n t r a i e n t que telle é ta i t la relation 

de position en t re le cercle et sa t angen te , e n t r e la s p h è r e et son plan t angen t en un point m, en d é m o n ­

t ran t que si l'on mena i t par le cen t re o du cercle ou de la s p h è r e , une obl ique au rayon om, et coupant 

le cercle en un point x et sa t angen te en un point y, ou coupan t la sphère en un point x et son plan t a n ­

gent en un point y, on ava i t toujours : c w < oy. 

De cet te proposition, les anc iens géomètres pouva ien t t rès-faci lement a r r ive r à la conséquence su ivan te , 



Ains i , nous pouvons dire que les géomètres anc iens , et sur tout ceux qui vivaient 

du temps de D E S C A R T E S , aura ient pu donner les démonst ra t ions géométr iques que 

nous devons à MM. Quetelct et Dandelin , et dès lors nous avons pu dire en toute 

vérité que ces démons t ra t ions étaient comme un reflet de la géométr ie a n t i q u e , reflet 

vraiment r e m a r q u a b l e . 

Toutefois , les solutions géométr iques de MM. Quetelct et Dandelin ne me sat is­

faisaient p a s , parce qu'elles n 'étaient pas dans l 'esprit de la géométr ie desc r ip t ive , 

qui seule mér i te le nom de géométrie moderne. 

Lorsque je me proposai d 'écr i re sur la géométr ie desc r ip t ive , avec des vues que 

je puis dire nouvel les , quoiqu 'el les ne fussent réellement que la cont inuat ion de 

savoir ; que si par un point m d ' une sphè re S on faisait passer un pian t angen t T et une sui te de plans 

sécan ts P , P ' , P " , . . . coupant la sphè re S su ivan t des cercles C , C , C " , . . . et le p l a n T su ivan t des droi tes 

S , 6 ; , 6 " , . . . les droi tes 6 , S ' , 6 " , . . . é t a i en t r e spec t ivemen t t angen tes en le point m aux cercles C , G', G" , . . . 

car ils sava ien t que si du cen t re o de la sphè re S o n aba i ssa i t des pe rpend icu la i res R , R' , R ' ' , . . . sur les 

plans P , P ' , P " , . . . ces normales perça ien t ces p lans en des points r, r', r " , . . . qui é t a i en t les cen t res 

respect i fs des cercles C, G', G" , . . . et que les droi tes 9 , b', 6 " , . . . é t a ien t r e s p e c t i v e m e n t perpendicu la i res 

aux p lans [m, R), ( m , IV), (m, R " ) , . . . en sor te que les dro i tes S , 6 ' , 6 " , . . . é ta ien t r e spec t ivemen t pe rpen­

dicula i res aux r ayons mr, mr', mr",... des cercles C , C', C " , . . . et que dès lors ces droi tes S, 6', ô" , . . . 

é ta ien t les t angen tes respec t ives des cercles C, G', G",.-- pour le poin t m. 

2° D 'ap rès le mode do démons t ra t ion a lors a d o p t é , les anc iens géomèt res pouva ien t d é m o n t r e r t r è s -

faci lement que le plan tangent T en un point m d 'un cône droi t A OU d 'un cône obl ique A' à b a s e c i rcu­

laire , con tena i t les t angen tes à toutes les courbes planes q u i , t racées sur ce cône A OU A ' , se c ro isa ien t 

au point m. 

Et en effet : 

Dés ignant par C le cercle base du cône droi t A OU du cône obl ique A ' , par s le sommet de ce c ô n e , on 

savai t que tout plan X paral lè le à la base coupai t le cône su ivan t un cercle cT; p a r conséquen t fa isant 

passer le plan X p a r le point m , on ava i t pour sect ion d a n s l'un ou l ' au t re cône un cercle <f, et l'on sava i t 

que la droi te qui un issa i t le sommet s du cône et le cen t re o du cercle base C , coupai t le plan X en un 

point d , c en t r e du cercle «f. 

Dès lors , m e n a n t par le sommet s et le point m une d ro i t e , on ava i t une géné ra t r i ce dro i te du cône A ou 

A , laquelle coupait le cercle base C en un point n , et les r a y o n s on et dm des cercles C et f é ta ien t év i ­

d e m m e n t pa ra l l è l e s ; dès lors les tangentes t en n au cercle C et 9 e n m au cercle J e t a i e n t pa ra l l è l e s ; dès 

lors les trois droi tes t, 9 et sm é ta ien t dans un m ê m e plan T, qui étai t di t plan t angen t en m au cône 

A OU A . 

Cela dit : 

Si le plan T coupait par h a s a r d le cône A OU A' en d ' au t r e s points que ceux s i tués sur la généra t r i ce droi te 

s/w, dite généra t r i ce de contact , en dés ignan t ce point pa r x, on pouvai t mene r p a r ce point x un plan Y pa­

rallèle au plan X et coupant le cône A OU A' su ivan t un cercle ¿', et la géné ra t r i ce s m en un point m et le 

plan T suivant une droi te S ' , e t la droite so en un point d', c en t r e du cercle S' ; pa r c o n s é q u e n t , la droise 5' 

é t an t perpendicu la i re à l ' ext rémité du rayon dm du cercle ¿', ne pouvai t couper ce cercle en un point x 

i;utre que ie point rn , 

Cela posé : 

Menant par le point m un plan oblique que lconque Z , il coupait le cône A OU A' su ivant une co­

nique S, et le plan T suivant une droi te >. q u i , d ' ap rè s ce qui précède , ne pouvai t avoir en commun avec 



celles de M O N G E , fondateur de cette science (*), j e dis en 1 8 3 1 à M. Quete le t , que 

je baserais toutes les recherches touchant les propr ié tés géométr iques des sections 

coniques et des surfaces du second o rd re sur les théorèmes belges, c ' es t -à -d i re sur le 

mode de démons t ra t ion employé pa r lui et M . Dandelin ( m o n ancien camarade à 

l 'Ecole p o l y t e c h n i q u e ) , p o u r la manifestation des propr ié tés pr incipales des sections 

coniques . 

C'est ainsi que j ' a i p rocédé dans la rédact ion de l ' ouvrage que j ' a i publ ié sous 

le titre : Cours de géométrie descriptive. 

Mais tout h o m m e impar t ia l reconnaî t ra sans p e i n e , q u ' à pa r t les théorèmes re la ­

tifs a u x foyers, à la tangente (d iv isant l 'angle des deux rayons vecteurs en deux 

la courbe £ d ' a u t r e s points que le poin t m, et d ' ap rè s la définition adoptée la droi te x é ta i t bien la tangente 

au point m à la conique C. 

Mais , en p a r t a n t de la définition de la t angen t e , savoir : q u e c 'é ta i t une droi te qui n ' ava i t en commun 

avec une courbe q u ' u n seul p o i n t , les anc iens géomèt res pouva ien t b ien d é m o n t r e r le t héo rème relatif au 

plan tangent en un point d 'une s p h è r e et en un point d 'un cône droi t ou d 'un cône obl ique à base c i rcu­

l a i r e , t an t qu ' i l s ne cons idé ra ien t q u e des courbes p lanes t r acées sur ces su r faces ; ma i s ils ne pouvaient 

pas d é m o n t r e r que le plan t a n g e n t contena i t les t angen te s à toutes les courbes à double courbure t r acées 

sur les surfaces coniques et s p h é r i q u e s et se croisant au point de con tac t ; et à plus forte ra ison ils igno­

r a i e n t q u e cet te propr ié té du plan tangent existai t pour toutes les s u r f a c e s , quel q u e fût leur m o d e de 

généra t ion . 

Pou r a r r i v e r à la démons t r a t ion du théorème généra l énoncé c i -dessus , il fallait q u e la géométr ie e n t r a i 

dans une voie nouvelle e t fût a m e n é e à cons idérer une courbe comme é t a n t la l imite d 'un po lygone , dont 

les côtés pouva ien t deven i r indéfiniment p e t i t s ; en sor te q u e l'on p o u v a i t , d a n s les r eche rches géomé­

t r i q u e s , r emplace r et r i gou reusemen t une courbe pa r un polygone d 'un n o m b r e infini de c ô t é s , chaque 

côté é t an t infiniment p e t i t , ce polygone p r e n a n t le nom de polygone infini tésimal. 

Si les géomèt res anc iens ont quelquefois employé les cons idéra t ions de l'espace pour r é s o u d r e cer ta ins 

problèmes-plans, et a i n s i , si pour r é soudre un p rob l ème relat if à des l ignes t r acées sur un plan , iis 

ont considéré un s y s t è m e de lignes q u i , s i tuées d a n s l ' e space , donna ien t pour project ion le sys tème 

plan p roposé , ils n 'on t j ama i s employé la cons idéra t ion du plan t a n g e n t , pa r ce qu ' à ce sujet l eurs 

conna issances géomé t r iques é ta ien t t r ès -bornées ; c 'est a insi qu'ARcniMÈDE vit b ien que sa spira le é ta i t la 

projection sur un plan de la spi ra le à double c o u r b u r e , qui é ta i t l ' intersect ion d 'un cône droi t et d 'un filet 

de vis c a r r é e , ma i s il ne pu t p a s , et ne pouvai t p a s , t rouver la cons t ruc t ion de la t angen te en un point 

de sa courbe p l a n e , en la d-éduisant de la cons t ruct ion de la t angen te en un point de la courbe à double 

courbure , pa rce que s'il connaissa i t le p lan t a n g e n t en un point du cône d r o i t , il ignorai t la construct ion 

du plan t angen t en un point de la surface gauche . 

(*) Je puis d i re que m e s vues en géométr ie descr ip t ive é ta ien t nouvel les , car tous les s avan t s qui ont 

écri t ap rès Monge sur cet te sc ience , ont toujours considéré la géométr ie descr ip t ive c o m m e n ' é t a n t propre 

qu 'à cons t ru i re les résultats géométriques donnés p a r l'analyse ; donnés pa r la géomét r ie des anciens 

ou donnés pa r la m é t h o d e de l ' involution de six points ( p r o p r i é t é s géomé t r iques I r è s - r e s t r e i n t e s , t res-

l imitées , puisqu 'e l les ne peuven t s ' app l iquer q u ' a u x sect ions coniques ) , ce t te mé thode est due à DESARGUES 

(citoyen lyonnais) ; ap rès lui CARNOT en fit de t r è s - r e m a r q u a b l e s appl ica t ions ; ou donnés par la méthode 

plus générale , di te : des proportions harmoniques, employée par JLAHIRE et dont p lus ieurs géomètres se 

sont servis avec succès dans ces de rn ie r s t emps . 



part ies é g a l e s ) , a u x directrices et aux focales , toutes les aut res 'propr ié tés des courbes 

du second o r d r e , et en général toutes les recherches géométr iques touchant les 

au t res courbes et les surfaces diverses dont on a é tudié les propr ié tés dans l ' ouvrage 

dont il s ' ag i t , sont établies d ' après les vrais principes de la géométr ie desc r ip t ive , 

tels que Monge nous les a enseignés , pr incipes qui sont tout autres que ceux ensei­

gnés p a r les géomètres anciens . 

Car si l 'on veut réfléchir un ins tant sur les méthodes des anciens g é o m è t r e s , on 

verra bientôt qu 'el les s 'appl iquaient essentiellement a u x problèmes de relations 

métriques ; les anciens n 'avaient pas compris et n 'avaient pas connu la science des 

relations de position ; or cette science est précisément celle que M O N G E a nommée 

géométrie descriptive. La géométr ie des relat ions de posit ion est due aux géomètres 

m o d e r n e s , et c'est celle que j ' a i désignée ci-dessus par le nom de géométrie mo­

derne (*). 

Et lorsque j e dis que les anciens géomètres n 'avaient pas connu la géométr ie 

descript ive , je ne v e u x pas dire qu' i ls n 'on t j ama i s employé des méthodes ana logues 

à celles de la géométr ie descript ive pour la solution de cer tains problèmes trai tés 

pa r e u x . Mais au t re chose est d 'employer u n e mé thode par t icul ière p o u r la solution 

de quelques problèmes du même g e n r e , et au t re chose est de faire cle cette mé thode 

u n moyen de recherche p o u r un g r a n d n o m b r e de quest ions géomét r iques , et su r ­

tou t de dé te rminer les genres de ques t ions géométr iques qui sont du domaine de 

cette mé thode . 

Or c'est ce que M O N G E a fa i t , et personne ne peut le nier ; pe rsonne ne peut met t re 

en dou te que M O N G E ne comprî t parfai tement la puissance de sa mé thode g é o m é ­

t r i q u e , la méthode des projections, quoiqu ' i l n 'a i t pas publ ié tout ce qu'i l lui devait 

pour les recherches qu ' i l nous a données sous une au t re forme dans son g r a n d 

ouvrage su r l 'analyse appl iquée à la géomét r i e ; car M O N G E dit pos i t ivement , dans 

l 'ouvrage qui a pour t i tre : Développements sur renseignement adopté pour l'école cen­

trale des travaux publics, et qui a été impr imé pa r o rd re du comité de salut publ ic : 

« De la géométrie descriptive. 

)» La géométr ie descript ive est une l angue nécessaire et commune à l 'homme de 

» génie qui conçoit un p ro je t , a u x artistes qui doivent en diriger l ' exécut ion , et 

» a u x ouvr iers qui doivent l 'exécuter . Cette l a n g u e , susceptible de préc i s ion , a 

» encore l 'avantage d 'ê t re un moyen de rechercher la vérité et d 'ar r iver à des r é -

» sultats i n c o n n u s ; comme toutes les aut res l a n g u e s , elle ne.peut devenir familière 

(*) Les Allemands donnent à la géométr ie descr ipt ive le nom de géométrie française. Pour eux, ia con­

na issance complète de cet te science da te de 1815 . 

h 



v que pa r l 'usage habituel ; ainsi , pendan t les trois années que du re r a Je cours 

» d ' instruct ion dans l 'école centrale des t r avaux publics , les élèves la p ra t ique ron t 

r> continuellement. » 

Ains i , on ne peut nier (pie M O N G E ne r ega rdâ t la méthode des projections, en un 

mot la géométrie descriptive (*), comme pouvan t conduire à la. découver te et à la 

démonst ra t ion de véri tés géométr iques nouvelles. 

Mais écoutons ce que dit C A R N O T dans son rappor t (**) lu le 2 3 m a r s 4 8 -12 , à 

la classe des sciences phys iques et ma thémat iques de l ' Ins t i tu t , sur l ' ouvrage de 

H A C H E T T E , ayant pour t i tre : Supplément à la (géométrie descriptive de M O N G E . 

« Le but de la géométr ie descr ipt ive est de représenter sur des surfaces planes 

v> qui n 'ont que d e u x d i m e n s i o n s , les objets qui en ont t r o i s , et r éc ip roquement 

» de re t rouver la forme de ces objets à trois d imens ions , d ' après les dessins qu i les 

» représentent sur ces surfaces p lanes . 

» Le moyen qu ' on emploie pour y pa rven i r consiste à. faire sur ces plans les 

» project ions des corps p roposés . 

» La science des projec t ions , en g é n é r a l , se divise en d e u x b ranches , dont l 'une 

» est l ' exécut ion ra isonnée mais purement g raph ique de ces p ro jec t ions , et l ' au t re 

» est l eur théorie, p u r e m e n t ana ly t ique . 

» Quoique ces d e u x b ranches de la môme science ne so i en t , à p rop remen t 

» par le r , que deux méthodes différentes de t rai ter les mômes ques t ions , leurs p ro -

» cédés respectifs ont ent re eux si peu d 'analogie a p p a r e n t e , que l ' identité constante 

» de leurs résul ta ts forme des r app rochemen t s continuels dont on ne peut s 'em-

» pécher d 'ê t re f rappé. On admi re la cor respondance int ime de d e u x sciences qui 

» \ o n t toujours d 'un pas é g a l , dont l ' u n e , n 'employant j amais le ca lcul , semble 

» être entièrement du domaine de l ' imag ina t ion , et dont l ' au t r e , ne t i rant d u fond 

» de la quest ion que les données s t r ic tement nécessaires pour l 'expression a lgé-

)> br ique des condit ions p r o p o s é e s , laisse ensuite à l 'analyse la plus abs t r a i t e , la 

» plus dégagée de toute au t re considérat ion , le soin de dénouer successivement 

)) toutes les difficultés, et de r amener enlin aux résultats les plus élémentaires que 

» puisse compor te r la na tu re de la quest iou. 

» Cet accord imper tu rbab le de ce que l 'analyse a de plus t r anscendan t avec ce 

)> que la synthèse offre de plus simple et cependant de p lus sub t i l , donne la sat is-

(•') Dans les Développements sur renseignement, adopté pour l'Ecole cent ra le des t r avaux publ ics , 

M O N G E a di t encore -, L'art de décrire les formes et les positions des objets , consiste à exprimer d'une 

•manière complète , sur des dessins qui n'ont gue deux dimensions , les objet qui en ont trois. Parmi 

ces objets, les uns ont des formes susceptibles d'une définition rigoureuse;les procédés pourles décrire 

sont soumis à des règles certaines, et composent ce qu'on peut appeler la G E O M E T R I E DESCRIPTIVA. 

Í'**) I m p r i m é dans la Correspondance de l 'École poly technique , tomo i l i , page 234. 



» faction de voir deux théo r i e s , si d ispara tes au premier aspect , se confirmer eepen-

y> danl l 'une par l ' au t re , s ' expl iquer , se général iser réc iproquement ; l ' u n e , en un 

» m o t , forme]' des t ab leaux qui par len t a u x y e u x , t andis que l ' au t re s 'occupe à 

» les décr i re aussi fidèlement qu ' exac tement dans la l angue qui lui est p ropre , » 

Pcui-ll rester, après avoir lu ces pages écri tes par M O N G E el pa r C A K N O T , le m o i n d r e 

doute d a n s l'esprit de tout h o m m e de bonne foi ? 

Oui , Monge el Cru-nof ont tous deux rega rdé la géométr ie descr ipt ive comme une 

sc ience , et comme une science d 'une utilité incon tes tab le ; o u i , Monge et Oarnot , 

ont tous deux pensé q u e la mé thode des projections pouvait condui re à rechercher 

et à démont re r des véri tés géométr iques encore inconnues . 

Depuis 1 8 1 5 , M O N G E et C A U N O T é tan t tous les d e u x proscr i t s , tous les deux, exilés 

de l'Institut de France, de cette F r a n c e , leur pa t r ie , qu ' i ls avaient tous deux si bien 

s e rv i e , la puissance de la mé thode dos project ions et ru l ï l i t é comme science de la 

géométr ie descript ive ont été méconnues et niées ; mais il faut le d i r e , ce fut pa r 

des hommes t r è s - savan t s , sans nul doute; , ma i s , qui n 'ava ient point passé p a r les 

services pub l i c s , qui n 'avaient point été i n g é n i e u r s , ou qui n ' ava ien t fait que 

t raverser l 'Ecole des ponts et chaussées et celle des mines , pour s ' adonner tou t ent iers 

à l ' é tude pu remen t phi losophique, purement spéculatr ice des sciences, et qui dès lors 

ont déda igné la science qui offre des contacts si multipliés avec la pratique, avec 

l 'ar t de l ' ingénieur . 

Auss i , ne do i t -on pas ê t re surpr is que M. Chas tes , n o m m é en \ 846 professeur de 

géométrie supérieure à la faculté des sciences de Par is , s ' expr ime dans son discours 

d 'ouve r tu re , ainsi qu ' i l l'a tait ; il dit (*) : 

« Mais il ne faut pas pe rd re de v u e que , dans loutes ces ques t ions , la géométr ie 

o descript ive n 'est toujours q u ' u n ins t rument don t l ' ingénieur se sert p o u r t raduire 

» sa pensée et exécuter sur le papier les opéra t ions que la science, je veux di re la 

» géométr ie géné ra l e , lui ind ique . La géométrie descript ive e x é c u t e , mais elle ne 

» crée pas . Si elle montre a u x yeux la courbe d ' intersect ion de deux surfaces ,e l le 

» n'en fait point connaî t re les p r o p r i é t é s ; elle ne saura i t indiquer , ma théma t ique -

» ment pa r l a n t , si cette courbe est plane ou à double courbure . Elle n 'a point de 

» méthodes pour ces r eche rches , qui sont exclusivement du domaine d e l à géo-

» met rie rationnelle (**). » 

A ins i , nous ( M i sommes r evenus , eu 1840 , à Vart des projections, qui écrit graphi­

quement des résultais géométr iques obtenus par la géométrie 1 rationnelle. 

(*) Voyez, le Journal des mathématiques pures et appliquées . publié par M . L I O D V J U . V . , fom*? X.U , 

pages 1 et su iv . ( n ° d o j anv ie r ! 8 i T ). 

{**) Voyez à la fin 6p cet ouvrage l 'addition , n i . 



Ains i , nous revenons au point d 'où est par t i M O N G E ; e t , en 1 8 4 6 , tous les t ra ­

vaux de M O N G E sont oubliés , ils sont comme non avenus ; bien p l u s , ga rdons -nous 

de considérer la géométr ie descr ip t ive , comme u n e mé thode de r eche rches , c'est 

une g rave e r reu r q u e , depuis 1815 jusqu ' en 1 8 4 6 , les savants en géométr ie ra t ion­

nelle n 'on t j amais p a r d o n n é e ! 

Mais pour cer ta ins s a v a n t s , ainsi qu'i l y a u n e géométrie rationnelle, il y a une 

mécanique rationnelle; et si l 'on veut bien y réfléchir un m o m e n t , on reconnaî t ra 

sans peine que ce que l 'on appelle au jourd 'hu i géométr ie et mécan ique ra t ionne l les , 

n 'es t au t re chose que l 'emploi deVanalyse à la recherche des propr ié tés géomét r iques 

des sur faces , et à la démons t ra t ion des pr incipes de la mécan ique . 

Mais, quoi qu ' on en d ise , on rev iendra pa r la force de la vér i té à reconnaî t re que 

1.'analyse n 'est q u ' u n outil de recherche ; mais bien p l u s , c'est u n e langue au moyen 

de laquelle Vidée q u e l 'on conçoit devient saisissable p a r l ' intell igence de c e u x qui 

nous e n t o u r e n t , de telle maniè re qu ' i ls conçoivent Vidée d ' a u t r u i , comme s'ils 

l 'avaient eux-mêmes conçue les p remiers . 

11 analyse peu t aussi ê t re considérée comme u n e méthode, mais elle n 'es t pas la 

seule mé thode q u e l ' homme puisse employer à la recherche des véri tés géomé­

tr iques ou mécan iques . 

Comme tout ce qui vient de l ' h o m m e , V analyse a ses b o r n e s , ses l imi tes , ses 

avan tages , ses inconvénien t s ; si elle a u n e g r a n d e puissance , elle a aussi sa par t de 

faiblesse; parfaite en certains points , elle est imparfai te en d ' au t res . 

Toutes les au t res méthodes en sont là . 

Pour certaines r eche rches , cer taines méthodes sont préférables à d ' a u t r e s ; 

choisir entre les m é t h o d e s , suivant le p rob lème à r é s o u d r e , voilà le point impor ­

tant ; c'est ce choix jud ic ieux qui mon t r e l ' intelligence du phi losophe ( en d o n n a n t 

à ce nom de -philosophe son acception a n t i q u e , homme qui cherche la vérité dans 

l'intérêt de l'humanité, sans orgueil et sans vanité, n ayant d'autre ambition que celle 

d'être utile). 

L 'homme ne crée aucunes véri tés géométr iques , elles préexis tent toutes . 

Lorsque l 'on engendre une surface pa r le mouvement d ' une c o u r b e , cette surface 

jouit immédiatement de certaines propr ié tés géométr iques qui dér ivent de la na tu re 

géométr ique de la courbe générat r ice et de la loi mécan ique d u mouvemen t impr imé 

à cette courbe généra t r ice ( q u e cette courbe reste constante de fo rme , ou var ie de 

forme à chaque instant de son m o u v e m e n t , la loi des var ia t ions de la forme géo­

mét r ique de cette courbe générat r ice étant liée à la loi mécan ique de son mouve­

ment dans l ' e s p a c e \ 

Toutes les propriétés géométr iques de la surface ainsi engendrée sont implicites. 

Le géomètre parvient à rendre ces propriétés explicites, en se servant de ce qu 'on 



appelle méthode de recherche. Les méthodes sont des outils dont se sert le raisonne­

ment géométr ique pour l 'a ider dans la découver te des véri tés cachées . 

Les méthodes ne créent rien, elles met tent dans la lumière ; elles nous aident à 

voir les choses telles qu'elles sont rée l l ement , et à démontrer que ce que nous disons 

être est b ien réellement ce qui est. 

Mais p o u r q u ' u n e vérité t r o u v é e , découver te p a r u n h o m m e , puisse être utile à 

t o u s , il faut qu 'el le puisse être comprise p a r tous ; il faut donc un moyen de t r a n s ­

mission des idées , de l ' intelligence d 'un h o m m e à celle d ' un au t re h o m m e ; cette 

transmission s 'opère au moyen des langues. 

C'est ainsi que pour la t ransmiss ion d ' h o m m e à h o m m e des idées géométr iques , 

nous avons d e u x langues d i s t inc tes , la géométrie algébrique et la géométrie descrip­

tive. La p remière emploie des symboles, qu 'e l le combine en t re e u x suivant des règles 

cer ta ines ; la seconde emploie des lignes, qu 'el le t race aussi suivant des règles cer­

taines ; ces règles sont exactes , pa rce qu'elles sont établies p a r le raisonnement, en 

ver tu d e déduct ions successives et logiques fondées sur la nature des choses . 

Ces d e u x langues sont basées sur des pr incipes différents ; la l angue algébrique a 

p o u r pr inc ipe f o n d a m e n t a l , Y arithmétique, .c 'es t-à-dire le nombre ; et aussi s ' ap -

p l ique- t -e l le en géométr ie à la solution des p rob lèmes de relations métriques. La 

l angue graphique a p o u r pr incipe fondamental la forme, et aussi s 'appl iquc- t -e l le , 

en g é o m é t r i e , à la solution des prob lèmes de relations déposition. 

Comme tou tes les langues don t la formation dér ive de principes différents, ces 

d e u x langues algébrique et graphique ont des puissances et une fécondité différentes : 

elles d e m a n d e n t aussi à ê t re e m p l o y é e s , maniées p a r le géomètre d ' une maniè re 

différente, car leur esprit ou génie est différent, pu i sque les pr incipes qui leur ont 

donné naissance sont différents {*). 

Mais p o u r bien savo i r , pour bien par ler une l a n g u e , pour qu 'el le vous soit 

familière, comme le d i tMoxcE, il faut p lus ieurs années d 'é tudes et de p ra t ique . 

Et dès lors comment des géomètres peuvent- i ls se p rononcer sur la géométr ie 

desc r ip t ive , et sans c ra indre d 'e r re r , lorsqu ' i ls en connaissent seulement les premiers 

éléments ! 

Une pra t ique constante peut seule nous faire découvr i r toutes les ressources 

scientifiques que possède la géométr ie descr ipt ive. Si un homme qui aurai t 

appris dans sa jeunesse que lques phrases de la langue a l lemande , et qui ne l 'aurai t 

point p ra t iquée d e p u i s , voulait plus t a rd discuter sur le génie de cette l angue et 

examiner si elle est plus ou moins poétique que telle ou telle au t re l a n g u e , ne lui 

l*) N 'es t -on pa s dans l 'habi tude de d i re : le génie d 'une l a n g u e , — le génie de «vs d e » * langue? est 

d i f férent , — ne pa s confondre le génie d ' une langue avec celui d 'une a u t r e l angue . 



dirai t-on pas : apprenez et étudiez la langue allemande avant d 'en par le r si au long ? 

La géométr ie desc r ip t ive , comme méthode, nous permet de t rouver des p r o ­

priétés géométr iques nouvel les (ou inconnues jusqu 'a lo r s ) ; comme langue, elle nous 

permet d'écrire et de t ransmet t re ainsi a u x ingénieurs des vérités géomét r iques , et de 

les met t re à mémo de les vérifier et de s'en, servir ; eu un mot de les utiliser dans 

leurs travaux sur le t e r ra in . 

La géométrie descriptive p rocède ainsi qu'il suit : 

É tan t donné un système dans l ' e space , on le projet te sur deux p l a n s ; ces p ro ­

ject ions sont construi tes r i g o u r e u s e m e n t , e x a c t e m e n t , en sor te que les lignes qui 

composent une project ion sont ent re elles en des posit ions r i g o u r e u s e s , exac tes . En 

r ega rdan t avec at tention l 'une et l ' aut re p ro jec t ion , on peut pa rven i r à dé terminer 

les re la t ions de pos i t i on , r i g o u r e u s e s , exac tes , des diverses l ignes qui composent 

le système de l ' espace. 

On peut donc; affirmer que les l ignes du système de l 'espace ont ent re elles telles 

ou telles relat ions de posi t ion. 

En é n o n ç a n t , en l angage o r d i n a i r e , ces relat ions de pos i t ion , on dicte des 

théorèmes. 

Ains i , c'est en lisant les project ions d ' u n sys tème situé dans l 'espace , comme on 

lit des équations, q u ' o n découvre les p ropr ié tés géomét r iques écrites graphiquement 

su r Vépure, et q u e par suite on ar r ive à découvr i r , d ' une manière ce r t a ine , les 

propr ié tés géométr iques qui subs i s t en t , qu i existent dans ce système de l ' e space ; 

et il me semble que cette m a r c h e condui t bien à une démons t ra t ion rée l l e , pos i t ive , 

d ' une vérité inconnue et que recelait le système donné dans l 'espace. 

A i n s i , l'on ne peut met t re en dou te q u e cette maniè re de p rocéde r , que cette 

méthode, qui consti tue ce q u e l 'on appelle la géométrie descriptive . ou la science 

des projections, ne conduise à la découver te d ' une véri té géomét r ique inconnue ; 

car faire voir q u ' u n e chose est telle qu 'on le dit et non pas au t rement qu 'on le d i t , 

n 'est-ce pas démont re r que cette chose est ; en d ' au t res t e r m e s , n 'est-ce pas dé ­

mont re r des théorèmes de géométr ie ? 

J 'ai dit ci-dessus q u ' o n lisait une épure comme on lisait des pages d'analyse, des 

pages remplies de formules a lgéb r iques ; en t rons à ce sujet dans que lques détai ls . 

Lorsqu 'on emploie Y analyse à la recherche des propriétés g é o m é t r i q u e s , on ne 

fait pas au t re chose p o u r met t re le p rob lème en équation que d 'écr ire les équations 

des lignes qui sont les project ions sur trois plans des l ignes situées dans l 'espace. 

On combine entre elles ces équations d ' après les règles algébriques, et l 'on obtient 

en définitive dos formules algébriques qui expr iment la solution du p rob l ème ; et en 

t raduisan t en l angage ord ina i re la solution écrite dans ces fo rmules , on énonce la 

solution du problème p r o p o s é , ou la vérité du théorème qui était à démont re r 



On lit donc des équations connue on lit une phrase écrite en. telle ou. telle l a n g u e , 

cette ph rase expr iman t une idée. 

Lorsqu 'on emploie la géométrie descriptive à la recherche des proprié tés géomé­

tr iques , on ne fait pas au t re chose pour établir les données du p rob lème que de 

t racer sur Vépure les lignes qui s o n t , sur les d e u x plans de projection , les projec­

tions horizontales et verticales des lignes situées dans J 'espace. 

On combine entre elles ces lignes-projections d ' ap rès les règles graphiques fies règles 

de la géométr ie descr ip t ive) , et l 'on obtient en définitive des figures graphiques qui 

expr iment la solution du p r o b l è m e ; et en t r adu i san t en l angage o rd ina i re les rela­

tions qui exis tent entre les diverses part ies de ces figures, auxquel les on est a r r ivé 

en définitive, on énonce un résultat g é o m é t r i q u e , on énonce un t h é o r è m e ; on lit 

donc une figure, une construct ion géomé t r i que , co mme on lit des équa t ions , comme 

on lit des formules a lgébr iques . 

On voit donc bien que Y esprit du géomètre p rocède dans les d e u x cas de la m ê m e 

m a n i è r e , et qu ' i l n ' y a d ' au t res différences ( e t il ne peut év idemment y en avoir 

d ' a u t r e s ) que celles qui doivent provenir de Y emploi de d e u x l angues différentes, 

savoir : la l angue algébrique et la l angue graphique. 

Aussi L A G R A N G E , écou tan t une leçon de M O N G E , a-t-il dit : Je ne savais pas que je 

savais la géométrie descriptive. 

Les analystes de nos j o u r s ont in terpré té cet aveu si nctïf et si profond de L A G R A N G E 

de la man iè re suivante : 

Tous ceux qui savent / ' A N A L Y S E peuvent enseigner la géométrie descriptive. 

Et p a r suite ils ont a jouté : 

La géométrie descriptive ne peut servir quci tracer graphiquement les résultats 

géométriques obtenus par l'analyse. 

Je crois que ce n 'est pas là ce que L A G R A N G E pensait ; je crois qu' i l fut frappé de 

Y unité qui existait dans la. maniè re de manifester les véri tés de la géométr ie à trois 

d imens ions , d' intelligence à intelligence, d ' homme à homme. 

Je crois qu'i l se replia en lu i -même, et qu ' i l se dit in tér ieurement : En toute 

vérité, le procédé des projections est le procédé fondamental dont le géomètre se sert, 

soit qu'il s'exprime dans la langue A L G É B R I Q U E , soit qu'il s'exprime dans la langue 

G R A P H I Q U E . 

Ne pourrai t -on pas d i r e , avec que lque r a i s o n , que si les algébristes qui ne sont 

pas mécaniciens , et qui écrivent sur la m é c a n i q u e , dédaignaient moins la géométr ie 

descr ip t ive , ils auraient appris à lire dans l 'espace le système dont ils veulent s 'oc­

c u p e r , et qu' i ls choisiraient plus judicieusement, qu' i ls ne l'ont fait assez souvent , les 

plans sur lesquels ils doivent projeter ce système, de maniè re à avoir des équat ions 

t rès-simples a t r a i t e r , très-faciles à m a n i e r 0 



M. P O X C E L E T a donné t rès - souven t , à ce sujet , de bonnes et utiles l eçons , dans 

son c o u r s , à la Facul té des sciences. 

E t lorsque j e dis : les algébrisles et les géomètres qui ne sont pas mécaniciens, j ' e n ­

tends par le r des savants qui s 'occupent de mécanique générale et de mécan ique 

céleste ou d ' a s t ronomie , dés ignant p a r mécaniciens ceux qui s 'occupent d e l à théor ie 

des mach ines . Ces derniers ne peuvent ignorer la const ruct ion et les formes g é o m é ­

t r iques des diverses par t ies des machines dont ils s 'occupent ; ils ne peuvent ignore r 

la na tu r e et la résistance des m a t é r i a u x e m p l o y é s ; ils ne peuvent ê t re é t r angers 

a u x ateliers et a u x out i l s ; en un m o t , ils doivent être ingénieurs. 

Les mécaniciens do iven t , de toute nécess i té , savoir la géométr ie descr ip t ive ; au 

reste c'est la pensée do 31. P O N C E L E T , qui a dit t rès -souvent qu'i l préférait employer 

la géométrie, au lieu, de Y analyse, clans les démons t ra t ions des pr incipes de la méca­

n ique , pa rce qu ' on était condui t tout naturel lement à des tracés graphiques que l 'on 

pouvai t immédiatement utiliser dans la construct ion des m a c h i n e s ; car il est cle toute 

évidence qu 'on ne peut pas cons t ru i re une machine sans en avoir fait Y épure. 

Je m'éta is p roposé d e u x buts en écr ivant ce m é m o i r e ; le p remier , de donne r une 

preuve évidente que la géométr ie descr ipt ive pouvai t const rui re et démont re r , ainsi 

que l 'avait dit M O X G E , et non pas seulement cons t ru i re , comme l'affirme M . Chasles ; 

et le second, de remplacer les théorèmes de ADT. Quetelet et Dande l in , p a r d ' au t r e s 

qui fussent plus dans l 'espri t de la géomét r i e descr ip t ive . 

Je soumets ce travail au jugement des géomètres impar t i aux et de b o n n e fo i , 

qui aiment la science p o u r el le-même; q u i , n ' é tan t point des ambi t i eux po l i t iques , 

sont dès lors ennemis des int r igues , et ignorent toutes ces mauvaises pass ions hu­

maines qui gâ tent le c œ u r de l 'homme et avilissent le carac tère du savant . 

Ai-je besoin d 'ajouter q u e , si j ' a i mis que lque chaleur dans cette discussion , l 'on 

veuille bien songer à ceci : ce ne sont point mes idées, ce n 'es t point mon œuvre 

que je défends ; je défends l 'œuvre de M O N G E et les idées de C A R N O T , qui furent d e u x 

g rands savants et deux g r ands c i toyens , ayant l 'un et l 'autre a u fond du c œ u r 

l 'amour de la patrie et des sciences , a m o u r qui fut pu r et désintéressé. 

Eflbrçons-nous de les imiter! 

T. 0 . 



COURS 

DE 

GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

ADDITIONS. 

DÉMONSTRATION NOUVELLE DES PROPRIÉTÉS PRINCIPALES DES SECTIONS CONIQUES. 

Je me propose, dans ce mémoire , de démontrer d'une manière nouvel le , et qui 

me paraît tout à fait dans l'esprit de la géométrie descriptive, les propriétés relatives 

aux foyers, aux directrices et aux focales des sections coniques. 

J'ai divisé en deux parties ce mémoire , qui forme comme un petit traité des 

sections coniques. 

Dans la première partie, j'arrive à démontrer qu'un cercle et une section conique. 

i 



situes dans deux plans différents , mais avan t un point de con tac t , peuvent toujours 

être enveloppés par un cône et par un seul coite. 

Cette proposi t ion fondamentale étant d é m o n t r é e , elle me sert de point de 

dépar t pour r echercher , construi re et démont re r , dans la seconde p a r t i e , les pro­

priétés des sections c o n i q u e s , relat ivement à leurs foyers, à leurs directrices et à 

leurs focale*. 



PREMIÈRE PARTIE. 

lin cercle el une section conique qui ont un point de contact sont toujours enveloppés 

par un cône et un seul cône. 

Pour ar r iver à démont re r ce théorème, il faut établir , au p r é a l a b l e , plusieurs 

propositions, ainsi qu' i l sui t . 

§ I e r . 

É tan t donnés un cercle C et une droi te D , cette droi te peut avoir trois posit ions 

par r appo r t au cercle : 1 0 elle peut être ex té r ieure au cercle ; 2° elle peu t couper 

le cercle ; 3 ° elle peut être t angente au cercle. 

Quelle q u e soit la position de la droi te D pa r r appor t au cercle C, j e dis que si 

l 'on p r end un point m su r cette droi te et si de ce point on mène deux tangentes au 

ce rc le , en unissant les points de contact du cercle et des d e u x t a n g e n t e s , on a u r a 

une corde qu i passera p a r u n point fixe si tué : 1 0 dans l ' intérieur du cercle dans le 

premier c a s , et %° pa r le point de contact de la droi te D et du cercle C dans le t r o i ­

sième c a s , ce qu i est évident et n 'a pas besoin de démonst ra t ion , et 3 ° p a r un point 

qui sera situé hor s du cercle dans le deux ième c a s , et dès lors ce sera le pro longe­

ment de la corde qu ' i l faudra considérer . 

Nous allons démont re r le théorème p o u r le premier et le deux ième cas . 

P R E M I E R C A S . La droite D étant extérieure au cercle C. 

Nous pou r rons considérer le plan du cercle C et de la droi te D comme étant un 

plan diamétra l P d 'une sphère S , coupée par ce plan P suivant un g r a n d cercle C, 

cette sphère S ayant pour centre le centre o du cercle C (yfig. Y). Nous pour rons 

mener p a r le centre o un plan R perpendicula i re à la droi te D et la coupant en un 

point d, et coupant de plus la sphère S suivant un g rand cercle C ( p r e n o n s ce 

plan R p o u r plan vertical de p ro jec t ion) ; menant du point d, qui sera évidemment 



extér ieur au cercle C , d e u x tangentes 9 et 9' à ce cercle C , ces droi tes toucheront 

le cercle C en les poin ts x et x . 

Les p lans D ) et (x, D ) seront t angen t s à la sphère S en les points x et 

x; car l 'on p o u r r a mene r , d a n s le plan (x, D ) et pa r le point x, une droi te H 

parallèle à D , et dans le plan (x, D ) et par le point x' une droi te B' , paral lèle à D ; 

et il est facile de démont re r que le r ayon ox est perpendicu la i re a u x droi tes G et B, 

et q u e le r ayon ox est pe rpend icu la i r e a u x droi tes 8' et B ' ; par conséquent les plans 

(x, D ) et (x1, D ) sont respect ivement perpendicula i res a u x ex t rémi tés d u rayon qui 

leur c o r r e s p o n d ; d o n c , etc . 

La droi te xx fera un angle droi t avec la droi te D , et elle sera coupée pa r k 

plan P , auque l elle est pe rpend icu la i r e , en un point p qui év idemment sera situé 

dans l ' intér ieur d u cercle C. 

Cela p o s é : 

Nous savons que si nous p renons un point m sur la droi te D , et q u ' o n le consi ­

dère comme le sommet d ' un cône I t angen t à la sphère S , ce cône touchera la 

sphère suivant un petit cercle À qui cont iendra les points x et x', et dont le plan Q 

passera dès lors p a r la droi te xx'. 

Or le p lan Q sera coupé p a r le plan P , auque l il est perpendicu la i re , su ivan t u n e 

droi te passan t pa r le point p et qu i sera su r le plan P la project ion o r thogona le du 

cercle À ; et le cône 2 sera coupé par le p lan P suivant d e u x générat r ices droi tes 

qui seront tangentes au cercle C ; en faisant va r ie r la posit ion du point m sur la 

dro i te D , on aura i t les mêmes résu l ta t s . 

Le théorème est donc démon t ré (*). 

D E U X I È M E C A S . La droite D coupe le cercle C. 

Prenons un point n sur la droi te xx p récédente (fig. I ) , et cons idé rons - l e 

comme le sommet d ' un cône l' t angent à la sphère S , on au ra un peti t cercle de 

contact A' , et il suffit d e démon t r e r q u e le plan Q' de ce cercle A' passe pa r la 

droi te D ( m ê m e fig. I ) p o u r q u e le théorème se t r o u v e démont ré . 

Car en considérant le p lan R (qui n 'est au t re que le plan vert ical de p ro jec t ion ) , ce 

plan cont iendra la droi te xx' et le cercle C', lequel sera coupé pa r la droi te xx en les 

points x et x ; ce p lan R coupera le cône 2' su ivant d e u x tangentes è et 3* au cercle 

C , lequel sera touché en les points i et i p a r ces tangentes $ et d', et la corde ii 

prolongée passera pa r le point d, en lequel la dro i te D est coupée pa r le plan R , 

pu isque cette corde iï sera l ' intersection du plan R et du plan Q ' du cercle A'. 

!*) Cette démons t ra t ion est de M O S G E , ainsi q u e la s u i v a n t e . 



Ainsi , en désignant la droi te xx pa r 1.)', on aura bien démon t r é qu 'é tan t donnée 

une droi te D ' c o u p a n t un cercle C , si d ' un point n de D' on mène d e u x tangentes au 

cercle C , le pro longement de la corde iï de contact passe p a r un point fixe d situé 

hors du cercle C . 

Démontrons clone q u e le plan Q' passe par la droi te D ; et d ' abo rd énonçons l<j 

corollaire s u i v a n t , qui est évident en ver tu de ce qui a été dit c i -dessus . 

Si pa r la droi te xx ou D' on fait passer un p lan que l conque coupant la sphère S 

suivant un petit cercle A , le cône 2, qu i sera t angen t à la sphère S suivant ce petit 

cercle A, au ra son sommet m situé sur la droi te D. 

Cela posé : 

Si nous p renons un point y sur le cercle A', qu i est le cercle de contact de la 

sphère S et du cône 2! ( ayan t le point n situé sur la droi te xx ou D' p o u r s o m m e t ) , 

le plan t angen t T en y à la sphère S cont iendra la généra t r ice droi te ny du cône 2', et 

cont iendra la tangente À en y au cercle A', et cette t angente A sera située dans le 

plan Q' (p lan du cercle A') et sera perpendicula i re à la généra t r ice ny. 

Si pa r le point y et la droi te xx' ou D' on fait passer un plan Q', il coupera la 

sphère S suivant un petit cercle A, qui sera le cercle de contact d ' un cône 2 et de 

la sphère S , et ce cône 2 a u r a son sommet si tué en u n point m de la droi te 1) 

(a insi que nous l ' apprend le corollaire c i -dessus ) . De p l u s , il est évident q u e la 

générat r ice ny sera t angente en y au cercle A ; et comme le cône 2 est de révolu­

t i o n , il s 'ensuit q u e la générat r ice ny du cône 2' sera perpendicula i re à la généra ­

trice my du cône 2. 

Or le plan T, t angent en y à la sphère S, se t rouve à la fois ê t re tangent et au 

cône 2' suivant ny et au cône 2 suivant my ; de p lus , ce plan T contient la tangente >. 

en y au cercleA'. 

Les trois droi tes my, ny, A sont donc dans le plan T. La tangente A au cercle A' est 

perpendicula i re à la générat r ice ny, la générat r ice ny est tangente en y au cercle A 

et dès lors perpendicula i re à la droi te my, donc les droi tes my et A se confondent . 

Donc les cercles A et A' se coupent à angle droi t au point y, pu i sque les droi tes my 

et 1 se confondent ; il s 'ensuit que 1 passe pa r le point m ; il s 'ensuit que A étant dans 

le plan Q', ce plan plan passe p a r le point m , c'est-à-dire passe par un point de la 

droi te D. 

Et comme ce qui vient d 'ê t re dit pour un point y du cercle A' peut être dit de 

tout au t re p o i n t , on voit que le plan Q' ( o u le plan du cercle A') passe par la 

droi te D. 

Le théorème énoncé est donc démont ré . 



Les théorèmes précédents sont les théorèmes fondamentaux de la théorie des po ­

laires ; nous les devons à M O N G E . 

§ 

Concevons une sphère S ayant le point o pour c e n t r e ; p renons un point y sur 

hi sphère S , on au ra le r ayon oy; menons au point y un plan perpendicula i re au 

rayon oy, nous au rons un plan T tangent en y à la sphère S ; menons par le centre o 

un pian P parallèle au plan ï , ce plan P coupera la sphère S suivant un grand 

cercle C. 

Cela posé : 

Menons dans le plan P et par le centre o d e u x droi tes A et B perpendicula i res 

entre el les , et imaginons pa r la droi te A, ainsi q u e pa r la droi te B, d e u x p lans pe r ­

pendiculaires au p lan P et se coupant dès lors suivant le rayon oy, ces d e u x plans 

couperont la sphère S suivant d e u x g r a n d s ce rc les , l 'un At et l ' autre B f . 

Un cyl indre a t angen t à la sphère S suivant le g r a n d cercle A,, au ra la droi te B 

pour a x e . 

Un cyl indre g t angen t à la sphère S suivant le g r a n d cercle B , au ra la droi te A 

pour a x e . 

E n sorte q u e si d a n s le plan tangent T on mène par le point y d e u x droi tes A. 

et B, respect ivement paral lèles a u x axes A et B, la droi te A, sera u n e génératr ice 

droite d u cyl indre 6 et la droi te B 2 sera la généra t r ice droi te d u cyl indre oc. 

Les d e u x générat r ices A 2 et B2 se coupent à angle droi t au point y. 

Cela posé : 

Si sur la généra t r ice A 2 on p r e n d un point a rb i t ra i re a et q u ' o n le r ega rde comme 

le sommet d ' un cône I t angen t à la sphère S , la courbe de contact sera un petit 

cercle A , ayant au point y la générat r ice B 2 p o u r t angen te . 

De m ê m e , si sur la génénéra t r ice B 2 on p r end un point a rb i t ra i re b et q u ' o n le 

regarde comme le sommet d 'un cône il t angen t à la sphère S , la courbe de contact 

sera un petit cercle A', ayan t au point y la généra t r ice A t p o u r t angen te . 

En sor te q u e les cercles A et A' se couperont à angle droit au point y (*). 

{*'•', Au lieu de cons idére r une sphè re S , on pou r r a i t cons idé re r une surface du second o rd re E . Alors le 

plan mené para l l è lement au plan T t angen t en y à la surface E, pa r le cen t r e o de cet te surface E , la cou­

perai t su ivan t une section conique C qu i se ra i t ou une ellipse , ou une hype rbo l e , ou une p a r a b o l e ; alors 

les droi tes A et B se ra ien t un s y s t è m e de d i a m è t r e s conjugués de la conique C ; a lors les droi tes A,, et B , 

paral lè les aux droi tes A et B feraient en t re elles un angle qui en général ne sera i t pas droit ; alors les pet i ts 

cercles A et A ' se ra ien t des c o n i q u e s , e t c . , e t c . C'est là le pr inc ipe fondamental de la théorie des t angentes 

conjuguées , et nous le devons à M O N G E . 



(*) Voyez le Cours de géométrie descriptive. 2 e p a r t i e , page 13. 

Etant données une sphère S et une droite R coupant cette sphère en les points x et x ' , je 

dis que si par la droite R on mène deux plans coupant la sphère S suivant deux petits 

cercles C et G', ces cercles seront enveloppés par deux cônes. 

Nous savons q u e si on fait rou le r un p lan T su r d e u x courbes C et C' et t angen-

ticllement à ces c o u r b e s , l 'enveloppe de l 'espace p a r c o u r u pa r ce plan est u n e s u r ­

face développable 2. 

Nous savons que si on unit pa r une droi te G les points de contact des courbes G 

et G' avec une posi t ion du plan T, on a u r a u n e généra t r ice droi te de la surface I. 

Nous savons que si les génératr ices droi tes d ' une surface développable I s ' ap­

puient toutes sur une droi te D, cette surface 2 ne peu t être au t re q u ' u n plan ou 

q u ' u n e surface con ique ayan t son sommet sur la droi te D (*). 

Cela posé : 

Il est évident que si l 'on fait mouvo i r u n p lan T tangentiel lement a u x cercles ( 

et C' de la sphère S , la surface développable 2 ob tenue sera convexe et non plane . 

Si d o n c nous démon t rons q u e toutes les générat r ices droi tes de cette surface I s 'ap­

puient sur une m ê m e d r o i t e , nous a u r o n s démon t ré que cette surface développable 1 

n 'es t au t r e q u ' u n e surface conique . 

Démonstration. P renons sur la droi te R un point r , et considérons ce point r comme 

le sommet d 'un cône ( q u i sera d r o i t , qu i sera de révo lu t ion) tangent à la sphère S 

suivant un cercle A, ; ce cercle A t coupera les cercles C et C' en qua t re poin ts , savoir : 

m et n sur C et m et ri sur G'. 

Nous au rons donc qua t r e droi tes rm, rm et m , rri, tangentes a u x d e u x cercle-

donnés C et G'. 

Ces qua t r e droi tes seront d e u x à d e u x dans s ix p l a n s ; et il est évident que d e u x 

de ces six p lans ne sont aut res que les p lans des cercles C et C/. 

Les q u a t r e aut res plans seront des posit ions du plan q u i , rou lan t tangentiel le­

ment sur les cercles C et C', doit engendre r la surface développable I. 

Cela posé : 

Nous savons que si Ton construi t les p lans t ragents 0 et 0 ' en les points x et x', 

points en lesquels la sphère S est percée pa r la droi te R, ces p lans se coupent suivant 

une droi te D , et que le p lan du cercle A, passe p a r cette droi te D. 

Par conséquent , les qua t r e droi tes mm, nn', m'n, mri, qu i unissent d e u x à deux 

les qua t re points m, n du cercle Cet m , ri du cercle C , s 'appuient sur la droi te 1) 



Or ces qua t r e droi tes sont des générat r ices de la surface dévelopable 2 , et même 

chose a r r ivera en considérant sur la droi te R un au t re point r,. Par c o n s é q u e n t , 

loutes les génératr ices droi tes de la surface développable 2 s 'appuient sur la 

droi te D . Et comme la surface 2 est év idemment convexe et non p l a n e , il s 'ensuit 

qu 'el le n 'es t au t re q u ' u n e surface conique . 

Mais c o m m e , en considérant la figure de l ' e space , on voit de suite que les qua t r e 

points m, n, m', ri, forment un quadr i l a tè re dont les côtés ne sont au t res que les 

générat r ices droi tes cle la surface 2, et qu' i l est évident q u e les d e u x couples de c ô ­

tés opposés se coupent en des points d i s t inc t s , il s ' ensu i t , que l 'on peut affirmer 

que la surface développable 2 est composée de d e u x surfaces coniques ayan t cha­

cune leur sommet sur la droi te D , ce qu ' i l fallait démont re r . 

De ce qui p r é c è d e , on dédui t le théorème suivant : 

T H É O R È M E . Étant donné un cercle D, si Von prend dans l'intérieur de cercle un point a, 

$i l'on mène par ce point a deux cordes coupant le cercle D en les points b , b ' , et b , , b ' , , 

on forme un quadrilatère dont les côtés opposés vont se couper deux à deux en des points i 

et ï qui déterminent une droite A. ( L a droi te A est dite polaire et le point a est dit 

pôle d u cercle D). 

Si par le point a on mène une troisième corde arbitraire coupant le cercle D en les 

points b 2 et b / , on pourra combiner ces deux points avec les points b et h', ou b, et b, ' et 

Conformera deux nouveaux quadrilatères dont les côtés opposés iront concourir en des 

points situés sur la droite A (flg. I I ) (*). 

§ IV. 

Considérons un cyl indre de révolut ion 2 ayan t p o u r section dro i te un cercle D , 

et un cône de révolut ion 2' ayan t p o u r section droi te u n cercle D ' . 

Coupons la surface cyl indr ique 2 p a r u n p lan P , nous ob t i endrons une courbe E 

qui sera toujours fermée ( d e forme dite elliptique). 

Coupons la surface conique 2' p a r u n p lan P ' , nous savons q u e l 'on peu t obtenir 

pour sections trois courbes de formes très-différentes , et que p a r m i ces formes la 

forme fermée exis te ; la section de forme elliptique est donnée lo rsque P ' coupe toutes 

les génératr ices droi tes du cône. Désignons cette section ( d e forme elliptique) 

par E ' . 

Les d e u x courbes E et E ' ont la m ê m e fo rme ; voyons si l 'on p e u t , géomét r ique-

(*') Je n 'ai pas besoin d 'exposer en détai l la théorie des polaires, je m e borne aux théorèmes nécessaires 

à la démons t ra t ion de la quest ion qui fait le sujet de cet te p r e m i è r e p a r t i e . 



ment parlant . , les considérer comme des courbes ident iques et jouissant dès lors des 

mêmes propr ié tés géomét r iques . 

Rappelons-nous la distinction que nous avons faite ent re les d e u x genres de p r o ­

priétés géomét r iques qui peuvent exis ter p o u r une c o u r b e , savoir : propr ié tés de 

relation de position et p ropr ié tés do relation métrique. 

Si les d e u x courbes E et E ' jouissent des mêmes propr ié tés de relation de pos i ­

t ion , nous pour rons les dire identiques, lorsqu' i l s 'agira des propr ié tés de ce g e n r e ; 

mais nous ne pour rons rien affirmer touchant leur identi té au sujet des propr ié tés 

de relation métrique (*). 

Par c o n s é q u e n t , nous devrons avoir g r and soin de ne pas confondre et mé lan­

ger d a n s nos d é m o n s t r a t i o n s , ces d e u x genres (bien distincts) de propr ié tés géo­

mét r iques . 

Démontrons main tenant que les d e u x sections elliptiques, cy l indr ique E et co­

n ique E ' sont ident iques p a r r appo r t a u x relat ions g é o m é t r i q u e s , dites de position. 

Il est évident q u e p a r une project ion cy l indr ique , c 'est-à-dire au moyen de droi tes 

paral lèles ent re elles et à l ' axe du cyl indre de révolut ion 2, nous ferons passer sur 

le plan P et p a r suite sur la section E , toutes les propr ié tés de relat ion de position 

qu i exis tent pour le cercle D, ces relat ions de position é tant d u genre de celles 

dites des transversales , ou des points de concours. 

Il est évident q u e , p a r une projection conique , c'est-à-dire au moyen de droites 

passant p a r le sommet du cône 2' nous ferons passer su r le p lan P ' et pa r suite sur 

la section E ' , toutes les propr ié tés dites des transversales, ou des points de concours 

qui existent p o u r le cercle I) ' . 

Cela posé : 

Si d a n s le cercle I) ou D' on mène d e u x cordes M et N se coupant en un point o 

in tér ieur au cerc le , et don t n o u s dés ignerons les ext rémités p a r m, m' et n, n; si 

l'on d é t e r m i n e , ainsi qu ' i l a été dit c i -dessus , la polaire (3 , le point o é tant le pôle : 

prenant sur le cercle D ou D' un c inquième point x a r b i t r a i r e , on dé terminera h 

s ix ième point x conjugué d u point x, pa r la const ruct ion s u i v a n t e : 

On unira les points x et m pa r une droi te coupant la polaire O en un point d ci 

unissant les points d et m p a r une d r o i t e ; elle coupera la corde xo ( p r o l o n g é e ) en 

un point x qu i sera le s ixième point d e m a n d é . 

On voit donc qu ' en faisant cheminer le c inquième point x sur le cercle D o u D ' , on 

const rui ra une série de sixièmes points x , qui appar t i endron t tous au cercle D ou D'. 

Même chose a u r a lieu pour la section E ou E' , en vertu de ce qui a été dit c i -

(*) Ainsi la cercle, Vellipse, la parabole et ['hyperbole sont identiques pour les relat ions de position . 

mai • ces courbes ne sont pas identiques pour les re la t ions m é t r i q u e s . 



d e s s u s , l ouchan t r emplo i des projections cy l indr ique ou c o n i q u e , p o u r faire passer 

le système qui est lié au cercle D ou D' , sur les courbes E ou E \ 

Par conséquent , tous les points conjugués x, et x[ de la courbe E ou E ' sont liés 

en t re e u x et a u x qua t r e points m,, mt', n:, ??/, a rb i t ra i rement choisis sur les courbes 

E et E ' , pa r une m ê m e const ruct ion g r a p h i q u e . 

Ces d e u x courbes E et E ' sont donc , géométriquement parlant, des courbes iden­

t iques. Dès lors si une certaine propriété de relation de position existe pour la courbe E , 

elle existera pour la courbeE'. (Ceci est dit comme induction ou déduction philosophique.) 

P a r c o n s é q u e n t , sachant que si l 'on inscri t à la section cyl indr ique E un h e x a g o n e 

tel q u e d e u x couples de côtés opposés soient paral lèles ent re e u x , le t rois ième 

couple de côtés opposés est formé p a r des droi tes qui sont aussi paral lèles en t re 

elles (*) ; propr ié té que l 'on démont re directement p a r la project ion cy l indr ique . 

Cette propr ié té dont joui t la section cylindriqueE e x i s t e r a , sans aucun d o u t e , pour 

la section conique E ' , quo ique nous ne démont r ions pas di rectement l 'exis tence de 

cette propr ié té p o u r la courbe E ' ; et en ver tu cle cette p ropr ié té dont joui t ( par 

induct ion ) la section conique E ' , nous pou r rons démont re r Yhexagramme de P A S C A L 

ainsi qu ' i l suit . 

Traçons un cercle C dans u n plan P ; inscr ivons d a n s ce cercle u n h e x a g o n e 

que lconque ; élevons par le centre o d u cercle C u n e perpendicu la i re au plan de 

ce cercle et p r enons sur cette droi te un point a rb i t ra i re s; le cône ( s , C) sera de 

révolut ion ; on au ra ainsi le cône droit des anciens géomèt res . 

Cela posé : 

Pro longeons les côtés opposés de l ' h exagone inscri t (jig. I I I ) . 

Les côtés ab et a'b' se couperont en un poin t p ; 

Les côtés ad, ad' se couperont en un point r ; 

Les côtés db', d'b se couperon t en un point q. 

\\ faut démont re r que les trois points p, q, r, sont en l igne dro i te . 

Pour cela faire : 

Unissons pa r une droi te I) d e u x des trois points p , q, r et ainsi les points p et q. 

Menons p a r le sommet s et la droi te 1) un plan R et coupons le cône (s, C) par un 

plan O parallèle au plan R. 

Ce plan Q coupera le cône suivant une section ell iptique E ' , car la droi te i> 

étant ex tér ieure au cercle C, ce plan Q coupera toutes les génératr ices droi tes du cône . 

Or il est évident que les généra t r ices sa, sa, sb, sb', sd, sa" du cône (s, C) seront 

coupés par le plan O en des points at, c/,', 6 , b[, d„ d[ qu i seront les sommets d 'un 

hexagone inscrit à la courbe E ' . 

Ç) Voyez lo Cours de géométrie descriptive , 2 e pa r t i e , page 70 , a r t . 320. 



Et comme la py ramide hexagona le inscrite au cône (s, C) a d e u x couples de faces 

opposées se coupant suivant les droi tes sp et sq, qui sont parallèles au plan Q, il s'en­

suit q u e l ' hexagone inscrit dans la courbe E ' a nécessairement deux couples de 

côtés opposés qui sont paral lè les . 

Or, en ver tu de ce qui a été dit c i-dessus, le t roisième couple de côtés opposés 

doit être formé de droi tes pa ra l l è l e s , donc la droi te sr doit ê tre dans le plan R. 

Donc les trois plans p, q, r sont en l igne dro i te . Ce qu ' i l fallait démont re r . 

§ V. 

Mais supposons que les géomètres éprouven t des scrupules (assez légitimes) et ne 

puissent admet t r e Y exactitude géométrique do la démons t ra t ion deVhexagrammeipovLv 

le ce rc le , ainsi que nous l 'avons donnée c i -dessus , a t t endu q u e cette démons t ra t ion 

s ' appuie sur ce q u e la section elliptique du cône droit joui t d ' une propr ié té qui. a p ­

par t ien t à la section elliptique du cyl indre d ro i t , savoir : 

Que si l 'on inscrit dans l 'une ou l ' au t re section un h e x a g o n e , tel que d e u x cou­

ples de côtés opposés forment un faisceau composé de d e u x droi tes pa ra l l è les , le 

t rois ième couple de côtés opposés est nécessai rement composé de deux droi tes pa ­

rallèles ent re elles. 

Et qu 'a ins i les géomèt res ne puissent admet t re ce m o d e de démons t ra t ion , a t tendu 

que si la p ropr ié té énoncée et qui sert de point de dépar t se t r ouvan t , en effet, d é m o n ­

trée d 'une maniè re r igoureuse p o u r la section ell iptique d u cyl indre d r o i t , et cela 

au moyen des projections cylindriques, elle n 'est démont rée que p a r induction et 

d ' une man iè re pu remen t philosophique p o u r la section ell iptique d u cône droi t . 

Supposant donc que les géomètres soient condui ts à désirer une démonstrat ion 

directe de la p ropr ié té de r h e x a g r a m m e dans le cerc le , nous donnerons la démon­

strat ion su ivante qui a l ' avantage d 'ê t re dans un même esprit géométrique avec celles 

données pa r M O K G E sur les proprié tés des polaires et des tangentes conjuguées expo ­

sées ci-dessus (£§ I et l ï ) , et cette uniformité de mé thode doit être r emarquée pa r 

les géomèt res , car c'est préc isément cette uniformité dans les méthodes qui donne 

un si g r and cha rme à la géométr ie des anciens et qui la rend sur tout d ' une é tude facile. 

D É M O N S T R A T I O N D I R E C T E D E L ' H E X A G R A M J I E D A N S L E C E R C L E . 

Concevons une sphère S ; menons par son centre o un plan P , ce plan coupera la 

sphère suivant un g r a n d cercle C ; inscr ivons dans le cercle C , u n hexagone que l ­

c o n q u e ; unissons d e u x à d e u x p a r des cordes o, o, o" les sommets opposés de cet 



hexagone ; ces trois cordes se couperont d e u x à d e u x en trois p o i n t s , qui seront 

toujours si tués dans l ' intérieur du ce rc le , c'est évident . 

Menons pa r les cordes <3, è', d", des p l a n s X , X' , X" , perpendicula i res au plan P ; 

f-es plans couperont la sphère S suivant des petits cercles A, A', A" qui se couperon t 

deux à d e u x et en d e u x points symét r iquements placés par r appor t au plan P ; l 'un 

de ces points é tant en d e s s u s , l ' aut re en dessous du plan P , et étant l 'un et l 'autre 

également dis tants de ce pian P . 

Cela posé : 

Désignons ( jUj. III) p a r a et a les points en lesquels le cercle C est coupé pa r la 

corde d. 

— p a r b et b' les ext rémi tés de la corde d'. 

— p a r d et (/' les ext rémi tés de la corde d". 

Chacune de ces cordes d, o, sera sur le plan P la projection or thogona le des 

cercles A , A', A". 

En vertu de ce qui a été démont ré § II, ces cercles pou r ron t ê t re enveloppés d e u x 

à d e u x pa r deux cônes ; on au ra donc en tout six cônes enveloppant deux à deux 

ces t rois cercles (*). 

En vertu de ce que le p lan P est symét r ique pa r r appor t à la sphè re S et a u x trois 

cercles A, A', A", il est évident que les sommets de ces six cônes seront si tués sur 

ce plan P ; p a r conséquent l ' hexagone inscrit (cibd, a'b'd') sera tel que : 

•1° Ses côtés opposés ab et ab' é tant pro longés , seront les généra t r ices droi tes 

d 'un cône 2 enveloppant les cercles A et A' ; 

2° Ses côtés opposés ad et ad' seront les générat r ices droi tes d ' un cône 2' e n v e ­

loppant les cercles A et A" ; 

3 ° Ses côtés opposés db' et bd! seront les généra t r ices droi tes d 'un cône 2" e n ­

veloppant les cercles A 'e t A". 

(Et cela a lieu en ver tu de ce qui a été dit ci-dessus § II). 

Les sommets des cônes 2,2', 2" seront donc situés sur le p lan P (plan du cercle 

G) en les points p, q, r, en lesquels concouren t chaque couple de côtés opposés de 

l ' hexagone . 

Cela posé : 

Je dis que les trois points p, q, r sont en ligne droi te . El en ciïet : 

Considérons les d e u x cônes 2 et 2'; pu i sque le premier 2 ayant son sommet au 

point p enveloppe les cercles A et A', pu i sque le second 2' ayant son sommet au point 

r , enveloppe les cercles A et A", il s 'ensuit q u e ces d e u x cônes ont une base com-

("; Voyez les Compléments de géométrie descriptive, page 4 2 . 



mime qui est le cercle À ; si donc on unit leurs sommets p et r p a r une d r o i t e , elle 

v iendra couper le plan X du cercle A ( e t , pa r conséquen t , elle v iendra couper la. 

corde o) en un certain point m, et si de ce point m on m è n e d e u x tangentes au cer­

cle A, on au ra d e u x points de contact x et x,. 

Or il est évident q u e les plans (x, p , r ) et (xt, p , r) seront tangents à la fois a u x 

d e u x cônes 2 et 2', et chacun d ' e u x sera tangent su ivant la généra t r ice px ou px, 

p o u r le cône 2 et suivant la généra t r ice rx ou rx, pour le cône 2'. 

Or, le cercle A" étant situé sur le cône 2', il s 'ensuit q u e la générat r ice px c o u ­

pera le cercle A" en un point x" et que la généra t r ice rx, coupera ce môme cercle A'" 

en un point x",; or le cercle A r étant si tué sur le cône 2, il s 'ensuit que la générat r ice 

px coupera le cercle A' en un point x', et q u e la généra t r ice pxl coupera ce môme 

cercle en un point x'. 

Et il est évident que les tangentes 9 en x au cercle A, 9' en x au cercle A', 9" en 

x" au cercle A", seront si tuées d a n s le plan (x, p , r), et que de môme les tangentes 

9, en xt au cercle A, 9,' en x'au cercle A r , 9 / ' en x," au cercle A", seront si tuées d a n s 

le plan p, r ) ; p a r conséquent le plan (x, p, r) coupera la sphère S su ivant u n 

cercle C tangent respect ivement a u x cercles A, A', A" en les points x, x , x' ; et le 

plan (x,, p, r) coupera la sphère S suivant un cercle C„ tangent respect ivement a u x 

cercles A, A', A", en les points x' xt". 

Cela posé : 

On a r r ivera au môme résul ta t , soit q u e l 'on considère les cônes 2, 2' ou 2, 2" ou 

2', 2". Par conséquent le p lan du cercle C, ainsi que le plan du cercle C, est tangent 

à la fois a u x trois cônes 2, 2', 2", chacun des p lans des cercles C et C, contient donc 

les sommets des trois cônes 2, 2', 2" \ or ces sommets p , q, r sont sur le plan P , 

donc ils sont en ligne dro i te . 

Ainsi se t rouve démont ré d ' une maniè re r igoureuse , et, p o u r le cercle, la théorème 

connu sous le nom d ' h e x a g r a m m e de P A S C A L . 

L ' h e x a g r a m m e de Pascal étant démont ré pour le cercle, il est facile de le démon­

trer p o u r les sections planes d 'un cyl indre droi t ou d ' u n cône droi t . 

Et en effet : 

Désignant par C la section droi te d 'un cyl indre droi t 2, et p a r C la section droi te 

d 'un cône droit 2'7 (les d e u x courbes C et C seront des cercles) en inscrivant dans 

chacun des cercles C et C f un h e x a g o n e , les trois points de concours des côtés o p ­

posés de cet h e x a g o n e s e ron t , en ver tu de ce qu i a été démon t ré c i -dessus , dis tr i ­

bués sur une droi te D pour le cercle C et sur une droi te D ' p o u r le cercle C . 



Cela posé : 

Coupant l° lo cyl indre 2 p a r un plan que lconque P , n o u s ob t iendrons une courbe 

fermée (elliptique) E , sur laquelle nous ferons passer toutes les droi tes de la l igure 

si tuée dans le plan du cercle C au moyen de dro i tes parallèles à l ' axe du cyl indre 2 ; 

et ainsi par une projection cylindrique. 

L ' h e x a g r a m m e de P A S C A L se t rouve ra donc démont ré p o u r la cou rbe IL 

Coupant 2° le cône 2' p a r u n plan que lconque P ' , nous ob t iendrons Tune des 

trois sections coniques E ' et n o u s ferons passer sur le plan P ' la figure située dans 

le plan du cercle C , au moyen de droi tes concouran t au sommet d u cône 2'; et 

ainsi par une projection centrale ou conique. 

L ' h e x a g r a m m e de P A S C A L se t rouvera donc démon t ré p o u r la courbe E' . 

Et comme au moyen de l ' h e x a g r a m m e , on p e u t , é tant d o n n é cinq points cle la 

courbe E o u E ' , cons t ru i re au tant de s ixièmes points q u ' o n v o u d r a , on voit que cette 

const ruct ion de la courbe équ ivau t en géométrique graphique, à l ' équat ion de la 

courbe en géométrie analytique. 

Par conséquent les trois sections coniques E' sont de m ê m e na tu re géométr iques 

soit en t re el les, soit avec la section cyl indr ique E. 

Cela posé : 

Si l 'on imagine un cône que l conque 2 , ayan t p o u r base une section conique E ' 

( q u i ne sera au t re que l 'une des t rois sections p lanes d ' u n cône d r o i t ) , et si l 'on 

coupe ce cône 2, p a r un p lan que lconque P , , su ivant u n e courbe E , , j e dis q u e la 

courbe E i sera tou jours u n e section con ique . 

Et en effet : 

L ' h e x a g r a m m e de P A S C A L exis tant p o u r la courbe E ' , on p o u r r a le faire passer su r la 

courbe E, au moyen d 'une project ion centrale ou con ique , le sommet du cône 2, é tant 

le centre de cette p ro jec t ion , d o n c , e tc . Ce qui p récède nous permet donc d 'énoncer 

les théorèmes su ivants : 

T H É O R È M E 1 e r . Tout cône qui a pour base une section conique est coupé par un plan 

suivant une autre section conique. 

T H É O R È M E %. Une section conique est toujours projetée orthogonalement ou oblique­

ment sur un plan, suivant une section conique de même forme quelle. 

g V I L 

Imaginons un cône 2 ayan t pour base une section conique A située dans un 

plan P ; coupons ce cône p a r un second plan P ' ; les d e u x plans P et P ' se couperont 

suivant une droi te [ et le plan P ' coupera le cône 2 suivant une seconde section co­

n ique A'. 



Cela posé : 

Menons pa r le sommet clu cône 2 u n e droi te a rb i t ra i re R , mais tel le , qu 'el le soit 

ex té r ieure au cône 2 ; p renons sur cette droi te R deux points a rb i t ra i res a et a', et 

r ega rdons chacun de ces points comme le sommet d 'un cône ayant la courbe A 

ou A' pour base ; nous au rons d e u x cônes (A, a ) et (A ' , a) qui au ron t d e u x pians 

tangents c o m m u n s . 

Si nous cherchons la c o u r b e , intersection de ces d e u x cônes (a , A ) , (a ' ,A ' /> 

nous v e r r o n s que cette courbe est divisée en d e u x b r a n c h e s , dont l 'une est 

p l a n e , pa r ce que ses tangentes s ' appuient toutes sur la droi te I . 

Cette b r a n c h e , que nous dés ignerons p a r a, é tant p lane ne sera au t re q u ' u n e sec­

tion con ique . 

Dès lors les d e u x cônes ( a , A ) , ( a ' , A ' ) peuvent être considérés comme ayant 

m ê m e base a (*). 

§ V I I I . 

Démont rons ma in tenan t le théorème suivant : 

T H É O R È M E . Deux cônes S et S' qui ont pour base commune une section conique B , 

s'entrecoupent suivant une seconde section conique B'. 

Démonstration. Unissons les sommets s et s' des cônes S et S ' p a r u n e droi te K 

qui v iendra couper le p lan de la base B en un poin t k ; m e n o n s p a r le point k une 

série de sécantes X , à la section conique B ; ces droi tes X, seront sur le plan 

de la courbe B, les t races d 'une série de plans auxi l ia i res passan t tous p a r la droi te 

K , et coupant dès lors les d e u x cônes S et S' suivant des génératr ices d r o i t e s , les­

quelles s 'ent recouperont en des points qui appa r t i end ron t à la courbe B' cherchée . 

Or, si l 'on veut const rui re la tangente en un point de la courbe B' , il faudra faire 

la const ruct ion suivante : 

Mener a u x points x et x1 en lesquels la courbe B est coupée p a r la d ivergente X 

des tangentes 9 et 9, à cette courbe B , ces d e u x tangentes se couperont en un point t 

qui sera la t race sur le plan d e l à courbe B des d e u x tangentes à la courbe B' et pour 

les points en lesquels se coupent les généra t r ices droi te sx, s'x si tuées dans le plan 

auxi l ia i re ayan t la droi te X pour t race . 

Or tous les points t... sont sur une d r o i t e L qui coupe la courbe B (cette droi te I. 

est la polaire de la courbe B , le pôle é tant le point k ) . 

(*) Jo n ' en t r e pas d a n s plus de d é t a i l s , pa rce qu 'on peut l ire la démons t ra t ion complète dans les Com­

pléments de géométrie descriptive, pages 3 et su ivan t e s . 



Donc toutes les tangentes à la courbe B ' s 'appuient sur une droi te L ; donc la courbe 

B ' est p l a n e ; donc elle est une section conique . Ce qu'i l fallait démon t re r (*). 

g IX. 

Tout ce qui précède é tant bien compris , a r r ivons main tenan t à la démonst ra t ion 

du théorème qui sert de base à la nouvelle maniè re de démont re r les propr ié tés 

principales des sections coniques . 

Ce théorème s 'énonce ainsi : 

T H É O R È M E . Lorsqu'un cercle et une section conique, situés dans des plans différents, 

ont un point de contact, ces courbes sont toujours enveloppées par un cône et par un 

seul cône. 

Démonstration. Imaginons sur le plan horizontal un cercle C ; m e n o n s en un 

point î?t de ce cercle u n e tangente 9 ; faisons passer p a r la droi te 9 un plan P , et t r a ­

çons dans ce p lan une conique E t angen te en m au cercle C. 

Cela posé : 

Cinq condi t ions dé terminent une section c o n i q u e ; p a r conséquen t , si j e p rends 

sur la conique E trois points a rb i t ra i res a, b, d, la conique E sera complètement 

déterminée , en ajoutant les d e u x condit ions de passer p a r le point m et d 'ê t re tan­

gen te e nce point m à la droi te 9. 

Je puis d o n c , dans tout ce qui va s u i v r e , oublier la conique E et n ' employer que 

les points m, a, b, d et la t angen te G. 

Considérons trois cônes A , B , D , ayan t respect ivement p o u r sommet les points 

a, b, d et p o u r ba se c o m m u n e le cercle C. 

Les d e u x cônes A et B se couperont suivant une conique 3 . 

Les d e u x cônes A et D se couperont suivant une conique y. 

Les d e u x coniques o et y seront donc situées toutes d e u x su r le cône A. 

Or deux coniques tracées sur un cône ne peuvent avoi r en t re elles que qua t re 

positions dist inctes : 

I o Elles peuvent n 'avoi r aucun point commun ; 

á° Elles peuvent être tangentes l 'une à l 'autre en un po in t ; 
:>° Elles peuvent se couper en d e u x points ; 

4° Elles peuvent se couper en un seul p o i n t , alors elles sont composées de branches 

infinies. 

Or, il est é v i d e n t , en faisant Vépure de l ' intersection des d e u x cônes A et B , que 

(*} Jt? n ' en t r e pas dans plus de déta i ls . p - r c e qu ' en peut lire la démons t ra t ion complète - a n s le Cours 

de géométrie descriptive, pnrres 3 í 1 et s u i v a n t e s . 



la courbe g passe p a r le point m ; de m ê m e l ' intersection y des d e u x cônes A et 1) 

passe p a r le point m. 

Ainsi les d e u x coniques g et y ont en m an point c o m m u n . 

Voyons ma in tenan t si ce point m peut ê t re un point de contact en t re les courbes g 

et y. 

La t angen te en m à la courbe g sera située sur le p lan (a, 0) tangent au cône A 

suivant sa généra t r ice droi te am. 

La t angen te en m à la courbe y sera aussi si tuée su r le m ê m e plan tangent (a, G). 

Si donc les d e u x courbes g et y sont t angen tes en m, ces d e u x tangentes se con­

fondront en u n e seule et môme dro i te . 

Si au cont ra i re les d e u x courbes g et y qui se coupent déjà au point m , se coupent 

en un second point m x , a lors ces d e u x t angen tes seront dis t inctes . 

Cela posé : 

Admet tons que les d e u x courbes g et y sont t angentes l 'une à l ' au t re au point m, 

et voyons ce qui doit en adven i r . 

Lo r sque l 'on a sur u n cône A d e u x coniques g et y tangentes l 'une à l ' au t re en un 

point m , il est impossible de faire mouvo i r u n p lan tangent à ces deux c o n i q u e s , de 

telle m a n i è r e qu ' i l leur soit in tér ieur . P a r c o n s é q u e n t , ces d e u x coniques ne peuvent 

ê t re enveloppées que p a r le seul cône A. 

Mais p a r hypo thèse , les coniques g et y sont les in tersect ions , savoir : g des cônes 

A et B , et y des cônes A et D ; ces d e u x coniques g et y ne peuvent donc ê t re t an ­

gentes en m, dès lors elles doivent impérieusement se croiser au point m et se couper 

en u n second point m,, lequel sera le sommet du cône 2 qui enveloppe les deux 

courbes données , savoir : le cercle C et la conique E . 

Le point m est bien le sommet d 'un second cône enveloppant les courbes C et E , 

mais il est évident q u e ce second cône est formé des p lans de ces courbes C et E . 

A i n s i , il se t rouve d é m o n t r é que le cercle C et la conique E qui ont un point de 

contact m sont toujours enveloppés p a r un cône et p a r un seul cône . 

Dans le p a r a g r a p h e s u i v a n t , nous al lons démon t r e r que dans le cas où l 'on con­

sidère un cercle C et une section conique E , les d e u x courbes g et y ne peuvent pas 

se couper en le seul point m. 

sx. 

J'ai dit c i -dessus que les coniques g et y se coupaient impérieusement en d e u x 

points m et m, ; il faut justifier cette asser t ion . 

Deux coniques X et Y t racées sur un cône I, peuvent ne se couper qu ' en un 

seul point . 



E n effet : 

Pa r un -point m pr is sur l 'une des nappes de la surface con ique 2, on peut toujours 

mener u n e dro i te Z para l lè le à u n e généra t r ice droi te G de cet te surface 2. 

Dès l o r s , la droi te Z ne pe rce ra cette surface 2 qu ' en le seul point m. 

Si p a r la d ro i t e Z n o u s m e n o n s u n e suite de p lans P , P ' , P " , . . . c h a c u n de ces 

p lans sera paral lè le à la généra t r i ce G, et il n ' y a u r a en t r e e u x q u ' u n seul p lan P . , 

qui sera paral lè le au p lan 0 t angen t à la surface 2 su ivant la généra t r i ce G. 

Dès lors tous les p lans P , P ' , P " , . . . couperon t le cône 2 su ivan t des hyperboles, et 

le p lan P, sera le seul qu i coupera ce cône 2 su ivant une parabole. 

Ains i , p o u r que d e u x coniques X et Y ne se coupent q u ' e n un seul point m , il 

faut qu 'el les soient ou 1 ° d e u x hype rbo le s , ou 2° u n e hype rbo le et u n e p a r a b o l e ; et; 

il est facile de voir q u e d a n s le premier cas les d e u x hyperbo les ont chacune u n e de 

leurs deux asympto tes paral lè les a u x droi tes G et Z , et q u e d a n s le second cas 

l 'hyperbole et la p a r a b o l e sont des courbes telles, que l ' axe infini de la pa rabo le est 

parallèle à l 'une des d e u x asympto tes de l ' hype rbo le , et ainsi à l ' a sympto te qui est 

el le-même paral lè le a u x droi tes G et Z. 

Gela posé : 

Il serai t à c r a ind re q u e les d e u x coniques y et g se coupassent en u n seul point 

m, lo r sque toutes d e u x se ron t hyperboliques, ou lo r sque l ' une d 'el les sera i t u n e hyper­

bole , l ' au t re é tan t u n e parabole. 

Mais c omme la ba se c o m m u n e a u x trois cônes A , B , D est u n cercle G, si pa r 

h a s a r d le point b p r i s sur la conique E se t rouve p lacé de man iè re à ce q u e la 

cou rbe S in tersect ion des cônes A et B se t rouve ê t re u n e hyperbole ou u n e parabole, 

on p o u r r a toujours choisir un poin t d sur la courbe E , tel q u e le cône D coupe le cône 

A suivant u n e ellipse •/. Et en effet : en un i ssan t les poin ts a et d p a r u n e dro i te et 

faisant glisser le cône D para l lè lement à lu i -même j u s q u ' e n la posi t ion D' , posit ion 

en laquel le le sommet d sera venu se superposer su r le sommet a, ce cône D' sera 

coupé p a r le plan du cercle G, su ivant un cercle G'; et il est évident q u e l 'on pour ra 

toujours choisir sur la con ique E , le point d de telle man iè r e que les d e u x cercles G 

et G' ne se coupent pas ou ne se touchent p a s , en un m o t n ' a ien t en t re e u x aucun 

point c o m m u n ; et l 'on sait que d a n s ce cas les d e u x cônes A et D se coupent tou ­

j o u r s suivant u n e ellipse. 

P a r c o n s é q u e n t , les d e u x coniques g et y se couperon t toujours en deux points 
m et m ^ 



Il suit de ce qu i p récède q u e si l 'on se d o n n e d e u x coniques que lconques G et E 

t angen tes l 'une à l ' au t re en u n point m et si tuées d a n s des p lans différents, ces d e u x 

coniques ne p o u r r o n t ê t re enveloppées p a r un c ô n e , qu ' au t an t qu 'el les au ron t 

outre elles une posi t ion convenab le . 

A ins i , ces courbes G et E é tant d e u x h y p e r b o l e s , ou d e u x p a r a b o l e s , ou une 

hyperbo le et u n e p a r a b o l e , ne p o u r r o n t pas ê t re placées su r un c ô n e , si les sommets 

des b r a n c h e s en contact pa r le point m ont leurs sommets si tués l 'un à d ro i te et l ' aut re 

à gauche du p lan no rma l m e n é à la t angen te B p a r le point m, comme l ' indiquent 

les figures IV, V et VI . 

Car l 'on sait à priori qu ' i l est imposs ib le de couper un cône p a r d e u x p lans de 

maniè re à avoir des coniques ainsi disposées l ' une p a r r a p p o r t à l ' au t re ; il faut 

q u e les sommets des d e u x b r a n c h e s en con tac t au poin t m soient placés tous les d e u x , 

ou à d ro i t e , ou à g auche d u plan n o r m a l m e n é à la t angen te B p a r le poin t m, en un 

mot soient placés tous les d e u x d ' un m ê m e côté p a r r a p p o r t à ce plan n o r m a l , 

c o m m e l ' ind iquent les figures V I I , VIII et IX. 

Dans le cas où les con iques G et E aura ien t en t re elles la posi t ion ind iquée pa r 

les figures IV, V et V I , la cons t ruc t ion des courbes g et y devra i t nous ind iquer Y im­

possibilité d 'un i r les d e u x courbes G et E pa r un cône ; et cette impossibil i té sera 

manifes tée , p a r la man iè r e d 'ê t re en t re elles des courbes o et y ; aussi la construct ion 

g r a p h i q u e nous mon t r e r a - t - e l l e q u e ces courbes 6 et y ne se coupent qu ' en le seul 

point m ; et elles seront dès lors disposées sur le cône A , comme nous Lavons 

dit g X. 



DEUXIÈME PARTIE 
D E S P R O P R I É T É S D E S S E C T I O N S C O N I Q U E S R E L A T I V E S A L E U R S F O Y E R S , A L E U R S D I R E C T R I C E S 

E T A L E U R S F O C A L E S . 

Ce sont les diverses propr ié tés dont jouissent les sections coniques p a r r appo r t à 

leurs foyers, à leurs directrices et à leurs focales, que n o u s dés ignons p a r le nom 

de propriétés principales des sections coniques . 

Pour les d é m o n t r e r , nous n o u s appu ie rons sur le théo rème s u i v a n t , et qu i est 

démon t r é d a n s la p remiè re pa r t i e de ce m é m o i r e , savoir : qu'un cercle et une section 

conique ayant un point de contact, ces deux courbes étant situées dans des plans diffé­

rents, sont toujours enveloppées par un cône et un seul cône. 

Nous al lons chercher et démon t r e r ces propr ié tés pr incipales successivement p o u r 

l'ellipse, Vhyperbole et la parabole , ainsi qu' i l sui t . 

g I e r . 

Propriétés principales de l'ellipse. 

Soit donnée sur le p lan hor izonta l de project ion u n e ellipse A ( en d ' au t res termes 

prenons pour p lan hor izonta l le p lan coupan t un cône droi t ou de révolut ion suivant 

une courbe fermée A ) . 

Supposons que l 'on connaisse les d e u x axes de cette c o u r b e , et ainsi son g r a n d 

axe ad et son petit a x e bb' et son cent re o. 

Menons a u x ex t rémi tés a et à, b et b' des a x e s , des tangentes à la courbe A, nous 

savons que n o u s a u r o n s const ru i t u n rec tangle circonscri t à cette courbe A. 

Désignons p a r 9 , 9', S, d', les t angentes menées respect ivement à cette courbe A 

et en les sommets a, a, b, b' (fig. I ) . 

(*JLes pr inc ipaux r é su l t a t s con tenus d a n s ce t te deux ième pa r t i e ont é t é c o m m u n i q u é s à la Société 
philomatique de Paris, d a n s sa s éance du 13 m a r s 4 847 . 



Cela posé : 

P renons u n e l igne de te r re LT paral lèle au g r a n d a x e ad de la courbe A ; conce­

vons un cyl indre 2 vertical a y a n t cette cou rbe A p o u r section d r o i t e ; coupons ce 

cyl indre I p a r u n plan P perpendicu la i re au p lan ver t ical de project ion et ayan t la 

tangente 9 p o u r t race hor izontale H p (fig. 1 ) ; ce p lan coupera le cyl indre I su ivant 

u n e ellipse E don t la projection Eh ne sera a u t r e q u e la c o u r b e donnée A. 

Cela posé : 

P r enons su r le g r a n d a x e ad ( o u sur son p r o l o n g e m e n t ) de la courbe donnée A 

un point a rb i t r a i re d ; et de ce point comme cen t re et avec un r a y o n égal à ad, d é ­

cr ivons u n cercle D. 

Ce cercle D sera t angen t à la courbe d o n n é e A en son sommet a. 

Cela p o s é : 

Les d e u x c o u r b e s , ellipse E et cercle D , a u r o n t au point a une t angen te c o m ­

m u n e 0 ; ces d e u x courbes E et D p o u r r o n t d o n c ê t re placées ou enveloppées p a r u n 

cône S, et n e p o u r r o n t ê t re placées ou enve loppées q u e p a r un seul cône S. 

Déte rminons le sommet s de ce cône S. 

Il est évident q u e les courbes E et D sont symét r iques p a r r a p p o r t au p lan v e r ­

tical M passan t p a r le g r a n d a x e ad ( c e p lan M sera paral lè le a u p lan vert ical de 

p r o j e c t i o n ) ; dès lors le sommet s d u cône S sera si tuée sur le p lan M ; dès lors le 

po in t / sera s i tué sur le g r a n d a x e ad ou su r son p ro longemen t . 

P o u r dé te rminer le poin t sh, il est évident qu ' i l suffira de p r e n d r e sur la t angente 9 

un point m a rb i t ra i re et de mene r p a r ce po in t m d e u x tangentes , l 'une à l 'ellipse A 

ou E* et la t ouchan t au point xh et l ' au t re a u cercle D et la touchant au poin t y. En 

nnissant les d e u x points xh et y p a r u n e d ro i t e Gh, on a u r a la project ion hor izonta le 

d ' une généra t r ice droi te G du cône S , et cette dro i te Gh coupera le g r a n d a x e ad ou 

son pro longement en u n poin t $ h qui sera la project ion hor izonta le du sommet s d u 

cône S. 

E n ve r tu de ce que nous savons en géométrie descriptive, il sera facile de cons t ru i re 

le point sv ( les cons t ruc t ions sont exécutées sur Y épure , fig. 1 ) . 

Cela posé : 

E n faisant var ie r la posi t ion du point d sur le g r a n d a x e ad, on fera var ier la 

g r andeu r du r ayon du cercle D ; on a u r a d o n c u n e série de cercles D , D' , D " , . . . 

ayan t respect ivement p o u r centres les po in ts cl, d', d"... ; tous ces cercles seront 

t angents en t re e u x et à la courbe A en le po in t a. 

La courbe E sera success ivement enve loppée et respect ivement avec les cercles 

D, 1)', D " , . . . p a r des cônes S , S', S", . . . don t les sommets s , s', s",... seront situés 

sur le p lan M , et dé te rmineron t une cer ta ine courbe y don t n o u s reconnaî t rons p lus 

tard la na tu re géomét r ique . 



Mais r e m a r q u o n s que p o u r dé te rmine r les points / , s"\ s"h,... n o u s devrons mener 

du point m des t angentes a u x d ivers cercles D, D f , D " , . . . don t les points de contact 

seront respect ivement y, y'7 y",... Or il est évident q u e l 'on a u r a : 

ma = my — my' t=> my" : = J 

Dès lors tous les poin ts y, y', y",... seront si tués sur un cercle g ayan t le point m 

p o u r cent re et ayan t ma p o u r r a y o n . 

Cela posé : 

Démont rons q u e les poin ts d et sh, d'et s'h,... se ron t en généra l des points d is t incts , 

séparés l 'un de l ' au t re et q u e dès lors les cônes S , S ' , . . . seront des cônes obl iques à 

ba se c i r cu la i r e ; et d é m o n t r o n s en m ê m e t emps q u e p a r m i tous ces cônes obl iques , 

il en ex is te ra d e u x et qu ' i l n ' en ex is te ra q u e d e u x , qui seront de révolution ; et 

d é m o n t r o n s dès lors qu ' i l ex is te ra d e u x cercles d a n s la série D , D ' , . . . tels que p o u r 

chacun d ' e u x le cen t re se confondra avec la project ion hor izonta le d u sommet d 'un 

cône de la série S , S ' , . - - E t q u ' a i n s i , on p o u r r a faire passer p a r l 'ellipse E d e u x 

cônes de révolu t ion dis t incts et ayan t chacun son a x e de ro ta t ion pe rpend icu la i re au 

p lan hor izonta l su r lequel est t r acée la c o u r b e d o n n é e A . 

Il est év ident q u e le point sh é tan t l ' in tersect ion de la dro i te G / l ou yxh avec 

le g r a n d a x e ad de l 'ellipse A ou Eh et q u e le poin t d, centre d u cercle D , étant 

l ' in tersect ion d u m ê m e g r a n d a x e ad et d ' u n e d ro i t e menée p a r le poin t y p e r p e n ­

d icu la i rement a u r a y o n my d u cercle g , il est é v i d e n t , d i s - j e , q u e ces d e u x poin ts sh 

et d ne se confondront en u n seul et m ê m e p o i n t , q u ' a u t a n t q u e les droi tes yxh et 

yd se s u p e r p o s e r o n t ; et il est évident q u e , p o u r q u e cette superposi t ion ait l ieu, il 

faut q u e la d ro i te yxh soit t angen te a u cercle g. 

Dès l o r s , supposan t que le poin t xh est ex té r i eur a u cercle g (p lus loin nous d é ­

m o n t r e r o n s que cela a tou jours l i e u ) , il est évident q u e l 'on p o u r r a mener p a r ce 

point xh d e u x t angen te s au cercle g. 

Ainsi (fuj. 2 ) , m e n a n t p a r le poin t xh d e u x t angen tes au cercle g , l 'une de ces 

t angen tes t ouche ra le cercle g au poin t pI et coupera le g r a n d a x e ad en un point s / 1 , 

et l ' au t re t a n g e n t e touchera le m ê m e cercle g a u poin t p2 et coupera le m ê m e g rand 

a x e ad en un point s \ 

Les points s* et s a

/ l se ront donc les project ions hor izonta les des sommets s, et s2 de 

d e u x cônes S, et S, de révolut ion pas san t l 'un et l ' au t re p a r l 'ellipse E et ayant l'un 

et l ' au t re leur a x e de ro ta t ion pe rpend icu la i r e au p lan hor izonta l de pro jec t ion , ou , 

en d ' au t r e s t e r m e s , pe rpend icu la i re au plan de l 'ellipse donnée A. 



Il est évident q u e l 'on doit r e t rouve r les mêmes points s,h et s'1 en effectuant dos 

cons t ruc t ions ana logues a u x cons t ruc t ions p r é c é d e n t e s , quel que soit le poin t xk 

choisi sur l 'ellipse A ou Eh ; si d o n c il est évident q u e p o u r un cer ta in po in t de l 'el­

lipse A la cons t ruc t ion des t angen tes a u cercle o c o r r e s p o n d a n t à ce p o i n t , se 

t rouve toujours poss ib l e , il sera d é m o n t r é q u e la cons t ruc t ion de ces d e u x t an ­

gentes sera tou jours possible quel q u e soit le point xh choisi su r l 'ellipse A. 

Or si l 'on p r e n d p o u r le point xh, le po in t b ex t rémi té d u peti t a x e de l 'ellipse A , 

en m e n a n t p a r ce point b une t angen te à l 'ellipse A , on a u r a u n e droi te para l lè le au 

g r a n d a x e ad (fig. 3 ) et coupan t la t angen te 9 en u n poin t t, de telle sor te q u e l 'on 

a u r a ta éga le a u demi peti t a x e de l 'ellipse A ; e t si d u po in t t co mme cent re et 

avec ta p o u r r a y o n on décr i t un cercle g', ce cercle sera tou jours tel que le point b 

lui sera ex té r i eu r pu i sque l 'on a u r a toujours ta<Jb, car ta est égale au demi p e ­

tit a x e et tb est égal a u demi g r a n d a x e de l 'ellipse A ; ainsi il se t rouve d é m o n t r é 

qu ' i l exis te toujours sur le g r a n d a x e d ' une ellipse A , d e u x poin ts tels qu ' i l s sont 

les project ions o r thogona les des sommets de d e u x cônes de révolu t ion passan t p a r 

u n e ellipse E de l ' e s p a c e , don t ia courbe A est la project ion o r t h o g o n a l e . 

Les points st

h et s* seront les centres de d e u x cercles D, et I), t angen t s à l 'ellipse A 

en son sommet a ? et les d e u x cônes qu i enve lopperon t respec t ivement les courbes 

E et I ) , , E et D a , se ront de révolut ion et a u r o n t chacun leur a x e d e ro ta t ion p e r ­

pend icu la i re au p l an hor izonta l . 

On p o u r r a cons t ru i re (fig. 4) les points s,v et s 3

r p a r les m é t h o d e s d e la géométr ie 

descr ip t ive , et la cons t ruc t ion nous démon t r e elle-même q u e l 'un de ces po in ts sera 

s i tué a u - d e s s u s de la l igne de t e r re LT et que l ' au t re sera s i tué en dessous de h 

m ê m e l igne. 

Après avoi r d é m o n t r é qu ' i l exis te toujours sur le g r a n d a x e ad de l 'ellipse A 

d e u x points tels que s,h et s a

f t, d é m o n t r o n s qu ' i l ne peu t pas en exis ter de sem­

blables sur le peti t a x e bb' de la m ê m e ellipse A , et ensui te su r a u c u n d iamèt re de 

cette cou rbe . 

Si (fig. 5) l 'on m è n e au poin t b, ex t rémi té d u peti t a x e , u n e t angen te à la courbe 

A coupant la t angen te 9 , menée a u sommet a de cette cou rbe , en un point ï, on voit 

de suite q u e le cercle 6" décri t d u point t comme c e n t r e , et avec tb p o u r r a y o n , en­

ve loppera le sommet a; en sor te q u e le point a é tant in tér ieur (e t il sera toujours 

in t é r i eu r ) a u cercle 6", on ne p o u r r a p a s mene r p a r ce point a des tangentes à ce 

cercle g". Ainsi il est démon t ré que l 'on ne p o u r r a pas t r ouve r sur le petit a x e d 'une 

e l l ipse , des poin ts ana logues aux points s \ et s* don t nous avons démon t ré l ' ex is ­

tence sur le g r a n d a x e de cette cou rbe . 



L o r s q u e l 'on coupe u n cône de révolut ion 2 pa r un p lan de man iè re à obtenir 

une section ell iptique E , on ne peut couper ce cône 2 p a r un p lan pe rpend icu la i re à 

son a x e de rota t ion suivant un cercle t angen t à l 'ellipse E q u e de d e u x manières, 

différentes; les d e u x p lans sécants ( év idemmen t paral lèles en t re e u x ) passeront p a r 

les ex t rémi tés d u g r a n d a x e de l 'ellipse E ; il est d o n c impossible d e t rouve r sur un 

d iamèt re de l 'ellipse A , des points tels que ceux s/1 et sa

k. 

D'ai l leurs u n d iamèt re de l 'ellipse A , faisant avec sa t angen te conjuguée u n angle 

qu i n 'es t j ama i s droit ( excep té lorsque le d iamèt re n 'es t au t r e q u e le petit ou le g rand 

a x e de l ' e l l ip se ) , le centre du cercle qui serait t angen t à l 'ellipse ne pour ra i t j amais 

ê t re s i tué sur le d i amè t r e considéré (fig. 6 ) . 

Ce qui p récède n o u s pe rmet de démon t r e r q u e l 'on a u r a tou jours p o u r l 'ellipse 

a i I

h = « a V , ou , en d ' au t r e s t e rmes , q u e les points st

h et s/' son t equidis tant s d u centre 

de l 'el l ipse. 

E n effet : 

Ayant décri t (fig. 7 ) d u point s/ 1 comme cent re et avec as/1 p o u r r a y o n u n 

cercle 0 , , nous savons que si nous p renons u n point xh a rb i t r a i re sur l 'ellipse A 

ou E' 1, en m e n a n t au point xh une tangente à cette ellipse A , elle coupera la t angen te S 

(menée au p o i n t a ) en un point m tel q u e , si p a r ce poin t on m è n e u n e t angen te 

a u cercle D , , laquel le le touchera en u n point j / , , l a d ro i t e y^ passe ra p a r le 

point s,h. 

E n p r e n a n t u n au t re point xh (fig. 7 ) su r l 'ellipse A on ob t i endra un second 

cercle 6', lequel coupera le cercle D, en un poin t y\ et la dro i te x'hy\ passe ra encore 

p a r le poin t s \ 

il est évident su r la figure que les dro i tes xhy¡, x'hy\, sont t angen tes respect ive­

ment a u x cercles 6,, o\, en les points yt, y\. 

Mais d e c h a c u n des poin ts xh, x'h,... d e l 'ellipse A on p e u t m e n e r d e u x tangentes 

a u x cercles 6,, Q\,... lesquelles droi tes passe ron t respect ivement p a r les points 

« A s%\ 

Quelle q u e soit donc la position du point xh sur l 'ellipse A , l 'on ob t iendra toujours , 

par la m ê m e c o n s t r u c t i o n , les d e u x mêmes poin ts s,11 et st

h. 

Si d o n c on p r e n d p o u r point xh, le point 6 ex t rémi té d u petit a x e de l 'ellipse A , 

on ob t i endra aussi les points s,h et s \ 

Or pour ce point b, on devra mener en b u n e tangente à l'ellipse A , laquelle cou­

pera la t angente 9 en un point n, et décr i re de ce point n comme c e n t r e , cl avec na 

p o u r r ayon , u n cercle y. (Il est évident q u e le r ayon du cercle y est égal au demi 

petit a x e de l 'ellipse A ) ; ensuite on m è n e r a d u point b d e u x t angen tes au cercle y, 

lesquelles couperont le g rand axe aa' de l 'ellipse donnée A en les d e u x points sh 



et sf; et il est évident ( en lisant sur la f igure; que l'on a u r a s,ha = st

kd, ce qu'il 

fallait démont re r (*). 

Nous donnerons le nom de foyers a u x deux points s,h et sf; et nous nommerons 

rayon vecteur la droi te menée de l 'un de ces foyers à un point de l 'el l ipse, et 

rayons vecteurs conjugués, les r ayons vecteurs menés de chacun des foyers à un même 

point de l 'ellipse. 

Ce qui précède étant bien compris , nous allons démont re r les diverses propriétés 

principales dont joui t l'ellipse. 

Puisqu 'on ver tu de ce qui p r é c è d e , étant donnée une ellipse A [fig. 8 ,, 1° si ! on 

mené en un de ses points xh la t a n g e n t e , laquelle coupe la droite 9 tangente au 

sommet a de l 'ellipse, en un point m ; 2° si du point m comme centre et avec ma 

pour r ayon on décri t un cercle ê ; 3° si. du point xh on mène d e u x tangentes au 

cerclée et touchant ce cercle en deux points y' et y", pu i sque ces tangentes viennent 

couper le g r and axe ad de l'ellipse en d e u x points s/' et s2

h qui sont les loyers de 

cette el l ipse, il est évident que la tangente mxh à Cellipse divise en deux parties égales 

l 'angle s,hxhy" de ces deux tangentes au cercle c , et que dès lors la normale menée 

au point xh divise en deux part ies égales l 'angle s,hxhs2

h des deux rayons vecteurs 

menés au point xh de l 'ellipse. On peut donc énoncer le théorème suivant : 

•'*) D 'ap rès ce qui p r é c è d e , pour cons t ru i re les foyers d 'une ellipse A (fig. 7 bis) dont on connaît 1« 

j r a n d axe aa' et le pet i t axe bb', on devra d 'abord m e n e r au sommet a une tangente ô à l 'ellipse et au 

s o m m e t s , une tangente S qui coupera la droi te S en un point m ; ensui te on décr i ra , du point m comme 

c e n t r e , et avec ma pour r a y o n , un cercle C ; enfin m e n a n t du sommet b ( ex t rémi té du pet i t axe) deux t an ­

gentes au cerc le C, ces t angen tes couperont le g rand axe aa' en deux points / ' et f qui seront dos foyers: 

d e m a n d é s . 

Dans cet te cons t ruc t ion , on a deux t r iangles semblab les , s a v o i r : myb et obf, ces deux tr iangles «ont 

r ec tang les , l 'un en y et l ' au t re en o ; de plus les angles ofb et m by sont égaux comme angles correspon­

dants, pu i sque les droi tes bm et of sont para l lè les . 
On aura donc la proportion : 

ub : my :: of : by 

Désignant le demi grand axe de l 'ellipse par a et le demi peti t axe par b . ot) aura . en r e m a r q u a n t que 

i° my — ma*=ob 

<2< by — brn — m ?/ 

b :b::o~f : l / ( T ^ T * 

d'oi. o/'' = \ / V — fta 

résul ta t connu et qui permet de cunstr u . ie d i r ec t emen t ios foyers d une ellipse . connaissant u-w» 
i 



T H É O R È M E . La normale menée en un point d'une ellipse divise en deux parties égales 

C angle formé par les deux rayons vecteurs qui se croisent en ce point. 

Construction par points de /'ellipse. 

Ce qui précède nous permet de construire par points une ellipse dont on connaît 

le g rand axe et les d e u x foyers. 

En effet : 

Etant donnés \fig. 7 ter) le g rand axe ad et les f o y e r s / e t / ' de l 'el l ipse, on mè­

nera par l 'un des sommets a de la courbe une perpendicula i re 9 à l ' axe ad -, on 

prendra sur cette droi te 9 une suite de points m, m, m " , , . , et de chacun d 'eux 

comme centre et avec ma, m'a, m"a, comme r a y o n , on décrira les divers 

cercles o, à', è", tous tangents en t re e u x et au g r a n d a x e ad, en le point a ; des 

p o i n t s / e t / ' , on mènera respect ivement d e u x tangentes a u x cercles o , è', les­

quelles se croiseront respect ivement en les points x , x!, qui appar t i endron t à 

l 'ellipse, et de plus les tangentes en ces points x, x', de l 'ell ipse, ne seront 

aut res que les droi tes mx , m'x 

On obt iendra ainsi les points qui appar t iennent à la demi-ell ipse située au d e s ­

sous du g r and a x e ad ; pour obtenir les points de la demi-ellipse située en dessus 

de cet a x e ad, il faudra t racer des cercles tangents en a à cet axe ad, mais ayant 

'ours centres situés sur la par t ie de la droi te 9 qui est au-dessus de cet a x e ad (*\ 

§ m . 

Etant donnés une ellipse A fig. 9 ) et son g r a n d a x e ad et ses d e u x foyers / e t / , 

nous pouvons décrire qua t re cerc les , d o n t , 1° deux auron t pour centre commun le 

p o i n t / et pour rayon l'un af et l 'autre df (je désignerai le premier cercle p a r I) et 

le second par C ) ; d o n t , 2° d e u x auron t p o u r centre commun le foyer / et pour-

rayon l 'un df et l ' autre af (je désignerai le premier par D' et le second par C . 

Ainsi on a d e u x cercles D et D' enveloppés par l'ellipse A, et deux cercles 0 et C. 

qui enveloppent cette courbe A. 

Cela posé : 

Regardant l'ellipse A fig. 10) comme la section droi te d 'un cylindre vertical 2 . 

nous pou r rons couper ce cylindre pa r d e u x plans P et P ' , dont les t races horizon­

tales seront H p et W respectivement tangentes a u x sommets a et d de l'ellipse A. 

Plus loin nous mon t r e rons comment Ton doit employer cet te construct ion pour t racer sur le terra in 

et par points , une ellipse dont on connaî t la position des sommets et des foyers au moyen de pique tu o u 

jalons. 



Nous aurons donc pour sections dans le cyl indre 2 d e u x ellipses E et E \ qui se 

projetteront or thogonalement sur le plan horizontal en la même ellipse A. 

Nous pouvons toujours supposer que les plans P et P ' font des angles ég au x avec 

le plan horizontal ; alors les deux courbes E et E ' seront d e u x ellipses de même 

g r a n d e u r . 

Cela posé : 

Nous pouvons envelopper l'ellipse E et le cercle I) p a r un cône de révolution S , 

dont l 'axe sera vertical et dont le sommet s sera projeté en / ou sh et en sr. 

Nous pour rons envelopper l'ellipse E et le cercle C pa r un cône de révolution S 

dont l ' axe sera ver t ica l , et dont le sommet s' sera projeté e n / ou s'h et en -s'". 

Nous pour rons envelopper l'ellipse E' et chacun des cercles D' et C par deux 

cônes de révolu t ion , ayant chacun leur axe vertical et leurs sommets ; s, et s' seroni 

horizontalement projetés pour le premier , s, appar tenan t au cône E'. IV en / ' . et 

pour le second, s' appar tenan t au cône E'. C) e n / . 

Deux des qua t re sommets de ces cônes seront au-dessous et d e u x seront au-des­

sus du plan hor izonta l ; les d e u x p remie r s , ainsi que les deux seconds , seront 

équidis tants du plan hor i zon ta l , mais la dis tance au plan horizontal des sommets 

situés en dessous ne sera pas égale à celle des sommets situés en dessus . Voy. VÉ-

pure(Jg. 4 0 ) . 

Cela posé : 

Faisons passer un plan vertical M par le g rand axe ad de l'ellipse donnée A. Ce 

plan M cont iendra les sommets s, s, s,, st

! des qua t re cônes dont nous avons par lé 

ci-dessus. De p l u s , ce plan M coupera chacun des qua t re cercles D, C, D', C tracés 

sur le plan de l'ellipse A , et dès lors situés sur le plan horizontal de projection en 

d e u x points ; ainsi ce plan M coupera les cercles D en les points a et d, C en les points 

a et c , D! en les points d et d\ C en les points d et c . 

Et il est évident que l'on au ra , f ctf étant les foyers de l'ellipse A et les centres 

de ces cerc les . 

/>7=/tf, J^=f&, w=J 

De p l u s , le plan M coupera : 1° chacun des qua t re cônes suivant d e u x généra ­

trices d ro i t e s , et 2° les plans P et P' des ellipses E et E ' suivant les g r ands axes de 

c e s c o u r b e s , savoir suivant le g rand axe aa, de l'ellipse E et dd, de l'ellipse E . 

Toutes les lignes droites composant cette section faite par le plan M sont tracées 

sur la fig. 1 0 ; et d 'après ce qui p r é c è d e , on voit de suite que les génératr ices 

droites sa et sd du cône S , enveloppant les courbes E et D , sont respectivement 

parallèles a u x génératr ices droites s'e' et s'a du cône S' enveloppant les courbes E 

e t C 



On voit aussi ({ne même chose aura lieu p o u r les cones qui enveloppent : t' le-

courbes E et D', E et C ; 2° les courbes E ' et D, E ' et C ; 3° les courbes E ' et D', E ' et C. 

Nous pour rons donc conclure de ce qui précède : 1° que les qua t re cônes ont le 

même angle au sommet (nous dés ignerons ce demi-angle au sommet par a}; 2 que 

chaque génératr ice droi te de ces cônes fait avec le plan horizontal de projection un 

angle constant que nous dés ignerons par /,. 

Cela posé : 

Si l 'on prend (fig. ! 1) sur l'ellipse E un po in ta ; a rb i t r a i r e , ce point se projettera 

on x h sur l'ellipse A , et les por t ions sx de la généra t r ice droi te du cône S et s'x de la 

générat r ice droi te du cône S' se projet teront respect ivement sur le plan horizontal en 

les rayons vecteurs fxhcif'xh de l'ellipse A. 

D'après ce qui a été dit c i -dessus , on au ra : 

fxh = sx . cos ). et fxh ~ s'x. cos >. 

Si par le point x et le sommet s on mène d e u x plans parallèles entre eux et hori­

z o n t a u x , ils couperont l ' axe vertical du cône S' en d e u x points x , et q, qui seront 

respectivement les projections des points x et s sur cet a x e , et s'a, sera la projection 

de la générat r ice sx, et qx, sera la projection de la générat r ice sx sur cet axe , 

On au ra donc : 

s'x., — s'x . cos y. et qxx — sx. cos x 

Or, quelle que soit la position du point x sur l 'ellipse E , on aura toujours s'x, + qx. 

— constante — K, 

K sera égal à la distance exis tant entre les deux plans hor izontaux menés par les 

sommets s et s ' des cônes S et S'. 

On aura donc : 
— , — K 
sx -+- s x — 

COS a 

Et par suite : 
K • COS >. ;. 

, = x ~!~ / x 
COS a ' 

Ainsi l'on peut énoncer le théorème suivant : 

T I I É O R È M E . Dans toute ellipse, la somme des rayons vecteurs menés des foyers a un 

point quelconque de la courbe est constante. 

Et comme si le point x h n 'était au t re que fun des sommets a de l'ellipse A , on 

aurai t af -\-af —ad, pu isque l'on sait que af^=a'f; on voit que l'on peut dire que . 



in il s toule ellipse, la somme des rayons vecteurs est constante et égale au grand axe de 

'a courbe. 

Les angles a et 1 sont des angles complémentaires ; pa r conséquent on a : 

cos 7. — sin o 

Dès lors on aura : 
K 

aa = 
tang-1 

On peut démont re r Je théorème précédent en se servant de d e u x cônes ayant leur? 

sommets situés d 'un môme côté pa r r appo r t au plan hor i zon ta l , et ainsi (fig. 12 

en employant les cônes S / et S' qui enve loppen t , le premier l'ellipse E' et le cercle C , 

et le second l'ellipse E et le cercle C . 

On sait que les sommets s,' et s' de ces deux cônes sont équidis tants du plan 

horizontal . 

Si du point xh on élève une ver t ica le , elle coupera l'ellipse E' au point ,r' et 

l'ellipse E au point x. 

E n sorte que la générat r ice st'x se projet tera suivant le rayon v e c t e u r / ^ , et la 

générat r ice s'x se projet tera suivant le rayon vecteur fxh. 

Or les angles au sommet des d e u x cônes S / et S' sont égaux et les axes de ces 

cônes sont ve r t i caux ; on au ra donc : 

fxh—sT'x'.cos>- et / V = s'ic . cos À 

Menons pa r les points x et x d e u x plans hor izontaux coupant l 'axe du cône S en 

Jes points x, et x,' ; on voit de suite que s'x, sera la projection sur l ' axe de la géné­

ratr ice s'x du cône S', et que s'x/ sera la projection sur le même axe de la généra­

trice s/x du cône S',. On au ra donc ; 

[ s'x - j - s.'x' ) cos ). = (s'x, -4- s'x^ ) 

Or si l'on mène par les sommets a, et des ellipses E et E ' un plan perpendicu­

laire au plan 3 1 , nous savons que ce plan sera hor izonta l , pu i sque les ellipses E et 

E' ont même g r a n d e u r , leurs plans P et P' é tant également incliné ( m a i s en sens 

contra i re) sur le plan hor izonta l ; ce plan coupera l 'axe du cône S' en un point f/, et 

le plan horizontal de projection qui passe par les sommets a et a des mêmes ellipse-

E et E ' coupera le même a x e en un point p , qui ne sera aut re que le f o y e r / ' de 

l'ellipse A. 

Or l 'on voit de suite sur la fig. I 2 que l 'on a : qx, =zpx/, et que cela a lieu quelle 

(pie soit la position du point xh sur l'ellipse A. 



On aura donc : 

^x, — s'q-\-qx, et .s,'a?/ = s'q - f qx 

d 'où : 

( s'xx - F - S'J; ' , ) = 2 . S'</ 4 - qx, - J - </.R'T — 2 . s'q - F -

ou b ien : 

( s'ict -f- s'x'. ) = s 7/ - j - s'p = constante = H. 

par c o n s é q u e n t , on a : 
T-7L . -7T-K H- • COS À 
fxh+ 'xh= —— . = au 

COS a 

Ce qu i vériiie le théorème énoncé c i -dessus . 

Et Ton voit aussi q u e l 'on a K = H ; et on lit en effet ce résultat sur la figure située 

dans le plan M (fig. 10 , 11 et 1 2 ) . 

g 1Y. 

D'après ce qui p r é c è d e , nous savons que si l 'on a une ellipse à ayant son centre 

on o et o« p o u r demi g rand axe et ob p o u r demi petit axe (fig, 1 3 ) , menant au 

sommet a la t angente 9 à cette c o u r b e , et t raçant une série de cercles D , D ' , . . . tan­

gents entre e u x et à cette ellipse A en ce même sommet a (ces divers cercles ayant 

c h a c u n , dès l o r s , son centre situé sur le g r and axe ad de la courbe donnée A : 

1 0 si l 'on p rend un point arbi t ra i re xh sur l 'ellipse A , et si l 'on mène en ce point a/* 

une tangente à cette courbe A , laquelle tangente coupera la droi te 9 au point m; 

2° si du point m comme centre et avec ma pour rayon on décrit un cercle S coupant 

la droi te 9 en u n point z et les divers cercles I ) , D ' , . . . en les points y, on 

sa i t , d is - je , que les droi tes my, my,,... seront des tangentes a u x cercles 1), D' 

et que les droites xhy, x h y l i r o n t couper le g rand a x e ad et respect ivement en 

les points sh, s"1,... qui seront les projection horizontales des divers sommet s, s',... 

des cônes qui enveloppent l'ellipse E de l 'espace (don t l'ellipse donnée A est la p ro­

jection horizontale et o r thogona le ) avec chacun des cercles D , I ) ' , . . , 

Le point xh étant arbi t ra i re , on peut p r end re l 'ext rémité b du petit axe de l'ellipse 

A , et menan t en ce poini b une tangente à la courbe A , elle coupera la droi te 9 en 

un point m' ; si donc du point m comme centre et avec m'a pour rayon on décrit 

un cercle g', il coupera la droite 9 en un point z et les divers cercles D, I ) ' , . . . en les 

points y',y,',... et les droites xhy\xhyî',... iront couper le g rand axe ad en les mêmes 

points s'h,... t rouvés ci-dessus. 

En sorte qu 'é tan t donné u n cercle 1), on peut déterminer le point / en empiovant 

\r point b au lien d 'employer un point xh a rb i t ra i re . 



Cela pose : 

Le rayon de chacun des cercles I ) , D , . . . peut avoir toute g r a n d e u r ; ce rayon 

peut donc être infini, et alors la droite 9 représentera l 'un des cercles de la série 1). 

IV, . . . elle r ep ré sen t e r a , dans cette sé r ie , le cercle ayant un rayon infini. 

Dès lors on d e v r a , pour un p o i n t a / 1 arbi t ra i re p rend re le p o i n t e en lequel le 

cercle g coupe le cercle 9, et Ton devra p rendre pour le point b le point z en lequel 

le cercle 9 est coupé par le cercle S'. 

De sorte que les droites zxh et z'b devront se couper en un même point situé sur 

le g r and a x e ad, et ce point sera la projection hor izontale et o r thogonale du sommet 

du cône A qui enveloppe l'ellipse E et le cercle 9 de rayon infini. ^ 

Or il est évident que ce cône A n'est au t re que le plan de l'ellipse E , et il est év i ­

dent que la droi te z'b ira couper l ' axe ad au point a , second sommet de l'ellipse A. 

A ins i , le plan P de l'ellipse E représente un cône A , et son sommet doit ê tre au 

sommet a, de l'ellipse E (sommet a, projeté hor izontalement en le sommet d de 

l'ellipse A ) pour que ce plan P ou cône A appar t i enne à la série des cônes envelop­

pant l'ellipse E avec chacun des cercles ( à rayon fini ) D , D ' , . . . 

Ains i , il est démont ré que les droites sa'', z'b,... passent pa r le second sommet a 

de l'ellipse donnée A. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

T H É O R È M E . Étant donnés une ellipse A et son grand axe aa ' , si ion mène au sommets 

une tangente 9 à cette courbe; si l'on unit par une droite le second sommet a' avec un 

point quelconque x 1 ' de cette courbe A , cette droite coupera la tangente 9 en un point z , 

et le point m , milieu de la droite za, sera le point en lequel la tangente menée à iellipse 

À au môme point x h coupera la droite 9 (*). 

;*) En se se rvan t «le l'analyse de D E ' C A R T E S , on démont re de suite ce théorème ; en effet f fig. 13 bis ) , 

-oit : 

a- b' 1 

i 'oquation de l'ellipse À , l 'équation de la tangente <r en un point n de cette courbe sera : 

œ x ' _±_ y y' h >\ 
a* b* 

• r ep résen tan t par x! et y' les coordonnées du point n ). 

Si l'on cherche le point en lequel la t angen te & ( ayan t pour équat ion l 'équat ion (-i)} coupe la p e r p e n ­

diculaire 5 menée à l ' ex t rémi té p du grand axe de l 'ellipse , il suffira de faire : 

./•: a 3 
dans l 'équation ( 2 ) , et Ton aura : 

a b* 
d'eu l'on tire 



Diverses manières de construire ta tangente en un point d'une ellipse 

D'après ce qui p récède , nous pouvons construire la tangente en un point d 'une 

ellipse de trois manières différentes. 

Première construction. É tan t donnes une ellipse A (fig. I 1 ) , ses axes aa et bb et 

ses f o y e r s / e t / ' , pour cons t ru i re la tangente en un point que lconque x , on mènera 

les rayons vecteurs xf et xf" et l 'on divisera l 'angle fxf en d e u x par t ies égales pai 

la droi te xp , cette droi te xp é tant normale en x à l 'e l l ipse, la droi te xq pe rpend i ­

culaire à xp sera la tangente demandée . 

Deuxième construction. E tan t donnés une ellipse A , ses axes ad et bb' et ses foyer? 

/ et / , construi re en un de ses points x la tangente ; du f o y e r / c o m m e centre (fig. 15) , 

et avec le rayon fa on décr i ra un cercle D ; on mènera au sommet a une droi te 5 

perpendicula i re au g rand axe ad (cet te droi te 9 sera tangente a l'ellipse A en le 

sommet a ) ; on unira le point x donné avec le f o y e r / p a r une droi te qui coupera 

le cercle D au point g ; on mènera au point y une tangente au cercle D . laquelle 

coupera la dro i te 9 en un point m et en unissant les deux points m et x . on aura la 

t angen te demandôe » 

Troisième construction. Etant donnés une ellipse A et son grand axe ad, on me -

( a — x' ) fcs 

y — -• — v ' I 
ay 

Ainsi l'un aura en ( 3 ; ci (4) les coordonnées du point m en lequel la t angen te i coupe iu droite i. 

Unissant le peint n avec le point p ' second sommet de i 'ellipse . on aura une droi te oui coupera la uroi te ' 

en un point q. et si le théorème subsis te on dev ra avoir : 

pp' : pq :: nr : rp 

ou en remplaçan t p p ' et pq, nr vt rp' par leurs va leurs : 

2(a) — ./•' tr 
la : ' -r— (1 4 - • y ?> 

ay1 

d'où 

d'où , après réduct ion : 

n'y1'' — a'b* — VÀx"A ?>'' 

I.a proportion (5) est dune exacte . puisqu 'e l le conduit a l 'équation (tji qui est exacte . puisqu elle n t s t 

au t re raie Téouation de l'ellipse 



liera au point a sommet de l 'ellipe, une tangente 9 , laquelle droi te G sera pe rpend i ­

culaire au g r and axe ad ; on uni ra le second sommet a' (fig. 16) avec le point x 

( d o n n é sur l 'ellipse) par une droi te qui coupera la tangente 9 en un point z; on 

divisera la droi te az en d e u x par t ies égales pa r un point m ; en unissant les points m 

et x pa r u n e droi te , on aura la tangente demandée . 

§ VI-

Etant donnés une ellipse A et son g rand axe ad et ses f o y e r s / e t / ' (fig. 1 7 ) ; 

ayant mené en les sommets a et d des droi tes 9 et 9' perpendicula i res à l ' axe ad ; 

ayant t racé du f o y e r / c o m m e centre et 1° avec le r a y o n / « un cercle D , et %° avec 

le r ayon fd un cercle C ; si pa r le foyer / o n mène dans le plan de l'ellipse A une 

perpendicula i re au g r a n d axe ad, cette perpendicula i re coupera le cercle D en un 

point y, l 'ellipse A en un point x et le cercle G en un point z. 

Si l 'on mène des tangentes a u x cercles D et C et respectivement a u x points y et s , 

on a u r a des droi tes parallèles ent re elles et au g rand a x e ad. 

La tangente en y au cercle D coupera la droi te 9 au point m , et la tangente en z 

au cercle C coupera la droi te 9' au point m'; et , d ' ap rès ce qui a été dit c i -dessus , on 

sait que la droi te mm' sera tangente en x à l'ellipse A. 

Or il est évident que l'on a : 

ma = af et m'a' = af. 

donc l 'on a : 

ma-\-m'a' = aa'= le grand axe de l'ellipse A. 

Si l 'on avait mené une tangente au s o m m e t s , extrémité du petit axe de l'ellipse A, 

cette tangente aurai t coupé la droi te 9 en un point n et la droi te 9' en un point m. 

et l 'on aurai t évidemment : 

n a - j - n'a' = bb' = le petit axe de l'ellipse A. 

Si au contra i re on considère le p o i n t a , ext rémité du g r a n d axe ad, la tangente 

en ce point se confondra avec la droi te 9 et coupera la droi te 9' à l'infini. 

On peut donc énoncer , d 'après ce qui p récède , le théorème suivant : 

T H É O R È M E . Étant donnés une ellipse et son grand axe, ayant mené des tangentes 9 

et 9' aux extrémités de ce grand axe, si l'on construit la tangente en un point x de 

rellipse, celte tangente coupera les droites 9 et 9' en les points, m et m' : et ton aura : 

3 



1 0 ma -H m'a ' < aa ' , si le point x se projette sur le grand axe entre le centre de l'ellipse 

et l'un de ses foyers; 2° ma -+- m'a ' = aa ' si le point x se projette sur l'un des foyers ; 

3° ma H- m 'a '>> aa ' si le point x se projette sur le grand axe entre l'un des foyers et te 

sommet adjacent à ce foyer. 

g VIÎ. 

Propriétés principales de i hyperbole. 

Nous n ' a u r o n s pas b e s o i n , en nous occupant de l ' hyperbo le , d 'ent rer dans tous 

les détails de cons t ruc t ion , ainsi que nous l 'avons fait lorsque nous nous sommes 

occupé de l 'el l ipse; car il est év ident q u e nous devons re tomber sur les mêmes r a i ­

sonnements géomé t r i ques , et dès lors il est permis d ' a b r é g e r , tout ce qui a été dit 

au sujet de l'ellipse étant bien compr i s . 

É tan t donnés u n e hyperbo le A , ses d e u x asympto tes I et I' (fig. 1 8 ) et son a x e 

t ransverse ad supposé pro longé indéfiniment à droi te et à gauche des d e u x sommets 

a et a ' ; ayant mené en chacun des sommets a et d des tangentes à l 'hyperbole , on 

a u r a d e u x droi tes G et G' perpendicu la i re à l ' axe ad. 

Cela posé : 

Si l 'on considère l 'hyperbole A comme la base ou section droi te d 'un cyl indre 

vert ical 2 , nous pou r rons couper ce cyl indre 2 p a r un p lan P ayan t la tangente G 

pour t race horizontale H% et l 'on obt iendra pour section une hyperbole E ayant la 

courbe A pour project ion hor izontale E \ 

Nous pouvons p r e nd re sur la droi te ad un point dt et le considérer comme le centre 

d 'un cercle D, t angen t à la courbe A en son sommet a, et les d e u x courbes D, et E 

seront enveloppées pa r un cône S, qui sera en général oblique et dont le sommet s, 

se projet tera hor izonta lement en un point st

h distinct du centre d,. 

Il sera toujours possible de placer la courbe E sur d e u x cônes de révo lu t ion , ayant 

chacun p o u r a x e de rotat ion une droi te ver t ica le ; et en effet, p renant un point xh sur 

l 'hyperbole A ou Eh, et menan t une tangente en ce point , elle coupera la droi te G ou 

1P en un point m ; décr ivant de ce point m comme centre et avec ma p o u r r a y o n , un 

cercle g , il suffira de mener du point xh d e u x tangentes au cercle ê , et ces tangentes 

couperont l ' axe ad en d e u x p o i n t s / e t / ' qui seront équidis tants des sommets a etd. 

en sorte que l 'on aura : fa = f'd. 

En effet fig. 19) : 

Quel que soit le point a/1 pris sur l 'hyperbole A , une construct ion ana logue nous 

conduira toujours à dé terminer les mêmes p o i n t s / e t / ' . Si donc nous considérons 

le point situé à l'infini sur l 'une des b ranches de la courbe , la tangente en ce point ne 



sera au t re que l 'asymptote I ou I', laquelle coupera la droi te 9 en un point p , et décr i ­

vant du point p comme centre et avec pa pour r ayon un cercle d, les d e u x tangentes 

menées à ce cercle d et du point situé à l ' infini, et p a r conséquent menées à ce cercle ô 

paral lèlement à l 'asymptote I', couperont l ' axe t ransverse ad en les f o y e r s / et / ' ; et 

il est évident pa r la Jig. 1 9 que l 'on a : fa=J'd (*). 

Cela posé : 

Ces d e u x points ou foyers / e t f seront tels que si l 'on décrit ( fig. 1 8 ) : 

1° Du p o i n t / c o m m e centre et avec fa p o u r rayon un cercle D ; 

2° Du p o i n t / ' comme centre et a v e c / a pour r ayon un cercle C , les courbes D 

et E seront enveloppées par un cône S don t le sommet s se projet tera o r thogona-

lement e n / e t les courbes C et E seront enveloppées p a r un cône S' dont le sommet 

s' se projet tera or thogonalemcnt e n / ' ( v o y . la Jig. 1 8 ) . 

On lit de suite sur Y épure (18) : 1 0 que les d e u x cônes S et S' ont leurs sommets 

situés au-dessus du plan horizontal ; 2° q u e ces deux cônes ont même angle au 

sommet ; par conséquent toutes les génératr ices droi tes de ces d e u x cônes feront 

le même angle a avec le plan horizontal et le même angle À avec une droi te ver ­

ticale. 

Par conséquen t , si l 'on p rend un point a;sur l 'hyperbole E , et si l 'on projette sur 

l 'axe vert ical du cône S', 1 0 le sommet s du cône S en p , et 2° le point x de l 'hy­

perbole E en a\ , on voit de suite que l 'on aura : 

(*) Ayant construi t les foyers f et f de l 'hyperbole , cherchons la valeur de la d is tance de l 'un de ces 

foyers au cen t re de la c o u r b e . 

Je dis que l'on au ra : of— op ( fig. 4 9 bis}. 

Désignons oa pa r a et ap pa r b. 

Menons p a r le foyer /"une paral lè le à qp et coupant la droi te mo en un point m. 

Si l'on joint les points a et m par une d r o i t e , je dis q u e cet te droi te est paral lèle à qp. 

En effet, on a : fq=fa comme t angen tes menées d 'un m ê m e point ex té r ieur f au cercle <S. 

Et comme les droi tes fin etpq sont para l lè les p a r construct ion , ainsi que les droi tes fq et po, il s 'ensuit 

que l'on a : 

mp = qf~ fa 
de p l u s , on a : 

pfo = pfq et pfq = fpo 

Donc les angles pfo et fpo sont é g a u x , par conséquen t le t r iangle fop est isocèle ; et Ton a : 

of= op 

Et pu i sque : 
af = mp, on a : ao= um 

donc les droi tes am et fp sont para l lè les , ce qu'i l fallait démon t re r . 

Or op* = od-\~dp* = a ' + &s donc of*= V'a'-f- 6* 



s'x,— px, = constante1! = K, 
et comme Ton a : 

s'x cos ). = s'x, et SX . COS , = px. 

il s 'ensuit que : 
— — K 

(SX — SX) = 
COS A 

et comme l'on a : 

s'x . COS j.=zf'xh et SX . COS x — / > ' ' 

on au ra : 
s • i K . COS a 

/ V — fx = — constante. 
COS 1 

Et comme cela a l ieu , quel que soit le point xh, on voit que pour le sommet a on 

au ra : 
—, K. cos x 
aa = 

COS 1 

Ains i , l'on peut énoncer le théorème suivant : 

T H É O R È M E . Dans lliyperbole, la différence des rayons vecteurs est constante et elle 

est égale « l'axe transverse. 

Et comme p o u r un au t re point x'h de l 'hyperbole E / ! ou A , on aura i t un au t re 

cercle 6' qui conduira i t a u x mêmes foyers / et f, on voit de suite sur la fig. I 8 que 

l'on a : fxhm •= f'xhm. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

T H É O R È M E . Pour une hyperbole, la tangente en un de ses points divise en deux parties 

égales C angle des deux rayons vecteurs se croisant en ce point. 

Ce qui p récède nous permet de const rui re p a r points une hyperbole . 

Construction par points de l'hyperbole. 

Etant donnés l 'axe t ransverse ad et les f o y e r s / e t / ' d 'une hyperbole (Jig. \ 9 ter , 

on mènera pa r l 'un des sommets a une droi te 9 perpendicula i re à l 'axe t ransverse 

ad ; de divers points m, m1,... pris sur la droi te Q, et avec les rayons ma, m'a,... 

on décr i ra u n e suite de cercles è, d',... tous tangents entre eux et au point « ; des 

f o y e r s / e t / ' o n mènera des tangentes à ces cercles lesquelles se couperont 

respectivement en les points x, x',... qui appar t iendront à l 'une des branches de 

l ' hyperbole , et les droi tes mx, m'x',... seront des tangentes à cette b ranche en les 

points x,x ,... 



Les points x, x',... que nous obt iendrons appar t iendront à la demi -b ranche de 

gauche de l ' hyperbo le , ainsi qu ' à la par t ie de cette b ranche qui est située au-dessous 

de l ' axe t ransverse ad; cependant on doit r emarque r qu 'en faisant croître les rayons 

des cercles o,... depuis zéro , il a r r ivera que pour un certain rayon r,, le cercle & sera 

t e l , que les tangentes qui lui seront menées des foyers / e t / " , seront parallèles et 

donneron t la direction de l 'asymptote à l 'axe inférieur de la b r anche de gauche de 

l ' hype rbo le ; en p renan t un cercle 3/ d 'un rayon r / > i\, les tangentes à ce cercle 

i ront se couper à droi te de la tangente 9 et dé termineront pa r leur intersection un 

point de l 'arc supér ieur de la b ranche de droi te de l 'hyperbole ; p o u r obtenir les arcs 

supér ieurs de la b r anche de gauche et inférieur de la b r anche de droi te de l 'hyper ­

b o l e , il faudrai t t racer des cercles d,... ayant leurs centres situés sur la par t ie de la 

droi te 9 qui est au-dessus de l 'axe t ransverse ad. 

Déterminons main tenan t la longueur i\ du rayon du cercle ^ pour lequel les 

tangentes qui lui sont menées des f o y e r s / e t / ' se t rouvent parallèles ent re elles. 

Supposons le p roblème résolu (fig. \ 9 q u a t e r ) , les tangentes fy et J'y au cercle 

seront parallèles ; dès lors la corde yy' sera un d iamèt re de ce cercle et ce diamètre 

yy coupera la droi te 9 en mi, centre du cercle <3,. 

Jo ignant les points / et m,, / ' et m,, on aura d e u x t r iangles fa m, c t / W / , , tous 

d e u x rectangles en a. 

Les t r iangles fam, et fym, seront égaux et supe rposab les , on au ra donc : 

ymf = fm,a 

De même les tr iangles afm, et fym, seront égaux et superposables , on aura donc : 

am,f = f'm,y' 

Or pour que les tangentes/?/ e t f y ' soient para l lè les , il faut que les qua t re angles 

yfm,, fmfl, amf, f'mjj'', 

valent en somme d e u x angles d r o i t s , il faut donc que les d e u x angles fm,a et amf 

valent en somme un angle d r o i t ; en d 'au t res t e r m e s , il faut que l 'angle fm, f soit 

droi t . 

Pour déterminer le centre »?, du cercle Bt, on devra donc décr i re sur ff, comme 

d i a m è t r e , un cercle >. qui coupera la droi te 9 au point m,, centre d e m a n d é , et m.a 

sera la longueur du rayon r,. La tangente au point x,, intersection des rayons 

vecteurs parallèles fx, et f'xi ( c e point x, étant dès lors à l ' infini), passe par le 

centre m, du cercle ô,; et il est évident que cette tangente ou asymptote pas-e pai. 

le point o, milieu de l 'axe t ransverse ad. 



Ainsi l'on vérifie les résul tats déjà connus , savoir : 

1° Que l 'hyperbole a d e u x asymptotes passant pa r le centre o de cette c o u r b e ; 

2° Que ces asymptotes font des angles é g a u x avec l 'axe t ransverse ad de la 

courbe ; 

3° Que désignant par a le demi -axe t ransverse ad et par b la longueur du rayon 

r,, on a : 

~oJ= Va* + b* 

% v i n . 

L'on peut t racer une série de cercles D , D' , I ) " , . . . t angents entre e u x et à 

l 'hyperbole A et en son sommet a. 

On p o u r r a envelopper l 'hyperbole E et chacun de ces cercles p a r un seul c ô n e , et 

l'on au ra ainsi une série de cônes S , S', S " , . . . qui seront tous o b l i q u e s , excepté 

deux qui seront de révolut ion ; ce seront c e u x don t les sommets se projet tent o r tho -

gonalement en les foyers / e t / ' de l 'hyperbole A . 

Les r ayons des cercles D, D' , D " , . . . iront en g r a n d i s s a n t , enfin on au ra un cercle 

de rayon inf in i , et ce cercle ne sera au t re que la droi te 9 ; dès lors le cône envelop­

pant l 'hyperbole E et le cercle 0 de rayon infini ne sera a u t r e que le plan P de 

l 'hyperbole E. Mais sur ce p lan , qui va jouer ici non-seulement le rôle de surface 

con ique , mais celui encore d 'une surface conique appa r t enan t à la série des cônes 

S, S', S " , . . . il devra exis ter un point tout par t icul ier qui sera appelé h jouer le rôle 

de sommet de cône. 

Cherchons ce poin t . 

Si nous dé te rminons la project ion horizontale de ce point sommet, en employant 

un certain point de l 'hyperbole A , elle sera toujours la même pour tout au t re 

point pr is sur cette hyperbo le . 

Or si l 'on considère le point situé à l'infini sur l 'une des b ranches de l 'hyperbole 

A , la tangente en ce point sera l ' asymptote I', laquelle coupera la droi te 9 , consi­

dérée comme tangen te au sommet a de l ' hype rbo le , en un point p (fîg. 20 ) . 

Et si nous décr ivons du point p comme centre et avec pa pour r ayon , un cercle 5 , 

il coupera la droi te 9, considérée comme un cercle de r ayon infini et appa r t enan t 

à la série des cercles D, D' , D" , . - - en le point r . 

Or si l 'on unit le point r avec le point si tué à l'infini sur l ' hype rbo l e , il faudra 

mener par ce point r une parallèle à l ' asymptote I', et cette parallèle coupera 

évidemment l 'axe t ransverse ad en le point d, second sommet de l 'hyperbole 

A ; ce point d sera donc la projection horizontale et or thogonale du sommet a, 

de l 'hyperbole E située d a n s l 'espace sur le plan P ; ce sommet a, sera donc le point 



q u i , sur le plan P , doit j oue r le rôle de sommet de la surface conique que ce plan P 

est appelé à jouer dans la série des cônes S, S', S " . . . 

Cela posé : 

Il est évident que si l 'on p r end un point xh que lconque sur l 'hyperbole A , si l'on 

mène en ce point xh une tangente à la c o u r b e , elle coupera la droi te 9 en un point m 

(fig. 2 0 ) ; et si du point m comme centre et avec ma pour r ayon on décrit un 

cercle g , lequel coupera la dro i te 9 en un point ?/, la droi te qui unira les points 

xh et y ira passer pa r le point a', second sommet de l 'hyperbole donnée A, 

On peu t donc énoncer le théorème su ivant : 

T H É O R È M E . Étant donnés une hyperbole et ses deux sommets a et a ' ; ayant mené au 

premier sommet a une droite 9 perpendiculaire à l'axe transverse aa ' / si ion unit par 

une droite le second sommet a' avec un point x h quelconque de l hyperbole, celte droite 

coupera la droite 9 en un point y et la tangente à l'hyperbole en x h divisera en deux 

parties égales la droite ay . 

§ I X . 

Diverses manières de construire la tangente en un point d'une hyperbole. 

Première construction. Étant donnés une hyperbole et ses a sympto t e s , son axe 

t ransverse et son c e n t r e , ainsi que ses foyers f et pour const rui re la tangente en 

un point x de cette courbe , il suffira (fig. 21) de mener les deux rayons vecteurs 

fx et fx et de diviser en d e u x par t ies égales l ' a n g l e / a / ' ; la bissectrice sera la tangente 

d e m a n d é e . 

Deuxième construction. É tan t donnés une h y p e r b o l e , son axe t ransverse et ainsi 

ses deux sommets a et d, et aussi ses d e u x foyers / e t / ' , pou r construire la tangente 

en un point x de cette c o u r b e , on décrira d 'un des foyers / comme centre et avec fa 

pour r ayon un cercle D (fig. 2 2 ) ; on unira les points x e t / p a r une droi te qui 

coupera le cercle D en un point y, et l 'on mènera en ce point y une tangente au 

cercle D, laquelle coupera la tangente 9 (menée au sommet a de l 'hyperhole^ en un 

point m ; la droi te mx sera la tangente demandée . 

Troisième construction. Étant donnés une hyperbole el son axe t rans v e r s e , et 

ainsi ses d e u x sommets a et d, pour construire la tangente en un point x de la 

courbe (fig. 23 ) , on mènera d ' abo rd la tangente 9 au premier sommet a (la droit ' 9 

est perpendiculai re à l 'axe t r a n s v e r s e ) , ensuite on unira le point x et le second 

sommet d pa r une droi te qui coupera la droi te 9 en un point y ; divisant la droi te ay 

en deux part ies égales par un point m , la droi te mx sera la tangente demandée . 



Etant donnes sur le plan horizontal de projection une hyperbole A , ses sommets 

a et ses f o y e r s / e t / ' et ses asympto tes I et I' (fig. 2 4 ) , décr ivant d 'un des foyers 

/ c o m m e c e n t r e , avec fa pour r a y o n , un cercle D, et décr ivan tavec fa ! p o u r rayon 

un cercle C, si l'on, mène p a r le f o y e r / u n e perpendicula i re à l ' axe t ransverse an', 

cette perpendicu la i re coupera le cercle D au point y et le cercle C au point y'. 

Et si l 'on mène en les points y et y' des tangentes a u x cercles D et C , on aura 

d e u x droi tes parallèles en t re elles et à l ' axe t ransverse ad, lesquelles couperont 

respect ivement les tangentes 9 et 9' menées à l 'hyperbole donnée A en ses sommets 

a et d, en les points m et m'; d ' après tout ce qui précède il est évident que la droi te 

mrri sera tangente à l 'hyperbole A en le point x projetée or thogonalement en le 

foyer / 

Désignant ma pa r r et m'a pa r r', on voit de suite que comme ma = af et que 

m'a' = a'fi on aura : r -f- r' — ad. 

Désignons ad pa r 2a et désignons p a r 2b le double de la por t ion de la tangente 9 

comprise entre le sommet a et l ' asymptote I. 

On au ra dès lors : ad=. 2a et ad=b. 

Or b peut avoir t rois va leurs différentes compara t ivement à a ; on peut avo i r : 

1 " b > a, 2° 6 = a, 3° 6 < a. 

Quel que soit le r appo r t ent re b et a, lorsque l 'on considérera sur l 'hyperbole A 

le point x qui se projette o r thogona lement en son foyer / , on aura toujours : 

r'—r=2a 

Lorsque l 'on considérera le point de l 'hyperbole situé à l 'infini, alors la tangente 

en ce point ne sera au t re que l ' asymptote I , et l 'on a u r a : 

r — ad — b e t r' — a!d'=-b e t r ' — r — 0 

Lorsque l 'on considérera le point a sommet de l 'hyperbole , alors la tangente en 

ce point ne sera au t re que la droi te 9 , et l 'on au ra év idemment : 

r — 0 e t r' = z d o n c r'—r = ~(*) 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

C) On voit que pour l 'ellipse la somme ( r - j - r ' ) va en a u g m e n t a n t depuis une quan t i t é l inéaire égale au 

pet i t axe jusqu ' à l 'infini, et que pnur l 'hyperbole c'est la différence (r'—r) qui va en augmen tan t depuis 

zéro ju squ ' à l'infini. 



f H É O R É M E . Si en un point quelconque d'une hyperbole on mené une tangente cou­

pant les tangentes 9 et 9' menées aux sommets a et a' de la courbe en deux points m 

et m , on aura toujours : 1° ( m a — - m ' a ' ) plus petit que l'axe transverse pour tous les 

points situés entre le point qui est à l'infini et celui qui se projette orthogonalement en 

le foyer ; 2° ( ma — m'a ' ) égale à iaxe transverse pour le point qui se projette orthogo­

nalement en le foyer', 3 ° (ma — m'a ' ) plus grand que l'axe transverse pour tout point 

situé entre le sommet et celui qui se projette orthogonalement en le foyer. 

§ XL 

Propriétés principales de la parabole. 

Etant donnés une pa rabo le A (fg. 2 5 ) , son sommet a et son axe infini X , nous 

mènerons au sommet a une perpendicu la i re à l ' axe X , et nous a u r o n s la t angente 9 

en le sommet de la pa rabo le . 

Cela posé : 

Si l 'on p r e n d un point d a rb i t ra i re sur l ' axe X , et q u e de ce point d c o m m e cent re 

et avec da p o u r r a y o n , on décr ive un cercle D ; p renan t sur la droi te 9 un point m 

a r b i t r a i r e , et menan t de ce point d e u x t a n g e n t e s , l 'une au cercle D et le touchant 

en y, et l ' au t re à la pa rabo le A et la touchant en xh, la droi te yxh ira couper l ' axe X 

en un point sh ; et en ve r tu de tout ce qui a été dit p r é c é d e m m e n t , il est évident 

que le point sh sera la project ion hor izonta le d u sommet s du cône obl ique qui enve­

loppe le cercle D et la pa rabo le E dont A est la project ion. 

Or si du point m comme centre et avec ma p o u r r ayon on décrit un cercle g , il 

passera év idemment p a r le point y, et en ce point y les d e u x cercles D et g se cou­

peront rec tangula i rement . Pour que les points d et sh se confonden t , il faudra que la 

droi te yxh soit u n e t angen te au cercle g. 

Si donc (fig. 2 6 ) on mène d 'un point xh, pris a rb i t ra i rement sur la parabole 

donnée A , d e u x tangentes au cercle g , l 'une d'elles v iendra couper l ' axe X au 

point / , et l ' au t re ira couper l ' axe X en un point q u e j e dis ê t re situé à l ' infini , en 

sorte q u e la seconde tangente sera paral lè le à l ' axe X ; n o u s démont re rons plus 

tard l ' exact i tude de cette asser t ion. 

Mais quelle que soit la direct ion de la seconde t a n g e n t e , et p a r conséquent que le 

second foyer soit si tué à l'infini ou n o n , il nous est démon t ré que la normale xhq 

divise en d e u x par t ies égales l 'angle formé p a r les d e u x rayons vecteurs se croisant 

au point xh considéré sur la pa rabo le . 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 



T H É O R È M E . Pour les trois sections coniques, ellipse, parabole et hyperbole, la nor­

male et la tangente en un point de la courbe, divisent en deux parties égales l'angle ou 

le supplément de l'angle formé par les deux rayons vecteurs qui se croisent en ce 

1 cuit. 

Remarquons q u e lo rsqu 'on avait une ellipse ou une h y p e r b o l e , on pouvai t immé­

dia tement cons t ru i re les foye r s ; car puisqu ' i l suffit d ' employer une tangente que l ­

conque à la courbe donnée p o u r obteni r le cercle S , il suffit de conna î t r e , à priori, 

une tangente a u t r e que celle qui r é p o n d au sommet de la c o u r b e , p o u r pouvoi r 

r é soudre le p rob lème . 

Or, p o u r l 'e l l ipse, on sait que la t angente menée à l ' ext rémité du petit a x e est 

paral lèle au g r a n d axe de l 'e l l ipse; or p o u r l ' h y p e r b o l e , on sait que l ' a sympto te 

est la t angen te au point s i tué à l'infini su r la cou rbe . 

Mais p o u r la p a r a b o l e , n o u s ne connaissons p a s , à priori, de point au t re que le 

sommet p o u r lequel la direct ion de la t angen te soit connue ; nous ne pouvons d o n c , 

quan t à p r é s e n t , cons t ru i re le f o y e r / ( f g . 2 6 ) , quo ique l 'existence de ce foyer se 

t rouve démont rée . 

£ XIIL 

L'existence d 'un foyer é tant démon t rée p o u r la p a r a b o l e , nous p o u r r o n s . 

•1° (fig. 2 7 ) d u f o y e r / comme centre et avec fa p o u r rayon décr i re un cercle 1 ) ; 

2° couper le cyl indre vert ical 2 ayan t la pa rabo le A p o u r section droi te par un 

plan P ayan t la tangente 9 , menée au sommet a de la c o u r b e , p o u r t race hor izon­

tale H p ; nous p r e n d r o n s le plan vert ical de projection paral lèle à l ' axe infini X de la 

parabole . 

Cela posé : 

Nous cons t ru i rons le cône de révolution S ayan t son sommet en s , lequel cône S 

enveloppe le cercle D et la pa rabo le E , section faite dans le cyl indre 2 pa r le plan P 

; cette parabole E se projet tera hor izontalement et o r thogona lement suivant la pa­

rabole donnée A ) . Voy. Y épure (fig. 2 7 \ 

Cela posé : 

Le cône S ayan t son sommet s projeté sur le p lan horizontal en le foyer f de la 

parabole A , nous mènerons par ce sommet s un p lan hor izontal R qui coupera le 

plan suivant une droi te Q. Dès l o r s , Qh sera perpendicu la i re à l ' axe infini X de la 

•parabole donnée A 



De p l u s , la fig. 27 nous dit que le tr iangle svaeqt est isocèle , et qu 'ainsi l'on a 

sV' = avql 

et que les angles qvsvav et slV/l'a1' sont é g a u x , par conséquent l 'on a : 

« = a c f 

Cela posé : 

P renons un point x a rb i t ra i re sur l 'ellipse E , menons par ce point x un pian hori­

zon ta l ; il coupera la généra t r ice ex t r ême G du cône S en un point i. et l 'on au ra la 

droi te sx de l 'espace égale à svF ; on p o u r r a donc poser : sx—sviv. 

La dis tance xq du point x à la d ro i t eQ sera une droi te perpendicula i re à Q et pa­

rallèle au plan vert ical de pro jec t ion , cette d is tance sera dès lors égale à xvq'. 

Cela posé : 

Je dis que l 'on au ra toujours , quel q u e soit le point x considéré sur la parabole E : 

sx ou s V = xvql 

En effet : 

Les d e u x tr iangles scavqv ( invariable) et xvavï° (variable) sont i socè les , et Ton a ; 

sJav = avqv et xvav=aviv donc s°iv = sx = xvq'~' 

Toutes les généra t r ices du cône S font avec le p lan horizontal le même angle y , 

on aura donc : 
SX , COS a = fxn 

Le plan P fait avec le plan horizontal le m ê m e angle a, la dro i te xq est une hguo 

de p lus g r a n d e pente de ce plan P , elle fait donc avec le plan horizontal un angle y. : 

on a donc : 
xq . cos K = xhqh 

Or 

sx = xq donc fxh — xuq' 

Et cela au ra lieu quel que soit le point x p r i s sur la. pa rabo le E. La droi te 0/ est 

dite directrice de la pa rabo le A. 

On peut d o n c énoncer le théorème suivant ; 

T H É O R È M E . Étant donnés une parabole A, son axe inJiniX, son sommet a et son foyer t. 

ayant mené une droite Q h perpendiculaire ci taxe X et à une distance du sommet a égale 

à f a , si Ion prend un point quelconque x b sur la courbe A, les distances de ce point x1' 

au F O Y E R f et (i la D I R E C T R I C E Qh seront égales-



Ce qui précède nous permet de cons t ru i re le foyer / d ' une parabole A fig. 28 

dont on connaît Taxe infini X et par suite le sommet a et la t angente 9 en ce sommet . 

Et en effet : 

P renons un point x sur la courbe A et menons la droi te xz parallèle à l ' axe X et 

coupant la t angente 9 au point m. 

Du point m c om m e centre et avec ma pour rayon , décr ivons un cercle o et m e ­

nons par le poin t x une t angen te à ce cercle € , elle coupera Taxe X au point / e t 

elle touchera le cercle S au point y. 

Imaginons la directrice Q , nous au rons pa r hypothèse : 

xf= xb , zb = ad = af {si le point f est le foyer ) 

Mais par construct ion , on a : 

xz=zxy et yf=fa 

On re t rouve donc la p ropr ié té xf—xb. 

Ains i , pour cons t ru i re le foyer d ' u n e pa rabo le A , il suffira de décr i re d i m 

point m a rb i t ra i re pr i s sur la t angente 9 menée au sommet a de la courbe et avec un-

rayon ma u n cercle g , lequel coupera la dro i te 9 en u n point s ; on mènera en ce 

point z une t angen te au cercle g , laquel le sera parallèle à l ' axe infini X et coupera 

'a pa rabo le A en un point x ; m e n a n t de ce point . r u n e seconde tangente au cercle c, 

elle coupera l ' axe X en un p o i n t / q u i sera [Q foyer d e m a n d é . 

De ce qui p récède nous pouvons conc lure q u e , p o u r la p a r a b o l e , le second foyei 

est toujours s i tué à l ' infini, puisqu ' i l devra i t se t rouver a l ' intersection de l ' axe x 

et de la t angente xz; de p lus on voit que la t angente au point x passe par le centre 

m du cercle S, l 'on peut d o n c énoncer le théorème suivant : 

T H É O R È M E . Si par un point x d'une parabole A on trace une perpendiculaire à la 

tangente 9 menée en son sommet a , ces deux droites se couperont en un point z, et la 

tangente au point x de la parabole coupera la droite za en deux parties égales. 

Ce qui a été dit c i -dessus nous permet de cons t ru i re pa r points une parabole 

g XV. 

Construction par points de ta parabole, 

Etant donnes te sommet a et le foyer / d 'une pa rabo le (fig. 28 b i s , , on mènera 

par le sommet a une droi te 9 perpendicula i re à la dro i te indéfinie fa ; on p rendra 



sur la droi te 9 une suite de points m, m',... et de chacun d e u x comme centre et 

avec ma, m'a,... pour r a y o n s , on décr i ra une suite de cercles g, S',. - tous tangents 

entre eux et au point a; ces cercles g, S ' , . . , couperon t la droi te 9 en les points z, 

z , , . . ; p a r le f o y e r / o n mènera une tangente à chacun des cercles g, € ' , . • • e t P a i 

chacun des points z, z,... on mène ra des parallèles à l ' axe i n f i n i / a ; la t a n g e n t e / r 

coupera la paral lèle zx en un point x qui appa r t i endra à la p a r a b o l e , et la droite 

mx sera t angen te en x à cette pa rabo le . 

§ XVI. 

Un peut placer la pa rabo le E située d a n s l 'espace et ayan t la pa rabo le A pour 

projection hor izonta le , sur une infinité de cônes obl iques ayan t chacun p o u r trace 

horizontale un cercle t racé sur le plan horizontal et t angent à la pa rabo le A en son 

sommet a. 

On pour ra donc tracer une série de cercles D, D', D " , . . . t angents ent re e u x et à 

la pa rabo le A en son sommet a, et l 'on a u r a une série de cônes S, S', S" , . . . enve ­

loppant respect ivement la pa rabo le E avec les cercles D, D' , D " . . . 

Mais l 'on peut concevoir que l 'un de ces cercles D , D ' , . . . ait un rayon infini ; des 

lors ce cercle ne sera au t re q u e la tangente 9 menée au sommet a de la pa rabo le 

donnée A ; dans ce cas le cône qui enveloppe la pa rabo le E et le cercle ( de rayon 

infini) 9, ne sera au t re que le p lan P de la courbe E . 

Ce plan P jouan t le rôle d 'une surface conique appa r t enan t à la série des cônes 

S, S', S", . - devra avoir un point par t icul ier qui puisse ê t re considéré comme 

sommet . 

Pour cons t ru i re la projection horizontale de ce s o m m e t , il faudrai t d 'un point x" 

de la pa rabo le A mener une tangente à cette courbe ; cette tangente couperai t la 

tangente 9 en un point m , et décr ivant du point m comme centre et avec ma pour 

rayon un cercle g, ce cercle g couperai t la droi te 9, j o u a n t le rôle d 'un cercle de 

rayon infini, en un point z, et unissant les points z et xh pa r une d r o i t e , elle irait 

couper l ' axe X en un point qui serait la projection hor izontale du sommet demandé . 

Mais toutes les droi tes telles que xhz sont paral lèles à l ' axe X , par conséquent 

le sommet d e m a n d é est à l ' infini, et le plan P doit ê tre considéré comme une 

surface cy l indr ique , dans la série des cônes S, S', S" . . . 



§ xvn 

Diverses manières de construire la tanqente en an point d'une parabole 

De ce qui p récède on peut dédui re trois construct ions de la t angente en un point 

donné sur une pa rabo le . 

Première construction. É tan t donnés une pa rabo le A , son a x e infini X et son 

sommet a , et son f o y e r / , pour const rui re la t angen te en un point x (fig. 2 9 ) , on 

mènera le r ayon vecteur fx, la droi te xp paral lèle à Taxe X , et l 'on divisera l 'angle 

fxp en d e u x par t ies égales pa r la no rmale dx; la droi te xl perpendicula i re à la 

normale xd sera la t angen te d e m a n d é e . 

Deuxième construction. Etant donnés [fig. 30) une pa rabo le A , son axe X , son 

sommet a , son f o y e r / , p o u r cons t ru i re la t angen te en un de ses points x, on décr i ra 

du foyer /' comme cent re et avec fa p o u r r ayon un cercle D ; on mènera au sommet 

a une perpend icu la i re 6 à l ' axe X ( cette droi te 9 sera t angen te en le sommet a à la 

pa rabo le A ) ; on un i ra le f o y e r / e t le point x pa r u n e droi te coupant le cercle D en 

un point y ; en ce point y on mènera une t angen te au cercle D, laquel le coupera la 

droi te S en un point m ; la droi te qui un i ra les points m et x sera la t angen te 

d e m a n d é e . 

Troisième construction. É tan t donnés une pa rabo le A , son a x e infini X et son 

sommet a , p o u r cons t ru i re la t angente en u n de ses points x (fig. 31 ) , on mènera la 

t angen te S au sommet a ; on mènera p a r le point x u n e droi te paral lè le à Taxe X , 

laquelle coupera la t angente 0 en un point s ; on p r e n d r a le milieu m de la droi te « s , 

et en unissant les points m et x pa r une d r o i t e , on a u r a la t angente d e m a n d é e . 

£ XVIII. 

Directrices de l'ellipse et de la parabole, 

La propr ié té dont joui t la pa rabo le d 'avoir un foyer et une directr ice , doit con­

duire à penser que les d e u x au t res sections coniques possèdent des directr ices . 

Et en effet, en suivant la môme m a r c h e que p o u r la p a r a b o l e , on ar r ive de suite 

a démont re r l 'exis tence de ces droi tes directrices pour l 'ellipse et l 'hyperbole . 

Pour C ellipse : 

Étant donnée une ellipse A sur le plan horizontal de projection [fig. 32 ) , ayant 



construit les foyers / et / ' et les d e u x cônes de révolut ion S et S qui enveloppent 
l 'ellipse E de l ' e space , et chacun des cercles D et C , en menan t par les sommets s 
et s des cônes S et S' des plans R et R' ho r i zon taux , ces p lans couperont le plan P 
de l'ellipse E suivant les droi tes К et K', dont les project ions Kh et K'h seront les 
directrices de l 'ellipse A ou Eh. 

Pour le démont re r , p renons un point x a rb i t ra i re sur l 'ellipse E ; menons par ce-

point x et dans le plan P une perpendicula i re à la droi te K' et coupan t cette droi te 

en un pointe/ ' ; comme la droi te xq' est parallèle au plan vertical de projec t ion , e!k 

se projet tera en vér i table g r a n d e u r en x°qb\ 

On aura donc : 

xq' — xvq"' 

De p l u s , en p renan t un point que lconque x sur l 'ellipse E , on voit que toutes 

les droites telles que xq seront des lignes de plus g r a n d e pen te du plan P et feront 

donc avec le plan horizontal un angle constant qui sera égal à celui que le pian P 

fait avec le plan ho r i zon ta l , et qui sera dès lors égal à l 'angle svq'vxv, que nous dé­

s ignerons pa r X. 

En projetant la droi te xq sur le p lan h o r i z o n t a l , on aura : xhq'h, et des lors ou 

aura : 

xhq'h= xq'. cos 1 ~ xh'q'v. cos >. 

Cela posé : 

Menant par le point x un plan h o r i z o n t a l , il coupera la généra t r ice ex t r ême du 

cône S en un point i', et l 'on au ra : s'ï =zs'vi'v, pu i sque la droi te s'ï est paral lèle au 

plan vertical de pro jec t ion; de p l u s , l 'on sait que les droi tes s'x et s'i' sont égales . 

on a donc : 
s'x — s'vïv 

Toutes les droi tes s'x, quel que soit le point x sur l 'ellipse E , font le même angle 

avec le plan h o r i z o n t a l , angle qui est égal à l 'angle q'vs'vi'v, que nous dés ignerons 

par a ; en sorte que projetant la droi te s'x sur le plan ho r i zon ta l , on aura • 

slhxh = s'x . cos y. ~s'vïl. COS y. 

Or en ver tu des tr iangles semblables a'vxvi'° et $">.( a'. on aura , quel que soit k-

noint x sur l'ellipse E : 

• b 1 • — constante — В 
q'v xv 

^ A 

De p l u s , il est év iden t , par la l i g u r e , que l'on a : >. < « ; par conséquent l on и 
r У ' ^> sv>"' 



D'après ce qui p r é c è d e , on voit que Ton aura ; 

s'h x'1 , . COS A 
= constante = Б , 

xhq'K C0S* 

Et l 'on au ra de plus s'hxh < xhq'h, car si Ton prolonge la vert icale passant par le 

point a"J j u squ ' en / sur la droi te s'vq'\ on a év idemment : s'H < lq'% en ver tu de ce 
a A 

que l 'on a : À <C a. 

Ains i , l'on a u r a toujours pour l 'ellipse E , B < I , et pour l'ellipse A I o n aura ; 

B . 2 ! ? < i 
COS 1 

Ce que Ton a fait en cons idérant le cône S', on peut le répéter pour ie cône S , et 

I o n démon t re ainsi q u e l'ellipse A a d e u x directrices K'h et K71, perpendicula i res à 

son g r a n d a x e , si tuées en dehor s de la courbe et equidis tantes des foyers / e t / ' de la 

c o u r b e . 

Pour ï hyperbole : 

Plaçons l 'hyperbole E (fig. 3 3 ) (s i tuée dans un plan P et projetée hor izontalement 

en l ' hyperbo le A ayan t ses foyers e n / e t / ' ) , et chacun des cercles D et C (déc r i t s 

des foyers / e t / ' comme centre et avec fa et fa pour r a y o n ) sur deux cônes de-

révolut ion S et S ' ayan t pour sommets les points s et s'. 

Cela fait ; 

Menons pa r les sommets s et sf des p lans ho r i zon taux R et R' coupant le pian P 

en les droi tes K et K\ 

Si nous p renons u n point x sur l 'hyperbole E , en menan t pa r ce point x un plan 

hor izon ta l , lequel coupera la généra t r ice ex t r ême d u cône S en un point i, on aura 

sx = si = s V 

En menan t du même point x, et dans le plan P , une perpendicula i re a la droi te K 

et îa coupant en un point q, on a u r a : 

xq = x"ql 

Les d e u x tr iangles svavqv et avxviv é tant s emblab le s , on a u r a , quel que soit 

p o i n t X : 

-rrr— = constante = L 

•M L sera plus g r and que l ' un i t é , car il est évident que dans le t r iangle s'a'xf, 1 ane;le 
A . A 

en -s ou a est plus petit que l 'angle en qv ou » , ainsi on a : L > 1 



Toutes les dro i tes sx font avec le plan horizontal le m ê m e angle y. ; en projetant 

sx sur le plan h o r i z o n t a l , on au ra : 

sx. eos u = shxh 

Toutes les perpendicula i res xq font avec le plan hor izonta l le même angle À ; en 

projetant xq sur le plan ho r i zon ta l , on a u r a : 

xq . cos ). = xhqh 

On a u r a d o n c , quelle q u e soit la posit ion du point x sur l 'hyperbole E : 

fxn cos ), 

xY ~~ ' c o s * 

et l 'on voit de suite sur la figure q u e : L . , sera plus g r a n d que l 'uni té . 

Au lieu de considérer le f o y e r / e t le cône S , on p o u r r a considérer le f o y e r / ' et 

le cône S' et p a r suite la dro i te K', et l 'on au ra des résul ta ts ident iques . 

A ins i , il se t rouve d é m o n t r é que l 'hyperbole A a d e u x directr ices Kh et K"1 p e r ­

pendicula i res à son a x e t r a n s v e r s e , equid is tan tes de ses f o y e r s / e t / ' et situées ent re 

ses sommets a et a' (*). 

(*) Étant donnés une section conique A ( ellipse , hyperbole , parabole ) , son axe X ( cet axe X étant le 

grand axe de l'ellipse, ou l'axe transverse de Vhyperbole, ou l'axe infini de la parabole) et l'un de ses 

sommets a situé sur l'axe X et le foyer f le plus proche de ce s o m m e t , on peut très-facilement construire 

la directrice de cette conique A , qui correspond au foyer f. 

En effet : 

Nous avons vu que la conique A pouvait être regardée comme la projection orthogonale d'une conique E, 

et qu'en traçant un cercle C ayant le point f pour centre et ayant fa pour rayon , on pouvait envelopper 

les deux courbes C e t E par un cône droit S dont le sommet s se projetait horizontalement en le foyer / . 

Nous avons vu que si par le sommet s du cône S on menait un plan horizontal , il coupait le plan de la 

courbe E suivant une droite K q u i , projetée orthogonolament sur le plan horizontal ( qui n'est autre que 

le plan de la courbe A ) , donnait la directrice de la conique A. 

Or, en vertu de ce qui a été dit dans la première partie ( § V ) , si l'on inscrit dans le cercle C un h e x a ­

gone dont les trois couples de côtés opposés soient composées de lignes paral lèles , le pôle sera le centre / 

de ce cerc le , et sa polaire sera à l'infini. 

Le plan de la courbe E sera donc coupé par le plan horizontal mené par le sommet s du cône S suivant 

une droite K qui, étant considérée comme polaire, aura pour pôle , par rapport à la courbe E, le point en 

lequel l'axe sf de ce cône S sera coupé par le plan de cette courbe E . 

Or la projection Kh de la droite K est la directrice de la conique A ; donc le foyer f sera le pôle de la 

courbe A , Kh étant la polaire. 

Pour construire la directrice K>, il suffira donc de mener par le foyer f une perpendiculaire à l'axe X et 

coupant la conique A en un point x. Menant en x une tangente t à cette conique A, cette tangente viendra 

couper l'axe X en un point p, et menant par ce point p une perpendiculaire Kh à l'axe X , on aura la direc­

trice de la conique donnée A' 



S X I X . 

Tout ce qui précède nous pe rmet d ' énoncer le théorème suivant : 

T H É O R È M E . Si Ion a une suite de cônes de révolution S, S', S", .-- ayant même axe 

de révolution A , si ton coupe ces cônes par autant de plans P , P ' , P " , . . . que ion voudra 

et dirigés d'une manière arbitraire dans iespace, toutes les sections coniques que ion 

obtiendra se projetteront sur un plan Q perpendiculaire à l axe A suivant des sections 

coniques ayant un foyer commun qui ne sera autre que le point f en lequel le plan Q coupe 

/ 'axe A ; de plus, en menant par chacun des sommets des cônes S , S', S " , . . . un plan 

perpendiculaire à iaxe A, on cuira une série de plans qui couperont respectivement les plans 

P, P ' , P " , . . . suivant des droites dont les projections orthogonales sur le plan Q seront 

respectivement les directrices des diverses sections coniques tracées sur ce plan Q et ayant 

le point f pour foyer commun; de sorte que pour chacune des sections coniques tracées 

sur le plan Q on connaîtra immédiatement le foyer f et la directrice qui y correspond. 

On peut encore énoncer les d e u x t h é o r è m e s su ivants : 

T H É O R È M E (fig. 4 2 ) . Etant donnée une série d'ellipses A, A', A " , . . . ayant même 

sommet a et même foyer f, leurs grands axes étant superposés sur la droite indéfinie fa , 

le lieu des extrémités de leurs petits axes est une parabole ayant le point f pour foyer 

et la droite indéfinie af pour axe infini et dont le sommet est le milieu de la droite af. 

T H É O R È M E (fig. ïî ) . Etant donnée une série d'hyperboles A, Ar, A",... ayant 

même sommet a et même foyer f, leurs axes transverses étant superposés sur la droite 

indéfinie af, le lieu des extrémités de leurs axes non transverses est une parabole ayant 

pour axe infini la droite indéfinie af, ayant pour sommet le point milieu de af, et ayant 

le sommet a , commun aux diverses hyperboles A , . . . pour foyer (*). 

% XX. 

Des focales des sections coniques, 

Lorsque nous avons é tudié les propr ié tés d ' u n e section conique A ( e l l ipse, 

hyperbole ou p a r a b o l e ) , nous avons v u qu 'en cons idérant cette cou rbe A comme 

étant la section droi te d ' un cyl indre vertical 2 , et q u ' e n coupant ce cyl indre pa r un 

p lan P suivant une section conique E ( q u i était une ellipse, ou u n e h y p e r b o l e , ou 

une parabole , suivant q u e la courbe donnée A était u n e e l l ipse , ou u n e hyperbo le 

on une parabole ) , nous avons v u , d i s - j e , que l 'on pouvai t envelopper la courbe E 

(*) Voyez la note A à la fin de la seconde par t ie de ce mémoire» 



<it les cercles J.) et C décri ts des foyers / e t / ' de la courbe A comme c e n t r e s , avec 

fa et fa p o u r rayons ' l e s points a et a ' é t a n t les sommets de la courbe A , ellipse 

ou h y p e r b o l e ) , pa r d e u x cônes de révolut ion et ayan t chacun son a x e de rota t ion 

perpendicu la i re au plan hor izonta l , c ' e s t -à -d i re au plan sur lequel se t rouvai t t racée 

la courbe A. 

Nous avons vu de plus q u e lorsque la courbe A était une parabole ( c e q u i établis­

sait que la courbe E était une p a r a b o l e ) , nous avons vu , dis-je , qu ' en ver tu de ce 

q u e la courbe A n 'avai t q u ' u n seul f o y e r / ( l ' a u t r e é tant s i tué à l ' inf ini) , on n ' ava i t 

que le cercle 1) décrit du foyer / comme centre et avec fa p o u r rayon ( le point a 

étant le sommet de la pa rabo le A ) , et que ce cercle D et la pa rabo le E étaient tou­

jou r s enveloppés p a r un cône de révolut ion don t l ' axe de révolut ion était ve r t i ca l , 

c 'est-à-dire perpendicu la i re au plan de la pa rabo le A. 

Nous avons vu de plus que les sommets de ces cônes de révolut ion se projetaient 

o r thogona lemcnt sur le plan de la courbe A , en les foyers de cette cou rbe A. 

Cela é tant rappe lé : 

Si nous nous en r appor tons à la cons t ruct ion des sommets s et .s'des cônes de révo­

lution Set S'(fia. i , 18 et 27) , nous devons r e m a r q u e r que nous avons d é m o n t r é , en 

p renan t un point a rb i t ra i re sur la courbe E , que l'on avait toujours : 1° sx -{-sx — 

cons t an t e , lo rsque la courbe E était une ellipse ; 2° sx — s'x = cons tan te , lo rsque la 

courbe E était une h y p e r b o l e ; et 3° sx — xq, lo r sque la courbe E était une pa rabo le 

(sx é tant la dis tance du sommet du cône de révolution S au point x de la p a r a ­

bole E , et xq é tant la dis tance de ce même point x à la droi te Q perpendicula i re à 

l 'axe infini de la courbe E ) . 

En sor te que les sections coniques n 'on t pas toujours leurs foyers si tués sur leur 

p l a n , pu i sque tout en d é m o n t r a n t l 'existence des f o y e r s / e t / ' p o u r l'ellipse ou l 'hy­

perbole A et la propr ié té don t jouissent les foyers , savoir : que la somme ou la diffé­

rence des rayons vecteurs est constante, on t rouve que p o u r la section conique E 

'e l l ipse ou h y p e r b o l e ) , les sommets set s des cônes de révolut ion ( sommets qui 

sont si tués hors d u plan P de la courbe E ) jouissent , pa r r a p p o r t à la courbe E , des 

mêmes propr ié tés dont jouissent les p o i n t s / e t / ' ( situés sur le plan de la courbe Ai 

par r appo r t a u x divers points de cette courbe A. 

Nous sommes donc tout nature l lement condui t à penser qu' i l doit exister une 

suite de points ho r s du plan de la cou r rbe E qui jouissent des mêmes propriétés 

dont jouissent les foyers F et F ' situés sur le plan de cette courbe E. 

Examinons donc s i , en effet, il existe une courbe dont les points puissent êtj • 

considérés comme foyers d ' une section conique E ; et si cette courbe existe en eifet, 

nous lui donnerons le nom de focale de la section conique E. 



Reprenons l1 ancienne f ig . iO ou 12 ; nous cons t ru i rons \afig. 3 4 , dans laquelle 

l'ellipse donnée E , s i tuée sur un plan P perpendicula i re au plan vert ical de projec­

tion , sera projetée hor izonta lement en l'ellipse A ou E'1 ; en sor te q u e la courbe A 

se ra la project ion o r thogona le de la courbe E . 

Nous pouvons dé te rminer les foyers / e t / ' de la courbe A et cons t ru i re dès lors 

les cônes de révolut ion S et S' qu i enveloppent la courbe E avec les cercles I) et C 

( nous n ' avons représen té su r la fig. 34 que le cône S ). 

Cela posé : 

Nous p o u r r o n s p r e n d r e le p lan P p o u r nouveau plan hor izontal de project ion, la 

droi te Y p devenan t u n e nouvel le l igne de te r re L T ; et il est évident q u e le plan Z 

perpendicula i re au plan P , et passant pa r le g rand a x e ad de l'ellipse E , sera parallèle 

au plan ver t ica l de project ion. 

Il est encore évident q u e ce plan Z coupera l 'ellipse E su ivant son g r a n d axe ad, 

l 'ellipse A su ivan t son g r a n d a x e ad, et que ce plan Z cont iendra le sommet s du 

cône S et coupera ce cône S suivant ses d e u x généra t r ices ex t rêmes sa et sa ; de 

plus , ce plan Z coupera le cercle D suivant un d iamèt re ai. 

Cola posé : 

Nous p o u r r o n s ne considérer q u e les l ignes situées d a n s ce pian Z et examiner 

leurs relat ions de posit ion , pa rce q u e si l 'on fait passer par une droi te perpendicu­

laire au g r a n d a x e de l 'ellipse E une suite de p l a n s Q ' , Q", Q ' " , . . . toutes les pro jec­

tions or thogonales A', A" , A ' " , . . . de l 'ellipse E sur ces d ivers p l a n s , seront des 

ellipses ayan t leur a x e paral lèle au petit a x e de l'ellipse E qui a u r a même longueur 

que ce petit a x e . 

En sorte que dés ignant pa r a et b le demi g r a n d a x e et le demi petit a x e de 

l'ellipse E , p a r a ' , a", a'",... les demi g r a n d s axes des ellipses A', A", A ' " , . . , les 

demi-axe? de ces ellipses s e r o n t : 

a = « . c o s a ' et b pour la courbe A' 

a" — a. cos a" et b A" 

a'" = « . C O S a " ' et b A'" 

etc . etc. 

a , a , a " , . - , é tant les angles que les plans Q', Q", Q ' " , . . . font respectivemeiit 

avec le plan P de la courbe E . 

Nous pou r rons donc const rui re de la maniè re suivante la fig. 3 5 , qui donne toutes 

tes lignes situées dans le plan Z. 

file:///afig


Sur ad ( ou 2a) qui est égal au g r and a x e de l'ellipse E considéré comme d iamèt re , 

n o u s t raçons un cercle <$. 

Menant du point a une corde ad du cercle 5, cette corde (si elle est plus g rande 

que 26 qui est la va leur du petit axe de l 'ellipse E ) sera le g r and a x e de l'ellipse A , 

projection or thogona le de l'ellipse E sur un p lan Q faisant avec le plan de cette 

courbe E un angle égal à : a ad ou a. 

L'ellipse A ayan t un petit a x e égal à celui (26) de la courbe E , nous pour rons 

cons t ru i re sur ad les p o i n t s / e t / ' , qui seront les foyers d e l à courbe A. 

P renan t / /•== fa, nous cons t ru i rons sur la droi te ad le point r, et élevant par le 

poinf / une perpendicu la i re à la droi te ad, cette perpendicu la i re sera coupée par la 

droi te rd en un point s qui sera le sommet d 'un cône de révolut ion S passant par 

l'ellipse E . 

On p o u r r a donc cons t ru i re de la même man iè re au tan t de points 5 que l'on 

voudra ; et l 'on doit r e m a r q u e r que si l 'on m è n e pa r le point a une parallèle a Sa 

droi te srd, elle coupera la perpendicula i re menée à la droi te aa ' pa r le second foyer 

/ ' en un point s' qui sera le sommet d 'un cône de révolut ion S' passant aussi par la 

courbe E . 

E n sor te que p o u r chaque corde aa' du cercle 3, on cons t ru i ra d e u x points s et s' 

a p p a r t e n a n t à la focale de l'ellipse E ; et ces points s et s' seront des foyers extérieurs 

et conjugués de la courbe E ( ils seront dits extérieurs, pa rce qu ' i ls sont situés hors 

du plan de la courbe E ; ils sont dits conjugués , pa rce qu' i ls sont les sommets des 

d e u x cônes de révolut ion S et S', qui sont les seuls que l'on puisse construi re en 

cons idérant séparément chacune des ellipses A , A ' , . , , project ions or thogonales de 

l'ellipse E ) . Pa rmi toutes les cordes que l 'on peu t mener du point a dans le cercle 0, il 

y e n a u r a u n e al qui sera égale au petit a x e 26 de l'ellipse E . Cette corde sera 

alors le g r a n d a x e de l'ellipse A , , projection or thogonale de l'ellipse E ; mais celte 

ellipse A, ayan t son petit a x e égal à 2 6 , il s 'ensuit que cette courbe A, ne sera au t re 

q u ' u n c e r c l e , ou une ellipse dont les axes sont é g a u x et dont les foyers se confondent 

en un seul et m ê m e point . 

Dès lors pour cette courbe A , , les cercles ana logues a u x cercles D et C construi ts 

pour chacune des au t res ellipses A, A', A " , . . . se confondront avec cette courbe A, 

en un seul cercle ; et dès lors le cône de révolut ion S, , qui passera dans ce cas pai 

l'ellipse E , ne sera au t re qu ' un cyl indre de révolut ion enveloppant à la fois et le 

cercle A, et l 'ellipse E ; et la const ruct ion nous d i t , en effet, que dans ce cas le 

sommet st de ce cône S, est situé à l'infini.,, car ce point s, n 'est au t re que le point 

d ' intersect ion de la droi te dl et de la perpendicula i re menée à la corde al en son 

milieu y \ or cette perpendicula i re n 'est au t re que la droi te i\d ( l e point d étant le 



milieu de ad); pa r conséquen t il est évident que les droi tes yo et dt sont paral lè les . 

Si l 'on menai t d a n s la courbe à et p a r le point a une corde qui fit avec ad un angle 

plus g r a n d que lad, on aura i t l ' axe d ' u n e ellipse A 2 dont le second a x e (pe rpend icu­

laire au plan Z) serait égal à 2 6 , et dans ce cas le g r a n d a x e de l 'ellipse A serai t égal 

à 26 et serait pe rpendicu la i re au plan Z et non si tué dans ce plan Z , comme cela avait 

lieu pour les ellipses A , A', A " , . . . ; dès lors les foyers de cette ellipse ne sera ient plus 

situés sur le plan Z, et les cons t ruc t ions précédentes ne pour ra ien t plus être exécutées . 

Si Ton t race le cercle à en ent ier , on p o u r r a mener p a r le point a une corde qui 

fasse avec ad, mais en dessous , le m ê m e angle a que la corde aa fait avec ad, mais 

on des sus , et il est évident q u e l 'on t rouve ra d e u x points sa et s0' qui seront si tués 

par r a p p o r t à la droi te ad ou xy en o rd re i n v e r s e , mais symét r iquement pa r r a p ­

port à cette droi te xy avec les poin ts s et s'; la courbe lieu des points s et s' est donc 

symét r ique par r appor t à la droi te ad ou xy ; elle passe pa r les foyers F et F ' de 

l ' e l l ipse; elle est composée de d e u x b r a n d i e s infinies 1 et l 'une l est le lieu des 

points s... , l ' aut re % est le lieu des points s'... ; che rchons main tenant la na tu re 

géomé t r ique de la courbe focale 

Si nous considérons un point que lconque s de la courbe on aura les d e u x r ayons 

vecteurs sa et sd, et l 'on voit de suite qu 'en ver tu des const ruct ions p r écéden t e s , 

on a : sa — sr. 

Si d o n c , quelle que soit la posi t ion du point s su r la cou rbe '¿1', on a : 

rd = constante, 
o n en conclura que l 'on a : 

sd — sa = c o n s t a n t e , 

et que dès lors la courbe l£ est une hyperbo le ayan t son axe transverse si tué sur la 

droi te indéfinie ad et ayan t les points a et d p o u r foyers. 

Cherchons donc s i , en effet, rd est cons tant . Elevons pa r le point o, milieu de la 

corde aa', une perpendicu la i re à cette c o r d e , et p renons on — b (b é tant le demi 

petit a x e et de l 'ellipse E et de sa projection o r thogona le A ) . 

Jo ignons les p o i n t s / e t n; jo ignons les p o i n t s / e t o' ( r / é tant le milieu de ad). 

Cela fai t , on a : 

on — b 

ao'~ a 

ao=a'=- a . cos a 

o o ' = \ / ai/'— a o , - - l / V — a'x 

7f=\/fo'-foo'1 ==V{u:~~bT)~+7tf~,7") =: Y\c - b1— ¿7 



Ains i , o'f est c o n s t a n t , quelle q u e soit la corde a d que l'on considère dans le 

cercle o. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

T H É O R È M E . S i I o n p r o j e t t e o r t h o r j o n a l e m c n t u n e e l l i p s e E s u r u n e s u i t e d e p l a n s Q . 

Q'? Q " • > " • p a s s a n t t o u s p a r l a t a n g e n t e e n l ' u n d e s s o m m e t s de c e t t e e l l i p s e E (Je s o m m e t 

c o n s i d é r é é t a n t l ' e x t r é m i t é d u g r a n d a x e d e la c o u r b e E ) , l e s f o y e r s d e s d i v e r s e s 

e l l i p s e s A, A', A" , . - - p r o j e c t i o n s o r t h o g o n a l e s de l a c o u r b e E , s e r o n t t o u s s i t u é s s u r un 

c e r c l e o a y a n t p o u r c e n t r e l e c e n t r e d e l a c o u r b e E e t p o u r r a y o n l a d e m i - d i s t a n c e 

e x i s t a n t e n t r e le* f o y e r s de' c e l l e m ê m e c o u r b e E. 

Ce c e r c l e d ' s e r a s i t u é d a n s un p l a n Z p e r p e n d i c u l a i r e a u p l a n d e l ' e l l i p s e E e t p a s s e r a 

p a r l e g r a n d a x e d e c e t t e c o u r b e . 

Cela posé : 

Les deux t r iangles f a d et r a d étant semblables , en a : 

rd ; ad : : jo : a.o' 

o u : 

rd l 2 a : : \ ^ a 1 — b" : a 

d'où : 
-— -2a 
rd = — . V a — o = -iVcf—b'— F F 

a 

Ains i , r d est constant et égal à la d is tance qui existe ent re l e s f o y e r s F et F' de 

l 'ellipse E . 

Nous p o u v o n s donc affirmer que l 'hyperbole £»' a p o u r s o m m e t s les f o y e r s ¥ et F 

de l'ellipse E , et p o u r f o y e r s les s o m m e t s a et d d e la même courbe E . 

R e m a r q u o n s que la droi te fs divise f p a r const ruct ion , en d e u x par t ies égaies 

l 'angle a s d ; or cette d r o i t e / s est l ' a xe du cône de révolut ion S ; nous p o u v o n s donc 

énoncer le théorème suivant : 

T H É O R È M E . L e s a x e s d e s d i v e r s c ô n e s d e r é v o l u t i o n q u i p a s s e n t p a r u n e e l l i p s e E san-î 

t a n g e n t s IL C h y p e r b o l e f o c a l e 1% d e c e t t e e l l i p s e , e t l e s o m m e t d e c h a c u n de c e s c ô n e s 

e s t p r é c i s é m e n t le p o i n t e n l e q u e l l a F O C A L E e s t t o u c h é e p a r t ' a x e d u c ô n e c o n s i d è r e 

Si par les points s et s' sommets des cônes de révolut ion S eî S', points qui son t , 

ainsi que nous l 'avons dit p lus h a u t , des fo\ ers ex té r ieurs et conjugués de l'ellipse E 

( fig. 3 3 ) , nous menons des p lans I et I' perpendicula i res au plan Z et aux axes sj 

et s'J' des cônes S et S', ces plans couperont le plan Z suivant les droi tes s i et s ' i ' . 

lesquelles seront para l lè les , pa rce que les axes sf et s j " sont parallèles. 

Ces plans I et I' couperon t donc le plan de l'ellipse E suivant des droites F et !. 



perpendiculai res au g r a n d a x e ad de l 'ellipse E , et ces droi tes I, et 1 / passeront res­

pect ivement p a r les poin ts i et ï« 

Or, comme les t r iangles sia et s'ïd sont é g a u x , pu i sque : V sa est paral lè le a sd 

et lui est é g a l e , a t t endu q u e nous savons q u e le quadi la tè re sas'd est un para l lé lo­

g r a m m e ; et 2° que si est paral lèle à s'ï, pu i sque les axes sj et s'f sont para l lè les , 

on en conclut que l 'on a : ia = i'd. 

A i n s i , les directrices I, et 1 / de l 'ellipse sont equid is tan tes des foyers F et F ' de 

cette cou rbe E , 

Et l 'on p o u r r a di re que les directr ices equid is tan tes des foyers F et F ' de l'ellipse E 

sont des directrices conjuguées, t ou t c o m m e n o u s avons dit que les foyers s et s' 

étaient conjugués. 

O r , comme n o u s savons q u e p o u r un point x de l 'ellipse E on a t o u j o u r s , quel 

que soit ce poin t x : 

sx -J- s'x = constante, (!) 

et q u e si l 'on abaisse d u point x u n e perpendicu la i re sur les directr ices I, et I, c o u ­

pant I, en q et 1/ en q\ on a : 

xq 
et 

H - = K ' (3) 
xq' 

on voit que l'on déduira des équations (2) e t (3 ) : 

sx = K. xq et s'x = K'. xq' 

ei en vertu de l'équation (1 ) , on aura : 

sx-\-s'x = K.xq-\-K. xq' — constante. (4 ) 

Or il est évident que cette équation (4) ne peut exister qu'autant que l'on a : 

K = K' 

Ce résultat a lieu en effet, car les triangles sai et sdì' étant é g a u x , on a : 

— = 4 z r donc en effet : K = K' 
ai di' 

Cela dit : 

Si l'on prend deux points , l'un s sur la branche \ de l'hyperbole focale , et 



l ' au t re s sur la seconde b r a n c h e £' de la môme c o u r b e , nous voyons que l'on aura 

t ou jou r s , quel le q u e soit la posi t ion du point x sur l 'ellipse E : 

sx -\- s'x = c o n s t a n t e , 

lo rsque les points s et s' seront des foyers ex té r i eurs et c o n j u g u é s , lo rsque dès 

lors ces points s et s' seront équid is tan ts du plan de la courbe E . Mais si les points .s 

et s' sont a rb i t ra i rement pr is sur l 'hyperbole aura - t -on toujours : 

sx - j - s'x = c o n s t a n t e ? 

C'est ce que nous allons chercher . 

E n se rappe lan t les théorèmes de MM. Quetclct et Dandelin , on sait que si l'on 

inscri t u n e sphère 0 à un cône de révolut ion S et à un plan sécant P , le point de 

c o n t a c t / d u plan P et de la sphère 0 est le foyer de la section con ique E suivant 

laquel le le p lan P coupe le cône S. 

On doit aussi se rappeler q u e la sphère 0 touche le cône S suivant un cercle o, et 

que si l 'on m è n e du sommet s du cône S u n e dro i te à un poin t x que lconque de la 

courbe E , cette droi te coupera le c e r c l e o en un poin t t/, en sor te que la dro i te 

sera composée de deux part ies clx et sd; la part ie dx va r i e ra de longueur avec la 

position du point x sur la courbe E , mais la part ie sd sera constante quel que soit 

le point x de la courbe E ; de plus , j o ignan t le point x avec le f o y e r / , on sait q u e 

l'on a : fx — dx. 

Cela dit : 

En imag inan t l 'hyperbole focale de l 'ellipse E , si l 'on prend d e u x points 

a rb i t r a i r e s , l 'un s sur l 'une des b ranches \ et l 'autre .s' sur l 'autre b r a n c h e je dis 

q u e l 'on a u r a toujours : 

sx-{-s'x — constante , 

car dés ignant p a r a et d les sommets de la cou rbe E , nous p o u r r o n s inscrire un 

cercle A dans le t r iangle sad et un cercle A' d a n s le t r iangle s ad, et l 'on sait que A 

touchera ad en un point F et A' touchera ad en un point F ' ; et ces points F et F ' 

seront les foyers de l 'ellipse E et les sommets de l ' hyperbo le focale 

De p l u s , le cercle A touchera les côtés sa et sd en les points m et n, et le cercle A 

touchera les côtés s'a et s'd en les points m et ri ; en sor te que si l 'on p rend un 

point x sur l 'ellipse E , l 'on a u r a : 

sx = xF - f - sm 

e t 

s'x = xF'-J

rs'm' 

S 



hi a clone évidemment : 

s x - \ - s ' x = ( x F -f- x F ' ) - j - (sm-f- s'm' ) = constante, 

o.H.r i o n sait q u e : 

,xF -f- x F ' = constante = arf 
^1 q u e : 

sm + s'm' = constante, 

quelle q u e soit la posit ion du point x sur l'ellipse E . (Voyez le C o u r s de g é o m é t r i e 

d e s c r i p t i v e , 2 e pa r t i e . 

Ains i , nous sommes assuré q u e , quelle q u e soit la posit ion des points s et s 

sur l 'hyperbole foca le , on a u r a toujours : 

s x + s'x — constante. («) 

Ur, pour cons t ru i re ( f i g . 30) la di rectr ice de l 'ellipse E co r r e spondan t au point s , 

il faut mene r p a r ce point s une no rma le à l ' hyperbo le focale et venan t couper la 

(boi te a d e n un point i . On. fera la m ê m e chose p o u r le point s ' , et l 'on a u r a le point i ' . 

Des lors les dro i tes I et f perpendicu la i res au p lan Z et passant pa r les points i et ï 

seroiii les d i r e c t r i c e s de l 'ellipse E p a r r a p p o r t a u x f o y e r s e x t é r i e u r s si tués sur la 

Focab II!; si d u point x de l 'ellipse E on m è n e des pe rpend icu la i res a u x droi tes I et 

1, oo a u r a : 

x q et x q ' or x q — x h i et xq' = x'yi 

nous a u r o n s dès lors : 

— = K et • — R 

x h i xh% 
et comme : 

x h i -f- #V = h ' = constante (6) 

<m voit qu ' en ver tu des équa t ions (a) et (/>) on dev ra avoir : K = K ;. 

Ains i , il est démont ré q u e , quelle q u e soit la position des foyers s et s' sur l 'hv-

porboie foca le , on a u r a t o u j o u r s : 

s x s'x 

. 7 / x"ï 

i i peut donc énoncer le théorème suivant ( f i g . 3 7 ) : 

"I iiKDiubiE. E t a n t d o n n é s u n e h y p e r b o l e '¿1', s o n a x e t r a n s v e r s e FF' et s e s f o y e r s a e t 

, si i o n p r e n d s u r l a b r a n c h e 1 un p o i n t s c l s u r la b r a n c h e % u n p o i n t s', s i i on 

•y.-sîruit e n s e t >' l e s t a n g e n t e s G e t 9' a i h y p e r b o l e , s i i o n m è n e l e s d r o i t e s s a et s'd 



et les normales en s et s' à l'hyperbole, ces normales coupant l'axe FF ' , l'une en an »:L 

l'autre en m ' , je dis que si d'un point quelconque x. de la droite ad on abaisse des per­

pendiculaires, l'une sur la tangente 9 et qu'on la prolonge jusqu en q sur la droite sa , et 

l'autre sur la tangente 9', et qu'on la prolonge jusqu en q' sur la droite s'il, je dit que 

l'on cuira toujours , pour tout point x (situé sur ad entre les points a et d ' ) : 

sq s'q 

xm xm! 

On peut encore énoncer le théorème suivant (fig. 3 8 ) : 

T H É O R È M E . Étant donnée une hyperbole, si par divers points s , s', s" , . . . de 'jetu 

courbe, on mène les normales N, N' , N " , . . . à cette hyperbole, ces normales coupant 

l'axe transverse en les points n , n ' , n " , . . . ; si l'on unit le foyer F de l'hyperbole avec les 

points s , s', s " , . c on aura toujours : 

7f 7 f 

V/i Fri .F/?" 

(*) Les d ive rses no rma le s sn , s'n', s"n",.,. (fig. 3 8 ) menées à l ' hyperbole sont les enveloppées d 'une 

courbe CC' s y m é t r i q u e pa r r a p p o r t à l 'axe t r ansve r se de l ' hyperbo le ( pu i sque ce t te hyperbo le est elle-même 
s y m é t r i q u e p a r r appo r t à cet a x e ) , et elle a un point de r e b r o u s s e m e n t en un cer ta in point l s i tué sur Fax*-

t r a n s v e r s e . 

Chacun des points de la courbe ££' é t a n t d é t e r m i n é pa r l ' intersect ion de deux normales successives et 

infiniment v o i s i n e s , se t rouve ê t r e un cen t r e de cou rbu re de l ' hyperbo le . Le point de r e b r o u s s e m e n t l sera, 

donc le cen t r e de cou rbu re de la b r a n c h e do l 'hyperbole pour son sommet a ; et l'on au ra d ' après !e 

théorème c i -dessus : 

aV 

VI 

La d i rec t r ice de l 'ellipse E (dont l ' hyperbo le f f est la focale) a y a n t F F ' pour grand axe et les points a 

il a' pour foyers , au ra pour directrice re la t ive au foyer a' une droi te L perpendicu la i re à l 'axe F F ' el 

passant pa r le point l , et comme nous savons déjà que pour l 'el l ipse, K est plus peti t que l 'uni té , on a : 

aV < Fl 

Nous pouvons donc déjà conclure q u e pour une hyperbo le son cen t r e de courbure l, pour son sommet n. 

est s i tué sur l 'axe t r ansverse et au delà du foyer F . 

Et comme nous savons qu ' en t r açan t un cercle i inscri t au tr iangle F ' s ' F . le point s' é t an t a r b i t r a i r e ­

ment pris su r l 'hyperbole focale, ce cercle touche F F ' au point a, foyer de l'ellipse E , et que la droi te pq. 

qui unit les contac ts de ce cercle S-avec les côtés s'V et s'V, passe par le point / , c ' e s t - à - d i r e par le point 

en lequel la d i rec t r ice L de l 'ellipse E perce son grand axe prolongé , on voit de suite que cotte propr ié té 

nous fournira une construct ion t rès-s imple du cen t re de courbure / d 'une hvperbo le pour son sommet n 

(/*</. 3 8 ) . 

Ayant const rui t le point l, cen t re de courbure d 'une hyperbo le donnée par son t racé et dont vn .4.>nnoîr 



Focale de l'hyperbole. 

Ayant d iscuté en détail la focale de l 'e l l ipse , nous p o u r r o n s ab rég e r la discussion 

relative à la focale de l 'hyperbole et aussi celle re la t ive à la focale de la pa rabo le . 

Dès lors é tant donnée u n e hyperbo le E sur le p lan h o r i z o n t a l , ayan t p o u r centre 

le (joint o', p o u r sommets les points a et d et p o u r foyers les po in t s F et F ' ( fig. 39), 

nous pou r rons ne cons idérer q u e la f igure t racée dans le p lan vert ical M passant pa r 

l 'axe t ransverse de cette cou rbe E . 

Nous dés ignerons le demi g r a n d a x e ad de l 'hyperbole E p a r a, son demi peti t 

ало p a r b ( appe lan t d e m i - a x e u n e droi te q u i , menée pa r le centre о et pe rpend icu ­
lairement à l ' axe t r a n s v e r s e , a p o u r longueur la par t ie de la t angen te 9 menée au 

sommet a de la cou rbe qu i se t r o u v e in terceptée en t re ce sommet a et l ' a sympto te I ) . 

Nous t r ace rons su r l ' axe t ransverse ad c o m m e d iamèt re u n cercle Ь, et sur ad 
comme d i amè t r e u n cercle cf. 

P a r le point a nous m è n e r o n s u n e corde a rb i t ra i re ad qui sera coupée p a r le 

cercle Ь' en u n point о milieu de cette co rde . 
La corde ad sera la project ion ver t icale sur le p lan M de l ' hyperbo le A , laquelle 

hyperbole A est sur le p lan P ( p e r p e n d i c u l a i r e au p lan M et ayan t p o u r t race su r 
i;e p lan M la corde ad), la project ion o r thogona le de l 'hyperbole E ; de p lus cette 
co rde ad sera l ' axe t r ansver se de la courbe A. 

tes sommets a e t a! et les foyers F e t F ' , on p o u r r a cons t ru i re la no rma le en un point que lconque s" de 
ce t t e h y p e r b o l e (fig. 3 8 ) , ca r on m è n e r a la dro i te s" Y e t l 'on cons t ru i ra la dro i te Yn" au moyen de la p r o ­

portion. : 

"FV 7 -.T^Y ::iY : F a 

Kt en jo ignant les points n" et s" on a u r a la normale au point s" de la b r a n c h e :ç de l ' hyperbo le d o n n é e . 

Construction par points de Phyperbole. 

Ce qui p r é c è d e nous p e r m e t de cons t ru i re pa r points une h y p e r b o l e dont on connaî t (fig. 36 bis ) l 'axe 

• ransverse F F ' et les foyers a et d. 

E n effet : 

On décr i ra sur FF ' comme d i amè t r e un cercle £ ; du foyer a on m è n e r a une sécan te a r b i t r a i r e coupan t 

le cercle £ aux points /"et f ; on é lèvera en f e t f deux pe rpend icu la i r e s > e t - / à la s écan te af; on por t e ra 

-ur ce t te sécan te af les d i s t ances fr— fa et f'r' = fa et l'on a u r a les deux points r et r' ; les droi tes rd 

et r'd couperont r e spec t ivement les pe rpend icu la i r e s y et •>' en les points s et s' qui appa r t i end ron t à 

l ' hype rbo le . 

P o u r obteni r les a sympto te s de l 'hyperbole on m è n e r a pa r le foyer a deux t angen t e s au cercle », et le 

touchant l 'une au point y et l ' au t re au po in t? / ' , les dro i tes o'y et o'y' seront les a s y m p t o t e s d e m a n d é e s . 



Les f o y e r s / e t / ' de l 'hyperbole A seront év idemment d a n s le p lan M et si tués 

su r la corde ad, et je dis qu ' i ls seront de p lus sur le cerc le g décr i t du point d comme 

centre et avec o'F p o u r r a y o n . 

E n effet : 

Menons p a r le point a u n e droi te perpendicu la i re à la co rde ad, et p r enons sur 

cette perpendicu la i re une longueur azz=zb = le demi petit a x e de l 'hyperbole E . 

Nous a u r o n s : 

ad — a 

az = b 

ao = a 

F étant le foyer de l 'hyperbole E , on aura : 

¥o~"= a 1 + 6 ' 

S i / e s t le foyer de l 'hyperbole A , on a : 

/ b 2 = « 3 - f ¥ 

Dans le t r iangle rec tangle aod, on a : 

do— a o ' 2 — ao = a ' — a" 

Dans le t r iangle rec tangle fod, on a : 

mfo1*=Jc7-{- ( a " + f e a ) + ( « ' — a ' 2 ) == a 5 - f & ' = o " T ? 

Ainsi , il est démon t r é que les f o y e r s / , . . . e t / ' , . . . des diverses hyperbo les A , . . . 

projections o r thogona les de l 'hyperbole E su r les divers plans P , . . . pe rpendicu la i res 

au plan M et ayan t p o u r t r ace hor izontale la t angen te 9 en le sommet a de l 'hyper­

bole E , sont tous d is t r ibués sur le cercle S (*). 

(*) Nous avons vu q u e les foyers des project ions or thogonales d ' une ellipse E ou d 'une hyperbo le E „ , 

su r les d ivers p lans P , P ' , P " , . . . p a s s a n t pa r la t angen te en l 'un des s o m m e t s a, ex t rémi té du g rand axe 

de l 'ellipse E ou ex t rémi té de l 'axe t r an sve r se de l 'hyperbole E j , é ta ient tous placés sur un cercle C s i tué 

d a n s le p lan M , q u i , pa s san t p a r le g rand axe de l 'ellipse E ou l 'axe t r ansve r se de l 'hyperbole E t , é ta i t 

pe rpendicu la i re au plan sur lequel é ta i t t r acée cet te courbe E ou E i ; et que ce cercle C ava i t pour cen t r e 

le cen t re de la courbe E et E 4 , et pour r ayon la d is tance de ce cen t r e à l 'un des foyers de cet te courbe E 

ou E t . 

L 'hyperbo le donnée E 4 se pro je t te toujours sur les p lans P , P ' , P " , . . . su ivan t une hype rbo le dont l 'axe 

t r ansverse est toujours s i tuée dans le p lan M ; ma i s l 'ellipse donnée E se projet te sur les plans P , P ' , P " , . . . 

su ivan t deux sér ies d 'e l l ipses , les u n e s ont l eurs g r a n d s axes s i tués d a n s le p lan M , les a u t r e s ont leurs 

g r ands axes pe rpend icu la i r e s à ce plan M. 

Et le passage en t r e ces deux sér ies d ' e l l ipses , project ions or thogonales de l 'ellipse E , est dé t e rminée 



Cela d i t , d é m o n t r o n s que les sommets s des cônes de révolu t ion qui passent p a r 

l ' hyperbole E sont tous situés sur u n e ellipse t racée dans le p lan M. et ayant FF' 

pour g r a n d axe et les poin ts a et cl p o u r foyers. 

11 faut donc démont re r que l 'on a : 

sa - j - sd = c o n s t a n t e . 

Or si l'on p ro longe la droi te sd j u s q u ' à sa r encon t re avec la co rde ad, on aura 

p a r u n e ell ipse \ , , project ion or thogonale qui est t e l l e , q u e ses axes sont é g a u x , c ' e s t -à -d i re pa r u n e 

ellipse Aj qui n 'es t a u t r e q u ' u n cerc le . 

On voit donc que pour l 'ellipse E les foyers de ses pro jec t ions or thogonales sur les d ive r s p l ans P , P ' , 

P " , . - - doivent ê t re d i s t r i bués sur deux c o u r b e s , l 'une qui ne s e r a a u t r e que le cercle C , et l ' au t re qui se ra 

une courbe à double c o u r b u r e y. , q u e nous al lons d é t e r m i n e r . 

P r e n o n s (fig. 39 b i s ) pour plan ver t ica l de project ion le plan M , et ne t raçons su r le p lan hor izonta l 

que la demi-e l l ipse E , qui se t rouve en a v a n t du plan M . 

Désignons pa r a le demi g r a n d axe et pa r b le demi pe t i t axe de la cou rbe donnée E . 

Le demi pet i t axe b se ra pe rpend icu la i r e à la ligne de t e r r e L T . 

Les points f et f é t an t les foyers de l 'ellipse donnée E , le cercle C aura pour d i a m è t r e ff. 

Menan t par le sommet a de l 'ellipse E u n e sér ie de dro i tes V r , V r ' , V p " , . . . on a u r a les t r aces ver t ica les 

des plans P , P ' , V'\... su r lesquels on doit proje ter o r thogona lemen t l 'ellipse donnée E . 

Décr ivan t sur aa\ g r and axe de l 'ellipse E , et c o m m e d i a m è t r e un cercle «r, ce cercle placé d a n s le plan 

ver t ica l de projection (ou dans le plan M) i n t e r cep t e r a su r les d ro i tes V p , . . . des c o r d e s , qui se ron t les 

g rands axes des ellipses project ions or thogonales de l 'e l l ipse E . 

Menant p a r le s o m m e t a une corde qui soit égale à 1b ( p e t i t axe de l 'ellipse E ) , on a u r a u n e t angen te 

au cercle C. 

A par t i r de cet te c o r d e , toutes les demi -co rdes m e n é e s p a r le point a d a n s le cercle <r, se ront plus pe t i tes 

que b, et dès lors on a u r a pour project ions or thogona les de l 'el l ipse E , des el l ipses dont le g rand axe sera 

cons tan t et égal à 2 & , et qui se ra pe rpend icu la i r e au p lan ver t ica l de project ion (ou pe rpend icu la i re au 

plan M ) , en sor te q u e les foyers de ces ellipses se ron t s i tués hor s du p lan ver t ica l de project ion M. 

Il es t év ident que tous ces foyers sont d i s t an t s du po in t a d ' une q u a n t i t é égale à b ( d e m i peti t axe de 

l 'ellipse donnée E ) . 

Il est encore év iden t q u e tous ces foyers se p ro je t t en t v e r t i c a l e m e n t sur le cercle S', qui passe pa r les 

mil ieux des cordes qui sont m e n é e s d a n s le cercle » par le point a , po in t qui est s i tué sur ce cercle C. Il 

est aussi év ident que les cerc les C et S1 sont t angen t s au point a. 

On peut donc énoncer le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . La courbe y. (à double courbure), lieu des foyers des projections orthogonales d'une 

ellipse donnée E , sur les divers plans passant par la tangente 9 en son sommet a (extrémité du grand 

axe), est, lorsque les ellipses projections orthogonales ont leur grand axe dirigé perpendiculaire­

ment au grand axe de Vellipse E , une courbe à double courbure qui n'est autre que Vintersection 

d'une sphère S décrite du sommet a comme centre et avec un rayon égal au demi petit axe b de 

Vellipse E , et sur un cylindre 2 de révolution ayant pour section droite le cercle décrit sur le demi 

grand axe de Vellipse E comme diamètre, ce cylindre ayant ses génératrices droites parallèles ait 

plan de l'ellipse E . 

Ainsi le cy l indre 2 a u n e de ses généra t r i ces dro i tes qui passe pa r le c en t r e de la sphè re S, et son r ayon 

est plus g rand que celui de cet te s p h è r e . 

Ce qui précède nous conduit tout na tu re l l emen t à examine r quel est le lieu des foyers des ellipses 



le point a, ; et il est évident q u e l'on aura : sa=zsal, pu i sque la droi te sf est une 

perpendicu la i re sur aa. 

P o u r démont re r le théorème é n o n c é , il suffit donc de p rouve r que la droi te art, 

est cons tante de l o n g u e u r . 

Les d e u x t r iangles afo et aa,d sont s emb lab l e s , pu i sque l 'on a : 

af= v aat et ao' —%~.ad 

Dès lors les d r o i t e s / 0 ' et a4 sont paral lè les . 

La simil i tude de ces deux t r iangles donne la p ropor t ion su ivante : 

dax : o'f: : ad : o'a ou da, : \ / a 5 - j - ¥ : : 2a : a d'où : da, — 2 l / V - j - &1 = F F ' 

project ions or thogonales d ' une ell ipse donnée E , su r les d ivers p lans p a s s a n t par la t angen te S ' m e n é e en 

l ' ex t rémi té n du pe t i t axe de ce t te ellipse E . 

Dans ce cas les foyers de toutes les ell ipses project ions or thogonales se ront s i tués sur des dro i tes p a r a l ­

lèles au plan M , q u i , p a s s a n t p a r le g rand axe de l 'ellipse donnée E , est pe rpend icu la i re au plan de cet te 

cou rbe E . 

Dès lors tous ces foyers se ront sur un cy l indre de révolut ion a y a n t la t angen te 6 ' pour une de ses g é n é r a ­

t r ices d ro i tes , e t a y a n t pour section d ro i t e un cercle J' dont le d i a m è t r e se ra égal au demi pe t i t axe b de 

l 'ell ipse E . 

En ou t re tous ces foyers se ront sur une sphè re dont le cen t r e se ra en le po in t n et don t le r a y o n se ra 

éga l au demi g rand axe a de l 'ellipse E . 

Ainsi lo rsque les p lans su r lesquels l'on proje t te o r thogona lemen t une ellipse E pas sen t tous pa r la t a n ­

gen te ô m e n é e au sommet a, qui est l ' ex t rémi té du g r a n d axe de cet te courbe E , les foyers des ell ipses 

projec t ions or thogonales sont s i tués sur deux c o u r b e s , l 'une est p l ane , c 'est un c e r c l e , l ' au t r e es t à double 

c o u r b u r e . 

Lor sque les p lans sur lesquels l'on proje t te o r thogona lemen t une ellipse E passen t tous p a r l a t angen te 6' 

m e n é e au s o m m e t qui est l ' ex t rémi té du pet i t axe de ce t te courbe E , les foyers des ellipses project ions 

or thogonales sont s i tués sur une seule courbe qui es t à double c o u r b u r e . 

Cette cou rbe à double c o u r b u r e e s t , dans le premier cas , l ' in tersect ion de la s p h è r e S a y a n t son r ayon 

égal au demi pe t i t axe de l 'ell ipse E et d 'un cy l indre s de révolution dont l 'une des géné ra t r i ces droi tes 

passe p a r le cen t re de ce t te sphè re , et dont le d i a m è t r e de la section droi te est égal au demi g rand axe de 

la m ê m e courbe E ; et d a n s ce p r e m i e r cas la courbe in tersect ion de la sphè re S ef du cy l indre s est une 

courbe d'arrachement. 

Dans le second cas la sphè re S a pour r ayon le demi grand axe de l 'ellipse E , et le cyl indre s a pour 

d i a m è t r e le demi pe t i t axe de la m ô m e courbe E ; dans ce second cas la courbe in tersec t ion de la sphère S 

et du cy l indre s es t composée de deux b r a n c h e s ou cou rbes fermées , b r a n c h e d'entrée et b r a n c h e de 

sortie. 

Enfin si au lieu de p r e n d r e une ellipse E on prena i t un cercle E et qu 'on le projetât o r thogona lement sur 

une suite de p lans P , P ' , P " , . . . qui pas se ra i en t tous par une droi te S t angen te en un point a de ce cercle E ; 

on ob t iendra i t une sui te d 'el l ipses project ions or thogonales dont les foyers se ra i en t sur la courbe in te r sec ­

tion | d 'une sphè re S a y a n t le point a pour cen t re et pour r ayon le r ayon /> du cercle donné E , et sur un 

cy l indre - de révolut ion dont les géné ra t r i ce s d roi les se ra ien t para l lè les à la tangente 6 ( laquelle t angen te 

5 serai t une do ses géné ra t r i ces d r o i t e s ) , et dont la section droi te aura i t pour d i a m è t r e le rayon s. 

En sor te que cet te courbe d ' in tersect ion l aura i t un point multiple qui ne sera i t au t re que le point en 

lequel la sphè re S et le cyl indre - sont tangents l'un à l ' au t r e . 



Ains i , il se t r ouve d é m o n t r é que le lieu des sommets des cônes de révolu t ion qui 

passent par l ' hyperbole E est une ellipse £ ayant p o u r sommets les foyers F et F ' de 

cette hype rbo le E , et p o u r foyers les sommets a et d de cette m ê m e cou rbe E . 

D é p l u s , comme la droi te fs divise en d e u x par t ies égales l 'angle asa1 , la droi te fs 

sera u n e t angen te à l 'ellipse \ . Démont rons main tenan t que l 'ellipse \ est la focale de 

l 'hyperbole E . 

Ayant l ' hyperbo le A , project ion o r thogona le sur le plan P de l 'hyperbole E , les 

foyers f et / ' d e l ' hyperbo le A étant dé te rminés et s i t u é s , comme nous le savons , 

sur le cercle 6 , nous m è n e r o n s p a r ces poin ts / e t / ' et dans le p lan M des p e r p e n ­

diculaires à la co rde ad ou Y p , en un mot à l ' axe t r ansver se de l ' hype rbo le A , et 

ces perpendicu la i res coupe ron t l 'ellipse \ en les points s et s'. 

Nous voyons donc de sui te q u e les points s et s sont les sommets des d e u x cônes 

de révolu t ion S et S' qu i passent p a r la courbe E et n o u s r ep rodu i sons la fig. 1 8 , 

en sor te q u e p o u r u n poin t q u e l c o n q u e x de la cou rbe E , on a u r a : 

s'x — sx = c o n s t a n t e . 

Les points s et s' seront dits foyer s conjugués et extérieurs de l ' hyperbo le E . 

E n m e n a n t p a r les poin ts s et s' des p lans pe rpend icu la i res a u x axes sf et s'f des 

cônes S et S', ces p lans couperon t le p lan de l 'hyperbole E suivant d e u x droi tes ! 

et F qui seront les directrices de l ' hyperbo le E p a r r appo r t et r espec t ivement a u x 

foyers conjugués s et s . 

II est évident q u e les droi tes I et F sont équid is tan tes d u centre d de la courbe E . 

En cons t ru i san t u n e sphè re t angen te au cône S et au p lan de l ' h y p e r b o l e E , on 

d é m o n t r e r a i t , d ' ap rè s les théorèmes de MM. Quetelet et Dandel in , q u e cette sphère 

est t angen te au plan de la courbe E en un poin t qui n 'es t a u t r e q u e le foyer de cette 

courbe ; et l 'on serait ainsi condui t à la démons t ra t ion exposée d a n s le Cours de 

géométrie descriptive, savoir : q u e si l 'on p r e n d d e u x points a rb i t ra i res s0 et s0' sur 

l'ellipse £, on a toujours : 

So x — s0x = c o n s t a n t e , 

quelle que soit la posi t ion du point x sur l 'hyperbole E . 

Nous pouvons a u s s i , en app l iquan t à l ' hyperbole E les mêmes ra i sonnements q u e 

ci-dessus (voy. la note , p a g e 56) , démont re r que le centre de c o u r b u r e , de l'ellipse H 

pour son s o m m e t , est précisément le point en lequel son g r a n d a x e est coupé pa r 

la directr ice de l 'hyperbole E , cette directr ice étant relative au foyer F de cette 

hyperbole E , c 'est-à-dire au foyer de la courbe E , qui est situé dans le plan de cette 

courbe E , e tc . 



Construction par points de l'ellipse. 

Ce qui p récède nous permet de cons t ru i re par points une ellipse dont on connaît 

le g r a n d a x e et les foyers. 

En effet : 

Soient « e t cl les foyers et F et F ' les sommets d ' une ellipse à cons t ru i re \fg. 39 ter). 

Sur FF' et sur ad comme d i a m è t r e s , on décr i ra les d e u x cercles concent r iques 

S et A. 

Par le point a on mène ra u n e sécante arb i t ra i re coupan t le cercle d en Je point a 

et le cercle g en les points / e t / ' , on élèvera e n / et / ' des perpendicu la i res à la 

sécante ad ; on dé te rminera le point a, en prenant fa, = fa et le point a,' en prenant 

fa!—fa. 

Cela fait , les droi tes a,d et ajd couperont respect ivement les perpendicula i res 

; élevées e n / e t / ' ) en les points s et s' qui appar t i endron t à l 'ellipse d e m a n d é e . 

§ XXÏIL 

Focale de la parabole. 

Nous avons vu q u e lo r squ 'on avait une e l l i p s e E , le lieu des f o y e r s / , . . . e t / ' , . . . 

des diverses ellipses A , . . . project ions or thogonales de l'ellipse E sur la série des 

plans P , . . . passan t tous p a r la tangente 9 menée au sommet « de la courbe E , était 

un cercle g décrit sur la dis tance FF ' (des foyers F et F ' de l 'ellipse) comme d iamèt re . 

Ce cercle g augmen te ra donc de r ayon à mesure que la d is tance FF ' g r a n d i r a , et 

dès lors il est évident q u e si l 'on suppose que le foyer F reste fixe et que le foyer F' 

s 'éloigne indéf in iment , l 'ellipse E dev iendra une parabole lo rsque le foyer F' sera à 

une dis tance infinie du foyer F , et le cercle g deviendra une droite pe rpendicu la i re 

à Taxe infini de la p a r a b o l e , cette droi te g passera par le foyer F de la pa rabo le E 

et sera située dans le plan M q u i , passant pa r l ' axe infini de la pa rabo le E , est 

perpendicula i re au plan de cette pa rabo le . 

.Vous pouvons donc énoncer le théorème suivant (fig. iO) : 

T h é o r è m e . Étant donnés une parabole E , son sommet a , son foyer F , sa directrice 1) ; 

ayant tracé la tangente 9 en son sommet a ; menant par la droite 9 une série de plans P . 

P ' , P ' s i l'on projette orthogonalemcnt la parabole E sur chacun de ces plans Y, l y , 

P ' , . . . on obtiendra une série de paraboles A , A' , A " , . . . dont les foyers f, f, f",... 

seront situes sur une droite g , laquelle sera perpendiculaire au plan de la parabole E 

9 



et passera par le foyer V de cette parabole E. Les directrices I , F , I " , . . . des paraboles 

A , A', A " , . . . seront situées dans un plan Z perpendiculaire au plan de la parabole E et 

le coupant suivant la directrice D de cette parabole E . 

Cela p o s é , cherchons la focale d e l à pa rabo le (fig. 41 ) : 

a étant le sommet de la pa rabo le E , F son foyer et cl le point en lequel sa d i r e c ­

trice I) perce son axe infini ^ ( p r e n a n t le plan vert ical Z , passant p a r l ' axe infini , 

pour p lan vertical de p r o j e c t i o n ) , nous mène rons pa r le point a u n e série de droi tes 

A.% A / r , . . . qui couperont la dro i te S menée pa r le point F perpendicu la i rement à xy. 

Nous mène rons ensui te une droi te y parallèle à la droi te S, et cela p a r un point g 

situé sur xy de telle man iè r e q u e l'on ait : gY — Ya. 

Les droi tes A , . . . couperont la dro i te y en des poin ts a , , et il est évident q u e 

l'on a u r a : fa,—fa,... 

Si par le point al on m è n e une paral lè le à xy, elle coupera en un point s la p e r ­

pendicula i re menée p a r le p o i n t / à Âv. 

Les divers po in ts s,... seront les sommets des d ivers cônes de révolu t ion S , . . . 

(pii enve loppent la pa rabo le E , donnée sur le p lan hor izonta l . 

Or il est év ident q u e l 'on a : 

sa —sa, s'a = s'a,',... 

Il se t rouve donc d é m o n t r é que le lieu des po in ts s, s',... est une pa rabo le \ ayant 

xy pour a x e inf in i , ayan t p o u r sommet le foyer F de la pa rabo le E et p o u r foyer le 

sommei a de cette m ê m e courbe E . Les d e u x pa rabo le s E et \ sont donc iden t iques , 

supe rposab l e s , seulement elles sont tou rnées en sens i n v e r s e , et situées dans des 

plans différents r ec tangu la i r e s en t re e u x . 

On d é m o n t r e r a i t , comme p o u r l 'e l l ipse, q u e le point d est le cent re de cou rbu re 

de la pa rabo le \ par r appor t à son sommet F . Ainsi l 'on peu t énoncer le théorème 

suivant : 

T H É O R È M E . Le rayon de courbure pour le sommet d'une parabole est égal à deux fois 

la distance du foyer au sommet de cette courbe. 

Et en ver tu de ce qu i a été démon t r é au sujet de la. focale : 1° de l 'e l l ipse, 2° de 

l ' hyperbo le , et 3° de la p a r a b o l e , nous p o u v o n s encore énoncer les théorèmes 

suivants : 

I ' H É O R È M E . Le lieu des sommets des cônes de révolution passant par une section co­

nique , est la F O C A L E de cette section conique. 

T H É O R È M E . Les axes des divers cônes de révolution, qui passent par une section co­

nique , sont tangents à la F O C A L E de cette section conique. 



g XXIV 

Los cons t ruc t ions p a r points q u e nous avons données p o u r Y ellipse, page 2 6 , pour 
Гhyperbole, page 36 , et p o u r la parabole, page 4 4 , peuvent ê t re appl iquées sur le 

terrain p o u r t racer au moyen : 1° de jalons, 2° d ' une é q u e r r e , et 3° d ' une chaîne 

d ' a r p e n t e u r , soit une ellipse, soit une hyperbole et soit une pa rabo le dont on connaît 

su r le te r ra in la position des sommets et des foyers , ces p o i n t s , sommets et foyers , 

étant fixés de position sur le te r ra in au moyen de p iquets ou de ja lons , et ces som­

mets et foyers é tant les seules choses connues des sections coniques à cons t ru i re pa r 

points su r le t e r ra in . 

Et en effet : 

Si(fig. 43) on imagine le cercle S tangent à l ' axe de l'ellipse A et au sommet a, le 

centre m de ce cercle g é tant sur la t angen te 9 menée à l 'ellipse A en son somme! A , 

nous savons que les tangentes à ce cercle £ , lorsqu 'e l les émanen t des deux foyers / ' 

e t / ' de l 'ellipse A, se croisent en un point x de cette section conique A. 

Nous savons aussi que la m ê m e construct ion s 'appl ique à l 'hyperbole et à h 

pa r abo l e . 

Cela posé : 

î l nous serait impossible de t racer le cercle S sur le terra in et de lui cons t ru i re 

une t angen te é m a n a n t d ' un po in t ex tér ieur d o n n é ; car l 'on ne peut pas opére r sur 

le terrain ( sur tou t lorsque le r ayon du cercle S sera de p lus ieurs dizaines de mèt res ; 

comme on opère d a n s le cabinet en t raçant une épure, au moyen de la r è g l e , de 

l ' équer re et du compas . 

Sur le t e r r a i n , l 'on doit l ixer les points au moyen de, jalonnements et de longueurs 

métriques p o r t é e s , dans une direct ion rcetil igne d o n n é e , au moyen d e l à chaîne 

d ' a rpen teu r . 

Voyons donc comment nous pouvons nous dispenser de t racer sur le terrain le 

cercle о , et t racer cependant la direction de sa t angen te émanan t du foyer / ' de 
l'ellipse à cons t ru i re pa r po in t s . 

Si l 'on joint le centre m du cercle S алее le f o \ e r / p a r une d r o i t e , la droi te xy 
perpendicula i re sur mf passera par le point y , point de contact de la tangente au 
cercle a et émanan t du f o y e r / ; de plus ou a : ra= ry. 

Nous pou r rons donc l ixer sur le terrain la position du point y de la maniè re 

suivante : 

Se plaçant en station en m sur la tangente 9, t racée, au moyen d 'un ja lonnement et 

de l ' équerre d ' a r p e n t e u r , perpendicula i rement à l 'axe ad de l'ellipse à t racer , et dès 

lors tangente en le sommet « d e cette c o u r b e , nous ferons placer un piquet ou jalon q 



dans la direction mj(f étant l 'un des foyers , fixé de posit ion sur le ter ra in par un 

j a l o n ) . Cela fa i t , il sera facile de cheminer du point m dans la direct ion mfq, et au 

moyen de l ' équer re d ' a rpen teu r il sera facile de t rouver sur cette direct ion mf\é point 

r pa r lequel passe la perpendicula i re ar à cette direct ion mfi 

On placera un piquet r ; on mesu re ra avec la chaîne d ' a rpen teur la longueur ar, 

en se conservant d a n s la direct ion «y au moyen du ja lon s , et l 'on por te ra avec la 

chaîne d ' a rpen teu r la longueur ar de r en y. 

Le point y é tant fixé de posit ion pa r un p i q u e t , la direct ion yf de la première 

tangente sera dé te rminée . 

On fixera de mémo le point de contact y' de la seconde t angen te yf au cercle g, 

et en faisant cheminer un ja lon sur la d i rec t ion /? / , on a r r ive ra à le p lacer en x sur 

la direct ion yf. Ce point x sera un point de l 'ellipse d eman d ée . 

On changera la posi t ion d u point m sur la droi te Q , on r ecommencera l 'opérat ion 

et l'on dé te rminera un n o u v e a u p o i n t a / de l 'ellipse donnée p a r les sommets a et a' et 

ses f o y e r s / e t / ' . 

La fig. 44 ind ique les const ruct ions p o u r Y hyperbole. 

La fig. 45 ind ique les cons t ruc t ions p o u r la parabole. 

Si, a u lieu d 'avoi r à t racer p a r points u n e ellipse, on avai t un cercle, on r e m a r q u e ­

rait que le cercle est une ellipse dont le centre et les d e u x foyers se réunissent en un 

seul point . 

Alors les d e u x tangentes/*/ et J'y' au cercle S se réunissent en une seule t angente 

à ce cercle 6 et émanan t du centre du cercle à tracer p a r p o i n t s ; et les points y, 

y et x se confondent en un seul et même p o i n t , qui n 'es t au t re que le point de 

contact du cercle g et de sa t angente émanan t du centre du cercle à décr i re ; et ce 

point de contact est précisément un des poin ts du cercle à décr i re . 

On voit d o n c que l 'on p o u r r a employer la m ê m e const ruct ion p o u r le t racé par 

points d 'un cercle don t on c o n n a î t r a , sur le t e r r a i n , la position du cent re et la lon­

gueur d u r a y o n , ou m i e u x un point a de ce cercle ( ce point a et le centre d u cercle 

étant fixés de pos i t ion , sur le t e r r a i n , au moyen de piquets ou de jalons). 

La const ruct ion que nous employons p o u r t racer p a r points une e l l ipse , un ce rc le , 

une hyperbo le et une pa rabo le é tant la m ê m e p o u r ces qua t r e c o u r b e s , nous 

sommes conduit à r e m a r q u e r que la section conique ne peut offrir que qua t re formes 

différentes. 

Et en effet : 

Cette construct ion é tant fondée sur les foyers, nous voyons de suite que si la 

courbe a d e u x foyers , ils ne peuvent avoi r que les posi t ions suivantes : 

!° Si les foyers sont si tués en t re les s o m m e t s , ils peuvent être éloignés du centre 

ou se confondre avec le centre de la c o u r b e , de là Y ellipse et le cercle ; 



%° Si les foyers sont situés au delà des s o m m e t s , on au ra l ' hyperbo le ; 

3 ° Si l 'un des foyers est à l ' infini , a lors on a u r a la parabole. 

Une seule objection peut ê t re fa i te , c'est que si l 'on ne considère pas les courbes 

comme des sections faites dans un c ô n e , auque l cas on reconnaît que les sommets 

et les foyers ne peuvent pas être placés ent re e u x au t rement que n o u s venons de le 

d i r e , mais si seulement on examine ces courbes comme t racées sur un p l a n , on 

pour ra i t avoir à considérer une posit ion nouve l le , celle où l 'un des foyers serait si tué 

entre les sommets, l ' autre foyer étant situé en dehors des sommets. 

Mais si l 'on examine bien la construct ion que nous avons e m p l o y é e , on ver ra de 

suite que n o u s ne considérons j ama i s q u ' u n seul sommet a et les d e u x foyers f e t / ' ; 

en sorte que les posit ions indiquées c i -dessus sont les seules possibles . 

E t ainsi : 

4° Les d e u x f o y e r s / e t / ' é t a n t situés tous d e u x à droi te ou à gauche du sommet « ; 

Les foyers é tant éloignés du cen t r e , on a Y ellipse; 

Les foyers et Je centre étant confondus en un seul p o i n t , on a Je cercle ; 

2° Les d e u x foyers / et / ' é tant situés l 'un à droi te et l ' au t re à gauche du som­

met a, on a Y hyperbole; 

3° L 'un des f o y e r s / ' étant à l ' infini, le f o y e r / s e r a ou à droi te ou à gauche du 

sommet a , alors on a la parabole. 

Ainsi, la cons t ruct ion employée , non-seulement, sert à t racer les sections coniques , 

mais elle vérifie qu'elles ne peuvent avoir que q u a t r e formes différentes. 



N O T E A 

Relative aux deux théorèmes énoncés page 50 ( f ig . 4 2 ) . 

Étant donnés un cône de révolution S ayant le point s pour sommet (fig. kl), ayant son axe Y 
vertical et ayant pour trace horizontale un cercle C n o u s mènerons par l'axe Y un plan méri­
dien M parallèle au plan vertical de projection; ce plan M coupera le cône S suivant deux 
génératrices extrêmes. Sur Tune d'elles nous prendrons un point a et un second point / qui sera 
le milieu de la longueur sa. 

Cela fait : 
P a r l e point a, nous mènerons une suite de plans Q, Q', Q",... perpendiculaires au plan 

vertical de projection et coupant le cône S, et respectivement suivant des ellipses A, A', A",... 
les points o% o'\. o"%... milieu des cordes avV, avb'v, avb',v,... interceptées par les projections 
verticales des deux génératrices extrêmes du cône S, seront les projections verticales des centres 
o, o r, o'',... des ellipses A, A', A",. •• et en même temps les projections verticales des petits axes 
de ces ellipses. 

Les centres o, o', o",... ainsi que les extrémités des petits axes seront sur un plan sécant au 
cône S et parallèle à la génératrice extrême sb" ; ce plan coupera donc le cône S suivant une 
parabole E ayant le point l pour sommet, et la projection E , ( aura pour sommet le point il et pour 
foyer le point s'1 ou Y/! (cela est évident par le premier théorème énoncé page 50). Et la courbe E " 
passera par les extrémités des projections horizontales des petits axes des ellipses A , A', A",... 
Ces petits axes sont horizontaux. L'épure h2 renferme toutes les constructions graphiques ; il 
suffit donc de lire cette épure pour y retrouver en son entier le second théorème de la page 50. 
Ainsi le second des théorèmes de la page 50 (fig. kl) se trouve démontré. 

Passons au troisième théorème de la page 50 (fig. hl). 
Si par le point a (indiqué ci-dessus), nous faisons passer une série de plans sécants, mais 

donnant pour sections dans le cône S , non des ellipses mais des hyperboles, nous pourrons 
diriger ces plans sécants perpendiculairement au plan vertical de projection et parallèlement 
et respectivement aux plans qui , perpendiculaires aussi au plan vertical de projection, passe­
ront par le sommet s du cône S et par les petits axes des ellipses A, A', A",... nous obtiendrons 
ainsi les plans 1 1 . IV, il",. . . et coupant le cône S suivant des hyperboles B, B ' , B",... 

Cela posé: 
Les milieux f . ïv, ("",... des projections verticales des axes transverses ad , ad', ad'.... des 

hyperboles 15, B'. B " . . . . seront tous évidemment situés sur la droite E ! 



É v i d e m m e n t l e s p o i n t s i v , i'% il'",... s e r o n t l e s p r o j e c t i o n s v e r t i c a l e s d e s c e n t r e s d e s h y p e r ­

b o l e s B , B', B ' , . " e t e n m ê m e t e m p s c e s p o i n t s i \ ï\ i"1',... s e r o n t l e s p r o j e c t i o n s v e r t i c a l e s 

d e s a x e s n o n t r a n s v e r s e s e t h o r i z o n t a u x d e c e s m ê m e s h y p e r b o l e s d e s e c t i o n B , B ' , B 

C e l a p o s é : 

. le d i s q u e l ' a x e n o n t r a n s v e r s e d e l ' h y p e r b o l e B e s t é g a l e n l o n g u e u r a u p e t i t a x e d e l ' e l l i p s e A , 

e t q u ' i l e n e s t d e m ô m e p o u r l ' e l l i p s e A' e t l ' h y p e r b o l e B ' , p o u r l ' e l l i p s e A" e t l ' h y p e r b o l e B " , e t c . ; 

e n s o r t e q u e l ' o n p o u r r a d i r e q u e l e s e l l i p s e s A , A' , A " , . . . s o n t conjuguées a u x h y p e r b o l e s B . 

B ' , B 

E t e n effet : 

P a r c o n s t r u c t i o n , l e s p l a n s X , X ' , X",... q u i p a s s e n t p a r l e s o m m e t s d u c ô n e S e t r e s p e c ­

t i v e m e n t p a r l e s p e t i t s a x e s d e s e l l i p s e s A , A ' , A " , . . . s o n t p a r a l l è l e s a u x p l a n s R , Ji', R d e s 

h y p e r b o l e s B , B ' , B " , . . . 

P a r c o n s é q u e n t - , l e s g é n é r a t r i c e s d u c ô n e S s u i v a n t l e s q u e l l e s c e c ô n e e s t c o u p é p a r tes 

p l a n s X r . . s a v o i r : 

G e t G t d a n s l e p l a n X 

G' e t G;' d a n s l e p l a n X ' 

G" e t G, ' d a n s l e p l a n X " 

e t c . 

s e r o n t r e s p e c t i v e m e n t p a r a l l è l e s a u x a s y m p t o t e s : 

I e t I , d e l ' h y p e r b o l e B 

I' e t I;' d e l ' h y p e r b o l e B ' 

1" e t I , " d e l ' h y p e r b o l e B " 

e t c . 

P a r c o n s é q u e n t , si ( fig. kl bis ) n o u s d é s i g n o n s p a r n e t ri l e s e x t r é m i t é s d u p e u t a x e d e 

l ' e l l i p s e A , n o u s v o y o n s p a r c e t t e fig. h'2 bis q u e si l ' o n m è n e p a r l e s p o i n t s n f t e t n'" d e s p a r a l ­

l è l e s à H M ( t r a c e h o r i z o n t a l e d u m é r i d i e n 5 1 ) , e l l e s v i e n d r o n t c o u p e r l a d r o i t e m e n é e p e r p e n ­

d i c u l a i r e m e n t à H - p a r l e p o i n t i'\ e n l e s p o i n t s k e t h\ e t c e s m ê m e s p a r a l l è l e s a u r o n t c o u p é 

t e s a s y m p t o t e s l ' 1 e t l"' d e l ' h y p e r b o l e B 7 ' ( p r o j e c t i o n d e l ' h y p e r b o l e B ) e n l e s p o i n t s m" e t - m ' \ 

O r l a d r o i t e mhm'b p a s s e p a r l e p o i n t ah, c a r l e s t r o i s p o i n t s o , c e n t r e d e l ' e l l i p s e A , e t l, s o m m e t 

d e l a p a r a b o l e E , e t i , c e n t r e d e l ' h y p e r b o l e B, s o n t e n l i g n e d r o i t e s u r l e p l a n m é r i d i e n M e t 

d e p l u s s o n t é q u i d i s t a n t s e n t r e e u x ( c ' e s t c e q u e m o n t r e e n t o u t e é v i d e n c e l a p r o j e c t i o n v e r t i c a l e 

[fig. U2 bis), p u i s q u e l e q u a d r i l a t è r e . s V ' Z Y ' e s t u n p a r a l l é l o g r a m m e d o n t lv e s t l e c e n t r e '). 

O r , à° é t a n t l e s o m m e t d e l ' u n e d e s b r a n c h e s d e l ' h y p e r b o l e B ' , a ' W ' s e r a l a l o n g u e u r d u 

d e m i - a x e n o n t r a n s v e r s e d e c e t t e h y p e r b o l e B / l ; e t c o m m e l e d e m i p e t i t a x e o''nh d e l ' e l l i p s e A" 

es t é g a l a u d e m i p e t i t a x e d e l ' e l l i p s e A , e t q u e l e d e m i p e t i t a x e n o n t r a n s v e r s e ihk d e l ' h y p e r ­

b o l e it e s t «'gai a u d e m i - a x e n o n t r a n s v e r s e d e l ' h y p e r b o l e B , e t c o m m e : 

en e n c o n c l u t q u e l e s c o u r b e s conjuguées, 

e l l i p s e A e t h y p e r b o l e B 

— A' — B' 
— A" — B " 

o u ï l e u r s a x e s p e r p e n d i c u l a i r e s a u p l a n M , r e s p e c t i v e m e n t é g a u x e n t r e e u x . 



E t c o m m e l e s p o i n t s o,... c e n t r e s d e s e l l i p s e s A , . . . e t l e s p o i n t s i,... c e n t r e s d e s h y p e r b o l e s 

B , . . . s o n t é g a l e m e n t d i s t a n t s d u p o i n t l, i l s ' e n s u i t q u e l e s e x t r é m i t é s m e t n,... d e s a x e s n o n 

t r a n s v e r s e s d e s h y p e r b o l e s B . . . . s o n t s u r u n e p a r a b o l e E ' q u i n ' e s t a u t r e q u e l a p a r a b o l e E , e n 

s u p p o s a n t q u e c e t t e c o u r b e E a t o u r n é d e d e u x a n g l e s d r o i t s a u t o u r d e l a d r o i t e q u i , p a s s a n t 

p a r l e p o i n t a ( s o m m e t c o m m u n a u x e l l i p s e s A , . - , e t a u x h y p e r b o l e s B , . . . ) , s e r a i t p e r p e n d i c u ­

l a i r e a u p l a n m é r i d i e n M . 

Ains i s e t r o u v e d é m o n t r é l e t r o i s i è m e t h é o r è m e d e l a p a g e 50 (fig. U2 ). 

N O T E B 

Relative à la courbe y , lieu des points des sommets des cônes obliques S , S', S ' ,. 

enveloppant i ellipse E et les divers cercles D, i)', ! ) " , . • • (paffe 21 ) . 

E u c o n s i d é r a n t le p l a n h o r i z o n t a l c o m m e é t a n t u n tableau, o n vo i t d e s u i t e q u e l a c o u r b e y 

e s t l e l i e u d e s p o i n t s d e l ' e s p a c e , d e s q u e l s l a c o u r b e E s e r a i t a p e r ç u e s o u s l a f o r m e c i r c u ­

l a i r e . 

N o u s a v o n s r é s o l u c e p r o b l è m e d a n s l e s Compléments de géométrie descriptive, e n n o u s s e r ­

v a n t t a n t ô t d e l ' a n a l y s e d e D E S C A R T E S , t a n t ô t d e c o n s t r u c t i o n s g r a p h i q u e s ( v o y e z , c h a p . V , l e 

m é m o i r e n° 1 , q u i a p o u r t i t r e : Sur les projections stéréographiques). 



ADDITIONS DIVERSES. 

N« 1 . 

A D D I T I O N A U C O U R S D E G É O M É T R I E D E S C R I T I Y E , \ Ï E P A R T I E , 

N O T E sur le changement des plans de projection. 

La feuille de papier sur laquelle s 'exécutent les project ions des points et l ignes de 

l ' e s p a c e , a une longueur dé te rminée et qu 'on ne peut p a s , en g é n é r a l , ag r and i r . 

La l igne de te r re LT é tan t t racée sur la feuille de papier , nous savons tout de 

suite que la par t ie de la feuille de papier située au -dessous de cette l igne LT repré­

sente la par t ie antér ieure du plan horizontal et la par t ie inférieure du p lan ver t i ca l , 

et que la par t ie de la feuille si tuée au -dessus de cette ligne LT, représente la par t ie 

pos tér ieure d u plan horizontal et la par t ie supér ieure du plan vert ical . 

Ces par t ies an t é r i eu re , pos t é r i eu re , inférieure et supér ieure des d e u x plans de 

project ion sont donc limitées en raison de la posit ion que la l igne de te r re LT 

occupe sur la feuille de papier . 

Or il peu t a r r iver que l 'on a i t , comme dans la fig. b, p l . 1 5 , les projections 

d 'une droi te Bh et Bv telles q u ' u n point n, situé sur la droi te B , se t rouve avoir sa 

projection verticale nv placée tout au hau t de la feuille de papier et que sa projection 

horizontale nh soit située hors de la feuille de p a p i e r ; et c ependan t , pour la solution 

du problème à r é s o u d r e , il serait utile de connaî t re ( si toutefois la chose est pos ­

sible g r a p h i q u e m e n t ) , la dis tance du point n au plan vert ical de project ion. 

On peut r é soudre ce p rob lème pa r un changement de plan horizontal de p r o ­

j ec t ion , en re levant le plan horizontal ancien de la h au t eu r nvq ; en sorte que la 

nouvelle ligne de terre L'T' sera paral lèle à l 'ancienne LT. 

On voit de suite que toute la feuille de papier située au-dessous de la ligne L'T' 

10 



représentera main tenant la part ie antér ieure du nouveau plan horizontal de projec­
tion et la par t ie inférieure du plan vertical ; et r e m a r q u o n s que le plan vert ical de 
projection reste le môme 

E n sorte que la feuille de papier se t rouve d o u b l é e , en longueur, et qu 'on peut 
y construi re des points de la droi te B , dont la dis tance au p lan vert ical sera double 
de la dis tance de la ligne d é t e r r e LT au bas de la feuille de papier . 

Si donc les project ions primit ives ~№ et B'1 sont telles que la dis tance du point n 
(de la droi te B) au plan vertical n 'est pas plus g r ande que la longueur totale de la 
feuille de pap ie r , on pour ra dé terminer g raph iquemen t cette distance au moyen du 

changement de plan hor izontal opéré ainsi que nous venons de l 'exécuter . 

On peut donc dire qu 'en relevant ou abaissant le plan horizontal paral lèlement à 

l u i - m ê m e , ou en avançan t ou reculant le plan vert ical paral lè lement à l u i - m ê m e , on 

peut doubler la. par t i e an té r ieure ou pos té r ieure du p lan ho r i zon t a l , ou doubler la 

pa r t i e supér ieure ou inférieure du plan ver t ica l . 

E n un m o t , au moyen de ce m o d e de changement des p lans de p r o j e c t i o n , on 

peut doubler en longueur la feuille de papier p o u r les construct ions graphiques à 

exécuter pa r la mé thode des project ions , sans changer les d imensions de cette feuille 

de papier . 

№ 2 . 

ADDITION AU COtRS DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE, %* PARTIE, CHP. I e * , PAGE 8 . 

N O T E sur la démonstration relative à la propriété dont jouit le plan tangent, savoir : que 

le plan tangent en un point d'une surface, quel que soit le mode de génération de 

cette surface, contient les tangentes à toutes les courbes qui, tracées sur la surface, 

se croisent au point de contact. 

Une surface 2, quel le qu'el le s o i t , peut toujours ê t re considérée comme engen­

drée par le mouvement d ' une ligne C , et de p lus ieurs manières différentes. 

Ainsi : 1 0 on peut p r e n d r e sur la surface; 2 un point m, faire passer pa r ce point m 

un plan R coupant la surface 2 suivant une courbe C , mener à la courbe C et au 

point m la tangente h et supposer que par la droi te 6 on fasse passer une série de 

plans R , R r , R", R ' " , . - coupant dès lors la surface 2 et respect ivement suivant, les 



lignes C , G', G", G'" , . . . çpii seront év idemment toutes tangentes entre elles et au 

point m , la t angente qui leur est commune en le point m étant la droi te 9. 

On peut donc supposer la surface 2 engendrée par le m o m e m e n t de rotat ion de 

la ligne C au tou r de la droite 9 , cette ligne C changeant de forme pendan t son mou­

vement de ro ta t ion et p renant successivement les formes C', G", C '" , , . . 

2 ° On peu t mener une suite de p lans R,', R " , 1 1 / " , . . . paral lèles entre e u x et au 

p lan R et coupant la surface 2 et respect ivement suivant des courbes ou lignes C,', 

G/', G/" , . , , et l 'on p o u r r a considérer la surface 2 comme engendrée pa r le m o u v e ­

ment de la courbe ou ligne G q u i , se mouvan t paral lèlement à e l l e -même, se d é ­

forme successivement pour p r e n d r e successivement les formes G/, G/', C 

3 ° On peu t mener u n e droi te D c o u p a n t , pe rçan t la surface 2 en un point ou 

plusieurs points m , et faire passer p a r cette droi te 1) u n e suite de p lans R a , R/ , R a", 

R/" , . - - coupan t la surface 2 et respect ivement suivant les lignes C 2 , G/, C/ ' , G / " , . -

qui toutes se c ro i se ron t , se couperont en le point m , ou en les divers points m. 

E t l 'on p o u r r a supposer que la surface 2 est engendrée par la rotat ion de la 

courbe C, au tou r de la sécante D , cette courbe Ca p r enan t successivement, les formes 

C ' , C , " , C," ' , . . . 

Au lieu d ' engendre r la surface 2 pá re l e s courbes ou lignes p l a n e s , on pourrai t 

sans peine la supposer engend rée pa r des courbes à double cou rbu re . 

Gela posé : 

La démons t ra t ion d u t h é o r è m e relatif au plan tangent, savoir ; q u e le p lan t a n ­

gent en u n point m d ' une surface 2 contient les tangentes à toutes les courbes q u i , 

tracées sur cette surface, se croisent en ce point m, doit var ier su ivant q u e l 'on con­

sidère tel ou tel m o d e de généra t ion de la surface 2, 

Dans le Cours de géométrie descriptive, nous avons considéré la surface 2 comme 

engendrée p a r le premier m o d e indiqué c i -dessus , et le théorème a été démont ré 

d i r ec t emen t , en ce sens que nous n ' avons pas eu besoin d 'é tab l i r , au p r éa l ab l e , ce 

théorème p o u r une surface s imp le , et ainsi p o u r une surface d é v e l o p p a b l e , p o u r 

ensuite le faire passer sur la surface générale 2, 

Dans cette n o t e , nous allons supposer que la surface 2 est dé terminée par le 

.second mode de générat ion exposé ci-dessus, et nous ferons passer le théorème du 

plan tangent, de dessus une surface déve loppab le , sur celte surface générale 2, et 

cela de la maniè re suivante : 

On sait qu ' i l n'y a r ien de plus facile que de démont re r le théorème relatif au pian 

tangent p o u r une surface développable . 

Et en etfet : 

Rappelons-nous q u ' u n e surface développable K peut être engendrée de d e u x ma-

uières principales : ou V au moyen de son arête de rebroussement l dont toutes le» 



t angen tes forment les génératr ices droi tes ( o u les carac té r i s t iques) de la s u r f a c e K ; 

ou 2° au moyen d 'un plan 0 roulant tangentiel lement sur d e u x courbes directrices 

B e t B , . 

Si l 'on considère le premier m o d e de généra t ion de la surface développable K , 

nous pou r rons considérer u n e généra t r ice droi te G de cette su r face , laquelle sera 

une tangente à l ' a r ê t e de rebroussement \ . 

La posit ion voisine de G sera G' ; et dès lors en menan t p a r un point m de G u n e 

suite de plans ou de surfaces q u e l c o n q u e s , on coupera la surface K suivant des 

courbes planes ou à double courbure C , C , G", . . . qui se croiseront au point m et qui 

couperont la généra t r ice G' et respect ivement a u x points n, n, n",... 

Or il est évident q u e mn, mn1, mn",... seront les é léments rectil ignes des courbes 

C, G', G", . . . Ces é léments recti l ignes pro longés donne ron t les tangentes 9 ,9 ' , 9 " , . . . 

à ces courbes C , G', C ' , . - p o u r le point m-, et comme les généra t r ices droi tes suc­

cessives et infiniment voisines G et G' se coupent en un point qui appar t i en t à la 

courbe l , il s 'ensuit que tou tes les tangentes 9, 9', 0 " , . . . sont situées sur un m ê m e 

plan 0 qui passe pa r les droi tes G et G', et c'est ce p lan 0 qui a reçu le n o m de 

p lan t angen t . 

Ains i , le théorème relatif au plan tangent en un point m d 'une surface déve lop­

pable K se t rouve d é m o n t r é , lorsque l 'on cons idère cette surface K comme é tan t 

donnée p a r son arê te de rebroussement l, comme étant dès lors engendrée p a r u n e 

l igne droi te G assuje t t ie , p a r la loi de son mouvemen t dans l ' e space , à ê t re t angen te 

en toutes ses posi t ions successives à une courbe donnée \ . 

Cela posé : 

Le théorème relatif du plan 0 , t angent en un point m d 'une surface déve lop­

pable K , étant démon t ré p o u r un certain m o d e de généra t ion de la surface K , 

subs i s te ra , quel que soit le m o d e de généra t ion de cette surface K. 

P a r c o n s é q u e n t , si nous supposons que la surface K est engendrée p a r un plan 0 

roulant tangent ie l lement sur d e u x courbes directr ices B et B t t racées sur cette su r ­

face K , le théorème subsis tant t ou jou r s , nous p o u r r o n s en conclure ce qui suit : 

Si la courbe B se meu t sur la surface K en changean t de forme p o u r a r r ive r à la 

forme et en la posit ion B t ( l e changement de forme et la loi du m o u v e m e n t étant 

dé t e rminés ) , on conçoit sans peine que la courbe B passera en une posit ion infini­

ment voisine B' ( B ' ayan t une forme modi f i ée ) , et que la surface K sera tout aussi 

bien engendrée p a r le plan 0 roulant tangent ie l lement giir les courbes B et B, (situées 

à d is tance U n i e ) , que pa r le plan 0 rou lan t tangent ie l lement sur les courbes B et 

B' ( s i tuées à dis tance infiniment pe t i t e ) . 

Cela dit : 

Les courbes C, C , G", . . . couperont respect ivement la courbe B' en les points p, 



p, p",.., q u i , en ver tu du nouveau m o d e de générat ion de la surface 2, seront des 

points successifs et infiniment voisins du point m; en sor te que mp, mp', mp",... 

seront dans ce nouveau mode de générat ion les éléments rectil ignes des courbes G, 

C ' , C " , . . . (*). 

Or ces éléments rectil ignes pro longés donneron t les tangentes 9 , 9', 9",.-- a u x 

courbes G , C, C",... et nous s avons , à priori, p a r ce qui a été démont ré plus h a u t 

(en nous servant du premier m o d e de générat ion de la surface développable K ) , que 

toutes ces tangentes sont situées dans un môme p l a n , qui n 'est au t re que le plan 0 

tangent en m à la surface K. 

Cela p o s é : 

Si nous considérons u n e surface généra le 2 et un point m sur cette su r face , nous 

p o u r r o n s t racer sur cette surface une courbe B , laquelle passera pa r le point m ; 

puis supposer que cette courbe B se déplace sur la surface 2, en ver tu d 'une cer­

taine loi de m o u v e m e n t , et qu 'el le a r r i v e , en changean t de f o r m e , en la position 

B' infiniment voisine de B. 

Les d e u x courbes infiniment voisines B e t B ' comprend ron t donc sur la surface 2 

une zone é lémentai re et superficielle. 

Cela posé : 

Si nous faisons rou le r un p lan 0 tangentiel lement a u x d e u x courbes B et B' , 

nous obt iendrons une surface développable K. 

Si ensui te nous faisons passer pa r le point m une suite de plans ou de surfaces 

arbitraires P , P ' , P " , . . . ces plans ou surfaces couperont la surface 2 su ivant des 

courbes d, d', à",... et la surface K suivant des courbes A, A', A", .-- ot les courbes 3 

et A , d'et A',. • • passeront toutes pa r le point m, et de plus couperont la courbe B' 

et respect ivement d e u x à deux en les mêmes points p , p',... Pa r c o n s é q u e n t , ces 

courbes ô et A , et A',.-« a u r o n t mêmes tangentes 9 , 9',.• • au point m , puisqu 'e l les 

au ron t d e u x à d e u x même élément recti l igne mp, mp , mp",,.. 

Or nous savons que les tangentes 9 , 9 ' , . . . a u x diverses courbes A , A',.-- de la 

surface K sont dans un même plan ; donc nous pouvons affirmer le théorème suivant : 

T H É O R È M E . Si ion trace une série de courbes C , C , G " , . . . sur une surface quel­

conque 2, toutes ces courbes se croisant en un point m , les tangentes menées au point m 

à ces diverses courbes sont toutes situées dans un seul plan , auquel on donne le nom de 

P L A N T A N G E N T ctu point m de la surface 2. 

Cette nouvel le manière de démont re r le théorème relatif au plan langent otfre 

l ' avantage suivant : 

(*) Voyez le- e h a p , VII :!o? Développements de géométrie descriptive. 



Ce que nous avons dit pour un point m de la courbe B t racée sur la surface géné ­

rale 2 peut se d i re de tout au t re point de cette même courbe B . 

Par c o n s é q u e n t , la surface développable K joui t de la p ropr ié té d 'avoir en 

c o m m u n avec la surface 2 la zone élémentaire et superficielle comprise en t re les 

d e u x courbes successives et infiniment voisines B et B ' , et aussi d ' avoi r en chaque 

point de la courbe B même plan tangent avec la surface 2, p ropr ié té que l 'on énonce 

en disant que la surface développable K engendrée p a r un p lan 0 rou lan t t a n g e n -

tiellement à la surface 2 et sur la courbe B , est t angen te à la surface 2 tout le long 

de la courbe B . 

En nous s e r v a n t , ainsi que nous venons de le f a i r e , d 'une surface simple ( u n e 

surface déve loppable ) p o u r démont re r l 'exis tence d 'un théo rème p o u r u n e surface 

g é n é r a l e , nous avons employé une mé thode très-familière à la géométr ie descript ive 

et qui est t rès-féconde. En effet : lo rsque l 'on v o u d r a plus t a r d chercher la con­

struct ion des divers points d 'une cer ta ine courbe X t racée sur u n e surface généra le 2, 

et de man iè re à satisfaire à certaines cond i t i ons , on t racera sur la surface 2 une 

série de courbes a , «', a",.*- d ' après u n e loi d o n n é e , et l 'on cherchera sur ces 

courbes au m o y e n des surfaces dévcloppables A , A' , A " , . . . t angentes à la surface 

2 suivant ces courbes a , a , a " , . * - les points en lesquels ces courbes a , a , a " , . . . 

coupent la cou rbe X. 

Ce ne seront pas toujours des surfaces dévcloppables que l 'on emplo i e r a , mais 

ce seront toujours des surfaces p lus simples que la surface 2 p r o p o s é e , et p o u r 

chacune desquel les on p o u r r r a facilement et p re sque immédiatement r é soudre le 

p rob lème proposé pour la surface 2. 

On en t rouve un exemple r emarquab l e dans la const ruct ion p a r points de la 

courbe de contact d ' un cône ou d 'un cyl indre avec une surface de révolut ion quel­

conque 2. Alors , p o u r chaque parallèle de la surface de révolu t ion 2, on remplace 

cette surface de révolut ion 2 pa r un cône A (surface développable la p ins s imple) 

ou par une sphère S (surface de révolut ion la plus s imp le ) , ces surfaces A ou S étant 

tangentes à cette surface de révolut ion 2 tout le long d 'un parallèle. 

Or il est ut i le , dans r e n s e i g n e m e n t , d 'employer le plus possible les mêmes idées, 

pour ne pas su rcharger la mémoire des élèves. 

Je pense donc que la maniè re de démont re r le théorème relatif au plan t a n g e n t , 

telle que je viens de l ' exposer , doit être pré fé rée , pu isque les idées géométriques que 

l 'on emploie dans celle démons t ra t ion se reproduisent plus t a rd dans la solution 

de divers problèmes impor tan ts où l 'on fait usage du plan tangent . 



M 0 3 . 

A D D I T I O N A U C O U R S D E G É O M É T R I E D E S C R I P T I V E , 2 e P A R T I E , CHAP. V I I , PAGK 137. 

N O T E sur les modes divers de construction employés pour déterminer les projections 

horizontale et verticale de la courbe intersection de deux surfaces. 

M O N G E , dans sa Géométrie descriptive, §111, a r t . 4 9 , d i t : 

« Il existe ent re les opéra t ions de l 'analyse et les mé thodes de la géométr ie d e s -

» criptive une cor respondance dont il est nécessaire de donner ici une idée . 

» Dans l ' a l g è b r e , l o r squ 'un p rob lème est mis en é q u a t i o n s , et qu 'on a au tan t 

» d ' équa t ions que d ' i n c o n n u e s , on peut toujours obteni r le m ê m e n o m b r e d ' é q u a -

» lions , dans chacune desquelles il n ' en t re q u ' u n e des i n c o n n u e s , ce qu i met à 

» por tée de connaî t re les va leurs de chacune d 'el les. 

» L 'opéra t ion p a r laquel le on parv ien t à ce b u t , et qu i s 'appelle élimination, 

» cons is te , au moyen d 'une des é q u a t i o n s , à chasser u n e des inconnues de toutes 

» les au t res équat ions ; e t en chassant ainsi success ivement les différentes i nconnues , 

» on ar r ive à u n e équat ion finale qu i n 'en contient plus q u ' u n e seule don t elle doit 

» p rodu i r e la va leur . 

» L'objet de l 'é l imination, dans l ' a lgèbre , a la p lus g r a n d e analogie avec les o p é -

» ra t ions p a r lesque l les , dans la géométr ie de sc r i p t i ve , on dé te rmine les intersec-

» l ions des surfaces cou rbes . » 

M O N G E mon t r e ensu i te comment é tant données d e u x équa t ions i 

<f (X,y, *) = 0 (1) 

et 
x (x1y,z) = 0 (2) 

l 'opérat ion a lgébr ique de l 'élimination de s ent re les d e u x équa t ions (1) et (2) est 

ident ique à la construct ion en géométr ie descript ive qui consiste à considérer 

l ' équat ion (1) comme étant celle d 'une surface 2 et l 'équat ion (2) comme étant 

celle d 'une seconde surface 2', et à chercher la project ion hor izontale ( o u sur le 

p lan des x et y) de la courbe G intersection des deux surfaces 2 et 2'. 

Or l'on s a l ^ q u e cette construct ion consiste à couper les deux surfaces 2 et l! pa r 

une suite de plans hor izon taux X , X' , X " . . . Chaque plan X , . . . coupe la surface 1 



suivant une courbe S et la surface l' suivant u n e courbe S'. Les project ions 6* et s'* 

de ces courbes se coupent en des points xh,... qui appar t i ennen t à la project ion C 

de la courbe cherchée G, 

On voit donc que cela revient à donner à z dans les équa t ions (1) et ( 2 ) , une cer ­

taine va leur y ; a lors les équa t ions : 

'f(*>y, y) = « (3) 
ei 

X 7 ) = ° ( 4 ) 

seront respect ivement les équa t ions des courbes 6'* et S"1, et ces d e u x équa t ions ( 3 j 

et ( 4 ) nous condui ron t à dé te rminer les coordonnées x et y de chacun des points 

xk,... in tersect ion des courbes 6* et 6 ' H . 

En sor te q u ' e n él iminant z en t re les équa t ions (1) et ( 2 ) , on a u r a bien en 

Z(x, y) =. 0 l ' équat ion de la courbe C \ 

M O N G E n ' a pas poussé p lus loin les analogies qui existaient en t re Y élimination 

algébrique et les construct ions diverses employées en géométr ie descript ive p o u r 

dé te rminer les project ions de la courbe intersect ion de d e u x surfaces. 

Nous allons essayer de rempl i r cet te l acune . 

MoNGEdit q u e les surfaces auxi l ia i res doivent var ier de forme et de posi t ion dans 

l ' e space , su ivant le m o d e de généra t ion des d e u x surfaces proposées et su ivant 

leurs posi t ions pa r r a p p o r t a u x plans de p ro jec t ion , et il donne plusieurs exemples 

à l ' appui ; c'est donc de l 'analogie qu i exis te en t re cer tains p rocédés d 'él imination 

en analyse , et l 'emploi de ces surfaces auxi l ia i res en géométrie descriptive q u e nous 

allons pa r l e r . 

Si l 'on a d e u x équa t ions : 
<f{x,y,z) = 0 (5) 

et 
X ( * , 2 / , * ) = 0 (6) 

et q u e l 'élimination de z ent re ces d e u x équat ions offre des difficultés analytiques, on 

sait q u e l 'on parv ien t assez souvent à su rmon te r ces difficultés, en p renan t une 

troisième équat ion : 
z=f{x,V-! m) ( 7 ) 

d a n s laquelle la forme ( / ) de la fonction est a rb i t ra i re et dans laquelle m est une 

nouvel le inconnue . 

Et r emp laçan t , dans les équa t ions (5) et (6) , z pa r la fonction ( 7 ) , on a : 

<? | > , y , /•(.», y , m)} = 0 ( 8 ) # 
et 



Alors en éliminant m en t re les équa t ions (8) et ( 9 ) , on obt iendra une équat ion : 

\ ( a ? , ?/) = 0 K». 

qui sera l ' équat ion finale d e m a n d é e . 

On voit donc que l'on doit examine r avec soin quelle est la forme de la fonction ( / ) 

qu i condu i ra le plus facilement à l 'él imination de m; or , il est évident que la forme 

de la fonction ( / ) dépend ra de Ja forme des fonctions ( 9 ) et (YJ. 

E n géométr ie desc r ip t ive , nous opé rons abso lumen t de la m ê m e man iè re . L ' équa­

tion (7) est celle d ' une surface auxi l ia i re X . et cette surface X doit ê tre choisie 

déforme et de position, de maniè re à ce q u e l 'on puisse facilement cons t ru i re son 

intersect ion avec chacune des surfaces données 2 et 2 ' . 

La forme et la position de la surface X dépend donc de là forme et de la position 

de chacune des deux surfaces données 2 et 2 ' . 

Si on lit j u s q u ' a u b o u t ce chapi t re de la Géométrie descriptive de M O N G E , don t j e 

v iens de p a r l e r , on ver ra q u e C A R N O T l 'avait p résen t à l 'esprit lorsqu ' i l réd igea en 

] 8 1 % son r a p p o r t sur le Supplément à la géométrie descriptive, p résenté à l ' Inst i tut de 

F rance p a r H A C H E T T E . 

№ 4 , 

A D D I T I O N A U C O U R S D E G É O M É T R I E D E S C R I P T I V E , 2" P A R T I E , C H A P . V I I , P A G E 4 3 7 . 

Reconnaître si la courbe intersection de deux surfaces est plane ou à double courbure. 

Nous avons dit que l 'on dis t inguai t les courbes en courbes planes et en courbes à 

double c o u r b u r e . 

La courbe plane est celle dont tous les points sont situés d a n s un même p l a n . 

La courbe à double cou rbu re est celle dont qua t r e points successifs et infiniment 

voisins ne sont pas dans un m ê m e p l a n , que lque pa r t que l 'on p renne ces points sur 

la c o u r b e ; pa r conséquen t , la courbe à double c o u r b u r e est telle que q u a t r e de 

ses points , situés à distance finie ( le choix de ses points é tant a rb i t ra i re ) , ne seront 

pas en généra l d a n s un même plan. 

Il nous sera donc facile, d ' ap rès ce qui p r é c è d e , de reconnaî t re si une c o u r b e C 

1 J 



située dans l ' e s p a c e , et don t on connaî t les project ions C et (.?, est p lane ou a 

double c o u r b u r e , et cela en. nous servant des méthodes de la géométr ie desc r ip t ive . 

En effet : 

On prendra sur bi courbe C trois points a rb i t ra i res : m ayant p o u r project ions 

( m'% mv). n ayant p o u r projections (nh, nv ) , p ayant pour projections i[ph, pv); ces 

t rois points m, n, p dé te rmineron t un plan P , et Ton p r e n d r a un n o u v e a u p lan 

vert ical de projection L'T' perpendicu la i re au plan P et coupant ce p lan su ivant la 

t race Y'p., 

Puis Ton proje t te ra la cou rbe G sur ce nouveau plan vert ical de p ro jec t ion , et 

bon a u r a la courbe G' 

Il est évident qu ' i l ne peu t a r r ive r q u e d e u x cas : ou 1° la courbe G';' sera t r è s -

dist incte de la l igne dro i te Y ' p , et a lors la courbe G sera év idemment u n e cou rbe 

à double cou rbu re ; ou 2° la courbe Cv' sera p r e sque rec t i l igne , pa ra î t r a se confondre 

avec la droi te V , p , et a lors il y a u r a incer t i tude ; dans ce cas on ne pourra i t affirmer 

si la ligne G' 'est u n e droite ou n o n , et dès lors on ne pour ra i t affirmer si la. courbe G 

est plane ou à double courbure. 

Dans ce c a s , sans changer l 'échelle des absc i s ses , on p o u r r a décup le r , centupler 

l 'échelle des o rdonnées . E n sor te q u e si l 'on cons idère sur la courbe C un p o i n t s , sa 

project ion ver t icale é tant en x v ' , et ayan t abaissé du point x v / u n e perpendicu la i re 

sur la l igne de te r re L'T' et la coupan t au point q', et cette m ê m e o rdonnée coupan t la 

droi te Y ' p en un poin t la différence r V " en raison de la g r a n d e u r cle l 'échelle des 

o rdonnées pour ra ê t re assez peti te ( u n d ix ième de mil l imètre p a r e x e m p l e ) , p o u r 

q u e l 'on ne puisse pas affirmer q u e les points x 1 ' ' et r ne se confondent p a s . Mais en 

décuplan t l 'échelle des o r d o n n é e s , la différence r'xt

v' dev iendra égale à un mil l imètre , 

différence t rès -appréc iab le à l 'œil ; et r e m a r q u o n s cle plus q u e les e r r eu r s g r aph iques 

ne p o u r r o n t pas être plus g r a n d e s , q u e l 'on emploie p o u r les o rdonnées une échelle 

décuple ou centuple de celle des absc i s ses , que lo r sque l 'on employai t u n e m ê m e 

échelle et pour les abscisses et p o u r les o rdonnées : les e r r eu r s inhérentes a u x instru­

ments et à leur emploi seront toujours les m ê m e s . 

En sor te que l 'on peut d i r e , en toute exac t i tude et v é r i t é , que la géométr ie d e s ­

criptive possède un moyen de r econna î t r e si une courbe C est p lane ou à double 

c o u r b u r e , lo rsque l 'on connaî t le tracé, de ses d e u x project ions Ch et G y. 

Mais les savants qui s ' occupen t de géomét r ie p u r e , disent que Y analyse peut seule 

r é soudre une semblable ques t ion et (pie la géométr ie descr ipt ive n ' a pas de m é ­

thodes pour des ques t ions de ce g e n r e ; ce qui p récède leur p r o u v e r a , j ' e s p è r e , 

qu ' i ls sont dans Ter reur . 

Voyous ma in tenan t comment Y analyse peut r é soudre une quest ion de ce 

genre , 



La courbe C sera donnée p a r les équa t ions de ses d e u x p ro jec t ions , ou plus gé ­

néra lement p a r les équa t ions des deux sur laces don t l ' intersection n 'es t au t re q u e 

cette courbe C , et ainsi : 

7jx,y,z) — Q (1) 

et 

*)—0 (2) 

seront les équa t ions de la courbe C. 

Pour reconnaî t re si cette courbe G est p l a n e , on peu t employer p lus ieurs m é ­

thodes : 

La P R E M I È R E M É T H O D E consiste à p r e n d r e l ' équat ion d 'un p lan : 

Air-f Pi/-f-C- = i (3) 

à é l iminer x et y en t re les t rois équa t ions ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) , et l 'on obt ient une équa t ion 

en z qui doit ê tre sat isfai te , quel q u e soit z ; ce qui fournit un cer ta in n o m b r e 

d ' équa t ions p o u r dé te rminer A , B , G. 

Si tou tes les él iminations en t re ces équa t ions a lgébr iques peuvent s'effectuer, le 

p rob l ème p roposé sera soluble. 

Mais l 'él imination sera- t-el le toujours possible ? 

On voit clone que la géométr ie l ' e m p o r t e , p o u r la solut ion d ' un tel p rob lème , sur 

Y analyse, pu i sque la géométr ie descr ipt ive peut le r é s o u d r e , quelles q u e soient les 

courbes G 7'et Cv, et que Vanalyse est encore imparfaite, à ce point que n o u s concevons 

q u e p o u r cer taines fonctions x et <•> l 'é l imination n e pou r r a i t s'effectuer dans l 'état 

actuel de nos connaissances a lgébr iques . 

Sans doute nous comprenons que la l angue ana ly t ique ira toujours en se perfec­

t ionnant et qu 'e l le est suscept ible d 'un perfect ionnement indéfini. 

Sans dou te alors nous pouvons dire qu ' en nous se rvan t de Y analyse, il n ' y au ra 

pas de problèmes que nous ne puiss ions un jour pa rven i r à r é soudre ; mais pour être 

dans la v é r i t é , il faut ajouter qu ' au jou rd ' hu i Y analyse est encore t rop Imparfaite 

pour r é soudre tous les p rob lèmes . 

A ins i , si nous concevons qu'implicitement elle a tou te pu i s sance , il faut convenir 

explicitement elle est encore t rès -bornée . 

La S E C O N D E M É T H O D E consiste à t rouver l ' équat ion de la surface enveloppe 1 des 

plans n o r m e a u x à la courbe C, et de voir si cette équat ion appar t ien t ou non a un 

c \ l indre. Si celte surface enveloppe ~ es! c \ l iudr ique , la. courbe C est plane; si 

celte surface 2 n'est pas cy l indr ique , la courbe C est a double courbure. 

Mais qui ne voit de suite q u e dans remploi de code méll iode pou \eu t s e présenter 



des difficultés d'analyse de divers genres , et que nous ne savons pas encore r é s o u d r e ; 

car le calcul intégral n 'es t pas t rès -avancé , m a l g r é tous les p rog rè s qu ' i l a faits d a n s 

ces derniers temps (*). 

L A T R O I S I È M E M É T H O D E consiste à dé te rminer l 'équat ion du plan oscil lateur 0 en 

un point m de la courbe C , et de rechercher si cette équa t ion est satisfaite ou n o n , 

quelles que soient les coordonnées (x, y, z) de ce point m , et ainsi quelle q u e soit 

la posi t ion d u point m sur la courbe C. 

Si l ' équat ion est sat isfai te , la courbe C est p lane . 

On voit de suite q u e les difficultés d'analyse qu i se p résen te ron t dans cer ta ins cas 

peuvent ê t re i n s u r m o n t a b l e s , v u l 'état actuel de Y analyse. 

La Q U A T R I È M E M É T H O D E consiste à p r e n d r e t rois points a rb i t ra i res sur la courbe G 

et à faire passer p a r ces trois points un p lan P , puis à change r la posi t ion d u p lan 

des coordonnées xz ou yz, en p r e n a n t u n n o u v e a u plan pe rpend i cu l a i r e a u p lan P ? 

et de voir si la project ion de la courbe C sur ce nouveau plan ver t ical sera une dro i te 

ou n o n , en d ' au t re s t e rmes de voir si l ' équat ion de cette project ion Cv> est celle d ' u n e 

dro i te Y ; p don t on connaî t l ' équat ion ; ainsi le p rob lème est r a m e n é à voir si d e u x 

équa t ions sont iden t iques on n o n . 

Vanalyse, vu son état a c t u e l , peut-elle r é p o n d r e q u e d a n s tous les cas elle p o u r r a 

r é s o u d r e la ques t ion ?(**). 

Nous n ' avons pas besoin d ' en t re r d a n s plus de détails au sujet de la solut ion q u e 

fournit la géométr ie de sc r ip t i ve , toutefois les r e m a r q u e s su ivan tes ne seront pas 

inutiles (***). 

L 'on doit voir de sui te q u e si les points xh et xv, project ions d 'un point x de la 

courbe G, sont unis p a r une m ê m e pe rpend icu la i r e à la l igne de t e r r e , si en xh et 

xv il y a un nœud sur Ch et C% c'est que la courbe C offre un nœud au point x-, si 

en xh et xv il y a un point de rebroussemenl sur G'1 et G", c'est que la courbe G offre 

un rebroussemenl au point x, e tc . 

Si la courbe Ch ou G" a un nœud ou un point de rebroussemenl, la courbe G" ou Ch 

n ' a y a n t ni nœud, ni point de rebroussement, nous pouvons affirmer q u e la courbe G 

est à doub le c o u r b u r e . 

(*) Je crois que l'on peu t d i r e , sans ê t r e t rop sévère , q u e M. Chasles n 'a pa s réfléchi en éc r ivan t d a n s 

son discours d 'ouver tu re la p h r a s e su ivan te : la géométrie descriptive ne saurait indiquer, mathé­

matiquement pariant, si cette courbe ( c o u r b e in tersec t ion de deux surfaces ) est plane ou à double 

courbure. File n'a point de méthodes pour ces recherches, qui sont exclusivement du domaine de la 

géométrie rationnelle. 

(**) On voit de sui te que ce t te m é t h o d e analytique n 'es t que la t r aduc t ion en langue algébrique de la 

mé thode à laquel le la géométr ie nous a c o n d u i t , et que nous avons exposé c i -dessus en langue graphique. 

(*•**) Voyez les Développements de géométrie descriptive , c h a p . V I I , page 402 et su ivan tes . 



Si les courbes Ch et Cv olTrent chacune un ou plusieurs nœuds, ou un ou plusieurs 

points de rcbroussement, d é s i g n a n t , d a n s le cas où il n 'y a q u ' u n seul point s ingulier , 

p a r a le poin t s ingulier situé su r G'1, et pa r b le point s ingulier situé su r G1', il a r r i ­

ve ra d e u x cas : ou 1° les points a et b seront unis par une m ê m e perpendicu la i re à 

la l igne de te r re , et a lors les points a et b seront les project ions xh et xv d 'un m ê m e 

point x de la courbe C , et dans ce cas l 'on ne p o u r r a pas affirmer immédia tement 

que la cou rbe G est plane ou à double courbure; ou 2° les points a et b ne seront pas 

situés sur une m ê m e perpendicula i re à la ligne de t e r r e , et alors on pour ra affirmer 

immédiatement q u e la courbe C est à doub le c o u r b u r e . 

Si les courbes C 1 et CA offraient p lus ieurs points singuliers, la m ê m e observat ion 

s 'appl iquerai t à chacun d ' e u x . 

№ S . 

A D D I T I O N A U C O U R S D E G É O M É T R I E D E S C R I P T I V E , % E P A R T I E , C H A P . I X , P A G E 2 0 0 . 

N O T E sur la méthode employée par les anciens P E R S P E C T E U R S pour mettre en perspective 

une surface déterminée par une série de sections hori-ontales. 

Avant q u e M O N G E eût publ ié son o u v r a g e sur la géométr ie de sc r i p t i ve , ceux 

q u i , comme les perspecteurs et les tailleurs de pierre et les charpentiers, se ser ­

va ien t de l 'art des p ro jec t ions , ignoraient la cons t ruct ion du plan tangent en un 

point d ' une surface définie pa r un certain m o d e de généra t ion . Ils ne savaient pas 

p a r conséquent cons t ru i re par points la courbe de contact d ' une surface donnée et 

d ' un cyl indre ou d 'un cône . 

D ' a i l l e u r s , comme nous l 'avons dit dans no t re p ré face , le théorème relatif au plan 

tangent en un point d 'une surface q u e l c o n q u e , savoir : que ce plan contient les tan­

gentes à toutes les courbes qui, tracées sur la surface projiosée, se croisent au point 

considéré sur cette surface , ne fut démon t r é q u ' a p r è s D E S C A U T E S , et au m o \ e n de 

l'analyse infinitésimale ; p lus t a r d ce théorème permit de cons t ru i re graphiquement le 

plan tangent en un point d 'une surface doiinio par un certain m o d e de géné ra t ion , 

et cela au moyen dos tangentes à d e u x courbes se croisant en c e p o i n t i i t r a c é e s sur 

la surface p roposée . Mais l 'école de Aïézières ne normii i w ooe r o d e r : é - h o ; ' e . u r n -



ph ique fut d ivulguée . La difficulté à va incre cons i s t a i t , et consiste toujours év idem­

ment , à choisir sur la surface proposée d e u x courbes te l les , en ver tu du mode de 

généra t ion de la su r f ace , q u e la cons t ruct ion g r a p h i q u e de la t angente soit connue 

p o u r Tune et l ' au t re de ces c o u r b e s , en un que lconque de leurs po in t s . 

Dès lors on voit q u e si le p rob lème est en généra l implicitement so lub le , il ne 

peu t l 'ê tre explicitement que d a n s un cer ta in n o m b r e de cas par t icu l ie rs . 

Mais c om m e dans les a r t s , les surfaces employées sont o rd ina i rement : 1 0 des 

cyl indres ou des cônes de révolut ion ou des cyl indres ou des cônes à base section 

c o n i q u e ; ou 2° des surfaces de révo lu t ion , comme la s p h è r e , ou d ' au t re s surfaces 

p o u r lesquelles la courbe mér id ienne est telle, en g é n é r a l , q u ' o n sait lui cons t ru i re 

u n e tangente en u n que lconque de ses points ; ou 3° des surfaces gauches dé te r ­

minées pa r des courbes directr ices p o u r lesquelles on sait r é soud re le p rob lème des 

t angentes , il s 'ensuit q u e l 'on peut dé te rminer la l igne de sépara t ion d ' o m b r e et de 

lumiè re et dé te rminer le con tou r a p p a r e n t , et par suite avoir la perspect ive de ces 

diverses sur faces , p a r l 'emploi des méthodes q u e M O N G E n o u s a ense ignées . 

Mais avan t ces méthodes nouve l l e s , les anciens pe r spec teurs employa ien t u n e 

mé thode a p p r o x i m a t i v e p o u r la solut ion de ces p r o b l è m e s , mé thode q u e nous 

al lons expose r ainsi qu ' i l suit : 

É tan t donnée u n e surface 2 définie : p a r \ 0 u n e série de sections hor izonta les 

e q u i d i s t a n t e s ; ou 2° u n e série cle sections p lanes paral lèles en t re elles, equid is tan tes 

ou non en t re e l l es , les p lans de ces sections étant obl iques p a r r a p p o r t au plan h o ­

r izonta l ; ou 3° u n e série de courbes planes ou à double c o u r b u r e , dont on connaî t 

p o u r chacune d'elles les project ions hor izonta le et ve r t i c a l e ; il sera toujours facile 

de met t re en perspect ive cette surface 2 , sachant r é soud re le p rob lème général et 

fondamental en perspect ive , savoir : met t re en perspect ive un point dont on connaî t 

la projection hor izonta le ( en d ' au t re s te rmes la projection au p lan geometral) et la 

pi éjection verticale ( e n d ' au t res termes la h a u t e u r a u - d e s s u s du p lan geometral) . 

Et en effet : 

Désignant pa r C, C , G", . . . les courbes qui définissent la surface 2, nous p o u r ­

rons p r e n d r e sur la courbe G u n e suite de points don t nous p o u r r o n s dé te r ­

miner les perspect ives en unissant tous les points pa r u n e courbe G, 

nous au rons la perspect ive de la courbe G. 

Nous p o u r r o n s donc nous p rocu re r , sur le tableau, les perspect ives G,, G;', G/ ' , . . . 

des diverses courbes C, G', G",.*-

Cela posé : 

La courbe A , , enveloppe des diverses courbes C , , . . . sera év idemment la perspec­

tive de la courbe A , contact de la surface 2 et du cône S tangent à cette surface 2, 

ce cône S avan t p o u r sommet Yœil du spec ta teur . 



Ains i , l 'on voit quo le* anciens perspecteurs pouvaient dé te rminer la perspect ive 

d 'une surface que l conque . 

La mé thode qu ' i ls employaien t était t r è s - l o n g u e , mais enfin elle conduisai t au 

b u t ; et cette solution était d ' au tan t plus exac te ( o u plus approximative) q u e les 

courbes C , G', G", . . . é taient plus r approchées ent re elles. 

On doit voir de suite q u e la mé thode suivie pa r les anciens perspecteurs p o u r 

met t re en perspect ive u n e surface définie par une série de courbes , était i den t ique ­

men t la m ê m e q u e celles qu ' i ls employaient p o u r dé te rminer l ' ombre por tée su r le 

p lan hor izontal pa r u n e surface de révolu t ion do n t l ' axe é ta i t v e r t i c a l , cette s u r ­

face é tant éclairée p a r un r ayon de lumière . 

№ 6 . 

A D D I T I O N A U C O U R S D E G É O M É T R I E D E S C R I P T I V E , %* P A R T I E , C H A P . I X , P A G E 1 8 9 . 

P R O R L È M E . Étant données deux droites A et B , construire une droite D qui s'appuie 

à la fois sur les deux droites données A et B et qui fasse un angle oc avec la droite A et un 

angle o avec la droite B. 

Solution. Concevons d e u x droi tes A et B clans l ' e s p a c e , ces d e u x droi tes n ' a y a n t 

a u c u n point c o m m u n , n ' é tan t point pa ra l l è les , et é tant dès lors non situées d a n s 

un m ê m e p lan . 

Nous p r e n d r o n s sur la droi te A u n point a rb i t r a i re a, et p a r ce point nous m è n e ­

rons u n e dro i te B ' paral lè le à B. 

Nous p r e n d r o n s sur la droi te B un point a rb i t r a i re b, et p a r ce poin t nous m è n e ­

r o n s une dro i te A' paral lèle à A. 

Les p l ans (A, B') et (A', B) seront paral lèles en t re e u x . 

Si p a r le point a nous faisons passer une droi te faisant un angle y. avec la droi te A, 

cette droi te engendre ra un cône de révolut ion 2 ayant le point a pour sommet et la 

droi te A pour a x e de ro ta t ion . 

Si par le même point a nous faisons passer une droi te faisant un angle S avec la 

droi te B', cette droi te e n g e n d r e r a un cône de révolut ion 2' avan t le point a pour 

sommet et la droi te B' pour a x e de ro ta t ion . 

Ces d e u x cônes dro i t s 2 et 2' pour ron t : 1" se toucher suivant une générât l i re 



droi te К , laque!ie sera nécessairement d a n s le plan ( A , IV) ; ï" se couper su ivant 

d e u x généra t r ices droi tes G et G', lesquelles seront dans un plan N perpendicu la i re 

au p lan (A , B ' ) , et ce plan N coupera le plan ( A , B') suivant une droi te L qu i fera 

des angles é g a u x алее les droi tes G et G', ou , en d ' au t res te rmes , qu i divisera en 
d e u x par t ies égales l ' angle q u e ces d e u x droi tes G et G ' fon t entre e l les ; 3° n 'avoi r 

d ' au t r e point c o m m u n que le sommet a. 

Cela posé : 

Si par le point b, on mène une droi te K, paral lè le à К et d e u x droi tes G, et G / 
respect ivement paral lè les a u x droi tes G et G' : dans le premier cas, les p lans ( A , K) 

et ( В , K,) seront pa ra l l è les , la droi te qui résout le p rob lème sera tou t ent ière à 

l'infini ; dans le deuxième cas , les plans ( A , G ) et ( B , G,) se couperon t su ivant u n e 

dro i te G 3 , et les plans (A, G r ) et ( B , G / ) se couperont su ivant une dro i te G/ , et les 

d e u x droi tes G2 et G/ r é soudron t le p rob lème p r o p o s é . 

Ma in t enan t , cons t ru i sons Y épure; car il ne suffit pas d 'avoi r d o n n é une solution 

géomét r ique pu remen t p h i l o s o p h i q u e , p u r e m e n t spéculat ive , il faut q u e l 'on puisse 

s'en servir ; il faut donc pouvoi r écr i re graphiquement cet te solut ion p o u r q u e les 

ingénieurs puissent s'en servir , l 'utiliser d a n s leurs t r a v a u x . 

Ains i , la géométrie descriptive v i e n t , d a n s ce qu i p r é c è d e , de décrire ce qui 

e x i s t e , ce qu i est d a n s l 'espace ; ma in tenan t la géométr ie descr ipt ive va écrire sur 

les p lans de project ion ce qui est d a n s l ' e s p a c e , de man iè re q u e Y épure tracée p e r ­

me t t r a de c o n s t r u i r e , d a n s l ' e s p a c e , la solut ion d u p r o b l è m e , p a r conséquen t pe r ­

me t t r a de p lacer d ' u n e manière matérielle, dans l ' e space , la droi te G 2 ou G/ qui 

résout le p rob l ème p r o p o s é . 

É tan t données d e u x droi tes A et В pa r leurs p ro jec t ions , ces droi tes étant obl iques 

p a r r a p p o r t a u x p lans primitifs de p ro jec t ion , l 'on p e u t , p a r une sui te de c h a n g e ­

men t s de p lans de p ro j ec t i on , pa rven i r à d e u x n o u v e a u x p lans rec tangula i res en t re 

e u x , l 'un pe rpend icu la i r e à la droi te A, et l ' au t re paral lèle à la droi te B. 

Nous suppose rons donc tous ces changemen t s de p lans de project ion effectués, et 

nous p r e n d r o n s la droi te A pe rpend icu la i r e au plan hor izonta l et s i tuée dans le plan 

v e r t i c a l , et la dro i te В para l lè le au p lan vert ical (fig. a, p l . 15). 

Cela posé : 

Nous p r e n d r o n s u n point a sur la droi te A , et nous mène rons p a r ce point a une 

droi te B' paral lèle à B. 

On au ra donc la droi te IV d a n s le plan vert ical de p ro j ec t i on , le po in t a é tant aussi 

dans ce plan ver t ica l , pu i sque la droite A y est si tuée et q u e la droi te В est paral lèle 

à ce plan ver t ica l . 

lui point a. comme centrée ' : a-,oc nu г .коп ••, a rb i t ra i re , nous décr i rons le cercle С 
dans le niaa veriи-a! do projo-ctloo. 



Со eercio С sera la s e d i o u laite par le plan \ e m e a l de projection dans une 
sphère S dont Je centre serait le point « e t qui aurait son rayon égal à p. 

Pa r le point a. et d a n s le plan \ e m e a i de project ion , nous m è n e r o n s d e u x d r o i t e s , 

l 'une qui fasse avec la droi te A un angle a , et l ' aut re qu i lasse avec la droi te B ' un 

angle g. Ces d e u x d r o i t e s , en t o u r n a n t , la p remière a u t o u r de l 'axe A, et la seconde 

au tou r de l ' axe B ' , engend re ron t d e u x cônes de révolut ion qui se couperon t su ivant 

d e u x droi tes G et G t qui se projet teront ver t icalement en la m ê m e droi te G," et G/ y . 

La droi te cherchée sera, donc parallèle à G, ou G/ et s ' appu ie ra sur les droi tes A 

et B. Le reste de la const ruct ion se lit facilement sur Г é p u r e . . 

On doit voir de suite que la solution du. p r o b l è m e p roposé se compose d e l à so lu­

tion de d e u x problèmes d i s t inc t s , et qu 'a ins i ta combina ison des solut ions de ces 

d e u x problèmes par t icul iers nous donne la solution du problème complexe p r o ­

posé . 

Et en effet : 

Si les d e u x droi tes A et H proposées se coupa ien t en un point a, la solution du 

p rob lème proposé ne serai t au t r e que celle d u p rob lème q u e nous savons r é s o u d r e , 

s a v o i r : é tant donnés les trois angles p lans d 'un angle t r i è d r e , cons t ru i re les angles 

d r i è d r e s , ou , en d ' au t re s termes , cons t ru i re sur le plan de l 'un des angles donnés 

la projection, de la t rois ième arê te de la p y r a m i d e . 

Puis ensui te : 

Const rui re une droi te G qui s 'appuie sur d e u x droi tes A et В ( n o n situées d a n s 

un m ê m e p l a n ) , et qui en même temps soit paral lèle à une droi te G,, est encore 

un p rob lème q u e nous savons r é s o u d r e ; car é tant données trois droi tes A , B , D , 

non situées d e u x à d e u x dans un même p l a n , en faisant mouvo i r une droi te G su r 

ces trois droi tes A , В , D , on engendre un hype rbo lo ïde à une nappe et non de r é ­

volut ion ( e n généra l ) . Les trois droi tes directrices A , В , Г), sont des générat ices du 

p remier sys tème et les diverses posi t ions q u e peu t p r e n d r e la droi te G sont les 

généra t r ices du second, système ; or l ' o n sait q u e d e u x généra t r ices de systèmes diffé­

rents peuven t être paral lè les , et déterminent un plan asympto te de la surface. Ainsi 

la seconde par t ie de la cons t ruc t ion n 'est cpie la solution d ' un p rob lème déjà connu 

et q u e nous savons r é soudre graphiquement. 

Il peut a r r iver plusieurs c a s , ainsi que nous Pavons dil c i -dessus : 

1° Si l 'on a ( a - f - ê ) ou ( a — o ) p lus g rand que l 'angle y q u e font enlre elles les 

droi tes A et H , alors on aura deux droi tes G t et G / , et le problème aura d e u x 

solut ions. 

i° Si l 'on a (ce + o'J ou ( x — с ) égal a l 'angle y, alors les deux cônes engendres 
par la droi te G qui fait un angle a avec l ' axe A. et un angle о a \ е е Гало В', se fou-

1 2 
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choront s i m a n i une droi te shuee d a n s !o plan des a \ e s ( A , B') et d a n s ce cas le 

p rob lème aura bien une so lu t ion , mais cette solution sera donnée p a r une droite 

q u i , s ' a p p m a n i su r les droi tes A et B , sera tout ent ière s i tuée à l'infini 

3 ° Si l 'on a o) ou (c/ .—o) plus petit q u e l 'angle y, les d e u x cônes ne se 

couperont ni ne se l o u c h e r o n t , et dès lors le p rob lème sera i m p o s s i b l e . 

4° Si les angles a et S sont tous les d e u x é g a u x en t re eux et à un angle d r o i t , le 

p rob lème a u r a u n e so lu t ion , et une seule so lu t ion , qui sera donnée p a r la plus 

cour te d is tance en t re les d e u x droi tes A et B. 

F I N , 
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