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PREMIERE THESE.

SUR LA THEORIE

DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

INTRODUCTION.

En 1866, M. Fuchs a publié un Mémoire fondamental (': sur les
fonctions d’une variable imaginaire définies par une équation différen-
tielle linéaire. M. Tannery a exposé les principes et les résultats de ce
travail, en méme temps qu’il en a agrandi le cadre par des recherches
personnelles (*). Depuis, M. Tapnery a étudié (*) en particulier I’équa-
tion qui, dans la théorie des fonctions elliptiques, relie au module la
fonction complete de premiere espece.

A partir de 1868, époque a laquelle parut un second Mémoire de
M. Fuchs, I’étude des équations différentielles linéaires, devenue clas-
sique en Allemagne, y a donné naissance 4 un grand nombre de tra-
vaux. M. Fuchs a persévéré, et deux géometres éminents, MM. Thomé
et Frobenius, ont entrepris des recherches intéressantes et profondes
sur ce sujet (').

J’ai pensé étre utile en appelant I'attention sur ces analyses, qui ont

1

Journal de Crelle, t. 66.

Annales de ’Ecole Normale supéricure, annde 1875,

i)
(")
(*} Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, avril 1878.
(*) Journal de Crelle, t. T4 et suiv.
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4 G. YLOQUET.

leur point de départ dans les découvertes de Cauchy et qui sont la suite
naturelle des belles études de M. Puiseux sur les équations algébriques,
de MM. Briot et Bouquet sur les équations différentielles du premier
ordre. Je me suis donc proposé d’élucider et de compléter le plus pos-
sible ces travaux, en prenant pour base les Mémoires de MM. Thomé
et Frobenius.

Dans la premiere Partie, je rappelle les principes fondamentaux de
la théorie des équations différentielles linéaires.

La deuxieme est consacréc i la définition des intégrales régulieres et
a leur recherche, cette recherche étant fondée sur la notion de I'indice
caractéristique.

Dans la troisieme Partie, je définis la fonction caractéristique, la
fonction déterminante, et je ramene la notion de 'indice caractéristique
a la considération plus naturelle de la fonction déterminante. Puis on
introduit les formes normales, les expressions composées, et I'on établit
une proposition capitale concernant la fonction délerminante d’une
expression composée de plusieurs formes normales. Enfin, on pose les
principes de la réductibilité des équations différentielles linéaires.

La quatrieme Partie traite de I'application des nolions qui précedent
a I’étude des intégrales régulieres.

Dans la cinquieme, on construit expression différentielle adjointe
et 'on établit ses importantes propriétés. L’équation adjointe est en
rapporl intime avec I'équation proposée, ce qui conduit & de nouveaux
théoremes concernant les intégrales régulieres.

Dans la sixieme Partie, je définis et j’étudie la décomposition des
expressions différentielles linéaires homogenes en facteurs premiers
symboliques; je fais ressortir a ce propos les analogies de ces expres-
sions avec les polynomes algébriques; je trouve encore les conditions
que doivent remplir les facteurs pour étre commutatifs, et la forme que
doit affecter une expression différentielle pour étre décomposable en
de pareils facteurs; puis j’applique la décomposition a I'intégration de
I'équation linéaire complete, connaissant I'intégrale générale de I'équa-
tion privée du second membre.

Enfin, Ia septieme Partie est I'application des considérations de la
précédente a I'étude des intégrales régulieres. Admettant la proposition
fondamentale démontrée dans la troisieme Partie et concernant la fone-
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FUEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. 5

tion déterminante d’une expression composée de plusieurs formes nor-
males, j'obtiens d’abord un théoreme, également simple, ayant lieu
quand les composantes n’ont pas la forme normale. Je fais intervenir
ensuite les décompositions en facteurs premiers symboliques a coefli-
cient monotrope. En dernier lieu, je donne unc nouvelle interprétation
du degré de I'équation déterminante et du nombre des intégrales
régulieres; puis j'établis, avec facilité, toutes les propriétés de ces
intégrales.

Le fond de ce travail appartient & MM. Thomé et Frobenius. Les
méthodes élégantes de M. Frobenius m’ont paru pleines d’intérét, et je
les ai surtout mises & profit. J’ai modifié quelques démonstrations, j’ai
développé particulierement certaines considérations et j’ai introduit de
nombreux raisonnements intermédiaires. Enfin, j’ai ajouté les deux
dernieres Parties, qui reposent sur Pemploi des facteurs symboliques
que j’appelle premuers, et qui me sont entierement personnelles.

PREMIERE PARTIE.

1. Nous considérerons I'équation différenticlle linéaire homogene

Py = duy -+ =y . Pmy=o,
T dam dxm— .
ol les coefficients p sont des fonctions de « continues et monogenes
dans une partie T du plan & contour simple, sauf en certains points a,
b, ¢, ... isolés les uns des autres. Les fonctions p seront supposées
monotropes, au moins dans les portions de la région T, a contour
simple, qui ne renferment aucun des points a, b, c, .... Ces points par-
ticuliers, pour lesquels les coeflicients p cessent d’étre holomorphes,
ont été nommés les points singuliers de I'équation différentielle.

2. La définition précise de ce qu'on doit entendre par une solution

de I'équation différentielle P = o a été déduite de ce principe :
Six, est un point non singulier de la région T, il existe une fonction
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6 G. VLOGUET.

de 2, holomorphe dans son domaine, qui satisfait 4 I'équation P = o,
les valeurs de cette fonction et de ses m — 1 premieres dérivées au
point x, étant arbitraires,

Faisons décrire & la variable « un chemin quelconque, allant du
point x, au point X, compris dans la région T et ne contenant aucun
point singulier. Les valeurs des coefficients p au point x, étant con-
nues, le théoreme précédent permet de définir, en chaque point du
chemin x, X, la valeur d’une fonction y, continue el monogene le long
de ce chemin, satisfaisant constamment a 'équation P = o, et ayant au
point x,, ainsi que sesm — 1 premieres dérivées, des valeurs arbitraires.
C'est cette fonction ) qui constitue une solution ou une intégrale parti-
culiere de I'équation différentielle P = o.

Les diverses intégrales partlcuheres se distingueront mutuellement
par les valeurs initiales y,. ¥, 5. - v Yo' ', chomcs ell un méme
point x,, et I'intégrale générale renferme ces m constantes arbitraires.

3. Toute intégrale particuliere y possede d'ailleurs les propriétés
suivantes :

Si, les points x, et X restant fixes, le chemin x, X vient a se défor-
mer sans franchir aucun point singulier et sans sortir de la région T,
ce chemin conduit constamment en X a la méme valeuar de la fonction y.

Cela a lieu en particulier lorsque le point final X coincide avec le
point initial &,. De plus, si le chemin fermé x, £, est tel qu’on puisse
le réduire au seul point a, sans iui faire franchir aueun point singu-
lier et sans le faire sortir de la région T, la fonction y reprend en x, sa
valeur initiale y,, apres la révolution de la variable, comme chaque coef-
ficient p.

La fonction y est développable en une série, procédant suivant les
puissances entiéres et positives de  — x,, et convergente dans tout
cercle décrit du point &, comme centre, compris dans la région T et ne
renfermant aucun point singulier.

La fonction y étant holomorphe dans la partie T du plan, & contour
simple, excepté pour les points singuliers, si I'on décrit autour de cha-
cun de ces points une circonférence infiniment petite, el qu’on sup-
prime de I’aire 1 tous les cercles ainsi obtenus, on pourra, au moyen dc
coupures convenablement pratiquées, déduire de la partie T du plan
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THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. 7

une nouvelle partie T’, & contour simple aussi, ou la fonction y sera
partout holomorphe, comme les coefficients p.

4. Je dirai que m fonctions y,, ¥, ..., ¥, sont linéairement indé-
pendantes lorsqu’il n’existera entre elles aucune relation identique de

la forme
Cl)'l -+ Cz_)‘: T C,n Ym = 0,

les C désignant des constantes dont plusieurs peuvent étre nulles.
La condition nécessaire et suffisante pour que ces m fonctions soient
linéairement indépendantes est que le déterminant

(]-,:4 e ll’_,-l .

dxm— T da '
A=

dm iy, dya

dan T dm

ne soit pas identiquement nul.
Au casol ¥y, ¥ar ..., Yn désignent m intégrales de I'équation P = o,
on a, d’apres une proposition de M. Liouville,

A= Ce-int,
C étant une constante, ct, par conséquent, la condition est ici
C 2= o.

Lorsqué cette condition est remplie, la méme identité montre que A ne
peut s’annuler qu’aux poinl(s singuliers.

5. Considérons un systeme de m intégrales de I'équation P = o, qui
soient linéairement indépendantes, v,, ¥,. ..., 1, Il suffit pour cela
que A ne soit pas nul au point initial o, : il existe donc toujours de
pareilles solutions. On donne & ce systeme le nom de systeme fondamen-
tal d’intégrales. Le déterminant A correspondant ne peut s’annuler
qu’aux points singuliers.

On obtient en particulier un systeme fondamental quand on déduit
les intégrales y,, ¥, ..., ¥, successivement les unes des autres par les
substitutions bien connues de la forme

y = fvdz,
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8 G. FLOQUET.

et méme le déterminant A s’exprime simplement a Paide des solu-
tions ¢, = ¥,, €3 == Ya, 03 == V4, ..., ¥ == ¥Ym des équations différen-
tielles employées, car on a

~ 2 i1— —9
A= ‘A(I’l" e ! G NN (N

Tout systeme fondamental peut d’ailleurs s’obtenir par ce moyen,
car on peut choisir les intégrales ¢,, ¢., .. ., ¢, des équations succes-
sives de maniere & tomber sur le systeme donné y,, y». ..., ¥,.

6. On démontre que toute solution de I'équation P = o est une fonc-
tion linéaire, homogene, a coefficients constants, des éléments d’un
systeme fondamental quelconque. Par conséquent, I'intégrale générale

est de la forme
Cl )-‘ 4~ C:‘)‘, -+ ...+ Cm}ﬁm!

Y1 Yoy -y ¥ 6lant les éléments d’un systeme fondamental, et C,,
Csy ..., C, des constantes arbitraires.

Si I'on adopte pour ces constantes m systemes de valeurs, on for-
mera m nouvelles intégrales particulieres. Le déterminant A relatif i
ces m fonctions nouvelles est égal au premier, multiplié par le déter-
minant des m® valeurs adoptées pour les constantes. Le nouveau sys-
teme d’intégrales sera done fondamental ou non, suivant que ce der-
nier déterminant sera différent de zéro ou égal a zéro, et, par suite, on
a un moyen simple pour obtenir autant de systemes fondamentaux
¢u’on voudra.

7. Considérant désormais les intégrales dans le voisinage des points
singuliers, je supposerai que les coefficients p reprennent leurs valeurs
initiales apres une révolution de la variable autour d’un point singu-
lier. Autrement dit, les coefficients de I’équation différentielle seront
supposés monotropes dans toute I’étendue de la partie T du plan & con-
tour simple, et, par conséquent, dans le domaine d’un point singulier
quelconque a, ils seront développables en doubles séries, procédant
suivant les puissances entieres, positives et négatives de x — a et con-
vergentes dans ce domaine.

8. Le fait saillant est celui-ci :
Lorsque la variable décrit une courbe fermée, dans la région T, fai-
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THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. 9

sant une circonvolution autour d’un point singulier, les nouvelles
valeurs (y,), (¥.)s ..., (¥n) qu’acquierent m intégrales sont des
fonctions linéaires, homogenes, a coefficients constants, de leurs
valeurs primitives y,, ¥, ..., ¥m, €t, si ces valeurs primitives forment
un systeme fondamental, les nouvelles valeurs constituent aussi un
systeme fondamental.

Cette propriété simple est caractéristique des fonetions qui satisfont
a une équation différentielle linéaire, homogene, & coeflicients mono-
tropes, car on démontre cette proposition réciproque :

Soient y,, ¥s, ..., ¥n m fonctions de x, holomorphes dans une
partie T du plan, & contour simple, excepté pour certains points isolés
les uns des autres; si les nouvelles valeurs (y,), (¥2)'» ..., (¥m) qu’ac-
quierent ces fonctions lorsque la variable fait le tour d’un de ces
points peuvent s’exprimer en fonction linéaire, homogene, a coefli-
cients constants, des valeurs primitives, ces quantités y,, ya, --.,» Yu
sont les intégrales d’une équation différentielle linéaire, homogene, &
coefficients monotropes dans la région T.

Quand les m fonctions y sont linéairement indépendantes, cette
équation différentielle est d’ordre m2; sinon, elle est d’ordre inférieur.

En particulier, les m fonctions algébriques de x, définies par I'équa-
tion

Slz, yi==o,

ol f(, y) estun polynome de degré m en y, ne faisant que s’échanger
entre elles quand la variable tourne antour d’un point singulier, seront
les intégrales d’une équation différentielle linéaire, homogene, a coef-
ficients monotropes, que M. Tannery a appris a former.

9. Les valeurs finales qu’acquierent les m intégrales d’un systeme
fondamental quelconque aprés une révolution de la variable autour
d’un point singulier prenant la forme d’expressions linéaires, homo-
genes, a coefficients constants, en fonction des valeurs initiales, on
peut choisir le systeme fondamental de maniere a simplifier ces expres-
sions et 4 y annuler plusieurs des coefficients constants.

On établit en effet que, & tout point singulier, correspond un systeme
fondamental déterminé, ot les éléments se partagent en groupes tels
(que, dans chaque groupe convenablement ordonné, la nouvelle valeur

2
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10 G. FLOQUET.

d’un élément soit une fonction linéaire homogene des anciennes va-
leurs de cet élément et de ceux qui le précedent dans le groupe. On
peut d’ailleurs, sans altérer les propriétés d’un groupe, y remplacer
unc quelconque des fonetions par une combinaison linéaire, homogene,
a coefficients constants, de cette fonction et des précédentes. Ce sys-
teme fondamental, qui conduiti des relations si simples, dépend d’une
certaine équation de degré m, dite équation Jondamentale, velative au
point singulier considéré.

[l y a plus. Les propriélés élémentaires de ce systeme fondamental
particulier, corrélatif d’un point singulier @, permettent de trouver Ia
forme analytique de ses éléments dans le domaine du point a. Cest
ainsi qu’on a été conduit a la proposition suivante :

Soit n le nombre des racines distinetes w,, w,, ..., », de I'équation
fondamentale relative au point singulier a; soient %,, },, ..., 2, leurs
ordres de multiplicité respectifs, la somme %, +2; + ...+ %, étant
égale d m; les éléments du systeme fondamental corrélatif se partagent
en n groupes correspondant respectivement a ces racines, el les A élé-
ments qui constituent le groupe répondant 3 la racine », d’ovdre de
multiplicité 2, peuvent, dans le domaine du point a, s’exprimer sous
ces formes :

),
x— ) (ga+ guloglz —a],

& —a) on+ onloglx —a) + 9ullog{r —a))? 2,

r — a‘/rz?h “+ O log(x —_ a) -+ \?‘).SUOg(x — a}:li -+ .- g;-,,;\[log\x — (lj—"l')‘-. :_’

ol 7 désigne une valeur quelconque, mais déterminée, de la quantité

logw, et ol les » représentent des fonetions de o, monotropes

oy — 1
dar:s le domaine du point @, continues et monogeénes dans ce domaine
au point @ pres, et que, par suite, on peut y développer en doubles
séries convergentes, procédant suivant les puissances entieres, posi-
tives et négatives de z — a.

Il faut observer en outre :

1 Que les quantités ¢ peuvent s’exprimer en fonction linéaire, ho-
mogene, a coelficients constants, de celles d’entre elles ou le second
indice est 13
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THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINFAIRES. T

2° Que les quantités ¢,,, 9sa, ..., o3, dont les deux indices sont
égaux, ne different mutuellement que par des facteurs constants;
3° Que conséquemment les produits

(x—a) Qu, (—a) 0u, ..., (x —a)on,

qui multiplient les plus hautes puissances du logarithme, sont des in-
tégrales, comme le produit (x — a) o,

4° Que les exposants fixes r,, ry, ..., r, ont des différences mu-
tuelles qui ne sont ni nulles ni entiéres, car autrement les racines w,,
wa, ..., w, Ne seraient pas distinctes.

10. Connaissant la forme analytique des éléments d’un systeme
fondamental, dans le domaine du point singulier @, on en conclut
immédiatement celle de I'intégrale générale. L’intégrale générale est
la somme de m expressions de la forme
Clo — a)'{qam + oplog{z — a) + on[log(x — a)] +...+ ¢ [log(z — )",
C étant une des m constantes arbitraires.

Effectuons cette somme, ordonnons-la par rapport aux puissances
distinctes de  — a, déterminons arbitrairement les constantes, et nous
obtenons pour une intégrale particuliere quelconque la forme sui-
vante dans le domaine du pointa:

Cilz —a) ’xgcp,o—%— o logle —a)
i
@

-+ Ce(x — @)=}, 0+ or log(x — a)

cl les C sont n constantes, ou les r sont des exposants fixes dont les
différences mutuelles ne sont ni nulles ni entiéres, et ou les ¢ sont des
fonctions de 2, monotropes dans le domaine du point @, continues et
monogenes dans ce domaine au point @ pres, et par conséquent déve-
loppables en doubles séries, convergentes dans ce domaine, telles que

E Co(w —a)® +2 Coalx—aj)m,
0 1

« désignant un nombre entier.
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12 G. FLOQUET.

11. On démontre sans peine que :

Si une expression de la forme (§) estidentiquement nulle, toutes les
fonctions ¢ sont identiquement nulles.

D’ol I'on tire ces conséquences :

1° Lorsque deux expressions de la forme (4) sont identiquement
égales, elles sont composées des mémes fonctions (x — a)f[log(x — a)}7,
avec les mémes coefticients;

2° Toute intégrale de Péquation différentielle P = o ne peut se
mettre que d’une seule maniere sous la forme (4), dans le domaine du
point singulier a;

3° Etant donnée une intégrale, construite dans le domaine du
point a avec ces produits (x — a)?[log(x — a)}?, si on 'ordonne par
rapport aux puissances distinctes de x —a, de telle facon que dans
deux termes quelconques la différence des exposants du facteur x — a
ne soit ni nulle ni entiére, chaque terme de I'intégrale ainsi ordonnée
sera aussi une intégrale, et, dans ce terme, le coefficient de la plus
haute puissance de log(x — a) sera lui-méme une solution. Cette der-
niere partie résulte d’une remarque faite précédemment, et peut
d’ailleurs s’établir directement, car on démontre a priory que, si

|
!

(#—a) o, + opnlog({z —a) +. ..+ o, [log(z — ajl={

est une intégrale, il en est de méme de (x — a) 9,,.

12. Nous n’avons considéré jusqu’a présent que des points singu-
liers situés & distance finie; or la région T peut s’étendre & P'infini :
par exemple, elle pent embrasser tout le plan. Mais on pourra toujours,
en changeant la variable indépendante, ramener I'étude d’un point
situé a l'infini & celle d’un point situé & distance finie.

DEUXIEME PARTIE.

13. Nous allons étudier plus complétement les intégrales dans le
domaine d’un point singulier a. Et d’abord, pour plus de simpli-
cité, amene ce point & coincider avec 'origine des coordonnées en
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THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. 13

1 . . . . . Y
changeant «x en @ + x, ou en pall le point est & I'infini. Nous considé-
rerons donc I’équation différentielle linéaire homogéne

(1’" . a’mflfy-
P()‘):dﬂi +p.m +... 4 puy =o,

ol les coefficients p sont monotropes dans le domaine du point singu-
lier zéro, continus et monogenes dans ce domaine a ce point pres, et
par conséquent développables en doubles séries, procédant suivant les
puissances entieres, positives et négatives de «, convergentes dans le
voisinage du point zéro.

Il résulte des n* 10 et 11 que toute solution pourra se metire sous
la forme suivante, dans le domaine de 'origine, et d’une seule ma-
niere :

Cox [9r,0 5 91 1082 ...+ Or 4, lOg X ™ ]
4+ Coxs [ grp0+ or, JOg@ -+ 9p 4, JOg )]

/

+ Cozn[0n0+ @i lOg@ + . . 4000 (lOgx )™ ],

n%n\

les fonctions ¢ remplissant les mémes conditions que les coefficients p.

14%. Jemploierai la dénomination introduite par M. Fuchs a I'égard
de toute fonction F susceptible de prendre la forme

F=at[4,+ b logzx +.. .+ Yu(logz)],

que j’appellerai sa forme simplifiée, ou les fonctions ¢ sont holo-
morphes dans le domaine du point zéro et ne contiennent par consé-
quent dans leurs développements que des puissances positives de x, et
ou, de plus, ces fonctions ¢ ne s’évanouissent pas toutes pour x = o.
Je dirai que la fonction F appartient a ’exposant p.

La propriété caractéristique d’une fonction de méme nature que F,
appartenant a P'exposant p, est que, multipliée par 2, elle est diffé-
rente de zéro pour z = o et infinie comme un polynéome entier en
loga, a coefficients constants.

15. L’équation différentielle P = o peut étre telle que, parmi ses
intégrales, il s’en trouve ol les coefficients des produits x”(logx)?,
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¢’est-a-dire, i des facteurs constants pres, les fonetions ¢, ne contiem
nent dans leurs développements qu’un nombre fini de puissances néga-
tives de . Ces intégrales particulieres, ol les » prennent pour  =o
des valeurs infinies d’ordre fini, sont les seules, jusqu’a présent, pour
lesquelles on ait déterminé les coefficients des sériesp. Je les appellerai,
avec M. Thomé, intégrales régulicres de I'équation P = o.

Considérons une intégrale réguliere. Chacun de ses termes

[+ o logx +. . .+ o.ilogx ]

est de méme nature que la fonction F du n® 14 et peut alors se rame-
ner A la forme simplifiée. Il suffit pour cela de réduire les ¢ au plus
simple dénominateur commun et de réunir ce dénominateur au fac-
teur 2”. On obtient ainsi le terme

2t o+ G loge +. ..+ . {logz)*],

el il appartient & 'exposant . Toute intégrale réguliere peut donc se
mettre sous la forme

Cixa [, 0+ 4, Jogze +. ..+ by o (logz)s
)

[SRNEr )

%y

-t sz?i [L!J%z°+ '\!‘JE-:' lOg.Z‘ AR ":j?:‘la“ng

+ Goztn| oot Gpuloge .o - b, (loga)™],

ol1 les C sont des constantes, ou les n termes appartiennent respective-
ment aux exposanis g,, pa, ..., pa, les fonctions ¢ étant holomorphes
dans le domaine du point zéro.

Il est bien entendu que les propositions énoncées au n® 11 subsistent
ici, et que, en particulier, si Pexpression suivante, de méme nature
que F et de forme simplifiée

[ Yo+ Y loge +. ..+ Lo (logz)],
est une intégrale, 27y, est aussi une intégrale.

16. Nous aurons surtout 4 examiner des équations différentielles
P = o dont les coefficients p prendront eux-mémes, pour @ = o, des
valeurs infinies d’ordre fini, ¢’est-a-dire dontles coefficients ne contien-
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dront eux-mémes, dans leurs développements, qu'un nombre fini de
puissances négatives de x. Dans ce cas, on pourra toujours supposer

/ )

chaque coefficient p mis sous la forme » ot y(a)necomprend que

des puissances positives de «, ne s evanoult pas pour x = o, el ol # est
positif ou nul; et alors, nous désignerons I'exposant de x en dénomi-
nateur dans p, par =,, dans p, par %,, ..., dans p, par =,. Comme p,
est 1, m, sera égal 4 zéro. En un mot, w; sera 'ordre infinitésimal de
Ia valeur infinie que prend p; pour = o. Cela étant, nous envisage-
rons les nombres entiers positifs suivants :

W+ M, ©+M—1, B+ 1— 2, ..., o+ I, On,

qjue nous appellerons les nombres II, et généralement =, + m — ; sera
représenté par II;. Soit g la plus grande valeur des nombles m: plu-
sieurs peuvent étre cgaux 2 g; mais rangeons-les dans Uordre des in-

dices croissants
n, o, I, ..., I,

et parcourons-les de gauche a droite; le premier, égul & g, que nous
rencontirerons sera LOHSld Gré tout paltlcullerement, et, si

H,‘f-—mi—-:—ln—I:g

est ce nombre bien déterminé, son indice ¢ sera nommé I'indice carac-
teristique de 1'équation différentielle.

Les nombres IT et 'indice caractéristique ¢, introduits par M. Thomé
dans cette théorie, seront provisoirement d’un usage fréquent.

17. Notre analyse des solutions de I'équation P =o, dans le do-
maine du point zéro, aura surtout pour objet I'étude des intégrales
régulieres.

Je ferai immédiatement plusieurs remarques.

L'équation P = o ayant des intégrales regulieres, st parmi elles S, et
seulement S, sont lineairement mdependantes, auquel cas on a S <m,
toutes les intégrales régulicres peuvent s'exprimer a 'aide de celles-la en
JSonctions linéaires, /zomogenes, a coefficients constants.

Réciproquement, st toutes les intégrales regulieres de I’équation P = o
peuvent s'exprimer ainsi par S d’entre elles linéairement independantes,
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le nombre total des intégrales régulieres linéairement independantes est
seulemment S; car on peut exprimer les S intégrales régulieres linéaire-
ment indépendantes a 'aide de S des nouvelles, et par suite toutes
les autres 4 I’aide de ces dernieres.

St Uéquation P = o a S intégrales régulicres linéairement indépen-
dantes, et seulement S, elle en aura S de méme nature que la fonction ¥
du n° 14, et seulement S. Si, en effet, les S intégrales données ne sont
pas de la nature F, elles sont des agrégats linéaires, homogenes, a coef-
ficients constants, d’expressions F. Groupons alors, dans chacune de ces
intégrales, les expressions F en termes tels que, dans deux termes quel-
conques, la différence des exposants des deux puissances x? en facteur
ne soit ni nulle ni entiere. Nous ohtiendrons ainsi des termes qui,
comme on I’a vu, sont eux-mémes des intégrales régulieres linéaire-
ment indépendantes, et ces intégrales sont de méme nature que F. Or,
ces termes sont au nombre de S, car, s’il y en avait plus que S, 'équa-
tion P = o aurait plus de S intégrales régulieres linéairement indépen-
dantes; et, s’il y en avait moins que S, les S intégrales données, et
par suite, d’apres la remarque précédente, toutes les intégrales régu-
lieres de I’équation P = o, s’exprimant linéairement i 'aide de ces
termes, cette équation, d’apres la méme remarque, aurait moins de S
intégrales régulieres linéairement indépendantes. L'équation P = o a
donc S intégrales linéairement indépendantes, de méme nature que F,
et appartenant par conséquent a des exposants déterminés.

Enfin, je vais établir la proposition suivante, qui a une importance
capitale dans cette théorie :

St {’équation differentielle P = o a parmi ses intégrales une intégrale
réguliere, elle a aussi une intégrale de la forme xf{(x), ou la fonc-
tion §(x) est holomorphe dans le domaine du point zéro et ne s’évanouit
pas pour & = o.

En effet, 'équation P = o, ayant une intégrale réguliere, a, d’apres la
remarque précédente, une intégrale de méme nature que la fonetion F
du n°® 14, que I'on peut supposer ramenée a la forme simplifiée

zt[ Yo+ Y logz +. ..+ Y (logzx,*].

Cette expression étant une intégrale, il en est de méme, comme on I’a
vu au n°® 15, de a? 4,. Or, cette dernitre solution est, dans tous les cas,
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de la forme annoncée ¥ ¢ (), la fonction holomorphe étant différente
de zéro pour x = o, car, si §,(o) était nul, ¢, () renfermerait comme
facteur une puissance de x que 'on réunirait & «f.

Remarquons que ¢ (x) ne contient dans son développement que des
puissances positives de x.

8. Supposons que 'équation P = o admette la solution y, = 2% (),
¢{x) étant holomorphe dans le domaine du point zéro et ¢ (o) diffé-
rent de zéro. Faisons la substitution

¥y o= '}"\ J‘Z (1.1‘.

Nous obtenons I'équation différentielle linéaire homogene d'ordre

nm — 1
.. drz dmiz
Q(‘z/ e ;i:i‘;;j’ -+ q. dx”“’ et e 8 S0,
Les coeflicients ¢ de I’'équation Q = o seront, comme les coeflicients p,
monotropes dans le domaine du point zéro, continus et monogenes
dans ce domaine a ce point pres. Cest ce qui résulte immédiatement de
I'inspection des valeurs des coefficients ¢ :

e (n )
q‘—_—:}? nlﬁ‘ [)1_}1 b

[mim—1) dy (m Ldy L
qza?”n 1.2 dx* ¢ WPigzs TPIp
.......................................... ,
a[mim—r .. dm—k 1t dy, | (m—rm—~2)... m— k1)  dty
qku‘rl 1.2...k dxt 1.2, k—1) Prgzi=i
(m—2Ym—3). . .im—k+1] dy . I dy, )
- 1.2, —2) Ydatr S = ) P E_LP”F' K
. .odiyy 1
En effet, chaque produit —-= — est de la forme
d‘xb _"l

A b=y a0t
EC x'“q)——-<l /k—xyv
0 bz

olt « est entier, et, par conséquent, chacun de ces produits est mono-
3
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trope dans le domaine du point zéro, conlinu el monogene dans ce
domaine & ce point prés. Il en est donc de méme des coeflicients ¢.
Remarquons que, pour que les coeflicients ¢ possedent ces propriétés,
il n'est pas nécessaire que ¢ (x) ne contienne dans son développement
que des puissances posilives de o : il suffit que ¢ () soit développable
en double série, procédant suivant les puissances entieres, posilives el
négatives de x, et convergente dans le domaine du point zéro.
Cela posé, je suppose que 'équation P = o ait S intégrales régulieres
linéairement indépendantes. Elle admet alors, d’apres Ie théoreme du
°17, une intégrale y, = a? L(x), ot L («) remplit les conditions sus-

indiquées. Posons
y=wn fzdx,

de maniére a obtenir Péquation Q = o; je dis que ['équation Q = o
aura S — 1 intégrales régulieres linéairement independantes, et que, reci-
proquement, st l équation Q = o a S — 1 intégrales régulicres lineaire-
ment indépendantes, I'équation P = o en aura S.

1° Soient y,, ¥.. .-, ¥s S intégrales régulieres linéairement indépen-
dantes de I’équation P = o. Comme on I’a vu, on peut les supposer de
méme nature que la fonction F du n° 14 et ramenées 2 la forme sim-
plifiée. L’équation Q = o admettra les intégrales

Ay, _4d kR d

I — “ee —_—t

T dr )1 ~ dx ). T dx >

(ui sont aussi linéairement indépendantes, car, si F'on avait
C.z,+Cy2,+...+C,z,, =o,

on en déduirait par Uintégration

Cri+GCp+...+Cypi=o,

ce qui est contraire a 'hypothese. De plus, ces S — 1 intégrales sont
régulieres. En effet, y,, y5. ..., y; sont de la forme simplitiée; or, si
I’on divise par y, = x® ¢(x), on trouve une expression de méme forme,

. ! \ , .
puisque les quotients tels que %’ dans la parenthese sont évidemment
holomorphes. Donc les mpports’%’, ;;f, .oy T sont de la forme F. i
A 1

I
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est clair que la dérivation w’altere pas cette forme : done les intégrales

-

d I d s _(_[_

s
..

;/;)'.’ ;]—.2—‘;’ U dw

o

de I'équation Q = o sont régulieres.

2° Soient z,, z,, ..., %, $ — 1 intégrales régulieres linéairement
indépendantes de I'équation Q = o. On peut les supposer de méme
nature que F et ramenées a la forme simplifiée. L’équation P = o ad-
mettra les s intégrales

Yo =y fzdzx, ..., yoo) fr_ dz,
qui sont aussi linéairement indépendantes, car, si 'on avait
Cljﬂ -+ Cz]‘: .0+ C,)} —= 0,
on en déduirait par la dérivation
Ce,+Cizy~ ...+ C,z,, =0,

ce qui est contraire a I'hypothese. De plus, ces s intégrales sont régu-
lieres. Eu effet, chacune des solutions z est de la forme simplifiée qui
comprend des fonctions & de la forme

C, x™.
L ©

Si donc nous multiplions 5 par da, nous aurons i intégrer une
somme de différentielles telles que

xt logar Fdx,

dont l'intégrale est bien connue :
. I|[ xl—f-l hC ] .
zhlogx hde — — - logax "=+ conslt.
f \ g ; h‘*"Zo @\ o

Multipliant ensuite le résullat de intégration fzdax par y, = 2% (x,
on voit aisément que le produit obtenu est aussi de la forme F. Done
les intégrales y,, v,, ..., ¥; de équation P = o sont régulieres.

3.
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19. Considérons 'expression

d‘l I
p’d'c

ol y, est égal & 2° Y(x), ¢(x) étant une fonction holomorphe dans le
domaine du point zéro el non nulle pour « = o, et ol p;, ne contenant
dans son développement qu'un nombre limité de puissances négatives
de . est infini, pour x = o, d’ordre fini ;. On a

dhv, 1 b AN
= Yy LaxTt
dat y o Ly

et, par conséquent, ce produit, pour = o, estinfini d’ordre fini /2 au
plus, d’out il résulte que l'expression considérée est infinie d’ordre
égal ou inférieur a z; + A.

Sih = o, lexpression est évidemment d’ordre z;. Mais remarquons
le cas particulier ol A est égal & m — j. Dans ce cas, 'ordre infinitési-
mal de U'expression est au plus égal & =; 4+ m -~ j, ¢’est-d-dire au
nombre II; défini au n° 16.

Si nous envisageons maintenant une somme d’expressions parexl]es
a la précédente, 1l est clair que, pour # = o, elle sera aussi infinie
d’ordre fini, et cet ordre sera évidemment égal ou inféricur & la plus
grande valeur des nombres &; + A correspondant aux différents termes.
Si dans un terme 4 est nul et si la plus grande valeur cst celle =; qui
répond a ce terme, la somme sera certainement d’ordre ;. Enﬁn, sl
dans chaque terme A est égal & m — j, l'ordre de la somme est au plus
égal ala plus grande valeur des nombres IT qui correspondent respec-
tivement a ses différents termes.

20. Supposons que I’équation différentielle P = o ait une intégrale
réguliere; alors elle admet (n° 17) une solution de la forme

y‘:x?"‘fix}!

ot ¢ () remplit les conditions déja indiquées. Ecrivons I'identité qui
en résulte, et tirons-en la valeur de p,:

_ dﬂz; iy s 0
pu == dh TP g e e g )

dx
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J'en conclus aussitot, d’apres le numéro précédent, que, sip,, p., ...,
Pm— ne contiennent qu’un nombre limité de puissances négatives de x,
il en sera de méme de p,, et, de plus, que, si g est la plus grande va-

leur des nombres
II\)’ l—Il’ H}’ AL ) Il,'ll——"

Pordre infinitésimal %, de p,, sera au plus égal & g, ¢’est-a-dire que
Pindice caractéristique de 'équation est égal ou inféricur & m — 1.

D’oli cette proposition :

Lorsque, dans I équation différentielle P = o, les coefficients p,, p., .. .
Pm—s Recontiennent dans leurs développements qu’'un nombre linute de puis.
sances negatives de x, st cette équation admet une intégrale réguliere, le coef-
Sictent p,, ne renfermera lui-méme qi un nombre fini de puissances de a=*;
deplus, 'indice caracteristique de U'équation sera égal ou inferieuram — 1.

Remarquons aussi que p,, peut s’écrire

3

P. x
P T

P, (x) ne comprenant dans son développement que des puissances posi-
tives de a et pouvant s’évanouir pour # = o.

21. Supposons que les coeflicients p,, p,. ..., p, de I'équation
P = o ne renferment qu’un nombre limité de puissances de ', Les
valeurs des coeflicients ¢,, ¢,, ..., ¢, de 'équation Q =o du n° 18,
données par les formules (1) de ce numéro, sont alors des sommes d’ex-
pressions de méme forme que celle du n® 19. Done, d’apres les re-
marques faites en ce n° 19, les coefficients ¢,, ¢,, ..., g, ne contien-
dront eux-mémes qu'un nombre fini de puissances négatives de x, et,
de plus, 'ordre infinitésimal de ¢,, £ étant au plus égal & s, sera égal
ou inférieur a la plus grande valeur » des nombres

Eo“i‘/l‘y wl;f/i‘—‘ls w~+lﬁ'~_?" SERENNO) S A"ﬁl’ Ok

el, si cette valeur maxima est celle du dernier =;, ¢, scra exactement
d’ordre ;. Par suite, on peut écrire

Qilx)
e

2

qr =
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Qi(x) ne comprenant que des puissances positives de x et pouvant con-
tenir le facteur .

Supposons maintenant que les coefticients ¢,, g., .... g, ne com-
prennent qu'un nombre limité de puissances de ', el soient

=T q:—~—x‘?—a rery = 2

-

¢

fes fonctions Q,, Q,, ..., Q, ne renfermant que des puissances posi-
tives de et pouvant d’ailleurs s’annuler pour x = o. Le n° 19 conduit
alors aux conséquences suivantes. La valeur de p,, tirée de la premiere
formule (1) du n° 18, sera pour & = o infinie d’ordre fini égal on infé-
rieur au plus grand p, des deux nombres v, et 1, ce qui permet d’éerire

Pla)

D= S
a®

Y

P, (2) ne contenant que des puissances positives de o, et P, (o) pouvant
étre nul. Substituant cette valeur dans la deuxieme formule (1), on en
tirera pour p, une expression infinie d’ordre fini égal ou inférieur au
plus grand p, des trois nombres v,, 2, p, + 1, ce qui permet d’écrire

po= Pel)
2 = b

a it

P,(x) ne contenant que des puissances positives de . Et ainsi de suite
jusqu’a

Donc les coefficients p,, p;, ..., p, ne renferment eux-mémes qu’un
nombre limité de puissances de 2~', et I'on peut aisément trouver la
limite supérieure de 'ordre infinitésimal de chacun d’eux.

22. Toutes ces remarques étant faites, nous pouvons des a présent
rechercher la forme nécessaire que doit affecter ’équation différentielle
P = o pour avoir toutes ses intégrales régulieres. M. Fuchs a déja
résolu cetle question, mais notre intention est d’employer une méthode
différente.
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Supposons d’abord m =1 dans P = o, et considérons 'équation du
premier ordre
dr

:7._2:' —'r-]).]’ —= 0.

Cette équation, ayant toutes ses intégrales régulieres, aura (n° 20) son

coefficient p, de la forme
P

Pr=—>

x

ou P, () ne contient que des puissances positives de 2 et peut étre nul
pour x = o. Donc, dans le eas m =1, I'équation différentielle est
nécessairement de la forme

C’est, du reste, ce qu'on peut établir directement au moyen de
I'expression de 'intégrale générale

y= e—Jpyds,

Sip, est infini d’ordre =, = n + 1 supérieur 2 1, r étant positif, cette
intégrale est de la forme
Cn

ey Ca
G,

rme T ey,
ol ¢(a) est holomorphe dans le domaine du point zéro, et non nul
pour x =o0; et, par conséquent, y n’est pas une intégrale réguliere. Si,
au contraire, on a =, =1, y se réduit &

!
'\x)’

'y‘:x?

-

et par conséquent est réguliere. Il faut donc, et méme il suffit, que p,

soit de la forme
P (z)

x

t —

pour que I'équation ait toutes ses intégrales régulieres.
Supposons maintenant m = 2 dans P = o, et considérons I'équation

du second ordre

dry d_7 —o
‘d—x,“)“P|dx+I77]— .
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Cetle équation ayant par hypothése toutes ses intégrales régulieres,
il en est de méme (n° 18} de I'équation du premier ordre

déduite de la premiere par la substitution

y = fzdzx,

ou y, désigne 2° ¢ (x). Doncon a

_Q.:’x‘;
T

q

Par suite, la valeur de p,, tirée de la premiere formule (1) du n° 18,
est de la forme (n°® 21}

Il en résulte (n° 20) que p, s’écrira

AT

P=

A
Done, dans le cas m = 2, ’équation différenticlle est nécessairement

dy  Plzidy Poax

- =0

B i
dx? xr dx x?

ot les fonctions P, et P, ne contiennent que des puissances positives
de x et peuvent s’évanouir pour x = o.

Généralement, je supposerai démontré que, dans le cas ou 'ordre
est m — 1, Péquation différentielle, pour avoir toutes ses intégrales
régulieres, doit étre de la forme

'

oy Pzx) dy  Piz) d" 2y P
(/xm [ x dxm— ' x? (lxm——a ! . am )

Jy=o,

ct je démontrerai que la méme forme est nécessaire pour une équation
d'ordre m.
En effet, si ’équation

dm ¥ dm~—1 ¥

Fan) Joo . e ..
Plyies G TP oo Fpars o
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a toutes ses mtégrales régulieres, il en est de méme (n° 18) de I'équa-
tion d’ordre m — 1
dm—1z dm—iz
Qlz) = 5= = + ¢ 5
dzm d.

xm—; ..+ q,,.;.z - 0.

Done, d’aprés 'hypothese, les coefficients ¢ sont de la forme

Par suite, les valeurs de p,, p,, ..., pn_,, tirées des formules (1) du
n° 18, sont de la méme forme (n° 21) :

P{x) P,(x) P,_.(x)

3 crey Paea =

!

Donc, pour que I’équation différentielle P = o ait toutes ses inté-
grales régulieres, il est nécessaire qu’elle soit de la forme

dry  P(z) dy | Plzx) d—y N
dz™ z  dz"— x* dxzm—2 xm

ou les fonctions P,, P,, ..., P,, ne contiennent dans leurs développe-
ments que des puissances positives de x et peuvent s’annuler pour

= 0.

Remarquons que cela revient a dire que les coefficients p,, p,, ..., p,
ne doiventrenfermer qu'un nombre limité de puissances de ', et que
les nombres I, I,, I,, ..., II,, définis au n° 16, doivent étre égaux
ou inférieurs a m.

D’ou la proposition suivante :

Pour que I’équation différentielle P = o ait toutes ses intégrales régu-
lieres, il faut que ses coefficients ne contiennent dans leurs développements
qu’'un nombre fini de puissances negatives de x, et en outre que son indice
caracteristique soit z€ro.

4
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23. M. Fuchs a démontré que, réciproquement, ces deux conditions
sont suffisantes :

Si, dans U'équation différentielle P = o, les coefficients ne coniiennent
qu'un nombre fini de puissances négatives de x, et st en outre l'indice
caractéristique est zéro, celle équation a loutes ses inlégrales reégulieres.

Nous admettrons cette proposition réciproque, que M. Fuchs a ¢ta-
blie en montrant I'existence d’un systeme fondamental dont les éléments
sont de méme nature que la fonction F du n® 1%, Ces éléments appar-
tiennent & des exposants p,, ps» ..., pm qui sont les racines d’une cer-
taine équation de degré m, dite équation fordamentale déterminante.
Ces racines ne sont d’ailleurs autres que les logarithmes, divisés par
211 \/— 1, des racines de ’équation fondamentale du n° 9.

L’équation déterminante jouit de propriétés importantes. Pour I'ob-
tenir, on fait y = dans le premier membre de I’équation différen-
tielle, qui, par hypothese, est

dy  Px) d'y J_Pg(x) d”“’):_L_” C Palz)
dz" = x dr™ = xt dxmr T Ty
On a ainsi
oo —1). . {p—m+1)+P(x)plp—1)...(p—m—+2)+.. .= P, (2]

Puis on multiplie ce résultat par z—?, et Pon égale & zéro le coefficient
de x :

plp—1)...(p—m—+1)+Plo)plp—1)...(p—m=+2)+...+Paloj=n0
est ’équation fondamentale déterminante.

24. Ayant traité le cas ol toutes les intégrales de I'équation diffé-
rentielle P = o sont régulieres, avant de passer a celui ol quelques-
unes seulement de ces solutions seraient régulieres, je vais établir un
théoreme concernant les nombres II définis au n® 16.

Je désignerai par IT' les nombres I relatifs & ’équation Q = o, dé-
duite de P = o par la substitution

r=yfzdx,

Y, étant une intégrale de la forme déja indiquée a® ().
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Lorsque, dans P’équation P = o, les coefficients p,, p;, ..., p; ne
contiennent qu'un nombre limité de puissances négatives de x, on sait
(n°21) que les coefficients ¢,, ¢,, ..., ¢;, dans ’équation Q = o, ne
renferment, eux aussi, qu'un nombre fini de puissances de z—*. Cela
étant, si g, est la plus grande valeur des nombres

L
1) o, I, 1,, ..., I,

et IT; le premier de leur suite qui soit égal & g,, alors, dans la suite
des nombres

s M ’ ! d 4
'\'.)A’! Hu’ H‘, II.,, ey IIA.,

la plus grande valeur sera g, — 1, et le premier qui soit égal 4 g, — 1
sera II; .

En effet, il résulte du n° 21 que, 4 étant au plus égal a S, 'ordre
infinitésimal =, de ¢, est égal ou inférieur i la plus grande valeur des
nombres

‘3) wo+ b, w+k—y, ., w1, W

et, si cette plus grande valeur est celle du dernier, on a = = ;. Or,
augmentons tous les nombres (3) de la méme quantité m — £, ce qui
donne

4 I, IL, IL, ..., IL

1° Si k=14, ¢, étant 'indice défini dans ’énoncé, I, est plus grand
que tous les autres nombres (4); donc, dans ce cas, le plus grand des
nombres (3) est le dernier =, et par suite ©; = =,. Ainsi, =, = &, ou,
ce qui est la méme chose, @, + (m—1) —¢, est égal A w;, +m—1, —1,
c’est-a-dire

{5 I, =1 — 1.
2° 81 £ <1, la plus grande valeur des nombres (4) est inférieurce
a I1, ; par suite, la plus grande valeur des nombres (3), augmentée de

m —k, est inférieure a I1; ; donc, a fortiori, w, + m — k est moindre
que II; , ce qu'on peut écrire

oy + (m—1)—k<IL —1 ou IL<IL,

A
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¢'est-a-dire

/

(6) o, o, If, ..., I_, <L,

3° Si k>4, % étant au plus égal a2 S, la plus grande valeur des
nombres (4) est IT; ; par suite, la plus grande valeur des nombres (3),
augmentée de m — &, est I1;; donc ) -+~ m — £ est égal ou inférieur
a II; , ce qu'on peut écrire
wyp+ (m—1)— k<, —1 ou H;SIL,

¢ est-d-dire

H;‘,-H, Hi,+2s ey Hs fni,*

~3

Les trois conclusions (5), (6), (7) renferment la démonstration du
théoreme énoncé; car (6) et (7) expriment que la plus grande valeur
des nombres (2) est celle de 1}, qui, d’apres (5), est égal & I1; —1,
¢’est-d-dire & g, — 1, el les inégalités (6) montrent que II;, est le pre-
mier des nombres (2) qui soit égal a g, — 1.

Remarquons que, si S=m —1, i, est indice caractéristique de
équation Q = o.

25. Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante :

Lorsque, dans Uéquation différentielle P= o, les coefficients p,,
P2y «-s Ps e contiennent dans leurs developpements qu’un nombre limite
de puissances négatives de x, si cette équation admet au moins m — s in-
tégrales régulicres linéairement indépendantes, les autres coefficients p;..,,
Ps+2s «--» Pm D€ Tenferment eux-mémes qu'un nombre fini de puissances
de x', et, de plus, Uindice caractéristique est égal ou inferieur a S.

Cette proposition a été établie au n° 20 pour une équation différen-
tielle d’ordre m =S + 1. Je prouverai donc simplement que, si le théo-
reme est vrai pour 'ordre 72 — 1, il Pest aussi pour 'ordre m.

Et, en effet, I'équation

N ﬂ. ‘ dmnl‘,y- N L
P(])——dx"‘_rplz’:t"'_"' e Tt Pa) =0
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ayant une intégrale réguliere, puisqu’elle en a au moins m — s, admet
(n°17) une intégrale

. [
Y= xtix,

ot la fonction ¢ (z) est holomorphe dans le domaine du point zéro, et
non nulle pour & = o. Faisant la substitution

_y:y,_fzdx,
nous obtiendrons I'équation
, dm'z dm—z
Q‘\z}:m«l D g A .G 2 =0,

ol les coefficients ¢ sont donnés par les relations (1) du n°18. L’équa-
tion P = o ayant par hypothese au moins m — s intégrales régulieres
linéairement indépendantes, I'équation Q = o en aura (n°18) au moins
m —1—s.0r, p,, ps, ..., ps ne contenant qu'un nombre limité de
puissances de x~', il en est de méme (n°21) de ¢,, g2, ..., ¢5; et,
puisque le théoreme est supposé démontré pour I'équation Q =o
d’ordre m — 1, les autres coeflicients ¢,., ¢s42, ..., ¢,,_, S€TODL CUX-
mémes infinis d’ordres finis pour « = o. Donc les coelficients p,.,,,
Pssas ++os Pm—y ¢ renferment aussi (n°21) qu’un nombre limité de puis-
sances négatives de x, et alors, d’apres le n°20, il en est de méme dep,,.

Passons a la seconde partie de la proposition. Soit ¢ I'indice caracté-
ristique de ’équation Q = o; on a {=s, puisque le théoreme est sup-
posé vrai pour cette équation. Or, ¢ étant U'indice caractéristique de
Q =o, I} est la plus grande valeur des nombres

r r (4 (4
no' Hl’ 2% m—1

et est le premier qui atteint cette valeur maxima. Done, d'apres le
n° 24, I1; joue exactement le méme role dans la suite des nombres

I, 11, i, ..., ..
De plus, d’apres le n° 20, on a

10, < 1.
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D’ou il résulte que 7 est I'indice caractéristique de I'équation P = o, et,
commie on a ¢<s, la proposition se trouve établie.

26. La proposition du n° 20 étant ainsi généralisée, j’en déduis les
deux conséquences suivantes :

1° Si les s — 1 premiers coefficients p,, ps, ..., ps—y de Uéquation
P = o contiennent un nombre limité de puissances négatives de x, sans
gu’tl en soit de méme du s, cette équation a au plus m — s intégrales
réguliéres linéairement indépendantes.

En effet, si elle en avait m — s 41 ou davantage, p, serait aussi
infini d’ordre fini pour = o.

2° Si - tous les coefficients de I’équation P = o ne contiennent qu’un
nombre limité de puissances de x=*, elle a au plus m — i intégrales
réguliéres linéairement indépendantes, v etant son indice caracteris-
tique.

En effet, si elle en avait 7z — ¢ + 1 ou davantage, son indice carac-
téristique serait égal ou inférieur 3 ¢ — 1.

Remarquons que le premier énoncé rentrerait dans le second si, lors
méme que IT; est infini d’ordre infini, 7 continuait 3 se nommer ’indice
caractéristique.

Nous considérerons tout particuliéren'lent cette seconde proposition,
qui nous invite a étudier spécialement les équations différentielles
P = o, dont tous les coefficients présentent le caractere des fonctions
rationnelles d’étre infinis d’ordre fini pour = o. Une pareille équation
a au plus m — ¢intégrales régulieres linéairement indépendantes. Nous
allons voir que souvent elle les a, comme dans le cas £ = o (n° 23),
traité par M. Fuchs; aprés quoi nous montrerons des exceptions.

27. Si l'on se donne arbitrairement les coefficients p,, ps, ..., pi,
ne contenant qu’un nombre fini de puissances de ', on peut toujours
déterminer les autres coefficients p;, ,, piia, - - P de telle sorte qu’ils
soient aussi infinis d’ordre fini pour @ = o, que I'indice caractéristique
soit 7 et que I'équation P = o ait exactement m — 7 intégrales régu-
lieres linéairement indépendantes données a 'avance.

Soient, en effet, y,, ¥5, ..., ¥y, ces m — i données. Ecrivons
qu’elles satisfont & I’équation P = o. Nous obtenons ainsi un systeme
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de m — ¢ équations du premier degré qui vont déterminer les . — ¢in-
CONNUES Piviy Pivar -+ Pt

dm—i—l‘},-l a’m]1l dm——l 7, dlr;—iy.|
I e S “e. m ¥ - — —+ —_— -+t pi——
p+ dxm——t—| -+ +p F (dxm pl dxm— + dx’""‘) ?
............................... L T T T T
dm;i“ Vm—i + + . . (dm'rm—-i dm——l YVimi (lm-vi,y'm» i
Povt g o Py = — (S P e i
Leur déterminant
(—lm—.'——-l".‘ X
dxm—— R 4
Ay | oot
dmai—llrm_i L
dxm—ifi cee Jmei l

n’est pas identiquement nul, puisque (n® 4) les fonctions y,, y,, ...,
¥m—: sont supposées linéairement indépendantes. Soit A, le détermi-
nant obtenu en remplagant dans A, la colonne des dérivées d’ordre
m — it — k par les seconds membres. On aura
A

Pk = A, .
Or, lorsque la variable accomplit une révolution autour du point zévo,
les coefficients p,, p,, ..., p; reprennent leurs valeurs primitives, et
Yis Yar -+ s ¥V acquierent des valeurs qui s’expriment en fonctions
linéaires, homogenes, a coefficients constants des premieres. Donc A\,
et A, sont multipliés par un méme déterminant, dont les éléments
sont les coefficients de la substitution qui permet d’exprimer les nou-
velles valeurs de y,, ¥,, ..., ¥m; & I'aide des anciennes. Donc p, .« ne
change pas, et, par suite, les fonctions obtenues pour pi\, pivas -+os P
sont monotropes dans le domaine du point zéro. L’équation dilféren-
tielle ainsi construite avec des coefficients monotropes, ayant au moins
m — i intégrales régulieres linéairement indépendantes, aura aussi
(n°25) ses coefficients p;,,, pira, -.., privfinis d’ordres finis pour z = o
et I'indice caractéristique sera égal ou inférieur a i. Mais on peul choi-
sir les arbitraires p,, p,. ..., p; de fagon que l'on ait

Ho; Hl, sz LR ] Hi»——| <Hi)
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et alors I'indice caractéristique sera i. L’équation n’admet d’ailleurs
pas plus de m — 7 intégrales régulieres linéairement indépendantes
(n°26). On a donc ainsi une équation différentielle dont tous les coef-
ficients présentent le caractere des fonctions rationnelles, dont I'indice
caractéristique est 7, et qui a exactement 7, — ¢ intégrales régulieres
linéairement indépendantes.

Les coefficients p,, p,, ..., pn de 'équation ainsi obtenue contiennent
m arbitraires: p,, Pa, « ..y Pis Yis Yar +++» Ym—i- On voit donc que, dans
un grand nombre de cas, 'équation différentielle P = o, dont tous les
coefficients sont infinis d’ordres finis pour @ = o et dont I'indice carac-
téristique est ¢, admettra exactement m — ¢ intégrales régulieres
linéairement indépendantes.

28. Mais il est facile de se convaincre qu’il y a des exceptions et que
I’équation peut avoir moins de 7 — 7 intégrales régulieres. Je vais en
former un exemple.

Posons

dy

zl'—x—%—li‘]‘zl,

et considérons les deux équations différentielles
a8 Y-+ h=o,

1‘:'2; Y—=o.

Formons I'équation

o dy ,dh i
(3 h dr Y de = ©
savoir
% dy dy e
) dx; pl'_- ‘p7-7-_ 4
oul'on a
. dlogh _dk, dlogh
Pl—/f—w“’ PZ_E‘—I,_([.Z—‘_

Toutes les intégrales de (1) et de (2) satisfont évidemment & (3),
c’est-a-dire 4 (4) et inversement, comme (3) donne par I'intégration

Y =Ch#h,
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si y est une solution de (4), ou bien y vérifiera I’équation (2), ou bien

—{—3 vérifiera I'équation (1). Il résulte de la que, si (1) et (2) n’ont pas

de solutions présentant le caraclere des intégrales régulieres, I'équa-
tion (4) n’aura pas d’intégrales régulieres.
Or, donnons-nous arbitrairement p, et A :

]7( — ;7 /l:“’(‘.

On a alors

c’est-a-dire que k est infini pour x = o d’ordre fini 4. Cet ordre étant
supérieur a 1, I'équation (2) n’a (n°® 22) aucune intégrale réguliere.
L’équation non homogene (1) n’a pas non plus de solution de la
nature des intégrales régulieres, car son intégrale générale est

y=e Tt — [heftirdy,

ou, en remplacant 2 et £ par leurs valeurs et effectuant 'intégration
entre crochets,
r=ett4el0ix) + C logx}].

C, étant une constante, et la fonction © () renfermant dans son déve-
loppement un nombre illimité de puissances de x~', comme e/#4=,
Donc aucune des intégrales de (1) et de (2) n’est réguliere, et, par
suite, I'équation (4) n’a pas d’intégrales régulieres. Elle est cependant
de la forme ,
dy 1 odr | fiz)

/

dx? xtdxe = ab

‘)‘: o,

ol la fonction f(«) est holomorphe dans le domaine du point zéro, car

on a
Six)=—na2a’— 5,

L’indice caractéristique est 1, et, néanmoins, 'équation n’a pas une
intégrale réguliere.
La méthode précédente peut d’ailleurs se généraliser et permet de
former des équations différentielles de tout degré, a coefficients infinis
5
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d’ordres finis pour « = o, qui n’ont pas m — ¢ intégrales réguliéres
linéairement indépendantes, 7 étant leur indice caractéristique.

29. En résumé, I'équation différentielle P = o, dont tous les coeffi-
cients ne renferment qu’un nombre limité de puissances négatives de «,
a au plus m — ¢ intégrales réguliéres linéairement indépendantes. Si
i = o, elle les a toujours. Si i > o, elle les a dans un grand nombre de
cas, mais il y a des exceptions. 1l s’agit donc maintenant d’approfondir
nos recherches dans ce cas > o, etd’arriver & préciser les conditions
nécessaires et suffisantes que doit remplir I'équation différentielle
pour avoir exactement 7 — ¢ intégrales régulieres. Nous sommes ainsi
amenés a étudier plus profondément les équations dont les coefficients
présentent tous le caractere des fonctions rationnelles. Observons
encore que I'équation du second ordre qui nous a servi d’exemple
d’exception ¢'est offerte & nous comme ayant ses intégrales communes
avec deux équations du premier ordre. Cette remarque conduit a la
notion féconde de la réductibilité, dans la théorie des équations diffé-
rentielles linéaires.

TROISIEME PARTIE.

30. Soit I'équation différentielle linéaire homogeéne

dm},. ' dm——l y

H e —_— ... P =0
v d‘l\m p‘ (ZJL"" f pm‘ ’

dont les coefficients p, dans le domaine du point zéro, sont dévelop-
pables en séries convergentes, procédant suivant les puissances en-
tieres, positives et négatives de o, mais ne contiendront désormais
qu'un nombre limité de puissances négatives.

Je vais définir la fonction caractéristique.

Dans 'expression différentielle P(y), faisons la substitution y = a*.
Nous obtenons ainsi une fonetion de x et de p, P(a?), que nous appel-
lerons avec M. Frobenius la fonction caractéristique de I’équation diffe-
rentielle P = o ou de 'expression différentielle P.

Nous avons déja eu 'occasion de former la fonction caractéristique
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d’une équation différentielle, car c’est elle que nous avons rencontrée
au n° 23 pour I’équation particuliere

(-/m)- ‘ p‘ 1\1‘:‘ n]m—' ro p’ (1.) d:}a~2.~’~ pm '\.2"
don T x e a da T T YT

Formons actuellement la fonction caractéristique de P; nous obte-
nons

Pl — g GG —ll G— M-l i —1 g o) . s
x¢ = -+ P —- v Pun P |

7

O — 1, .m0 o s—1 ... lp—m-+ 2)
; A . Lot e ; A
xm 'p’

P + .+ Pa
D’ou I'on voit que le produit ¢ P(x®) peut étre, comme les coeffi-
cients p, développé en une série procédant suivant les puissances en-
tieres de @, ne contenant qu’un nombre limité de puissances de = et
dont les coefticients sont des fonctions entieres de p du degré m au
plus.

31. Sil'expression différentielle P est donnée, sa fonction caractéris-
tique P(xf) est connue.

Inversement, supposons que la fonction caractéristique soit donnée
sous la forme 2 f(x, p), f(x, o) étant une fonction entiere de p dont
les coefficients sont des fonctions de . On connaitra aisément I'expres-
sion différentielle.

En effet, une fonction entiere de p, f(x, p), de degré m, peut tou-
jours se mettre, et d’une seule maniere, sous la forme

b

fix,o =ung o0—1 06— M)+ Uy pio—1,... 0 —M-2)+...

“uplo— 1) + u o+ Uy,

ou l'on a
u, — uf“’“’ 2 =
K 1.2.3...7

en posant
Slxop+1)—fix, o =0 fix, 00

<
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On en déduit

i 3 ’ + 14”;_.[ xm-—l L

ofo— 1. .. (o—m+1} s 0—1... 00— m-+ 2
Uy X™:
x”‘ x”l—‘

oot 4
—i—u,x-——i—u,x;—%—uo .

x}

Done a® f(x, o) est la fonction caractéristique de l'expression diffé-
rentielle

n dm‘ - s (lm—-lr ’ (I,V ‘ .
Up X W—i-u,n_(x ’d—"“_—l'—l—...—f—u;x%ﬁ—ug].
32. Nous avons vu que le produit
Im g fh , E o \
_ s vlp—1ido—m1) gio—1l..o—m-+2 ‘ P
¢ Pl = 2 e -+ P porh oot Pus o —+ Pm

pouvait étre développé en une série procédant suivant les puissances
ascendantes de « et limitée 4 gauche, dont les coefficients sont des
fouctions entiéres de g de degré m au plus. Cherchons le premier terme
a gauche dans celte série. Il est visible que les exposants de x dans les
dénominateurs de P (af) sont successivement les nombres

IL, 1L, IL, ..., L, 1,

définis au n°® 16. Si donc g est leur plus grande valeur, le premier
Gp)

xt
de o, indépendante de . Quant au degré y de cette fonction en p, égal
au plus a m, il est évidemment

terme de la série est de la forme » G(p) étant une fonction entiere

y=m-—1I,

¢ étant U'indice du premier nombre IT égal & g, ¢’est-d-dire ¢ étant in-
dice caractéristique. Dans le cas particulier i = o, I'équation G(p) = o,
de degré m, n’est autre chose que I’équation mentionnée au n° 23, et
que M. Fuchs a nommée I'équation fondamentale déterminante.

Nous généraliserons alors cette dénomination, et nous appellerons
dans tous les cas et plus simplement équation déterminante de I'équa-
tion différentielle P = o ou de I’expression P 'équation G(p) = o. Son
premier membre G (¢) sera la fonction determinante.
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Ainsi, pour obtenir la fonction déterminante d'une expression diffé-
rentielle, on formera sa fonction caractéristique, qu’on multipliera
par ¢, puis on développera le produit suivant les puissances ascen-
dantes de «x : le coefficient du premier terme sera la fonction détermi-
nante. Remarquons que, avant g, il suffit de multiplier la fonction
caractéristique par x57°, puis de fairex = o :

[a87¢P 2% ],

33. Jétablirai immédiatement quelques propriétés de 1’équation
déterminante de I’expression différentielle P.

Je remarque d'abord que, si p,, est identiquement nul, la fonction
caractéristique, et, par suite, la fonction déterminante, est divisible
par p. Si 'on effectue cette division, et que I'on change ensuite p en
g+ 1 dans le quotient, on obtiendra, en égalant & zéro, I'équation dé-
terminante de I'équation différentielle d’ordve m — 1 obtenue en pre-
dy
dz’

On apercoit encore de suile que, si dans I’équation P =o0 on pose

nant pour inconnue

¥y = xtow,

I'équation déterminante de I'équation différentielle en w ainsi obtenue
aura pour racines celles de I'équation déterminante de P = o, diminuées
dep,.En effet, lafonction caractéristique de I'équationen w, P (x®w) =o,
est P(af#?). Elle se déduit donc de la fonction caractéristique P(xf) de
I’équation en y, en changeantp en p,+ p, et, par conséquent, il en
est de méme des équations déterminantes.

Enfin, si dans I’équation P =0 on pose

Yy = Ll) \.Z‘) o,

¢ () étant une fonction holomorphe dans le domaine du point zéro,
et non nulle pour & = o, I'équation déterminante de I'équation diffé-
rentielle en w ainsi obtenue sera la méme que celle de I’équation en y.
En effet, on voit sans peine que, Féquation en w étant de la forme

dm o dm— dmn—1

F PPy s e By s

. i 3 —
e + .4 pa+Plw=o0,

da™
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sa fonction caractéristique est la somme de deux termes. Le premier
lerme

,[b S— .. s — 6 —1 .. H— I 42
2 . K

o +p — .. .+p,,,J

est la foncfion caractéristique de Péquation en y, et, dans le second
terme,

-O'O—l‘,..."J—ﬂl—FI} OO—Y‘..-‘C m -+ o
e | 2 ; v ; p,
" t m—1
x X

+...—+—Pm],

le plus haut exposant de  en dénominateur est inférieur au plus haut g
dans les dénominateurs du premier terme. D’ou il résulte que, si I'on
multiplie par 5=, puis qu’on fasse = o, pour obtenir la fonction
déterminante de I'équation en w, le second terme s’évanouira tout
entier, et ’on obtiendra par conséquent le méme résultat qu’en opérant
sur le premier terme seul, c’est-a-dire la fonction déterminante de
I'équation en y.

Il suit de ces diverses propositions, p,, pa, ..., py étant les 7 racines
de I’équation déterminante de P :

1° Que si, dans P = o, on pose

=),

ol ¥, est une intégrale de la forme a® {(x), ¢ (x) étant holomorphe
dans le domaine du point zéro, et non nul pour # = o, I’équation diffé-
rentielle en w, homogene par rapport aux dérivées, ainsi obtenue, aura
une fonction déterminante dont les racines seront

Pr— %oy Q02— 00y +ey Dy — D

O

et que, par conséquent, comme cette fonction est divisible par p, I'une
des quantités g, 52, ..., py est égale & p,, s0it 5, = g,
2° Que, si I'on pose ensuite dans ’équation en w

w= fzdz,

la fonction déterminante de I’équation en z sera de degré v — 1 et aura

pour racines
Pi=— Go— 1y G3— 09— T, vuvy Py — py— 13
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3° Que si, par conséquent, dans P = o, on fait la substitution
r=nfzdz,

Péquation en z, d’ordre m — 1, ainsi obtenue, aura pour équation dé-
terminante 1'équation de degré 7 — 1, qui admet comme racines

PQ—PD_ly ,oa_l’)ﬂ-_l’ cety P;'_Ow""l-

ly

3%. La relation simple
L—9=m
entre I'ordre de I’équation différentielle, son indice caractéristique et
le degré de son équation déterminante permet de substituer a la notion
de Vindice caractéristique la considération plus rationnelle de I'équa-
tion déterminante. L’indice caractéristique d’une équation differentielle
n’est autre que la différence entre Uordre de cette équation et le degre
de son équation determinante.

Des lors, toutes les propositions concernant I'indice caractéristique,
relatives, par conséquent, & des équations différentielles dont tous les
coefficients sont infinis d’ordres finis pour « = o, pourront s’exprimer
a 'aide de I’équation déterminante.

(’est ainsi que nous énoncerons de la maniere suivante la proposition
du n° 26 :

Le nombre des intégrales régulieres linéairement independantes de
Uégquation P = o est, au plus, égal au degré de son équation déler-
minante.

35. On peut dailleurs se faire une idée encore plus nette de la
fonction caractéristique et de la fonction déterminante de I’équation
différentielle P = o en mettant cette équation sous une certaine forme.

Ecrivons-la ainsi :

Pryt— L dy b4y P Ay

- .lll“ N ‘[;l‘"‘ ‘ ‘l-lll—( - (/lzvlll -1 T xT ([x + p”, } = 0.

Réduisons les fractions
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au plus simple dénominateur commun x5, puis multiplions tout par 2%.
L’équation différentielle deviendra
f{"' ¥ (Zm-—l 12

dy
dam noan! e e S - Ny Y == 0,

da dx

N , ]'i T, am

ol les séries n,, ny, ..., n, contiennent seulement des puissances po-
sitives de @, el ne s’évanouissent pas toules pour z = o.

Nous appellerons cette forme du premier membre d’une équation
différentielle sa_forme normale.

La fonction caractéristique de I'expression différentielle N est

Nat=at[n,5 o =1} 0= M+ + 00 6-~1} 0 — M+ 2. = Ny 6 - N ]

par conséquent, le produit a=¢N(«f) ne contient que des puissances
positives de x et n’est pas nul pour o = o. Son terme constant est la
fonction déterminante.

Inversement, on voit facilement que, si ure expression différentielle
a une fonction caractéristique remplissant ces conditions, elle a la
forme normale. On peut done, par examen de la fonction caracté-
ristique, reconnaitre si une expression différentielle a la forme normale.

36. Je vais définir ce qu’on entendra par une expression differentielle
composée, et en démontrer une importante propriété.
Soit I'expression différentielle

dz'). [1—!7

dy
o 4 a, g peat Sl - a1, 3

dv
Je considérerai la lettre A comme un symbole d’opération, de telle
sorte que A(y) indique une opération définie a effectuer sury:

- d* d=
Aly = o peri sl porii S O B

dr J

Cela étant, A(B), ou simplement AB, indiquera la méme opération
effectuée sur B. Si alors B cst une seconde expression différentielle,
AB représentera aussi une expression différentielle C, et nous dirons
que Pexpression AB = C, obtenue en effectuant sur B les opérations
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indiquées par le symbole A, est composée des expressions A et B, énon-
cées dans cel ordre.

Méme définition pour une expression composée de plus de deux
expressions.

Siles coeflicients des expressions composantes ne contiennent qu’un
nombre limité de puissances négatives de z, comme on le suppose ici,
il est clair qu’il en est de méme des coefficients de ’expression com-

posée.
Soit AB = C et soient
Alar =ath z, 5 :? hy o aser,

Bizt) =athiz, p, = ) hip) i,

Clat, =2l (2,

O
l
o~
)
8
t

les fonctions caractéristiques des expressions différentielles A, B, C.

On a
, I . ) L .
Clat, =AB(at =4 D« "xJ =Y Jeopi &,
y paah '

¢’est-a-dire
Z Lo, ‘”-L:E 2 l':i\." + v 1"*"\"9‘) ant,
Iy ® v

Il résulte de cette égalité que, si A et B ont la forme normale, comme
alors &, (p) et k,(p) s’évanouissent pour les valeurs négatives de p. et

de v, mais non pour la valeur nulle, 2 L {g;2" ne contiendra que des
IS

puissances positives de x et sera différent de zéro pour x =o. Donc
(n° 35), la fonction caractéristique de C, divisée par 27, remplissant
ces conditions, C aura lui-méme la forme normale. De plus, si nous
faisons « = o dans la méme égalité, nous aurons entre les fonctions
déterminantes de A, B, C cette relation simple

L(p) = holp) hulp).
D’ol cette proposition :

St une expression différentielle est composee de plusieurs expressions
6
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differentielles de forme normale, elle a elle-méme la forme normale, et
sa fonction déterminante est le produit des fonctions déterminantes des
expressions composantes.

Le degré de [,/ ) est, par conséquent, la somme des degrés de A, (7
et de A, (p).

Plus généralement, on peut remarquer que, si deux des trots expres-
sions A, B, C ont la forme normale, il en est de méme de la troisieme.

37. Je vais maintenant m’occuper, en vue des recherches ultérieures,
de la réductibilité et de l'irréductibilité de I'équation différentielle
P =o. L’introduction de cette notion, outre qu’elle nous sera d’une
utilité capitale, aura I’avantage de mettre une fois de plus en évidence
I'analogie si complete des équations différentielles linéaires avec les
équations algébriques.

Une équation différentielle linéaire homogene, dont les coefficients
ne contiennent qu'un nombre limité de puissances de xz~', sera dite
réductible lorsqu’elle aura au moins une intégrale commune avec une
autre équation différentielle linéaire homogene, d’ordre moindre, et
dontles coefficients présentent le méme caractere. Dans le cas contraire,
I’équation sera dite irréductible.

Par exemple, ’équation du second ordre
dy 1 dy  axd45
de @ dz T x TT%

que nous avons rencontrée au n° 28, est réductible, puisqu’elle admet
toutes les intégrales de ’équation du premier ordre

dy  x+1
dr z =%

Nous formerons tout & I’heure des équations irréductibles.

38. Soient

. dey dey
Ay :a"d_.z'*“ v por i SRURIS S (4 8
déy di'y
B(y)= * b b'dxra ety gy
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deux expressions différentielles, de méme nature que P, et ot 'on a
223 et a—B=u
Je dis que, si Q désigne le symbole d’opération

dx.y. (l”_'}‘
dzr 9 g

Qri=¢ Y

on pourra toujours mettre A sous la forme
A=QB-+R,

les ¢ ne contenant qu’un nombre limité de puissances de ', et R re-
présentant une expression différentielle de méme nature que A, B, Q,
mais d’ordre inférieur a .

Si, en effet, on dérive B x fois, on obtient

dB, d¥*'y d? diy
dz = P dxre T dxr T Ui,
d*B . ([?—H'r dﬁ-;—v. El_sr

L2 = b, q
dz? dxi+?

. v dir
——=b, —— +u —‘—~.L...—%—1¢,,—'1—5—U,,
L xz?

les u ne contenant qu'un nombre limité de puissances de ', et les U
étant des expressions différentielles d’ordres inférieurs a 7, et & coeffi-
cients de méme caractere que les u. On déduit de la la valeur de la

somme
.d"_B_ e a'B 1 L B
q dx Ve 7T 9

¢’est-a-dire la valeur de QB :

du d"')' , da—*
QB = q“b"I;; (qoltus + qiby) 7 - \qou,,—kq.uz_,,.—qubn)d — ...

x>t

8
e Qi - ¢ by) \d r

ot @i llas, v -

U, U+ o+ Ui g <b ‘%LL +b§y>.
6.
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Déterminons ¢,, ¢,, ¢», ..., ¢, par les condilions suivantes, ce qui est

toujours possible :
qubo: [

Gollu = Qulico, v oo Qe U+ goby = a3

nous trouverons évidemment des valeurs ne contenant qu'un nombre
limité de puissances négatives de «, et nous aurons

d“)" da—l'r . ) (]‘S.)‘. ‘

B=a,— +a —...t—a ——t—U
Q ' dx* " dx *dx? ’

U étant d’ordre inférieur a 5. Or cela peut s’éerire

A=OQB +R,
en posant
dity
dxit

R:ax—{—-l -%—...—!—a«)'—U,

expression différentielle d’ordre inférieur a 3, cl dont les coefficients
présentent le caractere des fonctions rationnelles.

Il résulte de I'égalité
A=QB+R

yue toute intégrale commune aux deux équations A ==o0 et B=o est
une intégrale de R = o, et que, inversement, toute intégrale commune
aux deux équations B == o et R = o est une intégrale de A = o.

39. Supposons que toutes les intégrales de B = o satisfassent a
A = o : alors elles satisfont aussi 3 R = o. Mais ’équation R = o, étant
d’ordre infériear 2 5, ne peut admettre 3 intégrales linéairement in-
dépendantes que si R s’évanouit identiquement. D’olt cette proposition :

St Uéquation A =: o admet toutes les intégrales de I'équation B = o,
A se met sous la forme composée A = QB.

Remarquons que Q est d’ordre « — 3, et que, d’apres le n° 36, si A
et B ont la forme normale, il en sera de méme de Q.

40. Supposons I'équation B==o irréductible, et imaginons qu’elle
ait une intégrale commune avee I'équation A = o, auquel cas 'ordre
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de A est au moins égal a celui de B, sans quoi B = o serait réductible,

On a alors I'égalité
A=QB+R,

.

et 'intégrale commune vérifie R = o. Mais B = o, étant irréductible, ne
t I'intégral érifie R = o. Mais B = o, étant irréductibl

peut avoir aucune intégrale commune avec 'équation R = o, qui est
d’ordre moindre. 1l faut donc que R s’évanouisse identiquement, et, par

suite, on a I'identité
A =QB,

ce qui donne cette proposition :

Si léquation A = o admet une intégrale de l'équation irréductible
B = o, elle les admetira toutes.

41. A el B étant deux expressions différentielles d’ordres respeclifs
et B, il est facile d’obtenir I’équation différentielle qui donne les inté-
grales communes aux deux équations A=o etB=o.

Jopérerai comme dans la recherche d’un plus grand commun divi-
seur.

Soit > 3. On a
;\ = QB - i{,,

et les intégrales communes 2 A =o el 2 B = o sont les solutions com-
munes A B=oet 4R, = o. On aura donc ainsl successivement

A = QB -+ R,

B =QR +R,

R: = Qz R. — R;a ]

.......... . vy

Ri—! - QzRa 'I— I{s«)—:'

Sia,, 55, Gy, -.. s0nt les ordres respectifs des expressions différentielles
R,, R,, Ry, ..., on ales inégalités

~.

25> > e,
d’otr il résulte que g; ¥’évanouit au plus tard pour j = . Soient
Gy =0 €l C.I1T o0,

Alors R.., est égal ou & uy, u étant une fonction de x, ou a zéro. Dans
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le premier cas, les deux équations A =o et B=0 ne sont vérifiées

simultanément que pour y = o, ¢’est-a-dire qu’elles n’ont aucune inté-

grale commune. Dans le second cas, A = o0 el B= o ont des intégrales

communes qui sont les solutions de 'équation différentielle R, = o.
De la cette proposition :

St équation A = o est réductible, il existe une équation D = o, d’ordre
moindre, dont elle admet toutes les intégrales.

42. 1l résulte du théoreme précédent et de la proposition du n° 39
que la condition nécessaire et suffisante pour que I'équation A = o soit
réductible est que A puisse se mettre sous la forme composée

A=0D,

olt la somme des ordres x et ¢ de Q et de D est égale a 'ordre o de A.
Tel est le caractere d’une équation réductible.

On sait qu'étant donnée une équation algébrique de degré ¢, ayant
toutes ses racines communes avec une autre, de degré » 4 9, on peut
samener la détermination de toutes les autres racines & la résolution
d’une équation de degré x. De méme, connaissant DD, on pourra inté-
grer I'équation différentielle réductible A = o0 au moyen d’une équation
différentielle Q = o, d’ordre «, en prenant pour inconnue D.

43. 1l est facile de reconnaitre I'existence d’équations différentielles
irréductibles de tout degré.

Je vais en effet former une équation irréductible A = o d’ordre
donné «. Je formerai d’abord sa fonction caractéristique A (a?; j’en
déduirai (n° 31) ensuite A.

Dans ce but, je prends au hasard une fonction entiere de p, A(x, o),
de degré ¢, dont les coefficients ne contiennent que des puissances po-
sitives de z et ne soient pas tous nuls pour x =o :

hilz, 0} =lp) + hivlx + hiox>+. ..,

[

de sorte que A,(p) n’est pas identiquement nul. Jassujettis simplement
la fonction A(x, p) a deux conditions, savoir : A, (p) sera une constante
et 2, (p) sera de degré «.

Cela posé, il existe une expression différentielle A, de forme nor-
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male, qui admet pour fonction caractéristique af/2(x, p) (n° 35}, et
Ion a
%40 (]u—q 3

o d*y .
Ay = aa* 5= + ez

dx*

T e e
oll a, et % ne s'évanouissent pas pour x = o, a cause des deux condi-
tions imposées a4 A(x, p).

Je dis que 'équation A = o est irréductible.

En effet, si elle était réductible, il existerait (n° 41) une équation
D = o, d’ordre moindre ¢, dont elle admettrait toutes les intégrales,
et 'on pourrait mettre A sous la forme composée

A=0QD,
Q ¢tant une expression d’ordre z tel qu’on ait
24 0=—a.

On peut d’ailleurs supposer que Q et D ont la forme normale comme A.
Or, soient

4

Q(zt) =2 [we(p) -+ 1ol +mfpla+...,
{

les fonctions caractéristiques des expressions Q et D; leurs degrés en g
ne surpassent pas, comme on sait, les ordres » et ¢. La formule du
n° 36 donne les deux 1dentités

PN
ho(p} =neip]

hi(g)="C(p}:

D’apres la premiere, A,(p) étant une constante, 7,(p) et £,(v) sont
eux-mémes constants; par suite, d’aprés la seconde, la fonction 4, (p),
qui, par hypothese, est de degré «, serait identique a une fonction dont
le degré n’est pas supérieur au plus grand des deux nombres « et 9, ce
qui est impossible. Donc I'équation A = o est irréductible.

Remarquons que A, (p), n,(p) et &,/p) sont les fonctions détermi-
nantes de A, Q et D, desorte que la fonction déterminante de A est
une constante.

Ainsi done, par la méthode précédente, on peut former des équa-
tions différentielles irréductibles de tout degré.
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4%. Avant d’utiliser les considérations qui précedent pour Pobjet de
notre étude, la recherche des intégrales régulieres, je vais les appli-
quer a la décomposition des expressions différentielles linéaires, homo-
genes, a coefficients constants.

Soit I'équation différentielle

. (I'mVV . (]m—rt'?.

| ~- - =
PWI= o TP e PO

ol les p sont des constantes.

1° L’expression différentielle P peut se mettre sous la forme compo-
sée P = AQ,, les expressions A el Q, étant respectivement d’ordres 1 et
m — 1 et de méme nature que P.

Soient, en effet,
&y

A=
dx 5

0, — l/”"~')' ] (lﬂlr‘2.). ‘ v ‘

D S q‘d'x—"H'T‘...—r-qm__(J,

ol les coefficients a et ¢ sont des constantes que je vais déterminer. Je
forme AQ, et je 'identifie avec P. J'obtiens ainst les équations

G —a=p.,
4. — aq, = p,

G- — AGm—2 = Py,

— A = P,
qui donnent toujours des valeurs constantes pour g,, ¢.. ..., g, @,
car on a
G=d- =Py =@ PSPy ey Qaa =T A A Py,
et a est racine de I'équation
A" = Py T S P s P d S Poc = O,

Remarquons que cette équation n’est autre que

€FP e = o.
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2° L'expression différentielle P peut se mettre sous la forme com-
posée
P = ABC...HKL,

les m expressions A, B, ..., K, L étant du premier ordre et de méme
nature que P.

En effet, je mets P sous la forme P = AQ,, puis Q, sous la forme
Q, = BQ,, et ainsi de suite. Finalement, jobtiecns Q,,, = KQ,, Q.
étant du premier ordre. J’aurai done, en posant Q,, =L,

P =ABC.. .HKL.

QUATRIEME PARTIE.

45. Revenons maintenant a la recherche des intégrales régulieres,
et appliquons les considérations précédentes. Nous envisagerons tou-
jours I’équation

Py = & dny

o dam P dam-1 +...+ P’”«)": 0,

ol1 les coefficients p ne contiennent tous qu’un nombre limité de puis-
sances négatives de x.

Jobserve d’abord que, siI’équation P = o admet une intégrale régu-
liere, cette équation est réductible.

En effet, si P = o a une intégrale réguliere, elle a aussi (n® 17) une
intégrale de la forme x? ¢ (x), olt ¢() est une fonction holomorphe
dans le domaine du point zéro, et non nulle pour x = o. Or, cette
derniere solution satisfait a I’équation du premier ordre

! }' ! ) { o Fp—
x‘ff\x)g; —lpdz}+x(z ]y=o,

. . , . Pl(x\i o
ou le coeflicient p, de y est nécessairement de la forme -~ (n°® 22);
ce qui d’ailleurs est visible :

Donc I'équation P = o est réductible.
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Ainsi, quand l'équation P = o admet une intégrale regulicre, elle
admet les intégrales d’une équation dyfeérentielle du premier ordre ayant
ses intégrales réguliéres.

46. Bemarquons ensuite que, si dans I'expression P on fait la sub-
stitution
y=F==[%+aologe+...+ 5, (logar],

i

ol les ¢ ne contiennent qu'un nombre limité de puissances de z~*, on
obtient pour PF une expression de méme nature

PF = 2'[y,+ 7z logz + ...+ y° {logx 7],
les y ayant le méme caractere que les . Cela résulte immédiatement
dF .
de ce que - est de méme forme que F.
dx

On peut en conclure que, si dans I'équation différentielle linéaire
non homogene
B=u
u est de la forme

u=wxlu,+ ulogr +.. .+ ulogx ],

les séries «,, u.., ..., u; contenant toutes ou en partie un nombre illi-
mité de puissances de x~', cette équation ne pourra avoir aucune
intégrale telle que F. En effet, PF — « serait identiquement nul. Or
(n° 11), si la différence s — r n’est ni nulle ni entiere, on en déduirait
que tous les coefficients y et u sont nuls identiquement, et, si la diffé-
rence s — r est nulle ou entiere, on en déduirait

=g, yu=w,2"7, y,=u 2, Oy

ce qui est impossible, puisque tous les y ne contiendraient pas un
nombre limité de puissances de «~'.

47. Une intégrale y, de ’équation différentielle AB = o satisfait a
I’équation B = o, ou bien, si B(y,) nest pas nul, B(y,) satisfait & 1'¢é-
quation A = o.

Or, soient w,, w,, ..., w; les intégrales régulieres linéairement
indépendantes de B=o, el w,, ¢y, ..., ¥, ¥, ¥s. ..., ¥ celles de
AB = o.
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B(y,}, B{y.). ..., By} sont alors des intégrales de A = o, et méme
des intégrales régulieres, d’apres le n° 46; de plus, elles sont linéai-
rement indépendantes, car, si l'on avait

B+ GBIy ... =GBy —o,

les C étant des constantes, on en déduirait

B ’;Cl]\ - Cg v')"_) e Cs}‘s‘ -0,

et par conséquent C,y, 4 C,y. <+ ... -+ Gy, serait une intégrale et
méme une intégrale réguliere de B = o; il en résulterait (n° 17) une
égalité de la forme

Cl}"] - CE‘}“L’ e+ w5} = C,’ [ C’[;(Vﬂ’)

les C’étant constants; or cette égalité est impossible, puisque, par hypo-
these, w,, 05, ..., W4, Y1y V2 .., ¥s sant linéairement indépendants.
Par conséquent, si 'on considere toutes les intégrales régulieres
linéairement indépendantes de AB = o0, on voit que les unes sont
toutes les intégrales régulieres linéairement indépendantes de B = o,
tandis que les autres correspondent &2 un nombre égal d’intégrales
régulieres linéairement indépendantes de A = o.

D’oll cette proposition :

L’égquation différentielle AB = o a au moins autant d’intégrales régu-
liéres linéairement independantes que B = o, et au plus autant que A = o
et B = o ensemble.

Les deux limites du nombre des intégrales régulieres de AB=o
coincident si A = o n’a aucune intégrale réguliere. Donc :

St U'équation diférentielle A = o n’a aucune intégrale réguliere, les
intégrales régulicres de AB = o sont les intégrales régulieres de B = o.

Yénoncerai encore ce théoreme :

Une équation diférentielle composée de plusieurs equations dyfferen-
tielles a au plus autant d’intégrales régulieres lineatrement indépendantes
qu'en ont ensemble les équations composantes.

D’out il résulte immédiatement que :

Une équation différentielle composée de plusieurs équations duferen-

7.
/
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tielles dénuées toutes d’intégrales réguliéres, n’a elle-méme aucune inte-
grale réguliere.

48. Considérons I'équation différentielle P == o, d’ordre m. Si elle a
une intégrale réguliere, elle aura (n° 45) une intégrale réguliere com-
mune avec une équation B, == o du premier ordre, et, par conséquent,
elle admettra toutes les intégrales de B, = o. Donc (n° 39) P se mettra

sous la forme composée
P= Ql B, ’

olt Q, est d’ordre m — 1. De méme, si Q, = o a une intégrale régu-
liere, Q, se mettra sous la forme

Q:ZQsz’

ol B, =o0 est une équation du premier ordre ayant une intégrale
régulitre et ol Q, est d’ordre m — 2. En continuant de la méme
maniere, on mettra P sous la forme

P=0QD,
ot l'on a
D=DB.B._,...B.B,

les B égalés a zéro donnant des équations du premier ordre avant
chacune une intégrale réguliere, et Q = o étant une équation différen-
tielle d’ordre m — 5 n’admettant aucune intégrale réguliére.

Remarquons que, si P a la forme normale, on pourra supposer qu’il
en est de méme de Q, Bg, Bg_,, ..., B,.

Cela posé, il résulte du n° 47 que les intégrales régulieres de P —=o
sont les intégrales régulieres de D = o. Si donc on suppose que P =o
ait toutes ses intégrales régulieres, D = o, qui est d’ordre S=m, devant
avoir m intégrales linéairement indépendantes, sera nécessairement
d’ordre 5 = m; par suite, Q est d’ordre zéro, et I’'on a

P—=D.
D’otu1 ce théoreme :

Si I’équation différentielle P = o a toutes ses intégrales réguliéres, on
peut la composer uniquement d’équations du premier ordre ayant cha-
cune une integrule réguliere.
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49. Réciproquement :

Si I’équation differentielle P = o est composée uniquement d’équations
du premier ordre ayant chacune une intégrale régulicre, elle aura toutes
ses intégrales regulicres.

Supposons d’abord deux équations composantes
P—=B, B —o.
Soient y, une intégrale réguliere de B, = o et z, une de B, = o. y,

vérifie P = o. Une solution y, de B, = z, vérifiera aussi P=o0. Or
on a

)‘2 :}"'1/;':;‘, dx,

dy

b, étant le coefficient de d: dans B,. Donc, comme le montre cette

forme, y, est aussi une intégrale réguliere de P = o. D’ailleurs, y, et
y, sont linéairement indépendants, car, si ’on avait identiquement

Cl]‘l -+ C:}’l } %“ dx — 0,

en divisant par 'y, puis dérivant, on déduirait C, = o, et, par suite,
C,=o.
Supposons ensuite trois équations composantes

P—=B,B.B,—o.

Soient y, une intégrale réguliere de B, = o, z, une intégrale régu-
litre de B, == o et z, une de B; = o. Soient y, et y, les deux intégrales
régulieres linéairement indépendantes de B, B, = o, trouvées précé-
demment; on a

=N idx;
. Jo

¥, et y, vérifient P = o. Une solution y, de Péquation B, B, = z, véri-
fiera aussi P = o. Or, on connait deux intégrales y, et y, de I’équation
privée du second membre z,, de sorte qu’on a y, par une équation du
premier ordre qui donne

Y= ['-b—‘zil dxf% dz,
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b, étant le coefficie nt de EZ dans B,; d’olt on voit que y, a la forme

réguliere. D’ailleurs, les trois intégrales y,, v.. v, de P = o sont linéai-
rement indépendantes, car, si I'on avait une relation identique de la

forme
Cy + /ﬂﬁ‘{x—r(ﬁo.[ dxfb »—dx__o,

. . , . . . o . Z, .
en divisant par y,, dérivant ensuite, puis divisant par b et dérivant,
t

on en déduirait C; = o, et par suite, en remontant, C, = o, C, = o.

On passerait de méme au cas de quatre équations composantes, et,
en”continuant ainsi, on prouvera que 'équation P=o, d’ordrem, a
m intégrales régulieres linéairement indépendantes. Donc elle les a
toutes.

50. Nous avons vu que, si I'équation P = o a une intégrale régu-
liere, on peut mettre P sous la forme composée

P=—=QD,

ol Q = o n’a aucune intégrale réguliere et ot D = o est composée
uniquement d’équations du premier ordre ayant chacune une intégrale
réguliere. I résulte alors du n® 49 que D = o a toutes ses intégrales
régulieres, et du n® 47 que P = o les admet toutes sans en admettr e
d’autres.

On peut donc énoncer les théoremes suivants :

Si I’équation diferentielle P = o a des intégrales régulieres, il existe
une équation différentielle D = o dont les intégrales sont toutes les intc-
grales régulieres de la premiere.

Si D = o est I'équation différentielle qui donne les intégrales régu-
lieres de I’équation P = o, et st 'on met P sous la _forme composée

P =0QD,
I’équation Q = o n'aura aucune intégrale réguliere.

51. On peut facilement généraliser la proposition du n° 49.
Soient. en effet, A = o, B = o deux équations différentielles ayant
toutes leurs intégrales régulieres : d’apres le n° 48, on peut les com-
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poser uniquementd’équations du premier ordre admetlant chacune une
intégrale réguliere. L' équation AB = o sera alors composée de la méme
facon. Donc {n° 49) toutes ses inlégrales seront régulieres. D’ou cette
généralisation :

St équation différenticlle P = o est composée uniquement d’équations
ayant chacune toutes leurs intégrales régulicres, elle aura elle-méme toutes
ses intégrales régulicres.

52: Il résulte du n° 50 que I'on peut mettre une expression diffé-
rentielle A sous la forme composée

A =0QD,

ou D = o n’a que des intégrales régulieres ¢t Q = o aucune. Suppo-
sons que B = o n’ait que des intégrales réguliéres. On a

AB— QDB

Or, d’apres un théoreme du n° 47, les intégrales régulieres de AB = o
sont les intégrales régulieres de DB = o. Mais (n° 51 ) DB = o n’a que
des intégrales régulieres. Donc le nombre des intégrales régulieres
linéairement indépendantes de AB = o est la somme des ordres de B et
de D, ou, ce qui est la méme chose, la somme des nombres d’inté-
grales régulieres linéairement indépendantes de B et de A. D’ou cette
proposition :

St Uéquation B = o n'a que des intégrales régulicres, [’équation
AB = 0 aura exactement autant d’intégrales régulieres linéairement
indépendantes qu’en ont ensemble A = o et B = o.

On en tire cette conséquence :

St B = o n’a que des intégrales regulicres et st AB = o0 en a s linéaire-
~

ment independantes, A = o en aura s — 5, [ ¢tant U'ordre de I’ expres-
sion B.

53. Je vais & présent montrer comment les propositions précé-
dentes permettent de rattacher les intégrales régulieres de Péquation
différentielle P = o a son équation déterminante. Et, d’abord, je ferai
une remarque importante sur P'équation différentielle du premier ordre.
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Soit I'équation du premier ordre

ux @: -+ wy-—=o0

dz ’
que j’ai mise sous sa forme normale, ou, par conséquent, u et w ne
contiennent que des puissances positives de x et ne sont pas tous deux

nuls pour = o. L’intégrale générale est
fiwlx
- ux .

On a déja vu au n° 22 que, si u n’est pas nul pour x = o, y est une
intégrale réguliere de la forme «* (), tandis que, si u pour = o est
un zéro d’ordre n, auquel cas w n’est pas nul pour x = o0, ona

y=e

«

L€ Co
P =€

—+. B . \
iy 1 1

K ARURE AN

TN 7

x

qui n’est pas une intégrale réguliere. ¢ () ne contient que des puis-
sances positives de x, et & (o) n’est pas nul.

Soient u, et w, les valeurs de u et w pour & = o. La fonction carac—
téristique de ’équation considérée est

at(up+wl,

et sa fonction déterminante est

Uy 0+ Wy,

Doue, dans le premier cas u, =< o, ot ’équation a ses intégrales régu-
lieres, la fonction déterminante est une fonction entiére de p du premier
degré, et, dans le second cas u, = o, ol1 I'équalion n’a aucune intégrale
réguliere, la fonction délerminante est une constante. D’ol la réci-
proque.

5%. Les propositions établies aux n° 22 et 26, en partant d’équa-
tions différentielles dont tous les coefficients n’étaient pas infinis
d’ordres finis pour @ = o, peuvent se retrouver immédiatement 2
I'égard de I'équation P = o, olt tous les coefficients présentent le carac-
tere des fonctions rationnelles.

1° St 'équation différentielle P = o a toutes ses intégrales régulieres,
le degre de son équation déterminanie est égal a son ordre.
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En effet, I’équation P = o, d’ordre m, ayant toutes ses intégrales
régulieres, on peut (n°48) la composer de m équations du premier
ordre ayant chacune une intégrale réguliere. Les m -+ 1 expressions
peuvent d’ailleurs étre supposées mises sous forme normale (n° 48).
Or, d’apres le n° 53, la fonction déterminante de chacune est du pre-
mier degré. Donc la fonction déterminante de P, qui est le produit
(n°® 36) de ces m fonctions du premier degré, sera de degré m.

Comme on sait, M. Fuchs a démontré que réciproquement :

Si ’équation déterminante est du degré m, I’équation différentielle
P = o0 a m intégrales régulieres linéairement indépendantes, et par
suite toutes.

2° Le nombre des intégrales réguliéres linéairement indépendantes de
l’équation differentielle P = o est au plus égal au degré de son équation
déterminante.

En effet, 'équation P = o, ayant s intégrales réguliéres linéairement
indépendantes, peut se mettre (n° 50) sous la forme composée

P=QD,

ou Q = o n’a aucune intégrale réguliere et ol D = o est d’ordre s et
a toutes ses inlégrales régulieres; P, Q et D peuvent, du reste, étre sup-
posés de forme normale. La fonction déterminante de D est donc de
degré s d’apres le théoreme précédent. Mais la fonction déterminante
de P est (n°® 36) le produit des fonctions déterminantes de Q et de D;
donc elle est an moins de degré s, et, par conséquent, s est au plus
égal au degré de I'équation déterminante de P = o.

55. Lorsque nous avons rencontré ce dernier théoreme pour la pre-
miere fois, nous avons vu que, dans un grand nombre de cas, il y a
égalité, c’est-a-dire que le nombre des intégrales régulieres linéaire-
ment indépendantes est égal au degré 4 de I’équation déterminante.
Si 4 =m, par exemple, il y a toujours égalité et les m intégrales
régulieres appartiennent a des exposants qui sont les racines de I'équa-
tion déterminante (n° 23). Mais, lorsque 7 est plus petit que m, il peut
y avoir exception et I’'on a s =+, s étant le nombre des intégrales régu-
lieres linéairement indépendantes. 1l s’agit d’approfondir ce cas, y <m,
et de trouver la condition nécessaire et suffisante que doit remplir

8

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



58 . FLOQUET.
’équation P = o pour avoir exactement 7 intégrales régulieres linéai-
rement indépendantes.

Je vais d’abord démontrer une importante propriété des s intégrales
régulieres qui existent effectivement, puis je retrouverai leurs expres-
sions de la forme du n° 9, et, enfin, j’établirai la condition qui doit étre
tmposée & P = o pour que 'on ait s = .

Jadmeltrai les deux principes suivants :

1° En disposant convenablement de la constante introduite par I'in-
tégration, on peut faire que 'expression

JSFdex,

ot F est de la nature indiquée au n° 1% et appartient & I'exposant g,
soit une fonction de méme nature que F appartenant a 'exposant g + 1.

2° Si équation différenticlle P = o, ayant toutes ses intégrales
régulieres, est composée uniquement d’équations ayant chacune toutes
leurs intégrales régulieres, et si P ainsi que toutes les expressions
composantes sont supposés de forme normale, les intégrales régulieres
linéairement indépendantes des équations composantes appartiendront
aux mémes exposants que celles de I'équation P = o, c’est-a-dire aux
racines de I'équation déterminante de P = o.

La démonstration tres-simple du premier principe a été donnée par
M. Fuchs. Quant & celle du second, elle résulte immédiatement de ce
que la fonction déterminante de P est le produit des fonctions détermi-
nantes des équations composantes.

56. Si [’équation differenticlleP = o a s intégrales régulieres lincaire-
ment independantes, elles appartiennent a des exposants qut sont s des
racines de son équation déterminante.

En effet, mettons P sous la forme composée
P=0QD,
ol D= o est d’ordre s et a toutes ses intégrales régulieres, et ot
Q = o n’a aucune intégrale réguliere. Les intégrales régulieres de
P = o sont alors les intégrales de D = o. Or, les s intégrales régulieres

de D = o appartiennent i des exposants qui sont lcs racines de son
équation déterminante. D’autre part, P, Q et D étant supposés sous
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forme normale, en multipliant cette fonction déterminante par cclle
de Q, on obtient celle de P. Donc les exposants auxquels appartiennent
les s intégrales régulieres linéairement indépendantes de D = o, c’est-
a-dire de P == o, sont s des racines de I’équation déterminante de
P=o.

Ainsi se trouve généralisée la propriété établie par M. Fuchs dans
le cas ou y est égal a m.

57. Sachant que les s intégrales régulieres linéairement indépen-
dantes v,, .. ..., 3, de P = o appartiennent respectivement aux ra-
cines 5., pu, - ... g, de I'équation déterminante, proposons-nous de
retrouver, sous la forme du n°9, 'expression de I'intégrale y,, qui ap-
partient a l'exposant donné p,.

Jobserve d’abord que, y,, .. ..., ¥, étant les intégrales de D = o
et leurs exposants p,, p., ..., g, étant les racines de I'équation déter-
minante de D, il suftit d’opérer sur I’équation D = o, qui a toutes ses
intégrales régulieres.

D = o ayant toutes ses intégrales régulieres, je mets (n° 48) D sous

la forme composée
D=B,B_....B,B.B,

ol les équations composantes sont du premier ordre, leurs premiers
membres étant supposés de forme normale, et ont chacune une inté-
grale réguliere.

Soit, en général, 5; une intégrale réguliere de B, = o. On sait,
d’apres le second principe du n° 55, que z; appartient a 'un des expo-
sants 5, [ ETI

Je dis que, 2/, %2, ..., 7, étant un mode de succession arbitrairement
choisi pour les quantités 5, on peut opérer la décomposition de D sui-
vant un ordre tel que z;, intégrale de B; = o, appartienne a I'expo-
sant g;.

En effet, il y a une intégrale réguliere de D = o qui appartient a
I'exposant g,, et 'on peut alors écrire D = Q,B,, ol B, = o0 est du
premier ordre et admet cette intégrale, et ot Q, = o est d’ordre s — 1
et a toutes (n°® 52) ses intégrales régulieres. Parmi les s — 1 intégrales
régulieres de Q, = o, i1l y en a une qui appartient & I'exposant p,, et
Pon peut alors écrire Q, = Q. B,, oit B,= o est du premier ordre et

8.
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admet cette intégrale, et ot Q.= o est d’ordre s — 2 et a toutles ses
intégrales réguliéres. Et ainsi de suite. On obtiendra finalement

D=3B,B,_,...B.B,

ol les intégrales z,, =,
sants p,v 25 ov .y f-

Remarquons qu’on a alors y, = z,.

Cela posé, cherchons les expressions des intégrales y,, ¥., ..., ¥;
qui appartiennent respectivement aux exposants p,, ga, ..., gs.

1° Supposons que parmi les s racinesp il n’y en a pas deux dont la
différence est nulle ou entiere.

Dans ce cas, nous regarderons comme quelconque I’ordre de succes-
sion py, g5, ..., ps des exposants auxquels appartiennent respective-
ment les intégrales z,, z,, ..., 3, des équations successives B, = o,
B,=o,...,B,=o0.

Nous poserons en général

. ..., 5 appartiennent respectivement aux expo-

z=ayYlx;, jJ=r1,2,3, ..., 5,

¢, (x) ne contenant que des puissances positives de x et n’étant pas
nul pour x = o.

L’intégrale réguliere z, = a* ¢, («), appartenant a P'exposanl p, et
vérifiant D = o, représente y, :

N=ahgaa.
Une solution de B, = z, est de la forme
o ) UNES]
y ———dz ou atdlx)|axrn Tl dr,
b x). bz

b,x étant le coefficient de % dans la forme normale B,. Or, b, n’étant

!
pas nul (n° 53) pour x = o, bu—()— ne contient que des puissances po-

sitives de o et n’est pas nul pour x = o. Cette solution est donc bien
de la forme réguliere et appartient & 'exposant p, + (p, — p, ), ¢’est-
a-dire p,. Comme elle vérifie D = o, elle représente y, :

A e % {
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p; — g, N'étant ni nul ni entier, par hypothese, y, ne contiendra pas
de logarithmes.
Une solution de B, B, = z, est de la forme

b x_). fb .Z';-u([x,

ou o
IRUNE) i 41 PR 2N
x L‘}[\.l/f b.d;,_x,dxfx b,q;,{‘x)dx’
, . Iy .,
b,x étant le coefficient deil_——i_ dans la forme normale B,. La quantité

b, w’étant pas nulle pour x = o, celte solution est bien de la forme
réguliere et appartient a I’exposant

el

Pt {21 pu) 4 (02— p2; == o
Comme elle vérifie D = o, elle représente y, :
¥ == ab ou(a).

gy — p, Wétant ni nul ni entier, y, ne contient pas de logarithmes.

En continuant de la méme maniere, on obtiendra successivement les
s intégrales régulieres linéairement indépendantes de P = o, sous la
forme

n=ak ?1'1«/, J-sz?»;?.z‘\x% o J"szl'?‘?s':«x,,

oli les o présentent le caractere des fonctions holomorphes et ne s’éva-
nouissent pas pour & = o.

2° Supposons qu’il se trouve entre les racines ¢, p., ..., p, des dif-
férences nulles ou entieres.

Dans ce cas, nous partagerons les racinesp,, g., ..., 5, en groupes
tels qué chacun d’eux ne conticnne que des racines dont les différences
mutuelles soient ou nulles ou entieres et comprenne toutes ces racines.
Certains groupes pourront ne renfermer qu’une seule racine. Dés lors
il est facile d'obtenir le groupe d’intégrales régulitres correspondant
a un groupe donné de racines.

Soient p,, 5, ..., ps les racines d’un groupe, rangées dans un ordre
quelconque. On peut alors supposer, comme on I'a vu, que les inté-
grales régulieres 5,, z,, ..., 5; des équations successives B, = o,

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



62 6. FLOOQUET.
B.==o0, ..., B,=o0 appartiennent respeclivement aux exposants p,,
pz 3 ve ey "1/\.
Cela étant, on déterminera v,, .. .... ¥, en suivant la marche expli-
quée dans le cas précédent. On aura
, T

oo xndy 20, pymoaehd /1’:;“.‘.—' =

J 71 N b,
)i ne renferme pas de logarithmes; mais les différences o, — g,
fs — %15 ..., Ctant entieres ou nulles, y., y,. ... contiendront géné-
ralement des logarithmes; y, en renfermera certainement si g, — g,
est nul, car la différentielle sous le signe [ dansy, est
Gy -

+ <y ‘x;J(/x,

A

C, étant différent de zéro et oo(x) holomorphe dans le domaine du
point zéro; I'intégration doune

Clogzx -~ v x ,

et, par suite, on a
yuez=aniy, 2z =y, x loga].

Il peut arriver cependant que tous les logarithmes disparaissent.

On aura donc ainsi le groupe d’intégrales régulicres appartenant
aux exposants donnés, tel que la différence des exposants de deux
intégrales de ce groupe soit nulle ou entiere.

3° Remarquons encore que, si I'on pose

=, ...,

. :
J- = T PR 7 —
' Tobay bz,

on aura
r=u, yi=u fudz, yi=u fu.dx fudz, ..., v fudefude... fudr,

oulon a
Up = x4 T gy {,z‘b‘,

() étant holomorphe dans le domaine du point zéro et non nal
pour x == o, u, appartenant par conséquent 2 exposant g, — g, — 1.
Ces résultats sont d’accord avec les n° 18 et 33.
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58. Je vais enfin trouver la condition précise que doit remplir
Iéquation différentielle P = o, pour avoir un nombre d’intégrales
régulieres linéairement indépendantes exactement égal au degré de sa
fonction déterminante. Dans les deux démonstrations suivantes, P, Q
et D seront supposés sous la forme normale.

Si le nombre des intégrales régulieres linéairement indépendantes
de Péquation différentielle P = o, d’ordre m, est égal au degré 7 de sa
fonction déterminante, P pourra se mettre sous la forme composée
P = QD, ol Q sera d’ordre m — - et aura pour fonction déterminante
une constante.

En effet, P = o, ayant 7 intégrales régulieres linéairement indépen-
dantes, peut (n° 50) se mettre sous la forme P = QD, ou Q est d’ordre
m — v et n’a aucune intégrale réguliere, ol D est d’ordre ¢ et a toutes
ses intégrales régulieres. Done (n° 36 ) la fonction déterminanie de P est
égale au produit des fonctions déterminantes de Q et de D. Or celle de
D est de degré 7, puisque D = o a toutes ses intégrales régulieres, celle
de P aussi; donc il faut bien que la fonction déterminante de Q soit
une constante.

Réciproquement :

Si Pexpression différentielie P d’ordre m, ayant une fonction déter-
minante de degré 7, peut se mettre sous la forme composée P = QD, ol
Q est d’ordre m — 7 et a pour fonction déterminante une constante,
I'équation différentielle P = o aura exactement 7 intégrales régulieres
linéairement indépendantes.

En effet, P étant d’ordre 1z et Q d’ordre m — 7, D sera d’ordre ;. Or,
a cause du théoreme du n° 36, la fonction déterminante de Q étant du
degré zéro, celle de D est du degré . Donc D = o a toutes ses intégrales
régulieres, puisque son ordre est égal au degré de sa fonction détermi-
nante. Mais I’équation Q = o, ayant pour fonction déterminante une
constante, ne peut admettre (n° 5%) aucune intégrale réguliere. Done,
d’apres le n° 48, I'équation P = QD = o aura pour intégrales régulitres
les intégrales de D = o, ¢’est-a-dire qu’elle aura exactement y intégrales
régulieres linéairement indépendantes.

Les deux propositions qui précedent donnent done le critérium qui
permettra de décider si P = o a 7 intégrales régulieres :

Pour que I’équation différentielle P = o, d’ordre m, ayant une fonc-
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tion determinante de degré <), admette 7 intégrales régulieres linéaire-
ment indépendantes, 1l faut et il suffit que l’expression P soit de la
forme P = QD, Q étant d’ordre m — <} et ayant pour fonction determi-
nante une constante.

Les Chapitres qui vont suivre nous permettront de transformer cette
condition, en considérant 'équation au multiplicateur intégrant de.
P = o. Comme nous allons le voir, il existe une connexion remarquable
entre une équation linéaire homogene et celle que vérifient ses facteurs
intégrants.

CINQUIEME PARTIE.

59. Soit I'équation différentielle linéaire homogeéne

(lm—l').
([x.m»fl

Pliyl= y -+ P

' ’—(17 oo Pr) =0,

ol les coefficients p sont des fonctions de « holomorphes dans une
partie du plan & contour simple, sauf pour certains points singuliers
isolés les uns des autres.

Considérons m intégrales linéairement indépendantes de la forme

=0y, o= feudx, 3y == fe.dx foidx, ., ya=e fe.dx fo dz... feada,

Je vais d’abord mettre P sous une forme composée déterminée.
Dans ce but, je construis les équations différentielles du premier

ordre
Ai=o, Av=0, ...,;” Aj=0, ..., A,=0,
de la forme
dy

Aj= —Kiy=o,

admettant respectivement comme solutions
Vig Uelaensliy vy Oi¥a ¥y ooty V2. Vi

La valeur de K;, par exemple, sera

f A
K= (0,0, o DL )
' = dx
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Je dis que Vexpression composée

An A UAVALN,
est identique a P.
En effet, cette expression est annulée par les intégrales générales
des équations

Ai=o, A= oy, AA =vieavy, o0, A A A A =0 e

Or, Uintégration dirccte de ces équations montre qu’elles admettent
des solutions coincidant précisément avee v,, ¥.. ..., ¥, car, A, =o
étant satisfaite pour y = ¢,, A, = ¢, ¢, estsatisfaite poury = ¢, [ ¢, dw,
Ay A =y 0.0 pour y =, [e,da (¢ dr, ... Donce les deux équa-
lions

AvA. . A A =0 ¢l P:ozo,
d’ordre m, ount un systeme fondamental d’intégrales commun, et, par

conséquent, comme dans les deux premiers membres le coefficient de

@y . . . . .
=~ est 1, ces deux premiers membres sont identiques; sinon, leur dif-

([.2;”

férence, qui serait au plus d’ordre e — 1, serait annulée par m fone-

tions linéairement indépendantes, ce qui est impossible. On a done

tdentité

P f— .'\,,, A,-,,__l PR A\g A,.

L’expression P étant ainsi décomposée, j'observe, d’apres le raison-
nement précédent, d’une part, que 'équation d’ordrem — x

A=A Awe . AA =0

admet les m — 1 intégrales linéairement indépendantes v, vy .. . v, .,
et que par suite son intégrale générale est '
Coyr+ s+ 00
’autre part, que 'équation
Ay, =cies ity
admet la solution particuliere y,,, et que par suite I'équation

Ay =00 0n

ou C,, est une constante arbitraire, admet la solution particuliere C,, y,.
D’olt je conclus que Uintégrale générale de celte dernitre équation
9
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d'erdre m —- 1 est
Gy + Cyr+ ...+ Cogms

¢’est-d-dire la méme que celle de I'équation P = o d’ordre m. Il en ré-

sulte que I’équation
A ;]‘) —_— C,,, (ST PP

est une intégrale premiere de 'équation différenticlle P = o.
Si donc j’élimine la constante C, de cette intégrale premiere, en
Péerivant
(000 0.0, " Ay) = Capy

puis dérivant, ce qui donne

d ‘ L
dz [("l Uren 'V"’f—‘AK.]‘j]: o,

si enstuite, dans Péquation obtenue, je ramene 3 P'unité le cocfficient de
q ]

't

o en multipliant par ¢,¢,...¢,, j’arriverai & une équation différen-

tielle

P [(vi0s vovm) Ay ] =0

qui aura son premier membre identique avec P.
Ecrivons cette identité; sije pose

(0000 =M,
elle s’éerira

R 1 y
MP (VV) = il,‘ [1\[1\ (J‘ ,'].

Or, elle exprime que P (y), multiplié par M, est une dérivée exacte.
C'est la définition méme d’un multiplicateur intégrant. Donc, toute
expression de la forme (¢,¢,...¢,,)" est un facteur intégrant.

Cherchons une équation qui fasse connaitre M directement en fonc-
tion des données.

Je pars de ’identité
d \

A, quireprésente I'expression A,,_, A, _.... A, A,, est de la forme

o {lm—-l ¥ dmA2‘)/-
Ay =—F—— + 1, —L .+l
J damt "l klnmt)
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Egalons les coefficients des mémes dérivées dans les deux membres :

d™i dMI diMl,:
— -M/l = p,] S+ ML=p N, ———— +}XL=pM, ...,
Tz Ml =p M, - MlL=pM e 1=pM

d ML, B AL

T -+ 1\[ [,,;W\ = P‘”"l RI, T fl)m 1\[.

Eliminant successivement/,, L,, ..., /,, entre ces m égalités, nous ob-
tenons I'équation dilférentielle
"M d—p M dn(p. M)

- AT b oy m Ay —
dxm daym=1 - dxm—? e . PP M= 0,

2 laquelle satisfait le multiplicateur intégrant M.

Inversement, toute solution de cette équation est un facteur inté-
grant de la forme (¢, ¢,...0,,)7".

Soit en effet M une solution. Les m — 1 premieres égalités en / dé-
terminent /,,1,, ...,1,_,, et la derniére est satisfaite. L'expression A est
donc déterminée et, en outre, on a

. d P
MP (y) = dz [MA(y)],
ce qui prouve que M est bien un facteur intégrant.
De plus,

MA(y)=C.r ou A{y)=C,M—,
C.. étant une constante arbitraire, est une intégrale premiere de P = o.
D’ou il résulte en premier lieu que m —1 solutions y,, ya, -.., ¥uey de
A = o sont aussi solutions de P = o, et en second lieu que, si ces
m —1 solutions, supposées linéairement indépendantes, sont mises
sous la forme

r=v, y=o fede, .., yuo—=wvfodz. .. fv. dz,

une solution ¥, de P = o0, qui constitue avec ¥,, ¥. ...y Y-y UD
systeme fondamental, pourra s’écrire
Yo — Cm ‘,lJ' ¢y dr. .. f"'m Ll.l',
. . Iy ’ L2
¢,, satisfaisant a I’égalité
e 0y =M,
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S1, en effet, on fail la substitution
y o= Caoy fede. o v da fvdx

dans I'équation
A ;)'t = Cz -“I~|>
on obtient

C,,-, Oy Uy ¥ L'm b1 8

el par suite
Ot = M.

Jen conelus done
I\I - \Ul Vool "m‘ -

L’équationaux multiplicateurs intégrants de laforme (¢, 00, .., 0

est done
d=\ _(l’“‘" pab

dz™ dz

A — i M=o,

Remarquons que la premiere des m égalités en /,

dM
dx

— Ml =p M,

donne cette valeur de M
)I — ('I‘ P ./i;zh

60. Lagrange a trouvé I'équation différentielle en M par un autre
procédé qu jc vais rappeler sommairement. Donnons méme un coefli-
cient p, it [ "dans I expression P, p, étant différcut de I'unité.

Je multiplie P par Mdx, M étant une indéterminée, et j'integre la
différentielle

Py Mdr.

L’intégration par parties donne successivement

S payMdz - fp. Mydz

\

® / . i
/ [701 ! (ZZ)I »\{(/1 = }).’.‘:-~l }1}/‘”‘“ [ll /);'/_1 M j'(/&'

dy (] P MY ‘ /'({f‘\p, ﬂ

® 'y
Dy 2= Mdr=zp, 1 SIS A MRt
/‘ dx: [t 2 e dx r
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<
e

On en déduit

: oo T a o pa MY p, M
SR Mdr =AY / L S + e |0l

dx dz?

Sidoncon détermine la fonction 3 par la condition qu’elle satisfasse
a Péquation

- dp, M, & p, My . L dmop A
0= puMl e S T
Oon aura
MP(y = ;—/ IMA(» >

et M sera un multiplicateur intégrant.

On retombe donc ainsi sur 'équation en M déja obtenue, et 'on voit
que, pour la trouver, il suffit d’intégrer par parties les diflérents
termes de P(y) Mdax et d’é¢galer a zéro la somme des ¢léments placés
sous les signes [.

61. Inversement, je vais appliquer cette régle & la recherche de
Péquation aux multiplicateurs intégrants de Péquation différentielle
en M.

Je multiplie par ydax le premier membre de I'équation en M et j’in-
tegre par pariies les différents termes

SpaMyde = fp,yMdz,
t ol dipa - . (]‘L‘ ‘
] - (/, J drx == —pa_.yM fp, o Mdx,

lopa MY d pa ¥ dr iy
[_J - —ydr = -—— —— 5y —p._.M ‘—)'—1— P s Mdx,

dx

Egalant d zéro la somme des éléments placés sous les signes [, j’obtiens

I'équation en y
(].’,. . oy

O = Pujy = Pu- 5= v . = Poon

dx’

qui cst précisément Péquation P = o, de sorte que, réciproquement,
P == o est I'équaticn aux facteurs intégrants de I'équation en M.
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62. Iy a done réciprocité complete entre I'équation P= o et I'équa-
tion en M, et chacune d’elles est I'équation aux multiplicateurs inté-
grants de P'autre.
Nous dirons que les deux équations sont adjointes, et I'expression
adjointe de I'expression différentielle

dn) dey

Py =g P s e ey

sera
I "\ A p M d pu M
@M = ‘ e bo— —+ pu M.
A dzm AT e dx [
Généralement, si les deux expressions différenticlles
[ ) (]c——l,‘ .
S' —Sod Pl Slm‘{‘...—%—b;}”,
oy &y s d—y L
ST g TS g TR
sont adjointes, on aura
R A7 8y de-r 8 ) dis, »
Siy) = (—rrlot e e
() { J Az ( ) dz—! dx + S0
CdS, ode (S, ) d S,y
) — __ 5 ”_ . _15~____v%'__...___5'-__;_s_...
S = e T dro— dz I

Remarquons aussi que, si 'on considere les deux expressions
adjointes P(y) et ©(M), on a les deux identités

e = [y BOL,

S d .
MPy)=— [MA{y'],
d’ou 'on déduit
MP(}‘}—)‘@(M):/—Z[MA ) —y B,

de sorte que la différence
MP () — @ A

est la dérivée d'une expression différentielle linéaire et homogene en
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¥ eten M, les coefficients étant des fonctions linéaires homogenes des
coefficients p et de leurs dérivées; on a, en effet, trouvé plus haut les

valeurs des coefficients M/, M4. ..., MI,,_, de MA(y), et ceux de
B (M) sont analogues. '

63. Je vais établir une relation élégante existant entre une ex-

pression différentielle mise sous forme composée et son expression
adjointe.

Considérons les deux expressions adjointes

(/r;.}. N q (Zc—|}1

Sfr‘:—.S—— - —L’-H“T"Sc?'
- YT Y d X
' . Ay d—'y

S =8y S S
o dx® dax™— ‘

Je dis d’abord que, u étant une fonction de o, 'expression différen-
tielle adjointe de S{uy) est u s ().
En effet, on a

Io -1 Q
; , Lo’ 507) d° LSy .
Sip)e=i—1"7"— Lde {— T e S
) ) \ dx” { 2 ¥
d’ou 'on déduit
Siwuy) = 1'° (17:5" lL_)‘) T pio—t (ZG—l< al IL}‘) : - Sy
4 _ - —Y " T ! N T L T T e e T 7 .
\ .7/ \ ; (/.Z"’- N : d‘z:c——l -7

L’expression adjointe de S(uy) est, par conséquent,

- dy
... Sei Ut —— -+ S, uy
+ "Tdr Vo

c’est-a-dire us(y).

Je dis ensuite que, u étant une fonction de x, 'expression différen-
. .. . Ity
tielle adjointe de S <u (—l,> est
da*

.o, d \
(=1 gt [ (]

En effet, expression

q <dk}‘\) o ([G+4‘)- N (Z'H'k"'.‘}‘ (l'k)‘

s Qe e §
dx* " daxott " darh— ¢ dah
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a pour expression adjointe

CEN A i+ b1 Qo) [ A
. ,(ZJH St g, NSy ‘ L B

e e

das+t daorit dat

ou bhien
drs iy

(. ]‘L’__

Ak
[

Par conséquent, (- -1} (/ ; fus(y) sera I'adjointe de T <d > T(v)

¢tant Pexpression qui a pour adjointe us(y). Or, cette expression
est

Py =8luys

y e s dhy
done (—1)f fus( )1 sera ladjointe de S (u z/T‘)

Soient enﬁn & et slesadjointes de R et de S, oli S désigne toujours
I'expression

(,7-7 N []r_g,
e S
da” da™t :
On a
- J5ys7 m—1 5
< @ g ¢ <
RS =R Ll wR{8 S|4 . RIS,
Chda da = ST

Or, il est évident que l'adjointe d’une somme est la somme des
adjointes. Donc Vadjointe de RS sera

. .
AT o
— [S, R 7] = ——l"'l——--

dx’ 7t

(8, Q) w. S Ay
¢ est-h-dire
SR,
On a donc ce théoreme remarquable :
L’ expression adjointe de RS est 8.

La propriété s’étend facilement & un plus grand nombre d’expres-
sions, et I’on a cette proposition générale :

Si une expression différentielle est composée de plusieurs expres-
sions différentielles, rangdes dans un certain ordre, Uexpression diffe-
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rentielle adjointe est composce des expressions adjointes rangees dans

Dlordre inverse.

Remarquons, en passant, une conséquence de ce fait que I'expression
adjointe de u 8(y) est S(uy). Nous avons supposé, dans la recherche

du n° 59, que le coefficient de l{dans P était égal a I'unité, et nous

avons trouvé que P'adjointe de 'expression

&y pdty pdy
(lxm P“ (lal’"“ 1)0 (l.Tm—: ]

est expression différentielle

dn ’iM)
{__y'm dm}\‘[ S n— ___<p° S S T l.)_'." h
S i el S Ay po7ar i S . M.
Donc l'adjointe de
ll"']‘ ' dm—']' ' )
Cdam P g TP
sera
A ip MY ey & (pe M \
(‘—l’ —[i-—m——‘ﬂ—\—ll W—f-..-*{‘*l),,,)],

comme nous 'avons vu par la méthode de Lagrange.

64. 11 est facile de trouver la liaison qui existe entre les intégrales
des deux équations adjointes P(y) =o et @ (M) =o.
Jobserve d’abord que I'équation du premier ordre

dy

de —hy=o
a pour adjointe
M + hM =o,
dz

et ensuite que, si la premiere admet la solution y =, Ia seconde
admettra la solution M = ¢—'.
Cela étant, je mets P(y) sous (n°59) la forme composée

Py = AnAn i AdA,

10
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les équations du premier ordre

Ai=o0, A,=o0, ..., A,==0
admettant respectivement pour solutions

Uiy ViV Dials,y ooy VU0 Uy,

L’équation P(y) = o admettra alors (n° 59} le systeme fondamental
d’intégrales

=, e fedr, oo, y. o e fodr.. . foude.

Mais soient A, \g, ..., -\, les expressions adjointes de A, A,, .. ,A,,.
D’apres le théoreme du n° 63, on a

TR § = SN SR W
et, d’apres la remarque qui précede, les équations
=0, Ap_,=o0, ..., A2=0, M =0
admetlent respectivement comme solutions
! b ABN { —t —1
\VlU,...U,,,/, N \Ul(’z Vi Ty ey WiV, T, 0T
Donc ®(M) = o aura comme systeme fondamental d’intégrales

M = Wlae ooty Y
M,
M, ={v0ee . 00 _['v,, (lev,,, dz,

= (0 Ve o ot) " fvmdz,

M,=={0,0,.. .0, fu",dx_/'v,,, dz. .. fedx.

Ces formules montrent clairement la corrélation des deux systemes
fondamentaux d’intégrales de P(y)= o et de ®(M) = o.

65. Revenons maintenant 2 nos hypotheses sur 'équation différen-

tielle
\ lmy d""'( ¥ ‘
p()‘}*d ~ 4y Zl?—m;—l—i- cot Pay =0,

et supposons que les coefficients p soient développables en séries con-
vergentes dans le domaine du point zéro, procédant suivant les puis-
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sances entieres, positives et négatives de x, mais ne contenant qu'un
nombre limité de puissances négatives.

Il en sera évidemment de méme des coefficients de I’équation diffé-
rentielle adjointe

@\]“\ o — I‘;m {me'\[ _ R (Imﬂ ! ‘I)J\Il

(lxm- . . Clxm-—l -

+...—‘.—p,,,l\[:0.

Nous allons voir que les fonclions déterminantes de P(y) = o et de
@® (M) = o sont étroitement liées.
On a I'identité (n° 62)

- .’ d .
MP{y} —p ®(M)= — [L{y,M],

ol L(y, M) est une expression différentielle linéaire homogene en y
et en M, dont les coefficients sont des fonctions linéaires homogenes
des coefficients p et de leurs dérivées, et ne renferment par conséquent
eux-mémes qu’un nombre fini de puissances de x'.

Posons dans cette identité

yp=xmt et M = x%,

v étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. Nous obte-
nons
d

c { pp——u—1" el (P A — r — Gy — Iy
xt Pl — pret @t = —— Lz, 2t ],

T dx

Or, la quantité placée sous le signe —(;; dans le second membre est déve

loppable en une série procédant suivant les puissances entieres de «x,
ne contenant qu’un nombre fini de puissances négatives et ne compre-
nant en tout cas aucun logarithme. Donc le premier membre, qui
procede aussi suivant les puissances entieres de x, ne renferme pas la
puissance «~*. Formons donc le coefficient de ' et égalons-le & zéro.

Soient
P \'_1 7 ;—_2 f:. 0 aett, D ge :E 0, o) et
7_ . . 7. ] Ay

les fonctions caractéristiques de P(y) et de @ (M). Le coeflicient de 2~
dans af P(x=¢—*) est alors £,(-—p —v — 1), et le coefficient de a~* dans
10.
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2?1 @(x®) est o, (o). On a done, quel que soit Pentier v,
7v\2) q

{ 3
olol=Ffl—p—v—1lL

(S

Soit g le plus haut exposant de x~' dans P P(af); f, (o) s’évanouit
alors pour les valeurs de v inférieures 2 — g, mais non pour la valeur

v = — g. Done, a cause de I'identité précédente, il en est de méme de
2y(0). Faisons v = — g dans cette relation; nous aurons
o-glp=[y —0+g—1l

Or, v_.(p) et fz(p) sont les fonctions déterminantes de ©(M) et de
P(y); x5 est d’ailleurs la puissance de « par laquelle on doit multi-
plie P(y) pour la réduire a la forme normale. D’oli cette proposition :

Les fonctions déterminantes de P(y) et de 'expression adjointe @(M)
se déduisent Uune de Uautre en changeant p en — o + g — 1, x5 étant la
puissance par laquelle il faut muluplier P(y) pour U'amener & lu forme
normale. '

On en déduit que les fonctions déterminantes de P(y) et de 'adjointe
@ (M) sont du méme degré.

Ramenons P(y) a la forme normale en multipliant par «¢; d’apres
le n° 63, Padjointe de «f P(y) sera ®(x¥Mj; mais (n° 33) la fonction
déterminante de ®(xs M) est ¢_,.{s + g,; or, & cause de

/'r\—f [ o—1
-5 8, = J-g |O+b L.,

Wy 8

-G

on a
v—g0 g =fpimr s

T B\ v

%

donc, lorsque I'expression proposée a la forme normale, pour obtenir
la fonetion déterminante de l'expression adjointe, il suffit de rem-
placer g par — g — 1 dans celle de la proposée.

66. Si l'équation P(y) = o a toutes ses intégrales régulicres, il en est de
méme de I'équation différentielle adjointe @(M) = o.

Observons d’abord que, pour le premier ordre, ce théoréme est évi-
dent, puisque (n°® 22) I’équation

dy Plx)

— =0

dx x

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. 77
a pour adjointe
dM Pz}
dx x

M=o0.

En général, P(y) =o0, ayant toutes ses intégrales régulieres, peut
(n°® 48) étre composée uniquement d’équations du premier ordre ayant
chacune une intégrale réguliere. Des lors (n° 63), I’équation adjointe
® (M) = o se composera des équations adjointes rangées dans l'ordre
inverse. Donc (n° 49), I’équation ©(M} = o, étant composée unique-
ment d’équations du premier ordre ayant chacune uneintégrale régu-
liere, a elle-méme toutes ses intégrales régulicres.

67. Nous sommes maintenant en mesure de transformer la condition
du n° 58 par la considération de I'équation différentielle adjointe.

On a vu que, pour que I'équation différentielle P = o, d’ordre m,
ayant une fonction déterminante de degré -y, admette 7 intégrales régu-
lieres linéairement indépendantes, il faut et il suffit que 'expression P
soit de la forme P = QD, Q éiant d’ordre m — 7 el ayant pour fonetion
déterminante une constante.

Or, soient 9 et ® les expressions adjointes de Q et de D. D’aprés le
n° 65, les fonctions déterminantes de Q et de 9 sont du méme degré, et
d’apres le n° 63, P se mettant sous la forme P = QD, ¢ se mettra sous
la forme € = ®9, etréciproquement. Donc, la condition nécessaire et
suffisante pour que P = o ait 7 intégrales régulieres linéairement indé-
pendantes est que Uexpression adjointe @ soit de la forme ¢ = @9,
2 étant d’ordre m -— - et ayant pour fonction déterminante une con-
stante. Ceci revenant a dire que (n° 39) € = o doit admettre toutes les
intégrales de 9 = o, nous obtenons cette condition finale :

Pour que ’équation dyferentielle P = o, d’ordre m, ayant une Jonc-
tion déterminante du degré 7, ait exactement v intégrales réguliéres
linéairement independantes, il faut et il suffit que I’équation adjointe
® = o admette toutes les intégrales d’une équation diférentielle d’ordre
m — 7, ayant pour fonction déterminante une constante.

68. Je vais enfin appliquer ceci a la recherche des conditions que

doit remplir ’équation P = o, d’ordre m, pour avoir m — 1 intégrales
régulieres linéairement indépendantes.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



78 G. FLOQUET.

Je dis d’abord que la fonction déterminante doit étre de degré m — 1.
En effet, elle ne peut pas étre de degré inférieur 2 m — v, car alors
(n° 5%) P=o0 n’aurait pas m — 1 intégrales régulieres linéairement
indépendantes, et elle ne peut pas étre de degré supérieur am — 1,
car alors elle serait de degré m, et, par suite (n°54), P = o aurait
m intégrales régulieres linéairement indépendantes.

La fonction déterminante étant de degré m — 1, il faut maintenant
etil suffit, d’apres le théoreme précédent, que I’équation adjointe =0
admette les intégrales d’une équation du premier ordre, ayant pour
fonction déterminante une constante. Or, d’apres le n° 53, les inté-
grales d’une pareille équation du premier ordre sont de la forme

¥(a) ne contenant que des puissances positives de «, ¢t ne s’évanouis-
sant pas pour x = o.

D’ou la proposition suivante :

Pour que Uéquation differentielle P = o, d’ordre m, ait exactement
m — 1 intégrales régulieres linéairement indeépendantes, il faut et il suffit :

1° Que sa fonction determinante soit de degré m — 1;

2° Que son équation différentielle adjointe admette une intégrale de la

forme
AT N

e,- R .-“l"‘l'e'_[J‘\/x:,
Y () étant une fonction holomorphe dans le domaine du pownt zéro et non
nulle pour x = o.

SIXIEME PARTIE.

69. Le procédé indiqué au n° 59 pour trouver ’équation au multi-
plicateur intégrant appartient & M. Thomé. Cependant, j’ai légere-
ment modifié le raisonnement en introduisant une décomposition de
Iexpression P en m facteurs A de la forme

dy

= —ay.

dx
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J’ai aussi introduit ce mode de décomposition au n°® 6%, lorsqu’il s’est
agi de trouver la relation qui existe entre les intégrales de deux équa-
tions adjointes. Il semble que 'emploi des décompositions de ce genve
doive présenter certains avantages. Aussi me suis-je proposé d’y revenir
dans les deux dernieres Parties de ce Mémoire. Jen fais d’abord la
théorie, apres quoi j'en déduis une nouvelle méthode propre a 'étude
de I'expression et des intégrales dans le domaine d’un point singulier.
Considérons I'expression différentielle composée

P = Am.'\m*n .« A3 :\') .'\.,

les expressions composantes A étant linéaires, homogenes, du premier
ordre, et ayant pour premier coefficient 'unité. Ces expressions compo-

santes, de la forme
dy
A= 1 .
dz
seront appelées facteurs premiers symboliques. Deux facteurs premiers
symboliques ne peuvent différer que par leur coefficient a. Je repré-
senterai le coefficient de A; par a;.

70. Soit 'expression différentielle linéaire, homogene, d’ordre m

Lo dm),- dm-—ihr '
Pg]‘;:(—l—v—z—m .W—!~...~rl),ﬁ)‘,

ol le premier coefficient sera toujours 'unité et ol les coefficients p
sont des fonctions de x, holomorphes dans une partie du plan 4 con-
tour simple, sauf pour certains points singuliers isolés les uns des
autres.

Je vais étudier la décomposition de cette expression en facteurs
premiers symboliques. )

1° L’expression P est décomposable en 7 facteurs premiers symbo-
liques.

Considérons, en effet, un systeme fondamental d’intégrales de I'équa-
tion P = o5 on peut (n° 5) le supposer de la forme

yi=v, p=efodr, oo, ya==ve fodz f... fu.dz
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Je construis les équations différentielles

Ai=o, A,=0, ..., Ai=o, ..., A,—o,
telles que

_ &
A,'—— TZ‘

—a;y =20,
et admettant respectivement comme solutions
Ciy i, ey ViVae. Wiy vany VUi .

La valeur de a@;, par exemple, sera

_dlog({viv.. .. v}

-

dx

L’expression différentielle A,,A,,_,...A;A.A,, composée de m facteurs
premiers symboliques, est identique & P, c’est-a-dire que les coeffi-
cients des dérivées de méme ordre, dans les deux expressions, seront
égaux. Cest ce que j’ai établi au n°® 59.

2° Toute décomposition de P en facteurs premiers symboliques s’ob-
tient par la méthode précédente. Autrement dit, si I'on a

P=A,Aur .. A A AL,

et si Pintégrale de A, = o est ¢,, si celle de A,= o est mise sous la
forme ¢, ¢,, ce qui est toujours possible, celle de A; = o sous la forme
v, v, 9,, €te., les m fonetions

yri=v, = fodz, .., yu=vo fedxf... [fondz

constituent un systeme fondamental d’intégrales de P = o.

En effet, Pexpression P est annulée par les intégrales générales des
équations

Ai=o0o, A=v, AA=vvv, ...

or, 'intégration directe de ces équations montre qu’elles admettent
pour solutions les quantités désignées par y,, ¥, ..., ¥.: donc ces
fonctions y; sont bien des intégrales de P = o. Elles sont d’ailleurs
linéairement indépendantes.

Ainsi, Uexpression P est toujours decomposable en facteurs premiers
symboliques, et de plusieurs maniéres; maris toutes ces décompositions
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s’obtiennent par la méme vote, et chacunc d’elles est corrélative d’un
sysieme fondamental determinc.

71. De méme qu’en Algtbre la décomposition d'un polynome en
facteurs premiers permet, connaissant les racines d’une équation,
d’écrire immédiatement cette équation, de méme ici la décomposition
en facteurs premiers symboliques permet d’écrire de suite 'équation
différentielle qui admet un systeme fondamental d’intégrales donné. Si

yi=e, v fede, o, yu==v fedr.. . [ de
est le systeme en question, I'équation différentielle sera

A AAA =0,
avee les conditions

dlog{v v, . .0

a = y =1, 3, 2, ..., M.

dx
Les coefficients de cette équation se trouveront exprimés en fonction
de o)y 0ay vy Ope

Je mentionnerai un autre procédé, conduisant a la solution de ce
méme probleme : former, en fonction de ¢y, ¢,, ..., ¢, 'équation dif-
férentielle qui admet le systeme fondamental y,, y., ..., ¥,.

Je vais, en effet, construire successivement les équations différen-
tielles linéaires, homogenes, d’ordres 1, 2, 3, ..., admettant comme
solutions, la premiere ¢,,, la deuxieme ¢,,_, et ¢,,, [, dx, la troisieme
Viins Yo [ Sy dX €L 0y [0, dox [v,,dx, etc. Reportons-nous pour
cela aux formules (1) dun® 18, qui donneront les p, connaissant les ¢.

L’équation du premier ordre, qui admet I'intégrale ¢, est

{1 r
; —— -ry=—=o
s dz ' ’
avec la condition
1 dey,
Pyt —
m dx

Pour obtenir I'équation du second ordre

dy dy
S8 = -5 = 0,

/ pt
(2) dxt " Tldx

11
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l

qui admet les intégrales
Coy €L 0 fendz,

je détermine d’abord s, par la condition que ¢,_, véritie cette équa-
tion; puis, considérant I'équation (1) comme déduite de (2) par la sub-

stitution
3= v [ 3de,

je détermine s,, en fonction de 7y, par les formules (1) du n°18.
[’équation du troisicme ordre
&y &y dy

das dx: - [3% =y o,

)
|
i
]
i
o~

qui admet les intégrales
Gpovy Vo) 0a dre el s fvn da fend,

se construit de méme, en déterminant d’abord ¢; par la condition que
¢,._» vérifie cette équation, puis ¢, et 7, en fonction de s, et 5,, & Paide
des formules (1) du n° 18.

En continuant de la méme maniere, on obtiendra I'équation cher-
chée, d’ordre m, admettant les intégrales

vi, vifvadz, ..., o fedxf.. . [e.dx.

D’apres la proposition du n° 8, si les fonctions y, v, .. , ¥, sont
holomorphes dans une partie T du plan, & contour simple, excepté
pour certains pointsisolés les uns des autres, et si les nouvelles valeurs
(7o) (y2)'s -- s (V)" quacquierent ces fonctions lorsque la variable
fait le tour d’un de ces points peuvent s’exprimer en fonction linéaire,
homogene, a coefficients constants, des valeurs primitives, I’équation
différentielle obtenue, a laquelle satisfont y,, y., ..., .., aura ses coef-
ficients monotropes dans la région T.

72. Lorsqu’on connaitra un systeme de valeurs des fonctions v,,
s, ..., ¢, on saura effectuer toutes les décompositions possibles de
I'expression P en facteurs premiers symboliques, car, si 'on connait
un systeme ¢, ¢s, ..., ¢, on peut intégrer complétement P = o; par

sulte, on connaitra tous les systemes ¢,, ¢,, ..., ¢,,; on sera donc &
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méme de calculer tous les systemes de valeurs des coefficients «a,,
a.. ....a, donnés par les formules

——
-

a;— - 2y =1, 2,3, ..., m.

Inversement, lorsqu’on connaitra un systeme de valeurs des coeffi-
cients a@,, a.. ..., a,, on saura effectuer 'intégration complete de
I'équation P = o. En effet, si I'on connait «,, a., ..., a,, on peut
caleuler ¢,, ¢,, ..., ¢, par les formules (1), qui donnent

[ — ef“xd-’, ¢, = efi®—a;] ‘1’, Vo T ety s,

>
On aura donc un systeme fondamental d’intégrales de 'équation P=o:

= efnl(lr, = ejaldz‘/‘ef;ai-a1:(l_rdx’ ceey

Y= efnds feflaaddndy [ felonanidrdx.,

Notons cette conséquence : lorsqu’on connait une décomposition de
Pexpression P en facleurs premiers symboliques, on peut les former
toutes.

73. Quand on veut décomposer 'expression

, (l’"]’ (lz..-z—]ﬁn . )
Plr)= don TP gpma T PRY

en m facteurs premiers symboliques, ce qui, comme I’a vu, revient au
fond & intégrer I'équation P = o, on peut soit calculer un systeme de
valeurs des fonctions ¢y, ¢,, ..., ¢,, soit évaluer directement un sys-
teme de valeurs de leurs coefficients a,, a., .. .. a,,.

Dans le premier cas, on cherchera, comme on sait, une solution
particuliere ¢, de P{s,) == o, puis une solution particulié’re ¢, de
P(¢, fz.dx) = o, etc. Ces équations en =,, 2., 5. ..., 5,. d’ordres res-
pectifs m, m — 1, m — 2, ..., 2, 1, sont linéaires.

Dans le second cas, pour calculer directement un systeme a,,
@, ....a,, il résulte du numéro précédent que 'on cherchera une
solution particuliere @, de

Plefnds =,

11,
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puis une solution particuliere a, de

P ['/j'(,l ([z‘/'())”\u,_ﬁau\ dr (]1.] = v,

puis, etc. Ces équations en w,, w,, «,, ..., u, sont d'ordres respectifs
m—1,m-—2,...,2, 1, o, mais ne sont pas linéaires. En général,
a; sera une intégrale quelconque de 1'équation en u;, d’ordre m — 7,
mais non linéaire,

Plofeds felas ol dedy felle aidedg [ fel'vim Sdidz) = o,

Remarquons que cette seconde méthode donne une signification
remarquable de la nouvelle variable %, dans le changement de variable

s pfud
) == elrer

usité pour abaisser Pordre des équations différenticlles linéaires et
homogtnes : w est le coefficient du dernier facteur prenuer symbolique
dans une décomposition du premier membre de Uéquation.

Remarquons aussi que le systeme des équations en u,, u,, . ., 1,
comme le systeme des équations en s, 5y, ..., 5, posstde cette pro-
priété, qu'il suffit de connaitre une solution particuliere de chacune
de ses équations pour pouveir les intégrer toutes complétement,
puisque, ces solutions étant connues, on peut intégrer complétement
P=o.

Ainsi done, si Von veut tenter Uintégration de I’équation P = o par
une décomposition directe de P en facteurs premiers symboliques, on
est conduit a chercher m intégrales des m équations en u,, u., ..., u,,
d’ordres m — 1, m — 2, ..., 2, 1, o. Ces équations ne sont plus li-
néaires; malgré cela, elles peuvent aider & découvrir certains cas par-
ticuliers ot 'éguation P = o est intégrable.

Je vais appliquer a I’équation du second ordre

P]:aj—} +p d—) -+ P2y =0,

dx* "dx

Je veux melttre P sous la forme compo sé

75
ay d da
([ W e A la, +—a, LA ( — a-.->)‘,

dx? d.x dx
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’ol1 les deux équations

a4 = — p,
da, 0 a
dx v Py

qui déterminent @, et a,. La premiere donne
(!) A, == — (, — D,

et tout revient & caleuler a,, qui est donné par I'équation du second
ordre non linéaire

f2) — @ = poa - poT= o0,

I’équation (2) n’est autre chose que

P :efulx/z’ —o,
et I'équation (1)
Plefe & fellaaideda] — o,

De plus, on sait que les équations de la forme (2) sont intégrables com-
plétement quand on en connait une solution particuliere, ce qui est
d’accord avec ce qui précede.

L’équation (2) se raméne a la forme

da

3 — . == 0
(3) ekl 7
par la substitution

/ — P,
4 a=a--
ou encore
(5) a, = ae~Irix

La substitution (4) revient & prendre pour inconnue la demi-différence

ay — (@,
2

= .
Il faudrait donc intégrer I'équation (3) pour avoir @, et a,, et par

suite un systeme fondamental d’intégrales de I'équation du sccond
ordre.
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Adoptons, par exemple, la substitution (5). L’équation (3) est alors

da .
(7; ) —indza:' - P efn dr — 0,

et, st nous supposons
d 10;’\/]3:

e odi—p, efr. 4 ¢est-a-dire =
Ps ’ iy dz

elle est intégrable. On cn déduit sans peinc a, et a,, savoir:

a.= — Vp.tng(f yp:dz),

dlog\/p. — ro—
, T—TZ\/])— -+ \/p-_v tang(j \/[);(I'x),

et, par suite, un systeme fondamental d’intégrales de I'équation

dy _dlogyp.dy
dx de dz P
Si nous adoptons maintenant la substitution (4}, auquel cas I'équa-
tion (3) est
da | | t dp, | p? .
(6) ﬂfﬂ*(;;{‘—x’**Ffr——[): =0,
il est facile d’obtenir la relation qui doit exister entre p, et p, pour que
a, et a, soient égaux. La condition est évidemment que I’équation (6)

. , e . , a — ,
soit vérifiée pour @ = o, puisque areprésente — . Par conséquent,
la condition nécessaire et suffisante pour que U'expression

dy dy .
T pJ

dzx?

soit décomposable en deux facteurs premiers symboliques égaux est

v dp,  pi _
ads 4 PT

Les deux facteurs sont d’ailleurs égaux a
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o~
~1

et I’équation du second ordre admet les deux solutions

[
oyl

i -
F— e, de
=e s - .

y.—=ze

74. Considérons une décomposition de I'expression

) /]m ¥ (‘,’.‘u— -1 3
Py =ty GOy,
Wt (/.ZM p‘ (l‘z;'mhl l

en facteurs premiers symboliques,

P=A.Au. . A A,

(']‘

et proposons-nous de calculer les coefficients p en fonction des coelli-
cients a des facteurs.
Soit

_dvy

d ™

[7 7} P
/) dam

—d,

Am a\m~‘. .

(!m»«! .

d’ou 'on déduit

P
p:

(lr'm» 1’. alm——_‘ ¥
DAL = n - e L’ TN A
3 dam—t ql ([xmf‘ 1 ‘.} s
R . qe dy
formons A, A, _, ... A; A, A, c’est-2-dire remplacons y par e @y
dans P'expression précédente, et nous obtiendrons
- [(L‘””‘““‘)” ‘ . (Im—»:}.}. , (l""‘i(l|
™ 17 dxm-—z - q l{x.Ul.—J alxm»—l
. , da im—1){m-—2) da, dmq,
— =1 o - e T
dx 1.2 dx dam—
. ( , da, a3,
qa — qilm—2} - — s
— ¢ —
. da,
1“!‘ 2 ‘/x
— G
= (11 — dyy
. . da,
S o — g,
. (m—r m—a da, du,
=4 R R (e T S A
e . e e e ,
_dm dm—a, a—ta da,
- drm— ! dxm—: : dxr—> — ;]\Z G- -
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Si donc on part de Pexpression A, et qu’on veuille former successi-
vement les expressions

Am -’\m—l) Am f\uz— 1 Am»—:; cey Am Am—l .. A? AU

on saura, par les formules (1), de quels termes il faut augmenter chaque
coefficient dans le passage d’une expression a la suivante, et Pon en
déduit aisément les valeurs des coefficients p :

! S y 1
L e -+ ;.. -‘l"am)y
| ; Lda, . L da, o s da,_,
=S i, — o — 1) — — m— 22— — m— 3 — .. = 5
! S ldz ‘dx ) dx dx
m—1tm—o" da, ‘n—o2" "m—3" da, ’
P = — ¥ a;a; ay — - - ..
i 1.2 dz? 1.2 dz*
12
' , - cda, . da,
M — 0l Ay = T M= Dy e (T i -
. . Cdxw : I “dx

+
I~
—
|
&
&
|
[S¥]
AR
&2
+
L
2
[_—‘
!
W
J
N
ol
R
+

On a donc ainsi les coefticients p exprimés i 1'aide des coefficients a :
pi=fia, ty .., .

Ces coefficients @ sont eux-mémes des fonctions de ¢,, ¢a, ..., 9, définies
par les formules (1) du n° 72.

Mais, si I'on substitue au systeme ¢, ¢,, ..., ¢, un autre systeme
pareil, les fonctions /; de 2 ne changeront pas, puisqu’elles sont toujours
égales aux quantités p,. Les fonctions f,, /., ..., f,, des coefficients a
des facteurs sont donc des invariants, en ce sens qu’elles restent
égales A elles-mémes, quel que soit a, quand on change le systeme
D1y Vay vevs Oy

Par exemple, la fonction

f=—ilai+ .+ ),

¢est-h-dire

dloge, dlog e, dlog cvp0)  dlog orenr=1..¢3 0,

T dx dx dx - dx

fo=—

est égale a p,, quel que soit le systeme ¢,, ¢., ..., ¢,,. Et, en effct, on
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a vuau n® 3 que

gt ok

Y o= ar

car A est égal & e=7%%, d’apres la proposition de M. Liouville, de sorte
que
dlog emem =V Lok 0,

e T

Remarquons aussi que, si @,, «,, ..., @, sont constants, les for-
mules (2) donnent pour les p des valeurs constantes

po=—2Xa;, p.= - Ja;q;, p.——Zd apa,
ui sont eelles des coefficients de 'équation algébrique
-, X — e X — ., A — T, T=O

’

ayant pour racines «,, @,. ..., a,,.

75. Considérant toujours I’équation ditférentielle P = o, je me pro-

R . ’ 4 ,
pose de multiplier toutes ses intégrales par —» ¢ et w étant des fonc-
tions de .

-
A,

. . . . v . . . (¢4
Il est clair que j’atteindrai le but en (aisant la substitution y = "
. . 'lﬂ’ X . ’ \ .
I’équation P (7 2) = o aura pour intégrales celles de P{y} = o multi-

., v . .
pliées par —. D’autre part, soit

r=v, = fedr, .., yu==e fedrf. . [e.dx
un systeme fondamental de P(y) = o, et soit
Py =A.Auo o AALN
la décomposition corrélative de P(y). Pour multiplier toutes les
intégrales par ‘%, il suffit évidemment de remplacer ¢, par ‘%.‘ Or on a

dlogiw,v....v;)
R e
dx

7

’ e

N . ¢ . N . \ 1)
d’our il suit que changer ¢, en - * revient & ajouter & chaque coeffi-

12
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cient @; la quantité

o v dloge dlogw
—log — -7 2 — —
de 7w dx dx

A== = —

dx

L dy © dloge  dlogw)
= - - %

. . 5 LR E 14 . .
aura pour intégrales celles de P(y) == o multipliées par —» c’est-a-dire
. Sl O
les mémes que P { " z) = o.

On est done conduit A identité suivante :

() Sp (1;) LA AL

Q@ !

avec les conditions

dloge dlogw .
R I Y 1:1,2,3,...;I)7.
dv dx

ol = (t; 4~

Supposons en particulier
N U (U 3

nous aurons

dlogve dlogw
St = ——
da v dx ’

et par suite

;o i ' ,
(o P (—j = ALAL L A
2, D 2

i

avec les conditions
dimap--ay 1em1,2,3, 00 ,m,

et I'on voit que, pour multiplier toutes les solutions de I'équation
A,,, :\,;g S .;\2 :\l =0

par Pune d’elles, satisfaisant & A, = o, il suffit d’ajouter a, i tous les
cocfficients a.
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Supposons maintenant

nous aurons 'identité

{3} Py ::;'} T W

E
avee les conditions

==y — ., 1:3=1,2,3, ..., 1,

. Ly s dy , . . .
de sorte que A, se réduit & 22;?’ et l'on voit que, pour diviser toutes

les solutions de
AL M A =0

par 'une d’elles, annulant A, il suffit de retrancher a, 4 tous les
coefficients a.

76. En 1874, M. Vincent a publié un travail (') sur les analogies
entre les équations différentielles linéaires et les équations algébriques.
« Jai été conduit, dit M. Vincent, & faire porter le raisonnement, non
pas sur les solutions particulieres, mais sur leurs dérivées logarith-

. 1 dyv . . . .
miques — -—. » C'est qu'en effet, comme je I’ai montré au n° 73, ces
)y dx

i

dérivées ont une signification remarquable, mise en évidence par la
décomposition en facteurs premiers symboliques, et qui fait pressentir
tout 'avantage qu’on peut retirer de leur emploi direct. Les dérivées
logarithmiques des solutions de I'équation P = o ne sont autres que les
valeurs du coefficient du dernier facteur symbolique dans les diffé-
rentes décompositions du premier membre P. Des lors, toutes les ana-
logies signalées par M. Vincent deviennent encore plus sensibles.

Etant donnée une équation algébrique F(y; = o, dont le premier
membre est décomposé en facteurs premiers,

F J flagiod e\)‘ — T, ‘V}' — 2. P ‘}~—~ s "} A

lorsqu’on veut la débarrasser d’une racine «,, on supprime le facteur
q

i Premierce Thése, présentée & la Faculté de Rennes, annde 187 §.
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y — z,. De méme, étant donnée I'équation différentielle P{) ) == o, dont
fe premier membre est décomposé en facteurs premiers svmboliques,
p v

P=A, N A,

pour la débarrasser d’une intégrale particuliere y, = ¢,, qui est en
méme temps solution de A, = o, il suffira de barrer le dernier facteur
A,. Si

yiomey e feade, oo, yeose fedx oL feide

est le systeme fondamental corrélatif de la décomposition considérée,
I'équation différentielle linéaire, homogene, d’ordre m — i,
AaA AN, =0,
admettra le systeme fondamental
voeny o e fosdr, Lo, e feide [0 [ enda,
¢’esl-a-dire
N (l _) i , (/ '7'3 . (Z J‘IH
Mz ~)'.’ Y dx _7'.’
Connaissant la racine «, de I’équation algébrique I = o, on peut
encore abaisser le degré de cette équation en égalant le facteur y — o,
at, c’est-a-dire en diminuant les racines de «, ; I'équation en z admel
alors la racine t = o, dont on la débarrasse. De méme, connaissant I'in-
tégrale particuliere y, de I’équation différentielle P = o, on abaissera

, . , . dt . .
'ovdre de cette équation en égalant a e le dernier facteur A, qui est

, , . . [
annulé par y,; I’équation en ¢ admettant alors la solution o =10, 0n
. dt . . .
prendra pour inconnue /= %» ce qui, en somme, revient a poser
dy vod 2
dx 3 dx y=2

Nous obtiendrons évidemment ainsi I’équation
_'\,,, :\,,,‘_‘ e .\; .‘\2 =0

et, par conséquent, la méme équation que précédemment. Au surplus,
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la relation

&y vy
dz ~ ypodz’ T 7
qu’on peut écrire
Cdy dy
o “‘(wa"yﬂ_ . d ¥
L T Tk

montre que I’équation obtenue par ce second procédé doit admettre
les intégrales

=

od oy d v
A dz » H [ A

d
a dr ‘,’

i

=Y

Ainsi done, étant donnée 'expression différentielle P, qui est an-

nulée par y,, sil’on pose
dy

dz

—u )y =3,

y, satisfaisant 4 U'équation
dy
A.:d'—x — a,).= o,
on obtiendra 'expression différentielle linéaire, homogene, d'ordre

m—r,
ALA, A

AnA, o .A AL\, étant une décomposition de P en facteurs pre-
miers symboliques.
De méme, si I'on connait une solution particuliere de 1'équation

transformée
AAL o LA =0

annulant A,, on abaissera 'ordre de cette équation en prenant pour
inconnue A,, ce qui revient & barrer A,, et ainsi de suite.

Inversement, lorsqu’on voudra introduire une nouvelle solution y,
dans I'équation Py = o, on fera la substitution

dz
b __E?—aue-——Am

a, désignant la dérivée logarithmique de cette solution, et sil’on a

P = f\m Am—u . A" A: »'\n
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’équation nouvelle sera
Ao, N AA Y o

Elle admettra pour intégrales

AL "3 o
Feoo b / Shda, / dey o, / = dw,
g J X JoJ

ce qu’on peut écrire

el e ied, L e Ty e Tt de,
77. Si je constdere I'équation différentielle

:\,” :\,,, P ._'\;; _f\_ =

et si, appliquant fa méthode précédente, j'introduis une solution de
A, == o, jobtiendrai I'équation
(i’m 3 i P
St e oy e = P} =20
(lxs,z I (].ZH -1 1 J
Les formules (1) du u° 74 font connaitre les valeurs des nouveaux

coefticients p en fonction de a, et des coefficients ¢.
Réciproquement, si je débarrasse I’équation

i&m _‘i,,,ﬁ; [ ;\; ;\| —-— O

de la solution de A, == o, en supprimant le facteur A,, Jobtiendrai
I’équation |
LA A A=,

7
dontles coefficients ¢ seront donnés par les mémes formules (1) dun°74,
résolues par rapporta ¢,, g.. .., ¢,,:

G e
. . (:’Il,
(1_' ~(1'|([i'7‘ ’“z - Hl — 1 -~
P ' ) ax
‘ .
[ : L
' Cm—1 m— 2, d*a, Cda,
(3= Gaddy == Dy = e g —— 2 -
q 7 1 1.° (x? 1 T dx
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On voitdonc queles termes indépendants des dérivéesde a, se dédui-
sent lesuns des autres comme les coefficients du quotient d’un polynéme
par ¥ — a,, de sorte que, si @, est constant, les coefficients g sont ceux
du quotient du polynome

R LN B e I N L

pary — a,.

78. Le mode de transformation de I’équation P == o, propre a abaisser
son ordre d’'une unité quand on en connait une solution particuliere
¥, et qui consiste & poser

dy 1o dp

dz = 3 dx ”

differe du procédé ordinairement usité, ott 'on pose

Il existe une relation simple entre les deux procédés. L’égalité
y =y, [zdx donne, en effet,

~ d 9
P ]
dz
. A dy 1y, N
tandis que la substitution = — = -~y = = conduit &
dr oy da~
_ d
S 0= .1 | 7—1} ‘:—1
Donclesintégrales de'équation A, A, ... A, A, = o, obtenue par ['une

des deux méthodes, sont égales a celles de I'équation P/v, fzdx = o,
obtenue par l'autre, multipliées par y,.

Je vais conclure de la deux identités, en ramenant les deux équations
a avoir les mémes intégroales.

Si je multiplie par y, les solutions de P{y, [zdx}; = o, ce qui se fait
en changeant z en %, comme le premier coefficient de P(y, [%(7x>

%

est I'unité, j'aurai I'identité

i P <'}’: [‘L(].l“\ == ;\,,, :\,,_,.,.1. . ..‘13 ’\:.
" SRR
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Si je divise maintenant par y, les solutions de A, A,,.,...A; A, =0,
ce qui se fait (n® 75) en retranchant a, 2 tous les coefficients a,,.
@ty « -5 @y, @y, comme le premier coefficient de P(y, [sdx) est y,,
jaurai la seconde identité

(%]

.\ Py fydr = ALAL

JALAL,

2 ’
oul’on a :
ay=a,—a, ..., 1=2,3,...,m.

Remarquons que, si dans I’équation
p (s {%dx) — e A=
N oS .

on remplace v, par sa valeur v, = ¢/, et si 'on pose y = e™:“*, elle
deviendra
P (;’f”“l-”‘f(,ff“:*“.,““([x‘, — o0

et coincidera, par conséquent, avec I'équation en u, du n°® 73, et les
équations en u,, u,, ..., u, dudit numéro, qui déterminent a,, a,, ...,
a,, se déduisent des équations linéaires et homogenes

I\m »Am—l .. ~A2 Al = 0, Am J\mﬂl . A. =0, ey »‘\m Am 1= 0, Am — 0,

en posant successivement, dans la premiere, y = ¢/"“*; dans la
deuxieme, y = ¢"!"; dans la troisieme, y = /", ete.

79. Etant donnée une équation algébrique admettant la racine y,,
pour que I'équation obtenue en supprimant le facteur y — », admette
encore la racine y,, il faut et il suffit que y, satisfasse & I’équation
dérivée.

De méme, étant donnée I’équation différentielle

dm ¥ dm—l y

Piyt= o i e Py =
FIE G P e Py =0,

qui admet la solution y, annulant A, pour que I’équation obtenue en
barrant le dernier facteur A, dans

P:-'\m '\m ....;\-_,:\,:0
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admette encore la solution y,, il faut et il suffit que », satisfasse &
I’'équation
deiy , dy

dam 2

([MA()- o
N I i I),

dait - Pun) = o,

e 2
{ dx

En effet, I'identité (1) du numéro précédent montre que la condi-
tion pour que I'équation
_\,,, A,,; Pe s \_) ,\2 et 4]

soit vérifiée pour y =: y, est que P'on ait
))‘I *, .
p (‘)‘. /'—d:c) =0 ou Pay, —o,
NV '

c¢’est-a-dire que P = o admette I'intégrale ). Or, si nous exprimons
cette condition, en tenant compte de P(y,) = o, nous trouvons

o l"f‘l ) » ([m- M l/)'l
- . m —1 14 IR 2P 2 T -

" dan—r x

dam—1 pm¥x.7‘| —= 0.
80. La condition précédente, écrite sous la forme P{axy,) = o, fait
voir que, pareillement, pour que I'équation obtenue en débarrassant

.'\m .\,,.,_1. - ;\,5 ;\.. 20

de la solution y, admette encore cette intégrale, il faut et il suftit que
Pon ait
p(,)'. }QQ(&') =o ou P 2 =o;
N A A
et, généralement, la condition nécessaire et suffisante pour que y, soit
solution de I'équation P =o et des » — 1 équations qui se déduisent

successivement 'une de autre en posant

dy 1 dyy
dv 3y dx

est que P = o admette les n intégrales
P ¥ X, e at Ty

Ces solutions, en progression géométrique de raison x, ont été appe-
13
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lées par M. Brassine solutions conjugudes. 1’analogue d’une équation
algébrique ayant n racines égales est donc une équation différenticlle
linéaire ayant n solutions conjuguées.

Lorsque Uéquation différentielle P = o admet n solutions conjuguées,
on peut decomposer le premier membre P en m facteurs premiers symbo-
liques dont les n derniers seront égaux.

Soit, en effet,
Fir=0, FEmxe, X, e, BTG Ve s T
un systeme fondamental de P == o, et soit
P=A,A. .. Al A

la décomposition corrélative de P. Elle jouira de la propriété énoncée,
car, si I'on calcule ¢,, ¢;, ..., ¢, par les formules
yi=vi, yre=efedr, ..., p.=efedef... fo.dx,
on trouve successivement
V,=1, V32, ¢,z 3, ..., ¢, =h-—1,

de sorte que 'on a

dloglo,e....oir  dloglr.2.3... i—1te]  dlogy,

w; — —_ -
! dx dx dr

3
ou
a—a, 1=2,3,...,0.
La démonstration pourrait d’ailleurs se conclure de ce fait que I’ex-
pression A, A, ... A; Ay, devant encore s’annuler pour y =y,, peut

se meftre sous la forme
ALALL ALAL

Réciproquement, si l'expression P est décomposable en m facteurs pre-
miers symboliques dont les n derniers sont égaux, 'équation P = o
admettra n solutions conjuguées.

Si, en effet, on forme le systeme fondamental corvélatif de la décom-
position A, A, ;... A: A, savoir:

meey ge=efedz, ooy = fode .. [e.de,
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on voit immédiatement que ¢.. ¢,. ..., .. étant donnés par les for-
mules (n°72)

e, alde e e N ¢,z plia O
7 - - 3 2 - A - - . b=

s ! .

oul'on a
AT @ 7= Ay T Ty,

sont des constantes, d’ou il résulte que y,, ¥.. .... ¥, sont de la forme
Fermen TS xe, LT aten L, Gu=at e

Nous avons vu une vérification de cette réciproque au n° 73, pour
I'équation du second ordre.

On peut aisément se rendre compte de ce qui a lieu pour une
équation
ALAL A A o,

ol n facteurs consécutifs sont égaux, mais non plus les derniers. Sup-
posons, par exemple,

, Ao — A=A, —...= A,
L’équation
ALA .. A A —o0
admet alors les n solutions conjuguées
sy X0, 20, L XN
Done (n°76) la proposée admettra les n inlégrales
= foede, v freedr, yi=e faredr, oo su = S edr,

qui sont telles qu’on a

d 1 d d 3 .
—— P =, T —_ = A, ey - = = 2" .
Gx aa iy Ty

Ce sont ces dérivées qui sont conjuguées et non plus les solutions
elles-mémes.

81. Je me propose & présent de décomposer expression différen-
tielle
. [lm')- ' I]m 1‘)-

o dam ‘{[!),,,», 1

Py
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en facteurs premiers symboliques, dans les deux cas particuliers olt
I'équation P=o est intégrable, savoir

R;
Pi—= —;2 4:—” [),- — R,’,
R,, r et s étant des constantes.
Considérons d’abord 'expression
, (lm ¥ I{l (lnr—l 3y l{! (lm—z y ]{m
piyr =20 BANTI Do Ty
YT dae e s da T re s damt Crx4sm

que je veux mettre sous la forme
P=A,A, ... A AL

On sait que, si p,, 5., ..., 4, sont les racines de I'équation algébrique

Moin—1 o —m a1 =R talo — 0o —m 0

+ Rperto o —1 + B iro+ Ra=o,

v

obtenue en posant y = ra + s* dans P{y, = o, I'équation P=o
admet les intégrales

{ o ‘' : . [ AP
frx-bsty irrsth, Lo, rx - stm,

qui, en général, sont linéairement indépendantes. Connaissant ces inté-
grales, y’en déduis facilement ¢,, ¢,. ..., ¢, par les formules

‘rra-s=e, rx4spa=y foudr, ..., rx-tswm=y fodef. fv.de,

et je trouve

N A L e I S e i N Ry 1 2 S T

4 des facteurs constants pr‘es. On adone, 4 un facteur constant prés,
GOy D P - SETIN (om0 3, L, m,

et, par suite, en prenant les dérivées logarithmiques,

o r 9—1, 7 ‘o,— 2 r (Ow— M 1. p
o = ———» (s == =+ : — R

= Sy ey = e

rx —+s ) rx +s rr - rx -+ s

Ainsi, Pexpression P est décomposable en facteurs premiers symbo-
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liques de la forme

/

ol k; est une constante égale a "5, —- 7 -+~ 1)r.
Réciproquement, toute expression composée de facteurs premiers
symboliques tels que
(l'}' /f,'

dx ra - s-

>

k; élant constant, sera de la forme P, ol

R;

); =T T s
Pi== 7 s

C’est en effet ce qui résulte immédiatement des formules (2) du n°® 74.
Lorsqu’on a g, = g, =... = »,, on voit sans peine que la décompo-
sition donne les intégrales

frx+sn, (ra4sulogire=s, ..., re+sulogtire+s,-
et, lorsqu'on a 6, =4, —r1:2=p,—a2=...=0,—n +1, elle donne
les solutions

rr 48, (rx-bsuat, ipxobs a0 Iprp des wtey

équivalentes évidemment aux solutions conjuguées

(rx-+s'n, zrx-sa, ..., a2 rx+so,

ce qui devait étre d’apres le numéro précédent; de sorte que, quand
I’équation algébrique en p a n racines en progression arithmétique de
raison 1, 'équation différentielle a n solutions en progression géomé-
trique de raison a.

82. Je considere maintenant I'expression

([w)- ([m 1}4
Poyi= 5= - pi—i— 5 Pl
Y dam ['(/xm [ T P
dans le cas ol les coefficients p,, p.. ..., p,, sont constants. Clest ici

que I'analogie de I'équation P = o avec une équation algébrique va se
présenter de la maniere la plus complete.
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Il a été établi au n° 7% que, si l'on effectue la composition des

facteurs

LA AL

A
PUI DT S S

dont les coefficients a sont constants, on obtient une expression diffé-
rentielle dont les coefficients ont pour valeurs

—~Xa, =+ Seq;. —Zwaia, .,

de sorte que ces coefficients sont eux-mémes constants. Inversement,
les coefficients p,, p...... p,, étant constants, si I'on détermine les a
par les formules

po==—Xa, p.=--laia;, po— —Zacaia, ...,

it

on obtiendra des valeurs constantes qui sont les racines de 'équation
algébrique

e TR A et il pLo,

obtenue en posant 3 = ¢* dans P/y" —= o.

Done, toute expression telle que P est décomposable (n°® 44) en
m facteurs premicrs symboliques & coefficients constants, ces coeffi-
cients étant les racines du polynome

Remarquons que les coefficients p sont des fonctions symétriques
des coefficients a; d’oli cette proposition :

Dans une expression composée de facteurs premiers symboliques
a coefficients constants, on peut intervertir d’'une maniere quelconque
Iordre des facteurs sans altérer les coefficients de I'expression résul-
tante.

I résulte de ]a que :

Pour qu’une expression composée de facteurs premiers symboliques
a coefficients constants soit nulle, il suffit qu'un de ces facteurs soit
nul, ou, plus généralement, qu’une expression composée de plusieurs
de ces facteurs soit nulle.

Car, si AgA A, par exemple, est nul, Uexpression proposée, pou-
vant s'éerire A, A, ... A, A A A,, sera elle-méme nulle.

Ce dernier théorcime donne immédiatement U'intégrale générale de
Péquation P = o.
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En effet, si les facteurs A sont inégaux, en les égalant séparément a
zéro, nous obtenons m solutions linéairement indépendantes

e[[‘.L', e[l__.z, e(lul', ceey (;L",”.l"
Si maintenant ¢, facteurs sont égaux a A,, «. 2 A.. ..., 2,2 A, de
telle sorte que

T S R i 11 N

égalons séparément i zéro ces n groupes de facteurs égaux

A,A....A‘T;.‘O, Ag;\g...;‘\g*‘(), P A,,;\,,..._',,:O

2

.
’

il résulte du n° 80 que ces n équations ont chacune toutes leurs solu-
tions conjuguées et égales respectivement

a. X T/ =1 s,
ent, xeht, .., XM en,
e

ea“.z;’ xea”.r, Ce ataetut,

Nous avons done encore ici m intégrales, et elles sont linéairement
indépendantes.

83. Soit une expression différentielle
Am An}-x ERCEE :‘1:;&‘
composée de m facteurs premiers symboliques, et soit

, dmy o dmy .
W= m P s e P
ce qu'elle devient quand on effectue la composition des facteurs A.
Lorsqu’on pourra intervertir d’'une maniere quelconque P'ordre de ces
facteurs sans altérer les coefficients p,, p., ..., p,, de I'expression ré-
sultante, on dira que ces facteurs sont commutatifs. En adoptant suc-
cessivement deux dispositions différentes pour les facteurs, puis effec-
tuant dans chaque cas les opérations, on obtiendra deux expressions
différentielles identiques, ¢’est-a-dire que les coefficients des dérivées
de méme ordre, dans les deux expressions, seront égaux.

Nous avons vu qu’une expression différentielle linéaire, a coefficients
constants, peut se décomposer en facteurs commutatifs. Je vais étudier
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d’une maniere générale les expressions linéaires homogenes qui sont
décomposables en facteurs premiers symboliques commutatifs.
84. Considérons 'expression différentielle
AL AGAN,
et comparons-la & I'expression

A A A A

Jeffectue les opérations A, . A, ;... A. A, et je pose

:\m—zAm 39 -A'zAlf: AL

On a
TARY . . dx detn
N A A= dz Wy~ oy dr (..Clm--n ay— e ) A,
d:A dA et
A, A= — Ay U — —) A
e dzr ~ VT dzx < e dx
- da,  dea,_, , , <. .
Si done —= et - sont égaux, c¢’est-a-dive si «,, — «@,_, est con-
dx dx o

stant, les deux expressions A,, .\, _, A et A, , A, A seront identiques,
et, réciproquement, siA, A, _, Ael A, A, A sont identiques, la dif-

férence

dz dx

Ar:z 4'\m- i :\ - —'\m——i I\/u I\ = <([”'" - ilill!l_“) r\

devant alors étre nulle identiquement, comme A ne 'est pas,

dam (l/l,,. 1

dx dx

sera nul et a,, — «,, ., sera constant.

D’ou cette proposition :

Pour que, dans une expression différentielle composée de facteurs
premiers symboliques, on puisse intervertir les deux premiers, il faut
et 1] suffit que les coefticients de ces deux facteurs different par une

constante.
Comparons maintenant les deux expressions

Am Am—l Am—a f\m—~3 -’\m“,' LA el A,,, Am_, Am, 5 A,,,_v_, A,,,,_4 .. A,.
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Si les coefficients a,,_. et a,,..; different par une constante, d’apres le
théoreme précédent,

AnAu Aus DAL el An A AL A

seront identiques, et, par suite, il en sera de méme des deux expres-
sions considérées. Inversement, je dis que, si ces deux dernieres
expressions sont identiques,

Am—: A/n—;’, Am—z DA I\l = S ct 1\”‘73 Am,,g A,,,,i . -i\, pum '.I.‘

seront aussi identiques, et, par conséquent, a,._, et a,_, différeront
par une constante. En effet, la différence

An: Al)l-—-l S - Am Am—l T - Avn Am—l (S - T)

est alors identiquement nulle. Or on a

o dNS—T ) di(S—T) dttns\ & o
AA (S——]) — w—-\dxz ) — (@ +am> T - (\am—l Ay — dx ) (b'—l/.’

donc S et T sont identiques, car, sinon, soit rd— le premier terme qui

ne disparait pas dans la différence S—1; A, A,,_, (S —T) contiendrait

le terme irréductible » 1+":t’ et, par suite, ne serait pasidentiquement
nul.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Pour que, dans une expression différentielle composée de facteurs
premiers symboliques, on puisse intervertir deux facteurs consécutifs,
il faut et il suffit que les coefticients de ces deux facteurs different par
une constante.

On en déduit la proposition générale :

Pour que, dans une expression différentielle composée de facteurs pre-
miers symboliques, ces facteurs soient commutatifs, il faut et il suffit que

les différences de leurs coefficients, pris deux a deux, sotent des con-
stantes.

85. Ces conditions, imposées aux coefficients des équations compo-
santes, conduisent a des relations correspondantes entre leurs inté-
grales.

~
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Considérons, en effet, les deux équations

dy dy

dp =0 — &)y =0,

dx
et soient y, et y, leurs intégrales générales respectives. Si je pose dans
la premiere y =y, z, Jobtiens I'équation en =

a4z

o _
i e a.) z=o,

. 1n . ’ .

qui donne le rapport? des deux intégrales. Or, si a, — a, est con-
stant, elle donne 5 = C ¢**, « étant constant comme C, et inversement,
s1z est de cette forme, a, — a, sera constant; de sorte que dire que

. T y
a, — a, est constant revient a dire que le rapport - est de la forme

1 .
Do C(:“,
Jr

d’ou cette transformation de la proposition générale :

Pour que, dans une expression différentielle composée de facteurs pre-
muers symboliques, ces facteurs sotent commutatfs, il faut et i suffit
que les rapports des intégrales des équations composandes, prises deux a
deusz, soient de la forme Ce**, C et u étant des constantes.

86. Il est clair qu'une expression composée de facteurs premiers
symboliques commutatifs sera nulle si I'un de ces facleurs est nul, ou,
plus généralement, si une expression composée avec plusieurs de ces
facteurs est nulle. v

On déduirait de la, comme dans le cas des coefficients constants,
I'intégrale générale de I'équation, intégrale qu'on peut d’ailleurs
trouver de plusieurs fagons, par exemple a 'aide des formules du
1°72; mais je la conclurai des considérations qui vont suivre.

Je me propose actuellement de trouver la forme des expressions dif-
férentielles

. drn.r ) dm—l - i
P g P T TR P

qui sont décomposables en facteurs premiers symboliques commuta-
tifs.
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Remarquons d’abord que les coefficients p seront nécessairement des
fonctions symétriques des coefficients a des facteurs commutatifs. On
calculerait ces fonctions par les formules (2) du n° 7%, en y suppo-
sant

da,  da, _da,
de dx T dx
Par exemple, on a
s - m'm—i} da
N N
— — 2 ). = S Al — IR
P = p: 1y 2 dx

Si I'expression P est décomposable en facteurs commutatifs, on a
P=A,A._.... A,

ol les différences deux a deux des coefficients @ sont constantes. Soit
v, une solution de 'une quelconque des équations composantes, de

"

.= 0 par exemple : y, sera une intégrale de P —= o. Or, 'identité (3)
A mple : tégrale de P Or,1 )
du n® 75 donne

I . . ' ,
- P 1‘}‘1:_)'/ — —Am 3\/11—1 ..

KA

CALA

1

avee les conditions

’

@ = — (A, 1=21,2,3,...,m,

. H N V.
Done l’expressxonr P{y,v) a ses coefficients constants et est de la

forme
dlzx—l)< dr

1 dny ’ o
. . T m—1u (/x

Py, vW=0Q(y)=—L g, — "
I~ Yl QY= g T gl

.. ¥ .
et, si je change y en o j aurai

P(y) va(’—>

n

Par conséquent, toute expression P(y), décomposable en facteurs com-
mutatifs, est de la _forme
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v, €lant une fonction de x, et Q(y) une expression telle que

(Z:n),‘ o dmfxl.y. ' . d,V
2171—” Rl ;'—'"—‘[xm 7 DRl / l-l’-l—'.'

ou les coefficients ¢ sont constants.
Inversement, toute expression de la forme

est décomposable en facteurs commutatifs.

On a, en effet,
Q ()/) — B,, B,,;;, .. B‘ BI,

ol les coefficients & des facteurs sont constants. Or, 'identité (2) du
n° 75 nous donne

7Q (’-} —B,B,, ..B, B,

Ny

avec les conditions

dlogr,

—
dx

l)’,:[),+ 1=1,2,3,...,m.
Donc les coefficients &’ des facteurs B’ different deux a deux par des
constantes, et, par suite, ces facteurs sont commutatifs.

La forme y, Q ()l) est donc nécessaire et suffisante pour que P(y)

"y

soit décomposable au moins en un systeme de facteurs commutatifs.

Il est facile de conclure de la I'intégrale générale de P = o dans ce
cas. Soient, en eflet, w,, w,, ..., w, les intégrales particulieres de
Q(y) =o0; l'une d’elles est constante, puisque Q(y) ne renferme pas
de terme en y, et les autres sont de la forme x'e*™. L’équation

n

0 <l> = o0 ou P(y)=o admettra les intégrales linéairement indé-

pendantes
Yty YVet¥ey ooy YVt

Done, lorsque P est décomposable en facteurs commutatifs, si y, dé-
signe une fonction annulant I'un de ces m facteurs, I'équation P = o
admet m intégrales linéairement indépendantes de la forme y, 2/ ¢*?,
en y comprenant v,.
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87. Cherchons la condition pour que I'expression du second ordre

dy dy
Plyl=g5+pg, +po

soit décomposable en deux facteurs commutatifs
P = A2 Al N

Traitons la question directement. On a

« _ dr dy da,
AN =— — (0, +a) Ie (a.a»_. — E;> ’

\

d’oti les deux équations

da,
(l;+(l¢:—[)|, axaz'—ﬂ: 23
.. da, da, Jq .
avec la condition —— = — - On en déduit
dx dx
da, day _rdiata)__ 1dp
dex ~ dx ~ 2 dx — T adx’
. 1 dp,
a,ag—pz—a—xv
a—a\'_rdp  pi_
2 ~sdz T 4 P

Or, la différence a, — a, doit étre constante. Donela condition néces-
saire et suffisante est

— p:= consl.

Lorsque la constante est nulle, les deux facteurs commutatifs sont
évidemment égaux, et nous retrouvons bien la relation
1d H
sds T g PO

1
X

trouvée au n® 73.
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88. La décomposition d’une expression différentielle linéaire et
homogene en facteurs premiers symboliques a été étudiée, dans le cas
des coefficients constants, par le géometre francais Brisson, qui en a
déduit une ingénieuse méthode d’intégration des équations linéaires a
coefficients constants, avec ou sans second membre. Cauchy a signalé
la fécondité de cette méthode ('). Je me propose de généraliser le pro-
cédé, qui s’étend aux équations linéaires & coefficients variables, en
montrant comment il fournit I'intégrale générale d’une équation com-
plete quand on connait celle del’équation privée du second membre.

Considérons I'équation linéaire
dy det .

P e ey e

Piii=
Vo (]xm

Par hypothese, on connait I'intégrale générale de I’équation privée du
second membre : P =o0. On connait donc toutes les décompositions
possibles du premier membre en facteurs premiers symboliques. Soit

P = Am 5&.”174 se . A2 A|
I'une d’elles. L’intégration de 1’équation

(l) j\m :\,,,_,;... ;\QA,:ZTF‘:x\

:

peut se ramener a celle d’'un systeme de m équations simultanées,
linéaires et du premier ordre.
En effet, si je pose

(2) -'\m—l Am~2 e »'\l = U,n,
I'équation (1) s’écrira
du, .
—_— = Uy = T ;
dx o
si je pose de méme
(3) AvrApes oo A= U,
I’équation (2) s’écrira
dity
71 — A Up—y == Uiy,

(Y Exercices mathématiques, t. 11, p. 169.
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et ainsi de suite. J’obtiens done bien les m équations linéaires du pre-
mier ordre

du, o
dz —lUp Uy =T X,
ity

o U Wy == Uy,

dx
ditn_,

(l.Z' _ am-‘z um—‘l _ Um—(,
...................... y
du,

e au, = u,
dx ’

qui devront étre intégrées dans 1'ordre ou elles sont écrites, et ol u,
désigne y.

Observons que les valeurs de u,, u,, u,, ..., déduites de ces équa-
tions, renfermeront en général des intégrales multiples. Soit z; une
solution de A; = o,

Z‘:&f"id’, i:l,z, 3, ey I,

la constante arbitraire dans fa,dx ayant une valeur déterminée.
On aura successivement

“m

? i, 3m o X
Upyoy == Sy — X = Zp_ L/x — (/I,
Zip—t zm——l Zm
iy —y Zine—s . o X,
Up_y = Zymn | —— dx = Zua dv | dx | —=dx,
J Bm—2 Zp—s Zpm— Zn

! A}
[ RN A
Un =T {. . dx ’
<

Il est facile de voir que, siles facteurs A sont commutatifs, on pourra
toujours remplacer les intégrales multiples par des intégrales simples,
en recourant a l'intégration par parties.

En effet, le rapport = des solutions de deux équations composantes
%
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est alors (n° 85) de la forme Ce™*, « étant constant, comme C. Or on a

Em [a} /.1: Zm '/.Z' {x Zp
ff——(lekg—)dx:/‘——(lxxf?\—)dx—f?ﬂdx = dx,
zm—l z:n Y Z -1 znl Zm zm—~l
d’out 'on tire

La fonction u,,_, est donc exprimable par des intégrales simples, et il

en sera de méme de u,, .o, %y, ..., 4, et de u, ou y. Cela est toujours

vrai, en particulier, lorsque I’expression P est a coefficients constants.
La méme réduction a liea quand on a

. )

Zm -t

D) gy

L

dx.

Uy, —

fr4 a

Lm—\

R,
vl

\ml l:l,2,3,...,nl,

pi=

R; étant constant, et généralement quand le rapport z—zdi est inté-

grable.

89. Appliquons la méthode précédente a I'intégration de ’équation
différentielle

1701 Ps
(re+4sp?

_ &y
T dx?

rp+p—1) dy
re -+ s dx

P(r)

=w(z),

ol py, ps, I et s sont des constantes, p, étant différent de p,.
L’équation P = o admet les deux solutions linéairement indépen-

dantes (ra + s)’ et (ra + s)*; on en conclut la décomposition de P

en facteurs premiers symboliques

P:A', :\1,
ou l'ona (n°81)
et
M= Az rz—+s 77
dy or
A= dz 1tz +s"

Les équations A, = o et A, = o admeltent d’ailleurs respectivement

les deux solutions

Zy== (ra + §,677,

z
&5

== f;l'.ﬁ:ﬁ'—s:f:.
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Il s’agit d’intégrer le systeme

\

du, (p:—1}r

— L —=wlx
dx rx A48 (=),
du, r

B 0, = i,
dx re 4+ s

Or, I'intégrale générale de la premiere équation est

. V. WX
== lry +s¥t | e day
‘ ‘P 48w

on cn conclut celle de la seconde

e . N / Yoo —1,] 'GF?)
Illﬁ-:) ‘:\I.Z‘+S/-1 \\l’.l"*—s/:‘-' LR &7 74 m )
A — 9

(%

dzx.

Chassons 'intégrale double en intégrant par parties, et nous obte-
nons l'intégrale générale de Py} = ='x) sous la forme

! N ! T, : 5
WX frx s wlx;
{pa o ¢te—t dx JLE \ s ae 2 Yo, —1 (['r’
{ra& = st rio,—o0 J (resw

ce qu’on peut encore écrire

y=0Clre+se+-Clre—sH

\

T Y owmia) 1 ®lx)
-+ = : —— dx —+ - ; ——— dx,
r{oi— 02 (rax 4 sn™ Pigy—o) J (re st

\ i

C, et C, étant les deux constantes arbitraires.

SEPTIEME PARTIE.

90. Dans cette derniere Partie, j’appliquerai la décomposition en
facteurs premiers symboliques a I'étude des intégrales réguliéres.
Comme nous le verrons, cette décomposition peut s’effectuer suivant
des facteurs a coefficient monotrope, et la considération de ces facteurs
permet d’établir simplement tous les théoremes, en méme temps

qu’elle montre clairement I'origine de la différence qui existe souvent
5
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entre le degré de I’équation déterminante et le nombre des intégrales
régulieres linéairement indépendantes.
Je rappelle d’abord que, pour que 1'équation du premier ordre

ol le coefficient a est une double série procédant suivant les puissances
enlieres positives et négalives de x, et convergente dans le domaine
du point singulier zéro, ait ses intégrales régulieres, il faut et il suffit
que ce coefficient soit de la forme

a—= ?

o
x
« étant une fonction qui ne renferme dans son développement que des
puissances positives de « et qui peut étre nulle pour x = o.

Quand cette condition est remplie, I'équation déterminante est du
premier degré, et, si p est sa racine, les intégrales sont de la forme

xe L,

la fonction ¢ () étant analogue & o, sauf qu’elle n’est certainement
pas nulle pour « = o. Quand la condition n’est pas remplie, a pré-
sentant néanmoins le caractéere des fonctions rationnelles, I'équation
déterminante est du degré zéro et les intégrales sont de la forme

v + 1 étant 'ordre infinitésimal de la valeur infinie que prend a pour
X = 0.
Je désignerai, pour abréger, par facteur régulier un facteur premier

symbolique tel que
dr _ 2.,
dz "

Il est évident, d’apres les formules (2) da n°® 74, qu'une expression
composée de m facteurs réguliers est de la forme

([m,r ' PI dm-ll,’. N I)7 dm—z.,y- ’ . Pm

dz" " x dx " ozt dxmr Lo
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les fonctions P, étant holomorphes dans le domaine du point zéro et
pouvant étre nulles pour « == o. D’ailleurs, pour ramener une pareille
expression a la forme normale, il suffira de Ia multiplier par ™.

91. Nous avons démontré au n° 36 la proposition suivante, due a
M. Frobenius :

St une expression différentielle est composée d’expressions différentielles
de forme normale, elle a elle-méme la forme normale, et sa fonction de-
terminante est le produit des fonctions déterminantes des expressions
composantes.

Admettant ce théoreme, je considérerai des expressions composantes,
non plus de forme normale, mais de la forme

o y ‘ dmf l.’V

dan TP g T Pl

ol le premier coefficient est 'unité, les autres se développant en séries
procédant suivant les puissances entieres de &, mais ne contenant qu’'un
nombre limité de puissances négatives; puis, 'expression résultante
étant évidemment aussi de cette forme, je chercherai quelle relation
existe, dans ce cas, entre sa fonction déterminante et celles des compo-
santes. La relation est encore simple, comme je vais le montrer.

92. Jexamine d’abord une expression P composée uniquement de
facteurs réguliers
dy o

P:Ami\m—-l---Azx iy Az:d_x—;]’ i;l.:I, 2, 3, ...,ln).

Soit
yo=v, y.=v fodz, ..., yu=0 fo.dxf ... [vudx

le systeme fondamental corrélatif de cette décomposition de P.

Comment doit-on modifier les facteurs A pour que leurs nouvelles
expressions alent la forme normale et en méme temps produisent, par
leur composition, la forme normale 2P de P?

Je multiplie chaque facteur A par x, et je désigne par A” les pro-
duits; ces produits ont la forme normale. Si je les compose, ’expres-

sion résultante
P = Al Al .. ALA,
5.
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I3 I3

égalée a zéro, admettra le systeme fondamental

v ¢ v v, e,
o, o | Zdz, v, [—’ dz [—3 dz, .. f dx —"(lx,
x (5 x [y x

car on voit sans peine que les équations

Ao, Al=ouv, AN =,

. ” . . . . oy ,
admettent ces inlégrales. Si donc jajoute aux coefficients = les dé-
rivées

dlogx™ [—1

— )

dx T ox

ce qui revient & augmenter les «; des nombres © — r; comme, par ce
fait (n° 75), les fonctions v,, v, ..., v, sont multipliées par x, je con-
struirai, en composant les résultats

dy
e A1 1*[——]‘]

dx )

Ale=x

ainsi obtenus, une expression
P = AL AL AL A
qui, égalée a zéro, admettra le systeme fondamental

= = fede, oo, ya=vefedef. . fedx,
c’est-a-dire le méme que P = o, et, par conséquent, comme le premier
coefficient de P’ est 2™, on aura
l)" — l).

Ainsi done, l’expression P, mise sous sa forme normale 2™ P, est iden-
tique A I'expression A, A’ ... A, A" ; d’ol ce théoreme :
Etant donnée une expression composée uniquement de facteurs réguliers
tels que . — %5, pour la meure sous sa Jorme normale, on ajout
que . — 7P ) tyoute aux

quantites a; les nombres i — 1, puis on raméne les nouveaux facteurs a la
Jorme normale en les multipliant par x.
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Par exemple, sil'on fait r=1, s = o au n° 81, on a I'identité

Ay o+o—1dyr po
A had G | 20 ALA,
dx? x dz x* -

avec les conditions
A=W e =,

dx x dz =z
On peut donc écrire

dz . , » » ,
dTJ — (oo poy = ALAL
avec les conditions

. dy .
A,:x—'y——p.;]', A=z 52 — oy

dx
Le théoreme précédent, ¢’est-a-dire Pidentité
" P = Alm A;u—vl . A’z AI; ’

conduit immédiatement a la relation cherchée entre la fonction déter-
minante g(g) de P et celles A (s) == p — [;,,-, des facteurs régu-
liers A,.

En effet, cette identité ayant lieu entre des formes normales, si
jobserve que la fonction déterminante de A} est g — ¢+ 1 — [o] 00
jaurai identiquement

- ) o e
B L S e

r
—_— i —
\

o] Vg T Vi
; ! Lli‘l[:Jl (2= 1 [ % g |

o5
8. SN i

c’est-a-dire

glot=hio b o— 1)l —2). hals—m-10.

93. Examinons ensuite une expression composée
P=QD,

ol les deux composantes linéaires homogenes Q et D sont d’ordres
m — s ets et ont pour premier coefficient I'unité, les aulres présentant
le caractere des fonctions rationnelles. P est alors d’ordre m et de méme
forme. Soient «®, a* et " les puissances de « par lesquelles il faut
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multiplier respectivement les expressions P, Q et D pour les amener a

leur forme normale. 11 s’agit de trouver la relation qui existe entre les

fonctions déterminantes g( ), A{2) et 2{s) de ces trois expressions.
Dans 'expression D, je fais la substitution

y=2a"z;

elle devient D', et D’ a la forme normale; il suffit de réfléchir a la for-
mation de ses coefficients pour s’en assurer. P(y) devient alors QD’,
¢’est-a-dire P(x"z ;. Puis je raméne Q & sa forme normale Q', en le mul-
tipliant par «.. On a donc

zPlety, =Q' D,
Done a*P{x"y) a la forme normale, et sa fonction déterminante g'(p)
est le produit des fonctions déterminantes 2’ "¢, et h'/¢) de Q" et de D’:

Remarquons, en passant, I’égalité
74 =>5.

s

Or, d’apres la propriété établie au n° 33, les fonctions déterminantes
de 2*P(x"y) ou P(z"y) et de D{x"y) se déduisent de celles de P(y)
et de D(y) en changeant g en p + 7; d’ott

g el=glo+ul, NKip=he+n,
et, par suite, a cause de &'(p) = k(s),
g o+n =kizg hiz+un.

Si donc je change s en 5 — 4, j'obtiens I'identité cherchée

En particulier, si D est de la forme

{1:]. ' l)| d;—l'r P2 ds—:*.}. . . ])s
— e = _—— L —
das x dzs—! x? dzs =7
on aura
gpi=hip hio—s,

car alors v est égal & s.
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9%. Du cas de deux expressions composantes on passe facilement au

cas de trois:
P = QDL.

Si 2 est la puissance de « par laquelle il faut muliplier la nouvelle
expression L, pour la réduire 4 sa forme normale, et si /(g) est sa
fonction déterminante, on aura

gloy=0 ' hip—0 ko —%—u'.

¥

En effet, on a
P=Q(DL).

Or, soit /(o) la fonction déterminante de DL; d’apres une remarque
faite, on rameéne DL & la forme normale en le multipliant par 2'+". On
a done
=f o) kip—1—u).
Mais

floy=1lig)hio—%.

Done
glo)=1p hio—2Flo— 1 -—n).

Remarquons 'égalité
w7+ =73

En général, considérons une expression P, d’ordre m, composee de n
expressions diferentielles
P==D,D._,...D.D,

les composantes D étant linéaires, homogeénes, et ayant pour premier coef-
Jicient Uunité, les autres présentant le caractere des fonctions rationnelles ;
st g(p) est la fonction déterminante de P, et si h;(p) est celle de D, st
en outre x"i est la puissance de x par laquelle il faut multiplier D; pour le
réduire a sa forme normale, on aura l'identité remarquable

gle)=Nhle) lp—n) blo —ni—w)o hlp—7n— m—. .. — n,)

B IAd

On a d’atlleurs
'm—}—‘l',z—%-”.—*—-/;.,:lS,

x* étant la puissance de x par laquelle il faut multiplier P pour I’amener a
la forme normale.
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Lorsque les expressions D sont toutes des facteurs réguliers, on a

T =" T = T I =,
et, par suite,

glod=Nhio)hlp—1)lylp—2).  J,lo —m-1).

C’est la formule que j’ai démontrée plus haut directement.

Je déduis du théoreme général celte conséquence importante :

Le degreé de la fonction déterminante de P est la somme des degreés des
JSonctions déterminantes des expressions composantes D.

95. Je vais établir maintenant que I'expression

dw v a’m —1 ¥
Plyl=—= — -, —= + ...~ p,.¥
WA dz P den P}

ot les coefficients p sont des doubles séries procédant suivant les puis-
sances entieres positives et négatives de , et convergentes dans le
domaine du point zéro, est toujours décomposable en facteurs premiers
symboliques de la méme forme, ayant par conséquent leur coefficient

monotrope.
On sait (n° 9) que, si o désigne une racine de l'équation fonda-
mentale et si I'on pose
— logw=r,
27 \/——[

une équation telle que P = o admet toujours au moins une intégrale

de la forme
oz,

»(x) étant une double série comme les coefficients p.

Cela posé, soit
P—=A,A._...A:A,

la décomposition de P corrélative du systeme fondamental
o=, pr=efedre, ..., yu=we fodrf.. . fo.dr,

et supposons que les solutions ¢, v,, .., v,, des équations différentielles,
successivement déduites 'une de 'autre par la substitution connue,
aient été choisies de la forme 27¢ () :

[2 x’:clo,, [ x’:c?._,, ey VT x’m;-,,;,
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Cela est toujours possible, car ces équations successives remplissent
les mémes conditions que P =o (n° 18). On aura
_dloglev... o] ,

a . . .
ai= dx = - log{an ntTigio o,

d’ol1 il résulte que le coefticient a; de A, sera une fonction continue et
monogene dans e domaine du point zéro, & ce point pres, et de plus
monotrope, car, apres une révolution de la variable autour de 'origine,
la quantité sous le signe log est multipliée par

IV ()
de sorte que sa dérivée logarithmique ne change pas. Donc les facteurs
de la décomposition considérée ont bien des coefficients possédant les
mémes propriétés que les coefficients p.

Ainsi, i est toujours possible de décomposer 1équation P en facteurs
premiers symboliques a coefficient monotrope de la forme

E C,'.Zji,
— %

i etant enlier.

96. Revenant i nos hypotheses, nous supposerons dorénavant que
les coefficients de ’équation différentielle présentent le caractere des
fonctions rationnelles, et nous considérerons I’équation

. dm.r N (Zl/t—l.r
T dam P damt

Py

A pai =0,
ou les coefticients p seront des séries procédant suivant les puissances
entieres de @, mais ne renfermant qu'un nombre limité de puissances
négatives.

La décomposition de Pexpression P en facteurs symboliques de la

forme
(1‘}. . - .
dz 7 27’;(4,.1

conduit & deux propositions importantes.
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Proposttion 1. — Le degré 4 de la_fonction déterminante de I équa-
tion P = o est égal au nombre total j des facteurs réguliers qui entrent
dans une méme decomposmon de I'expression P en facteuzs symboliques

de la forme
(ZJ - E Ciat

Considérons, en effet, une pareille décomposition
P=A, A, . L AA,

contenant j facteurs réguliers. Dans les coefficients des facteurs non
regullers et seulement danb ceux qui renferment un nombre infini de
puissances négatives de @, supprimons pour un instant les puissances
de z~*, dont I’exposant est supérieur, en valeur absolue, & un nombre

arbitraire n, et soit
P=58.B._....BD18

Pexpression composée avec les facteurs dont quelques-uns sont ainsi
modifiés. L’expression P’ est de méme nature que 'expression P, et
les facteurs réguliers qui entrent dans P’ coincident avec les j facteurs
réguliers qui figurent dans P. D’apres le n° 9%, la fonetion détermi-
naute de P’ est d’un degré ' égal 2 la somme des degrés des fonctions
déterminantes des expressions B; or, les B non réguliers ont une fone-
tion déterminante constante, et les B réguliers 'ont du premier degré;
donc la somme en question se réduit au nombre ; des facteurs régu-
liers, et ’on a
7=

Faisons maintenant croitre n indéfiniment : I'égalité précédente, ayant
lieu quelque grand que soit 2, aura lien encore a la limite, et, par
conséquent, comme <" a pour limite 7, on aura

=1
Corollaire. — Le nombre des facteurs réguliers qui entrent dans une
méme décomposition de I'expression P en facteurs symboliques de la

forme
dr e
- — ¥ E it
(lu(, .

est constant, quelle que soit cette décomposition.
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Prorosition lI. — Le nombre s des intégrales régulieres linéairement
indeépendantes de I équation P = o est égal au plus grand nombre s de
JSacteurs réguliers consecutifs susceptibles de terminer une méme decompo-
sition de ’expression P en facteurs symboliques dz la forme

11-1. . - ~
;{,’2} -} ZAr ;:(41-2» .

L’équation P = o, ayant s intégrales réguliéres, admet (n® 17) une
solution ¢, = ¢, (2}, ot ¥,/ ) est holomorphe dans le domaine du
point zéro et non nul pour x = o. Je pose y =, [sdx, et j'obtiens
I'équation Q s} =o0, quia (n°18;s — 1 intégrales régulieres linéaire-
ment indépendantes.

Q = o, ayant s —1 intégrales régulieres, admet une solution
¢, == a7y, (2. Je pose = = ¢, [tdx, et jobtiens 'équationR{t)=o,
quia s — 2 inlégrales régulieres linéairement indépendantes.

En continuant de la sorte, j’arrive a 'équation H{«, = o, qui a une

Puis, posant « = ¢, (¢ dx, jobtiens une équation dont je prends
une solution quelconque ¢,.,, mais de la forme 2"y (x), sans loga-
rithmes, et faisant de méme pour les équations suivantes, déduites
successivement 'une de I'autre par les substitutions analogues, j’en
Hre ooy Copngr o ovy O

Ayant ainsi caleulé o, ¢5, ¢y, ..., ¢, je forme la décomposition de
P en facleurs premiers corrélative du systeme fondamental

=, e= feadr, o0, 3, o foede fo0 feada.

Soit P=A, A, ,...A,...A, A, cette décomposition. Ses factenrs A sont
tels que

De plus, les équations

admettent respectivement les intégrales

vo=and, v,=antad d,, L O N ¥ ST D s PRV
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or, ces intégrales sont régulieres; donc les s derniers facteurs A,,
A., ..., A, sontréguliers, et, par conséquent, ona cZs.

Je dis maintenant qu’on ne peut avoir ¢ > s.

Supposons en effet qu’il existe une décomposition de P en facteurs
premiers symboliques de la forme

ol les s -+ £ derniers seraient réguliers :

P—=B,B. . ..B....BR.
Représentons par
Wy 0 0, (000G, ey (U o,
des solutions appartenant respectivement aux équations

B, = 0, ]}-,. = 0, B;-, = 0, .y B_,.,H = 0,

Ces solutions sont régulieres et de la forme «?y/x), & (2 remplissant
les conditions déja indiquées. Il en résulte que les rapports tels que

WL
IR AR et

[SL7E LS P
RN T o
c’est-a-dire les intégrales

(W, sy W, L., (0

des équations déduites successivement I'une de I'autre par la substitu-
tion connue, sont des intégrales régulieres de la méme forme 2%y (x ).

Done, d’apres le théoreme réciproque du n°® 18, P'équation qui
donne wy,,, ayant au moins une intégrale réguliere, celle qui donne
¥'s,4—y €n aura au moins deux; celle qui donne w,,, , en aura alors
au moins trois, etc., de sorte que celle qui donne ,, c’est-a-dire
P = o, en aurait au moins s + £, ce qui est contre I’hypothese.

On conclut de la que 7 est exactement égal & s.

Remarque. — On peut remarquer que cette derniére proposition est
encore vraie, lors méme que les facteurs premiers symboliques ne sont

pas de la forme
(]).. + -
j‘i. — ].. Z (“, at.
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97. Les deux propositions qui précedent permettent d’énoncer im-
médiatement les théorémes suivants :

Tatorime 1. — Si I’équation différentielle P = o a toutes ses intégrales
réguliéres, U'expression P est décomposable en m facteurs réguliers.

Taeorime Il. — Si Pexpression differentielle P est décomposable en
m facteurs régudiers, I'équation P = o a toules ses intégrales réguliéres.

Tugorkne NI — SiUéquation différentielle P = o a toutes ses inte-
grales réguliéres, le degré de son équation déterminante est égal a son
ordre.

TaeoriME IV, — Si le degré de I'équation déterminante de I’ expres-
sion différentielle P est égal a l'ordre m, I'équation P = o a toutes ses
intégrales régulieres.

Les théoremes I et 1 résultent de la proposition II. Le théoreme 111
se conclut du théoreme I et de la proposition 1. Enfin le théoreme IV
est une conséguence de la proposition I et du théoreme II.

Il est d’ailleurs facile d’établir ce théoreme, savoir :

TuiortmE V. — Si U'dquation dyfferentielle P — o a toutes ses inte-
grales régulieres, elle admet un systéme fondamental d’intégrales appar-
tenant a des exposants qui sont les racines de ['équation déterminante.

En effet, P = o ayant toutes ses intégrales régulieres, P est décom-
posable en m facteurs réguliers,

P R Arn -’\m—l e 1\2 :\l)
et 'on a entre les fonctions déterminantes la relation

o ==t o — 1 hyls— 2 Ly s — -

trouvée au n°® 92. Il en résulte que, si 'on égale i zéro les facteurs ré-

guliers A,,A,, ..., A, lesintégrales
O O R N 1 R N A (Y

des m équations obtenues appartiennent respectivement aux exposants

s

Ge— 1, Gy — 2

! s e s G — DL,

B1s Oar «- o0 0y Ctant les racines de I'équation déterminante g5} = o;

/
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d’ot1 'on conclura sans peine, en appliquant le premier des deux prin-
cipes admis au n° 55, que le systeme fondamental

pumz el e fede, oo, e fede o fede,

corrélatif de la décomposition considérée, est formé d’intégrales appar-
tenant aux exposants ¢,

/]

B + T

98. Les deux propositions du n° 96 sont tout aussi {écondes dans le
cas ol il s’agit d’équations n’ayant pas toutes leurs intégrales régu-
heres.

Elles donnent d’abord ce théoreme :

Turorikme I. — Le nombre des intégrales reéguliéres linéairement wn-
deépendantes de I’ équation différentielle P = o est aw plus egal au degre
de son ¢quation determinante.

La forme que doit affecter 'expression différentielle P pour que
I’équation P = o ait s intégrales régulieres linéairement indépendantes
résulte de la proposition suivante :

Tutortme ll. — Pour que I’ équation diyfférentielle P = o ait s intégrales
regulieres lincairement independantes, il faut et il suffit que I expression P

sott susceptible de la forme
P—=QD,

o Q et D sont d’ordres m — s et s, et sont de méme nature que P, ¢’est-
a-dire & coefficients présentant le caractére des fonctions rationnelles, le
premier étant l'unité, et ot D == o a toutes ses intégrales réguliéres, Q = o
n’en ayant aucune.

1° La condition est nécessaire.
En effet, P = o ayant s intégrales régulieres linéairement indépen-
dantes, il existe (n° 96, prop. 1) une décomposition de P,

P—=A. A AL AL A,

en facteurs symboliques de la forme
dy R
RN
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olt les s derniers sont réguliers. Si je pose alors

A A=D, A, AL =0,

Jaurai
P Qb.

L’expression D est d’ordre s et composée de s facteurs réguliers; elle
est donc (n° 90) de la forme

dyp Podoyr o P
dx’ &odas x

et, d’apres le théoreme Il du n° 97, 'équation D = o a toutes ses inté-
grales régulieres.

L’expression Q est d’ordre m —- s; si Pon effectue lopération QD, et
quon identifie avec P, on obtient des égalités qui montrent que les
coefficients de Q, comme ceux de P et de D, présentent le caractere des
fonctions rationnelles; en outre, Q = o n’a aucune intégrale réguliere,
sans quol on pourrait terminer une décomposition de Q par un facteur
régulier au moins, et, par suite, dans P = QD, on en aurait plus de s a
la fin, ce qui est impossible (n® 96, prop. II).

Les deux composantes Q et D possedent donc bicn les propriétés
énonceées.

2° La condition est suffisante.

Soit, en effet,
P == QD,

D = o ayant toutles ses intégrales régulieres et Q = o n’en ayant au-
cune. Toute solution de P =o qui satisfait & D =o est réguliere. Toute
solution de P == o qui ne satisfait pas & D = o satisfait & I'une des
équations D = «, obtenues en remplacant « par les diverses intégrales
de Q == 0. Or, par hypotheése, aucune de ces intégrales n’est réguliere.
D’autre part, si dans D on remplace y par une fonction de forme régu-
liere, on obtient (n° 46) une expression de méme forme. Donc aucune
valeur réguliere de ¥ ne peut rendre D égal & u. Donc les équations
D =un’ontaucune solution de forme régulitre, et, par suite, les seules
intégrales régulieres de P == o sont les s de D = o.

Il est facile d’apércevoir la cause de la différence  — s qui peut
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exister entre le degré ; de la fonction déterminante de I'équation
P = o, et le nombre s de ses intégrales régulieres linéairement indé-
pendantes.

Si, en effet, on décompose P en facteurs symboliques tels que

dy — ? “ G 24,

dx L

la décomposition, quelle qu’elle soit, renfermera, comme on 1'a vu,

facteurs réguliers; en outre, sur ces 7 facteurs, un groupe de s au plus

peut étre rejeté a la fin de la décomposition. Done 7 — s est le nombre

des facteurs réguliers qui ne peuvent faire partie de ce groupe final.
Autrement, mettons P sous la forme

P = QD,

donnée par le théoreme précédent; ; — sest le nombre des facteurs ré-
guliers qui entrent dans Q. Ainsi, la différence en uestion tient a la
présence de facteurs réguliers dans une décomposition de Q.

Si jobserve que les fonctions déterminantes de D et de Q sont res-
pectivement de degrés s et 7 — s, je puis formuler les deux théoremes
qui suivent :

Tueortyr lI. — Pour que ’équation differentielle P = o, d’ordre m,
ayant une fonction déterminante de degré -}, admette <) — p. intégrales
réguliéres linéairement indépendantes, il faut et il suffit que I expression
P sout de la forme P = QD, ou Q et D sont de méme nature que P, Q =o
étant d’ordre m — 7 + p., n’ayant aucune inteégrale réguliere et ayant
une fonction determinante de degré .

Tutorime IV. — Pour que l'équation differentielle P — o, d’ordre m,
ayant une fonction déterminante de degré -}, admette exactement des inte-
grales réguliéres linéairement indeépendantes, 1l faut et il suffit que U'ex-
pression P soit de la forme P=QD, ot Q et D sont de méme nature queP,
Q étant d’ordre m — 7 et ayant pour fonction déterminante une con-
stante.

Je démontrerai encore cette proposition :

Tukorime V. — Les s intégrales régulicres lincairement indépen-
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dantes de U'équation différentielle P = o appartiennent & des exposants
qui sont s des racines de son équation determinante.

Iin effet, mettons expression P sous la forme
P —=QDb,

donnée par Ie théoreme II. D’apres le n® 93, on a entre les fonetions
déterminantes la relation

Or, les s intégrales régulieres de D = o, c’est-a-dire toutes les intégrales
régulieres de P = o, appartiennent & des exposants qui sont (n° 97,
théor. V) les racines de son équation déterminante A(p)= o. Donc, a
cause de cette relation, les intégrales régulieres de P =o0 appartiennent
a s des racines de g(g)=o.

99. Je terminerai par les théoremes qui concernent I'équation ad-
jointe.

Je rappelle d’abord que, si une expression différentielle est com-
posée de plusieurs expressions, I'expression différentielle adjointe est
composée des expressions adjointes rangées dans I'ordre inverse

n°93). Pobserve ensuite que, — —- — ay étant 'adjointe de D4y,
: / dzx v dx ¢

un facteur premier symbolique aura pour adjointe une expression qui.
changée de signe, sera elle-méme un facteur premier. On voit enfin,
dy dy

en formant les fonctions déterminantes de - — ay et de — -~ —ay.

que; st le facteur%v — ay est régulier, ces deux fonctions se déduisent

'une de I'autre en changeant p en — 3, el que, si ce facteur n’est pas
régulier, elles sont égales 3 une méme constante.

o
expressions adjointes P et @ se déduisent l'une de 'autre en changeant p

en —p—+f—r, x® étant la puissance de x par lagquelle 1l faut mult-
plier P pour I'amener a la forme normale.

Turowime 1. — Les fonctions determinantes g(p) et Glg) des deux

Considérons, en effet, une décomposition de Pexpression P en facteurs
17
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dy N e
%—]2“2(31-1"’

P - 1\,,, Am,q e ,'\,

symboliques tels que

et solt

cette décomposition.

Dans les coefficients des facteurs qui renferment un nombre illimité
de puissances négatives de x, je supprime provisoirement les puissances
de @' dont 'exposant est supérieur, en valeur absolue, 2 un nombre
arbitraive n; jobtiens ainsi I’expression composée

P'=—=B.B._....B;...B,

qui est de méme nature que P, et qui contient les mémes facteurs ré-
guliers.

Je désignerai par g'(p) et ('(p) les fonctions déterminantes de
P’ ¢t de 'adjointe @', par H;(p) et A,(p) celles de B; et de I'ad-
jointe w,;. En outre, jappellerai ¥ et x" les puissances par les-
quelles il faut multiplier respectivement P’ et B; pour les amener a la
forme normale.

On a (n°® 94)

g'“p‘;_—:H.(p).H,(p ) Hilp—ni—me—. o= Halo—n — e — . — v
, . , , .
et 'on voit facilement qu’on a aussi
(J"P\}:/l,,,(p)./lm_l(p—ﬁm)---hi{P’_'ﬂm_'ﬁm—l — -—"/A‘i+|)--'/ll<P_'/7m"_'/)n:—1—---_7/"2\3,

bien que les facteurs v ne soient pas & proprement parler des facteurs
premiers, puisque leurs premiers coefficients sont — 1 et non —+1.
Je pose

Ny =Ny~ o i ==, fim — Omet 1=+ o 7T flige — 71,;
je remarque I'égalité (n° 9%)
-1 =5,

et je vais comparer les deux produils qui expriment g'(p) et §'(p).
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Si le facteur B; est régulier, comme alors Z;(p) est égala H;(— p),

on aura
hifp — '} =Hi{—p+u'),

et comme v, est ici égal & I'unité, et que " est égal & 5 — v, — 4, celte
égalité deviendra

hilp —n')=Hi(—p+f —1—n)

Si le facteur B, n’est pas régulier, comme alors les fonctions %;(p) et
H;(0) seréduisent & une méme constante, on aura encore

hilp — ') =B —p+ F—1— ).

Done, dans tous les cas, 2;,(p — 4’), qui entre dans ¢ (p), se déduit de
la quantité correspondante H,;(p — %), qui entre dans g’(p), en chan-
geantp en — p + 3’ — 1. Cela ayant lieu pour ¢ =71, 2,3, ..., m, on

en conclut
Glo)=g —o+f —1.

Cette identité étant établie, faisons croitre indéfiniment le nombre
arbitraire n; I'identité subsistera, et, comme les variables §'(p), g'(p)
et f' qui y figurent ont des limites G(p), g(p) et {3, elle aura lien
entre ces limites; d’ou

A — o . A
Gloi=gi—p+pB—1.

TutorimE . — S l’équation differentielle P=o0 a toutes ses inié-
grales régulieres, 1l en est de méme de ’équation adjointe @ = o.

La démonstration résulte des théoremes I et I du n® 97, comme au
n° 66.

Enfin le théoreme 1V du n° 98 se transforme évidemment de la ma-
niere suivante :

Tugorime I. — Pour que I'équation dyférentielle P = o, d’ordre m,
ayant une fonction determinante de degre -, ait exactement ) intégrales
regulieres linéairement indeépendantes, il faut et il suffit que U’ équation
adjointe € = o admette loutes les intégrales d’une équation dyfferenticlle
d’ordre m — v, ayant pour fonction déterminante une constante.

7.
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On en déduirait, comme au n° 68, les deux conditions nécessaires
et suffisantes pour que 'équation P = o ait m — 1 intégrales régulieres
linéairement indépendantes.

On peut donc établir simplement toutes les propriétés des intégrales
régulieres, cn partant directement de la décomposition en factears pre-

. 3 .
miers svimholigues.
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Paris, le 12 décembre 1878,
Le Vice-Recreur pE " \canéwie ne Panrs,

A, MOURIER.
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SECONDE THESE.

[::j\

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULT

Intégrales culériennes.

Vu el approure.
Paris, le 12 décembre 1878,
I.Le Dovey veE LA IFacurLT® pES Sciensces,
MILNE-EDWARDS.
Permis d’imprimer.

Le Vice-Recreur pE L’Acapémie pe Pans,

A. MOURIER.

I8 Parts. — lmiprimerie de Gavrsien-Victaes, quai des Aeyrustins, 30,
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