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PREFACE DE LA PREMIERE EDITION.

ORIGINE ET BUT DE CET OUVRAGE.

Des Lecons sur I'élasticité des corps solides font
partie essentielle du Cours de Physique mathématique
que Je professe a4 la Faculté des Sciences de Paris.
Plusieurs personnes trés-compétentes, qui ont assisté
a ces Lecons, me conseillent de les publier, et pen-
sent que cet Ouvrage ne sera pas sans utilité. En sui-
vant un conseil, dicté sans doute par une extréme
bienveillance, je ne consulte pas mes forces : je céde
a mes convictions sur 'importance et 'opportunité
du sujet dont il s’agit.

La Physique mathématique, proprement dite, est
une création toute moderne, qui appartient exclusi-
vement aux Géometres de notre siécle. Aujourd’hui,
cette science ne comprend en réalité que trois cha-
pitres, diversement étendus, qui soient traités ration-
nellement; c’est-a-dire qui ne s’appuient que sur des
principes ou sur des lois incontestables. Ces chapitres

sont : la théorie de I’électricité statique i la surface
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Vi ORIGINE

des corps conducteurs; la théorie analytique de la
chaleur; enfin la théorie mathématique de 1'élasticité
des corps solides. Le dernier est le plus difficile, le
moins complet; il est aussi le plus utile, & une époque
ot Von veut apprécier I'importance d’une théorie
mathématique par les résultats qu’elle peut fournir
immeédiatement a la pratique industrielle.

I’Analyse ne tardera pas, sans doute, 2 embrasser
d’autres parties de la Physique générale, telles que la
théorie dela lumiére, et celle des phénomeénes électro-
dynamiques. Mais, on ne saurait trop le répéter, la
véritable Physique mathématique est une science aussi
rigoureuse, aussi exacte que la Mécanique rationnelle.
Elle se distingue, par I, de toutes les applications
qui s’appuient sur des principes douteux, sur des hy-
potheéses gratuites ou commodes, sur des formules
empiriques; le plus souvent ce ne sont la que des
essais, que des calculs numériques au service d’une
classification factice.

Cependant, lalenteur des progrés de la vraie science
oblige d’avoir recours & ce genre d’applications, pour
coordonner les théories physiques, pour étudier et
comparer les moteurs, les machines, les projets de
constructions de toute sorte, pour jauger les cours
d’eau, les conduites de gaz, etc. Malgré leur utilité
actuelle, qui est incontestable, toutes ces théories
empiriques et partielles ne sont que des sciences d’at-
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ET BUT DE CET OUVRAGE. ViE

tente. Leur régne est essentiellement passager, inté-
rimaire. Il durera jusqu’a ce que la Physique ration-
nelle puisse envahir leur domaine. Elles n’auront plus
alors qu’une importance historique.

Jusqu’a cette époque, peut-étre plus voisine qu'on
ne le croit généralement, enseignons avec soin ces
sciences d’attente, que d’habiles praticiens ont édi-
fiées, afin de répondre aux besoins incessants des arts
industriels. Mais ne les enseignons pas scules : tenons
les éléves-ingénieurs an courant des progres lents,
mais strs, de la véritable Physique mathématique; et,
pour-qu’ils puissent eux-mémes accélérer ces progres,
faisons en sorte qu’ils connaissent toutes les ressources
actuclles de J'Analyse.

C’est ce dernier but que je me propose, en publiant
des Legous sur la Théorie mathématique de 1'élas-
ticité, considérée dans les corps solides. La table des
matiéres, le commencement ou la fin de chaque Le-
con, les articles marqués d’'un astérisque, indiguent
suffisamment les objets traités, les théorémes nou-
veaux, leur importance et leur liaison, sans qu’il soit

nécessaire d’en parler ici.
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LECONS

SUR LA

THEORIE MATHEMATIQUE

DE

L'ELASTICITE DES CORPS SOLIDES.

PREMIERE LECON.

De Pélasticité, — Des corps solides homogénes. — Origine et principe de
1a théorie de Pélasticité. — Des forees ¢lastiques.
1. Définition de l’élasticité. — Lorsque les molécules

de la matiére constituent un corps ou un milicu, limité ou
indéfini, les causes qui ont assigné a ces molécules leurs
positions relatives sont en quelque sorte persistantes, ou
agissent continuellement; car, si quelque effort extérieur
change un pen ¢t momentanément ces positions, les mémes
causes tendent & ramencr les molécules a leurs places pri-
mitives. Cest cetle tendance ou cette action continue que
Pon désigne sous le nom d’élasticité.

L’élasticité a une limite. Quand Veffort extéricur a trop
changé les positions relatives des molécules, oun lorsqu’il a
trop longtemps exercé son action, le corps reste déformé;
c’est-ii-dire que les molécules ne reprennent pas leurs an-
ciennes places et s’arrétent dans de nouvelles positions. Les
déformations permanentes sont dues aux mémes causes que
I"élasticité, mais ce sont des effets d’une autre nature et que
nous n'étudierons pas. La plus grande intensité ou la plus

2 EDIT. 1
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2 LECONS

faible durée de l'eflort extérieur, qui n’améne pas une dé-
formation permanente, sert de mesure a la limite de I'élas-
ticité. Cetle limite est rapidement dépassée dans les fluides
et certains corps solides, mais elle n’est réellement nulle
pour aucun wmilieu.

L’élasticité est donc une des propridiés géncrales de la
matiére. Elle est, en effet, Vorigine réelle ou I'intermé-
diaire indispensable des phénoménes physiques les plus
importants de Punivers. C’est par elle que la lumiére se
répand, que la chaleur rayonne, que le son se forme, sc
propage ct se percoit, que notre corps agit et se déplace,
que nos machines se meuvent, travaillent et se conservent,
que nos constructions, nos instruments échappent a mille
causes de destruction. En un mot, le role de I'élasticité,
dans la nature, est au moins aussi important que celui de
la pesanteur universelle. D'aillcurs la gravitation et I'élas-
ticité doivent ¢tre considérdes comme les eflets d'une méne
cause, qui rend dépendantes ou solidaires toutes les partics
matérielles de I'univers, la premiére manifestant cette dé-
pendance a des distances considérables, la seconde a des
distances trés-petites.

2. Définition des corps solides homogénes. — Dans le
Cours actuel, nous n'étudierons les eflets de I'élasticité que
sur les corps solides homogénes. Il importe de définir ici
le genre d’liomogénéité que nous admetlons. Gn appelle
homogéne un corps formé par des molécules semblables.
simples ou composées, qui ont toutes les mémes propriéiés
physigues ct la méme composition chimique; nous suppo-
sons, de plus, qu’elles occupent des espaces égaux, et nous
appelons systéme moléculaire Iespace élémentaire ct de
forme polyédrique qui appartient a chaque molécule ou
qui la contient scule. D’aprés cela, les corps homogénes
que nous considérons sont ceux daus lesquels une droite L,
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SUR L'ELASTICITE. 3
de longueur appréciable et de direction déterminée, tra-
verse le méme nombre 1 de systémes moléculaires, en

lque endroit quelle soit placée; lc t 2 peut
quelque endroit qu'elle soit placée; le rapport — peu

d'ailleurs varier avec la direction de la droite L.

Cette définition de 'homogénéité embrasse les corps so-
lides cristallisés, quelle que soit la forme, réguliére, semi-
véguliére ou irréguli¢re, de leur molécule intégrante; le

L . « yeprs
rapport — peut alors avoir des valeurs trés-différentes,
n

suivant les diverses directions. Dans les corps homogénes
non cristallisés, tels que les métaux, le verre, on admet

L . \ . .
que le I‘HPPOI’L — varie U‘ES-PGH, ou ne varie pas SCI!SIth—
n

ment; cest-a-dire que ce rapport peut étre considéré
comme indépendant de la direction de L. Cette hypothése
exigeque 7 soit trés-grand, quelque petite que soit la ligneL:
car il est impossible de distribuer un nombre fini de points

, . L . nr -
matériels, de telle sorte que le rapport — soit constant. Mais

on verra qu’il peut exister, dans un corps solide, une telle
distribution réguliére des molécules, que les effets de 1'é-
lasticité soient complétement indépendants de la direction
des axes de symétrie; lorsque ce mode de distribution a
lieu, le corps solide est homogéne et d’élasticité constante.
Cette derniére définition ne repose sur aucune abstraction;
et le nombre 2 peut étre quelconque, petit ou grand.

Il importe souvent de considérer d’abord un corps solide
dans son état d’homogénéité absolue, avant qu’aucune ac-
tion étrangére ait mis en jeu son ¢élasticité; que cette action
provienne d'efforts exercés & la surface méme du corps, ou
qu’elle soit le résultat d’actions a distance. En un mot,
I'éiat primitif supposé est celui du corps solide compléte-
ment libre, et méme soustrait i Vaction déformatrice de la
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pusanteur, tel qu'il serait, par exemple, en tombant libre-
ment dans le vide. Un corps solide pesant, rendu imno-
bile, n’est plus dans cet état d’hoinogénéité absolne; s'il est
suspendu par un fil, ou placé sur un support, I’élasticité y
a développé des forces intérieures et d’intensités différentes,
qui maintienncut au repos ses diverses parties; en réalité,
sa densité n'est plus uniforme. Toutefois, pour presque
tous les corps solides, pour ceux surtout que nous avons
principalement en vue, la déformation qui résulie de I'ac-
tion de la pesanteur sur ces corps seuls est tout i fait insen-
sible; ¢’est-a-dire qu'en retournant Pun d’eux, pour le faire
reposer successivement sur ses différentes faces, on ne peut
distinguer aucune différence dans sa forme aux diverses
stations. La théorie indique d’aillears en quoi consistent
ces déformations, dont Vexistence est réelle, et donne les
moyens de les calculer. Ces définitions et ces notions pré-
liminaires étant établies, on peut aborder, comme il suit,
la théorie mathématique de I"élasticité considérée dans les
corps selides.

3. Origine de la théorie de ['élasticit¢. — Dans la
théorie de Péquilibre et du mouvement des corps solides,
on considére ces corps comme ayant une rigidité parfaite;
on suppose que les distances des points d’application des
farces restent invariables, quelque intenses (ue soient ces
forces. Cetie abstraction suffit pour les probléemes qu'on a
en vue, et simplifie leurs solutions sans troubler leur ri-
gueur, except¢ dans quelques cas trés-particuliers. Mais
cette hypothése laisse ignorer la loi suivant laquelle se
transmet, d’une partic a l'avtre du corps solide, I'influence
réciproque qui fait détruirve Vaction d’une force par celle
des autres; c’est cependant un phénomene important et qui
a ses limites, bien nécessaires a connaitre, puisque, quand
les forces qui se font équilibre par Uintermédiaire solide
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acquicrent un degré suffisant d’intensité, le corps, aprés
avoir plus ou moins changé de forme, finit par se briser.
Cest la nécessité d’étudier ce phénomene et d'éviter, dans
les couslructions, les ruptures et les déformations perma-
nentes, qui a donné naissance a la théoric mathématique
de I'élasticité des solides, théoric que les géometres ont
étendue i la recherche des lois que suivent les petits mou-
venients, ou les vibrations des milicux dlastiques.

Un corps solide peut éire considéré comme le lieu géo-
métrique d'un nombre infini de points matériels, lequel sc
distingue du reste de U'espace par plusieurs propri¢tés méea-
niques. Lorsque le solide est & 1élat de vepos relatif, les
points matériels qui le composent sont sollicités par des
furces, ou nulles, ou qui se font équilibre. Mais, quand on
exerce un effort a la surface, celle-ci entre en mouvement,
I"ébranlement se communique aux moléenles intérieurcs,
le solide se déforme égeérement ct se constitue bientot dans
un nouvel état d'équilibre. Ce phénoméne, trés-sensible
sar certains corps, exigerait des instruments délicats pour
ére conslaté sur d’auntres, mais il existe pour tous. Les
poiuts matériels placés a la surface,et qui regoivent action
immédiate d'unc pression, transmetlent celte pression aux
molécules intéricures du solide et éprouvent de leur part
une pression égale, qui maintient leur nouvel équilibre;
les molécules de la seconde couche exerceront sur les mold-
cules placées a une plus grande profondcur une action ana-
loguc. Ainsi se propage, suivant une loi inconnue, fa pres-
ston exercée a la sarface, jusqu’a ce qu'elle soit déunite
par un obstacle conwre lequel s"appuie le solide. Quand la
pression extérieure cesse, les pressions intéricures cessent
aussi, et tont finit par rencrer dans Pétat primilil‘, s1 toule-
{ois Petlort extéricar n'a pas dépassé une cevtaine lumite.

Soit un corps eylindrique anx bases duquel o applique

des tractions ceales b opposees: il - :lul)llg(,‘ ](‘;;t'l'clncllt vl
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Véquilibre se rétablit ensuite. La traction exercée aux
extrémités s’est propagée dans I'intérieur du cylindre: cn
effet, si’on imagine une section perpendiculaire aux arétes,
il est nécessaire, pour le nouvel état d'équilibre, quc la
partie du corps placée d’un c6té de la section attire celle
qui est placée de I'autre c6té, et soit attirée vers elle, par
une force égale 4 la traction exercée a chaque extrémiié. Si
cellect était remplacée par une pression, le cylindre, au
lieu de s’allonger, se raccourcirait, et la partie du corps
placée d'un c61é de la section exerceraitsur 'autre, et éprou-
verait de sa part, une action répulsive égale & la pression
exercée a chaque extrémité. Enfin, si I'on fait cesser les
tractions ou les pressions extérieurcs, les atiractions ou les
répulsions intérieures cessent également, etle cylindre re-
prend sa grandeur primitive.

Les déformations d’un corps solide, c'est-a~dire les
variations des distances respectives des points matériels
qui le composent, sont donc toujours accompagnées du dé-
veloppement de forces attractives ou répulsives entre ces
points. Ces variations ct ces forces naissent, croissent, dé-
croissent et s’annulent en méme temps; elles sont donc dans
une dépendance mutuclle. Clest cette dépendance dont il
s'agit de trouver leslois. Or les propriétés d’un corps solide
ne pouvant dépendre que de celles des points matériels ui
le composent, eux seuls doivent étre considérés comme les
foyers d’ont émanent les forces intéricures dont nous venons
de parler. On a donc le principe, ou, si Pon veut, le ré-
sultat que voici.

Y. Principe de la theorie de Pélasticité. — Un corps
solide, a la surface duquel ne s'exerce aucune pression ct
dont les molécules ne sont sollicitées par aucune force
extéricure, est le liew d'une infinité de points matériels
infiniment rapprochiés, mais qui ne se touchent pas, équi-
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distauts si le corps est homogéne, et qui jouissent les uns
a I'égard des autres de la propriété suivante: si, en vertu
d’un effort ou d’une action extérieure qui vient a naitre
tout a coup, deux points matériels pris au hasard, mais
suffisamment voisins, se rapprochent ou s'éloignent I'un
de I'autre, il en résulte entre ces deux molécules une ac-
tion ou force, répulsive dans le premier cas, attractive
dans le second, qui est une fonction de la distance primi-
tive ¢ des deux molécules, et de I'écartement A¢, c’est-
a-dire de la quantité dout elles se sont rapprochées ou
¢loignées. Cette fonclion, pour un méme corps, est nulle,
quelle que soit la distance ¢, lorsque I'écartement A¢ est
nul; elle décroit rapidement, quel que soit P'écartement,
dés que la distance ¢ acquiert une valeur sensible, puisque
toute adhésion cesse entre deux parties d’un méme corps sé-
parées par une distance appréciable. Selon que cette fone-
tion variera plus ou moins rapidement avee Péeartement,
les mémes forces extérieures produiront un changement de
forme moins sensible dans le premier cas, plus sensible
dans le second. La théorie développée dans ce Cours s’ap-
plique au cas ot les changements de forine résultant des
actions extéricures sont extrémement peiits, soit que les
actions aicnt de faibles intensités, soit que les corps con-
sidérds aient une grande rigidité. Alors la fonction de ['é-
cartement A¢, cude ladistance ¢, se réduit au produit de la
premiére puissance de I'écartement par une fonction de
¢y F (&), qui estinsensible dés que ¢ est appréeiable.

Dans ces circonstances, soient (fig. 1) M, M’ les posi-
tions primitives de deux points matériels s me, m' Jears nou-
velles positions; MM’ = ¢ si l'on méie, par m, une droite

;}E ¢égale et paralléle a MM, Pécartement A¢, ou la diflé-

rence des deux distances mre’ el niu, peut &tre exprime par

ta projection de wrn’ suv ', car prn’ eslosuppose extrd-
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mement petit par rapport & mun’ ou {5 ce qui doit &tre, si
I’on ne considére que des déformations trés-faibles. L’écar-
tement A¢, ainsi exprimé par la projection dont il s’agit,
aura le signe -+ si les molécules se sont éloignées, le signe —
sielles sesont rapprochées. La grandeur insensiblede ¢ n’est
pas ici une objection : car si ¢ était considéré comme un in-
finiment petit du premier ordre, A¢ serait infiniment petit
par rapport a ¢, ou un infiniment petit du second ordre.

5. Définition de la force é¢lastique. — Soit (fig. 2) M
une molécule intérieure du solide. Imaginons: 1°lasphéreS,
dont le centre est en M, ct qui a pour rayon la plus grande
distance ¢ au dela de laquelle I () est insensible, distance
Iimite qu’on appelle rayon d’activité de I'action molécu-
laire; 2° par le point M un plan quelconque LN, lequel
partage la sphére S en deux hémisphéres SA, SB; 3° au
point M un élément superficiel extrémement petit o, sur
le plan LIN; 4° enfin, dans Phémisphére SB un eylindre
droit, trés-délié, ayant & pour base. Par suite de la défor-
mation générale, les molécules contenues dans hémi-
sphére SA exercent des actious sur les molécules du cy-
lindre. La résultante o E de toutes ces actions est ce que
nous appellerons ia force élastique excrcée par SA sur SB,
et rapportée a I’élément-plan @. Cetie résultante sera, cn
général, oblique a4 I'élément-plan &5 si clle est normale 4
cet élément, et dirigée vers Phémisphére SA, elle repré-
sente une traction. Si, encore normale & w, elle est dirigée
vers SB, elle représente une pression; ¢'est-a-dire que SA
attire le cylindre dans le premier cas etle repousse duns le
second. Si la force élastique o K, ou la résultante qui vient
d’etre définie, est parallele a Pélément o, elle tend 4 faire
glisser le evlindre parallélement au plan H; on lui doune
alors le nom de force élastique tangentielle.

Pareillement, si le cylindre estsitué dans 'hémisphére SA,
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la résultante des actions exercées sur les molécules du ce cy-
lindre, par les molécules de I'hémisphére SB, est la force
¢lastique wE’ exercée par SB sur SA, et rapportée a I'élé-
ment-plan . Si le corps, légérement déformé, est en équi-
libre d’élasticité, les deux forces élastiques wE, ok’ doi-
vent étre égales en intensité, et de directions contraires ou
oppusées. Mais clles représentent toutes les deux, ou des
tractions, ou des pressions, ou des forces tangentielles;
c’est-a-dire que si une est une traction, 'autie sera pareil-
ment une traction direclement opposée i la premiére.

La force élastique o E, considérée par rapport aux élé-
ments-plans @, mends, tous paralléles entre cux, par tous
les points du corps, variera en intensité et en direction,
d’un de ces points a un autre; de plus, au méme point M,
elle variera avec 'orientation de 1'élément-plan &, ou avec
les deux angles de direction de la normale 4 cet élément.
Ainsi E, et ses deux angles de direction @, ¥, sont en réa-
lié, dans le cas de Iéquilibre d’élasticité, des fonctions de
cing variables, savoir: les trois coordonndées x, 3, z du
point M, et deux angles 9 et ¢, propres a déterminer la
dircetion de la normale a I'élément w. §'il y a mouvement
intérieur, c'est-a-dire si la déformation sopére, ou siJe
corps vibre, le temps ¢ est unesixiéme variable que devront
comprendre les trois fonctions.

Quelques mots sont ici nécessaires pour défiuir les deux
angles d'une direction. On indique complétement la direc-
tion d'une droite, a I'aide de deux angles seulement, par le
systéme bien connude la latitude etde la longitnde. L'axe
des z élant I'axe polaire, le plan des xy celui de Véguateor,
et le plan des za le premicr méridien, la droite partant
de TPorigine sc trouve dans un méridien dont la longitde

est g, et fait avee Téquatenr Tangle o, appelé latitnde.

Liangle ¢ pewt varier de o i 2w, langle o de — 2 a4 4
. : 3

o1 3
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Si lon imagine la sphére de rayon 1 dont le centre est a
I'origine, la droite rencontrera cette sphére en un point
dont les coordonnées seront

X == CoSy COSyY, ¥ = COSysiny, 5=sing;

la direction de la droite étant complétement déterminée
quand ces coordonnées sont connues, toulc quantité qui
dépend de cctie direction sera implicitement fonction de
cosp cos ¢, cos ¢ sin ¢, sing, et ne coutiendra pas les
augles ¢ et ¢ d’une autre maniére; clle satisfera ainsi aux
deux conditions essentielles, de ne pas changer quaund ¥
augmente d'un multiple de 2w, et de ne plus contenir ¢

quand o=

WA

Soientw X, w Y, wZ les trois composantes orthogonales
de w E, dirigées suivant les trois axes coordonnés; X, Y, Z
se déduiraient facilement de E, ®, ¥; réciprognement, ces
derniéres fonclions seront déterminées, si X, Y, Z lesont;
or il est plus commode de considérer ces trois derniéres
fonctions. Ainsi X, Y, Z sout, en général, des fonctions
de six variabies (., y, 2, ¢, ¢, (), qui, si elles étaient dé-
terminées, d'apres les circonstances qui président a ladéfor-
mation du corps, permettraient d’assigner achaque instant,
et en chaque point du solide, la direction et Pintensité de
la foree élastiquequi s’exerce sur tont élément-plan passant
par ce point. La détermination de ces fouctions, et 1'étude
de leurs propriétés, font Iobjet principal du Cours actuel:
on verra que ce probléme général revient a déterminer trots
fonctions de uatre variables seulement.

On peut donner de la foree élastiqne unce autre détini-
tion, en apparence plus simple que celle qui précéde. Le
corps solide, légérement déformé, étant en équilibre d’é-
Jasticité, imaginons qu'il soit coupé par un plas LN en

deux parties A ct Bsla suppression de A déruirait éni-
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demment I'équilibre de Bj mais on congoit que cet équi-
libre pourrait étre conservé, si I'on appliquait en méme
temps, sur chaque partic @ du plan sécant, une force oE
d’intensité et de direction convenables. Or cette force X
est précisément la force élastique exercée par A sur B, et
rapportée & I'élément-plan & dont le point B fait partie.
La force élastique, ainsi définie, est analogue a la tension
en chaque point d'un fil en équilibre, ou plutot, la tension
du fil est un cas particulier de la force élastique.

Mais si cette définition est plus rapide, elle ne donne pas
une idée bien nette de la force élastique, et, sous ce point
de vue, sa simplicité n’est qu'une pure illusion. Quand on
dit qu’une force est appliquée a la surface d'un corps, on
se sert d’'une expression trés-vague, quun long usage ci
son adoption générale n’ont pas rendue plus claire. Si 'on
cherche & se rendre compte de la maniére dont la pression
d'un gaz se communique a la surface d’un corps solide,
bien des doutes et des difficultés se présentent a Pesprit. On
ne saurait admetire le contact immdédiat des molécules
gazeuses et des molécules du solide; on est conduit & con-
cevoir une force répulsive, que le solide oppose & sa pé-
nétration, émanant, non-seulement des molécules de la
premiére couche solide, mais aussi de cclles des conches
intérieures et voisines, s’exercant non-seulement sur la
premiére couche gazeuse, mais aussi sur des couches plus
éloiguées. On arrive de la sorte & regarder la pression com-
munigquée comme une résultante d’actions moléeulaires, d-
méme nature que la force élastique, telle quelle résulte de
notre premiére définition. 8'il en est ainsi, u'yv a-t-il pas
lieu de douter que la densité du fluide, dans iazone voisine
du solide, soit la méme qu’au loin? et ce doute ne s'érend-
il pas aux résultats obtenus dans les expériences sur les
gaz?

Quand on analyse le mode d'applicetion d'une traction a
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la surface d'un solide, on est encore conduit a concevoir des
forces cntre des couches éloignées. Plus généralement,
tous les effets qui ont lieu au contact des corps, el méme le
sens du toucher, ne peuvent s'expliquer d’'une maniére sa-
tisfaisante qu’en faisant concourir l'action mutuelle des
couches internes. Ainsi, la premiére définition que nous
avons donnée de la force élastique, non-seulement est seule
compléte, mais en outre peut servir a I'explication d’autres
phévomeénes. Toutefois, nous adoptons la seconde : éclair-
cie par les considératiuns précédentes, appuyée sur I'ana-
lngie avec les tensions, elle fait pressentir, en peu de mots,
le role important des forces élastiques dans les phénoménes

qui nous occu pent.

- — =

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR L' ELASTICITE. 13

DEUXIEME LECON.

Equations générales de Uélasticité. — Equilibre du parallélipipéde et du
tétraddre élémentaire.—Equilibre d'une portion fiuic d'un milieu solide.

6. De Uéquilibre d’élasticité. — L’objet principal de
cette Legon est de faire voir que les trois fonctions X, Y, Z
des six variables x, ¥, z, %, ¢, ¢, n® 5, dépendent unique-
ment de six nouvelles fonctions de quatre variables seule-
ment, &, ¥, z,t; et que, en outre, ces nouvelles fonctions
sont lies entre elles par trois équations aux différences
partielles, linéaires et du premier ordre. Cette dépendance
ct ces relations résulient de la nécessité qu’une portion
quelconque du solide, légérement déformée, soit en équi-
libre sous I'action des forces élastiques exercées sur la sur-
face, et des forces qui sollicitent la masse. La densité du
milieu solide étant p, w étant P'élément de volume dont le
point M fait partie, nous désignerons par pwX,, pwY,,
pZ, les composantes, suivant les axes coordonnés, de
la résuliante des forces qui sollicitent la masse de 1'élé-
ment . Si le corps est en équilibre d’élasticité, ces forces
se réduisent a la pesanteur, ou plus généralement a des
actions émanant de points extéricurs, Mais, si le milieu est
agité, soit qu'il se déforme, soit qu'il vibre, les compo-
santes Xq, Yo, Zo doiveut contenir, en outre, les forces
d’inertie —fqlfa —»TY, — I-F;z»- Dauns le premicer cas
de? fl? de? ’
Péquilibre est réel ; dans le second, il n’est que fictif, ot
résulie de I'application du principe de d’Alembert.

*Nous adoptons ici I'expression, récemuncent introduite,

de force d'imertic, a cause dela facilité qu'elle donne, pour
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traiter a la fois les questions de I'équilibre et celles du mou-
vement, Quant aux idées qui ont dicté cette expression,
ou qu’elle améne a sa suite, ce n’est ici le lien, ni de les ex-
poser, ni de les apprécier. Elles se rattachent d’ailleurs au
systéme général de revirement qu’on vient de faire subir a
Penseignement de la Mécanique, et il faut confier an temps
le soin de justifier ou de critiquer ce qui se rapporte a ce
systéme. Tous ces changements sont, au fond, trés-indif-
férents pour les savanis qui ont soigneusement étudié
toutes les parties de la Mécanique rationnelle : ils savent,
par d’Alembert, Lagrange, et les géomeétres de leur école,
que les questions de Véquilibre et celles du mouvement
sont intimement liées les unes aux autres, qu’elles compo-
sent deux partics d'un méme tout, et sont comprises dans
une méme formule générale. Or, queYon débute par exposer
la Statique pour s'élever ensuite 4 la Dynamique, ou que
Pon parte des notions du mouvement pour arriver aux lois
de I'équilibre, ces deux marches inverses sont équivalentes,
pourvu que I'on parcoure avec soin toute la carriére, dans
un sens ou dans Vautre, sans négliger la {in plus que le
commencement. Reste & savoir si, pour les étudiants qui
sont forcéds de s’arréler en route, il est préférable d’avoir
des idées saines en Dynamique, et de trés-obscures en Sta-
tique, ou, au contraire, de connaitre & foud les lois de
I'équilibre, et fort peu celles du mouvement. L'expérience

répondra.

7. Equilibre du parallélipipéde élémentaire. — Ima-
ginons, dans le milieu solide, un élément parallélipipé-
dique w = dx dydz, dont les ¢dtés soient paralléles aux
axcs, et dont le sommet le plus voisin de lorigine soit M;
désignons par A, B, C les trois faces dont les aires sont
respectivement

w, = dyus, w,—dzdx, v, =dxdy,
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et qui forment 'angle triédre en M5 par A7, B/, C’ les faces
aboutissant & I'angle triédre opposé. L'élément o doit éure
en équilibre sous I'action des forces ¢lastiques exercées sur
ses six faces, ct des forces qui sollicilent sa masse gm ou
pdxdydz. Afin d'exprimer cet équilibre, soient, pour le
point M: ©,X,, ©,Y,, ©,Z, les valears particaliéres des
composantes de la force élastique quand 1"élément-plan &
est perpendiculaire aux x, ou pour p=o0, ¢ = 0; w,X..
@Yo, @oZo les valeurs que prennent les mémes compo-
santes quand & est perpendiculaire aux y, ou pourgo =o,

T v
¢ = . enfin, 5,0y, w,Ys, 53 Z; les valeurs de ces com-
posantes quand @ est perpendiculaire aux z, ou pour

n ., .
o = —- Les neuf quantités X,, Y;, Z; sont des fonctions d«
2

quatre variables seulement, x, y, z, t. Le plan de &; sépa~
rant le milien en deux parties, 5. X;, ©;Y;, ©,Z; sont les
composantes de la force élastique, exercée par la partic du
milieu la plus éloignée de I'origine sur celle qui contient
cette origine; et il résulte du n® 5 que les composantes de
la force élastique exercée par la seconde partie sur la pre-
niiére serout
— ;X —w Y, — ol

Cela posé, écrivons les six équations d’¢quilibre de I’élé-
ment solide . Evaluons, pour I'égaler i zéro, la somme
des composantes, suivant axe des x, de tontes les forces
appliquées a cet élément: les faces A et A’ fourniront a

dX \
cette somme les deux iermes —w X,, + &, <X, +—T—]d.1t)a
ar
’ 1 - . dX,
dont I'ensemble se réduit au terme unique o — le groupe
ax

b 75,9 . . dX,
des faces B et B/ donnera » — cely de C et C/y m —1—‘;
ly dz

enfin, les forces qui agissent sur la masse g ajouteront un
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dernier terme o0 X,, c¢ qui donue, en divisant par o, lo
premiére des équations (1) ; les deux antres résultent d'une
sommation semblable des composantes parallé¢les aux y,
puis de celles paralléles aux z :

dX, dX, dX,
4= =T

{ —
\ dx dy & pRo==o0,
' dY dY, dY. .
(1) ’,_-t—-—'-k + 2 4+ oY, =—o,
i o dy dz !
d7Z, dZ, dZ, t 2 —o0
Uode dy ds fhro == 0

Les trois équations dites des moments expriment, comme
on sait, que le solide ne peut tourner autour d’un axe suc-
cessivement paralléle aux trois coordonndes. Faisons passer
cet axe par le centre dn parallélipipéde o, et supposons-le
paralléle anx x; la résultante des forces pw Xy, pw Yo, p0Z,.
étant appliquée au centre de o, donnera un moment nul.
Les forees élastiques exercées sur les faces A et A” ont des
résultantes qui rencontrent 'axe aux milicux mémes de ces
faces; elles n’entreront donc pas dans la somme des mo-
ments. Les composantes

dY, dZ,
— Yy | Y+ fl,}’ Yy Ty Za; —+ oy | 2y - dz
dy ) dz
des forces élastiques respectivement excrcées sur les faces
B, B, C. C’ concourent au centre de w, ou en un point de
l'axe; elles ne fourniront done vien en plus. Les compo-
santes

) s

R i B dX,
— X, + mu(X, b —emdy )y — XN T ow (X y dz
i ; 5

des mémes forees élastiques, étant paratléles a Paxe, seront
daus Ie méme cas. I reste les composantes

d7 Y
— @ylay by { Ly - - 1/_‘7’\ y — @, Ya, = @, Y, -+ ¢ dz
o ) dz

./r
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SUR L’ELASTICITE. 17
qui agissent tangenticllement aux faces B3, I, C, €’ dans
un plan perpendiculaire a 'axe, et qui forment deux cou-

. wZ, Y, e -
ples de sens contraires, et e négligeant les infi-

niment petits du troisiéme ordre devant ceux du second.
L’équation des moments, pour 'axe proposé, se réduit donc
a I'égalité de ces deux couples, ou a la premiére des équa-
tions (2); les deux autres résultent de 1'égalité des deux
couples contraires, qui tendent a faire tourner 1’élément w
autour d’'un axe central paralléle aux y, puis paralléle
aux z:

(2) Y.—=2, Z2,=%X,, X.=Y.

Nous pouvons, par une extension dont on trouve de fré-
quents exemples dans les applications de la Mécanique, et
notamment dans la théorie des fluides, appeler force élasti-
(ue, et composantes dela force élastique, la fonctionE, n° 5,
et les fonctions X, Y, Z, dépourvues de tout facteur : il
suflit de concevoir que ces forces s'exercent sur Vunité de
surface, avec la méme inténsité relative que sur I'élément
plan . Cela posé, les équations (2) expriment que des neaf
composantes X;,Y;, Z;, six sont égales deux & deux. Pour
déméler, d’une maniére commode, quelles sont les compo-
santes qui sont égales entre clles, changeons de notation :
désignons les neuf composantes par la seule letre C, affec-
tée, en haut ct en bas, de I'un des indices x, y, 33 cclui
d’en haut indiquant 'axe auquel Pélément & est perpendi-
culaire, cclui d’en bas V'axe auquel la composante est pa-
rallele; on aura ainsi le tableau (3) :

‘ thl) — X| , C(l) — Y| , C(;x\ — VJI X

2" LT, 2
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Alors les relations (2) expriment que, sz Lon intervertit les
deux accents, la composanie conserve la méme valeur.
On verra que cette propriélé remarquable n'est qu'un cas
particulier d'une propriété plus générale, n° 9.

8. Introduction des N;, T;. — D’aprés I'énoncé mné-
monique qui précéde, les composantes G5 ou X,, C!” ou
Y., C” ou Z;, restent distinctes; nous les désignerons res-
pectivement par N, Ny, N, . On aura ensuite, parle méme
eénoncé,

¢’ ou Y, =" on Z,,

¢ on 2, = ¢ ou X,

CE:) ou X,:C‘f' on Y,;

nous désignerons respectivement ces composantes par T,
Ty, Ty. D’apres ces conventions, les N; donnent les compo-
santes normales de la force élastique, pour les trois posi-
tions &, de 'élément plan & ; lesT; donnent les composantes
langentielles qui sont nécessairement égales deux a deux. Si
I'on remplace, dans les équations (1), les X;, Y;, Z; par
leurs équivalents N;, T;, on obtient les trois équations

{ N, dT, dT,
— +

_ —_— 6 Xy = 0,
cr dy dz e
; (1T3 AN, ’[TI L
(4) _IE,_ ._T). -—l/—z—-—‘—[lln T2 0.
(/T: llTl - (IN»‘ + 07
_— 9 — —_— iy == O
dr dy dz e w

qui peuvent étre regardées comme le résultat de Pélimina-
tion de trois des neuf composantes entre fes six équations
d'équilibre (1) et (2). Ainsiles équations (4) expriment a
clles seules 1'équilibre de I'élément parallélipipédique .
Il faudra se rappeler constamment que les six {onetions
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SUR L' ELASTICITE. 19
de quatre variables, N, T;, qui entrent dans les équa-
tions (4), donment, par le tableau

N, T, T,
(G) T?-’ N‘.‘y T!y
T'-” Tl) NJ!

les composantes, rapportées a 'nnité de surface, de la foree
élastique exercée sur I'élément plan 5 la premiére ligne,
horizontale ou verticale, quand cct ¢élément est perpendi-
culaire aux x, la seconde auxy, la troisiéme aux z. Cette
indifférence du sens horizontal ou du sens vertical tra-
duit, d'une autre maniére, la réeiprocité signalée par les
équations (2), ct énoncée au n° 7.

Les équations (4) doivent exister, quelles que soient les
variables x, y, 5, t. Elles expriment non-sculement I'équi-
lihre du parallélipipéde w, a toute époque, en quelque lien
quiil soit, mais encore celui de toute portion finie du
corps qui serait complétement décomposable en prismes
rectangles, ou dont la surface ne comprendrait que des
facettes paralléles aux plans coordonmés. Mais si cette sur-
face avait des facettes inclinées, la décomposition en prismes
laisscrait des résidus tétraédriques, dont I'équilibre, non
établi par les seules équations (4), exige de nouvelles rela-
tions,

9. Equilibre du tétraédre élémentaire. — Imaginons
uu tétracdre infiniment peiit dont un sommet soit en M, et
dont les trois arftes qui partent de ce sommet soient pa-
ralltles aux axes. Désignons par & Iairve dela face tian-
gulaire opposée, laquelle forme la base du tétraédre, et
soient ne, 12, p les cosinus des angles que la hauteur ou la
normale de I'élément plan © fait avee les axes des x, v, .
Ces trois cosinus, exprimés en fonetion des deux angles de

Bl
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direction g, ¢ de la normale, sont

(G) m == cosycosy, 2= cospsinyg, p=siny,
et I'élimination de 4 et ¢ donne la relation connue
(7) m+ ni pre=a,

D'aprés un théoréme sur la projection des aires, les trois
faces triangulaires rectangles @, b, ¢ du tétraédre que nous
venons de définir, lesquelles sont respectivement perpen-
diculaires aux x, aux y, aux z, auront pour surface

a—=mw, b nw, c—=pw.

Cela posé, le téiraédre devant étre en équilibre sous
Paction des forces élastiques qui s'exercent sur ses quatre
faces, et des forees qui sollicitent sa masse, les sommes des
composantes de ces forces, estimées suivant chaque axe,
devront ¢tre nulles. A la somme des composantes snivant
P’axe des x, la face inclinée fournira le terme Xw; la
face e, le terme — N,.mw; la face b, — T;. nw; la [ave c,
— T pw; les forces qui agissent sur la masse donneront
un terme égal & pX, muliiplié par le volume du tétraédre,
qui est un infiniment petit du troisiéme ordre; ce cin-
quiéme terme disparaitra done a la suite des quatre autres,
qui sont des infiniment petits du second ovdre. Fgalant la
somme trouvée a zéro et divisant par @, on obtient la pre-
miére des équations

s X:=omN o+ nT,+ pT,,
(83 Y =T N+ pTy,
' 7o m T+ al - pNg
les deux antres résaltent d'nne sommation semblable des

composantes parali¢les aux y, puis paralléles aux z.
Les dquations (8), quand on y substitue & m, m, p lears
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valeurs (6}, deviennent
X = N, cosg cosd + Tycosgsind -+ T,sing,
(9) Y — T, cosg cosy + N;cosgsind 4 T,sing,
Z — T,cosy cosy + T, cosg sind + Nysing,

et indiquent de quelle maniére ¢ et ¢ entrent nécessaire-
ment dans les fonctions de six variables X, Y, Z, n® 5. On
voit par ld que les composantes X, Y, Z de la force élas-
tique E dépendent uniquement des six {onctions N;, T;,
lesquelles sont & quatre variables, et qui doivent vérifier
les trois équations (4) aux diflérences partielles, linédaires
et du premier ordre; c’est le résultat que nous annoncions
au commencement de cette Legon.

Les équations (8) démontrent le théoréme général dont
la réciprocité signalée par les équations (2) n’est qu’un cas
particulier : la force clastique qui s'exerce en M sur un
¢lément-plan perpendiculaire aux & a pour composantes,
suivant les trois axes, Ny, Ty, Ty sa composante, ou sa
projection suivant la normale a I'élément incliné o, sera
done

{(mN, 4+ nT,+ pT,),

¢t la premiére des é¢quations (8) démontre que cetle pro-
jection est précisément dgale 4 X, ou a la projection, sui-
vant I'axe des v, de la foree élastique exereée sur I'élément
incliné, Or les axes sont quelconques; on a done le théo-
réme snivant : 87, en un méme point d'un milien solide .
E et B sont les forces clastiques exercées sur deux élé-

ments plaus et o'

s ayant I‘espec{z'vement pozu'.lwl'//m]e.\
los lignes Loet U la projection de E sur 1 sera égale a la

projection de B sur L.

10, Lyuwilibre d’une portion finie du milicu solide. —
Daprés la vérilieation qui va suivre, les conditions néees-

satres of suflisantes. pour dtablir Péquilibre d'¢lasticiné
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d’une portion finie, de forme quelconque, déconpée dans
le milieu solide, sont au nombre de six, savoir: les trois
éguations (4) et les trois équations (8). Il faut, pour ob-
tenir ces six conditions, joindre aux équations déduites
de T'équilibre do parallélipipéde trois des équations qui
expriment 'équilibre du tétraédre, en laissant de coté
celles dites des moments, ou qui anuulent les couples.
C'est parce yue les équations (2) ne sont gue particu-
liéres, comparées aux équations générales (8), que le
groupe des six équations (1) et (2), ou celui des équa-
tions (4), est insuffisant

1l s’agit de vérifier, maintenant, que les équations (4),
accompagnées des relations (8), sont au contraire sufli-
santes pour ¢tablir 'équilibre d’élasticité d’'une partie quel-
conque 2 d’un milieu solide. Multiplions la premicre
équation (4) par dx dy dz, et intégrons dans toute étendue

de 2, il viendra

‘ f/del 17(1)(lz+fff——rl)([~1/r
g%—fff—— dz dr dy fffj o X, dady dz = o.

Dans l'intégrale wiple en Ny, on peuat effectuer Pintégra-

tion en x, c¢ qui dounera

f f(o- da (N, — N“,),

Ny, N7 éuantles valeurs de la fonction Ny, aux deux points
ou la droite paralléle aux x vient couper la surface qui
limite Q3 si Pon indigue par &’ et 6" les éléments de Ja
surface en ces denx points, et par «’, a” les angles que les
normales externes en ces mémes points funt avee Paxe

des o, on aura

oy el; m oeosg — = s r/";
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et 'intégrale double qui précede ne sera autre que
XN, @ cosx«,

w étant un élément de la surface de 2, « Iangle que la
normale exlerne en w fait avec I'axe des x, la fonction N,
ayant la valeur qui correspond au licu de cet élément, et
le ¥ s'étendant a toute la surface. On réduira &2 un & sem-
blable la scconde, puis la troisiéme intégrale triple de la
formule (10), en effectuant I'intégration en y dans la se-
conde, en z dans la troisiéme, et introduisant les angles 5
¢t 7, que la normale externe en & fait avec les axes desy
ct des z. Enfin, la quatriéme intégrale triple, si I'on observe
que pdx dy dz est Vélément pe de la masse, peut se mettre
sous la forme ZpwX,, le sigma s'étendant iai a toute Ia
masse de . L'équation (10) devient alors la premiére des
¢quations

[¥d

{Nicose + T, cos’ + T.cosy) o + Spm X, =2 0,
f11) 2 3 (Tycosa + Nycosf + Tycosy)m + SpoY, — o,

V2 (Tyco8x + Ticosf + Nycosyjo + SpwZ, = 0;
les deux autres s'obtienncnt en opérant de la méme na-
niére sur la seconde et sur la troisieme des équations (4).
Or, ¢cn vertu des relations (8), les parenthéscs des pre-
wiéres sommes, dans les trois équations (1), ne sont autres
que les composantes X, Y, Z de la force élastique qui
s’exerce sur ’élément o, en prenant me = cosz, 1t = cos[3,
jr == cosy; ces équations (r1) peuvent done s'éerive ainsi ;

\me—l—z‘nmqu 0,
{102} g Y mY +Z{,wyo EENEAN

v
/ E LA Z wwol, = 0,

el expriment que les somines des composautes des forees
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qui sollicitent £, estimées suivant les trois axes, seront
nulles d’elles-mémes.

Si, de la seconde équation (4), multipliée par z, on re-
tranche la troisi¢éme, multipliée par y, il vient

‘ {Z_(:TJ—yTz) + [zl(zN,—yT.) +TI]
dx d_}’

j d (2T, — yN,
( -+ [‘—‘———‘(ZTI rN) — Tn] +p(sYy—Z,y)=o,

(13)
ds

et ’on remarquera la disparition des quantités +T,, —'Ty,
introduites afin de metire le seccond et le troisiéme terme
sous forme dec dérivés; muhipliant par dx dy dz; iné-
grant dans toute I'étendue de {2 effectuant nne premicre
intégration de chacune des trois premiéres intégrales tri-
ples; introduisant enfin @, ct les angles e, 5, 7, la for-
mule (13) deviendra '

2[(5T3—-3‘T,) cosu + (2N, — y T () cosp + (T, — yN;) cosy|m

.

ou mettant z et y en facteurs communs, sous la premicre
somme,

Z[Z (Tycosa—+ Nycos f—+T, cosy)—y Tycos 4T, cos 8+N;eos 7} 5
-+ 2 pw (Y, — yZ,) = o,

ce qui donue enfin, en ayant égard aux relations (8), la
premicre des équations

E(SY—-]’Z)H—FE[J(»(;YO——]ZU) = 0,
(14) Z(xl—zX)m—i—Z(w} (zZy — 2X,) = o,

A }:( X Y)a - E(,m (¥yX, ~v¥Y.)—= 0;
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les deux autres s'obticnnent en opérant de la méme maniére
sur deux autres couples des équations (4). Or les équa-
tions (14) expriment que les sommes des moments des forces
qui sollicitent £, prises par rapport aux trois axes, sont
nulles d’elles-mémes; et les six équations (12) et (14), dé-
duites uniquement des équations (4), accompagnées des re-
lations (8), expriment complétement 'équilibre d’élasticité
de la partie quelconque & du milieu solide.

Nous eussions pu, aprés avoir déduit les équations (4)
de I'équilibre du parallélipipéde, et sans considérer le té-
traédre, établir tout d’abord les équations (r1). Or les six
équations connues, qui expriment I'équilibre de £, étant
(12) et (14), il faut que les équations (1) et (12} soient
identiques; et comme la surface qui limite £ est queleon -
que, cette identité ne peutavoir lieu qu’en posant les rela-
tions (8), lesquelles se trouveraient ainsi démontrées. Mais
ce genre de démonstration est indirect et peun lucide; en
outre, il indique mal toute I'importance des relations (8)
car ce ne sont pas de simples équations & la surface, clles
signalent des propriétés s’étendant a tous les points inté-
rieurs, et tout aussi générales que celles qui sont exprimdes
par les équations (4). Voila ce qui donne une valeur récelle
a la considération de I'équilibre du tétraédre, imagiuée, je
crois, par Cauchy.

* Comnie il s’agit ici d'un Cours destiné a propager la
connaissance d’une théorie abordée par plusicurs géomé-
tres, il serait juste ct convenable de toujours™ citer les pre-
miers inventeurs des diverses iddes dont 'ensemble con-
stitue cette théorie. Mais plusicurs causes rendent une
pareille tache assez diflicile, ¢t nous ne la remplirons que
weés-incomplétement. D'ailleurs, la plupart de ces idées sc
présentent si naturelfement, qu’'elles apparticnnent i tous.
En réaliwd, nous considérons le sujet d’élasticité comme

s'i] élait enticrement neuf’; dautves Pont traitd, il ont pu
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en émellre avant nous les idées fondamentales, mais leurs
recherches sont & peu présinconnues des ingénieurs et des
praliciens, qu'il faut surtout convaincre. L’unique but de
notre travail est de mettre hors de doule, et I'utilité de la
théorie mathématique de I'élasticité, et la nécessité de Uin-
troduire dans les sciences d’application. Quand ce but im-
portant sera attcint, fasse qui voudra le partage des inven-

tions, et, quelque peu (u'on nous en attribue, nous ne
réclamerons pas. '
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TROISIEME LECON.

Des projections du déplacement moléeulaire. ~Expressions de Uécartement,
des dilatations, des lorces élastigues, — Extension aux corps cristallises.

11. Projections du déplacement moléculaire. — Lorsque
la partic du milien, que nous avons désignée par €1 au
n° 10, comprend le solide tout entier, les six équations (12)
et (14) expriment Péquilibre du corps, sous P'action des
forces données X, oY, oZ agissant aux dillérents élé-
ments de sa surface, et des forces pw X, pwY,, pwZ, qui
sollicitent les diflérentes parties de sa masse, y compris les
forces d'inertie sil y a mouvement. On sait que ces six
équations renferment touates les lois de 'équilibre réel, et
toutes celles du mouvement d'un corps solide, considéré
abstractivement comme ayant une rigidité absolue. Quand
la Mécanique rationnelle a démeélé et interpréié ces lois,
les positions du corps sont bien définies relativement au
monde extérieur; mais son éiat intéricur reste compléte-
ment inconnu. Pour connaitre cet élat, il faut remonter
aux équations (4), n°8, et (8), n” 9, qui signalent Uexis-
tence de six fonctions N, T,, dont dépendent les forees
¢lustiques intéricures. Ces six fonctions doivent vérificr les
trois équations aux dillérences particlles (4), et, par leurs
valeurs aux différents points de la surface du corps, jointes
aux forces données, rendre identiquesles relations (8). Or
ces conditions seraient nsullisantes pour les déerminer, si
Ies six fonctions N,, T; n’élaient pas exprimables a laide
de trois fonctions senlement @ car trois équations aunx dillé-
rences partielles ne peavent faire connaitre géndéralement

que trois fonetions. ef trois équatious qui lent les valeurs
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de ces fonctions, particuliéres & la surface, ne peuvent qu’é-
tablir des relations entre les arbitraires introduites parI'in-
tégration. Il y a donc licu de chercher quelles sont les trois
fonctions dont dépendent les N;, T;, eten quoi consisle
cette dépendance. Tel est 'objet dela Legon actuelle.

Les faits étudiés aux n® 3 et 4 de notre premiére Lecon,
le principe qui en découle et la définition donnée an n° 5,
répondent directement aux questions posées, et indiquent
Ia marche & suivre pour les résoudre. D’aprés ces prélimi-
naires, les forces élastiques et les déplacements molécu-
laires sont dans une dépendance mutuelle. Mais, aux déve-
loppements que nous avons déja donnés sur les forces
élastiques, il importe d’en joindre d’autres relatifs aux
déplacements, avant de traduire analytiquement la dépen-
dance dont il s’agit. Le milieu solide n’étant soumis &
aucune force extérieure, un point matériel M, qui en fait
parlie, a pour coordonnées primitives x, y, z; quand des
efforts extérieurs ont déformé le corps, ce point matéricl
occupe une nouvelle-position 7, ayant pour coordonnées
x4, y—+4v, 2-4w; u, v, w sont les projections sur les
axcs coordonnés du déplacement Min. Ces trois projections
varicnt au méme instant d’un point matériel & un autre, ct
pour le méme point avee le temps, si le milieu s¢ déforme
ou vibre; u, v, w sont donc trois {onctions des quatre va-
riables z, y, z, 1.

On peut regarder ces fonctions comme ¢tant continues,
non-sculemeut quant a la variable ¢, mais aussi par rapport
aux variables «, 3, z. Car, si le milicu est composé de
points matériels nou contigus, gui se déplacent réellement,
les points géométriques situds sur les intervalles qui sépa-
rent les molécules peuvent étre considérds comme se dépla-
cant aussi. On congoit, en eflet, que siles déplacements
de toutes les molécules élaient observés et mesurds, on

pourrait déterminer,  par Tinterpolation, des fonctions
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continues u, v, w ui reproduiraicnt d’abord toutes les
observations, et qui donneraient en outre les projections des
déplacements pour les points géométriques non occupés par
la matiére. Ce sont ces fonctions continues que nous con-
sidérons.

Quand le corps n’est que légérement déformé, u, v, 1w
ont de petites valeurs dans I’étendue du milien. Soit, dans
le voisinage de M, un second point M’, dont les coordon-
nées primitives sont

d=x+h, y=y-+k =z
et qui, lors de la déformation, prend la position m’', dont
les coordonnées sont x'—+u', y' + v/, 2" + w'. La dis-
tance MM’ ou ¢, n° 4, a pour projections sur les axes 7,
k, 1; projections que nous supposons trés-petites, ainsi
que {; la direction MM/ fait avec les mémes axes des angles

. h k1 ..
dont les cosinus sont U Les projections u', v/, w'

du déplacement M'm’ sont les valeurs des fonctions u,
v, w, quand on y remplace respectivement x, ¥, z par
x -+ hy, y+k, z+1, et le théoréme de Taylor donne

/ / (4 /
W =+ —!—-{—l—‘ A‘+(—ul,
dx dy dz
Lo le dv
(1) oo b e Dy
dx dy oz
1o I oy
' = & h o+ @ k —¥—i 3
dx dy dz

cn supposant les projections /X, k, I assez petites pour
qu’on puisse négligerles termes qui contiennent leurs pro-
duits. C’est ce qui a lieu, par exemple, quand on veut
évaluer action mutucllede deux points matériels M et M/,
veuus en m et m’, puisque cette action n'existe que si est
inappréciable.
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12. Expression de Iécartement. — La petite ligne pn!

(fig- 1) a pour projections sur les axes w'— u, v/ — v,
w’' — w3 et, puisque 'on peut substituer & A¢ la projection

de pm’sur pm, ousur MM’, n° 4, on aura

/] I {
(2) A== (e —u) 4+ = (0" —0) + = (& —w),
4 4 4
ou, substituant & u' —u, v' — v, w'—w leurs valeurs
tirées des équations (1), et ordonnant le résultat,

sp= Ll e [
| de dy dz dz  dy
(3)
( ny dw du Y dut + v
— o IR A (LT T I
‘\ e + s dy de) ]’

enfin, remplacant 7, &, Zpar leurs valeurs en f[onction
de ¢ ct de ses deux angles de direction ¢ et ¢, lesquelles
sont

h ={¢ cos¢ cosy, A=1Fcosysind, —={sing,

on aura délinitivement

[edu . de T aintd dew
—— ¢0s* » CO5* — cos*osin®L 4+ —— sin?g
dx : ke 1% ! v s ?
({1(' v . o
+ | — 4+ — ] cosu sinwsin Y
| | @) esesingsing
l\/l AL =L/ ‘ .
die du .
+ | — 4+ — ) cos¢ sing cos ¥
dx = ; : !
el e . .
+ | — 4+ — ) cos*vcosdsind
\ I/J‘ (/.),‘ !

Dapres cette valear, I'écartement A¢ dtant teés-petit par
dl1ey ey o)

rapport a ¢, les dérivies ;(1~ o
AV B

sont toules de trés-

petites {ractions.
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A T .
Le rapportzc est la dilatation linéaire au point M, dans
la direction déterminée par les angles ¢ et . Cette dilata-

. Ly e o du . .
tion seréduit & S0 st ou MM est paralléle aux x, ou si
axr

o L _‘(lv . ¢ el o L
?'—0’ HJ—O,E]E;’ SlgCS para Leaux], OU.S]SD—-O,

7 dw
g== . A —> si ¢ estparallele aux z, ou si cp—- ~. D’apres

ces valeurs, la ligne dir, prise lors del'état prlmmf, devient

du dv
dx (1 —'e—;E) aprés ladéformation ; dy devient dy (1 -+ Iy\)
. o v s C
dz devient dz (l + %;) - L’élément primitif w = dxdy dz

devient alors

L dvd + du < o + div
xdydz | 1 — —
ey ZQ dr .[ + dy ! dz ]’

ou simplement

- du - do 4 iy
PEE — _— —
y dx dy oz ) ’

en négligeant les produits des dilatations linéaires; et la
dilatation cubique en M, que nous désignerons par 8, est
donnée par la formule

die de dw

6 — — — —
(5) dx + dy + dz -

Pl

¢’est-a-dire que la dilatation cubique, en un point du milieu,
cst égale a la somme de trois dilatations linéaives, prises au
méme point, dans trois directions orthogonales. Si les dé-
.. diu dv  dw .

rivées ——, & sont négatives, clles représentent des
contractions lindaires; si 8 est négatif, il dounc la com-
pressibilité cubique.

Le point M restant le méme, si Pon déplace M’ dans
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I'hémisphére SA, n® 5, la valeur {4) de A¢ change avee ¢,
rl(u, ¢, o)
l( 2y 3)
constantes et conservent les valeurs qui leur appartiennent
en M. Soit M un point situé a une profondeur f au-dessous
de M, surla normale a élémeni-plan w, v° 5, laquelle fait

¢, ¥; mais les dérivées restent essenticllement

avee les axes des angles dont les cosinus sont m, 1, p 3 par
le point M’, menons M'M| égal et parallele 3 MM,, et
joignons MM ; soient u,, v,, w, les valeurs dec u, v, w
en My; o', v, w', en M,. Onaura évidemment ¢, ou
M, M, égal et paralléle a & ou MM/'; il s’agit de faire voir
que I'écartement AZ, est aussi égal 4 AZ. En cllet, les coor-
données primitives de M, sont & —mf, y — nf, z— pf,
cellesde M, sont x + 4 —mf, y +k—nf,z +1—pf;
on a done, par les formules (1),
u‘._u—f<m§_& _}_”ﬂ “+p 5’.%)
dx dy dz

e du

u'x::u—%-(/z—mf)l +(k—n f)zl' 1——1)f)(/~

d’olt on conclut, par soustraction,

, du lu du
1([_11,:/1—— e +l— =0 —u,
dx dy dz
ct aussl ]
o o, =20 — o, o e, — ' '
, — ¢ == R L= —

- gl , N . )
Or M, M|, diant égal et paralléle & MAY, fait, avec les axes,

’

R . h &L o
les mémes angles aux cosinus ok -3 done A¢; aura la

méme valeur (2) que A¢. Ainsi, que la distance ¢ aux
angles de direction ¢ et ¢ ait ou n’ait pas une de ses extré-
mités en M, pourvu qu’elle parte de P'intéricur du cylindre
intiniment délié de base w, n* 3, et abouusse dans 'inté-

rieur de Phémisphére SA 5 dans Lous les cas, son aceroisse-
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ment sera donué par la formule (4); cest-a-dire que
toujours A se composera de six termes variables avec {.
s, U. mais ayant respectivement pour coeflicients cssen-
tiellement constants,

die  do ny de da’ fedar dne “du el
— == = ~*4'~—)5 —— -+ (—“*'r-“‘ :
dr’  dy o= dz dy ( dr s vy dr
coeflicients que nous appellerons les ..

13. Paleurs générales de N;'V;. — Or, quand on vou-
dra évaluer les trois composantes de la force élastique
exercée sur w, chaque couple M,, M’ de deux points
matériels de masses py et p,, entre lesquels sexerce 1'ac-
tion mutuelle p, ' F (¢). A¢, fournira trois éléments.
un pour chaque composante, é¢léments que l'on obtiendra
en muliipliant cetie action par cosg cosd, par coss sind.
par sino. Si l'on fait ensuite la somme des éléments fournis
a chaque composante par tous les couples de deux points
matériels, 'un compris dans le cylindre de la base &,
Pautre dans 'hémisphére SA, on pourra mettre les G; en
facteurs communs dans cette somme, et la composante
cherchée comprendra délinitivement six termes. ayant res-
pectivement les G; pour coefticients. Telle est la forme
générale de tonte composante d'une force élastique exercée
en M, et particaliérement des N, T,. On peut done poser

o ' 7; s 74 A%

s L doe (/11\
SR T I A N O
Kr/.r oz '

' T, A, (/" == by "]l =T i/”

X, A, el B ol Ny (‘..L[,W h (iﬁ N (/rv)
du e’
il

i

’TL’ ey 75

o el il B
T, —_— oS- a5
(I/.T ,/;\ !

v
LT T ———
1
A

2V kb,
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formules qu'il faut éerire wois fois, en remplacant lin-
dice 7 successivement par 1, 2, 3.

Ces conclusions sont complétement indépendantes du
nombre des couples de molécules entre lesquelles s’exercent
des actions, ou du nombre des termes multipliés paI: le
méme G;; ces termes peuvent différer généralement, non-
sculement par les valears de ¢, ¢ et ¢, mais aussi par celles
de I (7), et méme de py, 5 ils peuvent se grouper plus
nombreux sur certaines directions que sur d’autres. Autre-
ment, le milieu solide peut étre homogéne ou hétérogine,
composé d'une seule espéce de molécules ou de plusicurs
espéces, entre lesquelles les actions suivent les mémes lois
avec la distance, ou au contraire des lois différentes; les
conclusions qui précédent sont vraies dans tous les cas. Sile
corps n'avait pas 'homogénéité que nous avons définie
au 1u° 2, les coeflicients A;, B;,..., (G), lesquels sont au
nombre de trente-six, pourraient varier d'un point M a un
autre. Le genre d’homogénéité que nous considérons est
celui ou ces trente~six coeflicients sont constants, c’est-a-
dire conservent les mémes valeurs en tous les points du
milieu; ces valeurs n’étant liées d’aillcurs par aucune re-
lation nécessaire.

Tous les phénomeénes dus a I'¢lasticité des corps solides
liomogénes doivent donc se déduire des formules géné-
vales (4) et (8) de la Lecon précédente, (5) ct (6) de la
Lecon actuelle; sauf les légéres différences qui pourraient
résulter de ce que les développements (1) ne sont qu’ap-
prochés. Mais, quand les géométres abordent une ques-
tion de Physique, ils étudient d’abord les termes les plus
influents, afin de découvrir les lois les plus générales; ils
reviennent ensnite aux termes négligds, pour se rendre
compte des perturbations observées dans Papplication de
ces lois. Telle a é1é la marche de I'Astronomie théorique;
telle doit ére celle de la théovie mathématique de 1'é-
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lasticité. Aiusi, nous bornant a la premiére étude, nous
adoptons les valeurs (6) des N,, T;, conséquences né-
cessaires des développements (1}, limités a leurs premiers
termes.

14. Extension aux solides cristallisés. — Outre 1'ho-
mogénéité que nous avons définie au n® 2, et qui conduit
a la constance des coefficients A;, B;,..., dans les for-
mules (6), on peut en concevoir unc autre plus générale :
celle ol T'espace occupé par le milicu serait décomposable
en polyédres égaux et semblablement placés, dans lesquels
la matiére serait distribuée plus ou moins irréguliérement;
cette distribution étant la méme pour tous les polyédres.
A ce genre de milieu, que 'on peut appeler périodigue-
ment homogéne, appartiennent sans doute les.corps cristal-
lisés. Alors les cocflicients A;, B,,... des formules (6) nue
seraient plus constants, mais devraient &ire des fonctions
périodiques. Toutefois, il y a lien de distinguer, dans les
milieux cristallisés, les phénoménes d’élasticité on chaque
molécule intégrante se déplace en totalité, auquel cas
les A;, B,...., sont constants, et ceux ou 'agitation envahit
I'intérieur méme des molécules intégrantes, ce qui exige la
périodicité des coellicients A,, B, ,.... Les phénomenes de la
premiére classe se rangent parmi ceux que nous éludierons
exclusivement.

Les formules (6), ou les coeflicients A;, B,.... sont
supposés constants, pouvant étre appliqués, dans certains
cas, aux corps cristallisés, il importe de déwruire un doute
qui résulte de 1a nature méme de ces corps. La démous-
tration des formules (6), fondée sur le principe dun® 4.
admei que l'action muatuelle de deux moléeules est dirigée
suivant la ligne i les joint. Or, lorsquiun eristal se forme
dans un liquide, les molécules qui viennent grossiv le
noyau ne se dirvigent pas vers les centres mémes des molé-
cules déja fixés, mais vers les intervalles qui les sépavent :

3.
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en outre, chemin faisant elles tournent, afin que leurs axes
de figure s’arrétent dans certaines positions, et il parait
difficile, sinon impossible, d'expliquer ces mouvements
divers par des actions mutuelles uniquement dirigées sur
les lignes mémes qui joignent les moléeules; ce qui condui-
rait & penser que les formules (6) ne sout pas applicables
aux corps cristallisés.

Mais Paction mutuelle de deux molécules M, M’ dé-
placées dépend toujours, et nécessairement, des projec-
tions u, v, w du déplacement de M, et des projections
w'y o'y w' du déplacement de M'; or, que cette action soit
ou non dirigée snivant MM/’, on congoit que ses trois com-
posantes seront toujours des fonctions de u, v, w, de {, 9, ¢,
ct de o', ¢, ', exprimés par les développements (1)5 en
sorte qu'elles peuvent ¢étre considérées, par premiére ap-
proximation, comme étant des fonctions linéaives de u, v, w

d (1,0, 0)

¢t de - On arrive ainsi 4 établir que toutes les

d(l'q Y, z)
composantes des forces ¢lastiques exercées en M, et parti-
culiérement les N;, T, seront de la forme

{ i v

g Ay 4 A+ Byo -+ (v —l—A{—E—}—B :—4— =«

dr oy dz

(7) /. () /

7))«
v v v i du v

+D—+D— +F— 4K F— +F-——.
( ez dy F dr { z -+ dy +F dz

Or, toutes les forces élastiques sont nulles quand le dépla-
cement est nul partoul, ou quand u=o0, v=o0, w=0;
on doit done avoir Agy=o0. Si le corps a exécuté un petit
mouvement de translation quelcouque, u, ¢, w sont con-
stants, et comme ce déplacement général n’a fait naitre
aucune force élastique, il faut que Ay =o, By=0, C,=o0.
Enfin, si le corps a exéeuté un petit mouvement de rota-
tion autour de 'axe des x, défimi par les valeurs u=o,
= wE,w = — 0y, » éant constant, c¢ qui réduit Pex—

pression (7) & o (D—D’), commne ce déplacement général
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n’a fait naitre aucune force élastique, il faut que D’=D; de
méme, on doit avoir E/=E, F'=T, si la rotation s'est
opérée autour de 'axe des y, puis autour de l'axe des z.
On établit ainsi, d'unc autre maniére, la forme essenticlle
des valeurs (6).

Ce nouveau mode de démonstration fait entrevoir la pos-
sibilité d’aborder les problémes relatifs & la Mécanique mo-
léculaire, en laissant indéterminée I'influence réciproque
des différentes espéces de matiéres, c’est-a-dire sans faire
intervenir directement des attractions ou des répulsions
qui suivent certaines lois hypothétiques. Si Pon parvient
ainsi & mettre les problémes en équations, la nature de
Vinfluencedont il sagit, les forces qui la traduisent et leurs
lois exactes se déduiront comme des conséquences. On re-
produira de la sorte la marche de UAstronomic théoriqne,
dans laquelle l'attraction universelle, loin d’avoir été prise
pour point de départ, ne s’est au contraire présentée (ue
comme une conséquence forcée des lois du mouvement.

15, Méthode par Uintégration autour d’un point, —
Lorsqu'on regarde comme infini le nombre des couples
de molécules dont les actions mutuelles composent chaque
force élastique, les coeflicients A;, B;,... (6) se présentent
sous la forme d’intégrales définies triples, dont les élé-
ments different, de 'une a autre, par des facteurs trigo-
nométriques. Les limites des variables ¢ ct ¢ dépendent
de la position de I’élément-plan & : s'il est perpendiculaire
aux x, les intégrations en o et ¢ s’étendent toutes les deux

T ™ 3. . . - .
de— —a + =; s'il est perpendiculaire aux j, ces intégra-
3 5 y g

tions s’étendent de 4= — “ i G =+ Z,etde ~:/ =0 ‘1"’ —
2, 2
enfin, si I'élément est perpendiculaire aux . de & =0 i

W —

¢ == el ded =o0a$==un. Quant i Uintégration cu .
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clle s’étend de ¢ = o a ¢ égal au rayon de la sphére d’ac-
tivité de l'action moléculaire, puisque, au dela, le facteur
F (&) est nul ou insensible. Il arrive toujours que cette
derniére intégration ne peut &tre qu’indiquée. Dans le cas
général, celui on I (¢) doit éure considéré comme variant
avec la direction de ¢, la loi de cette variation édlant in-
connue, on ne peut non plus eflectuer les intégrations en
¢ et , et toutes les intégrales wiples qui remplacent les
coeflicients A;; B;,... restent inconnues, mais distinctes.
Si Pon suppose IY (¢) indépendant de ¢ et §, pour consi-
dérer le cas ou I'¢lasticité du milicu est la méme dans tontes
les dirvections, n® 2, alors ou peut elfectuer les intégrations
en ¢ ct P, ct il ne reste plus d’inconnu, dans les coefli-
cients A;, B;,..., qu’'un méme facteur indignant intégra-
tion en ¢.

Telle est la méthode suivie par Navier ct antres géo-
métres, pour obtenir les ¢quations géndrales de I'élasticité
dans les milieux solides. Mais cetie méthode suppose évi-
demment la continuité de la mati¢re, hypothésce inadmis-
sible. Poisson croit lever cetie difliculté, en remplacant
I'intégrale en ¢ par unce somme d’un nombre de termes
finis ct indéterminés ; mais cette sommation n’étant qu'in-
diquée, il ne fait, en réalité, que substitucr le signe & au
signe [, et cela pour une scule des intégrations, car il ef-
fectue les deux autres. La méthode que nous avons suivie
dans la Lecon actuelle, et dont on trouve Vorigine dans les
travaux de Cauchy, nous parait & I'abri de toule objcc-
tion; loin de supposer la continuité de la matiére, elle
laisse dans une sorte d’indétermination le nombre des
couples moléculaires dont les actions composent la force
élastique; ce nombre peut étre grand ou faible, il peut
différer d'uin milien solide a un autre, et les résultats ob-
tenus n'en seronl pas moins vrais.
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QUATRIEME LECON.

Kéduelion relative aux corps solides homogenes d’¢lasticité constante. —
Cas d'une traction. — Cas d'une torsion. — Expressions réduites des
forces clastiques.

16. Cas simple d’une traction. — La Lecon actuelle a
pour objet principal de chercher comment se simplifient
les valeurs des N;, T;, quaund il §’agit de corps solides ho-
mogénes, et d’élasticité constante dans toutes les directions.
Le second mode de démonstration, employé au n° 14,
conduisant aux mémes formules que le premier qui s’ap-
puie sur le principe des actions mutuelles, n°4, nous
regardons le principe dont il s'agit comme suflisamment
vérifié par cette coincidence, et nous I'adoptons sans res-
triction. Ce principe est surtout utile pour déterminer
directement, dans des cas particuliers et sans recourir aux
formules générales, la loi de la force élastique exercée sur
des plans de méme direction dans toute ’étendue du mi-
lieu. Voici deux exemples de cette détermination, lesquels
servent de lemmes pour arriver & la simplification que
nous avons en vue.

Considérons un corps solide, homogéne et d’élasticité
constante, dans lequel la loi dd déplacement moléculaire
soit exprimdée par les valeurs

{a

Wm0, TS0, L eD,

¢ étant constant. Toules les moléeules se sont déplacées.
paralielement & Paxe vertical des 2, de quantités propor-
tionnelles a Jeurs distances an plan horizontal des 2y Clest
le cas d’unc traction paralléle aux z. La loi du déplacenent
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étant bien définie, cherchons la force élastique cxercée sur
un élément-plan @, perpendiculaire aux x, ct qui sépare
le milieu en deux parties : B du ¢6té de Porigine et du cy-
lindre infiniment délié qui a & pour base; A du cété op-
posé. Soient x ( fig. 3) une molécule du cylindre, 7 une mo-
lécule de A par mp, ct la normale pN a @, faisons passer

un plan; dans ce plan, et de autre cdté de pN, menons

pnd! faisant Pangle N pn'= Ny enfin prenons pn/= pun.
Daprés le genre d’homogénéité que 'on suppose, s'il existe
un point matériel en m, il en existera un en m/,
Imprimons au corps une translation descendante, qui
rameéne g & sa position primitive, ce qui ne modific en rien
les forces élastiques ; le déplacement ascendant de m sur-
passant autant ceclui de u que ce dernier surpasse celui
de ', la waunslation imprimée laissera m déplacé de FE,
et m' de m’n’ égal & mn, mais de sens contraire. Les dis-

tances pm, pmi’ (¢) sont égales; les projections (A7) de

mn et de m'n’ sur ces lignes perspectives sont parcillement
égales; donc les déplacements, relatifs a p, des deax points
matériels 7,2 et m’, auxquels on suppose la méme masse,

produiront sur p. deux attractions égales, dirvigées, Punc

dirigée sur la normale ou bissectrice % 1 en sera de méme
pour tous les couples que Pon devra considérer. Donc la
résultante totale, ou lu force élastique cherchée, sera nor-
male & I'élément-plan &. Ainsi, lorsque la loi du déplace-
ment sera donnée par les valeurs (@), et qu'il s’agira d’un
solide homogeéne et d'élasticité constante, des trois compo-
santes Ny, Ty, Ty, n°8, de la force flastique exercée sur
un élément-plan perpendiculaire aux x, la premiére exis-
tera scule, les deux aatres Ty, Ty seront ndeessairement
nulles.
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17. Cas simple de la torsion. — Considérons le méme

milieu, dans lequel la loi du déplacement moléculaire est
actuellement exprimée par les valeurs

(b) W —wyIi, ¢ =wI3, w0,

w étant constant. Chaque moléeule s’est déplacée parallé-
lement au plan horizoutal des xy, et a déerit, autour de
I'axe vertical des z, un petit arc de cercle proportionnel :
1° 4 sa distance & axe des z 3 2° 4 sa hauteur au-dessus du
plan des xy. C'estle cas d'une torsion autour de P'axe des z.
La nouvelle loi du déplacement étant bien définie, cher-
chons la force élastique exercée sur un élément-plan @,
perpendiculaire aux x, en un point du plan méridien
des zx. Soient: p (fig. 4) une molécule du cylindre; met
m’ deux points symétriques par rapport 2 la normale m ,
et pris dans le plan méridien ; m est la projection de deux
points matériels M, M, syméiriquement placés, le premier
cn avant, le second en arriére du méridien; m’ est la pro-
Jection de deux autres points M’, M, syméiriquesde M, M,
parrapport & I'horizon de u. Car, d’aprés le genre d’homo-
généité que on suppose, s’il existe des points matériels
en M, D, il en doit exister en M/, M.

Si Y'on imprime & tout le corps une rotation autour de
Vaxe des 2z, qui raméne p a sa position primitive, ce qui
" n’altere pas les forces dastiques, les déplacements, relatifs
aw,de M, M,, M', M, seront des ares de cercle égaux; mais
ceux de M, M, iront de Parviére vers Pavant du méridien
ceux de M, M, de 'avant vers Parri¢re: d’ot résulte que
M et M, se sont éloignés de p, tandis que M, et M’ s'en
sont rapprochés. Les distances pM. wM,, p M, u M| sont
¢galesy les projections  des déplacements sur ces lignes le
sont aussi; doue les quatre actions exercées sur g ont des
intensitds égales: maisdeux sont allvactives, sutvant pM et
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=M, qui se composent sur la bissectrice ou normale gA ;
deux sont répulsives, suivant M, et M'g, qui se compo-
sent sur la bissectrice on normale pB; Ies deux résultantes,
contraires et ayant des intensités égales, se détruisent. Ij
en sera de méme pour tous les groupes que 'on doit consi-
dérer. Donc la résultante totale, ou la force élastique cher-
chée, est nulle. Ainsi, lorsque la loi du déplacement sera
donnée par les valeurs (4), et qu'il s'agira d’un solide
homogéne et d’élasticité constante, les trois composantes
Ny, Ty; To de la force élastique exercée en un point du
méridien xz, sur un plan perpendiculaire aux x, seront
nulles toutes trois.

Il importe de remarquer que, dans les mémes circon~
stances, la force élastique exercée, au méme point, sur un
plan horizontal ou perpendiculaive aux z, est paralléle
aux y, conséquemment tangentielle; c'est-a-dire que des
trois composantes Ty, Ty, Ny, n° 8, decetie force élastique,
T, scule existe, les deux autres sont nulles. En eflet, p
(fig. 5) appartenant au cylindre de basc ©, et m érant,
comme ci-dessus, la projection des deux points symétriques
M, M,, des deux actions, ¢gales en intensité, et dirigées sui-
vant p.M et M, 1, la premiére est atiractive, la seconde ré-
pulsive ; leur résultante est done horizontale et perpendicu-
laire auméridien. Il en est de méme pour tous les groupes
que Pon doit considérer. Donc la résultante totale, ou la
force élastique cherchée, est perpendiculaire au plan mé-
ridien ; ¢’est-a-dire que non-seulement T'; = 0, comme cela
résulte de T'alinéa précédent, mais aussi Ny = o, au point
désigné.

Les lois simples que nous venons de trouver appar-
tennent aux phénomeénes de la waction et de la torsion,
quand le milieu solide présente, par rapport i Ja ligne de
traction et par rapport a deux plans, desquels I'an est per-
pendiculaire a cette ligne et Paotre Ini est paralléle, les
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dispositions moléculaires syméiriques que nous avous sup-
poscées. Mais, si le solide qui satisfait 4 ces conditions parti-
culiéres de symétrie est tiré dans une direction diflérente,
ou tordu autour d'un autre axe, peut-il arriver que les
mémes lois simples se reproduisent? La réponse allirma-
tive a cette question est une des conséquences les plus
remarquables de la théorie mathématique de Iélasticité
des solides, et en méme temps la délinition la plus claive
et la plus naturelle des corps solides homogénes ct d’é-
lasticité constante. Pour obtenir cette importante réponse,
il faut essentiellement avoir recours i la transformation
des coordonuées. Si les formules que nous allons éiablir
sont longues a écrire, plutot qu'a démontrer, il faut consi-
dérer qu’elles contiennent la réponse attendue, gu’elles
servenl de lemmes 4 la simplification cherchée, ct yu'clles
nous seront trés-utiles dans la suite du Cours. On pensera
que tous ces avantages compensent Paridité de quelques
pages de calculs,

18. Formules de transformation. — Soient, cn conser-
vant la méme origine, x/, ', 2’ de nouvelles coordonnées
rectangulaires du point Mj désignons, comme Uindique le

tableau,
z )_1 "
&£ n, mty, iy i
(1) y n, Iy n, v
H P P P w
o' o w’

par m,, 1y p,les cosinus des angles que les nouveanx
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axes font avec les anciens, par u/, ¢/, w', les nouvelles
projections du déplacement de M. On sait que les neuf
cosinus, m;, 7; p; sont lids entre eux par les six rela-

tions
ml 4 n} +plt—=a,
mi A= ni 4 pi=,
mi A+ ni +ploo,
(2) "
nny =+ nany = papy = 0,
mym —= nyny —-pyp = 0,
Ly S Ry - pop. = 0,
ou
fomH-my - ml=,
nl 4wl ni=—=n,
Pl pre o plem,
{3) ‘

Repy == Ry P 0y py == 0,
P~ paity ~= pymy = O,

my iy~ By =ty ry— 0,

Le tableau (1) condnit facilement, par la méihode des

projections, aux formules

, )
g &= o’ ==y’ - mye,

.
(4) Dy o= nx’ + ngy' = n,?
/
3= por’ o pay’ S pest
.\ W= e - oy
i [ . ,
RS IR 1 SN S P U o PP
( Wl S e e o,
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qui donnent x, y, z en x', y', 2/, et w’, v, wiienu, v, w,
d(u'y e, ')
v/, w' comme des fonc-
tions (5) de u, v, w, qui sont fonctions de x, y, z, qui
sont fonctions (4) de x’, y', 2’; ce qui donne d’abord les
formules symboliques

On obtient les nouvelles dérivées en fonction

des anciennes, en différentiant o/,

Vel m, n, P
i— = (mdu 4 do -+ pdw) [ — 4 —— - 2
| dx' (o6 me - prdw) (tlx Ty rl:>,
I
[
| av m, 7. P
— == (mydu =~ nydo + pads e = L
dy' (m_: ¢ e o pad W) ((l.z: dy - (/z> ’
do’ (maddic + nydd y m, , /71>
—— = {7 N/ d —— e e
d2! s+ nydv 4 padiv) de  dy - &)’
e’ da’ My n
o o e = (gl - Mo - podew) | 22 - 22 0 P2
3 dy' (mredu 4= ndo = pudew) < dz dy (/:>
‘j n
(6) ! ~= {mydu - nydv 4 pydew) ( S &)
I dy dz
dev! du’ m n )
- — = » - pad ! ! Il
o i (mydi + nide <4 p,dw) ( -+ o . :>
., n, ”
~+ (mydu + n de + pdw) | — - — - ]
( P ( dax dy ' dz ]’
du! o’ ‘n
| & -+ Te (m dn —+ n,de + p,dw) (;[if -+ ;’;;2 - T‘>
! . oz
+ {m.du = nide - pade) (ﬂ + - fl)
" \dr y oz

l)cvoloppam, puis ovdonnant les seconds membres, on a
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définitivement

SN
-

S— S S
-

du! . du . e - l_l’z —n dv dw’
d_;r'-m'—.;_*-”‘(f Py Py dz E)
! ’ 7f] du o
[ ﬂg -+ fe A mn = + &2
-+ pm (d: pr 7y r[y -+ e ?
dv'  du , 4 + i“_’ —n de (lw)
(—1)7 —=m, d—x -+ n, Iy P oz 2 g m
du - 7 - onn du o
o[ — e BTN S e
= paie dr d;) dy + dr)’
dov’ , du - 2 dv [ dew Cn dv  dw
—_— = L — 2 PR e S — bt
PPl e P P\ dy
ey u - n {u do
= | ——
P\ dz Ny dx
dv’ N dir’ du S (aps do dw
—, — == om,m, — 2P mp) | — 4 —
i 2m.m; - (raps 4+ myp.) i o
» o de
i ~+ 22,0, — — (paiy 2 ) [ —— - —
[/) “2 dy (pems == ps . ) (((. + s )
dew I )
- 2p,p; S (mafty = myn,) <.I_I_L 4 ili
= \ dy dx
du du’ di ' o v
Ly e o (P —
da' dz’ 2 m: dr F p3) ( = r/j>
. dv I
—+ 21,7, “ (pamts ~ pomy) hilid 4 {/_[f
dy oz
/ / )
—4- ?,paplgf -+ {(mz? ~n,ny) @ ’L‘
oz dy dzx
du’ dv’ du do v
— A — —amm, —— = (P p) [
dy’ da' s dx (224 rmapy) <dz - dy
: (I
i +2n,rzzil—+ 1p = pamy) d—w-p_l_[(f
: dy dx =
[ ’ )
-+ 2/),/;v'—1+ (=~ myng (.[f - L['. )
oz ) |
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Rappelons que les N, T, du tableau (8) donnent les com-

posantes des forces élastiques exercées en M sur les plans

perpendiculaires aux anciens axes, Les N}, T} du tableau (g)
douneront, de la méme maniére,

£ S z el __}" '
s NI T, | T, 2| N T, T,
|
(8) »| T, I N. | T, Q) »| T, | N, | T,
2 T'z ’ Tl N:x 3’ T’._, TI: NI3
i

les composantes, suivant les nouveaux axes, des trois forces
élastiques cxercées, au méme point M, sur les plans per-
pendiculaires aux x', ', 2. Désignons par X/, Y/, Z; les
composantes de ces trois derniéres forces élastiques, sui-
vant les anciens axes; la méthode des projections a I'aide
.du tableau (9) et les formules générales (8) du n° 9, se-
conde Lecon, conduisent facilement aux trois groupes de
relations :

=n N, +nT, +nT, = mTy+nrN,+pT,

S = m,l\"I s+, Ty -+ my Ty == o\ N, + n, Ty -+ p, Ty,
e =p N, +p. T, + p. T, == o, Ty + 0, T, + p\ Ny,

VA
\ X — m,T'J —+ m, N, +=m, T, = wm,N, 4 n, T, 4+ T,
ol Y, = o, T, + 2N, + i, T, = m. T, + n.N, =4 p. T,
‘ 1. = T’

3

“+ W, T =, Ty 4 2T, + pu Ny,

s X, = m, T, +m, T + mJN' = myN, + n,Ty + p,Ts,y
Y, =2 T,+nT, + N, = a,T, + n,N, -+ p, Ty,
é Z, —p T = pT, + /)3N = m,T, 4+ n, T, + p;N.,

d'ol il est facile de conclure les valeurs des N, . T en fone-
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tion des N;, T, par I'addition des trois équations de chaque
groupe, respectivement multipliées par m;, n;, p;y ou
I'indice i est successivement 1, 2, 3 ; ayant égard aux rela-

tions (2), on trouve

N, cmmiN + 22 No+ p2 N, + 20,7,
+opm Ty + 2m0, Ty,

N, = miN, 4+ 2, No+ pi Ny~ 2.0, T,
A 2pan Ty 4 2m,0.T,,

N, —=mIN +n N+ piN, +2n,p,T,
~ opny T - 2,y

it _ -

) T = myny Ny = 2o, No -+ pup Ny <4 (\n:/u =y )T
~{pamns == pany YTy 4= (mang =+ m,n) T,

1

' . . .
T, = mm N, 2+~ nonNo -+ p.p N, 4= (apy + np T,

= (pynt - oy T <= (vn - mong )T,

T, == my N+ 0Ny - pipNo < (ps - mp) T,
= (pymy == pony Ty ~e (myny - myn) T,

ce qui compléte le faisceau des formules qui nous étaient
nécessaires.

Les trois premiéres équations (7) donnent, par leur ad-
dition, et en ayant ¢égard aux rclations (3},

dn’ N v’ da’ du " v o e
12 —_—— — o —— = e e — —
(r2) de  dy T d5 dr dy oz

c’est-a-dire que Ja dilatation cubique 6, n® 12, peut s’expri-
mer par la somme des trois dilatations lincaives prises pa-
rallelement aux nouveanx axes; ce qui résultait d'aillcurs
del'indifférencedes premicrs axes. Les trois premiéres dqua-
tions (11} donnent, de la méme maniére,

(13) N, + N, + N, — N, = N. -+ N,

théoréme dout Pénoned est facile. L'élimination des nent
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cosinus m;, 1;, p;, entre les douze équations (3) et (11},
doit conduire 4 trois relations symétriques entre les N}, 1,
ctles Ny, T';; Véquation (13) est une de ces relations : pour
obtenir les deux autres, il faudrait entreprendre un caleul
assez compliqué; mais ces relations découlent naturelle-
ment, ct d'une maniére trés-simple, de la discussion qui
feral'objet de la Lecon suivante.

19. Réduction des N;,T;, dans v cas de Uélasticite
constante. — Procédons maintenant a la simplification
des N;, T;, n°43, formules (6), daus fe cas d’un corps solide
homogénc et d'élasticité constaute. §'il s’agit de N,, com-
posante normale de la force élastique exercée sur I'élément-
plan @ perpendiculaire 4 'axedes x, la projection 1, normale
a s, jouc un role distinct, les projections tangenticlles v, w,

. . . . , . . du .
jouent des roles identiques ; d’ou il suit que ~— auraun coef-
* ar

.. . . do cov
ficient A, distinct de B, cocfficient de ot de =5 que Ie
oy a4z
. . do da . .. . .
bindme . - = aura un coeflicient D, distinct de E, coelli-
(%3 (.)'
v du du do N
4+ — ¢t — -+ — - Comme
de s dy dz

des changements dans la dénomination des axes transforme-

cient commun des bindmes

raient Ny en No, en Ny, saus que les coeflicients puissent
changer, dans le genre d' hiomogéndéité supposé, on aura né-
cessairement pour N, , pour Ny, les mémes coeflicients A,
B, D, E; cn observant que pour N, c'est v qui est la pro-
jection normale, pour Ny ¢’est w. 81l s'agit de Ty, lequel
est a la {ois composante des deux forces ¢lastiques exercées
sur les plans perpendiculaires aux y et aux z, il arvive en-
core que v et w jouent le méme role, v un vole distinet, et
les mémes motifs Limitent a quatre, &, b, 4, &, les cocfli-
clents des Ty Ce qui donne en tout huit cocllicients, distri-
bués comme indigue e tablean snivant -

ron i
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du | do | dw <([u 1111’)

zlu'_4 du
de  ds

du 4+ oo
Ay dax

da dy dz | \dz (Ty—
NJ1A|BIB D [ L
N,| B % o
(14) { N A|B D I
NI BB} A E I D
AP IS W T A T N A & ¢
T, | b | < A &
Ty {ab | b | L & & A

Mais, si la loi du déplacement est exprimée par les va-
leurs (), u° 16, on doit avoir

Tsi:zr0, Ty==o0;
le tableau (14) donne alors
Ty== e, To= abe;

il faut donc que &b =0, W = 0. Si la loi du déplacement
est exprimée par les valeurs (0), n° 17, pour y = o, on doit
avoir
N=o, T,—o, T.,—=o0, N;==o0;
le tableau (14) donuc alors
N=Dozr, T,—T.=Lloxr, N, =FEor;
il faut douc que

D—o, E=o0, l=xo.

Ainsiles N, , T;, dans le cas actuel, ne contiennent que trois
coeflicients; posant B=1%, A =242y, et remplacant

du do thev
— - — —+ — par 0, leurs valeurs sont
dx dy lz
l to iy
N,—z—,},{}-;—t),u,g, 1\‘_.:}‘0-!—2;;(—(«9 N3::-I.O—+-?,[J.{”:
(15) Ydx dy iz
t
‘T A (dv ‘ dv T4 (r[w F(lu.\) £ .\(dl[—%— (lu>
S \Z - 7/_)T > yh (r o dz YR \T)' dr
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Avec’homogénéité et la constance d’¢lasticité supposées,

si T'on change d’axes coordonués, on doit retrouver les

mémes formes et les mémes coefficients pour les Ny, 17 5 par
cxemple, on doit avoir

{(16) N, =20 4 20—

Or, en calculant N} par la premiére équation (11), & Paide
des N;, T, (15), on wrouve
du do (l(v>

N =20+ 2 m? — 4 ut 4+ p?—
i y'( ‘([.L‘ !(/‘). PI (l’z.

) de  do dw i du dv)
28 \E+7fj_’ -+ pim, E-{—FZ—)—f—m,n. ’E’—*—El;) s

. , Lddd o, .
et le coefficient de 2p est égul a 77 diminué du coefficient
aar

de 24, d’aprés la premiére ¢quation (7); done, pour que
cette valeur se réduise a (16), il faut que A =p. Le
calceul des autres N; , T conduit au méne résnliat.

20. Formules particuliéres des N;, T;. — Par cette mé-
thodé de réduction, on obtient définitivement, poarles N,
T;, dans le cas des corps solides homogeénes ct d’élasticité
constante, les valeurs
o dev

-— N; == X —
(/_}’, N, 0+2‘U{[37

(17)? T — do dew To— (lu'+du> T (du v
\. e D—;——FE y L.=p 7[—1‘ ;E b 1'——[-1((‘[;—?—:7; 9

’

; R du
\N,:/’.O—i—‘ly.d—l_, N,=20+2u

contenant deux cocflicients, 4, 1. Quand on emploie la
méthode indiquée ala fin de la wroisiéme Lecon, on trouve
A=y, il ne reste plus gqn'un seul coeflicient. Nous ne sau-
rions admettre cette relation, qui s’appuie nécessairement
sur I'hypothése de la continuité de la mauére dans les mi-
licux solides. s résultats des expériences de Wertheim

Ve
4-
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font bien voir que le rapport de A & g w'est pas L'unité,
mais ne scmblent pas assigner A ce rapport une autre va-
leur fixe et bien certaine. Nous conserveyons done les
deux cocllicients 2 et ¢, en Iaissant leur rapport indéter-
mind.

La réponse a la question du n® 17 est actuellement facile.
Les lois trouvées pour les phénoménes de la traction ctdela
torsion quand le corps présente, par rapport aux anciens
axes coordonnds, les dispositious moldenlaires symétriques
définics aux n™ 16 et 17, exigent que les Ny, T ajent la
forme (13); or, si A=, les N,,'T; auront la forme (17),
etles N;, T/, relatifs & dautres axes quelconques, auront
encore ¢t nécessairement cette méme forme (17) avee les
mémes coellicients; ces N, T; reproduiront doue, pour
la traction et la torsion, identicquement Ies mémes lois que
les N;, T;. Clest-a-dive, par exemple, qu'il sera indiflérent
de tirer le corps parallélement aux = ou parallélement
aux z'; de le tordre autour de 'axe des z ou antour de I'axe
des 37, Cette indifférence est eertainement la définition la
plus claive et la plus naturelle de Ia constance de Vélasticité.
Pour qu’elle ait lieu, il faut et il sulfit que A==y dans les
formules (15), cuqueles N,, 1 aient Ja forme (17).
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CINQUIEME LECON.

De Pellipsoide d'¢lasticité. ~— Forees ¢lastiques principales. — Plaus solli-
cités par les forees ¢lastiques. — Cas parvticuliers.
2. Ellipsoide Lélasticité. — Les valeurs des N;, I,
d(w, o0

étantmaintenantconnuesen fonctiondesdérivées — 4
d{z, y, 5]

il faudra substituer ccs valeurs dans les six formules prin-
cipales de notre seconde Lecon ; on aura ainsi les équations
géucrales de I'élasticité : les trois équations aux diflérences
particlles (4), n° 8, devenues du sccond ordre par rapport
aux fonctions u, v, w, exprimeront les lois qui régissent
ces fonctions dans toute 'étendue du milien solide; les
¢quations (8), n® 9, devenuces aux différences partielles du
premicr ordre, fourniront les conditions ausquelles sont
assujellies les fonctions u, v, w i la surface du corps. Mais
avant d’eflectuer cctte substitution, il importe de revenir
sur les équations (8) du n® 9. Ces équations, que nous
avons déduites de I'équilibre d’un élément téraédrigue,
remplissent un double role : elles fournissent les équations
i la surface, comme on vient de le voir, mais cn outre elles
indiqquent de quelle manicre varient les forces élastiques,
en un méme point du milien. Cest cette derniére propriéié
déja résuniée au n® Y, que nous allons cousidérer scule,
pour ladévelopper et la présenter sous une forme conunode
dans les applications.

I paraitra que ces développements cussent été mieux
placés aprés la seconde Liecon, gu’il ent été convenable de
rapprocher, de réunir ainsi toutes les propriéiés relatives
aux forces intéricures, dont I'¢uoncé passc compléiement
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sous silenice les déplacements moléculaires. Or, c’est ce si-
lence méme qui nous a fait rejeter ici les développements
dont il s’agit. Il est sans doute trés-remarquable que I'on
puisse donner une théorie presque compléte des forces qui
existent dans Vintéricur des milicux, tant liquides que so-
lides, sans parler de la déformation de ces milieux, en sup-
posant méme D'invariabilité des distances moléculaires.
Mais comme, en définitive, cette déformation existe, qu’elle
peut seule expliquer I'existence des forces intérieures, et
leurs variations, 'abstraction de I'invariabilité des distances
est inadmissible, absurde et féconde cn crreurs. Poisson a
donc fait une chose utile cn introduisant la considération
du changement de la densité duliquide, dans la théorie
mathématique de Ja capillarité. Et nous croyons utile aussi
d’étudicr simultanément, et en quelque sorte de [ront, les
propriéiés des forces élastiques et celles des déplacements
moléculaires, afin que leur dépendance nécessaire soit
constamment en vue.

Imaginous, par le point M, trois axes rectangulaires, pa-
ralléles aux x, y, z. Désignons par x4, 7y, z, les coor-
données, par rapport a ces axes, de Uextrémité d’une ligne
partantde M, et qui représente, en grandeur ct en divec-
tion, la foree élastique exercée sur ’élément-plan &, dout
la normale fait avee les x, ¥, z, des angles ayant pour
cosinus m, 12, p. Les formules (8), n® Y, donnent ¢vi-
demment

Ny Al p L=y,
(1) S mi, 4N, +pto=—y,

mT, 4~nF, 4= pTyo 2.

Désignons encore par x', y',, 2, les coordonnées de Ia
meéme extrémité, rapportée a trois axes obliques, suivant
les trois forces dlastiques gui s’exercent sur les ééments-

plans perpendiculaires aux x, ¥, z, forces que nous re
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présenterons par Iy, Iy, Iy, et dont les composantes sont
respectivement N,, Ty, T,; Ty, Ny, Ty5 To, Ty, V3. Les
nouveaux axes obliques font avee les premiers, qui sont
rectangulaires, des angles dont les cosinus ont les valeurs
assigndes par le tableau

Xy N 3y
N, T, T. .
r, ¥, Foot
T, Vy T, ,
2 i T T
( 2) N F, r, T
T, ' N, ,
== — = |z
F, I, F, !

ce qui conduit immédiatement aux formules de transfor-
matlion

IT:C‘_'—F,""—FE—':I"
t 3
T, N, T,
3 2 =y =z =y,
() F, 1 F]]’l FJ"l J
T, . T, N, ,
F—T;"FI‘TJ’,-FT'.: r-
! 3

La comparaison des deux groupes (i) et (3) faic voir
(lu(:

! L4 '

x (3 A
I n f:_.__', ,2__-—”._'_’ p — —% .
{4) F P P

* Car, silon résolvait les équations (1) parrapporta m, n, p,

! 1 1
z, ¥, s .

h L] 1 1
AL,y - on obtien-
' ¥, F,

drait ¢videmment Jes mémes valeurs, puisque les deux
groupes du premier degré ont les mémes cocllicients. Or
on a nécessairement m* -+ n® + p* = 1; les relations (4)

ct les équations (3) par rapport
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donnent donce

fxl\ 2 ).J Fl 5\t
5 S > “A_|_> e R :
( ) (l". . + <":, { (-\Fn> l

¢est-d-dire que le licu géométrique des extrémités des lignes

qui représentent, en grandeur et en direction, les forces

élastiques s’exercant sur tous les ¢léments plans, mends par
un méme point du milieu, est un ellipsoide; et les forees
élastiques qui correspondent & trois ¢léments plans rectan-

gulaires donnent trois diamétres conjuguds de cette surface,

que nous appellerons ellipsoide «clasticité.

22. Forces élastiques principales. — Parmi les sys-

temes de diamétrés conjuguds, tous propres a déterminer

Iellipsoide d’¢lasticité, il en existe un, et unseul, ou les

diameétres sont rectangulaires, celui des axes de cette sur~

face da second ordre. Supposons que les plans coordonnés
P ]

primitifs aicnt ¢1é fortuitement disposés, de telle sorte que

Pellipsoide (5) se trouve rapporté 4 ses axes;les x',, ¥/, '

seront rcctangulaires, ainsi que les @y, y,, =, et les

cosinus du tableau (2) devront vérifier, entre autres ct si-

multanément, les deux groupes de relations

6

\

-

(7)) = (5) -
() ()= ()
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qui donnent par P'dlimination des N;,
A I 1 1

e T e Tﬁ‘ _"— (__—_4‘

oo (4]

: ! T e ! ! L
o HE—w) e ) mee

1+1 o (2 1
V\FL FI) T \F]F

1

Les Iy, IY, Ty sontactucllement les axes de Pellipsoide:
nous les supposcrons inégaux, et ainsi rangés par ovdre dé-
. croissant de grandeur; dans ce cas général, le seul que nous
considérerons, laissant de coté la discussion des cas parti-
culiers, la premiére des équations (8) exige que Ty —o0,
T, =0, etles deux autres, que T; =o0. Alors les rela-
tions (7) donnent

N, = F,, N, == Fz, N, = Fy,

et les équations (3) se réduisent a

(9) 2 =, ¥y, =, 7 =z;

c'est-a-dire que les axes de Vellipsoide se confondent avee
les normales aux éléments plans sur lesquels s’excreentles
forces élastiques représentées par ces axes mémes. Ainsi, en
tout point du milieu solide, il existe trois éléments-plans,
rectangulaires entre eux, qui sont sollicités par des forces
¢lastiques normales. Ces plans sont les sections principales
de Pellipsoide d’élasticité. Les trois forces élastiques nor-
males, que nous appellerons forces élastiques principales,
sont représentées, en grandeur et en direction, parJes axes
de cet cllipsoide. Il s’agit maintenant de déterminer, cn
chaque point du milieu, les grandeurs des forces élastiques
principales, ct les positions des éléments-plans qu’elles
sollicitent.

<

1 . . kl o ’ .
grandeur nconnue d'une  Clas : nor-
Soit A la grand onnuc d'une foree clastique not
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male, s’exercant en M; soient m, n, p les cosinus des
angles que sa direction, pareillement inconnue, fait avec
les x, v, z. Les formules (8), n° 9, donneront, en y rem-
placant X par mA, Y parnA, ZparpA,

III(N. — A) + T, +PT7= O,
{10) mTy +n(N,—A)+pT =0,

mT, + 2T+ p(Ny—A) = o0;
on doit avoir, d'aillenrs, m* 4+ n®+ p* = 1, ce qui com-
pléte les quatre équations nécessaires pour déterminer les

inconnues A, m, n, p. L'élimination des rapports =
14
n . c D e
7 entre les équations (10), conduit & Péquation finale
) { (N, — A) (N, — A) (N, — A) + 2T, T, T,
(N, — A)T? — (N, — A)T? — (N, — A) T =0,

oun, cn développant et changeant les signes,
‘A3—(l\'. N, 4+ N, A?

+ (N;N; + NN, +N,N, — T} — T} —T?) A

3

— (N,N,N, +2 T, T,T, — N, T? — N.T? — N, T}) = o.

(12)

Cette équation du troisiéme degré donnera non-seulement
les axes de Uellipsoide d'élasticité, mais en méme temps les
grandeurs ct les signes des trois forces élastiques princi-
pales: lc signe + indiquant une traction, le signe — unc
pression.

Les trois racines de I'équation (12) étant représentées
par A, B, C, on aura, par des formules connues,

A+B+C=N +N,+N,,
(13)(BC + CA+ AB = N, N, + N;N, + NN, —T? — T} —T:,
ABC = N,N,N, 4 2T,T.T, — N, T} — N,T? — N,T2.

Comme les axes de Pellipsoide d’élasticité doivent rester les
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mémes., quand on emploie les N, Ti au Jien de N;, T,
on doit avoir identiquement
N, +N, +N, =N+ N; + K,
NI: N’:x -+ N’ll Nll -+ er Nri - T’I' - T’: - T’:
(14) ¢ =NN,4+NN, +-NN,—T? —T!—TI,
N N,N, + 2T, T,T, — N, T/ — N, T/ — N, T}
=NNN, 2T, T.T; — N, T? — N, T? —N,T3;

et ce sont la les troisrelations syméirigues que 'on obtient
effectivement quand on dlimine les neuf cosinus my;, 7y p:
entre les douze dquations (3} et (11) du n° 18. On doit re-
garder cetle coincidence comme une vérification.

Soit maintenant A une des racines de ]'équation (12)3; A
sera, en grandeur et en signe, V'une des forces élastiques
principales au point M. Pour trouver la direction, ou, cc
qui revient an méme, la position du plan qu’clle sollicite,
il faut avoir recours aux équations (10), qui donnent faci-
lement

—=m(AT, +T.T,— N,T,)
T.Tom +T,Ton +T T.p { = n{AT, +T,T,— N.T.)
L= PAT, - T, T.— N, T, );

d’otr I'on conclut I'équation suivante :

+

' —x y—y
g AL, -+ 0T, — N T, AT, +T, T, — N, T,

{15) ¢

( Tin TNt

pour représenter le plan cherché; &7, y', 2/ dlant ici les
coordonnées d’un point quelconque du plan; x, y, = les
coordonnées appartenant au point M, et dont A ot les N,
T, sont des fonctions.

23. Plans sollicités par les forces élastiques. — Les
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grandeurs, les signes et les directions des forces clastiques
principales au point M étant supposées connues, transpor-
tons 'origine en ce point, et prenons pour axes coordonnés
_ les axes mémes de Dellipsoide d'élasticité. L’équation de cet
cllipsoide sera
- )

. _y z*
([6) + e + EE i.
Les forces élastiques exercées sur les plans coordonués
diant actuellement normales, on-aura

Ni—=A, No=B, N,=(, T,=T.==T,= o,

et les équations (1) donneront
(19) m=—, n=

pour les cosinus m, n, p, des angles que fait, avec les axes
nouveaux, la normale a 'élément-plan w, sur lequel
s'exerce la force élastique représentée, en grandeuret en
dirvection, par le demi-diamétre D, dont Pextrémité a pour
coordonnées x4, ¥y, 2;. D’aprés ces valeurs (17), le plan &
aura pour équation

Y &

x
+T+——:O;

(18) ==

¢'est-a-dire qu’il sera paralléle au plan laug( nt a la surface
dont I'équation est

-2

VAR
B ' C

+ =K

(19) T
au point ou le diamétre D, vieut la rvencontrer, K* étant
une quantité positive quelconque.

Lorsque les trois racines de 'équation (12) sont de méme
signe, c’est-a-dire quand clles représentent ou trois trac-
tions, ou trois pressions, la surface (19) est un ellipsoide,
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concentrique & celui d’élasticité (16), ayant les axes dirigés
de la méme maniére, mais de grandeurs proportionnelles
aux racines carrées des forces élastiques principales; alors
tout demi-diamétre D, représente une force dlastique de
méme espéce que les forees élastiques principales, c’est-a-
dire ou une traction, ou une pression obligue. Lorsque les
racines de I'équation (12) ont des signes différents, c'est-a-

“dire quand elles représentent ou deux tractions ct une
pression, ou deux pressions ¢l une traction, la surface (19)
est Pensemble de deux hyperboloides, I'un a une nappe,
Pautre a deux nappes, ayant un méme céne asymptolique,
dont V'équation est

(20) X+

alors, si le demi-diamétre D, rencontre hyperboloide 4
une nappe, il représente une force élastique de I'espéce qui
est double parmi les forees élastiques principales; s'il ren-
contre I'hyperboloide & deux nappes, il représente une force
élastique de 1'espéce unique. Le passage de 'une 4 I'autre
des deux espéces se fait surle céne (20); tout demi-dia-
métre Dy, couché sur cette surface conique, représente une
force élastique tangentielle, laquelle s’exerce sur le plan
tangent au cone, suivant l'aréie Dy, On peut appeler lc
cone (20) cone des forces elastiques tangentielles, ou
plus simeplement cone de glissement.

24. Cas ot Uune des forces élastiques principales est
nulle. — Lorsque le dernier terme de 'équation (12) est
nul, il existe en M un élément plan sur lequel ne s’cxerce
aucune force élastique, et 1'égalité des composantes nor—
males réciproques, n® 9, indique dc suite que ce plan con-
tiendra toutes les forces élastiques. Si on le prend pour
celui des x, ¥, par rapport A Yorigine M. en dirigeant les
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axes des x, ¥, suivant les deux forces ¢lastiques principales
A, B, qui restent lorsque C= o} si, de plus, on désigne
par y 'inclinaison de ’élément-plan w, sur lequel s’exerce
la force élastique représentée par la droite Dy partantde M,
ct dont 'extrémité a pour coordonnées xy, ¥y 2; =0, les
cosinus m, 12, p seront

x, 7

M=—=-—s n=="—s [} = CO0$Y;

A B

on aura, par la relation nécessaire m* + n* 4 p* =1,

"

(21) - —i—z;":sinz'/,

[FLr)

ct le plan & aura pouwr équation

D’aprés ces relations, les forces ¢lastiques exercées sur
tous les plans de méme inclinaison 7 sont les demi-diameé-
tres d'une ellipse ayant ses axes proportionnels a siny, ct
respectivement & A, B. Le plan w, d’inclinaison y, sur
lequel s’exerce la force élastique représentée par un demi-
diamétre D, de cette ellipse, a sa trace paralléle a la tan-
gente a la courbe dont I'équation est

{22) — 4+ ==K,

au point ot ce demi-diamétrela rencontre. L'équation (22)

représente unc ellipse, si A et B sont de méme signe; deux

hyperbéles conjugudes, si A ct B sont de signes contraires.
. , . B

Dans ce second cas, si Dy a pour équation y == x4/ — =,
A

il représente une force élastique tangentielle, s’exercant sur

le plan, d'inclinaison v, dont cette droite D, cst la wrace.
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Aux diverses inclinaisons correspondent autant d’ellipses
ki3

semblables (21); pour la plus grande, y = = est per-

(21); p plus g » 7= 1€l @ est per

pendiculaire au plan des forces élastiques. Toutes ces con-
séquences se déduiraient, d’ailleurs, de la considération des
plaques elliptiques et hyperboliques, auxquelles se rédui-
sent les surfaces (16) et (19), quand C = o, en interprétant
convenablement I'indétermination apparente des plans tan-
gents, aux bords infiniment courbes de ces plaques.

25. Cas oi deux des forces élastiques principales sont
nulles. — Le cas ot C =0, B=o0, e¢tou A existe seul,
n'offre aucune difliculté; le théoréme du n° 9, sur I'égalité
des composantes normales réciproques, suflit pour le ré-
soudre complétemeut. D’aprés ce théoréme, dans le cas
dount il s’agit, toutes les forces €lastiques sont nécessaire-
ment dirigées surla méme droite L que A, seule force élas-
tique principale qui subsiste; donc la force élastique qui
subsiste sur un élément-plan &, dont la normale est Z, s’ob~-
tient en projetant A sur Z, et en. reportant la projection
obtenue sur L. Quand deux des racines de ’équation (12)
sonl égales, les surfaces (16) et (19) sont de révolution; il
arrive alors que tous les demi-diamétres appartenant a
I'équateur de Vellipsoide (16) représentent des forces élas-
tiques normales. Si les trois racines de ’équation (12) sont
égales, les surfaces (16) et (19} sont des sphéres; toutes les
forces élastiques sont normales et ont la méme valeur.

¥ Telles sont les lois qui régissent les forces élastiques, en
un méme point, d’'un milieu solide. Elles sont d'une trés-
grande généralité, car les équations (8), n° 9, qui les ren-
ferment toutes, ne supposent ni homogénéité ni approxi-
mation d’aucune espéce. Elles sont 4 'abri de tout doute
sur la nature des actions moléculaires, dont on peut se dis-
penser de parler en adoptant, pour la force élastique, la
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seconde définition du ne 5. Leur démonstration est facile,
tellement que nous avons pu craindre le reproche de déve-
lopper ici une analyse trop élémentaire. Leur énoncé a la
forme géométrique, la plus goiitée des ingénicurs. Enfin,
elles sont d’une utilité incontestable, et les praticiens trou-
veraient & chaque instant I'occasion de les utiliser, s'ils les
connaissaient. N’y a-t-il pas licu de ¢’étonner qu’une
théorie si simple, si naturelle et si fécondeen applications,
n’entre réguliérement dans aucun cours classique?

La Mécanique rationnelle emploie de méme, pour étu-
dier les moments d’inertie, la considération de P'ellipsoide;
mais, on en conviendra, cette surface ne s’y présente pas
aussi naturcllement que notre ellipsoide d’élasticité. En
outre, ici les deux genres d’hyperboloides, et le cone, et
Pellipse, et les hyperboles conjuguées, interviennentégale-
ment. En un mot, les surfaces et les courbes du second
ordre, pourvues de centre, viennent remplir, dansla théo-
rie de I'élasticité, un réle aussi important que les sections
coniques en Mécanique céleste; elles Jui appartiennent aux
mémes titres, elles en traduisent les lois avec autant de
clarté, et méme plus rigoureuscment, car les lois des forces
élastiques autour d’'un point ne subissent aucune pertar-
bation. S8i, dans I'avenir, la Mécanique rationnelle, cou-
rant plus rapidement sur les problémes, aujourd'hui com-
plétement résolus, du monde planétaire, sc transforme pour
s’occuper avee plus d’étendue de physique terrestre, la
théorie que nous avous exposée dans cette Legon formera
Pun de ses premiers chapitres, ct des plus importants,
comme la suite du Cours le démontrera.
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Lquations de U'élasticité pour les solides homogenes d'élasticité constante,
— Cas de I'équilibre d'¢lasticité. — Des forces émanant de centres exté-
vieurs. — Coclficient (’¢lasticité.

26. E(/utuious de lélasticiré pour les solides homogeénes
d'élasticité constante. — Dans les applications qui vont
suivee, nous ne cousidérerons d’abord que les corps solides
homogénes d'é¢lasticité constante. Les Ny T, out alors les

valeurs
‘ N 0 du T 7 " dur
== 2y — = — —
I +ep dz’ A R dy ) ’
o Cdoe du
(I) No==20 420 —, To=ufl—-+—1:
Cody “Ndzx  dz
dw du do
N, =10 o — T, — __.;,__>
: “ +op iz’ = <((1' da ’

dans Jesquelles & et p sont des constantes, ct § ou ladila-

tation est

du
2 60— —
( } 743

Ces six fonctions N,

v

dy

v

&

T, doivent vérifier les trois équa-

tons aux différences particlles du premicr ordre, déduites

de Véquilibre d'on élément parallélipipédique, ot qui

sont
CAN AT, AT
,ai;: PP S
, VT, dT
{3) ; : -4 7:»' 40X, = o,
i V', N Y
R A YA .
o 1{') oz '

CEniT,

[Ga]
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étant la densité du milicu; Xq, Yo, Zg étant les forees qui
sollicitent la masse ¢t gqui comprennentles forees d'inertie,

. . A . . . . WP
sile corps se déforme ou vibre. Ces forees d'inertie, —
E

66 LECONS
P

d*y d*z
—r,

ot dt*
point M, déplacé et venuen m, sont.x +u, 3 v, 2+ 1,

diu o dron’ I 1 L
—_— — — — —— L degageons-ics, cLrre-~
de? dt? der? R !

» s 'on observe que les coordonnées dn

se rédulsent s —

présentons encore par Xo, Yo, Zy les composantes des forees
extérieures qui peuvent agir sur la masse : les équations (3)

deviennent
, z/N,+r1'J‘,, ) lng_+ X — e
dx dy Ty TR TP e
, dT, dN. dT, . oo
i e —_— =Y, = —_—
(0 dr + oy + s Py P dez’
dT, dT, N dN, 7 — drar
dx oy s Pl = F 7’

ct, par la substitution des valeurs (1), en ayant dgard a
Pexpression (2) de 8, on a

()‘+f"){[—0+[-‘ L‘“_t_dl‘__'_ff‘ + X, == di
dr <1lz2 dy* dz? ) fRo=p dr?’
7L [ o d?e e d?e
().+y.\.{l—o+ <(l’_w —i—ﬂ,—i—{[?r“) + o ::9{17“’4

“dz dz*  dy? olz® ¢ de

Ces nouvelles équations, aux différences partielles du se-
cond ordre, entre les fonctions u, vy w, expriment les lois
du déplacement moléeulaire: recourant encore a la va-
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feur (2) de 0, elles peuvent se mettre sous la forme

(/<1/1/ olo ) /<1/< v r/u)
] Ay de)  “N\ede Tk, L dtu
Oaeplpbe| — T T N g
o o du o
(RN (CRLAY
{6) d (llz (/)f) ((ll' (/.2:) , oo
' ? Ly — L - - (i = G —
( +2"1);{J'+{/ oz da N +e¥o = e
div du v dw
dl ——— | — — —
. ol < L (I:,> ((l:'. (/)’)W . o
VO e | T e =g

Le plas souvent, les Xy, Yy, Z, se réduisent aux compo-
santes de la pesanteur; nous supposerons, plus générale-
ment, qu’elles proviennent dattractions ou de répulsions
émanant de centres extérieurs fixes, et qui suivent la loi de
la raison inverse du carré des distances; alors X, Yo, Z,
scront respectivement les dérivées en x, 3, z d'une méme
fonction I, vérifiant I'équation
*F, d'F, d*F,

— " — = 0;
dr? oy ozt ’

(7)

on aura done, dans ce cas général,

AF, . dF, . dF,
—_ o I ey g T ey
dr

X, =
ely o=

el, dapreés Péquation (7)),

dX, dY, dZ.,

dx dy Nz

En vertu de cette derniére relation, si 'on ajoute les trois

équations (G), apres les avoir respectivement différentiées

par rapport & x, y, z, les forces extérieurcs disparaitrout
du résultaty les parenthéses au coellicient p s’annuleront
i g
anssiy le second membre ne sera antre chose que p L
: "

5.
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daprés Ja valear {(=). On aura done

0 0 W0 o)
= o,

(5 A o —_— s —
5) ( ¥) det  dyt o d3
équation  remarquable, qui régiv la fonction 8, ou la
dilatation cubique, dans le milicu solide légérement dé-
formd.

27. Cas de Uéquilibre délasticué. — Quand il s’agit
de équilibre d'élasticité, les fonctions w. v, w, et par
suite 0, sont indépendantes de ¢35 les équations (5) de-
viennent

~

'
L

& At dru din
e v

—_— - — ] TNy == 0
dzt dyr o dz? > oot ’
0 o od*o v

‘(a.
9) ) (htp) > o (—‘— _F‘—u'f‘—‘—) +sY, =0,
(/

dy o r? dy* 1765

—+ o)

dit (/')- ds?

el O Felfar dPoe e
-+ w
oz ' (

-t - b -——> —+ 2y =0,

et ’équation (8) se véduit a

o o a0
e dy* " dzr
¢’est-a-dire que la dilatation 6, dans U'intéricur d'un corps
solide homogeéne en équilibre d’élasticité, suit la loi dela
température, dans le meéme corps solide en équilibre de
chaleur, et Ja méme loi régit le potentiecl — 1%, dans lat-
traction des sphéroides. Ce double rapprochement, entre
des théories physico-mathématiques en apparence si diffé-
rentes, estun fait analytique trés-remarquable; et gui pourra
servir de point de départ quand il s'agira de ramencr &
P'unité woutes les théories particlles.
Pour énoncer généralement les propriétés des fonctions
qui se présentent dans la théorie actuelle, et pour simplifier
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en méme temps Uéeriture des équations que ces fondtions
doivent vérifier, il nous sera commode et utile Femployer
une expression el une notation que jai introduites, On sait
et Pon peut dailleurs vérifier aisément que I' étant une
fonction des trois coordonndées vy y, 3 d'un point dans

Pespace, les deax expressions difféventiclles

(¥ S L RS S N
;/—.;> ] ;[_}—) + (E T _r—(/_JT + dz’

conservenl ]L‘.S mémes f'ormcs ¢t l(‘h' mémes va]cm‘s nunc-

S

rigues en chaquoe point, pour tous les systemes d’axes coor-
donnds rectangulaives. Jappelle ces expressions paramétres
différentiels du premicr et du second ordre de la fone-
tion I7, et je les désigne par A'E, A*F. Nous dirons done :
la dilatation dans un corps solide en dquilibre d'élasticité,
la température dans le méme corps en équilibre de chaleur,
et le potentiel de Tattraction des sphéroides, sont des fone-
tions dont le pavameétre différenticl du second ordre est nul,
et nous ¢erirons les équations (9). (7). (10) de la maniére

sutvante :

" (h+ !*)(/—0 +#A’“+0ﬁ =0,
o dr,
(% -+ [l.) ﬂ A+ pdle o dF, =0,
{14) / dy ° dy
. o ] dF,
(n - ©) = -k pATe 4 p - =G,
| AP =0, A0==o0.

Ainsiy prendre le &% dune fonction ou d une éguation,
¢estfaire la somme des trois résultats obtenus, en ditléren-
tant successivement cette fonction ou cetie ¢quation deux
fois par vapport a a, deux fois par rapport 4y, deux fois
par rapport i z. Oy si PFon prend fes A% des trois premiéres

dquations (1), ot quion ait dégard aux denx derniéres,
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on aura

AP Ay =0, AAv=—=o0, A Nwu—o,

et comme les N,, 'I'; sont des fonctions linéaires el 4 coef-
d (0, w)
d{x,y,3s)
T;, ainsi que les u, v, w, vérifient 'équation

ficients constants des » il s’cosuit que les N,

(I?,) A Mg =0,

c’est-d-dire, par la notation ordinaire,

2 ((li‘? diy ’129’\) o <’—!2 2y ([_‘i’yj

\ dx? dy?  dz? dr? 7)_‘ lz*
N PO e

{* (e [

ol (_LP -+ _[_._(P -+ (_(‘J

dz*  dy? dz?

—_— L =9
oz? 7
ou hien, en développant,
' 5 I i, . 4
do i&l di. diy qu? ey d'e —

dxé  dy? + dzt 2 :/)7 +e dzt el detdy
Tel est le caractére général des fonctions qui expriment,
soit les projections du déplacement moléculaire, soit les
composantes des forces élastiques, dans l'intéricur d’un
corps solide homogénce et d'élasticité constante, lorsqu’il
est en Cquilibre d’élasticité: c'est-a-dive que le parameétre
différentiel du second ordre du parameétre différenticel du
second ordre de ces fonctions est nul.

On sait que Péguation A*F == o0 est vérifiée par Uin -

tégrale triple

r oA '(" e
I //__’.z By,

——
-
—
i
—
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dans laquelle le dénoininatear B est

(14) Resy(o— 2) 4 (y— BJ+i5—)

Or, on s’assure aisément que Uéquation {12} est vérilice

par cetle awtre 'mlégml(r Lrip]c
) ¢ LS Sl Reda dfi dy;

en elfet, cette valeor dc'rTa donne

or

0

dy o g L — .
=SS S S ) S A d iy
,/1,? v g 3 71 1, — {l)" )
,(./.”: -;;_/ ./J ./ (%5 |(Ja VAl E — ————1{' el f/(: {/'I"

Atg == 2¥F, A*d* g = o0,

g
La fonction ¥ (13), dans laquelle les signes d'intégration
peuvent étre remplacés par celut d'une somnre de termes,
a recu géndralement le nom de potentiel ; si Pon convenait
de Pappeler potentiel inverse, on:pourrait donner a la
fouction % (15) le nom de potenticl direct. Ou, micux
encore, en s’appuyant sur une analogic remarquable avee
fes intégrales elliptiques, on pourrait appeler 17 porenticl
de la premiére espice, ¢ potentiel de la seconde espéce.
Nous dirions alors : Ia température ou la dilatation dansun
corps solide homogéne en dquilibre de chaleur ou d’élasti-
cité est une fouction de méme nature que le potentiel de
premiére espéce; les projections du déplacement moléeu-
laire et les composantes des forces ¢lastiques sont des fone-
tions de méme nature que le potenticl de seconde espéee.
Ces rapprochements et ees analogies sont loin d'étre fintiles
ils établisscut un lien entre les divers sujets donts’occupent
les glomewres, entre le passé et Maveniv de lears recherches;
et ce lien, d'abord impercepuible of douteux, peut grossiv
un jour de nuaniére a faive voir que tant de travaux -t dif-

férents convergent vers un mem- but conmmun.
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28. Sur les forces émanant de centres cxtéricurs. —
Les équations aux différences particlles (5) ou (g) sont
linéaires ct a coeflicients constants, mais clles ont des
termes donnés. Les fonctions u, v, w se composerout donc
de deux espéces de termes : les uns formant les intégrales
générales des équations (5) ou (9), dépourvues des X,, Y,
Zy; les autres destinés a faire disparaitre ces quantités, ou a
vérifier les équations (5) ou (g) complétes. Désignons par
Uy, Vo, Wo les termes de la seconde espéce. Siles X, Y, Zy
ont la forme

dF, dF, dF,
- — v — L] p T ——

dy z

p

»
dx

F,, vérifiant I'équation (7), sera un potentiel pris négati-
vement, et conséquemment de la forme

e
Fa::~fff&"—’ﬁ’~”,1uzg dy,

R étant Pexpression (14). Posons alors

%:;—ffff(a, By ) Relo dB dy,

el prenous
Aoy dw, d o,

=K -y =K%, a, =K ——.
dx dy - s

K étant un coeflicient indéterminé ; on en déduira
&n:IQA"'(?uy L\:’Pu:""Fu (nu 27)’
et g4 étant indépendant de ¢, les équations (5) ou (g) seront

RY T 7
vérifides si P'on prena K= )\—-{

-+ ap

y ¢l conséquemment

3 e g I3 dao, P don,

y e

iy == 9, == —— L3 'y, —
A o2p dy A 2p ds

— T K
sk 2p dx
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Si les X,, Yo, 7, sont des constantes a, b, ¢, on trouve
facilement qu'il faut prendre

¢ a .,

Uy 7= — —————— e — 2",
)‘+2(J- 2

S 2

o= 2 2p 57

¢

w,,::——_L-—-z"'.
L—t2p 2

Sachant faire disparaitre les termes cn X, Yo, Zy, on
peut les supprimer dans les équations (5) ou (9), ou, comme
on dit, en faire abstraction, et s'occuper uniquement de
la recherche des intégrales de ces équations ainsi réduites.
Mais la suppression des termes dont il s’agit peut s’appuyer
sur un autre molif : les fouctions u, v, w étant définies
par des équations linéaires, le groupe w1, vy, Wy, ainsi
que les autres groupes de termes (ui composent les inté-
grales, représentent autant d'¢états particuliers du milieun
solide, lesquels se superposent sans que leurs lois soient
altérées; or, dans les corps solides que nous aurons i consi-
dérer, la déformation qui résulte de 'action de la pesanteur,
ou de toute autre force extérieure, sur ces corps seuls, c’est-
a~dire celle que mesurent les u,, vy, Wy, est le plus sou-
vent tout & fait insensible; les corps rigides pcuvent donc
étre considérés comme si ces forces extéricures n’existaient
pas, quand il s’agit d*étudier I'effer d’actions d'une autre
nature, excrcées sur leurs surfaces, et non pas sur Jeurs
masses. Cest ainsi qu'il faut entendre quion fait abstraction

des Xoy Yo, 2.

29. Détermination des coefficients (k, v). Coefficient
d’élasticité. — Les coefficients constants 4 et g, introduits
par les valeurs (1), sont des quantités de méme espece que
dn, e, .

(16, ) sontdes rapports; ils s'ex-

r7(2, ¥, 5)

les N;, T, puisque les
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primeront done par les mémes unités que les forees élas-
tiques, ¢'est-a-dire par un certain nombre de kilogramines
pressant Punité de surface. Les valeurs numériques de ces
coeflicients, pour un corps solide homogéne et .d’élasticiié
constante, de natare donnée, pourraient se¢ déduire d'ex-
périences faites sur ce corps, dans les deux cas d’équilibre
Wélasticité les plus simples,

Lorsque le solide cst soumis a une pression uniforme
— P sur toute sa surface, il doit se contracter en restant
semblable & lui-méme; de Ia, ¢t en supposant que Porigine
des coordonndes reste fixe, il suit que les projections du
tlép!accmcnt seront 1'el)l‘éscntécs par les valeurs

uwo—ar, ©—=ay, wvI=adazs,

ot ¢ est un coellicient constant 4 déterminer, et qui véri-
fient évidemment les équations (9) quand on fait abstrac-
tion de la pesanteur. Par ces valeurs, les I'; (1) sont nals,
les N, se réduisent ous les trois a N = (33 -+ 2p)a, ct
cetie composante normale, partout la méme, n'est auure
P

+———: ¢'est la contraction
Sh+4-2u

que — Pjonadone a =—

"
lindaire. L'expression (2) defidevient0=3a = — —,—P—— s
Y e )
c'est-d-dive que
3
(@) tap

est la compressibilité cubique de Punité de volume, sous une
pression égale i 1'unité. Si des expériences ont fait connai-
tre o, on aura unc premicre relation (@) entee ket p.
Supposons le corps prismatique et ses aréies verticales ou
paralléles aux z ;5 s'il est soumis a une traction I, par chaque
unité de surface de ses deux bases horizontales, il v anra
étirement parallelement aux arétes. conwaction uniforme

parallétlement anx bases, et Tes projectious du déplacement
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Ut

seront représentées pav les valeurs
oo —ar, eZ==—ay, wo—cz,

ou @ el ¢ sont des constantes 4 déterminer, et qui vérifient
les équations (g9) quand on fait abstraction du poids du
corps. Par ces valeurs, les T (1) sont nuls, et 'on a

N=MN=(c—2a)k—2ap, Ny={c—2a)) 4 2cp;

or Ny, Ny, partout les mémes, sont nulles a la surface la-
térale du prisme, et Ny, partout le méme, est néeessaire-

—~

ment gal a IY; on a donce les relations
e —2(h+pla=o, (h+2p)e—2ka=F,

d’onr Von conclut

A
1 ~+—
v 13 F 13
coz o1, = — — ¢ -y 0—=c¢c—2a= 57:7——-
3/.—!—2[1. 2 P .)A—-{—zlx o).—{—-zy

Ainsi, il y a dilatation, et le coeflicient de cette dilatation

cubique est > oule tiers de o du cas précédent. Lal-

1
3n + 21
longement de I'unité de longucur du prisme, par une trac-
. . e e e T ¢
tion égale a 'unité, ¢’est-a-dire o Ou o ot
= 2z [+ 4

(b) B
Si des expériences ont fait connaitre £, on aura une se-
conde relation (b) entre & ot p.

Les deux équations («) et (&) donnent
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51 I'on admettait la relation 2 =g, & laquelle on est conduit
par la méthode défectucuse indiquée au n” 15, les équations
(a) et (&) donneraient a = 5—3;, = %a. Certaines expé-
riences de Wertheim le conduisent & 4 = 2p, ce qui

N .

donmec o =f = b%; Mais il peut se faire que le rapport%
ne soit ni égal 4 Punité, ni égal & 2, et qu’il varic d'un
corps & un autre. Clest un point qui ne peut étre éclairei
que par de nombreuses expériences. On est convenu d’ap-
peler coefficient d’élusticité d'un corps Vallongement de
Punité de longueur d’un prisme, formé avee ce corps, sous
Pinfluence d'une traction égale A 'unité; c’est le cocflicient
{3 (D)5 nous le désignerons dorénavant par E. Ainsi

est la valear, en A ct p, du coefficient d’élasticité.

30. Comparaison des méthodes. — It se termine ce
que nous avions a dire pour démontrer les équations géné-
vales de Iélasticité, et particnliérement celles qui appar-
tiennent aux solides homogénes et d'élasticité constante.
On trouvera peut-élre lougue et minuticuse Ja marche que
nous avons adoptée, en la eomparant & celle qwont snivie
Navier, Poisson ct d’autres savants; mais il ne sagissait
pas sculement d’établiv rapidement ces équations, il fallait
bannir tous les doutes que Pancienne méthode et ses résul-
tats immédiats ont laissés dans esprit des géomeires et des
physicicns. Nous croyons avoir atteint ce but. Notre marche
réduit a néant toutes ces discussions sur la forme de la
fonction I (&), n® 4, sur des grandeurs relatives de deux

intégrales définies, dont les ¢léments se composent de cette
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fonction inconnue, multipliée par des puissances Jdiffé-
rentes de ¢ discussions qui prouvent uniquement que la
question avait é1é mal abordée, puisque I'on voulail prendre
pour principe le point méme que la théorie doit éclaircir
par scs déductions et ses conséquences nécessaires. Car,
pour nous, cette fonction F () est complétement incou-
nue; nous n’avons besoin de présapposer aucune de ces
lois, sinon que cette fonction est insensible dés que ¢, au
contraire, est sensible, puisque les faits prouvent que toute
adhésion cesse entre deux parties d’'un méme solide sépa-
rées par une distance appréeiable.

Chez nous, plus d'intégrations autour d'un point, les-
quelles supposent évidemment la continuité de la matiéie,
hypothése absurde et complélement inadmissible, méme
par abstraction; mais, au licu de cctie continuité imagi-
naire, existe la contiunité réelle des déplacements géomé-
triques, n° 11. Pour nous, le nombre des couples molécu-
laives, dont les actions composent la force ¢lastique, est
ou pelit ou grand, ¢t veste inconnu ou non déterminé. Par
I'ancienne maniére de voir, les solides homogénes d’élas-
ticité conslante étaient urés-difficiles a concevoir, et, par
suite, & admettre; on éiait obligé de recourir i unc cer-
taine moyenne d'intervalles moléculaires assez vaguement
définie, et qui laissait plancr sur la-théoric le soupcon
d’un certain genre d’approximation qu'il scrait impossible
d’évaluer. Ces dificnliés et ce soupcon sont écartés par
le fait analytique que nous avons signalé n° 17 et 20, sa-
voir, qu’il peut exister, dans un solide, un mode de distri-
bution des molécules, syméurique par vapport a des plans
déterminés, ct tel, que le corps se déforme de la méme ma-
niére lorsqu’il est tiré ou tordu, quelle que soit la direc-
tion de la ligne de traction on de l'axe de torsion. Enfin,
la méthode de Vintégration autour d’un point conduit a
Iégalité de deux ccellicients (%, pr), et, par suite. 4 des for-
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mules usnelles, dont 'expérience a constaté 'inexactitude;
par notre théorie, ces deux coellicients sont distincts, ct
leur rapport reste inconnu ou non déterminé. Iin un mot,
s'appuyant sur des hypothéses, 'anciennc théorie avait éta-
bli des formules douteuses qui devaient expliquer tous les
faits, et auxquelles la nature devait en quelque sorte obéir;
tout aun contraire, s’appuyantsur les faits, la nouvelle théo-
rie ne suppose ricn de ce (ui nous est encore inconnu,
elle démontre des (ormules qui sonta 'abri de tout doute,
et qui peuvent réellement servir, de concert avec l'expé-
rience ct U'observation, & nous dévoiler les scerets de la
nature physique.
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SEPTIEME LECON.

Du travail des forees ¢lastiques. — Théoréme de Clapeyran. — Travail
d'une traction. — Travail d'une compression. — Puissance d'un ressort.
— Application aux constructions.

31. Travail des forces élastiques. — Lorsqu'une force
tire ou pressc un corps solide, dont au moins trois points
sont fixes, le produit de cette force par la projection, sur sa
dircction, du déplacement total qu’elle a fait subir a son
point d’application, représcnte le double du travail ellectué
depuis Yinstant ou le déplacement et la foree étaient nuls,
jusqu’a celui ou le déplacement ct la force ont atteint
leurs valeurs finales. Soit, par exemple, un {il métallique
fixé verticalement par son extrémité supéricure, ayant unc
Jongueur /, une scction g, et qui se trouve allongé de o,
sous une traclion f s'exercant & son autre cxtrémitd;
E ¢ant le cocflicient d’élasticité, on a, par sa définition,
a

S=

@ J
7= E El

/ o

de la on déduit

et si Fon désigne par I la wraction finale, lorsque Pallon-
gement est définitivement a, i vient

v a
7 <‘:‘).j Sz,
u
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Ce qui démontre ou vérifie le lemme énoncé, (::u'f Jida
0

est évidemment le travail effectud.

Telle est I'expression connue, etscule enseignée, du tra-
vail des efforts exercéds sur la surface d’un corps solide, ct
qui produisent sa déformation. Clapeyron a trouvé une
autre expression du méme travatl, dans laquelle inter-
vieunent toutes les forces élastiques développées dans I'in-
térienr du corps solide. L’égalité de ces deax expressions
constitue un théoréme, ou plutor un principe, analogue a
celui des forces vives, et qui parait avoir unc importance
égale pour les applications. Dans notre théorie, cc nouveau
principe se démontre de la maniére suivante.

32. Théoreme de Clapeyron. — 1l s’agit d'un corps
solide homogéne ct d’élasticité constante, parvenu i un
¢tat d'équilibre d’élasticité; on fait abstraction de son
poids, ou des X,, Yo, Zo, n° 28. Les dquations dédnites
de équilibre de l’élémcnt dx dy dz se réduiscnt alors &

/ !{l\l dT, T dT,
= — == 0

g dx (/f d ’

d I'q dN. dT,
([) e o —‘- - = 0,

dx dy ds
daT, N dT, dN, -

l\ dx T— dz o

les N;, T ayaut les valeurs da n® 26. Ajoutons ces trois
équations apreés les avoir respectivement multiplides par
u, v, wji multiplions le résuliat par dx dy dz, pourl'in-
tégrer dans toute I'élendune du corps; intégrons par partie,
et séparément, les différents termes de Vintégrale wipley
chaque terme, par exemple

N,
/‘f —url://n.‘,
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peut étre remplacé par

d
ffrl)’(lz(N" ' — N u”) —fffl‘hiﬁ dxdydz;
>

et'de méme pour tous les autres termes; si 'on interpréte,
comme au n° 10, les intégrales doubles détachées par cette
opération, on arrive facilement a I'équation

2 (X +Yo+Zw)w

(2) i dov dw du
:fffdn?(lfdz -+ N;—-—: + T, (— +—>
dy dxr  dz
dw du  dy
Ny o+ T ({17 +(Tz:>
Le premier membre est la somme des produits des compo-
santes des forces agissant sur la surface du solide, par les
projections des déplacements subis par leurs points d’appli-
cationj c'est la premiére expression connue, n® 31, du
double du travail de la déformation ; le second membre en
est donc une autre expression.
Lorsque le corps est homogéne et d’élasticité conslante,
{1y 0, w)
n° 26, lesquelles donnent

sont liés aux N,, T; par les équations (1) du

P N+ N+ N,
T 3h+4op
) de N, — W e N,—3 dw N,— 0
(3) —= ) == ==
dr 20 dy 2@ iz 2p

dv+(/(v' __Tl ’1ltu+(/u>_T3 de v ~T,‘
&)= (7 =T z;ﬁz)*—y‘

\

Substituant ces valeurs dans la parenthése soumise a Pinté-
2% EnT. 6
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gration, au sccond membre de I'équation (2), cette paren-

thése devient

N} -+ NI+ N ) (N,+N,+N3)=+T?+T§+T§>
AL T B Ty,
2p 2p  3r+4+2n [~

et peut se mettre sous la forme’

P2
1+ -

(4) i (N, N, 4N, )

e (N,N, - N,N, NN, = T? — T2 —T3),

I
!.L
Posons, pour simplifier,

N +Ny+N,=F,

5
(5) NN, + NN, - NN, — T? — T — T; =G,

et rappelons la valeur du coeflicient d’élasticité E, n® 29,
. . . G . .
la parenthése (4) devient <EF- ——~> » et P'équation (2)
H

prend la forme

(6) Z(Xu—*—Yu+Zw)a:fff<]3pz_g> dredyds.

C’est cette équation qui constitue le théoréme de Cla-

peyron. Il faut remarquer que ¥ et G (5) sont précisément

les coefficients de 'équation (12), n® 22, dont les racines

sont les trois forces élastiques principales; que conséquem-
. S . G

ment ', G, et, par suite, Ia parenthése <EF2 — = | conser-
P.

vent les mémes valeurs numériques quand on change d’axes

coordonnés : c’est-a-dire que cette parenthése a une valeur
délerminée et fixe, en chaque point du milieu; multipliée
par I'édlément de volume v, quel qu'il soit, clle représente
le double du travail intérieur de cct élément [ui-méme, et
la moitié du second membre de I'équation (6) est la somme
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des travaux de tous les éléments, ou le ravail du volume
total du corps. C’est ainsi que toules les forces élastiques
développées concourent a former la seconde expression du
travail de la déformation.

33. Travail d'une traction. — On peut introduire dans

@ (EF’ — E’)
2 * )

du travail de I'élément o les forces élastiques principales

I'expression

A, B, C, en remarquant que F est lear somme et Gla
somme de leurs produits deax & deux; ce qui donne

BC .
(7) ?[E(A+B+C)2_ﬂﬂ].

1

S'il wexiste qu'une scule force élastique principale A, les
deux autres étant nulles, le travail de I'élément v est sim-

Ao . .. .,
- S'il en est ainsi dans toute 'étendne du

plement

corps solide, de volume V, et sila force élastique princi-
pale unique est la méme partout, le travail total du corps
élastique sera

, EA*V

{8) 2

Cette circonstance s¢ présente souvent dans les applica-
tions. Par exemple, dans le cas d’un il méiallique de lon-
gucur/, de section g, qui s'est allongé de @, sous I'in{luence
d'une waction finale I, n® 31, la premiére expression du
. o . Fa .
travail de la traction étant —» on obtiendra la seconde
I

en substitnant, dans la formule (8),sZaV, = a A, cequi
a

g

{0 . .
donne —EF?; et ces deux expressions'sont eflectivement
g

6.
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c . a FoL (o s

égales, puisque ; =E -, d'aprés la définition du coeffi-
g

cient d’élasticité.

8i l'on n’avait pas fait abstraction des forces Xy, Y,, Zq
dans les équations (1), I'opération qui nous a conduit a
Péquation (2) aurait introduit dans le premier membre la
somme X (Xou -+ Yov 4 Z,w) pw, ou pw est 'élément de
la masse. Dans le cas du fil pesant tiré verticalement, que

f 3z ,3..-. PO .
nous venons de c0n51derer, cetlte sommece se redultal— s ou
2

p est le poids du fil, ainsi qu’on le trouve aisément, en fai-
sant usage des formules du n° 28, On devrait donc ajouter

a . . Fa .
le termepz a la premiére expression — du travail de la
2

traction ; mais ce terme disparait, a cause de la petitesse de¢
p comparé a F.

34. Travail d’une compression. — 8’1 s’agit d’un corps
solide homogéne d’élasticité constante, et de forme quel-
conque, quune pression — P, exercée sur toute sa surface,
a uniformément comprimé, n° 29, les trois forces élasti-
ques principales sont égales entre elles et & — P dans toute
I'étendue du corps. Le travail de la compression du corps

. 3 i
entier, dont le volume est V, sera s (3 E—- > VP?, ou, sub-
P.
stituant 4 I sa valeur, plus simplement,

———»———3 VP2,
3% 4 2p

ISR

3p
or, lacompressibilité cubique est alors, et partout, 33 3 P- 3

le volumetotal V, devenu V', a done diminué de
b 7
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et I'expression du travail de la compression est définitive-
ment
(V_—v)P
2

Cette expression est nulle quand V/ = V. Mais il im-
porte de remarquer que, en général, le travail d’un corps
élastique ne dépend pas uniquement des variations de vo-
lumej; il peut méme arriver que le travail soit trés-considé-
rable, sans que le volume ait changé. Ce caractére fonda-
mental, qui sépare complétement les solides des fluides, se
déduit trés-nettement du théoréme de Clapeyron : en effet,
si0=o, il s'ensuit (3)

N+ N,+-Ny;—=0, ou F=o;
NN+ NN+ NN, = — § (NI 41 §+N§);
d’on

G:_(Nf+N§+N§+2T,’+2T§+zT§),
2

et I'on obtient définitivernent

Z—(Nf+N§+N;+2[; + 2T; + 2T3)

fl.

pour le travail de Pélément de volume w, invariable dans
le cas actuel; el ce travail ne pourrait étre nul que si les
N;, T; étaient tous égaux i zéro, c’est-a-dire s'il n’y avait
aucune force élastique développée.

33. Puissance d’un ressort.— Supposons que le corps so-
lide soit employé comme ressort pour amortir le choc d’une
masse M, animée d’une vitesse U. La vitesse U ne s’annulera
qu'en développantsur le ressort un certain travail dont le
double est égal, comme on sait, au produit MU?; or, cc
double travail est précisément égal au premier membre de
I'équation (6). On peut donc dire que la force vive amor-
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tie MU? aura développé, dans Pintérieur du corps élastique
agissant comme ressort, un travail dont le double est repré-
senté par le second membre de la méme équation (6). La
nature du ressort, sa forme, sa position rclativement au
choc, indiqueront généralement ceux des points intérieurs
qui seront les plus actifs, ¢’est-a-dire ceux ou les forces élas-
tiques prendront le plus d’intensité. Or, cette intensité ne
doit dépasser nulle part une certaine limite, mesurée par
Pexpérience, et au dela de laquelle il y aurait & craindre
des altérations permanentes. Si doncon donne cette valeur
limite & la plus grande des trois forces élastiques princi-
pales appartenant au point le plus actif, le second membre
de la formule (6), calculé numériquement, mesurera le
plus grand effet que Yon puisse attendre du ressort pro-
posé, la plus grande force vive qu’il puissc amortir sans
se détériorer, enfin, ce que I'on pent appeler sa puis-
sance.

Le sccond membre de I'équation (6) étant ainsi I'expres-
sion analytique de la puissance d'un ressort, on pourra y
faire varier les quantités dont on peut disposer, savoir, les
dimensions et les dircctions relatives des diflérentes par-
ties, de telle sorte que cette puissance soit la plus grande
possible sous le méme volume ou pour le méme poids.
C’est ce probleme général, dont la solution intéresse un
grand nombre d’industries, que Clapeyron avait en vue
lorsqu’il a trouvé son théoréme. Nous lui laisserons le
soin de publier les résultats qu’il a obtenus sur la théoric
des ressorts, et nous indiquerons une autre application du
méme principe.

36. Application aux constructions. — Lors de 1'éta-
blissement de toute construction, de quelque genre qu'elle
soit, ce principe fournira une relation dont on pourra
faire usage pour trouver les proportions les plus conve-
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nables des différentes parties de cette construction. Gé-
néralement on dispose les différentes picces, en charpente
ou cn fer, de telle sorte qu’elles éprouvent des efforts
dirigés dans le sens de leur longueur; c'est-a-dire qu’il
n'y ait, en chaque point intérieur, qu'une force élas-
tique principale, la méme dans toute I'étendue d’une
méme piéce. Si I'une de ces piéces, de longueur /, de sec-
tion ¢, d'une substance dont E ¢st le coeflicient d’élasticité,
est tirée ou pressée par une force I agissant longitu-

dinalement, — sera la force élastique principale unique, et
a
. . F\?*
le double travail de la piéce sera E <—> - lo, n° 33, ou
G

E .
-F1; 7, o', E', I représentant les mémes choses pour une
a

/"

seconde piécey I, ¢”, E”, F¥ pour une troisi¢me, etc., le

double travail intérieur et total sera =F* I+ — F'* /4~ ...
g a
Par exemple, si la construction dont il s’agit est destinde
a supporter un poids II, a étant la flexion, ou la quantité
dont ce poids s’abaissera par suite du resserrement ou de
I'extension des diverses piéces, on aura
E. F E”
(9) Mg = — 2Z+IJ__,F’2Z’+7F”-1”+....
Généralement, les efforts IM9 se déduiront de IT par les
régles ordinaires de la Statique, en ayant égard a la dispo-
sition relative des piéces assemblées; chacun d'enx I' sera
égal a I1 muliiplié par un facteur trigonomdéirique 5 la
relation (g) deviendra alors, en divisant par II,
'E ¥ E” ;
(10) a:(—qﬂl—l— —,—q)"‘l'-l—7q>'/’1"+...>l'[.
a G -2
En outre, la distribution et la disposition des piéces éla-
blira des rapports catre leurs longueurs I/; chacune
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d’elles 2() sera égale & une certaine longueur L multiplide
par un facteur trigonométrique $¢; la relation (10) pren-
dra la forme

E E, EI/
(1) a=(Zeer Doy gy ) I

Sous toutes ces formes, on voit que la flexion « restera la
méme si on change la nature d’une des piéces, en lni con-
servant la méme longueur 7, pourvu que la nouvelle sec-
tion st soit A I'ancienne o) comme le nouveau coeflicient
d’élasticité € est a Pancien E(; la relation (11) deviendra

120/ "\
(12) d:(%p+?;—:l)+?—sj)—+...>€LH,
¢ étant le coefficient d'élasticité d’un seul genre de corps qui
remplacerait toutes les piéces; s, s/, s”,..., étant les diverses
sections qu’il devrait avoir.

1l conviendra de donner aux sections s() des grandeurs
proportionnelles aux efforts longitudinaux ¢,II, supportés
par les piéces correspondantes, afin que ces piéces ne tra-
vaillent pas plus les unes que les autres, ou que la force
élastique principale ait la méme valeur absolue dans toute
la construction. Posant donc
(13) oIl __ oM ¢l

- 7 ,__...::ETL,,

By & S
il viendra définitivement
(14) a=(ob-+ ¢ +o" v 4., L.

Si I'on connait la limite que la force élastique principale
unique ne doit pas dépasser, et (ue & soit cette limite, le

. s .y
poids II ne devra pas surpasser 227, et la derniére valeur
’ ¥

de a sera la limite de la flexion. Or, si plusieurs des
angles qui entrent dans la parenthése trigonoméirique
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(o +¢'¢' + """+ ...) sont indéterminés, on pourra ,
en disposer de telle sorte que cetle parenthése, et par suite
la flexion a, soit un minimum. Cela fait, la construction
proposée satisfera évidemment aux conditions du moindre
volume et du maximum de stabilité, relalivement au but
qu’elle doit remplir, celui de supporter le poids II.

37. Cas d’un assemblage triangulaire. — Prenons pour
exemple le cas simple d'un assemblage triangulaire ABC,
compoéé de deux piéces de charpente également inclinées,
AB, AC, ct d’une piéce horizontale Equi relie les deux
premiéres; ces trois piéces sont de méme nature, E est
leur coefficient d’élasticité. Un effort vertical Il s’exerce au
sommet A, qu'il fait fléchir verticalement de @; chaque
piéce inclinée, AB ou AC, est pressée longitudinalement
par une force I, telle que II== 2F cos«, « étant le demi-

angleen A; dou F = ; la piéce horizontale BC est

2¢05a
Msine

tirée longitudinalement par une force §=Fsina = ;
2 COSx

les trois piéces ont d’abord la méme section 63 BC=1L; la
longueur/de chaquepiéce inclinée est telle, que 2 /sina =L,

(1’01‘1 l:

— ; I'appareil est disposé verticalement sur des
2S5IN%

supports rigides en B et C; que le plan horizontal passant
par B et C s’abaisse ou ne s'abaisse pas, c’est a4 ce plan
supposé fixe que nous rapportons le mouvement relatif a.
On aura, d'aprés la formule (g9),

E[ L i 2 Ilsing\?
MNa=——| — -+ L H
g | Sine \ 2 CO5x 2 C05%

d’ot1 V'on conclut

EL/ 1 +sin‘a
o B (sl .

:1 G sin« Ccus? %
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Si I'on demande pour quel angle « la flexion a sera un
minimum, on remarquera que

1 -+ sinde 1 =+ sina '

T = = Y — 1,
sine cos®a sinw cos?u sina {1 —sin«)

;

et 'on voit de suite que le minimum cherché correspond 2
sina == {, ¢’est-d-dire au cas ou le triangle ABC est équi-
latéral; la parenthése trigonométrique de a est alors égale
3 ELT
4 o

Mais, pour que les diflérentes piéces travaillent égale-

ad,etl'onaa=

ment, il faut leur donner des scctions proportionnelles a
leurs efforts longitudinaux; alors, ¢ étant la section des
pi¢ces inclinédes, ¢ sinx sera celle de la piéce horizontale,
ce qui donnera, en appliquant la formule (g),

a ==

FLI /14 sin®a \

4o \sinccos®a

rapportons cette valeur a la limite A de la force élastique
11

T 1 F .
principale unique, il faudra poser - = -——— = ,, d'ou
G 20 COSa

=2 cosa; ce qui donnera, pour la limite de a,

3

a - —

(4

EL A (1 -+ si112a>

sifi o COS«

Si I'on veut maintenant disposer de 'angle « de telle sorte

a zéro.

. .. , da
un a soit un minymurm, on [I‘OU.VC, en egalant 7
du

tang o= —: c’est-d-dirc que la hauteur 72 du triangle ABC

I
V2
doit étre la moitid¢ de la diagonale du carré dont le coté
)
est L; alors la limite de I1, oude 2.Locosa, est 2 \/ﬁ' o el

celle de a devient 2EA
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38. Rapprochements et généralisations. — 1l est facile
de traiter de la méme maniére des assemblages plus com-
plexes, formés de picces de bois, de fer ou de fonte, des-
tinés a s’opposer a des efforts d’autre nature. Dans tous ces
cas divers, on déduit du théoréme de Clapeyron, que 1'on
peut appeler principe du travail des forces élastiques, les
dispositions les plus avantageuses de la construction qu’on
étudie. Jamais, je erois, on ne s’était approché aussi prés
de la solution générale du fameux probléeme des solides
d’égale résistance, qui préoccupait tanut Girard, et dont
Ja nature a donné des exemples si remarquables. Nous au-
rons 'occasion d’appliquer le principe du travail des forces
¢lastiques & divers cas d’équilibre d’élasticité. On verra
que ce principe conduit directement 4 la relation la plus
importante, parmi toutes celles qui résolvent la question,
et que 'on eit pu d’ailleurs démontrer d'une autre ma-
niére; c’est, comme on sait, une propriéié remarquable
du principe des forces vives en Mécanique rationnelle. En
outre, les deux principes sont égalemcnt précicux, en ce
qu'ils donnent les moyens d’évaluer des travaux résistants,
qui resteraient inconnus sans leur emploi. En réalité, Fun
vanlt I'autre, ou peut-ire le nouveau n’est-il qu'une ex-
tension, qu’une transformation de 'ancien.

La marche que Clapeyron a suivie pour établir son théo-
réme justific cette idée d’une maniére frappante : adoptant
la méthode de Navier, il reproduit I'équation générale et
unique de I'équilibre intérieur des corps solides élastiques,
déduite de I'application du principe des vitesses virtuelles;
puis il substitue, dans cette équation générale, les dépla-
cements réels u, v, w aux déplacements virtuels du, dy,
91y et I'équation particulicre qui résulte de cette sub-
stitution, étant convenablement transformée, le conduit &
I'équation (6). La répugnance que nous devons avoir main-
tenant pour toute méthode qui évalue les forees élastiques
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a Vaide d’intégrations autour d’un point nous a fait re-
jeter ce mode de démonstration; si celui que nous avons
adopté est réellement plus simple, cette simplicité repose
en partie sur les préliminaires dont nous pouvions dispo-
ser, ¢t ne peut d’ailleurs entrer en paralléle avee le mérite
de I'invention; le seul avantage qui lui appartienne, ¢’est
de metire 4 I'abri de tout doute un principe utile, qui ne
pouvait se déduire que de la théorie mathématique de 1'é-
lasticité, dont il résume les propriétés les plus importantes.

* L’objet de la Lecon actuelle fait naitre unc réflexion:
admettons que le théoréme de Clapeyron ne soit pas un
principe nouveau, qu'il scit une extension, une transfor-
mation du principe des forces vives, on, pour parler un
langage aujourd’hui de mode, du principe du travail. Cette
extension est toujours une conquéte de plus, pour le méme
principe du travail, déja si riche de conséquences. Apporte-
t-elle un nouveau motif pour réduire enseignement 4 ce
seul principe, pour bannir ou négliger I'usage approfondi
de I'analyse dans les cours de Mécanique rationnelle? Mais
ce serait abandonner I'instrument créateur, pour lui sub-
stituer une chose créée, complétementincapable de s'¢tendre
par elle-méme. C'est ce qu'ont pensé Navier, Coriolis et
Clapeyron : géomeétres avant d’étre ingénieurs, ils ont cu
recours a I'analyse mathématique, aux anciennes méthodes
de la Mécanique rationnelle, pour résoudre les problémes
dont ils lisalent et I'énoncé et V'uiilité dans leurs con-
naissances pratiques. Aussi ont-ils réussi; s'ils n’avaient
voulu se servir que du principe du travail, ce punmpc
attendrait encore ses plus belles propriétés,
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HUITIEME LECON.

Equilibre et dilatation d'un fil élastique. — Cordes vibrantes. — Lois des
vibrations transversales ct longitudinales des cordes.—Sons simultanés.

39. Lignes et surfuces élastiques. — Aprés avoir éla-
bli les équations ct étudié les propriétés générales de I'élas-
ticité considérée dansles corps solides homogeénes, il con-
vient deles appliquer d’abord aux deux cas extrémes d’un
fil ou d’une corde mince, d’une surface élastique ou d’une
membrane en équilibre ou en vibration. Ces deux questions
ont été traitées, a 1’aide de principes particuliers, longtemps
avant la création de la théorie mathématique de 1'élasticité.
Ll importe de faire voir aujourd’hui que la mise en équation
de ces anciens problémes rentre dans la théorie générale.
Cest ce qu’a pensé Poisson et ce que nous essayerons aprés
lui, d’'une maniére plus rapide et peut-étre plus simple.

Les anciens géométres ont pu croire qu'avant d’étudier
les corps élastiques & trois dimensions finies, il convenait
d’essayer d'abord les fils minces et les membranes peu
épaisses, c’est-a-dire les lignes et les surfaces avant les so-
lides. Mais cette marche, qui paraissait naturelle et logique,
a complétement manqué son but, car la vraie théorie de
I'élasticité n’a rien emprunté & ces premiers cssais; elle est
née tout a fait en dchors de ce champ d’exploration. Ces
émdes préliminaires ont é1é néanmoins trés-utiles, mais
sous ufi autre rapport : faconnaut en quelque sorte les Ma-
thématiques au maniement des phénomeénes naturels, elles
ont abordé et résolu les problémes généraux &' analyse que
Pon retronve dans toutes les questions de Physique mathé-

malique,
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En réalité, les lignes, les surfaces élastiques sont des
abstractions, ct leur étude, intéressante d’ailleurs, ne peut
conduire qu’a des découvertes purement analyliques. Daus
la nature, le diamétre d’un fil, I'épaisseur d’une membrane
ont toujours des dimensions appréciables, quoique trés-
petites, et les forces élustiques penvent y éprouver de trés-
grandes variations; si I'on suppose qu’elles y conservent la
méme intensité, on veut considérer un cas particulier, et il
faut avoir recours a la théorie générale pour savoir si ce cas
est possible et & quelles conditions; absolument comme s’il
s'agissait d’un corps d’une autre forme, dont aucune dimen-
sion ne serait trés-petite. En un mot, les deux cas extrémes
dont il s’agit sont deux exemples & traiter, et ce ne sont pas
les plus simples.

40. Equz'lz'bre d’un fil ¢lastique. — Dans un milieu so-
lide homogeéne d’dlasticité constante, tel que nous I'avons
défini et étudié, imaginous un filet a axe courbe, dont la
section w5, normale & cet axe, soit partout trés-petite.
Supposons qu’il soit possible (ue des forces agissant sur les
sections extrémes de ce filet et sur les différentes parties
de sa masse puissent maintenir son équilibre d’élasticitd
sans exiger quw’aucunc force élastique agisse sur sa surface
latérale, et de telle sorte que les forces élastiques exercées
sar une méme section & aient la méme direction ot la
méme intensité sur toute 1'étendue de cette section. Cet
équilibre ne sera pas troublé si 'on vient a enlever le
reste du milieu, et il ne restera que le filet on un fil, tel -
qu'on le considére en Mécanique rationnelle. Preuogs pour
variable indépendante Parc s de I'axe courbe, compté a
partir d’'une des extrémités du fil jusqu’au point M, que
nous considérons; ﬂ, ((—), de seronl les cosinus des angles

ds * ds  ds
que fait, avec les axes rectilignes des x, ¥, z, la tangente
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a I’axe courbe en M, ou la normale a la section o faite aun
méme point; les composantes de la force élastique exercée

sur cette section auront pour valeurs, d’aprés les for-
mules (8) dun® 9,

/! 1 d d.

i X:N.l—a—:—{—Tﬂi—i—Tg-z’

s ds ds

dx ! Iz

(1) /Y:T3—£+N,(—Z "’ )
ds ds .

1. d 1z

2 =T, +1,Y 4 NZ

ds ds ds

s

Dans les circonstances supposées, considérons un élé-
ment wds, compris entre deux sections normales & et &/,
infiniment voisines. Sous l'action des forces élastiques

—Xw, —Yo, —Zw sur &, des autres composantes
X 1Y {Z

X+ —Zds), (Yo+lds\, {Zo + = Zds)sur o,
ds ds ds

et des forces extéricures pX wds, pY wds, pZ,wds sur la
masse pwds, cet élément doit é&tre en équilibre; et cet
équilibre s’exprimera par les équations

dX o dY o , " dlw
+pXym=o, +pY,mw=o,
ds ds

(2)

7 -+ pZUm' = o,
ou pest la densité du fil en M, si les forces élastiques sont
nulles sur la surface latérale de & ds, qui fait partic de celle
du fil. Voyons s’il est possible que cette derniére condition
soit satisfaite. '

Soient m, n, p les cosinus des angles que fait, avec les
axes rectilignes, une normale quelconque en un point M’
du périmétre de w, laquelle normale peut ére considérée
comme élant perpendiculaire 4 la tangente a I'axe courbe;
on aura d'abord, entre ces cosinus, les deux relations

(3) mE e pi=,
dx dy ds
4) ”IZT”E_’—II(T;—O-
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On admet que les N;, T; conservent les mémes valeurs sur
toute I'étendue de la section &, et conséquemment sur tout
son périmétre;; la force élastique exercée latéralement en M/
aura donc ses composantes exprimées par les seconds
membres des équations (8), n® 9, déja citées; ct, puisque
cette force élastique doit étre nulle, il faudra que P'on ait

Nym +Tyn +Top = o,
(5) Tym + Non +Tip=o,
T,m +~Tr+Nyp—o,

et cela pour toutes les positions de M’, c’est-a-dire quels
que soient les cosinus m, 7, p vérifiant d’ailleurs les
équations (3 ) et (4). De la résulte la nécessité que chacunc
des trois équations (5) soit identique avec I'équation (4);
car si le groupe (5) fournissait uue équation distincte
de (4), cette équation, jointe aux relations (3) et (4),
suffirait pour déterminer m, n, p; c’est-a-dire qu’en deux
éléments, au plus, de la surface latérale, la force élastique
serait nulle, tandis qu'il en doit étre de méme pour tous
les éléments.
On verra facilement que I'identification des trois équa-

tions (5), avee I'équation unique (4), exige que l'on ait

N, N, N, T, T, T,

dz\: dy 2T (e 2:dy &z dz dz  d= d_y;

ou bien, T étant une certaine fonction, valeur communc
des rapports précédents, on doit avoir
‘dx\? dy\? dz\ ?
N=T{|-—+— N,=T (= N, = —
‘ (ds) »o <(ls> r =T ((Zs> ’
o dy dz . T(lz dx _ ndrody

= ;[TZ;’ g = ;75-{7;, ['J__ —

(6)
T,

T ds ds]

et ces valeurs des N;, T, peuvent scules rendre nulles les
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forces élastiques sur toute la surface latérale du fil, quelle
que soit d'ailleurs la fonction T. Si I'on substitue ces
mémes valeurs (6) dans les équations (1), on trouve, cn

1 de 74_ dy\? dz\ ? . 1 .
FaPPe ant un '{T; 0 E -+ s = I, Slmp emen

(7) X:T%‘x—, Y:T%; Z:Tj—jg
cequi indique a la fois, et que la fonction T est lagrandeur
de la force élastique exercée sur la section @, et que cette
force doit agir normalement, ou doit étre paralléle a la
tangente & I'axc courbe du fil. Ainsi définie, la fonction ou
la force élastique T est ce qu’on appelle la tension du fil
au point M.

Mais il fautencore que les équations (2) soient satisfaites,
sinon le fil ne serait pas en équilibre. Par la substitution
des valeurs nécessaires (7) ces équations deviennent

f (! 7
d. mT(—J—C d. mTl;y
ds ds
e + puoX, =0, = +pm¥,=o,
(8) &
d.oT -~
s
T" -+ me., = o,
ou, ¢n développant,
e
dv do'T + o ds + X,
ds  ds T PE R =0,
dy
dy daT 435
ds | ds ot ds +mY.=o,
dz
o —
dz da'T T s  omZ —
a5t TRb T TemA o

2 EDN ~
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Si I'on ajoute ces trois équations, respectivement multi-
pliées par dx, dy, dz, en observant que

dx\? dy\? dz\*
(9) dz dy dz
d = d —

i
dz © ds -+ dy ds + ds s
ds ds ds ds ds ds

on obtient pour résultat
(10) d.oT + pu(X,da + Yody. +Zods) =o.

Les équations (8) peuvent servir & résoudre deux pro-
blémes inverses: si la forme du fil est connue, ainsi que
nous l'avons supposé, ces équations donneront, par I'éli-
mination de T & l'aide de I'éguation (10), deux conditions
que devront vérifier les forces extérieures X, Y,; Z,, pour
que le filet puisse étre en équilibre d’élasticité; ces condi-
tions étant remplies, I'intégration de la différentielle (10),
entre des limites données, déterminera la tension T en
chaque point du fil. 8i, au contraire, on connait les forces
extérieures X, Y, Zq, en fonction de x, y, z, les équa-~
tions (8) doivent déterminer la forme du fil qu’elles pour-
raien: maintenir en équilibre d’élasticité, et ensuite les lois
qui régissent la tension. Ces deux questions sont traitées
d’une maniére trés-simple et trés-¢légante dans le Cours de
Mécanique rationnelle, et doivent y resier.

. Dilatation du fil. — Mais ce qui apparticnt 4 Ja
théorie de I'élasticité, ce qu’elle senle peut mesurcer, c'est
la dilatation linéaire qui accompagne la tension, ou que
cette tension détermine sur chaque élément du fil. Dési-
gnons par ¢ la dilatation linéaire dont il s’agit, en sorte
que T'élément de I'axe courbe en M, qui était primitive-
ment ds, soit devenu (1 -+ 0} ds; on délerminera cetle in-
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connue de Ja maniére la plus simple, en faisant usage du
théoréme de Clapeyron. Appliquée au seul élément & ds du
fil, 'équation qui constitue ce théoréme se réduit a

G
(r1) Trz.é‘.d.s‘::(E"——— —)ad&,

o
car le terme en X, Yo, Zo qu’il faudrait ajouter au pre-
micr membre, n° 33, disparait, comme étant un infiniment
petit d’ordre supéricur a celui des termes conservés. Or,
par les valeurs (6), les fonctions I' et G (5), n° 32, sont
ici F =T, G = o; 'équation (11) donne alors, en rédui-
sant,
(12) § = ET,

c’est~a-dire que la dilatation cherchée en Mest égalc a la
tension au méme point, multipliée par le coefficient d’é-
lasticité.

On voit, de plus, que le travail de ’élément élastique
wds a pour expression, soit +Td.wds, soit tET?.wds.
On yemarquera, enfin, que I'équation (12), n°® 22, dont
les racines sont les trois forces élastiques principales en M,
se réduit, dans le cas actuel, 8 A> —T. A’ =03 carFetG
sont les coeflicients du deusiéme et du troisiéme terme, et,
par les valeurs (6), non-seulement F =71, G = 0, mais le
dernier terme dc Ja méme équation est nul aussi. Donc, en
chaque point du fil, des trois forces élastiques principales,
denx sont nulles, la troisiéme est la tension T, et se dirige
suivant la langente au fil, propriété quiindique clairement
comment toutes les conditions imposées peuvent constituer
un cas particulier, réellement compris dans la théorie gé-
nérale de 1'élasticité.

42. Corde vibrante. — Un fil homogéne, de scction @
constante, est tendu sur I'axe des x, par un poids P qui a
augmenté sa longueur / de o ; on I'écarte un peu de la posi-

~
7"
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tion en ligne droite qu’il occupe entre ses extrémités fixes,
puis on Vabandonne; le fil ou la corde entre en vibration :
il s’agit de trouver les lois de ce mouvement vibratoire.
A une époque £, un pointdu fil, qui avait primitivement
pour coordonnées x,y = 0, z = o0, aura pour nouvelles
coordonnées x +~u, +U, y =o+v, z=o0 -4 w;u,sim-
plement fonction de x étant le déplacement dit 4 la traction
opérée par le poids P; U, v, w, fonctions dc x et de ¢,
étant les projections du déplacement div an mouvement
vibratoire. Ici la somme u,+ U compose et remplace la
. . . e du du, dU

projection u;ladilatation linéaire d (12) €St —— O ~— —+ ——»
etl’'on a

du, dU

(13) ET =

du . . . .

Or—l—" est la dilatation produite par le poids P seul, et sans
ax

mouvement subséquent; elle est constante dans toute I'éten-

due du fil, et égale a ‘lj: on a donc

e dU dT 1 £2T
(14) M=1"% &~ i@

A Tépogue t considérée, le il forme wune courbe,
différant trés-pen de I'axe des 23 la diflérentielle

ds = Vdx* + dy® &= dz® de V'arc de cette courbe, puisquey

et z scréduisent & v et w, devient ds = Vdua® 4+ dv® + dw?;
or les dy, dw sont négligeables devant les dx, dans le genre
d’approximation que nous adoplons, on pourra donc
prendre

ds =dzx, —-=1, dy:=udv, dz=dv.

On admet que le poids P qui tend la corde est assez grand :
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% . . .
1° pour que 7 soit toujours incomparablement plus grand

e dU I
que ——» dou

(15) T=

g1

R~

et 2° pour qu’on puisse négliger le poids des dillérentes
parties de la corde.

D’aprés ces relations et ces conditions diverses, les X,
Yo, Z, des équations (8) se réduiront aux forces d’inertie
d{J d?o diew .

—E? T g’ — = &b puisque @ est constant, que ds
est égal a dux, ces équations deviennent, dans le cas actuel,

{P AU U P d%o de Pdw  dw

«w det A’ ;Z}—‘P:{-F’ = det P

Appelant p le poids Lotal de la corde, dont la longueur est/,

la section la densité p, d'ot p = epwl, et pw = £, on
a section @, la densité p, d'oup = gpwl, etp gl’
peut écrire ainsi ces équations:

[15a0) _g__l-_’” *U tl’v__ tﬂ ltl’u o v __ér_Elr{’w

de? ‘c/,pb dxt’ der 2 de’  der T J2 i’

et si 'on pose, pour simplifier,

gP 5P
b—)l’:n’, a—=1 g—;s
« «
(16) ! ._]_
tﬂl:b’, b=1 ‘E_P,
r ip

on obtient définitivement

d*U 7rl’U dro . d% dw ,d’“’

7 L —_— = 0 — fove)
de?  dx? Tode dz?’  de dx?

2

(17)

équations bien connues du probléme des cordes vibrantes;
la premiére renferme la loi des vibrations longitudinales.
I'une des deux antres cclle des vibrations transversales.
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43. Fibrations transversales., — La connaissance de
ces lois résulte de l'intégration des équations aux diffé-
rences partielles (17) que 'on donne, avec tous les détails
nécessaires, dans les Cours de Calcul infinitésimal et d’Al-
gebre supérieure. On sait que cette intégration peut se faire
de deux maniéres : par des fonctions arbitraires, et par des
séries trigonométriques a coeflicients indéterminés. Les
conditions données, qui résultent de la fixité des extré-
mités de la corde ct de I'état initial du mouyement, font
connaitre soit la forme et la nature des fonctions arbi-
traires, soit les valeurs nécessaires des coefficients indé-
terminés. Dans la méthode d’inmtégration par série tri-
gonométrique, chaque terme de U, v ou w vérifie seul
Péquation aux dillérences partielles (17) correspondante, et
satisfait a la condition de fixité des extrémités; son coef-
{icient est déduit, avec tous les autres, de I’état initial : or,
I’état initial pourrait étre tel, que ce terme existat seul; il
représente donc un des mouvements vibratoires possibles.
Le mouvement géndral de la corde résulte de la coexistence
ou de la superposition de tous les mouvements simples re-
présentés par les différents termes de la série; et I’état ini-
tial, qui détermine les coefficients, assigne a ces mouve-
ments partiels leurs amplitudes relatives.

Considérons les vibrations transversales. Supposons que
chaque point de la corde ait été ¢carté et vibre cnsuite,
parallélement & I'axe des z, ou que U=o0, v =0z il ne
restera des équations (17) que la troisi¢me,

d*w diw

(18) bt

de? dx

Chaque terme de la série w sera de la forme

.- x bhe
(19) w; = A; smi1r7cosi7r—l—,
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A; étant son coefficient et £ un nombre entier quelconque.
Ce terme (19) vérifie I'équation aux différences partiel-
les (18), donne w; = o, quel que soit ¢, pourx=o0, x=/1,
coordonnées des extrémités fixes. Il représente un état vi-
bratoire particulier dont voici la loi : Si &; représente la
durée d’une vibration compléte; si 9T, est le nombre des
vibrations exécutées pendant la seconde 1”, prise pour
unité de temps, ou la hauteur du son correspondant, on
aura nécessairement

. bE; K v ib i [gP
171.'——[—'.—27!', J(‘g,..—gl__-z—-!__; -E-

Si P’on prend pour unité ou pour son fondamental celui
pour lequel { =1, et qui a pour mesure

i, [e
(20) n—z\/lp’

tous les sons simples de la corde vibrante, et qui sont re-
présentés par les dilfférents termes de la série

' : be
(21) w:ZA:Siniw% Cosin—l-a

formeront la suite naturelle 1, 2, 3, 4, 5,..., dont la base
est le son 7 (20). Sila corde figure un cylindre de rayon r,
onap=pg.nrtl, et

il

n—=— —_—

arl Tp

C’est sous cette forme qu’on évalue leson fondamental d'une
corde dans le Cours de Physique; les lois de ses variations,
" quand la longueur /, le rayon r, la teusion P, la densité p
viennent & changer, s'expriment alors par autant de pro-
portions dont V'expérience vérifie I'exactitude. On vérifie
aussi la position des nceuds et des ventres de vibration,
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lorsque la corde produit un des sons 9%, ; si i est plus grand
que l'unité, et qu'on imagine la longucur / partagée en i
parties égales, les points de division seront immobiles
comme les extrémités, car w; (19) est nul, quel que soit ¢,
pour les valeurs de x appartenant & ces points qu’on appelle
neeuds; les milieux des parties aliquotes, ou I'amplitude de
la vibration est la plus grande, sont les ventres.

. , . , . dw
44. Sons simultanés. — La série (21) donnant - =0
' [{

quand ¢==0, sc rapporte au cas o les points de la corde,
d’abord écartés, ont é1é abandonnds sans vitesse. Les coef-
ficients A; se déterminent par la condition que

(22) EA,.simn;:F(x),

I' (x) exprimant la loi donnée des écarts primitifs, ¢’cst-a-
dire des valeurs de w lors de I’état initial, ou pour £ = o;
or, comme on le sait, le premier membre de Iéqua-
tion (22) donnera les mémes valeurs que I (x), de x = o
ax=1, si 'on prend

!
(23) Ai:%£ F(@)sinin%d;&.

Supposons, par exemple, que la corde, pincée en son mi-
licu, ait eu pour forme initiale un triangle isocéle de hau-
teur 2, ayant la longueur / pour base; alors, pour obtenir
Pintégrale définie (23), il suffit d'intégrer de f=o0 a

l /
f= ~» Cn prenant I'g)= 275 83, et de doubler le résultat;

on trouve ainst
8lhcosjm

Azj fomng O, 1&,-]',H == m?

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR L'EBLASTICITE. 105
et la séric (21) devient

sine " co bt 03 . b
inm—cosw—  sin3w —cos 3w —
, h { l " l
Wy = - -

ot 1* 32

wn

sin5x ; cos5n b—;

o >
c'est-i-dire que, dans le cas actuel, la corde produira 4 la
fois, ou simultanément, le son = (20) pris pour unité, et
les sons 3, 5,...., ou octave de la quinte, la double octave
de la tierce,...; 'amplitnde du premier son étant 1, celle
du second sera %, celle du troisiéme ;,...; ce qui explique
pourquoi l'oreille ne distinguera bien nettement que le
premier son.

Pour que la corde ne produisit qu'un seul son 9%;, sans
mélange d’aucun autre, il faudrait que la série w (21) ne
contint que le seul terme en 7, ou que, de tous les coeffi-
cients, A; existdt scul, les autres étant nuls. Or, il suffi-
rait, pour cela, que la forme initiale de la corde fat la
ccourbe sinusoidale dont Péquation est

(24) 2= hsiniz - =F(z).

X
!
o effet, on sait, et Von vérifie d’ailleurs facilement, que

Pintégrale
{
siniw Esini’w E{l[&
A / i

. [ . by . { . .
est zéro quand Ventier 7/ différe de 7, et 3 quand { =7

donc, avec la valeur (24) de I (x), la formule (23) don-
nera A, =o, A; =", ctw (21) deviendra

Lsini aL 1

W= ASINIs = SINIFT — 3

/ 0’

ce qui justific Ies interprétations du n® 43.
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48, Fibrations longitudinales, — Quand la corde, & la
suite d’un frottement parallele 4 Ia longueur, exécute des
vibrations longitudinales, on a v =0, w=o0, et la pre-
miére des éqiations (17) existe seule. L'étude dela série U
se fait absolument de la méme maniére que celle de la
série w, avec cette scule différence, qu’au lieu de b il fau-
dra prendre & (16). Ainsi, les sons résultant des vibrations
longitudinales formerontune suite naturelle 1, 2, 3, 4,5,...,
dont la base, ou le son fondamental, pris pour unité, aura
pour mesure
=1\ /eP,
2V o

On remarquera que le rapport des sons ' et n est

L’exactitude de ce rapport a été vérifiée par I'expérience,
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NEUVIEME LECON.

Equilibre des surfaces ¢lastiques.—Cas d’une membrane plane.— Equation
qui régit les petits mouvemenls d’une membrane plane et tendue. —
Intégration de cetle équation.

48. Equilibre de la surface élastique. — Aprés Pexemple
du fil en équilibre ou de la corde vibrante, vient celui de
la surface ou de la membrane élastique. Ce nouvel exemple
est & la fois plus simple ct plus compliqué : plus simple,
en ce qu’il correspond & un cas moins exceptionnel, moins
ombilical en quelque sorte, de la théorie générale de I'élas-
ticité; plus compliqué, en ce qu'il exige 'emploi de fone-
tions d’un plus grand hombre de variables. Sous le premier
point de vue, on voit que la théoric de I'élasticité s’ap-
plique généralement aus corps solides dont aucune dimen-
sion n’est trés-petite, exceptionnellement aux membranes
peu épaisses, plus exceptlionnellement encore aux fils trés-
minces : ordre tout a fait inverse de celui qui sc déduirait
logiquement des abstractions de la Géométrie. L'ignorance
de cette anomalié apparente, et quil était diflicile de pré-
" voir, est venue s'ajouter a 'abus des méthodes et des lois
de la Mécanique céleste, ponr retarder les véritables provres
de la théorie de I'élasticité.

Dans un milien homogéne ct- d’élasticité constante, tel
que nous I'avons défini, imaginons une sorte de feuille
courbe, comprise entre deux surfaces extrémement voi-
sines, ou dont I'épaisseur ¢ soit partout trés-petite. Suppo-
sous qu'il soit possible que des forces agissant sur le contour
de cette feaille ct sur les différentes parties de sa massc
puissent maintenir son équilibre, sans exiger qu'aucunc
force élastique s’exerce sur ses deux faces, et de telle sorte
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que les forces élastiques intérieures aient la méme direction
et la méme intensité sur toute I'étendue de la ligne qui me-
sure I'épaisseur e; cet équilibre ne sera pas troublé si l'on
enléve le reste du milieu, et il ne restera que la feuille ou
la membrane élastique telle que les géométres la considé-
rent. Supposons la membrane telle, et tellement disposée
par rapport au plan horizonial des xy, que toute verticale
paralléle aux z rencontre ses deux faces en deux points
toujours trés-voisins. Soit

(1) =S (x, 1)

I’équation de la surface qui occupe une position moyenue
entre les deux faces, et soit M un point de cette surface. Le
plan tangent a la surface, en M, aura poar équation

dz dz

(2) de =pde 4+ qgdy, on P=T0 q_—;_—z:

5
- L .
si 'on désigne par” e, 3, v les angles que la normale au
méme point {ait avec les axes des x, ¥, 2, on aura, comme
on sait,
. -

cosy =3 h=\T+ p'qts

(3) ;

€osx = — pcosy, cosf=—=-— q cosy.

On peut admetire que cette normale 4 la surface moyenne
coupe aussi normalement les deux faces de la membrane,
ct que U'épaisseur ¢ se mesure sur elle.

Par hypothése, sur toute I'étendue de ¢, et conséquemment
aussl & ses extrémiiés, les N, T, doivent avoir les mémes
valeurs qu’au point Mj done, si les forces élastiques sont
nulles sur les faces, il faudra, daprés les formules (8), n°® 9,
que lon ait

Nicosa -+ Tyco8f + Tycos9 == 0,
Ty cos -+ Nycosf + Ty cosy = o0,
T,cos 2 + T, cosf -+ Nycosy == 0,
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ou, par les valeurs (3),
T, =pN, +~¢T,,
(4) Ti=pTs + qNy,
Ny =pT.+ qT, = p*N, + 2pgT; + ¢*N,,

équations qui établissent trois relations nécessaires entre
les six fonctionsIN;, T;. Si on élimine p et g entre ces trois
relations, on obtient pour équation finale

N,N,N, + 2T, T, T, = N,T? + N, T? + N, Tz,

ct le dernier termede I'équation (12), n® 22, est nul. Ainsi,
en tout point de la membrane, une des trois forces élasti-
ques principales est nulle, et toutes les autres forces élasti-
ques sont divigées dans le plan tangent, n® 24. Cet énoncé
fait voir comment les conditions imposées constituent un
cas particulicr, réeliement compris dans la théorie générale
de 'élasticité.

Trois autres équations régissent les N;, T;; ce sont celles
qui établissent 'équilibre d’un élément de volume. Prenons
pour cet ¢lément le prisme oblique, découpé dansla mem-
brane pav les quatve plans verticaux dont les traces for-
ment le rectangle dxdy s ses quatre aréies verticales ont

pour grandeur commune —— ou he; ses deux faces incli-
cos

nées appartiennent aux deux surfaces de la membrane, et
ne sont soumises & aucunc force d¢lastique; ses quatre
faces verticales A, A', B, I’ sout des parallélogrammes,
ayant e/ pour basc et dy ou dx pour hauteur; aire de
celles (A, *A’) qui sont perpendicnlaires aux @ estefedy;
laire de celles (B3, B) qui sont perpendiculaires anx y est
¢hday le volume du prisme est ¢ o die dy. livaluons, pour
Pégaler & zéro, la somme des composantes, suivant 'axe
des a, des forees qui sollicitent cet élément : & cette somme,
la face A fournira le terme — ¢AN,dy, A’ le terme
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(lslzN,

<ehl 1 - l.:c) dy, la face B le terme — ¢h Ty dx,

(le/lTs

B’ le terme <EILT3 -+ d}) dx; les faces inclinées ne

donneront rien; enfin la masse pe k. dx dy donnera le terme
peh X dxdy; et 'on obtiendra, en supprimant le facteur
commun dx dy, la premiére des équations

[ dehN,  dehT,
+

-+ pehXy =0,

dz dy .
dehT, dekN,
(5) ———(E“"—“Zij‘—-‘ +{]S/I.Yg——-0,
deh'Ty,  dehT,
o -+ e “+pehZo= 0,

les deux autres s’obtenant par la sommation des compo-
santes, suivant l'axe des 'y, puis suivant 'axe des z. Si
Uon substitue les valeurs Ty, T (4) dans la woisiéme des
équations (5), les deux premiéres la rédoisent a
2 2. 2.

(6) N% —!—2'1'3;[7;{7}—1\—1\1_(;1—{—1;\&——1)7(“——qY)_.

(*) Poisson suit une marche heaucoup plus longue et
plus compliguée pour parvenir aux équations (5): son
¢lément de volume est un prisme droit, dont les arétes sont
perpendiculaires aux faces de la membrane; il lui faut
calculer péniblement les aires et les forees clastiques des
faces de cet élément, lesquelles faces sont toutes inclindes
sur les plans coordonnés; V'équilibre du prisme choisi
s'exprime alors par trois longues dquations que plusicurs
substitutions finissent par réduire aux dquations (5), si
simplement déduites de équilibre du prisme oblique. Jai
inutilement cherché un motif qui pi justifier le choix du
prisme droit, et je ne vois Ja qu'un exemple de plus des
longueurs qu’occasionme Poubli du principe suivant :
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Lorsqu’on parvient 4 un résultat simple par des caleuls
compliqués , il doit exister une maniére beaucoup plus
dirccte d’arriver au méme résuliat ; toute simplification qui
s'opére, tout facteur qui disparait dans le cours du calcul
primitif, est I'indice certain d’'une méthode a chercher, ou
cette simplification scrait toute faite, on ce facteur n’appa-
railrait pas. i

La variable z étant partout éliminde, a I'aide des valeurs
z= f(x, ¥), on doit regarder les N;, T; comme des
fonctions des deux seules variables x, y. Les six équa-
tions (4) et (5) doivent déterminer ces fonctions; deux
seulement sont aux diflérences particlles du.premier ordre,
linéaires, mais & coeflicients variables en général. Les déri-
vées de z ¢tant donndes en x, y, sil’on parvient a effec-
tuer l’inlégrdtion de ces deux équations aux diflérences
partielles, et i déterminer les arbitraires par les conditions
imposécs au contour de la membrane, les N;, T; sceront
connues. Puis il faudra recourir aux formules (1), u® 26,
pour connaitre les fonctions u, v, ww ou les lois de la défor-
mation. Nous ne considérerons «ue le cas d’'une membrane
plane; alors I’équation (G) se réduit a Zy=pX, + qY,;
d'on il suit qu'une membrane plane ne saurait étre en
équilibre d’élasticité si la force qui sollicite sa masse n’est
pas paralléle 4 son plan.

47. E(]uilz.'bre d'une membrane plane. — Prenons pour
plan des xy le plan moyen de la membrane dont nous sup-
poserons 'épaisseur ¢ constante ou uniforme. L’éguation (1)
étant actuellement z=o0,0na p=o0,g=o0,h=1; les
équations (4) et (6) deviennent'T; = o0, Ty =0, N; =o,
Z,=o, et les denx premiéres équations (5) se réduisent a
(7) dN, + dT,y dT,  dN,

— 4 =0 —— 4+ =0,
7 dr dy ? dr dy ?

quand on fait abstraction des Xg, Y,. Recourons aux for-
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mules (1), n® 26; de I'équation Ny = o, on peut tirer la

.., dw dn lv
dérivée Z¥ en T a1 Sl et la substituer dans Ny, No, ce qui
dz (l l)’
donne
o f{
a0
dy
Ne= Ao
(8) " T
ap 200 p) 5 = ) g
N ¥ F dr T — du + o
T A-+-2y TR\ T dx)

Ces valeurs transforment ainsi les équations (7),

d?u - d?p du
4()\—4-#)(“:2—P—(ol‘—i»zy)dxdj ()\+2 ){‘)’__0,

(Q) 24 2 d?

dip du v
4(1+y) (3A+9y) f—;—() 1—2{./.) —=o.
Afin de traduire les conditions relatives au contour de la
membrane, soient M’ un point de ce contour pris sur le plan
moyen, ct ¢ 'angle que lanormale en M’ au cylindre con-
tournant {ait avec Vaxc des x;on aura

(10) { Nicosg +T,sing=X,
| Tycosg =+ Nysing =Y,
pour les composantes X, Y, o dela force élastique qui
s’exerce sur ce cylindre en M, lesquelles doivent éure res-
pectivement égales aux deux composantes de la force appli-
quée extéricurement au méme licu. Les équations (10), ex-
d{u,v) |
d{z,y) a
vérifiées par les fonctions u, v résultant de Pintégration des
équations (9), quand on y substituera les coordonndées de

primées en Vaide des valeurs (8), devront étre

tout point M’ du contour.
Supposons que la résuliante I' de X, Y soit constante,
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et normale au cylindre contournant. On aura X = I coso,
Y = F'sino, et les équations (10) deviennent

(1) (N, — F)cosg + T, sing == o,
11 .
T,cosy + (N, —F)sing = o.

Si 'on prend maintenant, dans toute I'étendue de la mem-
brane,

(12) T,—=o0, N,=N,=F,

les équations (7) et (11) seront satisfaites, ct les derniéres
quel que soit ¢; c’est-a-dire que la membrane plane sera éga-
lement tenduc dans tous les sens, et partout; de telle sorte
quon pourrait, sans troubler son équilibre d’élasticité, Ja
limiter par un cylindre contournant de forme quelconque,
pourvu qu’on appliquit normalement a ce cylindre, et sur
toute sa surface latérale, une traction d'intensité con-
stante . C’est ce cas, extréme ct simple, dont il neous im-
portait de bien établir la possibilité. Les valeurs (12), sub-
stituées dans les équations (8), donnent

du  dv T A+ 2p de  dv
(13) ——=—=a, a=-———/F,
dz  dy 2p3h+2p

5 -+ E.;‘ =0,
don Yon conclut par Vintégration : u=ax— by,
v==ay + bx; Vorigine des coordonnées étant supposée
fixe, et b étant une constante arbitraire. Mais les termes
en b indiquent un déplacement par rotation autour de I'axe
des z, lequel ne ferait naitre aucunc force élastique; on
peutdonc supprimer ces termes et prendre

). 3
(14) u=—ar, v=ay, a: ! malkly

:§3)‘+2‘u ’

pour représenter la loi du déplacement moléculaire dans
une membrane plane, également tendue dans tous les sens.
La traction constante I est ici rapporide a I'unité de sur-

FARE SN 8

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



114 LECONS

lace; ou bien, Feda est la wraction exercée sur 1'élé-
ment ed7 de la surface du cylindre, compris entre deux
aréles s¢parées par une étendue d ¢ -du contour.

Le cocflicient @ représente icila dilatation linéaire; cetie
dilatation cst la méme dans toutes les directions, cl en tons
les points de la membrane; elle est proportionnelle ala
traction '3 si I = 1, elle devient '
(15) PR il

20. (3% + 2p)

b

Nous avons vu, n°29, que, dans un solide homogénc et d’¢-
lasticité coustante, sur la surface duquel s’exerce une pres-
sion égale & l'unité, la contraction linéaire, partout la
méme, est

I

.
0 = o -
3%+ 2
Enfin, on sait quela dilatation, dans un fil tendu par unc
force égale a I'unité, est
3 -
Pl
p{3% 4 2p)
En rapprochant ces trois coeflicients spécifiques, on a la
proportion multiple

d:97:8" iopt2p+Ai2p 20

Suivant Poisson, qui admet la relation fausse 4 = p, cn
aurait
P:8":87:12:3 1 4.
. Suivant Wertheim, qui adimet la relation douteuse A == 2y,

on auratt

ARSI SR 7 S . .
sid 16" a3

c’est-a-dire que la dilatation serait en raison inverse dn

nombre des dimensions qui la subissent.

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR L'ELASTICITE, 115

48. Membrane vibrante. — 1l est maintenant facile
de former I'équation aux diflérences partielles, qui exprime
la loi des vibrations transversales d’'uné membrane plane,
également tendue. On fait abstraction de toule force exté-
rieure sollicitant la masse; la membrane plane est hori-
zontale; sur son contour, quel qu’il soit, on applique des
tractions normales au eylindre contournant, et d’intensité
constante I'; puis on ébranle la membrane, de telle sorte
que chacun de ses points monte ou descende, et vibre
ensuite sur une verticale, ou parallélement aux z: il s’agit
de trouver la loi de ce mouvement vibratoire. A I'époque z,
un point M de la membrane, dont les coordonnées primi-
tives étaient x, ¥, z =0, aura pour nouvelles coordon-
nées *—+u, y v, 2 =0+ w; u, v, étant indépendants
de ¢ et ayant les valeurs (14), sont les projections du
déplacement produit par la traction F seule, sans mouve-
ment subséc]ucnt; w, fonction de x, Fst,est le dép]acemcnt
variable pendant la vibration. On admet que les forces
élastiques qui, naissant du mouvement; s’expriment par
les dérivées de w, disparaissent devant celles, incompara-
blement plus grandes, ducs i la traction I'; on devra donc
prendre simplement Ny =N, =F; en outre, puisque
u=ax,v=ay, ona Ty=o0. Ces valeurs étant substi-
tuées dans I'équation (6), ot actuellement z n'existe que

. d?a .
par w,etou p=0, g=0, Z, == — —oona de suite
o dro ) N . F
(16) ——rz | A — )x olt ¢~ -y
des XES dy* p
pour I’équation cherchée.
A0, Meéthode d'intégration. -~ L’intégration de cette

¢quation aux diférences particlles du second ordre & trois
variables fera connaitre la loi des petits mouvements dela
membrane. Pour eela. Ia fonction wintégrée doit Gtre 1elle.

8.
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qu'elle s¢ réduise a zéro & toute époque, pour les valeurs
des coordonnées qui appartiennent aux diflérents points du
contour fixe et donné; il faut, de plus, qu’a l'origine du

. L., dw o .
temps, la fonction w et sa dérivée —7 aient les valeurs qui
¢

correspondent a I'état initial, ¢’est-a-dire & Uinstant ot les
déplacements, cessant d’obéir & I'ébranlement primitf, ne
sont plus régis que par les forces élastiques. Dans toutes
les questions de Physique mathématique, c'est fe méme
probléme d’analyse qui se présente, avec quelques diffé-
renees dans la forme ou dans ’énoncé. Les géométres mo-
dernces ont complétement résolu ce probléme dans un grand
nombre de cas, et c’est Ia une de leurs découvertes les plus
utiles. Nous saisissons 'occasion qui se présente ici d'in-
diquer cette solution sous un point de vue plus géncéral
que celui du n® 44.

Supposons que la membrane ait pour contour fixe un rec-
tangle dont un sommet soit Porigine des coordonnées, les
deux coLés adjacents étant Zsur 'axe desx, I/ suraxe desy.
La fonction w, de x, y, t, devra : 1° véritier I'équa-
tion (16); 20 s'annuler pour x = o, x =/, quelsquesoient

¥, t, pour y = o, y =1, quels que soient x, 15 3° re-
produire I'état initial représenté par les deux fonctions
données

dw R
(r7) wo= flasy), (“) =F(z,7);

de /.,

I'indice zéro indiquant que Von fait ¢ = o dans la fone-

. L., dw . .

tion w et dans sa dérivée —- Les deux premicres condi-
ot

tions sont satisfaites par la série double

(18) o= Z(Hcos~/t+ l-l’sinfyt)sinif.-;sini’7:‘;—;:

chaque terme contenant deux nombres entiers guele OigIes

Document humérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR L ELASTICITE. 117

ierd’, le paramétre

{19) 7w \/ﬁ"‘f‘[—,,’

et deux coefficients indéterminés H, H’; la double série
s'étendant & tous les nombres entiers pour £ et pour . En
cllet, on reconnait facilement que chaque termede v (18):
1° vérifie I'équation (16) quand y a la valeur (rg), et
2° s’annule pour & = o, /, pour y = o, . La reproduction
néeessaire de I'élat initial (17) conduit a rendre sépard-
ment identigues les deux équations

\ ZHsmm —sini'w = /, :f(-l‘, I
(40)
{ Zr/ H'sinix 7 sini'm 7 = F(z,y).

Or, on sait que, dans ces équations, les premiers membres
donneront les mémes valeurs que les seconds, pour 2 com-
pris entre o et [, y entre o et I, ¢’est-d-dire pour tous les
points de la membrane, si les coefficients H et H' sont les
deux intégrales définies doubles

[I
B
gll w “,f f VAE bll’l('n'?blnl 7!'—[—-;([(40.,_
(H/; I[’ j J ¥ )SIIIITI;SIDI TEJG({/,

les fonctions données, f et I, étant essentiellement nulles

1)
L)

sur le contour de la membrane qui, parsa fixité, n’a pu
¢tre ¢hranlé. Ainsi, la fonction w (18), ou les coefficients
Lt et I ont les valeurs (21), satisfait a toutes les condi-
tions imposées, ct représente la loi du mouvement d’one

membrane rectangulaire.

50, dpplication. Cette solution générale mérite
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d’étre éclairée par un exemple. Prenons

’ dw .
wy=flz,y)= hx(l—x2)y (' —y), o= F(z,7)==o0,

9

ce qui suppose que la membrane, déformée par I'é¢branle-
ment, ait été abandonnée sans vitesse lorsqu’elle figurait la
surface Iégérement courbe représentée par I'équation

z = A‘x](l~m) (l'-—-}’),

ou k est une trés-petite quantité et qui satisfait a la con-
dition de fixité du contour de la membrane. La valeur

. , . ! A .
maxima de U'ordonnée z a lieu pour x = ~, y = 59 dé-
2
signons cette valeur par 2, ligne trés-petite, on aura

16/

ho =
IENAE

Puisque I = o0, on a I’ == 0. On évaluc facilement H,
lorsque f (o, ) = kot ({ — o). 3 (1—{), si Pon constate
d’abord la valeur de P'intégrale définie

o . I 231,
() — u)singm = du — < {1 — cosqr),
0 A ¢’

ou ¢ est un enticr, laquelle est zéro si g est pair, et dgale

LR . A c e g .

4 ——si ¢ est impair. Clest ce qui fait disparaitre tous les
{/J,nj

termes de w (18), ot / et &' ne sont pas tous les deux des

entiers impairs 2/ <1, 2j' -~ 1; pour les termes qui

restent, on a

e

" \ G A
- ) (>'.’.,/'—+— lf.(:%j’—’;«r)'“"
et la série W devient

. . X 3 o w
Slll(’).j—}—l)’f.’—/— sin {2/ -1 w

s\
W — <-_-\ 1hh e e s e COS YL,
7, Z (o) =+ 1) (2f i) /
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ou le parametre 7 ¢st

OO
'/:Tcr\/(j+])_+(‘/ b

[ e

La série (18), qui exprime la loi des petits mouvements
de la membrane rectangulaire, se compose en général d'unc
mfinité de termes; mais chacun de ces termes pourrait
exister seul, si I'dtat initial s’y préiait: il suffirait, pour
celay que les fonetions fet IF (17) fussent toutes les denx
égules au produit des sinus en x ct en y, qui caractérise
ce terme, muliiplié par des facteurs constants, n° 44,
Chaque terme de la série w représente donc un des mou-
vements possibles; e¢ mouvement simiple est périodique,
puisque le temps ¢ n'y entre que sous des signes trigono-
métriques; ¢’est un mouvement vibratoire, un son, dont
nous ¢tudicrons la loi dans Ja Legon prochaine. En résumé,
le mouvement le plus général de la membrane est le ré-
sultat de la coexistence ou de la superposition d'une infi-
nité de sons ou de mouvements vibratoires simples; ¢t
état initial, qui détermine les coefficients, ne fait qu’assi-
guer & tous ces mouvements simples leurs amplitades ve-
tatives; car, lorsque la méme membranc est ébranlée d'une
aulre maniére, les mémes sons se produisent encore simul-
tanément, ¢est-a-dire (ue les mémes mouvements vibri-
loires simples se superposent: seulement les rapports de
leurs amplitudes ne sout plus les mémes.

Ol Caractére exceptionnel des fils et des membranes.
— Nous avons dit, n” 39 et 48, que les fils et les mem-
branes sont des cas singuliers ou trés-cxceptionnels de Ia
théorie de P'élasticité des solidesy la considération des sur-
faces isoslatiques, dont nous parlerons plus tard, n® 90,
le fait volr wres-nettement, en donnant immdédialement

toules les conditions quy régissent ces exceptions. Mais an

'
<
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peut s’en assurer, quoique moins complétement, par la
discussion suivante. Désignons par F, G, H les trois coeffi-
cients de I'équation (12), n° 22, qui donne, en chaque point,
les trois forces élastiques principales; supposons que le
milieu solide, soumis & des efforts extérieurs, soit en équi-
libre d’¢lasticité, et qu'une intégration convenable ait dé-
terminé les fonctions N;, T;; alors les coefficients F, G, H
seront aussi des fonctions connues de x, y, z. Cela posé,
U'équation H = o représentera une surface particuliére,
lien géométrique de tous les points du solide ou I'une des
forces élastiques principales est nulle; cette surface pourra
figurer une membrane élastique, mais il faudra pour cela
que les deux forces élastiques principales qui restent en
chaque point soient dirigées dans le plan tangent, et
qu'elles soient entre elles dans un certain rapport dépen-
dant des deux courbures de la surface. Le groupe des deux
équations H = 0, G = o représentera une ligne courbe,
licu géométrique des points du solide on deux des forces
élastiques principales sont nulles; cette courbe pourra figu-
rer un fil élastique, mais il faudra pour cela que la force
élastique qui reste soit dirigée suivant la tangente. Enfin,
le groupe des trois équations H=o0, G==0, F = o0 donnera
un ou plusieurs points du solide ont toutes les forces élas-
tiques sont nulles.
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DIXIEME LECON.

Vibrations transversales des membranes planes. — Membrane carrée; clas-
senent des sons; lignes nodales.— Membrane rectangulaire.— Membrane
triangulaire équilaiérale.

~ 82. Membrane rectangulaire. — L’objet de la Lecon
actuelle est d’étudier les différents termes de la double
série qui exprime la loi générale des petits mouvements
transversaux d’une membrane plane, rectangulaire, carrée
ou triangulaire; de classer les états vibratoires simples, ou
les sons que représentent ces termes ; enfin, de déduire de
ce classcment les systémes nodaux qui accompagnent les
sons. Nous nous proposons surtout de faire voir que cer~
taines propriétés des nombres entiers sont essentielles a
connaitre, pour accomplir ce travail, et lui donner la clarté
nécessaire. C'est pour avoir méconnu ce lien naturel entre
les vibrations et les nombres, que certains travaux sur ce
sujet sont obscurs et incomplets. Comme il sera souvent
question de vibrations dans la snite du Cours, la discussion
que nous entreprenons y trouvera de fréquentes applica-
tions; on peut la regarder comme un travail préliminaire
indispensable.

Chaque terme de la série w (18), n° 49, conuent le pa-
ramétre 7, qui assigne la durée & de la vibration, etla hau-
teur )G (Z,7') du son, lors du mouvement vibratoire simple
que ce terme représente; on a '
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Si les cotés de la membrane rectangulaire, £ el ', ainsi que
leurs carrésy {* et /%, sont incommensurables, les sons que
la membrane peut produire forment une infinité de séries
naturelles, analogues chacune 4 la série des sons d’une
corde vibrante. Le son fondamental, ou la base de chaque
série, est une valeur de 9% (4, ¢’) pour laquelle les entiers &
et ¢/ sont premiers entre eux; tous les sons de cette série
sont représentés par IG (mi, mi'), oit m est un nombre en-
tier quelconques; et il y a autant de séries distincles ou in-
commensurables entre elles, que de valeurs de 9% (7, &)
dans lesquelles 7 et ¢/ sont premiers entre eux, ¢’est-a-dire
une infinité. A chague son 9% (i, 1) foudamental ou mul-
tiple ne correspond qu’un seul terme de wv; le sysiéme
nodal qui 'accompagne, provenant de Pannulation du pro-
duit des deux sinus en x et eny qui caractérise ce terme,
se compose, sans aucune variation possible, de (i — 1) li-
anes paralléles aux x, etde (' — 1) paralléles aux y, par-
tageant le rectangle de la membrane en 7' concamérations
rectangulaires dgales. Mais si les cotés 7 ct /) ou leurs
carrés ? et {'?, sont commensurables, les sons se gronpent
d’une autre manicre; de plus, il existe des sons auxquels
correspondent plusieurs termes de w, conséquemment des
systémes nodaux trés-variés, composés de droites paralléles
aux ¢otés, de droltes inclindes, ou enfin de lignes courbes.
Pour débrouiller ces lois compliquées et assigner les causes
de ces variations, il importe de considérer d’abord le cas
on I' =/, c'cst-a-dire cclui d’uane membrane carvde.

‘33, Classement des sons de la membrane carrée. —
Les petits mouvements d’une membrane carrée, dont le
coté est A, sont représentés par la série

R
(=) a= Y Hsinix —sini’m L cos
: £ 7 ’
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lorsque I'état initial a eu lieu sans vitesse, hypothése de
simplification qui n’altére pas les conségquences générales
de la discussion suivante. A chaque terme de la série (2)
correspondent le paramétre y et le son )G (4, i), ayant
pour valeurs

CrN C A ¢ —_—
3 o= — it i’ M, iY== — i = \m.
(3) 7 ) ’ (61) 2% v 2% v
Le son le plus grave pour lequel la membrane puisse vibrer
[
Dy S L c
correspond 4 i=:=1, doam=12, I (1,1) = 5 V>

Tout nombre m somme de deux carrés, non carré, et non
(%
2)
la base d’une série de sons commensurables; nous appel-

divisible par un carré, donne un son — ym qui forme

lerons m, ainsi défini, I'argument de la série dont la basc
2t c = : ’
est b = — y'm 5 suivant que m ne sera décomposable que
2

d’une seule maniére en une somme de deux carrds, ou le
sera de deux, de trois maniéres, nous dirons que argu-
ment est simple, douple, triple. La suitec des arguments est

2,5, 10, 13, 17, 26, 29, 34, 37, 41, 53, 58, 61, G5,. ...
La formule 9%, =1 %\/E comprend tous les sons de la

série dont 'argument est m, 51 1'on donne a J toutes les va-
leurs enti¢res; les termes de w, qui appartiennent i ces
sons, reproduisent, sans exception, toutes les solutions de

I'équation indéterminée
(4) Y LA e N

11 existe, en outre, une série singuliére, celle des sons
comprenant toutes les solutions ¢n nombres entiers de
I'équation indéterminée

(’3) l"'—%-("';:."'.
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lesquelles solutions sont données par les formules connues
(6) i=p—qt, i'=apg, J=p+q
ou p et g sont des entiers quelconques. Les sons de cette

série ont pour expression J 55 wais la série est incompléte,
2

. ¢ .
et méme la base est virtuelle, car le son 55 De peut pas étre

produit par la membrane carrée. Cette série a hase vir-
. € I c . ; ~

waelle est 5 S5 10 53 13 537t ou bien 3% (3, 4), 5% (6, 8),

I (5, 12),...; on peut dire, par extension, que son argu-

ment est 'unité.

84. Nombre de termes donnant le méme son. — Quand
on veut former 'équation des lignes nodales qui peuvent
accompagner un son désigné, a 'unisson duquel la mem-
brane carrée puisse vibrer, il faut nécessairement con-
naitre le nombre des termes de w (2) qui appartiennent
a ce son. La base % V2 n'a qu'un terme; toute autre base,
dont Yargument m est simpie ct égal a o* + %, a deux
termes : 'un ot i =a,i{ =, lantre ou (=, i/ = «.
Quand I'argument est double, la basc a quatre termes;
six termes quand 'argument est triple. Pour indiquer
qu'au son J% (7, i) apparticnnent denx termes, nous I'é-

. N .
crirons % <,> Par exemple, 'argument m = 2 donne
{
la base & un scul terme 9% (1,1}, l'argument i == 3 la basc
a deax termes 9% (! ), Pargument double m == 063 la basc

4 quatre termes ¢ (*) = 9T (;). Tout son muliiple

-

- ¢ € N . .
N, =J = ym posséde un nombre de termes égal a celui
2)

<

des solutions de I'équation (4), ot J est donndy st J nest

pas décomposable en deux careds, 2 a awant de ternes
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que labase; mais si J est de méme espéce que les arguments,
le nombre des termes de 9%, est plus grand, et voici comme
on le trouve:

Pour 'argument m == 2, soit J = a® 4- 5%, on aura un
couple de solutions de I'équation (4), en prenant pour i
eti’ les deux nombres

at— b=t a2ab;.

ce qui donnera deux termes outre celui qui correspond i
i =i = J, c’est-a-dire trois en tout. Par exemple m étaut 2,
pour J =15 le son 9% (5,5) = 9% (}) a trois termes. Pour
un argument simple, m = a® + 2, soit J = a® -+ 4%, on
aura des solutious de I'équation (4), en prenant les valeurs
absolues de 7 et i’ données par les formules

(7)

(i:o_(fz”—bﬂ)_—pz@nb,
I’i': Zun//iﬁ((l"’— b)),

ou les signes supérieurs et inférieurs se correspondent; ce
qui donnera guatre termes comprenant, ou ne comprenant

J
pas, ceux de % (Iﬁ

par exemple, pour m =5, siJ = 5, lc son a quatre ter-

>> c’est-a-dire quatre ou six termes;

mes G ('0) = 96 ()3 si J=13, le son a six termes,

G (33) =95 (%) = 9% (}:) . Pour un argument double
m=o® + [3* = a’* 4 3%, soit encore ] = a® +- b*, onaura
des solutions de I'équation (4) en prenant pour Zeti’les
valeurs absolues données par les formules (7), et par des
formules semblables oit «’ et 8/ remplaceraient « et 3; ce
qui donnera huit termes comprenant, ou ne comprenant
e N s qe oy

pas, ceux de % (Jﬁ y I 3p » ¢’est-a-dire huit ou douze
termes; par exemple, pour m = 65, si J == 5, le son a huit
termes

I " . P S

3 VOd = 0N (0) =06 (03) = () =% (3]);

P C . '

o
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siJ = 17, le son a douze termes

172—0)— \/(._)_5 — g:(, (‘1376) — 9% (IG,BQ) — 5% (17192)
IG (“298).: 9% (17130) — 9@("37)_>

I

Nous ne pousserons pas plus loin ces régles partielles ni
ces évaluations numériques; ce qui précéde indique suffi-
samment la marche & suivre pour déterminer les termes qui

. ) p e c .
appartiennent 4 un son désigné 9%; = J > \/m, parmi tous

ceux que la membrane carrée puisse admettre; ct cela, guel
que soit le degré de muliiplicité de I'argument m, ct lors
méme que J serait décomposable de plusicurs maniéres ¢n

deux carrés.

55. Lignes nodales de la membrane carrée. — Don-
nons maintenant quelques exemples de la détermination

. | - c _
des lignes nodales. Le son 9% (1, 1) = 2—1\/2 n’a qu'un

terme ; son systéme nodal, donné par Péquation

T, ¥
SIN 7D 0,

Sl.nﬂ‘j‘
A 4

‘ . ~ c -
ne comprend que lcs cotés. Le son T (2, 2) = 22V,
2

octave de la base 9% (1, 1), n’a aussi qu'un terme; son

systéme nodal, donné par I'équation

sin 2w

Ny

. ¥
SiIn2w-~":0,
A

P

comprend, outre les ¢6tés, deux paralléles & ces cotés, me-
‘. - s c ~
nées par le centre de la membrane. Leson 0% () = — b a
22
deux termes; son sysiéme nodal, représenté par Pégnation

rd ) N 1
L3 S o L Ty et e
ISM27T —3MN T < ¢ ST ~SIN2 7T =70,
s A / I3
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ou par celle-ci,

1
0

. O £ B2
sinm — smw‘)— (n cosn = —+ o’ cosrf) == 0,
4 A A

3
’

donne, outre les cétés, la ligne droite ou courbe repré-
sentée par Péquation

-

Z
(8) acosw © +a cosnl — o,
% 3

les coeflicients @ ct @’ ayant des valeurs qui dépendent de
I'dtat initial; si a’ = o, la ligne (8) est unc seule droite,

) . ,
a = —,paralléle aux x et menée par le centre de la mem-
2

. . 2 R .
brane; sia = o, la droitey = = est paralléele aux 53 si

2
a'= —a, la ligne (8) est la diagonale y =x qui passe
par Vorigine; si ¢’ = a, c’est'auire d]agonalc ) A x =1y

onﬁn pour toute autre valeur du xapport~, la ligne (8) est

courbe, elle passe par le centre ou elle s'infléchit, de
maniére a toujours préscnter sa concavité a une méme
diagonale.

V2, octave de la quinte du

Le son Ot (3, 3) =5 —

son (1, 1), n'a qu'un terme ; son systéme nodal comprend,
outre les coOtés, deux trisectrices paralléles aux r, deux
paraliéles aux y, ce qui partage la membrane en neuf carrés

. e ¢ — .

égaux. Le son I (1) = — V10 a denx termes; son systeme
DA

nodal est représenté par I'équation

N 5 a
asindw —sing = 4-a’ 51nﬂ-—5m 37

. A )

.\Jl ‘o

- 4y,

ou, puisque sin3¢ = sino (4 cos?¢ — 1), par celle-ci,

e \ r / ¥y \
\m--c.l(l: —I‘H(.qt'tlﬁ;fr'* ‘) Lo (i o8 —— l]—’ 0,
A : : 7 s

. \ ‘ St
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et donne, outre les cotés, le licu géométrique dont I'équa-
tion est

x \ - \
(9) n<4c052ﬂ'—)———1>+a’ <4cos 7—)) 1) = o;

N J
si a’= o0, ce sont deux trisectrices paralléles aux x;
sia = o, deux paralleles aux Vg sia' =-—a, cest I'en-
scmble des deux diagonales; si a’ = a, I'équation (())
devient

d s
7.c.0321r7—f—2cos-7r—l-— =0,
ou bien
z J
1 €os2m < COS2T T == 0,

I

et représente une courbe fermée, laquelle coupe chaque
diagonale en ses deux points trisccteurs, et en leurs milieux

. L .
les quatre lignes - menées du centre au contour paralléle-

ment aux cdtés; c’est une courbe ayant huit sommets , une
sorte de cercle légérement aplati au voisinage des diago-

~ c .
nales. Le son 9% (}) = = V13 a deux termes ; son systéme
nodal est

. I A - . r . .
Hsm3n-7sm zw‘%— -+ a’sin 2w 5 sin 571"%— = o,

ou bicen

= 0,

J ( x
a cosw'- cosim - — 1
x r ) )
Py

ginw — 5”] .
T -
+ d'cosm = {4 cos’v:],— —
A /.
el, outre les cotés, comprend le licu géométrique

) y [ o 2/ Ly _ ]
([0 A COST '~ ([' COS* T — — r> o' cosw - (4 (R |) -0y
' 3 ,. A »
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si ' = 0, ce sont denx trisecirices paralléles aux x, ¢t
une bissectrice paralltle aux y 5 inverse alien pour a = oy
si a' = a, 'éyuation (10} devient

Y x r ha ‘
COST «— ~+ COST — 4(‘.057: 5 COST 3 ! ) ESS N
A / . .

\ \ /

et comprend, outre la diagonale y + 2 = 2, la courbe
. }
4(‘.057r - COSE -y
rs I

qui figure deux parties d’une sorte d’hyperbole équilatére,
dont les asymptotes. partant du centre, seraient paralléles
aux ¢6tés, I'originedes coordonndées étant intéricure a 'une
de ces parties; si @’ = — «, on obtient la méme figure re-
lativement a la diagonale y = .

La discussion des systémes nodaux, apparienant 4 d’au-
tres sons de la membrane carrée, nous conduirait trop loin.
Dailleurs, cette recherche ne tarderail pas a devenir ina-
bordable : s1] s’agissait, par exemple, de déméler toutes
les varidiés des systémes nodaux qui peuvent accompagner

c

le son 15— V65, u° B4, et qui sont représentés par une

[
s

équation de douze termes, contenant conséquemment onze
coeflicients, ce serait entreprendre un travail aumoins com-
parable a celui de la discussion compléte des courbes du
troisiéme et du quatriéme degré. Le trés-petit nombre de
systémes nodaux de la membrane carvée que nous avons dé-
crits, comparé au nombre infini de tous cenx dont Yana-
Jyse indique Uexistence, laisse un champ vaste, ctl’occasion
d'une sorte de triomphe, aux expérimentatenrs ¢ui out
pris pour sujet de leurs recherches les figures si variées que
le suble dessine sur les surfaces vibrautess il {fant nous ré-

signer & cetie défaite.

5. Clussemient des sons de la membrane rectangu-

R NTIR )
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laire. — Revenons maintenant 4 la membrane rectangu-
laire. 8i les cOtés sont commensurables, et que on ait
l=ek, I'= ¢}, e ct ¢’ étant des entiers, le son correspon-
dant a I'un des termes de w (18), n® 49, sera

b T — — —_ .
2% e "’I,> ’

[T . . . - C Ty
sil'on prendi=¢j,/' = ¢'j', le son duevient ‘)\.‘:;i\/]-—i—]".

ou I'un quelcongue des sons appartenant a la membrane
carrée de c6té A. Ainsi, parmi les sons de la membrane ree-
tangulaire, s¢ trouveront tous ceux pour lesquels cette
membrane se divisera en ee’ concamdrations carrées ct éga-
les entre elles; et toules ces concamérations pouvant vi-
brer a Punisson de la'membrane carvée de coté A, celle-ci
leur communiquera tout son cortége de séries de sous, de
multiplicité de termes et de lignes nodales courbes. Mais
tout n’est pas fini avec la théoric des nombres; car, comme
on va le voir, la membrane carrée n’est qu’un cas particu-
lier, entre une infinité d’autres pour lesquels il faut aussi
recourir a cette théorie.

Lorsque les carrés des cotés, * et I'%, sont coumensura-
bles. le classement des sons de la membrane rectangulaire
ne se fait pas non plus de la méme maniére que lors de
I'incommensurabilité compléte étudide au n° 52; et il existe
aussi des sons auxquels appartiennent plusicurs termes
de w; mais, pour traiter ces cas nouveaux, il faut avoir re-
cours & d’'autres propriétés des nombres. Si lon a2/ = g,
A étant un nombre entier non carré, un son uelconque de

_ ¢ .
la membrane sera 96 = — V2 4+ A7 %; alors il v aura au-
21 ?

tant de séries de sons, ou autant de bases de séries, qu'il

existe d'arguments e de la forme @ 4+ A 272, non carrds ot
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non divisibles par un carré; plus, unc série singuliére, ou
a base virtuelle, comprenant toutes les solutions entiéres de
Péquation /* 4+ Ai'* = J*; et pour déterminer le nombre

. . Ce c — .
des termes appartenant a un son désigné ot = J—l«/m , il
2

faudra résoudre en nombres entiers I'équation

AT = mDT,

lorsque J sera de méme espéce que les arguments. Sil'on a
X 2 )!

IE:X, I* —= T A et B élant des entiers non carrds,

s . c A 2, 12279
la valeur générale de 9T sera = VAZ -+ 3’2, et ce seront

les propriétés des nombres de la forme Ai* 4 Bi? gui
régleront les bases des séries, et 1a multiplicité des termes
appartenant 4 chaque son. Ainsi, bon gré, mal gré, il fau-
drait passer en revue les propriétés de toutes les formes qua-
dratiques des nombres entiers, si I'on voulait traiter com-
plétement le cas de la membrane rectangulaire. Aussi
laisserons-nous cette tache a d’autres, plus patients et plus
habiles.

57. Membrane triangulaive équilatérale. —— La mem-
brane dont le contour est un triangle ¢quilatéral mérire
d'etre étadiée; sa comparaison avec la membrane carrde
conduit & des rapprochements remarquables, que expd-
rience pourrait vérifier. Ou traite ce nonveau cas a Paide
d'un genve de coordonnées que J ai introduit, penr exprimer
Véquilibre et le mouvement de la chaleur daus le prisme
triangulaire régulicr.” Soient O le centre et 7 le rayon dn
cerele inserit au triangle équilatéraly par un point inté-
ricur menons trois droites paralléles aux cotés, ahaissons
sur ces droites, et du point O, 1rois perpendiculairves; ces
perpendiculaives, désignées pav P, P, PP forment trois

-
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coordonnées, positives vers les cdtés, négatives vers les
sommets, et dont la somme est toujours nulle; ainsi 'on a

P+P + P =o,

et les cotés sontreprésentés par les équations P =17, P’ =1/,
P’ =1. La fonction W de P, P/, P?, ¢, qui donne le dépla-
cement normal et variable d’un point quelconque de la
membrane, doit : 1° vérifier 'équation (16), n° 48, trans-
formée convenablement; 2° s'évanouir séparémel'lt pour
P=1[1P =1, P"=1, quel que soit ¢, puisque le contour
est fixe; 3° enfin reproduire Iéiat initial pour # = 0. Nous
supposons cet état initial sans vitesse et symétrique par
rapport & I'axe de la coordonnée P.

Ces conditions sont satisfaites par une fonction de la
forme

(11) W=D HY cosye,
V étant la somme suivante :
/ ., 2T
iV :Sm——l‘(lp-i-lup’—f—vl)"-l—?)).[)
. 2w p v
+sm9—l(yP+vP + AP +3pl)
. 2m S " :
—l—sm(v (vP 4+ 3P 4 pP” + 39/}
: ;)‘W ’ "
—é—sm—T(vP—i-yP -+ AP” + 3v)
9 .
- sin =7 (wP - 2B 4o P” o 3p 1)
o (P 2
X .
+Sm§7(AP+~JP'+pP”+3)\l),
ou A, u, v sont des enticrs, posilifs ou négatifs, tels que

(13) N pv=o,
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et desquels deux, @ et v, sont arbitraires; le carré du para-
mélre y a pour expression

20\ * .
Y=t (l> [()."'—Q—{Jf"—i—v"‘ — (v +vh+ap)

::;4; 7—%—(‘—({.1."4— gy == v7);

(14) ~

la seconde forme résuliant de P'dlimination de A, faite a
aide de la relation (13). La somme V (12) peut étre con-
sidérée comme une fonction de x et y; car chaque P est
égal a un binome de la forme m@ x 4+ n@y, ot m et n®
sont le cosinus et le sinus de 'angle que I'axe des P© fait
avee I'axe des . On reconnait que cetie fonction V vérifie
Véquation »
vV d*V o3
’-{[I—J-j -+ T -+ (%V:U’

quand on a égard aux relations trés-simples que les posi-
tions relatives des axes des P établissent entre les me(@, 749
d’ott résulte évidemment que chaque terme de W (L1) vé-
rifie I'équation

der

dw- Cjdi di o
= | — + --, ) .
( de? dy?

‘.

On reconnait aussi que V (12) s’annule séparément pour
P=1,P' =1, P"= 1. Nous nous dispenserons de repro-
duire ici toutes ces vérifications, et de donner la valeur du
cocflicient H, que détermine D'état initial; ces questions
d’analyse sont développées dans le travail indiqué plus
haut.

La loi des petits mouvements de la membrane triangu-
laire est donc donnée par la double séric W (11). Chaque
terme pourrait exister scul, si I'état inidal s’y prétait; il
représente un des mouvements possibles ou 'un des éais
vibratoires de la membrane; le paraméwe y détermine o
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durée & de la vibration et la hautenr 9%(u, v) du son qui
en résulte; on a

(15)
- \ 4 12 o= gy - v?
dolp,v) = .?:—l \/E___[';J___v ;

le triangle ayant pour hauteur h=3/, et pour coOlé

a=2ly3, on peut écrire

2 Y —————

(16) T (g, v, ::%\/f’L * P;—vi—l = %—5 \/;1._’»—!— Py i
Telle est I'expression générale de tous les sons, & I'unisson
desquels la membrane triangulaire équilatérale peut vibrer,
Ces sons se distribuent en autant de séries qu’il existe d’ar-
guments m de la forme p? + pv + v2, non carrés, ct non
divisibles par un carré. Il y a de plus une série ayant pour

3a
en nombres entiers de I’¢quation

) 2¢ . ]
base virtuelle <—>, et qui comprend toutes les solutions

By i == R

20 . , 2 e
le son 96 = 7 2-» qui correspond 4 p =35, v =3, appar-

tient a cette série. A un méme son peuvent appartenir plu-
sieurs termes de W c’est ce qui arrive, par exemple, pour la

basedela série dont Pargument est g1, caron a 9t = ;—; Vor,
en prenant, soit u =26, v=2>5, soit p =9, v=1. En gé-
néral, pour trouver tous les termes du son 9% =17 g Ve,
il faut avoir recours aux solutions entiéres de Véquation

gt Ay vt =,
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Jorsque 3 est de Pespéce des arguments, ou de la forme

w? 4= 30%, car on aidentiquement
/|(IJ." + v ) = — ) 3 (g )

L¢ son le plus grave de la membrane triangulaive est
4 .
= est anssi e son le plus grave d'une membrane
(2
carrée dont la diagonale serait £, n® 53. Quand p, v sont

24 uy - , .
wls qucH 3 est la somme de deux carrés o® + 2%,

. A —— . .
¢ son devient JG = 7Va." -+ (5%, etapparticntaussi d la mem-
{1

. - R y -
brane carrée dont le ¢61é serait =1 c’est le carré inscriptible
2
dans le triangle @ cette circonstance a lien, par exemple,

L. e —
pour p =5, v=2,d’'o0 X = 5 Y133 pour p=10,v=7,

o ¢ . i
d'or 9T ::Z\/yf). Lorsque v=p, A = — 2p, ou que les
deux nombres g, v sont égaux, le son appartient & la séric
¢ . N

dont = ost la basey on parvient alors & metwre la somme
; :

v (12) sous la forme

I
” a

'
l/z- sin il Il—l—v

. -
V = 8 sinpr ]7 sinpr
?

" sont les distances

on pli=/1—"Pu, cn sorte que p, p’y p
d'an point de la membrane aux trois cdtés du contour; le
systéme nodal, provenant de Pannulatiou de cetie valeur
de 'V, se compose de droites paralléles aux eotés, lesquelles
partagent Ja membrane en p* concamérations triangulaires
égales. Pour les sons des autres séries, ot u, v sont inégaux,,
le sysiéme nodal peuc étre beauconp plus compliyudé et
souvent courbe.
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* L’objet de cette Lecon paraitra sans donte fort peu im-
portant aux ingénicurs qui s’intéresscnt spécialement a
P’équilibre d'¢lasticité. Mais, outre qu’il est souvent néces-
saire d’étudier 'effet des vibrations sur certaines construc-
tions, le temps n'est-il pas venu de se demander si P’état
moléculaire des corps dont le repos nous parait le mieux
établi est bien récllement un état statique; s’il n’est pas,
au conlraire, le résultat de vibrations trés-rapides, et qui
ne s’arrétent jamais ? Tout-porte a penser, en effet, que le
vepos relatif des molécules d’un corps n’est qu'un cas trés-
exceptionnel, une pure abstraction, une chimére peut-éure.
Cetle idée pourra paraiire singuli¢re; mais, patience, avant
peu le nouveau mode d’enseignement de la Mécanique aura
porté ses fruits; on voudra tout expliquer par le moave-
ment, par le travai/, et celle méme idée deviendra banale.
Sous ce point de vue, tout ce (ui coucernce les états vibra-
toires mérite d’étre étudié avec soin, afin de préparer les
voies & ces futures explications. Or, comme nous le verrons,
les vibrations des solides dont aucune dimension n’est trés-
petite conduisent aux mémes problémes d'analyse, aux
mémes discussions que la corde vibrante et la membrane
clastique;; 1l y avait donc un intérét réel a traiter, le plus
complétement possible, ces deux premicrs exemples. Ces
considérations nous semblent metire hors de doute Nutilité
de I’étude des vibrations; et, répétons-le, cette ¢uude, re-
connue néeessaire, serait superficiclle et incompléte, si Pon
n'avait pas recours aux proptiétés des formes quadratiques
des nombres entiers, & celte théorie des nontbres, si soa—
vent anathématisée par les déwracteurs de la scicnee pure,

par les praticicens exclusils.

..y P
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ONZIEME LEGON.

Vitesses de propagation des actions élastiques. — Vitesses des ondes planes.
— Equations qui régissent les petits mouvements intérieurs des solides
homogénes d'¢lasticité constante. — Classement des élats vibratoires.

88. Fitesses de propagation des actions ¢lastiques. —
Avaut d’appliquer la théorie de Pélasticité a des solides de
forme déterminée, il convient d’éiudier une derniére pro-
priété générale : celle qui concerne la vitesse de propaga-
tion des actions élastiques, ou les retards relatifs des dépla-
cements moléculaires que font wnaitre ces actions. Les
différences de phases qui ont eu lieu, au mdéme instaut,
entre les états vibratoires de deux points éloignés, condui-
sent & la détermination de cette vitesse. Elles font voir que
la vitesse dont il s’agit a deux valeurs différentes, snivant
que le déplaccment communiqué est paralléle ou perpen-
diculaire a la dircetion de sa propagation. De la résulte une
classification naturelle des éuats vibratoirves, qui jette un
jour nouveau sur la formation du son dans les corps so-
nores. Ayant ainsi besoin de recourir aux vibrations pour
arriver A la connaissance d’un élément aussi important que
Ia vitesse de propagation, il fallait d’abord étudier les vi-
brations cn clles-mémes, et 'exemple des membranes ¢las-
tiques facilitait cette étude. Clest ce qui justifie Vordre ot
les développements des Legous précédentes, et ce qui nous
permetira d’étre plus rapide dans Ja Legon actuelle.

Considérons un milicu solide, homogéne, d'élasticité
constante, et indélini daps tous les sens. Une cause quel-
conque déplace brusguenment une ou plusicurs de ses mo-
lecules, situdes dans un (ees- peliL Capace, que nous appel-

levons centee délranlement. Vs forees astiques qui
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résultent de ce déplacement partiel et instantand détermi-
nent le déplacement des molécules voisines, d’ ot naissent de
nouvelles forces élastiques qui déplacent les molécules plus
cloignées; et I'ébranlement se cosimunique ainsi, de proche
en proche, a tout le milien, avec une certaine vitesse de
propagation V qu’il s’agit de déterminer. L’homogénéité
ct la constance d'élasticité du milieu indiquent que cette
vitesse est uniforme, et la méme dans toutes les directions;
c'est-i-dire que les moléenles, sitnées sur la surface d’une
sphére de rayon R, dont le centre est celui de I'ébranle-

. . , . R .,
ment, seront toutes LIU()]&CCCS au mdéme mstant, ‘—r umles

de temps aprés Vorigine du phénomeéne; le déplacement
ps af 5 ! H 1

’

emploiera un temps v & sc communiquer de la surface

sphérique de rgyon R a celle de rayon R/ >R. Si R est
extrémement grand, ou si 'on ne considére qu'une trés-
petite étenduc des deux surfaces sphériques, on pourra leur
substituer des plans ou bien leurs plans tangents, lesquels
seront paralléles entre cux, comme éiant tous deux perpen-
diculaires a la direction suivant laquelle se propage le dé-
placement, On exprime cetle translormation ¢n disant que
P’on substitue, aux deux ondes sphériques, les ondes planes
avee lesquelles elles se confondent, & une trés-grande dis-

tannce du centre d’'ébranlement.

89. Vitesses de propagation des ondes planes. — Pla-
cons lorigine O des coordonnées sur la premiére onde
plane; soient me, 1, p les cosinus des angles que la normale
a cette onde, ou la direction de la propagation, fait avec les
axes des ., y, z; P étant la distance R’ — R des deux ondes
planes, équation de la seconde seva P = max +m + pz;
don 'on conclut qu'une molécule M, avant x, 1, z pour
coordonndes, et situde sur la deuxicme onde plane, ne se
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, mye -+ 1y - pz ., s ,
déplacera que ———-V———L unités de temps aprés le dépla-
cement de la moléeule située a Torigine O. Supposons
maintenant que le déplacement instantané, au centre C
d’ébrantement, soit immédiatement soivi d’antres déplace-
ments dus 4 la méme cause, et qui se suceedent de maniere
a composer unc suile indéfinic de vibrations isochrones,
ayant & pour durée commune; tous les déplacements ¢lé-
mentaires se propagerout daus le milien, a la suite les nns
des autres, avee la méme vitesse V 5 en sorte gue la molé-
cule O, puis la moldécule M, se mettront a vibrer ou a exé-
cuter des vibrations de méme durde €@ que les moléenles
cn C; seulement U'dlat vibratoire en M sera en retard sur
. mzx -+ ny + pz ., .

cclui en O de ———y——— unités de temps; doue, sile
déplacement variable de O est exprimé par

¢
U,=c,co52x (:)9
¢

le déplacement de M le sera par

me = ny —+ pz°

{1} U=—cecosorn\ — e omm—— |«

Mais, a cause de la grande distance an centre d’ébranle-
ment, comparée a P, ou parce que nous ne considérons que
des étendues trés-petites des ondes sphiériquies, Tes deux
amplitudes ¢, et ¢ peuvent ¢tre regardées comme érant
¢gales entre elles, et aussi les deux déplacements variables
peuvent étre considérds comme ayant Jieu sur deas droites
paralltles ou dans une méme direction.

Cette direction des vibratious propagées par Ponde plane
wa, jusqu’icl, ancunc Haison néeessaire avee celle de la
vitesse de propagations mais, soient £, 7, ¢ les cosinus des

angles que cette direction commune des vibrations cn @ ot
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en M fait avee les axes, les projections du déplacement
variable de M sont

(2) e—=tU, v—=yU, o =¢gU,

ct il faut que ces valeurs particuliéres vérifient les équa-
tions aux différences partielles, qui régissent tous les petits
mouvements intérieurs du milieu considéréd; or cetie véri-
fication essentielle établit une dépendance entre les deux
directions dont il s’agit. Lorsque Pon fait abstraction des
forces extérieures X,, Yy, Zo, les équations qui doivent
étre vérifides sont

()“*'H)fl—q-i—‘u._\?u:-oﬂ
dr vt
0 e
(3) (* =+ p) g‘; =+ pdle ozt 5[,2_,
. d0 i A
‘ {# +f");[; -+ ATz 2 _{_/7_;
on
b == fﬁt n il‘-’ -+~ iﬂla fund fll . & _ - ,
e oy iz .t ) e

n® 26; si U'on pose, pour simplificr,

/ mr = Ry - oo

(4) mid-nn+pt=y, csinan

les valeurs (2) et (1) donnent

! 2 oG 41?’
| 0 — — e
(5 \ ve'T g MY
5} : ]
RPN Lt S AL Ly
“ Tvrgrc o g T T g

ct la substitution de ces valeurs, dans la premicre des
¢quations {3), donue, en supprimant e factear commun
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Id "
4= . . . .
- L’{ U et muliipliant par V2, la premiére des relations

(v +plmy +{p—pV)i=o0,
(6) (O+png +(p—pVim=o,
(r+p)pg +(p—eVi)t=0;

les denx autres résultent de la substitution des valeurs (2),
faite de la méme maniére dans la seconde, puis dans la
troisiéme des équations (3).

Si I'on ajoute les trois relations (6), respectivement mul-
tipliées par m, n, p, d’aprés la valeur (4) de ¢, et parce
que m® —+ 1* 4 p* =1, on trouve '

{7) (A 22— pVig=o0;

cette relation déduite doit étre vérifice, il faut done que
Pon ait, oud 4+ 2u — pV*= o, ou ¢ =o. Dans le premicr

cas,
PR
V= \/i___.’_’f,
b
et, puisque u— V= — (A+yp), les relations (6) de-
viennent

mqg=—=E&, nqg==z, py=—=&;

si on les ajoute, aprés les avoir respectivement multiplides
par &, 7, ¢, d'aprés la valeur (4) de ¢, et parce que
£ +7? + ¢ =1, on trouve

/A
or ¢ est le cosinus de Uangle que fout entre elles la direc-
tion de la vibration ct celle de la propagation; cet angle

est done nul. Cest-a-dire que toute vibration normale a

'onde plane se propage avee la vitesse

A =4-op,

-
-

(8)

i
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Dans le sccond cas, puisque ¢ = o, la dilaiation 0 (5) est
aussi nulle, la vibration s’opére sur le plan méme de Ponde,

et les relations (6) se réduisent A

c'est-a~dire que toute vibration paralléele a I'onde plance a
licu sans que Ja densité du milieu soit altérée, et se propage

avec la vitesse

(o) w:\/;

En résumé, quand une onde plane se propage dans un
milicu solide, homogéne et d’élasucité constante, si la vi-
bration qu'elle apporte lui est perpendiculaive, sa vitesse
de propagation est {1 (8); cette vitesse est moindre, ¢t égale
a w (9), si 'onde apporte des vibrations paralléles a son
plan. De la résulte que tout déplacement, au centre méme
de I'ébranlement, se décompose, pour chaque direction,
pour celle de R par exemple, en un déplacement parallele
a R, et en un déplacement perpendiculaire, lesquels se
séparvent immédialement, puisque le premier se propage
plus vite que le second. Antrement, la molécule O, sépsarée
du centre d'ébranlement par la distance R, sera attcinte
par le déplacement paralléle a R, au bout de ];j) unités de

temps, a partir de Uinstant o C est ébranlé, et ce ne sera
R .
que plus tard, au bout de = unités de temps, que la méme
molécule obéira au déplacement perpendienlaire 4 R.
I importe de remarquer que les deax vitesses de propa-
galion, £ ¢ o, restent les mémes, gquelles que soient les
darées cu les amplitades des vibrations propagées; et de

se rappeler que les vibyations qui se propagent avee fa vi-
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tesse £ sont seules accompagnées dune dilatation va-
riable 6; tandis que les autres, celles dont la vitesse de
propagation cst », ont licu sans que la densité du milicu
épronve aucun changement. Le rapport des deux vitesses
est % = \/%%ﬁ, suivant Poisson, qui admettait I'égalité

. Q Py . . .
de Aet u, on avait — = /3 suivant Wertheim, cgui admet
£y 5 »
w

. .. .
que A est double de ., on aurait — = 2; mais il y a lieu de
. w

penser, n® 29, (ue ce rapport est réellement incommensu-
rable.

60. E(]ua:ions des petits mouvements. — Par Pintro-
duction des deux vitesses de propagation, les équations aux
différences partielles qui régissent les petits mouvements
intérieurs ’un corps solide homogene et d’élasticité con-
slatnte sont :

) ()]
i iﬁ . (/—9 o \ dy ! . de dz ,
de? dx B dy dz |
() (o
(10), dze o r/_G - s d ) dy  dr .
le? oy { dz dr 1’
[ dw du oo div’y 7
ro oo [ HEE) G5
boelr? s R ol ey N ?

on les déduit des équations (6), n® 26, en faisant abstrac-
ton des X,, Yy, Zy, divisant par p, et remplagant Jes
cocfficients parles valeurs (8) et (9). Les fonctions u, ¢, 1w,
intégrales de ces équations linéaives, se composeront d'une
infinité de groupes de rermes, vérifiant ehaemn ces mémes
dquations, el satisfaisant aux conditions de la surlace,

pour le corps que Fon comsidérera: puis, les cocilicients de
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tous Jes groupes seront déterminés par }état initial. Chaque
groupe de termes, qui pourrait exister seul, représentera
un des élats vibratoires possibles, et le mouvement général
scra la superposition de lous ces étals auxquels les coefli-
cients trouvés assigneront leurs amplitudes relatives. Or,
parmi les états vibratoires, élémentajres ou simples, les
uns auront une périodicité qui dépendra de £, les autres
de wj les premiers seront accompagnéds d’une dilatation
variable et périodigue; les seconds auront lieu saus chan-
gement de densité. 11 est possible, d'aprés cela, de trouver
les propriétés différentielles des groupes de termes qui
composent séparément ces deux classes.

61. Pibrations avec dilatations et contractions. — Les
valeurs particuliéres de «, v, w, appartenant & Pun des
mouvements vibratoires dont la périodicité dépend de (2,
devront annuler les parenthéses multipliées par o?, dans
les seconds membres des équations (10); elles seront done
telles que

o dw . dl dw die o dy die de

(1) 17:—55—1117 da dy_—(l)” dy de

s étant une certaine fonetion, nécessairement de méme
périodicité que u, v, w. Les équations (10) se réduiront
alors a

d*u 40 die df d?ew do
- 0* —=0? — — 07—

dt? de’ de ll_')', et dz

(12)
de la seconde différenti¢e en z, retranchant la troisicme

Liffe é 1 vient d? [ele i 1
ditierentiec en i vmenl — | —— — = 0, ou I1 pre-
¢ J> e \ s dy ? I

micre des relations

dl 74 7
g a2 d:
(13 dx oy . =
(%) — ) Y. = . - s
) de? ? de? T Y
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chacune des deux autres se déduisant des équations (12) par
une combinaison semblable. Mais, puisque la fonction ¢
est essenticllement périodique, les relations (13) démon-
trent qu’elle doit &tre nulle. On aura donc nécessairement

oo oo dww n du dv

.(Iz_;l)"‘ de T ds’ @_Z’

ou bien, ce qui est la méme chose,

dF dF dF
(!4) M:;{-ja “:({7, [2 1 ([—Z—,
d’ott
= AF,

I! étant une fonction périodique comme u, v, w, et qui
devra vérifier I'équation aux différences partielles
d*F

(15) dt?

— Q?A%F,
a laquelle se réduisent alors les trois équations (12).

62. Fibrations sans changement de densité. — Los
valeurs particuliéres de u, v, wv appartenant a I'un des mou-
vements vibratoires dont la périodicité dépend de w, de-
vront étre tels que 8 = o, ou

(16) ﬂf—hdi—f—(ﬂ‘:o;
dz dy dz
elles seront done de la forme
dn dg dg dE g dn

(17) n=— — = = -

dz dy ’ T dx dz’ {l_;‘ d

£, n, ¢ étant de nouvelles fonctions, périodiques comme
u, v, w. Ces valeurs donnent

de dw  ds v o de  dw Az
dz ([f T odax Y e dz ~ W i
du o e
G A X
ly dx oz
1% EDIT. 10
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oulon a
dE dy a5
— 4 - :

dx dy dz’

par la substitution dans la premiére (10), cetie équation

d* [y n'C) ., . Ay d. A
o\ a) 7 e )

12 2
(l<il—m’A’n) d (-d—_(:—m’A"t’,\);
di? J

devient

ou bien

dz dy

les deux autres (10) se transforment de la méme maniére,
et les trois équations transformées conduisent &

drE AT do d?q e ATy - dp
g ([[7 =W E}’ 7/'[—1 = 7l ;—[“_)"
:8)
' e do
— T AN -
de dz

\

o étant une nouvelle fonction que I'on peut supprimer; car
les valeurs (17), ou £, n, ¢ vérifient les équations (18),
donnent

du o d?w

(19) o —wAtu, ;[F: w’Alw, ar — o AN,

quelle que soit cette fonetion . Ainsi, les groupes de termes
correspondant aux états vibratoires qui ont lien sans chan-
gement de densité, aurout les valeurs (17), ot &, », ¢ sont
des fonctions qui vérifient I'équation aux différences par-

tielles

(20) —— = ' A*F.

63. Classement des états vibratoires. — On sait que Iz
srmation du son dans les instruments a vent trouve son
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explication naturelle dans le concours de deux systémes
d'ondes, les unes directes, les autres réfléchies; et que la
coexistence de ces ondes assigne les positions des noeuds et
des ventres de vibration dans l'intérieur du tuyau, et, par
suite, la hauteur du son produit. L.a méme explication doit
s'étendre 4 la formation du son dans un corps solide : des
ondes directes et des ondes réfléchies se propageant néces-
sairement avec la méme vitesse, {1 ou w, établissent, par
leur coexistence dans I'intérieur du corps, des surfaces no-
dales dont les molécules restent en repos, et d’autres sur-
faces ou I'agitation est 4 son maximum; et la permanence
plus ou moins prolongée du mouvement général détermine
un son qui se communique 4 l'air ambiant, et dont la hau-
tcur dépend de la forme et des dimensions du corps sonore.
D’aprés cette théorie physique, la seule admissible, les états
vibratoires d'un solide sonore sont nécessairement de deux
cspéces, correspondant aux deux vitesses de propagation {2
ctw. La premiére espéce est celle des vibrations longitu-
dinales, 1a seconde celle des vibrations transversales.

On éiudiera séparément ces deux espéces, savoir: & ’aide
des formules du n° 61 quand il s’agira des vibrations longi-
tudinales, et 4 Paide des formules du n® 62 quand il s’agira
des vibrations transversales. Cette distinction nous parait
capitale; elle éclaircit singuliérement la théorie mathéma-
tique des corps sonores, et facilite les applications qu’on en
peut faire. Lorsquil s'agira d’exprimer analytiquement tel
ou tel éiat vibratoire dont l'observation aura indiqué les
lois, soit par la mesure de son produit, soit par la forme
des lignes nodales et des lignes de plus grande agitation sur
la surface du corps sonore, il sullira de chercher directe-
ment le groupe de termes u, v, w qui le représente, dans
I'une on dans Pautre des deux classes étudides aux n® 61 et
62; Pexpression analytique trouvée permettra de compléter
les donndes de 'observation 3 en outre, elle déduira de ces

10.
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donndées mémes des relations numériques propres & déter-
miner £ ou ». Cetle maniére d’appliquer la théorie dis-
pense d'intégrer complétement les équations (10), et de
détermirer par I'élat initial les cocfficients des valeurs in-
tégrales de u, v, w.

64. Conditions relatives aux surfaces.— Mais le groupe
de termes qui représente I'état vibratoire que Yon étudie
et que l'on considére seul, non-seulement doit vérifier les
équations aux diflérences particlles de sa classe, il faut
aussi qu’il satisfasse aux conditlons relatives a la surface,
Ces conditions seront, suivant les circonstances, ou la fixité
des points de la surface, ¢’est-a-dire annulation des va-
leurs de u, v, w appartenant & ces points; on, si la surface
est libre, certaines relations entre les valeurs des forces
élastiques qui la sollicitent. Dans ce dernier cas, il faut,
ct il suffit, que les composantes tangenticlles de la force
élastique qui s’cxerce sur chaque élément de la surface
libre soient nulles; la composante normale doit rester
variable et non déterminée. C’ést cetle composante normale
qui communique 'ses varialions a la pression de la couche
gazeuse voisine, d’on résulte la propagation dans I'air du
son produit; et les composantes tangentielles doivent étre
nulles d’elles-mémes, parce que le gaz ambiant ne peut
réagir que normalement.

D’aprés les considérations qui précédent, Vintégration
des équations (10}, faite uniquement dans le but ¢’étudicr
un corps sonore, doit se borner & la recherche de tous les
groupes de termes des u, v, w, qui rentrent dans les deux
classes définies aux n® 6l et 62. On doit alors regarder le
mouvement le plus général comme éiant en quelque sorte
permanent et dit & la superposition de tous les états vibra-
toires, élémentaires et simples, qui pourraient s'établir
isolément dans le corps (ue I'on considére. Or, les équa-
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tions (10) élant linéaires, les propriétés diflérenticlics des
groupes de termes des deux classes définies appartiennent
aussi 4 la somme de tous ces groupes, multipliés par des
cocfticients coustants; on peut donc dire que, borndes a
'usage indiqué, les valeurs générales des u, v, w sont

! dF dn dz

2 Ay

dF de dz
I

E dz dz

__dF dE dn
W= e T

F, £, n, & étant des fonctions de x, ¥, z, t qui vérifient les
équations aux différences partie]les
d*F d*(E,monkt)

S QPAF
olt? ? de?

= oA E,n0ul),

d’on I'on déduit, pour la dilatation,
8= AF,

valeur indépendante des fonctions £, 7, &.

Mais, si'on voulait représenter, non-sculement le mou-
vement permanent et hypothétique d’'un corps sonore, mais
aussi le mouvement réel, en vertu duquel les vibrations su-
perposées vont en diminuant d’amplitudes, et les sons coexis-
tants finissent par s’¢vanouir, les intégrales (21) seraient
insuflisantes. Et, lors méme que on parviendrait a former
des intégrales qui pussent embrasser ces deux mouvemenis
généraux, 1l cxisterait encore une infinité d’autres mouve-
ments intérieurs des corps solides, non périodiques, et non
décomposables en mouvements vibratoires permanents ou
évanescents, que ces nouvelles intégrales ne représenteraient
pas. Tel parvait étre le caractére des équations aux difié-

rendes particlles embrassant tout un ensemble de phéno-
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ménes : il est souvent trés-difticile, pour ne pas dire impos-
sible, d’en trouver des intégrales qui possédent la méme
généralité.

La marche que nous indiquons n’est pas complétement
analytique; elle emprunte 4 la Physique une analogic on
un principe, celui de la formation des états vibratoires par
la coexistence de deux systémes d’ondes, I'un direct, I'autre
réfléchi. Mais tel est, suivant nous, le véritable role de
P’analyse dans les questions de Physique mathématique; elle
doit s'éloigner le moins possible de la science des faits, mar-
cher poar ainsi dire de concert avec elle, adopter son lan-
gage et ses lois; autrement, elle ne tarde pas a perdre de vae
le monde réel, et ses recherches sont sans application. Les
exemples d’états vibratoires que nous traiterons dans la
suite, et qui sont presque tous signalés dans le Cours de
Physique, montreront 'utilité du classement établi dans
cettc Lecon. Le groupe de valeurs intégrales, délini au
n° 61, et qui concerne les états vibratoires de la premiére
classe, se présente tout naturellement, dés qu’on veut abor-
der l'intégration des équations de I'élasticité. Poisson le
cite et le traite, mais en répélant plusicurs fois qu’il ne
s'agit 14 que d’un cas trés-particulier. Pour nous, ce cas,
si particulier, est assez général pour embrasser toute la
moitié de la théorie des corps sonores; et I'autre moitié est
régie par le groupe de valeurs intégrales défini au n° 62.
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. .
DOUZIEME LEGON.
Intégrales des équations de I'élasticité en coordonndées rectilignes. — Equi-
libre d’¢lasticité du prisme rectangle. — Cas ot la loi de la dilatation est

connue. — Cas des efforts normaux et constants. -

65. Intégrales des équations de l'clasticité en coor-
donndes rectilignes. — Nous allons appliquer maintenant
la théorie de 1'élasticité a des corps solides limités par des
plans, par des cylindres draits, par des surfaces sphé-
riques; c’est-a-dire que nous passerons successivement en
revue les exemples ou les cas particuliers qui peuvent
étre abordés a l'aide des coordonnées, rectilignes ou or-
dinaires, semi-polaires ou cylindriques, polaires ou sphé-
riques. Cet -ordre parait le plus logique, sous le point
de vue des procédés amalytiques; ct cependant il est en-
core précisément inverse de I'ordre naturel, qui doit com-
mencer par les questions plus complétement traitables, et
finir par celles dont la solution est plus incompléte. En
effet, si 'on voulait suivre ce dernier ordre, il faudrait
successivement dtudier élasticité dans la sphére, dans le
cylindre et dans le parallélipipéde. On voit facilement que
le nombre des équations a la surface croit dans le méme
sens, et ¢'est ce nombre qui limite ici la puissance de I'a-
nalyse mathématique, en multipliant les difficultés qu’elle
doit vaincre. Mais comme nos équations de 1'élasticité sont
exprimées en coordonnées rectilignes, occupons-nous d'a-
bord du genre de solide auquel ces coordonnées suflisent,
ou gui n’exige aucune transformation.

Pour les solides terminés par des plans paralléles aux
plans coordonnés, les projections du déplacement molécu-~
laire, ou les fonctions w, v, w, sont exprimées par des
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séries ou chaque terme est le produit de trois ou de quatre
facteurs, ne contenant chacun que I'nne des variables; ce
produit doit vérifier I’équation

\
(I) odt? - /"2A7\P7

k élant Q ou w, n°® 64, s’il s'agit d’un état vibratoire, et
I'équation
(2) " AA9=—o,

n° 27, quand il s’agit de 'équilibre d’élasticité; en outre,
les facteurs en x, en y, en z sont tels, que ce produit, ou le
groupe de termes correspondants des u, v, w, salisfait aux
conditions extérieures, quand x, ou y, ou z, a la valeur
constante qui appartient & chaque face. On sait que la
vérification de I'équation (1) est obtenue en prenant pour
chague facteur d'un méme terme, ou le sinus, ou le cosi-
nus d’un arc, produit de la seule variable que contienne ce
facteur, par un paramétre constant, ou bien encore la
somme de ces deux lignes trigonométriques multiplides par
des coeflicients arbitraires. Mais si c’est I'équation (2) qui
doive étre vérifiée, un au moins des trois facteurs de chaque
terme aura une forme plus compliquée, et contiendra sa
variable en exponenticlle. ‘

Afin de simplifier I'expression de ces facteurs divers,
nous emploierons les formes et les notations suivantes.
Nous désignerons par

L’?—F (f— L4 ¢

l.'?“
ey =

(3) F{5) ==

les fonctions exponentielles connues sous le nom de cosi-
nus et sinus hyperboliques; chaque variable entrera sous
les symboles E et &, avec un paramétre constant, comme
sous les cosinus et sinus. Nous donncrons aux variables 2,
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y, z les paramétres respectifs m, n, I sous les lignes tri-
gonométriques,.ct les paramétres respectifs p, ¢, r sous
les signes E et &; on peut appeler les premicrs circu-
laires, les seconds exponentiels. Nous désignerons simple-
ment les cosinus et sinus de max par Cet S, de ny par
C'et S, de lz par C" et 8" E (px) et £ (px) par Eet &;
E (gy) et & (qy) par E' et &'5 E (rz2) et & (rz) par E” er £7.
Dans la plupart des exemples que nous traiterons, les pa-
ramétres circulaires m, n, p seront de la forme

(4) m—:la—ﬁ, N —) {—=

7,7, " étant des nombres entiers quelconques. Les para-
métres exponentiels p, ¢, 7 auront une autre forme: le
carré du paramétre exponentiel de 'une des trois variables
x,y, 2 sera égal i la somme des carrés des paramétres
circulaires appartenant aux deux autres; ¢’est-a-dire (qu’en
aura

(5) pr=rt it = emt, Pt et

A la surface du polyédre, les C, S, E, € out des valeurs
numériques que nous désignérons en placant, comme indice
inférieur, la lettre ¢, b ou ¢, valear correspondante de la
variable. D’aprés les formules (4), C,, Cy, C sont I'u-
nité en plus ou en moins; S,, 8}, Si sont nuls; mais
lesE,, E}, Elet les &,, &), 0 se réduisent & des nombres
qui ne sont ni Vuuité, ni zéro. Enfin nous emploierons
aussi des fonctions mi-exponenticlles et mi-algébriques de
la forme

6 I — ab,BE— x&,¢ s wl,E—aE,l
6)  p=tTTRY, g ThRoehl

Ca “a

nous les ddsignerons par IF et & pour a, par 17 oL 37 pour oy,
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par I'” et 3 pour z; c’est-a-dire que

’ ~ X \ 7
L BELR =yl OB R
= —_—————— & = Y A
Oy b
(6 1)/5‘) ” " " " g
- e . o
cEVET — g80LE" 2O E” — ¢RI E
Fr— ¢ . A ¢ ¢
- T ? J7 = I "
A9 e

Ici, 3., &5, &, sont ev1dcmmenl nuls, et I, I, . sont

a b ¢

rcspeulvcmout €gaux a —s 5> oy carona genela]cmenl
La Ly Gy

(7) RHp) — S (g) = 1.

Ce luxe de notations est loin d'é¢tre inutile : il nous per-
mettra d’exprimer les séries u, v, w, leurs termes géné-
raux, et les factcurs de ces termes, d'une maniére simple ct
qui en fasse saisir de suite la véritable portée; antrement,
les expressions de toutes ces quantités seraicnl longues,
compliquées, sujettes i erreur, et 'on ne verrait que péni-
blement cc qu’elles signifient.

On voit de suite que chaque terme de toute série, véri--
fiant quuanon aux dllferenuellcs partielles (1), sera de la
forme
b= (AC+ A,8)(A'C/+ 'S’ )(A”c"+¢"s")< H,“.’“")

-~ H'sinye
A, A AT A H HY éland des cocllicients & déter-
miner, et le paramétre circulaire de £ étant

7:1‘“/7}’-—{—'1’-&—[2;

on voit aussi (que pour vérifier I'équation aux différences
particlles

(8) AF = o,

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR L'ELASTICITE. tH5

il faut prendre des termes de la forme

S (AE + A8) (A'C/ + A/S')(A"C” 4- 078",
(9) {ou (AC -+ AS) (AR 4 A L) (A"C” 4 A"S"),
ou  (AC -+ AS) (A'C/ + A/S')(AE” -+ A"E").

Mais s’il s’agit de vérifier I'équation (2), et non Péqua-
tion (8), il faut que I'un des trois facteurs soit plus com-
pliqué; on s’assurc aisément que le produit (9) acquiert
cette propriété si I'on y ajoute, aux deux termes du facteur
exponentiel, deux autres termes de la forme

(10) (BF + w5), ou (B'F’ + w'5’), ou (B”F” 4 w"5").

On sait que la dérivéc seconde de chaque facteur du
terme (9) est égale & ce facteur lui-méme, muliiplié par
le carré du paramétre de la variable, en aflectant ce produit
du signe 4+ si le paramétre est expounentiel, du signe —
s'il est circulaire; de la résulte que le A% de ce terme sera
nul, d’aprés Pune des relatious (5). Mais si le facteur expo-
nentiel est augmenté de lexpression (10), sa dérivée
seconde contiendra, outre le produit du facteur lui-iméme
par le carré du paramétre, deus {ois ladérivée premiére du
coeflicient total de la variable, dans expression addition-
nelle (10), mise sous la forme d’un bindéme algébrique,
¢ est-a-dire

op (e — BE}, on 24 {us'¢ — B'E’), ou 2riw" " —B"E"),

d’aprés les formules (6) ou (6 bis); de la résulte évidem-
ment que le A? du nouveaun terme sera de Ja forme (g), et
(que, conséquemment, son A A® sera nul.

66, Probleme général de Uéquilibre du prisme rec-

tangle. — Passons mainicnant aux applications. Le pro-
bléme le plus important que I'on puisse s proposer, sur le
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genre de corps que nous considérons, consisterait a déter-
miner complétement les lois de I'équilibre intéricur d'un
prisme rectangnlaire, dont les six faces seraient soumises
a des forces données. On comprendra aisément combien de
conséquences utiles pourraient résulter de la solution de ce
probléme, pour 'art des constructions, ot 'on emploie si
souvent des solides de cette forme. Malheureusement, ce
probléme est en méme temps le plus difficile peut-étre de la
théorie mathématique de 1'élasticité, en ce qu'il exige préa-
lablement la solution compléte d’'une question d’analyse
dont les géométres ne sc sont pas occupés, ou dont ils ne
sont pas encore parvenus a vaincre les diflicultés. Il nous
parait utile néanmoins de montrer ici en quoi consiste cetle
question, afin d’appeler sur elle Pauention de géométres
plus jeuncs, plus habiles, et qui parviendront peut-étre 2
la solution désirée. Puisse ce qui va snivre leur préparer la
voie! Clest une sorte d’énigme aussi digne d'exercer la
sagacité des analystes que le fameux probléme des trois
corps de la Mécanique céleste.

Considérons un parallélipipéde rectangle, dont les cotés
soient 2a, 20, 2¢; placons 'origine au centre, et les axes
paralleles aux arétes; les six faces auront pour équations

(¥1) z=xa, y=T=b, ==

On fait abstraction des forces extérieures Xo, Y, Zy,
n° 28, et 'ont se propose de déterminer la loi des déplace-
ments intérieurs, lorsque le prisme st en équilibre d'é-
lasticité, sous I'action de forces dirigdes normalement i
ses faces. On suppose une telle syméiric entre les forces
données, que les fonctions qui les expriment soient toutes
paires; c'est-a-dire que chacune d’clles conserve la méme
valeur et le méme sigue, lorsqu’on change le signe d'une
des deux coordonndes variables qulelle contient. Cela posé,
e probléme dlanalyse qu’il s'agit de résoudre consiste &
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déterminer des fonctions w, v, w, qui vérilient les équa-
tions
i . 0 . dh .
f12) - A =0, — b Edths=o,  — 42w D0,
) dx ey P

dans lesquelles la fonction 0 et 1a counstante € sont

du o o
(13) 0

= e b e A — =

dx dy s T+ 2

et qui, étant substituées dans les formules

. . du oo o
N, =: Al - 9.{1.;[—;:7 Tomopl— + 5

dz dy

v do dn

A / [ (._ T, ~wp | — - —
(14) Nz 42 'rl)" o ((l.l,‘ ! r[z.)

1
|

X - lev T it N dy
4 = = op - e
Vo M B o\ dr}’

donnent
N,~=d,, Ty-=o0, T,==xo0, pour a=—T=Ca,
(15) T,==o0, Ny=, T,=o, pour y==:b,
T.=— o0, T,==o, N,=&;, pour z —c

De ce qque les fonctions ®,, @,, @, sont paires, on conclut
aisément des formules (14) que la fonction « doit ¢tre im-
paire en x, paire en y cten z; ¢ impaire en y, paire cn 2
cten 3 wimpaire en z, pairc en x et en y; d'ou § paire
en 7, en y, en z. Rappelons qu'une fonction est dite 7m-
paire si elle change de signe, en conservant la méme valeur
absolue, lorsqu’on change le signe de sa variable.

On arrive, sans aucunce dilliculté, en faisant usage de

cocflicients indéterminés cu des notations du n® 65, aux
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séries suivantes :

!

‘{ w=fox+ S (‘_+v ‘_,7:)(;,0,
‘ - ’__E i _. JRAWald . N _E FII _ F// SC/
—J—Z’m.o (’/E F>L S—iZm/t <r D ,
=gy +an< E —~F> 8¢
I~ e R ,
+ g ( ; > C'C+ Yy nk <r—r - F’>CS’,
W= hys -+ /f(fE—F)c's"
' Z P
+Zl" F_ E — §7C Zrh ~.+__E cU__ 50 cce!
5 7 ” ’
qui doivent exprimer les fonctions cherchées, w, v, w.
Chaque groupe de termes, au méme cocflicient f, g, ou /7,
vérifie les équations (12), et donne des forces tangentielles

nulles sur les six faces. Les groupes composent trois classes
distinctes : le facteur exponentiel est en x dans la premiére

(1©)

|

classe, en y dans la deuxiéme, en z dans la troisiéme. A
chaque classe correspond une suite infinie, et i double en-
irée, de coeflicients arbitraires f g, /1. Dans chaque fonc-
tion 1, v, w, les termes généranx des trois classes sont
alfectés d’un double sigma, dont les limites sont — o et

”. ou i" eti, ou

~+ o, relativement aux deux entiers ' ot 7
7 ceti’ des paramétres circulaires (4); le terme o les deux
entiers sont nuls est distrait de chaque double sigma, ct
les trois termes analogues, pour chaque fonction u, v on
w, sont réunis en un terme unique, fox, g,v, ou k,z.

Les considérations du n® 63, et Ia substitution directe,
font voir facilement que chaque groupe des trois termes,
ayant le méme coeflicient f, g, ou 2, pris dans les
wuy, v, w (16), vérific les équations aux différences par-
ticlles (12). Enoutre, on déduit de ees valeursgénérales (16,
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par des différentiations faciles,
Tl o E ,;
D LRV §sT S ggirsrC
' '_’.l.l. Zﬁl{ (F » T> s S —i—zh(l )
-l—Z//rnj “Cs,
M \
L D PLICS” Y gl <F’ — r) 53

q
-+ Zhl'mﬁ‘?"SC',

T Pl
= :prnﬂ?S’ c” —I—qumd"(} S

2p

v I £ 14 12
—+—th71 <F —-E > ss’,

ct I'on voit que ces valeurs donnent

Tiv=0, T.z=o, pour .z ="da,

(18) T,==o0, Ty==o0, poury—=7=0,

T,—=0, T,—o, pour z—=—=c;

c’est~a-dire que les forces tangentielles sont nulles sur les
six faces du polyédre, en sorte que, des neuf équations a la
surface (15), six sont vérifiées; mais la solution s’arréte a
cclles qui expriment que, sur la surface, les composantes
normales des forces ¢lastiques doivent étre égales aux forces
donndes. Cherchons au moins la forme de ces trois derniéres
équations de condition, dont la vérification nécessaire reste
en suspens.

Les fonctions u, v, w ayant les valeurs (16), la for-
mule (13) donne, pour exprimer la dilatation,

(1g) g 0-=GC, - QEZ/JEC’C”+ 25}2{/;; EC'C -+ :u:Zr/z E"CC,

Cu ~/u -+ gu -t /’uv
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valeur qui vérifie Péquation A% = o, comme cela devait
ctre, n” 27, et les formules (14) donnent

N

+
o

+Zf(p K-+ pF)C'C”

Ak 2e
+Z <(/ —e! r’ e F’) C"L-#—Z/t <—;”!-E m’[“”) ce,

: - = [ pP—sl
AEES R »i—ZfQ—-——) E-—- mF) cer

2 28 v
(20) m
+Z (7E" + g*F)C"C +Z/z <——°— E" — II’F”) Cca,
N, )t —cen? 1
= G b Y S (’ & 17F>C’C

|28 <([ =y z:F'> C'C+ P I (rE" + riF") CC".

Faisant respectivement x =ua, y =5, z = ¢ dans les
scconds membres, remplacant dans les premiers Ny, Noy, N,
par les fonctions données P,, ®,, ®,, on aura les trois
équations de condition dont il s’agit; el il faudrait déter-
miner les coefficients f, g, % de telle sorte qu’elles fussent
vérifides pour toutes les valeurs des x, y, z, comprises
entre leurs limites respectives J=a, 7= b, 7= c. On a la
correspondance nécessaire de trois doubles séries de coeffi-
cients, pour trois fonclions données de deux variables cha-
cune; mais e mélange, ou la simultanéité de ces doubles
séries dans les trois équations & identifier, ne permet pas
d’isoler chaque coefficient, comme dans les autres questions
de Physique mathématique; il fandraitdonc découvrir une
autre méthode d’élimination.

67. Solution quand on connait la loi de la dilata-
tion. — §'il était possible de déduire directement des
forces données la loi de la dilatation dans I'intéricur du po-
lyédre, le probléme serait résolu En effet, soit @ la fonc-
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tion, paire en x, en ), en z, qui exprime cette loi, supposée
connue, et qui vérifie nécessairement équation A*P =o;
le second membre de I'équation (19) doit étre identique
avee la fonction P, pour toutes les valeurs des x, y, 2
comprises entre leurs limites respeclives 5= @, =5 b, = c.
On sait que Ja loi des températures stationnaires du prisme
rectangle s’exprime précisément par une identité de cetie
forme. Désignant parfle second membre de I'équation (19),
on aura 6 = o, et aussi

o do o o L] dd )

21 —_—T —_— —_—— —
(21) dx ~ dx’ y r/_r, ds dz’

faisant respectivement x = a, y = b, z == ¢ dans ccs trois
¢quations identiques, il viendra

ey PLCIC =

(22)" J 2EZqﬂgC'bC"C
QEZNILSZCC’ = ( > )

et la détermination des cocfiicients’ f, g, %, actuellement
séparés, sc fera par la méthode ordinaire. Remplacant,
dans la fonction @, les variables x, ¥, z par e, &, v, et

t I

posan[
—+b ~+c¢ 7 \
((:
— o —p
//}(‘f / (1 « '([/dﬁ o
Ay
23 (‘ "N € dadds —
( ) ZI(“ j— o \([[3>I:C'/(‘“(ll(l/—Q’
i / ,/ | ‘”’> C CLdB ds=R
fab )_, J_y \ag) ottt ="
2RI, 11
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on aura
P Q R
(24) Sf= ST e bvorriak h= YT

cn outre, de I'identité § = ¢ on déduit

I a b Ve
("5) C,:m ‘/‘—a f——b/—c bdydBda.

Les coeflicients f, g, & étant maintenant connus, les for-
mules (16), (17) et (20) donneront les deplacemunls et les
forces élastiques pour tous les points du polyédre; toute-
fois, deux des coeflicients f,, g, /i, resteront indéterminés,
car leur somme C, (25) est seile connue.

Nous arrivons ainsi a la solution du probléme dont voici
I’énoncé :

Le prisme rectangle proposé est en équilibre d’élasti-
cité ; la dilatation intérieure est une fonction connue,
paire par rapport aux trois coordonnées, et dont le para-
métre différentiel du second ordre est nul: on deman:c
quelles forces appliquées normalement aux faces du po-
lyédre ont pu produire cette dilatation.

Il résulie de cette solution que Féquation

(Jll + ___Q___ ]:I (Jl/ L +Z—_‘T ]‘I/CCI

]L/l

(26) C, +>>

doit &tre unce identité pour les valeurs des x, ', z comprises
eutre les limites = @, = b, == ¢; @ élant une fonction
paire relativement aux variables, et qui vérifie 1'équation
AP =05 P, Q, R, C; ayant les valeurs (23) et (25).
Cette formule (26) est analoguc a celle de Fourier; mais,
avant d'en faire usage, il serait indispensable d'en constaler
} exactitude par les méthedes rigoureuses de Divichlet, On
remarquera que les doubles  séries du premicer membre
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cessent d’¢tre convergentes, quand les variables x, ¥, 2
dépassent leurs limites.

68. Cas defforts normaux et constants sur chaque
Jace du prisme. — Quant au probléme général énoncé an
n° 66, il n’y a qu’un scul cas qui pulssc &tre résolu: c’est
celui on les fonctions @, , @,, P, sont des constantes. Alors
waus les £, g, h sont nuls, et il ne reste que f;, go, 1o. On a

u==fox, v=—gy, w=—=~~z;
T,=ov, T,=—o, Ty=o0; 0=4 4+ g+ h=0C;

W +2pfi ==, X0 +2pgu==D;, WIC+aph,=d;;

d’ou 'on conclut, pour les valeurs des constantes,

O+ b, + D, ¢, —AC
Co= 2 fim T,
. 3+ 2p 2 p

¢, —2C, ¢, — 1 G,
o == ————— hy—= ————.

2 21

On voit que Pellipsoide d’¢lasticité est le méme pour tous
les pointsintérieurs, ou queles forees élastiques principales
sont partout ¢gales et paralléles aux forces données. Ce
cas, d’'une simplicité extréie, est heurcusement un des
plus utiles; car, dans la plupart des constructions, on fait
en sorte que les prismes rectangles soient uniformément
lirés on pressés normalement a leurs faces.

Rien de plus facile alors que d'obtenir ous les renseigne-
ments dont on a besoin, sur les allongements et sur les
forces élastiques intéricares; car il suflit d’appliquer les lois
les plus simples de I'clasticité. Supposons, par exemple,
qu’il s’agisse d’un tiranut horizontal i section rectangulaire,
rivé i deux pavois, planes et paralléles, d’une chaudicre a
vapeur en aclivité; soient— P la pression sur les faces la-
térales, I la traction longitudinale sur 'unité de surface;

11,
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on aura
F—aP
(I)l:F, ‘lg—‘l‘ —_‘—1), Cu: T
dSh—+2p;
f-(k+y)F+)\P " o (A +2p)P+F
B ey BT T2p (3N + 2p)

ce qui donne la dilatation cubique C,, Vallongement longi-
tudinal 2f5a, les contractions transversales 2500, 2/,0.
Lellipsoide d'élasticité ct le cone des forces tangenticlles
ont pour équations

les plans tangents au cone sont inclinés sur 'axe de traction
, . P -
d’un angle dont ia tangente cst TR la force dlastique

tangentielle qui les sollicite est yPI'. Il suffit d’énoncer ccs
résultats, qui se déduisent immédiatement des théoremes de
la cinquiéme Legon.

Dans notre ancien Mémoire sur I'équilibre intéricar des
corps solides homogeénes, nous avons donné, Clapeyron et
moi, les solutions de deux problémes géuéraux qui peuvent
se trailer, cn employant les coordonnées ordinaires, a
I'aide de la formule de TFourier. Le premier considére un
milicu solide terminé par un seul plan; le second, Pespace
solide compris entre deux plans paralléles, ces plans ¢tant
sollicités par des forces donndées. Nous nous dispensons de
reproduire ici ces solutions analytiques, malgré quelques
conséquences dont'énoncé est simple et qui pourraient éire
utilisées. Ce ne sont Ia que des essais entrepris dans le bat
de chercher nne solution géndrale, et qui ne paraissent pas
placés sur la route qui doit y conduire.

e @ e —
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Ptats vibratoires du prisme rectangle. — Vibrations longitudinales, trans-
versales, lournantes, et composces d'une lame rectangulaive. — Etals
vibraloires sans manifestation extérieure.

69, Etats vibratoires du prisme rectangle. — Si la
question de 1équilibre intéricur du prisme rectangle ren-
contre de grandes difficultés analytiques, nous allons voir,
dans la Legon actuelle, qu'il en est tout autrement de
P'érude des vibrations du méme corps solide. En général,
saufl guelques cas simples, les problémes relatifs a I'équi-
libre d’élasticité sont incomparablement plus difficiles a
traiter par 'analyse mathématique que les problémes ve-
laufs aux vibrations; aussi les travaux des géometres
sont-ils fort nombreux sur les secouds, trés-raves sar les
premiers. Une si grande dillérence dans la facilité d’aborder
les deux genves de problémes pourrait ¢tre une indication
naturclle. Parmi les questions de Physique mathématique
qui résistent aux eflorts des géométres, ou quiils traitent
péniblement par des formules longues et compliquées, il en
est beancoup dont Pimportance est fort douteuse. Au con-
traire, un grand powbre de questions qui se résolvent par
des caleuls et des formules simples sont d'une importance
incontestable. Serait-ce done que Péquilibre délasticité
joue dans la nature un réle moivs important que les vi-
brations?

Considérons les différents états vibratoires d’nn prisme
rectangle solide dont les ¢otés soient a, b, ¢, placons Pori-
gine 4 I'un des sommiets et les axes sur Jes arétes adjacentes
les équations des six faces seront

(Y =0, w=ma; y=wo0, y=~0; =0, z=c.
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On fait abstraction des forces extérieures Xq, Yy, Zg3 alors
les projections du déplacement moléculaire, ou les fouc-
tions u, v, w, doivent vérifier les équations aux différences
partielles (10) du n° 60. Cherchons s'il est possible que
I'une de ces trois fonctions, par exemyple u, existe seule,
les deux autres v, w ¢tant nulles partout. La vérification
des équations citées exigera que Pon ait

d*a gzd’u . d’u+rl’u
der T 7 dx? © dy? dz* )’
[2) ; du l(lu
b d
¢ dx dx
(Q’——m"j -= 0, (.().’—— m’) = 0,

ds

. . qe du . . ,
c'est-a~dire que - doit &tre indépendant de y ctde z;
ax “
la fonction unique u doit donc ¢tre de la forme
(3) «=U~+T1,,

U étant une fonction de x et de £, U, ne contenant pas x.
Cette valeur intégrale décompose la premiére équation (2)
daus les deux suivantes :

d*U d*U  d4d°T, 40, d*U,
—_ 0 —w? .
(4) drr 7 der’ de ® <d)” + dzt )}

la premiére régit des vibrations longitudinales, la scconde

des vibrations transversales, lesquelles peuvent exister ou
isolément, ou simultanément.

70. Fibrations longitudinales. — Nous supposons
a>>b>cj le prisme est alors une lame rectangulaire de
longueur @, de largeur b, d’épaisseur c. La premiére (4)
ou

) d*n d?*u
(5)

— == QT —
de da?

contient la loi des vibrations longitudinales qu’on établis
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dans la lame en la froutant paralltlement & sa longucur. Si
la lame est pincée en son milieu et libre aux deux bouts,
I’état vibraloire sera représenté par une intégrale particu-
liére de la forme

Qe
(6) (t:cos(2j+|)w§cos(2j+l)7r—a—,

ot j est un entier quelcongue. En effet, cette valeur (6)
See e p re s a
vérific I'équation (5), se réduit & zéro pour x = —» ct de

plus, les I éilant tous nuls, les composantes tangenticlles
des forces €élastiques sont nulles sur toute la surface, n® G4.
Toutes ces conditions devaient étre satisfaites pour que le
mouvement vibratoire ptt s’établir et persister an milieu
de Vair, dans la lame considérée. Les N, n’existant que
dn . . . z > L
par ——s contiennent sin(2j 4-1) 7 —en factcur; de 1 ré-
sultc que sur les faces x =0, x=a qui terminent la
lame, les forces élastiques sont nulles, 1 méme on les
vibrations ont la plus grande amplitude. Au contraire,
normalement aux faces latérales, les déplacements sont
nuls, tandis ue les forces élastiques existent el varient. Le
paramétre circulaire de ¢ donne

(7) 9= (2 +1) =

pour la mesure du son; le nombre des neeuds s'obtient en
posant os (2j 4 1) w= =0, et est 2j + 1; lous les sons
a

que la lame peut produire forment la série 1, 3, 5,... dont
la base est

Q
(8) ne=—.

200

Siles deux exirémilds de la lame sont fixes, 'élat vibra-
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toire sera représenté par une intégrale particuliére de la

forme

R -1 L Qe
{a) u = siniw = cosir —»
~ a 143

7 étant un entier quelconque. En effct, cette valenr vérifie
I'équation (5), s'évanouit, quel que soit 7, pour x = o,
pour x = a, et, les T; dtant nuls partout, les composantes
tangentielles des forces élastiques sont nulles sur toute la
surface de la lame. La composante Ny a pour expression

in Lo . Qe

N, = —cosim — cosin —

a n a
auy extrémités x = 0, & = a, qui sont fixcs, cette compo-
sante existe ct varie périodiquement ; elle mesure lagpres-
sion variable exercée sur lcs obstacles qui assurent la fixité
de la lame. Le paramétre circulaire de ¢ donne

v Q
I {—
2a

pour la mesure du son; le nombre des noeuds intermédiaires
ou spontands est 7 —1; tous les sons (ue peut produire la
lame encastrée composent la série compleéte 1, 2, 3, 4, 5,...
dont la base est encore 7 (8).

1. Fibrations transversales. — Considérons mainte-
nant les vibrations transversales de la méme lame, prenons
celles qui pourraient avoir licu quand la fonction 1w existe
scule; I'équation & vérifier, et qui correspond a la se-
conde (4), est alors

d*w ‘diw d?wd
10) — — w? .
de? .

ol dy?

Dans le cas le plus général, cetie équation est identique, au
coefficient pres, avee celle des petits mouvements transver-
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saux de J]a membrane rectangulaive; elle pourrait conduire
a Ja méme discussion, et conséquemment aux meémes séries
de sons simultands, si le contour de la lame était fixe ; mais
la lame ne peut vibrer ainsi, lorsque les deux faces
z==o0, z==¢ne sont cn contact quavee 'air; caru, v
¢tant nuls et w indépendant de z, les composantes T,
Ty, Ny de la force clastique exercée sur ces deux faces

. o oy , . .
ont pour cxpression p. - p 50 0 ¢ est-a~dire que cette
force dlastique y serait tangenticlle, ce qui ne saurait
étre, n® 645 il faudrait done que (/—w, e fussent nuls, ct cela
dr dy
quelles que soient les variables x, )5 mais alors w serait
nul aussi, etil n’y aunrait pas de mouvement. Les vibrations
transversales de la lame rectangulaire, que I'on voil naitre
et persister dans L'air, ne peuvent donc avoir lieu avecla
seule composante w du déplacement, ¢t ne sauraieat étre
représentées par I'équation (to). Mais elles peuvent élre
produites quand fa fonction 1 existe en méme temps que w,
la fonction v étant scule nulle; cherchons a quelles con-
ditions.
Les équations & vérifier sont alors, v étant zéro,

/ 0 — dur n div
Tdr T4z %
((]w du -~
) o —_— )
d*n din r oz
(l I) < -—=o'| — - — 1,
et oy s
o da’ -
el v ‘I(E - Z) Ao
—_— —— -—
. odet o oy

lIa premicre donue, « étant vie nouvelle fonction,

oz o=
(IZ) W =l — —- I~ s 00,
oz e
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ce qui réduit les deux autres 4 celle-ci:

2 2 1 2
(13) Ao 2<da dia da).

ar = N\ T

Il faut que les forces élastiques soient normales sur les six
faces; d’apres les valeurs (12}, les T sont

e d? d? d3z
(14) T, * T,:p(-—?——.——é—),v Ty=—p z

—& (TT—;Z‘]‘ ' dx? dz? ZZ)’— ;

ils seront nuls, et I’équation (13) sera satisfaite, si I'on
prend pour o une fonction qui vérific les trois équations

(15) da da die d*a o o2 dig
1 —_— =0 —_— = — —_— .
dy ’ olz? dx? * Tdee ¢ dx?

Telle sera, par exemple, I'intégrale particuliére
(16) « == € COSmx COS Mz COSmtw {2

ot le paraméire m est quelconque, onn ¢ représente une
amplitude, et qui donne

4 == mz cosmx sinms cosmtw V2,

(17)
/ .
W == — m< SIN T COSME CoOSMmiw \/ 2.

Si les deux extrémités de la lame sont posées sur des
supports, en sorte que leur déplacement normal soit im-
possible, il faut que w y soit nul; ce qui exige quc le para-
métre m ait pour valeur

18 m=—=—
(18) -,
7 étant un entier quelconque. Le parameéwe circulaire de ¢
donne alors, pour la durée & des vibrations, et pour la

umesure 2% du son.

i - - R
(19) — Fwy2 =—a2r, == ———
P
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le nombre des neeuds spontanés est ¢ — 15 enfin, les sons
que la lame peut produire, dans ces circonstances, com-
posent la série compléte 1, 2,3, 4, 5, ..., dont la base est

(20) n—

s .
ay2

Tous les états vibratoires compris dans les formules (17)
ont cette propriété remarquable, que les forces élastiques
principales sont, toujours et partout, paralléles aux cotés
dela lame. De Ja vésulte que ces mémes formules exprime-
ront les états vibratoires de la moitié de la lame, cette moi-
tié étant encastrée & 'origine des coordonnées et libre a
son autre extrémité, pourvu que ’on donne a U'entier 7 une
valeur impaire, afin que le milieu de la lame entiére soit
un ventre de vibration. En effet, puisque la section droite,
faite en ce milieu, n'est sollicitée que par des forces élas-
tiques normales, les réactions de I’air se substitueront aux
actions supprimées, lorsque cette section deviendra libre.

. a
LCS s0ns que })Clll. p]‘Od!Hl‘(’, unc ]ZIHIC de ]ongueur ;7 €ncas-

trée par un bout, libre d I'autre, et vibrant transversale-
ment, sont done donnés par la formule

R = (2j+ 1) —=;
a \/
ils composent la série impaire 1, 3, 5,...., dont la base cst
encore 7 (20).

Considérons, dans la lame entiére, I'étal vibratoire le
plus simple, cclui dount le son est n (20), ou pour lequel
i==1.Silon fuit £ égal & &, on & un multiple de cetle du~
rée, on aura

TE Wz ., z
( % == — cosm — sinw —»
a a a
(21)

i
¢
x z
' P )__sm“—msn—-a
14 {
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pour représenter les déplacements au commencement de
chaque vibration ; d'ou 'on déduirait la forme de la Jame a
cette époque, forme qu'elle aueint ou dont clle part sans
vitesse acquise. On peut supposer que le plan des xy soit
placé A égale distance des deux faces de la lame, ou au mi-
lien de U'épaisscur; cetle supposition revient a ajouter une
constante & Parc mz, dans les formules (17), ¢e qui n’al-
1eére cn rien toutes les conclusions qui précédent. La valeur
de u (21) change de signe avec zj d’ou il suit que, daus
I'état actuel, une moitié¢ des filets, paraliéles 4 la Tongueur,
est dilatée, autre contractée. fes filets situés sur le nou-
veau plan des xy ont conservé leur longueur; ce sont au-
tant d’axes neusres. Le plus grand allongement, ou la plus

. . . c
grande contraction, a licu sur les faces z = 5= = ¢t pour
>

. . v, nE . (4
les points de Vextrémité x = a; sa valenr est —sinm —,
23 2a

- T C NETIN . . .
ou simplement — > 8 ’¢paisscur ¢ est trés-petite, compa-
a 2a

rée dla longueur a. La (leche est égale dla valear de w (21),

e

. N a
q“l COX‘X‘CSPOUd A2 —0, = —s 52 Va](‘Ul‘ cst —
a

72. Fibrations tonrnantes. — Substituons, dans I'in-
tégrale particuliére (16), le sinus de 'are mx au cosinus du
méme are, ¢t prenons Uentier £ impaivy nous aurons Jes
valeurs

\ n = m s Sinma sinms cos mtw /2,

(22) < e . 7
( o =z e cosmx cosmzeosmio N, m == (2] 4 1) =,
a

pour représenter les vibrations d’une lame rectangulaire,
libre & ses deux extrémités et pincée en son milieu. Ces
formules ayant licu quels gue soient les rapports de gran-
deur des dimensions de la lame, on peat supposer que b

est la longueur et a lalargeur, ¢ étant toujours U'épaisscur.
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Alors, si 'on fait j=1, les formules (22) reproduiront
I'éiat vibratoire que Savart appelait vibration 1ournante,
et (qui donne licu a une seule ligne nodale paralléle ala
longueur; le son correspondant est 2 (20), mais ici a re-
présente la largeur de la lame.

73. Vibrations composées. — On sait qu'unc lame de
verre, pincée en son milieu, ct que 'on frappe a 'nne de
ses extrémités, de maniére a la faive vibrer longitudinale-
ment, exdewte en méme temps des vibrations transversales,
dont I'existence se manifesie par des lignes nodales, que le
sable dessine sur les faces latérales. Ces vibradons transver-
sales sont néeessairement comprises dans les formules (22}
mais 1l faut donner alors au paramétre m une valeur telle,
gue le son soit le méme que celui des vibrations longitudi-
nales coexistantes: c'est-d-dire qu'il faudra prendre m de
telle sorte que les parameétres cirenlaives de ¢, dans les for-
munles (6) et (22), soient éganx; d’on

) . ' A 2p
9 o ; _ — {27+ )- —_— .
(23) m=(2)+ 1) = m\/E“( J "(z\/ .

Puisijue toutes les scctions droites de la lame, vibrant
transversalement, ne sont sollicitées que par des forces
¢lastiques normales, la position des sections libres, rvelati-
vement anx nocuds tracds, est tout a fait indifidrente. Le
nombre des nocuds dépend de j, et tout porte a penser que
le son qui se produit alors n’est pas le plus grave de la sé-
rie impaive 1, 3, 5,..., appartenant aux vibrations longi-
tndinales.

On voit que tous les genres de vibration connus des
lames rectangulaives trouvent leurs lois précises, et leur
explication compléte, dans une application wés-simple de
la théoric mathématique de Pélasticité, Mais cette théerie
indique en méme temps que tous les ¢lats vibratoirves, ¢tu-

dids par Pexpdrience, ne sont qu’en tigs-petit nombre,
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comparés & tous ceux qui peuvent ou doivent exister dans
les prismes ‘solides rectangles, ct qui, produisant des sur~
faces nodales intérieures, ne donnent aucune prise au phy-
sicien pour constater leur existence. 1l ne sera pas inutile
de donner ici quelques-unes des lois de ces états vibratoires
inconnus, et qui existent dans le monde moléculaire dont
nous n’apercevons encore que la surface.

T4. Etats vibratoires de la premiére classe. — Placons
le prisme rectangle comme nous I'avons fait au n° 66 de la
Lecon précédente, et adoptous les notations du n® 65. Re-
portons-nous ensuite au classement général des mouve-
ments vibratoires que nous avous faits dans la onziéme
Legon. Les états vibratoires de la premicre classe, ceux
dont la périodicité dépend de £2, sont régis par les formules
da n® 61. Pour le prisme rectangle, on peut prendre la
fonction I' égale a I'intégrale particuliére

(24)

F=—-CC'CL=-—1,
I =cosyt, U=CCUL"F,

ou le paramétre circulaire de ¢ est

i i i
(25> ;7:5l\/!’l’+ll7+1’:’ﬁﬂ ;+—h—1+—‘;:l‘ﬂ,

(i
( /f:v"lit-’ -+ 413,
d’ou Von conclut, pour «, v, w,
(26) €« =mSC'C"r, ¢v=aCSC'T, o =ICC'S"Y, 8=1/4"U,

et, pour les N, T,, n° 26, les valcurs
7 bl 3 ?

. T,
[N = (& +2um)U, —L= —nlCS'S"T,
2@
(29) /s —-— (7\ A 4 ap ) )U LT: — (mSC’'S" T,
27 2 > 2
N, = (2 A" -+ 2p 7)1, L == — mn 88T
2
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Qu’on se rappelle maintenant que S,, S, Si sont nuls, ct

que le tablcau
Ni’ TS’ T”

T.’iy N‘I, TI)
T, T., N,

(28)

donne les composantes des forces élasliques exercées sur
les ¢léments-plans respectivement perpendiculaires aux
x,y, 2.

On reconnaitra ue, lors d’un éiat vibratoire représenté
par les fonctions u, v, w (26): 1° les faces du prisme
rectangle ne sont sollicitées que par des forces élastiques
normales, puisque les composantes tangenticlles (27) ysont
nulles; 2° les molécules de la surface vibrent sur les faces
mémes, lesquelles o’ éprouvent ni déformation, ni déplace-
ment normal, puisque u = o pour x = ¢ a, v == o0 pour

© e¢nlin, la dilatation 8,

y=zxFb,w=opour z=cgc;3
quoique variable périodiquement en chaque point inté-
rieur, a des signes et des valeurs telles, dans les difié-

rentes parties, que le volume du prisme reste invariable,

b ,.-; c
/ / U dzdydz =— o.
— v - C

Ainsi, lors de tout étar vibratoire compris dans les va-

puisquc

leurs (26), le prisme rectangle ne manifeste absolument
auncune déformation extérieure, quelque grande que soit
son agitation intéricure; et si quelque fluide, gazeux on
autre, réagit sur la surface, de manicre i détruire les forees
élastiques, normales et périodiques, qui la sollicitent, le
monvement intéricur persistera.

Dans cet dtat vibraloire, le son a pour mesure 7, 0u
27
).- [-/-_: f//_v
R o —
b e
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Tous les sons analogues, & I'unisson desquels le prisme pent
vibrer, formeront autant de séries complétes qu'il peut
exister de groupes de trois nombres 7, 7/, i premiers entre
eux, si a, b, ¢ ct les carrds o, b2, ¢ sont incommensura-
“bles; le partage s¢ ferait d'une antre maniére dans chaque
genre de commensurabilité. Le son le plus grave aura licn

pouri=1"=:/" =1, et sera
Q 1 -+ I + 1
~ = - -_ —
2 e bt et

Si les dimensions 2a, 26, 2¢ du parallélipipéde étaient
trés-petites, inappréciables méme, sans que le prisme per-
dit les propric¢iés d'un corps solide, ce nombre n, le plus
betil de tous les nombres D%, atteindrait une valeur énovrme,
petitde tous ] bres T, atteindrait 1

vu la grandeur habituclle de la vitesse de propagation Q.

75. Frats vibratoires de lu sceomde classe. — Les élats
vibratoires de la seconde classe, ceux dont la périodicité
dépend de o, et qui ont Jicu sans gue fa densité change en
chaque point, sont régis par les formules du n® 62. Pour
le prisme rectangle, on peut prendre les fonctions &, 7,
égales aux intégrales particuliéres

(29) E=pCS'S'T’, v =¢8C'S"Y’/, 1= r88'C'T", T'= cosy't,

ol p, g, rsont des constantes quelcongues, et ou le para-
metre y' est

. e T
130) V= vt -t e V{T —i—F—f—T%

d’ou o conclut, pour u, v, w,

30 Vs PSCILTY, e QUSTCETY, e = RCCTSTYY, 0o,
! IJ‘)

P=ldy—nr, Q:=mr—Ilp, R=znp—mq;
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et, pour les N;, T, n° 26, les valeurs

N T
—L = PCC'C7 Y, == — ({Q ~+ nR)CS' 81,
2p ©
N, T

{32) 2, QCC'C'T, Zi=— (mR + (P} SC' 817,
2 ¢
N T
— = /IRCC'C'T, == —(nP 4+ mQ)SS'C"T".
2 I

Or, on reconnaitra que tout état vibratoire, défini par les
valeurs (31), présente les mémes propriéiés et conduit aux
mémes conclusions que celui défini par les valeurs (26) ;
propriétés et conclusions qui sont énoncées au paragraphe
précédent, avec cette diflérence qu’ici la dilatation 6 est
nulle, partout et & toute époque. Les sons correspondant a
tous les états vibratoires, compris dans les valeurs (31),
composent autant de séries que ceux compris dans les va-
leurs (26); ils ont pour expression générale

® I L
W ==/ = + =+ =
2 o? b I

Ie plus grave de tous est

B () I r I
no= - — = =
2 at b* 2

et, lors de l'extréme petitesse du parallélipipéde, ce plus
petit nombre 1’ aura encore unc énorme valear.

76. Généralisation. — Les valeurs (26) et (31) ne
s'appliquent pas sculement au parallélipipéde que nous
avons considéré : par le jeu habituel des fonctions pério-
diques, clles expriment les mouvements généraux d'un
espace indéfini dans tous les sens, divisé en concamérations
prismatiques ¢gales, qui vibreat & Punisson, ct avec des

EANE AN 2

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



178 LECONS

phases alternantes telles, qu’elles assignent le méme mouve-
ment avx molécules de leurs surfaces de séparation. Dé-
coupons, par la pensée, dans cet espace infini, un corps
dont la surface ne comprenne que des faces des prismes
élémentaires. Si ce corps est entouré d’un fluide, qui
apporte ou exerce des réactions, normales et périodiques,
sur les facettes de sa surface, toutes les concamérations
qui le composént entreront en vibrations concordantes; il
y aura antant d'états vibratoires possibles que les for-
mules (26) et (31) en peuvent représenter; ces états vibra-
toires seront de deux classes distinctes, les uns dont la
périodicité dépendra de £2, les autres de w ; pour la premiére
classe, comme pour la seconde, le volume total du corps
restera invariable. En un mot, ces deux genres de mouve-
ments sont aussi généraux 'un que I'autre, ils ont des pro-
priétés communes, et ne diflérent que par quelques points,
établissant leurs caractéres distinctifs. Ne sont-ils qu’une
preuve de plus de la fécondité de 'analyse mathématigque?
ou existent-ils réellement dans la nature? A cette question,
nous nous dispensons de répondre.
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QUATORZIEME LECON.

Equations générules de I’élasticité en ecoordonndées semi-polaires ou cylin-
driques. — Lquilibre de torsion d’un cylindre. — Kquilibre d'élasticité
d’une enveloppe cylindrique. — Vibrations des tiges.

T71. Equations de ['élasticité en coordonnées semi-po-
laires. — Lorsqu’on sc propose d’étudier par 'analyse les
elfets de P'élasticité dans les solides limités par des surfaces
courbes, les coordonnées rectilignes ordinaires se prétent
difficilement a cette étude, a cause de la complication des
équations de condition. Il est Loujours préférable d’employer
un genre de coordonnées curvilignes tel, que chaque partie
de la surface du corps soit exprimée par une valeur con-
stante de 'une de ces coordonnées. Mais alors il devient
nécessaire de transformer les équations aux ditlérences par-
tielles, qui régissent les projections du déplacement molé-
culaire, et les forces élastiques intérieures. Nous allons
donner, dans cette Lecon, un premicr exemple de cetle
transformation. I} s’agit des solides de forme cylindrique,
ou des enveloppes dont les parois sont deux cylindres droits
ayant le méme axe. Les trois systcmes de surfaces coor-
données sont alors : les eylindres concentriques, les plans
méridiens menés par I'axe, et les plans paralléles ala base.
Les coordonnées d’un point M sont : sa distance r a 'axe,
I'angle azimutal ¢ que ce rayon fait avec un plan méridien
fixe, ct la distance z du point M 4 la base du systéme cy-
lindrique.

Nous représentons par U, V, W les projections du dé-
placement de M, sur les normales aux trois surfaces coor-
données qui y passent, savoir: U sur le prolongement du
rayon r;, V sur la perpendiculaire au méridien 9, YW sur Ja

12.
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paralléle & D’axe. Les trois normales, ainsi définies, sont
orthogonales, ct figurent respectivement trois nouveaux
axes des x’,7’, z', dont lorigine est M. Nous désignons
par R, ®;, Z; les composantes, suivant les mémes nor-
males, de la force élastique exercée en M sur I'élément-plan
d’une des surfaces coordonnées, en prenant I'indice i =1,
quand I'dlément est tangent an c¢ylindrej Iindice { = 2,
quand I'élément est sur le méridien; I'indice = 3, quand
I’élément est paralléle a la base. Les composantes R;, ®;,Z;
ne sont autres que les N, T}, relatifs aux 2/, 3/, 2’5 c'est-
a-dire qu'on a

R, :NI‘ , 4. =N,, Z,= le)

(1)

]
K

4, =2, =T, Z,=R,=T,, R,=d =1

2 f 4 I Q==

Enfin, nous représentons par Ry, Py, Z, les compogsantes,.
sur les nouveaux axes, desrésultantes des forces extéricnres,
y compris les forces d'inertic — iQE, — ﬂ, — ﬂ,

de? dt* de?
sile corps se déforme, ou vibre.

Nous supposons que la base et 'axe du systéme cylin-
drique soient I'ancien plan des xy et I'ancien axe des z; que
le méridien fixe ¢ = o soit 'ancien plan des zx. D'aprés
cela, si I'on désigne, pour simplifier, cos o et sing parc et s,
on trouve facilement les cosinus des angles que font, avec
les axes des x, ¥, z, les nouvelles lignes des x/, ¥/, 2/
ces cosinus sont ¢, s, o pour x’ ou r; — s, ¢, 0 pour y';
0,0, 1 pour z’, qui est le méme quc 'ancien z. Par ces
valeurs, les formules de transformation, qui lient les an-
ciennes coordonndes x, ¥, z aux nouvelles r, ¢, z, et les
anciennes projections du déplacement uy v, w aux nou-

velles U, V, W, sont

g i o - - ¥
x==rc, y=rs, 3=3; r=\xi 3, tangg =<,
(2) | ’,

( weU— sV, ¢ — U4V,
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et la différendiation en déduit facilement

—_— =, - K = — -

dx (L)'_ Y ode » t/]—r:

gd" o dr . ([4‘9 £ {/l_? . c
(3)

=5 —— 4 - —

(
. d. s d. . cd.
ae T 1[?’ ;E Cdr rdy’

ces deux derniéres équations sont symboliques et expriment
comment les dérivées en x et y d’une fonction se transfor-
ment dans ces dérivées en r et @3 la dérivée en z reste la
méme.

Il faut distinguer, parmi les équations que nous voulons
transformer, celles qui éiablissent Iéquilibre d’un élément
du corps sous Paction des {orces élastiques, et celles qui
expriment ces forces élastiques 4 I'aide des projections du
déplacement moléculaire. Les premiéres sont essentielles et
générales, clles ont tonjours lieu, que 'homogénéité existe
ou non, et quelle que soit sa nature; les secondes n’appar-
tiennent qu'aux corps homogénes et d’élasticilé constante.
Or, au licu de trausformer les premicres par les procédés
habituels, il est plus simple d’obtenir les équations qui pro-
viendraicnt de cette transformation, en cherchant direc-
tement Péquilibre d'un élément de volume, davs le nouveau
systeme coordonné. L’élément de volume des coordonndes
semi-polaires est

) o =dr.rdy.ds.

I est compris cntre deux cylindres de rvayons r, = dr,
deux méridiens dazimuis ¢, o - g, et deux plans paral-
leles a la base, ¢levés de z, z + dz. Désignons respee-
tivement par R, R’y &, &3 7,77 les wois couples des
faces eylindriques, méridiennes ei basiques, de cet élément.
Pour exprimer son (':(lnili])rv, il faut ¢évaluer, pour les
¢galer séparément a zéro, les trois sommes X, XY, 27

des composantes, suivant les axes des @, y, =, des forces
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élastiques qui s’exercent sur les six faces, et des forces
poRy, o ®Po, pwlZy qui sollicitent la masse po.

Ces sommations n’offrent aucune difliculté, puisque 'on
connait les aires des faces, et les cosinus des angles que
‘toutes les {orces font avec les anciens axes. Dans le cours de
I'opération, quand on a obtenu les termes fournis, a I'une
des trois sommes cherchées, par la face R, ®,ou Z, on
angmente chacun d’eux de sa différentielle prise par rapport
ar, 9, ou z et I'on change le signe, ce qui donne les termes
que la face R’, @', ouZ’ fournit 4 la méme somme;
et il ne reste, aprés réduction, que les différenticlles des
premiers termes. Par exemple, parmi les termes que la
face R donne a ZXse trouve—cRyrdodsz ; le terme corres-

pondant fourni par la face R’ est ¢ <R1I —+ —r— [r> do dz,

. dR, , X .
et il ne reste que ¢ <7—dE -+ Rl> drdgdz. De méme, parmi
-

les termes que la face @ donne 4 la méme somme ZX, se
trouve +- s Py drdz; le terme correspondant fourni par la

' I,
face ¢ est — (sq) ‘—---— (lgo\) drdz, et il ne reste que
dy

_ ( LI c%) drda.
(l:y

Des trois équations obtenues, en égalant & zéro les trois
sommes trouvées que lon divise par » (4}, les deux pre-
miéres contiennent & la fois pRy et p®y; on en déduit faci-

lement deux aulres équations ou ces termes sont isolés, et,
distrayant les forces d’inertie, on a définitivement

AT 1 d R, AR, R, — @, d*U
[ 2 T T L R
\ dr rode Loz r pRe==p drt’
~ 1, 1 dd, D, 0, ~- I‘\, AV
J / A —_— e e —— 4 -
() dr 7oty l s - r mph=p e
o7, N L(/Z, N //f:_. " 7 L PEALY
v s N"“J tli T a0 —l_/I_'-'
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Ces rois équations, dans lesquelles
(6) O =Z,,, Z,=TR,, R.= 9,

d’aprés les valeurs (1), ou par Pannulation des moments,
sont les équations générales de D'élasticité, exprimées en
coordonnées semi-polaires, ou cylindriques.
On y remarquera la présence des termes
R —a, @, + R, Z,

? 9 -
r r r

ot les forces élastiques entrent intégralement; ce qui tient
dla forme de I'élément w, lequel n’est pas un parallélipipéde
rectangle : car les faces R et R sont réellement inégales, et
les normales aux deux faces ¢ ¢t @/ ne sont pas réellement
paralléles. Ces différences essenticlles se traduisent, en ana-
lyse, par la présence des facteurs r, ¢ ou s sous les signes
de la diflérentiellc en 7 et 9, que Pon ajoute a chaque terme
fourni, lors des sommations indiquées, par la face R, @,
ou Z, pour obtenir le terme correspondant, donné par la

face R/, ¢/, onZ'.

78. Formules relatives aux cylindres homogénes d’é-
lasticité constante. — Il faut avoir recours aux procédés
habiwels de transformation pour obtenir les composan-
tes R,, 9, Z;, exprimées par les dérivéesen 7, 0, z des fonc-
tions U, V, W. A 'aide des relations (2) et (3), on obtient

d {0, ) . e g e .
les m en {onctions linéaires des nouvelles dérivées.
Ces valeurs, substitudes dans les formules (1), n® 26, qui
appartiennent aux solides homogénes et d’élasticité con-
stante, donnent les N;, T, Fnfin, les relations (r1), n° 18,
ot 'on substitue les cosinus évaluds au n® 77, conduisent
aux N, I (1), on aux R;, @, Z; que 'on cherche. Cette
opération est abrégée par U'introduction des sinus et cosinus
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de I'arc 2, et par des artifices de calcul faciles 4 imaginer;
clle conduit aux valeurs

1 drU 1 dV AW
0—=-"" + =

T odr ;7(; dz
:::7\0+2{1.d——7 lb,:zzzy.<ﬂ+ldvv>:
dr dz rodo
(7) B U 1dV . dW  dU
q’:—-)\eﬁZ}L(—rT;E)’ ZI_ 3:{1(_[[,—_—*—7[;)7
Z},:‘:)\G—i‘ZFL{—%V-s Rgsw‘:l;(;% (7[; .‘;7),

et constate encore une fois les relations (6).

Lorsque 1'on substitue les valeurs (7) dans les équa-
tions (5), celles-ci perdent de leur généralité, et ne sont
plus applicables qu’aux solides homogénes et d’élasticité
constante. On peat alors les mettre sous la forme

d0 1dl {afl 'U
()-—!—‘Zy.)——.—l- B <'—(—-—( d) +PB°:{J£(Z_Z;,

dr rodg oz
8) /(n+ 1d6 e AT ey 4V
rde B T T T 50, —
{ ( 2!*), zl?—*‘w ((/z (lr) pho=p -
8 1 dryy L dA I
(A 2p)— H(7——(1’r ",—’[J>+{JZ\,_,(,W,
en posant, pour simplifier,
dV 1 dW o
—(E’ r d? T oaMs
‘) Ydw dU "
¢ ; _4U _
Y dr ol o5
1 dU 7A"% ‘N 1
r 7]; s T 2 =

Les formules différienticlles (3) établissent sans peine que le
768 ?.

. C e . . d?,
paramétrediflérentiel dusecond ordre A%u — + —; + —1
dxt dy? dz*
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est exprimé par

(10) A? dr. v, 13 R,
10 fmI ——— o e e ——

dr: rodr rdy? dz?
en coordonnées semi-polaires. Dans le cas général adopté,
n° 26, la composante des forces extéricures, suivant une
direction donnée, est la dérivée, prise dans cetle direction
méme, d'une fonction I¥ dont le A® est nul, en sorte que
I'on a
ar 1 dF Al

Z

(1) vEg W= L=

|
s

et puisque A°L = o, il s’ensuit

. 1 drR, 1 dd, d7.,
(12) - == —— =0,
roodr rodo 784

D’apres cette relation (12), si 'on ajoute Ies trois ¢qua-
tions (8), aprés les avoir respectivement multipliées par
des facteurs tels, puis différentices de telle maniére, que

. 5
le sccond membre de la somme soit Tk O ayant Ja va-

leur (7), on retrouve, en renversant,

(13} {/—[} = Q* A,
ce qui devait ¢élre, puisque cette équation exprime une
propriété géném}e de Ja {fonction 0, Compiétcmcnt indépen-
dantedu systéme de coordonnées que 'on emploie. On wrou-
vera facilement quels termes particuliors Uy, Vi, %W, doi-
vent entrer dans Jes valeurs intégrales des U, V, W, pour
faire disparaitre des équations (8) les termes en Ry, By, Zy
et Fon pourra faive abstraction de ces forees exidricares
quand il s’agira d'étudicr les cffets de Pélasticité provenant

3 3
Qautres causes, n™ 26 eL 28,
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Telles sont les équations et les formules de V'élasticité,
transformées en coordonnées semi-polaires, et directement
applicables aux solides de forme eylindrique. Elles n’étaient
pas précisément nécessaires aux questions trés-simples et
en petit nombre que nous allons traiter; quelques trans-
formations particuliéres et faciles eussent sufli. Mais nous
avons pensé qu’il était utile d’établir ces nouvelles équations
dans toute lenr géndralité, pour faciliter des recherches plus
difficiles, olt leur emploi serait indispensable. Quelquefois,
dans les travaux de Physique mathématique, on abandonne
uncidée accessoire et qui mériterait d’étre poursuivie, parce
que on n’a pas & sa disposition les relations analytiques
nécessaires, et que leur recherche, exigeant trop de temps,
ferait perdre de vue I'idée principale. Clest alors que 'im-
patience peut conduire & Perreur : si, pour aller plus vite,
on considére D’élément des coordonnées semi-polaires
comme un para]]e’lipipéde rectangle, et si, se fondant sur
unc analyse spécieuse, on évalue les R;, ®;, Z; au moyen
des N;,T;, en y remplacant simplement les (—i—(u—’—‘]f—'p)

e d(z,y,z)
par les &%» on a ainsi, et rapidement, des for-
mules fausses.

79, E'quilz'brc de torsion d’un cylindre. — Considé-
rons 'équilibre d’'élasticité d'une tige cylindrique, verticale
et tordue. Nous supposerons que la tige soit fixée & son
extrémité supérieure, prise pour la base, que son axe ver-
tical soit dirigé de haut en bas et que la torsion ait lien de
droite 4 gauche. On peut prendre pour les projections du
déplacement
(14) U=o0, V=arz, W=o;

Ia constante o représente Pangle de torsion ni I'angle o,
ni le temps ¢ Wentrent dans ces valeurs; on fait abstraction
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des Ry, @, Zy; les formules (7) donnent

N\ =R, —o, N,==d,-=0, N, ==Z;=—o0,

(15) T1 f— (]>3:Z.1:[1.f/_l':: T,
’
, —=Z,—=R,=o,
Tl;s == ._1:<[',::lo;

ct les équations (5 ) sont vérifiées. Ainsi, toutes les surlaces
cylindriques intérieures, et aussi la surface de la tige, ne
sont sollicitées par aucune force élastique; les faces méri-
diennes et basiques de tout élément de volume » sont solli-
citées par des forces élastiques tangentielles, dirigées paral-
lélement a 1’axe pour les premiéres, suivant la tangente au
cylindre 7 pour les secondes.

L’équation (r2) dun® 22 se réduita A* —"T*A =o;les
trois foreces élastiques principales sont donc 0, — T, 4T}
on obtient leurs directions cn substituant successivement
T’ (15) dans les équations (1o0) du
n® 22, ct rapportant les cosinus m, 2, p aux lignes

ces valeurs avec les N,

x'y y'y 2!, définies plus haut, n® 77. La valeur A =o
donne p =0, n=0, m =1, ou la direction de r; c'est-
a-dire que toutes les forces élastiques sont dirigées dans un
méme plan, tangent au cylindre 7. La valeur A =—T
donne 7+ p==o0, c'est-a-dire que 1l'élément-plan sur
lvq'uel s'exerce la pression normale — 1" a pour équation
' — &' = o, passe parle rayon r, et s’éléve dans le sens du
dcplacemcut V, sur unangle de 45 degrés avec 'horizon. La

valeur A = + T donne n —p = o, ¢’est-a-dire que 'élé-
ment-plan sur leqﬁcl s’cxerce la traction normale 4T a
pour équalion y’ —+ z'==o0, passe par le rayon r, ct s’a-
baisse sous un angle de 45 degrés avec I'horizon.

Dans le cas actuel, la relation (6), n® 32, qui constitve
le théoréme de Clapeyron, conduit d'une maniére trés-
simple a la valeur de 'angle de torsion «. En eflet, le
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premicr membre de cetic relation est, ici, T ra onalM,
M étant le moment total des efforts qui ont produit la tor-
sion; le second membre est

”~
jff(x-:w—E) rdrde dz.
P.

Iei, F est nul, et G se réduit & —p*a®r?; Uintégrale
devient

,Lu”fffr“rlrdigdz;

étendue & toute la tige dont la longueur cst / et le rayon R,

clle donne
R1
pate— 2w, L.

4

La relation citée se réduit donc i
2 M
= e
mp R4
valeur qui reproduit les lois connues de Pangle de torsion.

80). E(]/u'li'/»re d’élasticité d'une enveloppe cylindrigue.
— Nous allons é¢tudier maintenant I'équilibre d’élasticité
d’une enveloppe solide eylindrique, dont la paroi intérieure,
de rayon R, soit soumise & unc pression constante — P, et
dont ka paroi extérieure, de rayon R’, soit soumise & une
autre pression — P/ Nous supposerons P plus grand que 17,
et tellement que RPP — NP soit positif. Le cylindre
est fermé par des fonds, plals ou courbes, soumis aux
mdénes pressions, ct ajustds de telle sorte, que 'enveloppe
cylindrique éprouve unce traction 17 parallele a I'axe, et de
méme intensité sur toute I'élendue d'une section droite

anmulaire; cette condition drablit) équation

(7R —aR) Pz PP — P2 B3,
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d’ou
R:P — R2p’
(16) ¥ = —L——T—l — .
R — R

Dans ces circonstances, V=0, Uet W sont indépendants

de o et de ¢35 dece que les composantes tangentielles des for-
i j : 5

ces élastiques sont essentiellement nulles sur les parois, il

suit que U est indépendant de z, et W de . Les valeurs (7)
deviennent

/ v W
lh:().—{—z‘u.)(—[——&—‘)\( +° )

dr r “dz
(17) S, — I_J, - (‘ {Z\V
) | (— (l—r—:zu)r -+ A r//' 7
) 1A% U U
Z,=( + 21*){(1~ +* (5217 + T)’

Oy —=2Zy,—o0, Z,—=Ry=—0o, R,=—¢ ==o.

Enfin, des équations (5), ou l'on fait abstraction des
Ro, ®,, Z,, la seconde estidentique; la troisiéme donne

dZ, d*W
e =0, ou le’ =0,
d’on
(18) W = cz;
la premiérce devient
([Rl RI —
LT,
dr r
ct, par les valeurs (17), scréduit a
d*U 1dU LU
drr (lr_;‘_‘—«o’
d’ot
{
(19) U:ar—i—:;
5

¢, a, b sonlirois vonslantes.
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Les formes nécessaires des fonctions W (18) et U (1g)
étant maintenant connues, les forces élastiqunes principales
(r7) et la dilatation 6 sont

b
\R,::z().—{—y.)a—zp.,—.;_p),c

20 < b
(z0) (qwzw-z(k—pp)a-i—-zy;-b—).c,

Zy= () 4+2p)c+2da, O=—2a-+ec,

Or, Z;doit étre égal AT, R, doit devenir — P pour r = R,
et— P’ pour r =R’y ce qui établitentre a, b, ¢ les trois

équatlions

R:P— R P/
(l—f-zy.)c-}—zka:w,

2pb
2+ pla——— +de=—=—DP,

R.

. amb
2+ pla— g +le=— P,

qui donnent facilement

_ RREH(P—P)

p—= AP
2p(R'?— R?)

(’),l) 2= ¢ T e ! R.P.__Rip,
3% +2p R'*—R*

h 3 RP— ReP

/L A
\ 3X+2p RIIR

d’ou V'on conclut que 'enveloppe est uniformément dilatée
dans toule son étendue. Avec ces valeurs (21), @, devient

R*P — R'*P'  RR'*(P—P).
RTZRY T A(RF-RY

< 9 =2

¢'est-a-dire que la section méridienne ou diamétrale de
Uenveloppe déprouve unc iraction normale, variable, et
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dont le maximum, qui a lieu vers la paroi intérieure,
est
R'P —R"”P 4 R"* (P — P')

R’Z — RZ '

('),2) A=

Si Yon donne a A la valeur limite que la traction maxima
ne saurait dépasser, sans faire craindre une altération per-
manente, la relation (22) conduit a

(23) E:\/E S

R Ava2p—p~ . 2p_p'
A+ P
!

pour la moindre valeur que l’on puisse donner au rapport 7

Cette valeur indique que, sila pression intérieure égale ou
surpasse la limite A augmentée du double de la pression
extérieure, 'enveloppe s’altérera inévitablement. Posons

Pp—p

(24) R/:R<I+C), ;{T[T-—

eR donnera I'épaisseur de l'enveloppe; dans la pratique,
P— P est la pression effective, ctson rapporte a A + P
est ordinairement une trés-petite fraction; alors I'équa-
tion (23 ) se réduit a

t+e=(1—2e) "=+,
ou bien

{25) e =«

formule d’une simplicité extréme, et certainement plus
exacte que toutes les formules empiriques employées dans
des circonstances analogues.

Dans un ancien travail déja cité, n® 68, se trouve la solu-
tion d’'un probléme général, qui consiste a déterminer I'é-
quilibre intérieur d'une enveloppe cylindrique indéfinie,
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lorsque les deux parois sont soumises & des forces données,
variables d'un point a I'autre de ces surfaces. Nous ne re-
produisons pas ici cette solution, encore trop compliquée.
D’ailleurs nous avons pour but, non de donner un traité
complet, mais de montrer, par des exemples simples et va-
rids, 1'utilité et Pimportance de Ja théorie mathématique
de Pélasticiié.

81. Fibrations longitudinales d'une tige cylindrigue.
— Quelques mots maintenant sur les éiats vibratoires des
solides de forme cylindrique; ils sont régis par les équa-
tions (8), ou lon fait abstraction des Ry, ¥y, Z,, ct on

: A42p 7 . R ..
Pon remplace —2# et £ par Q2 et w?. D'aprés la théorie
It ¥ 1

donnée dans notre onziéme Lecon, ces états vibratoires
composent deux classes distinctes : pour ceux de la pre-
miére classe, les termes en w? disparaissent des équations
générales, les fonctions <&, Wb, I' (g) sont done nulles, ou
bienl'on a

dVr AW  dW AU  dU_ dVr

26 - = [ —_—
(26) dz do ’ ar iz’ do dr

puis, par intégration et par substitution,

1F {F {F
‘ ;::(——, V:l;y "V:L,
(27) ) dr rdyg dz
27
( b=aF, TL_ g
- et T )

Pour les états vibratoires de la seconde classe, les termes
en £2* s’annulent dans les équations (8), transformées
comme il est dit plus haut, etl’on a

1 dUr 1 dV oW
0=~ —— = =0

rodr rdy dz

Les vibrations longitudinales que Pon fait naiue dans
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une tige cylindrique, en la pincant au milicu, ct la frottant
parallélement & la longueur, appartiennent ala premiére
classe. Le déplacement étant parallele a Taxe, U=o,
V=0, et W existe seul; la fonction F (27) est donc indé-
pendante de r et de 95 W ne contient que z, t, et doit
vérifier I’équation

d*wW d*W

=02 ——

dt? T ode )

les composantes tangenticlles (7) Py =2Z,, Z; =Ry, R, =P,
sont nulles d’clles-mémes ct partout. Si @ cst la longueur
de la tige, dontunc extrémité esti 'origine, les vibrations
dont il s’agit sont représentées par I'équation

. 5 . at
W =cos(2j -+ 1),-:;(.05(2]-1— 1) " —

comme les vibrations longitudinales de la lame rectangu-
laire, n® 70, et I'on est conduit aux mémes conclusions,

82, Vibrations tournantes et silencicuses. — Un état

vibratoire de la seconde classe alicu quand V existe seul et

. ! dV ..

ne varie pas avec o3 alors U=o0, W =0, ——===0, d'ou
de

6 = o. Les composantes tangenticlles Z, = R, sont nulles
d’clles-mémes; il en est de méme de By = &, si (z[TY = ‘77
ou si I'on prend V =1f, f nc contenant que z, ¢ ct satis-
faisant & 'équation

&f  dif

. — s
dt? ozt

pour lacompléte vérification des équations générales. 1i faut
: dv . ,
en outre que la composante Py = p —— soit nullcaux extré-
(494

2¢ EpIT. 13
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A . s . .
mités, si elles sont libres; c’est ce qui aura licu si Pon
prend

.= . Wl
V=—xrcosim—cosim—,
[{1 [

valeur qui remplit d’ailleurs toutes les antres conditions.
Les composantes normales Ry, @4, Z; élant nulles, ce genre
de mouvement vibratoire s’établit sans quela sm"fa’ce totale
du cylindre soit sollicitée par aucune force élastique, ni
tangenticlle, ni normale; de plus, les moléeules de cette
surface vibrent sans eun sortir, ct le cylindre n'éprouve au-
cune déformation périodique. 11 scrait diflicile d'imaginer
un état vibratoire plus silencieux et plus impereeptible.
Les expériences sur le pendule, faites au Panthéon par
M. Foucault, ont constaté un mouvement de cette nature,
par les oscillations tournantes de la boule sphiérique atta-
chiée au long fil pendulaire.
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QUINZIEME LECON.

Equations générales de 1'dlasticité en coordonnées polaires ou sphériques.—
Enveloppe sphérique vibrante.— Vibrations des timbres hémisphériques.

83. Equations de Uélasticité en coordonndes polaires
ou sphériques. — Les corps solides terminds par des sur-
faces sphériques offrent plusicurs applications importantes
de la théorie de 'élasticité, que nous allons exposer dans
cette Legon et la suivante. Il est done néceessaire de trans-
former encore une fois les équations générales, pour les
exprimer cn coordonndes polaires ou sphériques. Les nou-
velles surfaces conjugudes sont : les sphéres concentriques,
les cones d'égale latitude et les plans méridiens; les nou-

_velles coordonudes d'un point M sont: la distance r an
centre du systémne, la lattude ¢ ou Pangle que la ligne »
fait avec le plan de I'équatcur, la longitude ¢ ou I'angle
azimutal que le méridien de M fait avee un autre méridien
fixe.

Nous représentons par U, V, W les projections du dé-
placement de M, sur les normales aux surfaces coordon-
nées (ui y passent, savoir: U sur le prolongement de r, V
sur la tangente a la méridiennc et vers le pole, W sur la
tangenlte au paralléle du cdté opposé au méridien fixe. Les

trois normales, ainsi définics, sont orthogonales, et figurent
!

dont l'origine est en M. Nous désignons par R;, @;, ¥,

les composantes, suivant les mémes normales, de la force

élastique exercée en M sur I'élément-plan d'une des surfaces
13.

. . .1 /
respectivement Lrois nouveaux axces I'Ccnllgues des x',.) 3
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coordonnées; en prenant l'indice / =1, quand 'élément est
tangent & la sphére; Vindice 7 = 2, quand I'élément est tan-
gent au codne de latitude; 'indice /=3, quand V'élément
est sur le méridien. Les composantes R;, @;, ¥, ne sont
autres que les N, T, relatifs aux 'y y/, z"; c’est-a-dire
que 'on a

P N =N, ‘VJ:NIM
¢, =¥,=T,, ¥, =R,=T,, R,=d, =

(1)

7
3

Enfin, nous représentons par Ry, P, ¥  les composantes,
sur les nouveauxaxes, de la résultante des forces extéricures,
y compris les forces d'inertie — ﬂ, — ﬂ; — ﬂv
de? de? de?
si le corps se déforme ou vibre.

Nous supposons que le plan de I'équatcur et 1a ligne des
poles du systeme sphérique soient ancien plan des xy et
I'ancien axedes z, le méridien fixe = o étant P’ancien plan
des zx. D’aprés cela, si 'on désigne, pour simplifier, cosg
et sing par cets, cosy et siny par ¢’ ets’, on trouve facile-
ment les cosinus des angles que font avec les axes des x,
¥, 2, lesnouvclles lignes des ', 7, 2’5 ces cosinus sont ¢c’,
cs', s pour x', — s¢’, — ss', ¢ pour y',-s,-c, o pour z’.
Par ces valeurs, les formules de transformation qui lient
les anciennes coordonndes x, y, z aux nouvelles r, 4, §, et
les ancienncs projections du déplacement w, v, w aux nou-

velles U, V, W, sont

1S

~

=
~

e e —
, yrores’y zooos,

— z x
re=yat4eytoe 3, langy s ———eooy  tangd =,
\ V’L‘z "*1*)’1 Z

2
{2) ' U—sc'V—3s'W,
o= cs'U—s5s'V ' W,

\ w_=s5U+cV,
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et la différentiation en déduit facilement

' dr , dr , dr
—_— = — I 8 - =
dr ¢ dy e oz 5
(l(]a . s’ (/cf o ss! ,[,? . C
de 7 dy T 7w
b s! dd c’ di
—— Il e —_— 1T — 1 0,
3 dx re dy e dz
(3) o ,d. s¢’ d. s d
— e — e —
dx dr rode re dd ’
78 , . ss' . ¢! d.
— == e —— — - ——
dy dr r de re dy
d. . cd.
i —— T —— = —
i oz dr rdo

Ces trois derniéves équations sont symboliques et expriment
comment les dérivées en x, y, z d'une fonction se trans-
forment dans ses dérivées en 7, @, ¢.

Pour obtenir les équations géuérales de U'clasticité, ex-
primées par les dérivées des R;, @;, ¥;, il cst préférable
d’établir directement I'équilibre d’un élément de volume
dans le¢ nouveau systéme coordonné. L’élément de volume
des coordonndes pc.)laires est

(4) w=dr.rdp.redy;

il est compris entre deux sphéres de rayons r, r 4 dr, deux
coues de latitudes ¢, ¢ + dv, et deux méridiens de lon-
gitudes ¢, Y 4+~ d. Désignons respectivement par R et R,
D et P, ¥ et ¥ les trois couples des faces sphériques,
coniques et méridiennes, de cct élément. Pour exprimer
son ¢quilibre, il faut évaluer, pour les égaler a zéro, les
trois sommes %X, XY, ZZ des composantes, suivant les
axes des x, y, z des forces élastiques qui s’exercent sur
les six faces, et des forces poR}y, cw®,, po¥,, qui sol-
licitent la masse 0. Ces sommations sont faciles, puisque
Pon conuait les aires des faces ct les cosinus des angles
que toutes les faces font avee les anciens axes. Quand on
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a obtenu les termes fournis & I'ume des trois sommes
cherchées par la face R, ® ou ¥, on augmente chacun
d’eux de sa différentielle prise par rapport a r, ¢ ou ¢, et
I'on change le signe, ce qui donne les termes que la face
R/, @' ou ¥’ fournit a la méme somme; et il ne reste, aprés
réduction, que les ditlérenticelles des premiers termes.

Les trois équations obtenucs, en dgalant & zéro les trois
sommes trouvées que 'on divise par @ (4), contiecnnent a la
fois o Ro3y pPy et p¥o 5 on en déduit facilement trois autres
équations on ces termes sont isolés, et, distrayaut les forces
d'inertic, on a définitivement

AR, | 1 deBy | 1 dRy | 2R bWy L AU
dr " ore dy redd r t Yot
5
‘ b, 1o, L1 ddy 2(1,'+R2_[_;w3 o d*V
R R b A
d W, Idev, 1 dY¥, 2T+ Ry — 2 - AW
O Twdy Treday T T e

v

ces trois équations, dans lesquelles on a

(6) by =¥;, ¥, =R,, R,=d,

d’apres les valeurs (1), ou par I'annulation des sommes des
moments, sont les équations géndrales de I'élasticitéd, ex-
primées en coordonndes polaires ou sphériques.

On remarquera, dans ces équations, les termes

$ s
29, - R, + ;‘I’J 2%, + R; — p; Py

2R, — by — Ty
- I ’ r ’ I ’
ou les B, &, ¥, entrent intégralement, et aussi la pré-
sence du facteur ¢ sous le signe des différentiations par
rapporta ¢; ce qui tient & ce que 1'élément » n'est pas un
parallélipipéde rectangle: car, ni ses faces sphériques R, R,
ni scs faces coniques @, ¢/ ne sont dgales, ct, de plas,
les normales A ses faces méridiennes ne sont pas paralléles.
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Ces indgalités se traduisent, en analyse, par la présence
des factears r*, ¢ ou s, ¢’ ou s, sous le signe de la dif-
férentielle en 7, ¢, ¢, que Ton ajoute & chaque terme
fourni, lors des sommations indiquées, par la face R,
® ou ¥, pour obtenir le terme correspondant donné par

la face B/, @' ou ¥'.

84. Formules relatives aux sphéres homogénes d’é-
lasticité constante. — 11 faut avoir recours aux procé-
dés habituels de transformation pour obtenir les R,
¢, ¥, exprimées par les dérivées en r, 0, ¢ des fonc-
tons U, V, W. A I'aide des relations (2) et (3), on obtient
les dlu e, ) en fonctions lindaires des nouvelles dérivées.

d(x,y,:z)

On subsiitue ces valeurs dans les formules (1), n® 26, qui
apparticnnent exclusivement aux solides homogénes d’é-
lasticité constante, ce qui donne les N;, T;. Eufin, les
relations (11) du n® 18, ot l'on substitue les cosinus éva-
lués au n° 84, conduisentaux Nj, T (1) ouwauxRR;, &, ¥,
Cette opération, néecssairement longue, est facilitée par
Pintroduction des sinus et cosinus des aves 29 et 245 clle
conduit aux formules

! 1 1 deV 1 AW
- — - -+

nodr e do re '(H’

. dU .
R,::AO—}—?,[J.TE"‘N”
o =20 +2p( 2+ LN
p =0 2p{ 2 o) =N,

(7) Py M ap I—J-~'iy-+i"w == N
7 \ r er rcd b 3?2

RN AV 1dW s W ,
3 — i 5 re (l\{) .-"—"l—[;“l‘;—;.— "Tl’
dW W 14U
o= pa — L T et
i -«RJ'” o ( oy r e (ZIJ) -1 2
' {1 vV
i R-_.:‘(b":_,‘ . .E_f_.__ __L__ . Y_ L'JT,..
\ rody dr 7 5
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Enfin, par la substitution de ces valeurs dans les équa-
tions (5), qui perdent alors leur grande généralité, on
obtient cclles-ci : .

‘/ ) .2{10 dr o, g ‘R U -
(A +apjerim +p do AV +F¢’< v )70

5 dr dy
d9 dA, dr A
8)] (M4 op) e o2 - (g — )=
\8) ( +r’tu‘) cd? +[J‘<d’7" {/,.> +pc7‘((lﬂ {/l'> 07
3 1 d0 vy d A, . i "l’ AW
(> 2.“);@ —+p T dg) T ( e ey

en posant, pour simplificr,

S fdrV dreW
‘r'-'_ oy \7/?> = b

¢
1 [ dreW (IU>
P — p—
(9) c ( dr Y] LB
Al drv B
\ ~ )T

Si 'on ajoute les trois équations (8), aprés les avoir difté-
rentiées, la premiére en 7, la scconde en o, la woisi¢me
en ¢, on élimine les o, W, T'; ce qui fait disparaitre aussi
les forces extérieures Ry, Po, ¥y, quand elles sont, comme
on le suppose, les dérivies

__dF, N _ L dF, 1 dF,
= NTI W=

d'une méme fonction Iy, vérifiant Péquation AT, = o.
On obtient ainsi I'équation

dr’ﬁ « 49
A0 hH4-2p|  drox C;E 1 420
Ede = T dr Tt g do ‘*";3(7;—-, ’
qui doit sc réduire a
d*0
T =,
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puisque cette équation fondamentale, qui régitla fonction 8,
ou la dilatation, est nécessairement indépendante du sys-
téme des coordonnées,

. 83. Enveloppe sphériqgue vibrante. — Telles sout les
équations et les formules de 1'élasticité, transformées en
coordonuées polaires, et directement applicables aux
sphéres solides et aux enveloppes sphériques. Nous consi-
dérerons d'abord les vibrations. D’aprés la théorie donnée
dans notre onzietme Lecon, ces vibrations sont régies par
les équations (8), ot, faisant abstraction des Ry, @y, ¥y,
on remplace 2+ 2p par pQ2, wppar g0’y elles se parta-
gent en deux classes distinctes. Pour les vibrations de la
premiére classe, que nous éiudicrons scules, Jes termes
en o? disparaissent, les fonctions &, ¥, I' (g) sont nulles,
etl'on a

drV dre W dreW dU dl darV
(10) —d—‘;}‘i_m—g 7_4—“]‘_‘!}’ —17?—-:7

d’ott 'on conelut, I¥ étant une nouvelle fonction,

/T » o
I V. 1 AL ‘V__Irll

= VUi Ve way
(r1) 4 dF dF
dr* — de — .
1 dr I do 1 Jd*F ATF
= —— — - —— —— 5
rt dr r‘c dy et dd® ’

car les formules différentielles (3) montrent sans peine que
le parameéure différentiel du scecond ordre A%, ou

d*. +rl’. . dn
dat  dy® T az)’

transformé en coordonndes polaires, prend la forme

-

RS

3

—

AL
-

(12) A= =\ —— = —
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Par les valenrs (11), les trois équations générales s rédui-
sent A celles-ci :

(13) £ — a2 =—o'aF.

Ainsi les mouvements vibratoives de la premicre classe,
dans un systéme sphérique, sont représentds par les dépla-
cements U, V, W (11}, dans lesquels I est une fouction
qui vérifie I'équation (13).

Proposons-nous de trouver ceux de ces mouvements vi-
bratoires qui peuvent s'établir dans une enveloppe solide,
comprise entre deux sphéres concentriques de rayons 7o
ct 1y, lesquelles sont en contact avee des fluides ¢ni ne pen-
vent cxercer sur elles que des pressions normales. Les va-
leurs (r:) transforment les composantes tangentielles @y,

¥, (7) de Ja maniére sutvante :

AR F\
1 ;l ]—; (/\’J [[/‘ . o /.

puisque ces deux composantes tangenticlles doivent éure
nulles sur les parois, ct cela, quels que soient ¢ ct g, la
fonction Fdevra éure telle, que

‘4‘

dF
;7; = ;‘ 1)0“[' FITry, et P()l“' roor.

15)
fl s’agit donc de trouver des intégrales particulicres de 1'6-
quation (13) qui remplissent cette double condition (15),
¢t ces intégrales reprdsenteront antant d'élats vibratoires
possibles de Penveloppe sphiérique.

Nous donneronsd’abord uucautre forme al'éguation (13).
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Si I'on prend pour une nouvelle variable o le sinus s de la
latitude, d’ott

sz, o=t — 2R
(16} 1. .

lo—doy, ——:=——
i e C([{? dz’

le A® (12) s'éeriva de cette maniére :

/ Ld. .
2 d WA T
(Ii) T odrt Crdr g da C— ’

C’est la forme adoptée dans la théorie analytique de la cha-
leur, ct dans celle de Yatwaction des sphéroides, on sc
trouvent résolus les divers problémes d’analyse qui se pré-
sentent ici, et dontl nous nous coutenterons d'énoncer les
solutions.

L’¢quationauxdiflérences particlles (13), ou, d’aprés (17),
celle-ci :

dF d*F

A F Add2F 2 dF 1 dl\[—’/‘-)dv_ dLe
—_— = O* - d .
de*?

(18) AL N [ R N 15

dr 7rodr r: da 1— o
est vérifide par le produit
(r9) F=& %7,

Al ,.IQ . f\ . l R ] - '~{‘ M \ 1!: .
ou & est une fonction de & scul, qui satisiail a lequation
différenticlle

{20) —— -2 Q'Y = o,

ou % est une fonction de ¢ ct de ¢, vérifiant I'équation aux
dillérences particlles

d X I7EINS
d (1 —a’) -
du o -b* -
(21) + - n(n 1) )0 =0
da 11— z
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enfin, ot R est une fonction der senl, qui satisfait a 'équa-
tion différenticlle

2
(22) AR 2d&R n(n—+ ):l Ao

NI [ S AR A
dr? rodr 1 rt

n ecst un entier quelconque, ¢ un paramétre arbitraire,
On s’assure aisément que le produit (1g), substitué a F,
rend Véquation (18) identique quand on ¢limine les déri-
vées 4 I'aide des équations (20), (21), (22). L'intdgrale
générale de Uéquation différenticlle (20) est

(=23) F-=Hecos(qge) - W sin (g Q¢),

H, H’ élant deux counstantes arbitraires.

La fonction 9% nedoit devenirin{inic pour aucune valeur
de ¢ ctde ¢5 elle doit conserver la méme valeur quand
Parc ¢ augmente d’une ou de plusicurs circonférences; de

plus, la variable ¢ doit en disparaitre quand ¢ = == Z, ou
2

quand o= 1. Ces propriétés sont essentielles pour que 9%
oule produit (1g) puisse représenter la loi d'un phénoméne
dans un systéme sphérique complet; clles exigent que n
soit un nombre entier, ct réduisent 'intégrale générale de
Iéquation (21) a la formule suivante :
’ 3w =P (g, cosnd -4 by, sinnd)
How =P {a.cosny - b,sinrd)
-+ Pf.l) [~ cos(n — 1)+ Dy sin (7 — 1)y]
—+ Pfl"') [ty cOS{0 — 2) P =+ by sin{n— 2}9)]

2

(24) -+ Pf‘“) [au—scos(n — 3)b ~- b,_ssin(7— 3)¥]

4+ PY (g, cos2p -+ bysin2§)

n

+ P (@, cosd + bysing) -~ P au;
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dans laquelle les P représentent, pour simplifier, les fone-
tions de o que voici :

n n—1
2

P(O):(1~—a.")'7 PV = (11— ? L,

n N

P n{n—u} (,_"—2-1_3(”_—1)(: 2)(n—3)
n 2(2n—1) 2.4 (2n—1){2n— 3)

ctoules 2722 41 coellicients «;, b; sont des constantes arbi-
traires.
L’équation différenticlle (21) est vérifiée par la valeur

R=—=m ==r‘u,

(25) >

3
ol w, = / cos (grsina ) cos™+' xdx.
< Q

L'intégrale définie m, s'obtient sans difficulté par les pro-
cédés ordinaires du calceul infinitésimaly on trouve

sin qr 2 . \
Wy TE =3 @, == —-— (singr — grcosqr),
qr g -
: 2n (22— 1) an(on—2)
(26) W= (/T‘ o -‘—(]7—,—;—— W2y
2.3.4 ( qiry
o= ——— | |t — =~ ) singr— qreosgr|s«---
d e L\ 3 q T ¢

Nous dédsignerons, pour abréger, par m/, m” les deux pre-
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miéres dcrivées de la fonction me (25), qui, vérifiant I’équa-
tion (22}, donne

rim¥ - arm' 4= [gPrt— n(n +1)]Jm = o.

(27)

Ou sait que, m etam une intégrale particuliére

tion (22), I’imégl‘ale générale est (C -+ Bfﬁ) m, ot C

et B sont deux constantes arbitraires; nous prendrons

de I'équa-

r /
(28) R=(r~BS)m, ol § :::/ ,—-”
) //l'

en faisant C == 1, ce qui ne diminuera en rien la généralité
du produit (19), 4 causc des constantes arbitraires qui
entrent déjia dans les autres facteurs ¥ et 90,

Pour que le produit (19) satisfasse & la double condi-

tion (15), il faut etil suflit que Pon alt

(20) dR R ot

2 —— - pour r=u our 7=y
9. dr r ! ‘7 l v

celte ('(IU()UOII ( ), quaml r y reste inddterminé et quC R

2
a la valeur (28), prend la forme
B = {1 + BS)rm(m—rm’),

d'ou lon déduit
1

s " dr I
) orm T (e — 'y B
/D

et si, ponr désigner la valear que prend une fonction de r,
quand 7 =r,, ou quand =/, on place, au bas de la

lettre qui exprinie cette fonction, I'indice o ou l'indice 1
{ [ )

on devra avoir
T

Teodr 1
(30) A TUnmn — o) gy (g — romy ) ’

B = romy (my— r,m',).
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Lapremiére de ces relations estune dquation transcendante,
dont le paraméire ¢ doit étre une des racines; la seconde
détermine la constante B, lorsque g est connu.

Ainsi les produits telsque I (19) qui, satisfaisant & toutes
les conditions imposdes, représentent des ¢tats vibratoires
possibles de Penveloppe sphiérique, forment une sorte de
table 4 double entrée : car Penticr 7 peut avoir toutes les
valeurs, depuis zéro jusqu’a Uinfini; e, pour chaque valeur
de n, il existc une dguation wanscendante (30) dont les
racines, ¢n nombre infini, sont autant de valeurs corres-
pondantes du paramétre ¢. Ily a autant de produits (19)
diflérents que de couples de valeurs de n et g5 chacun de
ces produits contient 471 + 2 constantes arbitraires, savoir:
27 -+ 1 pour la fonction ), (24) qui sert de coeflicient a
cos (g&2t), et an—+ 1 pour le cocflicicnt de sin (¢ Q2¢) dans
i (23). Tous ces produits élant réanis par voic d'addition,
en couservant tous leurs coctlicients distinets les uus des
autres, formeront unc intégrale généralede I'égquation (18),
satisfaisant &t la double condition (13).

Cette intégrale représentera le mouvement intéricur de
Penveloppe sphérique, quand I'état inidal oules déplace-
ments primitifs seront tels, qu’il y ait dilatation ou con-
traction en chaque point du solide. 81l résulte de cet état

. .- , ., dF . .
initial que F et sa dérivée o dtaient alors des fonclions
4

conuues der, 2, ¥, toules les constantes arbitraires de I'in-
tégrale géndérale pourront ¢ire complélement délermindes,
en appliquant la méthode d'élimination par intégrations
définies, dont on fait un si firéquent usage dans toutes les
théories physico-mathématiques, et qu'il est inutile de
reproduire ici. Comme dans les autres corps sonores, le
mouvement intéricur de enveloppe sphérique résulie de
la superposition ou de la coesistence de tous les états vi-
bratoires possibles auxquels les valeurs trouydes des coefli-
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cients assignent leurs amplitudes relatives. Chacun de ces
¢tats vibratoires correspond & un couple de valewrs de n
et ¢; il pourrait exister seul si I’élat inital s’y prétait; on
peut done V'érudicr isolément.

La seconde équation (30) se simplifie singuli¢rement
quand 1'épaissear de Penveloppe est extrémement petite,
comparalivement au rayon 7y de la paroi intéricure. Elle
se réduit alors a

I
d ————
rn {m — rm') 1
- — —— o, pourr=r
dr rim? :P o

¢quation qui devient snccessivement

drin (m — rm’
———(————-) = (m — rm')?
r
— = 0
rrmt (i — rm’)? ’
am— {(r'm” =+ arm’)
—=o0
rim(m—rm')? ?
ct, par la relation (27),
¢Grt—(n—1)(n—+2)
= o,

ri{m— rm ’)"

ce qui donne enfin la scule valeur

(31) 72\/(/1———1}("-&-2‘)'

Lors de ce cas extréme, enveloppe sphérique devient une
sorte de surlace ¢lastique vibrante, analogue aux menibra-
nes, mais qui nexige pas de lension préalable. Dapres
P'unique valeur (31), les sons que peut produire 'enveloppe
sphérique mince sont exprimés par

I3

N=

\,/(rl— 1) (n -+ 2);

2T
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le plus grave de ces soms correspond 47 =2 il a pour
mesure

0

(32) N—= .

Ty

86. Vibrations des timbres 71émi5p71éri(]ue5. — Parmi
tous les états vibratoives de U'enveloppe sphérique, il en
existe une infinité pour lesquels la scction équatoriale
n’éprouve que des forces élastiques normales; ¢'est-a-dire
qu'ils sont tels que, pour ¢ = o, les composantes langen-
telles Ry et ¥, (7)sont nulles. Ces états vibratoires parli-
culiers peuvent s’établir ct persister dans le timbre hémi-
spliérique, qui résulterait de I'enveloppe coupée suivant
son équateur. Les plus simples correspondent a 2= 2. Si
Pon prend

JdT; = cos?x sin 24,

’ . " odr
K= V1 romy (m,—rom'y) . my,
eortm?
(33) o
\

(1 — /—5) sin gr — cos ¢r

-y

m o=

rl

il en résulte, § ayant la valeur (23),

. dn 5 .
U == Feostesmad,
ar
a8,
V=:— = Fcospsingsin 2y,
>
N 0 1
(34) W = ¥ cosgcos 2h,
/J d'd K
R.=— — =) Fcosgsingsin2Y,
r dr r
o — "“ 1
¥, == — -—— & sing cos 2,
2% £DIT. 14
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et I'on voit que sur I'équateur, ou pour ¢ = o, les forces
tangenticlles R, et ¥, sont nulles. D’aprés leurs valeurs (34),

sy ki3
sur les méridiens orthogonaux, =0, ==, U ct V sont
2

constamment nuls; Y est, au contraire, i son maximum
@amplitude; c’est-a-dire que les molécules de ces méridiens
vibrent sur les petits cercles paralléles a 1'équateur. En tout
autre lien, U existe; il atteint sa plus grande amplitude

R . kS 23 .
sur les méridiens bissecteurs, & = > ¢ =3 2. Clest ce qui
2

explique les rides, les deux lignes de repos, et les projec-
tions de gouttelettes que Pon remarque a4 la surface du
mercure, dans un verre hémisphérique mis en vibration.
Si le verre est trés-mince, on peut admettre que le para-
métre g w'a pas d’autre valcur que celle qui résulte de la
formule (31), quand 7 = 2; ce qui donne N (32) pour la
hauteur du son produit. Sinon, plusicurs diats vibratoires
différents peuvent coexister dans le verre ou le timbre,
correspondant tous a 2 = 2, au méme systéme nodal, mais
a des valeurs diflérentes du paramétre ¢ ; d’ott peuvent ré-
sulter plusieurs sons simullands, incommensurables entre
eux, mais asscz voisins pour expliquer le phénoméne connu
sous le nom de Dattement des cloches.

On remarquera que les vibrations des timbres appartien-
nent & la premiére classe, tandis que celles des cordes, des
lames, des tiges, dans les instruments, sont de la scconde
classc. Sil'on considére quela densité du corps sonore varie
périodiquement lors des premiéres vibrations, et restc con-
stante lors des secondes, cette dilférence peut expliquer
pourquoi les sons rendas par les timbres sont comparati-
vement si éclatants,
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SEIZIEME LECON,

Equilibre d’élasticité d’ane enveloppe sphérique. — Lquilibre d’élasticité
d’'nne croite planélaire. — Applicalion au globe terrestre. — Surlaces
isostatiques.

87. E(/u{]ib/'c d’élasticité d’une enveloppe sphérique.
~— Lorsque 'on se propose d'¢tudier les lois intégrales de
I'équilibre d’élasticité, dans un milicw solide limité par des
surfaces de forme déterminée, Ja sphére et les enveloppes
sphiériques conduisent aux résultats les plus complets. Cest,
en quelque sorte, le dernier des quatre chapitres d’'un
Traité, dont les trois premicrs considéreraient respective-
ment I'équilibre intéricur d’'un milien solide limité par un
scul plan, celui de Pespace compris entre denx plans pa-
ralleles, et enfin celui d'unc enveloppe evlindrique indéfi-
nic. 5i; en outre, on possédait la solution du probléme
général que nous avons énoncé au n® 66, sur I'équilibre
ntéricur dn prisme rccl:mglc, on aurait une véritable
Statigue rationnelle des milicux solides élastiques, certal-
nement plos diflicile que leur dynamique. Celte science
nouvelle, dont P'ulilité serait incontestable, est incompléte
anjourd’hui; nous en avons indigué les diverses parties et
nous allons compléter cetle csquisse par deux derniers
exemples.

Il sagit d’éadier Péquilibre d’élasticité d'une enveloppe
solide sphiérique, dont la parei intéricure de rayon ry est
soumise a une pression constante — P, et dont la paroi
extérienre de rayon ry ¢prouve une autre pression — Py,
Nous snpposons Py plus grand que Py, et tellement que
3P — P, soit positif. Nous faisons abstraction des
forces Ry, Py, ¥ . Dans ces circonstances, ¥ = o, W = o;
U existe seul et ne dépend que de la seale variable r. Les

1.
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formules (7), n°® 84, donnent
dU U R dU U
d=—=t2— R+ 2p—y &, =¥, =20+ 2p—
(1) er r dr ,
( ']’:\:Yz—_—o, Y|:I’L3:O, P\zz‘bIZO.

Des trois ¢quations générales {5), n° 83, les deux derniéres
sont identiques ; la premiere se réduit a
dR, 2R, — o, — ¥,
_—t =0,
dr r
et devient, par les valeurs (1),
do b
— =0 d’on 2) U=cr+ —:
odr 2 ( ) ,,-,1
¢ et b ¢lant deux constantes. Par cette valenr (2), la dilata-

tion ct les forces dlastiques principales (1) s’expriment
ainsi :

(3) 7

h,o— W — (3 Voo .
@7 Wy = (30 4= 2p e b 2p —

Mais la force élastique normale Ry doit devenir —P,
pour 7=T¢. 1 — P, pour r=ry; ce qui donne, entre ¢
et b, les deux relations

(3 -+ 2p.¢— :i(z% = — Dy, (3hi+42p)c— 4,“;[)—: ——7P,
d’ott 'on-conclut

T U ) N 1 PRt o1

B T M VS e P v

L 3 l‘;l)o_l'::i)(.

(4) Shep e T

b LR i)

Py —ry)
b AP (P — P,
' ry—r, ard (oo — 1)
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Ainsi, Venveloppe s'est dilatée, ct cela uniformément; en
tout point M intéricur, les trois forces ¢lastiques princi-
pales sont dirigées snivant les normales aux suifaces coor-
donndes; celle qui s’exerce sur la sphére de rayon r est tou-
jours une pression; les deux autres sont des tractions dgales
centre elles, et dont la plus grande valeur, q-ui a lieu vers
la paroi intéricure, est

(5) g i iR 4 (P — P))
o 21 —73)

SilTondonne a A lavalear-limite que la traction maxima
ne saurail dépasser sans faire eraindre une altération per-
manente, la relation (5) conduit a

.‘,
3 ’>(A—-I—P.,‘| 3 /P, —P, $
(6) — 1— = —— s
A—G—SPI—Pu 2 \A + Py
] , .
pour la moindre valeur que I'on puisse donner au rap-
,.l - - - . - PEY
port —- Cette valeur lll(hque que, sl la jpression inlerieure
Ty
éoale on surpasse le double de la limite A, augmenté du
5 1 s Aug
triple de la pression extérieure, 'enveloppe s'altérera iné-
I | 3 i
vitablement. Posons
P,— P

(7) ro=r,(1 =+ ¢), AT,

—s;

erg donnera P'épaisscur-limite de Penveloppe sphérique;
dans la pratique, Py — Py est la pression cffective, et son
rapport ¢ & A + P est ordinairement une trés-petite frac-
tion; alors 'équation (6) se réduit a

(8) e oLa,

c’est-ia-dire & la moitié de I'épaisseur-limite trouvde, n” 80,

pour 'enveloppe cylindrigue.

88S. E(/lu’[[l»rc d’élasticite d’une crodie planétaire. —
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Nous allons considérer maintenant I'équilibre d’élasticité
d'une crofite planédtaire, en la supposant sphérique, par-
tout de méme épaisseur, ct homogene dans toute son élen-
due. Analyliquement, ce nouvel exemple ne se distingue
du précédent que par la présence du terme pR, davs la
premiére des équations géndrales (7), n° 845 — Py est la
pression du noyau liquide sur la parol intéricure de
rayon 7,3 — Py est la pression exercée par Patmosphére
gazeuse sur la surface extérienre dont le rayon estry; on a

r , . P
P,=0,¥ =0, et Ry=— g -» g étant 'intensité dec la
A

pesanteur a la surface, supposde constante; R variant in-
téricurement a enveloppe solide, comme la distance 7 au
cenire. Dans ces nouvelles circonstances, on a encore
V=0, W=o0; U cxiste tonjours seul; les formules (1)
subsistent aussi; la scconde et la wroisieme des dquations
générales sont encore identiques, mais la premiére se ré-
duit &

(- 2p) o =120, dot  {9) 8=ar*+3c;

¢ ¢tant unc constante arbitraire, et & désignant, pour abré-
ger,
rs =

{10) T p— —_ R
2(h 4 200 2{h = 2pyry

ot  ¢st le poids de 'unité de volume de la matiére solide.
Si, dans I'équation (9), on substitue a 8 sa valear (1) en U,
il vient

driyU

b
dr P

@ 3t '
=7 - r - =
5 72

czar' 4-3er?,  dot (1) U=z

b ¢lant une auire constante gui se délermine, ainsi que c,

par la double condition que Ry (1) devienne — Py pour
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r=ry, ¢t — P, pour r =ry; on obtient ainsi

2P, — P, 3.3 0,2 g2
45"b:ﬁi—f’0—dj—(7\+-§—y)ar°r'fb rd"o_),
r—r P
(12) ! 0 ' 0
r“[’ -—T‘JP ,.5__,5
3+ 2 00 Tt 2 &, . L
( 2p)e P ( —l—hy)ar:‘r;

La force élastique normale R, a définitivement pour va-
leur

N L A e
L= P .

(13)

4 +fp)et ————
( ) riri—r;)
ot IT représente, pour simplifier, Uexpression

1] O=r3(rl —r)—r3( —rd)+rirt(r: —r,
I 1 [} 1 0 0 1

laquelle jouit d’'une sorte de symétrie en ry, 7, ry: car elle
1 J 3 05 I’y T’}
peut prendre aussi les deux formes

n—-——:r (i - )—l (75—7‘5)—:-7‘

s H r3\r
(=) =t =) e

qui indiquent sa divisibilité par r— ry, par r—1,, et con-
séquemment par le produit de ces deux facteurs. On peut

2
0 —
r?

3
0
3, o .2)
3 Tl

S

done poscr
(15) M=(r—nr)(r—r)Q =7 —(rn-+n)r+nrnl]Q,

d’ot I'on conclut immédiatement, par une simple ccmpa-

raison avee H {14),
(6 Q=(rl—r) -+ (r-r)r Nerird (0 — e [(rot-r) r + rorl-

Q cst donc essenticllement positify par suite, II(13) cst
udgatif, puisque 7 est compris entre 7q et ry. De T résulte
que la force ¢lastique Ry (13), qui s'excrce sur la surface
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sphérique de rayon r, est une pression dans toute 'étendue
de I'enveloppe solide.

Si I'on désigne par I Ja valeur variable, commune aux
deux autres forces élastiqques principales ®,, ¥y, et par
Iy, Fy les valeurs numériques que prend I pour r =ry.

r=ry, on trouve facilement

I est la force dlastique exercée sur un plan vertical, ou
passant par le rayon 75 Iy est intensité de cette force prés
de la surface extéricurcy I'y son intensité pres de la paroi
intérieure. La soustraction des valeurs (17) donne

(28) Fo—Fo= " — (30 +ap)a 00,

Soit désignée par ¢ I'épaisseur {1, —ry) de I'enveloppe
. ] € . .
solide. Si le rapport - est une petite fraction, on pourra,
r,

. P 3 olieer ¢ dev . . 1 N
par approximation, nceghger ¢ devant ry, remplacer ——

A Mér N P S R .
Plll 1y ct gLI)LlﬂlClll(‘lll Il ]o l)ﬂl ll[ E’ on trouve
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qualors I, (17) se réduit a

('9) Fl:'—ij(Po—P-—Uf),

quand on remplace a par la valeur (10);

; et 'équation (18)

donne, par unc transformation facile,

X
P 2y.w

<

(20) FOI F,

(1 £ s e,
en négligeant — devant 'anité.
ry
.o U
La substitution des valeurs (12), dans (11), donne —;
r

oo Uy 0, »
on en déduit —, —, ct I'on trouve exactement, par sous-
s r;

traction,
U U I T
(21) —“——‘:—<P0—Pl—m' "3

7 I 4w 27,

puis, le méme genre d’approximation qui nous a conduit
aux valeurs (19) ct (20) donne

U, A . . )‘—}_')’{L
.;T_—C:(PD_PI_EH), ol C——-m_'_ 2!]‘)7
U, U, b
—_ == — P, — -— ).
{22) . - 7 ‘U‘(lg P, — mz)

Rappclons que U est le déplacement suivant le rayon 75 ce
déplacement vertical est U, a la surface extéricure, U, 4 la
paroi intérieure. Fnfin, avant de discuter et d'appliquer ces
diverses valeurs, préparons une derniére formule: dans la
premiére éguation (22), remplacons Uy par U, r, par R,
© par pg, clle devicndra

‘P, — D, ;
(23) U:C(—‘—‘—— Pl7—'f)‘gn-l>7
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ott U représente Pexhaussement du sol, en un point de Ja
sutface de la planéte, distant du centre de R.

89. Application aw globe terrestre. — Nous suppose-
rons u'il s’agisse du globe tervestre, en faisant abstraction
de I'hiéiérogéndité de la croiite solide, des indgalités de son
¢paisseur ¢t de son aplatissement vers les poles. L'épais-
scur ¢ a laquelle les géologues assignent, au maximum,
4 myriamétres, est, au plus, la cent-cinquanti¢me partic
du ravon de la terre, ou la trois-centiéme partie de son

diamétre; le rapport = est le méme que celui qui existerait -
r

dansunesphére creuse, de 3 meétres de diamétre, dont U'en-
veloppe aurait 1 centimétre d'épaisseur sculementy ce rap-
port est done une petite fraction, ¢t nos formules approxi-
matives lui sont applicables. La foree élastique Iy (19) est
celle qui s’exerce au-dessous du sol, sur un plan vertical
quelconque; suivant que la pression effective Po— Py est
supéricure, égale ou inféricure 4 e, cetie force élastique
représente une raction, est nulle ou représente une pres-
sion; @z est le poids d’une colonme composée de la matiére
solide, et ¢ui, ayant une base de 1 métre carré, aurait une

’ v, . v e 7 .
hauteur ¢gale & 'épaisscar e. Le coellicient — esl envi-
2

ron 755 de 1a résulte que la différence de Py — P 2 we est
actuellement nulle ou peu considérable; car, si petite qu’elle
fur, muliiplice par 75, clle donnerait a la force Fy une in-
tensité telle, quiil devrait en vésulter des phénomeénes de
dislocation. La force élastique I’y (20) est eelle qui s'exerce
sur un plan vertical prés de la paroi intricure; si Fy est
, . . X
nulle, cette force dlastique Ify est une pression — —— we;
ht-op

- . e . .

si IYy est négadif ou représente une pression, I est une
pression plus forte encore. Mais, si Ty est posiif ou repré-
sente une traction, I’) peut cucore ¢lre une pression; c'est
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ce qui arvive lors des violentes commotions ou le sol s’ouvre
et se fendille.

Supposons que I7y soit une traction. T un pointde I'en-
veloppe solide, situé pres de la surface extéricure, Udlip-
soide d'¢lasticité aura pour équation

Paxe des x dlant vertical s il existe alors un cone de forces
tangenticlles, n°23, dont I'équation est

£y

(25) oY

sur tout plan tangent & cc cone, et conséquemment incliné
a I'horizon d'un angle /g, tel que

. P,
(20) tang i, = \/47
R 1«]

la force élastigne est tangenticlle on tend a faive glisser
Pune sur Mautre les deux parties sépardes par ce plan.
Lintensité de cette force tangenticlle, ou de glissement, est
représentée par le demi-diamétre 5, de Pellipsoide de vé-
volation (24) situé sur le cone droit (25), ¢t Pou touve
poursa valeur

’ = 3
{27) ¥ v

c’est-a-dive une moyenne proportionnelle entre la trac-
tion Iy ct la pression P,.

Les mémes relations existeront en un point M de 'en-
veloppe solide, sitné a une plus grande profondeur au-
dessous du sol: la force élastique I' (17) dlant une traction,
si Ton désigne par — P la pression exerede sur la surface
sphérique dont M fait partie, par 7 la force élastique tan-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



220 LECONS

genticlle, et par ¢ 'angle & horizon des plans sur lesquels
clle s'exerce, on aura

P
(28) tang i —= \/f" 7 — \/PF.

Les failles et les glissements qu’on observe dans les ter-
rains géologiques sont sans doute dus i Vaction de la force
tangenticlle dont il s'agit. L’obscrvation fait connaitre I'an-
gle 75 Texpdérience pourrait douncr approximativement
Pintensité de la force 7, nécessaire pour faire glisser Pune
sur 'autre deux parties d'une méme roche 5 alors, les deux
équations précédentes, qui donnent

18

=

(29) P=Tiangi, F—= r}g{v

feraient connaitre la pression verticale et la traction hori-
zontale qui ont di présider 4 la formation d’une faille ob-
servée.

Les formules (22) montrent que si la diflérence de
P,—P, aw: estnalle, comme il y alicu de le supposer, non-
seulement Iy (19) est nul, mais aussi U; et Uy ¢lest-d-dire
que Yes deux parois ont repris lears positions primitives, vu
celles qu’elles auraient sans les pressions et sans action
de la pesanteur. Ce ui vent dire que la dilatation totale
résultant des pressions indgales — Py et — P, se wrouve
compensée par la compression, totale aussi, due 4 I'action
de la pesanteur. Riésultat remarquable et quil était dillicile
de prévoir. Passons a Papplication de la formule (23). La
terre n'étant pas sphérigue, nous ahmettons ¢ue, sur
chaque verticale, les chioses se passent comme dans 'enve-
Yoppe sphérique osculatrice, de méme épaisseur ¢, et dont
la paroi extéricure aarait pour rayon la distance R au
centre de la terre, du liew o la verticale considérée vient

rencontrer sa surface. Pav exemple, U/, IV, g/ élant les
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valeurs des U, R, g qui correspoudent a la Bretagne, ct
U”, R, g” celles qui correspondent a la Suéde, nous po-

scrons
[ P,— P,
\ U = <————_ R"‘—p.g'l\“)a
< .

Po_‘P 7 .
( U= C(——' R"?— . g"R ’2>,

en admettant que ’épaisseur e ct les préssions — Py, — Py
sont les ménies sur les denx verticales.

Or, si V'on fait abstraction de la faible variation que la
force centrifuge fait subir a la pesanteur; on pourva re-
garder les deux produits g/ R ¢t g” R”* comme sensi-
blement égaux, et les équations (30) donneront, par sous-
traction,

(31) U’—L‘”:C(I_)S—P—‘);R'=_n":;.
€

D'aprés cetie relatibn, puisque R/* — R"* est positif,
U’ — U” est de méme signe que Py — Py ou positif, et
varic dans le méme sens. Clest-a-dire que si U/ — U” a
diminué, il faudra en conclure que Py a aussi diminué.
On sait que le sol de la Bretagne s’est affaissé, puisque Pon
y a constaté la présence de foréts sous-marines; an con-
traire, le sol de Ja Suéde a div se relever, puisqu’on ob-
serve des coquillages sur les cotes que la Baliique ne peut
plus atteindre. Par cette double raison, U/ — U” a dimi-
nué; aiusi la pression intéricure a ét¢ ou va en diminuant,
Ce résultat parait s'accorder avee Uidée de M. Elie de Beau-
monlt, sur la formation des chaines de montagnes, a Ja
suite d'un affaissement général, dit au refroidissentent :
car il semble résulter de cette idée que la pression inté-
ricure doit aller en diminuant, d’'un catadlysme au suivant,
du dernier & cclui vers lequel nous avancons.

Cette application de la théorie de Pélasticité a I'équilibre
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intéricur de 'écorce tervestre pourra paraitre trop hasar-
dée; mais s'il en est ainsi, les applications de la théorie
analytique de la chaleur au refroidissement du globe, {aites
par Laplace, Fourier, Poisson, doivent inspirer les mémes
scrupules. [t nous ne nous défendrons pas davoir imité
ces illustres géométres, Jors méme qu'ils se seraient trom-
Pe€s, en appliquant aux sublimes questions de la Mécanique
céleste desimples formules de Physigue mathématique. Au
reste, la question que nous avous abordée peut se traiter
d'mne maniére plus compléte oun plus voisine de la réalité
nous avous constaté, par des recherches analyliques, quen
considérant la terre comme un sphéroide peun différent de
la sphére, qu'en prenant pour les deux parvois de Penve-
loppe solide des ellipsoides homofocaux, ce qui donne une
¢paisseur variabley enfin, quen ayant égard aux variations
de la pesanteur dues a4 la force centrifuge, on arrivait,

d(lllS Lous ICS cas, aux menes COll(']USi()ﬂS.

90. Surfaces isostatiques. — Avec cette Legon se ter-
minent les exemples ot Je wilica solide est a la fois ho-
mogeéne ct d’élasticité constante. Nous aurions voulu les
présenter sous nne forme plus géndrale, mais les bornes
de ce Cours ne le permettaient pas. Dans un Mémoire sur
les surfaces jsostatiques, ivséré au Journal de Mathéma-
tgues de M. Liouville, j'ai transformé les équations de
Idlasiicité en coordonndes curvilignes queleonques. Ces
équations sont de denx sortes : celles qui expriment I'é-
quilibre d'un dément de volume, a laide des forees ¢las-
tiques exercées sur les surfaces conjngudes, sont générales
et pourraient s établiv dircelenient, comme nouns Pavons
fait pour le systeme eylindiique et pour le systéme sphé~
rique; eclles qui donnent les composantes des forces ¢las-
tiques, & l'aide des projections du déplacement sur les tan-
gentes aux axes curvilignes, ne concernent que les solides
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homogénes d’élasticité constante et doivent élre madifides.
puisqu'il est indispensable d’admettre deux coeflicients iné-
gaux, A etp, au licu d'un seul. Les développements préhi-
minaires, qu'exige 'emploi des coordonnées curvilignes et
deleurs formules de transformation, ne nous ont pas permis
de reproduire ici cet ancien travail. Mais il est niile d'en

¢énoncer la principale conclusiony clle est écrite dans les

équations
dA . A — A, A— A,
LR[S A R
s 7 c,

: 1A| Ag—!\r AI_ A

{32) AL A S T
s, 7 ¢
d A, L P,— £2~ A_ N A, — .
s, ! 7 I

qui expriment la Joi dés variations des forces clastiques
principales dans un systéme isostatique; c’est-a-dire dans
un systéme orthogonal tel, que les surfaces conjugudes ne
sont sollicitées que par des forees dlastiques normales. Ces
forces A, A,, A, sont dirigdes suivant Jes taugentes aux
axes curvilignes des s, 5,, 5,0 I, 19, Iy sont les compo-
santes des forees extéricures suivant les mémes tangentes;

. - . 1o
p est la densité da milicu solide; —, ~ sont les deux cour-
VIBRS

1o
bures de la surface des s, , 551 —» ~» celles de la surface des
ki

/2
oI .
Sy S5, L celles de la surface des ssy.

Nous placerons ici, sans les développer, deux consé-
quences remarquables des équations (32). On déduit de ces
équations les conditions d'¢quilibre d'une surface élastique,
ou plutotd’une membrane courbe et d'épaisseur uniforme:
les deux faces de Ja membrane sont deux smifaces extréme-
ment voisines, appartenant & 'un des trois systemes coor-
donnds s leur normale commune est un élément linéaire, et
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sans courbures, de Paxe des s; on a
dA 1 4

O, == 0, — == 0,

A=o = c v

et les équations (32) se réduisent aux suivantes :

A A,
Ll p¥F —=o,
Ve (&
1A . Al— A
33 ¢ L M 2
(33) 4, T rh o
dA, - A, A,
ds, pF.= [ )

Les conditions d’équilibre d'un fil dlastique, de scction
constante, sont parcillement comprises dans les équa-
tions (32): lc fil est dirigé snivant I'axe courbe des 53 la
section est un élément-plan, et sans courbures, de la sur-
face des s, 553 on a

dA
A ==o0, A;=o0, - s

s,

dA, o I 1
_— —=-=Q0 —_— 5
s, ’ 7 ’ ¢, 03

et les équations (32) deviennent

dA

ds

A A
(34) -+ pF=o0, B +olFi=o0, =~ ;(Fh=o.

/

Nous ne neus arréterons pas a la discussion des groupes
d’équations (33) et (34), laquelle reproduirait des théo-
rémes démontrés dans le Cours de Mdécanique rationncelle.
Nous ne voulions que montrer comment les anciens pro-
blémes de Péquilibre d'un {il et d'une surface élastique sc
rattachent a la théorie mathématique de I'élasticité, dansIes
milicux solides.
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DIX-SEPTIEME LECON.

Application de 1a théorie de I'élasticité a la double réfraction.— Conditions
de la birélringence. — Equation aux vitesses des ondes planes.

IN. Application dela théorie de Uélasticité & la double
réfraction. — Jusqu'ici nous avons traité¢ la théorie de
Iélasticité comme une science rationnelle, donnant 'ex-
plication compléte et les lois exactes de faits gui ne peu-
venl pas évidemment avoir une autre origine. Nous allons
maintenant la présenter comme un instrument de recher-
ches, ou comme un moyen de reconnaitre si telle idée pré-
concue, sur la cause d’'une certaine classe de phénomenes,
est vraic ou fausse. Cest sous ce dernier point de vue que
Fresuel Pavait considérée, lors de ses belles découvertes
sur la double réfraction, et ses commentateurs araient dit
suivre plus serupulensement son excmple. La théorie phy-
sique des ondes lumineuses porte certainement en clle
Yexplication future de tous les phidnoménes de Poptique;
mais cette explication compléte ne peut éire atteinte par le
scul secours de Panalysc mathématique, il faudra revenir,
ct souvent, aux phénomeénes, a expérience. Ce scrait une
grave erreur que de vouloir créer, dés aujourd’hui, vne
théoric mathématique de la lumiére; cette teniative, iné-
vitablement infructueuse, jetant des doutes sur le pouvoir
de I'analyse, rctarderaitles vrais progres dela science.

Il nous parait donc utile de bien préciser le réle que
doit remplir Panalyse mathématique dans les questions de
physique, ct, pour cela, nmous me saurions choisir un
meilleur exemple que celui du wavail de Iresnel; mais

2% LoiT. 15
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nous présenterons ce travail comme il aurait été fait, si
la théorie de I'élasticité des milicux solides avait été aussi
bien établie qu’elle I'est aujourd’hui. Nous supposerons
connus le fait de Ja non-interférence des rayons polarisés
A angle droit, et celui de la double réfraction du verre com-
primé dans un scul sens. Le premier démontre que les vi-
brations lumincuses sont transversales, ou qu’clles ont lieu
sans altérer la densité da milieu vibrant. Le second fait
voir que la biréfringence d’un corps diaphane dépend de
la différence d'élasticité qu'il présente, dans des directions
diverses autour d'un deses points. Cette dépendance semble
indiquer que les molécules mémes des corps diaphanes re-
coivent, exécutent ct communiquent les vibrations lumi-
neuscs, puisquunc simple inégalité dans les intervalles de
leurs molécules modific la Iumiére transmise, au point de
doubler sa route.

Telle est I'idée préconcue dont il s’agit de reconnaitre Ja
vérité ou la fausseté, Si elle est vraie, les éiats vibratoires
que la lumiére établit dans un corps cristallisé, diaphane
et birélringent, doivent &tre représentés par les équations
les plus générales des petits mouvements intérieurs des mi-
licux solides homogénes; ¢’est-a-dire par les équations (4)
du n° 8, ou les N;, T; ont les valeurs (6), n° 13, con-
tenant trente-six coeflicients. Ces cocllicients sont-ils con-
stants, ou bien sont-ils des fonctions i courtes périodes,
comme il est dit aun® 14? Clest ce qu’il est impossible de
dire a priori. La comparaison des résultats donués par
I'analyse, avec ceux fournis par I'expérience, peut seule
décider cctie question. Admettons la constance des coefhi-
cients. 1l faut d’abord que le fait général de la double ré-
fraction puisse se produire dans le milieu cristallisé; ¢’est-
a-dire qu'unc onde plane de vibrations transversales ou de
lumiére polarisée puisse se propager avee deux vitesses
dilférentes, appartenant chacune & une direction particu-
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liére de la vibration. Cherchons les relations qui doivent
exister entre les coeflicients, pour qu’il en soit ainsi.

Reproduisons les équations générales citées, et dont la
vérification est nécessaire. Dans 'ordre de phénoménes que
nous ¢tudions, les forces extérieures X,, Yo, Z, n'entrent
pour rien, et les équations aux différences partielles (4),
u° 8, s¢ réduisent a

I N, dT, (1'].’3_ ETA

P P P 7
T, dN. AT, d*o
DI RI L ERIS L L
(l) dr dy v dz ¢ de’
dT, dT, e N, o
—_— -

\ e + dy T T e

LesN;, T, avec leurs cocflicients supposés constants, s’cx-
. . . d{u, o, w
priment, a l'aide des - (1, 0, )
d (>, 2)

du o v v ev
Ni=A —+Bi—+C— 4D -~ —

, de la maniére sulvante:

¥

Pz oy

o dw rlu,‘) T fda oo
L NN dz ) ' '\(Tr Tue)’?

o du e . dw de s
== Uy Al o = U e A —
r dy s ds o dy

e dardu 4 du ([('\
Al s =) S — .
de s A\ ey i da |

92, Conditions de la biréfringence. — Posons actucl-
lement

(2)

w==5Q, ¢=9Q, wo=tQ,

t g
Q==wceos2gn LA N g == - ny -+ pz,
T { '
(3) . .
I R A S T T e e A e =T
. . du o 7y
Me-tne A= plt—g, Oo= — A4 — 4 — =20;
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w est 'amplitude de la vibration propagée, 7 sa durée, 7 la
, . ! ) .

on r d’ondulatl 1 s ue - représente la vitesse

longueur d’ondulation, en sorte e - rep te la vit

de propagation; ¢ est la perpendiculaire qui mesure la dis-
tance, a 'origine des coordonnées, de I'onde plane passant
par le point M que l'on considére; m, n, p sont les cosi-
nus des angles que cette perpendiculaire fait avec les axes;
£, 0, ¢ ccux des angles que fait avec les mémes axes la di-
rection de la vibration; les vibrations lumineuses étant
transversales, leur direction est paralléle a I'onde plane;
de la résulte la derniére des trois relations entre m, n, p
et &, v, ¢, insérées dans le groupe (3) ; clle doune aux va-
leurs des u, v, w la propriété de vérifier I'équation 0 = o.

Les valeurs (3) des u, v, w étant substitudes dans les
N;, T; (2) les wansforment ainsi:

2w ar

(4) N‘—_———[—:).G,S, T,:’:TC,S,

ou$S, I, &; sont les expressions

S == v sin 2:<£—Z>,

(5)/ M= (mA; -+ nFi +pEJE T (mi—nd+ pl)E

“+ (mF; -+ nB; -+ pDiin -+ (m J‘ b+ pAdy

A (mE -+ nD; 4+ pC g  (m i nd +plL;

et la vérification nécessaire des équations (r) conduit aux

relations
- ~ 6t
mI+nat; +pl, = g,
~ - pl?
(6) mug-i—//-)bﬁ—/)(;,:—,n,

~ - nl*
me, 4-nt,; +pIG—==1—1¢;

y
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si on les ajoute apreés les avoir respectivement muliiplides

par m, 7, p, on obtient une équation dont le second membre
est nul, puisque

(1) mi -+ nn+pt—o,

et dont le premier membre est une fonction linéaire des
£, 0, ¢, comme les 9%;, G, (5); cette équation peut donc se
metire sous la forme

(8) ME -+ N7 + D¢ = o.
Si les deux équations (7) ct (8) ne sont pas identiques

entre elles, Yonde plane, dont la normale est déterminde
par les cosinus m, n, p, ne pourra propager qu'une scule

vibration. En effet, si P'on prend
E—=cospcosy, »-—=cosuvsind, ¢=—sinog,
les équations (7) et (8) devicnnent

{mcosy + msind) cosy + psing = o,
(Mcosy + N sind) coso + P sine = o;

d’ou I'on conclut

mcosy + nsind  Mcosd -+ Nsind

P o p
¢ | PM — P
ang b — ._—'_’
° nP —pN

— tango = 3

(9)

I'angle ¢, et par suite g, étant ainsi donnés par leurs tan-
gentes trigonométriques, la direction (v, &) sera unique et
déterminée. De la résulte que I'onde plane donnée ne
powrra propager, dans le milieu cristallisé, que des vibra-
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tions d’'une seule direction; c’est ce qui a lien, comme on
le sait, pour certaines tourmalines. Mais, hormis ce cas
particulier, pour tout cristal biréfringent, 4 une onde
plane donnée doivent correspondre deux directions diffé-
rentes de la vibration qu’elle peut propager.

Il faut donc que la valeur (g) de tang{ soit indétermi-
née, ou que 'on ait

M_N_ P

(IO) m '417:;,

et cela identiquement, c’est-a-dire quels que soient m, 2, p.
L’identification de ce groupe (10) conduit aux relations
cherchées : pour y parvenir, on peut représenter la valeur
commune des rapports (10) par

(11) R=mla -+ 2k~ pPy - npd -+ pme -~ mag,

o, fy..., v élant six constantes indéierminées, ce qui
donne

(12) M=mdi, N=nri, P=pd;

puis, par la substitution des 9%, €, (5) dans les rela-
tions (6), ct par le mode de combinaison qui conduit &
Péquation (8), on détermine facilement les polynomes
M, N, P, lesqucls sont da woisieme degré en m, 1, p;3 ces
polyndmes étant respectivement identifiés avec les produits
md, nd, p&, on obtient des relations entre les coeffi-
cients des N,, T}, et ceux de & (11); éliminant ces derniers,
on a les valeurs des trente-six coeflicients, a 'aide de
douze d'entre eux, lesquels restent indéterminés.

93. Equalz‘ons qui régissent les vibrations lumineuses.
—Iinfin, substitnant les valeurs trouvées dans les N,, T; (2),
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ces composantes des forces élastiques deviennent

N, = A0 — '),-il(_ __r)\,([w 4+ 2D il.l _\_dl),
dy dz d= dy

l_BO—zAﬂ ——2J)(il—l +2E<(—Z‘-(-‘—l—(—lg>,

T

dz dx de dz

. d lo l I
1\3_—C9-—2ul——2A(_(——|— 2T ("_;_:. ,

dx oy dy dx

du v dur\
T=&0+ 2D~ +2 +—)
dz dy

. o du da «
(13) —F (([.L E) —k < (/x)

e de o
T, = E-—— —F —
T. WO+ 2 dy <(/‘ rl)')

+
. [ dw " du D dee dv
Lo /i Tl
T,=T0+2F " —E(Z 4+ 2
oz dz
v du = [du o
Do | T -+ — ]
dx ds dy e

et ne contiennent plus que douze constantes, Comme il ne
s'agit ici que de vibrations transversales, lesquelles ont licu

sans que la densité soit altérée, nous supprimcrons les
termes en 0, puisque cette fonclion sera tovjours nulle; il
ne restera p]us que les six constantes D, E, F, A, ¢, g
Par ces valeurs (13), les équations {1) deviennent, quand

0:.07

. du N v div o
Tan T Tl T
IZAV7AY o u
T 7P
¢ z :
(r4) _ )
dU d\Y do
TPy
s I723 dt?

dVv dU 7Y

» ;E'_—() *_((lt'
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o U, V, W sont, pour simplificr, les fonctions

do (lcv v du du o

- o — —} =U

. ds dx dz +E dy (/.'r:> ’

Y
v o [dw du du dv

- —_—— — =Y

(’5> F ((/’ (l)f> e <Z‘L‘ s ) +D <(l)’ dx ’
v dey dov du du v

Ef— ——) 4 e R F === =W,

(r/: (//) +D ((/1' dz ) ¢ (({)/' 1!1:>

Ces ¢quations (14) doivent représenter les mouvements
vibratoires du milicu solide cristallisé, d’ou naitraient
toutes ses propriéiés optiques, suivant I'idée préconcue que
nous voulons juger.

-~

cst ¢vident qu utre systeme d’axes coordonnés
Il cst évident que tout autre systéme d ,
rectilignes ct rectangulaires, conduirait 4 des équations de
mdme forme pour représenter les mouvements intérieurs
dont 1l s’agit; c’est-a-dire qu’on aurait

du do chw
[ { o' fev'
} =7 — —_— = T 0
dx’ oy’ s’ !
W’ AV’ - oy
(16) dy’ e
1
dU’ AW drd
e de P’
A dU’ _dr
A dy’ T

ou U', V', W' seraient, pour simplifier, les fonctions

[ ofdv  dat L fdw' da! ‘du'

A — — —~; F{— — — )4 FE =U

\ ds' dy! T\ ") (d oy’ dal v
do' do! d’  du” dn oo’
/ F! o o F e L — !
( . <(/z.’ Ay’ ) - <(l.1:’ ds'’ > +b <d)" (/.r’) v

‘el dw! do/  du! S (i de!
pr(C T pf S N A T e,
((/:’ (/)") +D (111:’ dz' > = <1/]’ (1.1:’> W
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Mais, s'il s’agit du méme milieu cristallisé, les groupes (16)
et (17) doivent se déduire des groupes (14) et (15) parla
simple transformation des coordonnées. Sil'on adopte, pour
cette transformation, le tablean {1) et les formules (2), (3),
(4), (5) et (7) du n° 18 de la quatriéme Lecon, on wouve
que les six nouveaux coeflicients D', E', I/; 47, &/, 5 des
fonctions U’, V', W’ (17) doivent s'exprimer & P'aide des
anciens coeflicients D, E, F3 A, &, & des fonctions U, V,
W (15), et a l'aide des cosinus m;, »;, p;, de la manicre
suivante :

o

PN =il p

2~
¥

G2 pD+2pmE+amaF,

w -

=miA4-nil - pl

F+2mp D2 pormy - 20, F,
Sl emmlAn) C-—f—p"'»)" -+

: 2my ps D2 pyu, B 20,01,
D' = A + rany L +[):p;,-)/‘- + (g p, 4+ n3p:)D
{(18) ~+ (perny = pyim)E == (many + myn ) F,
E = nmym s+ nyn &+ s p,j -+ (lz_1 P+ 71,1)J)D

-+ (p_‘ml =+ pim ) B+ {myny ~+ mn,)F,
F=mmA+ nnt +p,/)3j‘+ {ny p; + n:p)D

~+ (pomg = pon )E —+ (g - myny )F.

Ces relations sont les mémes que celles (x1), n° 18, qui
lient les N, T} aux N;, T3 et, dans cc rapprochement,
les A, &, & ainsi que les 4, ¢/, §' remplacent les N; et
les N}, tandis que les D, E, IV, ainsi que les D/, T/, I/,
remplacent les T; et les T';. Or, on sait qu'il existe un sys-
teme d’axes des x', ', 2’ tel, que les composantes tangen-
tielles T'; sont égales 4 zéro; il cxistera done, pareillement,
un systéme d'axes des 2/, ', 2’ tel, que les D', E/, I seront
nuls. Rapportons les équations (14) a ce systéme particu-
lier; en posant

(19) D=0, E=o, F=o0, a=zpa®, {=gpb} F=pc,
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elles deviennent

LECONS

[d 1o\ (e d
/ ,2(2*1) / ‘_‘_‘_l> .,
[ (l)f dr . dx dz d*u
C —_—0* = ——
dz de?
; (/u v dr v
«
T dy (lj T dz o d*e
( 20) dx e’
. (el (Iu) d v e
« — e
K(}T dz . s dy . v
dy A’
o /1'/1 ol v
~ dx (/) dz o

Telle est la forme la plus simple que doivent avoir les équa-
tious qui représentent, dans 'hypothése posée, les vibra-
tions luminenses du milieu cristallisé et biréfringent. On

remarquera qu'en supposant a = b = ¢ = \/E'a ces équa-
p

tions (20) se réduisent a celles que nous avons obtenues,
dans notre onziéme Lecon, pour représenter les vibrations,
sans changement de densité, des milicux solides homogénes
ct d’élasticité constante,

9%. Equations aux witesses des ondes planes. — Mais
il est nécessaire de vérifier que les équations (20) com-
preunent ou reproduisent le fait géndral de la double ré-
fraction, énoncé au n°® 91. Pour cela, substituons directc-
ment, dans ces équations, les valeurs (3) des n, v, w;

- , . .1

V représentant actuellement la vitesse de propagation - de
T

I'onde plane, nous obtenons les trois relations

S (e*n® + b2 p* — V)¢ —ctmn.qa— bpm.L =0,
(21)

—ctmn k4 (0P cfur — Vo — a@*np L= o0,

— bpm —atnpon -+ (U4 atnd —.\’2)..'4 == 0;
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RIS

éliminant les rapports g, » on a pour équation finale
(e*n* 4 01 p* — V) (@' pt + c2m? — V2 (0*m? + a'n? — V?)

S —a'n?p(ctnt + b pt — V)

)

(22)

( —biprm¥atpt +ctm — V?

—ctmint (bmt 4 a*nt — Vi) — 2a’ bt mia’ pt = o.
Posons
(23) bie'm® + c*a*n® + a*bipt = D,

on trouve successivement

(e2n? 4 b*p?) (@p? = e m?)( brm? - a?n?)

iP— b2’ ) (P — [P — a2 b?p7)

‘ atbier
(24) = P(a*n?p? 4= D p i - crmin?) — ar bttt p?
=zaa’ ettt pt - at i pietn® - b2 p?t)

Dt (aipt A eimt) - cmtat {0t + atnt);

ct I'égalité du premicr membre ct du quatriéme (24) dé-
montre (ue le terme indépendantde V2, dans’équation (22),

est nuly on a, en outre,
(@ p? + ) (bt ) — @' 7? pr =P,
(25) (O*mi* 4 @ njle w4 07y — b pPm* = n*P,
2

(2 = b (@ p* + iy — e P = P P,

ctle cocflicient de — V?, somme des trois premiers mem-
bres (25), se réduit a P.

D’aprés cela, I'équation (22) développée, réduite ct di-
vis¢e par — V2, ¢st simplement
Vi—[(0* - eym® == (¢ + a*) i + {@* —+ 0*) pr] V2

(26)
—+ (bictm® - atnt alipt)=o.

ou bien, donnant m? - n® -4 p2, ou l'unité, pour cocflicient
’ P 3
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a V*, mettant les m?, n?, p* en facleurs communs,
m{N* — b*)(V* — ) 4 2*(V? — ) {V? — o?)
+pH{Vi—a*)(V*— b*) = o;
ou encore, divisant par le produit des trois facteurs en V2,
m* n* P

{28) -+ :

Yi— g* Vi e - Ve — ¢t

(27)

= 0,

L’équation (26) donnera deux valeurs de V*; a chacune
d’elles correspondra, par les relations (21), un seul systéme
de valeurs de £, 7, ¢. Ainsi 'onde plane, dont la normale
fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont m, n, p,
peut propager, avec des vitesses différentes, des vibrations
de deux directions détermindées, dans un milieu eristallisé,
dont lcs ¢lats vibratoires, sans changement de densité, sont
représentés par les équations (20). Le fait principal de la
double réfraction étant ainsi vérifié, nous déduirons, dans
la prochaine Legon, d’autres conséquences des mémes
formules, afin de reconnaitre si elles s'accordent avec les
faits, si elles sont autant de propriéiés optiques des milieux
biréfringents.

95. Formules et notations. — Mais il importe d’établir
d’abord des formules, une notation ¢t un genre de calcul
qui faciliteront les recherches dont il s’agit. Supposons
a>>b > c. Désignons par Vi, VI (V,>V,) les deux ra-
cines de 'égunation (26); on pourra poser les trois relations

AR A S A I
(29) 5 (b* + eym* + (¢ + a*)wd + (a* - D) p* == VI - V],
bietm® + catnt - @b pt = ViVl
d’ou on conclut, par une élimination facile,
1 (a? — V) (a*— Vi)

m= (e — b’)(({"—(' ’

(Vb (V)

(30) N = ((;—'_:W(I"—-—:T‘:)~,
(V=) (Vi —¢)

r= (u“—(:”)(b“—c”),
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valeurs qui donnent les cosinus m, 72, p en fonction de deux
paramétres V,, ¥y, dont les limites, assignées par la con-
dition de la réalité, sont telles que

(31) a >V, >0 >V. >ec;

d'est-d-dire que V, ne peut surpasser @ ni &re inféricur
a b, que Vg ne peut surpasser b ni étre inférieur a c. 1l
sera plus commode de metire fes valeurs (30) sous la forme
symétrique

(V3 — e} (V] — a?)

(¢ —a){a"— b7)

VIV 1)
(32) "= (“-_-___ [)_J{b_ ".:) ;
= Ve -

Une grande simplicité résultera, pour les caleuls que
nous devons faire, de la considération du tableau

gm, g, a* (b*—¢), e, aly (D' —df, ...,

(33)

. . 2 2 K 2 { N
,(_7, o, U, (¢ —a), ca, b, (o —a'),. ..,

5 & & (@ =08, ol o, (af — DY), ..,
ou toutes les quantités qai entrent dans nos formules se
trouvent rangées de telle sorte, que chaque colonne verti-
cale conticnt des symétriques, et chaque ligne horizontale
des cosymétriques. Pour indiquer la somme de trois termes
symétriques, nous emploierons le signe S devant un seul
de ces termcs; ainsi, on a '

(34) S{b*—c)=o0, Sa{l’—c)=o0, S(b'—¢')=o,
et si I'on désigne par A le produit

(35) (5 — ) (¢ — ) (= ) = &,

on vérifie aisément que

(36) Sirc{b*—c*)=Sa'(b*—¢)==—A, Sa*({! —c')=A.
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Puisque V; et V} sont les racines de 'équation (26) ou
(28), on a les trois relations

m? m?
Vi—a o S
1

(37) g m? o
Ve Vi—a)

la derniére résultant de la soustraction des deux autres. Si
T'on pose

(38) (Vi—a@)(VI—=0)(VI—=c)=n,,
on a aussi les formules

(39) S m _ vV —V; . s n? ViV

(V7 — ) 1, N

En cffet, on trouve successivement, par les valeurs (32),

par les relations (34), (35) et (36),

wo gl eVi—e)
(Vi —ap? A Vi —a®
B V=V (Vi — )
— A Vi—a?
Vi Vigth—)
A \; — o?
— vi—w g([):_cf’,[vi — (b 42V b2e?)
An, SRt !
Vi—V:
— . ,

ce qui donne un exemple de la simplication que 'emploi
du signe S peut apporter dans le calcul.
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DIX-TIUITIEME LECON.

b}

Direclions des vibrations. — Equation de la surface des ondes. — Doints
conjugués. — Relations symétriques.

96. Directions des vibrations. — Dans cette Lecon et
celles qui la suivent, nous laissons de c6té la théorie de
I'élasticité, pour rechercher toutes les conséquences qui
résultent de la double vitesse de propagation des ondes
planes, telle que I'analyse nous Pa dounée; pour définir
les propriétés optiques que ces conséquences assignent aux
milieux biréfringents; enfin, pour exposer les régles capa-
bles de déterminer a priori la marche de la lumiére dans
ces corps diaphanes. Quand cette théorie analytique sera
aussi compléte que possible, nous la rapprocherons de la
théorie physique des faits connus, ct scrutant avec soin
leurs concordances, leurs désaccords, nous essayerons d’en
déduire des réponses aux diverses questions posées, savoir :
si ce sont les moléeules pondérables d'un cristal gui exécu-
tent et communiquent les vibrations lumineuses; si les
cocflicients des N,, T; sont constants ou variables; et, en
outre, si I'approximation qui limite 'influence des dépla-
cements & leurs premiéres dérivées est réellement sufli-
sante.

Cherchons d’abord quelle direction de la vibration cor-
respond & chacune des deux vitesses de propagation d'une
méme onde plane. Désignons par &, v, ¢ les valeurs de
£, n, ¢ pour V=V,. La premiére des relations {21), n® 94,
donne

(¢nt == b p— VI & = m (¢ + 02pL);
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multipliant par «®, ajoutant, de part ct d'autre, le terme
b*c*m¢, il vient

(1) (Sbrc2m? — a* V3 )E = m .S mE,;

ct, si l'on observe que Sb%¢c*m? = ViV?, sil'on pose, en
outre,

(2) St*cmii =y,

on aura la premiére des équations du groupe suivant :

. 2, m . foN m
TRV Y ST o o
ViIVi—a® ViVi—at’
o, n Uy n
(3) Ea - vy S ey 1
! 2 2 1
PO (N PR L id
S E Ty A ST ur oy s
Vivi—e Vi Vi—¢

les autres s’obtenant par le méme procédé. Ces équations,
rapprochées des trois relations (37), n° 95, donnent

(4) Smi —o0, Smi,=o, S =o0;

ce qui constate que les deux vibrations sont paralléles a
Yonde plane, ct démontre, en outre, qu’clles sont perpen-
diculaires entre clles,

La somme des carrés des cosinus des angles qu'une
méme droite fait avec les axes, étant égale & I'unité, on
déduit des deux parties du groupe (3)
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ce qui transforme le groupe (3) en celui-ci

» Viea Vil Vi
&y — — . .
. Vi-V: c¢t—ua? at— b’
. :__Vf——b’.Vg—cg‘Vi—a'-'
: ViV e
e Vf—c"‘Vﬁ—a‘-‘.Vj—l)'-’

< ! V?—Vg b*—er e gt
L Viea Vi Vi g
B ViV o—a b
Vi B Viee View
= — - - — .
: ViVia— =g
Vi—c¢t Vi—a® Vi—)F
€= — - . . .
T Vi—Vi b*—¢ c—a

A chaque groupe de valeurs des parameétres V, et V, corres-
pondent des valeurs particuliéres (30), n° 935, de m, n, p,
ct par suile une onde plane; les formules (6) donnent alors
immédiatement les directions des vibrations propagées par
cette onde.

On a, par exemple, le triple tableau suivant :

m*-=1, N=o0, p=o0.
Vf = b, Vool
£, om0 .= %
) == 0 Ha-= 0
e —— Z,
gi==1 ! L=o0
moT 0, Va .
Vi—=aw?, V)ozcf
=0 Ero
| == 0 .70
! {:; i | b
2€ ot 10

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



242 LECONS

m=——=0, n=/0, p‘=—I.

VIi=n? Vi=02

{7) -

Zi=o0 =1
0 =1 By T= 0O
¢Gi=o0 tb=—o

qui donne trés-nettement la définition des constantes @, b, ¢,
lesquelles ne sontautres que les vitesses de propagation par-
ticuliéres auxondes planes paralléles aux plans coordonnds,
ou perpendienlaires anx axes que nous appellerons axes i'é-
lasticité. L'inspection des tableaux (7) conduit au résumé
suivant : la vitesse @, b ou ¢, cosymétrique de x, y ou z,
appartient a onde plane perpendicunlaive, aux y, zouwx,
quand la vibration est paralléle aux z, x ou y; aux z, x
ou y, quand la vibration est paralléle aux 5, z ou x. Ou
antrement, la vitesse cosyméirique d'un premier axe appar-
tient a 'onde plane perpendicolaive & un deuxiéme axe,
quand les vibrations sant paralléles au troisiéme axe.

97. Equation de lu surface des ondes. — Supposons
gqu'une suite d'ébranlements périodiques ait lien en un
point du milic birélringent pris pour origine, et que 7 soit
Ia durée de la période; le mouvemeut vibratoire se propa-
gera dans toutes les directions, Au boutde unité de temps,
le premier ébranlement sera parvenu sur une certaine sur-
face qu'on appellesurface des ondes, et ui n'est autre que
la surface enveloppée par toutes les ondes planes, concor-
dautes e possibles, une unité de temps aprés leur passage
simultané par Porvigine. Soient m, n, p les cosinus des
angles de direction de la normale a 'une des ondes planes;
lorsqu’elle touchera la surface cherclhiée, cetic onde scra
représentée par 'équation

(8) mx —-ny + pz=V,
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ou I'on peut regarder m, n, p comme des fonctions (32),
n° 95, des paramétres V, et V,. D’aprés une régle connue,
on obtiendra P'équation de la surface cnveloppée en éli-
minant ccs deux paramétres entre I'équation (8) ct les
deux dérivées

, n " dn ; dp .
rav YOV Tty T
i dn dp
. - —o,

T e g e b T

av, AV F v,

ou, par les différentielles logarithmiques des fonctions
m, n, p,cntre les trois équations

mx X mx
(9) Smz=V, S\"?—'_'T:'\T.’ L
que 'on peut remplacer par celles-ci :
[ r=—=b — i - mV,,
SV — &
(10) =1, —,..A”A—,, -+ nV,,
¥ — 0
S = Y,
Vi-—¢
pourvu que 'on prenne ¢, tel que
m? 1 N 1T,
(11) ¢‘.5m2::‘7‘, d’olt @,:W:—\;—f—)

d’aprés 'une des formules (39), n°93. Car 2, y, z ayant
les valeurs (10), on aura, d’aprés les formules du n® 93,

m?
Smr = 4,8 — -+ V,Sm*=V,,
TRV g
s ma LS m* V.S m
— — =0,
Vice Ve vi—a) Vi a
mr m* m? I
S — S-— -+ V.8 — = —
Vi—a Y (Vizep CVia V]
¢'est-a-dire les équations ().
16.
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Les nouvelles équations (10), entre lesquelles doit étre
faite 'élimination de V, et V., donnent d’abord

m? 4,

S.Z‘::.IZS———'*'__ —+ V== 2
7 (V;—a”)'—' § V: V17
d’ott I’on conclut
(12) do= V{5 — V)

On a done, en égalant les deux valeurs trouvées pour ¢,
(1) et(12),

(13) I, = VSt — Vi)V —V?),

Cela posé, la premiére valcur (10) peuts’éerive ainsi

élevant au carré, on a

x? m*
oy St it v ).
SL"‘wu’mﬁV'(\”—au"v—-'(b" ViV —at);
b 1 7

d'ou 'on conclut, en prenant la somme symétrique, ayant
égard aux relations du n° 93, ¢t 4 la valeur (13),

== e - =13

ce (ui donne enfin, pour I'équation de la surface cherchée,

(15) SR N
1 Sat— «? Sat—4? Set—et

Remarquons que, d’aprés la théorie des surfaces envelop-
pées, les valeurs (10) sont les coordonnées du point ou
londe plane (8), qui se propage avec la vitesse Vy, touche
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la surface (14); c’est-a-dire de 'extrémité du demi-dia-
métre auquel on donne le nom de rayon lumineux dans la
théorie physique que nous développerons plus tard, et on
se trouvera juslifi¢ le nom méme dela surface des ondes.
Or, si I'on rapproche le groupe (3) des valeurs (ro0), on
reconnait que
(l5) Sxi =o,

en vertu des{ormules souvent citées. La vibration propagée
par Vonde plane avec la vitesse V, est donc perpendicu-
laire au rayon lumincux correspondant. Cette conséquence
importante établit, comme on le verra, une différence
essentielle entre la théorie de Fresnel et celle que nous
exposons.

L’équation (14) peut se mettre sous une autre forme.
Soit Sx® = §; on a, en chassant les dénominateurs,

@[5t — (b ¢)S + bier]

28— (¢t +a*)S - cfa?]

+ 2[5 — (a*+ 0*)S + a* 1?)
=8 —(a* 4+ b* -+ ) S8?

+ (b +ctat + @b — at b,

et, en réduisant,

(& 4y 4 ) (@ - 0% = ¢t

(IG) . [{ZE(L" 4+ (:?}.I:"' ~i— [)-:(C: —}—(1:) ) gt ,r\‘”z -+ [)‘:) z'—']
L —+ nthict=o.

C’cst ]a forme que nous emploierons le plus souvent. Pour

simplifier son écriture et d’autres caleuls, nous posons

[ Sa*—R, S&x*="P, Sa*(b*—+ ¢f)a"=Q,
(r7)

Sat=r, Sbc=p, al*c=q,
et Péquation (16) devient

(18) RP—Q—i—q::-n.
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Cette notation est fort commode, malgré son défaut d’ho-
mogéndité. On remarquera que R et 7 sont de deux dimen-
sions, P et p de quatre, Q et ¢ de six.

98. Points conjugués de la surface des ondes. — La
recherche de 1'équation de la surface des ondes peut étre
abordée d’une autre maniére. Le probléme consisie &
trouver la surface enveloppée par le plan dont P'équation
est
(19) mz —+ ny + pz =V,

les quatre paramétres m, 1, p, V étant liés par les deux
relations
mr -t e,

(20) ‘ V‘.— VS (0%~ ¢*) i 4= Shic*m* = o,

On donne plus de simplicité et un caraclére nouveau  cet
énoncé, en posant

m x’ n yooop z’

—— — J—

(21) Yo b v ] A% ab’

la premiére donne alors
{22) o= —}

la scconde, dans laquelle on élimine V, devient
S’ 8a*x— Sa* b+ )+~ g —=o,
et en posant, comme au groupe (17},

S — T,
(2))) 5 S{'IQ,I"":P',
( Sar{b: +c*) P = Q,
se réduit a

(24) BB — Qg
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Enfin, Péquation (19) du plan génératenr, quand on ysub-
stitue les valeurs (21), prend la forme

.T.".‘ N ~
(25) ~—'i+) J + — = 1.

Alors le probléme consiste a trouver la surface enveloppée
par le plan (25), x', 5/, 2’ étant les coordonnées d'un
point M’ de la surface auxiliaire (24).

Or, d'aprés la premiére solution, cette surface auxi-
liaire (24) n'est autre que la surface cherchée clle-méme.
De 1a résulte une propriéié géoméirique remarquable de la
surface des ondes, qui-facilite singnliérement son étude.
Le point M, aux coordonnées x, y, z, est cclui ou le
plan (23) touche la surface enveloppée. Le point auxiliaire
M’ est le pole (25) relativement a ellipsoide

6 £ b 3
(=6) l;_!—r—rz__'_ab_—
Or, la syméirie compleéte des équations (18), (24), (25)
prouve que ces deux points M et M’ peuvent changer de
roles. Ces deux points appartenant a la suvface des ondes,
sont done conjugués, en ce sens (ue chacun d’cux est le
pote, relarivement A Vellipsoide (26), du plan tangent & la
surface mené par Vautre. Cette propriété conduit trés-sim-
plement aux valeurs des &, 3, 5, en ', 5', 2/, et récipro
(quement.

On sait que le pdle duin plan donné par Féquation
Jor st gy e iz ooy

relativement a cllipsoide (26), est le point dont les coor-
données xy, )1, 2, permettent d’éerire l’équ:ation de ce
plan sous la forme

r,.T R 3.3

be ca trh
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d’ou1 l’'on conclut

(27) x, =bef, yi—=cag, z,—abh.

Cela posé, I'équation du plan tangent en M/, a la sur-
face (24), est

2 [P+ @R — a* (b7 + ¢)]

D/ xZ
(28) +]"[P’—!—>b'~‘R’l; b (¢ + a*)]
i 2' [P’ ~+—c2R’]; c* (a* + %] I
ot le dénominateur D’ est
(29) D'=oR'P'— Q' =R'P' —gq.

Or, le point M, aux coordonnées x, y, z, est le pole de

ce plan (28); les formules (27) donnent donc immédiate-

ment
i P' R —at (b4 )

x = bcx'

?

DI
P+ R — b a?
(30) y=-cay’ D7 ( )9
! TR — ? 2 2
z:abz’P+c ch(a-{—b)’

et l'on démontre, par le méme procédé, les formules in-
verses

, P+ a'R— a*(h?+ ¢
z! = bex ’
D
P4 DR — b (et + &°
(31) y' =cay (e n),
D
- ?R — ¢ (a2 2
z’:nbzp_lc D( (ﬂ+b~)»,
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ou D = RP — ¢, ct qui donnent les coordonnées du point
conjugé M', lorsque 'on connait celle du point M.

99. Relations symétriques entre les points conju-
gués. — Les premiéres équations des deux groupes (30)
et (31), muliiplices I'une par V'autre, donnent

(3 { bre [P+ a*R — a? (0 + ¢2)] [P - @* R/ — a? (07 + ¢*)]
32
= (RP—q) (R'P’ —q);
développant, 1(’mplacant b* + ¢® par r— a’ (b c?)
par p — b*c¢?, conséquemment a® (b6® 4 c¢*)* par
rp —a*p — b*c*r + ¢, puis ordonnant, on a
(33) [P + ¢ (R -+ D) — qr] -+~ qa* [ BRR' 4+ (P P') — p]
=RR.PP —g(R+R —r)(P+P' —p).
Enfin, si I'on pose
RR' 4+ (P+P') —p=2KR,
(34) PP/ + q (R +R') — gr==90,
RR.PP' — ¢ (R+ R — 7} (P4 P — p} =1,
la relation (33) donne la premiére des trois relations
gatdf + e )6 =1,
gU*OlL + c*a2 )t =L,
gt N + a* b2 06 = L;
les deux autres résulteraient du produit des deux secondes
équations des groupes (30) et (31), puis du produit des
deux troisiémes. Par I'élimination de L, il vient
(&' — ¢*) (gL — a* %) = o,
(¢ — a*) (gL — b° )% ) = o,
(a2 — 1) (qIIL — %) = o3

et, comme les vitesses @, b, ¢ sont supposées inégales, il
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faut que I'on ait
N =090 == a* DL = a* b )\
d’ott I = o, puis & == o0; c’est-i-dire
RR' + (P 4-P') = p,
PP’ 4+ g (R -+ R') == gqr;
d’ou résulte évidemment que L (34) est aussi nul. Aumoyen

dc ces deux relations (35), on peut déterminer R et P en
fonction de R’ et P’, et Von trouve

S R N2 PP —p)
36
( ) (])/_/1)__1{/(1)‘/'__',_).

’ 1)5___‘{1

On a ainsi deux équations (35) symétriques en x, y, z
et x', y', z'. On peut facilement en obtenir trois autres :
d’abord I'équation (25), que nous metirons sous la forme

az'x - by'y 4+ c2's == abe;
et si 'on remarque que
Shicta’ = pR’ — Q,
Satx™ = rp’' —Q’,
(I_Q’:_ rp’,
le groupe (30) donne

r_ Y pr P
Sbcx’x:[i'q(R ) D,P (° /))::R’R,

Sa”z’z—nbl'P’(P,_P} ~P‘I(RIT,7;) — I_),_P
S U D'  abe’

d’aprés les valeurs (36). On a donc, entre les coordonndées
de deux points conjugués de la surface des ondes, le groupe
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de relations symétriques

[ ar'x -+ by'y +ez'z = albe,

ber' v+ cay'y +abz’z =R'R,
PP

(37) a4+ by y P = ——
- abe

I

'R+ (P +P)=p,
PP g (R +R)=g¢gr

Si on éliminait x', 5, 2’ entre clles, on retomberait sur
I'équation (18), si x, y, z sur I'équation (24). Le groupe
(37), méme surabondant, pourra donc remplacer 1'équa-
tion de la surface des ondes; on aura ainsi un nouvel
exerple du procédé fréquemment employé dans les recher-
ches analytiques sur les courbes et sur les surfaces, lequel
consiste a représenter un lieu géométrique par plusieurs
équations au lieu d'nne, en introduisant des paramétres
auxiliaires, ce qui permet de diminuer le degré ou Pordre
des équations.

La théorie des points conjugués de la surface des ondes
¢tant nécessaire a notre analyse, nous avons préféré la
donner tout de suite, et en quelque sorte tout d’un trait,
les calculs qui s’y rapportent se simplifiant par leur con-
densation méme. La considération des points conjuguds
nous parait remplir, dans I'é¢tude de lasurface des ondes, un
role analogue et tout aussi important que la théorie partielle
des diaméires conjugués dans Pétude des courbes et des
surfaces du sceond ordre. Nous verrons, dans la prochaine
Legon, que ceute association des points conjugués conduit
tres-naturdllement anx propriéiés les plus importantes de
la surface dont il s'agit, sans qu'il soit nécessaire de faire
usage du calcul infinitésimal. Cetie surface mérite d’éire
étudiée par elle-méme, et doil occuper wne place impor-
tante parmi les surfaces du quatriéme ordre. On peut l'ex-

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



252 LECONS

plorer, pour ainsi dire géométriquement, en s’appuyant
sur la théorie des poles et polaires, empruntée aux surfaces
et aux courbes du second degré, comme I'indique la Legon
actuelle; et en se servant des coniques sphériques et ellip-
soidales, qui la découpent en éléments rectangulaires,
comme nous le démontrerons. On ne saurait trouver un
exemple meilleur et plus utile, pour appliquer les belles
méthodes enscignées dans le Cours de Géométrie supc-
ricure, créé si prés de nous par M. Chasles ; et pour vérifier
les propriétés nouvelles des lignes de nature diverse tracées
sur des surfaces quelconques, que les travaux et les Cours
de M. Liouville ont si bien fait connaitre.

11 importe de rappeler que I’équation (22), ou

I

1,
(38) v==2

donne le carré de la vitesse de 'onde plane dont le rayon
lumineux est OM ou VR ; parcillement % est le carré de la

vitesse de 1'onde plane dont le rayon Inmineux est OM’

ou VI, Ou, en d’autres termes, % est le carré de la vitesse

de 'onde plane conjugude au point M, ou dont le point M
cst le pole, relativement & Vellipsoide (26). Nous dirons
aussi que les deux plans tangents en M et en M’ sont deux
ondes planes conjuguées; et que chacin d’cux est 'onde
plane conjuguée aw rayon lumincux «ui aboutit a son

pole.
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DIX-NEUVIEME LECON.

Propriétées géomeétriques de la surface des ondes.— Ases optiques. — Cercles
de contact et ombilics. — Courles sphiériques et counrbes ellipsoidales.
— Cones orthogonaunx. — Variétés de la surface des ondes.

100. Sections principales. — Avant de parler des pro-

Ppriéiés optiques assignées aux cristaux biréfringents par la
~ surface des ondes, il importe de bien connaitre la forme de
cette surface et ses variéiés. Elle jouitd’abord de cctte pro-
priété remarquable, que ses trois sections principales se
composent chacune d'un cercle et d'unc ellipse; en eilet,
son équation (16), n® 97, devient

pourx =o, () “+ ' — a') (b 4o — b

v) — 0’
(1) { poury ==o, (2—+a'—0°) ('3t 4-atrt—c*a?) == o,
pour z =0, (v*-kyi—¢*) (@2t by — @b = 0.

D’aprés Pordre déeroissant a>> b >>c¢ des trois vitesscs
principales, le cercle est extérieur a Vellipse sur le plan
des yz, intéricur sur celui des xy, et les deux courbes se
coupent en quatre points sur fe plan des zx. Essayons de
définir la forme que doit avoir la surface, en nous bornant
a 'angle witdre des coordonnées positives.

A partir de Porigine O, on prendra deux lignes propor-
tionnelles ou égales i a, I'une OA sur'axedes y, autre OA’
sur Iaxe des z; deux lignes égales & &, 1'unc OB sur I'axe
des z, autre OB’ sur I'axe des x; enfin deux lignes égales
A ¢, I'une OC sur 'axe des x, 'autre OC’ sur Yaxe des e
On tracera, sur le plan des yz, le quart de cercle AA/, le
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quart d’ellipse BC’; sur le plan des zx, le quart de cer-
cle BB, le quart d’cllipse CA’; enfin sur le plan des xy, le
quart dec cercle CC/, le quart d’cllipsc AB’; toutes ces cour-
bes ayant O pour centre ¢t leurs axes sur les arétes de
Pangle triédre. Soit, surle plan des zx, @ le point d'intersec-
tion des deux courbes tracées; la section compléte donnera
trois autres points semblables, ou quatre en tout, symétri-
quement placés sur deux diamétres de la surface. Ainsi qu'il
va élre déxnoulré, ces (quatre points sont seuls communs aux
deux nappes qui constituent la surface, I'unc extérieure ou
enveloppante, dont la trace, sur les plans de Pangle triédre
choisi, est R A’AB’d; Pautre intéricure ou enveloppée, dont
la trace est £ BC/CL.

Pour obtenir une représentation sensible de la surface
des ondes, le procédé snivant est encore le meillenr. Yma-
ginons que Yangle triedre des coordonnées positives soit
coupé suivant I'axe des y; que le plan des zy tourne autour
de OZ pour se rabattre snr le plan des zx; qu'enfin ce der-
nier plan tourne autour de OX pour se concher sur celai
des xy. On pourra dessiner avee exactitude, sur Punique
plan qui contient ce double rabattcment, les différentes
traces de la surface, telles que nous venons de les définir.
On aura aiusi, sur une échelle aussi grande u’on voudra,
la fig. 6. Si I'on rétablit ensuite les trois plans dans leurs
positions primitives, et si I'on se place de maniére a les
voir sous un méme angle, on se formera une premiére
idée, exacte et simple, de la surface qui doit réuniv les
traces dessinées. Enfin, c¢’est cnimaginant les mémes choses
répétées dans les huit angles wiédres des plans coordonnés,
que I'on peut se figurer la forme compléte de la surface des
ondes.

101. Axes optiques, — Pour constater I'existence des
deux nappes, et leur mode de liaison, soient : p un rayon
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vecteur, et f, g, & les cosinus des angles qu'il fait avec les
axes, d’out
(2) 'r:fP’ )= 8ps Z:/‘{’; Sf2:15
Péquation (16), n° 97, deviendra
(3) PSatfE— gt 8at (b - ) [ bt e S f =0
multipliant par 4.54%f%, et vésolvant, on a
4 2p2 8@t [ — S (b + ¢*) == W
ce qui donne en général deux rayons vecteurs pour chaque
direction ; et I'équation (4), suivant que le radical W scra
allecté du signe + ou du signe —, donnera le plus grand

ou le plus petit de ces rayons vecteurs, lesquels ne pour-
raicnt &lre égaux que si W était nul. Or on a

Wi af (02— e P -0 b ot (o= U aF — o) gt I
(5) - b‘(ll"' . C'.')'_‘ gi -+ f‘.(‘"’(l"‘(ﬂ"' . /j'_')(b: . cz)/l:fﬁ
-+ Al (u:’ - b‘.‘)'.‘/li . 2(l:b:(12"’ _ L)(b _ C:)f:g:’
Ies facteurs des diflérents termes éiant tous positifs; cette
valeur de Y2 peut se mettre sous les formes suivantes :
We=[a? (0 — &) fr 4 b (a — ) g + ¢ (a — D) TP
— 4t (@t — bPY (b — )
= [{;"(a? — gt —+—(n\/zﬂ — c'—‘.f—-%—(‘\/u'-‘ — b z)“]
[b*{a*— ) g*+ (ﬂv/m.f—c\/a-"——[;./t)‘ ;

AV
N\

et I'on voit qu’clle ne peut s’annuler que si
g=o0, ¢t a*{{*—e) P =c{(a*— b)) e
Ces deux relations, jointes a la quatriéme (2), donnent

il at— bY) )
) g* == 0, p—

6) Sr=Fe—ey 8

ou les directions de deux diamétres situés dans le plan de
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zx; d’on il résulte

¢ /af — h a\ bt — e?
(7) -l'a:j:—\-—__:7 Yu==0, Zy ‘—-i— —L——’
Var — ¢ Vet — ¢

pour les coordonnées des quatre points @, les seuls qui
soient communs aux deux nappes de la surface.

On donne aux deux diamétres qui aboutissent a ces quatre
points le nom d’axes optigues ; nous les distinguerons par
les cosinus

] :Z' y.‘n. L =aq, /10 :Z \I/T__-La
éS) w— ¢ Vo — ¢*
c \/;z'-' — b
fuozz ‘/7-——*—7’ Sow—0,

Désignons par U et U’ les angles que le rayon vecteur p fait
avec ses deux axes; on aura

eyt — b f A aybt— ¢k

cosU == - ’
bya:— ¢

cosTU — € Var — b f—a b — il
bat — ¢ ’

d’ou 'on conclut, sans diflicultd,

{1 —cos*U) (1 — cos? U} D {a® — 7
= [0 {at — e)S fr— Hat — b\ f 1 — a*{ b — ) P2
— fatci(at — ) (b* — Y
=[a(0* — ) f 2~ b(a* — ¢\ g* + *{a* — b}
—4a”c”{(l3-— [):)([,'.-_ (,‘"') /[:f'.-
:'\W?E; .
ce qui donne au radical W la forme trés-simple
{9) W= {b*{a* — ¢*)sinUsinU,
et a équation (4), celle-ci,

2p°.8a:f 2 — Sa?(b* + ¢*) fi=k b (a* — ¢*)sinU sinU,
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ou, puisque d’aprés I’équation (3),

pSanft — a0+ et fr = — ”:
autrement
2 42 o2 [)'3 L]
(10) Sazf’——a g (a - - sinUsinU’;
fE

c’est-a-dire que, si p, est le plus grand et p, le plus petit
des deux rayons de méme direction, on aura simultané-

ment
2t en bfa? — 2
Sagf:_ﬂ )4“ — (“2 p)sinUsinU’,
s £
(I l) 1hee? bq( 2 o
a P.f —Satf e —'"r—;i)sinU sinU/,
2 e

« . . . 1 1
et par addition, en divisant par a*b°c? <—,, —+ —,,) >
o7 0.

CZ b

1 TN L
(12) - — __,__<—-—;->sm[,smu,

équation fondamentale dans la théorie physique des cris-
taux a deux axes, etquiétablit une relation entre les vitesses
des deux rayons lumineux de méme direction.

Reprenons la notation employée auxn® 97 et 98, dansla
théorie des points conjugués de la surface des ondes, et
désignons pav xy, ¥y, Zg, X2, }2, 32 les coordonnées des
points M, , M,, dont les rayons vecteurs sont py, p2; nous
aurons le tableau

‘ZI:fPl) i =§p :l:/‘PIJ

Ly =fpr, Y=g, B =lips;

) oyl =Ri=
Wil =Rl
atx? 4+ byt 2} =P, = R,Sa"f?
arx? + 0yl =P, =R.Sa*f %
2¢ LT, 17
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Maintenant, 'équation (3) donne, par son dernier terme,

. 7
|2F2 :tBlﬁazs_ﬂTf_‘:,

ou bien, d’aprés le tableau (13), I'une ou I'antre des deux
relations

- g q
R=-— g
(14) | Pg’ R, b
Mais, d’aprés le n°® 99, l—()l— estle carrd dela vitesse de l'onde
1

plane dont M; est le pole; I% est le carré de Ia vitesse de

Ponde plane conjugnéde an point M. On a donc ce théo-
réme remarquable :

La vitesse de clacun des deux rayons luminenx d’une
méme direction est égale & la witesse de l'onde plane con-
jugée & l’autre rayon,

102. Cercles de contact et ombilics. — TProposons-
nous de trouver le point conjugué de 'extrémité M, d’un
axe optique; prenons pour My le point 4, n° 100, situé
dans angle triédre des coordonnées positives; puisqu’il
est 4 I'intersection des deux courbes qui composent la sec-
tion principale des zx, scs coordonnées vérifieront les
trois équations

(15) y=0, @¥4+22=0=R, a'x+*=a'c=0D,
el seront conséquemment

(16) .z‘:c"/nz—_bz, y=o,

\/a'—' —
On sait que, les coordonnées x, ¥, z d’un point M élant
connues, celles x/, ¥/, 2" de son conjugué M’ sont données
par les formules (31), n° 98; mais ily a une exeeplion &
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cette régle, c’est lorsque le point M est M5 car les valeurs
., A o .4, .
citées se présentent sous la forme 5’ ou restent indétermi-

nées, puisque les valeurs (15) donnent

R =10, DP-==ate
D:RP—(/:O, Yy = 0,
P a*k — a*( 0+ ¢') = o,

P - R — ¢*(a*+ b)) = o.

(17)

1l faut done se servir d’une autre méthode pour trouver le
conjugué M, de M.

A cet cffet, substituons les valeurs (16) et (153) aux
x, ¥, 2, P, R du groupe (37),n° 99; il en résultera entre
x', 'y 2/, les quatre équations

et — b 45 o — et =bar— ¢,

i’ \/(z'—' — b -t \,/1)-' — = bh \/(13 —
(18) 7

az’ Jar — 07 45 b — ¢ ::% Var — ¢,

P’ 0 — b (¢ at) = o;

car les deux derniéres des cing équati(ﬁns du groupe citén’en
donnent qu'une seule, et méme la derniére (18) 5 mais cetle
derniére (18) n’est qu’une conséquence des trois premiércs,
puisqu’on peut I'obtenir en additiounant la deuxié¢me et
Ia troisiéme, et retranchant la premiére muluplide par
¢+ a*. La premiére (18) représente un plan, la seconde
une sphere, la troisiéme un ellipsoide, surfaces qui doivent
comprendre le point M, que nous cherchons.

Or il arrive que les points communs au plan ct a la
sphére sont aussi, et tous, situds sur l'ellipsorde: en eflet,
les équations de la sphére ct de Dellipsoide peuvent se

17 .
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mettre sous la forme

[ cal 1)’+az bt — ¢
g {) (b”.z:’“—i—/)-)”—%—bz 3,

(19) atz' \Am -+ ¢tz \/Et?
- \/7;—7 (22 4 by ),

st 'on retranche la premiére de la seconde, on a

a2 — e (2" Jar — bt — 2 \/[)2—— ct)
= (a* — b} x"* — (b* — ) 2y,

ou, réunissant dans le deuxiéme membre,

o= {2 var — b* — 3" \Jb* — ¢
(20) ; (@ \ )

= (x’\l”:_ b 2 b — ¢ — b et — Cz);

c'est~a-dire que I'intersection de la sphére et de Vellipsoide
(19) sec compose de deux courbes planes; et puisque le plan
de l'une de ces courbes n’est autre que le plan (18), il en
résulte le fait énoncé.

D'ot Pon conclul que tous les points de la circonférence
de cercle, intersection du plan etde la sphére (18}, sont au-
tant de points M, ou de points conjugués de M, extrémité
d’un axe optique. Mais tout point M est le pole, relative-
ment & Vellipsoide (26), n° 98, du plan tangent dont son
conjugué M’ estle point de contact; tous les conjugués M,
de M, sont donc autant de points de contact d'un seul et
méme plany c’est-a-dire que le plan (18) est tangent 4 la
surface des ondes snivant toute I’étendue de la circonférence
du cercle, représenté par les deux premiéres équations (18),
et que nous appellerons cercle de contact. Mais tout conju-
gué M, estle pole d’un plan tangent en M3 il y a done,
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en M, , une infinité de plans tangents ayant leurs péles si-
ués sur le cercle de contact; c’est-a dire que M,, ou l'ex-
trémité d'un axc optique, est un ombilic de la surface des
ondes. Cetie surface a done quatre cercles de contact et
quatre ombilics.

Cette double propriété achéve de définir la forme de la
surface que nous éludions. Les tangentes communes au cer-
cle de rayon &, et a 'ellipse d’axes a et ¢, dans la scction
des zx, déterminent les diameétres des quatre cercles de
contact. Les deux nappes n’ont d’autres points communs
que les quatre ombilics. Si on les détachait en ces points,
la nappe externe ou enveloppante figurerait une sorte de
coussin hyant pour section moyenue I'ellipse d’axes a et b,
et quatre coins rentrants; tandis que la nappe internc ou
enveloppée présenterait la forme d’'une outre, ayant pour
scction moyenne le cercle de rayon ¢, et quatre noeuds en
saillie. Pour I'ceil placé au loin sur Paxe des y, lé contour
apparent de la nappe externe est unc sorte d’octogone,
ayant quatre cotés linéaires et non adjacents, réunis ou sé-
parés par denx arcs de cercle et par deuxarcs d’ellipse aux-
quels ils sont tangents ; tandis que le contour apparent de
lanappe interne est un gqnadrilatére convese, a edtés cour-
bes, deux circulaires et deux elliptiques, formant angles
aux quatresommets. Les conlours des mémes nappes, pour
I'ccil placé au loin sur Uaxe des z ou sur I'axe des x, ne
Pprésentent aucune discontinuité du méme genre; ils sont
ou complétement circulaires, ou complétement ellipti-
ques.

103. Courbes sphériques et courbes ellipsoidales. — Il
est unc autre maniére de représenter la surface des ondes,
qui conduit & de nounvelles propriétés. L'équation de cette
surface étant

(21) Q =RP +gq,
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on a le groupe des trois équations

P-4 22 =R,
(22) a*x® + 02y 4 ¢z = P,
a (b +cya+ (e +a?) y - at + 0*) 2 =RP + q;

et si I’on regarde R et Pcomme deux paramétres auxiliaires,
ce groupe représentcaussi la surface. Les limites des valeurs
que I'on peut donner a ces paramétres se déduisent de la
réalité nécessaire des x, y, z. Si I'on ajoute trois fois les
équations (22 ), aprés les avoir respectivement multipliées,
une premiére fois par — b*¢*, —a®, <13 une seconde par
—c?a?, — b®, + 13 une troisiéme par —a*b*, —c?, +1,
on isole successivement le carré de chaque coordonnée, et
Ton a

(R——n")( — be )

o ("“” J(ar— b))’
. — 0*) (P — ¢*a?)
3 2 (B 0P —
123) r= e
o (B—c) (P —ail?)
(02— ) (et — a?) ’

ou bien, en corposant les dénominateurs de facicurs posi-
tifs, vu 'ordre décroissant a™>> 5> ¢,

(R—a) (B — 1)
- (2 — ¢2) (a* — b%)
Ve v._(R—,ﬂE_‘,_i’i)
(24) - (nz__b-l):bz__c.’),
(R — ) (P — a?b?)

p— .

(b* — ) (a*— ¢?)

|

?

<R

a

-
2

Pour que y soit réel, il faut que R —5* et P — ¢?a® soient
de méme signe. Si ces deux facteurs sont positifs, ou si U'on
prend R>02>¢?, P>c*a®>0%¢?, la réalité dex etde 2

exige que R ne suvpasse pas a?, et que P nc surpasse pas
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a*b*. Siles deux facteurs du numérateur de y* sont néga-
tifs, ou si l'on prend @ >0* >R, a*b* >c*a*>P, la réa-
lité de x et de z exige que P surpasse bc?, que R surpasse
¢®. Ce qui donne les deux séries d'inégalités

o5) ESR> 0>
- { @b > P > ¢at > b

at > P> R >,
@b > cat > P> bt

Ainsi les deux paramétres sont liés I'un a l'auire, de telle
sorte que si R est compris entre a* et 0%, P doit1'¢tre entre
a*b? et ot u', ct que si R est compris entre b* et ¢?, P doit
I'ttre entre *a® et 1® ¢®. Les indgalités (25) ont ]ICU. sur la
nappe externe, les inégalités (26) sur la nappe interne.
Sil'on fait usage du tableau de symétrie, des formules et
du genre de caleul du n® 95, on déduit facilement du

groupe {23},

x? R—a? T
_— —8 — —S{ P — MV (R— = ¢
SP— e b(c__” = Ab( ) (R—a?j== 0,
s adx? _.g atP-—gq b— ) (2P —q) = 0
R—a (t:"——u")\(l‘——b) ( 10="%

ce qui montre que 1'équation de la surface des ondes peut
se metire sous les deux formes

\ ‘.L-Z —§" ‘,}-'_’ —: ~ z:‘ _ 0
P— bict P— c¢ta? P — a b ’
(27) ¢ . b e
at . 292 N etz o
R— a® R— 0 R—c

Toute sphére dont léquation est
{28) 2yt 2" =Ry,

coupe la surface des oundes suivant une courbe sphérique,
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qui est en méme lemps sur le cone

a’z?
(29) SB-__I—:[::'_ O.

Tout ellipsoide dont I’équation est
{30) &zt 4+ byt 4 Pt =P,

trace sur la méme surface une courbe ellipsoidale qui est en
méme temps sur le cone

a

o
31 S———o.
( ) Pl — b.’c'.'

Ainsi, chaque point de la surface des ondes est déterminé
par l'intersection d'une courbe sphérique ct d’unc courbe
ellipsoidale. Il s’agit de faire voir que ces courbes se cou-

ent a angle droit. Soient xy, ¥y, 2, les coordonnées du
pent gle droit. Soient xy, zy 1 1 d
point M, , ot les parameétres R et P ont pour valeurs R, , P, 5
Ies deux cones {29) et (31) ont pour plans tangents, en ce
point,
a‘r,x x,x

itk heJag— ST 4.
R,—a*® 05 P, — b 03

et le cosinus de I'angle compris entre ces plans a pour
facteur

n*x? a I
! =S — = - (hr—
SEae e~ e ma—) A

Ainsi les deux cones se coupent orthogonalement. Or, la
tangente & la courbe sphérique en M, est perpendiculaire
au rayon de la sphére (28) ou a Paréte commune des deux
cbnes; elle est donc perpendiculaire au cone (31), ct, par
suite, 4 la tangente & la courbe ellipsoidale.

104. Cénes orthogonaux. — Le céne qui coupe une
des deux nappes de la surface, suivant une courbe sphé-
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rique, coupe I'autre nappe suivant une courbe ellipscidale.
En effet, d'aprés les équations (14), n® 101, si Ry et R, sont
les carrés de deux rayons vecteurs de méme direction, on a
PR,=D.R =g¢q;
A y
or, sur le cone (29) R, est constant, donc Py = R—/ Iest
. 4 \ . A . l .
aussi c’est-a-dire que ce cdne trace une courbe ellipsoidale
sur la seconde nappe. Pareillement, sur le cone (31) Py est

constant, donc R = % Iest aussiy c'est-d-dire que ce cone
i

trace une courbe sphérique sur la seconde nappe. D'aprés
cela, si nous appelons céne Ry celui qui est représenté par
Péquation (29), nous pourrons appeler cone R, celui que
représente 'équation (31), ou celle-ci

a2t

(32) SE::—T =0,

qui s’obtient en substituant K— a Py, dans cette méme dégua-
tion (31).

Les deux cdnes R, et R,, qui se coupent a angle droit,
suivant une aréte commune, sont tels, que si R, surpasse 2°,
nécessairement R, Jui est inféricur. En effet, pour que
¥? {24) soit positif, si Von a R, > 8%, il faut que Py > ¢*a?;
mais on doit avoir ReP, = @*5%¢?, donec R, < 5% Nous
supposcrons que R, est toujours supérieur a 6°, et R, infé-
ricur. D’aprés cela, toul cone Ry trace une courbe sphérique
sur la nappe externe, et une courbe ellipsoidale sur la nappe
interne; Vinverse a liew pour un céne R,. Les équations (29)
et (32) de ces deux familles de cones peuvent se mettre sous

la forme
a’.r? izt
b:‘ 17— P|— 7 —
S == (m-n. R — (,»-)’

' bryte= (0 — Rz)({”" L “n‘-'xn 5,

\ y— a*— R,

(33)
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Aux limites extrémes, Ry peul prendre sa moindre valeur
b*, Ry sa plus grande qui est aussi 5?; mais la nécessité
que y? soit toujours positif, quoique infiniment petit,
exige :

. a’z? c*z?
nepour R,=— 56 onait . s
quep ' (z"——b-’>b‘—-c-
R b " 2zt ~ alz?
que pour .= 0* onat —— —_—
uel ’ ¢ b — ¢? a*— b2

d’ou P'on voit que les cones limites, Ry = 0*, R, = 02, se
réduisent aux plaques angulaires comprises entre les deux
axes optiques, n° 101, et dont les bissectrices sont, I'axe
des x pour le cone R, =, 'axe des z pour le cone R, = b°.
En général, tout cone R, entoure I’axe des x, tout cone R,
I'axe des z.

On peut encore mettre les équations (29) et (32) des deux
familles de cones Ry et IR, sous une autre forme qui précise
micux lears liaisons et leurs différences. Cette transforma-
tion s’opére en posant

LI R L

\ R, «* 4 )

(39) ' : n
1 X ) I 1 o?

—_—— = - —— ==

k ¢tant une constante quelconque, p et v deux paramétres
nouveaux, la constante y surpassant 3. Les équations (29)
t (32), que l'on peut écrire ainsi,

T.’ )/‘_’ :2
~+ —+ —=o,
1 1 1 T 1 1
Iy, a® R, b R, c?
Tt ¥ z*
~+ -+ = 0,
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deviennent, par la substitution des valeurs (34),

w2
(35> S P: ﬁ__ P: 7.’_ {J_' ?
22 ¥ 22 -
(7—‘—;__&2 '/2——32 (),

et représentent des cones homofocaux, ou les cones asymp-
totes & deux familles d’hyperboloides 4 une et d deux nappes,
dont les sections principales ont les mémes foyers.

105. Pariétés de la surface des ondes. — Pour com-
pléter Iéude purement géométrique de la surface des
ondcs, il nous reste & dire quelques mots sur les variéiés de
cetle surface. Lorsque deux des trois vitesses principales a,
b, ¢ sont égales, la surface se décompose en deux autres,
une sphére et un cllipsoide de révolution. En eflet, son
équation (16), n® 97, devient

(36) (a?4-p*—+ 5% — a®) [ (& + ) - ¢'5* — a'c*] =0,
sib=aject
(37) (a2 = b4) [ (374 29) — a2bi) = o,

sic= 0. Dans le premier cas, la sphére enveloppe Uellip-
soide, lequel est allongé; dans le sccond, 'ellipsoide est
aplati ct cnveloppe la sphére. Dans les deux cas, les denx
surfaces sc touchent aux deux péles de lellipsoide ou aux
deux extrémités de son axe de révolution. Enfin, lorsque
les trois vitesses principales sont égales, la surface des
ondes se réduit & une sphére, ou plutot a deux sphéres égales
et qui sc superposent; car, si Pon fait @ = b =c¢ dans
Iéquation (16), n® 97, ou ¢ = a dans I'équation (36), ou
b = a dans I'équation (37), on obticnt

(@i 52— a3)3 = 0,
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Quand la surface des ondes devient une sphére et un el-
lipsoide, par 1'égalité de deux des vilesses principales, deux
npints.conipepés nn.de. Lantee cont.sitvds sox e mbme.,

npenendicnlaive, 3. Vaxe. . Ces. denx. npints. se confondent.

lorsque les trois vitesses sont égales. Mais la considération
des points conjugués est inutile, pour ces variéiés de la
surface des ondes.
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VINGTIEME LECON.

Ondes circulaires i la surface d’un liquide.— Ondes linéaires composcées.—
Ondes sphériques. — Construction d’Huyghens. — Théorie de 1a double
réfraction de Fresnel.

106. Ondes circulaires. — Dans les deux derniéres Le-
cons sur les propriétés purement géométiriques de la sur-
face des ondes, nous avons supprimé les définitions et les
développements qui concernent la théorie physique ou cette
surface joue un réle important. Nous allons combler cette
lacune dans la Lecon actuelle, et nous essayerons d’aban-
donmer un instant le langage des géométres pour employer
celui des physiciens. Notre but est d’exposer la suite des
idées qui ont amené la théorie de la double réfraction au
point ou elle se trouve aujourd’hui, en laissant & ces idées
tout ce qu’elles ont de hardi, de hasardé, de peu rigourenx
quelquefois. Ce sont précisément ces défauts, ou plutdt ces
qualités, que nous cherchons, puisqu’il s’agit de donner
un exemple du pouvoir que posséde Ianalyse, d’apprécier
la valeur des idées précongues. Commencons par dire d’ou
viennent les idées d'onde, d’ondulation, & onde plane, de
surface des ondes, de toutes les expressions que nous avons
employées sans définition suflisante. Empruntées pour la
plupart a la théorie physique des liquides, elles ont servi a
P’acoustigue, et une analogie encore plus grande les a éten-
dues aux phénomenes lumineux.

Lorsqu’un corps pesant, d’un certain volume et d’une
densité plus grande que I'unité, tombe verticalement sur la
surface d’une nappe d'eau tranguille, on sait qu’il se forme

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



270 LECONS

des rides circulaires et mobiles, dont le lieu de la chute
est le centre. Ce sont la des ondes circulaires. On se rend
compte de ce phénoméne en remarquant que les molécules
d’ean, brusquement abaissées au centrc d’ébranlement,
oscillent verticalement avant de revenir au repos; ce mou-
vement oscillatoire se communique de proche en proche
avec une certaine vitesse dc propagation, la méme dans
toutes les directions. Si Von peut faire en sorte que la co-
lonne centrale ne fasse qu'une oscillation, il n’y aura qu'une
ride circulaire qui se propagera, en s’agrandissant quant a
son rayon, ct en s'ellacant par la diminution graduelle de
sa hauteur ou de 'amplitude de Poscillation. En général,
il résulte de Ia chute du corps pesant plusieurs oscillations
décroissantes, au centre de 'ébranlement, et par suite plo-
sieurs rides ou ondes circulaires qui se propageut a la suite
les unes des auntres.

107. Ondes Iinéaires composies. — St une oscilla-
tion unique, produite an centre, a une amplitude assez
grande pour que l'onde circulaire soit encore sensible & une
trés-grande distance de ce centre, on pourra la considérer,
a cette distance, comme formant une onde linéaire sur une
assez grande étendue; mais, dans cerlaines circonstances,
il pent se former & la swface d'une grande masse d’cau
tranquille des ondes linéaires composdes, qui partent des
centres d’ébranlement cux-mémes, ou qu’il n’est pas né-
cessaire d’aller chercher loin de ces centres. Par exemple,
imaginons (fig. ») des boules b, b/, b7,..., b, suspendues
par des fils métalliques trés-minces & une barre horizon-
tale BH, mais & des hauteurs dilférentes, sur unc méme
ligne 5™ & inclinée & Ihorizon; soit EA la surfice d'une
cau tranquille, E'A" un plan horizontal rencontrant tous

les fils de suspension un peu au-dessous de la barre BH;
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un mécanisme fait descendre tout I'appareil, d’'un mouve-
ment uniforme, de I./A’ en EA. L’immersion rapide de
chaque boule produit un systéme d’ondes circulaires; tous
les systémes d’ondes coexistent ou sc¢ superposent ; d’aprés
Ia disposition des boules, et T'uniformité de la descente,
ils sont en retard les uns sur les autres : quand celui de la
boule la plus élevée b ) commence, cclui de la boule b s’est
déja éiendu jusqu’en 3, celui de b jusqu’en £/, celui de b7
jusqu’en 57, ete. A ce moment, les effets des ondes circu-
laires, en leurs points d'interscetion, sont concordants ;
la suite de tous ces points d'intersection forme une ligne
droite EI", ot les hauteurs des rides sont plus que doublées,
ct il en résulte Vapparence d’une onde linéaire, se propa-
geant d’ailleurs avec la méme vitesse que les ondes circu-
laires. ‘

Pour tracer la direction de ceite onde lindaire composée,
il sullit de déerire le cercle dont le lieu de la chute de b est
le centre, et qui a pour rayon l'espace parcourn par son
systeme d’ondes avant la chute de 5™, puis de mener par
le licu de cetie derniére chute une tangente au cercle déerit.

On voit {acilement que EIf fera un angle d’autant moindre
q

avec LA que laligne des boules sera plus voisine de P'hori-
zony si cetle ligne des boules était liorizontale, tous les
systémes d'ondes circulaires commenceraient en méme
temps, et Ponde lindaire composée serait parallele a EA.
De Pautre coté de EA, il existera un systéme d’ondes li-
néaires semblable et syméirique; ce qui formera une sorte
d’onde, aungulaive d’abord, puis composée de deux cotés
non paralléles qui ne sc rencontreraient sur LA que si on
les prolongeait. §'il n’y a que deux ou trois boules, Ia par-
tie active de onde lindaire composée aura fort pen de lar-
geur, car clle se réduira an licu des contacts de deux ou de
trois cercles tangents; on aura ainsi des rayons ondula-
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toires composés, perpendiculaires aux ondes linéaires dont
il vient d’étre question. _

Voici la définition d’un rayon ondulatoire : Supposons
une seule boule tombée; les molécules d’eau, primitive-
ment situées a la surface-du liquide sur une droite partant
du licu de la chute, formeront au bout d’un certain temps
une ligne sinueuse, et plus tard encore une autre ligne si-
nueuse en tout semblable & la premiére, mais dont la forme
sera déplacée, comme si, de la premiére époque & la se-
conde, la ligne avait glissé avec la vitesse de propagation ;
c’est 1a un rayon -ondulatoire. La distance entre les tan-
gentes horizontales d'une méme sinuosité est Vamplitude
de Uondulation; cette amplitude va en diminuant a mesure
que Pondulation est plus éloignée du centre. La distance
entre les verticales passaunt par les points de contact de deux
tangentes horizontales successives, du méme c6té d’une si-
nuosité, est la largeur d’onde, ou la longueur d’ondula-
tion; elle ne varie pas dans le mouvement général. Si Yon
revient au cas de Lrois boules tombées successivement, on
verra que la suite des poinis de concordance des trois sys-
témes d’ondes circulaires forme deux rayons ondulatoires
composés, dont I'amplitude est an moins double de celle

" d'un rayon ondulatoire simple.

¥ Si I'on voulait établir, en chacun des centres d’¢bran-
lement, uue suite d’oscillations d’égale amplitude, il fau-
drait disposer sur les mémes fils verticaux plusieurs rangées
de boules paralléles & 5™ b, et équidistantes entre clles;
leur intervalle vertical étant dans un certain rapport avec la
vitesse uniforme dela descente. On pourrait laisser tomber,
d'une méme hauteur, des boules ou de simples gouttes s'¢-
chappant par les trous d’un tamis, lesquels ne seraient ou-
verts que successivement. De quelque maniére que ce soit,
Pexpérience est évidemment réalisable. Voici, d’ailleurs,
une circonstance ot des ondes lindaires composées se pro-
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duisent naturellement. Lors de la marche régulicre d'un
bateau & vapeur d’une grande force, sur un fleuve peu pro-
fond, I'immersion successive des paleties oceasionne un
effet du méme genre que celui de notre appareil 4 boules;
on voit, & une certaine distance en avant, deux ondes li-
néaires inclinées sur 'axe, unc de chaque coté; elles mar-
chent avee la méme vitesse que le bateau, ¢t comme si elles
lui ¢raient invarisblement unies. Ces deux vagues linéaires
s'étendent, en divergeant a 'arriére, jusqu’aux deus rives
du fleuve, ot clles agitent convulsivement les batelets
qui y stationnent. L'angle qu’elles forment est dauntant
moindre que le bateau va plus vite. Leur bauteur est d’au-
tant plus grande que P'eau est moins profonde. Ce phéno-
méne cst surtout sensible sur la basse Scine, entre Rouen
et le Havre,

108. Ondes sphériques. — Pour expliquer, dans la théo-
rie physique des ondes lumincuses, les phénoménes de la
réfraction simple et de la réflesion, on admet que les mo-
Iécules de la surface de tonr milicu diaphane d'¢lasticité
constante, attcintes par la Inmiére, entrent en vibration
et deviennent les eentres d’autant de systémes d'ondes sphd-
riques, qui donnent licu a des ondes planes composées de
deux sortes: les unes se propageant dans le milicu exté-
ricur, d’olt la lamiere réfléchies les autres dans Je miliva
diaphane lui-méme, d'ont la lumiére réfraciée. Soient
(fig-8) AB la face plane d'enirée du milicu diaphane;
IL un rayon lumincux incident situé dans le plan de la
figure, que nous appellerons plan d'incidence; soit PL per-
pendiculaire & IL: si le point lumineonx est trés-cloigné,
on pourra regarder le phiénoméne comyme produit par une
onde l)hmc ayant LP pour trace, et se propageant nor-
malement ow suivant IL, avee une vitesse de propagation
que nous prendrons ponr Punité. Tous les rayons i/, i'l',

2¢ kDI, 18
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i"1", etc., paralleles & IL, seront concordants en L, Z, 7,
17, etc. 5 dest-a-dire qu’ils y seront constamment aux mémes
époques de leurs mouvements vibratoires. Ils atteindront
respectivement des moléeules i, m’, m”, cte., de la surface
du milieu diaphanc, lesquelles entreront en vibration et
deviendront les centres de systémes sphériques d’ondes lu-
mineuscs, mais d’autant plus tard que ces points sont plus
éloignds de L.

Pour trouver 'onde plane composée, de Iumiére réfrac-
tée, qui résultera du concours de tous ces systémes d’ondes
sphériques, inscrivons dans Pangle PAL une ligne PA, pa-
rallele AIL, et égale 4 Punité ou ala vitesse de propagation
de I'onde plane incidente. Tous les points de fa perpendi-
culaire au plan d’incidence, dont A est la projection, com-
mencerontas’ébranler enmémetemps; mais, i cetteépoque,
Ie centre Loaura étendu son systéme d’ondes sphériques a
une distance a, vitesse de propagation de la Tumidre dans
le nouveaun milicu. Or, sil’on méne, parla perpendiculaire
en A, un plan tangent ala sphére de centre L et de rayon «,
on aura ¢videmment 'onde plane composée, ol tous les
systémes sphérigues de centre L, m, m/, m”, etc., seront
concordants. Si 'onde plane incidente LP n’est active que
sur une élendue L2, la surface AD ne sera ébranlée que
sur une élendue correspondanlcm, et I'onde plane réfrac-
tée que sur unc étendne Ro, ot se trouvent les contacis des
ondes sphériques concordantes, dont les centres sont entre
L ct . Alors, au faiscean incident Mgy corvespondra e
faisccauw réfracté LRpps; ou bien, an rayon incident 1L,
le rayon réfracté LR. En outre, les centres d’ébranlement
L, m, m' " douneront licu & des ondes hémisphériques
dans le premier milieu; clles seront concordantes suor le
plan mené, par la perpendiculaire en A, tangenticllement

ala demi-sphere déerite de L comme centre, avee un rayon
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égal & AP, vitesse de la lumiére dans ce premicr milicu.
Si 'onde plane incidente n’est active que sur L2, au fais-
ceau incident ILey correspondra le faisceau réfléchi L1/ pe's
T'¢’ étant, sur l'onde plane réfléchie, le licu des con-
tacts des ondes concordantes dont les centres sont sur Ly:
ou bien, au rayon incident IL correspondra le rayon ré-
fléchi LI

Voici les conséquences mathématiques de cette théorie :
Les points de contact Ret 1’ des plans tangents aux deux
sphéres, par suite le rayon réfléchi LY et le rayon ré-

fracté LR, seront dans le plan d'incidence. Soient MLV
< A 3 1s . /‘\ . ] z
normale 4 AB, angle d'incidence 1Ly =7, 'angle de ré-
.S
fraction N'LR == r; on aura

S T 1 sini  sinr

AL 1«

puis le triangle

T PR
LAY = ALP, d'o0 VAL :=/=11LXN,

angle de réflexion. D’oaon conclut : 1 que pour tout mi-
licu diaphane uni-réfringent, le rayon réfléchi et le rayon
réfracté sont dans le plan d'incidence; 2° que langle de
rétlesion est égal a angle d'incidence; 3° que le sinus de
Pangle d'incidence, divisé par Je sinus de angle de réfrac-
tion, donne un rapport constant appelé mndice de réfrac-
tion, et égal au rapport divect des vitesses de la lumidre
dans les denx milicus. [t ce sont elfectivement 1a les lois de
Ia réflexion et de Ja réfraction simple, qui ont été si sou-
vent vérilides.

109. Construction &’ Iuyghens. — Pour expliquer de
Ia méme maniére les phénoménes opliques des eristaux bi-
réfringents, a un scul axe optique, il suflit d’admeture,

18,
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avec Huyghens, que chacun des points L, m, m/, m”, etc.,
qui sont successivement atteints par I'onde plane incidente,
devient le centre d'un double systéme d’ondes, les unes
sphériques, les autres ellipsoidales et de révolution autour
d'un axe ditde double réfraction, ayantla méme direction
dans tout le milicu. De li vésulte, par réfraction, deux
ondes planes composées, passant par la perpendicalaire
en A, et tangentes a deux ondes, 'une sphérique, autre
cllipsoidale, ayant L pour centre, ¢t un méme diamétre
parallele a Faxe; ces deux ondes étant les limites atteintes
par les deux systémes émanés du centre L, quand 'onde
planc incidente arrive en A. Si Tonde plane incidente n’est
active que sur I'étendue LA ( fig. 9), onde plane tangente
a la sphere de centre Lone sera active que sur I'étendue Rp,
licu des contacts des ondes sphériques concordantes dont
les centres sont situds entre Li et p, et aussi I'onde plane
tangente a ellipsoide de révolution ne sera aclive que sur
I'éiendue R’ p’, licu des contacts des ondes cllipsoidales
concordantes dont les eentves sont sur Ly clest-a-dire
quau seul rayon incidunLE(:ox‘rcspondcnt les deux rayons
réfractés LR, LI, Telle est, en eflet, la construction
d'Huvghens pour les eristaux birélringents 4 un axe, con-
struction qui, ¢noncée empirviquement, a été vérifice par
I'observation jusque dans ses derniéres conséguences.
Ainsi, il résulte de cette construction que le rayon ré-
fracté LR suit complétement les lois de la réfraction sim-
ple; cest le rayon ordinaire. Le vayon rvéfracté LR, dit
extraordinaire, suitdeslois plus compliquées; il n’est dans
Ie plan d'incidence : 1% que si ce plau est paratlele & Paxe
de double réivaction, ctalors le rapport du sinus d'inci-
dence au sinus de réfraction n'est pas constant; 2° ou,
quand fa face AB est paralléle i Paxe, que sile plan dinci-

dence lui est perpendiculaire; et alors le rayon LIV, sans

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR L'ELASTICITI. 297

se confondre avec LR, suit comme luileslois dela réfrac-

tion simple. Enfin, si la face AB est perpendiculairve a I'axe
ct que le rayon incident soit normal, il n’y a qu'un scul
rayon réfracté, normal aussi. Toules ces conséquences de
la conception d'Huyghens, ct d’autres encore, se vérifient
complétement. Mais cette coneeption hardie, si bien justi-
fiée par les faits, laisse en dehors la cause méme de la double
réfraction ct dela polarisation qui accompague ce phéno-
méne; aussi la construction d’Huyghens n’a-t-elle é1é re-
gardée, pendant longtemps, que comme une régle empiri-
que, due i un heurcux hasard. C'était méconnaitre un trait
de génic, et I'resnel ne s’y est pas wompé. Le fait de Ja
double réfraction du verre comprimé Jui fit penser que la
bifurcation de la lumiére réfractée et sa polarisation dé-
pendaient d’une diflérence d’élasticité dans des directions
diverses. EL ¢’est en poursuivant celte idée, en I'étudiant
avee le concours de 'analyse, que Fresnel a ¢1é conduit
a sa principale découverte. Voici la marche de son in-
vention.

110. TT0dorie de la double réfraction de Fresnel, — La
théorie physique des ondes lumineuses ne peut expliquer
la double réfraction qu’en partant du principe employé
pour la réfraction simple, mais en le géndéralisant, savoir:
que Jes molécules de la swrface d'un milieu biréfringent,
successivemenl atleintes par la lamiére, cutrent en vibra-
tion, ¢t deviennent chacune le centre d'une onde multiple
a deux nappes, d'une forme qu'il faut chercher. Une pre-
miére conséquence de cette extension du privcipe primitif,
cest qu'a I'onde plane incidente LI correspondent deux
ondes planes réfractées AR, AR, (fig. 10), passant par
la perpendiculaire A, et tangentes aux deux nappes de
Ponde multiple dont L est le centre; cette onde multiple
conservant la méme forme et la méme position, tandis que
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Ponde plane incidente prendrait toutes les positions possi-
bles, a chacune de ces positions de I'onde incidente corres-
pondront deux ondes planes réfractées tangentes 4 la méme
surface; ¢'est-a-dire que Ponde multiple dont L est lecentre
sera nécessaircment enveloppée par toutes les ondes planes
pouvant se propager dans le nouveau milieu, quand clles
auront quitté le centre L depuis Punité de temps, ou quand
Ia perpendiculaire abaissée de L sur chacane d’elles sera
égale i la vitesse de propagation qui correspond 4 cette onde
pluue. On est ainsi conduit, pour trouver la surface de
Ponde multiple, a chercher la loi des vitesses de propaga-
tion des ondes planes.

Or unc sceconde conséquence de la méme extension, ¢’est
quwune onde plane peut sc propageravee deux vitesses diflé-
rentes dans le milieu nouveaun : en eflet, considérons, dans
la construction générale, les deux ondes planes réfractées
AR,, AR,, qui correspondent al’onde plane incidente LP;
I'unc de ces ondes planes, AR, par cxemple, touche la
nappe interne de Uonde muliiple inconuue. Imaginons que
’on méne 4 la rappe externe un plan langcm—p_A’puraHélc
éﬂh; ce plan TA’ scra unc des deux ondes planes réfrac-
tées qui correspondraicnt & une autreonde plane incidente
LV, facile & déterminer. Donc Ponde plane de dircction
R, A peut avoir deux vitesses dillérentes, lesquelles seront
¢gales aux deux perpendiculaives abaissées de I sur AL,
sur p; _Pal'lant de celte conséquence, guune onde planc
doit pouvoir sc propager avee deux vitesses diflérentes, et
des phénomenes de fa polarisation qui démontrent qu'a cha-
cune de ces vitesses correspond une direction diflérente de
la vibration propagde, on cherche de quelle maniére I'é-
lasticité doit varier awtour de chaque point du milicu ho-
mogéne - cristallisé, pour que chague onde plane admette

deux vitesses; ce (qui conduit, comme nous Pavons vu, a la
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loi de ces vitesses. Puls, ces vitesses et leur mode de varia-
tion élant connus, on doit chercher quelle est la surface
enveloppée par toutes les ondes planes passant en L, unc
unité de temps aprés ce passage. Cette surface enveloppée
sera Ponde multiple de centre L, 4 laquelle les deux ondes
plancs réfractées AR, AR, sont tangentes. Telle est la
marche de 'invention de Fresnel, et celle que nous avons
suivie synthétiquement.

I'resnel n’avait pour but que d’expliquer, par la théorie
physique des ondeslumincuses, la construction d'Huyghens,
qui coordounait les faits optiques des cristaux biréfrin-
gents a un axe, sculs connus a cette époque. Il s’attendait
domic & trouver, pour les deux nappes de I'onde muliiple dé-
duite de la théorie mathématique, une sphére ctun ellip-
soide de révolution ayant I'axe commun de double réfrac-
tion. Il trouva une surface du quatriéme degré qui ne se
décomposait, de maniére a donner la sphére ct ellipsoide,
que dans des cas particulicrs; il conclutde la que le fait gé-
néral de la double réfraction n’était encore qu’imparfaite~
ment connu, ct qu'il devait exister des milicux eristallisés
ot I'onde multiple serait indécomposable, comme dans sa
formule. L'expérience cst venue justifier cetie prévision
hardie : les phénomeénes optiques de la topaze, et d’autres
cristaux biréfringents, dits & deux axes, découverts par
Fresucl, ontdouné asa théoric de la double réfraction unc
réalit¢ incontestable, que sont venues confirmer avee éelat
Jes découvertes faites par Hamilton, et vérifides par Lloyd,
des réfractions coniques et eylindriques dont nous parle-
rons dans la Legon suivante.

*Ilest i désirer, pour les progres de la Phyvsique, que
les savants et les professcurs ui s'occupent de cette scicnce,
considerent et présentent de deux manicres diflérentes les
théories partielles résumant un cusemble de fuits connus,

sans jamais faire entrevoir ancun autre fait, et celles qui,
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nées d’'une idée nouvelle surla cause d'une classe de phé-
noménes, ont indiqué ou prévu I'esistence d’autres phéno-
ménes du méme genre que 'expérience a confirmée. Les
premiéres s’appuient sur une hypothése, trés-utile comme
moyen de coordination, mais stérile, impuissante, et
n'ayant le plus souvent aucune réalité. Les secondes partent
d’une hypothése d’un caraciére tout opposé, car non-scule-
ment clle explique, mais encore elle compléte le groupe de
phénomenes qu’elle a en vue; a cette hypothése, dont la
{écondité est ainsi constatée, on devrait donner un autre
nom, et I'appeler principe. Mais comme cctte hypothése-
principe ne régit avec perfectien qu'un groupe assez res-
wreint, onlui préfére une hypothésepurement coordinatrice,
plus générale mais qui ne devine rien; on conserve toute-
fois les résultats nouveaux, trouvés par la premiére, enles
présentant comme des lois empiriques. Clest ce que 'on a
fait pour la conception d’Huyghens; c’est ce que Pon fera
peut-¢ire un jour pour la théoric de Fresnel, a cause de
certaines anomalics, de certains faits nouveaux qu'elle
n’explique pas, ou dontelle ne tient pas compte. Singuliére
illusion, que I'on retrouve souvent, en Physique et ailleurs:
on exalte une science, une doctrine qui n’explique rien,
qui ne devine rien, mais qui range, classe, coordonne assez
Lien les matiéres dont elle s'occupej et si une théorie vié-
vitable surgit sur quelque point, qui explique admirable-
ment une des partics, mais non les -autres, cette imper-
fection de son travail naissantest le motif méme qui la fait
déprccier, rejeter, puis oublier.
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VINGT ET UNIEME LECON.

Géncéralisation de la construction d'Hayghens., — Faisceau conique réfracté.
— Faisceau conique ¢mergent. — Rayons réfractés pour une incidence
donnée. — Cus de V'incidence normale. — Forces ¢lastiques développées
lovs des vibrations lumineuses.

M. Généralisation de la construction d'Huyghens.
— La forme générale de la surface des ondes dans les cris-
taux biré(ringents & deux axes, déconverte par Fresnel,
étant maintenant parfaitement connue (19° Lecon), on doit
obtenir les deux ondes planes réfractées, correspondant a
une onde plane incidente donnée, en modifiant, ou plutdt
en généralisant la construction d'Huygheas, par la substi-
tation de Ja surface trouvée au systéme dela sphére et de
Yellipsoide de révolution; en mettant son centre en L, et
placant ses trois axes dans les dircctions fixes qui appar-
tiennent A la masse eristalline. Les ondes planes réfractées
étant ainsi déteriminées, si 'onde plane incidente n’est ac-
tive que sur unc petite élenduce, les parties actives des ondes
planes réfractées seront limitées dans le voisinage de leurs
contacts avee la surface des ondes; ¢’est-a-dire qu’au fais-
ccau incident correspondront deux faisceaux réfractés di-
rigés suivant les rayons vecteurs allaut de L 4 ces deux con-
tacts. Knsuite, si I'on veut connaitre la direction de la
vibration propagée par chaque rayon réfracté, on projetiera
ce rayon sur 'onde plane correspondante, et sur cette onde
plane méme on ménera une perpendiculaire ala projection
obtenue, n° 97. Cette construction géndrale, ou cetterégle,
doits’appliquer & toutes les positions de la surface du cris-
tal, du plan d'incidence, ct du rayon incident, relativement
aux axes d'élasticité.
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Si le plan d’incidence se trouve perpendiculaire & 'un
des axes d’élasticité, anquel la surface du cristal sera con-
séquemment paralléle, il résulte dela construction générale,
de la syméirie de la surface des ondes, et de la nature de ses
sections principales, que les deux rayons réfractés seront
dans le plan d’incidence, et que I'in d’cux scul satisfera a
la loi des sinus, ou donnera un indice de réfraction con-
stant, lequel sera 2, %7 %’ suivant I'axe d’élasticité choisi;
ce qui donne un moyen de déterminer «, b, ¢, cn mesurant
ces trols indices. Dans cette circonstance du plan d'inci-
denee perpendiculaire & un des axes d’élasticité, ce plan
contient I'une des sections principales de la surface des
ondes, ¢'est-a-dire un cercle et une cllipsey le rayon ré-
fracté LE allant a Pellipse, propagera néeessairement des
vibrations perpendiculaires au plan d'incidence, et consé-
quemment le rayon réfracté LO allant au cercle, propagera
des vibrations situdes dans ce plan d'incidence méme. A
chaque rayon réfracté correspondra un scul rayon incident,
ct une seule dircetion de la vibration qu’il propage.

2. Fuiscean conique réfracté. — Ces régles conduisent
a deux cxeeptions remarquables. Si Uaxe d'élasticité per-
pendiculaire au plan des axes optiques Iest aussi au plan
d’incidence, ce plan contiendra la section principale de
I'onde multiple qui se compose du cercle de rayou &, et de
Pellipse ayant pour axes « et ¢, lesquclles courbes se cou-
pent. Imaginons leny tangente conunune prolongée jus-
qu'en &, sur la face du cristal; cette tangente sera la trace
unique des ondes planes réfractées, correspondant a une
onde plane incidente qu'il sera facile de déterminer. Mais
celie ende plauc réflraclée aura une infinité de conlacts avee
la surface des ondes, tous situds sur une circon{érence de
cercle, n® 102; d'ou il suit que les faisceaux réfraciés cor-
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respondant au faisceau incident, se transformeront cn un
faiscean conique ayant L pour sommet, ct le cercle des
contacts pour bhase. Si la face de sortie du cristal est paral-
lele & la face d’entrée, ce faisccau conique réfracté pro-
duira, a U'émergence, un faisceau annulaire cylindrique,
paralléle au rayon incident.

Cette conséquence, signalée par Hamilton, a été vérifiée
par Lloyd; un écran recevant le faisccau émergent présente
un anneau lumineux dont la forme ¢t les dimensions res-
tent les mémes, a quelque distance que Pon place 'éeran.
Chacun des rayons du faiscecan conique propage une vibra-
tion particuliére 5 on remarquera que celuide ces rayons LO
qui aboutit an cercle de la section principale, est perpen-
diculairve au plan du cercle des contacts; en sorte que le
cone obligue dont ce cercle est la base a me deses aréles
perpendiculaire au plan de cette base. Il s’ensuit que les
projections des autres arétes passent toutes par le point O,
et conséquemment que la vibration propagée par une aréite
oblique sera dirigée, dans le plan du cercle des contacts, de
la trace de cette aréie obligue a la trace E du rayon lumi-
neux allant a Uellipse de la section principale. Les phéno-
meénes connus de la polarisation vérifient ces conséquences:
Telle est la premiére exception.

Ainsi on peut, dans un cristal a deux axes, trouver un
rayon incident auquel correspond un faiscean conique d’une
infinité de rayons réfraciés, propageant ious des vibrations
de directions diflérentes. it comme il v a deux directions
distinctes dondes planes tangentes suivant des cercles, ce
probléme peut étre résolude deux maniéres. Les perpendi-
culaires LO & ces ondes planes particalicres peavent étre
appelées axes de la réfraction conigque. Quand la face du
eristal est taillée parallélement au plan d'un des cereles de
contact, il faut que le faiscean iucident tombe normalement
a Ia face pour se résoudre dans le faisecan rélracté, conigue
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aViniérieur, cylindrique annulaire & I'émergence. Avant
que cette propriélé eiit été signalée, on croyait ne voir dans
ce systéme, du rayon normal incident, du faisceaun conique
réfracté, et du faisceau annulaire émergent, qu'un seul
rayon traversant normalement le cristal, sans sc diviser et
sans sc polariser; c¢'était alors un véritable axe de double
réfraction, et comme le cristal en oflvait deux semblables,
on Vappelait cristal & dewx axes. On voit que les rayons
normaux incidents, qui présentent ce phénomeéne, sont
parall¢les aux axes de réfraction conique, ¢t non aux axes
optiques que nous avons définis géométriquement, n® 101.

113, Faisceau conique émergeni. — Voici maintenant
la scconde exception. On a vu que chaque rayon de la sur-
face des ondes est I'un des deux rayous réfractés correspon-
dant a un senl rayon incident, etqu’il propage des vibrations
d’une seule direction cette détermination compléte résulte
de ce qu’a chaque rayon de la surface des ondes ne corres-
pond qu’unc scule onde plane ou qu’un seul plan tangent.
Les rayons du faisceau conique ci-dessus étudié ne font
pas exception, car chacun d’cux ne provient que d’un scul
rayon incident, et ne propage qu’une seule espéce de vibra-
tiou; mais le rayon dirigé suivant une des lignes que nous
avons appelées axes opliques fait au contraire execption,
puisqu’il correspond a une infinité de plans tangents; d'on
il résulte qu’il peut &tre 'un des rayons réfractés, pour unc
infinité de rayons incidents situés sur un ceriain cone
oblique, et qu’il pent conséquemment propager des vibra-
tions de toute direction.

Cette exception, cncore signalée par Hamilton, a pareil-
lement été vérifiée par Lloyd. Aprés avoir déterminé dans
un cristal la direction d’un axe optique, on 1aille, si 'on
veut, deax faces paralléles entre clles perpendiculairement
a cetaxe;onrecouvre ces faces de fenilles opaques peredes de
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deux petits trous dont les centres sont sur la méme nor-
male; on concentre sur I'un d’eux un faiscecau de lumicre,
en le placant au foyer principal d'une lentille convergente;
le faisceau incident, conique et plein, qui se concentre en
ce foyer, fournit le faisceau conique annulaire qui se ré-
fracte suivantle seul axe optique; toute Ja lumiére réfractée
suivant cette direction unique émerge scule par’le trou de
la face opposée, et par la véfraction a la sortie se trans-
forme en un faisceauw conique annulaire, dont les arétes
sont respectivement paralleles a celles du faisceau conique
apnulaire incident. Un éeran gui recoit ce faisceau émergent
présente un anncau brillant, dontles diiensions augmen-—
tent & mesure qu'on éloigne I'éeran. Tels sont Jes phéno-
ménes des réfractions conique ct eylindrique. La vérifi-
cation compléte de ces conséquences extrémes donne a la
réalité de la théorie de Fresnel une certitude quiancunc
théoric mathématique de plhiénoménes naturels n’a certai-
nement point dépassce.

1Y% Rayons réfractés pour uneincidence donnée. —
Quelques théorémes importants résultent de Papplication
de Vanalyse a la construction d'Huyghens, géuéralisée par
Tresncl. Le probléme consiste & déterminer les rayons vé-
fractés covrespondant a une incidence donnée. Imaginons
la swrface des ondes dont le centre est an point O, ou le
rayon incident LO rencontre la face FI du cristal; pre-
nons pour axes coordonnés ceux d’élasticité; désignons
respectivement par A, B, Cy Ay, By, G5 A B, C es
cosinus des angles que font, avee ces axes, la normale en O
au plan d’incidence, la normale NON’ ala face du cristal,
la trace IL” du plan d'incidence sur la méme face, lignes
qui forment un angle triédre wirvectangle; ces neuf cosinus
vérificront les relations connues de out systéme orthogo-
nal. Menons OP perpendiculaive 4 OL, et inscrivons la
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droite PF paralltle & OL, et égale 4 la vitesse u de la Ju-
miére incidente; ¢ étant 'angle d’incidence LON, repré-
sentons par k le rapport
sini
) — =
0 LIS
soient xy , ¥y , 2y les coordonnées du point My, ott I'un des
rayons réfractés perce la surface des ondes, x’, y', 2’ celles
du point M’ conjugué de M,.
L’onde plane réfractée, tangente en M, aura pour équa-
tion, n° 98,

{2) ad'x 4= by'y - edls == albe;

la vitesse de cette onde plane, ou la perpendiculaire OP/,
est, u° 99,

be 0
3 7= ——” - L M
( ) v \!F \/P !

cette perpendiculaire fait avee les axes des angles dont les

cosinus sont
ar’ by’ ez’
2 I—]

g — —
v,P/ \ p’ \/ p’

et, puisqu’clle est située dans le plan d’incidence, clle fait
un angle droit avee la droite aux cosinus A, B, C; on a
donc

(4 Aar =B 4-Ced vz o0,

équation gui démontre ce théoréme remarquable, (ue les

rayons conjuguds a tous les rayous réfracids pour un meéme

plan d'incidence, sont situés dans un méme plan diamétral
T sing cos FOD/

de la surface des ondes, On a i Ieniaraliaaia d’ot

s
l’on conclut cosI"QP’ = 4 x/i)/—,) ou

(5) Aax’ 4 By - Ues’ = 4 /.
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Autrement, soit angle P’ON’/= 7, on a
__sind N sinr

b= BT

I \Y
d’'on
7 . Ajax =B by’ 4 Ciez’\2
=7 =y — _—_—— —— 3
P \/l)’

ou bien, en résolvant

(6) Acad’ = Bly' = Cied' = D' — g &~

Les trois relations (4), (5) et {6) n’en comprennent réel-

lement que deux qui soient distinetes: en cflet, la som-
mation de leurs carrés donne immdédiatement Videntité
P/ == 1)/.

Ces trois relations sont vérifiées par le groupe
ax’ == A’k \/'(/ -+ A, by =Dl \yy- Do,

(7) - _
' = Chy+ Co, == yP'— gk

car on a
SAA, =0, SAA =0, SA'A, =0, SA¥oor, SAT—1.

Le point 31" appartenant & la surface des ondes, on devra
avoir R'P"— ()’ + ¢ = o, ou, substituant les valeurs (7),

(8) \ (g —i—m‘}S%(A'ﬂ \3—[« 1\,(;)\):
( — 5 (b == ¥} (A'/«‘ \r_/ - ,-‘x,w}z LT

équation Aot on déduira @ o étant connu, les valenrs {7)
donneront les coordonndes du point conjugué M, ct enfin
les formules (30), n°98, déterminerontles coordonndes du
poiut My, ct un rayon réfracté. L'équation (8} est du qua-
triéme degré, ce qui donne quatre solutions, correspondant
aux quatre plans tangents a la surface des ondes, que Fon
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peut mener par la perpendiculaire en F au plan d’inci-
dence. Mais, de ces quatre solutions, deux seulement ap-
partiennent & la question, et correspondent aux deux plans
tangents inférieurs i la face du cristal.

115. Cas de Uincidence normale. — Considérons le cas
ou le rayon incident est normal a la face du cristal, on a

alors
AP L, __ B N C[\/P_’_

s s Y 5=

a 4 b [

(9) =0, o):\’Jf’?, z =

;

st l'on pose, pour simplifier,

Al
(10) S— =M, S(b*+c)AT=N,

o
et qu'on remplace P’ par \l, I'équation (8) devient
(n) Vi— NV - ¢M = o,

et donnera les carrés des vitesses des denx ondes plancs ré-
fractées; désignons ces deux vitesses par 'V, et Vo, on aura

y 72
AV: —

— N — ?‘7':: - \“\'*Li’/\[‘_—:vi’—v“:;

\
i2) . H
(=) { VI Vi=N.

Chicrchons quclle doit ¢tre 1a disposition de la face du cris-
tal, par rapport aux axes d’élasticité, pour que les deux vi-
tesses Vet Vs soient dgales. 11 faul que N? — 4¢ M soit
¢gal & zéroy or on rouve successivement

Ne— g Mo [S {02 4 ) AT — [SD3e AT SA ]
g [ @) AT (@t )BT (ar - 0 G
(13) — Gla — b3 (b — A O
( e [latem @B — (A BT = @ - Gyl — b

< [(,,'—’ —¢*;B} +IA WP — e —C, Vi — b‘-’)"']
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et celie quantité ne peut &tre nulle que si
B.:O, Af(b“’—('”)—(}f((]’—[)"’):o, A;‘+Cf"‘:l;

d’ott, résolvant,

I
(14) A|:!7g_?7 B(-__-O, C; :;;‘: [l .

Vai — ¢ yat—c*

¢’est-d-dire que si le rayon normal incident est paralléle a
Pun des axes de la réfraction conique, ou si I'onde planc
réfractée est parallele au plan d’un des cercles de contact;
ce qui donne un cone de rayons réfraciés.

Désignons par %, ', les angles que le rayon normal in-
cident fait avee les deux axes de réfraction conique; on

aura
g A — 1 + C b — ¢
Cosy — - —— — ———
(15} v o
' ( , Ao — 0 — GV —¢
cosn’ =— 1 — ~= Y-,
yar—c

on en conclura, comme au n° 101,
(16) (@ — e)singsing =\ N — 4 g M,
ct, par une simple muliiplication,
(a*— ¢*) cosucosn’ = Al (a® — b?) — Ci (b2 —¢?);
en outre, la valeur (1ro0) de N devient successivement

N = (b2 4 ¢)A* 4 (¢* + a*) (1 — A2 — C?) + (a4 0?) C?
= (@ ¢*) — (a® — ¢*) cosn cosy’.

Les équations (12) prennent la forme

Vi -+ V) =(a*+ ) — {a* — ¢*) cosw cosn’,
V"" _ V; = (113 — L")sin:', sinw’,

2¢ EDIT. 9
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¢t donnent les formules usuelles

(a* 4= c?)— (at — ¢*) cos(n +=n')

e _ v v -4 AT JA—
Vi—="- »

P,:\L{;g x"':‘. v 5 Yy =

et les formules

P A4~ R — et (a0
zy=—abs! — L 4

Y

ou D' = TP — g, donneront la vitesse du rayon réfracté
correspondant, et les coordonnées d’'un point de ce rayon ;
ce qui complétera la solution du probléme posé, pour le
cas de I'incidence normale.

116. Forces élastiques diéveloppées lors des vibrations
lumineuses. ~— Revenons maintenant 4 la théorie de I'é-
lasticité, et proposons-nous de trouver quelles sont les
forces ¢lastiques développées dans les milicux biréfringents,
lors de la propagation des ondes lumincuses. Rappelons
que les N;, T, sont données pav les formules (13) de nowre
dix-septiéme Lecon, dans lesquelles il faut supprimer les
termes cn 0, ct ot les constantes A, &, 7, D, E, IF ont des
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valeurs détermindes appartenant 4 un premicr systéme
d’axes. Rappelons aussi que les six constantes A/, &, 3,
D', E, F des Ni, T, qui se rapportent a un aultre sys-
teme, sont donndes par les formules (18), n° 93, ot les m,,
71;y ; sonl les cosinus des angles de direction des nouveaux
axes. Si les premiers axes sont ceux d’élasticité, on a (19),
n° 93, .

(19) D=o, E=o0, F=o, A=pa’, &=l 7 =1c,

ct les formules citées donnent

{ &' = Sarm?}, = ¢Sa*m?, ¥ =rSa*m?,

l D = sS@éEm.my, YW =nSatmum,, T =pSatm,m..

Supposons que le milicu eristallisé vibre actucllement, par

suite dela propagation ’une seule ondeplane. Soientm,n, p

les cosinus appartenant 4 sa normale, on pourra prendre,
0 9:’

n® 93,

v, et 'V, étant les deux vitesses de propagation que Ponde
peut admettre; prenons cette normale pour axe des 3/,
¢'est-a-~dive remplacons my, ny, p; par m, n, p.

Les vibrations propagdes ne peavent avoir que deux di-
rections différentes, n® 96, données par les cosinus

. o . m
S TE VY oY ., e E Rt E] 3
Vi—a Vi —as
n n
(22) RS T vy A B
2 [
) )
e / . /
6 == i Ve p 27 &= 7'/ i"}" PE
P [

19.
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ol V'on doit prendre

Prenons ces directions pour celles des x’ et des y'; c'est-a-
dire l'emp]agons My, Ty Poopar £y ny, {4y Mgy May g par
Eay Nay a3 les constantes (20) sont alors

¥

gy ¥R O gsen, 5= sa,
2
i = pSatmi,, B ==pSatmi, ¥ = pSat i,
et, si 'on calcule ces sommes syméiriques, on trouve sans
difficulté

(25)

A/:‘Pvzg ‘&/:PV;,, j’ :;:p((lg—l— [1:—*—‘('2-‘7?_‘]2/\"
D' =—pf:y Bz —pb, F=o.

Enfin, pour obtenir les N, T qui correspondent aux axes
choisis, ou accentuera toutes les lettres des formules (13),
dix-septiéme Lecon, en supprimant toujours les termes
en 0.

Imaginons que 'onde plane ne propage qu'une seule des
deux vibrations, par exemple celle qui correspond 4 la vi-
tessc Vy, c’est-a-dire que la vibration s’opére partout paral-
lelement aux x', ct se propage suivant les z'; on pourra

prendre
z/
t—
12 . V‘ ! r
(26) W =sin2x —— 4 ¢ =m0, o' =g,
¢
etil n’y aura (ue
ot
[ —_——
\ du’ 27 \A
2 —_ = — = OS2~ — — C.
(27) i’ ey, ! T
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. L d e o
qui restera des neuf dérivées ——"— )

2_ ' ! que renferment les
diz’,y", 5" 1
N, T; 5 substituant cette unique dérivée et les constantes

(25), on adéfinitivement

(28)

‘

v . , 72 et .
T, =0, T,=—1:V}, T, =—ps

Cela posé, laforce élastique exercée a I'époque ¢ sur tout
élément-plan paralléle a Ponde plane, a pour composantes
T, T, N,,ou—paV?, o, 0; c’est-i-dire que cetle force
élastigue est tangenticlle, et dirigée dans le sens méme de
la vibration ; son intensité est

|

r —
Viocosoam— _ 3
Q/.

(=

=~
{

[

>
-~

il fautla prendre avec le signe — pour action de la partie
la plus éloignée de Uorigine sur la partie la plus voisine,
avec le signe -+ pour l'action inverse. La résuliante des
forces ¢lastiques exercées par tout le milicu vibrant sur la
couche, d’épaisscur dz’, comprise entre deux positions suc-
cessives de P'onde plane, sera

zI

3 t T -

4= . Y, d e

— — pdz'sinax———5 ou lml:. -5
¢ 8 dt*

c’est accélération qui détermine le mouvement vibratoire.

La force élastique exercée a I'époque ¢, sur tout élé-
ment-plan perpendiculaire aux «’ou i la dircction de la
vibration, a pour composante

(N, T, T,) ou (0, —psd, —paVi);

c’est-a-dire que cette force élastique est tangentielle. Soit
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I" = — po'T' son intensité, on aura
’ ’ 2
T, b T, Vi

s —_——

T oTr v T
pour les cosinus des angles que sa direction faitavec les axes
des ¢’ et des 2'; or

IT,

Vi Vi

T’:-EJ:—-}—\'—,":; —%—V:,

€L nous avons tx‘ouvé, n° 97,
I, =V (V?_, — Vf)(Sn." —V;"),

Sx? étant le carré du rayon lumineux 7y, ou du rayon vee—
teur allant du centre de la surface des ondes au point de
contact de I'onde plane, rayon qui est situé sur le plan de
I'¢lément actuel ; on a done

ERN - 172 P2 TS Y2 2.
.L.’J_'VI\,I—'I?’ T‘*‘,’z_"_\l—“l’x;

d’ott I'on conclut

t— =
275 ¥
F= —= rcosan - ':
T'3 / V2 T'... v,
-— = [— | — —_— =
¥ %/ ) (1‘, ’ ¥ o

c'est-d-direque ladirectiondela force ¥ est celle durayon
lumineux ry. La résultante des forees élastiques exercées par
1 1
le milicu vibrant, sur la couche d’épaisscur dx’ comprise
’ i
entre deux plaus infiniment voisins, perpendiculaires 4 Ia
vibration, est nulle, puisque I' ne contient pas a’.
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VINGT-DEUXIEME LECON.

Recherelies sur 1a possibilité d'un seul centre d’ébranlement. — Conditions
de celte possibilité. — Condition pour les ondes, vérifiée par les ondes
progressives & deux nappes de Fresnel.

117. Ondes progressives. — L’explication des phéno-
s

ménes optiques des cristaux biréfringents repose sur ce
principe, qu'une molécule de la surface, atteinte par la lu-
mi¢re, devient le centre d'un systéme d’ondes & deux
nappes. Il est donc nécessaire, pour la vérité de ceute
explication, u'un parcil systéme puisse exister. Nous
allons chercher les conditions que la théorie de I'élasticité
. by : N ’ 1.
impose & ce systéme isolé. La surface des ondes, dont 1'é-
qualion cst

(1) RP—Q+qg=uo0,

lorsque I'on pose

Sx*="NR, Sa'x*=0"D,
(2) .

S(l"’( b S = Q, a*lrer= 4,

est 'onde progressive aprés I'unité de temps; pour avoir sa
position aprés le temps 2, il suffit de changer 2, ). 5 en
2 F s oo P Q .
-y dou R, P, Q, en —» -=» =, comme pour obtcuir
A » Py Qyenger o g b

des surfaces semblables dont le centre de similitnde est &
Porigine. On a ainsi 'équation

(3) gM — Q- RP == o,

laquelle représente toutes les positions de I'onde, en y fai-
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sant varier le paramétre A, Cette équation, résolue, donne
I v e

1) )‘QZQ_'_':\!Q-—-.'?(/RP.

g : T e

Les deux.valeurs positives de A indiquent que, lors d'une

seule onde progressive produite & Porigine des coordon-

nées, centre unique d’ébranlement, un point M dont les
coordonnées sont x, ¥, z sera agité A deux époques diffé-

rentes
g VQ—\() . /r/hp

( Q0 F,?-—th

ey

ou, autrement, que M sera successivenment atteint par les

(5)

deux nappes de I'onde progressive.

118. Conditions de possibilité. -— Sile centre d'ébran-
lement exécute une sunite indéfinie de vibrations, le dépla-
cement y sera veprésenié par les projections

ryr - ¢ [’
(6) w,=X,cos2m—y v, = u(‘osu,.c (g == Z, CO827 —

E;

Gil ~

& élant la durée d’nne vibration compléte. Le point M re-
cevra chaque ébranlement central aprés deux retards diffé-
rents %, et 2,5 de 1a résulte que la loi de son déplacement
sera exprimée par les projections

\
N
~

t—
=X, cos27% - N e X, cos2m

{— t—
ve—=Z, c0827% - _ - =+ 7, COS2T ——
G

H [0}

B . , . .
XYy, Zy, X, Yo, Z, élant des fonctions de x, y, = qui
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devront donner, pour x =z 0,) = 0, 5 == 0,
8) X 4+X.=X, Y, 4Y.=Y, Z-+Z=12.
Ces fonctions doivent se déterminer par la condition que

les valenrs (7), des projections de déplacement moléeulaire,

vérifient les équations

i / ' o 7
il et ( dn — JL) d. b ( e iﬁ\ .
/ ol

Y Z ol ]

\ o) s t:
el i “elu o
- {1t | - — —
9) f“{:,ﬂ ffuﬁﬁji“
} T ds - . e
H "o i 7 el i
Lﬂm__ doa | S
| e o dz ) TNE T ar ) dar
T e T T dy de

(ui contiennent implicitement la relation
dv dw

10) R e
( : 1785 dy oz ’

et que nous avons trouvées pour représenter les petils mou-
vemenls intéricurs d'un milien homogéne biréfringent,
lesquels n'altérent passa densité.

Les équations (9) édtant lincaires, il sullira de trouver
des fonctions X, Y, Z, de x, y, z, telles que les projec-
tions

, ) t—o

1w==Xcosarn )

. , t— 7

{11) vz=Y cosam —=—>
¢

t— %

|

W=7 cosar - ]
\ ¢

vérifient ces équations, A étant
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ou 4, ; car, en changeant dans les résultats obtenus le signe
du radical x/Q" —4qRP, on en déduira les autres termes
des projections (7). Sans rien spécifier sur la nature de la
fonction 2, cherchons 4 quelles conditions les valeurs (11)
pourront vérifier les équations (g). On a

(dn de dw JdX dY  d7 £—
g — e — = [ —— - —— -} — | CO$2 7 ——
uy ) dr  dy s dr dy dz G
13
(+3) am (. dX P N t—
+—= (X 4+ Y — 4-Z-— |sinow ——,
& dx dy dz @

et cette expression devant ¢éuwe nulle quel que soit ¢, il
faudra que I'on ait

dX AY Az

{
(14) 3 da dy s ©
1 ( DA

X-- Y -
du oy dz
ce qui montre que la vibration doit s'exéeuter sur le plan
tangent a I'onde dont le paramétre est 2.
Quand on substituera les u, v, w (11) dans les équa-
tions (9), les seconds membres ne contiendront que des

t—>X . 5 A
termes €1 COS 2w 3 il devra en ¢ire de méme des pre-

miers membres. On empéchera d’abord que les premiéres
différentiations en x, ¥, z nc doublent les termes, en pre-
nant pour X, Y, Z les dérivées premicres d’une méme

fonction ¢; car, si I'on prend

/ (/g t— A
{ = -~ COS 27 -
dr >
. ol t—
(15) (0=~ cosam )
([J» 7
do t— )
LS — COS 2T —~———
' oz
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ce qui transformera les équations (14) en

[ dio d?o (l’g_n
. 5 det (T d=t s
(16) ¢ . R
o dd) dypd) ey
T e e Y
du dr dy dy  dz iz
on aura
le v % t— A
{—( — (—L:—:UC()SZT —
oz dy [
cv du 27 t— 7
/o—— —= — V cosarm ——m
(1 7) de dz ¢ ’
die  de 27 t— %
— — — = —=Wcos2x ——>
dy dx (5] ¢

en posant, pour simplifier,

T
- 2

! do

do di .

oy ds dz oy

Eusuite, pour que les secondes diflérentiations en x, 3, 2,
lesqquelles sont définitives, ne doublent pas non pius les
termes, ilsuflit que «*U, 62V, *' W soient les dérivées pre-
miéres d'une méme fonction ¢, ou que Pon ait

Tyt g
(19) Tt = t/‘::, by —({)" €W = dz

Ces conditions ¢étant remplies, les substitutions faites, ct
les facteurs communs supprimés, les équations (9) scront
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vérifides, si l'on a

1) o dp
AL SN -5 VRl §
¢ o) b2y sz dr’
ol o'k dx
It os — "W — o 1
(20) @y 3 ¢ r {/yy"
1. N i
/)"‘Vi—} — ”:U( ;:'{"J-
e ey o3

119. E(]ualion au parametre des ondes, — Fn résumé,
il faut que les fonctions 2 et ¢ vérifient : 1° les deux équa-
tions (16); 2° les équations (19); 3° fes trois (20) : en tout
hoit. Parmi ces équations, la premiére (16) ne concerne
que 95 pour cn obtenir une qui n'apparticnne qu’a 2 scul,
il faut effectuer une ¢limination; ony parvient de la ma-
niére suivante. La premicre (20) devient, par la substitu-

tiondes W, V, (18),

BNEOAS SN T de el d do i di

e =) -0 - ) —1 e Gy /S A

oo\ ils el dydy ds oz e

ou, muliipliant par «*, ajoutant aux deux membres
L (DN do

b*e* (=] -—%» et posant

dr duw
Tl ? o h
{21} Sher{ — ) = F, SbherZ1.-.=
V21 ‘ Qr/.z:) ’ ‘ du de G,
plus simplement
oo o)
F—a) == -
F “i dr G de’

on aura done, par ccite relation, ct par celles qu’on ob-
tiendrait en transformant de Ja méme maniére la scconde
ctla troisi¢me (20), le groupe suivant :

odn o el

de I dr 1 fz
22) { T'G—-(-‘-*- (,‘)j(}—_f‘)i—. (—f:G-{

= — = ) . .,
12 b at’ ey [ o3 F— ¢

.\
=]

I

L34
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On ¢élimine G el les dérivés de g entre ces équations (22),
en opérant sur les premiers membres comune pour former

do d . .. .
Sb2et T2 ou G, cc qui donne, en divisant par G,

drdr
bie (rt/. )

équation que on parvient & réduire a la forme plus

(23)

simple
((I) >-
(21) : ‘:"7;:;"0’

qui s’obtient d’ailleurs divectement par les relations (22).
d’aprés la seconde (16).

L'une ou l'autre des deux équations (23) et (24) suflit
donc pour caractériser la nature de la fonction 2. On éa-
blit V'identité de ces deux équations de la maniére suivante :
La scconde, ou (24), d'aprés I' (21), peut se meltre sous
la forme

F:S (L[i)'wvs(b:~vrc=)<”_*)’+ F=—o,

lx d /

ou, en divisant par F qui ne saurait ¢ue nul, sous-celle-ci.

AN di\? . A0\
25 . 2 — Si{hr o o . )-
(29) S(dz) Sbre <(l.t> S C><<lr> Tr=0

la premicre, ou (23), devient, en chassant les dénomina-
teurs,

dr

AT ,
sow(l) (F— 0%} (F— ¢} == (F — @) (F — 2)(F — ),

et, en développant, ayant égard i la valeur F (21), et
adoptant la notation des r, s ¢y n° 97,

.. , AN Ll
[‘n\Fsbrcz\b:_;ﬂc.)(;{;)+5bi¢,\(7[;:> =F'—rF:+pF—gq;
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mais on a identiquement

C W\ 2 ek
S 2 a2 2 7 — ol N
[)C (b _'_(‘>(\([.L‘> ,[ r/S<1/.l.'>.)

s )
bw‘(f.—) = pF—gS(b ‘><:/T> ’

dr

(26)

o3

A

on a done, en substituant,
) . Cfdx\T N7 AT
F*— rI? 4~ ¢FS <-(-/—;) H4-pF—gS(6* 4 ¢ <Z>
= I — I‘F’-—i—[)[“ — ;5

ety si Poun réduit, si V'on divise par ¢, on retombe sur ’é-

quation (25). L'équation (24) peut done étre regardde

comme unc simplification de (23). Alors la seconde (16),
- ’ b ’ M

qui résulte des valeurs (22), lorsqu’on a établi la rela-

tion (24), n'est clle-méme qu'une conséquence de ces va-

leurs (22), ou des équations (20).

120. Férdfication. — U faut que la fonction 2 (12) vé-
vifie 'équation (24), ou (23), on (25), sinon le mouvement
géndral que nous avons défini comme provenant d’un scul
centre d’ébranlement ne serait pas possible. Avant de faire
fe caleul de cette vérification, rappelons la notation des
R, P, Q ctdes r, p, g, eny joignant les deux identités

(27) Shea'=pR —Q, Sa'z?=—rP—Q;

rappelons aussi Ie tableau de syméirie du n® 935 ctle genre
de sommation qui s’ensuit, a I'aide du signe S. La fonc-
tion A vérifie le groupe

( g’ — Qi+ RP =0, =2¢12= Q- yQ'— §¢RP,
; gr¥—Q=-- E?:

»?

(28)

ct, si V'on désigne le radical par D, on aura

(2 0 —4gRP=D, ¢»—RP=72D,
{29 Vi 19 9
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. . xr T2 p
La substitution de T ‘2;7 S AuX X, 7, 2 dans le groupe (23)
de la dix-neuviéme Legon, donne le nouveau groupe
A — R)(bery: — D
pigt e (R R) (L2t — D)
{8 — a¥) {a* — 1)

(30) Vgt (v/J“)F— Ry (aht—P)

(ar— 02y (0? — ) K

; V{athtr — P)
)& — a7

qui équivaut a la premiére équation (28) et qui donne faci-

lement

(34

-

D e——— @
Dretar— P ’

autre forme de Véquation qui particularise la fonction 2.
Enfin, complétons par H le groupe de simplification

2\
32) Shie (“> =T, 5<Q> =1
dr dr

‘Toutes ces formules étant présentes, diflérentions par
rapport & x la seconde (28), il vicul successivement

dQ d P L AdQ R dRD
“4 —_— -— g Tt ememnm 7)) ——
R cZQ Q = da T ode L 17dx
2 pimns o L= - -y
de r/x ,‘k — 4 RP b -
B d.on e (/9 . r{[‘\[’,
de dr dr

ety effectuant les dérivations indiquées, on a la premiére
¢quation du groupe

: 1
\ D) % == .1:[(17([;! 4 c:)‘A:»____ P — a’R],
. A
(33) 4 D E):_:.)'[b'-‘(c’ A )3 — P — L*R],
du \ .
D}‘,T :G[C’(n2+ [,:))‘: _pP— C'B.];

=
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les deux autres s’obtiennent de la méme maniére, en diffé-
rentiant la seconde (28) par rapporl a y, puis par rapport
a z. On déduit de ce groupe (33),

n.
D%Sz ?/L- =320 — 2RP = ¢} — RP =D,

d’aprés la premiére (28) et la scconde (29), ou déliniti-
vement

(34) Sz

) i

Ta

=5,
ce qui devait &ure: car lafonction A (12) est une fonction
homogéne de x, y, z, dontle degré est un quand on I'é-
value comme on doitle faire, ¢’est-a-dire en tenant compte
des irrationnalitds.

La premiére (33) prend les deux formes

7.
( 1y [l — R) —a)* =P},

am dx

(35) .
A . 2 bren -
D)'Z;“'l[“”' —Pj— bt — a1

Sil’on multiplie la premiére (35) par 4°c*x, la scconde
I I I

par @®, et que P'on opére sur chacune la sommation S, on

trouve, par les formules (27) et la troisicme (28),

oar A

- / >
D).Si e’ %’i =R ['/(I“A“ —R)—"P (1) — 1»)}

Y

. L odn . R
Di.Sa*x i P [(/}A —P) —R (r— A—)],

ce qui donne les deux valeurs

202 _ _
\ spienB g lg¥ 7 —R) — P [ph — D)
. 12D
(36) 4 . .
| saer @ p (2 (P2 =B} — R (7 — R}]
de ™ »D
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i

Si Pon multiplic la premiére (35) par B¢ <T>, la sc-
N .

). . ., .
conde par T leur sommation S donnera, par I'équation
[{&n

(34) ctles valeurs (32},

l 8
D)F.‘L(/\I(I‘)J— R) —_ l“/\(/)‘ES(I?xZTi_;_PSb?LJm:T_r>,
DI} =3 (p»*— P) — {/',zf;[):(.:cﬂ + RSa'z d_’ .
V= P \\\~u S h e H

or, les furmules (36) donnent aisément, d’aprés la se-

conde (29),

2 i P(py—P
grSare D pspree PP D)

da da A

(% {5 Lir— 1R
5hrea D 1g arp Dt BT R),

dx dor ) ’

substituant et résolvant, on a les valeurs

/ F:L‘;’(/“/."—R)ii’/z“/.’——f’)’
35) -1
427 ’ WKt — Py — W (1 —R)
H= —— — ’,
\ 2D
et les équations (36) peuvent s’éerive ainsi :
(8 ‘o
(38) .80 e o —=RF, %.8a’x %t —pH.
dx dr

On déduit des valeurs {37), en éliminant successivement
I'une des denx parenthéses qui figurent dans Ies numéra-
teurs, ct ayant ¢gard a la seconde des formules (29),

3 ME -+ PH={r*—R), RF+ ¢V H=[(pi?—P);
9 \ !

par ces valeurs, les deux formes (35) donnent, sans difli-

2® EDIT. : 20
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culté,
DB e [ane (P — @) £ P (a2l — 1)),
dx ‘
D»? @2 =z [R(F—a®) + ) (a8l — 1)],
dx ! 4

ctI'élimination successive des deux parenthéses (*H—1),
(F'—a®) conduit a

' D,
g (b'—'c”‘A“—P)(—[i:)x(F—n“),
owr
4o)
130 ;/H o ‘
‘ \u-)\-*R)E:Aa'(n-H——1;,

d'apres la scconde (29); ces équations, jointes a leurs sy-
méiriques, donnent Ie groupe suivant :

). «
Az ) Pt ot o L
V—at bt — P all—1 a@nw—R
d )
(fi; /& dy hy
V=6 car—p lH—1 be—R
. 7
s . 3z dz Lz
T = 3

P — qrthini— ])’ “H— 1 et — R

lequel conduit trés-simplement d la vérification cherchdée.
On a d’abord, par la muliiplication des deux fractions

. , d) s . .
qui ont pour numérateur ——, ct d’apres la premiére (3o),
or

o \?
i 722 x?

(F— &) (@l — 1) {67 = D)(a's — R)

1
= (2 — a*)a* — [1"')’
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ce qui donne la premiére valeur du nouveau groupe

,<Q>z~(w @) (@ H —1)

dr _(c"’ a")(-l“ _/j)
o A e Ua ]
(42) (%) ==y
(f@)'_LF:_fU -1
ds) (P —c) (=)’

les deux autres s’obtiennent de la méme maniére, en multi-

. . . , d
pliant les deux fractions (41) qui ont pour numdérateur o
ay

v

. . , d)
puis celles qui ont pour numérateur e On conclut enfin,

32

des valeurs (42), ct par les formules du n°® 95,

s S s ey,
<r/).\)3
dir
S = lg(p— el H— 1) =o.
F— A B

Donc la fonction 2 (12) vérifie les équations (23) et (24).

121. Perpendicularité de vibration. — Le groupe (41)
conduit a unc autre conséquence, fort importante dans la
question qui nous occupe; il donne

o,
-l
dr x?
S = —
e = S For—p=”

d’aprés I'équation (31); or on a, par les relations (22),

)
T Tz

s,d?_ﬁc

. 7
1' —_—at

20.
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donc la fonction ¢, que nous chercherons dans la prochaine

Lecon, doit vérifier I'équation

([_q; . dy do

(43) x —+ ¥ '—z({z' = 0,

dr ¢ (_/;-1

laquelle démontre quela vibration de chaque point M s’ exé-
cute perpendiculairement au rayon, ou i la droite qui joint
ce point au centre d’ébranlement.
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VINGT-TROISIEME LECOXN.

Suite des recherches sur la possibilité d'un seul centre d'¢hranlement. —
Détermination des projections de 'amplitude. — Lois de Yamplitude des
vibrations.

122. Résumé des conditions de possibilité, — L'expli-
cation des phénoménes optiques d’un milieu biréfringent
supposant qu'une moldécule de sa surface, atteinte par la
lumiére, devient le centre d’un systéme d’ondes progres-
sives a deux nappes, nous avons pensé qu'il était nécessaire
de rechercher si un pareil systéme, provenant d’un centre
unique d’ébranlement, peut exister seul. Nous avons établi,
dans la Legon précédente, qu’il faut, pour cela, que les
projections

/ t— 2

w—=—Xcos2x ——
G
t— )
(l) /o =—=Ycosarw 3
r—

w=—=7Zcosam

y

on & est la durée d’une vibration compléte, on 2, para-
métre des ondes progressives, est tel que.

ctou X, Y, Z sont des fonctions de x, ). z, puissent véri-
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fier les ¢quations aux différences partielles,

du do dee  du
det | — — — dbr | — — —
dy dx dr dz du
——e e — =
dy dz de*
o clev du v
2 (0 It
13) da <(l:. d)') e < ¥ rlx> d?o
dz - 1/[",
dee du v dw
| — =% ]
b ((/.1,‘ ([:.> da (( {z ([) > d*ne s
i dx - r{} At

ous avons vu que cette vérification au icu: 1° si
N VO u que cett Geat ral 0

sont les dérivées particlles d’une méme fonction ¢
X,Y,Zsontles d particlles d ,
ousilona

do do do

4 X=22, y="¢

dx (()f1 T dz !

2° si les expressions

(5) v (4? A dy (1)>

oz de dx dz
W dod)  dogdi
“\dr (/J—' dy de

sont telles, que leurs produits respectifs par a®, 0%, ¢*
soient les dérivées partielles d’'une méme fonction ¢, ou si
I'on a

K
(G) HZU::TIL', V= -2, W=

3° enfin, si les fonctions ¢ et  satisfont aux trois rela-
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tions
dx 178 o
do dx dg oy do oz

?

- — =G — = G — -+ = (=
(7) dx F—a dy F—0 dz r—
ou G et I' représentent, pour simplifier, les deux sommes
symétriques

1o ) . A
(8) G:S/)’c’(?() F:S/):L‘Y((_I.> '

dr dr ?

L'¢limination de G et des dérivées de ¢, cntre les rela-

tions (7), nous a donné I'équation
Al 2
dz

dI\?
12 20
bre <(/41:>

i S——— = oun S_>"7 —o
9) g ) i ,

dont la seconde forme, rapprochée des mémes relations {~j,
conduit & la condition

dod el o). dod)
{10) N ; —

drdx 1_/7(_/7 "z ds
Enfin, nous avons vérifi¢ que la fonction 2 (2) satisfait a
I'équation aux différences pacticlles (9), et qu’ellc est telle,
que les relations (7) donnent

, do de  do
{1e) Tt ey — 3t o

dx v dy dz

D’aprés cela, les équations (g), (10), (r1) sont trois consé~
quences distinctes du groupe (7), ¢t peuvent conséquem—

ment le remplacer.

123. Détermination des projections de l'amplitude. —
Ainsi, la fonction ¢, qu'il s’agit de déierminer, doit satis-
faire aux dquations (10), (11), ct aux conditions (6) ct (5),
lorsqu’on y substitucra les dérivées de la fonction A (2],
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laquelle vérifie I’équation (9). On peut remplacer le sys-
téme des deux équations (10) et (r1) par les trois valeurs,

iy < o i
—wl) — ———Z——}) E)

dx 7oz )
do ) 172\

(12) / {[).:"’<z (—17———.1‘[75)’
# do i, o).

E=els )

w étant une nouvelle fonclion: car, si P'on ajoute ces
valeurs aprés les avoir respectivement multiplides par
dy d d
de’ dy’ dz
et (11), et ccla quel que soit . Mais cette fonction o doit
ttre telle, que les valeurs (12) satisfassent aux conditions
(6) et (7), et en outre aux conditions d'intégrabilité de o,

ou par ix, ), z, on reproduit les équations (10)

Les valeurs (12), substituées dans la premiére des ex-
pressions (5), la transforment ainsi :

d) o ) di\: da\:T)
— 1y — 4 |— — ] + | — -
dr J dy dz \dy o= |

ajoutant et retranchant, dans Ie sccond membre, le terme

C—=ow

dh\? . . . . ,
x -] et introduisant la notation des fonctions symé-
[

triques, il vient
D d N\ ?
U:m[{—,}Sx(—-—xS <:> ];
de dx dr

, , d3\? , ,
nous avons représenté S <[—> par H, n° 130, ct démontré
adr

dx , .~ ST
que Sx—l—cst ¢égal & 35 on a donc, en muliipliant par o°,
aar

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR L'ELASTICITE. 313

ajoulant ct l‘ell‘ancllaut X,
B I

alU=—w [a’).{—— —z(a*ll —1)— x],
dr

ou, puisque I’équation (40} du n” 120 donne

. i . ~ Rd
”"‘;Z;"“E(" H— [)_TA o
plus simplement,
R o)
(13) ‘ HZU:(,)<—;\;(E—:):>-

. “ D 1dR
Maintenant, si I'on observe que x = 5 [ O aura succes-

sivement

(B ) > R 1 dR

)— dr A odx o dr
d.): LR 22
dx de 2 R
- 257 T 2% de

TS

. A .
et, en désignant 7 Par e, ce qui donne

2 dz 2\ o 7N .
(x4} “=g @‘E(”ﬁ‘“’)’

la valeur (13) devient la premiére du groupe suivant :

o 12 14
(15)a*U =Row. —1—(—;/7 b‘"V:Rm.—I—i—fy 2W—=Ruw. L=,
2wy 22 dy

2¢ds’

les deux autres s'obticndraient, de la méme manicre, en
substituant les valeurs (12) dans la seconde et dans la troi-
sieme des expressions (5). Dans le groupe (15), pour sa-
tisfaire aux conditions (G), il faut ctil suflit que R soit
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. IS _
une fonction f () de «, ou de 7 on doit donc prendre

(16) o=g /=57 (5)s

etil ne reste plus qu’a déterminer la forme de la fonction f,
de telle sorte que g existe.
Avant d’entreprendre cette derniére recherche, remar-
quons que les valeurs (12) donuent identiquement
1dy

i &
« c.a(luc~~

-}

dx

et comme on a, en ohservant que w (x6) estla fonction de A
et R seulement,

Zl(lc? d*e dw dyp
A= LT v _rrrY
o r @ dx? dx dr dw deo d ol v
= - ¢t ———— +2—ux,
dx »? dx ) dx d R

51y . , .
il s’ensnit nécessairement

d?s do  dod) de do
—l = __ 5§51 _ 2 —— Sz —
dx? d)i  dxdx dR dx

oS —o.

d’aprés les équations (1o} et (11), ou définitivement

(lczlp ; (lzq) ¥ d?o

(17)

= 0.

da? dy? dz*

Ainsi, les équations (17) et (10) ont liew nécessairement
quand les projections (1) vérifientles équations (3); ce qui
devait étre, puisque ces équations (3) comprennent impli-
citement la relation

die v de

(18)

o tTETY

Document numérisé par la Bibliothéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR L'ELASTICITE. 315
qui exprime que les vibrations dont il s’agit ici ont lieu sans
changement de densité.

Voyons maintenants’il existe une forme de la fonction f,
telle que les valeurs (12), dans lesquelles on substituera
w (16), puissent &tre les dérivées d’une méme fonction .
Soit posé, pour simplifier, f'(a) =/, lelo.—:j' Si l'on

égale les deux expressions que donnent les valeurs (12)

12
POU.F e
dy dz

tient un résultat dont Jes parenthéses secondaires devien-
nent des trindmes symétrigues, par 'addition et la sous-

A dz* du
» en déduisant — > — de la seconde (14}, on ob-
dz " dy

. , dA
traction de termes égaux; alors, en remplacant le—
? ax

par A, S( ) par I, on trouve

2% ., I ) 17
R(LZ £,
n:f[ ( . H) )<R(/x ;IH

1% { )
2j<[’l.:—)v> +f<22—1-s(—]-—)> = 0;
R lx

da?

et, réduisant, divisant par x, il vient

2% 2 d?:’
) 2o £ — RH 20 s —o.
(19) ( )+f<n Sf/.,;u) ©

On est conduit 4 Ja méme équation (19), qui est symétri-

. . d?c
ue, en égalant les deux expressions de —1-, et celles de
que, 5 dzdx
de

dr dy

» déduites des valeurs (12); en sorte que cette équa-

tion (19) exprime a elle seule les conditions d'intégrabilité
de la fonction ¢.
Mais il faut que cette unique relation (r1g) ne conlicnne

. . d?) . .
que Ia variable . Or, si 'on calcule § oo différentiant
e
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les équations (33) de la Legon précédente, si I'on prend
la valeur (37), n® 120, de H, et qu'on introduise « (14),
on arrive aux deux valeurs

2% o) H
3 S —\) — 2 .
SD)\ <1{ SL{‘2>_R<2K]J. ])a—‘—a>7

( D) (xz;nli):xnr<qar—,;a+r~l),

[24

(20)

d’ou I'on déduit, cn divisant Ja premiére par la seconde,

2% S(l’).
5 R d? . 2q% —pad k1

P—RH) (1 =a'a) (1 — baj(t — ¢z)

mais I'équation (»g) peut s’éerive ainsi :

2) g(l’)\
R R’ Cdr oaf'

(v —&u)  f 7

on a done, en « seul,

20 f' 2qa — po’ =1

S (= u’ia) W —_b'-';.)TI —c*a)’
ou bien, par une décomposition facile,

Zf’__I_J_ fz‘ﬂi N b c

21) ! . - —
(21] J @ 1 — i 1 — bz 1 —c'a

D’ou V'on conclut, par une intégration immédiate, et en

remplacant ensuite & par 7

) S 2:C(I_{l:1)(|_bil)(l—(;'J:l.j

—C Rn: .
( T U (R —anE) (R — b0 (R — )

(22

C étant une constante arbitraire de méme signe que le dé-
nominateur, afin que f* soit positif ou fréel.
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Le radical \,'Q'* — 4gRRP = D cst pris positivement dans
A (2), etla seconde des formules (29) de la Legon préeé-
dente érablitT'inégaliié

(23) g% > RPD.

La valeur 22 y*, n° 120 (30), devant &tre positive, il faut,
vu Vordre décroissant «”>b">¢, que les deux facteurs

]

52X — R, ¢®*a*A* — P soicnt de méme signe, ct I'inégalité

(23) exige quils solent positifs; on a donc

R

. S~ 2
P o

2 2
a0 =

alors, des trois facteurs du dénominateur de f* (22), les
deux premiers sont négatifs, le dernier positif, et la con-
stante C doit tire positive, égale 4 - <2, Si, pour simplifier,
on désigne par w le radical

(24)

on aura conséquemmcn L

Ve — Ry (b —R) (R —ew) =,

AR ¥i ED
(?5] f__,c a-_‘ 5.)._.AK_,_;
124, Paleur de Pamplitude. — En résumé, les équa-

tions aux différences pariclles (3) sont vérifides par les
valeurs (1}, ot A ala valeur (2) quand ou prend

! o 1,
X:T(:)(‘l'-(— _ :[—i),
Do ‘/J',
- LA
(26) (Y=o \U tlr x(/:)’
- el X 783
L =w <1‘ {—[)—_ — ¥ :/:) 5

le cocflicient o étant la fonetion (25). Soit U la demi-am-
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plitude de la vibration en M; X, Y, Z en sont les projec-
tions, et l'on a

U=X"+Y'+ 2

) dd\* dx dn
| Qo .y [0 — Sy
\ - [b (J +2?) <1/,r> 25) dy (/:,]

(27) ¢

o (R H — ).3);

mais, d’aprés la secconde formule (20) etz (14),
y ap

RH — ) = ;Rl—){x —a’a) {1 — 0y (1 — cta)
(amr—R) (67 — R) (R — 0]
= D
-
:‘1)_)‘;'

Substituant cetic valeur, ¢t o (25) dans U* (27), on a dé-
finitivement

(28) U mommen e —
VD ¢Q*—4qRP

g g

hpglipreteaed = ?

pour représenter la lol des amplitudes des vibrations aux
différents points du milieu, agité par les ondes progressives
émandesde Porigine descoordonndes, centreuniqued’ éhran-
lement. Cette loi remarquable, et qu'il ¢ait diflicile d'éta-
blir d’une autre maniére, suflivait 4 elle seule pour justifier
la recherche analytique que nous avons entreprisc. Mais,
avant d'interpréter cette loi, voyons quelle est la divection
de la vibration U,

125. Direction des vibrations. — Rappelons iciles équa-
tions (33) de la Lecon précédente, qui donnentles dérivées

de 23 on en déduit

dh Ak s (=) (R —a'i)

TETCG T T T T T

Document humérisé par la Bibliotheéque Interuniversitaire Scientifique Jussieu - UPMC



SUR L'ELASTICITE. 31q

et, les parenthéses des valeurs (26) de Y et de Z se caleulant
de la méme maniére, on a

_eyz(bt—e?) (R — a®)?)

i

?

Do
czxict—a?) (R — b2
(29) < Y —--- D)Kg N ),
g o iarlet = PR — et
\ Do

Désignons par &, v, ¢ les cosinus des angles de direction
de la vibration U, on aura, en remplacant g par sa va-
leur (24) etréduisant,

i/

A%Y

() W)

ros

h

sont les coordonnées du point out le rayon OM rencontre la

a
7 et ¢ se mettent sous une forme semblable. Or, . ’

nappe interne de la surface des ondes, ou de 'onde progres-
sive dont le parameéire A (2) est 'unité. Les cosinus £, n, ¢
peuventdoncs’exprimer complétement en fonction descoor-
dounées de ce point. Cest dire que tous les points de OM,
sans cxception, cxéeutent des vibrations paralleles entre
clles. Et Pon voit facilement que le mouvement général sera
délini, si 'ou connait le mouvement particulier des molé-
cules situées sur la surface des ondes, ou sur I'onde pro-
gressive dont le paramétre est I'unité.

Les cosinus &, n, ¢ (30), ainsi exprimés a Paide des

coordonndées du point M,, ot la droite OM rencontre la
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nappe interne de la surface des ondes, donnent une di-
rection qui coincide avec celle des vibrations appartenant
a Yonde plane tangente en M,. Parcillement, si, au lieu
de prendre A (2), on adoptait ‘

Y= ==t /O @

on trouverait des cosinus £, %, ¢ exprimés & Paide des
coordonnées du point M,, on la droite OM rencontre la
nappe externe de la surface des ondes, et qui définirait une
nouvelle direction, coincidant avee celle des vibrations que
propagerait Vonde plane tangente en M;. Pour constater
ces coincidences, il faudrait recourir a de nouvelles for-
mules, qui donneraient trop d’extension au clhapitre que
nous traitons; d'ailleurs, la discussion qui va suivre peut
se passer de ces résultats.

126. Lois de lamplitude. — Soient toujours M, ct M,
les points ot Ja ligne OM rencontre les deux nappes, enve-
loppante et enveloppée, de la surface des ondes; et repré-
sentons par Ry, Py, Qy, ct par Ry, Py, Q, les valeurs des

R, P, Q pour ces deux points; 2, et 2, ¢tant les deux retards

«() — l)
\/ \/Q --—3 Ol aura

R=21R, =\R,, P=3P =120, Q=11Q:=22Q,

- ~

D = /Q' — f¢RP == 3} VQi — {9 kP, =21 VQj — 4¢R.P,,

et en outre, par I'équation de la surface des ondes, et

d’aprés le n° 101,

Q=RP+4¢q, Q:=R,P,+ /8 ’(] =RP.=R,P,, R/ R

~
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On déduit de ces derniéres relations,

R,— R,\?
Qi fgRP = (R P — ) =P (R R = (P

R, — R.\*
Q) — 4gRiP,= (g — R.P,) =P} (I}, -~ “0’:’/’( R 'Z>’

de telle sorte que D admet les valeurs suivantes :

D —,)\fP.(R, —Ry) = ).i[’,(n, —R.) == [’(B,—Ra)

R, — R.\* R, —R,\?
=M g — ") =? . .
'7< R, ) ‘f’< it )

De la résulte, pour la demi-amplitude,

TR, . TR
3 e S on/ -, U=/
(31) T abe VHI T T habe \/R, —R,’

qui apparticnnent aux deux vibrations du point M, le re-

, e, Q—D .
tard de I'une de ces vibrations étant 2, = \/9 - -2y celui
'.’.(/
)+ D, o
/Q+ D . Comme ces deux vibralions sont
Iy

de 'autre 4, = V

indépendantes, et que chacune pourrait exister scule, il

n’y a aucune dépendance nécessaire entre les deux con-
stantes ¢y, €2, lesquelles sont distinctes et quelconques.

Dans les valeurs (31), Ry et R; sont deux paramétres, va-

riables avec la dircction de OM, mais constants pour tous

. ’ . . R /R
les points de cette ligne. Puisque 2y = / —=5 }y == S,
° RS R

’

et quc R est le carré de la distance OM = r, les deux valeurs
(31) peuvent étre réunies dans celle-ci,

£ —T{. R, 1
(32) U= \/I’{T:'n"._.'?’

qui fait voir que I'amplitude des vibrations, de tous les

2¢ LT, 21
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points d’une méme direction, est en raison inverse de la
distance au centre d’ébranlement. D’aprés une formule dé-
montrée dans la dix-neuviéme Lecon, la valeur (32) peut
se meltre sous la forme

—
(o8]
w2

—

o~

1
l"

U=—-— ——

by(a* — ¢*)sinisind’
i et i’ ¢lant les angles que la droite OM fait avee les deux
axes optigues. Cette expression géndrale de Iamplitude
devicnt infinic pouri=o, i’=0, r= o, c'est-i-dire sur
les axes optiques, et au centre méme de I'ébranlement.
Mais il faut se rappeler que les projections u, v, w, n° 118,
se composent chacune de deux termes ayant respective-

s t— )

sy COS2T

& G

2
ment pour facteurs cosam 2; or, lo.l'squc

i=o0, {'=o0, r=o0, ou lorsque le radical yQ* — 4¢gRP
est nul, on al, = J,, etles facteurs précédents sont égaux;
ce (qui fait rentrer ces cas extrémes dans une question d’in-
détermination que nous traiterons dans la Legon suivante.
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VINGT-QUATRIEME LECON.

Tin des recherches sur Ia possibilité d’un seul centre d'¢branlenzent, — Mou~
vement général des ondes progressives. — Nécessite d'admet(re 1'¢ther. —
Conclusion. — Sur la constitution intéricure des corps solides.

127. Mouvement & la surface des ondes. — Toutes
Jes molécules de la surface des ondes vegoivent cn méne
temps les ébranlements ¢lémentaires venus du centre; leurs
vibrations sont donc toujours concordantes, ou sans aucune
diflérence de phase. De plus, ces vibrations s’exéeutent sur
les plans tangents ala surface, ct perpendiculaivement aux
rayuns; clles sont donce dirigées sur les courbes sphériques,
n” 103, Mais 'amplitude de la vibration n'est pas la méme
sur toute I'diendue d'une courbe sphérique : car U ou U,
(31), n® 126, pour A; =1 ou pour ;= 1, n’cst pas con-
stant avee R, ou avee Ro. On peut néanmoins représenter
le mouvement de toutes les moldeules situées sur une méme
courbe sphérique, par des oscillations périodiques de cette
cowrbe, accompagndes de dilatations ct de contractions li-
néaires dans les diverses parties. Ft les oscillations de
toutes les cowrbes sphériques, avee des amplitudes diflé-
rentes, représenteront le mouvement qui a lieu sur toute
la surface des ondes.

De cette maniére, chaque point oscille ou vibre sur la
courbe sphérique dont il fait partic. Mais U'extrémité d'un
axe optique se trouvanta lafois sur deux courbes sphériques,
son mouvement se distingue de celui de tout autre point :
les deux courbes le contournent, en quelque sorte, par
deux arcs opposés, par deux demi-cercles ou deux demi-
cllipses, dont les courbures sont extrémement grandes. Dela

21.
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résulte, pour le point singulier dont il s’agit, un mouvement
composé, circulaire ou elliptique. Clest ainsi que P'on peut
expliquer et faire disparaitre I'indétermination apparente
du mouvement des points situés sur les axes optiques. En
résumé, dans le mouvement géndral que nous voulons dé-
finir, et qui provient d’un senl centre d’¢branlement,
parmi les poinls situés sur la surface des ondes, le plus
grand nombre exécutent des vibrations linéaires; d’autres
des oscillations curvilignes, et quatre seulement des rota-
tions autour de leurs positions d’équilibre. Maintenant que
le mode d’agitation de la surface des ondes est compléte-
ment défini, il reste a en déduire le mouvement général
qui résulterait d'nn systéme d’ondes progressives a deux
nappes, provenant d'un centre unique d’ébranlement.

128. Mouvement général des ondes progressives. —
Rappelons d’abord le genre de coordonnées curvilignes qui
appartient d la surface des ondes: nous avons vu (19° Le-
con), qu'il existe deux familles de cones, tracant sur cette
surface des courbes orthogonales, et que nous appelons les
cones R, ct les cones Ry; un cdne R, coupe la nappe
enveloppante suivant une courbe sphérique, et la nappe
enveloppée suivant unc courbe ellipsoidale; Vinverse a licu
pour un céne R,. Ces cones, se conduisant de la méme
maniére pour toute onde progressive, quelle que soit sa
position, coordonnent trés-simplement le genre de mouve-
ment que nous étudions. Plagons-nous en un point M d'unc
artle commune & deux de ces cOnes; si une seule vibration
a lien a l'origine O, le point M exécutera successivement
deux vibrations, 'une aprés un retard A, n® 147, sur la
courbe sphérique du coéne Ry, l'autre aprés un retard 2,
sur la courbe sphérique du cone R,; ou plutédt, ces deux
courbes feront chacune une oscillation aprés ces deux re-
tards respectifs.
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Supposons maintenant que le centre d'ébranlement pro-
duise une suite indéfiniec d’ondes progressives, et plagons-
nous sur un des cénes R, ou R, ; ce cone est le lieu d'une
infinité de courbes sphériques, tracées par les sphéres dont
le centre est en Oj lors du mouvement général, toutes ces
courbes oscilleront; leurs oscillations seront izochrones,
mais clles auront des phases différentes; le retard ou la

. \ . R
phase qui correspond a chaque courbe étant \/-R—a ou
1

11—:—2, ce sera comme si le mouvement oscillatoire des
courbes sphériques se propageait, sur la surface du céne,
avec une vitesse de propagation égale a VR, ou 4 yR.. Le
mouvement sera le méme sur tous les cdnes R, ou R, mais
avec des vitesses de propagation diflérentes. Enfin, le mou-
vement, sur chacun des deux axes optiques, résultera d’une
rotation conlinue, circulaire ou elliptique, se propageant
avec la vitesse b. De la coexistence de ces mouvements di-
vers, on conclut complétement le mouvement vibratoire
d’un point M du milicu, situé a une distance VR du centre
d’ébranlement : car les projections u, v, w de son dépla-
cement, a 'époque ¢, sont les sommes respectives des pro-
jections uy, vy, wy, et u,, vy, w. de deux déplacements
périodiques, s’exécutant sur les deux courbes sphériques

des cones R,; et Ry, dont 'aréte commune est OM; les

o i R
phases de ces deux vibrationssont A, =\ / et Ay == { / =3
R, R,

lIeurs amplitudes sont U, et Uy, n° 126.
129. WNécessité d’admettre Uéther. — Mais 1l existe un

point, un seul, dont le mouvement reste inconnu; c'est
Porigine O, le centre unique de 'ébranlement, le sommet
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de tous les cdnes R; et R,. Pour obéir aux lois trouvdces, ce
point devrait exécuter des vibrations d'une amplitude in-
finie, et cela, dans toutes Jes directions a la fois, ce qui est
physiquement impossible. Doit-on conclure de Ia que I'hy-
pothése d’une suite indéfinic d'ondes progressives produite
par un seul centre d’¢branlement est inadmissible? Nous
ne le pensons pas. L’explication des phénoménes optiques
des milicux biréfringents, fondée sur cette hypothese, a
donné trop de preuves de sa réalité, a découvert trop de
faits nouveaux, pour qu’on puisse la rejeter. 1l faut done
chercher une autre conclusion, qui laissc subsister une
théorie physique, appuyée sur de tels services rendus a la
science.

La matiére pondérable n’étant pas continue, si 'on dé-
coupe Despace qu’occupe le corps birdfringent en polyédres
égaux, qui comprennent chacun une seule moléenle inté-
grante, chaque polyédre élémentaire constituera ce que on
peut appeler le systéme d’une moléeule. Cela posé, Vori-
gine O cst occupée par une moldeule pondérable, et il faut
chercher quel genre d’agitation peut s’établir dans son sys-
1éme, pour qu’il en résulie, au dela, les ondes progressives
dont I'expérience constate les effets. Le mystére est ainsi
concentré dans ce systéme, car, quelqgue petit que soit Vi,
pourvu qu’il ne soit pas nul, ou bien, quelque voisin de O
que soit le point M, pourvu qu'il ne se confonde pas avec
cette origine, le mouvement de ce point est compléiement
délini. Or, si la matiére ponddrable existe seule dans Ie sys-
téme central, elle est totalement incapable de produire
I'effer dontil s’agit : puisque, si le milieu vibrant qui pro-
page la lumiére dans le cristal ne se compose que de par-
ticules poudérables, on est inévitablement conduit a cctte
conséuence, que la molécule O doitexéeuter des vibrations
d’amplitude infinie dans toutes les directions i la fois. 1i
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faut donc, nécessaircment, que le sysiéme central, et par
suite tout P'espace biréfringent, contienne une autre espéce
de matiére, qui soit le véritable milicu vibrant sous I'in-
fluence de 1a lamiére; landis que la matiere pondérable ne
remplit qu'un role purement passif, en modifiant, par une
sorte de résistance, les directions des vibrations et les vi-
tesses de propagation dans les divers sens. Cette nouvelle
espéee de matiére ne peut étre que P'éther, dont Uexistence
est démontrée par le fuit de la propagation des ondes lumi-
neuses dans les espaces planétaires.

130. Possibiliid d'un seul centre d’¢branlement. —
Puisque Péther existe dans le systéme de la moléeule cen-
trale, ilest possible de se ligurer un mode d’agitation de ce
fluide, capable de produire les ondes progressives a deux
nappes. Imaginons que I'éther y soit distribué en couches
d’égal potentiel, ayant, & unc certaine distance du centre
de gravité du systéme, la forme d’ellipsoides homofocaux.
Lors de agitation, uue moléenle du iuide, située sur unc
de ces couches, est déplacée ; son déplacement se décompose
en trois projections : I'une normale & Pellij svide qui, ocea-
sionnantun changement dans la densité du tluide, n’appar-
tient pas & la lumicre; les deux auntres tansversales, et
dirigées suivant les tangentes aux deux lignes de courbure
de Tellipsoide. Ces derni¢res projections occasionnent les
oscillations des lignes de courbure; oscillations qui se pro-
pagent, avec des vilesses diverses, ser Jes hyperboloides
homofocaux, conjugués aux ellipsoides, cl, au loin, surles
cones asymptotiques a ces hyperboloides, n® 104. Les axes
optiques ne sont aulres que les asymptotes de Phyperbole
qui passe par les ombilies des ellipsoides, ct qui propage
des mouvements rotatoires continus. Dans cetle maniére
de concevoir le mouvement général, la molécule poudérable
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en O est immobile; son atmosphére fluide est considérée
comme occupant tout le cristal, etles autres particules pon-
dérables, disséminées dans cette atmosphére, s’y meuvent
comme Yéther qui les entoure ou dont elles tiennent la
place. Il se passerait 1a un phénomeéne analogue i celui que
présenterait unc nappe d’eau, parsemée de flotteurs cylin-
driques lestés, si 1'on faisait déerire a un seul de ces flotteurs
plusieurs oscillations verticales : le flotteur ¢hranlé devien-
drait le centre d'un systéme d’ondes circulaires, se propa-
geant & la surface du liquide, et les autres flotteurs se
mouvraient comme ’cau ambiante.

131. Conclusion, — Nous voici arrivés au terme de la
longue recherche que nous avons entreprise, dans le seul
but de donuer un exemple de Vutilité que peut ofirir la
théoric mathématique de I'élasticité, comme moyen d’ex-
ploration dans les questions de Physique générale. Nous
nous étions proposé de reconnaitre si la matiére pondérable
est récllement le milicu qui vibre ct propage la lumiére
dans les cristaux diaphanes. Il ne peut plus exister de
doute sur celle question, car il résulte clairement de notre
analyse que lamatiére pondcrable, seule, est compléiement
incapable de produire les ondes progressives qui expliquent
les phénoménes optiques des corps biréfringents, et qui
ont fait découvrirla plupart de ces phénomenes. Les ondes
lumineuses sont donc produites et propagées, dans les corps
diaphanes, par les vibrations d’un fluide impondérable, le-
quel ne peut étre que Véiher. Or, ces conséquences impor-
tantes ne pouvaient étre déduites, d'une maniére certaine
et rigoureuse, qu’a I'aide du calcul et en partant de la théo-
rie de 'élasticité. L’explication que nous avons ébauchée
au paragraphe précédent, nécessiterait d’auires recherches
analytiques ct des épreuves expérimentales, dans le but de
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reconnaitre si elle est vraic ou fausse ; toutefois, dés a pré-
sent, elle définit, d’'une maniére trés-simple, le mouve-
ment des ondes progressives & deux nappes, celui qui se
propage sur les cdnes orthogonaux, et surtout les axes op-
tiques; malgré ces avantages, nous ne la donnons ici que
pour opposer, & 'impossibilité physique des ondes lumi-
neuses par la matiére pondérable seule, un moyen facile de
concevoir leur formation par I’éther répandu dans les corps
diaphanes.

132. Différence avec la théorie de Fresnel. — Nous
avons exposé la théorie de la double réfraction en suivant
la méme marche que Fresnel, mais en nous servant de la
théoric mathématique de Tédlasticité, telle qu'clle existe
aujourd’hui. Anlieu des formules de cette théorie, I'resnel
a employé une hypothése, ou un principe de dynamique
qu’il aurait examiné de nouveau, s'il n'eiit été enlevé pré-
maturément 2 la science qui lui doit ses progrés les plus
importants. Son travail est suflisamment décrit dans plu-
sieurs Traités de Physique; de son principe hypothétique
il déduit assez rapidement I'équation qui donne les vitesses
des ondes planes; et il en conclut I'équation de la surface
des ondes, origine de sa découverie des eristaux & deux
axes. Mais il résulte de son point de départ, que la vibra-
tion s’cxéeuterait, 4 la surface des ondes, sur les courbes
ellipsoidales, et non sur les courbes sphériques ; ¢'est-a-dire
qu'elle serait paralléle & la projection du rayon lumineux
sur 'onde plane tangente a la surface, et non perpendicu-
laire & ce rayon comme I'indique la théorie de Iélasticité.

Il parait difficile de décider, par l'expérience, laquelle
de ces deux divections est la véritable; car, quelle que soit
celle que 'on adopte, les deux rayons réfractés, correspon-
dant & une méme incidence, sont polarisés a angle droit, et
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toutes les conséquences relatives 4 la polarisation sont les
mémes. Dans leurs recherches analytiques sur la réflexion
cristalline, Mac-Cullag et Newmann ont adopté la vibra-
tion perpendiculaire au rayon lumineux, et leurs formules
paraissent s’accorder avee les faits. Mais, puisque I'éther
est réellement le milieu dont les vibrations propagent la
lumiére dans les cristaux biréfringents, les formnles que
nous avens exclusivement employées sont sans doute insuf-
fisantes. La densité deVéther peut n’étre pas la méme dans
toute I'étenduc du systéme d'une moléeule; et de la résul-
terait la nécessité de substituer des.fonctions périodiques
aux coeflicients constants des N;, T.. En outre, les termes
qui contiennent les dérivées secondes des déplacements ne
scraient pas mégligeables. Or, les formules plus générales
qui tiendraient compte de toutes ces variations, pourraient
conduire a des lois différant beaucoup de celles que nous
avons établies. Clest cc qui parait résulter des belles re-
cherches analytiques de Cauchy, sur ce sujet diflicile,
puisqu’il est conduit 4 la méme conséquence que IFresncl
pour la dircction de la vibration.

133. Perturbations. — L’expérience vérifie toutes les
conséquences déduites de la forme exacte de la surface des
ondes, telles queles directions et les vitesses des deux rayons
réfractés correspondant i toute incidence, a toute position
de la face du cristal, ct les phénoménes si singuliers des
réfractions conique et cylindrigue; il serait diflicile de
trouver une théorie partielle qui fit plus complétement
d’accord avee les faits. Toutefols cet accord parait cesser
quand on étudie la dispersion de la lumiére dans les milieux
biréfringents : Vexpérience constate que les positions des
axes optiques varient avee 'espéce de lumiére homogtne
ou avece la durde de la vibration; c'est-d-dire que les posi-
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tions des axes d’élasticité et les grandeurs des vitesses prin-
cipales a, 0, ¢ changent d’une couleur a une autrve. Mais
toutes ces variations, ainsi que le fait de la dispersion dans
tout milicu diaphane, sont, pour ainsi dire, de Pordre des
perturbations. Ces phénoménes dépendent, comme Fresnel
I’a fait voir, des termes négligés, de ceux qui contiennent
les dérivées d’ordre supéricur des déplacements molécu-
laires; et la théorie, limitée a une premiére approximation,
ne pouvait ni les expliquer ni les prévoir.

On remarquera combien il est diflicile de quitter les
ondes Iumincuses quand on les aborde sur quelque point :
notre but était de prendre un exemple, aussi restreint que
possible, de T'utilité que peut olirvir la théorie de I'élasti-
cité comme moyen d’exploration; nous avons choisi la
double réfraction, mais en dvitant avee soin de toucher
aux autres chapitres de la théorie physique de la Inmicre;
¢’est pour cela que nous avons substitué au principe des
interférences I'analogie avec les ondes liquides, dans les
explications préliminaires de la réflexion, de la réfraction
simple ct de la construction d’Huyghens; que nous nous
sommes gardé de prononcer Jes mots de plan de polarisa-
tion, ¢t beaucoup d’autres, Mais, lorsque le but est atteint,
quand le moment du repos est venu, voila qu'une multitude
de questions surgissent, qui exigent au moius quelques
mots de réponse; ct tous les chapitres que nous voulions
éviter semblent sc mettre de la partie. Malheurensement,
nous n’avons ni Je temps, ni surtout la puissauce de satis-
faire & toutes ces exigences.

134. Surla constitution intérieure des corps solides. —
Nous termincrons cetie Legon, et le Cours que nous avons
entrepris, par quelques réllexions sur la constitution inté-
ricure des corps solides. Enongons d'abord, sans hésitation
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et sans scrupule, une opinion que les faits justifient, et qui
a présidé aux méthodes, et méme aux procédés analytiques
dont nous avons, fait usage. C’est que toules les questions
relatives & la Physique moléculaire ont é1é retardées, plutét
qu'avancées, par I'extension, au moins prématurée sinon
fausse, des principes et des lois de la Mécanique céleste.
Les géométres, préoccupés par 'immense travail néces-
saire pour compléter Ia découverte de Newton, habitués a
trouver I'explication mathématique de tous les phénoménes
célestes dans le principe de la pesanteur universclle, ont
fini par se persuader que I'atiraction, oula matiére pondé-
rable seule, devait pareillement expliquer la plupart des
phiénoménes terrestres. Aussi Pont-ils prise pour point de
départ de leurs recherches sur les différentes parties de la
Physique, depuis la théorie de la capillarité, jusqu’a celle
de I'élasticité. 11 est sans doute probable que les progrés de
la Physique générale conduiront un jour a un principe,
analogue a cclui de la pesanteur universclle, dont ce dernier
ne sera méme u'un corollaire, et qui pourra servir de base
4 une théorie rationnclle, embrassant a la fois les deux
Mécaniques, céleste et terrestre. Mais, présupposer ce prin-
cipe inconnu, ou vouloir le conclure en entier d'unc scule
de ses parties, ¢’était retarder, peut-étre pour longtemps,
I'époque de sa découverte,

Quand la science de la Mécanique moléeulaire sera de-
venue rationnelle dans toutes ses parties, la constitution in-
téricure des corps ou des milieux pondérables fera I'objet
du dernier de ses chapitres, de celui qui devra s’appuyer sur
tous les autres, I} sera donc pour longtemps impossible de
s'en faire une idée complétement satisfaisante. Cependant
cette idée, toujours remaniée et toujours imparfaite, pré-
side a toute élude des phénoménes naturels. Clest en elle
que viennent se concentrer toules les diflicultés, tous les
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doutes que le physicien et lechimiste rencontrentdans leurs
travaux de recherche. C'est dans le but de I'delaircir, de la
définir, que les plus illustres géomcétres ont entrepris tant
de travaux infructueux. Est-ce unc énigme a jamais inso-
luble? A cette question il faut répondre : Oui, si Yon ne
veut admettre que la matiére pondérable; non, si I'on ad-
met en outre I'existence de I'éther.

Si, de la matiére pondérable clle-méme, émanent les
forces attractives et répulsives, quirapprochent ct éloignent
ses particules, il faut que ces forces opposées varient de
telle maniére, que le systéme de deux molécules seulement
puisse étre en équilibre pour un grand nombre d'intervalles
différents; et que le corps solide formé par le groupement
d’un grand nombre de molécules ait la méme densité a la
surface qu'a l'intérieur, quelles que soient d’ailleurs la
figure etles dimensions de ce corps. Sinon le fait de la cris-
tallisation, et I'omogénéité des cristaux dans toutes leurs
parties, ne s’accorderaient pas avec 'hypothése posée. Mais
il est difficile, pour ne pas dire impossible, d’imaginer des
fonctions représentant les forees dont il s’agit, et qui puis-
sent satisfaire complétement a toutes ces conditions. On est
inévitablement conduit & admettre des intervalles plus
grands pour les molécules voisines de la surface, d’out ré-
sulterait une diminution de densité, que U'expérience n’a
jamais pu constater, De las’éleve un doute sur la réalité du
principe admis, que toule la puissance de ’analyse mathé-
matique ne saurait détruire,

Mais si P’éther existe et entoure toutes les particules pon-
dérables, on peut sc rendre compte, comme il suit, de la
constitution intérieure des corps solides, sans étre forcé
d’admettre des variations dans les intervalles moléculaires;
ctsi ce premier pas nous laisse encore énormément loin de
U'explication, ou de la définition compléte, on sent qu'il est
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réellement dirigé sur la route qui doit y condaire. Rappe-
lons d’abord le phénoméne des atiractions etdes répulsions
apparentes des corps légers a la surface de I'eau : imaginons
une multitude de {lotteurs cylindriques, lestés de maniére a
rester verlicaux, tous semblables, de méme nature, et d'un
trés-pelit diamétre; parleuraction capillaire, ils dépriment
ou exhaussent tous le liquide prés de leur ligne de {flot-
taison ; lorsqu’on les rapproche suflisamment, ils s’attirent,
et restent en quelque sorte collés les uns contre les autres,
de maniére 4 composer un amas de forme quelconque, nne
sorte de lame qui s¢ meut tout Cune piéee; on ne distingue
aucunc diflérence entre Jes intervalles des flotteurs réunis,
vers le milicu de la Jame, ct prés de ses bords: le liquide
interposé y est scul indgalement abaissé ou élevé, D'aprés
Ihypothése nouvelle, agglomération de molécules, qui con-
stitue un corps solide, serait analoguc 4 la lame formée par
les flotteurs dans I'expérience que nous venons de déerire :
Véther y jouerait le role du liguide; les actions répulsives
ou attractives cxercées par Ja matiére pondérable sur le
fluide remplaceraient Paction capillaive; les intervalles
moléculaires pourraient étre les mémes dans toute I'étendue
du corps; la densité de 'éther, analogue & la hautenr du
liquide, serait seule indgale. Nous nc dédunirons ancune
conséquence de cette analogie. Nous voulions seulement
montrer que, si 'ancienne hypothése est impuissante et
stérile, la nouvelle présente au contraire une véritable {¢-

condité, dont il sera nécessaire de bien diriger I'emploi.

Quoi qu’il en soit, l'existence du fluide éthéré est incon-
testablement démontrée, par la propagation de la lumiére
dans les espaces planétaires, par Pexplication si simple, si
compléte, des phénomenes de la diffraction dans la théorie
des ondes ; et, comme nous I’avons vu, les lois de la double
réfraction prouvent avec non moins de certitude que I'éther
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existe dans tous les milieux diaphanes. Ainsi la matiére
pondérable n'est pas seule dans I'univers, ses pariicules
nagent en quelque sorte au milieu d’un fluide. Si ce fluide
n'est pas la cause unique de tous les faits observables, il
doit au moins les modifier, les propager, compliquer leurs
lois. I1 n’est donc plus possible d’arriver a unc explication
rationnelle et compléte des phénoménes de la nature phy-
sique, sans faire Intlervenir cet agent, dont la préscnce est
inévitable. On n’en saurait douter, cetle intervention, sa-
gement conduite, trouvera le sceret, ou la véritable cause
des eflets qu’on attribue au calorique, a P'électricité, au
magnétisme, & atiraction universelle, & la cohdsion, aux
aflinités chimiques; car tous ces étres mystéricux et incom-
préhensibles ne sont, au fond, que des hypothéses de
coordination, utiles sans doute & notre ignorance actuelle,
mais que les progrés de la véritable science finiront par
détroner,

FIN.
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